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AVERTISSEMENT

A la demande de I’Académie des Sciences, le Comité Poincaré de
la Société des Amis de I'Ecole Polytechnique a décidé d’achever
Vimpression des ceuvres complétes d’Augustin Cauchy, dont deux
volumes restaient & publier.

Le premier de ces deux volumes, le tome II de la II° série, parail
aujourd’hui. Nous sommes heureux d’en remercier Monsieur René -
Taton, qui a bien voulu reconstituer le texte avec la perspicacité qu’on
lui connait déja, et 'imprimerie Gauthier-Villars, qui a apporté tous
ses soins 4 I'impression de ce volume.

Gasrton JULIA
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MEMOIRE
SUR L’INTERPOLATION ().

Journal de Mathématiques pures et appliquées, Tome II, p. 193-205; 1837.

Dans les- applications de I'analyse 4 la Géométrie, a la Physique, a
I’Astronomie... deux sortes de questions se présentent a résoudre, et
il s’agit 1°de trouver les lois générales des {igures et des phénoménes,
c’est-a-dire la forme générale des équations qui existent entre les
diverses variables, par exemple, entre les coordonnées des courbes et
des surfaces, entre les vitesses, les temps, les espaces parcourus par
les mobiles, etc.; 2° de fixer en nombres les valeurs des paramétres
ou constantes arbitraires qui entrent dans I'expression de ces mémes
lois, ¢’est-a-dire les valeurs des coefficients inconnus que renferment
les équations trouvées. Parmi les variables on distingue ordinairement,
comme l'on saif, celles qui peuvent varier indépendamment les unes
des autres, et que 'on nomme pour cette raison variables indépen-
dantes, d’avec celles qui s’en déduisent par la résolution des diverses
équations, et qui se nomment fonctions des variables indépendantes.
Considérons en particulier une de ces fonctions, et supposons qu’elle
se déduise des variables indépendantes par une équation ou formule
qui renferme un certain nombre de coefficients. Un pareil nombre
d’observations ou d’expériences, dont chacune fournira une valeur

(1) Ce Mémoire a 66 autographié en septembre 1835 et envoyé a cette époque a

I’Académie des Sciences. On 1'imprime ici pour la premidre fois, du consentement dc
'auteur. (J. L.)
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6 MEMOITRE SUR L'INTERPOLATION.

particuliére de la fonction correspondante & un systéme particulier de
valeurs des variables indépendantes, suffira pour la détermination
numérique de tous ces coeflicients; et, cette détermination faite, on
pourra obtenir sans difficulté¢ de nouvelles valeurs de la fonction
correspondantes a de nouveaux systémes de valeurs des variables indé-
pendantes, et résoudre ainsi ce qu’on appelle le probléme de I'inter-
polation. Par exemple, si I'ordonnée d’une courbe se trouve exprimée
en fonction de I'abscisse par une équation qui renferme trois para-
métres, il suffira de connaitre trois points de la courbe, ¢’est-a-dire
trois valeurs particuliéres de 'ordonnée correspondantes a trois valeurs
particuliéres de I’abscisse, pour déterminer les trois paramétres; ct,
cetle détermination effectuée, on pourra sans peine tracer la courbe
par points en calculant les coordonnées d’un nombre aussi grand que
I'on voudra de nouveaux points situés sur les arcs de cette courbe
compris entre les points donnés. Ainsi, envisagé dans toute son étendue,
le probléme de I'interpolation consiste & déterminer les coefficients ou
constantes arbitraires que renferme I'expression des lois générales des
figures ou des phénomeénes, d’aprés un nombre au moins égal de
points donnés, ou d’obscrvations, ou d’expériences, Dans une foule de
questions les constantes arbitraires entrent au premicr degré sculement
dans les équations qui les renferment. C’est précisément ce qui arrive
lorsqu’une fonction est développable en unc série convergente ordonnée
suivant les puissances ascendantes ou descendantes d’une variable
indépendante, ou bien encore suivant les sinus ou cosinus des multiples
d’un méme arc. Alors il s’agit de déterminer les coefficients de ceux

des termes de la séric que I'on ne peut négliger sans avoir 4 craindre

qu'il en résulte une erreur sensible dans les valeurs de la fonction.

Dans le petit nombre de formules qui ont été proposées pour cet objet,

on doit distinguer une formule tirée du calcul des différences finies,

mais applicable seulement au cas ou les diverses valeurs de la variable

indépendante sont équidifférentes entre elles, et la formule de Lagrange .
applicable, quelles que soient ces valeurs, a des séries ordonnées

suivant les puissances ascendantes de la variable indépendante. Toute-
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MEMOIRE SUR L'INTERPOLATION. 7

fois cette derniére formule elle-méme se complique de plus en plus a
mesure que 'on veut conserver dans le développement de la fonction
en série un plus grand nombre de termes; et ce qu’il y a de plus
fachcux, c’est que les valeurs approchées des divers ordres correspon-
dantes aux divers cas ou ’on conserverait dans la série un seul terme,
puis deux termes, puis trois termes... s’obtiennent par des calculs a
peu présindépendants les uns des autres, en sorte que chaque nouvelle
approximation, loin d’étre rendue facile par celles qui la précédent,
demande au contraire plus de temps et de travail. Frappé de ces incon-
vénients, et conduit par mes recherches sur la dispersion de la lumiére

=4 m’occuper de nouveau du probléme de l'interpolation, j'ai eu le
honheur de rencontrer pour la solution de ce probléme une nouvelle
formule qui, sous le double rapport de la certitude des résultats et de
la facilité avec laquelle on les obtient, me parait avoir sur les autres
formules des avantages tellement incontestables, que je ne doute guére
qu’elle ne soit bientot d’un usage général parmi les personnes adonnées
i la culture des sciences physiques et mathématiques.

Pour donner une idée de cette formule, je suppose quune fouction
de x, représentée par y, soit développable en une série convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes ou descendantes de «, ou
bien encore suivant les sinus ou cosinus des_arcs multiples de x, ou
méme plus généralement suivant d’autres fonctions de = que je repré-
senteral par

o(z)=r, x(x)=r, d(z)=w,

en sorle qu'on ait

(1) ‘)':au+bb+cw+...,

a, b, ¢, ..., désignant des cocflicients constants. Il s’agit de savoir,
1° combien de termes on doit conserver dans le second membre de
I'¢quation (1) pour obtenir unc valeur de y suffisamment approchée,
dont la différence avec la valeur exacte soit insensible et comparable
aux erreurs que comportent les observations; 2° de fixer en nombres
les coefficients des termes conservés, ou, ce qui revient au méme, de

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 : MEMOIRE SUR L'INTERPOLATION.

trouver la valeur approchée dont nous venons de parler. Les données
du probléme sont un nombre suffisamment grand de valeurs de y

représentées par
Yy Yo ey ¥m

et correspondantes a un pareil nombre n de valeurs de x représentées
par x,, &, ..., &, par conséquent aussi 4 un pareil nombre de
valeurs de chacune des fonctions u, ¢, w, ..., valeurs que je repré-
senterai de méme par

Uy Usy  oen U,

pour la fonction u, par

LTI PR

pour la fonction ¢, etc. Ainsi, pour résoudre le probléme, on aura
entre les coefficients inconnus a, b, ¢, ..., les n équations du premier
degré
J=au, -+ bV1 —+ cwy -, o9

n=aus+ by, +ews +. L
(2) T AT AT AT

Ya=auty+ bvy =4 cw, 4. . .,
qui, si I'on désigne par 7 I'un quelconque des nombres entiers
I, 2, ..., N,

se trouveront toutes comprises dans la formule générale

(3) Y= au - bv - e+

On effectuera la premiére approximation en négligeant les coefficients
b, ¢, ..., ou, ce qui revient au méme, en réduisant la série 4 son
premier terme. Alors la valeur générale approchée de y sera

4) ¥y =au;
et, pour déterminer le coefficient a, on aura le systéme des équations
(5) )= aluy, Yo = Qlls, e Vn== QUp.

Les diverses valeurs de a, que 'on peut déduire de ces équations (5)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE SUR L'INTERPOLATION. 9

considérées chacune a part, ou combinées entre elles, seraient toutes
précisément égales si les valeurs particuliéres de y, que nous suppo-
sons données par I'observation, étaient rigoureusement exactes. Mais
il n’en est pas ainsi dans la pratique ou les observations comportent
des erreurs renfermées entre certaines limites; et alors il importe de
combiner entre elles les équations (5) de maniére que, dans les cas les
plus défavorables, I'influence exercée sur la valeur du coefficient a par
les erreurs commises sur les valeurs de y., ¥, ..., ¥, soit la moindre
possible. Or, les diverses combinaisons que I'on peut faire des équa-
tions (5) pour en tirer une nouvelle équation du premier degré, par

~rapport & a, fournissent toutes des valeurs de a comprises dans la
formule générale

(6) g it kyst .+ Ky

- k|u1+/(‘2u2+- . .—{-k,,u,,’

que I'on obtient en ajoutant membre 4 membre les équations (5) aprés
les avoir respectivement multipliées par des facteurs constants #,,
kay ..., kp. Iy a plus; comme la valeur de a déterminée par I'équa-
tion (6) ne varie pas quand on fait varier simultanément les facteurs %,,
kay ..., k, dans le méme rapport, il est clair que parmi ces facteurs, le
plus grand (abstraction faite du signe) peut toujours &tre censé réduit
4 I'unité. Remarquons enfin que, si I'on nomme

E1y Eagy ceey  Epy

les erreurs respectivement commises dans les observations sur les
valeurs de

Yis Yoo ey JDm
la formule précédente (6) fournira pour a une valeur approchée, dont
la différence avec la véritable sera '

kiey - koeo+. . .- kpe,
k‘u1+kgu2+.. .—l—k,,u,,

(7)

Il faut maintenant choisir %,, &,, ..., k, de telle sorte que, dans les
cas les plus défavorables, la valeur numérique de F'expression (7) soit

la moindre possible.
OFuvres de C. — S. 11, t. 1II. 2
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10 ’ MEMOIRE SUR L'INTERPOLATION.

Représentons par
Su,

la somme des diverses valeurs numériques de u,, ¢’est-a-dire ce que

devient le polynome
FuyEtu,.

quand on y dispose de chaque signe de maniére a rendre chaque
terme positif. Représentons par Se; non la somme des valeurs numé-
riques €,, €, ..., &, mais ce que devient la somme Su;, quand on y
remplace chaque valeur de u; par la valeur correspondante de ;. Si
I'on réduit & 41 ou 4 — 1 chacun des coeflicients &,, ks, ..., Fn, en
choisissant les signes de maniére que, dans le dénominateur de la

fraction
/"lsl -+ k252+ e /\'”8,,
/f,ul -+ kgltz-l—. .o /{,,u,,

tous les termes soient positifs, cette {raction sera réduite a
(8) Su,

Su’
et elle offrira une valeur numérique tout au plus égale au rapport

E

S_u—i’
st I'on désigne par E la somme des valeurs numériques de ¢;, ou, ce
qui revient au méme, la valeur numérique de Se; dans le cas le plus
défavorable. D’autre part, en attribuant a &,, k,, ..., k, des valeurs
inégales dont la plus grande (abstraction faite des signes) soit I'unité,
on obtiendra pour dénominateur de la fraction une quantité dont la
valeur numérique sera évidemment inféricure a Sw, tandis que la
valeur numérique du numérateur pourra s’élever jusqu’a la limite E;
ce qui arrivera elfectivement si les errcurs ¢,, €, ..., &, sont toutes
nulles, & I'exception de celle qui sera multipliée par un facteur égal,
au signe prés, a 'unité. Il en résulte que la plus grande crreur a
craindre sur la valeur de a déterminée par la formule

- kl.)/1 =+ k-z,)"z"l‘ R /"nyn
T hui+kous ...+ kpuy

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE SUR L'INTERPOLATION. ‘ 1
sera la moindre possible si I'on pose génératement
ki==%1,
en choisissant les signes de maniére que dans le polynome
kiw - fsus 4. .+ kau,

tous les termes soient positifs. Alors cette formule donnera
. a=—= 2!
(9) Sul’

Sy: étant ce que devient la somme Su; quand on y remplace chaque
valeur de u; par la valeur correspondante de y;, et I'équation y = au

deviendra
(10) y =gz S
Si I'on fait pour abréger
(11) o= S_l;-t,
on aura simplement
(12) ¥y =aSy. )

Si I'on supposait généralement u =1, I'équation y = au, réduite &
)y =a,

\

exprimerait que la valeur de y est constante; et comme on aurait alors

la formule y = «Sy; donnerait
1
Y=

Donc alors on devrait prendre pour valeur approchée de y la moyenne
arithmétique entre les valeurs observées; ct la plus grande erreur a
craindre serait plus petite pour ¢ette valeur approchée que pour toute

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 ' MEMOIRE SUR L'INTERPOLATION.

autre. Cette propriété des moyennes arithmétiques, jointe a la facilité
avec laquelle on les calcule, justifie complétement 'usage ou I'on est
de leur accorder la préférence dans I'évaluation des constantes arbi-
traires qui peuvent étre déterminées directement par 'observation.

Soit maintenant Ay le reste qui doit compléter la valeur approchée
de y fournie par I'équation
(12) Y = aSyi,
en sorte qu’on ait

(13) y—=aSy;~+ Ar.
Posons de méme

(14) ' p—aSe,+ Ao, w—=aSw;+ Aw,

On tirera de la formule y;= au, 4 bo; 4 cw; 4. .

(15) Syi=aSu;+ bSv;+cSw;+.. .

puis de cette derniére, multipliée par «, et soustraite de I'équation (1),

(16) Ay=0bAv+cAw—+....

Soient d’ailleurs %, Ay, Av, Awy, ..., ce que deviennent les
valeurs de «, Ay, Av, Aw, ..., tirées des équations (11), (13) et (14),
quand on y remplace x par x;, ¢ étant I'un des nombres entiers 1,
2, ..., n. Siles valeurs de ‘

Ay, Ay, ..., Ay,

sont trés petites, et comparables aux erreurs que comportent les
abservations, il sera inutile de procéder a une seconde approx’imation,
et 'on pourra s’en tenir 4 la valeur approchée de y fournie par I’équa-
tion y =aSy;. Si le contraire a lieu, il suffira, pour obtenir une
approximation nouvelle, d’opérer sur la formule (16) qui donne
Ay =>bAv+4..., comme dans la premiére approximation I'on a opéré
sur la formule (1) y =au—+. . ..
Cela posé, désignons par

S A0¢

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE SUR L'INTERPOLATION. 13
la somme des valeurs numériques de Ay;, et par
S'Ay;, S Aw,
les polynomes dans lesquels se change la somme $'Ay; quand on y
remplace chaque valeur de A¢; par la valeur correspondante de Ay; ou

de Awy;, .. .; soit enfin

Ay
(17) 6_SIAV[

si I'on peut, sans erreur sensible, négliger dans la série (1) le coeffi-
cient ¢ du troisiéme terme et ceux des termes suivants, on devra
~prendre pour valeur approchée de Ay

(18) Ay=6S"Ay.
Soit A?y le reste du second ordre qui doil compléter cette valeur
approchée, et faisons en conséquence
(19) Ay =65 Ay,+ A%y,

Posons de méme
(20) Aw =685 Aw,+ Aw, R
on tirera successivement, de la formule (16),
(21) Ayt'-:bA‘«'[—i—CAWi—l—...‘,
(22) S'Ay=08 Av;+cS Aw;+...;
puis cette derniére, multipliée par & et retranchée de 'équation (16),
(23) Ay —=cAw+....
Soient d’ailleurs 6;, A*y;, A*w;, ..., ce que deviennent les valeurs
de 6, A%y, A*w, ..., tirées des équations (17), (19) et (20), quand on
y remplace & par a;, i étant I'un des nombres entiers 1, 2, ..., n. Si

les valeurs de
Ary,, A’yg, vy Ay,

sont trés petites et comparables aux erreurs que comportent les obser-
vations, il sera inutile de procéder 4 une nouvelle approximation, et

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



i MEMOIRE SUR L’INTERPOLATION.

'on pourra s’en tenir a la valeur approchée de Ay fournie par I'équa-
tion (18). Si le contraire a lieu, il suffira, pour obtenir une troisiéme
approximation, d’opérer sur la formule (23) qui donne A*y, comme
I'on a opéré dans la premiére approximation sur la formule (1). En
continuant de la sorte, on obtiendra la régle suivante : .

L’inconnue y, fonction de la variable @, étant supposée dévelop-
pable en une série convergente
(I au ~+ by 4 cw . ..
ou u, v, w, ..., représentent des fonctions données de la méme

variable, si 'on connait » valeurs particuliéres de y correspondantes
a n valeurs particuliéres

Ty T, vevy Tp

de @, si d’ailleurs on nomme i I'un quel.conque des nombres entiers 1,
2, ..., n, et y, uy oy ..., ce que deviennent y, u, v, ..., quand on
y remplace @ par x;; alors, pour obtenir la valeur générale de y avec
une approximation suffisante, on déterminera d’abord le coefficient a
alaide de la formule

(11) - u=oaSu,

dans laquelle Su; désigne la somme des valeurs numériques de u;, et
la différence du premier ordre Ay 4 ’aide de la formule

(1II) y=aSy,+Ay.

Si les valeurs particuliéres de Ay, représentées par Ay,, Ay,, ..., Ay,,
sont comparables aux erreurs d’observation, on pourra négliger Ay et
réduire la valeur approchée de y 4

OtSyl.
Dans le cas contraire, on déterminera 6 i 'aide des formules
(1v) v=aS¢+ Ay, Ap=18S5 Ay,

S’ Ag; étant la somme des valeurs numériques de A¢;, et la différence

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE SUR L'INTERPOLATION. 15
du second ordre A’y & I'aide de la formule
(V) Ay =88 Ay 4+ Ay,
Si les valeurs particuliéres de A*y, représentées par Ay,, A%y, ..., A%y,

sont comparables aux erreurs d’observation, I'on pourra négliger A*y
et réduire en conséquence la valeur approchée de y 4 aSy,;~+ 6aS'Ay;.

Dans le cas contraire, on déterminera y par les formules

(VI) w—=aSw,+ Aw, Aw =85 Aw;4 A2y, At = S" A%y,

S"A*w; étant la somme des valeurs numériques de A%, et la diffé-
Jence du troisiéme ordre A*y par la formule

(V1) A2y =vyS" A%y, + A%y,

Ainsi, en définitive, en supposant les coefficients o, 6, v, ..., déter-
" minés par le systéme de ces équations, etc., on devra calculer les
différences des divers ordres représentées par

Ay, Ay, Ay, ...,

ou plutot leurs valeurs particuliéres correspondantes aux valeurs z,,
&2, ..., &, de la variable x, jusqu’a ce que I'on parvienne a une diffé-
rence dont les valeurs particuliéres soient comparables aux erreurs
d’observation. Alors il suffira d’égaler a zéro la valeur de cette diffé-
rence tirée du systéme des équations (III), (V), (VII), ..., pour
obtenir avec une approximation suffisante la valeur de y. Cette valeur
générale sera donc

r == aSyy, ou y=aSy;+65Ay, ou etc.,
suivant que I'on pourra, sans erreur sensible, réduire la série & son
premier ferme, ou a4 ses deux premiers termes.... Done, si I'on

nomme , le nombre des termes conservés, le probléme de I'inter-
polation sera résolu par la formule

y=aSy;+ 68 Ay,+yS" A%yi+. ..,

le second membre étant prolongé jusqu’au terme qui renferme A™*y;.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



16 MEMOIRE SUR L'INTERPOLATION.

Il est bon d’observer que des formules précédentes on tire non
seulement

Sety=1; S8 —o0, S8 =r; Svyi==o, S'yi=o0, S'vi=1, ...;

mais encore
SAv,—=o; SAw;=o, SA*w,;—o, S A*w;=o0, ...;
el
SAy;=o; SA'y;==o0, S'A’y;=v;
SAy;=o0, S'Ay,=o, S"Ay;=o,

Ces derniéres formules sont autant d’équations de condition auxquelles
doivent satisfaire les valeurs particuliéres de «, €, v, ..., ainsi que
celles des différences des divers ordres de u, ¢, w, ..., y; et il en
résulte qu’on ne peut commettre dans le calcul de ces valeurs parti-
culiéres aucune erreur de chiffres sans en étre averti par le seul fait
que les équations de condition cessent d’étre vérifiées.

En résumé, les avantages des nouvelles formules d’interpolation
sont les suivants :

1° Elles s’appliquent aux développements en séries, quelle que soit
la loi suivant laquelle les différents termes se déduisent les uns des
autres, et quelles que soient les valeurs équidifférentes ou non de la
variable indépendante.

2° Les nouvelles formules sont d’une applicrtion trés facile, surtout
quand on emploie les logarithmes pour le calcul des rapports «, €, v, ...,
et des produits de ces rapports par les sommes des diverses valeurs
des fonctions ou de leurs différences. Alors, en effet, toutes les opéra-
tions se réduisent 4 des additions ou 4 des soustractions.

3° A l'aide de nos formules les approximations successives s’exé-
cutent avec une facilité de plus en plus grande, attendu que les diffé-
rences des divers ordres vont généralement en diminuant.

4° Nos formules permettent d’introduire a la fois dans le calcul les
nombres fournis par toutes les observations données, et d’augmenter
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MEMOIRE SUR L'INTERPOLATION. 17

ainst 'exactitude des résultats en faisant concourir 4 ce bul un trés
grand nombre d’expériences.

5 Elles offrent encore cet avantage, qu'a chaque approximation
nouvelle, les valeurs qu’elles fournissent pour les cocflicients a, b, ¢, ...,
sont précis¢ment celles pour lesquelles la plus grande erreur a craindre
est la moindre possible. '

6° Nos formules indiquent d’clles-mémes le moment ou le calcul
doit s’arréter, cn fournissant alors des différences comparables aux
erreurs d observation.

7° Enfin les quantités qu’elles déterminent satisfont a des é¢quations
de condition qui ne permettent pas de commettre la plus légere faute
de calcul, sans que Ion s’en apercoive presque immédiatement.

On trouvera dans les nouveaux exercices de mathématiques de
nombreuses applications de nos formules d’interpolation.

O/uvres de Co — 8. 1, . 1.

(S5
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NOTE

SUR LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES
DANS LES PROBLEMES DE MECANIQUE (*)

Journal de Mathématiques pures et appliquées, Tome 11, p. 406-412; 1837.

1. Soient donnécs, entre la variable ¢, n fonctions de z désignées
parz, y, 5, ..., et n autres fonctions de ¢ désignées par u, ¢, w, ..
2n équations différentielles du premier ordre et de la forme

de _ dQ  dy_ dQ  ds_ dQ

o9

' de T du’ dt —  dv’ a@t=  dw’ e
W du dQ dp dQ dw dQ
T dz AT dy’ dr T ds’ Y
Q représentant une fonction de x, y, 3, ..., u, ¢, w, ..., . On pourra
supposer les inconnues z, y, z, ..., i, ¢, w, ..., exprimées en fonc-
tion de ¢ et de 27 constantes arbitraires a, b, ¢, .. .; et 'on aura, dans

cette hypothése,

dQ _ dQ dz _ dQ dy dQ du ,
da—dode Tdydat T@uda T

par conséquent

dQ du dx a’vig_’_ +dx£i_lf+

da " dtda dtda T df da 7
(2) on trouvera de méme

dQ__dude _dedy | dvdu

D @A dds T @@t

-

(1) Cel article fait partie d’un trés long Mémoire sur la Mécanique céleste qui a été
présenté & ’Académie de Turin le 11 octobre 1831 et dont on peut voir un extrait dans le.
Bulletin universel des Sciences de M. Férussae. (J. LiouviLLe.)
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DES CONSTANTES ARBITRAIRES EN MECANIQUE 19

Si de la seconde des équations (2), différentiée par rapport a la quan-
tité a, on retranche la premiére différentiée par rapporta b, on obtien-

dra la suivante
dla, b)]

(3) ' dt - :0’
la valeur de [a, &] étant _
_drdu drede dy de dy dv
(4) e =7~ Bda T dads " dbda T

puis, en intégrant I'équation (3), on trouvera
n{(5) [@, 6] = const.

Done, les quantités représentées par les symboles [a, 6], [a, ¢], ...,
[b, c], ..., seront indépendantes de ¢ Observons d’ailleurs qu’en
vertu de la formule (4), on aura généralement

la,a]=0o el la, b] =—[b, a].

Soient maintenant

A=uq, B=20, C=c,

les intégrales générales des équations (1), A, B, C, ... désignant des
fonctions déterminées des seules variables @, v, 3, .. ., u, 0, w, ..., L.
Faisons de plus

dA dB dN dB dA dB dA dB

on aura encore
(A, A)ZO, (A, B) =— (B, A)

D’ailleurs, si, dans I'équation qui détermine z en fonction de a, b, c, ...,
¢, on substitue A, B, C, ... au lieu de a, b, ¢, ..., on obtiendra une
formule identique, qui, différentiée successivement par rapport a =,

Yy By «oos U, ... donnera

(8) 1=9zdA  dvdB _dedA | dodB
T dadz  dbdx 7 O—%"‘Ty*‘a—bd—y—i—...,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



90 SUR LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES

et, si l'on ajoute entre elles les valeurs de (A, A), (A, B), (A, C),

respectivement multipliées )ar d‘T d dL - on trouvera, cn ayant
I P I Y W0 de] “ ay

¢gard aux formules (8),

dx dA .

dx
(A’A>c_1¢_z+(A’ 13 -+ (A, C)d =

)10

on trouvera, de méme,

(9) .
dy .\ dy dy  __dh
(A,I\)%—F(A,I))%—I—(/\,C)[—{b —+. _——

ele.

Pareillement, si I'on ajoute entre clles les valeurs de (A, A), (A, B),

. du du ({u .
(A, €), ... respectivement multiplices Par s = —5-++3 00 trouvera

du dA.
(A, A)d + (A, B)%A—(\ L)d =

on aura de méme

(o) :
do dy dv dA
(A, A)% + (4, B)BT) + (A, C)d_c +n= a}"

\ elc.
D’autre part, si Uon diflérenti¢ successivement la premicre des for-
mules (6) par rapport a chacune des quantités a, b, ¢, ... en consi-
dérant @, y, 3, ..., u, ¢, w, ... comme des fonctions de a, b, ¢, . .., ¢,
on c¢n tircra

—dAde didy . dhde -

(1) T dx da  dy da du da "
dA dz __dA dx
0:%%—!—..., O——d—'w?lz

Cela posé, si I'on combine par voic d’addition les formules(g) et (10),
N . . ., <\ d /)
aprés avoir multiplié respectlvementles formules (g) par — Zig’ —_ ;,i;,

dw dx d_y (l:. '
— gz etles {01muleb(10)pard ' Ja’ da’ " on trouvera, en ayant
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DANS LES PROBLEMES DE MECANIQUE. 21
égard a la premiére des équations (11), |
(A, A)[a, a]+ (A, B)[a, ]+ (A, C)[a, c]+...=1;

on aura, de méme,

(12) (A, B)[D, a] + (A, B)[D, b]+ (A, CO)[b, c]+...=0,
(A, M)[e, ]+ (A, B¢, 0]+ (A, B)[c, ¢]+...=o0,
etc.

Les équations (12) suffisent p‘our déterminer les valeurs des quantités
(A, B), (A, C), ..., quand on connait celles des quantités constantes
[a, b], [a, c], ..., [b;c]. Des équations semblables détermineront les
valeurs de (B, A), (B, C), .... Donc les quanlités (A, B), (A, C), ...,
(B, C), ... sont elles-mémes constantes, et ne dépendent pas de la
variable ¢.

Il est bon d’obscrver que, si, dans les équations (6) différentiées

s . dx d d .,
par rapport a z, on substitue les valeurs de 7;78, %7- o d_[;’ tirées des
¢quations (1), les formules ainsi obtenues, savoir, - '
_dA dQ  dA dQ dA dQ
s =z du dy dv T G AT
(13) _dBdQ - dBdQ
Tdzde T T dadw

auront pour seconds membres des fonctions identiquement nulles de
Z, ¥, 3, U, 0, W, ..., L Car, s'll en élait autrement, il existerait entre
les valeurs générales de @, y, 2, ..., u, v, w, ..., T, el par conséquent
aussi entre les valeurs initiales de z, y, By ey Uy Oy Wy correspon-
dantes & t=o, des équations qui ne renfermeraient aucune constante
arbitraire; ce qui est absurde, puisque ces valeurs initiales peuvent
étre choisies arbitrairement. |

Supposons maintenant qu’il s’agisse d’intégrer non plus les équa-
tions (1), mais les suivantes :

de _ dQ  dR dy dQ° dR  dz _ dQ . dR
WS W@ aT @ TE a@T aw a7

W) Yaw 40 am de dQ 4R dw _ dQ dR
AT e A A T & ds dE
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22 SUR LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRATRES

on pourrasupposer encore lesvaleurs dez, y, 5, .. ., u, 0, w, . .. déter-
minées par les équations (6), pourvu que 'on y considére a, b, ¢, .

comme devenant fonctions de ¢. Alors, si, dans la premiére des ¢qua-
tions (6), différenti¢e par rapport a ¢, ‘on substitue les valeurs de

dz dy du . : : S Pai ; ;
A g tirdes des équations (14), si d’ailleurs on a égard a

la premiére des formules (13), qui, subsiste, quelles que soient les
valeursde z, y, z, ..., u, ¢, w, ..., t, on trouvera

. da__dA dR _ dA dR dA dR
\(I') (l'l_t_l.;—c_ﬁ;_'_d__y*(;’_v_ -..—(—{I—L%-—

Enfin, si, aprés avoir exprimé R en flonction de a, b, ¢, ..., t, on y
substitue, au lieu de a, b, c, ... les fonctions de Ly Yy 5y eeny Uy 0300, 0, L
représentées par A, B, C, ..., on retrouvera identiquement la pre-
miére valeur de R; et 'on aura, par suite,

dR _ dR dA ' dR dB dR - dR dA dR dB
dR _ dR dA
du " dada”

Cela posé, la formule (15) donnera

4R

da dR
(A B) 2+ (A, O) S+

.(T[\:
(1) on trouvera de méme,
I
7 db dR

dR
m:(B, A)Tn + (B, C)—dT—I—...,

etc.

Telles sont les équations différenticlles qui devront servir a détor-

dR dR

miner a, b, ¢, ... en fonction de z. Les coeflicients de VAR A dans

ces équations, seront, d’aprés les remarques précédemment faites, des
fonctions des scules quantités @, b, ¢, ... 5 et la variable ¢ n’y entrera
pas d’une maniére explicite.
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Application a la Mécanique céleste.

2. Soient I la masse du Soleil, m, m/, m", ... les masses des pla-

nétes : prenons pour origine des coordonnées le centre du Soleil, et
soient

. ! / !
Ty, Y, &, Ty Y, 5,

les coordonnées des planétes dans leurs mouvements relatifs autour

de cet astre. En choisissant convenablement 'unité de masse, dési-

gnant par u, ¢, w les vitesses de 7 mesurées parallélement aux axes
~des , v, z, et faisant pour abréger

M=+ m,
1
&

r= (@4 yrpat)t, = (244 5")

1
2
)

re{=

T=[(z—2')+(y—y )+ (s —5)]
R— m'(xz' + yy' + z3') m'

r's 7!

bl

on trouvera pour les équations différenticlles du mouvement de m,

dz dy dzs

~d—l:u, m_(l, zﬁ__w,
de  Max dR de My dR dew _ Ms dR
AT T dm as T A T @ w e E @

Pour déduire ces derniéres formules des équations (14) du numéro
précédent, il suffira de prendre

I A ol e M

2 r

Q

s .
et d’admettre que R est fonction seulement de z, Y52,y 5, ..
Ainsi la théorie générale exposée ci-dessus s’applique sans difficulté
aux équations différenticlles du mouvement des planétes.
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METHODE SIMPLE ET NOUVELLE
POUR LA
DETERMINATION COMPLETE DES SOMMES ALTERNEES,
FORMEES AVEC LES
RACINES PRIMITIVES DES EQUATIONS BINOMES.

Journal de Muthématiques pures et appliquées, Tome V, p. 154-168; 1840.

Q

Cet article, extrait des Comptes rendus de I’ Académie des Sciences
(t. 10, 1840, p. 560-572) a déja été reproduit dans les OFucres de
Caucliy, 17 série, t. V, p. 152-160.
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SUR LA
SOMMATION DE CERTAINES PUISSANCES
D’UNE
RACINE PRIMITIVE D’UNE EQUATION BINOME
LT, EN PARTICULIER,
DES PUISSANCES QUI OFFRENT POUR EXPOSANTS
LES RESIDUS CUBIQUES INFERIEURS AU MODULE DONNE.

Journal de Mathématiques pures et appliguées, Tome V, p. 169-183; 184o0.

Q@

Cet article, extrait des Comptes rendus de I’ Académie des Sciences
(t. 10, 1840, p. 594-606) a déja ¢té reproduit dans les OFuvres de
Cauchy, 1™ série, 1. V, p. 166-180.

OFuyres de C. — S, 11, t, 11, 4
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RAPPORT
- SUR DN MEMOIRE DE M. LAINE
RELATIF AU DERNIER THEOREME DE FERMAT.

~

" Journal de Mathématiques pures et appliquées, Tome V, p. 211-215; 184o.

o

Cet article, extrait des Comptes rendus de I’ Académie des Sciences
(t. 9, 1839, p. 359-363) a déja ¢té reproduit dans les OEucres de
Cauchy, 1™ sérfe, t. IV, p. 499-504.
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NOTE
SUR LA REFLEXION DE LA LUMIERE

ALA

SURFACE DES METAUX.

Journal de Mathématiques pures el appliquées, Tome VII, p. 338-344; 1842.

M. Mac-Cullagh a lu 4 I’Académie de Dublin, le ¢ janvier 183+, un
Mémoire sur les lois de la réflexion et la réfraction cristalline. A ce
Mémoire, dont une traduction francaise a paru dans la livraison de
juin 1842 du Journal de Mathématiques pures et appliquées, est jointe
une Note dans laquelle 'auteur cite des formules qu’il a publiées dans
les Irish. Acad. Transactions, et qui sont relatives a la réllexion opérée
par les surfaces métalliques. Mais, dans des observations que renferme
le tome VIII des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
p. 961, et que M. Liouville a bien voulu mentionner 4 la page 217 de
son Journal, j'ai déja rappelé que javais traité moi-méme, avant les
publications faites par M. Mac-Cullagh, le sujet auquel se rapportent
les formules dont il s’agit. Il y a plus : M. Mac-Cullagh m’ayant fait
Phonneur de venir me voir dans ces dernicrs temps, jo n’ai pas hésité &
mettre sous ses yeux les preuves de mes assertions et les nombreux
calculs que j'avais faits sur la réflexion métallique dés les premiers
mois de I'année 1836. Les détails dans lesquels je suis entré ont du, je
I'espoire, éclaircir tous les doutes qui pouvaient subsister encore dans
Pesprit de M. Mac-Cullagh sur la question envisagée au point de vue
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98 SUR LA REFLEXION DE LA LUMIERE

historique. Au reste, comme je I'ai dé¢ja dit dans le tome VIII des
Comptes rendus des séances de I Académie des Sciences, M. Mac-Cullagh
ayant produit ses recherches sur la réflexion 4 la surface des métaux
avant que mes travaux sur le méme objet fussent suflisamment connus,
ct n’ayant pas eu sous les yeux & cette époque des formules qui se trou-
vaient comprises seulement d’'unc manicre implicite dans celles que
j'avais alors publiées, il est clair que ces recherches offraient tout le
mérite d’une difficulté vaincue, et devaient étre, par cette raison,
favorablement accueillies des savants. .

Dans la présente Note je me bornerai a rappeler succinctement les
formules générales desquelles j'avais déduit, dés les premiers mois de
I'année 1836, les lois de la réflexion de la lumicre a la surface des
corps opaques, ainsi que les Lettres et les Mémoires dans lesquels ces
formules se trouvaient écrites ou indiquées.

Dans une lettre adressée de Prague a M. Ampére, sous la date du
1" avril 1830, et insérée vers cette époque dans les Comptes rendus des
séances de I’ Académie des Sciences, je disais :

« Les formules générales auxquelles je suis parvenu dans mes nou-
» velles recherches sur la théorie delalumiére ne fournissent pas scu-
» lement les lois de la propagation de la lumiére dans le vide, comme
» je vous le disais dans mes leltres du 12 avril et du 19 février, ou les
» lois de la réflexion ct de la réfraction a la surface des corps tranépa-
» rents, telles qu’elles se trouvent énoncées dans mes deux lettres du
» 19 et du 28 mars; elles s’appliquent aussi & la propagation de la
» lumiére dans la partie d’un corps opague voisine de la surface, ct A
» la réflexion de lalumiére par un corps de cette cspéc.e. On sait d’ail-
» leurs que, si la lumiére passe d’un milicu plus réfringent dans un
» aulre qui le soit moins, ce dernier deviendra opaque a I'égard des
» rayons qui rencontreront sa surface sous un angle tel que son com-
» plément <, ¢’esl-a-dire I'angle dincidence, devienne supérieur a une
» certaine limite qu'on nomme l'angle de réflexion totale . . .. Or, sup-
» posons qu'un rayon polarisé tombe sur la surface de séparation de
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deux milicux dont l¢ premicr soit Ie plus réfringent, et que I'angle
d’incidence devienne supérieur a I'angle de réflexion totale. Sil'on
T, ye . I . .. .

nomme 7 'angle d’incidence, 0 le rapport qui existait entre le sinus
d’incidence ot le sinus de réfraction avant que le rayon réfracté dis-

N 2T 27 ’ . » H .
parat, enlin {= e et I'= 7 les épaisscurs qu'une onde lumi-
neuse acquiert dans le premier et dans le second milicu, on aura

k l A , .
0= =75 ¢l 81 I'on pose d’ailleurs
b=0sint, u=\bi—1,

I'intensité de la lumiére dans le second milieu, a la distance @ de la
surface de s¢paration, sera proportionnelle i I'exponenticlle négative

e—ak'x,
Si « se réduit a l'angle de réflexion totale, on aura

SINT = 7 b=1, u=o, e—kr—y,

ct la lumiére réfractée aura une grande intensité; mais, si l'angle =
croit a partir de la limite qu’on vient de rappeler, la lumiére réfrac-
tée s’¢teindra & une distance comparable a I'épaisseur des ondes
que peut transmettre le second milieu, et d’autant moindre que a

. T . .. R
scra plus grand. Si I'on suppose ©= -, a atteindra sa limite supé-
ricure /0> —1. Ajoutons que la quantité b remplace ici le sinus de

’ . . . . 1
réflexion avee lequel elle coincide lorsqu’on a sint = 5. »

Cette lettre du 1°* avril 1836, dans laquelle je donnais d’ailleurs,

pour déterminer I'intensité de la lumiére réfléchie dans le cas de la

réflexion totale, des formules qui se trouvent d’accord’avec les expé-

riences et les formules de Fresnel, prouve suffisamment qu’en dévelop-

pant la théorie de la lumiére, jétais parvenu, dés cette époque, & I'in-

terprétation physique de la forme imaginaire sous laquelle peuvent se
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30 SUR LA REFLEXION DE LA LUMIERE

présenter les coefficients des coordonnées dans les expressions des
déplacements moléculaires.

Une autre lettre, écrite le 16 avril 1836, ct insérée dans les Comptes
rendus des séances de I’ Académie des Sciences, l¢ 2 mai de la méme

année, contient ce qui suit :

« Dans ma derniére lettre, j'ai indiqué les résultats que fournissent
» les formules générales auxquelles je suis parvenu quand on les
» applique au phénomeéne connu sous le nom de réflexion totale, ¢’est-
» a-dire, au cas ou le second milieu, quoique transparent, remplit la
» fonction d’un corps opaque. Je vais aujourd’hui vous entretenir de
» ce qui arrive lorsque le second milieu est constamment opaque sous
» toutes les incidences, et en particulier lorsque la lumiére se trouve
» réfléchie par un métal.

» Sil'on fait tomber sur la surface d’un métal un rayon simple doué
» de la polarisation rectiligne ou circulaire, ou méme elliptique, ce
» rayon pourra toujours &étre décomposé en deux autres polarisés en
» ligne droite, I'un perpendiculairement au plan d’incidence, lautre
» parallélement & ce plan. Or je trouve que, dans chaque rayon com-
» posant, la réflexion fait varier I'intensité de la lumiére suivant un
» rapport qui dépend de I'angle d’incidence et qui généralement n’est
» pas le méme pour les deux rayons. De plus, la réflexion transporte
» les ondulations en avant ou en arriére 2 une certaine distance qui
» dépend encore de 'angle d’incidence. Si I'on représente cette dis-

» tance pour le premier rayon par %, ct pour le second par }'.,
<

=27

k

» étant 'épaisseur d'unce onde lumincuse; la différence de marche
» entre les deux rayons composants, aprés une premiére réflexion,
» sera représentée par

=
k
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Aprés n réflexions opérées sous le méme angle, clle deviendra

(%)

Je trouve d’ailleurs qu’aprés une seule réflexion sous ’angle d’inci-
g

dence 7, la différence de marche des deux rayons composants est .
d’une demi-ondulation si T=o0, ct d’'une ondulation entiére si

T . . .
v=~-Donc, cn ne tenant pas compte des multiples de la circonfé-

rence dans la valeur de I'angle w.— v, on peut considérer la valeur
numérique de ce dernier angle comme variant entre les limites = ct

zéro. Lorsque j» — v atteint la moyenne entre ces deux imites, ou Zrz-,
on obtient ce que M. Brewster appelle la polarisation clliptique, ct
(2, 4y, 6, 8, ..., 2n

\

ré{lexions semblables raménent le rayon polarisé 4 son état pri-
mitif. Alors, si le rayon incident était polarisé en ligne droite, le
dernier rayon réfléchi sera lui-méme polarisé rectilignement. Mais
son plan de polarisation formera avec le plan de réflexion un angle?,
dont la tangente sera égale, au signe prés, a la (2n)®* puissance du
quotient qu’on obtient en divisant 'un par I'autre les rapports sui-
vant lesquels la premiére réflexion fait varier dans chaque rayon
composant les plus grandes vitesses des molécules. Donc, tandis
que le nombre des réflexions croitra en progression arithmétique,
les valeurs de tangd varieront cn progression géométrique; et,
comme pour les différents métaux on trouve généralement 8 < 45,
la lumiére, pour de grandes valeurs de =, finira par étre compleé-
tement polarisée dans le plan d’incidence. On déduit encore de mes
formules géncérales un grand nombre de conséquences que je déve-
lopperai plus en détail dans une seconde lettre, et qui s’accordent,
comme les précédentes, avec les résultats obtenus par M. Brewster. »

Les formules générales desquelles javais déduit les lois de la

réflexion et de la réfraction a la surface des corps transparents ou
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opaques sont celles que renferme la 5° livraison de mes Nouveaux Exer-
cices de Mathématiques, regue par I'Académic des Sciences dans le mois
d’aout 1836, et mentionnée dans les Comptes rendus de la séance
du 16 de ce méme mois (voir le Bulletin bibliographique, (. III des
Comptes rendus). Dans chaque livraison, p. 203, se trouve le passage
sulvant :

« Des recherches approfondics m’ont conduit & un nouveau prin-

~

» cipe de Mcécanique propre & fournir, dans plusicurs questions de
» Physique mathématique, les conditions relatives aux limites des
» corps ct aux surfaces qui terminent des systémes de molécules sol-
» licitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle. Ce
» principe, que je développerai dans un autre Mémoire, étant appli-
» qué & la théorie de la lumiére, on en conclut que, dans le voisinage
» de la surface de séparation de deux milieux, les déplacements &, v,
» { des molécules d’éther, relatifs soit au premier milieu, soit au
» second, devront fournir les mémes valeurs de %, si I'on prend
» pour 8 l'une quelconque des trois fonctions

dn d¢ d di  dE da .

- 5

W & d) dn di dy dn

» ou bien encore si 'on suppose

, a5, dg
(2) ¥ = dx—l—b’—y—i— o
| dn  dg dg ds
+bc<dz+dy>+ “<dx'.*'d>+ ub (, y+dx ’

-

» a, b, ¢ désignant les cosinus des angles formés par la normale a la
» surface de séparation des deux milieux avec les demi-axes des coor-
» données positives. Il est bon d’observer que la valeur de ¥, déter-
» minée par I'équation (2), représente la dilatation de I’éther suivant
» cette méme normale.

» Lorsque, les deux milieux étant séparés I'un de I'autre par le plan
» des y, 3, on suppose I'axe des z paralléle aux plans des ondes lumi-
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» ncuses,. et par conséquent perpendiculaire au plan d'incidence, on
» a dans la formule (2)
, b=o, c=o,
» ct de plus &, v, { deviennentindépendants de z. Donc alors, en chan-

» geant, ce qui est permis, le signe de la premiére des différences (1),
» on trouvera que les fonctions (1) et (2) peuvent étre réduites a

; & ode o dn
() dy’ dx’ dy  dz’ dz"

» Done, si 'on nomme &, v/, {’ ce que deviennent les déplacements &,

-3

» 1, { tandis que 'on passe du premier milicu au second, on aura,
» pour les poinls situés sur la surface de séparation, c’est-a-dire
» pour & =0,

p di _di di  do_df  do
(4) To=ds dy dn-dy  dz
et '

. & _dy dg_ady

() dz ~dz’ Ay dy

» Lorsque dans les équations (4) et (5) on substitue a &, v, C, les
» seconds membres des formules (1) du paragraphe V, et a &', v/, U
» les scconds membres des formules (2) du méme paragraphe (voir
» les Nouvcauw Exercices, p.- 57 et 58), on obtient les lois de la.
» réflexion et de la réfraction qui ontlieu 4 la surface des corps trans-
» parents, avee les diverses formules que contiennent les deux lettres
» adressées a M. Libri, les 19' ct 27 mars 1836, ct imprimées dans les
» Comptes rendus des séances de'l’ Académie des Sciences (t. 11, p. 427
» et 341). On déduit aussi des conditions (4) et (5) les lois de la
» réflexion opérée par la surface extérieure d'un corps opaque, ou par
» la surface intérieure d'un corps transparent dans le cas ou Pangle
» d’incidence devient assez considérable pour qu’il n’y ait plus de
» lumiére transmise, ¢’est-i-dire dans le cas ou la réflexion devient
» totale. (Voir i ce sujet les deux lettres que j’ai adressées a M, Ampére
» les 17 et 16 avril.) Comme je I'ai montré dans ces différentes lettres,
CEuvres de C. — 8. 11, t. I1. . 5
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3h SUR LA REFLEXION DE LA LUMIERE

» les formules, auxquelles conduisent les conditions (4) et (8), non
» seulement déterminent I'intensité de la lumiére polarisée rectili-
» gnement par réflexion ou par réfraction, et les plans de polarisation
» des rayons réfléchis et réfractés, mais encore elles font connaitre les
» diverses circonstances de la polarisation circulaire ou elliptique pro-
» duite par la réflexion totale, ou par la réflexion opérée a la surface
» d’un corps opaque, et en particulier d'un métal. D’ailleurs, les divers
» résultats de notre analyse se trouvent d’accord avee les lois déja con-
» nues, particuliérement avec les formules proposées par MM. Fresnel
» et Brewster, ainsi qu’avec les observations de tous les physiciens.
» Au-reste, je reviendrai sur ces résultats dans de nouveaux Mémoires,
» ol je déduirai directement, des équations (15) du paragraphe I, les
» lois des divers phénoménes lumineux, y compris les phénoménes de
» 'ombre et de la diffraction. »

Le nouveau principe de mécanique dont il est question dans ce pas-
sage, et duquel j’avais déduit 4 Prague, dans les premiers mois de 1836,
les formules (4), (5), est celui qui se trouve exposé dans le para-
graphe IV de la premiére partic du Mémoire sur la lumicre, lithogra-
phié & Budweiss dans le mois d’aout 1836, et annoncé dans le Compte
rendu de la séance du 29 de ce méme mois. (Voir le tome III des
Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, p. 235.) D’ail-
leurs, les formules (4), (5) étant une fois établies, soit aI'aide du prin-
cipe que je viens de rappeler, soit par la méthode que jai développée
dans les séances de I'Académic des Sciences des 18 mars, 25 mars et
1 avril 1839, 'application de ces formules aux corps isophanes, trans-
parents, ou opéques, fournit immédiatement les lois de la réflexion
opérée par la surface extéricure ou intéricure de I'un de ces corps, et
I’on retrouve ainsi les diverses formules que j'avais -d¢ja obtenues &
Prague en 1836. Cest, au reste, ce que Jexpliquerai plus en détail
dans un autre article.
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NOTE

SUR LE DEVELOPPEMENT
DES
FONCTIONS EN SERIES ORDONNEES
SUIVANT
LES PUISSANCES ASCENDANTES DES VARIABLES.

Journal de Mathématiques pures et appliquées, Tome XI, p. 313-330, 1846.

Le théoréme sur la convergence de la série qu/on obtient en déve-
loppant une fonction /() de la variable réelle ou imaginaire « suivant
les puissances entiéres et ascendantes de cotte variable, se trouve
énoncé pour la premiére fois dans le Mémoire que jai publié a Turin
en 1832, Mémoire dont la premiére partie a pour objet spécial le nou-
veau calcul auquel j’ai donné le nom de calcul des limites. On lit, en
cffet, dans ce Mémoire, les lignes que je vais transerire :

« La fonction f(x) sera développable en une série convergente ordon-
» née suivant les puissances ascendantes de x, si le module de la variable
» réelle ou imaginaire x conserve une valeur inférieure a celle pour
» laquelle la fonction f(x) cesse d’étre finie et continue. Ainsi, en parti-
» culier, puisque les fonctions

cosz, sinax, et e*, cos(i— 2?),

» ne cessent jamais d’étre finies ot continues, ces fonctions scront tou-
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36 SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS

» jours développables en séries convergentes ordonnées suivant les
» puissances ascendantes de .
» Au contraire, les fonctions

! 1 x
1 x? —_—
20 =2 iee

» qui, lorsqu’on attribue 4  une valeur imaginaire de laforme X erv=1,
» cessent d’étre fonctions continues de « au moment ol le module X
» devient égal a 1, seront certainement développables en séries con-
» vergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la
» variable @, si la valeur réelle ou imaginaire de @ offrc un module
» inférieur 4 'unité; mais elles pourront devenir ct deviendront, en
» clfet, divergentes, si le module @ surpasse 'unité. Enfin, comme les
» fonctions '

23
3

I
COS —y
D@
» deviennent discontinues pour une valeur nulle de &, par conséquent,
» lorsque le module de @ est le plus petit possible, clles ne seront
» jamais développables en séries convergentes ordonnées suivant les
» puissances ascendantes de z. »

Dans le théoréme énoncé, les fonctions sont envisagées sous le rap-
port de la continuité. Done, lorsqu’on veut appliquer le théoréme, il
est d’abord nécessaire de savoir en quoi consiste la continuilé, pour
des fonctions de variables réclles ou imaginaires.

La continuité des fonctions de variables réelles forme précisément
I'objet du second paragraphe du chapitre Il de mon Analyse algébrique;
clle s’y trouve définie dans les termes suivants :

« Soit f(x) une fonction de la variable @, ct supposons que, pour
» chaque valeur de @ intermédiaire entre deux limites données, cetle
» fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en
» partant d’une valeur de & comprise entre ces limiles, on attribue a
» la variable = un accroissement infiniment petit «, la fonction elle-
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EN SERTES DE PUISSANCES. 37
» méme recevra pour accroissement la différence
Sz +a)y— f(z),

qui dépendra en méme temps de la nouvelle variable « et de la valeur
» de x. Cela posé, la fonction f(x) sera, entre les deux limites assi-

-~
=

» gnées a la variable @, fonction continue de cette variable, si, pour

» chaque valeur de @ intermédiaire entre ces limites, la valeur numé-

~

» rique de la différence

=

J(z+ o) — f(z)

)

=

déeroit indéfiniment avee o. En d’autres termes, la fonction f(x)

» restera continue par rapport d x entre les limites données, st entre ces

~

)

=

limites un accroissement infiniment petit de la varvable produit toujours

» un accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme.

~

» On dit encore que la fonction f(z) est, dans le voisinage d’une

)

=

valeur particuli¢re attribuée a la variable x, fonction continue de

)

~

cette variable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites
» de z, méme trés rapprochées, quirenfermentla valeur dont il s’agit.
» Linfin, lorsqu’une fonction f(x) cesse d’étre continue dans le voi-

)

<

/
sinage d’une valeur particulic¢re de la variable 2, on dit qu’elle devient

~
<

alors discontinue, et qu’il y a, pour cette valeur particuliére, solution

» de continuité. ». :

=

Ainsi, en résumé, supposons que, dans la fonction f(x), on fasse
varier x par degrés insensibles en attribuant d cette variable une série de
valeurs infiniment rapprochées les unes des autres. La fonction f(x)
restera continue pour toules ces valeurs de x, si, pour chacune d’elles,
elle acquiert constamment une valeur unique et finie, et si d'ailleurs un
accroissement infiniment petit attribué a U'une quelconque de ces valeurs
de x produit toujours un accroissement infiniment petit de la fonction
elle-méme. v

Enoncée en ces termes, la définition des fonctions continues n’est
pas seulement applicable au cas ou @ reste réel. On pourra appliquer
encore, sans difficulté, au cas méme ou x dévient imaginaire, en
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observant qu’il est naturel de définir les expressions imaginaires infi-
niment petites, comme je I'ai fait dans 'analyse algébrique, ¢’est-a-dire
dans les termes suivants :

« Une cxpression imaginaire variable est appelée infiniment petite,
» lorsqu’clle converge vers la limite zéro; ce qui suppose que, dans
» Pexpression donnée, la partie réelle etle coefficient de /—1 conver-
» gent en méme temps vers cette limite. Cela posé, représentons par

o+ 8y—1=0p(cosd 4+ y—1sin0)

» une expression imaginaire variable, «, € désignant deux quantités
» réelles auxquelles on peut substituer le module p et I'arc réel 0.
» Pour que cette expression soit infiniment petite, il sera évidemment
» nécessaire et suffisant que son module p soit lui-méme infiniment

» petit. ».

Ces principes étant admis, soit r le module d’une variable imagi-
naire z, dans laquelle x désigne la partie réelle et y le coeflicient de
V—1. Cette variable pourra &tre présentée, non seulement sous la
forme

(1) r=x 4 yy—1,
mais encore sous la forme

(2) z=r(cos0 4+ /= rsin0),
ou, ce qui 1'e\.'ient au méme, sous la forme
0V,

(3) ' xr=re

B étant un arc réel que nous appellerons 'argument, et les variables
réelles

X

s Y 0, »

étant lices entre elles par les formules

(4) x = 7 cos), — rsin0.
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En vertu de ces mémes formules, desquelles on tirera
r=yxi4y

le module 7 sera complétement déterminé, mais I'argument 6 admettra
une infinité de valeurs exprimées par les divers termes d'une progres-
sion arithmétique dont la raison sera la circonférence 2%, On pourra
d’ailleurs concevoir que x, y représentent les coordonnécs rectangu-
laires, et 0, r les coordonnées polaires d’un point mobile P assujetti
a ne pas sortir d’'un plan donné. Alors, 4 chaque valeur donnée de la
variable imaginaire @, correspondra une position déterminée du point
"mobile P ; et il suffira, comme on sait, de fairc varier d'une part, le
rayon vecteur » entre les limites r = o, r=o0; d’autre part, I'angle
polaire p entre les limites =0, 0 =2=, ou bien encore entre les
limites 0 =— =, 0 =-+ =, pour obtenir successivement toutes les
positions possibles du point mobile, par conséquent toutes les valeurs
possibles de la variable . Admettons, pour fixer les idées, que Vargu-
ment p varie entre les limites — =, 4 =. Alors si 'on suppose succes-
sivement

0=m —s¢, puis 0=— (7 —¢),
e désignant une quantité positive infiniment petite, on trouvera, dans
la premiére hypothose, '
X == — 7" COSE, y=— rsing,

x=—retvV-1,

ct, dans la seconde hypothése,

X = — I COSE y=—rsing,

x=—rev—1i,

Par suite, la valeur de x restera la méme dans les deux hypothéses,
et dans le passage de l'une a l'autre, la variable y, toujours sensible-
ment nulle, variera infiniment peu, ainsi que la variable imaginaire z,
qui restera toujours trés peu différente de — r. Cela posé, en vertu de
ce qui a été dit plus haut, la fonction f(z) de la variable imaginaire
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ne pourra rester fonction continue de z, dans le voisinage de la valeur
particuliére —=—r, qu'autant qu’elle variera elle-méme infiniment
peu quand on passera de la supposition 0 == — ¢ 4 la supposition
0 =—(wn—¢), ¢ étant aussi rapproché de zéro que 'on voudra; ce
qu’on peut exprimer encore en disant que la fonction f(a) ne pourra
rester fonction continue de @, dans le voisinage de la valeur particu-
liere z=—r, si elle ne reprend pas la méme valeur, quand I'argu-
ment 0 passe de la valeur = a la valeur — =.

Ces conclusions s’accordent avee les observations que j'ai eu soin de
faire, dans un précédent Mémoire sur les fonctions eontinues. (Voir
les Compies rendus des séances de I Académie des Sciences, et, en parti-
culier, la séance du 22 juin 1844). En effet, dans ce Mémoire, apreés
avoir rappelé le théoréme sur la convergence des séries ordonnées
suivant les puissances ascendantes des variables, j'ajoutais :

« Comme cette derniére proposition peut recevoir un grand nombre
» dapplications utiles, il importe de la bien préciser, et d’entrer & co
» sujet dans quelques détails.

» Considérons une variable imaginaire @. Elle sera le produit de
» son module par une certaine exponentielle trigonométrique; et, pour
» oblenir toutes les valeurs de la variable correspondantes 4 un module
» donné, il suffira de faire croitre 'argument de cette variable, ¢’est-a-
» dire I'argument de Pexponenticlle trigonométrique, depuis la limite
» 726ro jusqu’a une circonférence entiére 2%, ou, ce qui revient au
» méme, depuis la limite — = jusqu’a la limite 4 =. Si, tandis que
» I'argument varie entre ces limites, et le module entre deux limites
» données, une fonction réclle ou imaginaire de « reste continue par
» rapport & P'argument et au module, de maniére & reprendre la
» méme valeur quand P'argument passe de la limite — = 4 la limite =,
» cette fonction sera, entre les limites assignées au module, ce que
» nous appelons une fonction continue de la variable. »

Dans unc Note que renferme le présent volume (p. 129 et suiv.),
M. Ernest Lamarle, aprés avoir rappelé le théoréme qui fait 'objet du
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présent article, dit que, dans ce théoréme, la condition de continuité
est insuffisante, & moins qu'elle n’implique une certaine périodicité de la
JSonction. 1] remarque, ensuite, que si la fonetion

S ),

liée aux deux fonctions réelles

o(r,0),  (r, 0),

par une équation symbolique de laforme
J(r =)y =g (r, )+ V=T14(r, 0),

est développable en série convergente suivant la formule de Maclaurin,
on aura nécessairement

o(r,0)=¢(r, 2m), Y(r,0) =d(r, 2m);
puis il ajoute :

« Voila done une condition nouvelle reconnue tout d’abord indis-
» pensable. Elle consiste en ce que les fonctions ¢(r, 8), ¢(r, 0) sont
» assujellics & reprendre les mémes valeurs aux deux limites 0 =o,
» 6 = 2. Réduite a ces termes, elle n’oflre rien de surabondant et
» qui ne soil essentiellement distinet des caractéres propres  la conti-

» nuité. » )

On voil que la condition ici énonece par M. Lamarle est précisément
celle que yai signalée moi-méme dans le Compte rendu de la séance du
22 juin 1844, non pas comme distincte de la condition de continuits
mais comme renfermée dans cette derniére. Si M. Lamarle, en ¢eri-
vant sa Note, avait eu sous les yeux ce Compte rendu, spécialement le
passage cit¢ du Mémoire sur les fonctions continues, et s’il avait
rapproché ce passage des principes exposés dans mon Analyse algé-
brigue, il sc serait certainement borné a dire que, dans le théoréme en
question, la condition de continuité est la seule qu'on doive mentionner,
et que cette condition implique une certaine périodicité de la fonction.

Au reste, dire que, dans le théoréme dont il s'agit, la condition de

OLuvres de C. — S. 1L, t. 1L . 6
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continuité est la seule qu'on doive mentionner, ¢’est dire seulement que
la fonction f(x) sera développable en série convergente ordonnée suivant
les puissances ascendantes de x, st le module de la variable x conserve une
valeur inférieure a celle pour laquelle la fonction cesse d'étre finie et con-
tinue. Mais je suis loin d’admettre que la discontinuité de la fonction
entraine toujours la divergence du développement, et que I'on puisse
dire, avec M. Lamarle (p. 137 de ce volume) :

« Toute fonction est développable en série convergente suivant la
» formule de Maclaurin, tant que le module de la variable reste
» moindre que la plus petite des valeurs pour laquelle la fonction
» cesse d’étre continue, ou de prendre la méme valeur aux deux
» limites 6 = o, 0 = 2. Hors de la la série devient divergente. »

Yai précisément émis l'opinion contraire a celle qu'énonce ici
M. Lamarle, dans un précédent Mémoire, ou je me suis spécialement
oceupé des fonctions dont les développements restent convergents, tandis
qu’elles deviennent discontinues. M. Lamarle lui-méme ne pourra révo-
quer en doute I'existence de fonctions qui présentent ce double carac-
tere. Il me suffira de prendre pour exemple la fonction méme qu’il a
choisie comme propre a montrer unc application du théoréme général,
savoir, :

(1+az)",

et de considérer spécialement le cas ou, le module r de « étant infé-

rieur 4 I'unité, 'exposé m devient fractionnaire et de la forme]—;, P q
étant des nombres entiers. ‘

Onne pourrait, sans introduire une étrange confusion dans le calcul,
représenter par la méme notation '

Ii4
xT

toutes les valeurs de y propres a vérifier I'équation

yr=uar,

dans le cas ou la variable
xr==p M-
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devient imaginaire, et I'on est bien libre assurément d’appliquer, avec
M. Lamarle, la notation

2
!

a celle des valeurs de y quon tire de la formule
P
— 07 {00520+ sin® >
— 07| cos=VU—+y/ —1sSmig
I=r ( g Vo)

en y supposant 6 compris entre les limites o, 2. Admetlons pour
I'instant cette hypothése, et, aprés avoir ainsi fixé, dans tous les cas
possibles, la valeur de la fonction

[ I

7
a7,

p
ou, en d’autres termes, le sens qui devra étre attaché 4 la notation a7,
posons, comme I’a fait M. Lamarle, -

(3) 1+ rcosO —=pcosa, rsinl =psina,

en supposant p positif. On aura non sculement
(6) p:\/1+r‘1+ arcos,
mais encore, en assujettissant 'argument « & demeurer compris entre

. . i )
les limiles o, 27, et en posant m = l?]’

(7) (14+2)"= (14 redv=tyn= p™(cosma + \/— 1 sinma).

Supposons maintenant que, le module r étant inférieur a 'unité, on
attribue successivement & @ deux valeurs trés voisines de la valeur
particuliére

X —=—1r,
ct que ces deux valeurs soient respectivement
(8) ' x=—re /=, & =—reVi
e ¢tant un nombre infiniment petit. Les valeurs de 0 correspondantes

a ces deux valeurs de @ seront respectivement

(9) 0=1—¢, 0=n+c
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D’ailleurs les formules (5) donneront, 1° pour § = —¢,
(10) I— I cose = pcosa, rsing=—psina.

2° pour 0 =7 ¢,

(11) 1— I'cose = p cosa, rsing=—psina

On aura donc, dans P'un et ’autre cas,

1— 7'COSE
cosa = ——————P > 0;

mais comme, dans le passage du premier cas au second, sina passera
du positif au négatif en restant infiniment petit, il est clair que I'argu-
ment «, renfermé entre les limites o, 2w, offrira, dans le premier cas, .
une valeur trés voisine de zéro; dans le second cas, une valeur trés
voisine de 2%, Done, si le module » de  est inféricur a I'unité, les
deux valeurs de la fonction

()

qui correspondront aux deux valeurs infiniment voisines de @ fournies
par les équations (8), et, par conséquent, aux valeurs infiniment voi-
sines de 0, fournies par les équations (g), se réduiront sensiblement
‘aux deux valeurs qu'acquiert I'expression

" (cosma - \/— 1 simma) = o emoe V=1

quand on y pose successivement a=o et a =27, c’est-a-dire & p™ ct

ImE 1

apme . Donc la différence entre ces deux valeurs de la fonction
(1) ne pourra s’évanouir que dans le cas ou I'exposant m sera
entier. Dans tout autre cas, la différence entre ces deux valeurs élanf,
non pas infiniment petite, mais finie, la fonction (14-2)" cessera
d’étre une fonction continue de zet méme de 0, quand « acquerra une
valeur réelle et négative, et offrira, pour une telle valeur, ce qu’on

nomme une solution de continuité. -
])

Done, si 'on attribue a la notation x7 le sens que lui a donné

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



EN SERIES DE PUISSANCES. B

M. Lamarle, la fonction
(r—i—x)g

deviendra discontinue pour un module de = inférieur a P'unité; et la
convergence de son développement, dans le cas ou 'on aura r <1,
scra due, contrairement 2 la proposition énoncée par M. Lamarle, non
plus a son caractére de fonction toujours continue, qui aura disparu,
comme on vient de le voir, mais 4 une circonstance particuliére, savoir,
a I'évanouissement de la somme que j'ai désignée par A dans mon
Mémoire sur la substitution des fonctions non périodiques aux fone-
~tions périodiques. (Voir les Comptes rendus des séances de I’ Académie
des Sciences, séance du 10 juin 1844.) | }

La fonction (1 x)™ reprendra, pour un module de x inférieur a
I'unité, le caractére de fonction toujours continue, et par conséquent,
le théoréme qui fait I'objet de cet article luisera immédiatement appli-
cable, si 'on attache a la notation ™, pour le cas ou m cesse d’étre
entier, le sens que je lui a1 donné dans mon Analyse algébrique, en
supposant que dans la formule

am=rm(cosm0 4/ —1sinm0),
. : v . T '71' R . X
0 varie entre les limites — PO ot On pourra méme sans inconveé-

nient généraliser cette convention ct faire varier 'argument 6 depuis
la limite — % jusqu’a la limite + =, pourvu qu’on ne lui permette
jamais d’atteindre la limite inféricure — =, mais seulement de s’en
approcher indéfiniment. Dans I'une et I'autre hypothése, aux deux
valeurs de @, déterminées par les équations (8), répondront, en vertu
des formules (10) et (11), des valeurs de « sensiblement nulles, et,
par conséquent, des valeurs de (1 + )™ dont la différence sera infini-
ment petite, aussi bien que la différence entre les deux valeurs assi-
gnées 4 la variable .

Comme je I'ai remarqué dans mon Aralyse algébrique (chap. VIII),
« lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction
» donnée, aprés avoir été supposées réelles, sont ensuite supposées
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» imaginaires, la notation a 'aide de laquelie on exprimait la fonction
» dont il sagit ne peut dtre conservée dans le calcul qu’en vertu de
» conventions nouvelles, propres a fixer le sens de cette notation dans
» la derniére hypothése. » D’aprés ce qu'on vient devoir, la nature des
conventions a une influence marquée sur le caractére des fonctions
considérées comme continues; de sorte qu'en passant d’un systéme
de conventions & un autre, on peut rendre discontinues des fonctions
qui étaient continues et réciproquement. D’aprés cette remarque, il
n’y a pas lieu de s’étonner que les développements de certaines fone-
tions restent convergents, dans le cas o ces fonctions deviennent
discontinues, puisqu’en modifiant les conventions admises, on peut
quelquefois enlever a une fonction dont le développement était
convergent le caractére de continuité. Pour rendre plus souvent appli-
cable le théoréme sur la convergence des développements, il est
évidemment utile d’adopter les conventions qui conservent ce caractére
le plus longtemps possibles aux fonctions employées dans le caleul.

Cherchons a fixer, d’aprés ce principe, le sens qu’il serait bon
d’attacher aux deux notations

I(z),

la lettre 1 indiquant un logarithme népérien, et m un exposant quel-
conque, positif ou négatif, entier ou fractionnaire, réel ou imaginaire.
Il est d’abord évident que, si I'on convient d’étendre a des valeurs
quelconques, réelles ou imaginaires, de « et de m la formule

(12) . .i'”': eml(.u)’

qu’il est facile d’¢tablir quand x et m sont réels, x ¢tant positif, la
. : Y s . . . . ,'

question se trouvera réduite 4 la recherche de 'expression imaginaire

qu’on devra représenter par 1(z). Or, la variable = étant imaginaire et

déterminée par I’équation (3), les divers logarithmes népériens de

seront les diverses valeurs de , propres & vérifier la formule

ey—=wx,
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et ces diverses valeurs seront celles que fournit I'équation
y=Ulr)y+0y—ri,

dans laquelle 1(7) désigne le logarithme népérien et réel du module r,
quand on attribue successivement 4 'argument 0 toutes les valeurs
qu’il peut recevoir. Mais les calculs n’offriraient plus rien de précis, si
I'on représentait par la seule notation 1(x) ces diverses valeurs. Il
importe donc.de choisir 'unc d’entre clles, pour lui appliquer cette
notation. D’ailleurs, la variable

x=rev-1

pourra successivement acquérir toutes les valeurs possibles, si I'on
fait varier le module  entre les limites r =o0, r=w90, et 'argument p
entre les liimites

p=9—m, p=g¢-+m,

¢ désignant un angle fini quelconque, en excluant méme une de ces
limites. Donc le sens de la notation 1(x) se trouvera complétement
fixé pour chaque valeur de «, si'on prend |

(13) | I(z)=1(r) + 0 y—T,

cn supposant que I'argument p varie entre les limites ¢ —w, ¢ 4=,
sans pouvoir jamais atteindre une de ces deux limites. D’autre part,
comme dans le cas o0t @ est réel et positif, on est convenu de repré-
senter par I(«) le logarithme réel de a, il faudra que, dans I'équa-
tion (13), 0 se réduise 4 zéro quand @ sera réduit ar; par conséquent.
il faudra que la valeur zéro de I'argument 0 soit comprise entre les
limites ¢ — m, ¢ + 7. Cette dernidre condition se trouve remplic lors-
qu’on suppose ¢=0 ou ¢ =%, ¢ est-a-dire lorsqu’on fait varier 0 de o
a 27, en excluant la limite supérieure 2w, oude — = & -+ =, en
excluant la limite inférieure — =, ou méme plus généralement lors-
qu’on attribue & 'angle ¢ une valeur comprise entre les limites o, =,
en excluant 'une des deux limites de 0.

Entre les trois suppositions que nous venons d’indiquer, les deux
q . q
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premiéres sont les plus simples, ¢t Pon pourrait étre tenté de choisir
la premiére, comme I'a fait M. Lamarle. Mais il importe d’observer:
qu’alors les fonctions

1(z), 2" -

cesseraient d’étre continues dans le voisinage de valeurs réelles ct
positives de x, ce qui ne serait pas sans inconvénicent. Il en résulterait.
par exemple, que, poﬁr des valeurs du module 7 inféricures a 'unité,
les deux fonctions

i+ 2), (4 z)™

ne seraient plus des fonctions toujours continues de x et de 0, comme
dans le cas ot I'on pose ¢ =o. Au contraire, lorsqu’on adopte la
seconde supposition, ¢’est-a-dire lorsqu’on fait varier 0 depuis lalimite
— = exclusivement jusqu’a la limite = inclusivement, les deux expres-

sions
l1+2), (+a)"

restent fonctions continues de , pour toute valeur du module r infé-
ricure a 'unité. En effet, posons

(14) 1 VT = p ooV,

Iargument o élant assujetti, comme 'argument 6, a varier entre la
limite — = ct la limite = sans jamais atteindre la limite inféricure. On
aura, comme ci-dessus,

1+ rcosl =pcosa, « rsinl =psa;

par consc¢quent,
1+ cos0 . ro.
cosa=2F o5 sina=sin0,
p 4

ct, tandis que 'argument 0 variera entre les limites — w, + =, en pas-
sant par la valeur zéro, I'argument «, toujours compris entre les limites

T ow . . GE v 1 R
— 5 -+ » puisque son cosinus sera positif, variera, avec x, par degrés

insensibles, et passera de la valeur zéro 4 la valeur — arcsinr, puis
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reviendra de celle-ci 4 la valeur zéro, puis, ensuite, passcra de la
valeur zéro i la valeur arcsinr, puis, enfin, reviendra de celle-ci a la
valeur zéro, c’est-a-dire a4 sa valeur ‘primitive. D’ailleurs, o variant

avee &, comme on vient de le voir, par degrés insensibles, ctle module
p= \/1—|— rt-—~a2rcosl

jouissant évidemmment de la méme propriété, il est clair que les fone-
tions I(+ @), (14 )™, dont les valeurs seront déterminées par les
¢quations

1+ a)=1(p) +ay—T1,

~ (I -+ .’2;‘)’”: e 1+x) — Pmem& 1/—_1’

seront, pour r <1, des fonctions continues de la variable imaginaire .
Eu égard & ces considérations, il parait convenable de fixer le sens

des deux notations
I(x), am™,

a l'aide des formules (12), (13), ou, cc qui revient au méme, a Paide
de la formule (13) et de la suivante :

(IJ) ’ M — pm 6'"‘0 \/—_J,

en assujettissant argument 6 de @ & varier depuis la limite — = exclu-
sivement jusqu’a la limite m inclusivement (*).

En reproduisant, dans les Exercices d’Analyse, le théoréme sur la
convergence du développement de f(«) en série ordonnée suivant les
puissances ascendantes de x, j’ai mentionné, comme condition de con-

\vel‘gence; non seulement la continuité de f(), comme je l'avais fait

(1) Depuis la rédaction de cet article, en parcourant le Mémoire que M. Bjorling a
publié sur lo développement d'une puissance quelconque réelle ou imaginaire d’un binome,
j’ai trouvé, au bas d'une page, une note oil il est dit que cet auteur a présenté 4 ’Acadé-
mie d’Upsal une Dissertation sur I'utilité qu’il peut y avoir & conserver dans le calcul les
deux notations z«, l(z), dans le cas méme ol la partie réelle de = est négative,
M. Bjérling verra cue, sur ce point, je suis d’accord avec lui; il reste A savoir si les
conventions auxquelles il aura eu recours, pour fixer compldlement, dans tous les cas, le
sens des nolations x2, 1(x) sont exdctement celles que j'ai adoptées moi-méme ; el, pour
le savoir, je suis obligé d’attendre qu’il me soit possible de connaitre la Dissertation dont
il s’agit. '

OFiuvres de C. — 8. 11, t. IL. ‘ i 7
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¢n 1832, mais encore la continuité de /7 (). Toutefois, une remarque
de M. Liouville ayant ramené mon attention sur cct objet, m’a engagé
a examiner de nouveau dans un Mémoire sur quelques propositions
fondamentales du calcul des résidus ct sur la théorie des intégrales
singuliéres. (Voir les Comptes rendus des séances de DAcadémie des
Sciences, sé¢ance du 16 décembre 1844.) On trouve, cn cifet, dans ce
Mémoire, le passage suivant :

« Yobserverai que jai déduit constamment les divers théorcmes
» précédemment rappelés (ceux qui sont relatifs au résidu intégral
» d’une fonction), et les théorémes analogues, d’un principe fonda-
» mental établi dans mes Mémoires de 1814 et de 1822. Comme je ai
» reconnu dans ces Mémoires, la différence entre les deux valeurs

» d’une intégrale double, dans laquelle la fonction sous le signe /pcut

» s'intégrer en termes finis par rapport a I'une quelconque des deux
» variables que 'on considére, se trouve exprimée par unc intégrale
» définie singuliére. Ce principe unique suffit pour montrer que,
» dans le théoréme relatif au développement des fonctions en séries,
» on pourrait a la rigueur se passer de la considération des fonctions
» dérivées. Il en résulte donc, conformément a 'observation judicieuse
» que M. Liouville me faisait derniorement a cet égard, qu’entre les
» deux énoncés du théoréeme, donnés dans mon Mémoire de 1831, et
» dans mes Ewxercices d dnalyse, il semblerait convenable de choisir
» le premier. Toutefois, lorsqu’il s’agit du développement des fonc-
» tions cn séries, la considération des fonctions dérivées me parait ne
» devoir pas étre entiérement abandonnée, attendu que trés souvent,
» comme je I'ai ailleurs dit aillours, cotte considération est précisément
» celle qui sert & déterminer les modules des séries. »

Evidemment, M. Lamarle n’a point connu ce passage puisqu’il ne
le cite point, quoiqu’il reproduise la remarque, qu'on peul ometire la.
condition de continuilé en ce qui concerne la dérivée.

Avant de terminer cet article, je ferai ¢ncore une remarque. La

.
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démonstration que jai donnée du théorcme dans le Mémoire qui a pour
titre : Considérations nouvelles sur le théoréme des suites et sur les lots de
leur conpergence (t. 1 des Exercices d’Analyse, p. 269 et suiv.) repose
sur I’établissement de quelques équations qui, réduites 4 des formules
de calcul intégral par la réduction de certains accroisscments supposés
trés pbtiLs a la himite zéro, fournissent, quand on se sert des notations
ci-dessus admises, les résultats suivants.

La formule (1) du paragraphe I du Mémoire cité donne

. 27
(16) f V=171 (red V=) dd = o,

0
L

ou, ce qui revient au mémne,

9

27
f D,.f(re"v=1) d0 = o.

Les formules (6), (8), (10) du méme paragraphe donnent

(17) D,.f f(rev=1yd0 :f- 'l),.f(rew——o db,
0 0
(18) Drf”f<re°v’——‘)d0:d,
. b ' o
(19) - f F(re®=1) d = const.

Or les formules (16), (17), (18), (19) sont précisément les équa-
tions fondamentales desquelles M. Lamarle a déduit aussi la démons-
tration du théoréme. ( Voir les pages 132 et 133 du présent volume.)

T observerai, en finissant, que la démonstration du théoréme énoncé
pourrait encore se déduire de la formule générale établie pour V'inté-
gration des différentielles exactes dans mes Legons sur le calcul infini-
tésimal. En vertu de cette formule, si 'on pose

i
(20) du=¢q(x,y,5 ...)de+y(x, 5,5 ...)dy+d(z, 5,5, ...)dz +...
les expressions

TE P P N A G20 S-SR P T C N S R AP
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étant des fonctions x, y,jz, ... continues, du moins entre certaines
limites, et choisies de maniére que le sccond membre de la formule (14)
satisfasse aux conditions d’intégrabilité, et si d’ailleurs on assujettit la
fonction u a s’évanouir pour certaines valeurs

Zoy Yo Soy -
de R

Xy Yy By e,

respectivement comprises entre les limites dont il s’agit, on aura,
comme il est facile de le prouver, '

“:j o (2, ), 35, ---)dd«‘-i—f 2 Loy ¥y 5y o0 ) ey
o Yo
+f UTE I DINE- TN I A 1
Or, cette formule devant subsister quand on échangera entre elles les

variables @, y, z, ..., fournira, par suite, plusicurs valeurs de u, qui,
.dans I'’hypothése admise, devront étre égales entre elles. On aura, par

exemple, si les variables x, y, z, ... sc réduisent a deux,
x ¥ ¥ x
J vt prde [ x@andy= [ e pydy+ [ etz 0 de,
Xy Yo o Lo
ou, ce qui revient au méme,

[ lete ) — ot ylde= [ [x(@7) = xten 1]drs
X, Yo

puis, en nommant X, y des valeurs particulicres de x, y comprises,
COMINe &,, ¥,, entre les limites entre lesquelles les fonctions

'L‘(w’ y)? X("c’ .)’)

restent continues, on trouvera
(21) f [9(z, y) — (., )’o)]d"’:f (x5 y)y—x(20y)]dy.
& . Yo

Si, maintenant, on remplace @ et y par d’autres variables r, 0, lices &
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une variable imaginaire « par I'¢quation (2), ét la différentielle
9(z, y) de +y (2, y) dy
par I'expression .
Fr eV d(r V) = VT (G M [dr 7 d YT,
les fonctions |
9(z,y), ul® )
se Lrouverotnt remplacées par les suivantes :

MV f(rdVET), V=T YT f(r VD)
. -

Supposons d’ailleurs que

f@)=1(reV=)
reste toujours fonction continue de « pour des valeurs de r comprises
entre les limites ‘

r=r, r=R,
et prenons — , 4 pour limites de 'argument 0. On tirera de la
formule (21)

(2) fne()»/:?[Rf<Ree‘/—_1>_,.0f<,.060;/:_1)]dgzo_
Enfin, si I'on pose ry=o0 dans la forme (16), elle donnera

(23) fﬂsﬂ:)dp:o,

-7

la valeur de z étant

s=ReV-1
L’équation (23) suppose seulement que lafonction f(z) reste continue
entre les limites o ¢t B du module de z. Si, dans cette méme équation,

f() f()

on remplace f(z) par » alors, en supposantlec moduler de

inféricur au module R de z, on trouvera

(24)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



5h SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTTONS

-
~

puis, en développant le rapport

—— suivant les puissances ascendantes

de x, on obtiendra la formule de Maclaurin, qui subsistera, ainsi que
la formule (24), tant que le module de = conservera une valeur infé-

rieure a celle par laquelle la fonction f(x) cessera d'étre finie et
continue.
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SUR LES INTEGRALES DEFINIES
| ~ PRISES
ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES.

Bulletin de Férussae, Tome 111, p. 214-221; 1825.

Dans un Mémoire présenté a 1’Académic des Sciences, le
28 octobre 1822, ainsi que dans le 19° Cahier du Journal de I’Ecole
Royale Polytechnique, et dans le résumé des lecons données a cette
école, jai fait voir comment on pouvait parvenir a fixer, dans tous les
cas possibles, le sens que 'on doit attacher 4 la notation

]’Xf(x)dx

destinée a représenter une intégrale définie, prise entre des limites
réelles xo, X; quelle que fut d’ailleurs la fonction réelle ou imaginaire,
désignée par f(x). J'ai prouvé qu'une intégrale de cette espéce,
lorsque la fonction /() devient infinic entre les limites de I'intégra-
tion, est en général déterminée, en sorte qu’elle admet une infinité de
valeurs, parmi lesquelles il en existe une qui mérite une attention
particuliére, et que j’al nommée valeur principale. Enfin, j'ai montré
que la considération des valeurs principales des intégrales indéter-
minées, jointe & la théorie des intégrales singuliéres que j avais exposée
pour la premiére fois dans un Mémoire de 1814, suffisait pour établir
OFuyres de C. — $. 11, t. 1L, 8
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une multitude de formules générales a 'aide desquelles on pouvait
évaluer ou du moins transformer les intégrales définies. Le nouveau
Mémoire, que j'ai présenté a 'Académie des Sciences, le 28 février
dernier, a pour but d’appliquer les principes, qui m’ont guidé dans
ces recherches, aux intégrales prises entre des limites imaginaires.
On sait que 'emploi de ces derniéres intégrales a conduit M. Laplace
a des résultats dignes de remarque. Dans ces derniers temps, M. Brisson
nous a dit s’étre servi avec succes de ces mémes intégrales, et de leur
transformation en intégrales définies ordinaires, pour développer des
fonctions donndes en séries composées de termes proportionnels a des
exponentielles dont les exposants suivent des lois connues. Enfin un
jeune Russe, doué de beaucoup de sagacité, et trés versé dans Panalyse
infinitésimale, M. Ostrogradky, ayant aussi recours a I'emploi de ces
intégrales. et & leur transformation en intégrales ordinaires, a donné
une démonstration nouvelle des formules que jai précédemment
rappelées, et généralisé d’autres formules que j'avais présentées dans
le 19° Journal de IEcole Royale Polytechnique. M. Ostrogradky a bien
voulu nous faire part des résultats principaux de son travail. Mais ni
ce travail, ni aucun des Mémoires publiés jusqu’a ce jour sur les
diverses branches du calcul intégral, n’ont fixé le degré de généralité
que comporte une intégrale définie prise entre des limites imaginaires,
ct le nombre des valeurs qu’elle peut admettre. Telle est la question
qui vient de faire Uobjet de nos recherches. Sa solution, qui dépend du
calcul des variations ct de la théorie des intégrales singuliéres, fournit
immédiatement un grand nombre de formules -générales propres,
soit 4 I’évaluation, soit & la transformation des intégrales définies. Ces
formules comprennent, comme cas particuliers, celles que jai déja
mentionndes, ct celles que quelques géométres ont obtenues depuis
peu par d’autres voies. -

Des principes développés dans le Mémoire que nous annongons, il
résulte que, si on désigne par @z, y deux variables réelles, par
3=z y\/—1 une variable imaginaire, par f(z) une fonction réelle
ou imaginaire de 3, enfin par @, y,: X, ¥, deux systomes de valeurs
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particuli¢res des variables réelles , ¥, Uintégrale
» X+¥Yy=1
(1) f f(z)dz
ok yoy =1
aura une valeur unique, lorsque la fonction f(z) ne deviendra infinie
pour aucune des valeurs de s=a +yy—1 correspondantes a des
valeurs de & comprises entre les limites x,, X, et 4 des valeurs de y
comprises entre les limites y,, V. Si le contraire arrive, ¢est-i-dire
si I'équation

()

Sl =0~

se trouve vérifice par des valeurs de @ et de y comprises entre les

(3]

limites dont il s’agit, 'intégrale (1) admettra généralement diverses
aleurs, distinetes les unes des autres. Mais la différence entre deux
quelconques de ces valeurs, étant la somme de plusieurs intégrales
singuli¢res, ¢’est-i-dire prises entre des limites infiniment rappro-
chées, pourra étre facilement calculée en termes finis. De plus, si 'on
suppose que les variables &, ¥ représentent des coordonndes reetan-
gulaires, el si, pour abréger, on indique un point a Paide de ses
coordonncées, renfermées entre parenthéses, une ligne a Paide de son
¢quation; chaque valeur de I'intégrale (1) sera relative 4 une ligne,
droite ou courbe, tracée dans le plan des @, y, de maniére 4 lier le
point (2o, yo) avee le point (X, V), et dans laquelle un seul point
réponde & chaque abseisse comme a chaque ordonnée. Cetle ligne sera
completement déterminde, si T'on assujettit les vaviables ol y & deux
¢quations simultanées de la forme

(3) z=9(8),  y=ry(1),

o(2), x(1) désignant deux fonctions réelles d’une nouvelle variable ¢
qui se réduisent & @y et yo, pour t=1,, A X ¢t ¥ pour =T} el la
valeur particulicre de intégrale (1), correspondante i la ligne dont il

s'agit, sers

7 R
) f L @ V=12 (O1/Te (0 + V=T 0] e
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On peut,. au reste, substituer a cctte ligne un systéme de plusieurs
lignes drpites ou courbes, formant un contour qui partirait du point
(24, ¥o) pour aboutir au point (X, ¥). On obtiendra un semblable
systéme, si I'on désigne par ¢(p, ¢, 75 - - s 1(p, q, r, .. ) deux fonc-
tions réelles de plusicurs variables p, ¢, 7, ... propres 4 remplir les
conditions '

é CP(pM (/01 roa"'):xov K(Po’ 90, "0"'-)=)’m

(5) {o(P,Q,R,...) =1, X(P’Q’Ra'-~):Y,

et si I'on assujettit les variables x et y, considérées comme fonctions:
de Pune des quantités p, g, 7, . . . a vérifier, 1° entre les limites p==p,,
p =P, les équations simultances

(6) x:(P(P’ G0, rO)"')a )’:X(l’1 9oy rO,"‘);
2° entre les limites g = ¢,, ¢ = Q, les ¢quations simultanées
(7) 2 =q(P, g, ro,-..), Yy=X(Py g, 1oy 0)s

3¢ entre les limites r =r,, r = R, les équations simultanées

(8) z=q(P, Q,r,...), y=x(P, Q,ry...),
Alors I'intégrale (4) se trouvera remplacée par la somme
(o) fpd[CP(PaQOa "0»“-)‘*‘\/—:;7((1”qo’rm”')]
9 e dp

< f10(py gor Pore ) + V=1 %Py G0y 70, ) } dp

+f‘od[q>(P, gy Toy- ..)+\/:—lx(P, Gy Toy e e )_l
dy . ‘

/o

Xf{cP(P> q, 7'07---)‘*‘\/:—1 x (P, g, "0"")}‘1{]
_F_f"dl—fp(P, 0, re )+ V=P, 0, r))

dr

‘o

Xf{(?(Pa Q, ",--')“'\/:X(P’ 0, "r--)}d"

Lorsque les équations (6), (7), (8), - - - fournissent une scule valeur
de y pour chaque valeur de 2 ct réciproquement, la somme (9) repré-
senle, aussi bien que lexpression (4), une valeur particuliére de
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:
I'intégrale (1). Ajoutéz que, dans le cas méme ou cette condition n’est
pas remplie, la différence entre deux sommes semblables a la précé-
dente peut étre obtenue sous forme finie, et que cette différence sc
compose toujours d’une suite de termes représentés par des fonctions
connues d'une ou de plusicurs racines de 'équation (2). On déduit
immédiatement de ce.principe une multitude de formules générales,
propres, soit & la transformation, soit 4 I'évaluation des intégrales
définies. Parmi ces formules se trouvent comprises celles que jai
données dans le 1g° Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique. Ainsi,
par exemple, en réduisant les variables p, ¢, r, ..., & deux, ¢t posant

»

successivement
(10) o N=p=2x_ wpO=0=0
(1r1) 9(p, ry=rcosp, x(p, r) =rsinp,

puis comparant, dans chaque hypothése, les deux sommes que fournit
la formule (9) quand les deux variables changent de role, on établira
immédiatement les équations

() [ ey de =i [ (YT dy

:ff(.L—{—Y\/:)dZL-’r—\/——-—If J(ao+yy=1)dy + A,
Xy Yo
ct

k) »
(13) f V=1 1 (preroV=1) dp 4 = If RerV=1f(RerV=7) dp
’

K] /o

o P

n P
:f e”‘/'“_‘f(r e"'/:—1> dr + \/—_1- ry e’ V:f(ro e’ V:) dp +A.

Dans chacunc de ces formules, A représente une somme de termes
finis correspondant a diverses racines de I'équation (2). Si 'on désigne
par &y, &,, ... ces racines, par ¢ un nombre infiniment petit, et par
m le nombre des racines égales a «,, alors, en posant

1 d/n—lsmf(a;l 4+ E)
1.2.3...(m—1) Azt ! 2

(14) fi=

I
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62 SUR LES INTEGRALES DEFINIES
on aura, pour déterminer A, une équation de la forine

(13) A=oan(fi+L—+...)V—1.

1l est, d’ailleurs, important d’observer qu'on devra prendre pouar
Ly, Tu, « .., 81 Pon cherche la valeur de A relative & la formule (12),
celles des racines de équation (2), dans lesquelles la partic réelle
sera comprise entre les limites &, X, et le cocflicient de Jy—1 entre
les limites y,, V. Au contraire, si on veut obtenir la valeur de A
relative a la formule (13), on devra sculement tenir compte des racines
dans lesquelles le module sera compris entre les limjites r,, B, cl le
rapport du cocfllicicnt d¢ /—1 a la partic réelle, entre les limiles
tang p, et tangP. Enfin, si la fonction comprise sous le signcf, dans
Pune des intégrales que renferment les formules (12) et (13), devient
infinic entre les limites de Iintégration, celui des termes [y, £y, ... qui
sera relatif a la valeur infinie de ta fonction, devra étre réduit a4 moitié,
et I'intégrale clle méme & sa valeur principale.

Lorsque la fonction f(x—+y J— 1) s’évanouil pour &=, quel
que soit y, pour y = oo, quel que soit @, on tire de Péquation (12)

_{wf(x)dw: \/:—‘fn”f(ﬁ’\/:)dy-n—A',

(16) . . -
ff(w)dx:—v':f FyV—1)dy + A",

ct

(17) fwf(x)dx:A,

A se composant de termes relatifs aux racines de Péquation (2). dans
lesquelles le coefficient de \/—1 est positif ou nul, et A’, A”, représen-
tant les deux parties dans lesquelles A se divise, lorsqu’on rassemble
tous les termes correspondant aux racines dans lesquelles la partie .

réelle a un signe déterminé.
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On tire cncore de la formule (13)

= R 1 . ‘ ,
(18) fo e f((,/v )clp__\/ If_lf(,)d/ . \/__dh___
et

. ~ A
(19) f C/"/_J/<€"‘/_’)dp_ﬁ’

A se composant de termes relatifs aux racines dont le module est plus
petit que I'unité, et A’ de termes relatifs a celles de ces racines dans

lesquelles le coeflicient de y—1 est positif.

Ces diverses formules coincident avee celles que j'ai données dans
le Mémoire de 1814, dans le Journal de I’Lcole polytechnique, dans le
Résumé des le(;onsvdounées A cette éeole, dans le Bulletin de la Société
Philomatique, ct dans les nouvelles notes ajoutées au Mémoire sur les
ondes. Elles fournissent les valeurs de presque toutes les intégrales
définies connues, et celles d'un grand nombro d’autres. Je me conten-
terai de citer quelques exemples.

Si I'on désigne par a, b, r, s des quantités positives, par £ un
nombre compris entre les limites o, 1, et par F(2) unc fonction qui ne
devienne point infinte pour des valeurs réelles de «, ni pour des
valeurs imaginaires dans lesquelles le coeflicient de /— 1 soit positif,
on tirera des équations (16) et (175)

(20) [ P =rre) =,

(1) f”ﬁ‘<w)f;“'5,=7§;wa<f L4 2 F (V)

x4 x4 r?

S - dr
/—“”1(.27)‘(’—_;\-/——_—)/{—.-0

(22) * dx
f ﬁu)(l—kw\/—yMZSHM ~/o ﬁL(x+,)F] .
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On trouvera encore

_:E“;F%:_:I)d.l}:—QﬁF[(l—r)\/:] - pour r<1,
T F®) e nF

(23) _Z\l(l_a;\/:)dd,_——nlf(o),
w_ﬂL* = pour r>1.
ey = |

De méme, @(a) représentant une fraction rationnelle, et 0 un arc
renfermé entre les limites o, w, on obtiendra facilement les valeurs

des intégrales

fwwlc—iq(x)d.,l;, fxcosb.l;cp(.v)dw, f'5i110£¢($)d$,

0 —-=*
»

[ @ (@) arc cotx dr,

v »n

/wl(rﬂ— arxcosl + z?) ¢ (x) d,

o _n

» veosl) — » .
arcmng%e—cp(x)dx, f [(1-+ 2rcosbr + 1) ¢(x) dr,

rsinbr » . [am
e~ o(x)dr atsin| — — b a)dx,
arctangl_‘_rcosbx?( ) dox, [ ( 5 ¢(2)dx,

E
»n

— =

k-]
® sinax

fweﬂcosbxcos(asillbx)(P(.’I;) dr, f siubx(?(w) dz,

—_

© . . * cosax
[ gucosdzsin(asinda) ¢ (&) dx, I_” sil\bx(P($),dx’

[V -

® 05 AL N\ *sinar N
f T;Es/b;?(P(x)dx, imcoswa<J)cc’

On trouvera en pﬂl’“"‘ﬂ’c"

®esba . rde T
f et cos(usinbr) s = e,
. 0
(24) ® &£ dr T

acosbu 3 1 L — sac—br
sin(usinbr) — ~ = —¢C
f ¢ ( ) at—+r? 2 ’
0

® . [am rdr T ]
~ gotsin( — — bz | ——05 =7 re—te—tr,
(25) 2 xrrt 2
v l .
w . [an . rde T o
L, owsbrgin 22 —sinbey | ——— = - reet”
(26) f zete < 2 N ’
[}
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Enfin si, avec M. Legendre, on désigne par I'(w) la fonction

f 31 e~2dz, on trouvera
[}

o phxy=1dz
R Vi) i

® ”T\/:—1 dx 29T

__w(r+x\/——)" I'(

bll -1 - [u

s » dx dr o
9 »[m(r—x\/:)”(s——x\/——_l)/" f_,(r—i—x\/—l) (s—i—x\/—l)b— ’

dx 27 Fla+b—1)
_z,(r—}—x\/—l) (s—x\/—1>[' (r+s)=t=1 1'(a)l'(d) ’

£29)

ul-—

T T(a+-1)
Pl l,(a—l—/) +I>F<a—_b +1>
2 2

toutes les fois que l'intégrale renfermée dans le premlel membre

. (30) f (cosp)“cosbp Up =
. 0

conservera unc valeur finie.

Ajoutons que des formules précédentes on pourra déduire un grand
nombre d’autres, soit en remplagant, dans certains cas, les constantes
réclles par des constantes imaginaires, ce qui sera permis en parti-
culier pour la formule (24), soit en différentiant ou intégrant par
rapport & quelques-unes de ces mémes constantes.

Offuvres de €. — 8. 11, t. 11 ‘ : 9
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INTEGRATION DES EQUATIONS
AUX DIFFERENCES PARTIELLES, LINEAIRES
ET A COEFFICIENTS VARIABLES ()

Bulletin de Férussac, Tome 1V, p. 71-95; 1825.

Fai montré dans ce Mémoire comment les formules que javais
déduites de la théorie des intégrales singuliéres pouvaient étre appli-
quées a I'intégration des équations différentielles lindaires, des ¢qua-
tions aux différences finies, et des équations aux différences partielles.
Les formules que j'avais présentées dans les trois premiers paragraphes
de ce Mémoire ont été insérées dans le 1g° Cahier du Journal de I Ecole
Royale Polytechnique. Je vais inscrire ici celles auxquelles j étais
parvenu dans le 4° paragraphe, et qui sont relatives a l’intégration des
équations aux différences particlles, linéaires, mais & coefficients
variables.

Jai donné dans le 1g° Cahier du Journal cité une formule que I'on

peut écrire comme il suil :
(I) f(p'ﬂa Vo, &gy .« ) +./(/J'17 Vi, Wiy .- ) +..
= <i>nﬂ/ e €O M=TGBNYV=E VIR f (15, v, @, .) dodpd gy dy dis ..

T
entre les limites
a=-+w, =+, ..., p=p,  v=y,

J— —_— — g AN —_—
a=—w, B=—o, .., p=p, S y=v,

(1) lxlrail du Mémoire présenté & PAcadémie royule des Sciences le 26 ;i 1823.
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Dans cette formule M, N, ... sont des fonctions queleonques des
variables |, v, @, .. .; n représente le nombre de ces variables, et L le
dénominateur commun des fractions qui représentent les valeurs de

P q, r, ... tirées des équations
am am daM
v dp. Ay +I.(lw =
(2) dN dN AN
—_ _ 4+ r - =1
d dy dos

Lnfin py, vo, @0, P, ¥, @y, ... désignent les divers systemes de
Yalcurs de (1, v, @, ... propres a résoudre les ¢quations simultanées
(3) M=o, N=o, ...

et composés de valeurs de p renfermées entre les Limites {J./; !y de
valeurs de v renfermées entre les limites v/, v, .. .. Dans le cas parti-
culier o 'on suppose

(4) M= —u. N=y—¢

le nombre des variables @, y, 5, ... ¢tant égal a n, et u, o, .
représenlant des fonctions des valmbleb (-, ¥, &, ..., on tire de la
formule (1)

(5) F(ry, s
_(M> ﬂ/ e T = BT LEE (v, ) o dpp dB ey .

entre les mémes limites. Daus cette derniére, la fonction F(u, ¢)
remplace la fonction /(i v, @, ...), les limites p/, ", v/, v, ... sont
choisies de telle maniére que les valeurs correspondantes de u, v
puissent étre considérées comme des limites inféricures et supéricures
des valeurs atlribuées aux variables @, y, z, ..., ct L désigne le déno-
minateur commun des valeurs de p, ¢, r, . .. tirées des équations

!

du du du
1 [p. / (l ~+ 7 75—)‘ —+... =0,

(6) dp dy v
PanTag ~ g =0
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68 INTEGRATION DE DIVERSES ]JJQUATIONS
Ajoutons que dans les formules (1) ¢t (5) on pourrait, au licu de
ay/—1, By—1, éerire partout a+ay—1, b+BJ=1, ..., @, b,
désignant des constantes arbitraires.

Concevons maintenant que K, X, ¥, ..., T élant des fonctions
quelconques desvariabls @, y, 5, ..., ¢, il s'agisse d’intégrer I'équation
aux différences partielles

_ . .do o] mdo o
(7) Acp—!—,l‘-lzg—i—Y;E«_—}T...—}—I?ﬂ__](.1,,),&,...,l)

de maniére que la variable principale ¢ se réduise a
(8) Jolxy oy 5, 000) pour’ ¢=={,.

On présentera I'équation () sous la forme

d( ") 4 d(¥g) R d(7T¢)
It dx dy ¢
() Ay dr AV AT

— % an —‘P—C@T*--'—CP“C{T

=J(® ¥ 5 ceay l)

et la valeur inconnue de ¢ sous la forme
\

(10) qz(ﬁ)ﬂ = 0V=T B—vTT L GdadpdBdy ...,

les limites ¢lant celles de la formule (1); u, ¢, ..., § élant des quan-
tités que Pon supposera fonctions des scules variables p, v, ..., ¢,
Soient d’ailleurs S, U, V, ..., W, ce que deviennent A, X, ¥, ..., T
quand on y remplace & par u, y par ¢, .... On lirera des équations

(5) et (10)

Ag= (—I——>u V=T B =T SO da dp dB dy ..,

(11) ' 27

do=..., I'p=... jusqua Po=...
el

cp% _ <;17_T>,L_,.ez(.z-—:e)V:Teﬁo~_;')V:7,.. dg%eladpdﬁ dv ...,
) av __ . ' dT __

(’Oa’y‘“"' Jusqua @ ==,
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AUX DIFFERENCES PARTIELLES. 69
enfin on aura

(13) f(@, x5 .., 1)
I

= (E)ﬁ gitle— V=T BUr—a VT I3 f(t, 0, .y £) der dp dB v ...
Cela posé, on satisfera évidemment a 1'équation (7) en posant
du —_
(14) g <U—Wm>a\/——1
+<V——W%>{3\/'__——1—|—...
+ 8= — == — 4}+Wd—q}_\/f’f(lzv 2)
- du  dv 7 2Oy e b

Pour que cette derniére équation se vérifie sans que u, ¢,°
deviennent fonctions de «, B, . . ., il est nécessaire que I’on ait

. du- dv
(15) U—I’V—OE—O, I/—_W;l—t_o’ e
ct

’ au dVv d -
(16) (S—EL-——(E—..)xP—l—W%:f(.u,v,...,t)\/F

Silon veut en outre que ¢ se réduise 2
(17) folz, y, .. 0) :
) :<5‘1_r>ﬁ Gl VT SOV (v, .Y dadpdBdy ...

pour z==1,, il suffira d’admettrc que cete supposition réduit les
valeurs de u, ¢, ..., { & celles que déterminent les formules

(18) =, o=y, cey b=rfolpy vy @, .00 )
On devra done alors intégrer les équations simultanées (15) et (16),
dc maniére que les conditions (18) soient remplies pour ¢ = Z,.

Pour appliquer 4 un exemple fort simple les principes que nous
venons d’¢tablir, supposons qu’il s’agisse d’intégrer I'équation

dg do de _
@ Ay e Ly — a9 =0
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de maniére quon ait o=fo(x, ¥, 5 -. .) pour z=1. Dans cc¢ cas
particulier on trouvera

A==, V—=y, RN T=—=t, K=—a, Sz, y, .., 1)=0.
U=u, V =y, RN IV =t, S=—a, Slu, 0, oo, t)=0;

et, par suite, les équations (15) et (16) deviendront

du dy
u—t—— =0, v-——ta—t:o,...,

dt

dg _
—(a—a—n)a{»—{—tm_—o

En intégrant celles-ci de maniére que les conditions (18) soient vérifices
pour z=1, on trouvera

1=pt, p=vl, Ceey b= g+ fy (e Yy v )
Cela posé, la formule (10) donnera

9= <’L>nw+nﬁ~ le—n vIT B0 VT L fo(py vy - - ) dadpdBdy ...

2T

. n — — v
:<Lﬂ> I ﬂ[ L e l—u T pB =) Ve '/U<FIL’ 7,--->daz dpdBdv ...
—en(Z 0

ce qui est exact.

Comme toute ¢équation aux différences partielles du 1°" ordre peut
étre remplacée par une équation linéaire du méme ordre qui renferme
un plus grand nombre de variables, il est clair que la méthode précé-
dente peut étre appliquée a I'intégration de toutes les équations aux
différences particlles da 1° ordre.

En appliquant la méme méthode a I'équation linéaire la plus géné-
rale du 2¢ ordre et a coefficients variables, et présentant cette équation

sous la forme

@(Pg) | &(Q9) | L(He)  d(Le) +““§“°) = (=, 1)
[ y v/

K ¢+ dax? dx dt de? dz

on reconnait qu'on peut toujours disposer de la fonction f(w, ¢) de
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AUX DIFFERENCES PARTIELLES. 71
de maniére 4 la rendre intégrable. Exemple : On intégre par cetle
méthode I'équation

LA (xre) d*(xte) d*(x)
Sy +3 dx dt + de - °

ct I'on trouve pour son intégrale

= 3u(5) <12}

o

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DEMONSTRATION ANALYTIQUE
D’UNE
1.0 DECOUVERTE PAR M. SAVART
ET RELATIVE
AUX VIBRATIONS DES CORPS SOLIDES 0U FLUIDES.

Bulletin de Férussac, Tome XI, p. 111-112; 1829.

Cotte Note, lue a4 I’Académie des Sciences le 13 janvier 1829 et
insérée dans les Mémoires de I’Académie des Sciences de IInstitut de
France (2° séric, t. IX, p. 115-117) a déja été reproduite dans les
OFuvres de Cauchy, 17 sérice, t. II, p. 84-85.
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MEMOIRE -
SUR LE MOUVEMENT I'UN SYSTRME DE MOLECULES
o QUL SATTIRENT
0U SE REPOUSSENT A DE TRES PETITES DISTANCES
T
SUR A THRORTE DE LA LUMIERE ().

Bulletin de Férussac, Tome XI, p. 112-114; 1829.

Les équations aux différences partielles, que jai données dans
les 30, 31° et 32¢ livraisons des Exercices de mathématiqués, expriment
le mouvement d’un systéme de molécules qui s’attirent et se repoussent
A de trés petites distances, et que 'on suppose trés peu écartées des
positions qu’elles occupaient dans un état d’équilibre. D’ailleurs, ces
équations peuvent étre facilement intégrées par les méthodes que jai
indiquées dans le 1g° cahier du Journal de I'Ecole Polytechnique, el
dans T'application du calcul des résidus aux questions de physique
mathématique, et alors les valeurs des inconnues se trouvent repré-
sentées par des intégrales multiples dans lesquelles entrent, sous le
signe s, les fonctions qui expriment a l'origine du mouvement les
déplacements ot les vitesses des molécules mesurés parallélement aux
axes coordonnées. Or, ces intégrales fournissent le moyen d’assigner
les lois suivant lesquelles un ¢branlement primitivement produit en un
point donné du systéme que I'on considére se propagera dans tout le

(1) Lu & VAcadémie des Sciences le 12 janvier 182g.
OEuvres de C. — S. 11, t. L, _ ' 10
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Th SUR LE MOUVEMENT D'UN SYSTEME DE MO LECULES.

systeme. Clest ainsi que je suis parvenu aux résultats que je vais
. énoncer, et qui me paraissent dignes de fixer un moment Fattention

des physiciens et des géometres. '

1° Siun systeme de molécules est tellement constlitué, que I'élasti-
cité de ce systéme soit la méme en tous sens, un ébranlement primiti-
vement produit en un point quelconque se propagera de maniére qu'il
en résulte deux ondes sphériques animées de vitesses constantes, mais
inégales. De ces deux ondes, la premiére disparaitra si la dilatation
initiale du volume se réduit & zéro; et alors, si I'on suppose les vibra-
tions initiales des molécules primitivement paralleles a une droite ou
a un plan donné, elles ne cesseront pas d’étre paralléles a cette droite
ou & ce plan.

2° Si un systéme de molécules est tellement constitué que I'élas-
(icité reste la méme, autour d’un axe paralléle & une droite donnée,
dans toules les directions perpendiculaires & cet axe, les ¢équations du
mouvement renfermeront plusieurs coefficients dépendant de la nature
du systéme, et Pon pourra établir entre ces coefficients une relation
telle que la propagation d’un ébranlement primitivement produit en
un point du systéme, donne naissance a trois ondes dont chacune
coincide avee une surface dusecond degré. De plus, si U'on fait abstrac-
tion de celle des trois ondes qui disparait avec la dilatation du volume,
quand I'¢lasticité redevient la méme en tous sens, les surfaces des
deux ondes restantes se réduiront au systéme d’une sphére et d’un
ellipsoide de révolution, cet ellipsoide ayant pour axe de révolution le
diamétre méme de la sphére. )

L’accord remarquable de ce résultat avec le théoréme d'Iluygens
sur la double réfraction de la lumiére dans les eristaux 4 un seul axe,
nous a paru assez important pour mériter d'tre signalé, et nous
croyons devoir en conclure que les équations du mouvement de la
lumiére sont renfermées dans celles qui expriment le mouvement d’un
systéme de molécules trés peu écartées d’une position d’équilibre.
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SUR
UN NOUVEAU PRINCIPE DE MECANIQUE.

Bulletin de Férussac, Tome XII, p. 116-121; 1829.

o

A

On enscigne dans les divers traités de Mécanique qu’il y a perte de
forces vives toutes les fois que les vitesses des corps éprouvent un
changement brusque, et que cette perte de forces vives a pour mesure
la somme des forces vives dues aux vitesses perdues. Mais cette propo-
sition, que l'on a nommée Théoréme de Carnot, est évidemment
inexacte, ainsi que la démonstration par laquelle on prétend I'établir.
C’est ce dont il est aisé de se convaincre & I'aide des considérations
suivantes..

Observons d’abord que dans les mouvements qui nous paraissent
instantanés, par exemple dans le choc des corps, il n’y a jamais de
changements brusqués dans les vitesses. Seulement la’vitesse d'un
point matériel peut varier sensiblement en direction et en intensité
dans un temps trés court et qu'on ne peut mesurer. Dans le choc des
corps les variations des vitesses sont dues aux actions mutuelles des
molécules dont ils se composeni. L’observation que nous venons de
fairc est également applicable aux corps élastiques ou non élastiques.
La seule différence qui existe entre les uns et les autres, c’est que les
actions mutuelles des molécules dépendent uniquement dans les corps
¢lastiques des distances qui séparent ces molécules, tandis qu’elles
dépendent a la fois du temps et des distances dans les corps non
clastiques. A la vérite, on pourrait donner le nom de changement
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76 SUR UN NOUVEAU PRINCIPE DE MECANIQUE.

brusque a tout changement de vitesse qui s’opérerait dans un temps
trés court. Mais si I'on admet cette maniére de s’exprimer; il y aura
changement brusque de vitesse dans le choc des corps élastiques. Or,
on sait trés bien que le théoréme ci-dessus mentionné devient inexact
pour ces sortes de corps; et, pour éviter I'objection qui en résulte, les
auteurs des traités de mécanique ont été forcés de dire que les vitesses
varient d’'une maniére continue, quand les corps sont élastiques, et
brusquement quand les corps cessent de I'étre. Mais cette distinction
entre des mouvements continus et discontinus est purement illusoire,
comme nous I'avons déja remarqué; ct, par conséquent, il est impos-
sible d’admettre que la perte de forces vives soit la somme des forces
vives dues aux vitesses perdues, toutes les fois qu’il y a changement
brusque dans les vitesses.

Il est également facile de reconnaitre I'inexactitude de la démons-
tration par laquelle on prétend établir le théoréme ci-dessus mentionné.
En effet, cette démonstration consiste a remplacer dans I'équation
différentielle des forces vives les forces motrices qui seraient propres
a maintenir le systéme en équilibre, par les quantités de mouvement
perdues dans le choc. Or, une force motrice appliquée 4 un point
matériel ne peut étre mesurée par la quantité de mouvement que le
point matériel perd ou gagne dans un instant trés court, que dans le
cas ol celte force motrice reste sensiblement égale et paralléle a clle-
méme pendant cet instant. Mais c¢’est précisément le contraire qui
arrive lorsque cette force motrice produit ce qu'on nomme un change-
ment brusque de vitesse. Done la démonstration que nous venons
d’indiquer est inexacte; et, en effet, si 'on pouvait 'admettre, clle
s’appliquerait aussi bien aux corps élastiques qu'aux corps non élas-
tiques; et, par conséqﬁent, elle conduirait & une absurdité.

Toutefois, comme dans les applications de la dynamique, on a souvent
a considérer des mouvements dans lesquels les variations de la vitesse
sont presque instantanées, il était 4 désirer que I'on put obtenir des
formules générales spécialement applicables aux mouvements dont il
s'agil. Or, en réfléchissant sur cet objet, j’ai ¢1¢ assez heureux pour
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découvrir un nouveau principe de mécanique qui peut dtre employé
avec avantage dans le choc des corps élastiques ou non élastiques, ct
(ue je vais exposer en peu de mots.

Considérons un systéme quelconque de points matériels assujettis a
des laisons quelconques et soumis a des forces motrices données. Un
mouvement virtuel de ce systéme, au bout d’un temps quelconque ¢,

© sera un mouvement compatible avec les diverses liaisons telles qu’elles
subsistent & cotte époquc; ct les vitesses virtuelles des différents points
matériels ne scront autres que les vitesses qu’ils pourraient acquérir
dans un mouvement virtucl. Enfin le moment virtuel d'une force
appliquée a I'un des points du systéme sera le produit de cette force
par la vitesse virtuelle du point projeté sur la direction de la force.
Cela posé, pour obtenir toutes les équations propres a déterminer le
mouvement du systéme, il suffira, comme Fon sait, d’éerire, que dans
un mouvement virtuel quelconque, la somme des moments virtuels
des forces appliquées est ¢quivalente 4 la somme des moments virtuels
des forces qui seraient capables de produire les mouvements observés,
si tous les points devenaient libres et indépendants les uns des autres.
Concevons maintenant que, pendant.un instant trés court Az, compté
a partir de la fin du temps ¢, les vitesses varieut sensiblement en
direction comme c¢n intensité, sans devenir infiniment grandes, et en
vertu d’aclions développées par le choc de certaines parties du systéme.
Construisons d’ailleurs un parallélogramme qui ait pour un de ses
colés la vitesse d'un point du systéme a la fin du temps ¢, et pour
diagonale la vitesse du méme point & la fin du temps ¢+ Ac. L'autre
coté mesurera ce qu'on appelle quelquefois la vitesse gagnée ou perduc
par le point pendant I'instant Az, et le produit.de cette vitesse par la
masse du point sera de méme la quantité de mouvement gagnée ou
perdue pendant I'instant A¢. Enfin, commne chaque point ne changera
pas sensiblement de position pendant I'instant A¢, et quen consé-
quence la vitesse virtuelle pourra étre regardée comme invariable, le
moment virtuel de la quantité de mouvement gagnée ou perdue sera
¢videmment I'intégrale qu’on obticndra, quand, aprés avoir multiplié
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par d¢ le moment virtuel de la force capable de produire le mouvement
observé, on cllectucra I'intégration relative a ¢ entre deux limites dont
la différence sera exprimée par As. Donc la somme des moments
virtuels des quantités de mouvement acquises ou perdues s déduira
par une intégrale toute semblable de la somme des moments virtuels
des forces qui seraient capables de produire les mouvements observés
si les points étaient libres, et, par conséquent, de la somme des
moments virtuels des forces appliquées. Or, dans cette derniére
somme, les seules forces qui auront des valeurs trés considérables
seront les forces moléculaires développces par les chocs, et elles dispa-
raitront de la somme dont il s’agit si le mouvement virtuel est tellement
choisi que deux molécules qui réagissent I'une sur 'autre offrent des
vitesses égales et paralléles. Done, pourvu que cette condition soil
remplie, la somme des moments virtuels des forces appliquées scra
une quantité finie, et I'intégrale dont nous avons parlé plus haut sera
sensiblement nulle.

Il en résulte qu’on peul ¢énoncer généralement la proposition
suivante :

Lorsque dans un systéme de points matériels les vitesses varient
brusquement en vertu d’actions moléculaires développdées par les chocs
de quelques parties du systéme, la somme des moments virtuels des
quantités de mouvement acquiscs ou perdues pendant le choc, est
nulle toutes les fois que 'on considére un mouvement virtuel dans
lequel les vitesses de deux molécules qui réagissent I'une sur I'autre
sont égales entre elles.

S’il arrive qu’apres le choc tout point malériel qui a exercé une
action moléculaire sur un autre point se¢ réunisse 4 ce dernier, le
principe que nous venons d’énoncer fournira toutes les équations
nécessaires pour déterminer, apres le choe, les mouvements de toutes
les molécules ou de tous les corps dont se compose le systéme proposé.
Dans le méme cas, I'une de ces équations, savoir celle qu'on obtient
en faisant coincider les vitesses virtucelles avec les vitesses effectives
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apreés le choc, exprimera que la perte de forces vives est la somme des
forces vives dues aux vitesses perdues.

Formules relatives au nouveau principe de mécanique.

Considérons un systéme quelconque de points matériels m, m/, .. .,
assujettis 2 des linisons quelconques et soumis a des forces P, P/, .. .,
dont les projections algébriques soient respectivement X, Y, Z,. .. ..
En désignant par @, y, =, les coordonnées du point matériel m, par w,
sa vitesse au bout du temps ¢, et par a, 6, v, les angles que forment la
direction de la vitesse w avec les demi-axes des coordonnées positives,
on aura )

) m d‘-‘.'l;ax+ (1(2,)'6 L, A=
A e T A

T 6:)—|—...:X8x+Y8y—|—Z8,z+...

ou ce qlli revient au mdéme

L o=
dt a7 dt 6”>+”'

=X0z+Yoy+Zdos+...,

(2)

d.oncosa. . d.ocosté . d.ocosy
n{ ——— oo+ oy +

la caractéristique ¢ étant relative 2 un mouvement virtuel quelconque.
Concevons maintenant que, pendant un instant trés court 0 = Az, les
vitesses varient sensiblement en grandeur et en direction sans devenir
infiniment grandes, et en vertu d’aclions moléculaires développées par
le choc de certaines parties du systéme. Comme les positions des
points m, m/', ..., ctles liaisons ne seront pas sensiblement altérées
pendant le méme instant, on pourra regarder éz, 8y, 6z, comme inva-
riables, et en intégrant les deux membres de I'équation (2) entre les
limites ¢t = o, =0, on obtiendra une autre équation

(3) m i (®cosa — w, Cosay,) 0.6 + (& cos8 — wy €058, ) Gy

~+ ( cosY — 0 COSY,) 05 +. .. }
0

0 ]
::8;1:/‘ th-1—8yf Y(/l+65[ Zdt+...
1. /g 0 0

0
:f {X 0z~ Yady +Zds+... | di.
0
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Or, dans la somme X 6o + Y oy -+ Z &z ..., les quantités X, Y, Z, ...,
auront généralement des valeurs finies, a I'exception de celles qui
renfermeront les projections algébriques des forces moléculaires déve-
loppées par le choc; ajoutons que les termes relatifs a ces forces molé-
culaires disparaitront si le mouvement virtuel est tellement choisi que
deux molécules qui réagissent 'une sur 'autre aient des vitesses
virtuelles égales ct paralleles. Done alors la somme X3z ...,
conservant unc valeur finie, le dernier membre de I'é¢quation (3) sera
sensiblement nul, et 'on aura

.
2

C(B)  m{(wcosa — my Cosay) 0L 4 (0 CosE — y C0s6y) 0y’

+ (@ €OSY — 63 COSYo) 05 +... } == 0.
Application. — Si les masses m, m/, ..., peuvent s¢c mouvoir de
maniére que leurs distances restent invariables, cn sorte que les
mouvements de translation paralléles aux axes des z, y, 5, et les
mouvements de rotation autour de ces axes soient compatibles avee

les liaisons données, on déduira de I'équation (4) les six équations

TG COSO —+. . .= MWy COSTUg—. . ., '
(5) mwcos8 +...=mw, cosby+...,
M®COSY . .. == MWy COSYp+ . v,
mw(y cosy — 5€086) 4. .. = mw,(y cosyy— 5 cos8y) +. ..,
(6) M6 (3 €080 — L COSY) .o . == MWo( £ COS Ay~ X COSYy) +r vy
mw(xcos6 —ycosa)+4...= m'cou(xcosGo—y COSAp) .

Ces six équations expriment que la quantité de mouvement principal
et le moment linéaire principal relatif aux quantités de mouvement
conservent les mémes valeurs avant et aprés le choc.

Si, aprés le choc, les masses m, n/, ... s¢ meuvent cffectivement
de maniére que leurs distances restent invariables, on pourra prendre

(7) 0 = w cos a At’ 6)/:(,)0058 Al, 85:0).005'\" At

Lt la formule (4) donnera en transformant et réduisant

(8) mw+ m'e?+... .= mow,(cosa cosa, -+ cos8 cos8y + cosy cosYg) 4. . ..
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Si Von fait pour plus de commodité

® COS A — Wy COSAy== &, COSUy,
(9) ® cos 8 — w, c0s8, = w, cos8,,

® COSY — Wy COSYy== W, COSYy
on aura
(10) ;= 0¥ 4 0F — 200, (€05 % CO5 &y 0SB cOsBy -+ COSTY COSYy)
et, par suite,
(11) @2+ i — 0g== 2 [@? — 0w, (Cos & COs oy~ COsB cos8y—~ COsY COsY,)].

= Cela pose, la formule (8) multipliée par 2 donnera \

(12) o Ime+Imol— Imel=o,
ou .
(13) Imai=22mw+ Imol.
Huvres de C. — 8, 11, t, 11, ) It
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SUR
LE PRINCIPE DES FORCES VIVES.

Bulletin de Férussac, Tome XII, p. 121-122; 1829.

Soient m, m/, ..., des masses soumises a des forces quelconques P,
P/, ..., et liées centre clles d’'une maniére quelconque. En désignant

par z, y, 3, ..., les coordonnées des points matériels m, m’, ...,
par X, Y, Z, ..., les projections algébriques des forces P, P/, ..., on
aura

(1) mwdn 4+ m'e do +. ..

=Xde+Ydy+Zde+X'de'+Y dy + 7' dz'+. ...

Concevons maintenant que le point matériel m parte de la position O
ct parvienne au bout du temps ¢ dans la position A; en parcourant une
courbe ONA; puis qu'aprés avoir tracé les droites Oo, Nn, Aa qui
indiquent pour chaque point de la courbe ONA la direction de la force
motrice P, on construisc une courbe ona normale a toutes ces droites.
Sil'on nomme p la distance Aa on aura

(2) dp =lim Ap
Vdz*+ dy?+ dz* VAz?+ Ay*+ Az

pour le cosinus de I'angle aigu ou obtus formé par la direction aA
avec la direction de la vitesse. D’ailleurs

Xdz+Ydy+Xdz
Pydz*+ dy*+ dz?

(3)
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est le cosinus de I'angle aigu ou obtus formé par la dircction de la
force P avee la direction de la vitesse. On aura done

(4) +=Pdp=Xdx+ Ydy+ZLdsz,
(5) modo+...==x=Pdpt...,

le signe 4+ ou — devant étre adopté suivant que la direction aA scra
celle de laforce P ou la direction opposée. La formule Xdx+Ydy +Zdz
sera une différentielle exacte, et, par conséquent, le principe des forces
vives aura licu toutes les fois que la force P sera une fonction de la
longueur p. Cest ce (ui aura lieu lorsque la force accélératrice, étant
"constamment dirigée vers un point fixe ou perpendiculaire a un plan
fixe, sera fonction de la distance du point matériel au point fixe ou au
plan fixe.
Pour deux points qui s’attirent ou se repoussent, on trouvera

+=Pdp =P dp'==xPdr;

le principe des forces vives aura donc lieu si la force P est fonction de
la distance des deux points matéricls. '
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MEMOIRE
SUR [’APPLICATION DU CALCUL DES RESIDUS
A I’EVALUATION

A LA TRANSFORMATION DES PRODUITS COMPOSES
D’UN NOMBRE INFINI DE FACTEURS ().

Bulletin de Férussuc, Tome XII, p. 202-205; 1829.

On sait quune fonction entiére de la variable « peut toujours ctre
décomposée en facteurs lindaires qui, égalés séparément a zéro, four-
-nissent les diverses racines de I'équation algébrique, dont le premier
membre serait précisément la fonction dont il s’agit. Cette propriété
des fonctions entiéres subsiste pour quelques fonctions transcendantes.
Ainsi, par exemple, sinz et cosz sont décomposables en facteurs
lingaires, qui, 6galés séparément zéro, fournissent les diverses racines
des équations sine=o0, cosz=o0. Mais on s¢ tromperait si l'on
attribuait la propriété ci-dessus énoncée a toute espéce de fonctions,
et il peut arriver que le produit P de tous les facteurs linéaires corres-
pondant aux diverses valeurs de «, pour lesquels une fonction frans-
cendante s’évanouit, ne soit pas équivalent ni méme proportionnel a
cette fonction. Ainsi, en particulier, les seules valeurs de z, propres A

«

(1) Lu a PAcadémie des Sciences le 31 aout 1829.
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faire évanouir la fonction ¢*— 1 sont comprises dans les formules
z=o0, ax=tnm\|—1,

@ élant un nombre entier quelconque, et cependant le produit P de
par tous les facteurs linéaires de la forme

1i——$_
nmy—1

n’est pas équivalent ni méme proportionnel & e*— 1. Mais on a dans

ce cas

8

- e*—1=Pe?

en sorle que, pour obtenir la fonction transcendante e®*—1 il faut
24

multiplier le produit P par un nouveau facteur ¢* qui n’est point
lin¢aire, ni décomposable en facteurs linéaires déterminés, et qui ne
s’évanouit pour aucune valeur finie de la variable 2. On voit donc que
les principes qui servent de base a la décomposition des fonctions
entiéres en facteurs linéaires, ne sauraient s’appliquer aux fonctions
transcendantes. D’un autre coté, il était 4 désirer que 1'on pl‘it établir
des formules générales propres a I'évaluation ou a la transformation
des produits composés d’un nombre infini de facteurs, ainsi qu’a la
décomposition des fonctions transcendantes en produits de cetle
espece. Or, j'ai reconnu qu’on pouvait appliquer (rés utilement a ces
questions le calcul des résidus qui offre lant d’avantages dans la
sommation des séries, dans I'évaluation des intégrales définies, et dans
I'intégration des équations différentielles ou aux différences partielles.
Cest ce dont on se convaincra facilement a la lecture du Mémoire que
j’ai 'honneur d’offrir a1’Académie. Pour donner une idée des résultats
auxquels je suis parvenu, je me contenterai de citer entre autres la
proposition suivante :

Tutorime. — Soient f(z), F(z) deux fonctions de la variable z qui
restent finies et continues ainst que leurs dérivées des divers ordres pour

toutes les valeurs finies de 3, et qui ne s'évanouissent ni I'une ni autre
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pour 3 ==o. Soient d’ailleurs «, €, v, ..., les racines de I’équation
(1) S(z) =0,

Ky Wy Vy « .., celles de I'équation

(2) F(z)=o

et x une nouvelle variable. St le rapport
i
r(Z)re

(3) _C§ﬁ§3_

s’évanourt pour des valeurs z'nﬁm'ment petites ou infiniment grandes,
mais convenablement choisies du module r de la variable z, on aura

(5)4G) /C) Q) rE)FG)

@ 7o) T @ T T T@) T

Il est facile de vérifier I'exactitude de la formule (4) dans le cas
ot f(z), F(z) se réduisent a deux fonctions entiéres. Si, la fonc-
tion f(z) étant entiére, on prend

siNm \/E
=
VA

F(s)=

la méme formule donnera

f(z) f<:£> f<§)> Si““\/g sinn\/g simr\/%.

J© o) TFle) T e
VioVE VS

Le second membre de I'équation (5) étant composé d’un nombre fini

de facteurs égal au degré de f(s), il résulte de cette équation qu’on
peut toujours évaluer le produit

f(o) flo) " f(o)

compos¢ d’'une infinité de facteurs, ¢’est-a-dire de Lous les facteurs de

(5)
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la forme

JION
Si 'on pose en particulier f(5)=1— 5, I'équation (5) reproduira la
formule connue ’

x x _sinTr\/Z'.
(6) (I—JC)<1——!;><1—§>--~_.———7W/Ej

Si Pon prenait successivement

F(z) =sins — 3 cosz,
- F(z) = (52+ b) sins — as cosz,
F(z) =(e*+ %) cosz — 2,

on obtiendrait, au lieu des équations (5) et (6), de nouvelles formules
que je me dispenserai d’écrire.
Enfin, si I'on supposait

Y s
Slll; \/5

7r —
Ve

2

Sf(z)=

T -
3 F(z):cos; vz,

on tirerait de I'équation (4)

. 3siny 5sin— +.vy
(7) cosx(‘osxco z sinz 3 5
S — C a S—:...:——. .
7 2 4 6 x x x

puis on en conclurait, en remplacant z par x /—1,

1 1 1 1 1 1
-x —_—— ez —x Lx ——x - & -
(8) et +e t & et et —e et—e e —e P & —e ¥
. e

2 2 2 2T 2 2

Au reste, le théoréme ci-dessus énoncé n’est qu'un cas particulier
d’un théoréme plus général qui sert & évaluer le rapport entre les
produits que renferment les deux membres de la formule (4), 4 'aide
d’une exponentielle dont 'exposant est une intégrale définie.
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MEMOIRE
SUR LA THEORIE DES NOMBRES (*).

Bulletin de I'érussac, Tome XII, p. 205-221; 1829.

1. Considérations générales.

Dans la science des nombres, 'une des propriétés les plus impor-
tantes et les plus fécondes en conséquences dignes de remarque, est le
théoréme connu sous le nom de loi de réciprocité entre deux nombres
premiers. On sait en particulier que cette proposition sert de base a la
théorie des résidus quadratiques. Or, des recherches relatives & la
résolution des équations binomes, aprés m’avoir fourni une démons-
tration nouvelle de la loi de réciprocité dont il s’agit, m’ont conduit &
reconnaitre qu’il existe unc infinité de lois du méme genre, mais d’un
ordre plus élevé, et jai vu découler immédiatement de ces lois des
théories nouvelles, savoir : la théorie des résidus cubiques et généra-
lement des résidus fournis par des puissances d’un degré quelconque.
D’ailleurs I'analyse par laquelle je suis parvenu & découvrir ces mémes
lois, m’a offert le moyen de résoudre algébriquement une foule
d’équations indéterminées et d’établir des théorémes dignes de l'atten-
tion des géométres. Je vais indiquer ici les principes sur lesquels repose
cette analyse et les résultats divers que Fon peut en déduire.

(*) Lua I’Académie royale des Sciences le 21 septembre 1829.
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II. Principes fondamentaux. Formules déduites de ces principes.

Soit n un nombre entier quelconque. Je dirai que les nombres
enliers positifs ou négatifs u et ¢ sont équivalents suivant le module n,
lovsque la différence u — ¢ ou ¢ — u sera divisible par z; j’indiquerai
cette équivalence, nommée congruence par M. Gauss, a l'aide de la
notation

u=v (mod. n)
employée par ce géomélre. De plus, p élant un nombre premier, je
dirai avec M. Poinsot que p est une racine primilive de I'équation

(1) =1

et r est une racine primitive de I'équivalence

(2) =1 (mod. p)

lorsque p" sera la plus petite puissance de p qui se réduise & I'unité,
et r la plus petite puissance de r équivalente & I'unité suivant le

module p.
Cela posé, désignons par ) une racine primitive de I'équation

(3) ‘ aP=1
el par ¢ une racine primitive de I'équivalence
(4) aPt== (mod. p).

¢ sera ce qu'on nomme une racine primitive du nombre p. Ajoutons
que si I'équivalence (2) admet des racines primitives r, p —1 sera
divis¢ par », et si I'on fait

(5) p—1=nw,
-on pourra prendre
(6) r=1(v.
Représentons d’ailleurs par A, k deux nombres entiers quelconques :
enfin soit
(7) 0 =0+ p0/+ p20" 4. ., 4 pr—20
Oflweres de C. — S, 11, t, 1T, . - 12
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et plus généralement.
(8) ®/l: 6 -+ p/lel+ P?]LO[“+ I P(p—~2)hel}’_"

de sorte qu'on ait @, = @ et ®, = — 1. Les expressions de la forme 0,0,
jouiront de propriétés remarquables que nous allons faire connaitre.

St d’abord on suppose & —- k divisible par  on aura

(9) ®]‘®k:(—l)mh]7:(-—l)m'(']),
On trouvera, par exemple, en prenant & =-—/
(10) 0,0_,= (—1)Tp.

Si i -+ k n’est pas divisible par n, on cherchera les plus petits nombres ¢
et j propres 4 vérifier les formules

(11) mh=1 (mod.n), mk=j (mod.n),

m désignant un quelconque des nombres entiers o, 1, 2, 3, ..., n — 13
puis on représentera par P, une quantité nulle ou égale au coefficient
de x® dans le développement de (1+ &))", suivant que la
somme z'—l—j sera comprise entre zéro et n, ou entre n et 2n, en sorte
quon aura dans le premier cas

(12) P,=o

et dans le second cas,

1.2.3...((e2n —i—))w) .
1.2.3...((n—Hw) x1.2.3...(n— w)’

(13) Pn=

ajoutons que I'on devra prendre

(14) Pm:2 Si l‘—l—J: n;
et
(15) Pm:(—l)”"ﬂ'k:(_ I)mt-‘ih

si la somme 7 +J s’évanouit avec ¢ et j. Cela posé, on trouvera

(16) C0,0= (ay+ 2,0 + a2+ . . 2,4 p"1) Oy,

a9, Ay, Ay « - +» Ay désignant des nombres entiers inférieurs a p, qui
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vérifieront I’équation |
(17) QG+ a4+t Ay =p—2
et pourront &tre complétement déterminés a 'aide de la formule
(18) = (24+PgrmtPrring .+ P, rit-iii)g (mod. p).

Soit d’ailleurs w le plus petit nombre qui soit en méme temps
divisible par le'plus grand commun diviseur de 4 ct de n, par lc plus
grand commun diviseur de r et de n, enfin par le plus grand commun
diviseur de 2+ et de n. L’équation (1) pourra étre remplacée par le
systéme des deux suivantes.

(19) =1,
(20) Z e O 2 g 1=,
et I'on aura 1°

(21) P= (+az+az’+...+apq2™?)
X (apt+ a2t a4 .+ a2)

pour toutes les valeurs de x propres 4 vérifier ’équation (20), ou, ce
qui revient au méme, pour toutes les valeurs de a qui satisfont a
I'équation (1) sans vérifier aucune des trois suivantes

(22) xh—=1,
(23) k=1,
(24) zhth=1;
20
(25) ao+a;x+a,x2+...—|—an_,—_—p-—2,
ou
(20) Qa4+ a, 22+, . Ao, y==1,"

pour les valeurs de @ qui vérifieront avec I'équation (1) I'une des
équations (22), (23), (24), et par conséquent I'équation (19). De
plus, il faudra choisir la formule (25), si la valeur de  est propre 4
- vérifier les trois équations (22), (23), (24). Mais si la valeur de x
vérifie avec la formule (1) une seule de ces trois équations, il faudra
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choisir la formule (26); et alors, en posant =™, on devra réduire

le second membre de la formule (26) & — 1 ou & 41, suivant que le.

produit mkw > mhe sera pair ou impair. _
Dans le cas ou 'on prend =1, k=1;0nai=j=m, i+ j=2m,
T ' o N

ct I'on tire de la formule (13) en supposant m supéricur a ~

1.2.3...(2n—2m)® —1I
{1.2.3...(n—m)w 2~ "™

(27) Pn=
IT,, désignant le terme moyen du développement du binome
(28) (I—{—I)?'"m,

N . I .
Alors aussi en supposant 7 pair et m = =, on tire de la formule (15
PI P >

7Ty p—A1

(29) I —_-_(___I)T___(__I)—.r'

w3

Cela posé, on conclura de la formule (18),
1* pour des valeurs impaires de »

(30) a,,,z<2—|—ﬂ|r”‘+ mremp -1, 2 >m (mod. p);

2 pour des valeurs paires de
(3]) q,p = <2+Illl’"'—l— Hgl‘g”’—-i—. .

' 2—1 ) g
-+ 1L, ir<" .),“—f—(—l) 2 r'—’”>m (mod. p).
Lorsque  se réduit a I'unité, ce qui arrive par exemple dans le cas
ou, n 6tant impair, on prend =1, k=1, la formule (21) subsiste
pour toules les valeurs de & propres a vérifier I'équation

(32) 't e A+ I== 0

et 'on en concelut

(33) (n—1)p="(29— 2,)2+ (28— 22) 4. ..+ (@ — Apy)?
+(a— )+ (A — 8, (A — A1)

s

Donc alors le produit (n —1)p est la somme des carrés des différences
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entre les nombres '

(34) p, Ay, Ay, ceey Apey

combinés deux & deux de toutes les maniéres possibles. Lorsque w
cesse de se réduire a I'unité, on tire des équations (20) et (21) qui
doivent subsister simultanément.

. n
(35) <a——1\)p:(ao—a,.,)'1+(ao—aem)z—k...
. /
+ (2w — an—w)j}"*' (ar—an) ..

, . n .
¢t par conséquent le produit <Z ——I>p est la somme des carrés des
différences entre les termes de la suite (34) combinés deux a deux, de
maniére que chaque combinaison renferme deux termes dont les rangs
divisés par w donnent le méme reste. Alors aussi on trouve, en suppo-

sant n divisible par 2w.

7 2 2 )
(36) <§i&; —_ I>[) - (ao— ag(,))'-’—i— (ilu——— ﬂ’-»(n)’+- cot (al - ﬂan-l)'—l—- Cey
en supposant n divisible par 3w

(37) <§% - I>P = () — A3 )2+ (89— Qoo ) Ao (A — Qg )P

en supposant z divisible par 4o

~

(38) <[:—:) — 1>p: (29— tige )2+ (89— Asw) -0 o+ (”dl—— CYTRY LE ST

ct ainsi de suite. \

Pour montrer I'utilité des formules ci-dessus établies, supposons
d’abord n =3, p=3w 41, alorsen prenant s =1, h=2, puism=o,
m=1, m= 2, on tirera de la formpule (30)

a=(2+1) © (mod. p),

(39) ajE(2+II") fol

‘ a,= (2 + ),
r désignant une racine primitive (e I'¢quation

(40) 2i=1 (mod. p)
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en sorte qu’on ait
(41) I+ r—+r*= o (mod.p)

et la valeur de II étant
1.2.3...2
(42) H_(1.2.3...w)2‘
De plus on tirera de la formule (33)
(43) 2p,= (ap— )=+ (2 — a:)* + (a,— 2 )%,
de I'équation (17)
(44) Q-+ a,--ay=p—3,
et des formules (39)
(a1 — ) =1l(r? — r)tw=— J1>w? (mod. p)

ou plus simplement
(45) (a,—a, 2 =1lw (mod. p).
Or, aprés avoir déterminé a, a I'aide de la formule
(46) = (2+ 1w (mod. p)
on calculera immédiatement a,+a, a l'aide de Féquation (44)
et (a,—a,)* a l'aide de la formule (45), en observant que (a, —a, )
doit étre inférieur & 2p, et encore pair ou impair en méme temps
que a,+ a,. Connaissant a,+a, et (a,—a,)* on en déduira deux
systémes de valeurs de a, et a,.

Les valeurs de a,,a,,a, étant connues ct I'un de ces nombres devant

étre impair en vertu de la formule (44), il suffira pour résoudre en
nombres entiers I'équation indéterminée

(47) 4 3y=p

de poser, 1°si a, est impair

ay 4 A, ' a3 — a,
2° si a, est impair

a4+ a A — Qg
(49) r=a— =0 y=E=——;
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3° si a, est impair

ap-+ a, ap— 4
— J/:i.—_.._..

(50) T=a— —— -

En effet, chacun de ces trois systémes de valeurs de « et de y réduira
la formule (16) 4 laformule (43). Ajoutons que les racines primitives r
et 7* de I’équation (40) se déduirontimmédiatement des formules (39)
ou, cc qui revient au méme, des suivantes :

(51) r=— 3a1ﬁ|—2, r“:—-%ﬁﬁlz— (mod. p).
~Obscrvons enfin que la forinule (47) donnera
<§>2+3EO (mod. p);
par suite on résoudra I'équivalence
(52) gr=—3 (mod. p);
en prenant
(53) g 2N TUT A 04, p).

g — Qg
Pour appliquer 4 un exemple particulier les régles que nous venons
d’établir, supposons p = 31, on trouvera

w =10, M=—4 (mod. 31),
= (2-+I)w=—20=11,
a,=1I, a;+ a, =29 — 11 =18,

(a,—a)?=IPw=160=>5

et comme le carré (a,+a,)* devra étre non seulement pair, ainsi
que a,;+ a,, mais encore renfermé entre les limites o et 2p, cecarré
se réduira nécessairement a celui des nombres

5, ])-+-5::36

qui est pair, ¢’est-a-dire 4 36. On aura donc

(a;— a,)*== 36, a,— a,—+ 6.
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Si, pour fixer les idées, on prend a, — a, =6, on trouvera

=11, a,—12, a,==6;

et les formules (48), (51), (52) donneront

z =2, y=3,
r=25; rt=>5 (mod. p),

+oo=k11

s==

l
I

)

[SETRN]

effectivement on aura
31— 224 3.3%

De plus 5 ct 25 sont les deux racines primitives de I'équivalence
=1 (mod. 32)
et 11, 20 sont les deux racines de la suivante :
=3 (mod. 32).
Supposons encore n =4, p=4w —+1. Alors en prenant h=1, k=1,
on tirera de la formule (31)
p= 3+ w,
oo n
=3 +1Irw,
r désignant unc racine primitive de I'équivalence
(55) Zt=1 (mod. p)
“en sorte qu'on aufa nécessairement
(56) . rr=—1 (mod. p)
ct la valeur de IT étant toujours

1.2.3...2®
(57) I=rs3 o

De plus les formules (54) se réduiront en vertu de I'équivalence (56)a

ap=(3+1) w,
(58) a=(1 —|—‘IIr)w,
a=(3—-1) wm,

a=(1+1Ir)s,
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et comme le plus grand commun diviseur o den=/4etde A+ k=2
scra lui-méme égal 4 2, on tirera de la formule (35)

(59) ‘ P =(2— 2:)*+ (ar — a3)?%,

on aura d’ailleurs cn vertu des équations (17) ct (24)

(60) {ao—i—ai—f—arl—'as:p—z,

Pp— A+ d—a3=-—1
ct, par suite,

—3 __p—1
.2 X 2

N

(61) Qo o=

cnfin on tircra des formules (58)

(62) ap— a, = 21w, a—a=2llre (mod. p),
(63) (31——21;;)25——411211)'25 1I25.

La premiére des formules (62) suffira pour déterminer la diffé-

C e A . .o —3
rencea, — a, qui doit 8tre impaire, ainsi que a,— a,== 1—7—3— —=2®—1

ct de plus inféricure 4 p, abstraction faite du signe; de méme la
formule (63) suffira pour déterminer le carré (a, — a;)* qui devra étre
pair ainsi que a,~+a,=2w ct inférieur 4 p. Cela posé, on tirer
évidemment des formules (61), (62), (63) une seule valeur de a,, une
scule de a, ct deux systémes de valeurs de a,, a, qui ne différeront que
par I'échange de a, en a, et de a; en a,. Les valeurs de a, a,, a,, a,
étant connues, on résoudra I'équation indétermince

(64) p=2+y"

en preuant

(65) x ==t (ag—ay), y=x(a,—ay) (mod. p).

Il est bon d’observer que la premiére des formules (65) donnera pour
"un nombre impair inférieur 4 p, et pourra é&tre remplacée par la
suivante

z=Follo==x -1l (mod. p);

I

[ SR

OFuvres de C. — S, 11, L. 11, 13
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ajoutons que les racines primitives r et — r de I'équivalence (4) seront,
en vertu des formules (58) et (62),

(67) rs—ll(%;——l, —I'E—Aa—'}r—l- (mod. p)

ou bicn, en vertu des formules (62),

a— a;

68 ey
(68) / Py—

Exemple. — Sil'on prend p = 41, on trouvera

@ =10, I=10 (mod. 41), éHES,
}

v

1

Qg— Qg = — :Z—I[::-—- 3,
Ay a,== 19, Q) — 8= — 5, ay=17,
a =12, a,==12,
a, -+ a3 = 20, (ay—a3)*= II!m =16,
(a;~ a3)*=16, ay—az==4.

Si pour fixer les idées, on prend a, — a;==4, on trouvera
a,=17, a;== 19, A== 12, A== 8
et les formules (65), (67) donneront
x===5, y==x4,

4

19 __ -
=—o=449=3, —r=——=433=9,

cffectivement on aura
fr=>524 4*
et 9, 32 sont les deux racines primitives de I'équivalence

=1 (mod. 41).

IIL. Nouvelles formules déduites des principes exposés
dans le second paragraphe.

Adoptons les mémes notations que dans le second paragraphe, et

faisons
(I) @/L(':);-: R/L,k@/H ks

o
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on aura, en vertu des formules (9), (16) du second paragraphe, 1° en
supposant & —+ £ divisible par n,

(2) Rpi=— (—1)%'p=— (—1)%p.

2° en supposant /& -+ £ non divisible par »,

(3) Rir=ao+a;p+a:p’+...4a,0p"

Qs 15 + -+, A,y désignant des nombres entiers inférieurs & p — 2, qui
qui pourront &tre calculés a 'aide de la formule (18). Or il existera
entre les diverses valeurs de Rj, ,=R,, correspondant aux diverses
valeurs de A et de % des relations que nous allons indiquer. En
supposant 4 =1 et prenant pour £ un des nombres entiers 1, 2,3, ...,
n—1, on tire de la formule (1)

2 P, 0,
R, .= &, Ry .= L,
4) 0, 0,
i R e ®1®3 .. R _ @1@,1_2
L3= g ’ 2= ~g— ’

par suite m ¢tant un quelconque des nombres entiers 1, 2, 3, ...,
n—1, on trouvera '
@In.
(5) ®—1‘:R1,1-R1,2-o-Rl,m—izsrm
m
Su désignant un polynome qui sera de méme forme que R, 4; puis on
en conclura
(6) 0,0 — R1,1 ~Pll,2 oo 1{I,ll,+/c—1 . S/L-pk
®Iz+k (31,1 -1{1,2 O RI,/L—]) (1{1,1-}{1,2 see R1,k—1) Slzsk

ou, ce qui revient au méme

]{1,1 . R1,‘.r oo H1,/:+k~1 . S/z-p»k .
(1{1’1.}{1,2 oo R],/l_'l) (R1’1.R1’2 .o R]’k__1) S]LSk

(7) R/L,k:

Cette derniére équation fournit le moyen de calculer la valeur de R, ,
lorsqu’on connait celle des expressions

(8> ) Ri,‘la R1,27 ML Rl,n—1-
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Il y a plus, on tirera des formules (2) et (7), en posantk=n—h
(9) — Sn= (_ I)wk_pshsn.——h

on trouvera d’ailleurs §, =1.
On aura donc, 1° en supposant n pair

wn
2

(10) _]l)sn: (= 1)®851= 8,8, = (—1)78; S, y=...=(—1) 7 S,

2
2° en supposant n impair,
I
(II) "';Sn:(—l)msn—lzszsn—z
n—1

=(—1)"8S,y=...=(— I)W(T) Sl:_‘ S”_'_l

Or les formules (10) et (11) fourniront le moyen de calculer tous les
termes de la suite
(12) Syy S3y evy Susy Sueey S

. . o s py e . n
lorsquon connaitra ceux dont l'indice est inféricur & = -1, et par
conséquent tous les termes de la suite

o
(13) Ry, Ry, Rl,:h ceey _Rl,n—ZX, Rin—ey Ryn—1,

. . N . T . n
lorsqu’on connaitra ceux dont le second indice est inférieur a >

attendu que I'on a généralement

Slll—l—l

(I[l) . Rl,m: ?m.—’
alors aussi on pourra déterminer la valeur de R, ;.

Ezemples. — Supposons d’abord #=2. On trouvera

9 y
(15) ®—;:R,'1282:(—1)”p, 0= (—1)"p

Supposons cn second lieu » =3, on trouvera

0: 0
‘(;): = R1,1: Sz, @—; = 1’\1,11{1,22_53,
—;253:(—1)65182: (—1)7S,=S,,

—Ri,=(—1)"p=p,
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pa— I .
attendu que @ = ‘33— sera un nombre pair. On aura donc

02 03
(16) '(_)_;:Ri,h (_)_;‘:—‘R1,1P, @?:R1,1p.

—1
Supposons encore n = 4, on trouvera © = 12_4_,

S2=Rl,17 }I; 4:(—1)“’53'—"55-
On aura done

S; =Ry, S;=(—1)%R} ,, Si=pRy,

02 H Y
(17) ®_1=R1,h (,)_:‘:('_I)UP‘?,M @%z—pr,“ G),I:PR?,‘I'

—1I
Supposons encore n =5 on trouvera @ = P (—1)=1.
5

Szsz, Sn=R1,1P\1,z; —}i‘ 5:S,,=5253, :
S‘.’.ZI‘i,h S:,:Rl’iRi’g, S’F:RE,l’. . Sa:—pR?,1R1,g,
@2 @3 @4 .
(18) @:-:R'],i’ @%:R1,1R|’2, 0—::R§,1R1,2, @:’:PR?,1R1’2.

Supposons ensuite 7= 6, on trouvera @ = ’;6:_’,
—})‘-Sﬁz (— 1)78;= 8,8, = (—1)7S},

S2
Sz-:P\m, SszBi,iR1,z, : A=(—I)w§i=(—1)mni,1p\§,g,
2

Syi= Bf’in’a, "‘Sﬁ:("‘l)mPR?JR%,ﬂ
et, par suite,
0 0;
-(;)i) :R],l, @)_: :Rj,iRi,Q)
(19) @h ) ' @5
6—:—:(—1)531,13?,2» “(,)—;:R?JR?J’
(20) 0 =(—1)"pR} R,
etc.

On peut encore trouver des relations dignes de remarque, méme

. , e . . . , . L n
entre les termes delasérie (13) dont le second indice est inférieur a -
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Pour le faire voir, supposons, par exemple, n="5. Alors on aura

@2
(21) @i=R1,1=ao+aip+azpﬁ+agp3+a,.p",

¢ étant une racine primitive de I’équation

(22) x2b=1,

puis on conclura de la formule (21) en remplacant ¢ par p?

e

(23) =ao-+ a,p2 - ayp* 4 a3p - a,p%.

@[@

et, par conséquent,

Gk 2 9 2
(24) @”: =RI (a4 a,p*+ aspt+azp 4+ 2,0?) = R} , Ry,
done
(25) Ri,a=a,+4 24p* - a,p* -+ a;p + a, p*.

Ainsi pour obtenir R, il suffira de remplacer p par p? dans le poly-
nome désigné par R, ,. De méme en supposant n =0 et

Ry i =ay+a1p + a,p>+ a,p* + a,p* + a; 07,

on tirera des formules (19
(26) (—nwRi = (ag+ 21p + asp®4-a;p"+ a,p* 4 a,p’)
X (a4 a,p*+appt 425+ a,p 4 azpt)

= (ap—a+{a—a,}p + {a,— a5} p?)
X (2p+ a3+ { a4 a,} p?+ {ay+ a;}p),

Si pour abréger on écrit R, au lieu de R, 4, et si 'on désigne géné-
ralement par R, ce que devient R, quand on y 1'emplace e par ¢™, on
trouvera pour une valeur quelconque de m

0 _ 3 H
(27) ®—2~R|, 9—4_R2’ —(;;'__R;;
et, par suite,
@2 @L @8 R
(28) @: :R1, @i —RQR'), @;1 .:I:{,1t RQR,@,
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On aura d’ailleurs généralement, 1°

(29) 0,=0,.,= Ospin, ey 0,=0,—...=— 1;
20
(30) , RnBon=p,

i

P n . . .
lorsque m différe de ; enfin si 7 est pair, on devra dans la série des

]7——-1'
formules (27) et (28) remplacer— p. par (—1)"p =(—1) " p; cela

L . . 0]
Posé on trouvera pour n =2, &= = Ry,

- : p—1

(31) ' Oi=Ri=(—1) * p;
@h. @’L' N

pour n=3, (_): ='®: =R;R,=pR,,

(32) 0] =pR,;
A

pour n=4, of =R:Ry=pR:,
&

(33) 67 =pRi;
A 3

pour n =75, %:%:Rfl{?,

(34) ‘ 07 =pRIRy;

pour n =26, 21—33:1{:1{2;

(35) 0] =pRIR:;

etc.

Dans ces diverses formules, on a

Ry =ag+ajp~+... - a,p" =Ry,
Rm: a9 a4 pm oA,y P(n——nm

(36) lorsque m diflére de g et

w—1

R :(—I)Tl).

n
T
En général, si n = 2'+1 on trouvera

2=t 1 —2 =1 15 gl—8
(37) 0i=(—1) » RITR} " ...Ruyp=RITRY... Ryyp,
. :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



104 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES.

ou, ce qui revient au méme,

- n=1 n—1 n—t
(38) ®7=R,” R," R, ...Ru_yp;
2
et si = 12' on trouvera
p=t n 2
. (39) 0;=(—1) * R} R,...R%p.

¥

Convenons & présent que 'on désigne par la notation

B

une expression équivalente &

(41) o ou 1 ou p ou p* ou P ou ... ou p*?

suivant que 'on aura

(42) k=0 ou 1 ou ou p? ou ... ou p*! (mod. p).
p p p

Alors, en supposant k non divisible par p, on trouvera

|n—h
(43) OI‘—I- pltokl+ P‘NLOM,“]—H-_"‘ P(I’—?)hol;ﬂ“"": ®l’ , — I:AJ @/l.

[k]/z P

r

Puis en désignant par ¢ un nombre premicr impair dilférent de p, ct
supposant » = 2, on trouvera

(44) 07 4 p7 07t 4. . 4 p(p—‘.!)t]Ol/[]'—!: [_G)q’/_:l(_/ :lg] @r/.
' P

D’ailleurs si I’on élcve 4 la puissance g les deux membres de la formule

(45) 0, =0+ P()l_|_ P‘.’. 0 Pp_g 0”’_,,

on en conclura
(46) @’{:0‘1+p’70’1‘—|—...={ [%]+9Q}®'l

Q étant de laforme ¢y + ¢, p = ¢, — ¢4, ¢y, ¢, étant des nombres entiers.
On aura donc par suite

o
(49) o =|1]+o0=0r";

=
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puis on conclura en ayént égard 4 la formule (31) de laquelle on tire

. p—i g—1 g—1

(48) (=07 T pr=|2]+9Q

ot par conséquent
p=1ig=t g1
(49) [Z]==0T""p  (motg)

‘ou, ce qui revient au méme,

-3}

Telle est la loi de réciprocité qui sert de base a la théorie des résidus
quadratiques. ‘

Concevons maintenant que Pon attribue & » une valeur quelconque
et soit Q un polynome de la forme

Co+ €1p 4+ Capi .o A Cpy P,

Coy C1s - - -5 Cny Ctant des nombres entiers, on trouvera au lieu de la
formule (46)

sy or={[Z]"+40]e,

D’ailleurs les formules (38), (39), etc., donneront

(52) 0l=pl,

R désignant un polynome de méme forme que Q. Cela posé, nommonsy
le quoticnt de ¢ par n et ¢ le reste, de sorte qu’on ait

(53) g=ny -

on tivera de la formule (5) en éerivant S au lieu de S;

(54) 0; =350,
et de la formule (52)
]
(55) Ol =piRi=p » R ",
CEuvres de C. — S, II, t. 1L . 14
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enfin I'on aura
(56) 0,=0,,

done I'équation (51) donnera
g—¢ g=¢ - ~<
(57) p" R S=[§] q+qQ=[[—Z] +9Q.

Si I'on pose pour abréger

qg—6

(58) R % S=bo+ b1p+ byp+...4 bpyp™?,

b, b4y ..., by étant des nombres entiers, cette formule deviendra
¢—=6 q n—~g
(59) p" (b0+b1p+...+b,,_1p'l—1):[1—)] +qQ.

La formule (59) comprend la théorie des résidus cubiques,
bi-quadratiques, etc.

Supposons, pour fixer les idées, que » soit un nombre premicr
oo ' n—g , :
impair. La formule (59 ) dans laquelle [1—9)] représente une puissance

de p continucra de subsister quand on y remplacera ¢ par une quel-
conque des racines de I'équation

(60) I+ p+ P+ pP ..+ pri =0,

Par suite si 'on a

' n—¢
e

m ¢lant un des nombres o, 1, 2, 3, ..., n —1, la formule

q—4

(62) P " {(bo"—bm)+(b1—"[)m)9+-~-+(bn—1_‘bm)9m—1}
—_-I_P____p‘.’___..__Pm—1__Pm+1_'_.___Pn—i_*_qQ

produite par I'élimination de g™ entre les équations (59g) et (60) devra
offrir dans ses deux membres les mémes coefficients pour les mémes
puissances de g. On aura donc par suite,

7= Ul
(63) prlbg—bul=p " {bij—byl=...
g—

=p " {bp—by}=1  (mod.q).

o
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L’équation (63) entraine évidemment la suivante
(64) bh=by=...=bpu=b,=...=b,4 (mod. g).

Donc les nombres entiers

(65) boy, by, ..., bua ,,

sont équivalents entre eux et b, suivant le module ¢; on devra seule-
ment excepter b, qui ne sera pas équivalent aux autres, ¢’es-a-dire le
cocfficient de p™.

Je développerai dans un autre Mémoire de nombreuses conséquences
des formules ci-dessus établies. Je me bornerai pour I mstant a
remarquer que la valear commune des n — 1 différences

bn - bm; bl - bun vy bll—1 - bm‘

"“sera, ch vertu de la formule (63), une racine de ’'équivalence
b4

== ])C"l‘ (lTlOd- (])-

Jobserverai en finissant qu'ayant donné & M. Jacobi communication
de mes formules, j’ai appris de cet habile géométre qu’il était parvenu
de son coté, et en s’appuyant sur les mémes principes a des résultats
du méme genre. Il a donné quelques-uns de ses résultats, mais sans
indiquer la méthode qui les lui avait fournis, dans le Tome II du
Journal de M. Crelle.
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REMARQUES

SUR

L’ARTICLE N° B8 DU BULLETIN DE JUILLET 1829 ().

Bulletin de Férussac, Tome XII, p. 221-227; 1829.

L’analyse des recherches de M. Cauchy sur I'équilibre et le mouve-
ment des corps élastiques, insérée dans le Bulletin de juillet 1829,
renferme quelques inexactitudes qu’il nous parait important de recti-
fier. Nos observations serviront peut-&tre 4 mieux faire connaitre une
théorie digne de fixer 'attention des géomeétres et des physiciens.

Aprés avoir rendu compte du premier des deux Mémoires que ren-
ferment la 30° et la 31° livraisons des Exercices, 'auteur de l'article
dont il s’agit ajoute : « M. Cauchy reprend la question sous une autre
face, en considérant un corps comme un systéme de points matériels a
distance. Mais, comme indépendamment de l'ignorance o nous sommes
sur la loi des forces moléculaires, rien n’est connu sur les rapports de
grandeur et de situation des molécules, il faut encore traverser, si j'ose
ainst dire, une nouvelle série d’hypothéses pour arriver a des formules de
plus en plus traitables, et 'on peut choisir ces hypothéses de maniére d
reproduire les équations de M. Navier et toutes celles obtenues dans le
Mémoire précédent, en considérant les pressions et condensations dans une
masse continue. L’auteur passe des sommes d’éléments discontinus aux
intégrales prises entre zéro et Uinfini, selon la méthode qui avait été

(1) Article anonyme, mais manifestement ¢erit —ou au moins inspiré — par
Cauchy (R. T.).
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employée sans contestation depuis Laplace, et que M. Poisson vient de
trouyer tnexacte. » Nous avons quelques remarques & faire sur ce pas-
sage. Les équations d’équilibre ou de mouvement des corps élastiques,
déduites des principes établis dans le Mémoire dont il est ici question,
ne sont pas moins traitables sous leur forme primitive, et lorsque 1'élas-
ticité varie d’une maniére quelconque dans les diverses directions, que
dans le cas trés particulier ou I’élasticité du corps reste la méme en
tous scns. Sculement, les formules relatives a ce dernier cas renferment
un grand nombre de coflicients de cette éspéce. Les coeflicients dont
il s’agit sont au nombre de 21 (voyez la 42° livraison), si I'on ne
‘conserve que ceux quine s’évanouissent pas lorsque, dans 1’état naturel
du corps, les molécules sont distribuées symétriquement sur des droites
menées par 'une d’entre elles, de part et d’autre de cette derniére (*).
Les formules générales contiendront encore 15 cocflicients (voyez la
37¢ livraison), si 'on admet, en outre, que la pression ou tegnsion en
un point quelconque devient nulle dans I'é¢tat naturel.

Mais la preuve que ces 15 coefficients ne rendront pas les formules
générales intraitables, c’est que M. Cauchy les a traitées effectivement
dans les 37, 38 et 3¢° livraisons, ct qu’il est parvenu & en déduire les
¢quations aux différences particlles qui déterminent les lois d’équilibre
ct de mouvement d’une plaque ou d’une verge extraite d’un corps solide
dontI’¢lasticité varic d’'une maniére quelconque dans les diverses direc-
tions. On pourrait d’ailleurs étendre les calculs que M. Cauchy a déve-
loppés au cas ot I'on conserverait dans les formules générales 21 coef-
ficients constants, ou méme tous ceux que renferme le second des
Mémoires inséré dans les livraisons 3o et 31. Au reste, si les équations
d’équilibre ou de mouvement des corps élastiques renferment, dans le
cas général, 15 coefficients au moins 4 la place d’un seul qu’on y avait
d’abord introduit, ce n’est pas la faute de M. Cauchy, et ccla tient a la
nature méme de la question. Mais on ne saurait dire qu’il est indiffé-
rent de tenir compte de la variation d’élasticité d’un corps, quand on

(*) M. Cauchy indique dans les Excrcices les raisons de négliger ordinairement les
autres qui seraient au nombre de 12.
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passe d'une direction a une autre; car les belles expériences de
M. Savart ont fait counaitre toute I'étendue et I'importance de ces
variations. ' ‘

La frayeur que les 15 coefficients de M. Cauchy pourraient inspirer
étant ainsi dissipée et les formules qui les renferment étant admises,
on n’aura point 4 traverser une série d’hypothéses pour en déduire les
équations de M. Navier; il suffira simplement de supposer que I'¢las-
ticité redevienne la méme en tous sens. Or, il est remarquable que
cette unique supposition réduira les 15 coefficients a un seul, et les
formules générales aux ¢quations de M. Navier. Il ne faudra point, pour
arriver a ces ¢quations, transformer les intégrales aux différences
finies en intégrales aux différences infiniment petites. On devra méme
s'en garder soigneusement, sous peine de voir tous les cocflicients
s’évanouir.

Loin de passer des sommes d’éléments discontinus aux iniégrales
prises entre zéro et l'infini, M. Cauchy n’admet pas méme avee M. Poisson
quon doive réduire les sommes triples aux différences finies a des
sommes simples et remplacer les sommes doubles relatives aux angles
par des intégrales doubles. Il estvrai que I'auteur de larticle a pu
apercevoir des intégrales prises entre zéro ct U'infini dans le Mémoire
dont il s’agit, avant que M. Cauchy parlat des formules de M. Navier,
mais il aurait dd remarquer que M. Cauchy examine en passant unc
hypothése particuli¢re, celle qu’il croit convenir 4 la nature des [luides
élastiques, ct qu’il a si heurcusement développée dans un Mémoire lu
a I'’Académie, et inséré dans le Bulletin de juin 182¢. Cette hypothése
qui consiste aadmettre que I'action des molécules les plus voisines est
insensible, parait 4 'auteur de l'article contraire 4 un principe géné-
ralement admis, qui est celui de I’accrotssement rapide des forces molé-
culaires, & mesure que la distance des molécules diminue. Mais aucun
physicien n’admet que les forces moléculaires augmentent indéfi-
niment 4 mesure que la distance diminue; tous, et M. Poisson le pre-

_mier, établissent au contraire que Dintensité de cette attraction
approche d’une limite constante; autrement, elle deviendrait infinic au
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contact, ct le corps solide disparaitrait, ou plutot se réduirait 2 un
point matériel unique. Pour se convaincre de la vérité de cette asser-
tion, il suffit de remarquer que M. Poisson dit, pour les corps solides,

que la fonction f(r) pourrait étre composée d’'un ou de plusieurs
B
termes de la forme ab < - ﬁ> ; par conséquent, 4 mesure que r dimi-

nue, f(r) approche d’étre une quantité constante. Dans I’hypothése
de M. Cauchy pour les liquides, cette quantité devrait s’évanouir
pour r=o0; ct la distance diminuant lattraction moléculaire qui va
d’abord en augmentant, diminuerait ensuite en s’approchant de zéro.
Telle seraitla fonction kre™®, a ¢tant un trés grand nombre, qui s’ éva-

. . I .
noult pour r = o, r= o0, ¢t qui, pour r= Pt admet un maximum.

Je ne m’arréteral pas 4 la prétendue contradiction qu’on a remar-
quée dans la définition d’'une lame naturcllement droite et d'une
¢paisseur variable. M. Cauchy donne ce nom a toute lame dans laquelle
une suite de plans paralleéles donnent pour section deux courbes
symétriques, par rapport 4 un axe situé dans la lame; et comme on
suppose toujours I'¢épaisseur de la lame tres petite, ces deux courbes
coincideront sensiblement avee leur axe ¢t la lame paraitra sensi-
blement droite. Je ne puis trouver le raisonnement qui, dans le
Mémoire sur les vibrations longitudinales d’une- verge cylindrique ou
prismatique a base quelconque, pourrait ne pas satisfaire pleinement
tous les lecteurs, 4 moins que P'auteur de I'article ne parle du passage
ou M. Cauchy applique 4 Yaxe méme de laverge des équations trouvées
pour un point quelconque de la surface; rien cependant n’est plus
facile a comprendre. On développe toujours les coeflicients des pres-
sions suivant les dimensions en épaisseur de la verge, et lorsqu’il s’agit
des vibrations longitudinales, on ne conserve que les premicrs termes
du développement, c’est-a-dire ceux qui sontindépendants des dimen-
sions de la verge; dés lors les coefficients deviennent indépendants du
point que I'on considére. Ce principe une fois admis, et je crois qu’il
le sera par tous les lecteurs, les conséquences qu’en déduit M. Cauchy
deviennent rigoureuses, et comme les formules auxquelles il parvient
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sont les mémes que celles qu’il avait trouvées pour une verge rectan-
gulaire, il en conclut que les lois des vibrations sont les mémes pour
toutes les verges, quel que soit leur contour.

Je trouve dans l'analyse de la 3g° livraison un passage qui peut
induire en erreur. En donnant le nombre des vibrations tournantes
exccutées dans une verge rectangulaire pendant I'unité de temps,
lorsqu’on la tord, son axe restant fixe, nombre qui, calculé par la

théorie de M. Cauchy cstg—f—l’auteur de Particle définitbien nct a; a ost

toujours la longucur de la verge, » un coefficicnt constant qu’il faut
faire successivement égal a 1, 2, 3, etc., pour avoir la séric des sons
qui peuvent étre produits successivement; mais il oublie complétement
de définir la quantité Q, de sorte que le lecteur qui a vu souvent repa-
raitre cette lettre dans le cours de Iarticle, pourrait croire qu’clle a
partout la méme signification, et méme il ne peut plus ¢éviter cette
crreur lorsque I'auteur de I'article dit : qu’encore dans ce cas, le son le

plltS grave a pour valeur —- Cepcndant ici Q a une valcur tout a fait
2a

différente; cette valeur cst déterminée par I'équation

Y A YU A
e T 8\1 h/\& "

i, h, sont les deux dimensions dc¢ la verge rectangulaire, i, h, deux
cocflicients constants. En second lieu, cette valeur de Q ne renfermant
pas le nombre n, ne varie pas d’un son 4 autre. Ainsi, au licu de ces
mots : substituant la valeur du coefficient Q propre au son dont il s’agit,
il fallait dire simplement substituant pour Q sa valeur.

Je ne puis passer sous silence les observations générales qui ter-
minent cet article. L'auteur dit qu’on a de la peine a se rendre compte
du degré d’exactitude des formules en raison de Uinfluence que peuvent
acquérir les quantités qu’on né;grlzg'e successivement avant d’arriver au
résultat final. Je ne vois pas I'a-propos de cette remarque spécialement
appliquée aux recherches de M. Cauchy stir I'équilibre et le mouvement
des corps ¢lastiques. I1 me semble qu’on peut en dire autant des for-
mules établies dans les divers Mémoires qui ont paru non seulement

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DES CORPS ELASTIQUES. 113

sur le méme sujet, mais encore sur presque toutes les questions de
physique mathématique. En effet, si 'on réduit les questions de ce
genre a I'intégration d’équations linéaires aux différentielles partielles
et a coefficients constants, cela tient ordinairementa ce que I’on consi-
dere les variables principales comme des quantités infiniment petites
dont les puissances supérieures peuvent étre négligées relativement
la premiére.” Mais je ne sache pas que dans la théoric des cordes
vibrantes, de la propagation du son dans l'air, dans la théorie des
ondes, dans eclle du mouvement des corps ou des lames élastiques, on
ail tenté jusqu’a ce jour de déterminer les limites des erreurs com-
iiises. Il y a plus, quoiqu’on ait cultivé I’astronomie longtemps avant
la physique mathématique, on n’a pu fixer encore d’une maniére pré-
cise le degré d’exactitude des formules qui représentent les inégalités
séculaires ou périodiques des mouvements planétaires, et Ion ne voit
pourtant pas que cette considération ait empéché ni Lagrange, ni
I'auteur de la Mécanique céleste, ni d’autres géométres, de publier
leurs travaux sur 'astronomie. Enfin les Ouvrages que M. Cauchy a fait
paraitre sur 'analyse algébrique ou le calcul intégral, et dans lesquels
il a donné les conditions de convergence des séries, particuliérement
des séries périodiques et de la série de Lagrange, les restes de ces
mémes séries et les moyens d’évaluer les limites des erreurs commises
dans Vintégration par approximation des équations différentielles,
prouvent, ce me semble, qu’il sait apprécicr aussi bien que qui que ce
soit 'avantage de connaitre le degré d’exactitude auquel on parvient
dans la solution d’un probléme. Quelques partisans de 'ancienne école
ct de 'ancicnne méthode ne lui ont-ils pas méme fait un crime de sa
trop grande rigueur ?

Aprés le passage que je viens de rappceler, auteur de I'article ajoute
que, par inadvertance sans doute, M. Cauchy emploie fréquemment
des phrases telles que celles-ci : « On aura sensiblement, ¢’est-d-dire en
négligeant les quantités infiniment petites », phrases dont les deux
membres se contredisent et nous reportent au temps de I'origine du

calcul différentiel ; car si une quantité estréellement infiniment petite,
Qbuvres de C. — S. 11, t. 1L, 15
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le calcul ou on la néglige est exact rigoureusement et non pas sensi-
blement. .

L’expression employée par M. Cauchy me parait parfaitement exacte
et claire; les formules seraient rigourcusement vraies, si les quantités
qu’il néglige étaient nulles ; mais comme dans le fait ces quantités ne
peuvent jamais étre nulles, qu'elles sont seulement trés petites, ces
formules ne sont et ne doivent étre vraies qu’a peu pres, de sorte que
les résultats de expérience doivent s’en rapprocher d’autant plus que
les quantités négligées dans le caleul sont plus petites; pour avoir des
formules encore plus exactes, il faudrait calculer quelques termes de
plus. Au licu de faire la-dessus des critiques, on devrait plutot féliciter
M. Cauchy sur heureux accord de ses formules avec 'expérience qui,
il faut I'avouer, doit seule ici décider du degré d’exactitude. Cet accord
a 6té plus frappant que jamais, suivant 'expressian de M. Savart, dans
le beau Mémoire qu’il lisait derniérement a4 'Académie. On a été sur-
pris de voir une formule des plus compliquées, des plus générales et
surtout des plus difficiles 4 soumettre a I'expérience, vérifiée jusqu’aux
dix milliémes dans un grand nombre d’opérations. Cette formule est
celle qui donne la valeur de Q pour les vibrations tournantes, et que
nous avons citée plus haut.

Il n’est pas exact de dirc que M. Cauchy n’a résolu que le seul cas
des vibrations a périodes réguliéres; M. Cauchy a donné les intégrales
générales de plusieurs des équations auxquelles il est parvenu; entre
autres de celle qui détermine les vibrations d’'une verge rectangulaire.
Enfin si ¢’est un tort de ne rien laisser a généraliser aux Varignon, cette
observation ne parait pas ici & sa place; car, par exemple, quel mode
de généralisation pourrait-on employer pour passer de la valeur de Q
correspondante aux vibrations tournantes dans le cas ou I'¢lasticité est
la méme en tous sens, a la valeur générale de cette quantité qui ne
peut s’obtenir qu'au moyen des 15 coefficients?
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LA THEORIE DES NOMBRES.

Bulletin de Férussac, Tome XV, p. 137-139; 1831.

Dans divers Mémoires présentés a ’Académie des sciences en 182
et 1830, j'ai développé les principes que j'avais établis dans le Bulletin
des sciences de septembre 1829, et J'al moniré comment on pouvait en
déduire, 1° diverses méthodes propres a la détermination des racines
primitives, 2° un grand nombre de propositions dignes de remarque
sur la théorie des nombres. Pour donner une idée de ces propositions,
je me contenterai d’énoncer la suivante :

TukoreMe 1. — Sotent p un nombre premier, n un diviseur premier
P ' '

I

de p, o la valeur du rapport

' A.IZé, A-_»:l—a A\:::.-—,-'-

3o

les nombres de Bernoulli, et m le plus petit nombre entier équivalent, sui-

vant le module n, @ 3= 2A, ,,. Enfin soit s une racine primitive de l'équi-

4 &
valence

(1) a1 =1 (modn);

P,, le produit des nombres entiers1, 2, 3, ..., s; n' le nombre des racines
n-—1

. . o . . , . . —7
de Uéquivalence x * =1(modnr), qui sont inférieures @ — et

-1

n'=n— n'—1 le nombre des racines de ’équivalence x * = —1(modn)
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qut remplissent la méme condition. Si n est de la forme 4%+ 3, Uéqua-
tion '
(2) o 22+ ny*=4p™,

sera résoluble en nombres entiers, et on la vérifiera en prenant

(3) - @ =Py PurPousPyam,  (modp)
ou bien
0 r=P,gPogPug.. P s (modp)

sutvant que U'on aura n' < n' ou n'>n'. De plus, on trouvera dans le pre-
mier cas
n—r—h4n n—i1—4n’

.
J m=_= ——. ou m = ~
(3) 5 6

et dans le second cas

. YN . 7 4t
- aqn —iun-—+1 Gn'—n -1
(()) ~ = ___2_.__. ou n — ___6—___

sutvant que n soit de la forme 8k + 7 ou 8%+ 3.

1 exemple. — Soit n = 7. On trouvera

nr A > ! m=1
— = 2,2 = oa—u= g =1 =1I.
4 T30 T 15 ’

De plus I'équation
Cat=1 (mody)

se décomposera en deux autres, savoir :
xi=1, zi=—1

dont la premiére aura pour racines 1, 2, 4, tandis que la seconde aura
pour racines 3, 5, 6. Donc, p étant de la forme 7n 41, on vérifiera

I'équation
(7) x4 yr=Aip,
en prenant
Pis
— =+ P. e P =
(8) z=xP;gPigliz==x PP,
— 1.2...3® _ 4 (2m+1)... 3w
T (toawm)(tenew) T 1.2...0
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Ainsi, en particulier, on vérifiera I'équation

x4 nyt==l.29 =116

en prenant
e 9010112 9.10.11 Eig.II’E:‘:[—lEiZ
1.2.3.4 2 2 2
Effectivement
4-+19.16 =116. .

Dans I'équation (7) et y ne peuvent étre impaires puisque I'on
aurait * 4 7y? divisible par 8, tandis que 4p est seulement divisible
par 4. On peut donc supposer x =2/, y = 2y, et alors I'équation (7)
donnera

(9) Z+9y"*=p,

la valeur de &’ étant

Ainsi, en particulier, on vérifiera la formule

Z't4- gyt =29

en prenant
wmrmme L Q10N geto.tr 34
2 1.2.3.4 4 4
et la formule ,
& nyt=43
en prenant
PR 13.14.15.16.17.18
T g 1.2.3.4.5.0
r
Ei-l—g-'—}if;-l—d.—gEi?).lg.I[}.l’]
‘ 18
::13.1751-%175_,—_-?5_,—_6.

2¢ ecemple. — Soit & = n. On trouvera

n__g:i = 3,2A3:

2 1
— = — =1, m=—iI.
42 21
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Donc on pourra résoudre 1’équation
bp==z+11)*
lorsque p sera de la forme 11 @ 1. D’autre part I'équivalence
2t%=1(mod11)
se décomposera en deux autres, savoir
Li=1 (moduir), ri=—1 (mod.1r).

Les racines de la premiére seront 1, 4, 5, g, 10, et celles de la seconde,
2, 3, 6, 7, 8. Cela posé, on trouvera

Py Pig
r==x szPoum:Psmem: =

P/I-G)'P:HTJ'[)UT
o (1.2...2®)(1.3...6m) _ 4 bz +1)...0m 1
T 2. ®)(1.2.. 4wy (1.2...8w) (2@ +1)...3W 1.2...w

Ainsi, en particulier, soit p=23. On aura o =2
I

§.10.11.12 L10.11

+ 2020

=+
1.2.5.6 . 5

£

Il
l

=x9.2.11=329

Effectivement
§.23 =92 =9+ 11.72%

Des théorémes du méme genre sont relatifs 4 la résolution des équa-
tions indéterminées de la forme

x4 nyt=p™ ou x4 ny*=4Hp",

n étant un nombre premier de la forme 4n <41, ou méme un nombre
composé, et m étant un nombre entier dont on peut a prior: assigner
Ia valeur.

B — - [ uR——
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~ MEMOIRE
SUR LA THEORIE DE LA LUMIERE ().

Bulletin de Férussac, Tome XIlI, p. 414-427; 1830.

J’ai donné le premier, dans les Exercices de mathématiques (3° et
4° volume), les équations générales d’équilibre ou de mouvement d’un
systéme de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de répul-
sion mutuelle, en admettant que ces forces fussent représentées par
des fonctions des distances entre les molécules; et j’ai prouvé que ces
équations, qui renferment un grand nombre de coefficients dépendant
de la nature du systéme, se réduisaient, dans le cas ou I’élasticité rede-
venait Ia méme en tous sens, & d’autres formules qui ne renferment
qu'un seul coeflicient, et qui avaient été primitivement obtenues par
M. Navier. F'ai de plus déduit de ces équations celles qui déterminent
les mouvements des plaques et des verges élastiques, quand on sup-
pose que I'élasticité n’est pas la méme en tous sens; etj’aiainsi obtenu
des formules qui comprennent, comme cas particuliers, celles que
M. Poisson et d’autres géométres avaient trouvées dans la supposition
contraire. L’accord remarquable de ces diverses formules, et des lois
qui s’en déduisent, avec les observations des physiciens, et spécia-
lement avec les belles expériences de M. Savart, devait m’encourager
4 suivre les conseils de quelques personnes. qui m’engageaient 4 faire

.des équations géncrales que javais données une application nouvelle

(*) Lu a ’Académie des Sciences le 1°r mai et les 7 et 14 juin 183o0.
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a la théorie de la lumiére. Ayantsuivi ce conseil, jai été assez heureux
pour arriver aux résultats que je vais exposer dans ce Mémoire, et qui
me paraissent dignes de fixer un moment P'attention des physiciens et
des géométres.

Les trois équations aux différences particlles qui représentent le
mouvement d’'un systéme de molécules sollicitées par des forces
d’attraction ou de répulsion mutuelle, renferment, avec le temps ¢, et
les coordonnées rectangulaires x, y, z d’'un point quelconque de

" I'espace, les déplacements &, v, { de lamolécule m qui coincide, au bout
du temps ¢, avec le point dont il s’agit; ces déplacements étant mesu-
rés parallélement aux axes des z, ¥, 5. Les mémes équations offriront
21 coefficients dépendant de la nature du systéme, si I'on fait abstrac-
tion des coefficients qui's’évanouissent, lorsque les masses m, m', m”,
des diverses molécules sont deux 4 deux égales entre elles et distri-
buées symétriquement de part et d’autre de la molécule p. sur des
droites menées par le point avec lequel cette molécule coincide. Enfin
ces équations seront du second ordre, c’est-a-dire qu’elles ne contien-
dront que des dérivées du second ordre des variables principales &, v,
C, et 'on pourra, en considérant chaque coefficient comme une quan-
tité constante, ramener leur intégration a celle d'une équation du
sixiéme ordre qui ne renfermera plus quune seule variable principale.
Or cette derniére pourra étre facilement intégrée aI'aide des méthodes
générales que j'ai données dans le 1¢° Cahier du Journal de I'Ecole
Polytechnique, et dans le Mémoire sur I'application du calcul des résidus
aux questions de physique mathématique. En appliquant ces méthodes
au cas ou I'élasticité du systéme reste la méme en tous sens, et rédui-
sant la valeur de la variable principale a la forme la plus simple, & l’aide
d’un théoréme établi depuis longtemps par M. Poisson, on obtient pré-

' cisément les intégrales qu'a données ce géométre dans les Mémoires
de '’Académie: Mais dans le cas général, la variable principale étant
représentée par une intégrale définie sextuple, il fallait, pour décou-
vrir les lois des phénoménes, réduire cette intégrale sextuple 4 une
intégrale d’un ordre moins élevé. Cette réduction m’alongtemps arrété :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE SUR LA THEORIE DE LA LUMIERE. 121

mais je suis enfin-parvenu aI’effectuer, pour 'équation aux différences
partielles ci-dessus mentionnée, et méme généralement pour toutes
les équations aux différences partielles dans lesquelles les diverses
dérivées de la variable principale, prises par rapport aux variables
indépendantes x, y, z, ¢, sont des dérivées de méme ordre. Alors jai
obtenu, pour représenter la variable principale, une intégrale définie
quadruple, et jai pu rechercher les lois des phénoménes dont la
connaissance devait résulter de l'intégration des équations proposées.
Cette recherche a été 'objet du dernier Mémoire que j’ai eu 'honneur
d’offrir 4 'Académie, et qui renferme entre autres la proposition sui-
vante : '

Ltant donnée une équation aux différences partielles dans laquelle
toutes les dérivées de la variable principale relatives aux variables
indépendantes «, y, 3, ¢, sont de méme ordre, si les valeurs initiales
de la variable principale et de ses dérivées prises par rapport au temps
sont sensiblement nulles dans tous les points situés & une distance finie
de P'origine des coordonnées, cette variable et ses dérivées n’auront
plus de valeurs sensibles au bout du temps ¢, dans l'intérieur d’une
certaine surface, et par conséquent les vibrations sonores, lumineuses,
etc., qui peuvent &tre déterminées al'aide de I'équation aux différences
partielles, se propageront dans I'espace de maniére A produire une
onde sonore, lumineuse, etc., dont la surface sera précisément celle
que nous venons d’indiquer. De plus on obtiendra facilement I’équation
de la surface de 'onde, en suivant la régle que je vais tracer.

Concevons que, dans I'équation aux différences partielles, on rem-
place une dérivée quelconque de la variable principale prise par rap-
port aux variables indépendantes «, y, z, t par le produit de ces
variables élevées a des puissances dontles degrés soient marqués, pour
chaque variable indépendante, par le nombre des différenciations qui
lui sont relatives. La nouvelle équatfon que I'on obtiendra sera de la
forme '

F(z,y, = t)=o,

OEuvres de C, — S. I, t, II, 16
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et représentera une certaine surface courbe. Considérez maintenant le
rayon vecteur mené de I'origine 4 un point quelconque de cette surface
courbe; portez sur ce rayon vecteur, a partir de I'origine, une longueur
égale au carré du temps divisé par ce méme rayon; mcnez ensuite par
I'extrémité de cette longucur un plan perpendiculaire 4 sa direction.
Ce plan sera le plan tangent & la surface de I'onde, et par conséquent
cette surface sera I'enveloppe de P'espace que traverseront les divers
plans qu’on peut construire en opérant comme on vient de le dire. Au
reste, on arrive cncore aux mémes conclusions, en suivant une autre
méthode que je vais exposcr en peu de mots et que jai développée
dans mes derniéres lecons au Collége de France.

Supposons que les valeurs initiales de la variable principale ot de
ses dérivées prises par rapport au temps ne soient sensibles que pour
les points situés a des distances trés petites d’un certain plan mené
par Torigine des coordonnées, et dépendent uniquement de ces dis-
tances. Cette méme variable et ces dérivées ne seront sensibles, au
bout du temps ¢, que dans le voisinage de I'un des plans paralléles,
construits a I'aide de la régle que nous avons précédemment indiquée.
Par conséquent, si les vibrations sonores, lumineuses, etc., sont primi-
tivement renfermées dans une onde plane, cette onde, que nous nom-
merons élémentaire, se divisera en plusieurs autres dont chacune se
propagera dans I'espace, en restant parall¢le a elle-méme, avec une
vitesse constante. Mais ces diverses ondes auront des vitesses de propa-
gation différentes. Si maintenant on ¢ongoit qu’au premier instant
plusieurs ondes élémentaires soient renfermées dans des plans divers
menés par 'origine des coordonnées, mais peu inclinés les uns sur les
autres, ct que les vibrations sonores, lumineuses, etc., soient assez
petites pour rester insensibles dans chaque onde ¢lémentaire prise
séparément; alors, ces vibrations ne pouvant devenir sensibles que par
la superposition d’'un grand nombre d’ondes élémentaires, il est clair
que les phénoménes relatifs a la propagation duson, de la lumiére, etc.,
ne pourront étre observés, au premier moment, que dans une trés
petite étendue autour de I'origine des coordonnées, et au bout du
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temps ¢, que dans le voisinage des diverses nappes de la surface qui
sera touchée par toutes les ondes élémentaires. Or cette derniére sur-
face sera précisément la surface courbe dont nous avons parlé ci-dessus,
et que 'on nomme généralement surface de 'onde.

Cela posé, si 'on considére le mouvement de propagation des ondes
planes; dans un systéme de molécules sollicitées par des forces d’attrac-
tion ou de répulsion mutuelle, on pourra prendre successivement pour
variables principales trois déplacements rectangulaires d’une molé-
cule m mesurés parallélement aux trois axes d’un certain ellipsoide qui
aura pour centre I'origine des coordonnées, et que I'on construira faci-
fement dés que I'on connaitra les coefficients dépendant de la nature
du systéme proposé, et la direction du plan 4BC, qui renfermait une
onde plane au premicr instant. Alors cette onde se divisera en six
autres qui auront constamment la méme épaisseur ue la premiére, et
se propageront avec des vitesses constantes, dans des plans paralléles
a ABC.

Ces ondes, prises deux a deux, auront des vitesses de propa-
gation égales, mais dirigées en sens contraires. De plus ces vitesses,
mesurées suivant une droite perpendiculaire au plan ABC, pour les
{rois ondes qui se mouvront dans un méme sens, scront constantes et
respectivement égales aux quotients qu’on obtient en divisant 'unité
par les trois demi-axes de I’ellipsoide ci-dessus mentionné. Les points
situés hors de ces ondes seront en repos, et si les trois demi-axes de
Pellipsoide sont inégaux, le déplacement absolu et la vitesse absolue
des molécules, dans une onde plane, resteront toujours paralléles &
celui des trois axes de I'ellipsoide qui sera réciproquement propro-
tionnel a la vitesse de propagation de cette onde. Mais, si deux ou trois

-axes de V'ellipsoide deviennent égaux, les ondes planes qui se propa-
geront dans le méme sens avec des vitesses réciproquement propor-
tionnelles a ces axes, coincideront, et la vitesse absolue de chaque
molécule renfermée dans une onde plane sera, au bout d’'un temps
quelconque, paralléle aux droites suivant lesquelles les vitesses ini-
tiales se projetaient sur le plan mené par les deux axes égaux de I'ellip-
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soide, ou méme, sil'ellipsoide se change en une sphére, aux directions
de ces vitesses initiales.

Concevons maintenant qu’au premier instant plusieurs ondes planes,
peu inclinées les unes sur les autres et sur un certain plan 4BC, se
rencontrent et se superposent en un certain point 4. Le temps venant
i croltre, chacune de ces ondes se propagera dans l'espace, en don-
nant naissance, de chaque coté du plan qui la renfermait primitivement,
a trois ondes semblables renfermées.dans des plans paralléles, mais
douées de vitesses de propagation différentes; par conséquent le sys-
téme d’ondes planes que l'on considérait d’abord se subdivisera en
trois autres systémes, et le point de rencontre des ondes qui feront
partie d’'un méme systéme se déplacera suivant une certaine droite avec
une vitesse de propagation distincte de celle des ondes planes. Donc,
au bout d’un temps quelconque z, le point 4 se trouvera remplacé par
trois autres points dont les positions dans l'espace pourront étre cal-
culées pour une direction donnée du plan ABC, et les diverses posi-
tions que pourront prendre les trois points dont il s’agit pour diverses
directions primitivement attribuées au plan ABC, détermineront une
surface courbe 4 trois nappes, dans laquelle chaque nappe sera cons-
tamment touchée par les ondes planes qui feront partie d’'un méme
systéme. Or cette surface courbe sera précisément celle dont nous
avons déja parlé ci-dessus, et que nous avons nommée surface de
I'onde. |

Au reste, pour que la propagation des ondes planes puisse s’effec-
tuer dans un corps élastique, il est nécessaire que les coefficients, ou
du moins certaines fonctions des coefficients renfermés dans les équa-
tions aux différences partielles qui représentent le mouvement du corps
élastique, restent positives. Dans le cas contraire, les ondes planes ne
ﬁourraient plus se propager, et I'on en serait averti par le calcul qui
donnerait pour les vitesses de propagation des valeurs imaginaires.

Dans la théorie de la lumiére, on désigne sous le nom d’éther le
fluide impondérable que I'on considére comme ¢tant le milieu élastique-
dans lequel se propagent les ondes lumineuses. Le point de rencontre
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d’un grand nombre d'ondes planes dont les plans sont peu inclinés les
uns aux autres est celui dans lequel on suppose que la lumiére peut
ttre percue par I'ceil. La série des positions que ce point de rencontre
prend dans l'espace, tandis que les ondes se déplacent, constitue ce
qu’on nomme un rayon lumineux; et la vitesse de la lumiére mesurée
dans le sens de ce rayon doit étre soigneusement distinguée, 1° de la
vitesse de propagation des ondes planes, 2° de la vitesse propre des
molécules éthérées. Enfin 'on appelle rayons polarisés ceux qui corres-
pondent & des ondes planes dans lesquellesles vibrations des molécules

_ restent constamment paralléles a une droite donnée, quelles que soient
[es directions des vibrations initiales. '

Pour plus de généralité, nous dirons que, dans un rayon lumineux,
la lumiére est polarisée paralléelement a une droite ou a un plan donné,
lorsque les vibrations des molécules lumineuses seront paralléles &
cette droite ou & ce plan, sans étre paralléles dans tous les cas aux
directions des vibrations initiales; et nous appellerons plan de polari-
sation le plan qui renfermera la direction du rayon lumineux, et celle
de vitesses propres de molécules éthérées. Ces définitions s’accordent,
comme on le verra plus tard, avec les dénominations regues.

Cela posé, il résulte des principes ci-dessus établis, qu'en partant
d’un point donné de I'espace, un rayon de lumiére dans lequel les
vitesses propres des molécules ont des directions quelconques, se sub-
divisera généralement en trois rayons de lumiére polarisée parallé-
lement aux trois axes d’un certain ellipsoide. Mais chacun de ces rayons
polarisés ne pourra plus étre divisé par I'action du fluide élastique dans
lequel la lumiére se propage. De plus, le mode de polarisation dépen-
dra de la constitution de ce fluide, ¢’est-a-dire de la distribution de ses
molécules dans I'espace ou dans un corps transparent, et du plan qui
renfermait primitivement les molécules vibrantes. Si la constitution
du fluide élastique est telle que les vitesses de propagation des ondes
planes deviennent imaginaires, cette propagation ne pourra plus s’effec-
tuer, et le corps dans lequel le fluide éthéré se trouve compris devien-
dra ce qu’on nomme un corps opaque. Si le corps reste transparent, et
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si dans ce corps le fluide éthéré se trouve distribué de telle sorte que
son élasticité demeure la méme en tous sens autour d'un point quel-
conque, les trois rayons polarisés, dans lesquels se subdivise généra-
lement un rayon quelconque de lumiére, seront dirigés suivant la
méme droite; et,.comme la vitesse de la lumiére sera la méme dans les
deux premiers rayons, ceux-ci se confondront I'un avec I'autre. Il ne
restera donc alors que deux rayons polarisés, Pun double, I'autre
simple, ayant la méme direction. Or, le calcul fait voir que dans le
rayon simple la lumiére sera polarisée suivant la direction dontil s’agit,
tandis que dans le rayon double la lumiére sera polarisée perpendicu-
lairement & celte direction. Si les vibrations initiales des molécules
lumineuses sont renfermées dans un plan perpendiculaire a la direction
dont il s’agit, le rayon simple disparaitra, et les vitesses propres des
molécules dansle rayon double resteront constamment dirigées suivant
des droites paralléles aux directions des vitesses initiales, de sorte qu’a
proprement parler, il n’y aura plus de polarisation. Alors aussi la
vitesse de propagalion de la lumiére sera équivalente a la vitesse de
propagation d’unc onde plane, et la méme en tous sens autour de
chaque point. Or, laréduction de tous les rayons a un seul, etI'absence
de toute polarisation dans les milieux ou la lumiére se propage cn tous
sens avec la méme vitesse étant des fails constatés par I'expérience,
nous devons conclure de ce qui précéde que dans ces milieux les
vitesses propres des molécules éthérées sont perpendiculaires aux
directions des rayons lumineux, et comprises dans les ondes planes.
Ainsi I'hypothése admise par.Fresnel devient une réalité. Cet habile
physicien, malheureusement enlevé aux sciences par une mort préma-
turée, a donc cu raison de dire que dans la lumiére ordinaire les vibra-
tions sont transversales, c’est-a-dire perpendiculaires aux directions
des rayons. A la vérité, les idées de Fresnel sur cet objet ont été vive-
ment combattues par un illustre académicien dans plusieurs articles
que renferment les Annales de physique et de chimie, et dont 'un est
relatif au mouvement de deux fluides superposés. Suivant 'auteur de
ces articles, les vibrations des molécules dans I'éther finiraient par étre
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toujours sensiblement perpendiculaires aux surfaces des ondes que le

mouvement produit en se propageant, et dés lors la polarisation, telle

qu'elle a été précédemment définie, deviendrait impossible et dispa-

raitrait complétement. Alors aussi la surface de I'onde serait toujours

un ellipsoide, et n’offrirait qu'une seule nappe, en sorte que pour

expliquer la double réfraction on serait obligé de supposer deux fluides

éthérés simultanément renfermés dans le méme milieu. Mais on doit

temarquer que l'auteur, comme il le dit lui-méme, avait déduit ces

diverses conséquences de I'intégration de ’équation connue aux diffé-

rences partielles qui représente les mouvements des fluides élastiques,

efde celle qu'on en déduit lorsqu’on suppose inégaux les trois coefli-

cients des dérivées partielles de la variable principale. Or, ces équa-
tions ne paraissent point applicables a la propagation des ondes lumni-.
neuses dans un fluide éthéré, et I’accord remarquable de la théorie que

je propose avec 'expérience me semble devoir confirmer I'assertion

que j’ai déja émise dans un précédent Mémoire sur le mouvement de la
lumiére; savoir, que les équations différentielles de ce mouvement
sont comprises dans celles que renferment les 31° et 32° livraisons des
Exercices de mathématiques.

Nous allons maintenant appliquer la théorie que nous venons de
reproduire en peu de mots a la propagation de la lumiére dans les
cristaux 4 un axe ou 4 deux axes optiques. Pour y parvenir, il ne sera
pas nécessaire d’employer les équations générales que nous avons
données dans la 31¢ livraison des Ezercices, comme propres & repré-
senter le mouvement d’un systéme de molécules sollicitées par des
forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, et I'on pourra réduire ces
équations aux formules (68) de la page 208 du troisiéme volume, c’est-
a-dire aux formules qui expriment le mouvement d’un systéme qui
offre trois axes d’¢lasticité perpendiculaires entre eux. On pourra
d’ailleurs supposer qu'aucune force intéricure n’est appliquée au sys-
téme, ct alors les formules dont il s’agit renfermeront seulement le
temps ¢, les coordonnées x, y, 2 d’'une molécule quelconque m, ses
déplacements &, 1, {, mesurés parallélement aux axes coordonnés, et
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neuf coeflicients G, H, I, L, M, N, P, Q, R, dont les trois premicrs seront
proportionnels aux pressions supportées, dans I'état naturel du fluide
¢théré, par trois plans respectivement perpendiculaires 4 ces mémes
axes. Les coefficients dont il est ici question, étant regardés comme
constants, on construira sans peine l'ellipsoide dont les trois axes sont
réciproquement proportionnels aux trois vitesses de propagation des
ondes planes paralléles 4 un plan donné, et dirigés paralléelement aux
droites suivant lesquelles se mesurent les vitesses propres des molé-
cules éthérées dans ces ondes planes. On pourra aussi déterminer,
1° les directions des trois rayons polarisés produits par la subdivision
d’un rayon lumineux dans lequel les vibrations des molécules auraient
des directions quelconques; 2° la vitesse de la lumiére dans chacun de
ces trois rayons; 3¢ les diverses valeurs que prendrait cette vitesse,
dans les rayons polarisés produits par la subdivision de plusieurs
rayons lumineux qui partiraient simultanément d’'un méme point.
Enfin 'on pourra construire la surface a trois nappes, qui, au bout du
temps ¢, passerait par les extrémités de ces rayons, et que 'on nomme
la surface de 'onde lumineuse. Quant a 'intensité de la lumiére, clle
sera mesurée, dans chaque rayon, par le carré de la vitesse des molé-
cules. Cela posé, si 'élasticité du fluide éthéré reste la méme en tous
sens autour d’un axe quelconque paralléle a I'axe des z, on aura

(1) ' G=H, L=M=23R, P=Q;

et par conséquent les neuf coellicients dépendant de la distribution des
molécules dans 'espace se réduiront a cing, savoir : -/, I, N, Q, R. Il'y
a plus : deux nappes de la surface ci-dessus mentionnée pourront se
réduire au systéme de deux ellipsoides de révolution circonscrits I'un
a I'autre; et, pour que cette derniére réduction ait licy, il sufflira que
la condition

(2) (BR—Q)(N—Q)=4Q"

soit remplie. Enfin I'un des deux ellipsoides deviendra une sphére qui
aura pour diamétre I'axe de révolution de I'autre ellipsoide, si I'on
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suppose
(3) . H=[

et alors la marche des deux rayons polarisés sera précisément celle
qu'indique le théoréme d’Huygens, relatif aux cristaux qui offrent un
seul axe optique. Or, 'exactitude de ce théoréme ayant été mise hors
de doute par les nombreuses expériences des physiciens les plus
habiles, il résulte de notre analyse que, dans les cristaux 4 un axe
optique, les coefficients H, I, N, Q, R, vérificnt les conditions (2) et (3).
D’ailleurs I'élasticité du fluide éthéré n’étant, par hypothése, la méme
en tous sens qu'autour de I'axe des 5, il n’est pas naturel d’admettre
que I'on ait G =II=1, 4 moins que I'on ne suppose les trois coefli-
cients G, H, 7, généralement nuls. Il est donc trés probable que dans
I’éther ces trois cocfﬁcwnts s’évanouissent, et avee eux les pr essions
supportées par un plan quelconque dans I'état naturel. Cette hypothése
élant admise, Vellipsoide et la sphére ci-dessus mentionnés seront
représentés par les équations

x2+)(5'+52:;2; .
en sorte que /Q sera le demi-diameétre de la sphére, et /R le demi-
diamétre de'l’équateur dans l'ellipsoide. Il importe d’observer que
dans les cristaux doués d’un seul axe optique, ces deux demi-diamétres,
ou leurs carrés Q, R, sont toujours trés peu différents un de I'autre,
et qu'en ‘conséquence Icllipse génératrice de U'ellipsoide offre une
excentricité trés petite. Il en résulte aussi que la condition (8) se réduit

24y 5
() “K-+o

=,

sensiblement 4 la suivante
N=23R,

¢’cst-a-dire & une condition qui est remplie, toutes les fois que 1'élas-
ticité d’un milieu reste la méme en tous sens autour d'un point quel-
conque. Ajoutons que I'intensité de la lumiére déterminée par le calcul
pour chacun des deux rayons polarisés que nous considérons ici, est
précisément celle que fournit I'observation. Quant au troisiéme rayon
polarisé, le calcul montre qu'il est trés difficile de I’apercevoir, attendu
Qlueres de €. — S. 11, t. IL. : 17
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que l'intensité de la lumicre y demeure toujours trés petite quand elle
n’est pas rigoureusement nulle. Nous indiquerons plus tard les moyens
d’en constater I'existence.

Concevons 4 présent que, dans le fluide éthéré, I'élasticité cesse
d’étre la méme en tous sens autour d’un axe paralléle a I'axe des 5. S1
I'on coupe la surface de 'onde lumineuse par les plans coordonnés, les
scctions faites dans deux nappes de celte surface pourront se réduire
aux trois cercles et aux trois cllipses représentées par les équations

2 52 2_|_ :‘2 .,
R+ o= =0
. 52 w‘l 51+w2
= - == =
(")) ]‘) + R i Q ’
2 2 2 2
-Q —i—‘}Tl)-::t'Z, —}:}’ =%

ot, pour que cette réduction ait licu, il suffira que les coellicients G,
7, T étant nuls, les trois conditions

) {(M—P)(N—P)zm (N—Q)(L—Q)=4Q",

(L —R)(M —R)==4Re,

toutes trois semblables a la condition (2), soient vérifiées. Il y a plus,
si les excentricités des trois ellipses sont assez petites pour qu’on puisse
négliger leurs carrés, les conditions (6) entraineront la suivante

(M —P)(N—Q)(L —R)=(N —P)(L — Q)(M — R) = 2PQR

ct 'équation de la surface de'onde lumineuse pourra étre réduite a

) { (2% -+ 7+ 2*) (Pa?+ Qy*+ Ra?)

—[P(Q+R)x*+ Q(R+DP)y*+R(P+ Q)z2]e2+ t*=o.

Or, les trois cercles, les trois ellipses, et la surface du 4 degré repré-
sentées par les équations (5), (7), sont précisément celles que Fresnel
a données comme propres 4 indiquer la marche des deux rayons pola-
risés, apereus jusqu’a ce jour dans les cristaux a deux axes optiques;;
et I'on sait d’ailleurs que, dans ces cristaux, les excentricités des
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cllipses sont fort petites. Donc les conditions (6) doivent y étre sensi-
blement vérifiées. Au reste, il est bon d’observer que, si les excentri-
cités devenaient nulles, ou en d’autres termes, si I'on avait

(8) P=Q=R,

les conditions (6) donneraient

(9) L=M=N=231,

et que les conditions (8), (9) sont précisément celles qui doivent étre
remplies pour que 'élasticité d’un milieu reste la méme dans tous les
sens. ,

Quant au troisiéme rayon polaris¢, comme I'intensité de sa lumiére
est fort petite, il sera généralement trés difficile de Papercevoir, si ¢e
n’est dans des circonstances particuliéres que notre théorie nous per-
mettra d’indiquer.

En résumant ce qu'on vient de dire, on voit que, les conditions (6)
¢tant supposées rigoureusement remplies, les sections faites dans la
surface de 'onde lumincuse par les plans coordonnés coincideront
exactement avec celles que Fresnel a données. Quant a la surface
méme, clle sera peu différente de la surface du 4° degré que cet illustre
physicien a obtenue, et par conséquent cette derniére cst, dans la
théorie de la lumicre, ce qu’est le mouvement elliptique des planétes
dans le systéme du monde.

Les excentricités des cllipses suivant lesquelles la surface de 'onde
lumineuse se trouve coupée par les plans coordonnés étant généra-
lement fort petites pour les cristaux 4 un seul axe ou 4 deux optiques,
il en résulte qu'on peut déterminer avec une grande approximation,
dans ces cristaux, les vitesses de propagation des ondes planes, et les
plans de polarisation des rayons lumineux, 4 'aide de la régle que je
vais indiquer. :

Pour obtenir les vitesses de propagation des ondes planes paralléles
aun plan donné ABC, et correspondantes aux deux rayons polarisés
que transmet un cristal & un ou deux axes opliques, il suflit de couper
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I'ellipsoide que représente I'équation

z g
(10) ?“"‘—Q‘l—ﬁ

1

_par un plan diamétral paralléle au plan donné. Lasection ainsi obtenue
sera une ellipse dont les deux axes seront numériquement égaux aux
vitesses de propagation des ondes planes dans les deux rayons. De
plus, celui de ces deux rayons dans lequel les ondes planes se propa-
geronl avec une vilesse représentée par le grand axe de Iellipse sera
polarisé parallélement au petit axe; et réciproquement e rayon daus
lequel les ondes planes se propageront avec une vitesse représentée
par le petit axe de l'ellipse sera polarisé parallélement au grand axe.
Si I'on fait coincider le plan ABC avec I'un des plans principaux de
Pellipsoide, les deux rayons polarisés suivronl la méme route, et les
deux vitesses de la lumiére dans ces rayons seront précisément les
vitesses de propagation des ondes planes. Par suite les vitesses de Ia
lumiére dans les six rayons polarisés, dont les directions coincident
avec les trois axes de Uellipsoide, sont deux 4 deux égales entre elles
et & I'un des nombres /P, /0, /E. Ajoutons que les deux rayons dont
la vitesse cst P sont polarisés parallélement & P'axe des x, ceux dont
la vitesse est \/Q parallélement & l'axe des y, et ceux dont la vitesse

est /R parallélement & 'axe des 2. Dans le cas particulier ot les quan-
tités P, Q, deviennent égales entre elles, la surface représentée par
I'équation (10), ou >

x?__‘_‘)/‘_‘ 52
(11) ﬁ

=1,

est un ellipsoide de révolution dont P'axe est ce qu'on appelle axe
optique du cristal. Alors, I'un des demi-axes de la section faite par un

plan diamétral quelconque est constamment égal & /O, ainsi que la
vitesse de lalumiére dans'un des deux rayons polarisés. Le rayon dont
il s’agit est celui qu’on nomme rayon ordinaire, et il se trouve polaris¢
parallélement a la droite, qui dans le plan ABCforme le plus petit et le
plus grand angle avec 'axe optique, tandis que 'autre rayon, appelé

‘
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rayon extraordinaire, est polarisé parallélement & la droite d’inter-
section du plan 4BCet d’un plan perpendiculaire a I'axe optique. Alors
aussi les deux rayons ordinaire et extraordinaire se superposent, quand
ils sont dirigés suivant I'axe optique, et se réduisent a un rayon unique
qui n’offre plus aucune trace de polarisation.

Lorsque les trois quantités P, Q, R, sont inégales entre elles, I'ellip-
soide représenté par I'équation (10) peut étre coupé suivant des cercles
par deux plans diamétraux qui renferment tous deux l'axe moyen.
Donc les deux rayons polarisés se superposent lorsque les ondes planes
deviennent paralléles 4 I'un de ces plans. Alors, la direction commune
des deux rayons est ce qu'on appelle un axe optique. Donc, pour les
cristaux dans lesquels I'élasticité de I'éther n’est pas la méme en tous
sens autour d'un axe, il existe dcux axes optiques suivant lesquels se
dirigent les rayons qui n’offrent plus aucune trace de polarisation.

Toutes ces conséquences de notre analyse sont conformes a I'expé-
rience, et méme, dans des lecons données au Collége royal de France,
M. Ampére avait déja remarqué que la construction de Vellipsoide
représenté par I'équation (10) fournit le moyen de déterminer les
vitesses de propagation des ondes planes et les plans de polarisation
des rayons lumineux. Sculement ces plans, que I'on croyait perpendi-
culaires aux directions des vitesses propres des molécules éthérées,
renferment au contraire ces mémes directions. (

Nous ajouterons qu’a I’équation (10) on pourrait substituer la sui-
vante
(12) Pzt+ Qy*+ Rs*=1.

En effet, les deux sections faites par un méme plan dans les deux
ellipsoides que représentent les équations (10) et (12), ont leurs axes
paralléles, et ceux de la seconde section sont respectivement égaux
aux quotients que I'on obtient en divisant I'unité par les axes de la
premiére.
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SUR
LES DIVERSES METIIODES
A L’AIDE DESQUELLES ON PEUT ETABLIR
LES BQUATIONS
QUI REPRESENTENT LES LOIS D’EQUILIBRE
0U
LE MOUVEMENT INTERIEUR DES CORPS SOLIDES 0U FLUIDES (*)

Bulletin de Férussac, Tome XIII, p. 169-176; 1830.

Lorsqu’on recherche les équations qui représentent I’équilibre ou
le mouvement intérieur d’un corps solide ou fluide, on peut ou consi-
~ dérer ce corps comme une masse continue, ou le regarder comme un
systéme de points matériels qui sattirent ou se repoussent a de trés
petites distances. Dans le premier cas, il faut d’abord établir la théorie
des pressions ou tensions excrcées en un point donné d’une masse
continue contre les divers plans qu'on peut faire passer par ce méme
point. J’ai donné le premier cette théorie, qui offre quelques analogics
avec la théoric de la courbure des surfaces, dans un Mémoire
présenté a I'Académic des sciences le 3o septembre 1822, et relatif &
I'équilibre, ainsi qu'au mouvement intéricur des corps solides élas-
tiques ou non ¢lastiques. Une Note indiquant les principaux résultats

(%) Lu & ’Académie royale des Sciences le 8 mars 1830.
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auxquels j'étais parvenu, a été insérée dans le Bulletin de la Société
philomathique de janvier 1823, et ces résultats ont été reproduits encore
dans les tomes 2 et 3 des Exercices de mathématiques. ¥ ai fait voir en
particulier que les pressions ou tensions exercées en un point d'un

~corps contre divers plans passant par ce point étaient en géndral
obliques par rapport aux plans qui les supportaient, ¢t ne pouvaient
devenir toutes normales & ces plans que dans le cas ou elles étaient
égales entre elles; que pour chaque point il existait trois plans princi-
paux rectangulaires entre eux, et supportant des pressions ou tensions
normales, parmi lesquelles se trouvaient toujours les pressions ou
fensions maxima ou minima; qu'on pouvait toujours, en s’appuyant
sur la considération d’un tétraédre infiniment petit, déduire la pres-
sion excercée contre un plan quelconque des trois pressions supportées
par des plans paralléles aux plans coordonnés; et que les neuf com-
posantes de ces trois derniéres pressions sc¢ réduisaient & six; enfin,
que les intensités des pressions supportées par divers plans et que leurs
composantes normales, pouvaient étre facilement déterminées moyen-
nant la construction d’ellipsoides dont chacun devait étre remplacé
dans certains cas par deux systémes d’hyperboloidesconjugués. Enfin,
j’ai donné les relations qui existent dans I’état d’équilibre d’un corps
solide ou fluide entre les pressions ou tensions.et les forces accéléra-
trices. Les équations qui expriment ces relations, et celles qu'on en
tire lorsqu’on tient compte de la force accélératrice qui scrait capable
de produire le mouvement observé de chaque point, si ce point devenait
libre, sont les véritables équations d’équilibre et de mouvement des
corps solides ou fluides élastiques ou non élastiques considérés comme
des masses continues. Ces équations, dans le cas d’équilibre, se
réduisent a

d\N  dF  dE

dx—i—@—l-%—i-pX:o,
di? dB dD

(1) E—l—zl—y—i—z—kpyw_o,
dE dD dC
— + pL=o,

dx ?/37+(—15
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o désignant la densité du corps au point (z, y, 3); X. Y, Z, les projec-
tions algébriques de la force accélératrice ® sur les axes de coordon-
nées supposées rectangulaires, et A, F, E; F, B, D; E, D, C, les
projections algébriques sur les mémes axes des pressions sup-
portées au point (@, ), z), par trois plans paralléles aux plans
coordonnés.

Dans le cas du mouvement, les équations (1) doivent étre rempla-
cées par les suivantes : :

d\_ dF 4B . &
, dz Tdy T TR
) dE__dD _dC_ . dv
g‘;-l—@—l-%—-i-P _PW’ . .

@, ¥, 3, ¢ ¢tant les variables indépendantes, et &, 0, ¢, désignant les
déplacements d’une molécule mesurée parallélement aux axes dos
z,y, s

Pour déduire des équations (1) et (2) les lois d’équilibl;e ou de
mouvement d’un corps, il est nécessaire de connaitre les relations
qui existent entre les pressions A, B, G, D, E, T, et les dépla-
cements &, 7, {.

Or, on peut faire a ce sujet les remarques suivantes :

Lorsqu’un corps se condense ou se dilate, la distance r entre deux
molécules trés voisines croit ou diminue dans un certain rapport, et la
différence e de ce rapport a P'unité est une quantité positive ou néga-
tive, qu'on peut nommer la condensation ou dilatation linéaire dans le
sens du rayon vecteur r.

Or, cette condensation linéaire varie dans les diverses directions,
et j'ai fait voir que si les déplacements &, 7, {, sont trés petits,
ses diverses valeurs seront réciproquement proportionnelles aux
carrés des rayons vecteurs d'un cllipsoide ou.de deux hyperboloides
conjugusés.
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C’est ce qui résulte immédiatement de la formule

dn
d'

(3) s:ﬂcos oc+d coszé+€lgcosﬁy+<

dz cos & cos
dy e +y s G cosy

dx
+ (;lc -+ z’£> COSY COSQ —+ <ij ~+ %)cosa cos8
dans laquelle «, &, 7 désignent les angles que forme le rayon vecteur r
avec les demi-axes des coordonnées positives. Les condensations ou
dilatations mesurées suivant les trois axes de I'ellipsoide sont celles
qlie Jai nommeées condensations ou dilatations linéaires principales.
Parmi elles se trouvent toujours les condensations maxima ou minima.
Il résulte encore de la formule (3), qu'en chaque point d’un corps les
condcnsations ou dilatations linéaires, mesurées dans des directions
quelconques, sont complétement déterminées, dés que 'on connait,
pour ce méme point les valeurs des six quantités,

ds  dn df dn dt de df di | dy

(4) HE, ZZ?_’, 21-5’ i—i—d) Tx—l—%a a—;/—i—%

Pour appliquer la théorie que nous venons de rappeler, aux corps
élastiques, il suffit d’admettre un principe que jai posé dans le
Mémoire de 1822, savoir : qu’en chaque point d’un corps parfaitement
élastique, la pression ou tension exercée contre un plan quelconque
dépend uniquement des condensations ou dilatations linéaires, en
sorte que le systéme de ces condensations ou dilatations étant connu,
on peut en déduire le systéme entre des pressions ou tensions dans les
différents sens. A la vérité, en appliquant ce principe, j’avais implici-
tement supposé dans le Mémoire de 1822, que la nature du corps ou
plutot son élasticité était la méme dans tous les sens. Mais rien
n’empéche d’étendre le méme principe au cas ou cette condition n’est
pas remplie, et dés lors les six pressions

(5) A, B, G, D, E T

ne peuvent étre que des fonctions des quantités (4); or, si aprés avoir

développé ces fonctions suivant les puissances ascendantes des quan-
OFEuvres de C. — 8. 11, t. II. . 18
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tités dont il s’agit, on néglige les termes proportionnels aux carrés ou
aux puissances supéricures des mémes quantités, et si 'on suppose
“d’ailleurs les pressions nulles dans I'état naturel on trouvera

d: dn dt
A=a dr TF d) o s
dn  dgN dg de, dq
() (G &) (G- 2)
dt

dn dC dC d: _(£ dy
wn(Fr ) r(mr )G )

C—=c <([f dn . dc N

dn dC 4 dc  d
\zmra)tolamra)te
© de dn d
+d

d: dn dz
E-—-8|_ +egzl“)‘/+ﬂ;;(—/z

dc‘ +f,d 4 f, 9
dy ds

B= b‘d —l—l:——-{-b,,d
dv+c"’5’}+°"¢7}
(&)
D:d +d’d b
+di<%+%>+d5(‘[{—c+ d7>—|— d, <(§+%>a
drx
dn  dg° d;  de dg  dy
e‘<E+d7>+ea<’cE+d—:;>+ <dy+%>’
| 4&(%—1—%)—}-&((‘54—{/) fﬁk(,)‘—k%),
a5, 29, 8y, 4, A, 8, by, cte., désignant des coefflicients qui seront

F—f,

déterminés pour chaque point, mais pourront varier avec , y, 3

Ces équations sont celles que M. Poisson a données dans son dernier
Mémoire, et qu’il a déduites d’une méthode peu différente de cclle
que nous venons d’indiquer (*).

(1) Pour établir les formules (6), qu’il regarde comme applicables aux corps solides
élastiques, dont les molécules sont trés peu écariées des positions qu’elles occupaient
dans 'état naturel. M. Poisson part do ce principe, que les pressions A, B, C, D, E, F,
correspondantes au point (z, y, z), dépendent uniquement des déplacements relatifs des
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Chacune d’elles, prisc a part,.est de la méme forme que 'une des
équations inscrites sous les numérvos (5) ot (6) a la page 2 de la
37 livraison des Exercices de mathématiques; seulement il n’arrive
plus ici, comme dans les Exercices, que quelques-uns des cocfficients
qui servent & déterminer la pression A soient égaux & quelques-uns de
ceux qui servent & déterminer chacune des autres pressions B, C, D,
E, F; et les 36 coefficients a,, b,, ¢,, d,, e,, fi; a,, b, etc., sont tous
distincts les uns des autres.

Si Félasticité du corps est la méme dans tous les sens, les axes
suivant lesquels s¢ mesurent les condensations ou dilatations princi-
pales ¢/, ¢”, ¢” doivent étre perpendiculaires aux plans qui supporte-
ront les pressions principales p’, p”, p”. De plus ces pressions ne
peuvent dtre que des fonctions de ¢/, ¢”, €”, tellement choisies que leurs
valeurs ne soient pas altérées par un échange opéré entre les axes des
x, y, 3. Pour remplir cette condition, en négligeant les puissances
supéricures de ¢/, ¢, ¢”, il faudra supposer

p=Re R ("4 "),
(7) P = k(e ),

=k + k(4 ¢"),
ki, ky désignant des coefficients qui soient déterminés pour chaque
point, mais puissent varier avec x, y, 5. Si l'on fait pour abréger

(8) v=¢ 4"+ "

u, ainsi que je 'ai remarqué, représentera la dilatation ou condensa-
tion de volume au point (@, y, ), ¢t en écrivant £, K, au lieu

molécules dans le voisinage de ce point, ot par conséquenl des neuf quantités

At dt  dE dnq dn o dn o d g (Z_C
dz’ dy’ &' dp’ dy’ 4B dr) dy d&

puis en considérant ces quantités comme infiniment petites du premier ordre, et négli-
geant les infiniment petils du second ordre, il réduit les valeurs de A, B, G, D, E, I, &
des fonctions linéaires des quantités dont il s’agit. Enfin il raméno ces fonctions a Ia
forme sous laquelle elles se présentent dans les équations (6), en admettant que les
pressions s’évanouissent dans I'élat naturel du corps, et en observant que cet étal
continue de¢ subsister, quand on imprime & tous les points un mouvement commun de
rotation autour de I'un des axes coordonnés.
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de k, — ks, ks, on réduira les formules (7) a

p = k¢ + Ku,
(9) p'=ke" +Ku,
p'=ke + Kv;

puis, en raisonnant comme dans le tome 3 des Exercices de mathéma-
tiques (p. 167 et suiv.), on en conclura

A:k%—*—l{u,
B:kgﬁ+1{v,
4\ ),

c=k%+1{u,

(ro) * Jdn
' D-—-Ik<—q+a—c->a
3 Y

I ag  dE

=1x( &
¥=1k(5+ )

Enfin, si 'on substituc les valeurs précédentes de A, B, C, D, E, F;
dans les formules (1) ou (2), on obtiendra précisément les équations
que j'ai données (dans le tome 3 des Exercices de mathématiques,
p. 179) comme représentant I'équilibre ou le mouvement d’un corps
élastique dont I'élasticité reste la méme dans tous les sens. Ces équa-
tions, qui renferment deux coeflicients dépendant de la nature du
corps, comprennent, comme cas particulier, d’autres équations qui
n’en renferment qu'un seul, savoir celles auxquelles MM. Navier et
Poisson étaient parvenus dans des Mémoires présentés & ’Académie,
le 14 mai 1821 et le 1" septembre 1827, par des méthodes trés diffe-
rentes de celle que je viens d’indiquer, ct les équations que javais
données dans le Mémoire déja cité de 1822. ‘

On peut se proposer de trouver les équations qui devraient remplacer
les formules (6), si I'on considérait un corps é]éstique passant d’un
premier état dans lequel les pressions ne seraient pas nulles & un
second état distinct du premier. Or, en sc servant de la méthode par
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laquelle M. Poisson a établi les équations (6), et des formules que jai
données dans le premier volume des Exercices de mathématiques, p. 33,

on oblient, au lieu des équations (6), celles qui suivent :

)

)

)

d:

dy

dn

ds

. d;dg d;  dn
4\——30+eo<d—’:-—jx-_'>+f<dy-——;/—b>
' f dn de dn  dy
‘+‘31d +'\ dy +a,175 - a, ﬁ Cl)"
A oz [ dE f/_()_
‘|‘ d;; % + JZ "l‘ t‘r, E}—/ + d.iL ¥
d:  dz , [dn dg
B—b°+f°<d %>+d°<d‘ dy)
~ d: . dn dz n dg
-+ l)lT - bg Ty 4 b, -(7: +])/,.<d; -+ -d}
dc  de d: dy
~t- ]) < e -t (7:>+ 1)(-. <35‘ - Z{;)?
. dz dg dn  dy
(;—.Lo—l'-(l(,(;l;——% _CO<JE~Z[5’>
. d: dn . dr X ﬁﬂ oz
—l—(qd—w-i—ng—y —|—C;|E+(4 e (—6
dc  dt dr 4 iii
( ) —+ Cy ﬁz—i—z—[;-*—(“ d)/ dz )
1
. 1 dng dg I <dg
D=di+ (e b")(d: @) 2ol @~
dz dn dn  dg
—|—d|;lz;+(]x )+d1d d<zl:_‘|—6
d;  dr di  dn
+d,<g“i+([—:>+d <C/j/_{ zﬁ)
i d;  dg 1 dn
E=et o c°)<dx 7:)*5“(@“
dz dn . C—l§—|—e dn  di
ot e\ E T Oy
dC (l; dé fifz_
+e;<.(/_x:-‘—3;>+cﬁ<c_l3/+dx s
X 1 d: s 1 1714
=i 000 (E = 72) — 3o (G —
dz dn dg dn df
+f1d fzd f’( _* fv’n( Z dy
dg df, 'dz f{ﬁ
+f“<d, d">+f <dy* dz
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Les 42 coefficients que renferment ces derniéres savoir :
a, bg, o, doy e T3 ay, by, ete,

doivent tre considérés en général comme représentant des fonctions
de @, y, z. Ajoutons que les formules (11), comprennent comme cas
particulier, les formules qui sont inscrites sous les numéros (36), (37),
a la page 138 du 4° volume des Exercices, ct qui renferment seulement
21 cocfficients distincts.

Dans un second article j'cxaminerai en particulier les équations
auxquelles on parvient quand on considére les corps comme des

A)

systémes de points matériels.
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SUR
LINTEGRATION D’UNE CERTAINE CLASSE

D’EQUATIONS
AUX DIFFERENCES PARTIELLES.

Bulletin de Férussve, Yome XIII, p. 273-279; 1830.

La solution d'un grand nombre de questions de physique mathéma-
tique dépend de Vintégration d’équations aux différences partielles
linéaires, et & coefficients constants, dans lesquelles les dérivées de la
variable principale sont toutes du méme ordre. Telles sont en parti-
culier les équations qui expriment les lois de la propagation des ondes
a la surface d’un liquide renfermé dans un canal dont la profondeur
est trés petite, et les lois de la propagation du son dans un gaz, dans
un liquide, ou dans un corps solide élastique. Il était important
d’obtenir les intégrales générales des équations de ce genre sous une
forme telle qu’on put en déduire aisément la connaissance des phéno-
ménes que ces équations représentent. Tel est I'objet de divers
Mémoires que j'ai présentés derniérement a I'Académic des Sciences.
Je vais donner en peu de mots unc idée des résultats auxquels je suis
parvenu, et qui me paraissent dignes de fixer un instant I'attention des
géometres.

Soit ¢ une fonction des variables indépendantes «,y, 3, ..., ¢; servous-
nous d’ailleurs, pour plus de simplicité, de la notation adoptée dans le
2° volume des Exercices de mathématiques, ct désignons en consé-
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guence, par
DLDADL, ..., Dg
la dérivée
) ) htkA @
() Tz dyF T dr

Une équation linéaire aux différences partielles et a coefficients
constants, entre la variable principale ¢, etles variables 1ndependantes
- &,y,3, ..., pourras ¢erire comme suil

(2) | F(Dg, Dy, D;, +.., D)o =0,

la fonction F(xu, ¢, w, ), étant ce qui devient le premier membre de
I'équation, aux différences particlles quand on y remplace les diverses
valeurs de I'expression (1) par les valeurs correspondantes du produit

whokel | sm,

De plus, si, dans I'équation (2), toutes les dérivées de ¢ sont du
méme ordre, F(u, o, w, ..., 5) sera une fonction homogéne de u, v,
w, s. Cela pos¢, en suivant le principe que j'ai indiqué dans les
Mémoires ci-dessus mentionnés, on pourra intégrer I'équation (2),
de maniére que les fonctlons arbitraires introduites par I'intégration

soient les valeurs de cp, » ele., correspondant & t=o0, ct l'on

d
dt"
arrive en particulier aux COllClUblOl]b suivantes.

Concevons, pour fixer les idées, que les variables indépendantes se
réduisent a quatl;e, x,y, 3, t. Soit n 'ordre de I’équation (2) réduite
a la forme
(3) F(D., Dy, D, D,)¢ =o.

Représentons par

o =fi(=,y, 5), dt 2 (%, 3y 5), BEERTR

dn—1
T = (@3, 3)

dn—1 ¢

d
les valeurs de ¢, 7";» R

correspondant a4 ¢=o. L’intégrale
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générale de I'équation (3) sera

1 T T ﬂF ™
() o=—ooi [ [ [
167'(— ‘ 1] 1] 4] Q

: sf(2
F(u, v, w,s)— F<u7 0, W, (0 py v ‘,’)H’ v)
~ LR

Rl G X ()

t2sinp sing dw dt dp dg
_— >
cos? 4 \/cos?

le signe E du caleul des résidus ¢tant velatif a la variable s qui, en
vertu de la formule

(5) Fu, v, w,5)=0

devient fonction de u, ¢, w, ct les valeurs de «, ¢, v, 8, A, 1k, v, Gtant
déterminées par les formules

(6) it = cosw, P == SInG CosT, W =slu® sinT,
(7) €080 == % COST =4 ¢ $Inp cosq + w siup sing,
A= cosp 7 + 2 inpco
— —— CO3 77, == < S1L 08
o cOso J cOso / 7
(8)
+ st .
v=3 sl p sin '
coss T g

Ajoulons 1°, qu'aprés avoir développé la fonciion.

S = b )L 3
I¢ (U, 2y 4%, S) — T (((’ o, W, S_f(_’f)i[):’___.))>

(9) IO )

l)[
suivant les puissances ascendantes de £(2, ., v), on devra remplacer
dans le développement les exposants de {(%, w, v) par des indices, en
¢erivant, par exemple,

£ (7, s v)
D;IL

£(2, oy v)\m
D, ) ;

2° que, T désignant une fonetion quelcongue de ¢, on devra, dans le
QEuvres de C. — S. 11, L. 1L 19

au licu de
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sccond membre de I'équation (4), considérer les notations

' T T T
Dzr, E, D—t._n [ERS) BL;L—_—;

comme propres i représenter les quantités

! Y ot [’ .
ﬂ, f T dl, f f T dtz, ey f f . .f T din—2.
a’ ) ) )

Si, pour plus de simplicité, on suppose que les fonctions f(x, y, z),
Sl y, 3), ..., fuur(2, y, 3) s’évanouissent toules 4 I'exception de
la premiére; la valeur de ¢, fournie par I'équation (6) deviendra

1 27 T 27 ™
(10) (9:———-D“f f f f
167.[2 ‘ 0 0 0 0

XE Flu, o, w,s) —=F(u, 0, w, 0)

L dF (u, 0, w, 5)
5 ds

¢ sinp sinw dw dr, dp dg
c0s® 0 {/cos? 0

le signe 2 indiquant unc somme de termes semblables les uns aux

autres et relatifs aux diverses valeurs de s que fournit I'équation (5).
Dans le cas particulier oit 'on suppose ‘

(11) F(u, ¢, w, §) =8> — a?(u* + ¢* +4- w?),

I'équation (3) devient

P R
) = &)

et la formule (10) peut étre réduite a

I d 27 ki
(13) Q== — —-f f tsinp [, (2, &, v)dp ag
4w dt ), A o

2T ™
-+ 4%[ /o‘ tsinp £,(2, p, v) dp dg,

les valeurs de 2, p., v étant
. — & + al cosp,

(14) =y + atsinp cosq,
v == 5 -+ atsinp sing.
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On se trouve ainsi ramené a 'intégrale que M. Poisson a donnée de
I'équation (12).

Concevons maintenant que I'équation (3) se rapporte a une question
de physique mathématique, dans laquelle z représente le temps, et , -
¥, 3 des coordonnées rectilignes. Supposons d’ailleurs que les valeurs

. .. d dn—t s T S .
initiales de o, Z’%’ ""Wn—'? ¢’est-a-dire les fonctions fo(x, y, 2),

Ji(x, ¥y, ), ... fuuu(@, ¥, 3) soient sensiblement nulles pour tous
les points situés a une distance sensible de I'origine des coordonnées.
Au bout du temps ¢, les valeurs de fo(R, g, v), /i s v), « .o,
-t (%, 1, v), ne cesseront d’étre nulles pour que des valeurs de 7,
(s ¥,, trés peu différentes de celles qui vérifient les conditions

A=o, B =o, v=o0

ou
~ cosp =0
c0s0 P ’
(15) =+ St siup sing = o
Y+ Gose MM 7=

: st . .
5~ ——s S SING = 0.
cos0 psug .

D’ailleurs on tire des formules (15)

x y z . st ur - 9y —+ w3z

COSp — sinp cosg  cospsing  coso c0s0
/ l

¢t par conséquent

(16) Uz + oy + Wz + st =o.

Done au bout du temps ¢ la variable ¢ n’aura de valeur sensible que
dans les points de I'espace qui appartiendront 4 I'un des plans que
peut représenter I'équation (16), lorsqu’on y regarde u, ¢, w comme
des paramétres variables. Or ces points sont tous situés en dehors de
la surface enveloppe, que touche dans ses diverses positions le plan
mobile représenté par I'équation (16). Cela posé, soit

(17) d(z, ¥, 5, t)=o0
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I'équation de la surface dont il s’agit. Le phénoméne ou sonore, ou
lumineux, ete., qui dépendait de la valeur de ¢, et qui dans le premier
instant, n’était sensible que tout prés de Iorigine, ne sera sensible au
bout du temps ¢, que dans le voisinage de la surface & laquelle appar-
tiendra I'équation (17), de sorte qu’a cette époque il cessera de se pro-
duirc en-de¢a de la surface. Done la propagation de ce phénoméne
dans I'espace donnera naissance 4 unc onde sonore ou lumincuse qui
ne laissera pas de traces de son passage, et dont la surface sera préci-
sément celle que représente la formule (17). Ajoutons que, pour
obtenir cette formule, il suffira d’¢liminer les paramétres variables u,
¢, w, entre I'équation (16) et scs dérivées relatives a u, ¢, w, ou, ce

. T A PR . (4 W .
ui revient au méme, d’é¢liminer les rapports —-» —» entre les trois
(I 174 174

¢quations,
ds

~
—= 0, Z+—_:0

T de T dw

x ds y s

8 Y- o0
(18) [T du k
attendu que s, u, ¢, w sont, cn vertu de laformule (5), quatre fonctions
homogénes de «, ¢, w, lapremiére du premier degré, les trois dernicres
4 A ™ ") \]
d’un degré nul. Done $(=z, y, 5, t) scraune fonction des sculs rapports

%ca}—;, ; Done, le temps, venant a croitre, la surface de Ponde restera
semblable & clle-méme, ct la vitesse de Ponde, suivant une droite
quelconque mende par origine, ¢’est-d-dire la vitesse avee laquelle un
point de la surface se déplacera sur cette droite, sera une quantité
constante.

I est bon d’observer que la méthode par laquelle on établit I'équa-
tion (4) s’applique au cas méme o1 I'équation (2) acquerrait un second
membre équivalant & une fonction donnée de @, y, 3, ¢, ¢t sc présen-
terait sous la forme

F(Dzy Dy, Dy ooy D)o =f(2, ¥y 5y ooy £)e
Si Péquation (3) devient

2 2 2 2
(19) i—?:Ag—g;+Bd (‘D—i—Cd(P

L d¥o d*o dre
de ~ Mo o Tlam TV

+ 2Eaf:. dz 2Fdw dy’
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A, B, G, D, E, F désignant des coefficients constants, la formule (10)
pourra étre réduite a

1 ds ds tsmpdpdq
(20) =7 dtf ffo<x+t Yy +t— ,~+tdw> — e

ds tsmp dp dq

les valeurs de s, S étant déterminées par les formules

(21) 2= Aur+ B2+ Cw?+ 2Dow + 2Ewu + 2Fup,

(ABC — AD? — BE? — CF? 4~ 2DEF)
/ ds \? ds ds
(@) + (@) (@) |

et les valeurs de u, ¢, w par les formules

'(22) Ss*=

Au+TFo+Ew Tu+Be+Dw Eu+Do+ Cw
cosp T sinpcosg ~ sinpsing

(23)
Ut 2?4 wiz=a.

Alors aussi la surface de 'onde pourra &tre facilement déterminée par

la méthode suivante.

On construira d’abord lellipsoide dont les coordonnées &, 1, {
vérifient, au bout du temps ¢, 'équalion

(24) A2 B2+ C*+ 2Dng + 2B + 2 Fin =12,

puis on détermincra les coordonnées x, y, z en fonction des coordon-
nées &, v, {, a laide des formules

(25) Af+Tn+Ef{=u, Ft + Bn+ D¢ =y, Ef+Dn+C{=x

Cela posé, équation (24) pourra s’éerire comme il suit,
(26) ZEAyn 4+ 5L=1.

Or, si, dans cette dernicre équation on substitue aux coordonnées &,
7, £, leurs valeurs en @, y, 3, tirées des formules (25), I'équation que
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I’on obtiendra, savoir,

(BC — D)2+ (CA — E2)y*+ (AB — [?) 2
+2(EF — AD)yz + 2(FD — BE)za + 2(DE — CF)ay —p
ABC — AD?*— BE2— CF2+ 2DEF -

représentera un second ellipsoide dont la surface sera celle de I'onde
cherchée. Sil’on nomme p, 7, les rayons vecteurs menés de 'origine 4
deux points correspondants (&, v, {) et (x, y, z) des deux cllipsoides,
et & I'angle compris entre ces rayons vecteurs, la formule (26) donnera

(28) prcosd=1¢.

Done, au bout du temps ¢, le produit du premicr rayon vecteur, par
la projection du second sur le premier, sera conslamment égal 4 22,
" Dans un second article, je montrerai comment, élant donnée la
surface de 'onde, on peut retrouver 'équation aux différences partielles
qui correspond a cetle surface. En résolvant ce dernier problémc,.ct
considérant une onde lumineuse représentée par le systéme d'une
sphere et d'un cllipsoide de révolution dont I'axe coincide avee le
diamétre de la sphére, on se (rouve ramené & une équation que j'ai
déja considérée dans un autre Mémoire, et qui est renfermée, comme
cas particulier, dans les formules propres a déterminer les vibrations
de molécules qui s’attirent ou se repoussentade trés petites distances.
(Voyes le Bulletin de {évrier 1829, p. 112.)
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SUR
LA REFRACTION ET LA REFLEXION
DE LA LUMIERE.

Bullletin de Férussac, Tome XIV, p. 6-10; 1830.

- Concevons deux milicux ¢lastiques séparés par le plan des yz, et dans
P'un desquels se propagent des ondes ¢lémentaires dont les plans soient
paralléles a I'axe des z. L'existence de ces.ondes que nous nommerons
incidentes entrainera la coexistence 1° d'un deuxiéme systéme d’ondes
propagées dans le premier milicu, ¢t que I'on nomme réfléchies;
2® d’un troisiéme systéme d’ondes propagées dans le deuxi¢me milieu

* et que I'on nomme réfractées. Car en faisant abstraction de ces ondes
réfléehies et réfractées, on ne pourrait satisfaire aux conditions que
nous allons indiquer et qui sont relatives a la surface de séparation.

Soient &, 1, { les déplacements de la-molécule qui coincide au bout
du temps ¢ avec le point («, y, z), ces déplacements étant mesurés
parallélement aux axes et s la vitesse de propagation, dans le premier
milicu, d’'une onde incidente comprise dans un plan parall¢le a celui
qui a pour équation

2 cosA -+ y sink =o.

Les valeurs de &, v, {, pour un point renfermé dans cette onde inci-
dente, seront de la forme

= sindg (xcos} + y sink — st),
(1) 1 = — cosA¢ (& cosA + ysinA — st),
§ =@ (x cosA + ysind — s¢),
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les déplacements des molécules étant supposés paralléles au plan de

] . . . d'C d‘l) dc . . N .
I’onde. Par suite les vitesses ?‘ij, ' ansi que les pressions A, B,

C, D, E, F, seront des fonctions de la seule quantité variable
x cosh + ysink — st, et dans le voisinage de la surface de séparation
des deux milieux, les valeurs de ces pressions ou de ces vitesses
deviendront des fonctions de ysinA —sz. Si l'on considére deux
systémes d’ondes simultanément propagées dans.le premier milieu, et
un systéme d’ondes propagées dans le second; si d’ailleurs on suppose
que I'élasticité de chaque milieu reste la méme en tous sens, les équa-
tions (1) devront étre remplacées, pour le premier milieu, par les

formules
E = sinAg(xcosA—+ ysind — st) + sin Ay (2 cosds + y sind, — st),
(2) { m=— cosAg(@x cosA + ysind — st) — cosA, X (& cosA, + ¥ sind, — st),

-

L =®(xcosh + ysind — st) + X (& cosh,+ y sind, — st),
et pour le second milieu, par les formules

= sinXw(xcosX + ysink — §'¢),
— cos X¥w(x cosd A y sind' — s'¢),

(3) : =
¢ =1 (x cos 4 ysink'— s'1)

ou, ce qui revient au méme, par les suivantes :
E= sindW [;-, (zcosh =+ ysink — ') ] s
s .
(4) 72:——cosl’\lf[;(xcosl’—i—ysm)\’—s’l)]’

E=w [5 (x cosl’—{—ysinl’—-s’t)]-

Cela posé les valeurs de

& do
de’ df’ di’

() A, B, G D, E, F,

correspondant & des points trés voisins du plan des yz deviendront,
pour le premier milicu, fonctions des seules quantités

(6) ysind —st, y sind,— 51
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et pour le deuxiéme milieu, fonctions des seules quantités
s L.,
(7) Fysm)\——st.

Or pour obtenir les conditions relatives a la surface de séparation, il
suflit d’écrire que les valeurs dont il s'agit, ou du moins quelques-unes
d’entre elles, restent les mémes dans le passage d'un milieu a 'autre,
et dés lors ces conditions ne peuvent étre remplies 2 moins qu’on
n’ait

ysinA — st =y sink, —st = %y sin}’ — st,

»~

quelles que soient y et ¢; et par suite
(8) s_in}:sin)\i:‘%sin}’.

Or, en observant que pour s'=s, on devrait avoir non seulement
sin A= sin, mais encore cosA’==cosA, on tirera de la formule (8)

(9) sinA;=sinA, COSAy == — CcOSA,

.=

s s
(10) sind'= ;sin?\, cosh = <1—- — sin® 7\> .

Donc I'angle d’incidence est égal a 'angle de réflexion, tandis que les
sinus des angles d’incidence et de réfraction sont entre eux comme les
vitessse de propagation de la lumiére dans les deux milieux. De plus,
on reconnaitra sans peine que, dans le cas ou la lumiére incidente est
polarisée perpendiculairement & I'axe des z, les valeurs de la vitesse

17/ . . R . . s A

——j et de la pression A relatives a la surface de séparation doivent &tre
les mémes pour les deux milieux, et I'on obtiendra ainsi des formules
qui s’accordent avec la loi de M. Brewster sur 'angle de polarisation
compléte, si I'on suppose que la densité de I'éther reste la méme dans
les deux milicux. Cette hypothése étant admise, les fonctions y'(x),

/(@) se trouveront liées & la fonction ¢’() par les formules

(11) ¥ (%) _ sin2k—sinaX’ () _ sind 2sin21
¢ ()~ sin2A—+sin2A o' ()~ sl sin2d +sinz2 i
Ouvres de G. — S. 11, 1. TL. . 20
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Enfin, comme dans le cas ou la lumiére se trouverait polarisée paral-
lélement 4 I'axe des z, ce seraient évidemment les composantes D, E
de la pression totale \/C*-D*- E? supportéc prés de la surface de
séparation par un plan perpendiculaire & I'axe des z, qui devraient
conserver les mémes valeurs pour les deux milieux élastiques, il en
résulte que les fonctions X' (), W'(x) seront liées & la fonction @' ()
par les formules

X'(x) _sin(N—12) W (x) _ sinh sin2l
(12) O (z)  sm(A+1)  ®(z) sk sm(i+1)

La premiére des formules (11) et Ja premiére des formules (12) coin-
cident avee celles que Fresnel a données dans le n° 17 des Annales de
physique et de chimie. Les formules (11) et (12) doivent étre réunies,
lorsque le lumiére incidente n’est polarisée ni parallélement 4 I'axe

- des z, ni perpendiculairement a cet axe. Ces formules montrent que
la lumiére réfléchie est polarisée tout entiére dans le plan de réflexion,
quand le rayon rvéfléchi est perpendiculaire au rayon réfracté, et
s’accordent avec toutes les observations des physiciens sur la réllexion
ou fa réfraction de la lumiére. Il suit des mémes formules que les
carrés des vitesses des molécules lummineuses dans les ondes incidentes,
ré{léchie et réfractée, sont proportionnels aux trois quantités 1, 0, @',
ces quantités 1, ©, 0 ¢tant déterminées, 1° quand lalumiére incidente
est polarisée perpendiculairement 4 'axe des z, par les équations

sin1A — sin2’\? sina \? 25102 A 2
(13) G): —.—'—_—'—."—\, b E)/: v 7 0 0 7 b
singzA 4 sinzi sini SN2 A+ sinz i

2° quand la lumiére est polarisée parallelement & I'axe des z, par les
deux suivantes :

_(sin(F—2)\? ([ sink\? sin2 A 2
(14) @_<sin(7\’+ )\)> ! ® —(sinl’> <sin(7\’+ k)> )

Si'on nomme ©" ce que devient @ quand on change entre cux les
angles A, &', on tirera des formules (13) ou des formules (14)

(15) 0'0'=(1—0).
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D’ailleurs, si le deuxi¢me milieu est terminé par deux faces paralléles,
dont I'une coincide avec le plan des yz, et si I'on représente par 1
Pintensité de la lumiére incidente, ® sera l'intensité de la lumiére
réfléchie par la premiére surface, tandis que les quantités de lumiére
qui s’échapperont du deuxiéme milieu aprés deux réfractions, dont la
seconde pourra s’opérer i la suite d’'une ou de plusieurs réflexions
consécutives, seront respectivement exprimées par les produits 0’6",
00'0", 020'¢", etc., dont la somme, en vertu de la formule (15), sera

(16) 00" (1+04+02+...)=(1—021+0+02..)=1—0.

En ajoutant & cette dernicre expression la quantité de lumiére réfléchic
par la premiére surface, on obtiendra pour somme 'unité. Donc la
lumicre polarisée perpendiculairement ou parallélement a 'axe des z,
n’éprouvera aucune diminution résultant de son passage & travers le
second milicu. Cette proposition se trouve d’accord avec 'expérience,
et s’¢tend évidemment au cas ou les vitesses initiales des molécules ont
des direclions quelconques, attendu que dans ce dernier cas, la vitesse
d’une moléeule a pour carré la somme des carrés de ses deux compo-
santes, paralléle et perpendiculaire 4 'axe des 3.

Note sur la dispersion de la lumiére.

Supposons qu'une onde lumineuse comprise dans un plan paralléle
au plan des z se propage dans un milieu élastique; admettons de plus
quon prenne pour axe des o unc droite paralléle aux déplacements
des molécules, en sorte quon ait y=o0, {= o; dailleurs £ ne scra
fonction que de y et ¢; en conséquence, si 'on pousse I'approximation
jusqu’aux dérivées du quatriéme ordre, on obtiendra pour déterminer
& I'équation différenticlle

Py L
(1 Ci=RS lii);*’

a laquelle on satisfait en prenant, par exemple,

(2) e =Ksin[A(y + Qu)],
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pourvu qu’on ait :
(3) QL=R—-—Ri=s5s(1—04?)

en posant .
R =52, R'=0OR = 0s?,

Si I'on désigne par [ la longucur d’une ondulation, c¢’est-a-dire la
distance, mesurée suivant I'axe desy, de deux molécules pour lesquelles

au méme instant ¢, & et , sont les mémes, on aura

2T

(4) l=—-
De méme en désignant par T le temps d’unc oscillation, c’est-a-dire le

e

temps nécessaire pour que les valeurs de £ et = correspondant a une

méme molécule deviennent les mémes; T sera determiné par I'équation

() sz'r—;?kl‘:z,

c’est de celte valeur T que dépend la nature d’une couleur.

Les formules (3) et (5) renferment toute la théorie de la dispersion.
Ajoutons que de ces formules, jointes & celles de la réfraction et de la
réflexion, on conclut immédiatement que, dans la réfraction ou la
réflexion la couleur reste ce qu’elle était d’abord, le coefficient de ¢ ne
changeant point. Au reste, on peut encorc intégrer généralement les
équations que j’ai données dans les Exercices de mathématiques pour
représenter le mouvement d’un systéme de moléeules sollicitées par
des forces d’attraction et de répulsion mutuelle, savoir :

e B T
C(Z;lg S%‘i—mf( )Aﬂ} S{mf(r)eqose},
%‘:S{-i—mf(')m}—|~S§mf(r)scosy},
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la valeur de e étant
P ;(cosa A% + cos8 An + cosy AL).
On arrive ainsi d’unc maniére plus générale ct plus simple a la polari-
sation et a la dispersion de la lumiére. C'est ce que j'al montré, au

College de France, dans mes lecons des 19 et 22 juin 1830, ¢t ce que
i’ expliquerai plus en détail dans un nouvel article.
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SUR
LA MECANIQUE CELESTE
ET SUR
UN NOUVEAU CALCUL
QUI S’APPLIQUE A UN GRAND NOMBRE
DE QUESTIONS DIVERSES (*).

Bulletin de Férussac, Tome XV, p. 260-269; 1831.

Avant d’'indiquer d'une manicre plus précise I'objet des recherches
que j’ai 'honneur de présenter & ’Académie, il ne sera pas inutile de
dire a quelle occasion elles ont été entreprises.

Les méthodes qne les géométres ont employées pour déduire du
principe de la gravitation les mouvements des corps célestes, laissaient
encore beaucoup & désirer. Souvent elles manquaient de la rigueur
convenable. Ainsi, en particulier, on ne trouve nulle part, dans la
Mécanique céleste de Laplace, une démonstration suffisante de la for-
mule de Lagrange, qui sert pourtant de base a la plupart des théorics
exposées dans cet Ouvrage. D’ailleurs, pour déterminer a 'aide de ces
méthodes les coefficients numériques relatifs a telle ou telle perturba-
tion des mouvements planétaires, les astronomes étaient quelquefois
obligés d’entreprendre des calculs qui exigeaient plusieurs années de

«

(1) Lu a YAcadémie de Turin le 11 octobre 1831.
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travail. Un des membres les plus distingués de cette Académie,
M. Plana, m’ayant parlé derniérement encore du temps que consumaient
de pareils calculs, je lui dis que j'étais persuadé qu’il serait possible de
les abréger, et méme de déterminer immédiatement le coefficient
numérique correspondant & une inégalité donnée. Effectivement, au
bout de quelques jours, je lui rapportai des formules a 'aide desquelles
on pouvait résoudre de semblables questions, et dont j'avais déja fait
I'application a la détermination de certains nombres qu’il est utile de
considérer dans la théorie de Saturne et de Jupiter. Quelques jours
aprés, en s’appuyant sur des résultats qu’il avait obtenus dans un de
s6s Mémoires, M. Plana m’a dit avoir retrouvé ou les mémes formules,
ou des formules du méme genre. Au reste, pour établir les formules
dont il s’agit, et d’autres formules analogues que renferme le Mémoire
ci-joint, il suflit d’appliquer audéveloppement de la fonction, désignée
par R, dans la Mécanique ccleste, des théorémes bien connus, tels que
le théoréme de Taylor et le théoréme de Lagrange, sur le développe-
ment des fonctions des racines des équations algébriques ou transcen-
dantes. Mais on a besoin de recourir 4 d’autres principes et a de nou-
velles méthodes pour arriver 4 des résultats plus importants dont je
vais maintenant donner unc idée.

En joignant a la série de Stirling ou de Maclaurin le reste qui la
compléte, -et présentant ce reste sous la forme que Lagrange lui a
donnée ou sous d’autres formes de méme genre, on peut s’assurer,
dans un grand nombre de cas, qu'une fonction f(x), de la variable «,
est développable pour certaines valeurs de = en une série convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes de cette variable et déter-
miner la limite supérieure des modules (1) des valeurs réelles ou ima-
ginaires de &, pour lesquels le développement subsiste. Ajoutons que,
pour développer une fonction explicite de plusieurs variables x, y,
3, ... suivant les puissances ascendantes de¢ 2, v, 3, . ... c’est-a-dire

(1) Le module d’une valeur imaginaire de = est la racine carrée positive de la somme

qu'on obtient, en ajoutant le carré de la partie réelle au carré du coefficient de /—1.
Lorsque ce coefficient s’évanouit, le module se réduit & la valeur numérique de z.
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cn une série convergente dont le terme général soit une fonction
entiére et homogéne de x, y, 3,~. . ., il suffit de remplacer la fonction
proposée f(x, y, 3, ...) par f(ax, ay, a5, ...), puis de développer
f(ax, ay, az, ...) suivant les puissances ascendantes de «, et de
poser ensuite « =1. Par conséquent la théorie du dévelopi)cmcnt des
fonctions explicites de plusieurs variables se raméne immédiatement a
la théorie du développement des fonctions explicites d’une scule
variable. Mais il importe d’observer que Papplication des régles, a 'aide
desquelles on peut décider si la série de Stirling est convergente ou
divergente, devient souvent trés difficile, attendu que, dans cette
série, le terme général ou proportionnel & " renferme la dérivée de
Pordre n de la fonction f(«) ou du moins sa valeur correspondante a
une valeur nulle de z, et que, hormis certains cas particuliers, la
dérivée de 'ordre n d’une fonction donnée prend une forme de plus
en plus compliquée, & mesure que » augmente. .
Quant aux fonctions implicites, on a présenté, pour leurs dévelop-
pements en séries, diverses formules déduites le plus souvent de la
méthode des coeflicients indéterminés. Mais les démonstrations qu’on
a prétendu donner de ces formules sont généralement insuflisantes :
1° parce qu’on n’a point examiné si les séries sont convergentes ou
divergentes, et qu’en conséqucnce on ne peut dire le plus souvent dans
quels cas les formules doivent étre admises ou rejetées; 2° parce qu’on
ne s’est point attaché & démontrer que les développements obtenus
avaient pour sommes les fonctions développées, et qu’il peut arriver
qu’une série convergente provienne du développement d'une fonction,
sans que la somme de la série soit équivalente ala fonction elle-méme.
Il est vrai que I'¢tablissement des régles générales propres a détermi-
ner dans quels cas les développements des fonctions implicites sont
convergents, et représentent ces mémes fonctions, paraissait offrir de
grandes difficultés. On peut en juger en lisant attentivement le Mémoire
de M. Laplace sur la convergence ou la divergence de la série que
fournit, dans le mouvement elliptique d’une planéte, le développement .
du rayon vecteur, suivant les puissances ascendantes de I'excentricité,
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Je pense donc que les géométres et les astronomes attacheront quelque
prix 4 mon (ravail, quand ils apprendront que je suis parvenu a éta-
blir, sur le développement des fonctions, soit explicites, soit implicites,
des principes généraux, et d’'une application facile, 4 I'aide desquels
on peut non seulement démontrer avec rigueur les formules, et indi-
quer les conditions de leur existence, mais encore fixer les limites des
erreurs que 'on commet en négligeant les restes qui doivent compléter
les séries. Parmi ces régles, celles qui se rapportent a la fixation des
limites des erreurs commises, présentent dans leur ensemble un nou-
veau calcul que je désignerai sous le nom de Calcul des limites. Je me
contenterai d’indiquer ici en peu de mots, quelques-unes des proposi-
tions fondamentales sur lesquelles repose le calcul dont il s’agit.

Soit f(x) une fonction de la variable x. Si I'on attribue a cette
variable une valeur imaginaire z dont le module soit X, le rapport de
4 X sera une exponentielle de la forme e”/~?, p désignant un certain
arc réel que ’on pourra supposer compris entre les limites —n, + 73
et le module de f(z) dépendra tout 4 la fois du module X et de 'arc p.
Or, parmi les valeurs que prendra le module f(z) quand on fera
varier p, il y en aura généralement une quiserasupérieure a toutes les
autres. )

C’est cette valeur maximum du module de f(z) que je consi-
dére spécialement dans le calcul des limites. Je la désigne par la lettre
caractéristique A placée devant la fonction f(x), et je prouve : 1° que
la fonction f(x) est développable par le théoréme de Stirling en une
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x,
lorsque, le module de « étant égal ou inférieur 4 X, la fonction f(x)
reste finie et continue pour le module X ou pour un module plus petit
de la variable réelle ou imaginaire x ; 2° qu’alors, dans le dévelop-
pement de f(x) suivant les puissances ascendantes de z, le coeffi-
cient de «* offre un module inférieur au quotient qu'on obtient en
divisant par X*, le module maxzimum de f(x). Cela posé, sil’on attribue
a « une valeur imaginaire dont le module soit désigné par &, le module

du terme général, dans le développement de f(x), sera inférieur au
CEuvres de C. — S. 1L t. II. 21
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produit de A f(z) par la n‘ﬁ“f puissance du rapport 5% D’ailleurs, lors-

que la fonction f(z) est développable en une série convergente ordon-
née suivant les puissances ascendantes de z, le reste qui compléte
cette série, prolongée jusqu’au ni=e terme, équivaut & la somme des
termes dans lesquels exposant de x est égal ou supérieur a n. Donc
le module de ce reste, s'il est imaginaire, ou sa valeur numérique, s’il
est réel, ne surpassera pas la somme des termes correspondants & ceux
que nous venons d’indiquer dans la progression géométrique ci-dessus
mentionnée, c’est-a-dire le reste qui compléte cette progression.
Ainsi, la détermination d’unc limite supérieure aureste, qui compléte
la série ‘proprc a représenter le développement d’une fonction quel-
conque, se trouve ramende a la détermination des restes des progres-
sions géométriques, c’est-d-dire 2 une question résolue depuis long-
temps en analyse. On sait en effet que, dans la progression géométrique,
qui a pour premier terme l'unité, et pour raison i, la somme des
termes dans lesquels & porte un exposant ¢gal ou supérieur a n, équi-

vaut au quotient du ' terme par la différence 1 — ;; Lorsque le

premier terme devient A f(z), il faut multiplier par ce premier terme
le quotient dont il s’agit.

Il est important d’observer que, d’aprés ce qu’on vient de dire, les
limites supéricures aux modules du terme général de Ia séric de
Stirling ¢t du reste qui compléte cette série sont des fonctions du
module X, qui représentent les maxima relatifs & p des modules de
certaines fouctions de la variable imaginaire z = X ¢”¥=". D'ailleurs lc
module X doit surpasser le module &, et étre déterminé de maniére
que la fonction f(z) reste finie et continue pour le module X ou pour
un module plus petit de la variable . Or, parmi les valeurs de X qui
remplissent ces deux conditions, on devra évidemment choisir de pré-
férence celles qui rendront les limites supérieures dont il s'agit, les
plus petites possible, ct alors ces limites, considérées comme valeurs.
particuliéres des fonctions de Z ci-dessus mentionnées, seront tout a
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la fois des maxima relativement a I'angle p, et des minima relativement
au module X, ou, ce que nous avons nommé¢ dans un autre Mémoire,
les modules principaux de ces mémes fonctions.

Au surplus, quand on se propose uniquement de calculer des limites
supérieures aux modules des termes généraux ou des restes des séries,
il n’est point nécessaire de déterminer exactement les modules princi-
paux dont il est ici question ; et I'on peutse contenter de chercher des
nombres supérieurs a ces modules.

Il est facile d’étendre les principes que nous venons d’indiquer aux
fonctions de plusieurs variables. Soit en effet f(z, y, 5, ...) une fonc-
tion donnée des variables x, y, z, .... Sil'on attribue & ces variables
des valeurs imaginaires Z, y, 3, ... dont les modules soient respecti-
vement X, Y, Z, ... le module de f(z, ¥, 3, ...) d¢pendra tout a la
T2,
XY 7
Or on peut choisir ces rapports, ou plutot les arcs de cercle qui sy

fois des modules X, Y, Z, ... et des rapports imaginaires

trouvent renfermés, de maniére que le module de f(z, ¥, 53, ...)
acquiére la plus grande valeur possible, les nombres X, Y, Z restant
les mémes. Cest cette plus grande valeur ou cette valeur maximum
que je désigne par la caractéristique A, placée devant la fonction f(z,
¥, 3, ...), et je prouve : 1° que la fonction f(x,y, 3, ...) est dévelop-
pable en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascen-
dantes de @, y, 5, ..., quand les modules des variables x, y, 3 étant
égaux ou inférieurs 2 X, Y, Z, ... la fonction f(x, y, 5, ...) reste
finie et continue pour les modules X, Y, Z, ... ou pour des modules
plus petits de ces mémes variables; 2° qu’alors, dans le développement
de f(z, y, 5, ...) suivant les puissances ascendantes de =, y, 5, ...
le coefficient de «”, ¥, 3" ... offre un module inféricur au quotient
qu'on obtient en divisant par X Y Z*"... le module maximum de
f(®, ¥, 5, ...). Cela posé, si on attribue a z, y, 5, ... des valeurs
réelles ou imaginaires dont les modules £, 0, ¢, ... soient plus petits
que X, Y, Z, ..., les divers termes du développement de la fonction
S(x, y, 3, ...) offriront des modules respectivement inférieurs aux
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termes correspondants d’une fonction de &, 1, {, ... qu'on obtiendra
en multipliant le module maximum de f(z, y, z, ...) par les sommes
des progressions géométriques qui ont pour premiers termes l*unité

.
- ral £ n ¢ e RTI
et pour raisons les rapports 3> 3» 7» --++ Donc, si Pon néglige, dans le

développement de la premiére fonetion f(x, y, z, ...) certains termes,
par exemple, ceux dans lesquels I’exposant de x est égal ou supéricur
a n, 'exposant de y égal ou supérieur a n’, 'exposant de z égal ou
supérieur a n”, ctc., erreur (*) commise sera plus petite que la somme
des termes correspondants de la seconde fonction, et par conséquent
inférieure au produit de Af(Z, ¥, 5, ...) par les restes des progres-
sions géométriques ci-dessus mentionnées.

Observons encore, qu’aprés avoir déterminé en fonction de X, Y, Z
une limite supérieure au reste de la série qui représente le développe-
ment de f(w, y, 3, . . .) suivant les puissances ascendantes de z, y,
3, ..., ondevra choisir X, Y, Z, ... de maniére a rendre cette limite
la plus petite possible. ‘

Si 'on voulait obtenir une limite supérieure a lasomme des modules
des termes qui, dans le développement de f(x, y, 5, ...), offrent un
degré égal ou supérieur a n, c’est-a-dire des termes dans lesquels les
exposants de , y, 5. ... offrent unc somme égale ou supérieure a n,
il suffirait de chercher une limite supérieure au reste de la série qui
représente le développement de f(ax, ay, az, ...) suivant les puis-
sances ascendantes de «, et de poser dans cette limite « =1.

Les principes que nous venons d’établir, s’appliquent trés facilement
aux séries qui représentent les développements des fonctions explicites
d’une ou de plusieurs variables, et fournissent pour ces séries, non
séulement des régles générales de convergence, mais encore des limites
supérieures aux modules des termes généraux, et aux erreurs que ’on
commet, quand on calcule seulement un certain nombre de termes en

(1) Lorsque les termes négligés sont réels, 'erreur commise a pour mesure la valeur
numérique de leur somme. Lorsqu'ils deviennent imaginaires, le module de cette méme
somme peut servir a mesurer 'erreur dont il s’agit.
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négligeant tous les autres. Pour étendre 'application des mémes prin-
cipes aux séries qui représentent les développements d’'une ou de plu-
sieurs fonctions implicites, déterminées par une ou plusieurs équations
algébriques ou transcendantes, il suffit d’observer qu’en vertu de la
formule de Lagrange ct des formules analogues qui se déduisent du
calcul des résidus, les cocfficients des termes généraux, dans ces
mémes séries, peuvent étré, comme dans les séries de Taylor et de
Stirling, exprimés au moyen des dérivées des divers ordres de certaines
fonctions, et qu'en conséquence, la détermination de limites supé-
rieures aux modules des termes généraux, et aux restes des séries,
peut étre réduite a la détermination des modules maxima de ces
mémes fonctions. On pourra donc établir, pour les séries proposées,
des régles de convergence et trouver des limites supérieures aux restes
des séries, ou plutdt a leurs modules. La seule question qui restera
indécise, sera de savoir siles séries, supposées convergentes, ont effec-
tivement pour sommes les fonctions implicites dont le développement
les a produites. Or, on peut s’appuyer, pour résoudre cette question,
sur des propositions générales, semblables a celles que je vais énoncer.

TutoreMe 1. — Supposons qu'une fonction implicite u de la variable z,
soit déterminée par une équation algébrique ou transcendante, qu'elle se
réduise & u pour une valeur nulle de x, et que Uon ait développé cette
Jonction implicite en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes
de x par la formule de Stirling, de Lagrange, elc., ou ce qui revient au
méme, par la méthode des coefficients indéterminés. La somme de cette
série représentera la fonction u, si la valeur de x est tellement choisie
que, la série étant convergente, la fonction explicite de x et u, qui consti-
tue le premier membre de I'équation donnée, soit elle-méme développable
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de
la variable x et de la différence u — u,.

TurorkME II. — Supposons que plusieurs fonctions implicites u, v,

w, ... de plusieurs variables x, y, 3, ... soient déterminées par une ou
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plusieurs équations algébriques ou transcendantes, qu'elles se réduisent &
Ugy Vo5 Woy + .+ pour des valeurs nulles de x, y, z, ..., et qu'on ait déve-
loppé ces fonctions vmplicites en séries ordonnées suivant les puissances
ascendantes de x, y, 3, ... par les formules de Stirling, de Lagrange,
ete., ou, ce qui revient au méme, phr la méthode des coefficients indéter-
minés. Les sommes de ces séries représenteront les valeurs du u, v, w, ...,
st les valeurs de x, y, 3, ... sont tellement choisies que, les séries étant
convergentes, les fonctions explicites de x, y, 5, ..., U, v, w, ... qui
constituent les premiers membres des équations données, soient elles-
mémes développables en séries convergentes, ordonnées suivant les puis-
sances ascendantes des variables z, y, 3, ... et des différences u— u,,

P— 0, W — ...

Pour démontrer ces propositions, il suffit évidemment d’observer
(ue, si les conditions énoncées sont remplies, les premiers membres
des équations données, aprés les substitutions des valeurs générales de
U—Uy, 0 —0y, W—w,, ..., seront encore des séries convergentes
ordonnées suivant les puissances ascendantes de x, y, 3, ..., et que,
dans ces séries convergentes, le coeffficient de chaque terme sera
identiquement nul.

Au surplus, sans le secours de ces propositions, et en s’appuyant
sur des formules générales que fournit le calcul des résidus, on peut
établir directement des régles dignes de remarque sur la convergence
des séries qui représentent les développements des fonctions impli-
cites, et sur la fixation des limites supérieures aux modules des restes
qui complétent les séries.

Les propositions ci-dessus mentionnées peuvent encore étre facile-
ment étendues au cas ou les fonctions implicites seraient déterminées
par des équations aux différences finies ou infiniment petites ou aux
différences partielles, ou aux différences mélées. Ainsi, en particulier,
on pourra énoncer le théoréme suivant :

Tutorime III. — Soient données plusieurs équations différentielles
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stmultanées entre la variable x, des fohctions inconnues y, z, ... de
cette variable et leurs dérivées de divers ordres y', 7', ..., y", 3,
Supposons d'ailleurs que par la méthode des coefficients indéterminés on
ait développé v, 3, . .. en séries convergentes ordonnées suivant les puis-
sances ascendantes de x. Les sommes de ces séries représenteront les
valeurs générales de y, s, ..., st la valeur de x est tellement choisie que,
les séries dont 1l s’agit, et par suite, celles qui représenteront les dérivées
dey, z, ..., étant convergentes, les fonctions explicites de x, y, 3, . . .,
y'y 3y ... qui constituent les premiers membres des équations données,
soient clles-mémes développables en séries convergentes ordonnées suivant
lés puissances ascendantes de x et des différences qu'on obtient en retran-
chant des valeurs géncralesde y, 5, ...,y 5, ... leurs valeurs initiales
correspondant ¢ x = o.

Je n’ai pu qu'indiquer rapidement quelques-uns des principaux
résultats contenus dans le Mémoire que jai 'honneur de présenter 4
I'’Académie. Ce Mémoire renferme encore : 1° une théorie de la varia-
tion des constantes arbitraires (*), plus générale et, & quelques égards,
plus simple que celles qui se trouvent exposées dans les Mémoires de
MM. Lagrange, Laplace et Poisson; 2° des intégrales définies, propres
a représenter, dans le développement connu de la fonction R, le coef-
ficient du sinus ou du cosinus d’un angle donné; 3° des formules
d’interpolation qui servent a déterminer une fonction entiére de sin x
ct de cosz, quand on connait un nombre suffisant de valeurs particu-
licres de cette méme fonction; 4° plusicurs développements nouveaux
de la fonction R, avec des formules propres non seulement & fournir
les termes généraux de ces développements, mais encore a déterminer
les limites des erreurs commises quand on conserve seulement certains

(1) Dans un Mémoire présenté a 'Institut, M. Ostrogradsky s’était aussi occupé de la
variation des constanles arbitraires, et il avait appliqué, a ce que je crois, une formule
de M. Fourier & la conversion des termes qui composent le développement de la fonetion R
en intégrales définies. Mais n’ayant qu'un souvenir confus de ce Mémoire, tout e que je
puis dire ici, ¢'est que dans le cas ol quelques-unes de ces formules coincideraient avec
quelques-unes des miennes, je ne.prétends en aucune maniére, lui contester la priorité.
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termes en négligeant tous ceux qui les suivent. Je montre aussi dans
quels cas 'un de ces développements doit &étre employé de préférence
a I'autre. Ainsi, en particulier, si 'on demande les perturbations pro-
duites dans le mouvement d’une planéte par unc autre planéte située a
trés peu prés la méme distance du Soleil que la premiére, le dévelop-
pement employé jusqu’ici par les astronomes devra étre rejeté, et il
faudra lui substituer un- des autres développements ci-dessus men-
tionnés. On devra donc recourir a ces nouveaux développements dans
la théorie des petites planétes, quand on recherchera les inégalités
qui dépendent de leurs attractions mutuelles.
~ Au reste, si 'Académie attache quelque prix aux travaux dont je
viens de I'entretenir, je pourrai, sous peu.de temps, lui offrir d’autres
Mémoires dans lesquels je montrerai d’une part, comment on peut
appliquer le calcul des résidus a la théorie du développement des
fonctions implicites, et de 'autre, comment on peut s’assurer de la
convergence des séries qui représentent les intégrales des équations
différentielles linéaires ou non linéaires, et fixer les limites supérieures’
aux modules des restes qui complétent ces mémes séries. .

.
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SUR
LES RAPPORTS QUI EXISTENT
ENTRE
LE CALCUL DES RESIDUS ET LE CALCUL DES LIMITES
ET SUR |
LES AVANTAGES QUE PRESENTENT
CES DEUX NOUVEAUX CALCULS DANS LA RESOLUTION
DES EQUATIONS ALGEBRIQUES OU TRANSCENDANTES (*).

Bulletin de Férussac, Tome XVI, p. 116-119; 1831.

Dans le Mémoire que j'ai eu 'honneur de présenter le 1¥ octobre
dernier 4 I'’Académie, j'ai posé les bases du nouveau calcul que je
désigne sous le nom de calcul des limites; et aprés avoir montré com-
ment on peut le faire servir a la détermination des limites des-erreurs
commises dans le développement des fonctions explicites, quand on
arréte les séries aprés un certain nombre dc termes, j'ai indiqué plu-
sieurs théorémes a 'aide desquels on pouvait étendre Papplication du
méme calcul au déveJoppement des fonctions implicites. J'ai ajouté
que, sans recourir & ces théorémes, on pouvait établir directement des
régles dignes de remarque sur la convergence des séries qui représen-
tent les développements des fonctions implicites, et sur la fixation

(Y) Lu & 'Académic de Turin le 27 novembre 1831.
QEuvres de C. — S. IL. t. 1L, 22
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des limites supérieures aux modules des restes qui complétent les
séries. L’exposition de ces régles, la recherche de ces limites, ainsi
que la détermination du nombre et des valeurs des diverses racines
d’une équation algébrique ou transcendante, ou simplement des
racines qui remplissent des conditions données, forment la matiére du
nouveau Mémoire. Plusieurs des propositions qu’il renferme me parais-
sent dignes, par leur importance et leur nouveauté, de fixer un
moment 'attention des géométres. Pour en donner unc idée, je me
contenterai d’en citer ici quelques-unes.

Soient z une variable réelle et f(x) une fonction de cette variable
qui devienne infinie pour  =a. Si I'on fait croitre «, la fonction f(x)
passera, en devenant infinie, du négatif au positif, ou du positif au
négatif ou bien elle ne changera pas de signe. La quantité + 1, dansle .
premier cas, — 1, dans le second, zéro, dans le troisiéme, est ce que je
nomme l'indice de la fonction, pour la valeur donnée a de la variable z.
Jappelle indice intégral pris entre deux limites données x=ux,,
x=X, la somme des indices correspondant aux valeurs de  qui ren-
dent la fonction infinie entre ces limites ; et je désigne cet indice inté-

- gral par la lettre J, suivie de doubles parenthéses, dont I'usage est le
méme que dans le calcul des résidus, et accompagnée des limites z,,
X, que on écrit a la suite de la lettre J, comme on écrit a la suite de
la lettrefles limites d’une intégrale définie. Cela posé, je fais voir
1° que la détermination du nombre des racines réelles ou imaginaires
des équations algébriques ou transcendantes se réduit a la détermi-
nation des indices des fonctions; 2° que la détermination de I'indice
d’une fraction rationnelle peut étre ramenée a la recherche du plus
grand commun diviseur algébrique entre les polynomes qui composent
ses deux termes. Il y a plus. Soient 2, y deux variables réelles,

szx—!-)’\/—_!

une variable imaginaire, et f(3) une fonction réelle ou imaginaire de s.
Concevons que, x, y étant considérées comme des coordonnées rectan-
gulaires, on trace dans le plan des z, y, un contour 00'0" ... formé
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d’une ou de plusieurs lignes droites ou courbes. Soit s une longueur
variable mesurée sur ce contour, a partir d’un point fixe, et dans le
sens du mouvement de rotation direct. Enfin posons

{(s)=¢+V—1,
o, % désignant deux fonctions réelles de z, y; et soit J(s) la fonction

de s a laquelle se réduit le rapport;—i quand on exprime les coordon-

nées x, y par le moyen de l'arc s. Chacune des racines réelles ou ima-
ginaires de I'équation -
f(zs)=o0

Ld

offrira une partie réelle et un coefficient de /— 1 qui seront des valeurs
de @, y propres & représenter les coordonnées d’un point situé en
dedans ou en dehors du contour 00*0” .. .. Cela posé, je démontre :
1° que le nombre des racines correspondantes a des points renfermés
dans le contour 00’0" . .. cst la moitié de I'indice intégral de la fonc-
tion ¢(s) étendu au périmétre entier de ce contour; 2° que le résidu
intégral d’une fonction quelconque de z, étendu a toutes les racines
dont il s’agit, peut étre exprimé par une intégrale définie trés simple
ct relative a I'arc 5. Cette derniére proposition fournit immédiatement
les diverses formules générales que j’ai données pour la détermination
des intégrales définies dans un Mémoire présenté a I'Institut en 1814,
dans les Exercices de mathématiques, ct dans les Annales de M. Gergonne.
Elle offre le moyen de représenter par une seule intégrale définie la
somme des racines correspondantes 4 des points renfermés dans le
contour Q0’0" ..., ou la somme de fonctions semblables de ces
racines. Lorsque, la fonction f(z) étant décomposéc en deux parties
II(z), w(z), le module du rapport.

S|
[2]
~—

i (

n
~

est, pour tous les points situés sur le contour 00'0” ..., inférieur &
I'unité, le nombre des racines correspondantes 4 des points renfermés
dans son contour reste le méme pour les deux équations qu’on obtient
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en égalant & zéro la fonction f(z) ou sa premiére partie II(3); et la
somme des racines de I'équation f(z) = o, ou la somme des fonctions
semblables de ces racines peut étre développée en une série conver-
gente dont les différents termes ne contiennent plus que les racines de
Péquation II(z) = 0. On reconnait ainsi que le théoréme énoncé par
M. Laplace dans les Mémoires de I Académie des sciences de 1777, cst
inexact toutes les fois que le nombre désigné par ¢ dans ce théoréme
différe de 'unité, et que le théoréme substitué par M. Paoli au théo-
réme de Laplace, cesserait lui-méme d’étre exact, sile premier membre
de I'équation que I'on considére ne remplissait pas certaines condi-
tions. Ajoutons qu’a I'aide des principes ci-dessus indiqués, la déter-
mination du nombre des racines d’une équation algébrique qui corres-
dent a des points situés dans le contour 00'0” ... peut s’effectuer trés
simplement toutes les fois que ce contour est uniquement composé de
droites ou d’arcs de cercles, ou méme de courbes tcllement choisies
que, pour tous les points situés sur chacune d’elles, ety puissent
étre exprimés rationnellement en fonction d’une troisiéme variable ¢.
Ainsi, 'opération connue sous le nom de division algébrique suffira
pour déterminer combien de. racines réelles ou imaginaires d’une
équation de degré quelconque offrent des modules inférieurs a4 un
nombre donné, ou des parties réelles comprises entre des limites
données, etc. Parmi le grand nombre de théorémes remarquables aux-

. quels on est conduit de cette maniére, se trouvent compris le théoréme
de Descartes, celui de MM. Budan et Fourier, ceux que j’ai moi-méme
établis dans le Journal de I Ecole polytechnique, ceux que M. Ch. Sturm
a publiés dans le Bulletin des sciences, de juin 1829, ctc. Quant 4 la
détermination des limites des erreurs commises dans le développement
des fonctions implicites, elle devient encore plus simple et plus facile,
lorsqu’on a égard aux principes que je viens de résumer en peu de
mots.
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FORMULES EXTRAITES D’UN MEMOIRE
PRESENTE LE 27 NOVEMBRE 1831
A I’ACADEMIE DES SCIENCES DE TURIN

PAR

M. AUGUSTIN CAUCHY

MEMBRE DE L’INSTITUT DE FRANCE.

Bulletin de Férussac, Tome XVI, p. 119-128; 1831.

Soient &, y deux variables réelles, considérées comme représentant
des coordonnées reclangulaires; .

z=a 4y /—1 une variable imaginaire;

000" ... un contour ou un polygone composé d’une ou de plu-

~ sicurs lignes droites ou courbes, et tracé arbitrairement dans le plan
des x, y;

P I'un quelconque des points renfermés dans le contour 00'0" .. . ;

s une longueur variable comptée sur ce contour, 4 partir d’'un point
donné O, et dans un sens tel que, la longueur s venant & croitre, le
rayon vecteur mené du point P a 'extrémité de cette longueur ait,
dans le plan des @, y, un mouvement de rotation direct autour du
point P;

¢ le périmétre entier du contour 00'0" ...;

f(z) une fonction réelle ou imaginaire de z, qui obtienne générale-
ment une valeur unique et déterminée pour chacun des systémes de
valeurs de @, y, propres a représenter les coordonnées de points ren-
fermés dans le contour 00'0" .. . ;
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enfin

le résidu intégral de f(s) étendu a celle des racines de I'équation
I
(l ) ——- =0
J(=)
qui correspondent i de semblables valeurs de , y. Il suffira de recourir
a la théorie des intégrales singuliéres pour établir la formule

ds

. s 1 ¢ s
(2) “((f(“)))_z——w:fo S5 & ds.

On pourra d’ailleurs décomposer 'intégrale que renferme la formule (2)
en plusieurs parties, puis substituer a la variable s, dans chaque inté-
grale partielle, une autre variable ¢ qui croisse ou décroisse tandis que s

augmente. Cela posé, on reconnaitra sans peine que I’équation (2)
comprend comme cas particuliers les formules générales que j'ai
données dans le Mémoire de 1814, dans les Exercices de mathéma-
tiques, ete.... Ainsi, par exemple, si 'on réduit le contour 00’0’ ... &
un rectangle dont les cotes soient paralléles aux axes des @ et y, ou
bien au systéme de deux droites menées par I'origine des coordonnées
et de deux arcs de cercles qui aient cette origine pour centre, ou bien
encore a la circonférence entiére d’un cercle décrit de cette origine
avec le rayon R, on tirera successivement de la formule (2)

XY 1 ¥ — —
(M =3z [ X +y V=T = ot y V=) ) dy

Yo -

o Yo 2%

O N e I R I

[ 27T &,

Ga) (pa) 2T e

R
VT [ ) o o=
2T Iy -

p P
(ll)cﬂl ((f(5))) -1 f {Rf(Rep\/:i> - "of("o er \/Z-’I) } e V=1 dp

®) (=)
<

f(z))):fﬁRep‘/.__lf<Rgﬁ\/:)dp'

{0) {—%)
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Dans ces derniéres formules, r, p représentent des coordonnées
polaires liées aux coordonnées rectangulaires x, y, par I'équation
imaginaire

z+y\—1=rev-1,
ou, ce qui revient au méme, par les deux équations réelles

& =rcosp, y=rsinp,

De plus, ,, y,, 7o, po ¢t X, Y, R, P désignent des valeurs particuliéres
des quatre variables z, y, r, p.

Il est bon d’observer qu’en vertu de la formule (2) le module de
Vexpression &' ((( f(z))) sera inférieur au produit

c
;EAf(:)ﬂ

si Pon indique & I’aide de la lettre A la plus grande valeur que puisse
acquérir le module de la fonction f(z) pour un point situé sur le
contour 00'0" . ,

Concevons, pour fixer les idées, que, les fonctions f(z), F(z), étant
finies ct continues, ainsi que la dérivée f'(z) de f(z), pour toutes les
valeurs de z correspondantes a des points renfermés dans le contour
00'0" ..., on prenne '

.f<s>=%(‘—j7)1<‘(:>.

L’¢quation (1) sera réduite &
(3) f(z)=o0
si d’ailleurs on représente par m le nombre des racines de I'équation (3)
qui correspondent & des points renfermés dans le contour 00'0” ..
et par z, 3, ..., 5, ccs mémes racines, on aura, en vertu de la
formule (2), '

“f(5) da

4 -
(4 " amy—1J, f(5) ds ds,

(3) S Badmee o D= f f'(z )(Lds
27r\/_1 f(s) ds

' (L.
(6) »17(51) +F(zr_.)+...-l—F(zm)_ f F (s )ff((z)) e
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Soient maintenant = une variable réelle et f() une fonction de cette
variable, qui devienne infinie pour @ =a. Si I'on fait croitre x la
fonction f(a) passera, en devenant infinie, du négatif au positif, ou du
positif au négatif, ou bien elle ne changera pas de signe. La quantité
—+ 1, dans le premier cas, — 1, dans le second, zéro, dans lc troisi¢me,
est ce que je nomme 'indice de la fonction f(x) pour la valeur don-
née a de la variable @. L’indice intégral de f(x), pris cutre les limites

T =2, et x=X> z,,
n’est autre chose que la somme desindices correspondant aux diverses

valeurs de z, qui, rendant la fonction f(z) infinie entre ces limites,
représentent des racines réelles de 'équation

(7) . f(z)

Je désigne cet indice intégral  'aide de la Iettre J et par la notation
X

(8) J (@,

'usage des doubles parenthéses étant ici le méme que dans le calcul
des résidus. Lorsque la limite , est une racine de ’équation (7), le
terme correspondanta x = x,, dans la somme représentée par I'expres-

sion (8), doit étre réduit a + é oua— é, suivant que la fonction f(x)

devient positive ou négative pour des valeurs de = croissantes au-dela
de z,. Pareillement, lorsque X est une racine de 1’équation (7), le
terme correspondant a 2 =X, dans la somme représentée par I'expres-

sion (8), doit étre réduit a + %a oua— éa suivant que la fonction f(x)

devient négative ou positive pour des valeurs de x décroissantes
au-dessous de X. Cela posé, en partant de I'équation identique

f fz)y—r (@)

d,
, 1+1f(x \/———I fx)— — *

on établira sans peine la proposition suivante :
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TutoriMe. — La somme des deux indices
X X
® (1)) d ()
est équivalente & 41, & — 1, ou & zéro, suivant que les deux quantités
((X),  —f(z)

sont toutes deux positives ou toutes deux négatives, ou l'une positive et

lautre négative; de sorte qu’on a généralement

(10) J((f(x)))ﬂ/((m)): é;g{au(z))) -J G

-

e désignant un nombre infiniment petit.

Lorsque la fonction f() sc présente sous la forme d’une fraction
rationnelle, et que le degré du numérateur surpasse le degré du déno-
minateur, on peut, dans la détermination de I'indice (8), substituer
au numérateur de la fraction rationnelle le reste qu’on obtient en'le
divisant par le dénominateur. On pourra ensuite, en vertu de la for-
mule (10), échanger entre cux les deux termes de la fraction restante.
Or, a P'aide de ces opérations plusieurs fois répétées, on finira par
déterminer complétement I'indice intégral d’une fraction rationnelle
quelconque, ot cette détermination se trouvera réduite a la recherche
du plus grand commun diviseur algébrique de deux polynomes entiers.

Revenons maintenant a la formule (4), et soient ¢(x, y), x(x, y),
deux fonctions réelles déterminées par la formule

(11) (@ +yV=1)=9(2, y)+V=T12(2: 7).

Posons, d’ailleurs, pour abréger,

_ ¢z ),
") Y= )

Enfin, soient 9(s), y.(s) et $(s), ce que deviennentles fonctions o (x, y),

x(x, y) et b(2, y), quand on exprime les coordonnées x, y en fonc-
CEuvres de C. — S, 11, t. II. 23
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tion de P'arc 5. On tirera de la formule (4)

(13) m="d ().

0

1l y a plus. Comme, en désignant par la lettre = une constante réelle,
on peut, sans altérer I’équation (3), y remplacer la fonction f(z) par
le produit

(cost +yV—1 sinr) f(:);

il en résulte que, dans la formule (12), on pourra aux fonctions
o(x,y), v(@,y) substituer celles qui, dans le produit

(cost+y=T1sint)[o(z, y) + V—1%(2, 1) ],
représentent la partie réelle et le coefficient de \/:—1, ct poser, cn
conséquence

¢(z, y)cost — x(&, y)sint
x (%, ¥) cost + ¢(z, y)sint

(14) bz, p)=

Si, dans cette derniére formule, on attribue & = : 1° une valeur nulle;
' T . . i .
2° la valeur -, on obtiendra successivement I'équation (12) et la

suivante :

22 )
15 2z, —_— .
(15) V@) == Sy
Lorsque le contour 00'0" . .. est formé de plusicurs lignes droites ou
courbes, alors, pour faciliter le caleul du nombre m déterminé par la
formule (13), on peut décomposer I'indice intégral

J (s

en plusicurs parties correspondantes 4 ces mémes lignes, et substituer
dans chaque partie & la variable s une autre variable ¢ qui croisse ou
décroisse, tandis que s augmente. Cela posé, si I'on réduit le contour

«

00’0" ... a un rectangle dont les cotés soient paralléles aux axes des
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&, y; ou au systéme de deux droites menées par l'origine, et de deux
arcs de ccrcle qui aient cette origine pour centre, ou bien encore i la
circonférence entiére d’un cercle décrit de eette origine avee le rayon
R, etc., on trouvera successivement

X Y
a6) - m=é§(/ (e v +d (%))
o X . 7 Y
—J == ((u.b(x.,,y»)},

Ld

R r
(17) m:%%c/ ((L{)(rcospg,’rsin])l,)))—1—(/ ((Y(Reosp, Rsinp)))
' "

o R r
-J ((Y(rcosP, rsinP)))—(j d(rcosp, rosinp)))},

o

(18) . m= %Jﬁ((tp(l{cos_p, Rsinp))),

-7

ete. _

Ces diverses valeurs de m pourront étre aisément caleulées & I'aide
de la formule (10), si la fonction f(z) est entiére, puisqu’alors les
scconds membres des formules (16), (17), (18) renfermeront seule-
ment des fonctions rationnelles de la variable , ou de la variable y,
ou du rayon vecteur r, ou de I'expression imaginaire

I+ tangl—7 V—1
— 2
e’ V=t —_
I— tangg \/— I

\
et, par conséquent, de tangg- Il est facile d’en conclure que, pour nne

¢quation algébrique de degré quelconque, la détermination du nombre
des racines qui offriront des modules inféricurs & un nombre donné,
scra réduite a la recherche du plus grand commun diviseur algé-
brique dc deux polynomes dont les degrés ne surpassent pas celui de
la proposée, et qu'on pourra en dire autant de la détermination du
nombre des racines, dans lesquelles le module r ¢t 'arc p, ou la partie
réelle & et le cocfficient y de /—1 resteront compris entre des limites
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données. Si I'équation f(3)= o n’a point de racines égales, alors, en-
désignant par ¢ un nombre infiniment petit, et posant y,=—¢, Y =¢,
on tirera de la formule (16)

= ((53)

On peut d'ailleurs s’assurer dircctement que, dans tous les cas, la
valeur précédente de m est précisément le nombre des racines réelles
et distinctes de I'équation (3), renfermées entre les limites @, X. De
la formule (19) jointe a I'équation (10), on déduit imm¢édiatement le
théoréeme de Descartes, ainsi que plusicurs autres théorémes dignes
d¢ remarque, publiés par 'Abbé Degua, par MM. Budan et Fourier,
et par M. Ch. Sturm.

Si I'on voulait déterminer la différence p. entre le nombre des racines
positives distinctes, inféricures & un nombre donné R, ct le nombre
des racines négatives distinctes, supéricures 3 — R, il faudrait recourir
a la formule

R IV RN
(20) . 1*:(/ <<'—_If{(‘£;;)>)’
-k

et de cette derniére formule, jointe a Uéquation (10), on déduirait
facilement un théoréme a I'aide duquel j’ai démontré le premier, dans
le Journal de U Ecole polytechnique, quc pour toute ¢quation algébrique,
on peut trouver des fonctions rationnelles des coefficients dont les
signes fournissent le moyen de déterminer le nombre des racines
réelles négatives. '

I suit encore des formules (12) et (16), que, si I'équation J(s)=o
est algébrique ct du degré n, le nombre m des racines qui offriront des
partics réelles supéricures & une quantité donnée a, sera, pour des
valeurs paires de n,

=t () |
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¢t, pour des valeurs impaires de n,

e =i ()

—n

N

On aura, d’ailleurs, quel que soit »,

N ‘P(avy)>> w<<X(“’ J’)>> =+

L2l LIV =ty

'_‘{ ((x(ﬂ,y) f{ ¢ (e, ¥) '

* le double signe devant étre réduit au signe + ou au signe —, suivant
que le rapport

- q’(”’v.}’)
x(a, y)

deviendra positif ou négatif pour des valeurs infinies de y.

Au reste, quels que soient la fonction f(z) et le contour 00'0" ...,
il résulte des formules (10) et (13), que le nombre des racines de
*équation f(z)=o, correspondant a des points renfermés dans le
contour dont il sagit, se calculera aisément, si, pour chaque portion
de ce contour, Y(ay) peut étre exprimé rationnellement en fonetion
de la variable s, ou méme d’une autre variable 2.

Concevons a présent que, la fonction f(z) étant décomposée en

)

ies TI(z \ ale w(5) Loole
deux parties H(z), @ (z), le module du rapport () Feste, pour lous

les points situés sur le contour Q0’0" ... inlérieur a 'unité, en sorte
qu’on ait tout a la fois

(25) f(z)=1(z) +w(s)
et
(26) /\EE:; <I.

On conclura de la formule (4), que les racines correspondant a
des points renfermés dans le contour 00’0 ... sont en méme nombre
pour I'équation (3) et pour la suivante :

(27) II(s)=o.
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De,plus, si I'on désigne ces racines par s, %, ..,, 5, pour |'équa-
tion (3), et par {4, Ly, ..., Cu pour I'équation (27), on tirera de la
formule (6) jointe 4 la formule (2),

(28)  F(&)+TF(5)+...+ F(an)

w(s3)
— F 3 N " [ly<l ]I(:)>
=F(L) +F() +, -+ FL)+ S \\ ———H F(s)

puis en supposant remplie la condition (26),
(29) F(5)+F(z)+...+T(sn)
:F(C1) -+ F(Co) “+...+F (Cm)

~L(@Ere) -1 () @)
(&)
Donc alors la somme

F(z) +TF(s)+...+F(sm)

2
z
3

sera développable en une série convergente dont les différents termes
s’cxprimeront en fonction des racines ,, (s, ..., §n de I'équation
auxiliaire II(z) =o0. Ajoutons, qu’en vertu de la formule (1), le
module du terme général de cette série, c’est-d-dire le module de

I'expression :
(30) (W) re))

sera inférieur 4 la quantité

c ®(5) \"
(31) [ () e ]
et, a plus forte raison, au produit
N DM~
(32) =,

les valeurs M, N étant respectivement
m(z)

(33) M=Apos  N=AF(s)

Donc la somme faite du terme (30) et de ceux qui le suivent, ou le
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reste de la série offrira un module inféricur a

cN ( M~ Mrntt ) cN (Mn Mn-+1 )
| — o)< — | — + .o b

27 n n-—+1i 2T n n

et par conséquent a

34) ¢cN M~

am n(1—M) '
Sil'on prend F(z) =z, la formule (2¢) deviendra

(35) &+ zm+. ~-+5n.z:‘:1+§2+- o t-Cm

- (i)

et le reste de la série ne surpassera pas le produit

c "M~

(36) e n(1—M)’

Les formules qui précédent comprennent comme cas particuliers
celles que Lagrange et M. Paoli ont données pour le développement des
fonctions en séries. Si, pour fixer lesidées, onsuppose I1(z) =(z — a)™,
a désignant une constante arbitrairement choisie, I'équation (3) sera
réduitc &

(37) (z—a)y"+w(z)=—0
et la formule (29) dounera

(38) F(z) +TF(z)+...+TF(zn)
:mF(a) _*_ni:o(—nl)n 1 d’""_i[(w(a)" F'((l)]

oo (mn—1) damr—

n=1

w (%)

pourvu quon ait A ——- — < 1. Si l'on réduisait le nombre m A

(z—ay

I'unité, alors, 4 la place de I'équation (38), on retrouverait la formule
de Lagrange, savoir

(39) F(3)=F(n) “Z (—1)” d”—‘[m'(a)”l—"’(a)].

fl( i

n=1

Turin, ce 17 septembre 1831,
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MEMOIRES
SUR LA
DETERMINATION DU NOMBRE DES RACINES REELLES
DANS LES EQUATIONS ALGEBRIQUES (*).

Bulletin de la Société Plilomatique, p. 95-100; 1814,

Les géométres sc sont beaucoup occupés de la question qui fait
I'objet de ces Mémoires, et qui peut étre envisagée sous deux points
de vue différents, selon qu’il s’agit des équations littérales, ou selon
que I’on considére une équation dont tous les coefficients sont' donnés
en nombres. Dans le second cas, le probléme se résout compléte;hent,
en formant par les régles connues une équation auxiliaire dont les
racines sont les carrés des différences entre celles de la proposée, ce
qui fournit'le moyen d’assigner une quantité moindre que la plus
petite de ces différences, et, par suite, de déterminer non seulement
le nombre des racines réelles, mais aussi des limites entre lesquelles
chacune des racines est comprise; mais relativement aux équations
littérales, la question consiste & trouver des fonctions rationnelles de
leurs coeflicients, dont les signes déterminent dans chaque cas parti-
culier le nombre et Uespéce de leurs racines réelles : or ce n’était
jusqu’a présent que pour les équations des cing premiers degrés qu’on

(1) Ces mémoires ont été lus A 'Institut dans le courant de 1813. Malgré son titre,
Particle qui suit ne donne pas le texte des mémoires de Cauchy, mais une analyse cri-
tique, due trés certainement & Legendre (R. T,).
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était parvenu a former de semblables fonctions, et M. Cauchy s’est
proposé de compléter cette partie de I'algébre, en donnant une méthode
applicable aux équations littérales de tous les degrés. Cettc méthode
est fondée sur la considération des courbes paraboliques, dont Stirling
et Degua avaient déja fait usage pour le méme objet : on doit la
regarder comme une extension de celle que Degua a donnée dans le
volume de I’Académie des Sciences pour I'année 1741, et comme une
application des principes posés par ce géomdétre.

Pour en donner une idée, supposons que I'équation proposée soit
représentée par fx = o; faisons fx égale A une nouvelle indétermince y :
I'équation y = fa appartiendra 4 une courbe parabolique, c’est-a-dire
a une courbe composée d'une seule branche qui s’étend indéfiniment
dans le sens des abscisses positives et dans celui des abscisses néga-
tives. Les intersections de cette courbe avec 'axe des abscisses répon-
dront aux racines réelles de I’équation proposée; or 'inspection seule
de la courbe suffit pour montrer que le nombre de ces intersections
surpasscra au plus d’une unité le nombre des ordonnées maxima tant
positives que négatives. Lorsqu’il n’y aura qu'un seul maximum entre
deux intlersections conscécutives, le nombre des intersections sera
précisément égal & celul des maxima augmenté d’une unité; mais si la
courbe éprouve plusieurs sinuosilés entre une intersection et celle
qui la suit immédiatement, 'ordonnée parlant de zéro, passera par
plusicurs maxima ct minima successifs avant de redevenir nulle, et il
est facile de voir que le nombre de ces maxima surpassera toujours
d’une unité celui des minima, d’ott il résulte que le nombre total des
intersections diminué d’une unité est toujours égal au nombre total
des ordonnées maxima, moins le nombre des ordonnées minima (*).

Ce principe n’est pas modifié par les portions extrémes de la courbe
qui se prolongent indéfiniment au-dessus et au-dessous de I'axe des

abscisses, et dont chacune contient un nombre égal de maxima et de
minima. Il a également licu par rapport a la totalité de la courbe, ct

\

/
(*) Dans tout ceet, lo maxrimum ot lo minimwn so rapportent aux grandeurs des
ordonnées, abstraction faite de leurs signes.
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lorsque T'on considére séparément la partie qui répond, soit aux
abscisses positives, soit.-aux négatives. En effet, il est aisé de voir, par
un' raisonnement semblable au précédent, que, dans 'unc des deux
paftics, Vexcés du nombre des ordonnées mazima sur celui des
ordonnées minima est égal au nombre des intersections, et que, dans
lautre: p:u*.tic, il est égal & ce nombre diminué d’une unité. Mais pour
savoir de quel coté cette unité doit étre retranchée, on observera que
les intersections répondant aux racines réelles de I'équation fz = o,
il suflit de savoir si le nombre des racines négatives est pair ou impair,
ce qui se décide, comme on sait, par le signe du dernicr terme.
~ Les plus grandes et les plus petites ordonnées de la courbe que nous
considérons répondent aux abscisses déterminées par la différenticlle
premicre de I'équation fw=o, c’est-a-dire en employant la notation
de M. Lagrange, par I'équation f'&=o. Si donc on la sait résoudre,
-on connaitra le nombre total des ordonnécs maxima ct minima, ct il
ne s’agira plus que de distinguer les unes des autres. Or, aux sommeots
des ordonnées maxima positives ou négatives, la courbe tourne sa
concavité vers I'axe des abscisses; clle est au contraire convexe vers cet
axe aux sommets des ordonnées minima. Relativement aux premiéres,
les deux quantités fx et f”2 sont de signes contraires, et leur produit
est négatif; par rapport aux secondes, ces quantit¢s sont de méme
signe, ct leur produit est positif. Done, en substituant toutes les racines
réelles de I'équation /' = o dans la fonction fx >< f"z, on connaitra
par les signes de cette quantité combien la courbe a d’ordonnées de
chaque espéce, soit dans la partie des abscisses positives, soit dans la
partic négative; d’out 'on conclura, d’aprés les principes précedents,
le nombre ct les signes-des racines réelles de I'équation fe=o.

Cette solution du probléme suppose, comme on voit, la résolution
de I'équation '@ =o0 d'un degré inférieur d’une unité a celui de la
proposce. Elle est due a Degua, qui I'a exposée, avec tous les dévelop-
pements nécessaires, dans le Mémoire cité plus haut. On y trouve aussi
les régles qu’il a données pour reconnaitre, sans résoudre aucune
¢quation, si la proposée a toutes ses racines réelles, ou bien si elles
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sont en partie réelles et en partie imaginaires. Mais ce géométre
croyait impossible de fixer le nombre des racines imaginaires quand il
en existe, 4 moins de résoudre une équation du degré immédiatement
inférieur & celui de la proposée.

Tel est le point out Degua a laissé la question, et ou M. Cauchy I'a
reprise dans les Mémoires dont nous rendons compte.

Au'lieu de résoudre I'équation f'@ = o, formons-en une autre dont
les racines soient les valeurs du produit fir f” prises avec des signes
contraires, et correspondant a toutes les racines réelles ou imagi-
naires de f'@ = o. Cette équation auxiliaire s’obtiendra par les régles
de I’¢limination, et elle sera du méme degré que f'x = o, ¢’est-a-dire
du degré n— 1, si 'on suppose que n marque le degré de la pro-
posée fx=o. Or les valeurs de fzf"x, qui répondent a des racines
imaginaires de /'@ = o, pourront quelquefois étre réelles; mais alors
ce produit fzf"x aura nécessairement des racines égales. Si donc on
suppose d’abord que I'équation auxiliaire n’a pas de racines égales, il
sera certain que le nombre de¢ ses racines positives moins le nombre
de ses racines négatives scra égal a celui des racines réelles de la pro-
posée diminué d’une unité. Ainsi la détermination de ce dernier
nombre, pour une équation du degré n, se trouve ramenée a celle de
la différence entre les nombres de racines positives et de racines néga-
tives pour une autre équation du degré » — 1. Voici comment M. Cauchy
résout ce second probléme.

Soit z 'inconnue de I'équation auxiliaire, et Z=o cette équation,
de maniére que Z désigne un polynome en z du degré.n — 1, M. Cauchy
forme une seconde équation auxiliaire dont les racines sont les valeurs

~du produit ZZ" multipliées par celles de z et prises avec des signes
contraires, c’est-a-dire les valeurs de la fonction — 322", qui répondent
aux racines de Z'=o; 7' ¢t 7/, désignant a Pordinaire les deux
premiéres fonctions dérivées de Z. Cette seconde équation auxiliaire
s’obtiendra, comme la premiére, par les régles de I'élimination, ct elle
sera du méme degré que Z’=o, ou du degré n— 2. Si Fon suppose
qu’elle n’a pas de racines égales, elle jouira d"une propriété qui consiste
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en ce que la différence entre le nombre de ses racines positives et celui
de ses racines négatives étant augmentée ou diminuée d’une unité,
donnera la méme différence relativement aux racines positives et néga-
tives de I'équation Z = o. Cette différence, pour la premiére auxilaire,
se conclura donc de celle qui a lieu pour la seconde, et il suffira de
savoir si I'on doit augmenter ou diminuer celle-ci d’une unité. Or cela
dépendra uniquement des signes des derniers termes dans les équa-
tions Z=o0 et Z'=o; car si clles ont toutes deux un nombre pair ou
toutes deux un nombre impair de racines positives, auquel cas leurs
dernicrs termes seront de méme signe, il faudra diminuer d’une unité
la différence relative a la seconde auxiliaire pour en conclure celle qui
se rapporte a la premiére; et, au contraire, il faudra I'augmenter d’une
unité, lorsque I'une de ces équations Z = o et Z’= o aura un nombre
pair et I'autre un nombre impair de racines positives, ¢’est-a-dire
lorsque leurs derniers termes seront de signes différents. En observant
donc que le dernier terme du polynome Z’ est de méme signe que
'avant-dernier du polynome Z, M. Cauchy ¢nonce cette régle générale :

L’excés du nombre des racines positives sur celui des racines néga-
tives de I'équation Z=o est égal au méme cxcés, par rapport a la
seconde équation auxiliaire, diminué ou augmenté d’une unité, selon
que le produit des coefficients des deux derniers termes du polynome Z
st une quantité positive ou négative.

Concevons d’aprés cela que Yon forme une troisiéme équation
auxiliaire qui se déduise de la seconde, comme celle-ci se déduit
de Z =o0; puis une quatriéme qui se déduisc de la troisicme, aussi de
la méme manicre, et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’enfin on soit parvenu
a4 une équation du premier degré, ce qui formera un nombre n—1
d’¢équations, puisque la premicre Z=o est du degré n—1, et que le
degré s’abaisse d’une unité en passant Q’une auxiliaire 4 la suivante.
Supposons que, dans chacune de ces »—1 équations, on fasse le
produit des coeflicients des deux derniers termes; il résulte de la régle

“qu'on vient d’énoncer, que la diflérence centre les nombres de racines
positives et de racines négatives de la premiére auxiliaire Z=o, sera
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égale au nombre des produits de cette espéce qui seront négatifs,
moins le nombre de ccux qui scront positifs; done aussi, d’aprés la
relation qui existe entre cette auxiliaire ct la proposée X=o, le
nombre des racines réclles de celles-ci, diminué d'unc unité, scra égal
a cette méme diflérence entre les nombres des produits de signes
différents.

Ainsi, par les signes de » — 1 fonctions rationnelles des coeflicients
de la proposée, on pourra juger du nombre de ses racines réelles.
Pour qu’elles le soicnt toutes, il faudra que toutes ces fonctions soient
négatives; et pour qu’elles soient toutes imaginaires, il suffira que le
nombre des positives surpasse d’une unité celui des négatives. Si, par
exemple, la proposée est du sixiéme degré, il y aura pour la réalité de
toutes ses racines cing conditions déterminées; mais, au contraire,
pour qu'aucune de ses racines nc soit réelle, il faudra que trois sur
cing quantités soient négatives, condition qui peut étre remplie de
dix-maniéres différentes.

La régle que M. Cauchy a donnée pour déterminer la différence
entre les nombres de racines positives et de racines négatives de la
premiére auxiliaire, peut également s’appliquer a la proposée clle-
méme; et comme celle-ci est du degré n, il en résulte qu’en formant
un nombre n de fonctions de ses cocflicients, on pourra, d’aprés leurs
signes, déterminer la différence entre les nombres de ses racines réclles
de I'une et de 'autre espéees; on en connait déja la somme au moyen
des n —1 fonctions précédentes; donc, au moyen de 2n — 1 fonctions
rationnelles des cocfficients de la proposée formées suivant des lois
déterminées, on pourra connaitre le nombre ct Uespéce de ses racines
réelles, ce qui cst la solution générale du probléme que M. Cauchy
s’est proposé de résoudre.

Au reste, quoiqu’on n’ait besoin, en derniére analyse, que des deux
derniers termes de chaque équation auxiliaire, il n’en faut pas moins
les former toutes cn entier; car chacune d’elles cst nécessaire au calcul
de la suivante. Les caleuls deviendront extrémement compliqués et
presque inexécutables, quand il s’agira d’équation d’un degré un peu
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¢levé ; mais cette difficulté parait tenir en grande partie & la nature de
la question, et elle n’a pas empéaché M. Cauchy d’appliquer sa méthode
aux ¢quations complétes des cinq premiers degrés pour lesquels il a
formé les systémes de fonctions dont les signes déterminent le nombre
et I'espéce de leurs racines réelles.

Dans I'exposé que nous venons de faire de la méthode de M. Cauchy,
nous avons supposé qu’aucune des équations auxiliaires n’avait des
racines égales. Lorsque le contraire arrive pour une ou plusicurs
d’entre clles ou pour leurs ¢quations primes, ou enfin pour la proposée
clle-méme, les principes sur lesquels M. Cauchy s’est appuyé ne sont
pliis généralement vrais, ot en .méme temps les régles qu'il en a
déduites deviennent illusoires. En effet, il est facile de voir que, dans
le cas des racines égales, quelques-uns des produits dont il faut consi-
dérer les signes se trouveront égaux i zéro; on ne saura plus alors si
Pon doit les compler parmi les fonctions positives ou parmi les néga-
lives; par conséquent les régles précédentes ne seront plus immédia-
tement applicables. Pour résoudre cette difficulté, M. Cauchya proposé
différents moyens qui nous semblent laisser encore i désirer, et pour
lesquels nous renverrons le lecteur aux Mémoires mémes, qui parai-
tront dans le prochain volume du Journal de I’Ecole Polytechnique.

CEuvres de C. — S. 11, 1. 1L 25
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Bulletin de la Société Philomatique, p. 185-188; 1814.

La considération des intégrales doubles c¢st un moyen que les
géométres ont souvent employé, soit pour trouver les valeurs des
intégrales définies, soit pour les comparer entre elles. M. Laplace s’en
est d’abord servi dans son Mémoire sur les fonctions de grands
nombres; M. Legendre, dans la premiére partie de ses Exercices de
Calcul intégral; ct j'ai eu aussi plusieurs fois I'occasion d’en faire
usage. C’est sur cette considération qu'est fondée la premiére partie
du Mémoire de M. Cauchy. Il prend une fonction de y, que je dési-
gnerai par Y; il y met, 2 la place de y, une autre fonction de deux
variables « et z; ct il observe qu'on a identiquement

dy dy
«(v&) _2(v2)
bJ

ds - dr

d'ou il résulte, en multipliant par de ds, ct prenant ensuite U'intégrale

double,
r Y e (Y 4s

Ces intégrales sont indéfinies; mais si 'on suppose que U'intégrale rela-
. . . . . % . . .
tive 4 & est prise depuis x =a jusqu’a @ =a’, et U'intégrale relative

(*) Ce texte est le résumé critique, par Poisson, d'un mémoire de Cauchy, lu &
Pinstitut le 22 aolt 1814, qui ne sera publié qu'en 1827 (Mémoires présentés par
divers savants & I'Académie royale des sciences de !Institut de France, Sciences
mathématiques et physiques, . 1, p. 599-799; cf. (Buores complétes d’Augustin Cauchy,"
e séric, t. I, p. 319-506) (R. T.).
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a sz, depuis z=1> jusqu’?a z==10"; que de plus on fasse

ay _ < D Vg s
Y‘Cﬁ—f(xa~) Yd_z——l(xv")7

I'équation précédente deviendra, en passant aux intégrales définies,

(1) ’ff(w, 0 du —fj'(w, b)dx :'/‘F(a’, 5)ds —fF(a, =) ds.

Elle établit, comme on voit, unc relation entre quatre intégfalcs
définies différentes, qui peut servir a leur détermination; mais
M. Cauchy montre, en outre, comment on peut la partager en plusieurs
autres équations, cc qui donne Ic moyen d’en tirer un plus grand
avantage. D’abord il suppose que la fonction prise pour y, soit de la
forme y = m 4 n/—1; I'équation (1) conticnt alors une partie réelle
et une parlic imaginaire; clle se subdivise donc en deux autres, que
I'auteur décompose de nouveau, par un moyen que nous ne pouvons
pas indiquer ici. Comme on peut prendre pour Y telle fonction de y
qu'onveut, ct y substituer ensuite, ala place de y, une infinité d’expres-
sions différentes, il semble que I'équation (1) et celles qui s’en déduisent
devraient déterminer quelques intégrales nouvelles; mais parmi les
nombreux exemples que I'auteur a rassemblés dans la premiére partie
de son Mémoire, je n’ai remarqué aucune intégrale qui ne fat pas déja
connue, cc¢ qui tient sans doute a ce que son procédé, quoique (rés
général et trés uniforme, n’est pas essentiellement distinet de ceux
qu’on a employés jusqu’ici.

Voici un des résultats les plus généraux qu’il obtient. Soit V une

fonction de x; sﬁpposons quen y substituant (a+b/—1)x a la
place de cette variable, clle devienne P+ Q /—T1; supposons aussi
que les produits Pz et Qa* soient nuls, pour les valeurs z=o

I . , . e .
et = -; en prenant les intégrales entre ces limites, et en faisant,

pour abréger,

r=\/a*+ b, «=rcosl, b = rsin,
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M. Cauchy trouve qu’on a, cn général,

cosnl [
f Pt de = S22 f Var d,
A .

j.Qw’L A dy = 111%:—9 /\ Zdes

On obtient immédiatement ces formules par la simple observation

qwen substituant (@b J—1)a a la place de 2, les limites de Iinté-

grale restent les mémes; de sorte gu’on a
f Var= du = (u -+ b= 1>”/ (P 4+ Qy=1).en="dr;

meltant pour « et b leurs valeurs, et partageant cette équat‘ioh en deux

+ autres, on (rouve les formules citées; mais par la maniére dont
M. Cauchy y parvient, on voit que ces formules sont sujettes & des
conditions relatives aux valeurs extrémes de Pa” et Qa”, et i quelques
autres exceptions; ce qui prouve que Uemploi du facleur imagi-
naire a -~ b \/:—f n’est pas toujours légitime.

Dans la seconde partic de son Mémoire, M. Cauchy observe que
Iéquation (1) est quelquefois en défaut, et que cela arrive quand les
fonctions comprises sous le signe f deviennent g pour des valeurs
de z et de 5 comprises entre les limites de Tintégration. En effet, on
sait quune fonction de deux variables qui se présente sous cette {orme
est réellement indéterminée; clle est susceptible d’une infinité de
valeurs diftérentes, et elle en prend deux, qui ne sont pas les
mémes, lorsquon y substitue dans deux ordres différents les valeurs
particuliéres des variables qui la reudent% Si done on a une inté-
grale ﬂ(j[)(w, s)dxds, et que ©(x, z) passe par I'indéterminé pour
des valeurs = a et =6, comprises entre les limites de 'intégration,
il arrivera que l'élément ®(«, 6)dzxds, qui leur correspond, aura
deux valeurs différentes, selon qu'on y fera d'abord x =a et
ensuite 3 =&, ou selon que I'on commencera par 5=2¢; donc Pinté-
‘grale double, qui est la somme de tous les éléments, n’aura pas non
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plus la méme valeur, sclon que l'on commencera I'intégration par
rapport a I'une ou a I'autre variable; donc aussi les deux membres de
I'équation (1) pourront quelquefois n’dtre pas ¢gaux, puisquw'ils repré-
sentent les résultats d’unce intégration double, faite dans deux ordres

i

différents.

A cette remarque de M. Cauchy, on doit ajouter qu'au moins 'une
des deux valeurs de ®(x, 5), correspondantes & x=x« et s =6, doit
étre infinie; car si clles étaient toutes deux finies, on pourrait négliger

Pélément ® (o, &) dxds, sans que lintégrale ﬂ(l)(x, 3)dxds en fut

altérée; et alors sa valeur serait encore Ja méme, quoiqu’on etit effectué
I'intégration dans deux ordres différents.

M. Cauchy, aprés avoir indiqué les cas ou I'équation (1) devient:
fautive, détermine la quantité A, qu’il faut alors ajouter a I'un de ses
deux membres pour rétablir I'égalité. 11 fait voir qu’elle est exprimée
par une ou plusieurs intégrales simples, d'une espéce particuliére, et
qu'il nomme intégrales singuliéres. Ce sont des intégrales prises dans
un intervalle infiniment petit, et effectuées sur une fonction contenant
clle-méme une quantité infiniment petite, qu'on ne doit supprimer
qu'aprés I'intégration. Ces intégrales ne se présentent pas ici pour la
premiére fois; on en rencontre une semblable dans le probléme d'un
corps pesant sur une courbe donnée, lorsque le mobile approche d’un
point ol la tangente est horizontale : s’il en est 4 une distance infi-
niment petite, el que sa vitesse soit nulle, le temps qu’il emploie pour
Patteindre tout a fait, a une valeur finie qui est déterminée par une

intégrale de Uespéce dont nous parlons. Le propre de ces intégrales
est d’8tre indépendantes de la forme de la fonction soumise i 'inté-

gration; ainsi, dans I'exemple que nous citons, la valeur du temps ne
dépend pas de F'équation de la courbe, mais seulement de la longueur
du rayon de courbure au point que 'on considére; et ¢’est une circons-
tance semblable qui permet & M. Cauchy de donner sous une forme
trés simple la valeur générale de la quantité A.

Ce que Te Mémoire dont nous rendons compte contient, selon nous,
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de plus curicux, c’est I'usage que l'autcur fait des intégrales qu’il
nomme singuliéres, pour exprimer d’autres intégrales prises entre des
limites finies. Il parvient ainsi & plusicurs résultats déja connus. Cette
maniére indirecte de les obtenir ne doit pas étre préférée aux méthodes
ordinaires, mais clle n’en est pas moins trés remarquable, ct digne de
attention des géométres. Il obtient par ce moyen les valeurs de
quelques intégrales qu’on n’avait pas encore explicitement considérées,
mais qui rentrent dans d’autres intégrales déji connues, ou qui s’en
déduisent asses facilement. Par exemple, M. Cauchy donne la valeur

coshxr dr
5
CoOSax 1 -+ 2t

. . . \ 1 . . .
prise depuis & =0 jusqu'a = _; or elle st comprise dans celle-ci

de I'intégrale

sincx sin2ax dx
; =9
(1+20cos2ar + a*) 1+ x?

dont on obtient la valeur en la réduisant en série suivant les puis-
sances de «, ainsi que M. Legendre I'a pratiqué relativement a une
intégrale un peu moins générale. L'intégrale de M. Cauchy se déduit
de celle que nous citons, en y supposant e =1, c=a b, ct faisant
ensyjte les réductions convenables.
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DE LA DIFFERENCE
ENTRE
LES ATTRACTIONS EXERCEES PAR UNE COUCHE INFINIMENT MINCE
‘ ~ SUR

DEUX POINTS TRES RAPPROCHES L'UN DE L’AUTRE

SITUES

L'UN A L’INTERIEUR,

L’AUTRE A L'EXTERIEUR DE CETTE MEME COUCHE.

Bulletin de la Société Philomatique, p. 53-56; 1815.

e o —

On sait que l'attraction exercée par une couche infiniment mince
sur un point trés rapproché d’elle a deux expressions différentes,
suivant que ce point est situé a U'intéricur ou a lextérieur. On peut
d’abord, vu I'épaisseur infiniment petite de la couche, supposer celle-
ci réduite & une simple surface attirante, mais pour laquelle la force
attractive en chaque point varierait proportionnellement a I'épaisseur
dont il s’agit. Cela posé, si'on considére deux points situés tout prés
de Ia surface ¢t sur unc méme normale, 'un-au dedans, 'autre au-
dehors, les actions exercées sur ces deux points suivant le plan
tangent scront égales entre elles, et les actions exercées suivant la
normale différeront d'une quantité ¢gale au produit de quatre fois le
rapport de la circonférence au diamétre par la force attractive de la
surface. En général la différence des actions exercées suivant une direc-
tion déterminée sera égale d la différence qu’on vient de citer multiplice
par le cosinus de I’angle que forme cette direction avec la normale. On
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trouve une démonstration synthétique de ce théoréme dans le premicer
Mémoire de M. Poisson sur électricité. Je vais faire voir comment on
peut le déduire des formules générales de attraction.

Soient M et N les deux points donnés situés tout prés de la surface
que I'on considére et sur unc méme normale, I'un & I'intéricur, autre
a lextérieur. Soient @y, ¥4, 51, &s, ¥s, 52 les coordonnées respeclives
des points M et N rapportés a trois axes rectangulaires; et supposons
que la normale menée par ces deux points coupe la surface en un
troisicme pointR, dont les coordonnées soient X, Y, Z. Enfin désignons
par E la force attractive au point R, et par x, y, 5 les coordonnées
variables de la surface. Sil'on représente par

(1) :—Z=Pz—-X)+Q(y—-Y)

'équation du plan tangent au point R, les coordonnées du point M
satisferont aux équations
x,—X+P(5—74)=o,
yi—Y+Q(z,—ZL)=o0

Soit encore 0 'angle form¢é par la normale avee une droite déterminée.
Si Pon prend cette droite pour axe des 5, on aura

I

3 COFO:m—_'
© : RV rEey ey )

Voyons maintenant quelle est la différence des attractions exercées
par la surface suivant cette méme droite sur chacun des points M el N.

Désignons par O le point de la surface auquel appartiennent les
coordonnées x, y, z : soit e la force attractive au méme point; et 7, la
distance des points O et M, en sorte qu’on ait

ef

(/|) I‘,:((.T—-q“)‘l+(‘y_),‘)g_’_(5_5])2>'-
Enfin, soit A Dattraction de la surface sur le point M suivant 'axe
ds

. . . ds
des 5 : en faisant & I'ordinaire = = p, -— =¢, on aura
dr dy

5—5 1
(%) : A:—ﬂf(—*’#—l—z(t—i—pu— q*) dz dy,
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I'intégrale double devant s’étendre & tous les points de la surface. De
méme, si 'on représente par B I'attraction de la surface sur le point N,
et que on fasse

e

(6) n=((z = @)+ (r =5+ (s — =),
on trouvera :

. * 53— 5, 1
(7) B:—j] L’}_E:—')(I—l—p?-—i—q?)*d.rdy,

la nouvelle intégrale étant prise entre Ies mémes limites que la
premiére. ‘

Si 'on suppose maintenant les points M et N trés rapprochés I'un
de lautre et de la surface donnée; on aura a trés peu prés

2= x,—= X, Yi=r, =Y, 5 =s5,= 7.

Dans le méme cas, les éléments des intégrales doubles qui repré-
sentent les valeurs de A et de B seront sensiblement égaux entre eux,
tant que les quantités

auront une valeur finie, ¢’est-a-dire tant que les quantités
T— &y Y—),y S—5 L= Lyy Y Ve 5 Ty,
ou, ce qui revient au méme, les suivantes :
or—X, y—Y, z—7

ne seront pas toutes a la fois infiniment petites. Ainsi, pour obtenir la
différence des intégrales doubles qui représentent les attractions A
ct B, il suffira de déterminer les parties de ces intégrales qui corres-
pondent & des valeurs de @, y, 5 trés peu différentes de X, Y, Z. On y
parvient de la maniére suivante.

Considérons d’abord I'intégrale double qui forme le second membre
de I'équation (5), ct faisons

Z— 3z =a.

On aura, en vertu des équations (2),

(8) i
Y~y =—0Qu
X—az=—"Pg,

CEuvres de C, — 8. 11, 1, T1. 20
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De plus, les points M et R étant censés trés voisins I'un de l'autre,
a sera une quantité trés petite; et, si I'on veut que le point O soit aussi
trés rapproché du point R, il faudra supposer en outre -

(9) z—X=ax, y—Y=ay, s—L=uaz,

a', y', 3" étant de nouvelles variables qui pourront obtenir de trés
grandes valeurs positives ou négatives, mais telles néanmoins que les
quantités o', a«y’, az’ restent toujours fort petites. Ainsi, par
exemple, si 'on considére « comme un infiniment petit du premier
ordre, il sera permis de considérer &', y', 5’ comme des quantités

1 1 Pardy I 0 1 A
infinies de I'ordre - pourvu que 7 soit < 1. Dans cette hypothése, on
aura a fort peu prés
1
T 1

1
e=E, (+p+g)=0+P Q)=

cos0 "
On aura de plus en vertu de I'équation (),
#'=Pa'+Qy;
et, par suite, les ¢quations (8) et (9) donneront
— D ! !
o dy = P+ Qytt _da' dy.

((m’-— P+ (y' — Q)2+ (P2'+ Qy + 1)2)?

Cela posé, si 'on désigne par A’ la partie de I'intégrale A, qui corres-

pond & des valeurs de @, y, 5 fort peu différentes de X, Y, Z, on

trouvera '

E TP+ Qy+1
Sk & A

(10) . AN=— —

! !
cosf ) da'dy,

pourvu que l'on fassc
(1) p=((2'= Py (y'— Q)+ (P + Qy'+ 1))’

. I 3 ! I 2 19
_<cos‘10 + (1 P+ 2PQ2y + (14 Q%)y ) ,

et que I'on prenne la nouvelle intégrale entre les limites #'=— o,
x'=—4 o, y'=—w, y'=-+ «. Dailleurs entre ces mémes limites
on a évidemment )

/ S
EL_LQ—L dz' dy' = o.
PJ
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L’équation (10) se réduira donc a

E dz' dy' l::c’:—co, &' =+ 0;

l'—_____
(12) A= cosO p? yY—=—cw, y=+ow.

Soit maintenant y'=a'¢ : on aura entre les limites o et oo de toutes
les variables

‘ > dx’ dy’ x' dx' dt _
N 7
9 NE
<c030+([+p +2PQt—|—I+Ql)x >

f dt T
- :COSO f— pro—— = -
14+ D24 2PQ¢ 41+ Q222 2

cos20.

En quadruplant cette valeur, on obtiendra celle de Vintégrale

ﬂdxpdy prisc entre les limites — o ¢t +- oo des deux variables; et

par suite la formule (12) deviendra
(13) AN=—2nEcos0.

Les calculs précédents supposent la quantité o, ou Z — z,, positive. Si
clle eut été négative, on aurait encore trouvé la méme valeur de A/,
mais avec un signe différent. On aura donc généralement

(14) A = 27 cosh,

le signe supu‘leur devant étre adopté si / surpasse 34, et le signe
inférieur dans le cas contraire. .

De méme, si 'on désigne par B la partie de I'intégrale B qui corres-
pond i des valeurs de @, v, 3, trés peu différentes de X, Y, Z, on
trouvera ’

(15) B 2mE cos,
le signe + devant &tre adopté si z, surpasse Z, et le signe — dans le
cas contraire. D’ailleurs, les quantités

5i—7 el m— 17

étant toujours nécessairement de signes opposés, il en sera de méme
des quantités A’ et B'. La différence de ces derniéres, et par suite celle
des quantités A et B, sera donc toujours égale, abstraction faite du
signe, & 4nE cos0. C. Q. F. D.

s * - a
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DEMONSTRATION GENERALE DU THEOREME DE FERMAT

SUR

LES NOMBRES POLYGONES.

Bulletin de ln Société Philomatique, p. 196-197; 1815.

Le théoréme dont il s’agit consiste en ce que lout nombre cntier
peut étre formé par 'addition de trois (riangulaires, de quatre carrés,
de cinq pentagones, de six hexagones, ct ainsi de suite. Les deux
premiéres parties de ce théoréme, savoir, que toul nombre entier est
la somme de trois triangulaires et de quatre carrés, sont les seules qui
aient 6té démontrées jusqu’a présent; ainsi qu'on peut le voir dans la
Théorie des nombres de M. Legendre, et dans I'Ouvrage de M. Gauss,
(ui a pour titre Disquisitiones arithmeticz. )V établis dans le Mémoire
que j'ai donné A ce sujet la démonstration de toutes les autres; et je
fais voir en outre que la décomposition d'un nombre entier en cing
pentagones, six hexagones, sept heptagones, ete., peut toujours étre
effectuée de maniére que les divers nombres polygones en question, &
Iexception de quatre, soient égaux a zéro ou a 'unité. On peut done
énoncer en géncral le théoréme suivant :

Tout nombre entier est égal d la somme de quatre pentagones, ou d une
semblable somme augmentée d’une unité; ¢ la somme de quatre hexa-
gones, ou ¢ une semblable somme augmentée d’une ou de deux unités; a
la somme de quatre heptagones, ou ¢ une semblable somme augmentée.
d’une, de deux ou de trois unités, et ainst de suite.
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La démonstration de ce théoréme est fondée sur la solution du pro-
bléme suivant :

Décomposer -un nombre entier donné en quatre carrés dont les racines

Jassent une somme donnée.

Je réduis ce dernier probléme a la décomposition d'un nombre
entier donné cn trois carrés, en faisant voir (ue, sl un nombre entier
est décomposable en quatre carrés dont les racines fassent une somme
donnée, le quadruple de ce nombre est décomposable en trois carrés
dont I'un a pour racine la somme dont il s’agit. Il est ais¢ d’en conclure
que le probleme proposé ne peut étre résolu que dans le cas ou le
carré de la somme donnée est inférieur au quadruple de Ienticr que
I'on considére, et ot la différence de ces deux nombres est décompo-
sable en trois carrés; ce qui a lieu exclusivement, lorsque cette diffé-
rence, divisée par la plus haute puissance de 4 qui s’y trouve contenue,
n’est pas un nombre impair dont la division par 8 donne 5 pour reste.
Si aux deux conditions préecdentes on ajoule celle que le nombre
entier et la somme donnée soient de méme espéce, ¢’est-a-dire, tous
deux pairs ou tous deux impairs; on aura trois conditions qui devront
étre remplies pour qu’on puisse résoudre le probléme dont il s’agit.
Mais on ne doit pas en conclure que la solution soit possible toutes les
fois qu’on pourra satisfaire a ces mémes conditions. Pour qu’on soit
assuré d’obtenir une solution, il faut en outre, et il suffit, que la
somme donnée soit supéricure, ou égale, ou inférieure au plus d’une
unité, a une cerlaine limite dont le carré augmenté de deux équivaut
au triple du nombre donné.

En appliquant ces principes aux nombres impairs ou impairement
pairs, on reconnait facilement que tout nombre entier impair, ou divi-.
sible une fois seulement par 2, peut étre décomposé en quatre carrés,
de maniére que la somme des racines soit un quelconque des nombres
de méme espéce compris entre deux limites dont les carrés soient
respectivement le triple et le quadruple du nombre donué.

On démontre avee la méme facilité que tout nombre entier peut
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toujours étre décomposé en quatre carrés de maniére que la somme
soit comprise entre les deux limites qu'on vient d’énoncer. On doit
seulecment excepter parmi les nombres impairs les suivants :

1, 5 ¢, 11, 17, 19, 29, A41;

ct, parmi les nombres pairs, tous ceux qui, divisés par une puissance
impaire de 2, donnent pour quoticnt un des nombres premiers

I, 3, 9, 11, 1I7.

A Taide de ces propositions et de quelques autres semblables, on
parvient sans peine, non seulement a prouver que tout nombre entier
est décomposabld en cinqg pentagones, six hexagones, etc.; mais
encore & cffectuer cette décomposition de telle sorte, que les nombres
composants soient tous, a 'exception de quatre, égaux 4 zéro ou &
P'unité.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DEMONSTRATION
~ D’UN THEOREME CURIEUX SUR LES NOMBRES.

Bulletin de la Société Philomatique, p. 133-135; 1816.

¢

On a pu voir dans le dernier numéro de ce Bulletin I'énoncé d’unc
propriét¢ remarquable - des fraclions ordinaires observée par
M. J. Farey.

Cette propriété n’est qu'un simple corollaire d'un théoréme curieux
(ue je vais commencer par établir. .

TatorkMe. — Si, aprés avoir rangé dans leur ordre de grandeur les
Jractions irréductibles dont le dominateur n’excéde pas un nombre entier
donné, on prend a volonté dans la swité ainsi formée deux fractions
consécutives, leurs dénominateurs seront premiers entre eux, et elles
auront pour différence une nouvelle fraction dont le numérateur sera

Uunité.

Démonstration. — Soitgla plus petite des deux fractions que 'on

considére, et n le nombre entier donné. Soient de plus a’ et b’ les plus -
grandes valeurs enticres que I'on puisse attribuer aux variables « et y
dans Iéquation indéterminéc

(1) br —ay =1

en supposant toutefois b’ <Zn. La fraction g étant irréductible par

hypothése, et la valeur de &’ vérifiant I'équation ba' — ab' =1, bet b’
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seront nécessairement premiers entre eux, et 'on aura de plus

R . a . . . . . . « e
La fraction 77 jouira done, relativement & la fraction 3, des propriélés
g
énoncées par le théoréme, et pour établir ce méme théoréme il suffira
de prouver que, parmi toutes les fractions irréductibles dont le déno-
. L, \ ) . . "1 a .
minateur n’excede pas n, celle qui surpasse immédiatement 5 Lstpreel-
!
. 7% . .. .
scment 55 On y parvient de la maniére suivante.
Les diverses valeurs de y qui résolvent I'équation (1) forment la
progression arithmétique
ey V—ab, U —b, U, b+b, b+2b,
et puisque &' est la plus grande de ces valeurs qui soit comprise dans
n, on a nécessairement

n<b'+b.

. . . . , . o
Soit maintenant » une fraction irréductible et plus grande que ;

»

EERL,

prisc parmi celles dont le dénominateur n’excéde pas n. Si Uon fait,
pour abréger

(2) of — ug =m,

on aura

m

bg

g
5=

03 15

Ainsi la différence des fractions g, ‘—bl sera généralement exprimée
par bﬂg; et si, on donne & m une valeur constante en laissant varier g,
cette différence aura la plus petite valeur possible, lorsque g aura la
plus grande valeur possible. D'ailleurs les diverses valeurs de g qui
satisfont & I'équation (2) sont évidemment comprises dans la progres-
sion arithmétique . ) '

cery mbl—2b, mb'—b, mb, mb -+ b, mbd-+2b,
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dont le terme mb'+- b, égal ow supérieur i b’ b, est par suite supé-
rieur & n, et, comme g ne doit pas excéder n, il est clair qu’il sera
T ) R . . m
tout au plus égal au terme mb'; d’ou il suit que la fraction 5g e
pourra devenir inférieurc 4

n 1

mb'o — bb’

. 0 . , e o ‘ - . .
Donc, parmi toutes les fractions supérieures a 7 ct dont le dénomina-

s \ . . , a
teur n’excéde pas n, la plus petite est celle dont la différence avec 7 est

"

I o1 . [74
égale & 7 cest-a-dire, la fonction

!
o

Corollaire. — Si, parmi les fractions dont il s’agit dans le théoréme,

on en prend trois de suite a volonté, en désignant ces trois fractions
par ‘

« o o

b’ F’ "b—”’
on aura
ab—ab'=1, "V —db'=1,

et par suite

&b —ab=a"b — 4"

d’ott 'on conclut
Cette derniére équation n’est autre chosc que I'expression analytique

de la propriété observée par M. J. Farey.

——— 0 G ——— e

CLiwvres de C. — S, 11, t. 1L 27
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SUR

LES RACINES IMAGINAIRES DES EQUATIONS.

.

Bullelin de la Société Philomatique, p. 5-9; 1817.

Je me suis proposé d’établir, par une démonstration directe et
simple, la proposition qui sert de base a la théorie des racines imagi-
naires, et qu on peut énoncer comme suit *

TuroreME 1. — 87 ['équation

(1) X a4 X L A+ A, =0

n’a pas de racine réelle, on pourra toujours y satisfaire en prenant pour

@ une expression de la_forme
(2) x:r(coscpi\/—r)sincy;'

ou, en d’autres termes, on pourra trouver pour r et ¢ un systéme de

valeurs réelles qui vérifient en méme temps les deux équations

3) rteosng - a " 1cos(n — 1)@ ...+ @, 4 1'COSQ + 4 =0,
risinng + a rt-tsin(n — 1)@ ...+ @,y 7sing —=o.

La démonstration de ce théoréme est fondée sur les deux lemmes

sulvants :

Lemme 1. — Soit f(y)=o0 une équation dont y =1 représente unc
racine réelle, mais qui ait une seule racine égale & b, on pourra toujours
attribuer & 6 une valeur assez petite, pour que, v étant égal ou inférieur
¢ 6, lune des deux Sfonctions f(b-4v), f (b——v) s01l constumment

®

posttive, et I autre constamment négative.
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En cffet, puisque f(b) =0, si U'on développe f(b =+ ¢) suivant les
puissances ascendantes de ¢, on aura une équation de la forme

(%) f(b—*_“v):-i_-Bv—i—CvziDv:’—{—...:ti(xig(J—i—...)

B n’étant pas nul, attendu qu’on suppose une seule racine égale a b.
- Or, ¢ venant a décroitre, le signe du second membre de I'équation (4)
finira par dépendre uniquement du signe de son premier terme 4=Be;
et par suite les signes des deux fonctions f(b—+¢), f(b—¢) finiront
par étre respectivement égaux a ceux des quantités + Be, —Be.
Done, ete.

"Leave IL — S S (@, y)=o désigne une fonction rationnclle ct enticre
d'xz et d’y, et que pour une certaine valeur de x I’équation f(x, y)=o
résolue par rapport & y fournisse plusieurs racines réelles inégales; x
venant a croiire ou a décroiire par degrés insensibles, les racines réelles
de U'équation varieront elles-mémes par degrés insensibles sans qu’aucune
d’elles puisse disparaitre, & moins que préalablement U équdtion
n’acquiére des racines égales. '

En effet supposons que, pour = «, I'équation f(z, y)=o admelte
plusieurs racines réelles inégales dont I'une soit y =¥b. On pourra
(lemme I) assigner a 6 une valeur assez petite, pour que, ¢ étant égal
ou inférieur & 6 sans étre nul, I'une des deux quantités f(a, b+ ¢)
J(a, b— ) soit constamment positive et ’autre constamment négative.
De plus, ¢ ayanl une semblable valeur, on pourra toujours attribuer a
« une autre valeur assez petite, pour que, u ¢tant égal ou inférieur a o,
les trois quantités |

J@—u be), [l b+0)y f(atu, bto)

soient de méme signe, et qu'il en soit encore de méme des trois
suivantes :

Sla—u, b—v), [f(u,b—2¢), [fla+u,b—r0).

Cela posé, il est clair : 1° que f(¢ —u, b+ ) et f(a—u, b—¢) seronl
de signes contraires : * que f(a—+u, b+ v)et f(a+u, b—¢) seront
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également de signes contraires; d’ou il suit que, u étant égal ou infé-
rieur & «, chacune des équations '

Jla—u,y)=o, Jla+u, y)=o,

résolue par rapport 4 y, fournira une racine réelle comprise entre les
limites y =0 —¢, y =0 ¢. Ainsi, ¢ ayant une valeur trés petite,
- pourvu qu’elle soit inférieure & 6, on peut assigner a a une valeur telle
@ venant a croitre depuis @ jusqu'a a+«, ou & décroitre depuis a
jusqu’a a—a, l'équation f(x, y)=o, résolue par rapport a y,
conserve toujours une racine réelle comprise entre les limites b — v,
b+ v, c’est-a-dire, une racine qui ne différe pas sensiblement de b; ce
qui suffit pour établir le lemme énoncé.
Comme on n’altére pas la forme de I'équation f(z, y)=o0 eny
1 . .
changeant & en —» on doit en conclure que le lemme I subsiste dans le
cas méme ou la valeur de x représentée par a devient infinie; ct l'on
' - o _ . _
peut assurer que, sl pour —=o, ou = o, I'équation f(z,y)=o
résolue par rapport & y fournit plusieurs racines réclles et inégales, la
A . - . : I . (o N
méme équation pour de trés petites valeurs de — inférieures 4 unc
certaine limite a, ou, ce qui revient au méme, pour de (rés grandes

[y

valeurs de x supérieures 4 la limite i—, admettra autant de racines
réelles fort peu différentes des premiéres.

Lorsque l’équatioh Sf(x, y)=o est du degré n par rapport a y, elle
ne saurait admettre n racines réelles différentes de valeurs, que dans
le cas ou elle n’a pas de racines égales. Si done, pour x=a, elle a en
effet » racines réelles différentes; et qu’en fidisant varier @ par degrés
insensibles, on finisse par faire disparaitre une ou plusieurs de ces
racines ; puisque dans l'intervalle ces racines elles-mémes varieront
par degrés insensibles, sans qu'aucune puisse disparaitre avant que
Péquation n’acquiére des racines égales, il est clair que dans le
méme intervalle une certaine valeur de « aura déterminé une réduc-
tion dans le nombre des racines réelles, en amenant I'égalité de deux
ou de plusieurs d’entre elles. )
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Venons maintenant a la démonstration du théoréme 1.

Démonstration. — Si dans les équations (3) on fait cose =3, elles
prendront la forme .
fﬂ(r* S) =0,

r(1 -—s'z)%fn_, (r,s)=o,

(%)

Sulry ), fuoi(r, 5) désignant deux fonctions rationnelles et entiéres de
r et de s, I'une du degré », I'autre du degré n—1; et il suffira évidem-
ment de prouver que, dans le cas out I'équation (1) n’a pas de racines
réelles, on peut satisfaire aux deux suivantes : ‘

((:) { fll(r’ S)-:_Oa
Jn—a(r, s) =o,

par un méme systéme de valeurs réelles de r et de o, ou, ce qui revient
au méme de r et de s, s=cos¢ étant compris entre les limites 4=1.
Or, la supposition 7 == réduit les équations (3) a celles-ci :

cosng =o,
(7) { inne—

s an = 0.
Ces derniéres fournissent respectivement pour cosg =s, la premiére
n racines réelles inégales, savoir :

T 3
§ — C0S —) § = COS — vy
an 2h

(8) 5
I (2n—3)m (2n—1n)m
§ = COo8 ————, § = cO§ *———
an ) 2n

et la seconde n — 1 racines réelles pareillement inégales, savoir :

(n~—1)v17
Ier—

£ am
(9) $==1c0s—, §T=C0os— e s =cos
n n n

indépendamment des deux valeurs comprises dans la formule
(10) s=x=x1,

d’ou il suit que, pour le cas de r=o0, on satisfait & 'équation
Ja(r, $) =0 au moyen des valeurs des données par les formules (8),
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et a I'équation ,
1
(I—S")T‘f,l_1(r, s)=o,

ou, ce qui revient au méme, aux deux suivantes

1
(1—52)2:0) fn—l(r’ S):O,

el

par les valeurs (g9) et (10); savoir, a I'équation (1—s*)*=o par les
valeurs (10) seulement, et 4 'équation £, ,(r, s)=o par les valeurs
(9)- On doit en conclure (lemme II) que, pour de trés grandes valeurs
de r supérieures 4 une certaine limite R, les équations (6) résolues par

rapport & s doivent respectivement fournir, la premiére n racines

réelles trés peu différentes des valeurs (8), et la seconde n —1 racines
réelles trés peu différentes des valeurs (g).

Supposons maintenant que dans les équations (6) r vienne &
décroitre par degrés insensibles depuis =R jusqu’a r=o. Il arrivera
de deux choses 'une. Ou, dans cet intervalle, les 2n— 1 valeurs réelles
de s qui servent de racines aux ¢quations (6), et qui varient avec r par
degrés insensibles, subsisteront toujours sans se confondre, et sans
que l'ordre de leurs grandeurs respectives soit jamais altéré; ou quel-
ques-unes de ces valeurs, d’abord différentes, deviendront égales entre
elles. Il est inutile de considérer séparément le cas on quelques
racines réelles finiraient par disparaitre soit dans'une soit dans 'autre
des équations (6); parce qu’en faisant I'application du lemme II a ces
mémes équations, on reconnait sans peine que le cas particulier dont
il s’agit rentre dans la seconde des deux hypothéses qu’on vient de
faire. De plus il est facile de voir que la premiére hypothése est inad-
missible. En effet, @, ne pouvant étre nul, puisque I'équation (1) est
supposée n’avoir pas de racines réelles, on ne saurait évidemment,
pour de trés petites valeurs de r, satisfaire 4 la premiére des équations
(6), ou, ce qui revient au méme, 4 la premiére des équations (3), par
des valeurs de s=cos¢ comprises entre les limites 4 1. D’ailleurs,
tant que la premiére des équations (6) conserve n racines réelles
inégales, comme ces racines varient avec r par degrés insensibles,
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aucune d’elles ne peut dépasser les limites -+ 1, sans avoir préalable-
ment atteint ces mémes limites; et d’autre part, si, pour une certaine
valeur de 7, on pouvait satisfaire a I'équation f,(r, s)=o en supposant
s=—cosp =1, la méme valeur de r vérifierait la premiére équation
(3) réduite par cette supposition &
A VR Snwil2 A ALt B SR St i el P A a;lz o,

et I'équation (1) aurait une racine réelle égale, au signe prés, a celte
valeur. Done, puisque I'équation (1) n’a pas de racines réelles, on
peut assurer que, pour de trés petites valeurs de 7, la premiére des
équations (6) résolue par rapport 4 s n’aura plus de racines réelles,
non seulemen( entre les limites s =--1, mais méme hors de ces
limites.

La seconde des deux hypothéses entre lesquelles nous devions
choisir est donc la seule admissible; et nous dévons conclure que, r
venant a décroitre au-dessous de la limite R par degrés insensibles, les

2n—1 valeurs réelles de s qui servent de racines aux équations (6)
varieront d’abord pendant un certain temps par degrés insensibles en
conservant I'ordre de leurs grandeurs respectives, mais qu’a la fin une
certaine valeur de » aménera I'égalité de deux ou plusieurs racines
réelles.

Il est de plus évident que la premiére égalité qui se présentera
sera celle d’une ou plusieurs racines qui se suivaient immédiatement
dans l'ordre de grandeur observé pour r=R, c’est-a-dire, pour des
valeurs de r trés considérables, ou, ce qui revient au méme, pour
r=oo; et comme l'inspection seule des équations (8) et (9) suffit
pour faire voir que les diverses racines, rangées d’aprés cette loi,
appartiennent alternativement & la premiére et a la seconde des
équations (6), il est clair que la premiére égalité sera celle d’'une ou
de plusieurs racines de la premiére équation avec une ou plusieurs
racines de la seconde. Enfin, comme avant cette premiére égalité
aucune racine réelle de I’équation f,(r, s) = o n’aura pu disparaitre,
les racines qui deviendront alors égales entre clles, se¢ trouveront
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nécessairement, par les raisons que nous avons développées ci-dessus,

comprises entre les limites 4 1. Donc, r venant a décroitre, les équa-

tions (6) finiront par obtenir une racine réelle commune s comprise
_entre les limites 4-1. , C.Q.F.D,
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SECONDE NOTE

SUR

LES RACINES IMAGINAIRES DES EQUATIONS.

~

Bulletin de la Société Philomatique, p. 161-164; 1817.

Qu’il soit toujours possible de décomposer un polynome en facteurs
réels du premier et du second degré; ou, en d’autres termes, que
loute équation, dont le premier membre est une fonction rationnelle
et entiére de la variable @, puisse toujours étre vérifiée par des valeurs
réelles ou imaginaires de cette variable : ¢’est une proposition que 'on
a déja prouvée de plusieurs maniéres. MM. Lagrange, Laplace et Gauss
ont employé diverses méthodes pour I'établir; et j'en ai moi-méme
donné une démonstration fondée sur des considérations analogues 4
celles dont M. Gauss a fait usage. Quoi qu'il en soit, dans chacune des
méthodes que je viens de citer, on fait une attention spéciale au degré
de T'équation donnée, et quelquefois méme on remonte de cette
derniére a d’autres équations d'un degré supérieur. Ces considérations
m’ayant paru étrangéres 4 la question, j’ai pensé que le théoréme dont
il s’agit dépendait uniquement de la forme des deux fonctions réelles
que produit la substitution d’une valeur imaginaire de la variable dans
un polynome quelconque; et j'ai été assez heureux, en suivant cette
idée, pour arriver 4 une démonstration qui semble aussi directe et
aussi simple qu'on puisse le désirer. Je vais ici Pexposer en peu
de mots.

OEuyres de C. — S. 11, t. TL. 28
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Soit f(«) un polynome quelconque en x. Si 'on y subslilue poul
@ une valeur i imaginaire u 4 ¢,/—1, on aura

(1) JCu+oy=1)=P+Qy=7,
P et Q étant deux fonctions réelles u et v. De plus, si U'on fait
(2) P—l—Q\/;—I:R(COST—Q—\/-——ISinT),

R sera ce qu’on appelle Ie module de I'expression imaginaire
P+ Qy—1;
et sa valeur sera donnée par I'équation
(3) | k2= P2+ Q,
Cela posé, le théoréme a démontrer, ¢'est que l'on pourra loujours
satisfaire par des valeurs réelles de u ¢t de ¢ aux deux équations

P=o. Q=uov;

~
ou, ce qui revient au méme, a I'équation unique

R=—o.

Il importe donc de savoir quelles sont les diverses valeurs que peut
recevoir la fonction R, et comment cette fonction varie avec u et ¢. On
y parviendra, comme il suit.

Supposons que les quantités u et ¢ obtiennent a la fois les accrois-
sements & et £, et soicnt AP, AQ, AR, les accroissements correspon-
dants de P, Q, R. Les équations (3) et (1) deviendront respectivement

(4) (R+ AR)?= (P + AP)*+ (Q + AQ)?,

(5) P AP + (Q + AQ) y—1
=f(uoy=) + b+ k=) =/(u+oy=1)
+(h+ky=1) filu+vy=1)
+(/¢+k\/-—_1)'2f‘_,(u,+r’ V=—1)+...,

J1s fa, ... désignant de nouvelles fonctions. Pour déduire de I'équalion
(5) les valeurs P+ AP et de Q + AQ, il suffit de ramener le second

membre 4 la forme p 4 qu:. C’est ce que 'on fera en substituant y
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S(u—0/=7) sa valeur R(cosT -+ /—1 sinT), et posant en outre
/z—}—/r\/—I:p(cosG-l—\/—Isinf)), .
f,(u + \/-——1) = R1(005T1+ V—1 sinT1),
folu+ V\/—_I> == Rg(cosTg—i— \/:—I_SinTg),
Aprés les réductions effectuées, I'équation (5) deviendra

(6) P4+AP +(Q+AQ)y—1
=RcosT + Rypcos(T,+ 0) + Rypcos(Ty+ 20) +...
+ [RsinT + Rypsin(Ty+ 0) 4+ Ryp2sin (To+20) + ... ]y —1t
et 'on en conclura

P+ AP =RecosT + Rypcos(T,+ 0) + Rop2cos(Ty+20) +. ..,

(7) Q+AQ=RsinT + Ripsin(T)+ 0) + Ryp?sin (To+20) +.. .,

8) (R+AR))= |RKcosT +Rypcos(T;+ ) + Ryp2cos(T,~+ 20) +...]?
+ [RsinT + R, psin(T; + 0) + Ryp?sin(T,+ 20) +... ]

Supposons maintenant que, pour certaines valeurs attribudes aux
valeurs u el ¢, I'équation
R=o

ne soit pas satisfaite. Si dans cette hypothése R, n’est pas nul, le

second membre de 'équation (8) ordonné suivant les puissances
ascendantes de p deviendra

e+ 2RBypeos(T — T+ 0) +...;

ct par suite la quantité
(R—+ AR):— R?,

ou, I'accroissement de R? ordonné suivant les puissances ascendantes
de p aura pour premier terme

2RRyp*cos (T, — T+ 0).

Si dans la méme hypothése R, était nul, sans que R, le fut, 'accroisse-
ment de R? aurait pour premier terme

2RR,p2cos (T, — T -+ 20),
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etc. Enfin ce premier terme deviendrait

2RR,pmcos(T*— T + n0),

si pour les valeurs données de v et ¢ toutes les quantités Ry, Ry, L.
s’évanouissaient jusqu’a R,, inclusivement. D’ailleurs, si I'on attribue
a p des valeurs positives trés petites, et a § des valeurs quelconques,
ou, ce qui revient au méme, si on attribue aux quantités % et £ des
valeurs numériques trés petites; l'accroissement de R?, savoir,
(R4 AR)*—R*, sera de méme signc que son premier terme repreé-
senté généralement par le produit

(9) 2RR,p*cos(T,— T + nb)

et, comme la valeur de § étant arbitraire, on peut en disposer de
maniére i rendre cos(T,— T+ nb), c’est-a-dire, le dernier facteur
du produit (g), et par suite le produit lui-méme, ou positif ou négatif;
il en résulte que, dans le cas ou des valeurs particuliéres attribuées
aux variables u et ¢ ne vérifient pas I’équation R = o, la valeur corres-
pondante de R* ne peut étre ni un maximum, ni un minimum. Done,
si I'on peut s’assurer a priori que R? admet unc valeur minimum, on
devra en conclure que cette valeur est nulle, et qu'il cst possible de
satisfaire a I'équation R =o.

Or R* admettra évidemment un minimum correspondant a des
valeurs finies de « et de ¢, si, pour de trés grandes valeurs numériques
de ces mémes variables, R? finit par devenir supu’leure a toute quan-
tité donnée. D’ailleurs si Uon fait

w—++vy—1=r(coss -+ V—=1sinz);

a de trés grandes valeurs numériques de u et ¢ correspondront de trés
grandes valeurs de r, et réciproquement. Done, pour que 'on puisse
satisfaire & I'équation R=o par des valeurs réelles et finies des
variables u et ¢, il st nécessaire et il suffit que la quantité R?* déter-
mincée par les équations

R,= P2+ Q2

(10) P+ Qy=i=f[r(coszs+ y=1sinz)]

q
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finisse par devenir constamment, pour de (rés grandes valeurs de r,
supérieure a tout nombre donné. ‘

La conclusion précédente subsiste ¢galement, que la fonction /()
soit entiére ou non. Elle exige seulement que P ct Q soient des
fonetions continues des variables u et v, ct que les quantités Ry, R, ...
ne deviennent jamais infinies pour des valeurs finies de ces mémes
variables. ' '

Supposons eu particulier que la fonction f() soit enticre, et faisons
¢n conséquence '

J(®) = ag 2" + ajatt 4, A by = il

Les équations (10) donneront

P+Q \/— 1 :f[rcos; ~+ rsins \/—— 1 ]
= dprtcosns -y teos(n —1)5 ..., . 1C0s3 -,
4 (g7 sinns 4 a; Pttsin (n — 1) 5 . Lo @ tsinz) /— 1,

i ay cos{n—1)z Up-y COS5 , 1
cosn:-l——#—)-i_. R St AL 1N

y
P= ayry, N ‘ e .
) ao 7 @y 1 o T'n

. @y sin{(n —1)z Upey SING
Q =auyr| sinns + — —(——)—++ pacland. — |
o r ay T

o , ) 206, CO85 I a,\* 1
R2=P24 Qﬂzaérmll—k et et <—n> ]’

A @y ) r

or il est clair que, pour de trés grandes valeurs de r, la valeur préce-
dente de R* finira par surpasser toute quantit¢ donnée. Done, en
vertu de ce qui a été dit plus haut, Pon pourra satisfaire par des
valeurs réelles de « et de ¢ & I'équation

R=—o,

ou, ce (qui revient au méme, aux deux suivantes :

P—=o, Q=o.

Au reste la méthode ci-dessus exposée n’est pas uniquement appli-
cable au cas ot la fonction f() est entiére; et, lors méme que cette
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fonction cesse de I'étre, les raisonnements dont nous avons fait usage
peuvent servir a décider, s’il est-possible de satisfaire a I'équation

J(z)=o0

par des valeurs réelles ou imaginaires de la variable .
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Bulletin de la Société Philomaligue, p. 121-124; 1817.

Nous avons établi, dans notre Mémoire sur la théorie des ondes,
certaines formules que M. Poisson a également obtenues de son coté,
et desquelles il résulte que, si deux fonctions respectivement désignées
par les caractéristiques f ¢t ¢ satisfont & I'équation

(1) f(@z(%)%f@?(#) cos () dyp. [H;"O’

Iintégrale étant prise entre-les limites p=o0, p. =, la méme équa-
tion subsistera encore, lorsqu’on y remplacera la fonction f par la
fonction ¢ et la fonction ¢ par la fonction f. De méme, si 'on désigne
par fet $ deux fonctions qui vérifient I’équation

efs

(2) @) =(2) [ 4 sn(pa) dy

cette ¢quation subsistera encore aprés I'échange de la fonction f
contre la fonction ¢ et de la fonction ¢ contre la fonction f. On voit
donc ici se manifester une loi de réciprocité : 1° entre les fonctions /et
¢ qui satisfont & I'équation (1) ; 2° entre les fonctions / et ¢ qui satis-
font a I'équation (2). Nous désignerons pour celle raison les fonctions
S(x), o(x) sous le nom de fonctions réciproques de premiére espéce,
et les fonctions f(x), d(a) sous le nom de fonctions réciproques de
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seconde cspéce. Ces deux espéces de fonctions peuvent étre employées -
avec avantage pour la solution d’un grand nombre de problémes, ct
jouissent de propriétés remarquables que nous nous proposons ici de
faire connaitre.

D’abord, en dillérentiant plusicurs fois de suite par rapport awx

I cquatlon (1), on reconnaltm facilement que si
J(z) et g(2)
sont deux fonctions réciproques de premiére espéce,
f'(z) et —ato(r)
scront encore deux fonctions réciproques de premiére espéce, et qu'il
en sera de méme des fonctions

JEa) et atgla),
SYUx) et —afg(r),
elc.

Au contraire,
J'(x) et x @(.r),
J"(x) el —adq(wx),
ete. .

scront des fonctions réciproques de scconde espice. On arriverait i

des conclusions analogues en dillérentiant plusicurs fois de suite par

rapport &  les deux membres de I'équation (2).
On reconnaitra avec la méme facilité que, si

f(@) et g(z)
sont deux fonctions réciproques de premiére espece, la fonction
9 (x) cos(kz)
aura pour réciproque de premiére espéce
1
S [k+2) + f(k—z)]

toutes les fois que k sera plus grande que =, et

LS (k4 @) + f (2~ &) :
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dans le cas contraire, tandis que la fonction
o (x)sinkz

aura pour réciproquc de seconde espéce
L fh—2) = f(k+ 2)]
dans la premicre hypothése, ot
LS (@ — k)= [k + )]

dans la seconde. Les diverses propositions ci-dessus énoncées supposent
les" quantités k et  positives ; mais il est facile de voir les modifications
qu’on devrait y apporter, si x et k devenaient négatives (*).

- Les principaux usages, auxquels on peut employer les fonctions
réciproques, sont les suivants :

1° Elles servent 4 la détermination des intégrales définies. Ainsi,
par exemple comme on a entre les limites p.=o, p =,

fe"‘ﬂcos(p:c) dp.—=
j‘e—"ﬂ sin(px) dp = ———

on ¢n conclut que

e—-l L

a pour fonction réciprogue de premiére espéce

1

’ 2\ r
- 5 )
) rr4

¢t pour fonction réciproque de seconde espéce

1 .
2\?*
T/ ri4 a??

() On peut remarquer encore, que si f(z) et x () sont deux fonctions réciproques de
premiére ou de seconde espdce, kjf(x) cl ky(x) seront reaproques de méme espece,
% étant une constante prise 3 volonté.

CEupres de C. — 8. 11, 1. 1L 29
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par suite les deux intégrales

r
fm cos(pa) dx

I:[.L:O.
[ tsnwaw T

re —+ {J_'

doivent étre I'une et I'autre égales a

Z e
4 y

3

ce qui est effectivement exact. On déduit immédiatement de considé-
rations analogues la formule qui sert & convertir les différences finies
de puissances positives en intégrales définies.

2° Les fonctions réciproques peuvent servir 4 transformer les inté-
grales aux différences finies, et les sommes des sérics, lorsque la loi
de leurs termes est connue, en-intégrales définies. En cffet, a I'aide
des fonctions réciproques, on peut remplacer une fonction quelconque
S () de la variable & par la fonction cos(pa) ou sin(px) placée sous
un signe d’intégration définie relatif & la variable y.; et comme on peut
obtenir facilement l'intégrale de cos(p.a) ou sin(p2) par rapport a x
en différences finies, et que les deux espéces d’intégration sont indé-
pendantes, il est clair qu’il sera facile de transformer une intégrale
aux différences cn intégrale définie. Il est bon de remarquer, qu'au
. lieu de chercher la valeur de f(«) en intégrale définie, on peut
calculer d’abord celle de '
E’k'tf(w),

k étant unc constante arbitraire, ¢t multiplier 1'intégrale trouvée par
¢t Cette observation suffit pour lever plusicurs objections que I'on
pourrait faire contre laméthode, dans le cas o la fonction f(x) devien-
drait infinie pour des valeurs réelles de «.
De méme, si I'on désigne par
" f(n)

le terme général d’une série, f(n) ¢lant une fonction quelconque de
'indice n, on raménera, par le moyen des fonctions réciproques, la
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sommation de la série en question & celle d’une autre qui aurait pour
terme général ' , ’

stcos(pan)
ct qui st évidemment sommable.

Dans le cas particulier ou I'on suppose z=1, on peut appliquer &
la formule trouvée la théorie des intégrales singuliéres, et 'on en
déduit alors la proposition suivante :

Désignons par a et b deux nombres dont le produit soit égal & la
circonférence du cercle qui a pour rayon 'unité; soicnt de plus fet ¢
deux fonctions réciproques de premiére espéce, et formons les deux
séries

J)+J(a)+f(2a)+...,

b

SR

"1

2

9(0) 40 (b) + ¢(2b) +....
- .
Le produit de la premiére série par a” sera égal a celui de laseconde
1
par b*. La premiére série sera donc sommable, toutes les fois que la
seconde le sera, et réciproquement. Cette proposition nouvelle nous
parait digne d’étre remarquée. Elle conduit immédiatement a la
sommation des séries qu'Euler a traitées dans son introduction a
I'analyse des infiniment petits, et 4 celle de plusieurs autres qui
renferment les premiéres. Le cas particulier, oul'on prend f(z)=¢*,
oflre une série trés réguliére et trés simple dont le terme général est
l 3 A v

de la forme a* ¢, et dont la somme reste la méme lorsqu’on y
remplace a par =

3 Les fonctions réciproques peuvent encore servir a 'intégration des
équations linéaires aux différences partielles a coefficients constants,
ainsi que je I'ai fait savoir dans mon Mémoire sur la théorie des ondes.

Telles sont les principales propriétés des fonctions réciproques.
Peut-étre, a raison des nombrecuses applications qu’on en peut faire,
P
Jugera-t-on qu’elles peuvent mériter quelque intérét.
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SECONDE NOTE

SUR

LES FONCTIONS RECIPROQUES

Bulletin de la Société Philomatique, p. 188-181; 1818,

Nous avons déja inséré dans le Bulletin de 1817 un article sur les
fonctions réciproques de premiére et de seconde espéce. Ces fonc-
tions se trouvent complétement définies par les deux équations

(1) f(x):(%ffcp(u)cos(px)dp{ﬁz:o}a

o s@r=(2) [ sinearaplt =0 L

dans lesquelles x désigne une quantité positive, et dont chacune
subsiste I'orsqu’on échange entre elles les deux fonctions f et @, ou

bien fet , qui s’y trouvent renfermées. Ainsi en admettant les équa-
tions précédentes, on aura

[

(3) ?(H)=<%>%ff(v)005(w)dV{:z;}’.
() | wwz(%)%ff(v)siu(zw)dv{:j;};
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et 'on conclura, par suite,

0, p=00

5 S@=2 [[ ) cos(pa) cos(p) dpds | £ = ,

VY=o, V=00

6)  flz)= %ﬂf(v)sin (1) sin (pv) dp. dv,
ou, ce qui revient au méme,

(7) ﬂ,f(v)cosll(*;+x)dpcl\,gf‘:'0,P«:oo}:O"

[ V=0, vV=®

(8)» ﬂf(v)cosp'(v—x)d‘udv%}:zg:tz:}:nf(x).

Ces derniéres formules, qui suffisent pour établir les propriétés des
fonctions réciproques, sont celles dont M. Poisson et moi nous nous
sommes servis, chacun séparément, pour intégrer les équations
différentielles du mouvement des ondes. Au moment ou j'ai rédigé
sur cet objet l'article déja cité, je ne connaissais d’autre Mémoire ou
I'on et employé les formules en question, que celui de M. Poisson et
le mien; mais, depuis cette époque, M. Fourier m’ayant donné com-
munication de ses recherches sur la chaleur, présentée a I'Institut
dans les années 1807 et 1811, et restées jusqu’a présent inédites, j'y
ai reconnu les mémes formules. Quoi qu’il en soit, comme on en a
déja fait, et qu'on peut en faire encore de nombreuses applications, je

* crois que les géomélres en verront avec quelque intérét une démons-
tration simple et rigourcuse.

Pour établir les éqﬁations (7) et (8), nous chercherons les limites

vers lesquelles convergent, tandis que « diminue, les intégrales
doubles

. .e‘“l* v) cos (v + @) du dv,
(9) [ ety eospiv+ @) o um
V=0, V=00 ’

(10) ﬂ‘e—“i*f(v)c‘osp(v—:x)dydv;

en partant de ce principe, que si N désigne une fonction de v toujours

~
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positive depuis v ==y, jusqu’a v="y,, et v" une valeur quelconque de v
intermédiaire entre v, et v,, on pourra choisir cette valeur intermé-
diaire v de maniére & vérifier I'équation

fusnaf;=s|=nn frof=3)

Cela posé, on trouvera

| ﬂe-wf(v)cosp(wx)dpdu
=[5 2
_f(”)fa +?ud:~x) (::;%
= arc tang - /(¥),

v désignant une quantité positive; et l'on en concluera en
q
faisant « = o

ﬂf(u) cos p.(v + ) d. dp{ﬁf ‘; “f: 1 =oxf(v)=o,

=o0, v==

du moins toutes les fois que f(v) demeurera constamment finie pour
des valeurs positives de v.

On aura, au contraire,
H‘ e f(v)cosp(v—ax)dudy

=ff<v>;r:%‘;‘1’:".—:;;{li§‘;}

atd- (v— ) v =0 |
n x ,
:<;+axctangz)f(v),
et en faisant a =o
ﬂf(v)cosp(v——x)dpulv:nj(v’). “
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Cette derniére équation prouve déja que Iintégrale (8) n’est pas nulle
en général, mais égale 4 'une des valeurs du produit

wf(v'). -

I reste & déterminer exactement cette valeur. Pour y parvenir, job-
serve que, si I'on fait

V=ux -+ au,

u désignant une nouvelle variable, on aura

x
adv {v=o0 _ du 0=
f‘f()oz+(v )lv:oo—ff(x_‘_a"’)l—f—u?: a}

U=
x
== — «
du
_M[j(a:—l—au,)l_i_u éu_—~£§
T a1
a'l
x
Il——-—l
du o’
X ot
-}—f'/'(r—l L)I—I—u‘l N
. U —_= -1
oF
z
= =
Zz +au -
+ff( -+ )I+ll2 4
U=o0
g z
w=— =
du &
. '
— 1
a2
z
b—=——=
du o®
z—+au" _
+f( )fI—l—lt"’ x
LI:--I——1
of
17 d
du = I
" Y
+ flx+au )fl+u2 a*
U—o0
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u', u", u” désignant trois valeurs de u respectivement comprises entre
les limites des trois intégrales correspondantes. On en conclura, en
effectuant les intégrations

ﬁ‘e—“ﬂfgv)cosp(v—;@)dptlv{F—:O’ H:w}

vy—=o0, V=

1
0
a

x x
= <arc tang — — arc lang —>f(.z' —+ au')

z
—+ 2arc tang — f(x + a u’)
o

s Z
+ (; — arc tang —T>f(x + au"),

a‘l
et par suite en faisant « =o0, puis observant que «u” est compris

1 1
entre — o2 et + o*,

: ﬂ;f(.v)cosp(v—x)dpdv%H—:O’H:w}=ﬂf(x),

V=0, V=0

du moins toutes les fois que /(v) restera constamment finic pour des
valeurs positives de v.

 ——— ) (O S —
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NOTE
SUR LINTEGRATION D’UNE CLASSE PARTICULIERE
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Bulletin de la Société Philomatique, p. 17-20; 1818.

——— © G

On sait que V'on regarde I'équation différenticlle
(1) dy —f(z,y)dzr=0
comme intégrée, lorsqu’on a trouvé un facteur propre a convertir le

premier membre de cette équation en une différentielle exacte. De
plus il est facile de voir que |

Pdy—Qdx et Pdx+ Qdy

scront des différentielles complétes, si P et Q désignent deux fonc-
tions réelles d’x et d’y liées entre elles par une équation de la forme

(2) ¢(e+yy=1)=P-Qy-r.

On aura en effet davs cette hypothése

v dQ — ——\_dP —  dQ
?l—}j—d7V—I_\/—Icp(x+y\/—1>_a;\/—l+%,
et par suite
\ dP _dQ  dP _d(—Q)
';l‘;/__dx’ de — ~ dy
OFuyres de C, — S, 11, t. 1L 3o
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Il est aisé d’cn conclure que si I'on pouvait satisfaire a la condition

3) - S =%
ou bien a la sulvante
f('x’ .}’) = 'g’

par des valeurs de P et de Q propres a vérifier en méme temps une
¢quation semblable 4 la formule (2); P, ou Q, serail un facteur propre
a rendre intégrable I'équation différentielle donnce. Il importe done
de savoir dans quel cas on pourra satisfaire aux conditions dont il
s’agit, et comment on déterminera dans cette hypothése la valeur
de P, ou celle de Q.

Observons d’abord que si dans I'équation (2) on fait y =o, on en
conclura o

P=o9(2), Q=o.

Par suite on ne pourra satisfaire a la premiére des conditions (3) que
dans le cas ou 'on aurait \ ‘

(4) J(x, 0)=0,
et a la seconde que dans le cas out I'on aurait

(5) f(z, 0) = 0.

Cela posé, concevons que l'on trouve effectivement f(x, o)=o.
On aura, pour déterminer, s’il est possible, les valeurs de P et de Q,
les deux équations

(6) f(w,y)zg, ¢(zxyy=1)=PxQ/—1.

On en tire

Pflz,y)=0Q, P= o(z+yy—1)+e(z—yy=1)

o= z—rV=1)—glz+yy=1)
) 2\/—1
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et par suite

. <P(w—y\/:?)+<P(x+y\/:_I)>
(7) f(»%y)( >
_z—yV=1) —e(e+yyV—r1)
PV .
Soit maintenant A
L) = fu (2, ).

Si l'on différentie par rapport a y les deux membres de P'équation
(7), et que I'on fasse ensuite y = o, on trouvera

%) Ji(z, 0) 9(2) =—¢'(2).

En intégrant cette derniére équation par rapport 4 2 on en conclut

(9) o) =oa /B0,
¢ désignant une constante arbitraire. Si les valeurs de P et de Q, qui
correspondent 4 la valeur précédente de o(r), vérifient I'équation

IS

Sz, y)= lQ"

P sera un facteur propre a rendre intégrable I'équation différentielle
donnée.

§’il arrivait que la fonction f(x, o) furt infinie-au lieu d’étre nulle,
on aurait a résoudre au lieu des équations (6) les deux suivantes :

(10) %Z“m’ o(z=yy=1)=PxQy—r,

et il suffirait en conséquence de remplacer dans les calculs que nous
venons de faire la fonction f(z, y) par — ——-

J(z, )

Pour montrer une application des formules précédentes, supposons

que I'équation différentielle donnée soit
d
TZ, = tang(y(a + bx))

On aura dans cette hypothése

Sz, y):tang(y(a—’r-bx)), . J(z,0)=0, fi(z, 0)=a-+ bz;
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et par suite la formule (g) donnera

— | (a+bx)dx —nx+ébm’
o(x)=ce =ce .

La valeur de ¢(«) étant ainsi déterminée, on trouve

—ax+ %I:(m’—-y’)

P=ce cos(y(a—i—bx)),

—ax+ 1' h{a2—y?)

Q=ce sin(y(a—r—bx));

et comme ces valeurs de P et de Q vérifient I'équation
_I(% = tang(y(a -+ bx))};

il en résulte qu'on peut rendre I'équation donnée intégrable par le
moyen du facteur

—ax+ ,1—,1; (® = y%)

P=ce cos(y(a+bx)>.

Remarque sur Uarticle précédent (*).

En représentant par a, b, ¢, %, des quantités constantes, et faisant,
pour abréger,
' a+ bx + cy + kxy = p,

I’équation que M. Cauchy a prise pour exemple est un cas particulier

de celle-ci '

d;
Zz% = tangp,

dans laquelle il est facile d’effectuer la séparation des variables. En
effet elle est la méme chose que

cosp dy = sinp dz;

(1) Note de M. Poisson.
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mettant pour cosp et sinp, leurs valeurs en exponentielles imaginaires,
on en déduit

(dz +dy y=1)eWTi=(dz — dy J=1)e™;
u et v étant deux nouvelles vafiables, s1 L'on fait
r4+yy—1=20, ax—yy—1=2v,
on trouvera ‘
| p=at(b—cy=i)u+(b+cy=i)e+ (7 — at) ky—1;

au moyen de cette valeur de p, il sera aisé¢ de mettre I'équation précé-
dente sous la forme '

—~2kut ,¢c—by=1)u— 20y /—1 =2kt —2c—by =)
dir e—2hku e(c V )"_dve“‘/ 1 =2k g (e—by )I,

et maintenant les variables sont séparées.

e O G A —ese—
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NOTE

SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS
AUX
| DIFFERENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRL
A UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES.

Bulletin de lu Société Philomatique, p. 10-21; 1819.

e © G —— e

Jusqu’a présent il n’est aucun traité de calcul différentiel et intégral,
ou l'on ait donné les moyens'd’intégrer complétement les équations
aux différences partielles du premier ordre, quel que soit le nombre
des variables indépendantes. M’étant occupé il y a plusicurs mois de
cel objet, je fus assez heurcux pour oblenir unc méthode générale
propre a remplir le but désivé. Mais, aprés avoir terminé mon travail,
jai appris que M. Pfafl, géométre allemand, était parvenu de son coté
aux intégrales des équations ci-dessus mentionnées. Comme il s’agit
ici d'une des questions les plus importantes du caleul intégral, et que
la méthode de M. Pfaff est différente de la mienne, je pense que les
géometres ne verront pas sans intérét une analyse abrégée de 'une et
de Pautre. Je vais d’abord exposer la méthode dont je me suis servi,
en profitant, pour simplifier 'exposition, de quelques remarques faites
par M. Coriolis, ingénieur des ponts et chaussées, et de quelques
autres qui me sont depuis peu venues a esprit.

Supposons, en premier licu, qu'il s’agisse d'intégrer une équation
aux différences partielles du premier ordre i deux variables indépen-
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dantes. On a déja pour une intégration de cette cspéce plusicurs
méthodes différentes, dont F'une (celle de M. Ampére) est fondée sur
le changement d’une seule variable indépendante. La méthode que je
propose, appuyée sur le méme principe dans ’hypothése admise, sc
réduit alors & ce qui suit. ‘

Soit |

(1) @, Y,y pyq) =0

I'équation donnée, dans laquelle « et y désignent les deux variables
indépendantes, u la fonction inconnue de ces deux variables, et p, ¢
les dérivées partielles de u relatives aux variables « et y. Pour que 'on
puisse détcrminer complétement la fonction cherchée w, il ne suffira
pas de savoir qu’elle doit vérifier I'équation (1); il sera de plus néces-
saire qu’elle soit assujettic 4 une autre condition, par exemple, a obte-
nir une certaine valeur particuliére fonction de y, pour une valeur
donnée de la variable . Supposons en conséquence que la fonction «
doive recevoir, pour & =, la valeur particuliére ¢(y): lafonction g,
ou la dérivée particlle de u relativement a y, recevra dans cette hypo-
thése la valeur particuliére ¢'(y). Dans la méme hypothése, la valeur
générale de u sera, comme l'on sait, complétement déterminée. Il
s’agit maintenant de calculer cette valeur; on y parviendra de la
maniére suivante.

Remplagons y par une fonction de @, et d’une nouvelle variable
indépendante y,. Les quantités u, p, ¢, qui étaicnt fonction de z et y,
deviendront elles-mémes fonction de x ct de y,; et I'on aura, en
différentiant dans cette supposition,

) du dy
() dz =1 9ay
du dy
3 S QuiCA
( ) d‘)/o q d,)/(\ \

Si Pon retranche I'une de lautre les deux équations précédentes,
aprés avoir différenti¢ la premiére par rapport a y,, ct la seconde par
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rapport 4 &, on en conclura .
“ dp _ dg dy _dy dg
’ dyo dx dy, dz dy,
Si, de plus, on désigne par
Xde+Ydy +Udu+Pdp+Qdg

la différentielle totale du premier membre de I'équation (1), on trou-
vera, en différentiant cette équation par rapport a y,,

dy du
(5) Yl_b—o+Ud)’ d) Qdy

ct par suite, en ayant égard aux équations (3) et (4),

dg\ dy dy\ dq
(6) <Y—|—qU+P >d) +<Q—P )d)

Observons maintenant que, la valeur de y en fonction de @ ct de Yo
étant tout a fait arbitraire, on peut en disposer de maniere qu'elle
vérifie 'équation différentielle

. d‘)/

_psr

(7) | Q—-PZZ =0,
et qu'elle se réduise a y,, dans la supposition particuliére = ,. La
valeur de y en & ct y, étant choisie comme on vient de le dire les
valeurs particuliéres de u et de ¢ correspondant & @ =ua,, savoir,
o(y) et ¢'(y) deviendront respectivement ¢(y,) ct ¢'(y,). Représen-
tons ces mémes valeurs par u,, ¢,. On aura

{ =9 (),

8
) { qo=9¢"(¥0)

Quant a la formule (6), elle s¢ trouvera réduite par I'¢équation (7) &

dg\ dy _
(Yrquar )=

ay

et comme, y renfermant y, par hypothése, dy, e peut étre constam-

ment nul, la méme formule deviendra

dg _
(9) Y+qU+P = =o. ;
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Cela posé, I'intégration de I'équation (1) se trouvera ramenée a la
question suivante : Trouver pour y, u, q, p quatre fonctions de x et de
Yo, qui solent. propres @ vérifier les équations (1), (2), (3), (7), (9), et
dont trois, savoir y, u, q, se reduzsent respectivement d y,, Uy, ¢o, dans
la supposition x = x,. .

Nous ne parlons pas de I'équation (4), parce qu'elle est une suite
nécessaire des équations (2) ¢t (3). Quant a la valeur particuliére de p
correspondant & x = ,, clle n’entrera pas dans les valeurs générales
de y, u, p, q déterminées par les conditions précédentes. Si on la
désigne par p,, clle sc déduira de la formule '

( 107 ) J(Zos Yoy oy Poy go) = 0.

Il est essenticl de remarquer que les valeurs générales de y, u, p, q,
en fonction de @ ct de y, resteront complétement déterminées, si,
parmi les conditions auxquelles elles doivent satisfaire, on s’abstient
de compter la vérification de I’équation (3). Cette derniére condition
doit donc étre une conséquence immédiate de toutes les autres. Pour
le démontrer, supposons un instant que, les autres étant vérifiées, les
deux membres de I'équation (3) soient inégaux. La différence entre
ces deux membres ne pourra étre qu'unc fonction de @ et de y,. Soit
« cette fonction, et o, ce qu’elle devient pour x=2a,. On aura

(omte g,
() dy, . *dy,
l %= ;Z’“ 7o ;2" =900 =g =o.

On (rouvera, par suite, au lieu des équations (3) et (4),

de _ dy
dy, T dy, dy,
dp _ dq dy dy dy  da

dy, — dx dy, d:x d)o + dz’

-+ «a,

(12)

puis, au lieu de 'équation (6), la suivante :
: dg\ dy dgq da
(12) (Y—l—qU—i—P%) <Q p > Te+Var P =o

OLuvres de C. — 8. 11, t. I1. ' 31
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Cette derniére sera réduite par les équations (7) et (9) qu’on
suppose vérifiées, a

da
(14) . Ua-!—P—ch—_

En Pintégrant et considérant g comme une fonction de x et de y,,

on {rouvera

U L
Y4 (*
(15) a=0y¢e Pm(’”);
et par suite, en ayant égard a la seconde des équations (11), on aura
généralement
(16) a==o.

Les deux membres de I'équation (3) ne sauraient donc étre inégaux
dans 'hypothése admise. On doit en conclure que les quantités y, u,
P, g satisfont & toutes les conditions requises, si ces quantités, consi-
dérées comme fonctions de x, vérifient les équations (1), (2), (7), (9),
et si, de plus, y, u, ¢ se réduisent respectivement 4 y,, uo=9(y,), ct
go=¢(Ys), pour & =ua,. Il est inutile d’ajouter que p doit obtenir
dans la méme supposition lavaleur particuliére p,; en effet cette valeur
particuliére ne sera-pas comprise dans les intégrales des équations (1),

(2), (7), (9), attendu qu'aucune de ces équations ne renferme g’-

Si dans I'équation (2), on substitue la val(,ur de ¥ - tirée de I'équa-
(7), on trouvera

d Pp+C
(17) £:P+917q': [)PQq.
De plus, si I'on différentie I'équation (1) par rapport 4 x, on obtiendra

la suivante :

Qv p9 dq _
(18) X—I—Yd +U +l +Qd_x—0’

que les valeurs de 2 7z Zu dp tirées des forfnules (7), (17) et (9),

réduisent &

N ' dp____ “
(19) X+pU+le;_o.
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Cela posé, on pourra substituer 'équation (17) a Uéquation (2), et
I'équation (19) 4 I'une des équations (1), (17), (7), (9)- Si d’ailleurs
on observe que, dans le cas ou 'on considére y, u, p, ¢ comme fonc-
tions de  seulement, on peut comprendre les équations (7), (9), (17)
et (19) dans la formule algébrique

N dz _dy  de _  dp _ dg |
(20) P - Q Pp+Qg  X+PU~ YiqU’

on conclura définitivement que, pour déterminer les valeurs cherchées
des quantités y, u, p, q, il suffit de les assujettir & quatre des cing équa-
tions comprises dans les deux formules

JS(x, .j'v Py q) =0,
(21) de ﬂ _ du dp . dg

P Q _"Pp—i—Qr]:_X—l—pU:—Y—l—qU’

et a& recevoir, pour x =, les valeurs particuliéres y,, u,, po, g, dont
les trois derniéres sont déterminées en fonction de la premiére par les
équations (8) et (10).

Supposons, pour fixer les idées, qu’a 'aide de I'équation
J(@y y,u,p,q)=o
on élimine p des trois équations comprises dans la formule

de _dy du . dg
(22) P T Q T Pp+Qg~  Y4qU

En intégrant ces trois derniéres, on obtiendra trois équations finies
qui renfermeront, avec les quantités

x’ .)/’ U, q?
les valeurs particuliéres représentées par
Zoy Jos @(Xo)s ¢ (o)

Si aprés l'intégration on élimine g, les deux équations restantes ren-
fermeront seulement, avee les quantités variables z, y, u et la quantité
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constante x,, la nouvelle variable y,, dont I'élimination ne pourra
s’cffectuer que lorsqu’on aura assigné une forme particuliére & la fonc-
tion arbitraire désignée par ¢. Quoi qu’il en soit, le systéme des deux
équations dont il s’agit pourra toujours étre considéré comme équiva-
lent a I'intégrale générale de I'équation (1).

Comme, dans tout ce qui précéde, on peut substituer la variable
a la variable y, et réciproquement, il en résulte que les intégrales des
équations (21) fourniront encore la solution de la question proposée,
si 'on considére dans ces intégrales y, comme constante, , comme
une nouvelle variable (que 'on doit ¢liminer, et w,, pg, ¢, comme des
fonctions de cette nouvelle variable déterminées par des équations de
la forme
o= ¢ (&),
Po=1'(£);
(24) J(Zoy Yo, o, Poy qo) = 0.

(23)

Appliquons les principes que nous venons d’établir a I'intégration de
I'équation aux différences partielles

(23) Pq— x) =o.
On aura dans cette hypotheése

P=y, Q=yp, U=o, X=—1, Y = — a;
et par suite la scconde des formules (21) deviendra

de _dy  de _dp _dg
g P 2pg ¥y =z’

ou, si I'on réduit toutes les fractions au méme dénominateur pg==zy,
pour les supprimer ensuite, '

(26) pdm:qdy:—;du:xdp:yd(].

On tire successivement de la formule précédente

) otz da_dy

I 9 .
» — 7= du_._gzxa"x_y2yd}’;
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puis, en intégrant, et ayant égard a I’équation de condition p,g, =2, ¥4,

(28) r_z, , 72X,
Do Zg 9o Yo
i — 11(,:% (2 — z2}) :;//—0 =)
) )
(29) '
:}0

/2 2 __ 2 —-‘E‘g /2y
(/o(x xo)"—po(.) Yi)e

Si 'on multiplie I'une par 'autre les deux valeurs de v — u, que fournit
I'équation (29), on aura

(30) : (0 —uo)*=(2*—x7) (* —y0)
En joignant cette dernicre a I'équation (29) mise sous la forme
(31) Qo (1t — ) = yo (2% — 27),

et remplacant 1, par @(y,), ¢, par o'(y,), on trouvera, pour les deux
formules dont le systéme doit représenter 'intégrale générale de
I'équation (25),

30 fle=eOP=(2*—at) 0* =),
> ({2 —e(r0)]e

Dans ces deux derniéres formules x, désigne une constante choisie i
volonté, et y, une nouvelle variable qu'on ne peut éliminer-qu’aprés
avoir fixé la valeur de la fonction arbitraire o. Il est bon de remarquer
que la seconde des équations (32) n’est autre chose que la dérivée de
la premiére relative a la variable y,.

’

Si Pon réunit 'équation (30) 4 I'équation (29) mise sous la forme
(33) Po(tt— o) = 20 ()* — 1),

(ue I'on considére y, comme constante, , comme variable, puis, que
Pon remplace u, par () et p, par o’'(x,), on obtiendra deux nouvelles
équations, savoir : ‘

(34) {[“—@(xmf:<x?—w§)<y2—y:-’,>,

[ — o (z0) )0 (20) = (y*— %) 0,

dont le systéme sera encore propre i représenter U'intégrale générale
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de I'équation (25). La seconde des équations (34) est la dérivée de la
premiére relativement a x,. )

On prouverait absolument de la méme maniére que I'intégrale géné-
rale de I'équation aux différences partielles

(35) Cpg—u=—o

est représentée par le systéme de deux formules trés simples, savoir :
de I'équation

(36) (7 — )" = (2 — 20) (¥ — 30),

et de sa dérivée prise relativement a I'une des quantités «,, y, consi-
dérée comme variable, u, étant censée fonction arbitraire de cette
méme variable.

La méthode que I'on vient d’exposer n’est pas seulement applicable
a I'intégration des équations aux différences partielles a deux variables
indépendantes; elle subsiste, quel que soit le nombre des variables
indépendantes, ainsi qu’on peut aisément s’en assurer.

Prenons pour exemple le cas ou il s’agit d’'une équation aux diffé-

rences partielles a trois variables indépendantes. Soit

(37) Sflz,y,5,u,p,q, 7r)=0

cette équation, dans laquelle u désigne toujours une fonction inconnue
des variables indépendantes x, y, z, et p, g, r les dérivées particlles
de urelatives & ces mémes variables. Pour déterminer complélement la
fonction u, il ne suffira pas de savoir qu’elle doit vérifier I'équation
(37). 1l sera, de plus, nécessaire que cette fonction soit assujettie a
une autre condition, par exemple, 4 obtenir une certaine valeur parti-
culi¢re pour une valeur donnée de . Supposons en conséquence que
la fonction u doive recevoir, pour = x,, la valeur particuliére o(y, 3).
Les fonctions g et r, ou les dérivécs partielles de u relativesa y et a =
obtiendront respectivement dans la méme hypothése les valeurs

de(y,s) do(y, s)
dy ’ ds

et 0,(y, 3).

» que je désignerai, pour abréger, par ¢'(y, 3)
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Il s’agit maintenant de calculer la valeur générale de y. On y parvien-
dra de la maniére suivante.

Remplagons y et z par-des fonctions de = et de deux nouvelles
variables indépendantes y,, z,. Les quantités u, p, 4, r, qui étaient
fonction de x, y, 3, deviendront elles-mémes fonction de @, y,, z,;
el I'on aura, dans cette supposition,

du dy ds
(38) dz p+qu+rdx
du _ dy s
(39) dy, ~ 1y, dyy’
- du dy dz

a1 d, T
On tire des trois équations précédentes

(4o)
Si, de plus, on désigne par
Xde+Ydy +Zds+Udu+Pdp+ Qdg~+Rdr

la différentielle totale du premier membre de I'équation (37), on
trouvera, en différentiant successivement cette équation par rapport
4y, et par rapport a 3,

dy ds
<Y+qU+P )dyo <Z+1U+Pd >dyo
dy\ dyg dz \ dr _
) +(e-r @)+ (=P E) 5=
I
_p 49\ 4= ds
<Y+qU—| P >d +<Z+rU—I—P >dbo

dy dz\ dr
| (- Z)Z+(r—rz)E =2

Observons maintenant que, les valeurs de y et de z en fonction de =,
Yo, 3, étant tout a fait arbitraires, on peut en disposer de maniére
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qu’elles vérifient les équations différentielles

dy __
(2-——1)—@—0,

(h2)
dz

b D — .

h—T dz 0

et que de plus elles se réduisent, pour 2 ==, la premiére 4 y,, la
seconde & z,. Les valeurs de y et de z étant choisies comme on vient
de le dire, les équations (41) donneront

Y—*—(]U—i—P(%%:o,
(43)

Z+I‘V+P£:O;
. e

et, si I'on fait en outre
(44) Uy == ()0) 50), Zo="¢"(Y0s %), ro=91()0, 50),

on reconnaitra facilement que la question proposée se réduit a intégrer
les équations (38), (42) et (43), aprés y avoir substitué la valeur de p
tirée de Péquation (37), et en y considérant y, z, u, q, r, comme des
fonctions de «, qui doivent respectivement se réduire 4 y,, 2o, iy, ¢ys Tos
pour x = &,. Si entre les intégrales des cinq équations (38), (42) et (43)
on ¢limine ¢ et r, il restera seulement trois équations finies entre les
quantités z, y, 3, u, la quantité constante x,, les nouvelles variables y,,
3,, et trois fonctions de ces nouvelles variables, savoir :

16,== 0 ()0, 50)s Jo=9" ()0, 5a)s ro= 01 (Yo, Zu)-

Le systéme de ces trois équations finies, entre lesquelles on ne pourra

éliminer y, et 5, quaprés avoir fixé la valeur de Ia fonction arbitraire

9(y, 3), doit dtre considéré comme équivalent a Iintégrale générale
de I'équation (39). \

Les valeurs de y, 5, u, g, r, déterminées par la méthode précédente,

satisfont d’elles-mémes aux équations (39). En effet, si ’on suppose

du dy ds

&~ Ty Ty

du dy ds

— —g - — ===
d3s, /d.z(, dz,

= da, .

g
Rd)
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puis, que I'on différentie successivement 1'équation (37) par rapport
i y, et par rapport A z,, en ayant égard aux équations (38), (42) et
(43), on trouvera
Ua+D da =0,
dx

6
U6+P(‘Z?c__0,

et, par suile,
a=oage ‘1—{(1@[?]’
8—=8 ¢ ly’dx[f;],
pGlant considéré comme une fOHCth‘l'l de z, y,, 3, et a,, 6, désignant

les valeurs de « et de & correspondant & = x,. De plus, comme ces
valeurs seront évidemment données par les équations

du dy —
= cl)/Z — % —‘7%'—2 =4 (¥0, 50) — 9" ()0) 50) =0,
" du dzy —
S0 = (l:: _rOZZs—Z =91(Yas %0) — @1 (Yo, 50) =0,

on en conclura généralement

Si 'on différentie par rapport a a I'équation (37), et que dans
., . s e e . iz du
I’équation dérivée ainsi obtenue on substitue, pour dy  dz du dj dr
leurs valeurs tirées des formules (38), (42), et (43), on trouvera que
cette équation dérivée se réduit &

5 (- pU+ P
(43) >\+pU+PC/$_o.

Si de plus on désigne par p, la valeur particuliére de p correspondant
4 x = x,, cette valeur particuliére satlisfera évidemment a I’équation
(46) : f(xo, Yos S0y Loy Pos Goy ry) =o.

Enfin, si I'on observe que, dans le cas ou I'on considére y, 3, u, p, ¢, r

comme fonctions de 2, on peut comprendre les équations (38), (42),
OFEupres de C. — S, 11, L. 11, 32
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(43) et (45) dans la formule algébrique

(47) dez _dy dz du
17 TTQ T R Pp+Qg+Rr
dp dq dr

TX+pU T Y+ qU T T Z4rU’

on conclura en définitif, que, pour déterminer complétement les
quantités ¥, 3, u, p, q, r, il suffit de les assujettir a six des équations
comprises dans les deux formules (37), (47), et A recevoir, pour
x =, les valeurs particuliéres y,, 5,, Uy, Py» Go» 7y, dont les quatre
derniéres se trouvent exprimées en fonction des deux premiéres par

les équations (44) et (46).

Appliquons ces principes a l'intégration des equatlons aux dlffe-
rences partielles

(48) pqr — xyz=o.
Dans cette hypothése, la formule (47) deviendra

doe_dy _di_ du_dp_dg_dr

gr ~— pr pq 3pqr Yz x3 xy’

ou, sil’on réduit toutes les fractions au méme dénominateur pgr = zys,
pour le supprimer ensuite,

(49) pdx:qdy:rdz:%c{u:xa’p:yclq:zdr.

On tire de cette derniére
dp _dx dqg _dy dr £
2 r s
—3P —39 —3r.a
a’u_3$xdx_.3yydy__3;,. s
puis, en intégrant,

(51) P2, 4_Y, L_Z
Po Xy do .)’o’ 'y S
3 2 9 0 9 9 N 3 r() 2 9
(52) u—uo_——(x z3) === () —yi) == = (52—3).
2 Xy 0 2 5,

Si maintenant on multiplie I'une par I'autre les trois valeurs de u — %o
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que fournit la formule (52), ou seulement deux de ces valeurs, en
ayant égard a I’équation de condition

(53) PoQoT0™= 29050,

on trouvera

(54) . (u—ugyi= 3 (a2 %) (2= y3) (21— 5}),
/ | 3 ) z 2 9 9
S (0 —w)= g 17:()"'—)’6)(5 — z%),
(55) ( (u—uo)?:29(]_2(‘%2__‘13)(5»_:%),
- (W—wy=%%whmbuhww

Enfin, si dans I'équation (54) et dans les deux derniéres équations (55)
on remplace

uopar @ (o, %), ¢ par CP'()’O, 50), 7y par @y (¥es 50)s
on obtiendra trois formules dont le systéme représentera 'intégrale
générale de I'équation (48), savoir :

(36) [0 —@(ro 20) P= L (22— 23) (° — 7}) (=2 — 53),

(@*— x5) (5* — 57) Yo,

‘ [u— ‘?()’m 50) I @' (Yos %0) =
(57) '

1O INO

(22— 23) (0° = ¥5) %o

IhﬁWUMMP%mJ0='

=N

Dans ces trois formules z, désigne une quantité conslante, et y, z,
deux nouvelles quantités variables que 'on doit éliminer aprés avoir
fix¢ la valeur de la fonction arbitraire ¢(y, z). On peut remarquer
que les équations (57) sont les dérivées de I'équation (506), prises
successivement par rapport a y, et par rapport a z,.

En général, si 'on considére u, comme fonction de z,, y,, 5,, et
que I'on fasse
du, du, du,

5 _— —— -—
(‘)8) dxo —Pm d)’o ——%, dso ——— oy

les trois équations (55) ne seront que les dérivées de I'équation (54)
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prises relativement & x,, y,, 3,; et, si dans I"équation (54) réunie a
deux des équations (55), on regarde I'une des trois quantités z,, ¥,
3, comme constante et les deux autres comme variables, on obtiendra
un systéme de trois équations finies propre a représenter I'intégrale
géndérale de I'é¢quation aux diflérences particlles

pqr — zys=o.

En appliquant la méthode ci-dessus exposée a I'équation aux difl¢-
rences partielles
(59) pyr — u.=o,

on (rouverait que lintégrale générale de cette derniére peut étre
représentée par le systéme de trois formules trés simples, savoir, de
I’équation

(60) (i — 3) =8(2 — 20) (r — y0) (5 — 50),

dans laquelle «, est censée fonction arbitraire de x, Yo, 30, et des
deux dérivées de la méme équation relatives a deux des trois quantités
Zoy Yos 30, lorsque 'on considére une de ces trois (uantités comme
constante et les deux autres comme variables.

I’extension des méthodes précédentes a I'intégration des équations
aux différences partielles, qui renferment plus de trois variables
indépendantes, ne pfésentant aucune difficulté, je passerai dans un
second article a 'exposition du travail important de M. Pfafl sur les
objets que je viens de traiter.
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MEMOIRES SUR LINTEGRATION
DES EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENCES PARTIELLES,
A COEFFICIENTS CONSTANTS
ET AVEC UN DERNIER TERME VARIABLE.

PREMIER MEMOIRE.

Bulletin de la Société Philomatique, p. 101-112; 1821,

.\\

Dans ce Mémoire je me propose deux objets distincts, savoir :
1° de présenter l'intégrale générale des équations linéaires aux
différences partielles et a coefficients constants, avec un dernier terme
variable, sous la forme la plus directement applicable 4 la solution

" de certains problémes; 2° de montrer les différentes sortes de réduc-
tions que peut admettre dans des cas particuliers I'intégrale dont il
s'agit. Je vais d’abord m’occuper ici de la premiére de ces deux
(uestions, en me bornant, pour abréger, au cas ou le terme variable
de 'équation aux différences partielles se réduit a zéro.

On sait depuis longtemps intégrer par des sommes d’exponentielles
composées d’'un nombre fini ou infini de termes, les équations linéaires
aux différences partielles et a coefficients constants; et M. Poisson
a fait voir, dans le Bulletin de la Société Philomatique, dc 1817, que les
cxpressions auxquelles on arrive de cette maniére, sont précisément
les intégrales générales de ces équations. Mais on reconnait bientot

‘que les expressions dont il s’agit présentent l'inconvénient de ne
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pouvoir se préter immédiatement a la détermination des fonctions
arbitraires. Pour faire disparaitre cet obstacle, on a employé deux
moyens différents. Le premier consiste & développer les intégrales
en séries, ou a les représenter i I'aide d’expressions symboliques
déduites de lanalogic entre les puissances et les différences, et
a convertir ensuite ces séries ou ces symboles en intégrales définies.
(Voyes le Mémoire de M. Poisson, publié en 1819, et deux Mémoires
de M. Brisson, l'un inséré daus le Journal de I’Ecole Polytechnique,
I'autre manuscrit.) Le second consiste & introduire dans les sommes
d’exponentielles dont nous avons parlé ci-dessus les fonctions arbi-
traires qui doivent y rester. On peut, d’ailleurs, obtenir ce dernicr
résultat, soit dans certains cas particuliers, 4 l'aide de formules
uniquement applicables 4 ces mémes cas, soit en général, en supposant
les exposants imaginaires, et faisant usage des théorémes que renfer-
ment les Mémoires de M. Fourier, sur la chaleur; de M. Poisson et de
moi, sur la théorie des ondes. On peut consulter & ce sujet : 1° les
Mémoires des deux auteurs que je viens de citer; 2° la 11° note de
mon Mémoire sur les ondes, qui indique précisément la maniére de
résoudre ces sortes de problémes. Toutefois on abrége la méthode de
solution que jexpose, et celle qui se trouve dans le Mémoire de
M. Poisson, en apportant une légére modification a la formule fonda-
mentale. Cette formule, étendue & un nombre r de variablesx, y, 3, . . .,
peut s’écrire ainsi :

(r) f(=, ¥, 3 ):%M e flpy v, ®, .. ) cosa (2 — )

x c0s8(y — v) cosy (s — @) ...dadBdydpdvdw. ..,

les intégrations rclatives aux variables auxiliaires «, 6, v, ... étant
effectuées” entre les limites o, o, et celles qui se rapportent aux

variables auxiliaires p, v, @, ..., entre les limites — o, + 0. Je
remplace cette méme formule par la suivante : '

(2)  flz,y,3,...0)= (_2;_);\W‘ .. WL B v—y)V T pYlEm—aV T

X f(g, v, @, .. ydadS8dydpdvds...,
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les intégrations relativesa a, 6, v, . . . étant faites entre les limites — oo,

~+ oo, et celles qui se rapportent a p., v, @, ... entre des limites quel-

conques, pourvu que ces limites comprennent les valeurs attribuées

a x,y, 5 .... Cela posé, concevons qu'il s’agisse de réspudre une

équation linéaire aux différences partielles et a coeflicients constants,

sans dernier terme variable. Supposons que cette méme équation

renferme, outre la variable principale ¢, 7 + 1 variables indépendantes
Ly Yy By ey b

et qu’elle se change dans la suivante :

(3) Fla,8,7,...,0)=0,

-lorsqu’on y remplace respectivement

Pocni i PI par 1

Z—i ...... SUTIURIP par a =1
dy ' —
z;?’ ..................... par 6 \/— 1
etc.

d!

?;E ..................... par 0

d*o "
e par (oz \/— I)'

a V(s
dx:g‘y .................. par (a( \/—I)<6 \/— l)
etc.

d?o /——'>
m ................... par (oz —1 0
d*q 2
gyr par (6 V— I)'
etc.

. df_) Al
7;;?_ .................... par 02
- -
gﬁ_ .................... : par (a \/— I)3
ete.

Enfin proposons-nous de trouver une valeur de ¢ qui, satisfaisant
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a I'équation donnée, se réduise a
Sy, 800,

pour ¢t =o. Il suffira évidemment de prendre

—_ _I_ " 0t z(p—x)v‘———l 6(\1——)')»’—'_1 .Y(GS—;)\/:
4) Q_<2ﬁ>ﬁ...e e e e
X [y v, ®,...)dadSdydpdvds ...

3 ’ M W
pourva qu’on détermine 0 par la formule
F(a,6,7,...,0)=0.

Autaut cette derniére équation donnera de valeurs différentes de 0,
autant la formule (4) fournira de valeurs particuliéres de ¢, que I'on
devra considérer comme des intégrales particuliéres de I'équation
proposée. Si, parmi les coeflicients différentiels de ¢ relatifs a ¢,
I'équation proposée n’en renferme qu’un, savoir %’5 les valcurs de 9
se réduiront 2 une seule, et le second membre de la formule (4)
représentera immédiatement 'intégrale générale ou la valeur générale
de @. Dans le cas contraire, on obtiendra l'intégrale générale, en
faisant la somme des intégrales particuliéres, et remplacant dans
chacune d’clles la fonction f(u, v, @, ...), ou par une fonction
arbitraire de p, v, @, ou par le produit d’unc semblable fonction ct
d’une fonction déterminée de o, 6, v, ..., ou enfin, ce qui estsouvent
plus commode, par une somme de produils de celte espéce. Dans
cette derniére hypothése, on peut faire en sorte que les diverses

fonctions arbitraires soient composées en @, v, @, ..., précisément
de dto
di’ de’
composées en &, y, 3, .... Cest ce que 'on verra tout & 'heure. Mais,

comme les valeurs de ¢, .. correspondant & t=o, sont
avant d’aller plus loin, il est bon de remarquer que la formule (4), ou
une autre formule de méme espéce, se déduirait des méthodes que
nous avons appliquées, M. Poisson et moi, au probléme des ondes.
Je vais rapporter ici la méthode de M. Poisson, en restreignant son
application, pour plus de facilité, au cas de trois variables indépen-
dantes. Il s’agit alors de trouver une fonction g des trois variables , y, t,
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qui satisfasse 4 I'équation linéaire aux différences partielles, et sc
réduise, pour t=o0, a

(5) F@ 7= [ cosateo—

X c0s8(y —v) f(, v) do d8 dp. v,
les intégrations étant effectuées comme dans la formule (1). Or, on
satisfait & 'équation aux différences partielles, en prenant

(6) @ == X A ot/17% 70 grox =T by V=i

A étant une quantité indépendante des variables z, y, ¢, et f(«, 6)
représentant la valeur de 0 que détermine I'équation (3). Pour rendre:
la valeur de @, qui correspond a z==0, comparable au second membre
de la formule (5), on présentera I'équation (6) sous la forme

(7) o= XAewh  e—aay= p—Byy=i
+ I Beltf1—f  grawv=T g8y
+ X Cet/=%6 gruey=i e—brv=1
+ XD etft—0,—8) guavTi  Byy =T
On fera ensuite

A= 4—;‘—2(:“}14/:—1 eV 7 v) da dp. d8 dv,

B=— /;T._e"i“/: e 5V=T f( 1, v) da dy dB d,
r 7t :

(8)

C

Il

i e V= gbvy=i S(py v)dady.d8dy,

o)

= Z-In—gc V=1 e (v dor dp.dS dl ;

ct I'on changera le signe X en unc intégrale quadruple relative aux
quantités «, €, v, v.'On trouvera de cette maniére

(9) ¢= K%;ﬂﬁ‘elf‘“'g’ e =T BV (1Y) dot dB dyp dv
7 ‘

-+ ZI%M etf 10— palu—alVT o Biv—y) x/:—if( i v) do dé d‘U- dv

-+ Z—:—r; W etfi—a B galp—a)y=i e+B—) Sf(py v) de d8 dp dv

-+ # et —0) g—ap—2)y=] e‘ef\'-—)'ﬂ/:if( % v) da d3 dp dy.

OFuvres de C. — S. 11, ¢, II, 33
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Dans cette derniére formule, les intégrations relatives aux variables

* a, 6 sont supposées faites, comme dans les formules (1) et (5) entre les
limites o, . Cela pos¢, on reconnaitra immédiatement qu'on peut
réduire la valeur précédente de ¢ a celle que fournit I'équation (4)
dans le cas de trois variables, ¢’est-a-dire, 4

1

(10) 9= 5 [[[] M o pman = e’/;“'-"“:‘f(‘u, v) da dd dp.dv,

(A
les intégrations devant étre effectuées par rapport a « ct & entre les

limites — oo, + oo.

Il nous reste a faire voir comment on doit s’y prendre pour que les
fonctions arbitraives comprises dans lintégrale générale soient
précisément celles que fournissent les valeurs de
dy d'¢

o, —L

D@
correspondant a ¢ = o. Désignons respectivement par
(1) fol@ )55 fild s )y L@ yime)s e o (#:05500)
ces mémes valeurs, dont le nombre m sera égal a celui des coefficients .
différentiels de ¢, relatifs a ¢, que renferme I’équation donnée, ou, en
d’autres termes, a I'exposant de la plus haute puissance de 6 dans Ie
premicer membre de la formule (3). Soient, en outre, .

0oy - 01y 0sy oovy By
les diverses valeurs de 0 tirées de cette formule. Conformément a ce
qui a ét¢ dit ci-dessus, on prendra pour valeur générale de 9

1
(1) o= o [ AhGm )
4 Bo fi(py vy ®y o) oo Ko fruma (4 v, 05 o0 0 ) }
< et grlp—WE SV | do dp dsdy . ..

+(‘2—;)—ﬂ{ Afolps v, @, - .) .
+Bifi(i, v, @, "')"I"-"‘i“Klf/n-l(H,V) oy, .

s¢ Nt erip—rlV=T Bv—yIV=1 | |y dpdédv...

~—

1

———(2ﬁ)"ﬂ\..-{Auz—lfO((“la9757..-)+-‘.+K1n——1 m—i(,U«,V,'G)',...)}

< it gip—aW = By YW dy dpdddy...

—

“«
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oy, ce qui revient au méme,
I

(2m)"

¢ el W b WS L fol(py v, @, L) dadpd8dy. ..

13 ) —= v b Ageb g Ay et e A, ebmt
¢ {

. .
“+ —_— v (B ebolg By ety B,y dnmt}
(27-[)11
< e b—AWV=Ufv—y V=T fi(u, v, ®,...)dadpd8dv...
R R T R T S R G
1 e K°e°°‘+ K, (30:’+ R I G ehm 1!
(ZTE)IL

¢ Xl V=T GBlv—y V=T || S (P v, W o) dadpdédv. ..
ety pour faire coincider les valeurs de

Lo de g dny
T dt de? dim—!

correspondant i = o, avec les quantités
Joloy ¥y 50y Sil®y x5 8, )y Jal@y a3 i)y ooy fuea (25 0 5y ),

on regardera Ay, Ay, oy Ay Boy Byy o, B s Koy Koy o0y Ky
comme des fonctions de «, 6, v. .. déterminées par les ¢quations

A, -+ A, A+ A =1,
(14) A0, +=A0 4+ AL =0,
. ' ApOm=t o A 0=t e A, 072 =0,
Bo -+ B] -0+ Bm_1 =u,
Booo =+ Biol e -Bm—1 Om——l =0,
(15) ‘
e et e .
B0yt - B0 4. ..+ By O = 0,
etc.
K, + K 4 K =o,
(16) K()Oo +I{101 +...+I(m_1e,n-1:0,

Koy~ 4 K 077 oo K 07 2o 1
Dans le cas particulier ou I'équation proposée ne renferme qu’une
_seule dérivée partielle de ¢ relative 4 ¢, savoir :

dm q)
d (2 ’
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260 INTEGRATION DE CERTAINES EQUATIONS LINEAIRES
la formule (3) ne renferme qh’une seule phissance de 0, savoir 0.
Alors, en désignant par 1, a, b, ¢, ..., k les racines de 'unité du
degré m, on trouvera

(x7) 0, = by, 0= 0,, ey 0,y == A 0,.
I 1 T )
A== —) A== —» Ayoz —) ey \,, 1:i,
m m m m
1 I 1 I
By=— — Bi= — Byz= —r B, = ——
om0, mal, 2 mb,’ ’ Y Y|
(18) RPN ST T T S N ,
. 1 . 1
(== ~—— K= ————
I ! 7)20:,”_1’ ! ’]L(LLOO)III P!
1 I
K — . Kn 1= —pe—
N '71({)00)’”"‘ ! ’ m I?l(keo)’"’*‘

et par conséquent la formule (13) deviendra

) . I , 'eo°1+6’"0"/+.--+61‘0°t}
(19) ¢= (——__zn)"ﬂ { — 5

T LB Ay ~
X eMpmE N gimyy =) f Y, W, ..n) dadp.dsdy ...

/ (300[»«}—0"”0’-{——...—{- e&-()ot‘l
(97‘: ) m |

X XM= 5('—-‘ = i v, @y L) dadpdsdy ...

. L m—idlm“1 . (60""4‘ eﬂool_*__‘ . e/iQol)
(2" . | m f

X QW—e WL B W1 £ (v, @, .. )dedudsdy.. .,

les 1ntégrations relatives aux variables «, 6, ., ... étant faites,
a I'ordinaire, entre les limites — oo, +- o0, et celles qui se rapportent
a la variable ¢, & partir de la limile :=o. Lorsqu’on suppose m =1,
la formule (19) se réduita I'équation (4); et, lorsqu’on suppose m =2,
a la suivante

() o= g [l S

X e* =TV B—V=T S v, w, .. ) dadp d8 dy .

eO,l_'_ 6—0,,
+ar ) [l - :

3¢ @* (== G (v—y) =T f,([J., v, @, . ..)dadp.dédv...
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De plus, si, en substituant aux exponentielles imaginaires les sinus
et cosinus, on développe dans I'équation (4) le produit

L,'(n M P—a =T v

et dans Péquation (20) le produit

et -+ et
2

e T I AV e Y T B .

les intégrations effectuées par rapport aux variables «, 6, v, ... entre
les limites — oo, o0, feront évidemment disparaitre les termes qui
renferment un des sinus

- sina(p—x), sin€(v—y), siny(w—z),

toutes les fois que le premier facteur

ot 4 gt

2

et ou

serd une fonctlon palre de «, &, Yy oo Par conséquent, dans cetle
hypothése, I'équation (4) se trouvera réduite a

—_r (IT... 5 ) 6058 (s — 1) cose (5 .
(21) cp_z—gn_—)nlﬁﬂ---e‘msa(p.—'—-x)cos@(J y)cosv(m—z)...
X fo(y v, @, ) dadpdddydyds. ..,
et Péquation (20) 4

: 0,¢ —0,¢
I ¢Vl e e
Y g === —_— . erm——e ()G — v0aR (Y —— ar ~ -
(22) o= (gﬂ)n.ﬁ[/ ” cosa (P — x) cos8(v — y)cosy(@m — 5)...
><‘]'0 (2 v, @, ... )dadudSdvdyde. ..

P 0ut 6"0'
(,, 5 [(lt ﬁj e ————cosa (. — x) c0s8(y — 1) cosy (m—3)...

X folpy vy, w5, . 0) d2 (/;J. d2dvdyde ...,

les intégrations relatives aux variables «, €, v, ... devant encore étre
[aites entre les limites — o, 4~ oo, et I'intégration relative 4 ¢, a partir
de t=o.

Nous allons maintenant tirer des équations (21) et (22) les intégrales
générales des équations aux différences partielles que fournissent
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962 INTEGRATION DE CERTAINES EQUATIONS LINEAIRES

djverses questions de physique et de mécanique, et nous retrouverons
ainsi les résultats contenus dans les Mémoires des auteurs déja cités.
La loi suivant laquelle la chaleur se distrjbue dans un corps solide

et homogéne, dépend de I'équation

do _ (@ d?q )
S =a R R >

(23) qr e -+ 7=t

a désignant une quantité pOblllVC Si dans celte équation on remplace

respnctlvement
‘ L dy o do A

par
(“\[:)27 6(\/—‘—1>2’ 3’(\/:)2,

on trouvera, au licu de la formule (3), la suivante :
(24) 0=—a(o?+ 824 ).

On aura d’ailleurs, dans le cas présent, =23, En conséquence, la

formule (21) deviendra

(25) 90:(7%—)7* W/]/e"”’“’*”’“’ cos@ (g — ) eos8(y — ¥)
R X cosy(w —3) f(p, v, &) dad8dyd, dv dw.
i ! ) Y dp.

De plus, comme on a généralement

1
. — 3
e~ cos2bu du =7 e,
- o0

1

et par suite
— T8 -
fe““"’ coshu du ’ + :: l =—ec ",

a, b désignant deux nombres quelconques, on pourra, dans le second
membre de l'équation (25), effectuer, entre les limites — oo, =,
les intégrations relatives aux trois variables «, 6, y: et I'on trouvera,
par ce moyen,

(p. 1,’+(V 1)94.{(1_.-)!

o) o=—— [T T ey o) dyt v .

2*(axw)?
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AUX DIFFERENCES PARTIELLES, 263

Pour prouver directement que cette derniére valeur de ¢ satisfait
a la formule (23), les intégrations étant effectuées entre des limites
constantes arbitrairement choisies, il suffit d’observer que, si I'on pose

B (VI (T
-7
T—=e ol VAN

la fonction T satisfera clle-méme & I'équation aux différences partielles

dar <d*T 1728 412T>

de T U\ det T d)y? d3?
Si I'on prend pour limites des intégrations relatives & 1, v, & les six

quantités
Hoy Vo, Wa,

[J'H Viy Wi,

ct que 'on fasse

p=ax+2aal, v=y-+28Vat, w=s+ 27V,

a, 6, v désignant trois nouvelles variables, I'équation (26) deviendra

k3

(27) o= -3 /ﬂ‘e—“’—'@—‘f’f(m oo at, y +28\at, s+ 2y \at) dx d8 dy

X — ) =V s — W,

o= T g VT Sy = — L
2 at 2 Vat 2 \at
—z v, — T — 3
R e il P
2\/at 2 \at 2 Vat

La valeur de ¢ donnée par I'équation précédente remplit évidemment
la condjtion de se réduire a

J(x, 5, %)

pour ¢ = o, du moins tant que la valeur de « reste comprise entre les
limites o, py, celle de y entre les limites v,, vy. et celle de 5 entre les
limites @,, @,. Si 'on voulait que la méme condition fat satisfaite
- pour des valeurs quelconques des variables x, y, z, il faudrait alors
supposer

Po==—00, = Yyr=-—0o0, Wy== — o,

M=, Vy== 4= 0C, ==+
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ce qui réduirait I'équation (27) a la formule

I

(28) o= — e—x—Brye
7:5.\.
Xf(x—l—?,a\/Et_t—,_y-{_zs\/z,_i,z_‘_zy\/;ﬁ)
a:——oo,oz:ool
X(lo:dé({y 8=—w, f=c0\
f=—o, 1 =

Si, au lieu de I'équation (23), nous avions considéré la suivante

do  d%o
(9) T

nous aurions obtenu I'intégrale

’ O!::—x_{‘l‘o
t
(30) @::—I—ﬂfe—“’f(x—f-aa\/ar)da v
) _ My — &
[ o ==~
' 2 at

Pour que la valeur précédente de o se réduise 4 f(), quel que soit x,
il faut supposer

Ho=—00, Pi=-+.

On retrouve alors I'équation’

(31) o= e“’/(w-ﬁ—za\/n—t)(/ag
ﬂ? l —= -

% =—00
a

donnée pour la premiére fois par M. Laplace.
Aprés avoir déduit de la formule (21) les intégrales des équations
(23) et (29), je vais présenter quelques applications de la formule (22).
Considérons d’abord I'équation aux dérivées partielles, & laquelle sc
rapportent les petites vibrations des plaques sonores, homogénes ot

d’une épaisseur constante, savoir :

d25+ s ” diz +d‘z _
32 T T =

Si dans celte équation, ou b* désigne une constante positive, el ou la
variable principale se trouve représentée par s, on remplace respec-
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tivement -
d*z  d'z d*z diz
af’ dz¥’ ddtdyt  dy
par S
0 (ay=1), (ay=0)(8V=1), (8V=1),
on trouvera, au lieu de la formule (3), la suivante
(33) 024 b2 (a2 82) = o.
On en tirera
0==b(ar+8) =1,
o, e qui revient au méme,
= 00,
la valeur de 0,, étant déterminée par 'équation
0p==b(a?+ 82)y—1.
On aura d’ailleurs, dans le cas présent, z=2. En conséquence, la
formule (22), dans laquelle on devra écrire z au lieu de o, donnera

(34) == ?f%gﬁ[] cos(a?+ 62) bt cosa(p — ) cos8(v — y) fo(p, v) da dS dy.dv
I ) ) .
-+ Wfdtﬂycos(a + 82) bt cosa(p. — )
> c0s8(v — ) fi(p, v) da ds dp. v,

On peut simplificr le second membre de I'é¢quation précédente. En
effet, dans le Mémoire qui a remporté le prix sur la théorie des ondes,
jai fait voir qu’on a généralement |

.

» 1WA . C
cos®? cos2mw dw = N (cosm? - sinm?),
_— : 1/7m\} N
sinw? cos2 mw da — N By (cosm? — sinm?),
et par suite

W0, == s .
ﬂcos(m?+p'-’)coszmmcosznp(/md'o{ ’ = 7sin{m?-4 n?);
P:'_: 0=

i

OEuvres de C. — S. 11, t. 1I.. 34
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966 INTEGRATION DE CERTAINES EQUATIONS LINEAIRES.
On cn conclut immédiatement

W=—00, B =®©

ﬂcos(m‘-’—i— p?) cosamw cos2np dw dy

{:Tcsin(,m‘l—}— n?);
p=—, p=0©

puis, en remplacant les quatre quantités

w, g, m, n,

pal‘
a\Bly 8\, B, LT,
2/ bt v\ bt

on {rouve

.ﬂ‘cos(a‘l—l— 82)btcosa(p. — z) cosb(v — ») da ds Zz-_—:, gzz
— %Sin(u—-r)‘lﬁl(v —J))
Cela posé, la formule (34) deviendra
(35) 2= 4;bt‘ﬂ'sin (= ‘T)Zz;(v_‘y)?fo(y, v) dudy
—+ ﬁ.[#.ﬂ‘siu(uﬁm)ﬂﬂ;(v _'y‘)g_f,([,h, v) dy.dy.

Pour prouver dircctement que cette derniére valeur de s vérifie
Péquation (32), quelles que soient les quantités constantes prises
pour limites des intégrations relatives aux variables p. et v. il suffira
d’observer que, si 'on pose

T 2P+ (v —y)
- 40t

la fonction T satisfera clle-méme 4 I'équation aux différences partielles

d*T

a+T aT d‘Tl

- O.
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MEMOIRE SUR L'INTEGRATION
DES FQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENCES PARTIELLES,
A COEFFICENTS CONSTANTS
ET AVEC UN DERNIER TERME VARIABLE.

' SECOND MEMOIRE ().

Bulletin de la Société Philomatique p. 145-152; 1821.

@

Si Pon choisit pour limites des intégrations les quantités .

Moy Yoi Py VY
les valeurs de
s e
= di’
correspondant & £ = o, se réduiront aux deux fonctions

Jolzy )y Si(®y ),

tant que la valeur de @ restera comprise entre les limites o, |4, et
celle de y entre les limites v,, v,. Si I'on voulait que ces mémes condi-
tions fussent remplies pour des valeurs quelconques des variables «
et y, il faudrait supposer ' '

[ho == — 0, Yo== — 00 ; pr=-+o0, Vy=—00;

(*) Ce mémoire continuant le précédent, les numéros des équations prennent la suite
des numéros de ce dernier (R. T.).
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268 INTEGRATION DE CERTAINES EQUATIONS LINEAIRES
et, en faisant dans cette hypothése

p.:‘x—i—mz\/'b_l, *.1:_)/'4—26’\/5,

.

on obtiendrait, pour déterminer la valeur générale de z, I’équation
trés simple ‘

(36) ;:%ﬂsin(a?—i—gz)ﬁ,(m—l—za Vi, y 4+ 28/bt) da ds
+ %_ f{ll]] sin(a‘l—s—@l)f,(x-l— 22\/bt, y + 28\'1)—5) da d8

A==— 6, =0 |
. .

=—w,8=w

Lorsqu'a la place de I'éguation (32) on se propose la suivante

d*z ,d'z

(37) T T T

:(),

on trouve, pour intégrale générale, au lieu de la formule (36),

(38) 3= f(snw + cosa?) fo( @ + ‘)1\/7)—)(17

(ZVT)1

fdtf(sma + cosa? )f.<x+2a \/7)_> o
%L =—00
A =~

Considérons encore I’ équation aux diﬁ'(:renous pm'ticllcs

(30) 4'Q '{(Z“Q d:Q 1

dis da? 2

(27)

qui sert a déterminer les lois de la propagation des ondes & la surface
d’un fluide pesant d’'une profondeur indéfinie. St dans cetle équation,
ou la force accélératrice de la pesanteur cst désignée par g, et la-
variable principale par Q, on écrit & la place des coefficients différenticls
d‘Q, (léQ’ d2Q
dtt dxr? dy?
les quantités

(=1 (V)
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on trouvera, au lieu de la formule (3), la suivante
(40) 0+ — g (o + 38%) = 0.

On en tirera

SN

Hg(a - 8%);

el pur suite, si I'on fait, pour abréger.

1 1
0, = g7 (a2 -+ 67)7;

on obticndra quatre valeurs de 0, comprises dans les deux formules
~ Oy==10,, 0==x=0,y—1.
Or, dans le probleme dont il s’agit, on démontre asscz facilement :

1° que la valeur générale de Q ne doit pas renfermer les exponen-
tielles de la forme
efJnt’ 6»001,

mais seulement les exponentielles imaginaires

' 60““/:, ‘e—O.,u/:?;
2°*que cette valeur générale de Q est complétement déterminée, dés

. . o 1. dQ
que Uon connait les valeurs particuliéres de Q et de 7(;, correspon-
dant & t=o0. On pourra donc opérer, comme si § n’admettait que
deux valeurs, savoir :
02y — 1,

ou, en d’autres termes, comme si la formule (40) se réduisait a
1
2

(41) 02 =—g(a+- 6%,

et prendre pour valeur générale de Q le second membre de I'équa-
tion (22). On aura de cette maniére, en écrivant

11
cos(at+8%)* g* ¢t

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



270 INTEGRATIOX DE CEKTAINES EQUATIONS LINEAIRES
au lieu de -

L 1
e ¥+69* gty + e—lE+ BT gt 1y

’
2

1
]

* 1
(42) Q= K]T'—‘ ﬁ[f cos (o + 82)* g% teos x (p— &) cos8 (v — ) fo (¥, v) do dS dp. dv

1 : L1

X cosa ([ — &) cos8(v — ) f1 (i, v) doa d8 dp dv;

ou, ce qui revient au méme,

vy W
(43) Q:ZI?“[[J] cos(a 4 82)* g7 tcosa (P — &) cos8 (v —) fo (1, V) da dB dp. dv

I ' et 2
-+ ,j[[j sin (a2 + 82)" g ¢

Zn-ﬁ g—.).

dao dé dy. a’v.

x cosa(p— zeos8(v—y)fi(p, v) .
(a2 4 62)*

Cette derniére équation coincide avec celle que j'ai donnée dans le
Mémoire sur la théorie des ondes. A l'inspection seule de cette méme
équation, on reconnait immédiatement que les valeurs de

dQ

Q ct 717

se réduisent a
Jolzy ) et filz,y) .
pOlll‘ {=o.
Si, au licu de 'équation (39), on et considéré la suivante :
dv d?

() QL ®Q_ o

dev 9 dx?

on aurait trouvé, en opérant comme ci-dessus,

12
(45) Q= El?rﬂ‘cosa"’g"tcow(p.—-a;)/o(p)dadp.
Y '
4+ — _}ﬁ‘sinazg"'tcosa(lx—xfl(;x)dafpa
27Tg“. ol

fo(@) et fi(z) désignant les valeurs de Q et de %% correspondant
At=o.
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Aprés avoir présenté plusieurs applications des formules (21) et

(22), revenons a I'équation (19). Dans cette équation, ou la lettre n
désigne le nombre des variables

x’ .)/7 ;7 MR

c’cst-a-dive, le nombre des variables indépendantes diminué d’une
unité; le premier terme du second membre résulte de plusicurs inté-
grations successives dout le nombre est double de #. Parmi ces inté-
grations, les unes, relatives aux variables o, €, v, ... doivent &ire
exécutées sur des fouctions déterminées de ces variables, entre les
limjtes — oo, o0 ct dans plusteurs cas, comme, par exemple, dans
le probléme de la chaleur et dans celui des plaques vibrantes, elles
donnent pour résultat une fouction finie des autres variables p,
v, &, . ... Quant aux intégrations relatives 4 ces derniéres variables,
il semble, au premier abord, qu'on ne pourra jamais les effectuer,
méme en partie, avant de connaitre la fonction fo(x, y, 5, ...), c’est-
a-dire, la valeur de ¢ correSpondaut a t=o; et que, par suite, si
cette fonction reste arbitraire, le second membre de I'équation (19)
aura pour premier terme une intégrale multiple dont U'ordre ne saurait
devenir inférieur 4 n. Toutefois, il n’en est pas ainsi, et, aprés avoir
cffectué les mtégrations relatives aux variables o, €, v, ... on peut,
dans certains cas, parvenir a des réductions nouvelles par des conside-
rations semblables & celles dont j'ai fait usage dans un Mémoire sur
les intégrales définies, lu & Ulnstitut le 22 aout 1814. Mais, comme
Pexamen de ces réductions m’entrainerait trop loin, je le renverrai a
un autre article, el je terminerai la présente Note en donnant la solu-
tion d’une difficulté que pourrait offrir 'emplot des formules générales
ci-dessus établies.

Considérons, pour fixer Ies idées, la formule (22). Il arrivera
souvent que dans celte formule 'une des exponentielles €™, e~
deviendra infinie pour des valeurs infinies des variables «, €, v, ..
Il n’en faudra pas conclure queles intégrales multiples comprises dans
le second membre soient infinies, mais seulement qu’elles se présentent
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sous une forme indéterminée, puisque les variables a, 6,7y, ...,
venant a croitre, les fonctions sous les signes J] ... obtiendront des

valeurs alternativement positives ¢t négatives. Toutefois on fera dispa-
raitre I'indétermination dont il s’agit i 'aide d’un artifice de caleul
‘que je vais indiquer.

Concevons que Ion prenne pour exemple l'intégrale générale de
Iéquation
d*o d*g

Z1 4 21—y
dae? + dz?

(46)
Cette intégrale générale, déduite de I'équation (22), est

1 e+ g%

7 . —_
(47) @ = >

e cosa(p— &) fo(p) da du.
* pul at
~+ ;Z—detﬂ %—e——cosa(p—w)f,(p) do d;

et chacune des intégrales multiples qu’elle renferme se préscnte sous
une forme indéterminée. Néanmoins 'expression

(48) ﬁfi_z——MCosa(1¢~x)fo(p) do dp.

obtiendra une valeur détermince, si on la considére comme repré-
sentant la limite vers laquelle converge 'intégrale double

AL al
(49) e T st — ) fot ) dcp,

tandis que le nombre auxiliaire £ s’approche indéfiniment de zéro. De
plus, comme on a, entre les limites & = —o0, & ==--0,
‘eal_i_ e xl
fe“‘“ ——-—;—-cosa(p —x)da

:fe_“,cosa(p—~x+t\/—l>+cosa( P —t\=1) o
- /

1 (p—z+ty=1) (p—x—tv3)
1y 7 Wk + - Iy
= —=-le e
;2
1 '
5 (B
.___Ee—‘ Wk ekaOS(H—w)t,
kg 2k “
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il est clair qu'on pourra remplacer I'intégrale (49) par la suivante :

1 (—2)2

= — )t
—::——e""fe bk cos(Lgki)-fo(p)dy.

1
3

amtk

Sil'on prend cette derniére entre les limites — o, oo, et que 'on
y suppose

p=x-+a2k*a,

a désignant unc nouvelle variable, on trouvera pour résultat

7

— 1 O =—=-—®
= e"‘kfe*“‘ cos E‘é So (.2:-}— 2 k* a) da{ }
~ 7 = a—=-+o0

I

Cela posé; I'équation (47) deviendra

£ at\ , .
5 — Y 7% | e*cos{ — \ [\l +2k% o) da
(0()) ¢ T € 1 -+

7Tz- ](7
o '
Iy 4 I
4 —17_ e"‘dtfe—“’cos E{I fl(x—|—2k'oz)d:x,
* k*
o —-—0C0 .
a=—--o0 ’

Iintégration relative a la variable o devant étre effectuée entre les
limites — a0, <o, et le nombre k devant étre supposé nul aprés cette
intégration. On peut s’assurer directement par le développement en
séries des deux fonctions ‘

fo(x—i— 2k12 a),
e+ 2a),

que la valeur précédente de ¢ satisfait a I'équation (46). Ajoutons que,
si 'on pose t=o, lcs valeurs de ¢ ct de 6;—(5, tirées de la formule (50),
se réduiront, la premiére 4

(@) [ da=fi(a),

ﬂ.f

Obiuvres de C, — S. 11, t. IL. : 35
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¢t la seconde 2

Lifi(x) e do = fi(x).
hef

On aurait pu, en introduisant les imaginaires sous les signes f; et fi,
obtenir la valeur de ¢ sous une forme différente de celle que présente
I'équation (50). En effet, comme on a généralement, en supposant &
infiniment petit,

‘fe”"“‘ V=1 . gt V”_lcosa(}*—“')f(“) dodp
2

COs o —x+1) 4+ cosa —x—1
—_—L[(' so{p ) 5 (g )f(p.)n'adp.

—aT

s./<w—t)+/'(w-t)§,

2
on en conclura, par analogie,
» ’eat_'_e ol
ﬂ e k@ —2—cosa(p—x)f(pt)dad(¢

M{f(w—t\/—_l)ﬁ;f(xft\/——r)},

Cela posé, I'équation (47) donnera

?:'fo(x+z\/—_x)+fo(x_z\/:7)

(51)

+ffa(w+ t \/—_l)j:.ﬁ(w —ty=1)
Si l'on égale entre elles les valeurs de ¢ tirées des formules (50) (,t
(51), et que I'on fasse en outre .
foy=f),  fim =Ly = i)y,
01‘1 trouvera
(52)  fla+iv—1)

1 3 . al :
= et [ e cos( 5 f(x—l—zk‘a)doz,
r* k* .

1 £ 1
-+ —-—-—\/ T ! fe""‘dtfe*“’cos f‘_f j’(w+ 2/{20:) de,
n? k*
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le nombre £ devant étre réduit a zéro, aprés les intégrations. Cette
derniére formule peut étre considérée comme servant a définir la
fonction f(@ +¢/—1), lorsqu’on connait la fonction f(z).

La remarque que nous avons faite 4 I'égard de I'équation (22),
serait également applicable aux équations (13) et (19).’

Post-scriptum. — SiI’on développe les seconds membres des équations
(13) et (19) en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de 2,
les coefficients de ces puissances ne-renfermeront d’autres facteurs
variables que les fonctions (11) et leurs dérivées. De plus, les séries
obtenues seront précisément celles que on déduirait par le théoréme
de Maclaurin des ¢quations aux différences particlles qu’il s’agit d’inté-
grer. Il semble résulter immédiatement de cette observation, que les
formules (13) et (19) sont les intégrales générales de ces équations
aux différences partielles. Néanmoins, dans un nouveau Mémoire lu
a I’Académie des Sciences, j'ai fait voir qu’a un méme développement
en série pouvaient correspondre plusieurs fonctions -trés distinctes les
unes des autres. Cette remarque suffit pour montrer I'incertitude de
la proposition ci-dessus énoncée; et, dans I'état actuel de I'analyse,
il ne reste aucun moyen de juger si les formules (13) et (19) sont les
intégrales générales des équations qu’elles vérifient, ni & quels carac-
téres on doit reconnaitre ces intégrales générales.
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Bulletin de la Société Philomatique, p. 49-54; 1822,

Pour découvrir ¢t démontrer les propriétés les plus remarquables
des fonctions, on a souvent employé leur développement en séries, ou
suites infinies, c’est-a-dire composées d’'un nombre infini de termes;
et, parmi les géométl'es, ceux méme qui ne s¢ sont pas résolu, suivants
la méthode de La Grange, & faire d¢ ce développement la principale
base du calcul infinitésimal, s’en sont du moins servi pour établir
plusieurs théories importantes; par exemple, pour déterminer lc
nombre des constantes arbitraires, ou des fonctions arbitraires que
comportent les intégrales générales des équations différentielles, ou
aux différences: partielles, pour calculer ces intégrales, pour fixer les
caractéres auxquels on doit reconnaitre les solutions particuliéres, ou
intégrales singuliéres, des équations différentielles, etc. Toutefols, en
remplacant les fonctions par des séries, on suppose implicitement
qu'une fonction est complétement caractérisée par un développement
composé d’un nombre infini de termes, au moins tant que ces termes
obtiennent des valeurs finies. Par exemple, lorsqu’on substitue a la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DEVELOPPEMENT DES FONCITONS EN SERIES. 277
fonction f(z) la série de Maclaurin, et que I'on écrit en conséquence
) T z |
(1), S(@)=[f(0)+ < f (o) + ——f"(o)+...,
on suppose qu’'a un systéme donné de valeurs finies des quantités

f(0), f(0), f'(o),

correspond toujours une valeur unique de’la fonction f(z). Consi-
dérons, pour fixer-les idées, le cas le plus simple, celui ou les quan-
tités f(0), f'(0), f"(0), ... s’évanouissent toutes a la fois. Dans cette
hypothése, on devra, ce semble, conclure de I'équation (1) que la
fonction f() s’évanouit elle-méme. Néanmoins cette conclusion peut
n’étre pas exacte. En effet, si I’on prend .

OB

on trouvera
f(o)=o0,  fl(0)=(0), [f'(o)=o0o,.

Il en serait encore de méme, si I'on supposait

7 9 2
, fay = @) ;
ou bien
1
f(x) — e_m),
a désignant une constante positive, et a + b -+ cz*~-. . . une fonction
entiére de z; ou simplement

1
. Sz)=e %,
la variable & étant assujettie & demeurer constamment positive, etc.
On peut donc trouver pour f(z) une infinité de fonctions différentes,
dont les développements en séries ordonnées suivants les puissances
ascendantes de x se réduisent & zéro. '

On serait naturellement porté a croire qu’étant données les quantités
f(0), f(0), f"(0), ..., Léquation (1) fera du moins connaitre la
valeur de f(x) toutes les fois que la série comprise dans le second
membre restera convergente. Néanmoins il n’en est pas ainsi. En effet,
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nommons ¢ () une fonction développable par le théoréme de Maclaurin
en série convergente, et, de plus, équivalente a la somme de la série
obtenue; désignons par y () une autre fonction dont le développement
se réduise 4 zéro : les deux fonctions

elz) et g(z)+y(zx),

distinctes I'une de ’autre, auront pour développement une méme série

convergente. Par exemple, les fonctions

1
et el e at +e at

ont pour développement commun la séric convergente

ax? xh 2"
— 2 = T
1 1.2 1.2.3

dont la somme équivaut i une scule d’entre elles.

Il suit de ces remarques qu’a une seule séric, méme convergenle,
correspond une infinit¢ de fonctions différentes les unes des autres.
Il n’est donc pas permis de substituer indistinctement les séries aux
fonctions, et pour étre assuré de ne commettre aucune erreur, on doit
horner cette substitution au cas ou les fonctions, étant développables
en séries convergentes, sont équivalentes aux sommes de ces séries.
Dans toute autre hypothése, les séries ne peuvent étre employées avec
une entiére confiance qu’autant qu’elles se trouvent réduites i un
nombre fini de termes, et complétées par des restes dont on connait
les valeurs exactes ou approchées. Ainsi, en particulier, lorsqu’on veut
déterminer par une méthode rigoureuse les maxima ou minima des
fonctions, et les véritables valeurs des fractions qui se présentent sous

0 . , .
la forme -, on emploie la série de Taylor, non pas en la regardant

comme composée d’un nombre infini de termes, mais en la complétant
par un reste dont la valeur demeure comprise entre certaines limites.

Aprés les considérations que nous venons d’exposer, on ne sera pas
surpris de trouver en défaut dans certains cas'des propositions géne-
rales établies par le moyen des séries. Nous nous contenterons de citer
a ce sujet les exemples qui suivent.
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Soit ,
(2) dy = f(z, y) dz

une équation différentielle entre les variables , y; et
y=F(z)
une valeur de y propre a vérifier cette équation. On démontre, par le

moyen des séries, que cette valeur de y est une intégrale singuliére,
toutes les fois qu’elle rend infini le coefficient différenticl

df (#, y)
dy

Mais cetle proposition n’est pas toujours vraie. Ainsi, I'on satisfait a
I’équation différentielle

(3) dy =[1+(y — z)log(y — »)] d=,

par la valeur y =, qui rend infinie la fonction

dli+ (y — a)log(y — @)]
dy

=1-+log(y — z);

et cépendant y =, au lieu d’étre une intégrale singuliére, est tout
simplement.une intégrale particuliére, puisqu’elle se trouve comprise
dans I'intégrale générale, savoir :

log(y — x) =ce*.

C’est encore par le moyen des séries que I'on détermine le plus
souvent le nombre de constantes ou de fonctions arbitraires que doit
renfermer I'intégrale générale d’une équation différentielle, ou aux
différences partielles. Toutefois ce mode de détermination ne saurait
étre considéré ecomme suffisamment exact. Supposons, pour fixer les
idées, qu'une équation linéaire aux différences partielles renferme
avec les variables indépendantes «, y, et la variable principale z; 1° la
dérivée partielle du premier ordre de z, par rapport & x; 2° une ou
plusieurs dérivées partielles de z, relatives a y. Dans ce cas, la valeur
générale de z pourra étre représentée par une série ordonnée suivant
les puissances ascendantes de «, et qui ne renfermera d’arbitraire que
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la fonction de y, a laquelle z est censée se réduire pour x=o, Par
conséquent, si cette fonction est connue pour toutes les valeurs
possibles de y, il semble que la valeur de z sera complétement déter-
minée. Néanmoins il n’en est pas ainsi. Concevons en elfet que I'équa-
tion donnée soit la suivante :

| dz 1\dz 1 dz
) ==(+5)5 5o
et désignons par ¢(y) la fonction de y a laquelle 2 doit se réduire par
= o. La valeur de z, déduite de I'équation (4) par le développement
en série, prendra la forme '

(5) smo) + [ (1+ 5)Bg - L

Tous les termes de la série précédente étant des fonctions déterminées
des variables « et y, lorsque la fonction ¢(y) est elle-méme déter-
minée, il semble en résulter qu'une seule valeur de zremplira la double
condition de vérifier 'équation aux différences partielles proposée, et
de se réduire a p(y) pour z =o. Néanmoins il est facile de s’assurer
que, si I'on satisfait aux deux condilions ¢énoncées par une cerlaine
valeur

(6) s=x(z,7)

on y satisfera encore en attribuant a z la valeur plus générale

(7) ' s=x(z,y)+cz e 7,

dans laquelle ¢ désigne une constante arbitraire.

. . Aprés avoir montré I'insuffisance des méthodes d’intégration fondées
sur le développement en séries, il me reste a dire en peu de mots ce
qu’on peut leur substituer.

Pour déterminer le nombre des constantes arbitraires que comportent
les intégrales générales des équations différentielles entre deux ou
plusieurs variables, et pour démontrer I'existence de ces méme inté-
grales, il suffit d’employer les méthodes que j’expose depuis plusieurs
années dans mes legons 4 I'Ecole Polytechnique. Ces méthodes seront
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I'objet d’un nouveau Mémoire. La détermination du nombre des
constantes arbitraires, en particulier, repose sur le théoréme suivant :

St une fonction w(x) de la variable x s'évanouit pour x=o, le
rapport de cette fonction d sa dérivée, savoir :
w(z)
o (z)’
s'évanowira lui-méme quand on fera décroitre la variable x au-deld de

toute limite.

Vajouterai que la méthode dont je fais usage pour démontrer Iexis-
tence des intégrales dans tous les cas possibles, sert en méme temps a
calculer, avec telle approximation que l’on veut, les valeurs des
intégrales particuliéres correspondant a des valeurs données des
variables. ‘ ‘

Pour distinguer, relativement aux équations différentielles du
premier ordre, les intégrales singuliéres d’avec les intégrales parti-
culiéres, il suffit d’appliquer la régle que jai fait connaitre dans un
Mémoire Iu a 'Institut le 13 mai 1816. D’aprés cetle régle, que Pon
démontre rigoureusement sans le secours des séries, pour juger si une
cerlaine valeur de y, par exemple,

y=F ()
est une intégrale particuliére ou singuliére de I'équation différentielle

.dy = f(=, y) dz,

on doit recourir, non pas a la fonction dérivée

df(x, y)
. dy

H

mais a I'intégrale définie

S ey
Sz, y)—flx Fx)

intégration étant effectuée par rapport & y seule, et A partir de

y="TF(x). Suivant que cette intégration donnera pour résultat une
OFEuvres de C. — S. 11, t. 1I. ' 36
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quantité finie ou infinie, y =F(x) sera une intégrale singuliére ou
une intégrale particuliére. Ainsi on peut affirmer que la valeur y ==
vérifie, comme intégrale singuliére, 1'équation différentielle
1
dy=Li+(y— o) Jdas
et, comme intégrale particuliére, les deux suivantes :

dy =[1+ () — @)] d,
dy = |1+ () — x)log(y — x)] dx,

attendu qu’en elfecluant les intégrations relatives ay, a partir de y ==,

1y L
[—’~’ =2 (r —a)7,
. 2 .

(O — )

on trouve

dy
f)/_)(” ==log(y — ) —logo = .

dy . . -
[ (y —z)log(y — x) _1Ob10by__J; —~10g]og6 —— .

Quant a intégration des équations aux différences partielles, il ne
semble pas possible, dans I'état actuel de l'analyse, d’assigner les
caractéres auxquels on doit reconnaitre leurs intégrales générales, si
ce n'est pour les équations du.premier ordre, et pour celles qui
s’intégrent par les mémes procédés.
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MEMOIRE
SUR LES INTEGRALES DEFINIES
0U L’ON FIXE
LE NOMBRE ET LA NATURE DES CONSTANTES ARBITRAIRES
ET DES FONCTIONS ARBITRAIRES
(UE PEUVENT COMPORTER LES VALEURS
DE CES MBMES INTEGRALES
QUAND ELLES DEVIENNENT INDETERMINEES.

Bulletin de la Société Philomatique, p. 161-174; 1822,

Dans mon premier Mémoire sur les intégrales définies, présenté i
IInstitut le 22 aout 1814 (*), j’avais remarqué qu'une intégrale
double peut devenir indéterminée, et javais appris a former a priori
la différence entre les deux valeurs qu’on obtient pour une intégrale
de cette espéce, suivant Pordre qu’on ¢tablit entre les deux intégrations,
De plus, dans mes legons a I'eole Polytechnique, et dans celles que
j'ai données, en 1817, au Collége royal de France, en remplacement
de M. Biot, aprés avoir observé que les intégrales simples peuvent étre
finies, ou infinies, ou indéterminées, j'ai indiqué les moyens, non

(1) Ce Mémoire, qui sera bientdt publié, a 6té approuvé par I'Institul, sur un rapport
de M. Legendre, daté du 7 novembre 1814, et dont les conclusions se trouvent imprimées
dans I'dnalyse des travaux de I’Institut pendant la méme année. De plus, M. Poisson a
donné un extrait de ce Mémoire dans le Bulletin de lo Société Philomatique, de
décembre 1814.
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- seulement de distinguer ces trois sortes d’intégrales, mais encore de
fixer la nature des constantes arbitraires que comporte une intégrale
simple indéterminée. Une partie des principes sur lesquels je me suis
appuyé se retrouve dans mon Mémoire sur les solutions particuliéres,
présenté a I’Académie royale des Sciences le 13 mai 1816. Les formules
nouvelles que j’ai déduites de ces mémes principes, particuliérement
celles que jai données dans le-Mémoire de 1814, et dans mes lecons
au College de France, sont d’une trés grande généralité. Le plus
souvent les intégrales dont elles fournissent les valeurs renferment,

sous le signe f, des fonctions arbitraires dont on peut disposer a

volonté. Ces mémes formules comprennent, comme cas particuliers,
un grand nombre de celles qui étaient connues avant la publication de
mon Mémoire, et plusieurs autres auxquelles on est parvenu depuis
par des méthodes différentes, par exemple, a I'aide du développement
en série. Toutefois il est essentiel de remarquer que I'on ne peut
compter sur les valeurs des intégrales déterminées a I'aide de cette
derniére méthode, qu’autant que les séries dont elles représentent les
sommes sont convergentes. Les méthodes dont j’avais fait usage
n’offrent pas cet inconvénient. L’'importance des résultats auxquels
elles conduisent, m’a fait penser qu’il serait utile de montrer toute
Pextension dont elles sont susceptibles, et d’en indiquer les principales
conséquences. Tel est'objet du Mémoire que j’ai présenté, le 28 octobre
‘dernier, 4 I’Académie royale des Sciences. Ne pouvant en offrir ici
qu’une analyse trés courte, je rappellerai d’abord quelques-uns des
principes' sur lesquels je m’appuie; je citerai ensuite quelques formules
générales, que je choisirai de préférence' parmi celles que j’ai données
dans le Mémoire de 1814, et dans mes lecons au Collége de France.
J’appelle intégrale définie singuliére, une intégrale prise relativement
a une ou a plusieurs variables, entre des limites infiniment rapprochées
de certaines valeurs particuliéres attribuées a ces mémes variables,
savoir, de valeurs infiniment grandes, ou de valeurs par lesquelles la

fonction sous le signe fdevient infinie ou indéterminée. Ces sortes*
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- d’'intégrales ne sont pas nécessairement nulles, et peuvent obtenir des
valeurs finies ou méme infinies. Supposons, par exemple, que la
fonction f(a) devienne infinie pour x=x,. Désignons par £ un
nombre infiniment petit, par f; la vraie valeur du produit kf(x,~+ k),
correspondant 4 une valeur nulle de %, et par o', o’ deux constantes
positives. L'intégrale singuliére

a, + ko
() - [ s
y+ ko
sera équivalente a 'expression
a”
(2)m ) fol <;,—> i

et par conscéquent clle dépendra : 10 de la racine @, de I'équation
‘ R 4 .
=o0; 2 de la constante arbitraire — Ajoutons que les deux

Ko+ har Lo A :
f J(z)dx, f Sflx)dx
2y + kot . g— kan !

4 (2

LI
J(z)

intégrales

seront égales et de signes contraires, & moins que, pour des valeurs

décroissantes de £, les deux produits kf(w,—+ k), — kf(x,—k) ne

convergent vers deux limites différentes. ‘
Considérons maintenant l'intégrale double

(3) » ﬂ F(@, y)da dy,

ct supposons d’abord que, lafonction f(x, y) devenant infinie ou indé-
terminée, quel que soit «, pour y =F(x), les intégrations relatives
A y et a = doivent étre effectuces, la premiére entre les limites

y=F(z)+k8, y=TF(z)+ L6,

k désignant un nombre infiniment petit, et 67, 6” deux fonctions posi-
tives mais arbitraires de 2, la seconde entre les limites constantes

Silon nomme f, la vraie valeur du produit £f(x,, F(«) + k), corres-
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pondant & £=o, la valeur de I'intégrale singuliére proposée sera

4) ffol<§>dx.

Cette intégrale dépendra donc non seulement de lafonction déterminée
de z, que nous avons représentée par F(ax), mais encore de la fonction

N 4
arbitraire -

Supposons enfin que lafonction f(x, y) comprise dans I'intégrale (3)
devienne infinie pour un systéme isolé de valeurs de « et de y, repré-
sentées par x,, y,, et que chaque intégration doive étre effectuce entre
des limites constantes ou variables, mais trés rapprochées de ces
valeurs; alors, en posant = @, -+ rcosp, y =y, rsinp, on trans-

formera I'intégrale (3)en cette autre
j/ S rcosp, 3o+ sinp)rdrdp,

dans laquelle Pintégration relative 4 r seralaseule dout les deux limites
restent infiniment voisines. Si ces limites sont de la forme ko, k¢”, ¢/,
o” désignant deux fonctions positives de p, et si, de plus, onappelle f,
la vraie valeur du produit £f(, 4 & cosp, y,+ ksinp), correspondante
i k= o, I'intégrale (3) deviendra

(5) | //l(%)dj

J ' d . . . )”
Elle-dépendra donc de la fonction arbitraire ;—, Dans un grand nombre

de questions qui se résolvent 4 l'aide des intégrales singuliéres, la
fonction f, est de la forme \

. h
" T TR
«cos*p + 25 cosp sinp —+ ¢sin?p

a, b, ¢, h désignant des quantilés constantes. Alors, en attribuant a ¢/,
¢" des valeurs constantes, et supposant I'intégrale (5) prise entre les
limites p = o, p= 2, on trouve cette intégrale équivalente au produit

. /l n
6 _2_“_1<E_>
( )'_ Vac — b? 4 ’
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v ’ .
w’on obtient en multipliant 242( 2. ) par la surface de Lellipse quj &
q p o) q
pour équation

ax®+ 2bxy + cyr=1. \

Quand on considére les variables @ et y comme désignant des coor-
données rectangles, I'expression (6) représente la valeur de I'inté-
'+ grale (3) étendue a tous les systémes de valeurs de @ et de y, qul
correspondent 4 la zone circulaire renfermée entre les deux cercles
décrits du point (x,, y,) avec les rayons infiniment petits Lo, kp".

On déterminerait avec la méme facilité les valeurs des intégrales
singuliéres relatives a plusieurs variables, et 'on prouverail, par
exemple, que, si la fonction f(, y, ) devient infinie pour un systéme
isolé de valeurs de a, y, 3, représentées par x,, y,, 3,, 'intégralc
singuliére triple

(7) ﬂn/ (2, y, 5) de dy dis,

étendue a tous les systémes de valeurs qui correspondent i la zone
sphérique comprise entre les deux sphéres représentées par les
équations
(£ —2)* 4 (¥ — yo)* + (5 — 50)== k*p",
(B —20)*+ (¥ — Y0)*+ (5 — 50)*= k*p"

b

sera équivalente a I'expression
' "\ fp=o,p=m
(8) ﬁfol<9,>511}pdpdq lg=0, g=1an )

Jo désignant la vraie valeur du produit kf(x,+ kcosp, y,—+ ksinpcosq,
3o+ ksinpsing), pour k=o.

Dans les intégrales singuliéres dont nous venons de nous oceuper,
les deux limites des intégrations relatives a une ou 4 plusieurs variables
sont infiniment rapprochées de certaines valeurs attribuées i ces mémes

variables, et pour lesquelles la fonction sous le signefdevient indé-

terminée ou infinie. Mais il existe encore une autre espéce d’intégrales
singuliéres, savoir, celles qui sont prises par rapport & une ou a
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plusieurs variables entre deux limites infiniment grandes et de méme
signe. Les valeurs de ces derniéres peuvent étre toujours obtenues &
I'aide des mémes moyens. Ainsi, par exemple, si ’on désigne par % un
y P p gne p
nombre infiniment petit, et par «', o’ deux constantes positives,

I'intégrale singuliére

k

Z;T' ,
(9) [, rwra

aura pour valeur
al/
(10) fo[<g>’
. . : 1 i ]
JSo désignant la vraie valeur du produit ff<Z> correspondant a £=o,
L
ou ce qui revient au méme, la vraie valeur du produit z f(x) corres-
pondant d x = 0.
La considération des intégrales singuliéres {fournitle moyen de fixer
non seulement la nature des intégrales prises entre des limites infinics
et de celles dans lesquelles la fonction sousle signef devientindéter-

minée ou infinie entre les limites des intégrations, mais encore les
valeurs de ces mémes intégrales, et le nombre de constantes arbitraires
ou de fonctions arbitraires qu’elles peuvent comporter. Pour le faire
voir, concevons qu’il s’agisse de fixer la nature ct la valeur de
I'intégrale

() [ @

dans le cas ou la fonction sous le signefdovient infinie ou inddéter-
minéc entre les limites &', #”, pour les » valeurs de  comprises dans
la suite

(12) Loy Xyy Loy eeny Lpoge

En désignant par k un nombre trés petit, et par o/, a”, 6/, 6", ..., ¢/, €
des quantités positives quelconques, on devra regarder I'intégrale (11)
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comine sensiblement équivalente 4 la somme

ag—kw 2y — kGt X"

(13) A:f F(@) dz + F(x)de ...+ F (&) di.

a0 XLyp—q - l fan

Si dans celte méme somme on pose &’ =1, o'=1, 6/'=1,6'=71, ...,
¢/=1, ¢/=1, en laissant le nombre % infiniment petit, on obtiendra

non plus la valeur générale de 'intégrale (11), mais sculement unc
valeur particulicre que nous désignerons par B, et que nous nommerons
valeur prineipale. Cetle valeur principale, savoir

xi—ld’ an
(u. B—f f(x) dx +f x)dx ...+ S(x) de,

Ty + k&

sera communément une quantité déterminée, qui pourra, dans certains
cas, devenir infinie. Lorsqu’on l'aura calculée, en lui ajoutant les
intégrales singuliéres

x—kor ay bk
[ @ [ j@)ae
xo—k . Ty+ har

(15) kG -

2 Lyt + K
f Sflx)de, ..., f f(a)dz,
2y—k x, L

Xy -+ k&

on obtiendra la valeur générale A de I'intégrale (11), laquelle dépendra
¢videmment des constantes arbitratres o/, o, ... et sera ordinairement
de la forme

(16) | B+f0< >+f’<6”>+"'+f"'1l<§7’1>"

Jo» f1 -+ fau désignant les valeurs qu’acquiérent les produits
(x—ax,) f(2), (x—1) f(2), ..., (®—Z0y) f(®), quand leurs
premiers facteurs s’évanouissent. '

Si I’on supposait, dans l'intégrale (11), 2'=—a0, 2 = 0, alors
1l faudrait remplacer les deux quantités ', 2", dans la formule (13)
par — E%—/,'—{— 7{—;—,, [0, 0" étant deux conslantes positives], et dans la
formule (14) par — %, -+ ; Dans la méme hypothéses, il faudrait aux

OFEuvres de C. — 8. I1, t. 1L 37
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intégrales (15) ajouter les deux suivantes :
1

-% i
a7 J @ [ @ e,
*0

+3

dont la somme sera ordinairement équivalente a I'expression

(18) - s1(5 )

/. désignant la vraie valeur du produit 2f(x), pour & == . Alors
la valeur générale de 'intégrale (11) deviendra

o A= (G () mi(S) =11 ()

Cela posé, il est clair que cette valeur générale sera infinie, si qucl-
qu'une des quantités B, /o, fi, .. ., fui, [, devient elle-méme infinie,
¢t que dans le cas contraire elle renfermera aulant de constantes
arbitraires que 'on trouvera de quantités f,, fi, ... ayant une valeur
différente de zéro.

SiTon avait ' = «,, ou "’ =a,_,, il faudrait supprimer la premiére
ou la derniére des intégrales (15), et remplacer en conséquence dans

la formule (16), l< >pa1‘l< >, ou l( > par I(¢"). Dans tous les
cas on établira sans peine la proposition suivante.

Pour que la valeur générale A de lintégrale (11) soit finic et déter-
minée, il est nécessaire et il suffit que celles des intégrales singuliéres (15)

et (17) qui se trougent comprises dans la valeur de A — B se réduisent
zéro pour des valeurs infiniment petites de k.

Il est facile d’étendre les principes que I'on vient d’exposer de
maniére a les appliquer aux intégrales multiples aussi bien qu’a celles
qui renferment sous le signe f des fonctions en partie réelles, en partie

imaginaires. Nous allons maintenant citer quelques formules generales
déduites de ces mémes principes.
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St I'on-désigne par @, @4, ..., &, les racines de I’équation
I
(20) 7@ —=o, |
dans lesquelles les parties réelles restent comprises entre les limites 2/,
x", et les coelficients de \/_——T entre les limites y/, ¥, et par f,, fi, ...,
Su les véritables valeurs des produits &f(xy+ k), kf (@, + k), ...,
kf(2n_y—+ k), correspondantes a k= o, on aura

O R (VO B CRR A L
N S Y e B ey P
.
— o — 1 (for Sid oo Sur)-

En égalant dans les deux membres de la formule précédente : 1° les
parties réelles; 2° les coefficients de /—1, on obtiendra les équa-
tions (36) de la seconde partic du Mémoire de 1814, desquelles on
peut réciproquement déduire cette méme formule. Ajoutons que, si
pour une racine de 'équation (20) la partie réelle devient égale A 'une
" des quantités ', 2, ou le coefficient de y/—1 4 I'une des quantités y’
y", 'une au moins des deux intégrales comprises dans la formule (21)
deviendra indéterminée. Mais cette formule subsistera encore entre les
valeurs priﬁéipales des deux intégrales, pourvu que dans la somme
Jo+fi-+...+ fuy on prenne sculement la moitié du terme qui
correspond 4 la racine dont il s’agit.
Si Pon fait y'=o0, y"=a, etsi I'on choisit 2', 2" de maniére que les
fonctions f(2"+y J—1), f(a'+yJ—1) s’Gvanouissent pour toutes
les valeurs de y, I'équation (21) donnera

(22) f f(x—i—a\/:)dx:f,. F(@) de — 2m = (fore fidn o o Afa).

De cette dernicre formule on tire aisément la suivante :

(-
. [fmT
f xm—1 e—2 gin (T — 2aw) dzx
\ .

:e—a’fao<a__x\/'_—_'i)m-1_:<a+x /—_“__I>m—1 e_‘z"dx,
0
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qui subsiste pour toutes les valeurs positives rationnelles ou irration-
nelles de a et de m, et qui renferme comme cas particulier Ia formule
connue

+v;- + % I 1
f e~ cos2ax doe — ¢~ f e dr = 5 7t e,
0 0 )

Concevons maintenant que P, R étant des founctions réelles de deux
nouvelles variables p, r, on désigne par x,, ;. ..., z,-, celles des
racines de I'équation (20), qui, substituées dans la formule

=P+ Ry=0,

déterminent des valeurs de p renfermées entre les limites p/, p”, et des
valeurs de r renfermées entre les limites #/, #'. Si Pon pose, pour plus
de commodité,

2oy ) = J(P+ Ry=1) AL E —er)u/_—l_),
(23)
Yo, ry= (P ry=) WL RVED),

on aura généralement

P
(24) f [x(pyr") —xp, r)]dp
24

:f [ F) — (s P dr — am =T (= fom fy . = fi 1),

chaque terme de la somme -+ f,=4= f, . . . == fo—i devant &tre affecté
du signe -+ ou du signe —, suivant que les valeurs de p ct de g corres-
pondant & ce terme déterminent une valeur positive ou négative de

S dPdR dP dR N .
la fonction réclle I ar T dp La formule (24) résulte, comme la -

formule (21), des calculs développés dans le Mémoire déja cité. De plus,
des observations semblables & celles que nous avons faites a I'égard de
la premiére formule s’appliquent encore 4 la seconde.

Dans le moment ou je m’occupais de la résolution des équations par
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le moyen des intégrales définies (*), javais déduit des méthodes
exposées dans le Mémoire de 1814 la formule générale

T f(cosp + V—1sinp) dp

o l*(cosp—&-\/—xsmp)
._-——.\/:—I.f (‘r) C/r‘-i—ﬂ'{f(()) -+ f(a) —+ f(“l) +...} :

(25)

rB(r) F(o) aF'(u) a'l'(a')
; t(o + 87 '
G aV= ) F - By—1)
f(a'+ 8 y—1) )
e s Ae s R

and', ... désignant les racines réelles de I’équation

(26) ' F(z)=o

(ui ont des valeurs numériques plus peiites que l'unité, et a 46 /—1,

ol - € \/:1—, ... les racines imaginaires dans lesquelles le module est

inférieur 4 I'unité, et le coefficient de \/— 1 positif. Pour obtenir cette
- formule, il suffit de poser dans les éqnations (23) et (24)

j(x):wflg?;), P+R\/~_1:1'(cbsp+\/——lsixlp),

. " Vo v
P =0, r=r, m=o, r=rI,

et de remplacer ensuite

TOf(r) f(—r) G (D
fu Slrl«‘m rl<(—r>} oo f_ U

Vavais appliqué cette méme formule & la résolution de I’équation (26),

et j’en avais tirer plusieurs autres, parmi lesquelle_s je citerai la suivante

(27) f“%)dp—rf(u)—i—\/ f+ f(r)

erV=1 r— a

ou a représente un nombre inférieur a 'unité. On conclut aisément de

(1) Un extrait du Mémoire que j'ai présenté sur ce sujet & I’Académie royale des
Sciences, lo 22 novembre 1819, se trouve imprimé dans Vanalyse des travaux de
I’Académie, pour la méme année.
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cette derniére

+
1 — — ™ drf(b)
hl —npy—1 PV=1Y dp —
2fﬁ ¢ 0 +eV=) dp = g
1 7 pV=1 Thn
nd apy=14+he ¥ —_—
(28) 2fﬂe—/ dp = 1.2.3...70
4+ T — mn —
Ampn— 1'2'37:['._7.’:\/‘ (ee]”/-—J_I> e—n/)\/———l-rhep‘/—]dp,
—

m, n, désignant des nombres entiers, et b, & des constantes arbitraires.

Il est bon de rappeler que dans les formules (25) et (27) la fonction f
doit étre choisie de maniére que f(re”’™) ne deviennent pas indéter-
minée ni infinie entre les limites p =0, p=1n, r=o0,r=1. Ajoutons
que chacunc de ces formules se divisera en deux autres, lorsqu’on
égalera séparément les parties réelles ct les coefficients de /— 1. On
tirera ainsi de la formule (27)

(29) ifﬁ{ /™) -+ f(erv=) %dp:'rcf(a,).

2 I—ae M= 1 gerV—1

En opérant de méme sur la formule (25), faisant F(r)=1—ar, ct
supposant toujours a < 1, on trouvera

Y e e R I

2 I—ae=1  1—qerV=i

En supposant, au contraire, @ > 1, on conclurait de Ia formule (25)

X f{ fev=) | £y

I—aePv=1 1 —aerV=i

[ K L —afio 1)}

Enfin, si I'on avait a=1, alors, en appliquant la théorie des intégrales

}dp:o,
(31) '

singuliéres a la détermination des intégrales définies que renferment
les premiers membres des équations (31), on trouverait pour les
valeurs respectives de ces derniéres intégrales -

(32) %T[f(l), ﬁf(O)—%TTf(I),
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et pour la valeur de leur somme
T
(33) §f { (&™) + {(e=7V=1) | dp == £(0),
0 .

ce qui s’accorde avec la formule (26). Si maintenant I'on ajoute et 'on
soustrait I'une de l'autre : 1° les deux équations (29) et (30); 2° les deux
équations (31); et qu'on remplace ensuite f(r) par (b + r) on obtiendra
non seulement les deux formules que M. Poisson a données dans le
Bulletin de septembre dernier (p. 138), mais encore ces mémes
formules modifiées, comme elles doivent I'étre dans le cas ou I'on
suppose a > 1. Au reste les deux formules dont il sagit et celles qui
les suivent (p- 139), se déduisent avec la plus grande facilité d'un
théoréme que j'ai donné dans le Mémoire de 1814 (2° partie, § 5), et
qui sert & déterminer la valeur de 'intégrale

f_:rf(x) dx

lorsque la fonction /(2 4+ y/—1) s’évanouit, quel que soit y, pour
des valeurs infinies de «, et quel que soit z, pour des valeurs infinies
positives de y. Ce théoréme, dont j’ai fait de nombreuses applications
dans mes le¢ons au Collége de France, sera I'objet d’un second article,
dans lequel je m’occuperai, en outre, de la transformations des inté-
grales singuliéres ou indéterminées en intégrales définies ordinaires,
et de l'usage des intégrales singuliéres dans la sommation des séries.
En attendant, parmi le grand nombre de formules nouvelles que fournit
le théoréme en question, je citerai I'une des plus simples, savoir :

(34) / x“—isin<6—lf——bx> dxozi‘rce—b,
A 2 1+a* 2

a, b désignant deux constantes positives dont la premiére, sans étre

nulle, demeure comprise entre les limites o et 2.

Dans ce qui précéde, nous avons considéré chaque intégrale définie,
prise entre deux limites réelles, comme n’étant autre chose que la
somme des valeurs de la différentielle qui correspondent aux diverses
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valeurs réelles de la variable renfermées entre les limites dont il s’agit.
Cette mamére d’envisager une intégrale définie me parait devoir ctre
adoptée de préférence, parce qu’clle convient également a tous les cas,

méme & ceux dans lesquels on ne sail point passer généralement de la
fonction placce sous le signe/ a la fonction primitive. Elle a, de plus,

I'avantage de fournir toujours des valeurs réelles pour les intégrales
qui correspondent a des fonctions réelles. Enfin elle permet de séparer
facilement chaque équation imaginaire en deux équations réelles. Tout
cela n’aurait plus lieu, si I'on considérait une intégrale définie prise
entre deux limites réelles, comme nécessairement ¢quivalente a la
différence des valeurs extrémes d’une fonction primitive méme discon-
tinue, ou si U'on faisait passer la vaviable d’une limite & 'autre par une
série de valeurs imaginaires. Dans ces deux derniers cas on obtiendrait
souvent, pour les intégrales elles-mémes, des valeurs imaginaires

semblables 4 celle que M. Poisson a donnée pour la suivante :

* coswr
—‘,—"—_.)(l-I.-
, a0

(Voyes le Journal de U Ecole Polytechnigue, 18° Calier, p, 32¢.) Si l'on
applique a cette derniére les méthodes ci-dessus exposées, on trouvera
pour sa valeur principale — fl—)sin ab, tandis que sa valeur générale,

considérée comme limite de la somme

»

iy '
Cosa.r Cosux

1
[Z,'
[ xt— b d + xt— b2 o

Ny ko
sera déterminée par la formule

-

cosax dx ™ .

a~ —_— N

(33) f o= (cosublogn — sinab),
o -

m désignant, pour abréger, une constante’ arbitraire égale au
!

" a
rapport —-
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De cette formule on tire immédiatement les suivantes :

{
cos

“ Y cosax zm | dx 7 .
—m — = —(cosalogm —sina),
) x 2

Xr — — .Z-/N —
@€ xlll
(36) |

“
w COS(LL — GOS —

) x dz T .
—_ " Y —_ Zsina,
1] I x 2

X —
‘ A

dans lesquelles les fonctions sous le signe f cessent de passer par

Pinfini entre les limites des intégrations.
~Au reste, il peut arriver qu'a une méme 1nl;e°“rale correspondent

plusieurs fonctions primitives, dont les unes conduisent 4 des valeurs
réelles de I'intégrale, les autres 4 des valeurs imaginaires. Ainsi, par
exemple, si 'on considére l'intégrale
L
d(a?)

—2 +2 +2
f dax f & da /‘ 2
—_— = frsnd —_—
2 2
-1 z —_1 r —1 z

on pourra prendre pour fonction primitive ou la fonction log« tantot

¥ antot 1 inai P 2) g A four
réelle, tantot imaginaire, ou la fonction - log(2*) supposée toujours

réelle. La différence des valeurs extrémes, qui sera imaginaire dans le
premier cas, et égale a log(— 1), se réduira dans le second a la quan-

tité récllc;log(/,), ou log(2), laquelle est précisément la valeur

principdle de I'intégrale proposée.

Post-scriptum. — 1l serait facile de parvenir aux équations (31)
ct (33), en partant des équations (29) et (30). De plus, lorsque le
développement de f(x), c’est-a-dire, la série

f(o) + —f’(0)+ f”(0)+

est convergent pour toutes les valeurs de m inférieures a l'units, les

formules (28), (29), (30), (31)et(33) se déduisent directement d’un
CEuvres de C. — S. 11, t. II. ‘ 38
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théoréme de M. Parseval sur la sommation des séries, théoréme qu'on
peut énoncer comme il suit.

Si l’on pose

(37) P(x)=av+mz+ayx®+. ..,

7 oy (2) = by b1+ by .. .,
et
(38) b(x) =ayb,+ a b &+ a,b,2* +. . .,

on aura

Bo) d@) =1 [ {elee™)lyer=1) + oo eV y(y ¥ ) dp
2T 0

)

I

+m
= £ [ ol ™l e dp

Ce théoréme, que I'on démontre immédiatement par le développement
des fonctions que renferment les deux membres de 'équation (3g) en
séries ordonnées suivant les puissances ascendantes des variables x et y,
se trouve ainsi rigoureusement établi pour toutes les valeurs d’zetd’y
qui rendent ces séries convergentes, et par conséquent pour toutes celles
qui rendent convergentes les séries suivant lesquelles se développent
o(z) et x(y). Dans le cas particulier ot 'on prend =1, y=r,
I'équation (39), multipliée par = se réduit a

(do) mr()=3 f {g(en=0) x(e= V=) 4+ o(e=rv=7) x(erv=7) } dp.

On tirera de celle-ci : : ,

— la premiére des formules (8), en posant
9(x) =1(b+ =), v (x) = =",

— la seconde, en posant

o(z)=¢hx, ° y(z) =2z,

— la formule (29), en posant

o(z) =1(z), 7 (@) = ——0)

1—ax
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— la formule (30), en posant

f(z)

—_—)
I—ax

9(x)= r(@) =1,

— la premiére des formules (31),.en posant

f
o(n)=— 20, @)=,
— la seconde, en posant
¢(z) =— f(), 1 ()= ——;

— enfin la formule (33), en posant

L

9(2) =1(), y (@) =1.

Je reviendrai a I'équation (39) dans un autre article, dans lequel
jexposerai, en outre, les diverses méthodes 4 I'aide desquelles je suis
parvenu & représenter les racines des équations algébriques ou trans-
cendantes par des intégrales définies.
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RECHERCHES
SUR L’BQUILIBRE ET LE MOUVEMENT INTERIEUR
DES CORPS SOLIDES 0U FLUIDES,
ELASTIQUES U NON ELASTIQUES.

Bulletin de la Socidié Philomatique, p. g-13; 1823,

Ces recherches ont ¢té entreprises i 'occasion d'un Mémoire publié
par M. Navier, le 14 aott 1820. L’auteur, pour établir I'équation
d’¢quilibre du plan élastique, avait considéré deux espéces de forces
produites, les unes par la dilatation ou la contraction, les autres par la
flexion de ce méme plaun. De plus il avait supposé, dans ses calculs, les
unes et les autres perpendiculaires aux lignes ou aux faces contre
lesquelles elles s’exercent. Il me parut que ces deux espéces de forces
pouvaient étre réduites a une seule, qui devait constamment s’appeler
tension ou pression, et qui élait de la méme nature que la pression
hydrostatique exercée par un fluide en repos contre la surface d’un
corps solide. Seulement la nouvelle pression ne demeurait pas toujours
perpendiculaire aux faces qui lui étaient soumises, ni la méme dans
tous les sens en un point donné. En d(,veloppfmt cette idée, jarrivai
bientot aux conclusions suivantes.

Si dans un corps solide élastique ou non élastique on vient 4 1‘endr
rigide et invariable un petit élément du volume terminé par des faces
quelconques, ce petit élément éprouvera sur ses différentes faces, et
en chaque point de chacune d’elles, une pression ou tension déter-
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minée. Cette pression ou tension sera semblable a la pression qu’un
fluide exerce contre un élément de I'enveloppe d'un corps solide, avee
cette seule différence, que la pression exercée par un fluide en repos
contre la surface d'un corps solide, est dirigée perpendiculaircment a
cetle surface de dehors en dedans, ct indépendante en chaque point de
Iinclinaison de la surface par rapport aux plans coordonnés, tandis
que la pression ou tension exercée en un point donné d’un corps solide
contre un trés petit élément de surface passant par ce point, peut dtre
dirigée perpendiculairement ou obliquement & cette surface, tantot de
de dehors en dedans, s’ily a condensation, tantot de dedans en dehors,
s+l y a dilatation, et peut dépendre de Uinclinaison de la surface par
rapport aux plans dont il sagit. De plus, la pression ou tension
exercée conlre un plan quelconque se déduit trés facilement, tant en
grandeur qu’en direction, des pressions ou tensions exercées contre
trois plans rectangulaires donnés. Yen étais a ce point, lorsque
M. Fresnel, venant a me parler des travaux auxquels il se liveait sur la
lumiére, et dont il n’avail encore présenté quune partie a I'Institut,
m’apprit que, de son coté, il avait obtenu sur les lois, suivant lesquelles
Iélasticité varie dans les diverses directions qui émanent d'un point
unique, un théoréme analogue au mien. Toutefois le théoréme dont il
s'agit était loin de me suffire pour I'objet que je me proposais, dés
cette époque, de former les équations générales de I'équilibre et du
mouvement intérieur d'un corps; et c’est uniquement dans ces
derniers temps que je suis parvenu a établir de nouveaux principes
propres 4 me conduire a ce résultat, et que je vais faire connaitre.

Du théoréme énoncé plus haut, il résulte que la pression ou tension
en chaque point est équivalente a 'unité divisée par le rayon vecteur
d’un ecllipsoide. Aux trois axes de cet ellipsoide correspondent trois
pressions ou tensions que nous nommerons principales, et I'on peut
démontrer (*) que chacune d’elles est perpendiculaire au plan contre
lequel elle s’exerce. Parmi ces pressions ou tensions principales se

(1) La remarque que nous faisons ici s’aceorde avec les dernidres recherches de
M. Fresnel (Poyez le Bulletin de mai 1822).
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trouvent la pression ou tension maximum, et la pression ou tension
minimum. Les autres pressions ou tensions sont distribuées symé-
triquement autour des trois axes. De plus, la pression ou tension
normaleachaque plan, ¢’est-a-dire, lacomposante, perpendiculaire dun
plan, de la pression ou tension exercée contre ce plan est réciproque-
ment proportionnelle au carré du rayon vecteur d’un second ellipsoide.
Quelquefois ce second ellipsoide se trouve remplacé par deux hyper-
boloides, I'un & une nappe, I'autre a deux nappes, qui ont le méme '
centre, les mémes axes, et sont touchés a 'infini par une méme surface
conique du second degré, dontles arétes indiquent les directions pour
lesquelles la pression ou tension normale se réduit a zéro.

Cela posé, si 'on considére un corps solide variable de forme et
soumis & des forces accélératrices quelconques, pour établir les
équations d’équilibre de ce corps solide, il suffira d’écrire qu’il y a
équilibre entre les forces motrices qui sollicitent un élément infiniment
petit dans le sens des axes coordonnés, et les composantes orthogo-
nales des pressions ou tensions extérieures qui agissent contre les faces
de cet élément. On obtiendra ainsi trois équations d’équilibre qui
comprennent, comme cas particulier, celles de I'¢quilibre des fluides.
Mais, dans le cas général, ces équations renferment six fonctions
inconnues des coordonnées x, y, 2. Il reste & déterminer les valeurs de
ces six inconnues; mais la solution de ce dernier probléme varie
suivant la nature du corps ct son ¢lasticité plus ou moins parfaite.
Expliquons maintenant comment on parvient a le résoudre pour les
corps élastiques.

Lorsqu’un corps élastique est en équilibre en vertu de forces accé-
lératrices quelconques, on doit supposer chaque molécule déplacée de
la position qu’elle occupait quand le corps était a son état naturel. En
vertu des déplacements de cette espéce, il y a autour de chaque point
des condensations ou des dilatations différentes dans les différentes
directions. Or il est clair que chaque dilatationr produit une tension, et
chaque condensation une pression. De plus, je démontre que les
diverses condensations ou dilatations autour d’un point, diminuées ou
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augmentées de 'unité, deviennent égales, au signe prés, aux rayons
vecteurs d'un ellipsoide. Jappelle condensations ou dilatations princi-
pales celles qui ont lieu suivant les axes de cet ellipsoide, autour
desquels toutes les autres se trouvent symétriquement distribuées
Cela posé, il est clair que dans un solide élastique, les tensions ou
pressions dépendant uniquement des condensations ou dilatations, les
tensions ou pressions principales seront dirigées dans les mémes sens
que les condensations ou dilatations principales. De plus, il est naturel

- de supposer, du moins quand les déplacements des molécules sont
trés petits, que les tensions ou pressions principales sont respecti-
vement proportionnelles aux condensations ou dilatations principales.
En admettant ce principe, on arrive immédiatement aux équations de
Péquilibre d’'un corps ¢lastique, Dans le cas des déplacements trés
petits, la composante, perpendiculaire & un plan, de la pression ou
tension exercée contre ce plan, conserve toujours le méme rapport
avec la condensation ou dilatation qui a lieu dans le sens de cette
composante, et les formules d’équilibre se réduisent a quatre équations
aux différences partielles dont 'une détermine séparément la conden-
sation ou la dilatation du volume, tandis que chacune des autres sert a
fixer le déplacement paralléle 4 I'un des axes coordonnés.

Les équations d’équilibre d'un corps élastique étant formées, il est
ais¢ d’en déduire par les méthodes ordinaires les équations du mouve-
ment. Ces derniéres sont encore au nombre de quatre, et chacunc
d’clles cst une équation linéaire aux différences partielles avec un
dernier terme variable. Elles s’intégrent par les méthodes exposées
dans notre précédent Mémoire. L'une de ces ¢quations renferme seu-
lement 'inconnue qui représente la condensation ou la dilatation du
volume. Dans le cas particulier ou la force accélératrice devient cons-
tante et conserve partout la méme direction, cette équation se réduit a
celle qui détermine la propagation du son dans Pair, avec la seule
différence, que la constante qu’elle renferme, au lieu de dépendre de la
hauteur de atmosphére supposéc homogéne, dépend de la dilatation
ou condensation linéaire d’un corps sous une pression donnée. On doit
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en conclure que la vitesse du son dans un solide élastique est cons-
tante, comme dans l'air, mais varie d’un corps a l'autre suivant la
matiére dont 1l se compose. Cette constance est d’autant plus remar-
quable, que les déplacements des molécules considérés successivement
dans les fluides ot les solides élastiques suivent des lois différentes.

Mon Mémoire se termine par la formation des ¢quations du mouve-
ment intérieur des corps solides entiérement dépourvus d’élasticite.
Pour y parvenir, il suffit de supposer que dans ces corps les pressions
ou (ensions autour d'un point en mouvement ne dépendent plus des
condensations ou dilatations totales qui correspondent aux déplace-
cements absolus comptés & partir des positions initiales des molécules,
mais seulement, a la fin d'un temps (ju010011que, des condensations ou
dilatations trés petites qui correspondent aux déplacements respectifs
des différents points pendant un iunstant trés court. On trouve alors
que la condensation du volume est détermince par une équation
semblable a celle de Ia chaleur, ce qui établit une analogie remar-
quable entre la propagation du calorique et la propagation des vibra-
tions d’un corps entiérement dépourvu d’élasticité.

Dans un autre Mémoire, je donneral U'application des formules que
Jai obtenues a la théorie des plaques ct des lames élastiques.
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NOTE

SUR UN THEOREME D’ANALYSE.

Bulletin de lu Société Philomatique p. 117-122; 1824.

Tutorime. — Soient

(1) f(z)=k(z— «)(z—0)(xz— ¢)...=ka"+ la"'+...+px+gq
et
(2) F(z)=K(x—A)(z—B)(z—C)...=Ka"+La*'+...+Pax4Q,

deuz polynomes en x, le premier du degré m, le secon

d du degré n; sout

d’ailleurs R une quantité constante. On pourra toujours former deux
autres polynomes u, ¢, le premier du degré n—1, le second du

degré m — 1, et qui seront propres a vérifier I’équation

(3) ul(z)+ol(x)=R,
Démonstration. — En vertu de la formule d'interpolation de
Lagrange, la somme des produits de la forme
f(z) ..
o F(2)

x—b)(x—c)...(x—A)(z—B)(x—C)... _

l{( =
(a ~b)(a—c)...(a —A) (¢« —B)(a—C)...

¢t des produits de la forme

(:v—a)(lx;b)(x—c)...(bv—B)(a;——C)...__

T(a)F (a)’

f(2)5-%

R

R G A= A=BA=C) ...~

sera équivalente & R. Par conséquent on vérifiera
OFuvres de C. — S. 11, t. 1L
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prenant

o ) (8 )

AT (A) T IB (B T HOF G T

et

o D) G (=)

T a) T Ty ~ Tl )

" Donec, ctc.

Nota. — Si I'on voulait déterminer directement les polynomes w
et « de maniére a vérifier I'¢quation (3), et en réduisant leurs degrés
aux plus petits nombres possibles, il suffirait d’observer qu’en vertu
de cette équation I'on doit avoir |

‘ R
pourx:A,u_m,poursz, lt=m—), etc.;
our xr = _ R =0, v= R_ t
P =a, v=— 1(a),p0urw_ , —m,cc.

On connait donc n valeurs différentes de u, et m valeurs différentes

de ¢. Cela posé, les polynomes les plus simples que 1’on puisse prendre ‘
pour u et ¢ devront étre en général le premier du degré n—1, le

second du degré m—1, ct si on les détermine, par la formule de
Lagrange, 4 I'aide des valeurs particuliéres que nous venons d’obtenir,
on retrouvera précisément les équations (4) et (5).

Corollaire I. — Supposons que 'on prennc

(6)  R=k"Kr(a—A)(a—B)(a—C)...(b—A)
X (b—B)(d8—C)...(c—A)(c—B)(c—0C)...

ou, ce qui revient au méme,
(7) R=k"F(a)F(b) F(c)...= (—1)"Kr{(A) f(B)f(C)....
Le premier des deux produits

F(a)F(b)F(c)..., f(A)f(B)E(C)...

_sera évidemment une fonction entiére et symétrique des racines de
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I'équation f(x)=o, et par conséquent une fonction entiére des

-, { .
quantités K, L, ..., P, Q, B /l;, /%; tandis que le second sera une

fonction entiére des quantités &, 7, ..., p, ¢; %, ceny % % Ces condi-

tions ne peuvent étre remplies simultanément qu’autant que la valeur
de R déterminée par la formule (7) est une fonction entiére des -
quantités £, 7, ..., p, ¢; K, L, ..., P, Q. Ajoutons que, si I'on adopte
cotte valeur de R, les équations (4) et (5) se réduisent &

() w={(—1)"mKr
£(B) £(C){(D)...(B—C) :
- % ><(B-—-D)...(C—D)...(a:—B)(x—-G)(m—D)...+...}
“TABA-C(A-D) ...B-—OB=D)...(C=D)..."

F(o)F(e)F(d)...(b—¢c)
X(b—d)...{(c—d)...(z—V)(z—c)(x—d)...+ }
(a—b)(la—c)(a—d)...(b—c)(b—d)...(c—d)...

(9) v=/kn %

Or les deux termes de la fraction que renferme I'équation (8) sont des
fonctions alternées des quantités A, B, C, D, ..., ¢’est-a-dire des fonc-
tions qui obtiennent des valeurs alternativement positives et négatives,
mais toutes égales, au signe prés, lorsqu’on échange ces quantités
entre elles. Do plus, la fonction alternée qui représente le dénomi-
nateur, étant la plus simple de son espéce, divisera celle qui forme le
numérateur (voyes la premiére partie du Cours de I’Ecole Polytech-

nigue, p. 75). Il en résulte que le rapport I—% scra une fonction symé-

trique et entiére des racines de I'équation F(2)=o. Donc, par suite,
. ., L, L P

u sera une fonction entiére des quantités £, 7, ..., p, ¢; K, g -+ g % ‘

ct de la variable @. Par la méme raison ¢ sera une fonction entiére des

quantités K, L, ..., P, Q; /c,»é, ---,%, %, et de la variable x. On doit

en conclure que u et ¢ seront équivalents ou a deux fonctions entiéres
des quantités @, £, ¢, ..., p,¢; K, L, ..., P, Q; ou a deux semblables
fonctions divisées, la premiére par une puissance K, laseconde par une
puissance de £. Or R désignant déja une fonction entiére des quantités
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kL ...,p, ;K L, ..., P, Q, et les quantités u, ¢ devant satisfaire i
I'équation (3), la seconde supposition ne saurait étre admise. Done, s
'on attribue a R la valeur fournie par 1'équation (6) ou (7), R, u ¢t ¢
seront des fonctions entiéres des quantités £, I, ..., p, ¢; K, L, ...,
P, Q, ct de la variable , qui entrera seulement dans u et ¢. De plus, il
est aisé de voir qlie, daus ces fonctions entiéres, les cocflicients numé-
riques seront toujours des nombres entiers.

Corollaire 1I. — Daus le cas ou lon suppose k=1, K=1, les
équations (6) et (7) se réduisent aux suivantes :

(10) R=(a—A)(a—B)(a—C)...
XO—A)DO—-—B)Y(b—C)...(c—AN)(¢—=B)(c—C)...,

(11) R=F(a)F(b)F(c)...==(—1)mf(A) {(B) [(C).

Ce cas particulier, auquel on raméne facilement tous les autres, est
celui que nous avons considéré dans le Mémoire présenté a I'Institut le
22 février 1824.

Corollaire 1Il. — DPour que les deux polynomes {(@x), F(x) se
changent en deux fonctions entiéres de @ et y, la premiére du degré m,
la seconde du degré =, il est nécessaire et il suffit que les quantités £,
L, ...,p,qetK, L, ..., P, Qdeviennent des fonctions entiéres de y,
des degrés représentés par les nombreso, 1, ..., m—1, m, et par les
nombres o, 1, ..., n—1, n. Alors, les rapports

l p 7. L P Q
T

y ym—l ? ),m ) y ’ yu— 1 ’ yn

S — “ee — —

se réduisant & des quantités finies pour des valeurs infinies de y, on
pourra en dire autant des valeurs de @ propres a vérifier les deux

équations
’ l
/cx’“—i—-—/a:’”*‘—{—...-*— /5:_1x+ lm:O
X J Y
et )
L
Ko+ =214, ..+ n_lx—i—% —o,
Y . Y
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¢’est-a-dire des rapports

IS

<

o
<
i

et dua suivant

R « A\N/a B a C
L (-GN
x<’i_é><ﬁ_E><ﬁ_9>...(£_é><£_9><£_9
Y YJ)\NY y/\y Y \Y Y/ \ry Y/\Y Y

Cela posé, 1a valeur de R, fournie par I'équation (6) ou (7), sera
¢videmment une fonction entiére de y, d'un degré inférieur ou tout au
plus égal au produit mn. De plus, si dans cette’ hypothése ou
éeril f(z, y), F(x, y) au lieu de f(x) et de F(x), la formule (3)
deviendra

(12) wf(z, y)+vF(z, y) =R,

et il est clair que toutes les valeurs de y, qui permettront de vérifier
simultanément les équations

(13) {(x, y)=o, F(z, y)=o,

devront satisfaire 4 I'équation
(14) ' R=o.

Corollaire IV. — 1l suit du corollaire précédent, qu'étant données
deux équations algébriques en @ et y, Pune du degré m, l'autre du
degré n, on pourra toujours en déduire, par I'élimination de x, une
¢quation en y, dont le degré sera tout au plus égal au produit mn. De
plus, on formera aisément le premicr membre del’équation en y, par
la méthode fondée sur la considération des fonctions symétriques.

.Corollaire V. — Lorsque les quantités k, I, ..., p, ¢; K, L, ..., P,
~Q, cest-a-dire les coeflicients des deux polynomes f(x) et F(x) se
réduisent, au signe prés, & des nombres entiers, on peut en dire autant
des coefficients des fonctions u et ¢ déterminées par les formules (8)
et (9); et la valeur numérique de la quantité R, donnée par I'équa-
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tion (6) ou (7), est pareillement un nombre entier. Dans ce cas, si une
méme valeur entiére de @ rend les polynomes f(x) et F(x) divisibles
par un certain nombre p, on conclura de la formule (3) que p est un
diviseur entier de R. En d’autres termes, sil’on adopte la notation de
M. Gauss, les formules

(15) f(z)=o0 (mod.p) et F(z)=o0 (mod.p)

entraineront la suivante

(16) R=o (mod.j)).

A l'aide de cette derniére formule, on déterminera facilement tous les
nombres entiers qui pourront étre communs diviseurs des deux poly-
nomes f(x) et F(x). Le plus grand de ces nombres entiers, ou le plus
grand commun diviseur entier des deux polynomes, sera précisément
la valeur numérique de R. Si cette valeur numérique se réduit a 'unité,
les deux polynomes n’auront jamais de communs diviseurs; ils en
auront une infinité, si elle se réduit a zéro.

Corollaire VI. — A l'aide des principes ci-dessus établis, on prou-
verait aisément que, si 'on donne plusieurs fonctions entiéres de , y,
3, ... dont lc nombre surpasse d’une unité celui des variables qu’elles
renferment, et dont les coeflicients soient entiers, on pourra former
un nombre entier qui sera divisible par les diviscurs communs de tous
ces polynomes. Si 'on considére en particulier trois polynomes de la
forme

(17) Pz, y), f(z) et f(y),

on trouvera que le plus grand nombre enticr qui puisse les diviser

simultanément est égal, au signe prés, 4 la valeur de R déterminée par

I'équation

(18) R=Kmnmn+)F(a, a)F(a, b)F(a,c)... )
XF(,a)F(b,0)TF(d,c)...F(e, a)F(e, )T (c,e)...,

a, b, ¢, ... désignant les racines de I'équation f(z) =o.
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Corollaire VII. — Tout nombre premier p, divisant nécessairement
le binome
27 — . 2T
(19) xp—x:x<x—cosp —\—18In 1>

7 e
x(x—cos : I—\/—[sm

O R

quelle que soit la valeur entiére de «, il suit du corollaire V, que tout

P

diviscur premier p d'un polynome F(x), diviscra le produit

2T — . 2T
(20) R..F(o)F(cosp_I+\/——xsmp_l>

im + Y= 1sin—C >---F(1),

p—f 1) —

- P F<cos

qui peut étre présenté sous la forme

(21) R==ABC...(APt—1)(Br1t— 1) (Cr1—1)...,

lorsque, le coeflicient du premier terme de F() se réduisant a I'unité,
I'on désigne par A, B, C, ... les racines de I'équation F(x)=o, Si
z"+1
_ x 1
quelconque), on trouvera R=o0 ou R=4-2, suivant que p sera ou
ne sera pas de la forme de na +- 1. Donc les nombres premiers impairs
de cette forme sont les seuls qui puissent diviser le binome z"+-1,

'on suppose en particulier F(z) = (n étant un nombre premier

sans diviser & - 1. Cette proposition était déja connue.

.

Corollaire VIII. — Tout nombre premier p, divisant les deux
binomes @?— x, et y?— y, quelles que soient les valeurs entiéres de
et y, ne pourra diviser le polynome F(x, y), sans diviser le nombre
qui représente, au signe preés, le second membre de I'équation (18),
dans le cas ou 'on prend pour a, b, ¢, ... les racines de I'équation
xP—ax=0.

On pourrait étendre considérablement les applications du théoréme
qui fait I'objet de cette Note; mais nous nous bornerons, pour le
moment a celles que nous venons d’indiquer.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



- SUR
LE SYSTEME DES VALEURS QU’IL FAUT ATTRIBUER
A DEUX ELEMENTS DETERMINES
PAR UN GRAND NOMBRE D'OBSERVATIONS
POUR QUE LA PLUS GRANDE DE TOUTES LES ERREURS,
ABSTRACTION FAITE DU SIGNE,
DEVIENNE UN MININUM.

Bulletin de la Société Philomatique, p. 92-99; 1824.

Supposons qu’'on ait déja une valeur approchée des deux éléments
que 'on considére. Désignons par la variable « la correction qui doit
affecter le premier élément, et par la variable y la correction qu’il faut
apporter au second. Parmi les diverses hypothéses qu'on pourra faire
sur les valeurs &’z et d’y, une scule satisfera a la premiére des observa-
tions données; et, pour.toute autre hypothése, lerreur de celte
observation sera désignée par une fonction &’z et d’y, dans laquelle, vu
la petitesse supposc¢e des corrections a faire, on pourra négliger les
puissances des variables supérieures & la premiére. En général, quel
que soit le nombre des observations données, leurs erreurs respec-
tives pourront étre représentées par autant de polynomes du premier
degré en x et y. Soient

ay+bix+c y=e,
(ﬂg+b2x+01)/:02,

by 4y = e,
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ces mémes polynomes (n étant le nombre des observations données).
La question se réduira 4 déterminer pour z et y un systéme de valeurs
tel que le plus grand des polynomes que I'on considére, abstraction
faite du signe, devienne un minimum; et si 'on fait

—w—bx—ciy =ep.y,

— Uy — by — Co )y == €4,
-y — bn,x — CpY == Cap,

il est évident qu’il suffira de chercher le systéme des valeurs A’ et dy,
pour lequel celui des polynomes ey, €5, ..., €n €ours Cnras <oy €an
qui aura la plus grande valeur positive, deviendra un minimum.

La méthode (*) que nous avons proposée pour la solution du pro-
bléme analogue relatif 4 un nombre quelconque d’éléments, se réduit-
dans le cas présent a ce qui suit. ’

1° On commencera par supposer dans tous les éléments & la fois
Pune des variables nulles, par exemple, y =o, et 'on déterminera

Vautre variable  de maniére que le plus grand des polynomes, qui
auront une valeur positive, soit un minimum. Soit o la valeur d’x

ainsi déterminée. Pour le systéme de valeurs

xr=uq, y=o0

deux polynomes e, ¢, deviendront supérieurs a tous les auntres, et par
suite le systéme dont il sagit satisfera a I'équation

6/, - (3,,

il est d’ailleurs facile de prouver que, dans les deux polynomes ¢, ¢,,
les coeflicients d’x seront nécessairement de signes contraires.

2¢ On examinera si, pour faire diminuer la valeur commune des
deux polynomes e, ¢,, il faut faire croitre ou diminuer y.
~ 3° Supposons que pour faire diminuer la valeur commune des deux

(1) Cetle méthode était I'objet du Mémoire que j’ai présenté & 'Instilul le 28 février 1814,
et pour lequel MM. Laplace et Poisson ont été nommés commissaires. C'est méme sur la
demande de ces deux commissaires que le présent extrait avait été rédigé.

OFuvres de C.— S. 11, t. II. bo
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polynomes e,, e, on soit obligé de faire croitre y, on cherchera parmi
tous les polynomes restants un troisiéme polynome tel, qu'en égalant
ce dernier polynome aux deux premiers, on obtienne pour y la plus
petite valeur positive possible. Soit e, le troisiéme polynome dont il
s’agit. L’équation double

ep=e;=¢er

déterminera pour x et y un nouveau systéme de valeurs que je repré-
senterai par :

z=o;, y=28;
et ce systéme pourra étre celui qui doit résoudre la question proposée.

Il la résoudra effectivement, si pour des valeurs de y supérieures a6,
le polynome e, égalé a celui des polynomes e, ¢,, ou le coefficient d’z
a un signe contraire, devient supérieur a la valeur commune des trois
polynomes e, e,, ¢, correspondant au systéme

x=ay, y =8

Dans le cas contraire, soit e, celui des deux polynomes ¢, ¢, ou le
coefficient d’z est le signe opposé au coeflicient de la méme variable
dans e, : on cherchera un nouveau polynome e, tel que I'équation
double -

Cy=Cr=20C;

détermine la plus petite valeur positive possible de y —6,. Alors on
obtiendra un nouveau systéme de valeurs d’z et d’y, que je désignerai
par

x = 0,, y =8,

et qui pourra résoudre dans beaucoup de cas la question proposée.

En continuant de méme, on essayera successivement plusieurs sys-
téemes de valeurs d’z et d’y. Pour chacun de ces systémes trois poly-
nomes au moins deviendront a la fois positifs,- égaux entre eux et
supérieurs a tous les autres. Le nombre des essais ne pourra donc
jamais surpasser le nombre des systémes qui jouissent de cette
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propriété remarquable. Il s’agit maintenant de déterminer la limite de
ce dernier nombre.

Pour y parvenir, il cst nécessaire d’observer que, sil'on donne aux
deux variables et y des valcurs déterminées, on pourra former rela-
tivement au systéme de ces valeurs, trois hypothéses différentes. En
effet il pourra se faire ; 1° que pour le systéme dont il s’agit un seul
polynome devienne supérieur a tous les autres; 2° que deux poly-
nomes ¢,, e, deviennent égaux entre eux et supérieurs a tous les
autres; 3° que trois polynomes au moins e,, ¢,, e, soient égaux entre

eux et supérieurs a tous les autres. Si la premiére hypothése a lieu,
elle subsistera encore, lorsqu’on fera varier séparément « et y entre

certaines limites. Sila seconde hypothése a lieu, elle subsistera encore,
lorsqu’on fera varier o et y entre certaines limites, de maniére toute-
fois que I'équation e¢,= ¢, soit toujours satisfaite. Mais si la troisiéme
hypothése a lieu, elle subsistera uniquement pour le systéme de
valeurs d’x et d’y déterminé par I’équation double

ep==€g=eér.

Suivant que I'un ou l'autre de ces trois cas aura lieu, je dirai que le
systéme donné est du premier, du second ou du troisiéme ordre. Cela
posé, les théorémes 4°, 5°, ¢° et 10° du Mémoire présenté a I'Institut,
suffiront pour déterminer la limite du nombre d’essais qu’on sera
obligé de faire, dans le cas ou I'on ne considére que deux éléments.
Nous allons réduire ces quatre théorémes & ce qu'ils doivent étre dans
le cas particulier dont il s’agit. .

TreoreMe IV. — Si l'on passe successivement en revue tous les systémes
possibles de valeurs d’x et d’y, on trouvera que les systémes du premier
ordre ont pour limites respectives les systémes du second ordre, et que
ceux-ct ont euxw-mémes pour limites les systémes du troisiéme ordre.

Démonstration. — Comme pour chaque systéme de valeurs d’x
et d’y il est nécessaire qu'au moins un polynome surpasse tous les
autres, les divers systémes de valeurs d’x et d’y se trouveront répartis
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par groupes, si je puis m’exprimer ainsi, entre les divers polynomes
donnés. Dans quelques-uns de ees groupes les valeurs des variables
resteront toujours finies, dans d’autres clles pourront s’étendre a
Iinfini. De plus, comme on ne pourra sortir d’'un groupe sans passer
dans un autre, on rencontrera nécessairement dans ce passage des
systémes pour lesquels deux polynomes 4 la fois deviendront supéricurs
a tous les autres. Ainsi les systémes du second ordre serviront de
limites respectives aux différents groupes entre lesquels se trouveront
répartis les systémes du premier ordre.
Considérons maintenant un systéme quelconque du second ordre,
" par exemple, un de ccux pour lesquels les deux polynomes ¢, ¢,
deviennent a la fois égaux entre eux et supérieurs  tous les autres. Si
'on fait varier en méme temps « et y, mais de maniére a laisser tou-
jours subsister I'équation e,—e,;, on obtiendra, du moins entre
certaines limites, de nouveaux systémes du second ordre semblables a
celui que 'on considére, et pour chacun de ces systémes la valeur
commune des deux polynomes ¢, e, sera supérieure a celle de tous les
autres polynomes. Mais si I'on fait croitre ou décroitre I'une des
variables, y par excmple, d'une maniére continue, il arrivera un
moment ot les deux polynomes ¢,, e, se trouveront égalés par un troi-
sitme. Ainsi la série des systémes du second ordre qui correspondent
4 une méme équation entre deux polynomes donnés, aura en général
pour limites deux combinaisons du troisiéme ordre, I'une de ces

limites étant relative 4 des valeurs constantes de y, et Pautre a des
valeurs décroissantes de la méme variable. Il peut néanmoins arriver

que 'une de ces deux limites s’éloigne jusqu’a linfini,

Remarque. — 11 est facile de donner au théoréme précédent une
interprétation géométrique. Ln effel, concevons que les divers
polynomes '

€, €y wvny €ny Cppty Cnyay .., €any
tous du premier dégré en « et y, représentent les ordonnées d’autant
de plans différents les uns des autres, ct que 'on ait seulement égard
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a la portion de chacun de ces plans qui, pour certaines valeurs d'a
et d’y, devient supérieure a tous les autres. Les portions des divers
plans qui jouissent de cette propriété formeront un polyédre convexe
ouvert dans sa partie supérieure; et, si par un point quelconque du
plan des «, y on éléve une ordonnée, cette ordonnée rencontrera une
face, une aréle, ou un sommet du polyedre, suivant que le systeme de
valeurs d’x ¢t d’y qui détermine le pied de Pordonnée sera du premier,
du second ou du troisiéme ordre. Cela posé, le théoréme précédent se
réduit & dire que les projections des faces du polyédre ont pour limites
les projections des arétes, et que celles-ci ont clles-mémes pour limites
les.projections des sommets.

Tutoreme V. — S¢ au nombre des groupes formés par les systémes du
premier ordre on ajoute le nombre des systémes du troisiéme ordre, la
somme surpassera d’une unité le nombre des séries formées par les divers
systémes du second ordre.

Démonstration. — 11 suit du théoréme précédent : 1° que les groupes
formés par les divers systémes du premier ordre ont pour limites les
systémes du second ordre; 2° que les systémes du second ordre qui
servent de limites & un méme groupe de systémes du premier ordre,
sont partagés en plusieurs séries, dont chacune a elle-méme pour
limites deux systémes du troisiéme ordre, 4 moins toutefois, qu'une de
ces limites ne s’éloigne vers I'infini. Si donc on augmente d’une unité
le nombre des systémes du troisiéme ordre pour tenir lieu des limites
qui divergent vers I'infini, on se trouvera placé dans des circonstances
tout a fait semblables 4 celle qui auraient lieu si les systémes du
premier et du second ordre ne pouvaient s’étendre qu’a des valeurs
finics &’z et d’y. Soient maintenant

M, le nombre des groupes formés par les systémes du premier ordre;
M, le nombre des séries formées par les systémes du second ordre;
M, le nombre des systémes du troisiéme ordre;

M;+1 sera ce dernier nombre augmenté de l'unité; et, pour
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démontrer le théoréme ci-dessus énoncé, il suffira de voir que P'on a

(3) M;+ M;=M,+1.

On y parvient facilement comme il suit.

Nous avons déja remarqué qu’'a chaque syst¢tme du premier ordre
correspondait un polynome supérieur & tous les autres; & chaque sys-
téme du second ordre, deux polynomes supérieurs a tous les autres; et
a chaque systéme du troisiéme ordre, trois ou un plus grand nombre de
polynomes supérieurs a tous les autres. Cela posé, il sera facile de voir
que, siles systémes du premier ordre qui correspondent au polynomee,
ne peuvent s’étendre a des valeurs infinies d’x et d’y, les séries de sys-
témes du second ordre correspondant 4 ce méme polynome seront en
nombre égal a celui des systémes du troisiéme ordre qui lui servent de
limites. Car chaque série de systémes du second ordre aura nécessaire-
ment pour limites deux systémes du troisiéme ordre, et réciproquement
chacun de ces derniers servira de limites 4 deux séries de systémes du
second. Soit maintenant e, un polynome qui, conjointement avec le
polynome e, corresponde 4 une série de systémes du second ordre; et
supposons encore que les systémes du premier ordre qui correspondent
au polynome e, ne puissent s’étendre 4 'infini, les systéme du troisiéme
ordre qui correspondronta la fois aux deux polynomes e, ¢, seront au
nombre de deux. Par suite le nombre des séries de systémes du second
ordre, qui correspondront au polynome e, sans correspondre au poly-
nome e,, surpassera d’'une unité le nombre des systémes du troisiéme
ordre, qui correspondront au premier polynome sans correspondre au
second : d’ou il est aisé de conclure que le nombre des sérics de sys-
témes du second ordre qui correspondront & I'un des polynomese,, ¢,
surpassera d'une unité le nombre des systémes du troisiéme ordre
correspondant & ces mémes polynomes. En général désignons sous le
nom de systémes contigus du premier ordre, ceux qui ont pour limite
commune une méme série de systémes du second ordre; et soient ¢,
€gr €ry €5 €. .. une suite de polynomes correspondant i des sys-
témes du premier ordre, tous contigus les uns aux autres, et dans
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lesquels les valeurs des variables ne puissent s’étendre a l'infini. On
fera voir, par des raisonnements semblables aux précédents : 1° que le
nombre des séries de systémes du second ordre correspondant & I'un
des trois polynomes ¢,, ¢,, e, surpasse de deux unités le nombre des
systémes du troisi¢éme ordre quileur correspondent; 2° que le nombre
des séries de systémes du second ordre qui correspondent & I'un des
quatre polynomes ¢, ¢,, €., ¢,, surpasse de trois unités le nombre des
systtmes du troisiéme ordre correspondant 4 ces mémes poly-
nomes, etc. Si done 'on désigne :

— par N, le nombre des polynomes ¢, ¢,, ¢, €. ¢, .. .3

— par N, le nombre des séries de systémes du second ordre qui
correspondént al'un d’eux;

— par N; le nombre des systémes du troisiéme ordre qui corres-
pondent & I'un de ces mémes polynomes, on aura généralement

Ng:Ng—l— Nl—l,

ou
(6) NI+N3:N2+I.
D’ailleurs, si Uon suppose que la série e, ¢, ¢, €, €, ..., renferme

tous les polynomes donnés, a I'exception d’un scul, et que 'on veuille
passer de I'hypothése ou quelques systémes du premier et du second
ordre s’étendent a I'infini, a celle dans laquelle tous les systémes ne
pourraient s’étendre qu'a des valeurs finies d’x ot d’y, il faudra faire

N1: 1\/11"—1,
No—=M,,
N:g: M3'+' I.

Cela posé, I'équation (6) deviendra

M1+M3—_—-M2+I.
c. Q. F. D.

Remarque. — Le théoréme précédent peut s'interpréter,. en
Géométrie, de la maniére suivante.
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Dans un polyédre ouvert par sa partie supérieure, la somme faite du
nombre des faces et du nombre des sonunets surpasse d’une unité le
nombre des arétes.

Pour déduire cette proposition du théoréme d’Euler, il suffit de
considérer un polyédre fermé, et de concevoir que dans ce polyedre
les diverses arétes qui concourent a un méme sommet pris dans la
partic supéricure, s’écartent I'une de I'autre ct divergent vers U'infini.

Tutorkme IX. — Chaque systéme du troisiéme ordre sert de limite au

moins a trots séries de systémes du second ordre.

Démonstration. — En cffet, chaque systéme du troisiéme ordre
correspond au moins a trois polynomes e, ¢,, ¢, . ... De plus, parmi
les séries de systémes du second ordre qui correspondenta I'un de ces
polynomes, il y en a toujours nécessairement deux qui ont pour limite
communc le systéme du troisiéme ordre que ’on considére; et récipro-
quement les séries de systémes du second ordre, qui ont ce dernicr
pour limite, correspondent toujours a deux des polynomes dont il .
s'agit. Par suite lc nombre de ces séries est toujours égal a celui des
polynomes e, ¢, ¢,, ..., il est donc au moins égal a 3.

Interprétation géométrique. — Trois arétes au moins d'un polyédre
se réunissent toujours a chacun de ses sommets.

Corollaire. — Soit toujours M, le nombre des systemes du troisiéme
ordre, et M, le nombre des séries formées par les systemes du second
ordre. Puisque chaque systéme du troisiéme ordre sert-de limite au
moins i trois séries de systémes du second ordre, et que chaque série
a pour limites un seul ou tout au plus deux systémes du troisiéme ordre,
on aura nécessairement '

3M, < 2 M,.

Cette inégalité, jointe & I'équation (3) suffit,.comme on va le voir,
pour déterminer une limite du nombre d’essais qu’exige la méthode
proposée. - '
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Tukorine X. — Le nombre d’essais qu'exige la méthode proposée ne
surpasse jamais le double du nombre des polynomes qui peuvent devenir
supérieurs d tous les autres.

~

Démonstration. — En cflet, le nombre d’essais qu’exige la méthode
proposée- ne surpasse jamals le nombre des systémes du troisiéme
ordre désigné ci-dessus par M. D’ailleurs le nombre des polynomes
(ui peuvent devenir supcéricurs 4 tous les autres, est égal au nombre
des systémes du premier ordre désigné par M,. Il suflira done de faire
voir qu'on a loujours

- M, < aM,.
Or on a, en vertu de I'équation (3),
(3) M, 1= My~ M,
ct, en vertu du théoréme

M, + é M, < M,.

En ajoutant, membre a membre, cette dernicére incégalité al’¢quation (3),
on aura )

1+ gmﬁ< M,,

¢l par suile
M;<<2(M;—1) <2M,.
C. Q. F. D,

Interprétation géométrique. — Dans un polycédre ouvert par sa partic
supérieure, le nombre des sommets ne peut surpasser le double du
nombre des faces. S

Corollaire. — Comme le nombre des polynomes qui peuvent devenir
supérieurs a tous les autres est tout au plus égal au nombre des poly-

nomes que 'on considére, ¢’est-a-dire, au double du nombre des
CEuvres de C. — S. 11, t. IL. 41
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observations, le nombre d’essais qu’exige la méthode proposée ne peut
Jamais surpasser lc quadruple du nombre des observations. Ainsi la
limite du nombre des essais est simplement proportionnelle au nombre
des observations données.
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MEMOIRE
SUR LE CHOC DES CORPS ELASTIQUES ().

Bulletin de la Société Philomatique, p. 180-182; 1826.

Dans un Mémoire présenté a PAcadémie en 1822, jai donné les
¢quations aux différences partielles qui déterminent les mouvements
vibratoires des corps solides élastiques ou non élastiques. Dans le
nouveau Mémoire, japplique ces équations au choc des corps ¢élas-
tiques. Je me bornerai pour Ic moment i 'exposition des phénomeénes
que présente. le choc de deux cylindres droits et homogénes qui
viennent se frapper par leurs bases avece des vitesses égales ou inégales,
dirigées suivant des droites paralléles & leurs génératrices. Alors les
¢quations aux différences partielles qui déterminent les mouvements
des deux cylindres renferment sculement chacune deux variables
indépendantes, savoir, une abscisse « et le temps; et, en intégrant ces
équations de¢ maniére que les variables principales satisfassent aux
conditions du probléme, on obtient immédiatement les résultats que
je vais indiquer. '

Supposous, pour fixer les idées, que les deux cylindres soient formés
de méme matiére, mais que leurs longueurs soient différentes. Comme
le centre de gravité du systéme se mouvra uniformément dans espace,

(1) Déposé & 'Académie Royale des Sciences le 19 février 1827.
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on pourra toujours ramenecr la question au cas ou ce centre a une

vitesse nulle, en rapportant le mouvement du systéme a celul du centre

dont il s’agit. Cela pos¢, soient a, A les longueurs respectives des deux

cylindres; w, Q leurs vitesses initiales dirigées en sens contraires;

/l . . . . o

- la hauteur qu'il faudrait attribuer au second cylindre pour qu’étant

suspendu i une tranche infiniment mince du premicr, il produisit une
\ . . , R § i ‘E e N .

dilatation mesurée par —; ct g la force accélératrice de la pesanteur.

Enfin faisons, pour abréger, k2= gh, comptons l¢ temps ¢ & partir de

Pinstant ou le choc commence, et soit

- ' )_,/\>1
=- .\

o

-
3%

Depuis le commencement du choe jusqu'a la fin du lemps qu'on
obticndra cen divisant, par la conslante £, la longucur a (u premier
cylindre, les vitesses initiales o et Q disparaitront dans deux portions
contigués du premier et du second cylindre, et ces deux portions
offriront dans chaque tranche une nouvelle vilesse équivalente a la

. 1eop w— . ) .
demi-différence yavec une compression représentée par le rapport
0+ Q
2

Pendant le méme temps, les longueurs des portions dont il s'agit
seront ¢gales dans les deux cylindres, ct croitront comme le temps,
de maniére 2 devenir finalement équivalentes a la ongucur du premier
cylindre. Pendant un second temps égal au premier, ces longucurs
varieront encore : mais celle qui se rapporte au premicr cylindre dimi-
nuera proportidnnellemcnt au temps, de maniére & devenir finalement
nulle; tandis que I'autre longueur relative au second cylindre croitra
sans cesse, si Ja longueur du sccond cylindre surpasse le double de
celle du premier, ct croitra pour diminuer ensuite dans le cas contraire.
Quant aux portions restantes des deux cylindres, elles offriront dans
chacune de leurs tranches, pendant la période dont il est (uestion,
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dans le premicr cylindre, une vitesse constante égale a la vitesse
initiale du sccond cylindre, avec une compression nulle en chaque
point; et dans le second cylindre la vitesse initiale du second ou du
premier cylindre, suivant que la longueur du second cylindre sera
inférieure ou supérieure au double de la longueur du premier. A la fin
de cette nouvelle période, le premicr cylindre étant animé dans tous
ses points par une vitesse équivalente 4 la vitesse initiale du second,
se séparera de celui-ci, et le choc sera’'terminé. Ajoutons qu’apreés la
séparation le premicr cylindre, offrant partout des compressions
nulles, ne changera plus de forme, tandis que le sccond cylindre,
composé de deux parties dont les vitesses seront diflérentes, et dont
une seule offrira des compressions nulles, continuera de vibrer dans
I'espace. On doit seulement excepter le cas ou les deux cylindres,
étant de méme longueur, auraient eu primitivement des vitesses égales
dirigées en sens contraires. ‘

Les conséquences qui sc déduisent des principes que nous venons
d’¢tablir sont trés importantes dans la théorie de la dynamique. Ainsi,
par exemple, on enseigne, dans la mécanique rationnelle, que, si deux
corps parfailement ¢lastiques viennent a se choquer, la somme des
forces vives restera la méme avant le choc el aprés le choce. Mais il est
claiv qu’alors on fait abstraction du monvement vibratoire de chaque
corps aprés le choe, et I'on pourrait étre curicux de connailre ce
qui arrive dans le cas contraire.

Or, si Pon détermine, d’aprés ce qui a été dit ci-dessus, la somme
des 'fofrces vives de deux cylindres avant et aprés le choe, on recon-
naitra : 1° que la perte des forces vives est nulle dans un seul cas,
savoir, lorsque les longueurs des deux cylindres sont égales, et que
cette perte, bien loin d’étre nulle dans les autres cas, comme on le
suppose ordinairement, s’éléve a la moitié de la somme des forces
vives, quand la longueur de I'un des cylindres devient infiniment
grande, ct qu'elle peut s’élever jusqu’aux trois quarts de cette somme
quand les deux cylindres offrent des longueurs doubles I'une de
Pautre. Lorsqu’un cylindre vient frapper un plan solide, il se trouve a
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peu prés dans le méme cas que s’il frappait un cylindre dont la longucur
{at infinie, et, par conséquent,'il y a perte de forces vives.

Dans un second Mémoire je montrerai comment on peut étendre les
mémes principes au choc de deux cylindres composés de matiéres
différentes, ou au choc des corps dont la forme w'est pas cylindrique.
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RAPPORT
SUR UN MEMOIRE DE M. PONCELET
| RELATIF
AUX PROPRIETES PROJECTIVES DES SECTIONS CONIQUES (.

Annales de Mathématiques, Tome XI, p. 69-83; 1820.

Le Seerétaire perpétucl de I’Académie, pour les Sciences mathéma-
liques, certifie que ce qui suit est extrait du procés-verbal de la séance
du Jundi 5 juin 1820. N

I’Académie nous a chargés. MM. Arago, Poisson et moi, de lui rendre
compte d’'un Mémoire de M. Poncelet sur les propriétés projectives des
seclions coniqﬁcs. L’auteur appelle ainsi les propriétés relatives aux
cordes communes, aux points de concours des tangentes communcs,
et beaucoup d’autres semblables qui, étant indépendantes des dimen-
sions attribuces aux courbes que I'on considére et de leurs paramétres,
subsistent lorsqu’on projette ces courbes sur de nouveaux plans, &
I'aide de droites qui concourent vers un méme point; ¢ est-a-dire, en
d’autres termes, lorsqu’on met ces courbes en perspective; ce qui a
¢galement lieu pour le cas ou, le point de concours s’éloignant &
I'infini, les projections deviennent orthogonales. Nous allons d’abord
indiquer les moyens que I'auteur emploie pour établir les propriétés
dont il s’agit.

(*) Ce mémoire et les trois qui suivent comportent des notes de Gergonne, rédacteur
des Annales de Mathématiques. Elles sont signées (J. D. G.). (R. T.)

CEuvres de C. — 8. 11, t. 18, 42

-
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Lorsque plusieurs courbes, qui composent une seule classe ou
famille, possédent en commun’ diverses propriétés, une des méthodes
les plus expéditives pour la’démonstration de ces mémes propriétés
consiste 4 les établiv d’abord pour les courbes les plus simples de la
classe dont il est question, et a les ¢tendre censuite aux autres courbes
de la méme classe, par la comparaison de celles-ci avec les premiéres.
Celte méthode peut méme servir i la recherche des propriétés d'une
courbe donnée. Veul-on connaitre, par exemple, celle d’'une ellipse?
on commencera par supposer les deux axes égaux; ce qui réduira cette
ellipse & une circonférence de cercle. On remarquera quo la surface
du cercle est égale au carré du rayon multiplié par le nombre qui
exprime le rapport de la circonférence au diamétre; que deux rayons
qui s¢ coupent & angles droits sont paralléles aux tangentes menées
par leurs extrémités; que ces mémes rayons comprennent entre eux

une surface constante; que la somme de leurs carrés est égale a la
somme des carrés de leurs projections sur un diamétre queleconque;

que les tangentes des angles aigus qu'ils forment avec un méme
diamétre, étant multipliées I'une par I'autre, donnent 'unité pour pro-
duit; enfin, que la perpendiculaire ¢levée sur un diamétre est moyenne
proportionnelle entre les deux segments adjacents. Si maintenant on
considére une ellipse dont les deux axes soient inégaux, on décrira sur
le grand axe de cette ellipse, pris pour diamétre, une circonférence de
cercle, dont I'ordonnée, comptée perpendiculairement au grand axe,
aura un rapport constant avec celle de ellipse. Cela posé, si I'on
appelle diamétres conjugués de I'ellipse ceux dont les projections sur
le grand axe coincident avec les projections de deux diamétres du
cercle qui se coupent & angles droits, on conclura immédiatement des
remarques faites a 'égard du cercle que la surface de ellipse est ¢gale
au produit des deux demi-axes par le nombre qui exprime le rapport
de la circonférence au diamétre; que, dans la méme courbe, les
tangentes menées aux extrémités de deux diamétres conjugués, sont
paralléles 4 ces diamétres; que deux demi-diamétres conjugués
.comprennent cntre cux une surface constante; que les sommes des
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carrés de leurs projections sur le grand axe et sur le petit axe sont
respectivement égales aux carrés des demi-axes, et que, par suite, la
somme des carrés des deux demi-diamétres équivaut a la somme des
carrés des deux demi-axes; enfin, que le rapport de ces deux derniers
carrés mesure a la fois le produit des tangentes des angles aigus
formés avec le grand axe par deux diamétres conjugués et le rapport
du carré¢ d'une ordonnée aux segments correspondants de ce méme
grand axe. Au reste, pour obtenir le cercle auxiliaire dont nous venons
d’'indiquer J'usage, il suffit de chercher dans I'cspace un cercle dont
Iellipse donnée sojt la projection orthogonale, ct de rabattre ensuite le
plan de ce cercle sur celui de Uellipse, aprés avoir fait tourner le
premier autour du diamétre paralléle au second (*). Plus généra-
lement, on peut considérer une ellipse, une hyperbole ou une parabole
comme la perspective ou projection centrale d'un cercle quelconque, et
déduire, des propriétés de ce cercle, celles de la projection. Tel est, en
effet, lc moyen employé par M. Poncelet pour déterminer les propriétés
projectives des points coniques. Il appelle centre de projection le point
ou se trouve placé dans la perspective I'eeil du spectateur. Ce point est
le sommet d’une surface conique du second degré qui a pour base la
courbe proposée. I est bon de rappeler, a ce sujet, que, si I'on coupe
une surface conique quelconque. par deux plans paralléles, les deux
scctions scront toujours semblables entre elles. Tl y a plus, si, d’un
~centre de projection pris a volonté dans I'espace, on méne des rayons
vecteurs aux différents points d’'un systéme composé de points, de
lignes ou de surfaces quelconques, et qﬁ’on fasse croitre ou décroitre
a la fois tous les rayons vecteurs dans un rapport donné, on obtiendra
un sccond systéme de points, lignes ou surfaces, semblable au premier
et semblablement placé, en sorte que les droites et les plans menés
dans Ies deux systémes, par des points correspondants, seront toujours

(1) Il paraitra pecut-étre plus simple, et il reviendra d’ailleurs au méme, de chercher
dans J'espace un plan sur lequel la projection orthogonale de l'ellipse soit un cercle; et
il 0’y aura pas d’ailleurs besoin de rabattement. On peut consulter, sur ce sujet, un
Mémoire de M. Fériot, inséré i la page 240 du volume II de ce recueil. (J.D.G.)
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paralléles. Le centre commun, vers lequel convergent tous les rayons
vecteurs, est ce qu'on peut appeler le centre de similitude des deux
systémes. Pour deux cercles, tracés sur un méme plan, ce centre de
similitude ne peut ttre que le point de concours des tangentes
cominunes, extérieures ou intéricures. M. Poncelet expose ses diverses
propriétés, dont un grand nombre dérivent immédiatement de la défi-
tion méme que nous venons d’en donner.

Outre la ‘considération des projections centrales, M. Poncelet
cmploie encore, dans son Mémoire, ce qu'il appelle le principe de la
continutté. L’admission de ce principe en Géomeétrie consiste a supposer
que, dans le cas ou une figure composée d’'un systéme de lignes droites
ou courbes conserve constamment certaines propriétés, tandis que les
dimensions absolues ou relatives de ses diverses parties varient d’une
maniére quelconque, entre certaines limites, ces mémes propriétés
subsistent nécessairement lorsqu’on fait sortir les dimensions dont il
s’agit des limites entre lesquelles on les supposait ’abord renfermées;
et que, si quelques parties de la figure disparaissent dans la seconde
hypothése, celles qui restent jouissent encore, les unes a I'égard des
autres, des propriétés qu’elles avaient dans la figure primitive (*). Ce
principe n’est, & proprement parler, qu'une forte induction, a I'aide
de laquelle on étend des théorémes établis, d’abord & la faveur de
certaines restrictions, aux cas ou ces mémes restrictions n’existent
plus. Etant appliqué aux courbes du second degré, il a conduit I'anteur
a des resultats exacts. Néanmgins, nous pensons quil ne saurait étre
admis généralement et apphque indistinctement-a toutes sortes de
questions en Géométrie, ni méme en Analyse (2): En lui accordant

(1) Le Mémoire qui précéde ceci offre, en particulier, des exemples remarquables en
faveur de ce principe; on y a vu que le point de concours des tangentes communes 2
deux cercles, soit extérieures, soit intéricures, ne cesse pas d'exister, lorsque ces
tangentes cessent d’dtre possibles; et qu'il en est de méme de la corde commune a deux
cereles, lorsque ces cercles cessent de se couper.

(%) Clest aussi, & ce qu’il parait, opinion de M. Durrande; el ¢’est ce qui I'a déter-
miné & abandonner les démonstrations, trés élégantes d’ailleurs, que Monge avait données
de la théoric des poles, de celle des centres de similitude et de eelle des axes radicaux,
démonstrations qui ne sont applicables qu’ certains cas. Il faut done employer le prin-
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trop de confiance, on pourrait tomber quelquefois dans des erreurs
manifestes. On sait, par excmple, que, dans la détermination des inté-
grales définies, et par suite, dans I'évaluation des longueurs, des
surfaces et des volumes, on rencontre un grand nombre de formules
qui ne sont vraies qu'autant que les valeurs des quantités qu’elles
reiferment restent comprises entre certaines limites.

Au reste, nous distinguerons soigneusement les considérations de
M. Poncelet sur la continuité de celles qui ont pour objet les propriétés
des lignes auxquelles il donne le nom de cordes idéales des scctions
coniques. Comme ces propriétés nous paraissent mériter ’étre
remarquées, et qu'elles fournissent i Pauteur un troisiéme moyen de
résoudre les gnestions relatives aux courbes du sccond degré, nous
allons donner 4 ce sujet quelques développements.

. Si, aprés avoir meng, par le centre d’une hyperbole, un diamétre 24
qui rencontre les deux branches, on fait passer, par les points de
rencontre des tangentes & 'hyperbole et par le centre, une paralléle &
ces tangentes, puis que on cherche & déterminer, par l'analyse,
les coordonnées des points ou cette parallele rencontre la courbe
ct les distances respectives de ces points au centre, on trouvera,
pour I'une ct autre distance, en faisant abstraction du signe, une
expression imaginaire delaforme By/— 1; et par conséquent, pour la dis-
tance entre les deux points, une autre expression de la forme 2 B/—1.
Le coellicient de y/—1, dans cette derniére, ou la longueur 2 B, qui cst
une quantité réelle, peut se construire géométriquement; ct, comme
la considération de cette longucur peut étre utile dans la recherche
des propriétés de I'hyperbole, on lui a donné un nom, en disant
que 2B represente le diamétre conjugué au diamétre 24. On sait
qu'étant donn¢ le diamétre 2 B, avee sa direction, on peut facilement

cipe de M. Poncelet, ainsi que le tour de démonstration introduit par Monge, & peu prés -
comme on employait le calcul différentiel lorsqu’on n’en voyait pas bien encorc la méta-
physique; ¢’est-a-dire, uniquement comme instruments de découverte; mais ce n’en seront
pas moins des instruments trés précieux; car, le plus souvent, en mathématiques,
découvrir est tout; et ce ne sont pas d’ordinaire les démonsirations qui embarrassent
beaucoup. (J.D.G.) ‘
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en déduire le diameétre 245 en coupant les asymptotes par une sécante
parallele a la direction donuée, la ligne menéé du centre au milicu de
la sécante indiquera la direction du diamétre 2 4; ot le rapport de cette
derniére ligne a la moiti¢ de la sécante sera précisément égal au

A
rapport 5

Supposons wmaintenant que 'on cherche, par lanalyse, les points
d’intersection, non plus d’un diamétre, mais d’une droite quelconque
avee une courbe du sccond degré, et la distance de ces deux points, |
ou, en d'autres termes, la corde qui les unit; lorsque la droite ne
rencontrera plus la courbe, la distance donnée par Ianalyse deviendra
imaginaire, et sera de la forme 2C\/—1; tandis qué le point milicu de
la corde conservera des coordonnées réclles. 1! devient alors utile de
substituer a la corde imaginaire, qui n’existe pas, une corde fictive 2C,
comptée sur la droile proposce, et dont le milieu coincide avee le point
dont nous venons de parler.

Cest & cette corde fictive qu’on pourrait appliquer la dénomination
de corde idé¢ale, par laquelle M. Poncelet désigne tantot la droite ind¢-
finic que I'on considére, et tantot la corde imaginaire interceptée par
la courbe, puisqu’il appelle centre de la corde idéale le point réel que
I'inalyse indique comme étant le milicu de la corde imaginaire. Le
sens dans lequel I'autcur emploie le mot idéale se trouverait ainsi
modifié de telle mani¢re que les longueurs idéales resteraient des
longueurs réelles et constructibles en Géométrie. Ainsi, par exemple,
dans une hyperbole, dontle grand axe rencontre la courbe, la longucur
idéale du diamétre, perpendiculaire au grand axe, serait le petit axe
lui-méme. Si, en adoptant cette maniére de s’exprimer, on construit,
pour une section conique quelconque, toutes les cordes idéales
paralléles 4 une direction donnée; les extrémités de toutes ces cordes
se trouveront sur une nouvelle section conique, que Pauteur appelle
supplémentaire de la premiére, relativement 4 la direction dont il
s’agit. '

< Cela posé, 1l est facile de voir que deux scctions coniques supplé-
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mentaires 'une de l’autre, relativement 4 une direction donnée, sont
nécessairement ou deux paraboles ou une hyperbole et une cllipse.
Dans le premier cas, les deux paréboles ont le méme paramétre, avec -
une tangente commune, paralléle a la direction donnée, et un diametre
commun passant par le point de contact. Dans le second cas, les deux
courbes peuvent aisément se déduire 'une de I'autre, d’aprés la condi-
tion 4 laquelle elles se trouvent assujetties d’avoir en commun deux
diamétres conjugués, dont I'un est parallele a la droite donnée, tandis
que l'autre rencontre & la fois les deux courbes qui se touchent ainsi
par ses extrémités. Dans le méme cas, toutes les fois que 'ellipse se
réduit 4 un cercle, Uhyperbole devient équilatére, et a pour axe trans-
verse le diamétre du cerele. Enfin, I'on prouve aisément que, si deux
courbes sont supplémentaires I'une de l'autre, relativement a une
direction donnée, indiquée par une certaine droite, leurs projections
sur un plan paralléle a cette droite jouiront de la méme propriété.

En vertu de ce qui précede, si 'on donne uné section conique quel-
conque, avec un centre et un plan de projection, il deviendra facile de
déterminer, pour la section conique projetée : 1° Vangle formé par
deux diamétres conjugués, dont I'un serait paralléle au plan de la
section conique proposée; 2° le rapport de ces mémes diamétres. En
effet, si I'on congoit d’abord que la section conique projetée soit une
hyperbole, un plan quelconque, paralléle au plan de projection,
coupera le cone qui a pour base la courbe proposée, et pour sommet
le centre de projection suivant des hyperboles semblables et comprises
entre des asymptotes paralléles. Par suite, si le plan coupant passe par
le sommet du cone, la section se trouvera réduite A deux arétes paral-
leles aux asymptotes dont il s’agit. Comme d’ailleurs le méme plan
coupera évidemment la courbe donnée suivan( une certaine corde
terminée 4 ces deux arétes, il en résulte : 1% que I'angle cherché sera
équivalent a celui que forme la corde en question avec la droite qui
joint son milicu et le sommet du cone; 2° que le rapport cherché sera
celui qui existe entre la longueur de cette droite et celle de la demi-
corde. Lorsque la courbe projetée sera une ellipse, le plan mené par le
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sommet du cone parallélement au plan de projection ne rencontrera
plus la courbe proposée; mais sa trace sur le plan de cette derniére
scra toujours une droite réelle, 4 laquelle correspondra une certaine
corde idéale de la courbe donnée. Dans la méme hypothése, on appli-
quera les raisonnements que nous avons employés ci-dessus, non plus
a la courbe proposce, mais a la scction conique supplémentaire de cette
courbe, relativement a la corde idéale dont nous venons de parler; et
I'on en conclura : 1° que I'angle cherché est ¢quivalent a celui que
forme la corde idéale avec la droite qui joint le milicu de cctte corde
¢t le centre de projection; 2° que le rapport cherché est cclui qui
existe entre la longueur de cetle droite et la demi-corde. Lorsque-la
courbe projetée se réduit 4 un cercle, tous ses diamétres conjugués
sont ¢gaux et se coupent a angles droits. Par conséquent, dans ce cas
particulier, la droite menée du centre de projection au milieu de la
corde idéale de la courbe donnée doit étre perpendiculaire sur cette
corde et égale a sa moitié. - -

La question que nous venons de résoudre n’a pas été traitée dircc-
tement par M. Poncelet; mais la solution que nous avons déduite des
prineipes qu’il a établis fournit le moyen de simplifier et de géné-
raliser, tout a la fois, celles de plusicurs autres problémes dont nous
parlerons ci-aprés.

Considérons a présent deux scctions coniques tracées sur un méme
plan. Il peut arriver ou qu’clles se¢ coupent en quatre points ou qu'elles
se coupent en deux points ou qu’elles ne se coupent pas. Sil'on cherche,
par I'analyse, les abscisses des points d’intersection, on trouvera que
ces abscisses sont les racines d'unc équation du quatricme degré &
cocfficients réels, et que cette méme é¢quation a quatre racines réelles
dans le premier cas, deux racines réelles et deux racines imaginaires
conjuguées dans le second, enfin, quatre racines imaginaires conjuguées
deux a deux dans le troisicme. De plus, comme, en combinant les
¢quations des deux courbes, on peut en déduire une troisiéme ¢qua-
tion du second degré, qui ne renferme "ordonnée qu’au premier degré
seulement, il en résulte que I'analyse indique seulement quatre point§
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d’intersection, et que, pour chacun de ces points, on peut exprimer
I'ordonnée en fonction rationnelle et réelle de Pabscisse. Par suite, si
Pon trouve, pour un point d’intersection, une abscisseréelle, 'ordonnée
le sera également; et, si I'analyse fournit, pour deux de ces points,
deux abscisses imaginaires conjugudes, les ordonnées correspondantes
seront elles-mémes imaginaires et conjuguées. Considérons, en parti-
culier, deux points de cette derniére espéce. Comme, pour trans-
former les coordonnées de l'une en celle de Vautre, il suffira de
remplacer + /—1 par — \/—1, il est clair que toutes les équations et
quantités diverses qui, étant rationnelles par rapport a ces ordonnées,
ne devront pas étre altérées par leur échange mutuel, seront nécessai-
rement des équations réelles et des quantités réelles. Par exemple,
I’équation de la droile qui passe par les deux poinls sera réelle, ainsi
que le carré de leur distance mutuelle, ou, en d’autres termes, de la
corde qui les unit, ct il en sera de méme des coordonnées du milieu de
cette corde. Toutefois, comme, par hypothése, les deux points ne sont
pas réels, le carré de la corde en queslion ne pourra étre qu'une
quantité négative, dont la racine, abstraction faite du signe, sera une
expression imaginaire de la forme 20\/:1

Pour déterminer le coefficient réel 2C, dans cette expression, il
suffira évidemment de chercher la corde idéale qu’on obtient en consi-
dérant la droite réelle qui passe par les deux points imaginaires comme
sécante 1déale de I'une ou de I'autre des deux courbes proposées. Par
conséquent, la longueur 2C sera celle d’une corde idéale réellement’
commune 4 ces deux courbes. Cela posé, si on passe successivement
en revue les trois hypothéses que I'on peut faire sur le nombre des
points réels communs aux deux courbes proposées, on trouvera que
ces deux courbes ont, en général, ou six cordes communes, passant
par quatre points réels, ou deux cordes communes, dont une idéale,
ou deux cordes idéales communes. Toutefois, pour deux hyperboles
semblables, ou du moins comprises entre des asymptotes paralléles,
ainsi que pour des ellipses semblables ¢t semblablement placées, une

seule corde commune naturelle ou idéale subsiste, tandis qu'une autre
OFuvres de C. — S. 11, t. IL , 43
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s’éloigne al'infini. C'est ce qui a licu, en particulier, pour deux circon-
férences de cercles (*). De plus, il peut arriver que deux cordes
communes viennent a se confondre, et alors, si ces cordes ne sont pas
idéales, les deux courbes se toucheront évidemment en deux points
réels. Ajoutons que, si I'on projette deux sections coniques, situées
dans un méme plan sur un nouveau plan, paralléle & une corde idéale
qui leur soit commune, la projection de cette corde sera elle-méme
une corde idéale commune aux projections des deux sections coniques.
Par suite, si les deux courbes proposécs étaient dissemblables entre
elles, auquel cas elles avaient nécessairement plusieurs cordes rcelles
ou idéales communes; pour rendre leurs projections semblables et
semblablement placées, il faudra faire en sorte qu'une des cordes
communes s’éloigne a I'infini. On remplira cette condition en placant
le centre de projection partout o I’on voudra, pourvu qu’ensuite on
prenne le plan de projection paralléle 4 celui qui passera par ce centre
et par 'une des cordes communes aux deux courbes données.

Dans ce qui précéde, nous avons déduit de 'analyse la notion des
cordes idéales des scclions coniques; mais on peut arriver au méme
but par des considérations géométriques.

Par exemple, lorsqu’une ellipse ou une hyperbole se trouve coupée
en deux points réels par une sécante quelconque, le milicu de la corde
interceptée coincide avec le point ou la sécante est rencontrée par le
diamétre conjugué 4 sa direction, et la corde elle-méme est équivalente
au double produit du rapport entre le diamétre paralléle et le diamétre
conjugué, par une moyenne proportionnelle entre les distances du
point que I'on considére aux extrémités du diamétre conjugué. Sil'on
détermine, d’aprés les mémes conditions, la corde et son milieu, dans

(1) La corde commune idéale de deux cercles extéricurs I'un a l'autre, ou, en d’autres
termes, leur axe radical n’est autre chose que la corde commune naturelle des hyper-
boles supplémentaires de ces deux cercles, relatives & une perpendiculaire quelconque &
la droite qui joint leurs centres. On peut dire pareillement que le point de concours idéal
des tangentes communes A deux cercles intérieurs 'un A I’autre, ou, en d’autres termes,
leur centre de similitude, soit interne, soit gxterne, n'est autre chose que le point de
concours naturel des tangentes communes aux mémes hyperboles. (J. D.G.)
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le cas ou la sécante devient idéale, on obtiendra ce que nous avons
nommé la corde idéale relative i cette sécante (*).

Considérons encore deux cercles non concentriques et situés dans
un méme plan. Si, par ces cercles, on fait passer deux sphéres qui se
coupent, le plan d’intersection des deux sphéres rencontrera le plan
des deux cercles suivant une certaine droite; et cette droite, si les
deux cercles se coupent, passera par les deux points qui leur sont
communs. Si, au contraire, les deux cercles ne se coupent pas, cette
droi‘teAsera précisément la sécante idéale, dont la direction coincide
avec celle de la corde idéale commune, et le point d’intersection de
cefle sécante avec la droite des centres sera le milieu de la méme
corde.

La construction précédente, en donnant un moyen de facile
fixer la direction de la corde idéale commune 4 deux cercles, sert en
méme temps 4 faire connaitre ses principales propriétés. Par exemple,
si d’un point pris sur cette sécante, on méne une suite de tangentes
aux deux sphéres, elles seront évidemment égales aux tangentes
menées par ce méme point i leur cercle d’intersection : il en résulte
immédiatement que les quatre tangentes menées a deux cercles par un
point pris sur la direction de la corde commune sont égales entre
elles (*). Cette propriété était déja connue des géométres. On avait

(1) Tout ceci revient & dire que la coexistence de deux sections coniques sur un méme
plan donne généralement naissance a six droites déterminées de grandeur et de situation,
lesquelles, lorsque ces courhes se coupent, deviennent, en tout ou en partie, des cordes
communes 4 ces deux courbes; or, s’il est une définition de ccs droites qui convienne
également A tous les cas, ne faudrait-il pas I’adopter de préférence 3 une autre définition
sujelte & des exceptions nombreuses, pour lesquelles il faut recourir & des conceptions
ingénieuses, si 'on veut, mais qui tendent a faire perdre a la Géométrie une partie des
avanlages et de la supériorité qu’on lui a toujours accordés sur toutes les autres sciences?
Dans le cas de deux cercles, par exemple, ne vaut-il pas mieux définir I'axe radical, le
licu des points pour lesquels les tangentes aux deux cercles sont de médme longueur, que
de dire que c’est la corde commune A ces deux cercles? Nous en dirons autant des
tangentes idéales aux sections coniques dont M. Poncelet parait s’étre également occupé,
ot qui peuvent offrir un pareil champ de spéculation. (J.D.G.)

(2) Cela nous parait résulter d’une maniére presque intuitive des propriétés des
tangentes et sécantes partant d’un méme point, sans qu’il soit nécessaire de recourir aux
sphéres; mais, quand les cercles ne se coupent pas, les sphéres ne se coupent pas non
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remarqué la droite 4 laquelle elle appartient; et M. Gaultier, auteur
d’un Mémoire inséré dans le XVI® Cahier du Journal de I Ecole Poly-
technique, a particuliérement considéré les droites de cette espéce,
auxquelles il a donné le nom d’axes radicauz. ‘

Apreés avoir entretenu I'Académie des méthodes employées par
M. Poncelet, nous allons présenter une indication sommaire des appli-
cations qu’il en a faites. Son Mémoire est divisé en trois paragraphes :
le premier est relatif aux cordes idéales des sections coniques, cl
renferme leur définition ainsi que leurs propriétés générales, déduites
de considérations purement géométriques. L’auteur y remarque égale-
ment que le point de coucours des tangentes menées a une section
conique, par les extrémités d’'unc méme corde, ou ce qu'on appelle
communément le pole de cette corde est un point réel, lors méme que
les tangentes deviennent imaginaires. Il montre la relation qui existe
constamment entre ce pole et le milieu de la corde, et s’en sert pour
construire le pole idéal correspondant & une corde 1déale donnée.

Dans le second paragraphe, M. Poncelet s’occupe des cordes idéales,
considérées dans le cas particulier de la circonférence du cercle, ct
démontre plusieurs propositions relatives, soit aux cordes réelles ou
idéales, soit aux poles de ces mémes cordes, soit aux centres de simili-
tude et aux cordes communes de deux ou plusieurs cercles situés sur
un méme plan: On pourrait déduire un grand nombre de ces propo-
sitions des propriétés que possédent deux points choisis sur une droite
etsur son prolongement, de mani¢re que leurs distances aux extrémités
de la droite soient entre elles dans le méme rapport. Parmi ces pro-
priétés, I'une des plus remarquables consiste en ce que la circonfé-
rence décrite sur la droite comme diamétre coupe orthogonalement
plus, et il faut alors prendre. pour définition de I'axe radical la propriété méme qu’on lui
avait découverte dans le premier cas, on toute autre équivalente.

An surplus, A cons'ddrer les choses sous un point de vue purement analytique, I'exis-
tence d’'un axe radical pour deux cercles résulte tout simplement de ce quc la différence
des équations de deux cercles est une équation du premier degré; et I'existence d'un
cenlre radical pour trois cercles résulle de ce qu’en prenant les différences de leurs

équations deux & deux, on obtient trois équalions du premicr degré dont chacune est
. évidemment comportée par les deux autres. (J.D.G.)
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toutes celles qui passent par les deux points en question. On doit
distinguer, dans le méme paragraphe, une solution trés élégante du
probléme dans lequel on demande de tracer un cercle tangent a trois
autres. |

Dans le troisiéme paragraphe, 'auteur établit les principes de

* projection centrale ou perspective 4 I'aide desquels on peut étendre
les théorémes vérifiés pour le cas du cercle a des sections coniques
quelconques. Par exemple, voulant démontrer que les propriétés pro-
jectives du systéme de deux cercles, situés dans un méme plan,

subsistent pour le systéme de deux sections coniques, il a sculement
i faire voir que le premier systéme peut tre considéré, en général,
comme la projection du second. Il recherche, 4 ce sujet, tous les
points de U'espace susceptibles de projeter deux sections coniques
suivant deux cercles, et prouve que tous ces points appartiennent a des
circonférences décrites avec des’ rayons perpendiculaires sur les
milieux des cordes idéales communes aux deux courbes données, et
respectivement égaux aux moitiés de ces cordes. Au reste, on est
conduit directement au méme résultat par la solution du probléme que
nous avons traité~plus haut. On pourrait méme, en s’appuyant sur
cette solution, déterminer tous les points de 'espace susceptibles de
projeter deux courbes quelconques du second degré, suivant deux
“autres courbes du méme degré,'mais semblables entre clles, pour
lesquelles le diameétre, paralléle au plan des deux premiéres courbes,
formerait, avec son conjugué, un angle donné, et serait 4 ce méme
conjugué dans un rapport donné. On trouverait que ces points sont
situés sur des circonférences de cercles décrites par des rayons vecteurs
| qui, aboutissant aux milieux des cordes naturelles ou idéales communes
“aux deux courbes proposées, forment avec ces mémes cordes I'angle
dgnné, et sont a leurs moitiés dans le rapport donné. Plusieurs autres
questions du méme genre, traitées par l'auteur, dans ce troisiéme
paragraphe, se résolvent d’aprés les mémes principes.

D’aprés le compte que nous venons de rendre du Mémoire de
M. Poncelet, on voit qu’il suppose dans son auteur un esprit familiarisé
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avec les conceptions de la Géométrie et fécond en ressources, dans la
recherche des propriétés des courbes, ainsi que dans la solution des
problémes qui s’y rapportent. ‘
Nous pensons, en conséquence, que ce Mémoire est digne de I'appro-
bation de’Académie; et nous proposerions de 'insérer dans le Recueil
des Savants étrangers, si I'auteur ne le destinait 4 faire partie d’un
Ouvrage qu’il se propose de publier sur cette matiére.

Signé : Poisson; Araco; Cauchy, rapporteur.
L’Académie approuve le rapport et en adopte les conclusions.

Certifié conforme & I'original :

Le Secrétaire perpétuel, Chevalier des Ordres royaux
de St-Michel et de la Légion d’honneur,

Stgné : DELAMBRE.
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MEMOIRE

SUR LES INTEGRALES DEFINIES,
OU L’ON DONNE
UNE FORMULE GENERALE DE LAQUELLE SE DEDUISENT
LES VALEURS
DE LA PLUPART DES INTEGRALES DEFINIES
DEJA CONNUES
ET CELLES D’UN GRAND NOMBRE IVAUTRES.

Annales de Mathématiques, Tome XVI, p. 97-108; 1825.

Fai montré, dans plusieurs Mémoires, dont-I'un a été présenté a
P'Institut le 7 novembre 1814, les avantages que pouvait offrir la consi-
dération des intégrales définies singuliéres, ¢’est-a-dire, prises entre
des limites infiniment rapprochées de certaines valeurs attribuces aux
variables qu’elles renferment. On peut consulter a ce sujet 'analyse
des travaux de I'Institut, pendant 'année 1814, ou se trouve imprimée
une partie du rapport de M. Legendre, sur le Mémoire que javais pré-
senté dans la méme année. On peut également consulter un article
inséré dans le Bulletin de la Société Philomatique pour 1822, le Résumé
des lecons que Jai données a I'Ecole Polytechnique, le XIX° Cahier du
Journal de cette Ecole, les notes ajoutées au Mémoire sur la théorie
des ondes, inséré dans le recueil des piéces couronnées par I'Institut,
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enfin un nouveau Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des
limites imaginaires, et un extrait de ce Mémoire inséré dans le Bulletin
des Sciences, d’avril 1825.

Parmi les formules générales que j'ai données dans ces Mémoires,
I'une des plus remarquables est celle qui fournit lavaleur de l'intégrale

f f(z)dex,

lorsque la fonction f(.:v +y \/—- 1 > s’Gvanouit : 1° pour & = —4-, que
que soit y; 2° pour y =w, quel que sait @, et.que d'ailleurs cette
fonction conserve une valeur unique et déterminée, pour toutes les
valeurs de et de y renfermées entre les limites
X =-—00, ' &X = -0, Yy =0, Yy =c0.
Si, aprés avoir cherché les racines réelles ou imaginaires de
I’équation

I
2 ) =

o,

on désigne par @y, x,, @, ... celles de ces racines dans lesquelles le

coefficient de /—1 est positif, et par f;, £y, f;. ... les valeurs que
recoivent les produits

ef(z+¢), ef(z,+ ¢), ef(xy+ €),
lorsque = se réduit & zéro; alors en posant
(2) A:zm(f[+f2+f;,+...)\/:—1 ()
on trouvera

(3) ' f f(z)dz=A (%)

C’est ce que I'on démontre sans peine, 4 Paide de la méthode que jai
employée dans la 34° lecon du calcul infinitésimal.
Si I'équation (1) avait plusicurs racines égales 4 @,; en désignant

(1) Résumé, p. 135, formale (13).
(2) Résumé, p. 136, formule (14).
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par i le nombre de ces racines, et par ¢ un nombre infiniment petit,
il faudrait supposer, dans la formule (2) non plus

fi=ef(x, +¢), ’
mais
1 dm—i[sm f($;+€)l

f1:1.2.3...(m—1) dem—1

(*)

: , (
Enfin, si, dans la racine x,, le coeflicient de F_i se réduisait a la
limite des quantités positives décroissantes, ¢’est-a-dire, a zéro, ou, en
d’autres termes, si la racine @, devenaitréelle, le terme f,, correspon-
dant & cette racine, devrait étre réduit a moiti¢. Dans la méme hypo- -
thése, I'équation (3), fournirait, non plus la valeur générale de

—
f £(2) de,

— o

Pintégrale

qui deviendrait indéterminée, mais sa valeur principale, c’est-a-dire,
la limite vers laquelle convergerait la somme

x,—8 -+ »
f f(z)dz +f f(x) dz
—» X+ E .

tandis que & sapprocherait indéfiniment de zéro. Des remarques
semblables doivent étre faites a ’égard de toutes les racines de
Iéquation (1). ’

Ajoutons que, dans le cas ot 'équation (1) a des racines réelles, il
est facile de transformer la valeur principale de I'intégrale

f_—mf(x) dx,

qui compose le premier membre de la formule (3), en une intégrale
définie, dans laquelle la fonction sous le signe f cesse de devenir infi-
niment grande, pour des valeurs réelles de la variable x.

Comme la formule (3) fournit les valeurs d'une multitude d’inté-

(1) Mémoire sur les intégrales prises entre des limitos imaginaires.
QFuvres de C. — S. 11, t. IT. ' 44
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grales définies, il ne sera pas inutile d’en donner une démonstration
directe. La démonstration dont il s’agit scra I'objet de la premiére
partie de ce Mémoire. Dans la seconde j'indiquerai les applications les
plus remarquables de cette formule.

PREMIERE PARTIE.

La formule (3) se déduit trés facilement d’'un (héoréme que nous
allons ¢établir en peu de mots,

TurorkME. — Si lon désigne par f(x) une fonction telle que U'expres-
sion f(@ +y J—1) s'évanouisse : 1° pour x =-- oo, quel que soit y;
2° pour y =oo, quel que soit x, et demeure toujours finie et continue,
entre les limites x =—o, x =+, y =0, y =w; et si, de plus, on
nomme ¥, la limite vers laquelle converge le produit zf(x), tandis que
la valeur numérique de x devient infiniment grande; on aura

(1) f+wf(.'z')dm.—_~—mF\/1—1_.

Démonstration. — Pour établiv ce théoréme, nous chercherons,
d’abord la valeur de I'intégrale

' + X
(4) f f(z)da.
—-X
Or, généralement,
df N — 1 __df —
) (V2D _ st V=D)

Si I'on intégre les deux membres de I'équation précédente, par rapport
ax et dy, entre les limites x =— X, x =+ X, y=o0, y= o, onen
tirera '

+X pe — x —
df(x+y\/—1) — df(.x—l—y\/—l)

d —=\/— 7 SV Jdxdy;

‘[—X [ d.y ydx \/ I;/o‘ f_x . dz AR
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puis, en ayant égard a la condition f(x 4o /—1)=0
+X o » o o
(4) f f(x)de =— ¢_1f [£(X + y V=1) — (= X + y/=1)]dy.
—-X 0

Si maintenant on attribuc a la quantité X une valeur trés grande, on
aura sensiblement

(X +y V=X +yy=1)=(= X+ yy=1)(—= X +yy=1)=F

et, par suite,

— r F
f(/I’—|—y\/—1):ZI_-;—\/:—T, f<_/r+yv_I:—/I’+y\/:_1'
d’ ot
N +x — I I
(5) f {(2)dz=—TF _1/ {—- — Ny
—X Vv o X 4+yy—1 /I’—_y.\/——l J
. - * 2Xdy . -
__1“\/_ 0 iy — wF\/ 1.

Cette derniére équation deviendra rigoureuse, si I'on pose X =oo, et
se réduira dés lors a la formule (1). .
Observons toutcfois que, si 'intégrale définie

(6) f+wf(£)dm

est du nombre de celles dont les valeurs générales sont indéterminées,
la formule (1) fournira seulement une valeur "particuliére de I'inté-
grale (6); savoir, celle qui sert de limite & I'intégrale (2) et que nous
avons nommée valeur principale.

Corollaire 1. — Lorsque la quantité désignée par F s’évanouit,
I'intégrale (6) n"admet qu'une seule valeur qui se réduit a zéro, en
sorte qu'on a

(7) | f f(2)de=o.

Ainsi, par exemple, si l'on prend

¢*V—1 —¢—¢  Cosax + \/—1 Sinax ™

f(x)= .
' () 1+ a? 142 i+ 2!
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on trouvera

= 0;

+®» T o =+
Cosax —1 Sin ax .
+\/ . d.@—"e_af d.Z
1+ 2 1 2

—loo —»

et, par suite

** Cosax 7T dx ‘
(8) f_” e A= f_,, L2 e,
** Sinax
(9) f I—_*_—;?_d(l«‘:O (1),

— o0

Corollaire II. — Si I'on désigne par f(x) et ¢ (x) deux fonctions qui,
considérées isolément, ne vérifient pas les conditions énoncées dans le
théoréme, mais dont la différence ‘ )

[(@) —o(2)
satisfasse aux conditions dont il s’agit; alors en représentant par

I et @

les limites vers lesquelles convergent les produits

xzf(x) et zo(x),

tandis que la valeur numérique de la variable  croit de plus en plus;
on aura évidemment

-+ o .
[ @ —e@le=s@—F)y=T,

—n

et, par suite, .
~+ »

(10) . f—_:wf(m)dx:/—'w

Les intégrales comprises dans cette derniére formule doivent encore

o(2)dz +w(P —F) y=—1.

tre réduites a leurs valeurs principales.
Si la quantité F s’évanouit, on aura simplement

(11) : f+wf(x)d.w—.;f+”'9(x)dx—l—m‘l}\/———l.

(1) La formule (8) a été donnée par M. L'aplace. La formule (9) est évidente.
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Corollaire III. — Supposons que I'expression
| (e -+ V=7)

s’évanouisse : 1° pour =, quel que soity; 2° pour y = oo, quel
que soit 2z, mais devienne infinie pour un ou plusieurs systemes de

* valeurs positives ou négatives de x, et de valeurs nulles ou positives
de y. Alors, pour déterminer I'intégrale

f f(z) da,

al'aide de la formule (10) ou (11), il suffira de trouver une fonction
rationnelle de z telle que la différence

{(2) —o(z)

remplisse les conditions énoncées dans le théoréme. En cherchant
cette fonction rationnelle, et supposant de plus F = o, on se trouvera
conduit a la formule (3). Cest ce que I'on reconnait sans peine, cn
suivant la méthode que nous allons indiquer.

Considérons d’abord l¢ cas ou I'expression (10) devient infinie pour
@ = a et y =b, b représentant une quantité positive ou nulle. Faisons,
pour abréger, a-+b/—1=a,, et désignons par f, la limite vers
laquelle converge le produit (xz—a,) f(), tandis que le facteur z—a,
converge vers zéro la différence
f, :(x—wi)f(x)—f,

x— 2 x— 2

f(z) —

. obtiendra, en général, une valeur finie pour x=ua,; et si, entrc les

racines de I'équation
T
(12) ) = o,
la racine z, est la seule dans laquelle le coefficient de /— 1 soit positif,
cette différence remplira les conditions ¢noncées dans le théoréme.
On pourra done prendre
(@) = — h
= - 4
? T—&  p—a—Dby—1

(13)
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Cela posé, on trouve : 1°
(14) (D:f];

90 si b estnul

+ +X
« fd X 2
(15) fw (x)dx_ﬁlef : xa—ﬂle 1<X+Z> =o,

et, si b est positif

i {, dz
(16) f dx_lef —ide
— X x—a—b\/—l

:ﬁf M:wfi\/—l.

(@—ay+0°

Par suite, I'équation (10) donnera si b est nul,

. % — '

(17) f f(x)dx:wfi\/—x,
et, si b est positif

(18) f+wf(x)dx:2asf1\/:—_1.

Si b devenait négatif, on devrait prendre ¢(x) =o, et 'on aurait,
en conséquence,

(19) f+wf(x) dz = o.

Pour établir les formules (19) et (18), nous avons supposé que le
produit N
(20) (¢ — z) f(z) '

convergeait vers une limite finie f;, tandis que le facteur x —a,
s'approchait indéfiniment de zéro. Supposons maintenant que le
produit (20) ait une limite infinie, et que, dans la suite

('x—xl)f(m)a (x—xl)2f(x)7 (w'—xl)sf('x)a AR (x-——xi)’"f(x),

le terme

(21) (x — 2 )™ f(z) “
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soit le premier qui ait une limite finie. Alors, si I'on pose

(22) (= i() =/(2)
(ac — &g )"
Tm— 1)

x ) -+ _|_ f/n—1)(x1) -+ (x — xl)m v(x)

la fonction ¢ () conservera, en général, une valeur finie pour x=x,,
et remplira la condition énoncée dans le théoréme. Comme on aura

d’ailleurs
N (s J' (=) 1 J" (z1) L
L!.J(a,)_f(x)—— 1 (.Z‘—.Z‘1)”L_1 T T 1.9 (& — @)
fm—(1)($) 1
- 1.2..-.(m——1).7;—x1’

-

il est clair qu’on pourra prendre

J' (1) r S (z1) 1
(23)' ¢(z)= 1 (¢ — )™t 1.2 (&—ax)"?
f(/n—-i)(x) I
+"'+1.2...(m—1)a:—:c1'

En adoptant cette valeur de ¢(x), on trouvera

f(m—‘l] ('xl)

T r1.2.3...(m—1)’

el par conséquent I'équaltion (1/) continuera de subsister, pourvu que
I'on suppose

Fom=)(z,) . 1 dm=1[(z — &, )" {(x)] .

(4) fi= 1.2.3...(m—1) =L1m1.2.3 oo (m—1) dxn—t

On trouvera encore, dans cette hypothése, 1° lorsque b étant nul,
les expressions

f(m—z) (x1 ), f(m.—/m) (x1 ), f(m—r.) (x, ),

se réduiront toutes a zéro,
(25) f o(xz)dzr=o0;

2° lorsque, b étant nul, quelques-unes des mémes expressions
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obtiendront des valeurs diﬁéreﬁ‘tes de zéro

(26) [ eterte=xn;
3¢ lorsque b séra positif |
e f_:”ww)dx:wﬁv:.

Yar suite, les formules (17) et ( 18) subsisteront encore, si la racine
de I'équation (12) désignée par x, est une racine imaginaire, dans
laquelle le coefficient de y— 1 soit positif, ou une racine réelle pour
laquelle les expressions | '

Jor= (@), fe=i (@), forti (@),
s’évanouissent.

S1, dans la racine x,, le coellicient de \/——1 étail négatif, on retrou-
verait la formule (19).

Si I'équation (12) admettait plusieurs racines @y, @,, @3, . . .; alors,
pour obtenir une valeur de ¢(x) propre a remplir les conditions
prescrites, il suffirait d’ajouter les valeurs de o(«) fournies par des
équations semblables 4 la formule (13) ou (23), et correspondant aux
diverses racines. En opérant ainsi, on se trouverait évidemment
ramen¢ & la formule (3).

Dans la seconde partie, je développerai les nombreuses conséquences
qui peuvent &tre déduites de la formule (3).
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BECHEI{CHE D’UNE FORMULE GENERALE
GUI FOURNIT LA VALEUR
DE LA PLUPART DES INTEGRALES DEFINIES
CONNUES
ET CELLE D’UN GRAND NOMBRE I’AUTRES.

Annales de Muthémutiques, T. XVII, p. 84-127; 1826.

DEUXIEME PARTIE ().

On a vu, dans la premiére partie de ce Mémoire, qu'en désignant
par f(x) une fonetion telle que f(@ 4y —1) s’évanouisse : 1° pour
@ =4, quel que soil y; 2° pour y =oc,.quel que soit x, et que
d’ailleurs cette fonction conscrve une valeur unique et déterminée,
pour toutes les valeurs de x et y- renfermcées entre les limites 2 = — oo,
x=-0w, y=0,y=-c, quine satisfont pas a U'équation

1
S +yV=1)

si, aprés avoir cherché les racines réelles ou imaginairves de I'équation

= 0,

(1)

0,

1
fl@)
on désigne par @y, @, L, ... celles de ces racines dans lesquelles le

(1) Poyes la page g7 du préeédent volume des Annales de Mathématiques,
Olinpres de C. — 8. 11, t. 11. . 49
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354 FORMULE GENERALE D'OU SE DEDUISENT

coefficient de /—1 est positif, et par f,, f,, f;, ... les valeurs que
recoivent les produits

ef(xi+¢), sf(xys+e), sf(xs-+e),

lorsque e se réduit a zéro; alors, en posant

(2) A=ow(fi+f+f+...)y—1,
on a
(3) [ reds=a,

(est cette formule qu’il s’agit présentement d’appliquer.

Rappelons auparavant que, si I'équation (1) avait plusicurs racines
égales & z,; en désignant par m le nombre de ces racines, et par ¢ un
nombre infiniment petit, il faudrait supposer, dans la formule (2), non
plus f,=¢ /(@ + ¢), mais

f _ 1 dlll—l[s/llj'(wl+e)J'
T h.2.3...(m—1) dem 1

Enfin, si, dans la racine z,, le coeflicient de \/——1 se réduisait 4 la
limite des quantités positives décroissantes, ¢’est-a-dire, 4 zéro; ou,
en d’autres termes, si la racine x, devenait réelle, le terme f, corres-
pondant & cette racine, devrait étre réduit & moitié.

Passons maintenant a 'application de ces formules.

La formule (3) peut étre, si I’on veut, remplacée par la suivante :

et I'on voit que les formules (3) et (4) réduisent la détermination des
intégrales qu’elles renferment a la recherche des racines de 1'équa-
tion (1) dans lesquelles le coefficient de /—1 est positif.

Supposons, pour fixer les idées, qu’on ait
(%) J(@)=0(w) 2() $(w). . .t(2),

o(u), v(v), Y(w), ... désignant des fonctions rationnelles des
variables u, ¢, w, ..., et u, v, w, ... f(2) représentant des fonetions
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de & qui restent complétement déterminées, dans le cas méme o,
aprés avoir remplacé @ par # -+ y/—1, on attribue a 2 une valeur
réelle quelconque, et & y une valeur réelle positive. Concevons dail-
leurs que la fonction () ne devienne jamais infinie pour aucune
valeur finie, réelle ou imaginaire, de la variable . Pour obtenir les
racines de I'équation (1), il faudra d’abord chercher celles des équa-

‘tions

6 Lo , e , L , ce

©) I A T0 BT ) R

et comme, par hypothése, les fonctions o(u), % (¢), 4(w), ... sont

rationnelles, il est clair que les premiers membres des équations (6)

pourront étre remplacés par des fonctions entiéres de u, o, w, .. ..
Supposons ces mémes équations résolues, et soit 4+ &/ —1 une de

leurs racines; on n'aura plus a résoudre que des équations de la forme

(7) u:/t+k\/:;, p=h+ k=1, e

chacune d’elles fournira une seule racine, dont il sera facile de fixer la
valeur, si 'on a pris pour u, ¢, v, ... quelques-unes des fonctions
1+xy—1 — < s '
_—, NHr—a2zy—1), 114 = —1),
8) —— = I V—1) —V
1[78in® —+ (rCos0 —x)y—1], e (Y,

(1) Pour fixer, d’'une maniére précise, les valeurs des notations employées dans le
ealeul, nous adopterons ici les conventions que nous avons admises dans le Cours d’Ana-
lyse algébrique et dans les précédents Mémoires. En vertu de ces convenlions, la notation

Are < Tang 5)
est toujours employée pour désigner le plus pelit are, abstraction faite du signe, dont la
langente soit égale & li:; et les notations
‘ (w0 y—1)% |<u+vv'_—'-—l_)

(u désignant une quantité positive ou nulle, et = un exposant réel) pour représenter les
expressions imaginaires

o e )| = =7 s )]

;-l(n‘l-f— 02) 4+ J—1 Arc('l‘ang{f)-
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r et s étant des quantités positives, et 0 un arc compris entre les

limites o et @.

- En effet, posons, pour abréger,

1
(9) o= (h*+ A?)*, m:Arc(Tang%>;

et I'on trouvera
, —_

Lt S Y

I —x \/—" I
2p Cosw 4 (1 — p?) y/— 1

1+ 2pSmw 4 p?
pour }(r —azy=1)=h + k=1,
@ =— " Sink + (e" Cosk — r)\/—1;

pour l<1+ 5\/:——1_):/1»\1-/\' V—1,
ro= S ;
T ¢k Sink — (" Cosk —1)y—1’

pour 1[ 7Sin0 + (rCos0 — &) y—1]=rh + k=1,
- (e"Sink — r Cos0) -+ (¢t Cosk — rSinb) /—1;

pour

(10) {

et ainst du reste.

On peut encore considérer la notation
(u -+ v \/?——1-))‘+"LV_',

dans laquelle A el jx disignent des quantités quelconques, comme représentant une fonc-
tion unique ot compldtement déterminée, toutes les fois que « recoit une valeur positive.
En offet, comme dans cette hypolhdse, on aura généralement

o T = =T
on sera conduit naturetiement & la formule )
(u —o \/_—1)7\-»p.\/~1 _ e( 2 =1) oy T1)

qui suffira pour fixer complétement le sens de I'expression imaginaire comprise dans son
premier membre. Si I'on suppose, en particulier, u = o, on trouvera pour des valeurs
positives de ¢, :

= = « A -.El‘
(v \/_"I>‘A+ll\f—_1=§(]os[; ho-4- 511(0)] -+ \/—-1 Sin [; A - H](v)] % . W) o
et, pour des valeurs négatives de ¢, )
— = A lmo)t Zp
(o y=1 )x+p'\/—_1={005[32.'7\_y 1(._,)].__ N Sin[gx_ o l(— v)] }e I ‘:;+ T

|
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Si, au contraire, on prenait pour u, ¢, w, ... quelques-unes des
fonctions : '
Sinbz, Cosbx, ebv, ebv=i  larty=i)e

(11) . B
1-retes =), (1 p bV =),

a, b désignant des quantités quelconques, et » un nombre inférieur a
Punité; chacune des équations (7) aurait une infinité de racines.
Ainsi, par exemple, en représentant par » un nombre entier quel-
conque, on trouverait

pour Sinbxz = o,

' x = o, L:i(;))) .1::_:_“251, ) .z_in—/)(i, ;
pour Cosba = o |
‘.Z' +-— l:ig—ﬁ-’, ’ I::t<2n+l)m
5b’ abh 20 ’
pour ebv==f 4 k\/[—1,

.r:-;;\-l(p)%—<~z§——o)> V1 +om‘n/——1 ]
(12) pour e’V=1 = h 4 k\/—1,

i —_ |
— i Y gy — = + .
__[)[2 @~ { ll(p)_.,?.nm],

pour e+ W=l —=f 4k V—r,

(g1 (2 )y o

7

I ey

u~+-/)\/~1

pour 1{ 1+ » ebev=1) 2y,

, 2 nw =1, e—1

| Vo Rton i o | ;
U b r

et ainsi du reste.
Alors la somme désignée par A se composerait, en général, d’une
infinité de termes; et par conséquent I'intégrale (4) se trouverait

représentée par la somme d’une série infinie. Mais il arrivera, dans
plusieurs cas, ou que la plupart des termes de la série devront étre

(1) Poyes le Cours d’Analvse algébrique, chap. 1N, (12) et‘(.?,z).’
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rejetés, parce qu’ils appartiendront 4 des racines dans lesquelles le
coefficient de \/— 1 sera négatif, ou que la plupart des termes seront,
“deux a deux, égaux et de signes contraires, ou enfin que la somme de
la série pourra étre facilement déterminée, par la méthode que nous
avons indiquée dans le paragraphe 13 du Mémoire sur les intégrales
prises entre des limites imaginaires. 1l en résultera souvent que les
équations (3) et (4) fourniront, en termes finis, les valeurs des inté-

grales qu’elles renferment. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si 'on
prend

Cosar

Cosbx’

J(x)=9(2)

o () désignant une fonction rationnelle et paire de la variable x.

En ayant égard aux diverses remarques que U'on vient de faire, on
déduira des équations (3) et (4) une multitude de formules générales,
propres 4 la détermination des intégrales définies. Je me contenterai
d’en citer ici quelques-unes.

En désignant par r une quantité positive, et par m un nombre entier,
on établira sans difficulté les formules générales

@) = f(— @) de

O e = /(o) -
(14) f”./'(w)—‘—;‘f(—.r) ;1:_(,1_‘707--’ _ gf(r VT,
e )

(16) .nu'f(w t) e = S = f= PV

o AR Ay ),

w8 [T e = Ao = Ay

(19) /:mr_fix\/_d —=o,
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{21) ' mjmﬁ_—'fx(‘\i;)__—iyzdzvz 0,

29 +w_—f(£2_.___ — .m#] 2@ d’"—‘f(r\/:—;) .

(22) . G zy=1)" do=(—1) ) p pe (Y.
f(z)

Si I'on suppose f(z)= TPV
r—axy—1

*e f(.’l)) " T
f ——————(1w:—2m(<|—1'\—1> pour 7 <1;

; on frouvera

G —ay=1)
(23) j.:”]—'(—r-_f—(‘:&j—l_)dx:_mf(o) pour r=t;

Puis, en réduisant la constante r a zéro, on tirera de la premicre de
ces trois formules

LG J(—=) —
(24) -+ dx:~2mf<\/—1).
| fo {u_%’\/:‘? 1x+°;’\/‘_7}

Si, dans I'équation (21), on remplace le nombre entier m par un
nombre quelconque a, on trouvera toujours ‘

o {(z)

J ((' — \/—.1 )"

Soit maintenant () une fonction rationnelle de la variable z, et

(25)

dor =o.

concevons qu’aprés avoir calculé les diverses racines de I'équa-

tion 95'(1735 =0, on représente par h--k/—1 'une quelconque de

celles dans Iesquelles le coefficient de /— 1 est positif. Soientde plusm
le nombre des racines égales a i+ k=1, ¢ une quantité infiniment
petite, et /,, K, deux quantités réelles, déterminées par la formule |

I d"[e"+‘q>(lz + kT + s\)]

1.2.3...n den

(26) Hyt Ky —=1:=2

(1) Le I est celui de M. Legendre, de sorte que I'(m)=1.2.3...(m—1). Cest
le (m —1)! de M. Kramp. (J. D.G.).
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qui deviendra simplement
(27) H+Ky—1= ec?(h—i-k\/—l—i—s),

st une seule racine est égale a b+ & /—1.
Soit enfin f(x) une fonction telle que I'équation +— f( 7] =° n‘admette

point de racines dans lesquelles le coefficient de \/— 1 soit positif; du
moins qui ne produise dans la valeur de A que des termes dont la
somme se réduise & zéro; on tivera de la formule (3)

(28) /+uq(x) f(x)de

(Km—~| — I — X)f<k +/\\/—_l)+ o)
it (Kppy— 11,y \/'-_1) M‘ﬂ__‘)

I

=28 4 (Ko y— Mo/ =) .f_”_(_m___\/;‘_} o5

1.2
s O -+
— uu—l) h <+ k )
+ (K = V= og ("VL__I)

les expressions K — f[/—1, Ky — Il,\/—1, ... devant étre réduites a
moitié, quand la quantité £ devient nulle.

Ainsi, par exemple, @, b, r, s désignant toujours des quantités posi-
tives, § un arc compris entre lvs limites o et @, A+ ky—1 une des
racines inégales de I'équation —— ( y = O el enfin w, p les quantités que

renferment les seconds membres des formules (g), on trouvera
(o) [ (meV=Dee) d

‘ ;,m[m"y_‘f—_l)(“h,:)a N
(3;,)_ . f+ "“f_q;(z:) dz

—_i_,zm[(l( 11\/—1)(’ "‘(Cosl)/z~|—\/—151nb/1)+ A

(31) fﬂ ( + V——t)@(r)dw

:_/:zm[ (K= ll\f——x)l('x+ ge“‘\':‘>—+—.w.>],
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(32)

(34)

(36)

(37)

(3%)

(39)

et ainsi du reste.

f+wl<1-—rx\/—_——l)q)(x)dx

—

:—ZU[(K I]\/_—)l(l—i—-/(l——/ll \/1—1)4— ]

f l[errnO+(rCosﬁ-x)\/——x]cp(x dx

=—ow{(K—HJ=D[k+»r Sin) — (b —rCosb)y—1]+...

f (— 2 y=1)"" etovV= g (2) da
=—26{K—HJ=T)(k—h V=—1)“"
et (Cosbh +/—1 Sin bh) +... 1},

e (—ay=1)" .
L. ey

:——213{(1(——[1\/_—:)(k~—h\/_—_1)” ! ...

I(I—i—kr—lzr\/:—x)
£+w(~.rf:)“”’l<l+ f—\/i) dx
——Om{(l{—ll\/—)(/—lz\/ x)“—‘1< "*v—1>+..},

f-:mf((x:fcr%ﬁ%e”r‘@*k V=T o) do

- 'zm;(]( — i \[:)(A — /1 )“e"’;“(Cosbh -+ \/——_( Sin bh)

l(|+—(7“"/ )l(l+/(r-/n \,/_> }

Vo
f pucb V=T jtg(ac)d.z’;

@

—— 0w { (K — H \/—_——I> efr bk Cos bk

[ Cos(ae-4*Sinbh) + V=1 Sin(ae b Sin bRy +... 1,

+x ___
f (—zy=1)" 'e”b‘f‘/m'Q(m)dx

«

:—%ﬁ{([(—][\/——[)(/\—h\ l)“"

OFupres de C. — S. 11, t. 11, . 46
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On trouvera encore, en supposant r» <1,

(40) f 11+ ret=v=)¢(z) dz
—— o { (K—HV=1)1[ 14 re-4*(Cosbh + y=1Sinbh)]+... |,

—_—w

+% — —
(41) f eV 1(1 + ret*V=) o (@) de =. . .;

et ainsi des autres.
Enfin, si I'on suppose a < b, on trouvera, en prenant pour & une

fonction rationnelle et paire de la variable @, , .
T Cosaxr ,
(42) » mcp(x)dx

:_25{(1(—-}1\/_—_1)

(e - e=2%) Cosah — \/— 1 (€2 — e~#f) Sinal + Z
(ebk 4 e-bk) Cosbh — J— 1 (e — e=*) Sinbh 7 )

** Sinax
(43) I!w m@(d))d.’t

=— m{(l(_ywl—l)

(et — e—ak) Cosalh — V—1 (eak+ e—ak) Sinah
(et — e=b) Cos bh — \/— 1 (¢ + €7%)Sinbk = """ §’

et, en prenant pour o(x) une fonction rationnelle, mais impaire de la
variable x,

** Cosax
4 —
(44) f—‘w Sigg () dz

:;—21:;%(1{«11\/:)

(eak + e~a*) Cosah — \/— 1 (et — e~at) Sinah
(ebk 4~ e~%) Sin bl -+ \/:f (eb*— ey Coshh "7

b

45 T” Sinax
@) ) Cosba ¥
:—2m{(1(~]1\/:—f)

(e + e~t) Sinah + /=1 (e% — ¢ «k)Cosah -
> (ebk+ e—bk) Cos bl — \/:—I"(ebk_ e*bk) Sinbh . .«. ’
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Comme d’ailleurs ces quatre derniéres intégrales s’évanouissent
évidemment, savoir : les deux premiéres lorsque o(«) deviendra une
fonction impaire, et les deux derniéres lorsque () deviendra une
fonction paire; on peut en conclure que les valeurs de ces quatre inté-
grales seront connues pour des valeurs quelconques de la fonction
rationnelle désignée par o(x).

Chacune des formules que nous venons d’établir se décompose en
deux équations véelles, lorsqu’on égale séparément & zéro et les parties
réelles des deux ‘membres et les parties multipliées par /—1. En
opérant ainsi, et prenant pour ¢(z) une fonction réelle, on obtiendra
une multitude de formules, dont quelques-unes sont déja connues, et
parmi lesquelles je citerai seulement les suivantes :

(1) [ aeole) do

0

— @ 5 1 []C — (E \
= 0 08 (1 — ) ~+ o )
Sin rt? - \2 ’

__KSin(l—~(z)<g+m>_-]~l'—...},..

+ @ '
(47) f Cosbr ¢(x) de =— 2w {( K Cosbh + H Sinbh) e-bk4 ...},

et

(48) / Sinbar ¢ () do =— 2w { (K Sinbh — H Cosbh) eth4. . .|,

(49) f 1(r2— arz Cosl 4 22) 9(x) dw

—

—_ :zmg]{l[r'-’-— 207 Sin(m — 0) + p?]

. ) __pSinw — r Cosf )
2/7 Avc Tang — p——Coso>—+—l'Si110 4. (

-+
(do) f Arc Tang = %f-q)(x) da

:w.{ H{rt—2prSin(o» —0) 4 p?]

pSinw — r Cos0 l

~+-2[{A|‘0Tang: m +...l’7
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(1) f Arc'[‘ang:%-cy(x)dw

3

:‘“3 H1(1+ 25 Coso -+ 57y — 5 A Arc Tang =

s Sinw \
o+ sCosm "7

(d2) f o(a)Arc Cota dx

.’ ' / 2 )
:,J)S][l(l+oCosm+ : ——:zKArcCol:‘o_*--Cosm ),
U P Sinw §

o
(.);) / et Cosbx Cos(asin 1}-’1}) (?(.1') dr

”»

= — o { ¢« " CosA [ K Cos (¢ g0k Sinbh) 4 H Sin (e e~ ¥4 Sin by |+~ . . |,

(34) / ! e Coshx Sin (¢ Sinbx) cp(.z-) dz

= aw | ew ™ Costh[ J] Cos (e o -k Sinbh) — K Sin(« e~t*Sinbh)]+ ...},

(55) / L1+ 2rCosbx + 1*) ¢ (2) do

—=—ow g KI(1+4-27re % Cosbh + 12 e—20k)

r Sinbl 1

—I—fl][AI‘cTang:m +....§7

N ke r Sin bz
(56) /— Arc Tangmq(.r)d.r

=® g HI(1+are 4 CoSbh - p2 o 20k

rSinbh |

— o K Arc Tang — mq—s

On trouvera encore, en prenant pour () une fonetion paire de la

variable z,

(57) /' ..I;a 'Sin((f—)—r —_ b.v)(?(-’l;)d.l,‘

——

wz—— @ | gt e~ K Gos(w — o - bl) + H Sin (0 — aw 4+ Dh)|+. .. }.

1l est facile de reconnaitre les différentiations que doivent subir les
diverses formules auxquelles nous sommes parvenus, dans le cas ou

Téquation = 6 a des racines égales. Si Pon différentie ces mémes

1
@(x)
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formules par rapport aux quantités «, b, r, ... on obtiendra de
nouveaux resultats, que l'on pourrait. déduire directement de la
formule (3). Ainsi, par cxcmpl'e', si 'on différentic n fois par rapport
i la quantité a, Iéquation (46), on en déduira la valeur de Vintégrale

(58) e @li@ e

a laquelle on parviendrait aussi, en posant successivement, dans

I'équation (3) '
J@)=(=aV=1)11(~2y=T)¢(),
J(L)—(-ws/—)“‘ [1{=2v=n)] o),

On obtiendrait encore plusieurs résultats dignes d.c remarque, en

intégrant quelques formules par rapport aux constantes a, b.

Il importe d’observer que les formules (29), (34), (35), (36) et (56)
subsistent, dans le cas méme ou I'on remplace Pexposant réel a par
une constante imaginaire A + g/~ 1. En opérant ainsi, prenant pour
o(2) une fonction réelle et posant successivement

a=d+py—1, a=)l—py=7,

on ¢tablira de nouvelles équations que 'on pourrait combiner entre
elles, et I'on reconnaitra facilement, par ce. moyen, que les formules
(46), (57), ... s'étendent a des valeurs réelles ou imaginaires quel-
conques de la constante @. Si I'on décompose ensuite chaque équation
imaginaire en deux équations réelles, on ohtiendra les valeurs d’un
grand nombre d’intégrales dcﬁnlcs, p.mm lesquelles je citerai celles
(ui suivent

(59) /Wx)“‘ Cos[pI{(x)] o (&) du, f"wl—‘ Sin[\pl(x)]go(w)dx;
wer
(60) / {e Sm[————bx——pl(/v)]—i—e TSin[A—j_—b.l;~l—ul(a)]}<?(x)d.c;

(61) f {HT l-)?—bw—p](w)_l—e L:Cos[;‘—:——bw—{—p.l(w)]}qz(x)dx;
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On déterminera les deux premiéres, quelle que soit la fraction ration-
nelle désignée par @(«); et les deux derniéres, toutes les fois que
cette fraction deviendra une fonction paire de la variable 2.

Aux formules générales ci-dessus établies, on pourrait en joindre
un grand nombre d’autres, dans lesquelles entreraient des fonctions
o(u), 1.(¢), Y(w), ... des variables ‘

I+ 2 \/— 1 e §

U= ——— p=1(r —.aoy—1 w::l<1+~-\/——-l>
—x \/—_ - < \ >’ e )

Ainsi, par exemple, &~k /— 1 désignant toujours une des racines

o 1 . . e YR

inégales de Tk et 'expression H—4 K/—1 étant déterminée par la

formule (27), on tirera de I'équation (3)

. e y=1\ de U+ Ky—1
(9 - i —_— Ly
(62) .[_z c?<1——x\/——1>w2+1 m{?(0)+ h—+ky+1 }

@) [ el(—ev=l

—»

= [ e[ = 2v=T | o1 TV ||

Y+ r?

=wo[l(r)] — 2{31‘{(1]—{—- Ky=1)

« Cosk -+ \/—18ink o
r‘-’—e‘-’"(Coszk—I— V—1 Sin2k oy

Il résulte d’ailleurs des équations (1o0) qu’aprés avoir cherché les

. 1 X
racines de @ = o, on devra seulement admettre, dans les formules

(62), celles des racines dont le module sera inférieur & P'unité, et,
dans la formule (63), celles qui fourniront des valeurs positives ou
nulles de Cosk. Ajoutons que les quantités H et K devront étre réduites
4 moitié, dans la formule (62), quand le module de 2+ %/—1, c’est-
a-dire, JA*+ £* deviendra égal a I'unité, et dans la formule (63),
quand on aura Cosk=o. i
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On déterminera avec la méme facilité les valeurs des intégrales

(©4) e R ‘
R O et UG eay e
(66} f:: (P(“')X[l(——m\/:—lﬂdw;

et ainsi du reste.
On trouverail, par exemple,

(67) f <{>(~’L) == I {(p(\/:)+—[£:£—\/—£i-+...}.

1(k— hy=1)

On trouverait, de méme,

(68) f (— @yt g()
=—2g(y=1) — 2w

de
(~ay=1)
—n \/— I
—————. k—hy—1)stg. . 5.
=L (k=i
On aurait, par suite, ¢n prenant pour qa(a:) une fonction paire de x

1(z) . —_ \/—-1
(69) f ¢ (2 ( > [(w)]d _—w{q:(\/—l)—i—lfk IZ\/_O §

Caw Sinﬁ;l(m)-gCosa—f—
() [ wg@) de
i :

(3) D

— K [I\/_ a—3 .
=—w (/=) {m s (= 1) ek

et, en prenant pour ¢(x) une fontion impaire de z,

(71) fq’(x)<) Y d“’~{<?(\/ 1)+1£{,_I]I\\t—i> }V_—f,

z)]

: " gSin%E—’ﬁ—Cosc—zzEl(x)
(79) f x>~ g(z) dz
0

(2)+ 0
=wy=1¢(y=1) +w {ig%_];—:j—:—l)( Sy }
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On pourrait multiplier sans mesure les formules générales qui se
déduisent des ¢quations (2) et (3); on pourrait ensuite transformer
les intégrales définies contenues dans ces formules, de maniére a
obtenir d’autres jntégrales, prises entre des limites différentes; ce qui
sera particuliéremcnt utile, toutes les fois que les fonctions sous le

siguefdcviendront infiniment grandes, pour certaines valeurs de la
variable.

Ainsi, par exemple, on tirera de la formule (16).

= ._’/f[f(;-) —{(— r)]Y=1.

1l sera parcillement facile de s’assurer que Vintégrale (58) est équiva-
lente a I'expression

(74) (/‘;,{w“?(a’)4 (~—x>"(2,;)"(?(;2._)}“@)],,95

Ajoutons que, dans les diverses formules obtenues, les valeurs numé-
riques des constantes a, b, r, s, ... ne seront pas foujours entiérement
arbitraires; et que ces constantes devront é&tre comprises cntre
certaines limites si, en les étendant au-deld de ces limites, on rend
infinies les valeurs des intégrales qui les renferment. Ainsi, en dési-
gnant par (o) une fraction rationnelle dans laquelle le degré du
dénominateur surpasse de m unités celui du numérateur, on recon-
naitra sans peine que, dans la formule (58), la constante positive «
doit étre inférieure au nombre entier m.

Si maintenant on attribue aux fonctions f(z), f(2), p(x), ..., ou
bien aux constantes a, b, r, s, ... des valeurs particuliéres, on déduira
des formules générales que nous avons construites la plupart des inté-
grales définies connues, et une infinité -d’autres nouvelles. Je me
contenterai de présenter ici quélques-uns des résultats les plus
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simples.
(75) f xet Sin(E —_ b.z‘>————: dz ;= T—rr“~1e*b’;
. 2 x4+ r 2
(76) f s Sin(g—g—bx>§£l—‘7c—ézﬁr“”‘Cos<E—br>;
. 2 rax 2 2
“x-tdxr 0w * zt—t dax — & Cotas:
(77), , 1+ ~ Sinaw’ , 1+x aws;
ax !
* a 1  a
(78) f ar:z dz :f it d—a—c:?Tang@;
, XP—1 A 1 T 2 2
x..— —
) * z®dx __wr*t Sinab
. (79 , X arz Cos0 + 7t~ Sinaw Sinf’

* x*Cos{ul(z)]
(80) £ w'l-i—z.xCosO-{—xdx

_ w© [evm Oy im0 | Cos h (w—0)—[em™I+ e~ w@0] Cos A (w +-0)
~ Sind e — 9 Cos(2A65) - 2T ’

* z)Sin{pl(z)]
- (81) j; x*+ 22 Cosb + 1
o [eHmr0— e—pim+0|Sin ) (5 + 0) — [ eb("0— e t@—0]Sin A (w—0)

=Sinf’ et® — 2 Cos (2Aw) + e 200 ?
» w xn
(82) f} l4_@»,:[1(3:)] dx
‘ 124 n I ‘ n ¥
——fl 2+ (—1) <5> 1 ]ufl'_”__ﬁd Sec(aam>,
A N (=) z 2 da"
x

(83) . fwx-.z—g‘_"_z_—l[l(x)]ndx

a_ . _ {___ 7 _I_ ¢ _I_
——fi z*— ( I)l<x> Lyl = 7 d"Tang<2a5>,

—J, w_ L (I z 2 da”

x
' gt — gt da aw b
(84) f —RE)—— P —=+ <lTangT -——l’I“ang-A->;
0
(et de . ar . bw\
(85) fo T _-_< 1Sin 5F — 1Sin —2—>,
Okuvres de C. — S. 11, t. 1L 4y
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(86) f Cosbx - dm ,e br, f Smb.z:

= T—:Siu[u', / Sin l)a,

e—-l)r

- Cosbl ;

, . rdx
87) j(; (Josb:cxz_ -

(88) f Cos bz f Sin —(.L’ —+ -I—> Sin£<x — 1—> ,d‘L — ESinl);
: x 2 x ) at—1 2
, ® Sinbr (o] *Sinbr rtdr © .
(bt)) ‘/0‘ o dl;'::;y ‘fo e m:;(l——e [II);

g C ay e 2y
(go) / I(x*— 2ra Cosl + )l_*_w!__wl(l—f—u Sin0 - 7?);

__ICOSO——J,‘ d r Cos
(g1) f Arc Tang TSm0l T e ‘.__waclang._.]—_—}_—;-S—lm,

(/'”1<I+ff>_£d_”_w1<l+£>,
x% ) xr+ rt r
(92)
(f Arclqng( > dircd —§]<1+£>.
A x4 2 x /!

2
f ](1—+— u >‘;;-£li—; wmArcTang——-

3
199 AcFa1 @ dw =7 s
! e Py 74 I+’/—‘; ’
(94) f (ArcColx)‘dx._of 1\10'Fa11g—.ﬂ =wl(2);
[] ] 2+]
. o1
(o5) , * Arc Fang;—EArcTallgng-—gl(g)
9 0 xXx — 1 z - /" '
xz

(96) f (—x\/—ﬂ)“l(w \/~—)x2+',2=ma—11(r+;5.);

(97) f (”‘”\/"I)a_’ebw—”(hl- \/—> =o0;
R

$
= agre! r"’l( 1+ ;);
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f’* ® pary=1__ gbxy=1 da
e z\/ 1 1(r —2y=1)

2

=— ’_[e'b“—")—e alt—r]] pour 7 <1,

(99) f-l—w ea‘n‘/:'f_eb.l:\/;_l ’ d.l’ . A ( b)
— — T — (U —

— /1 (1 — 2 /—1 ’

— z\—1 ](r——'x\/:—o

(o) [ T —a(y= e”-f“‘"’]%*—-f—-:idw

I—7r

our r ;
1—r—+—s> P T

= 2w(1— r)et g=b-T l<

s (Cosazxr — Cosbzx) + (Sinax ~— Sinbz) 1(x) da

+» ea.zw/———i___~ eb."cvc_l dz - '
=0 pour r>i,
¢ -

(101) [ 2 : — =w(e— )

(5) +nr

102) o ebr\/_l z—o0 T x o
( I” (r—ay=1) * ’ jj» (""x\/:—;;<3-$\/:—l)b_o’

(103) f B“C;’ASb"'(aSinbx)g—J—;=E(e“-—1);
o z 7 2
N aCosbx . QL rdx T ae—br
(104) \](; e'(’ b C0§(a51nb$)m :..;e p—b (1);
(105) f”e“"””Sm(aSmbx)——z—dil — E(e“_br__ 1);
0 -+ 2 :

(1) Ces deux premidres formules doivent étre déduites, non de la formule
o~ 00
f f(@)dz = 2w V1 (4 fat L3 ken . );
mais de la formule

+
f f(2)d2 = 2w =T (fi+ for f+..)— @ b V5

F désignant la valeur que regoit (= +y V=1)/(z+7 y=1), pour y = .
premidre partie du Mémoire.)
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- .
. . [am . rdz © b
(106) f xo— glosbx Sm<7 — Sin bx) — = —pelet™
0

x4 %

o [T T eV T S e

_ o s’In—i 1 n—-l“.
'"n—'zl<7> _<TII> S‘

(108) ./0'” (r—ey= I);"\—/:({ Fay= n Tang<%> d

1w I

Toen—1|m (r+s)ny’

» COS(ZJ/_' d.l" © eu_+_ e—ll

5 — y

, Gosbr 1+a*" 2 ebqet

* Sinex  dw 5 eti—e @

= - I~ s

0 Sinbxr 1+ a? 5 el — et

109). . _ .
( \) [‘” £ COS axr (](I' o et e ¢
: - = — y

Sinbe 14+a*" 2 et—e?

v

f“ Sinax d.e wet—e °
\ 0 2

x Cosbr 1+ &2

Les quatre derniéres formules supposent a < b.

Dans le tableau qui précéde, on reconnait facilement plusicurs
formules établies & aide de méthodes diverses, par Euler ct d’autres
géométres, et particuliérement par MM. Laplace, Legendre et Poisson,
et par M. Bidone, géométre italien. C'est & ce dernier que sont dues
les ¢quations (37), les formules (75), (76), et plusieurs autres sont
entiérement nouvelles, ou extraites de quelques-uns des Mémoires
que j'ai publiés sur les intégrales définies.

En désignant, avec M. Legendre, par I'(a) intégrale

*“
it ek ]
f xve=v dip,
0

et, en suivant la méthode que Jai indiquée dans le Mémoire sur les
intégrales prise entre les limites imaginaires (Paris, in-4°, Debure, 1825), -
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on établit facilement les deux équations

TE eVl
— -1 e l;/"
f (,-4..“/_1) = Ty e
' (e +b—1)

f, (I‘+.’L‘\/——l> (s‘— r\/__)" =2 s)met T()T(D)

(110)

De ces derniéres, combinées avee la formules (102), on tire immédia-

tement
f (r—ay=1) “+(1 +ry=1) * Cosbz da = 91:6(,(1)‘1)”—1 PR
(111) :
f <I-—:L‘\/——l> _<’+L\/—l> Sinbz dz = © b"—‘e"b";
- \/"'I . 21‘(”()
et aussi
f“(r—x\/———l)—“+(r—l;.x\,/:)—‘l
. 2
(s——x\/—:f)—l’—i—(s—kx\/—_l)—” o D@+ b—1)
x do = S 9™ T Ty

(112)

f (l——x\/-—-l)‘“—(l‘—%x\/—) a

(s—:c\/—— 1)- _(,g_*_,,-\/’__,)‘/,
! x 2\/__1

I'a+b—1)
T(a)T(0)

S w
de = — (r+s)t=et

Yai donné les formules (111) au commericement de 1815, dans un
Mémoire o elles étaient appliquées & la conversion des différences
finies des puissances en intégrales définies, et pour lesquelles
MM. Laplace, Legendre et Lacroix furent nommés commissaires. On
peut, au reste, opérer cetle conversion, en s’appuyant sur la premiére
des formules (110), ou sur une autre formule qui s’accorde avec elle,
et qui a été donnée par M. Laplace.

Enfin on tire des formules (87), en faisant r =1, puis écrivant z au
lieu de b,

. ¥ oL x dx . 2 (7 da
(113) Cosz== Ef sz.z-xz L Sing = T_rf Cosle :
° - 0 -
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Ces derniéres fournissent le moyen de remplacer le cosinus d’un arc
positif z, par le sinus d’un arc variable, proportionnel 4 3, et le sinus
du premier arc par le cosinus du second. Cette propriété des
formules (113) peut étre utile dans la solution de quelques problémes.
Cest effectivement a I'aide des formules dont il s’agit que j’étais d’abord
parvenu, en 1815, & résoudre la question de la propagation des ondes,
ainsi qu'on peut le voir dans la Note XVIII, placée a la suite du
Mémoire déja cite.

Si, dans U'intégrale (74), on pose = ¢77, elle prendra la forme
(114) fw[e"l’cp(e/‘)+(.—1)"e—“l’(p(e"'ﬂ)]p"dp.

0

Par conséquent, les méthodes ci-dessus exposées fourniront la valeur
de I'intégrale (114), qui ne différe pas de la suivante :

+ o
f pre*r g(ef)dp.

Si on applique la méme transformation aux intégrales (78), (80),
(81), (82), (83), (88), (95), ... puis que I'on écrive « au lieu de p,
on trouvera

(115) f (-f)f—l———e—a—d —Tang@,
1]

er— e"

o i ghe
(116) [ e‘+2CosO+e'C05('Ja)da

@ [eMrH0)p e-w@+0] Cos A (@—0)—[em 0 e—p@-0] Cos A( m+0)

=~ Sind M@ — 9 Cos (2w ) + e~ W@
Ao __ g-hr
(117) f p +2C050 *_(r_“LSln(JL')dL
@ [ewm ) — - ptnr 0] Sin A (w + 0) —[ewin- 1 — e-tim—0] Sm)\(m-}—())
~ Sinf @ — 9 Cos(2dw) + 248
n aw
g R T NN St
(118) J o e = s —
) — aw
”ea.z‘__ (__I)n e - - (l"'lang—z—,
(119) [ ﬁ—r dr={(—1) = P q
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b b A wm
(120) fo\ Sln;(e-—ke 1)Snng(e1fc )e-'«'—e—l'_'+ ZSmb,
(1.'u) ' f exArc(lange—;) ——ee_:”Arc(Tange-""‘)dm:'_f/_tl(z);
- +
. 0

el ainsi du reste. ‘ -

On pourrait, au surplus, déduire directement la plupart des équa-
tions précédentes de la formule (4), combinée avec celles qui résultent
de la méthode indiquée dans le paragraphe 13 du Mémoire sur les inté-
grales définies, prises entre les limites imaginaires.

s m I
Si I'on pose, dans la formule (62), x = Tang ~p,on trouvera

L (1a2) [+mq;<e/"/:7>dp:2m§cp(o)'—i—M—i—...};

Vs h+k \/:—f
ou, ce qui revient au méme,
1 7 — — H+ Ky\—1 }

123) - e?rV N4 glerV—)|dp = 0) 4+ ——mte— ... e
( )2[][<?( )+ ¢(erV=D]dp =w{ ¢(0) Py e

L’ équation (122) coincide avec I'une des formules générales que j'ai
données dans le XIX* Cahier du Journal de I'Ecole Polytechnique.
De plus, si, dans I'é6quation (123), on fait successivement

fu f(uw) |
——Ii,).," ¢(u)= 1) )r;
=

¢(u)=

r désignant une constante positive, et f(«) une fonction (ui conserve
une valeur finie pour toutes les valeurs de u, réelles ou imaginaires,
dont le module est inférieur & I'unité; on trouvera, pour » <1,

fml( f<ep\/:7) i f-(g‘“l’v’-—:i,) %dp:mf(o),

2 z P—rery 1 [ —rerV=1

?fr-ri% f(ellvr—l)“—l'*‘ eV }d]):mf(l‘);

I—re v 1 —rer 1

(124)

pour r==1,

[T o) | e
Q¢

.

}dpm[f(o) — 2 f

Jo 21— eVl [~ gm#V=1
(12))
o 3 Py /1
1 f(e 1""") f(e“’”“)l 1
- -t — > dp—= o f(1);
fo 2§l~e_,,\_, e p =, wf(1);
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et enfin, pour r >1

[ R e (3]

wl% f(epv_i -+ f<e*’”/——1) }dj):o.

(126)

2

o 1—re?V=1 11— perv=i

Lorsque, dans les équations (124), on suppose r=o, elles se
réduisent &

(127) [ 3l =) 1= dp = wif o).

Si, dans celle-ci, on remplace f(«) par f(b +x) et les limites o, @
par —w, -+, on conclura

.
(128) f L(b+ V=) dp = f(b).
* -
De méme, si aprés avoir différentié n fois, par rapport ala quantité r,

la seconde des équations (124), on y remplace f(x) par f(b), on en
tirera, en posant r=o,

(129) f_jﬂ”‘/:i (o= dp = 5 S

Ces diverses formules, que j’ai données dans le Bulletin de la Société
Philomatique, s’accordent avec d’autres formules du méme genre,
obtenues par MM. Perseval, Libri et Poisson. Il est facile de les étendre
a des valeurs négatives, ou méme 4 des valeurs imaginaires des cons-
tantes r et b. Ainsi, par exemple, on reconnaitra sans peine que les
équations (124 ) subsistent pour toutes les valeurs de r, réelles ou ima-
ginaires, dont le module est inférieur a I'unité. La seconde de ces
équations, présentée sous la forme

1 +w f(ePV—‘)
(130) f(l')—- Ef -I_—_—-,:—-p_t/_dp’

-

offre évidemment le moyen de convertir une fonction donnée de r,
considérée comme variable, en une intégrale définie, dans laquelle la
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fonction sous le signe se réduise a unc fraction dont le numérateur soit
indépendant de r, et le dénominateur une fonction linéaire de cette
variable.
Si, dans I’équation (122), on pose successivement
£(2) £(x)

—_— o —_— 3
u) = 1 1 1 1
C‘p( ) r——(u—i——) r—l——(u+-—>

2 u 2\ u

r désignant une constante positive, ct f(u) une fonction qui conserve

(ll):

une valeur finie, pour toutes les valeurs de u, réelles ou imaginaires,
dont le module est inféricur 4 I'unité; on trouvera

(131) fmf(e"“:‘)+f(e—""’—_‘) dp
A 2 r— Cosp

tlr—a— rf)% V=i |t r (1= T y=1 |

= o
2(1—r?)T /=1
32 “t(erV) +f(erVT)  dp
(132) /; 2 r+ Cosp

e e o e e X e

B 2(1——7‘2)?7 V—1 ,

et pour r >1,
| (VT 4 (V) dp ] r—(r—1)i]
(133) f 2 r—Cosp T
. e P (rz___l)z
_ — 1
3 (V)4 i(eVT) _dp = r ()]
(134) /‘: 2 r-+ Gosp (ro— 1)37 ®-

Si, dans I'équation (122), on remplace la fonction

9(1) =9 <“I = \/:_I> =9 (&™)

—ay—1

par I'un des produits
(—2zy=10)e(u), (1—axy=1)o(u), <1+;Ic\/—_x><p(u),

(=2 y=D o), 1—ev=D g, 1(1+ 5V ) ),

9w - (—ay=0e
l(t—x\/——l), l(l—x\/:—x)q,(u)’

OFuvres de C. — S. 11, t. 1L, 48
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on trouvera successivement

(135)

(136)

(138)

(139)

(140)

+® .

f <— Tang%\ g(erv=1)dp
/

—TT

K=t [ 1—h—kJ=1\* l
+ .0 Py
h+ky—1 \1+h+ky—1 }

:265%(?(0)—!—

+UCOS——- — \/ 1 Sin & l['

e

U+ K=

:2’”“13%(;4(0) h+h\/__

(1 b+ kYo %

R, “
f (x-—\/—_—_;CotB\) e(erV=1)dp
::2““1;;{(?(0) M+ Ky—s ( —-/L—k\/—-l)_a-l— }

/L—i—/\

+ @
f ( /=1 Tangl > (el’\/ ’)dp
—_07

—ow II+K\/—-1] l—]l-——k\/: w0
hak V=1 \1+-h+ky—1
+% - N _
f lCosg—I—;p\/*l]Q(e/’V—’)dp
- - .
:QU{Q(O”(é)_*_H—i—K\/—xI(I+h-+4—k\/—x>+“.l
) h4hy—1 2

+© - .
/ l<1+\/—~1C0L,—;>q)(el’\’”')dp
_,—2&5{ (0)]<2> ]I—I—K\/_-:Il(l—-/t~—-/&'\/—-l>+.'.;,

/1+/1,\/—-I 2

_,nlCos—-——\/——

2 2@ (ert—! d
'[m <]Cos—?j> ( > ( )17

900) _ +i/+k\/~q : }

\

——2u

(2) ° /z+1.\/—11(2)——l(1+lz+1<\/—1)
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lCosE _P \/:—1 '

. “+ ¥ . P “ 2 P —
(142) f (—— \/—1Tang—> 2(?(6/” D dp
- . 2 <1 Cos%)>2 + <£>

»___ 9 (o) o+ K=
- “’{I(z) R

<x-——k—-l\\/—1 a I '

X — —_ )
4+ h+kyZ1) 1) =11+ b+ ky—1) + -
et ainsi du reste.

Par suite, si I'on prend pour o(u) une fonctlon réelle de u qui
vérifie la condition

(143) e =1(3)

17
on trouvera

(14’4) j ‘(P(e,,,/:‘1> + ¢(erV=1) (Tang%)a dp

2

— ”aﬁ{¢(o)+H+KE<x—ll—k\/:>“+“.};

Cos 2™ haky—=1 \1+h+ky/—1
2

‘ = VT Cos——
o) f "o ) ol

<Cos )a dp

:2“&{({)(0)—{— I[+K\/———

I+k\/

(1+IL+A YAy SN } '

= /=i =1 COS(EL (m—p)
ey [ Dol 2y,
) > (Sin£>

H+ Ky—1

zzﬂm{<p(o)+ v (—-h-—l\\/—l)—u- 2

(1h7) f ?(e"“’:‘)+2<P(e*”“:>11‘ang<’§)dp
%I{+K\/_ <1—11,__k\/~_1>; §

h+l\\/—1 1—1—/z+k\/——~_1
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i _ _

9(erV=1) +g(e?v=1) . p

(148) I} 5 lCos;dp ’

=w <p(o)1<1>+£ii:1 1tk ky—1 +...§;'

2 h+k\/——1 2

o V1 -y

(149) f GRS (Gl 1>lSin1—)dP‘

2

*B{MO) (‘) N/E ST ‘—h-z’f\/—_l>+...};

h+k\/~‘

1)
T o(erVT) + eV 1Cos’
(150) f 3

3 ;dp
(B> + (l C.osé—’)2

— 9(0)  H-+Ky—1 1
*m"(‘)_m{T@ﬁ k= (@ —1a+hrky—D)

et ainsi du reste.

Si, au contraire, on prend pour ¢(u) une fonction rationnelle qut
vérifie la condition

(151) <P(u)=—'4><l;>’
on trouvera
f. 9(‘7’“/_1) — ‘?(e_pv l) (Talwp> dp

\—I

— H+Ky—1/1—h—ky=1\ 1.
““% )+ h+ky—1 <r+lz+k\/:_1> +"'5’

ll'

w Sm i as
. Y —1 —py =
(133) / o(erV=1)—~ @(e -,

adp
2y =1 <Cos—>

:2"13%(?(0)—%——————[[_‘-;‘\\//_-

(l+/l+]\\/—1) "..*.l

.a
f C{D(en\—l)_q)(e_,,‘/__> Sln;(m_l,)

— dp
-! (Sin 1—’>
2

‘:2013{‘{)(0)—{—]1_‘”1‘\}/_( IL——.I\’\/:—I)_a'*’--- ;
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(155) f q,(ept/— \-/-—j;l(e-m/— >[)d[)

—=— 2w§¢(o)l<%>+w§;1<ﬂ£> —+... }?

h+ky—1| 2

[
(156) /’mq@/";—')—q(e*/’\/—_’) 57 dp
: o

e

'(‘)—CP(O) H4+ Ky —1 T .
¥ 12)  naky=1 1(9)—1(1—1—/1-4—/1\/—-—1) ’

et ainsi du reste.
I serait facile d’apercevoir les modifications que doivent présenter,
dans les seconds membres de ces diverses ¢quations, les tcrmcs corres-

pondant & des racines Lgalea de — ( 5=

Lorsque la fonction ¢(u) est rationnelle, les valeurs de l’expression

imaginaire b=k /—1, c’est-a-dire les racines de I'équation —— ( =0
~sont en nombre fini; et par conséquent les valeurs intégralcs que con-
tiennent les diverses formules ci-dessus établies, se composent d'un
nombre limité de termes. On ne doit pas oublier que, dans ces for-

mules comme dans l’équation (122), on doit sculement tenir compte

des racines de I'équation ( )~——0 dont le module est inférieur a

Punite, et réduire a moitié tous les termes correspondant aux racines
dont le module est précisément égal a 1.

Il est encore essenticl d’observer 1° que les formules trouvées
cessenl d’étre applicables, toutes les fois que les intégrales qu’elles
renferment deviennent infinies ; 2° que de ces formules on en peut
déduire un grand nombre d’autres, par des différentiations ou des
intégrations relatives a la quantité a; 3° enfin, que cette constante a,
dans les é'quations qui la renferment, peut recevoir des valeurs réelles
ou des valeurs imaginaires.
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Si maintenant on attribue aux fonctions f(x), p(«), ou bien aux
constantes 7, a, ... des valeurs particuliéres, on déduira immédiate-
ment des formules ci-dessus établies les valeurs d'un grand nombre
d’intégrales définies, dont plusicurs étaient déja connues. Je me con-
tenterai de citer ici quelques-uns des résultats les plus simples.

+ 0
~ - — bn
10 —npV—i4beP ¥V 1 . .
(7) ‘/;w ¢ dp_2m1.2.3...n’
o a
(158) f <Tang§> dp = T _
0 Cos 2%
Py
o
o Gos L mCOSg(GS-—I))

(159.,) j —dp '::f -2 — dp =2
’ <COS§> o (Si11£>
2

. o .
(160) Jrcestap= " isulap=m(l);
: 0 0 2 2
*“ pSinp 14 C
61 —————d):f osp .
(l. ) /0 i —Cosp ) J, Sinp pdp=2wl(2);
- lCosl;—
(162) f———————\‘ — [___L_]
0 ’<B>z+<1cosl_’>"dp T
2 2/ .
b
(163) fm ;Tangg n
' T, dp =
o (g) +<1 COSI_;’_>‘ (2)

On trouvera de méme, pour r <,
’

[ Sin p
( 64)- \ fo "—CosPl’dP:+w](2+2r),
I .

fod .
Sinp
? jo‘ r+Cosp1“11):—mI(2~2r);
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etpourr >1,

f ’—,—E%{;—Sﬁpdp =4+wl{ar+2)— ml(r 4 rt— 1.).
(165) ’ :

o5
f Sinp pdp:ﬁml(u——2)—|—m1(1—+—,/,-_1>
0 7+ Cosp

On trouvera encore pour r* <1,

g
»fo ‘_ZrCOSP‘*‘"”\lal]é’E) dp = ar |, i+r) |
2

2 Cos —
(166) o Y‘Sinp p\a . o
£ 1—27‘Gosp+,~2<rlang;) FIII:‘ZSin“__ﬁ[l*(m) J,
TG Cos%
f —‘I‘ OS]), ) udj'ZZ“"w[l—*-(l"‘r- ,.)«]’
o 1—2;~Losp+;-~<cos£> |
2
(’1()7) . "
[m I'Sinp = Dy dp:2”_l 'G)'[I——(I—l—l‘)—”];
- * -2 “ X |
Jyo 1 2r-Cosp+; (6082)
2/
17
@ . COS——(U)‘——]})
f I—7 COSP _ 2 dpzzu—lml’l_'_(l_".)_,q’
o t2rCospar (Sinﬂ)a '
2
(168)
w I'Sinp ‘Sin%(m—p) i
f 1—2rCosp + rt p dp:z“’m[l——(l——r) ;
’ <Sin£)
2
[0}
1— rCosp P _.m 1~r>.
(169) fo ;‘ml’lanbadp_J(____Hﬁ,
¢ 1 — 7 Cos a7
f I 1COS£dl)__.—l< >,
) 0 I—2rCOSP—+-r ‘ 4
170
(17 f rSinp pdp~w1(1+r),
, 1—2rCosp+ r
o
~ rCosp D 1—r
(171) /0' 1_21C05p+ 1Sint dp___]< 7 >,
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- 1Cos -
“  1—rCosp 083P
j; 1— 27 Cosp + r? £“+ 1GCos?
2 2
. T iy 1 1
T i—r 2 I—ZE_)+1(2)—-1(1+r)
(172) {

: 1

)"
],

i rSinp SP
j‘; 1—arCosp + 7?

. ®

-

[

On trouvera, au contraire, pour r* >1,

1 I

I(2) ~ 1(2) =11+ 1)

|

et ainsl du reste.

; dp
<1—’>2 -+ (l Cosj—]->2
2 )

v 1— 7 Cosp o P\® T ) r—1\2
f 1——2/‘C0$)+r"<lang;> dp = (lTL’[l_I'—I—I ’
0 / 2Cos—2—
(173)
“ rSinp 2\ @ T r—i1\“
f 1—2rCosp+r"<Tang12_) dp = a'rrl_l_<r+1> I;
0 2Sin—2— -
a
® 1—rCosp Cos , (@ —p) \ e 1\=a"
f 27 Cosp 7 — dp = 2% w[1——-<—7—> J,
A rCosp +1 (Sin£> . 7
2
(174) )
Silxﬁ(m— )
m rSinp T P —t r\—"
f 1—2rCosp +r? P\ dp =2 m[l_<—7—> ];
0 (Sin—) . =
2
@
7 1—rCosp Cos;(m——p)d e r—1\-¢
, 1—2rCosp—+r G ke w[x——(—;—) ]’
(Sln;) -
(175) .
@ rSinp Sln;(m—p)d I | r—i\-e].
f 1—2rCosp +r? . p\® p=2 w[z—( r > ]’
0 (Sm;
@ 1 — r Cosp " p . /r-+1
(176) j; 1—27‘Cosp+-r“llangEdP:§1<r-—1>;
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“  1—rCosp T r41\ -
1CosZ dp_——gl >,
0

1—2r Cosp + r? r
. (177) - s
f r*Sinp dp — w1 (71N,
. 1—2rCosp+r2-p P = r
@ 1 — Cosp P
8 — =z .
(178) £ T— 27 Cosp 7 1S8in= dp l<r—1>
71— rCosp 1 Cosp
1— 2 Cosp + r* /p\? 2d1)
P (-) +<1cos1—’>
2 2
L T 1 1 -
iy Breyie Tk
1(2)_1<1+;)
(179) 3
. /“’ r Sinp 2P J
2 1)
. J, 1—2rCosp—+r? <1_> (lCos >
. . 2

__ T
- 2 (1 ( )
! |\ 2r _
el ainsi du reste.
SiTon développe, suivant les puissances ascendantes de r, les deux
membres de chacune des ¢quations (166), (167), ..., (172), on
obticndra de nouvelles formules, que 'on pourrait déduire directe-

A , ‘ et X
ment de I'équation (122), étendue ou au cas 1'équation Sty = O 8 des
racines ¢gales. On trouvera de celte maniére, # désignant un nombre

entier quelconque,

f Cosnp <Tang2z)l Ip

w a(a—1)...{(a—n—+1) -

=(—1)
aw 1.2.3...n
2 Cos —
n a nn—i a(a—+1
X[I—l——- - (¢ +1) o]
. 1a—n—+1 1 2 (a—n+1(a—n—+2)

(180)

w
f Sinnp <Tang§> dp
v o

0] a(a—1)...(¢—n-+1)

—1 Y+t
( ) e 1.2.3...n
2 Sin
2
) 7 o nn—i1 a(a+1) . )
><|I+— - — SR K]
. i 1 ¢—n-1 1 2 (¢—n—1)(a—n—+2)
CEupres de C. — S. 11, t. 11. 49
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f Cosnp Cos %ﬁ <C0512—)>_ dp
0

a(a+r1)...(a+n—1)

—(— Yo ]
=(—n2 1.2.3...1

(181)

w —a
Sinznp Sin %U_ <Cos%> dp
0
. al@+1) ... (e+n—1)
=(—ie '® 1.2.3...1 ?

La formule (157) ct les formules (181), quand on y remplace a par
— a, peuvent g’ éerire comme il suit :

+©

! oty —1 + he ¥ Y1 ——-__2_55— L
(182) \/_‘w empd —iabeTV =t dp = l‘(n—&-—l)b ’
@ ap PNy _ ® U(a+1)
‘fo COS”PCOS_—{(COS 2_> dp_’;'”—l Fh+nl(a—n+1)
(183) o :
) . ap PNy, _ ® Fla+1) )
: SmnpSm—2—<Cos;> dP—_2a+1 INCE) Oy

Si, dans les équations (111) ¢t (112), on pose r=o0, our=1,s=1

et  ==Tang - p; on en tirera successivement

5] —a .
f <Tangl—;—> Cos <b Tang%) v _ © ba-1,
0 /

Cos?Z T(a) Cos an
2 2

(184) . _
fw<'l'ang]—)> Sin <b Tang%) dp -= © — bt
0 2 CostL  T(a)Sin &2
2 2
7 G “r Cos]-) - Cos| & Tan rd dp = n ba—1 gu—1
%% 2 55 I'(a) ’
(185) @ s . .
Sip % <Cos§> Sin (b Tangl)z—)dp — ) bu—te—b;
0
(o) —a a+-b—-2 b ® r(d“’l’b-—-l)
P P 7 4 Y.
f (Sm;) <C052> Cos 2 dp-—cosm_IE () T(5) ’
’ 2
(186) T —a a+b—2 b T b—
. P bp . 0w (a+ 1),
f <Sm€—> <Sln ;) Sm—2—d13 = L T(a) Ty
0 n 2

/
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o a+b—2 A .
f <Cos§> PCOS()I) dp = - i l(a—i—() 1),
0

24701 () T (b)

(187) o , , (e b —1)
N ap o bp o owm N(ad4-b—1),
fo (Cos—) Sm—;bm—q—dpv2“_‘70_1 NOIOR
: p b -2 b— u T T(ae+0—1)
gf <(‘°S > C°”< )= e T
(1583)

il 2
(f (ﬁos-)> Cos(ll} )/)(ll):o

Les deux derniéres formules peuvent étre remplacées par la sui-
vante

wla

T I'{a—+1)

0+ — ’
'[‘<u+b+l>r<a b+1>
2 o2

que Pon deduit également des équations (183), dans le cas particulier

(189) [ (Cosp)“ Cosbp dp =
0

R . a+b0 , . . .
ou la demi-somme Z cqulvaut a un nombre cntier

La formule (189), dans laquelle les constantes a et b peuvent rece-
voir des valeurs réelles ou des valeurs imaginaires, cesse d’exister,
toutes les fois que U'intégrale contenue dans le premier membre devient
infinie; par exemple, quand la constante a, ayant une valeur réelle,
devient inférieure & —r.

Si, dans la méme formule, on remplace b par b J—— 1, ou trouvera

wly

8[//) 4 eu/l/)

(190) (Cosp)" — 4

® ['(a 1) ’-‘.

T ogar - & bl S IS P )
l:f X (Jos——2 c’"-"‘da;] e [ f x* Sec——-—? ¢ “duo
o [ :

B e
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RAPPORT
SUR UN MEMOIRE DE M. PONCELET
RELATIY
AUX PROPRIETES DES CENYRES DE NOYENNES HARMONIQUES.

Annales de Mathémniiques, t. XV1, p. 349-360; 1825

Le secrétaire perpetuel de I'Académie, pour les sciences mathéma-
tiques, certifie que co qui suit est extrait du procés-verbal de la séance
du landi 23 janvier 1826.

L’Académie nous a chargé, MM. Legendre, Ampére et moi, de lui
rendre compte d'un Mémoire de M. Poncelet, sur les centres de
moyennes harmoniques. Pour donner une idée succincte de 'objet de
ce Mémoire, il est d’abord nécessaire de rappeler en quoi consiste lu
division harmonique d’une droite AB, par rapport 4 un point pris sur
cette droite ou sur son prolongement. Sil'on désigne par la lettre C le
point milieu de la droite dont il s’agit, la distance d’un point quel-
conque P de la méme droite au point C sera évidemment la moyenne
arithmétique entre les distances PA et PB; en sorte qu’on aura

PC= - (PA +PB).

Or, si dans équation précédente on remplace les distances PA, PB,

PC par les rapports PIE’ T’IT\’ P%’ la formule qu’on obticndra, savoir :

I___‘I 1 i
PC— 2\PA " PB)’
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CENTRES DE MOYENNES HARMONIQUES. - 389

ne pourra étre vérifiée qu'autant que le point C coincidera, non plus
avec le milieu de la droite AB, mais avec un autre point situé sur cette
droite, et qui se déplacera en méme temps que le point P. Le point G,
déterminé comme on vient de le dire, estle centre des moyennes harmo-
niques des points A et B, relativement au point P, pris pour origine ().
Si plusieurs points consécutifs A, B, G, D, E, ..., sont tels que I'un
quelconque d’entre eux coincide avec le centre des moyennes harmo-
niques des deux points les plus voisins, ces différents points formeront
une échelle harmonique; et il est facile de prouver que, pour obtenir

- une semblable échelle, il suffit de mettre en perspecfive une échelle
de parties égales. Plusieurs des conséquences qui résultent de la divi-

~sion harmonique d'une droite avaient déja été développées par divers
géométres, entre lesquels on doit distinguer Maclaurin. M. Poncelet
ajoute de nouvelles propositions i celles qui étaient connues. Les plus
remarquables sont celles auquelles 1l est conduit en généralisant la
définition du centre des moyennes harmoniques. On peut en simpli-
fier la démonstration et les rendre plus faciles 4 saisir, en substituant
aux définitions qu’il présente, celles que nous allons indiquer.

Si I'on suppose que chaque élément d’une droite matérielle homo-
géne, et prolongée de part et d’autre & Vinfini, attire un point situé
hors de cette droite, suivant une certaine fonction de la distance, ce
point sera sollicité au mouvement par une force perpendiculaire  la
droite, et proportionnelle & une autre fonction de sa distance a cette
droite. Si I'attraction entre deux points est réciproquement propor-
tionnelle au carré de leur distance, la force dont il s’agit sera récipro-
quement proportionnelle 4 la simple distance du point donné & la
droite vers laquelle 1l est attiré (*). Cela posé, soient DE la droite que

(1) 1l est aisé de voir que les points I et € coupent harmoniquement la droite AB, dans

le sens qui a 616 cxpliqué A la page 274 du présent volume des Annales de Mathématiques.
(J. D. G)

(2) Soit prise, en effct, la droile dont il s’agit pour axe des z, et supposons le point

atliré situé sur 'axe des y, & une distance & de Porigine; attraction exercée sur ce point

L Adx .y .
par un lément dz de cette droite sera 735> A élant une conslanle relalive a la fois

ot A la masse de 1'616ment et A lintensité de Vattraction. Cette attraction, suivant I’axe
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I'on considére et A, A’, A", ..., plusieurs points situés avec elle dans
un seul et méme plan. Sil'on suppose différentes masses m, m’, m/, ...,
concentrées sur les points A, A’, A, ...; ce que M. Poncelet nomme
le centre de leurs moyennes harmoniques, par rapport a la droite DE, ne
sera autre chose que le centre des forces paralléles qui solliciteront les
masses m, m/, m", ..., dans des directions perpendiculaires a la
droite.

Concevons maintenant que les masses m, m/, m/, ..., soient
concentrées sur les points A, A’, A”, ..., situés d’une maniére quel-
conque dans l'espace. Ce que M. Poncelet nommé le centre des
moyennes harmoniques des points A, A/, A”, ..., relativement 4 un
plan donné DEF, ne sera autre chose que le centre des forces paralléles
qui solliciteront ces différents points, dans des directions perpendicu-
laires au plan, si I'on admet encore que chaque force soit réciproque-
ment proportionnelle a la distance au plan, ce qui revient & supposer
attraction entre deux points réciproquement proportionnelle au cube
de l'intervalle qui les sépare (*). En partant des définitions qui pré-

Adx b Abda
des scra donc = X = = ; différentielle dont l'intégrale est
7> 3 Pra T Ee s (e gyt l ' ¢
A x
b Vrxm

Si ’on suppose la droite d’une longueur 24, et ayant son milicu & 'origine, on obtiendra
P'aclion totale exercée par cetic droite, laquelle s’exercera uniquement dans le sens des v,

2A a
en faisant = = « et doublant le résultat; cc qui donnera — ———
N ! q b Jari 2

réduit simplement & %é, lorsqu’on suppose a =. L’attraction est donc alors inverse-

; fonction qui se

mont proportionnelle & la distance & du point attiré ala droite attirante. (J. D. G.)

(*) Tout étant d'ailleurs supposé comme dans la précédente Note, supposons que
I'attraction soit inversement proportionnelle au cube de la distance; I'attraction exercée

‘ . Adzx . C
par 1'élément dx aura alors pour expression ————  Cette attraction, estimée suivant

(b2 a2yt
laxe des y, sera done Adz T X b Abdz . différentielle dont I'inté-

(b*+22)? \/m= (b2 x2)D?

A bz .x
m{m + Alc(Tagg: _b_> %

Si l'on suppose la droite d’'une longueur 2a, et ayant son milieu & I'origine, on obtiendra.

grale est
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cédent, on établit sans peine les diverses propriétés des centres des
moyennes harmoniques.

Ainsi, par exemple, concevons que, les points A, A’, A, ..., étant
situés dans un méme plan avec la droite DE, on joigne un quelconque
D des points de cette droite avec les points A, A’, A", ..., et qu'une
paralléle de & DE coupe les droites DA, DA’, DA”, ..., aux points a,
a',a’, ....Si, aprés avoir pris la droite DE pour axe des =, on désigne
par A la distance entre les droites DE et de, puis par y, y', ", ..., les
ordonnées des points A, A’, A", ..., et si 'on applique a ces points
des forces paralléles

m m m'

P=—,  P="=, Plr=—
/'

m . \
la force P = - pourra étre remplacée par deux composantes paralléles,

'une égale a %z, appliquée au point a, et 'autre appliquée au point D.

I'action totale exercée par cetie droite, laquelle s'cxercera uniquement dans le sens des y
en faisant x = a, ot doublant le résultat, ce qui donnera

A ab _a 1 .
b—zim +Arc(Tang— Z)j.

ab . . .
oy disparaitra, tandis que le suivant so

. 1 . . . . Aw
réduira :}; @; de sorte que l'attraction exerceé par la droile sera exprimee par S720 elle

Si ensuite on suppose a =, le terme

sera donc inversement proportionnélle au carrd de b. Ainsi, I'atlraction de lous les elé-
ments d’'une droite d’une longueur infinie sur un point silué hors de sa direction étant
inversement proportionnelle au cube de leur dislance a ce point, I'action totale de cette
droite sur cec méme poinl se réduit & une aclion perpendiculaire, inversement propor-
tionnelle au carré de la distance de ce point a cotte droite. ’

Cela posé, soit un plan uniformément matériel, et d'une étendue infinie, considéré
comme plan des zy, dont tous les points exercent sur un point de 'axe des =z une attrac-
tion inversement proportionnelle au cube de la distance. Considérons ce plan comme
composé d’éléments rectilignes, d'une longueur infinie, paralléles & 'axe des y. L'action
totale de chaque élément se réduira, par ce qui précéde, & une aclion dirigée suivant la
droite qui joint le point attiré 3 Pintersection de cet élément avee P'axe des , et inverse-
ment proportionnel au carré de la longueur de cette droite. On se trouvera done dans le
méme cas que si, le plan attirant étant remplacé par 'axe des x, V'attraction était devenue
inversement proportionnelle au carré de la distance; done, par la précédente Note,
Paction totale du plan sur le point attiré se réduira & une action suivant Paxe des . et
inversement proportionnelle & la simple distance de ce point & ce plan. (J. D. G.)
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Done, le systéme des forces P, P/, P, ..., pourra étre remplacé par
n

des forces 2 mom
RN

résultante des forces appliquées aux points D. Donc la droite qui

-+-5 appliquées anx points a, a,, @”, ..., et par la

joindrale point D avece le centre de gravi{té G des masses m, m', m", ...,
concentrées sur les points a, @', a’, ..., passera par le centre des
forces paralléles P, P, P", ..., ou, ce qui revient au méme, par le
centre des moyennes harmoniques des masses m, m/, m”, .. ., concen-
trées sur les points A, A’, A”, ..., Cetle proposition continuera de
subsister si les points'A, A, A" ..., changent de position sur les
droites DA, DA', DA”, .... Or, on peut imaginer que, par suite du
changement de position, ils se rangent sur une nouvelle droite KL,
qui soit paralléle & DE, ou qui viennent rencontrer DE en un point
donné E; et comme, dans ce dernier cas, le centre des moyennes har-
moniques des points A, A/, A”, ..., restera lc méme, par rapport a
toutes les droites qui passeront par le point E, on pourra le nommer
centre des moyennes harmoniques des points A, A’, A”, ..., relatif au
point E. Les remarques précédentes fournissent les principales pro-
priétés ducentre des moyennes harmoniques de plusieurs points situés

dans un plan.

Concevons cncore que, les points A, A, A”, ... étant placés a
volonté dans 'espace, on trace dans un plan donné DEF, une droile
queleonque DE. et qu’ayant coupé les plans DEA, DEA/, DEAY, ...,
par un nouveau plan def, parall¢le & DEF, on prenune, sur les droites
d’intersection, des points quelconques a, @', a”. Si, aprés avoir choisi
le plan DEF pour plan des @y, on désigne par /isa distance au plan def,
puis par z, 2, 3", ..., les ordonnées des points A, A, A", ..., ct si
I'on applique 4 ces mémes points des forces paralléles

.

m m m"

P ==, P=—, Plr=—, )
5 5 z

la force P =2, appliquée au poiut A, pourra étre remplacée par deux

forces paralléles, I'une égale a %7', appliquée au point a et 'autre appli-
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quée au point d’intersection de la droite Aa avec la droite DE. Donc
le systéme des forces P, P/, P/, ..., pourra.étre remplacé par des
m

. m' m' . .. :
forces 7> 775 77> +++» appliquées aux points a, @', o', ..., et par la

résultante des forces appliquées 4 différents points de la droite DE.

Donc le plan qui renfermera la droite DE et le centre de gravité G
des masses m, m', m", ..., concentrées sur les points a, a’, a', ...,
passera par le centre des forces paralléles P, P/, P', ..., ou, ce qui
revient au méme, par le centre des moyennes harmoniques des masses
m, m', m", ..., concentrées sur lcs points A, A’, A7, . ... Celte propo-
sition continuera de subsister, si les points A, A7, A", ... changent de
position dans les plans DEA, DEA/, DEA”, . ... Or, on peut imaginer
que, par suite du changement de position, les points dont il sagit
soient ramenés dans un nouveau plan qui soit paralléle 2 DEF, ou qui
coupe DEF suivant une droite donnée KL, ct il est clair que, dans le
dernier cas, Ie centre des moyennes harmoniques des points A, A/,
A7 L., relatif au pla\n DEF, sera aussi le centre des moyennes harmo-
niques relatif 4 la droite KL. Observons d’ailleurs que, si I'on supposc
les points A, A’, A”,, situés sur les droites AD, A’D, A"D, ..., menées
des points A, A/, A”, ... au point D, les composantes de P, P/, P, ...,
précédemment appliquées a divers points de la droite DE, passeront
par le point D, et qu’en conséquence le centre des moyennes harmo-
niques des points A, A’, A”, ... sera situé sur le prolongement de
DG, G désignant toujours le centre de graviié des points a, @/, ", ..

Les divers théorémes que nous venons d’établir, et quelques autres
que Pon déduit facilement des premiers, ont été démontrés par
M. Poncelet, a aide d’une méthode trés différente de celle que nous
venons de suivre. De plus, aprés avoir établi les propriétés du centre
des moyennes harmoniques, I'auteur en a fait quelques applications
ingénieuses, parmi lesquelles nous avons remarqué la construction
d’une échelle harmonique, a 'aide d’un procédé fort simple, qui exige
seulement 'emploi de la régle.

En partant de la définition que nous avons donnée du centre des
OFuvres de C. — S. 11, t, IL. 50
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moyennes harmoniques, il serait facile de déterminer analytiquement

ce méme centre. En effet, supposons les masses m/, m”, m”, ...

pectivement concentrées sur des points (&', y', '), (2, y',
(2", y". 3"), ..., et cherchons les coordonnées x, y, z, du centre des

moyennes harmoniques de ces masses, par rapport au plan des xy.

En faisant pour abréger,

[ w
ln mn m
pl— Pl — P —

— 1’ — T ///’ Tty

et désignant par P la résultante des forces P, P, P" ..., onaura

7 " 4

m m m m'
(1) PZI)”“‘P”“‘P”/“‘“':T“*‘T“‘W"‘"':Z?;

~

et, comme on aura de plus, en vertu des formules relatives au centre

des forces paralléles,

Px:Z(PA ——Z
(3) Py = (py)=3"L,
Pz..’ :Z(P’z'):Z"l7a

! I m'x,

r= PZT’

= S
.

W

\

on en conclura

Ces diverses formules s’étendent au cas méme ot m, m', m",

représenteraient les masses des divers éléments d’un corps solide

divisé en une infinité de parties; alors elles se réduiraient a

) R:ﬂgdwdyd:,

(3) Y:;—qﬂp—?dxdyd:,
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¢ désignant la densité de la molécule située en (z, y, z) et (X,Y, Z)
étant le centre des moyennes harmoniques demandé. Si, pour fixer les
idées, on cherche le centre des moyennes harmoniques d’une sphére
homogene décrite avec le rayon r, et dont 1¢ centre soit placé sur I'axe
des 5, a la distance A& du plan des y, on reconnaitra que ce centre est
lui-méme situé sur I'axe des s 4 une distance Z de Iorigine, la valeur
de 7 étant

3
) 7\

© = 2/LT'+(I‘2—II2)1<—>

O~

h—r

Si la valeur de /% est trés grande, par rapport au rayon r, la valeur
précédente de Z, ou

3
:_4_ d - =h+...

3 ) w7, 1t
2/” +2(I —/&)(Z—Fgﬁ_...)

N

deviendra sensiblement égale a &; et par conséquent le centre des
moyennes harmoniques se confondra sensiblement avec le centre de la

sphére, comme on devait s’y attendre.

Soient maintenant ¢/, ¢, ¢, ..., les coordonnées des points A’, A",
A", ..., relatives & un plan quelconque, perpendiculaire ou oblique
au plan des xy; c’est-a-dire, en d’autres termes, les distances des
points A4’, A", A”, ..., un nouveau plan, prises tantot avec le signe -+,
tantot avec le signe —, snivant qu’elles se. compten\t dans un sens ou
dans un autre. Soit de méme ¢ la distance du centre des moyennes
harmoniques des points A4’, 4”, 4”, ..., au nouveau plan dont il
s’agit. On aura, en vertu des propriétés connues du centre des forces

paralléles, .
(7) Po=3(P'v),

ou, ce qui revient au méme,

. 1] ol
(8) ‘,Zl’l-:“ﬂﬂ.

~ ol
g ~

Cette derni¢re formule comprend, comme cas particulier, les for-
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mules (2), et celles que M. Poncelet a établies relativement au centre
des moyennes harmoniques de plusieurs points situés en ligne droite.
Le Mémoire de M. Poncelet est précédé dun discours préliminaire
qui offre unc sorte de résumé de ses recherches sur la Géométric, et
- d’'une Note sur les moyens d’exprimer que quatre points, appartenant
_respectivement & quatre droites qui convergent vers un point unique,
sont compris dans un seul et méme plan. Dans le discours préliminaire,
Pauteur insiste de nouveau sur la nécessité d’admettre en Géométrie
ce qu'ilappelle le principe de continuité. Nous avons déja discuté ce
principe, dans un rapport fait, il y a plusicurs années, sur un autre
Mémoire de M, Poncelet (*), et nous avons reconnu que ce principe
n’était, & proprement parler, qu'une forte induction qui ne pouvait
&tre indistinctement appliquée a toutes sortes de questions de géo-
métrie, ni méme en analyse. Les raisons que nous avons données,
pour fonder notre opinion, ne sont pas détruites par les considérations
que 'auteur a développées dans son traité des propriétés projectives.
Quoi qu’il en soit, nous pensons que le Mémoire de M. Poneelet sur
les centres de moyennes harmoviques fournit de nouvelles preuves de
la sagacité de son auteur, dans Ja recherche des propriétés des figures,
et qu’il mérite, sous ce rapport, I'approbation de I'Académie.

Signés : Anpre; Lecesore; Caveny, rapporteur.
L’Académic adopte les conclusions de ce rapport.

Certifi¢ conforme :
Le Secrétaire perpétuel, pour les Sciences mathématiques,

Signé, le Baron Fotrier.

(1) Voyez cerapporl & la page 69 du XIe volume du présent reeueil. (J.D.G)
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DU CERCLE TANGENT

A

TROIS CERCLES DONNES."

Correspondance sur I'Ecole Polytechnigue,Tome I, p. 193-195; 1806.

Jai douné (n° 2, de cette Correspondance) unc solution géométrique
de ce probléme : trouver le centre et le rayon d’un cercle tangent a trois
cercles donnés. M. Cauchy m’a communiqué une solutien de ce méme
probléme, qui m’a paru remarquable par sa simplicité; la voici :

Supposez que I'on augmente ou diminuc le rayon du cercle cherché
d’une quantité égale au rayon du plus petit cercle donné, selon que
ces deux cercles doivent se toucher intérieurement ou extérieurement,
cela reviendra 4 diminuer ou augmenter les rayons des deux autres
cercles donnés de la méme quantité, suivant la nature de leurs points
de contact avec le cercle cherché, et le probléme se trouvera, par ce
moyen, ramené a cet autre. :

Mener par un point donné un cercle tangent a deux cercles donnés.

La solution de ce dernicr probléme repose sur ce théoréme :

St deux cercles sont tangents au point A (fig. 8), et que par le point

(*) Ce texte est le résumé par Hachetle, rédacteur de la Corespondance d'un court
Mémoire, rédigé par Cauchy, alors éléve de I'licole polytechnique. (R.T.)
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de tangence on méne des sécantes CD, BE, ces sécantes seront coupées en
parties proportionnelles; les triangles ABC, ADE seront semblables, et les
cotés BC, DE paralléles.

Fig. 8.

Soient A, OB, 0'C (fig. 9) le point et les cercles donnés. Supposons
le probléme résolu, el soit ABC le cercle cherché, B et € ses points de

Fig. 9.

tangence avec les cercles donnés. Menez les droites ABE, ACG, DBCF.
D’aprés le théoréme énoncé, les trois triangles ABC, BDE, CFG seront
semblables. Si par les points EG, vous menez EH, GI tangentes aux

"
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cercles OB, O'C, vous aurez
Pangle AEH —= BDE —= BCA,
Pangle AGI — CFG = CBA4;

d’ou il suit que les triangles AGI, AEH sont semblables an triangle
ABC, et que leurs cotés GI, EH sont paralléles. En nommant ¢, ¢’ les
tangentes menées par le point 4 aux cercles OB, 0'C, vous aurez

t"=AC < AG=AB x< Al,

2 =AB x AE,
d’ou Von conclut
Al
¢ T AE"

=~ Ainsi les conditions d’apreés lesquelles on doit déterminer les points E
et G sont que les tangentes menées par ces points aux cercles donnés
soient paralléles, et que 41 soit 4 AE dans le rapport continu de 2/* a 2.

Si I'on prend, & partir du point 4 sur la ligne 40, une quantité 4R
qui soit 4 40 dans le rapport de #'? 4 2, puis que I'on décrive du
point R comme centre, et d'un rayon RI qui soit & DE dans le méme
rapport, le cercle Im, ce cercle devra étre tangent a IG. Pour obtenir
IG, il suffira donc de mener une tangente commune aux deux cercles
IM, O'C. Silon joint AH, AE, les intersections de ces droites avec les
cercles OB, O'C donneront leurs points de tangence B et C avec le
cercle cherché.

H. C.

——— @ S ———r e

(Fuvres de C. — S, 11, t. 1L 51
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Correspondance sur I’Ecole Polyte'c/migue,‘Tome I, p. 253-256; 1811..

Euler a déterminé le premier, dans les Mémoires de Pétersbourg,
année 1758, la relation qui existe entre le nombre des différents
éléments qui constituent un polyédre quelconque pris A volonté. Le
théorémie qui exprime cette relation n’est qu'un cas particulier d’un
autre théoréme plus général, dont voici énoncé :

TutoriME. — Si I'on décompose un polyédre en tant d’autres que l'on
voudra, en prenant & volonté dans lintérieur de nouveaux sommets; que
Uon représente par P le nombre des nouveauz polyédres ainsi formés,
par S le nombre total des sommets, y compris ceux du premier polyédre,
par H le nombre total des faces, et par A le nombre total des arétes, on
aura | .

S+H=A+P+1,

c’est-d-dire, que la somme faite du nombre des sommets et de celut des
JSfaces surpassera d’une unité la somme faite du nombre des arétes et de
celui des polyédres.

Démonstration. — Décomposons tous les polyédres en pyramides
triangulaires, en faisant passer par les arétes ou diagonales des faces
de chaque polyédre et les sommets situés hors de ces faces, des plans
diagonaux, Toutes les faces se trouveront décomposées en triangles.
Soient m le nombre des plans diagonaux, et » le nombre des diago-

v
«
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nales formées par les intersections des plans diagbnaux, soit entre eux,
soit avec les anciennes faces, le nombre des faces tant anciennes que
nouvelles sera H - m; et le nombre des triangles dans lesquels chaque
face se trouve partagée étant égal au nombre des diagonales formées
sur cette face, augmenté de l'unité, le nombre total des triangles qui
forment les faces des pyramides sera égal au nombre total des diago-
nales augmenté du nombre total des faces, ou a

H+m+ﬁ

Le nombre des pyramides sera égal a celui des polyédres, plus au
nombre des plans diagonaux, ou a

P+ m.

Le nombre des arétes des pyramides sera égal a celui des anciennes
arétes, plus au nombre total des diagonales, ou a

A+n.

Enfin, le nombre des sommets des pyramides sera toujours égal a

S.

Supposons maintenant que L'on enléve successivement du polyédre
total les diverses pyramides triangulaires qui le composent, de maniére
an’en laisser subsister & la fin qu’une seule, en commencant par celles
qui ont des triangles sur la surface extérieur du premier polyédre, et
n’enlevant dans la suite que celles dont une ou plusieurs faces auront
él¢é découvertes par des suppressions antérieures. Chaque pyramide
que I'on enlévera aura une, deux, ou trois faces découvertes. Soit p’ le
nombre des pyramides qui ont une face découverte au moment ot on
les enléve, p le nombre des pyramides qui ont alors deux faces décou-
vertes, et p le nombre de celles qui ont alors trois faces découvertes,
La destruction de chaque pyramide sera suivie, dans le premier cas, de
la destruction d’une face; dans le second cas, de la destruction de
deux faces et de I'aréte commune a ces deux faces; dans le troisiéme
cas, de la destruction d'un sommet, de trois faces, et de trois arétes. Il
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suit de 12 qu'au moment ot I'on aura détruit toutes les pyramides, a
Vexception d’une seule, .

— le nombre des sommets détruits sera J AR

— celui des pyramides détruites, p+ p'+ p"
— celui des triangles détruits, p —+2p'+3p”,
— celuil des arétes détruites, p'+3p".

Le nombre des sommets restants pourra donc étre représenté par

S—p" =4,

celui des pyramides restantes, par
P+m+n—(p;+p”+p’”) =1,

celui des triangles restants, par
H+m~+n—(p'+2p"+3p") =4,

celui des arétes restantes, par
A+n—(p'+3p") =6.

Si I'on ajoute la premiére équation 4 la troisiéme, on aura
S+H-+m-+n—(p +a2p’+4p") =8,

si 'on ajoute la deuxiéme 4 la quatriéme, on aura
A+P+m~+n—(p'+op'+4p")=1.

Si 'on retranche I'une de I'autre les deux équations précédentes,
on aura

S+H—A—pP— 1,
ou o
S+ H=A4+ P +1.
Corollaire 1. — Si I'on suppose que tous les sommets intérieurs

solent détruits, il n’y aura plus qu’un seul polyédre. 1l faudra faire
alors P=1, et I’on aura '
S+ H-+ A+ 2,

ce qui est le théoréme d’Euler,
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Corollaire 11. — Si l'on considére une figure plane composée de
plusieurs polygones renfermés dans un contour donné, il faudra faire
dans la formule générale P = o, et I’on aura alors

S+ H=A4+1,

d’ou I'on conclut que la somme faite du nombre des polygones et du
nombre des sommets surpasse d’une unité le nombre des droites qui
forment les cotés de ces mémes polygones.

Nota. — Dans un Mémoire sur les Polyédres, imprimé X* Cahier du
Journal de I'Ecole Polytechnique, M. Poinsot a démontré I'existence de
quatre nouveaux polyédres réguliers, i angles saillants et rentrants;
M. Cauchy a lu a UInstitut un Mémoire dans lequel il considére ces
nouveaux polyédres comme résultants du prolongement des faces des
polyédres réguliers a angles saillants, et il démontre que leur nombre
se réduit nécessairement 4 quatre; proposition que M. Poinsot avait
présentée comme difficile & approfondir.
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Correspondance sur I’Ecole Polytechnique, Tome I, p. 361-367; 1811,

M. Cauchy, ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, ingénieur des
Ponts et Chaussées, a présenté a l'Institut, en février 1811 et jan-
vier 1812, deux beaux Mémoires sur les polygones et les polyédres;
ils seront imprimés dans le XVI° Cahier du Journal de I’Ecole Poly-
technique de cette année. On connaitra I'objet de ces deux Mémoires,
par les rapports suivants que la Classe de I'Institut a approuvés.

Rapport sur un Mémoire dc M. Cauchy, concernant les polyeédres,
par M. Malus. (6 mai 1811)

La Classe nous a chargés, M. Le Gendre et moi, de lui rendre
compte d’un Mémoire de M. Cauchy, renfermant différentes recherches
sur les polyédres.

Ce Mémoire est divisé en deux parties. Dans la premiére, M. Cauchy
démontre qu’il n’existe pas d’autres polyédres réguliers, que ceux
dont le nombre des faces est 4, 6, 8, 12 ou 20.

M. Poinsot, dans un Mémoire ou il a donné la description de poly-
gones ct de polyédres d’'une espéce supérieure a celle qu'on a coutlume

(*) Ce texte comprend, avec une introduction de Ilachette, rédacteur de la Correspon-
dance, les rapports de Malus et de Legendre sur deux Mémoires présentés par Cauchy a
I'Académie en février 1811. Il a été reproduit dans-ce volume parce qu'il constitue la
source documentaire la plus ancienne sur ces deux Mémoires de Cauechy. - (R. T.)

4
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de considérer, avait déja observé qu'on pouvait former tous les poly-
gones d’espéce supérieure, en prolongeant les cotés des polygones
réguliers de premiére espéce. C’est en généralisant les principes
renfermés dans le Mémoire de M. Poinsot, que M. Cauchy est parvenu
a faire dériver les polyedres réguliers d’espéce supérieure de ceux de
premiére espéce, ce qui I'a conduit d’'ane maniére simple et analytique
a la solution de la question qu’il s’était proposée.

Il commence par prouver que, dans un ordre quelconque, on ne
peut construire des polyédres réguliers d’une espéce supérieure,
qu'autant qu’ils résultent du prolongement des ai_*étes ou des faces des
polyédres réguliers du méme ordre et de premiére espéce qui leur
servent de noyau, et que, dans chaque ordre, les faces des polyédres
d’espéce supérieure doivent avoir le méme nombre de cotés que celles
des polyédres de premiére espéce.

Il suit de la que, comme il n’y a que cinq ordres de polyédres
réguliers de premiére espéce, on ne doit chercher que dans ces cinq
ordres, des polyédres réguliers d’espéce supérieure; en sorte que tous
les polyédres réguliers, de quelque espéce qu’ils soient, doivent étre
des tétraédres, des hexaédres, des octaédres, des dodécaédres ou des
icosaédres.

Aprés avoir donné la solution principale, M. Cauchy examine
combien chaque ordre renferme d’espéces différentes, et il conclut de
ses recherches qu’on ne peut former de polyédres réguliers d’espéce
supérieure que-les quatre décrits par M. Poinsot.

Dans la seconde partie de son Mémoire, M. Cauchy généralise un
théoréme d’Euler, relatif & I'équation qui existe entre les différents
éléments qui composent la surface d’un polyédre. '

Euler avait démontré que le nombre des sommets ajouté a celui des
faces surpassait de deux unités le nombre des arétes.

M. Cauchy a étendu ce théoréme de la maniére suivante :

St l'on décompose un polyédre en tant d’autres que l'on voudra, en
prenant ¢ volonté dans U'intérieur de nouveaux sommets, la somme faite
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du nombre des sommets et de celui des faces surpassera d’une unité la
somme faite du nombre des arétes et de celut des polyédres.

Le théoréme d’Euler n’est qu'un cas particulier de celui-ci, dans
lequel on suppose qu’on ne considére qu’un seul polyédre.

M. Cauchy, en décomposant le polyédre, déduit de son théoréme
général un second théoréme relatif 4 la géométrie plane. Si I'on prend
une des faces du polyédre pour base, et si I'on transporte sur cette
face tous les autres sommets sans changer leur nombre, on obtient une
figure plane composée de plusieurs polygones renfermés dans un
contour donné. Dons ce cas, la somme faite du nombre des polygones
et de celui des sommets surpasse d’une unité le nombre des droites
qui formentles cotés de ces polygones. M. Cauchy parvient directement
a ce résultat, en égalant a zéro, dans son théoréme général, la quantité
qui représente le nombre des polyédres. Ce second théoréme est, dans -
la géométrie plane, I'équivalent du premier dans la géométrie des
polyédres.

Les démonstrations sur lesquelles M. Cauchy appuie ses théorémes
sont rigoureuses et exposées d’'une maniére élégante. Vos commis-
saires pensent que ces considérations sur les polygones et les polyédres
sont assez curieuses et assez neuves pour intéresser les géométres, et
que le Mémoire de M. Cauchy mérite d’étre approuvé par la Classe et
imprimé dans le Recueil des Savants étrangers.

Rapport fait par M. Legendre ; 17 feorier 1812

Il y a environ un an que M, Cauchy présenta a la Classe un Mémoire
portant le méme titre que celui-ci, dont 1’objet était de généraliser un
théoréme d’Euler et de compléter la théorie d’'une nouvelle espéce de
polyédres réguliers, découverte par M. Poinsot. Ce Mémoire obtint
Iapprobation de la Classe sur le rapport de M. Malus. On le regarda
comme le fruit d’un talent déja exercé, et qui devait par la'suite
obtenir de plus grands sucees. J’enéaéeai alors I'auteur a continuer

“«
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ses recherches sur les polyédres, dans la vue de démontrer un théoréme
‘intéressant que supposent les définitions 9 et 10 du 11°livre d’Euclide,
et qui n’est pas encore démontré.

Ce théoréme dont j'ai parlé fort au long dans les Notes de ma
géométrie, et auquel j’ai ajouté la restriction nécessaire, pour qu’il ne
fut pas sujet 4 I'objection faite par Robert Simson dans son édition des
Eléments d’Euclide, peut s’énoncer de la maniére suivante :

Deux polyédres convexes sont égaux lorsqu’ils sont compris sous un
méme nombre de polygones égaux chacun d chacun, et disposés entre
eux de la méme maniére.

Le sens de ce théoréme est qu’un polyédre convexe étant donné, il
est impossible de faire varier les inclinaisons mutuelles des plans qui
le terminent, de maniére a produire un second polyédre convexe
compris sous les m&mes faces et disposé de la méme maniére; on peut
bien former un second polyédre symétrique au premier et qui lui soit
égal dans toutes ses parties constituantes, mais les faces y seraient
disposées dans un ordre inverse autour de chaque angle solide, et ces
deux solides ne pourraient étre superposés. Ainsi ce cas ne fait aucune
exception & la proposition générale.

C’est sans doute un probléme plus que déterminé, que celui de
construire un polyédre avec des faces données et assemblées suivant
un ordre donné; mais ’analyse ne s’applique pas avec succés a ce genre
de probléme, il n’y a pas précisément de caractére analytique qui
distingue un polyédre convexe d'un polyédre qui a des angles rentrants.
D’ailleurs I'analyse d’ou 'on devrait conclure qu’un seul polyédre satis-
fait a4 la question, ne manquerait pas d’étre extrémement compliquée.
Il faut donc savoir en pareil cas se tracer une route particuliére pour
parvenir 4 la solution; ce n’est que par une profonde méditation du
sujet et par des réductions & I’absurde qu’on peut espérer de réussir
dans ces sortes de recherches qui, pour la difficulté et pour le genre
de méthodes, ont quelque analogie avec celles qui s’offrent a chaque

pas dans la théorie des nombres.
QEuvres de C. — S. 11, t. II. 52
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- En donnant une idée de la difficulté de la question que nous avions
proposée a M. Cauchy, nous mettons la Classe 4 portée d’apprécier le
mérite de la solution qu’il en a donnée dans le Mémoire dont nous
avons & rendre compte. |

Ce Mémoire est divisé en deux parties : la premiére contient huit
théorémes sur les polygones convexes rectilignes ou sphériques. La
seconde en contient cinq sur les angles solides et les polyédres
convexes. Mais ce dernier est I'objet principal du Mémoire, ct les
autres ne doivent étre considérés que comme des lemmes nécessaires
a la démonstration de celui-ci.

Dans la premiére partie, 'auteur considére les variations qui
peuvent avoir lieu dans les angles d'un polygone convexe, rectiligne
ou sphérique, dont les cotés demeurent constants. Si le polygone
n’avait que trois cotés, il ne pourrait y avoir aucune variation dans les
angles. Ainsi on suppose constamment que le polygonc a au moins
quatre cotés; alors on voit que sans cesser d’étre convexe, il peut, en
conservant les mémes cotés, prendre une infinité de formes diffé-
rentes. J'avais donné deux propositions sur cet objet dans la premiére
édition de ma Géoméirie; M. Cauchy a porté jusqu’a huit le nombre de
ces propositions, ct les a démontrées d’une maniére qui lui est propre.

Dans la seconde partie, I’auteur applique d’abord aux angles solides
les résultats qu’il avait trouvés pour les polygones sphériques. Les
deux théorémes qu'il donne a cet cffet peuvent étre compris dans
I’énoncé suivant :

Si les angles plans qui composent un angle solide convexe a plus de
trots faces, demeurent constants et qu'on fasse varier d'une maniére
quelconque les inclinaisons mutuelles de ces plans, ou, pour abréger, les
inclinaisons sur les arétes, si on met ensuite sur chaque aréte le signe -+
ou le signe —, selon que linclinaison sur cette aréle augmente ou
diminue, et qu'on ne mette aucun signe aux arétes sur lesquelles I'incli-
naison ne varterait pas, je dis qu'on trouvera au moins quatre variations
de signe en faisant le tour de U’angle solide.
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De la M. Cauchy passe aux théorémes 11, 12 et 13, sur les polyédres
convexes. Le théoréme 11 n’est autre chose que le théoréme d’Euler
connu'par la notation S + H = A —- 2. Le théoréme 12 est une exten-
sion fort remarquable du théoréme d’Euler au cas ou les faces au lieu
d’étre planes, seraient considérées simplement comme des espaces
terminés par plusieurs droites non situées dans le méme plan. En
effet, si chacun de ces espaces compte pour une face, si en méme
temps les angles solides continuent d’8tre convexes, il n’y a aucun
changement 4 faire a la démonstration du théoréme d’Euler, telle que
je I'ai donnée dans ma Géométrie, et I'on parvient toujours & I'équa-
tion S+ H=A+ 2.

Pour venir enfin 4 la démonstration du théoréme 13, qui est I'objet
principal de ce Mémoire, 'auteur suppose d’abord qu’on fasse varier &
la fois les inclinaisons sur toutes les arétes. Cette supposition ne
pourrait avoir lieu & I’égard des angles solides triples qui sont inva-
riables; mais dans tout polyédre donné on peut supprimer les angles
solides triples, et le théoréme ne sera & démontrer que pour les
polyédres dont tous les angleb solides sont composés de quatre angles
plans ou plus.

Supposant donc avec Pauteur que les inclinaisons sur les arétes
varient toutes i la fois, cherchons combien il ya de variations de signe
d’'une aréte 4 la suivante. Il y a deux maniéres de compter ces varia-
tions; 'une en les considérant successivement sur les divers angles
solides, I'autre en les considérant sur les diverses faces. On est
d’ailleurs assuré que le nombre total, estimé d’une maniére ou de
I'autre, sera toujours le méme; car deux arétes consécutives qui appar- |
tiennent & I'un des angles solides, appartiennent en méme temps a
I'une des faces, et vice versa.

Cela posé, puisqu’en vertu du théoréme rapporté ci-dessus on doit
compter au moins quatre variations autour de chaque angle solide, le
nombre cherché N devra au moins étre égal a 48, de sorte qu on
aura N> 4S. C’est la premiére limite de V.
~ En second lieu, si on examine les successions de signes placés sur
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les cotés de chacune des faces et qu’on estime les variations au plus
grand nombre possible, on trouve que dans un triangle le nombre des
variations ne peut étre plus grand que 2; que dans un quadrilatére et
dans un pentagone il ne peut surpasser 4; que dans un hexagone et
dans un heptagone il ne peut surpasser 6, et ainsi de suite. Donc, si la
surface du polyédre est composée de a {riangles, de b quadrilatéres,
de ¢ pentagones, etc., le nombre total des variations ne pourra étre
plus grand que 2a +4b+ 4c+ 6d+ 6e+. . ..

Mais il est facile de voir, au moyen de I'équation S+ JI=A + 2,
que la quantité précédente est moindre, ou tout au plus égale 4 45 — 8.
Donc on auraita lafois N > 4Set ¥V < 4S — 8; résultat absurde, et nous
conclurons qu’il est impossible que les inclinaisons sur les arétes

. varient toutes & la fois dans le polyédre donné.

Supposons maintenant que les inclinaisons sur quelques-unes des
arétes demeurent constantes, tandis que les autres varient; si on
supprime toutes les arétes ou I'inclinaison ne varie pas, on supprimera
en méme temps des parties de la surface du polyédre proposé, qui ne
seront sujettes 4 aucune variation, et on aura un polyédre nouveau,
dont toutes les faces ne seront point planes, mais qui tombera dans le
cas du théoréme 12, et qui, par conséquent, satisfera encore a
I’équation

S+IH=4 42,

entendant par H le nombre total des faces, soit planes, soit terminées
par une suite de droites non situées dans un méme plan.

Ayant ainsi réduit le polyédre proposé & un autre dans lequel les
inclinaisons sur les arétes varient toutes a la fois, on retombe dans le
premier cas, et on conclut de méme que la figure du polyédre est
invariable.

Il est donc démontré que deux polyédres convexes sont égaux et
peuvent étre superposés, lorsqu’ils sont compris sous un méme
nombre de polygones égaux chacun a chacun, et disposés de la méme
maniére dans les deux solides.
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Nous voulions ne donner qu'une idée de la démonstration de
‘M. Cauchy, et nous avons rapporté cette démonstration presque toute
entiére. Nous avons ainsi fourni une preuve plus évidente de la
sagacité avec laquelle ce jeune géométre est parvenu a vaincre une
difficulté qui avait arrété des maitres de I'art, et qu’il était important
de résoudre pour le perfectionnement de la théorie des solides. Nous
pensons, en conséquence, que ce Mémoire mérite d’étre approuvé par
la Classe et imprimé dans le Recueil des Savants étrangers.

Signé Bror, Carvor, L GENDRE, rapporteur.

La Classe approuve le rapport et en adopte les conclusions.
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RAPPORT DE M. LE GENDRE
SUR UN MEMOIRE DE A. L. CAUCHY
INTITULE :
DEMONSTRATION GENERALE DU THEOREME DE FERMAT
SUR LES NOMBRES POLYGONES.

Correspondance sur PEcole Polytechnique, Tome III, p.295-299; 1812.

Quoique la théorie des nombres ait fait de gr'amds progrés dans cet
derniers temps, et qu’elle soit beaucoup plus avancée maintenant
quelle ne I'était du temps de Fermat; cependant le beau théoréme sur
les nombres polygones, du 4 ce savant célébre, n’a encore été démontré
que dans ses deux premiéres parties, qui sont relatives aux nombres
triangulaires et aux carrés; de sorte que tout ce qui regarde les autres
polygones a Iinfini, reste encore a démontrer. '

Il y a lieu de s’étonner que les géométres, qui ont su vaincre tant
d’autres difficultés, aient été arrétés jusqu’ici devant une simple
question de nombres dont Fermat avait trouvé la solution compléte.
Ce genre de difficulté toute particuliére, qu'on rencontre dans la
théorie des nombres, ne peut s’expliquef que par le peu de liaison
qu'il y a entre les différentes parties de cette théorie, et parce que
dans chaque nature de question il faut en quelque sorte créer un prin-
cipe ou une méthode particuliére pour la résoudre. On en voit un
exemple dans les démonstrations qui ont été données des deux premiers
cas du théoréme de Fermat, puisque le premier cas relatif aux nombres
triangulaires, fait partie de la théorie générale des formes trinaires des
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nombres, et n’a été démontré que longtemps aprés le second cas, qui
est tout 4 fait indépendant de cette théorie. ’ ‘

Quoi qu’il en soit, il était a désirer pour I'intérét de la science et
pour la satisfaction des géométres, que le théoréme sur les nombres -
polygones fut enfin démontré dans toute sa généralité, et c’est 'objet
que s’est proposé M. Cauchy, dans le Mémoire dont nous allons rendre
compte,

M. Cauchy suppose les deux premiers cas démontrés; il suppose, de
plus, ce qui est un résultat général de la théorie des formes trinaires
des nombres, qu’'on peut toujours décomposer en trois carrés tout
nombre proposé qui n’est pas de la forme 8n +- 7, ou le produit de
8n 4 7 par une puissance de 4 : il établit ensuite un principe entiére-
ment nouveau.

Il remarque d’abord qu’étant donné un nombre % composé de quatre
carrés dont les racines font une somme égale a s, le quadruple de ce
nombre peut toujours étre représenté pour quatre carrés dont 'un
est 52, ,

De 1a il conclut qu’étant donnés deux nombres % et s de méme
espéce, c¢’est-a-dire tous deux pairs ou tous deux\ impairs, si s est com-
pris entre les limites /4% et /(3k— 2) —1; si en outre 4k — s* n’est
pas de la forme 4%(8n 4 7), il sera toujours possible de décomposer
le nombre £ en quatre carrés dont les racines prises positivement
fassent une somme égale 4 s. ‘ .

Celte proposition, trés belle et trés générale, est le fondement de la
démonstration de M. Cauchy; elle apporte un perfectionnement remar-
quable au second cas du théoréme de Fermat, pﬁisqu’elle offre le
moyen non seulement de partager un nombre donné en quatre carrés,
mais encore de faire en sorte que la somme des racines de ces carrés
soit égale 4 un nombre donné, pris entre certaines limites qui
s’éloignent de plus en plus, 4 mesure que le nombre proposé devient
plus grand.

Les limites que M. Cauchy assigne aux valeurs de s, sont celles avec
lesquelles on est assuré d’obtenir, dans chaque cas, une solution ou
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toutes les racines sont prises positivement pour former la valeur de s.
Sil’on se permettait de prendre arbitrairement les signes de racines
dont les carrés composent la valeur du nombre donné £, la somme s de
ces racines pourrait étre fort inférieure a la moindre des limites sup-
posées, ce qui augmenterait le nombre des cas résolubles; mais pour
I'application que 'auteur a eu en vue, une condition essentielle est de
n’admettre dans la somme s que les racines prises positivement,
attendu que I'expression générale des nombres polygones, passé I'ordre
des carrés. indique deux séries différentes, selon qu’on prend I'indice
de chaque terme positif ou négatif. Ces deux séries considérées analy-
tiquement sont coordonnées entre elles, de maniére que I'une n’est
que le prolongement de l'autre, et que les deux réunies ne forment
qu'un méme systéme qui s’étend a I'infini, tant dans le sens des indices
positifs, que dans le sens des indices négatifs. Or I'énoncé du théoréme
de Fermat est restrcint aux nombres polygones pris dans le sens
positif, et I'on ne doit faire entrer aucunement en considération la
série qui a lieu dans le sens négatif.

Pour donner maintenant une idée de la méthode que suit I'auteur
dans la démonstration du théoréme de Fermat, considérons I'expres-
sion générale d'un nombre quelconque P qui serait composé, confor-

mément au théoréme, de n nombres polygones de l'ordre = ; cette
expression sera de la forme 4%+ Bs, dans laquelle 4 et B sont des

coefficients constants qui ne dépendent que de n; s est la somme des
indices de tous les polygones, et £ la somme de leurs carrés. La
question serait de déterminer pour chagque nombre proposé P, les
valeurs de k et de s, avec la condition que £ ne comprenne que  carrés
au plus, et que s soit la somme de leurs racines prises positivement.

Cette question, qui n’est que ’énoncé de la proposition générale a
démontrer, parait trop vague et trop indéterminée pour que I'analyse
puisse lui étre appliquée avec succés. M. Cauchy a eu 'idée heureuse
de restreindre le probléme, en supposant que sur les » polygones, qui
doivent composer le nombre P, il y en a n — 4 égaux 2610 ou a I'unité
indistinctement. Ainsi au lieu de la formule A%--Bs, M. Cauchy
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prend Ak~ Bs—+ r, rétant un nombre positif qui ne doit pas sur-
passer n — 4; alors k ne doit plus contenir que quatre carrés indéter-
minés, et s représente toujours la somme de leurs racines prises
positivement.

Cela posé, si'on prend pour £ un nombre impair assez grand pour
qu’il y ait au moins deux nombres impairs compris entre les limites
qui conviennent au nombre s, ce qui suppose seulement que k n’est
pas <121; M. Cauchy fait voir que la formule 4%+ Bs—+r repré-
sentera tous les nombres entiers compris entre la plus petite et la plus
grande valeur dont cette formule est susceptible, & raison des limites
de s; d’ou il suit que tous ces nombres peuvent étre décomposés en
n polygones dont n — 4 seront égaux 4 zéro ou a I'unité.

La méme formule, en augmentant * de deux unités, et prenant s
dans les limites qui conviennent 4 cette nouvelle valeur de &, fournira
la méme conclusion, ¢’est-a-dire, qu’on aura une seconde suite de
nombres entiers plus grands que ceux de la premiére suite, lesquels
seront également décomposables en n polygones de I'ordre n.

On prouve d’ailleurs que ces deux suites ne laissent point de lacune
entre elles, mais plutot que la fin de I'une se confond avec le com-
mencement de I'autre, de sorte qu’étant réunies elles offrent la série
compléte de tous les nombres entiers compris depuis le plus petit
terme de la premiére suite jusqu’au plus grand terme de la seconde.
Il est inutile d’en dire davantage, et I'on voit qu’en prenant pour £ des
nombres impairs de plus en plus grands, la formule Ak—+ Bs—r
représentera successivement tous les nombres entiers depuis celui qui
répond aux moindres valeurs de £ et de s jusqu’a 'infini. Par consé-
quent tous ces nombres sont décomposables en n nombres polygonaux
dont n — 4 sont égaux a zéro ou a I'unité.

Il ne reste donc 4 examiner que les nombres compris dans la méme
formule A% -+ Bs —+ r, lorsque k est inférieur 4 121. Or cet examen est
sans difficulté, puisqu’il n’y a qu’un nombre limité de valeurs de £ 4
considérer; et d’ailleurs I’auteur avait préparé d’avance la solution de

ces cas particuliers, par quelques propositions subsidiaires. Il est donc
QEuvres de C. — S, 11, t. 11, 53
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bientot conduit a la conclusion générale, qui est que tout nombre
entier peut étre représenté par la formule 4k + Bs 4 ravee les condi-
tions prescrites, et qu'ainsi tout nombre entier peut étre décomposé
en n polygones de 'ordre n, dont n — 4 sont égaux 4 zéro ou a l'unité.

La supposition qu’avait faite M. Cauchy pour simplifier la solution
du probléme, se trouve ainsi justifice par la conclusion 4 laquelle il
parvient. Non seulement donc il démontre le théoréme de Fermat dans
toute sa généralité, pour tous les polygones au-dela des carrés; mais il
substitue au théoréme de Fermat un théoréme beaucoup plus précis et
plus intéressant, puisqu’il prouve que sur les nombres polygonaux
qui entrent dans la composition d’'un nombre donné quelconque, il y
en a toujours n — 4 égaux a zéro ou a I'unité.

Il résulte en méme temps de I'analyse de M. Cauchy que la décom-
position effective d'un nombre donné en n polygones de I'ordre n peut
toujours s’opérer a priori, en supposant seulement qu’on sache décom-
poser en trois carrés les nombres qui sont susceptibles de cette
décomposition.

Nous concluons de ce qui précéde que le Mémoire de M. Cauchy
offre une nouvelle preuve du talent et de la sagacité que 'auteur a
montrés dans d’autres recherches également utiles au progrés de
I’Analyse et de la Géométrie. Nous pensons en conséquence que ce
Mémoire est digne des éloges de la Classe, et d’ etre imprimé dans le
Recueil des Savants étrangers.

FIN DU TOME II DE LA SECONDE SERIE.
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