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AVERTISSEMENT
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lui connaît déjà, et l’ imprimerie Gauthier-Villars, qui a apporté tous 

ses soins à l’ impression de ce volume.
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MÉMOIRE

SUR L'INTERPOLATION 0 ).

Journal de Mathématiques pures et appliquées, Tome II, p. ig3-2o5; 1837.

Dans les applications de l'analyse à la Géométrie, à la Physique, à 

l’Astronomie... deux sortes de questions se présentent à résoudre, et 

il s’agit i° de trouver les lois générales des figures et des phénomènes, 

c’est-à-dire la forme générale des équations qui existent entre les 

diverses variables, par exemple, entre les coordonnées des courbes et 

des surfaces, entre les vitesses, les temps, les espaces parcourus par 

les mobiles, etc.; 20 de fixer en nombres les valeurs des paramètres 

ou constantes arbitraires qui entrent dans l’expression de ces mêmes 

lois, c’est-à-dire les valeurs des coefficients inconnus que renferment 

les équations trouvées. Parmi les variables on distingue ordinairement, 

comme l’on sail, celles qui peuvent varier indépendamment les unes 

des autres, et que l’on nomme pour cette raison variables indépen

dantes, d’avec celles qui s’en déduisent par la résolution des diverses 

équations, et qui se nomment fonctions des variables indépendantes. 

Considérons en particulier une de ces fonctions, et supposons qu’elle 

se déduise des variables indépendantes par une équation ou formule 

qui renferme un certain nombre de coefficients. Un pareil nombre 

d’observations ou d’expériences, dont chacune fournira une valeur

(*) Ce Mémoire a élé autographié en septembre 1835 et envoyé à cette époque à 
l’Académie des Sciences. On l’imprime ici pour la première fois, du consentement de 
l’auteur. (J. L.)
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6 MEMOIRE SUR L’INTERPOLATION.

particulière de la fonction correspondante à un système particulier de 

valeurs des variables indépendantes, suffira pour la détermination 

numérique de tous ces coefficients; et, cette détermination faite, on 

pourra obtenir sans difficulté de nouvelles valeurs de la fonction 

correspondantes à de nouveaux systèmes de valeurs des variables indé

pendantes, et résoudre ainsi ce qu’on appelle le problème de l’inter

polation. Par exemple, si l’ordonnée d’une courbe se trouve exprimée 

en fonction de l’abscisse par une équation qui renferme trois para

mètres, il suffira de connaître trois points de la courbe, c’est-ii-dirc 

trois valeurs particulières de l’ordonnée correspondantes à trois valeurs 

particulières de l’abscisse, pour déterminer les trois paramètres; et, 

cette détermination effectuée, on pourra sans peine tracer la courbe 

par points en calculant les coordonnées d’un nombre aussi grand que 

l’on voudra de nouveaux points situés sur les arcs de cette courbe 

compris entre les points donnés. Ainsi, envisagé dans toute son étendue, 

le problème de l’interpolation consiste à déterminer les coefficients ou 

constantes arbitraires que renferme l’expression des lois générales des 

figures ou des phénomènes, d’après un nombre au moins égal de 

points donnés, ou d’observations, ou d’expériences, Dans une foule de 

questions les constantes arbitraires entrent au premier degré seulement 

dans les équations qui les renferment. C’est précisément ce qui arrive 

lorsqu’une fonction est développable en une série convergente ordonnée 

suivant les puissances ascendantes ou descendantes d’une variable 

indépendante, ou bien encore suivant les sinus ou cosinus des multiples 

d’un même arc. Alors il s’agit de déterminer les coefficients de ceux 

des termes de la série que l’on ne peut négliger sans avoir à craindre 

qu’il en résulte une erreur sensible dans les valeurs de la fonction. 

Dans le petit nombre de formules qui ont été proposées pour cet objet, 

on doit distinguer une formule tirée du calcul des différences finies, 

mais applicable seulement au cas où les diverses valeurs de la variable 

indépendante sont équidifférentes entre elles, et la formule de Lagrange 

applicable, quelles que soient ces valeurs, à des séries ordonnées 

suivant les puissances ascendantes de la variable indépendante. Toute-
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MÉMOIRE SUR L’INTERPOLATION. 7

fois cette dernière formule elle-même se complique de plus en plus à 

mesure que l’on veut conserver dans le développement de la fonction 

en série un plus grand nombre de ternies; et ce qu’il y a de plus 

fâcheux, c’est que les valeurs approchées des divers ordres correspon

dantes aux divers cas où l’on conserverait dans la série un seul terme, 

puis deux termes, puis trois termes... s’obtiennent par des calculs à 

peu prés indépendants les uns des autres, en sorte que chaque nouvelle 

approximation, loin d’être rendue facile par celles qui la précèdent, 

demande au contraire plus de temps et de travail. Frappé de ces incon

vénients, et conduit par mes recherches sur la dispersion de la lumière 

■*· à m’occuper de nouveau du problème de l’interpolation, j’ai eu le 

bonheur de rencontrer pour la solution de ce problème une nouvelle 

formule qui, sous le double rapport de la certitude des résultats et de 

la facilité avec laquelle on les obtient, me paraît avoir sur les autres 

formules des avantages tellement incontestables, queje ne doute guère 

qu’elle ne soit bientôt d’un usage général parmi les personnes adonnées 

à la culture des sciences physiques et mathématiques.

Pour donner une idée de cette formule, je suppose qu’une fonction 

de x,  représentée par y, soit développable en une série convergente 

ordonnée suivant les puissances ascendantes ou descendantes de x ,  ou 

bien encore suivant les sinus ou cosinus des arcs multiples de x ,  ou 

même plus généralement suivant d’autres fonctions de x  que je repré

senterai par

o(.t ) =  u, x(a:) — r, =  ---

en sorte qu’on ait

(i) y  =  au -4- bv 4- cw + . . . ,

a, b, c, . .  ., désignant des coefficients constants. Il s’agit de savoir, 

i u combien de termes on doit conserver dans le second membre de 

l’équation (i) pour obtenir une valeur de y  suffisamment approchée, 

dont la différence avec la valeur exacte soit insensible et comparable 

aux erreurs que comportent les observations; 2° de fixer en nombres 

les coefficients des termes conservés, ou, ce qui revient au même, de
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8 MÉMOIRE SUR L’INTERPOLATION.

trouver la valeur approchée dont nous venons de parler. Les données 

du problème sont un nombre suffisamment grand de valeurs de y  

représentées par

y lï y51 * * · > jKrtl

et correspondantes à un pareil nombre n de valeurs de x  représentées 

par Xi, . . . ,  x n, par conséquent aussi à un pareil nombre de 

valeurs de chacune des fonctions u, v, w, . . . .  valeurs que je repré

senterai de même par
U-l’i . . .  un

pour la fonction u, par

t’u <’2, Cn

pour la fonction v, etc. Ainsi, pour résoudre le problème, on aura 

entre les coefficients inconnus a, b, c, . . . ,  les n équations du premier 

degré
z n  (XU\ -(-  b v j - f-  CWi -I- . . .  j

j', =  au; -t- bv-, -t- cw.
......................................... .

yn= au n+b(>n+cw,, +

qui, si l’on désigne par i l’un quelconque des nombres entiers

i ,  2 , . . . ,  n ,

se trouveront toutes comprises dans la formule générale

(3) y t— au.,+bct+ cw i  + ----

On effectuera la première approximation en négligeant l.es coefficients 

b, c, . . . ,  ou, ce qui revient au même, en réduisant la série à son 

premier terme. Alors la valeur générale approchée de y  sera

(4) y  — au-,

et, pour déterminer le coefficient a, on aura le système des équations

(5) j ,  —  auu y.,= aUi, . . .  yn~ a u n.

Les diverses valeurs de a, que l’on peut déduire de ces équations ( 5)
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MEMOIRE SUR L’INTERPOLATION. 9

considérées chacune à part, ou combinées entre elles, seraient toutes 

précisément égales si les valeurs particulières de y, que nous suppo

sons données par l’observation, étaient rigoureusement exactes. Mais 

il n’en est pas ainsi dans la pratique où les observations comportent 

des erreurs renfermées entre certaines limites ; et alors il importe de 

combiner entre elles les équations (5) de manière que, dans les cas les 

plus défavorables, l’influence exercée sur la valeur du coefficient a par 

les erreurs commises sur les valeurs de y t, y-2, . . . ,  y n soit la moindre 

possible. Or, les diverses combinaisons que l’on peut faire des équa

tions ( 5) pour en tirer une nouvelle équation du premier degré, par 

"rapport à a, fournissent toutes des valeurs de a comprises dans la 

formule générale

(6) q =
k \  U\ H— a 2 ^2 · · · H” k n Un

que l’on obtient en ajoutant membre à membre les équations (5) après 

les avoir respectivement multipliées par des facteurs constants k,, 

k3, . . . ,  kn. Il y a plus; comme la valeur de a déterminée par l’équa

tion (6) ne varie pas quand on fait varier simultanément les facteurs kit 

k2, . . . ,  kn dans le même rapport, il est clair que parmi ces facteurs, le 

plus grand (abstraction faite du signe) peut toujours être censé réduit 

à l’unité. Remarquons enfin que, si l’on nomme

ÊJ) · ♦ · 5 Ê/ti

les erreurs respectivement commises dans les observations sur les 

valeurs de
y  ii y  2 * · * · î y  ni

la formule précédente (6) fournira pour a une valeur approchée, dont 

la différence avec la véritable sera

/ . Al El —t— /r2E ; +  ■ ■ . -4- k n  En

*1 Mi ^2 lt-2 -f- . . . —(— k n U,fi

Il faut maintenant choisir klt k3, . . . ,  kn de telle sorte que, dans les 

cas les plus défavorables, la valeur numérique de l’expression (7) soit 

la moindre possible.
Œ u v res de C. — S. II, t. II. 2
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10 MÉMOIRE SUR L’INTERPOLATION-

Représentons par
S ut

la somme des diverses valeurs numériques de u,, c’est-à-dire ce que 

devient le polynôme

±  Hl±U,±. . .±  U.„

quand on y dispose de chaque signe de manière à rendre chaque 

terme positif. Représentons par S e,· non la somme des valeurs numé

riques £1( e2, . . s„, mais ce que devient la somme S «,·, quand on y

remplace chaque valeur de «,· par la valeur correspondante de e,·. Si 

l’on réduit à -f-1 ou à —  i chacun des coefficients klt k2, . . . ,  h,„ en 

choisissant les signes de manière que, dans le dénominateur de la 

fraction
/i' i Si -4- Â~2 £·> -I- ■ ■ ■ H- k nsn 

k\ u-i - f -  k% U·2 —1-  · · · -J— knun

tous les termes soient positifs, celte fraction sera réduite à

( 8 )
S £; _ 
S?«;’

et elle offrira une valeur numérique tout au plus égale au rapport

E
Sm/’

si l’on désigne par E la somme des valeurs numériques de £,·, ou, ce 

qui revient au même, la valeur numérique de S e,· dans le cas le plus 

défavorable. D’autre part, en attribuant à /ct, /c2, . . . ,  lcn des valeurs 

inégales dont la plus grande (abstraction faite des signes) soit l’unité, 

on obtiendra pour dénominateur de la fraction une quantité dont la 

valeur numérique sera évidemment inférieure à S m,, tandis que la 

valeur numérique du numérateur pourra s’élever jusqu’à la limite E; 

ce qui arrivera eiïectivement si les erreurs e4, e2, . .  ., £„ sont toutes 

nulles, à l’exception de celle qui sera multipliée par un facteur égal, 

au signe près, à l’unité. Il en résulte que la plus grande erreur à 

craindre sur la valeur de a déterminée par la formule

_ktji +  kjj'i +  · · · ·+· knj'n
ki u-i +  A·., U'i + . . .  +  knun

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



MÉMOIRE SUR L’INTERPOLATION. Il

sera la moindre possible si l'on pose généralement

*1 =  ± I,

en choisissant les signes de manière que dans le polynôme

ki u.i -H k-2 u2 -1- ...  -f- knun

tous les termes soient positifs. Alors cette formule donnera

(9) a S Uiy
\

S j, étant ce que devient la somme S u,· quand on y remplace chaque 

valeur de w, par la valeur correspondante de yh et l’équation y  —  au 

deviendra

( 1 0 )

Si l’on fait pour abréger

( 1 1 )

on aura simplement

(«a)

Si l’on supposait généralement u =  i, l’équation y  =  au, réduite à

y =  a,

U , ç ,

^ =  s ^ ·

u
a =

b u¿

exprimerait que la valeur d e y  est constante; et comme on aurait alors

a =
a   i

S ut n

la formule y  =  aSy¡ donnerait

y ;S y t.

Donc alors on devrait prendre pour valeur approchée de y  la moyenne 

arithmétique entre les valeurs observées ; et la plus grande erreur à 

craindre serait plus petite pour çette valeur approchée que pour toute

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



12 MEMOIRE SUR L’INTERPOLATION.

autre. Cette propriété des moyennes arithmétiques, jointe à la facilité 

avec laquelle on les calcule, justifie complètement f  usage où l’on est 

de leur accorder la préférence dans l’évaluation des constantes arbi

traires qui peuvent être déterminées directement par l’observation.

Soit maintenant A y  le reste qui doit compléter la valeur approchée 

d e y  fournie par l’équation

(12) y  — «Sy,,

en sorte qu’on ait

(13) y  ~  a S y / +  A v.

Posons de même

(14) (' =  a S ('/ —1- Ac, w — aSwj-t- A«’, . . . .

On tirera de la form uley,=  au, 4- bv¡-\-cw,—\ - .. . .

(15) S / / =  a S « i +  ¿»S - t -  cSw t-h . .. ;

puis de cette dernière, multipliée par a, et soustraite de l’équation (i),

(16) à y  — b Av -+- c A w - ( - . . . .

Soient d’ailleurs a,·, Ay h A vh A w h  . . . ,  ce que deviennent les 

valeurs de a, A y, Ac, A w, . . . ,  tirées des équations (x i), ( i3) et ( i 4). 

quand on y remplace x  par x¡, i étant l’un des nombres entiers i , 

2, n. Si les valeurs de

A y  u A y ,  . . . ,  A y„

sont très petites, et comparables aux erreurs que comportent les 

observations, il sera inutile de procéder à une seconde approximation, 

et l’on pourra s’en tenir à la valeur approchée d e y  fournie par l’équa

tion y  =  a S y t·. Si le contraire a lieu, il suffira, pour obtenir une 

approximation nouvelle, d’opérer sur la formule (16) qui donne 

Ay =  èAe +  . . ., comme dans la première approximation l’on a opéré 

sur la formule (i)  y  =  au + . .

Cela posé, désignons par

S'A (>(

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



MÉMOIRE SUR L’INTERPOLATION. 13

la somme des valeurs numériques de A?,, et par

S'A y„ S'A»,, . . .

les polynômes dans lesquels se change la somme S ' A q u a n d  on y 

remplace chaque valeur de A?,· par la valeur correspondante de A y,· ou 

de Aw,·, . . .  ; soit énfin

si l’on peut, sans erreur sensible, négliger dans la série (i)  le coeffi

cient c du troisième terme et ceux des termes suivants, on devra 

-prendre pour valeur approchée de A y

(18) A j = r ê S ' A s 

soit A-y  le reste du second ordre qui doit compléter cette valeur 

approchée, et faisons en conséquence

(19) Ay — §S'Ayt+A*-j·.

Posons de même

(20) Aw =  êS'A»»,-1-A2iv, . . .  ;

on tirera successivement, de la formule (16),

(21) Ayt— b Ar,-t- cAw, +  . .

(22) S' A/(= ¿>S' Ap,-)- cS' Aw,-f-...;

puis cette dernière, multipliée par ê et retranchée de l'équation (16),

(23) A2 j  — c A2tv -)-.·■ .

Soient d’ailleurs 6,·, A2/,·, A3 <*>,·, . . . ,  ce que deviennent les valeurs 

de S, A3j ,  Aüiv, . . . ,  tirées des équations (17), (19) et (20), quand on 

y remplace x  par #,·, i étant l’un des nombres entiers 1 , 2,  . . . , « .  Si 

les valeurs de
A2 j , ,  A 2j 2, . . . ,  A *yn

sont très petites et comparables aux erreurs que comportent les obser

vations, il sera inutile de procéder à une nouvelle approximation, et

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



14- M É M O IR E  SUR L’I N T E R P O L A T I O N .

l’on pourra s’en tenir à la valeur approchée de Ay fournie par l’équa

tion (18). Si le contraire a lieu, il suffira, pour obtenir une troisième 

approximation, d’opérer sur la formule (23) qui donne A-y, comme 

l’on a opéré dans la première approximation sur la formule (i). En 

continuant de la sorte, on obtiendra la règle suivante :

L’inconnue y, fonction de la variable x ,  étant supposée dévelop

pable en une série convergence

(I) a« +  fe +  c»>+. . .

où u, v, w', . . . ,  représentent des fonctions données de la même 

variable, si l’on connaît n valeurs particulières de y  correspondantes 

à n valeurs particulières

Xu *̂ '2j · * ■ ) &n

de x,  si d’ailleurs on nomme i l’un quelconque des nombres entiers x, 

2, . . . ,  n, et y h //,·, vh . .  ., ce que deviennent y, u, v, . . . ,  quand on 

y remplace x  par a?,·; alors, pour obtenir la valeur générale de y  avec 

une approximation suffisante, on déterminera d’abord le coefficient a 

à l’aide de la formule

( I I )  · u =  aSUi ,

dans laquelle S «,· désigne la somme des valeurs numériques de //,·, et 

la différence du premier ordre Ay à l’aide de la formule

(III) y  =  <xSyt+ A y .

Si les valeurs particulières de Ay, représentées par Ayu Ayif ..., Ayn, 

sont comparables aux erreurs d’observation, on pourra négliger Ay et 

réduire la valeur approchée d e y  à

a Sy t.

Dans le cas contraire, on déterminera 6 à l’aide des formules

(IV) v =  aSc/-t- Δ*>, Av =  6S' Af’i,

S'Avi étant la somme des valeurs numériques de Avh et la différence
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MÉMOIRE SUR L’INTERPOLATION. 15

du second ordre A-y à l’aide de la formule

(V) A j  =  SS' A j  -i- A2j .

Si les valeurs particulières de A2y, représentées par Ay l , A2 j 2, ..., A2y n, 

sont comparables aux erreurs d’observation, l’on pourra négliger A2y  

et réduire en conséquence la valeur approchée de y  à o S j,-+  SaS'Ay,·. 

Dans le cas contraire, on déterminera y par les formules

(VI) tv =  aS(v,·-)- A«’, A w =  êS' A wt-y  A2tv, A2w =  yS" A2^ ,

S"A-sVi étant la somme des valeurs numériques de A2»̂ ,·, et la diffé

rence du troisième ordre A3y  par la formule

(Vil) i ^ r r y S ' A ^ + A ’j ,  . . . .

Ainsi, en définitive, en supposant les coefficients a, 6, y, . . . ,  déter

minés par le système de ces équations, etc., on devra calculer les 

différences des divers ordres représentées par

A j ,  A2j , A3 y ,

ou plutôt leurs valeurs particulières correspondantes aux valeurs x lf 

u?2, . . . ,  x n de la variable x ,  jusqu’à ce que l’on parvienne à une diffé

rence dont les valeurs particulières soient comparables aux erreurs 

d’observation. Alors il suffira d’égaler à zéro la valeur de cette diffé

rence tirée du système des équations (III), (V), (VII), . . . ,  pour 

obtenir avec une approximation suffisante la valeur de y. Cette valeur 
générale sera donc

j  =  aS j ; ,  ou y  — ocSyi+ êS'Ay/, ou etc.,

suivant que l’on pourra, sans erreur sensible, réduire la série à son 

premier terme, ou à ses deux premiers te rm e s.... Donc, si l’on 

nomme m le nombre des termes conservés, le problème de l’ inter

polation sera résolu par la formule

y  =  ccSy,-yëS ' A/z-t- yS" A2j , - i- . . . ,

le second membre étant prolongé jusqu’au terme qui renferme A"*_1j t·.
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16 M É M O IR E  SUR L’I N T E R P O L A T I O N .

Il est bon d’observer que des formules précédentes on tire non 

seulement

S a , =  i ;  S ê ; = o ,  S'<S,= i ;  S f , =  o, S 'y , =  o, S"y , =  i , 

mais encore

S A p, =  o ; S A w, =  o, S A 2(v, =  o, S 'A 2«>î: = o, 

et
S A / , =  o; SA!j , =  o, S'A2/ , =  o;

SA3/ ,·— o, S’A3/ , — o, S" A3/ , =  o, ----

Ces dernières formules sont autant d’équations de condition auxquelles 

doivent satisfaire les valeurs particulières de a, 6, y, . . . ,  ainsi que 

celles des différences des divers ordres de u, v, w, et il en

résulte qu’on ne peut commettre dans le calcul de ces valeurs parti

culières aucune erreur de chiffres sans en être averti par le seul fait 

que les équations de condition cessent d’être vérifiées.

En résumé, les avantages des nouvelles formules d’interpolation 

sont les suivants :

i° Elles s’appliquent aux développements en séries, quelle que soit 

la loi suivant laquelle les différents termes se déduisent les uns des 

autres, et quelles que soient les valeurs équidifférentes ou non de la 

variable indépendante.

2° Les nouvelles formules sont d’une applicrtion très facile, surtout 

quand on emploie les logarithmes pour le calcul des rapports a, §, y , .... 

et des produits de ces rapports par les sommes des diverses valeurs 

des fonctions ou de leurs différences. Alors, en effet, toutes les opéra

tions se réduisent à des additions ou à des soustractions.

3° A l’aide de nos formules les approximations successives s’exé

cutent avec une facilité de plus en plus grande, attendu que les diffé

rences des divers ordres vont généralement en diminuant.

4° Nos formules permettent d’introduire à la fois dans le calcul les 

nombres fournis par toutes les observations données, et d’augmenter
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MEMOIRE SUR L’INTERPOLATION. 17

ainsi l’exactitude des résultats en faisant concourir à ce but un très 

grand nombre d’expériences.

5° Elles offrent encore cet avantage, qu’à chaque approximation 

nouvelle, les valeurs qu’elles fournissent pour les coefficients a, b, c , ..., 

sont précisément celles pour lesquelles la plus grande erreur à craindre 

est la moindre possible.

0° Nos formules indiquent d’clles-mcmes le moment où le calcul 

doit s’arrêter, en fournissant alors des différences comparables aux 

erreurs d’observation.

7° Enfin les quantités qu’elles déterminent satisfont à des équations 

de condition qui ne permettent pas de commettre la plus légère faute 

de calcul, sans que l’on s’en aperçoive presque immédiatement.

On trouvera dans les nouveaux exercices de mathématiques de 

nombreuses applications de nos formules d’interpolation.

Œ uvres de C . — S. Il, l. II. o

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NOTE

SUR I A  VARIATION DES CONSTANTES A R BITR A IR ES  

DANS LES PRORLÈM ES DE MÉCANIQUE ( ‘ )

Journal de Mathématiques pures et appliquées, Tomo II, p. 4o6-4i2 ; 1837.

1. Soient données, entre la variable t, n fonctions de t désignées 

par x, y, z, . . . ,  et n autres fonctions de t désignées par u ,v ,w , . . . , 

2.n équations différentielles du premier ordre et de la forme

d y _ dQ d z __ dQ
dt dv ’ dt dw  ’
d v _ dQ d w _ clQ
dl d y ' dt dz

Q représentant une fonction de x , y, z, . . . ,  u, v, w, . .  ., t. On pourra 

supposer les inconnues x , y, z, . . u, v, w, . . . ,  exprimées en fonc

tion de t et de in  constantes arbitraires a, b, c, . . .  ; et l’on aura, dans 

cette hypothèse,

c/Q dQ d x  (/Q dy ^  r/Q du
da d x  da dy  du ' ' du du  ’

(>)

d x
dt
du
dt

dQ
du ’ 
dQt
d x

par conséquent

dQ du d x dv dy  _ d x du
da dt da d t da ^  dt da

on t rouv era  de  ¡m êm e
dQ du d x dv dy  _ d x. . . H------ du
db dt db d t db dt db

(*) Cel article fait partie d’un très long Mémoire sur la Mécanique céleste qui a été 
présenté à l’Académie de Turin le 11 octobre 1831 et dont on peut ■ voir un extrait dans le·
Bulletin universel des Sciences de M. Fôrussac. (J. Liouville.)
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19DES CO N STA N TES A R B I T R A I R E S  EN MÉCANIQUE

Si de la seconde des équations (2), différentiéc par rapport à la quan

tité a, on retranche la premièrediflerentiée par rapporté b, on obtien

dra la suivante

(3) f c ! l  =  ü,
dt

la valeur de [<z, è] étant

(4) [a, b] =
d x  du 
du db

d x  du dy  dv dy  dv
db da da db db da

puis, en intégrant l'équation ( 3), 011 trouvera

dÿ>) [a, ¿>] =  const.

Donc, les quantités représentées par les symboles [a, b~\, [a, c], . .  ., 

[b , c], . . . ,  seront indépendantes de t. Observons d'ailleurs qu'en 

vertu de la formule (4), on aura généralement

[a,  «] =  o el [a,  b \ — — [6, a].

Soient maintenant

k  — u , B =  b, C =  c,

les intégrales générales des équations (1), A, B, G, . . .  désignant des 

fonctions déterminées des seules variables x , y, z, . . . ,  u, v, w, . 

Faisons de plus

. . . _ d \  d\\ d k  rfB d k  dte d k  <a?B
'  ’ d x  du du d x  ^ d y  dv dv dy  ‘ ‘ ‘ ’

on aura encore

(A ,A )  =  o, (A, B) =  - ( B ,  A).

D'ailleurs, si, dans l’équation qui détermine x  en fonction de a ,b ,c , ..., 

l, on substitue A, B, C, . . .  au lieu de a, b, c, . . . ,  on obtiendra une 

formule identique, qui, différentiée successivement par rapport à x,  

y, z, . . . ,  u, . . .  donnera
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20 SUR LA V A R I A T I O N  RES CONSTANTES A R B I T R A I R E S  

et, si l'on ajoute entre elles les valeurs de (A, A), (A, B), (A, C), . . .  

respectivement multipliées par ^ > ···  on trouvera, en ayant

égard aux formules (8),

( 9 )

/ > a, dx . . ... dx  . . dx
(A’ A )Tfo +  (A’ b ) 7tó +  (A’ G )T ^ ·

_  dh 
' du

on trouvera, de même,
dh

—  dv ’
etc.

Pareillement, si l’on ajoute entre elles les valeurs de (A, A), (A, B), 

(A, C), . . .  respectivement multipliées par ^ ,  ^ , ···, 011 trouvera

(io)

(A, A) du
da (A, B) du

db (A, C)
du
de

on aura de môme

/ i  , X dv ... dv dv
( A’ A) Ta +  (A) B) db +  (A’ C) Te + · · '

etc.

dh  
dx  ’

dh
dy

D’autre part, si l’on diflércntic successivement la première des for

mules (6) par rapport à chacune des quantités a, b, c, . . .  en consi

dérant x, y, z, . . . ,  u, v, w, . . .  comme des fonctions de a,b,c,  . . . ,  t, 

on en tirera

( n )

O =

dh dx  
dx  da 
dh  dx  
d x  db

dh  dy  
dy da

dh  du 
du da

+  . .
dh  dx  
d x  de

Cela posé, si l’on combine par voie d’addition les formules (g) et (io ), 

après avoir multiplié respectivement les formules.(g)par —  —  — ,
i  Ci Ce CtCC

—  T a " '  et *es f°rmules(io)p ar on trouvera, en ayant -
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DANS LES P R O B L È M E S  DE MÉC ANIQUE .  21

égard à la première des équations (i i),

I
(A, A)[a,  a] +  (A, B)[a ,  b] +  (A, C)[a ,  c] +  . .  . =  i ; 

on aura, de même,

(A, B)[ô, a] +  (A, B)[6, ô] +  (A, C)[6, c ] + . . . =  o,
(A, A )[c , «] +  (A, B )[c, ¿>] +  (A, B ) [ c, c ] + , . . =  o, 

etc.

Les équations (12) suffisent pour déterminer les valeurs des quantités 

(A, B), (A, C), . .  ., quand on connaît celles des quantités constantes 

[a, 6], [a, c], . .  ., [b, c]. Des équations semblables détermineront les 

valeurs de (B, A), (B, C), . . . .  Donc les quantités (A, B), (A, C), . . . ,  

(B, C), . . .  sont elles-mêmes constantes, et 11e dépendent pas de la 

variable t.

Il est bon d’observer que, si, dans les équations (6) différentiées 

par rapport à t, on substitue les valeurs de des

équations (1), les formules ainsi obtenues, savoir, ·

JA dQ dA dQ dA dQ
dx  du, d y  dv du dx  ’
dB dQ ' __ dB dQ _  
dx du ’ ’ ' du dx  ’ ’

auront pour seconds membres des fonctions identiquement nullcs de 

x , y ,  z, 11, v,w, . . ., t. Car, s’il en était autrement, il existerait entre 

les valeurs générales de x , y ,  z, . . . ,  u, v, w, . . . ,  t, et par conséquent 

aussi entre les valeurs initiales de x , y, z, . . . ,  u, v, w, . . .  correspon

dantes à t =  o, des équations qui 11e renfermeraient aucune constante 

arbitraire; ce qui est absurde, puisque ces valeurs initiales peuvent 

être choisies arbitrairement.

Supposons maintenant qu’il s’agisse d’intégrer non plus les équa

tions (1), mais les suivantes :

II dQ
du

dB
du '

dy
dl

dQ JR
—— h -7— )dv dv

II dQ JR
dw '

du dQ JR dv dQ JR dw dQ JR
~dl ~ d x d x ' ~dt ~~ dy d y ' dt d z '

. . . ,
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22 SUR LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES

on pourra supposer encore les valeurs de x, y ,z ,  . . .  ,u,v,w , . . .  déter

minées par les équations (6), pourvu que l'on y considère a, b, c, 

comme devenant fonctions de t. Alors, si, dans la première des équa

tions (6), différentiée par rapport à t, 'on substitue les valeurs de
d x  dy du . , , . „  ...
~dï’ ’d t ’ ’ " ’ d t ’ " "  t i rces  des  équations (i4), si d ailleurs on a égard à

la première des formules ( i3), qui, subsisle, quelles que soient les 

valeurs de x, y, z, . . . ,  u, e, w, . . . ,  t, on trouvera

, .  ̂ d a _d k  d \\ ^  d k  d.l\ ^  d k  c/R
dt d x  du d y  dv ' ' ' du d x

Enfin, si, après avoir exprimé R en fonction de a, b, c, . . . ,  t, on y 

substitue, au lieu de a,b,c,  ... les fonctions de x ,y ,  z, u, v, w , ..., t 

représentées par A, B, C, . . . ,  on retrouvera identiquement la pre

mière valeur de R; et l’on aura, par suite,

d x  da d x ' d b d x  "  ' ’ dy ~  du dy  +  ~db +  ' ' ‘ ’
A

du da du ' ' ' ’

Cela posé, la formule ( i 5) donnera

(17)

I da. . . ... d\\ , . „ , rfR
3Z.= <A’ l,>Sr +  (A' C> * - ' "

on trouvera de même, 
db . c/R n . c/R

etc.

Telles sont les équations différentielles qui devront servir à déter

miner a, b, c, . . .  en fonction de t. Les coefficients de ... dans
t ic i d t)

ces équations, seront, d’après les remarques précédemment faites, des 

fonctions des seules quantités a, b, c, . . .  ; et la variable t n’y entrera 

pas d’une manière explicite.
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DANS LES PROBLÈMES DE MÉCANIQUE. 23

Application à la Mécanique céleste.

2 . Soient i l l  la masse du Soleil, m, m', jn", . . .  les masses des pla

nètes : prenons pour origine des coordonnées le centre du Soleil, et 
soient

. r ,  y ,  z  ; x', y ', z', . . .

les coordonnées des planètes dans leurs mouvements relatifs autour 

de cet astre. En choisissant convenablement l’unité de masse, dési

gnant par u, v, w les vitesses de m mesurées parallèlement aux axes 

-des x , y, z, et faisant pour abréger

M =  JH +  m,

r =  (iCi -{-yt - h z i ) ,̂ /·' =  (x"1 -+- y n -|- z'-)*,

z '= {(æ- æ'r-+ ( y - y ) ^ + ( z ~ z 'y - f ,
n  m'( xx'  - t -  y  y'  -+- zz' ) m'

—  h . . . -  y

on trouvera pour les équations différentielles du mouvement de m,

d x dy dz
dl =  “ ’ i t = v’ dl

- w ,

d\\ dv M y d\\ dw M z dR
d x 1 dl r ' dy ’ ■ dl r'·1 dz

Pour déduire ces dernières formules des équations ( i 4) du numéro 

précédent, il suffira de prendre

Q =
î/.2 +  e2 -f- (v2

2

M
r

et d’admettre que R est fonction seulement de x , y , z, x ', y', z', . . . .  

Ainsi la théorie générale exposée ci-dessus s’applique sans difficulté 

aux équations différentielles du mouvement des planètes.
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MÉTHODE SIMPLE ET NOUVELLE 
POUR LA

DÉTERMINATION COMPLÈTE DES SOMMES ALTERNÉES, 
FORMÉES AVEC LES

RACINES PRIMITIVES DES ÉQUATIONS R1NÔMES.

Journal de Mathématiques pures et appliquées, Tome V, p. i 54-i G8 ; 1840.

Cet arliele, extrait des Comptes rendus de VAcadémie des Sciences 

(t. 10, 1840, p. 560-572) a déjà été reproduit dans les Œuvres de 

Cauchy, i re série, t. V, p. i 5a -i66.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SUR LA
SOMMATION DE CERTAINES PUISSANCES 

D’UNE
RACINE PRIMITIVE D’UNE ÉQUATION BINÔME 

ET, EN PARTICULIER,
DES PUISSANCES QUI OFFRENT POUR EXPOSANTS 

LES RÉSIDUS CUBIQUES INFÉRIEURS AU MODULE DONNÉ.

Journal <le Mathématiques pures et appliquées, Tome V, p. 169-183; 1840.

Cet article, extrait des Comptes rendus de l'Académie des Sciences 
(t. 10, 1840, p. 5g4-6oG) a déjà été reproduit dans les OEuvres de 
Cauchy, i re série, l. V, p. 1GG-180.

Œ u v res d e C. — S. Il, t. II. 4
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RAPPORT

SUR UN MÉMOIRE DE M. LAINÉ 

RELATIF AU DERNIER THÉORÈME DE FERMAT.

Journal de Mathématiques pures et appliquées, Tome V, p. 2ii-2i5; 1840.

Cet article, extrait des Comptes rendus de l'Académie des Sciences 

(t. 9 , 1839, p. 359-363) a déjà été reproduit dans les Œuvres de 

Cauchy, i re série, t. IV, p. 499-604.
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NOTE

SUR LA RÉFLEXIO N DE LA LUMIÈRE
A LA

SURFACE DES MÉTAUX.

Journal de Mathématiques pures et appliquées, Tome VII, p. 338-344; 1 8 4 2 .

M. Mac-Cullagh a lu à l’Académie de Dublin, le 9 janvier 1837, un 

Mémoire sur les lois de la réflexion et la réfraction cristalline. A ce 

Mémoire, dont une traduction française a paru dans la livraison de 

juin 1842 du Journal de Mathématiques pures et appliquées, est jointe 

une Note dans laquelle l’auteur cite des formules qu’il a publiées dans 

les Irish. Acad. Transactions, et qui sont relatives à la réflexion opérée 

par les surfaces métalliques. Mais, dans des observations que renferme 

le tome VIII des Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, 

p. 961, et que M. Liouvillo a bien voulu mentionner à la page 217 de 

son Journal, j’ai déjà rappelé que j’avais traité moi-môme, avant les 

publications faites par M. Mac-Cullagh, le sujet auquel se rapportent 

les formules dont il s’agit. Il y a plus : M. Mac-Cullagh m’ayant fait 

l’honneur de venir me voir dans ces derniers temps, je n’ai pas hésité à 

mettre sous ses yeux les preuves de mes assertions et les nombreux 

calculs que j’avais faits sur la réflexion métallique dès les premiers 

mois de l’année 1836. Les détails dans lesquels je suis entré ont dû, je 

l’espère, éclaircir tous les doutes qui pouvaient subsister encore dans 

l’esprit de M. Mac-Cullagh sur la question envisagée au point de vue
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28 SUR LA RÉFLEXION RE LA LUMIÈRE

historique. Au reste, comme je l’ai déjà dit dans le tome VIII des 

Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, M. Mac-Cullagh 

ayant produit ses recherches sur la réflexion à la surface des métaux 

avant que mes travaux sur le même objet fussent suffisamment connus, 

et n’ayant pas eu sous les yeux à cette époque des formules qui se trou

vaient comprises seulement d’une manière implicite dans celles que 

j’avais alors publiées, il est clair que ces recherches offraient tout le 

mérite d’une difficulté vaincue, et devaient être, par cette raison, 

favorablement accueillies des savants.

Dans la présente Note je me bornerai à rappeler succinctement les 

formules générales desquelles j’avais déduit, dès les premiers mois de 

l’année i 836, les lois de la réflexion de la lumière à la surface des 

corps opaques, ainsi que les Lettres et les Mémoires dans lesquels ces 

formules se trouvaient écrites ou indiquées.

Dans une lettre adressée de Prague à M. Ampère, sous la date du 

i or avril i 836, et insérée vers cette époque dans les Comptes rendus des 

séances de l'Académie des Sciences, je disais :

« Les formules générales auxquelles je suis parvenu dans mes nou- 

» vellcs recherches sur la théorie de la lumière ne fournissent pas scu- 

» lement les lois de la propagation de la lumière dans le vide, comme 

» je vous le disais dans mes lettres du 12 avril et du ig  février, ou les 

» lois de la réflexion et de la réfraction à la surface des corps transpa- 

» rents, telles qu’elles se trouvent énoncées dans mes deux lettres du 

» ig et du 28 mars; elles s’appliquent aussi à la propagation de la 

» lumière dans la partie d’un corps opaque voisine do la surface, et à 

» la réflexion de la lumière par un corps de cette espèce. O11 sait d’ail- 

» leurs que, si la lumière passe d’un milieu plus réfringent dans un 

» autre qui le soit moins, ce dernier deviendra opaque à l’égard des 

» rayons qui rencontreront sa surface sous un angle tel que son com- 

» plémcnt t , c’est-à-dire l’angle d’incidence, devienne supérieur à une 

» certaine limite qu’on nomme Y angle de réflexion totale . . . .  Or, sup- 

» posons qu’un rayon polarisé tombe sur la surface de séparation de
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A LA SURFACE DES METAUX. 29

» deux milieux dont le premier soit le plus réfringent, et que l’angle 

» d’incidence devienne supérieur à l’angle de réflexion tolale. Si l’on

» nomme t l’angle d’incidence,  ̂ le rapport qui existait entre le sinus

» d’incidence et le sinus de réfraction avant que le rayon réfracté dis-

» parût, enfin l = - j  et les épaisseurs qu’une onde lumi-

» neuse acquiert dans le premier et dans le second milieu, on aura
k l' . -

» ô =  j  \ et, si l’on pose d’ailleurs

b =  0 siiir, a —  \Jb’1—  t,

» l’intensité de la lumière dans le second milieu, à la distance x  de la 

» surface de séparation, sera proportionnelle à l’exponentielle négative

» Si t se réduit à l’angle do réflexion totale, on aura

S UI T  =  g )  b  =  I , U  —  O,  e-a k 'j:  —  j  (

» et la lumière réfractée aura une grande intensité; mais, si l’angle t 

» croît à partir de la limite qu’on vient de rappeler, la lumière réfrac- 

» tée s’éteindra à une distance comparable à l’épaisseur des ondes 

» que peut transmettre le second milieu, et d’autant moindre que a 

» sera plus grand. Si l’on suppose t =  a atteindra sa limite supé-

»· rieure \J{J2 —  i. Ajoutons que la quantité b remplace ici le sinus de 

« réflexion avec lequel elle coïncide lorsqu’on a sinT =  g* »

Cette lettre du i cr avril i 836, dans laquelle je donnais d’ailleurs, 

pour déterminer l’ intensité de la lumière réfléchie dans le cas de la 

réflexion totale, des formules qui se trouvent d’accord'avec les expé

riences et les formules de Frcsnel, prouve suffisamment qu’en dévelop

pant la théorie de la lumière, j’étais parvenu, dès cette époque, à l’in

terprétation physique de la forme imaginaire sous laquelle peuvent se
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30 SUR LA RÉFLEXION RE LA LUMIÈRE

présenter les coefficients des coordonnées dans les expressions des 

déplacements moléculaires.

Une autre lettre, écrite le iG avril i 836, et insérée dans les Comptes 

rendus des séances de VAcadémie des Sciences, le 2 mai de la même 

année, contient ce qui suit :

« Dans ma dernière lettre, j’ai indiqué les résultats que fournissent 

» les formules générales auxquelles je suis parvenu quand on les 

» applique au phénomène connu sous le nom de réflexion totale, c’est- 

» à-dire, au cas où le second milieu, quoique transparent, remplit la 

» fonction d’un corps opaque. Je vais aujourd’hui vous entretenir de 

» ce qui arrive lorsque le second milieu est constamment opaque sous 

» toutes les incidences, et en particulier lorsque la lumière se trouve 

» réfléchie par un métal.

» Si l’on fait tomber sur la surface d’un métal un rayon simple doué 

» de la polarisation rectiligne ou circulaire, ou même elliptique, ce 

» rayon pourra toujours être décomposé en deux autres polarisés en 

» ligne droite, l’un perpendiculairement au plan d’incidence, l’autre 

» parallèlement à ce plan. Or je trouve que, dans chaque rayon com- 

» posant, la réflexion fait varier Pintcnsité de la lumière suivant un 

» rapport qui dépend de l’angle d’incidence et qui généralement n’est 

» pas le môme pour les deux rayons. De plus, la réflexion transporte 

» les ondulations en avant ou en arrière à une certaine distance qui 

» dépend encore de l’angle d’incidence. Si l’on représente cette dis-

» tance pour le premier rayon par et pour le second par j ,

» étant l’épaisseur d’une onde lumineuse; la différence de marche 

» entre les deux rayons composants, après une première réflexion, 

» sera représentée par

P- — v
k
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A LA SURFACE DES MÉTAUX. 3i

» Ap rès n réflexions opérées sous le meme angle, elle deviendra

» Je trouve d’ailleurs qu’après une seule réflexion sous l’angle d’inci- 

» dencc t , la différence de marche des deux rayons composants est 

» d’une demi-ondulation si t =  o, et d’une ondulation entière si

» t =  ~  Donc, en ne tenant pas compte des multiples de la circonfé-

» rence dans la valeur de l’angle u. —  v, on peut considérer la valeur 

» îlumérique de ce dernier angle comme variant entre les limites it et
* . ,
» zéro. Lorsque ¡x —  v atteint la moyenne entre ces deux imites, ou -i

» on obtient ce que M. flrewstcr appelle la polarisation elliptique, et

, 2 , 4 )  6 ,  8 ,  . . . ,  i n

» réflexions semblables ramènent le rayon polarisé à son état pri- 

» mitif. Alors, si le rayon incident était polarisé en ligne droite, le 

» dernier rayon réfléchi sera lui-méme polarisé rectilignement. Mais 

» son plan de polarisation formera avec le plan de réflexion un angle o, 

» dont la tangente sera égale, au signe près, à la (2 ra)ième puissance du 

» quotient qu’on obtient en divisant l’un par l’autre les rapports sui- 

» vaut lesquels la première réflexion fait varier dans chaque rayon 

» composant les plus grandes vitesses des molécules. Donc, tandis 

» que le nombre des réflexions croîtra en progression arithmétique, 

» les valeurs de tangS varieront en progression géométrique; et, 

» comme pour les différents métaux on trouve généralement 45°, 

» la lumière, pour de grandes valeurs de n, finira par être complè- 

» tement polarisée dans le plan d’incidence. On déduit encore de mes 

» formules générales un grand nombre de conséquences que je déve- 

» lopperai plus en détail dans une seconde lettre, et qui s’accordent, 

» comme les précédentes, avec les résultats obtenus par M. Brewster. »

Les formules générales desquelles j’avais déduit les lois de la 

réflexion et de la réfraction à la surface des corps transparents ou
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opaques sont celles que renferme la 7e livraison de mes Nouveaux Exer

cices de Mathématiques, reçue par l’Académie des Sciences dans le mois 

d’août i 836, et mentionnée dans les Comptes rendus de la séance 

du 16 de ce meme mois (voir le Bulletin bibliographique, t. III des 

Comptes rendus). Dans chaque livraison, p. 2o3, se trouve le passage 

suivant :

« Des recherches approfondies m’ont conduit à un nouveau prin- 

» cipe de Mécanique propre à fournir, dans plusieurs questions de 

» Physique mathématique, les conditions relatives aux limites des 

» corps et aux surfaces qui terminent des systèmes de molécules sol- 

» licitécs par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle. Ce 

» principe, que je développerai dans un autre Mémoire, étant appli- 

» qué à la théorie de la lumière, on en conclut que, dans le voisinage 

» de la surface de séparation de deux milieux, les déplacements £, rj, 

» Ç des molécules d’éther, relatifs soit au premier milieu, soit au 

» second, devront fournir les mêmes valeurs de » , si l’on prend 

» pour « l’une quelconque des trois fonctions

. dri cl'Ç dÇ d^ df\
'  '  dz d y ’ dx  dz  ’ d y  dx

» ou bien encore si l’on suppose

» a, b, c désignant les cosinus des angles formés par la normale à la 

» surface de séparation des deux milieux avec les demi-axes des coor- 

» données positives. Il est bon d’observer que la valeur de « , déter- 

» minée par l’équation (2), représente la dilatation de l’éther suivant 

» cette même normale.

» Lorsque, les deux milieux étant séparés l’un de l’autre par le plan 

» des j ,  z, on suppose l’axe des z parallèle aux plans des ondes lumi-
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» nouses, et par conséquent perpendiculaire au plan d’incidence, on 

» a dans la formule (2)

a = ±  1 , 6  =  0 , c =  o,

» et de plus £, y], £ deviennent indépendants de.z. Donc alors, en chan- 

» géant, ce qui est permis, le signe de la première des différences (1), 

» on trouvera que les fonctions (1) et (2) peuvent être réduites à

(3) B ,  B ,  B  - . B ,  rlk
'  ' d y  d x  dy  d x  d x

» Donc, si l’on nomme £', t{, Ç'ce que deviennent les déplacements E, 

"» Y], '( tandis que l’on passe du premier milieu au second,^on aura, 

» pour les points situés sur la surface de séparation, c’est-à-dire 

» pour x  =  o,

. d i _ d'e! d \ df) __  de, d/\’
'  ' d x  d x  ' dy d x  dy  d x

et
„ d e ,  dej d'Ç, dt,'

' '  ' d x  d x , d y  dy

» Lorsque dans les équations ( 4) et ( 5) on substitue à E, yj, les 

» seconds membres des formules (1) du paragraphe V, et à r{, 'Q 

» les seconds membres des formules (2) du même paragraphe (voir 

» les Nouveaux Exercices, p. 57 et 58), on obtient les lois de la 

» réflexion et de la réfraction qui ont lieu à la surface des corps trans- 

» parents, avec les diverses formules que contiennent les deux lettres 

» adressées à M. Libri, les 19 et 27 mars 1836, et imprimées dans les 

» Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences (t. II, p. 427 

» et 34i). On déduit aussi des conditions (4) et ( 5) les lois de la 

» réflexion opérée par la surface extérieure d’un corps opaque, ou par 

» la surface intérieure d’un corps transparent dans le cas où l’angle 

» d’incidence devient assez considérable pour qu’il n’y ait plus de 

» lumière transmise, c’est-à-diré dans le cas où la réflexion devient 

» totale. ( Voir à ce sujet les deux lettres que j’ai adressées à M. Ampère 

» les 1" et 16 avril.) Comme je l’ai montré dans ces différentes lettres,

Œ u v res de C. — S. Il, t. II. 5
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» les formules, auxquelles conduisent les conditions ( 4) et ( 5), non 

» seulement déterminent l’intensité de la lumière polarisée rcctili- 

» gnement par réflexion ou par réfraction, et les plans de polarisation 

» des rayons réfléchis et réfractés, mais encore elles font connaître les 

» diverses circonstances de la polarisation circulaire ou elliptique pro- 

» duite par la réflexion totale, ou par la réflexion opérée à la surface 

» d’un corps opaque, et en particulier d’un métal. D’ailleurs, les divers 

» résultats de notre analyse se trouvent d’accord avec les lois déjà con- 

» nues, particulièrement avec les formules proposées par MM. Frcsncl 

» et Brcwster, ainsi qu’avec les observations de tous les physiciens. 

» Au-rcste, je reviendrai sur ces résultats dans de nouveaux Mémoires, 

» où je déduirai directement, des équations ( i 5) du paragraphe I, les 

» lois des divers phénomènes lumineux, y compris les phénomènes de 

» l’ombre et de la diffraction. »

Le nouveau principe de mécanique dont il est question dans ce pas

sage, et duquel j’avais déduit à Prague, dans les premiers mois de i 836, 

les formules ( 4), (5), est celui qui se trouve exposé dans le para

graphe IV de la première partie du Mémoire sur la lumière, lithogra

phié à Budweiss dans le mois d’août i 836, et annoncé dans le Compte 

rendu de la séance du 29 de ce môme mois. ( Voir le tome III des 

Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, p. 235.) D’ail

leurs, les formules (4), ( 5) étant une fois établies, soit à l’aide du prin

cipe que je viens de rappeler, soit par la méthode que j’ai développée 

dans les séances de l’Académie des Sciences des 18 mars, a5 mars et 

i or avril x83q, l ’application de ces formules aux corps isophanes, trans

parents, ou opaques, fournit immédiatement les lois de la réflexion 

opérée par la surface extérieure ou intérieure de l’un de ces corps, et 

l’on retrouve ainsi les diverses formules que j ’avais déjà obtenues à 

Prague en i 836. C’est, au reste, ce que j’expliquerai plus en détail 

dans un autre article.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NOTE

SUR LE DÉVELOPPEMENT 

DES

FONCTIONS EN SÉRIES ORDONNÉES 

SUIVANT

LES PUISSANCES ASCENDANTES DES VARIABLES·

Journal de Mathématiques pures et appliquées, Tome XI, p. 3 i3-33o, 1846.

Le théorème sur la convergence de la série qu’on obtient en déve

loppant une fonction f ( x ) de la variable réelle ou imaginaire#suivant 

les puissances entières et ascendantes de cette variable, se trouve 

énoncé pour la première fois dans le Mémoire que j’ai publié à Turin 

en i 832, Mémoire dont la première partie a pour objet spécial le nou

veau calcul auquel j ’ai donné le nom de calcul des limites. O11 lit, en 

effet, dans ce Mémoire, les lignes que je vais transcrire :

« La fonction / (# )  sera développable en une série convergente ordon- 

» née suivant les puissances ascendantes de x , si le module de la variable 

» réelle ou imaginaire x  conserve une valeur inférieure à celle pour 

» laquelle la fonction f ( x )  cesse d'être finie et continue. Ainsi, en parti- 

» culier, puisque les fonctions

cosic, sin.x, ex, ex' , cos(i —  x 1), . . .

» ne cessent jamais d’ôtro finies et continues, ces fonctions seront tou-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



36 SUR LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS

» jours développables en séries convergentes ordonnées suivant les 

» puissances ascendantes de x.

» Au contraire, les fonctions

1
(i +  æ)5,

I
1 —  X

X

i 4- S¡ I — X ’

» qui, lorsqu’on attribue à x  une valeur imaginaire de la forme X«/'^, 

» cessent d’ôtre fonctions continues de x  au moment où le module X 

» devient égal à i ,  seront certainement développables en séries con- 

» vergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la 

» variable x , si la valeur réelle ou imaginaire de x  offre un module 

» inférieur à l’unité ; mais elles pourront devenir et deviendront, en 

» clïet, divergentes, si le module x  surpasse l’unité. Enfin, comme les 

» fonctions

1 1
ex\ cos — )

x

» deviennent discontinues pour une valeur nulle de x , par conséquent, 

» lorsque le module de x  est le plus petit possible, elles ne seront 

» jamais développables en séries convergentes ordonnées suivant les 

» puissances ascendantes de x . »

Dans le théorème énoncé, les fonctions sont envisagées sous le rap

port de la continuité. Donc, lorsqu’on veut appliquer le théorème, il 

est d’abord nécessaire de savoir en quoi consiste la continuité, pour 

des fonctions de variables réelles ou imaginaires.

La continuité des fonctions de variables réelles forme précisément 

l’objet du second paragraphe du chapitre II de mon Analyse algébrique·, 

elle s’y trouve définie dans les termes suivants :

« Soit f ( x )  une fonction de la variable x,  et supposons que, pour 

» chaque valeur de x  intermédiaire entre deux limites données, cette 

» fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en 

» partant d’une valeur de x  comprise entre ces limites, on attribué à 

» la variable x  un accroissement infiniment petit a, la fonction elle-
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» même recevra pour accroissement !a différence

f ( æ -t- °0 —/(*)>

» qui dépendra en même temps de la nouvelle variable a et de la valeur 

» de x.  Cela posé, la fonction f ( x )  sera, entre les deux limites assi- 

» gnées à la variable x,  fonction continue do cette variable, si, pour 

» chaque valeur de x  intermédiaire entre ces limites, la valeur numé- 

» rique de la différence

f ( x - b a ) — f ( x )

» décroît indéfiniment avec a. En d’autres termes, la fonction f ( x )  

» restera continue par rapport à x  entre les limites données, si entre ces 

» limites un accroissement infiniment petit de la variable produit toujours 

» un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même.

» On dit encore que la fonction f { x )  est, dans le voisinage d’une 

» valeur particulière attribuée à la variable x,  fonction continue de 

» cette variable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites 

» de x,  même très rapprochées, qui renferment la valeur dont il s’agit.

» Enfin, lorsqu’une fonction f ( x )  cesse d’être continue dans le voi- 

» sinage d’une valeur particulière de la variable x,  on dit qu’elle devient 

» alors discontinue, et qu’il y a, pour cette valeur particulière, solution 

» de continuité. ». <

Ainsi, en résumé, supposons que, dans la fonction f ( x ) ,  on fasse 

varier x  par degrés insensibles en attribuant à cette variable une série de 

valeurs infiniment rapprochées les unes des autres. La fonction f ( x )  

restera continue pour toutes ces valeurs de x , si, pour chacune d'elles, 

elle acquiert constamment une valeur unique et finie, et si d'ailleurs un 

accroissement infiniment petit attribué à l'une quelconque de ces valeurs 

de x  produit toujours un accroissement infiniment petit de la fonction 

elle-même.

Enoncée en ces termes, la définition des fonctions continues n’est 

pas seulement applicable au cas où x  reste réel. On pourra l’appliquer 

encore, sans difficulté, au cas même où x  dévient imaginaire, en
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observant qu’il est naturel de définir les expressions imaginaires infi

niment petites, comme je l’ai fait dans l’analyse algébrique, c’est-à-dire 

dans les termes suivants :

« Une expression imaginaire variable est appelée infiniment petite, 

» lorsqu’elle converge vers la limite zéro ; ce qui suppose que, dans 

» l’expression donnée, la partie réelle et le coefficient de f — i convcr- 

» gent en même temps vers cette limite. Cela posé, représentons par

a -+- 6  \j— i =  p (cos0 +  \J— i sin ü)

» une expression imaginaire variable, a, S désignant deux quantités 

» réelles auxquelles on peut substituer le module p et Tare réel 6. 

» Pour que cette expression soit infiniment petite, il sera évidemment 

» nécessaire et suffisant que son module p soit lui-même infiniment 

» petit. ».

Ces principes étant admis, soit r le module d’une variable imagi

naire a?, dans laquelle x désigne la partie réelle et y le coefficient de 

f —  i . Cette variable pourra être présentée, non seulement sous la 

forme

( 1 )  X  =  X  +

mais encore sous la forme

(2) x  —  /’ (oosO -1- \J—  1 sinO),

ou, ce qui revient au même, sous la forme

(3) a: =  re l)|/_1,

6 étant un arc réel que nous appellerons l’argument, et les variables 

réelles

x, y, 0, ,·

étant liées entre elles par les formules

(4 )  x =  /’ cos0 , y —  r sin 0.
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En vertu de ces mêmes formules, desquelles on tirera

r =  y^ + y S

le module r sera complètement déterminé, mais l'argument 0 admettra 

une infinité de valeurs exprimées par les divers termes d’une progres

sion arithmétique dont la raison sera la circonférence 21c. On pourra 

d'ailleurs concevoir que x, y représentent les coordonnées rectangu

laires, et 0, r les coordonnées polaires d’un point mobile P assujetti 

à ne pas sortir d’un plan donné. Alors, à chaque valeur donnée de la 

variable imaginaire x , correspondra une position déterminée du point 

"mobile P ; et il suffira, comme on sait, de faire varier d’une part, le 

rayon vecteur r entre les limites r =  o, r  —  oo ; d’autre part, l’angle 

polaire p  entre les limites 0 =  o, 0 =  2n, ou bien encore entre les 

limites 0 = — ic, 0= + tc, pour obtenir successivement toutes les 

positions possibles du point mobile, par conséquent toutes les valeurs 

possibles de la variable x . Admettons, pour fixer les idées, que l’argu

ment p  varie entre les limites —  tc, +  tc. Alors si l’on suppose succes

sivement
0 =  7T — £, puis 0 = — (7T — s),

e désignant une quantité positive infiniment petite, on trouvera, dans 

la première hypothèse,

x = — /’ coss, y = — /· s in s, 
x  — — r  e~ ' 1 ;

et, dans la seconde hypothèse,

x — — rcose y = — /■ sine,
x — — / ’ e £ '/ _ 1 .

Par suite, la valeur de x restera la même dans les deux hypothèses, 

et dans le passage de l’une à l’autre, la variable y, toujours sensible

ment nulle, variera infiniment peu, ainsi que la variable imaginaire x , 

qui restera toujours très peu différente de — r. Cela posé, en vertu de 

ce qui a été dit plus haut, la fonction f ( x )  de la variable imaginaire x
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ne pourra rester fonction continue de x , dans le voisinage de la valeur 

particulière x  —  —  r, qu’autant qu’elle variera elle-même infiniment 

peu quand on passera de la supposition 0 =  r —  e à la supposition 

0 = — ( r —  e), e étant aussi rapproche de zéro que l’on voudra; ce 

q u ’ on p e u t  e x p r i m e r  e n c o r e  en d i s a n t  q u e  la f o n c t i o n  f (œ)  ne p o u r r a  
rester fonction continue de x,  dans le voisinage de la valeur particu

lière x =  —  r, si elle ne reprend pas la même valeur, quand l’argu

ment 0 passe de la valeur r  à la valeur —  -r..

Ces conclusions s’accordent avec les observations que j’ai eu soin de 

faire, dans un précédent Mémoire sur les fonctions continues. (Voir 

les Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, et, en parti

culier, la séance du 22 juin 1844). En effet, dans ce Mémoire, après 

avoir rappelé le théorème sur la convergence des séries ordonnées 

suivant les puissances ascendantes des variables, j’ajoutais :

« Comme cette dernière proposition peut recevoir un grand nombre 

» d’applications utiles, il importe de la bien préciser, et d’entrer à ce 

» sujet dans quelques détails.

» Considérons une variable imaginaire x . Elle sera le produit do 

» son module par une certaine exponentielle trigonométrique; et, pour 

» obtenir toutes les valeurs de la variable correspondantes à un module 

» donné, il suffira de faire croître l’argument de cette variable, c’est-à- 

» dire l’argument de l’exponentielle trigonométrique, depuis la limite 

» zéro jusqu’à une circonférence entière 2 r., ou, ce qui revient au 

»môme, depuis la lim ite— u jusqu’à la l im ite + t.. Si, tandis que 

» l’argument varie entre ces limites, et le module entre deux limites 

» données, une fonction réelle ou imaginaire de x  reste continue par 

» rapport à l’argument et au module, de manière à reprendre la 

» môme valeur quand l'argument passe de la limite —  ri à la limite r, 

» cette fonction sera, entre les limites assignées au module, ce que 

» nous appelons une fonction continue do la variable. »

Dans une Note que renferme le présent volume (p. 12g et suiv.), 

M. Ernest Lamarle, après avoir rappelé le théorème qui fait l’objet du
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présent article, dit que, dans ce théorème, la condition de continuité 

est insuffisante, à moins qu'elle n'implique une certaine périodicité de la 

fonction. Il remarque, ensuite, que si la fonction

liée aux deux fonctions réelles

<p(>% °)> +('■ > 0),

par une équation symbolique de la forme

/ ( r e 0^ )  — <p(r, 0) +  y/—ï ' H ' ' .  °),

est développable en série convergente suivant Iaformulede Maclaurin, 

on aura nécessairement

cp(r,  o)  =  tp(/’, 27T), J o )  =  2i r )  ;

puis il ajoute :

« Voilà donc une condition nouvelle reconnue tout d'abord indis- 

» pensable. Elle consiste en ce que les fonctions <p(/·, 6), '^(r, 0) sont 

» assujetties à reprendre les mômes valeurs aux deux limites 0 =  o, 

» 0 =  2". Réduite à ces termes, elle n’offre rien de surabondant et 

» qui ne soit essentiellement distinct des caractères propres à la conti- 

» nuité. »

On voit que la condition ici énoncée parM. Lamarle est précisément 

celle que j’ai signalée moi-môme dans le Compte rendu de la séance du 

22 juin 1844> non pas comme distincte de la condition de continuité 

mais comme renfermée dans cette dernière. Si M. Lamarle, en écri

vant sa Note, avait eu sous les yeux ce Compte rendu, spécialement le 

passage cité du Mémoire sur les fonctions continues, et s’il avait 

rapproché ce passage des principes exposés dans mon Analyse algé

brique, il se serait certainement borné à dire que, dans le théorème en 

question, la condition de continuité est la seule qu'on doive mentionner, 

et que cette condition implique une certaine périodicité de la fonction. 

Au reste, dire que, dans le théorème dont il s'agit, la condition de

6Œ u v res de C. — S. II. t. II.
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continuité est la seule qu'on doive mentionner, c’est dire seulement que 

la fonction /(as) sera développable en série convergente ordonnée suivant 

les puissances ascendantes de x , si le module de la variable x  conserve une 

valeur inférieure à celle pour laquelle la fonction cesse d'être finie et con

tinue. Mais je suis loin d’admettre que la discontinuité de la fonction 

entraîne toujours la divergence du développement, et que l’on puisse 

dire, avec M. Lamarle (p. 187 de ce volume) :

« Toute fonction est développable en série convergente suivant la 

» formule de Maclaurin, tant que le module de la variable reste 

» moindre que la plus petite des valeurs pour laquelle la fonction 

» cesse d’être continue, ou de prendre la même valeur aux deux 

» limites 0 =  o, G =  211. Hors de là la série devient divergente. »

J’ai précisément émis l’opinion contraire à celle qu’énonce ici 

M. Lamarle, dans un précédent Mémoire, où je me suis spécialement 

occupé des fonctions dont les développements restent convergents, tandis 

qu'elles deviennent discontinues. M. Lamarle lui-même ne pourra révo

quer en doute l’existence de fonctions qui présentent ce double carac

tère. Il me suffira de prendre pour exemple la fonction même qu’il a 

choisie comme propre à montrer une application du théorème général, 

savoir,
( 1  - f -  æ ) m ,

et de considérer spécialement le cas où, le module r de x  étant infé

rieur à l’unité, l’exposé m devient fractionnaire et de la forme p, q 

étant des nombres entiers.

On ne pourrait, sans introduire une étrange confusion dans le calcul, 

représenter par la même notation

P
X * ï

toutes les valeurs d e y  propres à vérifier l’équation

yi=ori',

dans le cas où la variable
oc —  p e
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devient imaginaire, et l’on est bien libre assurément d’appliquer, avec 

M. Lamarlc, la notation
p

x'/

à celle des valeurs de y  qu’on tire de la formule

P / __
Y —  Qq ( cos -  9 +  — i sin-P

\ 9  9
)

en y supposant 0 compris entre les limites o, 2-ït. Admettons pour 

l’instant cette hypothèse, et, après avoir ainsi fixé, dans tous les cas 

possibles, la valeur de la fonction
'  P

x't,

p
ou, en d’autres termes, le sens qui devra être attaché à la notation x q, 

posons, comme l'a fait M. Lamarle,

(5) i -+- r cosG =  p cosa, r sin 0 =  p sin a,

en supposant p positif. On aura non seulement

(6 ) p =  / ' - - h  2/-cos0,

mais encore, en assujettissant l’argument a à demeurer compris entre 

les limites o, 271, et en posant m =

(7) (1 +  x ) 'n=  (1 +  r e 0'/_,)m=  pm(cos ma. +  \J—  1 sirwna).

Supposons maintenant que, le moduler étant inférieur à l’unité, on 

attribue successivement à x  deux valeurs très voisines de la valeur 

particulière

x  =  —  r,

et que ces deux valeurs soient respectivement

(8) x — — x  — —

£ étant un nombre infiniment petit. Les valeurs de 0 correspondantes 

à ces deux valeurs de x  seront respectivement

(9) 0 ir S — g, 0 =  7T 4-  S.
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D’ailleurs les formules ( 5) donneront, i° pour G =  n —  e,

(10) i — /’ coss =  pcosa, rsiii£=— psina.

2° pour 0 =  n +  z,

(11) i — r cose =  p cos a, /’ sins = — psina

On aura donc, dans l’un et l’autre cas,

I —  /'COS £
cos a —  ---------  >  o ;

P

mais comme, dans le passage du premier cas au second, sina passera 

du positif au négatif en restant infiniment petit, il est clair que l’argu

ment a, renfermé entre les limites o, 2it, offrira, dans le premier cas, 

une valo,ur très voisine de zéro ; dans le second cas, une valeur très 

voisine de 2 r., Donc, si le module r de ® est inférieur à l’unité, les 

deux valeurs de la fonction

qui correspondront aux deux valeurs infiniment voisines de x  fournies 

par les équations (8), et, par conséquent, aux valeurs infiniment voi

sines de G, fournies par les équations (9), se réduiront sensiblement 

aux deux valeurs qu’acquiert l’expression

p"'(cosma -t- \J— 1 siiiH/a) =  p'"

quand on y pose successivement a =  o et a =  2 -, c’est-à-dire à p'n et 

à pme'!mlz v~'. Donc la différence entre ces deux valeurs de la fonction 

( \-{-x)m ne pourra s’évanouir que dans le cas où l’exposant m sera 

entier. Dans tout autre cas, la différence entre ces deux valeurs étant, 

non pas infiniment petite, mais finie, la fonction ( i+ a ? ) 'u cessera 

d’être une fonction continue de a? et même de 0, quand x  acquerra une 

valeur réelle et négative, et offrira, pour une telle valeur, ce qu’on 

nomme une solution de continuité.
P

Donc, si l’on attribue à la notation x v le sens que lui a donné
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M. Lamarle, la fonction
V

(i x ÿ

deviendra discontinue pour un module de x  inférieur à l’unité; et la 

convergence de son développement, dans le cas où l’on aura r< ^ i, 

sera due, contrairement à la proposition énoncée par M. Lamarle, non 

plus à son caractère de fonction toujours continue, qui aura disparu, 

comme on vient de le voir, mais à une circonstance particulière, savoir, 

à l’évanouissement de la somme que j’ai désignée par A dans mon 

Mémoire sur la substitution des fonctions non périodiques aux fonc

tions périodiques. ( Voir les Comptes rendus des séances de l'Académie 

des Sciences, séance du io juin i 844·)

La fonction (i +  a?)m reprendra, pour un module de x  inférieur à 

l’unité, le caractère de fonction toujours continue, et par conséquent, 

le théorème qui fait l’objet de cet article lui sera immédiatement appli

cable, si l’on attache à la notation x m, pour le cas où m cesse d’être 

entier, le sens que je lui ai donné dans mon Analyse algébrique, en 

supposant que dans la formule

œ"‘ =  r m(cosmO +  \J — i sinmG),

Û varie entre les limites —  +  On pourra même sans inconvé

nient généraliser cette convention et faire varier l’argument 0 depuis 

la limite —  r. jusqu’à la limite +  tx, pourvu qu’on ne lui permette 

jamais d’atteindre la limite inférieure —  tx, mais seulement de s’en 

approcher indéfiniment. Dans l’une et l’autre hypothèse, aux deux 

valeurs de x ,  déterminées par les équations (8), répondront, en vertu 

des formules ( io )  et ( n ) ,  des valeurs de a sensiblement nulles, et, 

par conséquent, des valeurs de ( i +  x ) m dont la différence sera infini

ment petite, aussi bien que la différence entre les deux valeurs assi

gnées à la variable x.

Comme je l’ai remarqué dans mon Analyse algébrique (chap. VIII), 

« lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction 

» donnée, après avoir été supposées réelles, sont ensuite supposées
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» imaginaires, la notation à l’aide de laquelle on exprimait la fonction 

» dont il s’agit ne peut être conservée dans le calcul qu’en vertu de 

» conventions nouvelles, propres à fixer le sens de cette notation dans 

» la dernière hypothèse. » D’après ce qu’on vient de voir, la nature des 

conventions a une influence marquée sur le caractère des fonctions 

considérées comme continues ; de sorte qu’en passant d’un système 

de conventions à un autre, on peut rendre discontinues des fonctions 

qui étaient continues et réciproquement. D’après cette remarque, il 

n’y a pas lieu de s’étonner que les développements de certaines fonc

tions restent convergents, dans le cas où ces fonctions deviennent 

discontinues, puisqu’en modifiant les conventions admises, on peut 

quelquefois enlever à une fonction dont le développement était 

convergent le caractère de continuité. Pour rendre plus souvent appli

cable le théorème sur la convergence des développements, il est 

évidemment utile d’adopter les conventions qui conservent ce caractère 

le plus longtemps possibles aux fonctions employées dans le calcul.

Cherchons à fixer, d’après ce principe, le sens qu’il serait bon 

d’attacher aux deux notations

1(æ;), a?"1,

la lettre 1 indiquant un logarithme népérien, et m un exposant quel

conque, positif ou négatif, entier ou fractionnaire, réel ou imaginaire. 

Il est d’abord évident que, si l’on convient d’étendre à des valeurs 

quelconques, réelles ou imaginaires, de a; et de m la formule

(ia) ‘ .r'"

qu’il est facile d’établir quand x  et m sont réels, x  étant positif, la 

question se trouvera réduite à la recherche de l’expression imaginaire 

qu’on devra représenter par 1(*®)· Or, la variable x  étant imaginaire et 

déterminée par l’équatioU ( )̂> les dfvers logarithmes népériens de a; 

seront les diverses valeurs d ey , propres à vérifier la formule
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et ces diverses valeurs seront celles que fournit l'équation

y  =  !('■ ) +  0 v/— u

dans laquelle l(r)  désigne le logarithme népérien et réel du module r, 

quand on attribue successivement à l’argument 0 toutes les valeurs 

qu’il peut recevoir. Mais les calculs n’oiTriraientplus rien de précis, si 

l’on représentait par la seule notation \{x)  ces diverses valeurs. Il 

importe donc de choisir l’une d’entre elles, pour lui appliquer cette 

notation. D’ailleurs, la variable

x — r
n»

pourra successivement acquérir toutes les valeurs possibles, si l’on 

fait varier le module r entre les limites r —  ç>,r =  oo, et l’argumentp 

entre les liimites

p — y — n, p =  cp +  7r,

<p désignant un angle fini quelconque, en excluant môme une de ces 

limites. Donc le sens de la notation l(æ) se trouvera complètement 

fixé pour chaque valeur de x,  si l’on prend

(i3) l(a?) =  l(r) +  9 v/11».

en supposant que l’argument p  varie entre les limites <p —  tt, cp +  tt, 

sans pouvoir jamais atteindre une de ces deux limites. D’autre part, 

comme dans le cas où x  est réel et positif, on est convenu de repré

senter par 1(îc) le logarithme réel de x,  il faudra que, dans l’équa

tion ( 13), 0 se réduise à zéro quand x  sera réduit àr; par conséquent, 

il faudra que la valeur zéro de l’argument 0 soit comprise entre les 

limites çp —  Tt, <p +  tt. Cette dernière condition se trouve remplie lors

qu’on suppose <p =  o ou <p =  tt, c’ est-à-dire lorsqu’on fait varier 0 de o 

à 2iT, en excluant la limite supérieure 27:, ou de — tt à +  tt, en 

excluant la limite inférieure — tt, ou même plus généralement lors

qu’on attribue à l’angle <p une valeur comprise entre les limites o, tt, 

en excluant l’une des deux limites de 0.

Entre les trois suppositions que nous venons d’indiquer, les deux
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premières sont les plus simples, et l’on pourrait être tenté de choisir 

la première, comme l’a fait M. Lamarlc. Mais il importe d’observer 

qu’alors les fonctions

\ ( x ) ,  x m

cesseraient d’être continues dans le voisinage de valeurs réelles et 

positives de x,  ce qui ne serait pas sans inconvénient. Il en résulterait, 

par exemple, que, pour des valeurs du module r inférieures à l’unité, 

les deux fonctions

l(i H- ¿c), (i-+-·»)''*

ne seraient plus des fonctions toujours continues de x  et de 0, comme 

dans le cas où l’on pose <p =  o. Au contraire, lorsqu’on adopte la 

seconde supposition, c’cst-à-dirç lorsqu’on fait varier 0 depuis la limite

—  it exclusivement jusqu’à la limite n inclusivement, les deux expres

sions

l (i  +  .z), ( i - { - æ ) m

restent fonctions continues de x,  pour toute valeur du module r infé
rieure à l’unité. En effet, posons

(ié) i -+- re0^ - ’ =  p ea '/- ' ,

l’argument a étant assujetti, comme l’argument 6, à varier entre la 

limite —  tc et la limite n sans jamais atteindre la limite inférieure. On 

aura, comme ci-dessus,

i H- r cosO =  p cos a, i /· siuO =  p siua ;

par conséquent,
, i -t- cos 0 . /· .

c o s a ~ ----------- >  o, sina =  -  suit),
P P

et, tandis que l’argument 0 variera entre les limites —  tc, —(— r., en pas

sant par la valeur zéro, l’argumenta, toujours compris entre les limites

—  “ +  puisque son cosinus sera positif, variera, avccæ, par degrés
H

insensibles, et passera de la valeur zéro à la valeur — arcsinr, puis
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reviendra de celle-ci à la valeur zéro, puis, ensuite, passera de la 

valeur zéro à la valeur arc sinr, puis, enfin, reviendra de celle-ci à la 

valeur zéro, c’est-à-dire à sa valeur primitive. D’ailleurs, a variant 

avec x , comme on vient de le voir, par degrés insensibles, et le module

cos 0

jouissant évidemment de la même propriété, il est clair que les fonc

tions I ( + îc), ( i  +  a?)”’, dont les valeurs seront déterminées par les 

équations

1 ( i -t- x  ) —  1 ( p ) -f- ce ^ — x,

”■ (i +  x ) m= e m 11'+*)— pme"ia '/- ' ,

seront, pour r<^  i, des fonctions continues de la variable imaginaire x .

Eu égard à ces considérations, il paraît convenable de fixer le sens 

des deux notations
1(æ.·), a?"',

à l’aide des formules (12), ( i3), ou, ce qui revient au même, à l’aide 

de la formule ( i3) et de la suivante :

(l5)

en assujettissant l’argument 0 de x  à varier depuis la limite —  ti exclu

sivement jusqu’à la limite tc inclusivement (*).

En reproduisant, dans les Exercices cTAnalyse, le théorème sur la 

convergence du développement de f ( x )  en série ordonnée suivant les 

puissances ascendantes dc;r, j’ai mentionné, comme condition de con

vergence, non seulement la continuité de f ( x ) ,  comme je l’avais fait

( 4) Depuis la rédaction de cet article, en parcourant le Mémoire que M. Bjôrling à 
publié sur le développement d’une puissance quelconque réelle ou imaginaire d’un binôme, 
j ’ai trouvé, au bas d’une page, une note où il est dit que cet auteur a présenté â l’Acadé
mie d’Upsal une Dissertation sur l’utilité qu’il peut y avoir à conserver dans le calcul les 
deux notations x a, I(¿c), dans le cas même où la partie réelle de x  est négative, 
M. Bjôrling verra que, sur ce point, je suis d’accord avec lui; il reste à savoir si les 
conventions auxquelles il aura eu recours, pour fixer complètement, dans tous les cas, le 
sens des notations x a, l(.r) sont exactement colles que j ’ai adoptées moi-même ; et, poul
ie savoir, je suis obligé d’attendre qu’il me soit possible de connaître la Dissertation dont 
il s’agit.

Œ u v res de C. — S. II, t. II. 7
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en i 83a, mais encore la continuité de/ ' (¿c). Toutefois, une remarque 

de M. Liouville ayant ramené mon attention sur cet objet, m’a engagé 

à l’examiner de nouveau dans un Mémoire sur quelques propositions 

fondamentales du calcul des résidus et sur la théorie des intégrales 

singulières. ( Voir les Comptes rendus des séances de l'Académie des 

Sciences, séance du 16 décembre 1844*) O11 trouve, en effet, dans ce 

Mémoire, le passage suivant :

« J’observerai que j’ai déduit constamment les divers théorèmes 

» précédemment rappelés (ceux qui sont relatifs au résidu intégral 

» d’une fonction), et les théorèmes analogues, d’un principe fonda- 

» mental établi dans mes Mémoires de 1814 et Je 1822. Comme je l’ai 

» reconnu dans cos Mémoires, la différence entre les deux valeurs

» d’une intégrale double, dans laquelle la fonction sous le signe j peut

» s’ intégrer en termes finis par rapport à l’une quelconque des deux 

» variables que l’on considère, se trouve exprimée par une intégrale 

» définie singulière. Ce principe unique suffit pour montrer que, 

» dans le théorème relatif au développement des fonctions en séries, 

» on pourrait à la rigueur se passer de la considération des fonctions 

» dérivées. Il en résulte donc, conformément à l’observation judicieuse 

» que M. Liouville me faisait dernièrement à cet égard, qu’entre les 

» deux énoncés du théorème, donnés dans mon Mémoire de i Ç3 i , et 

» dans mes Exercices d'Analyse, il semblerait convenable de choisir 

» le premier. Toutefois, lorsqu’il s’agit du développement des fonc- 

» tions en séries, la considération des fonctions dérivées me paraît ne 

» devoir pas être entièrement abandonnée, attendu que très souvent, 

» comme je l’ai ailleurs dit ailleurs, cotte considération est précisément 

» celle qui sert à déterminer les modules des séries. »

Évidemment, M. Lamarle 11’a point connu ce passage puisqu’il ne 

le cite point, quoiqu’il reproduise la remarque, qu’on peut omettre la 

condition de continuité en ce qui concerne la dérivée.

Avant de terminer cet article, je ferai encore une remarque. La
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démonstration que j ’ai donnée du théorème dans le Mémoire qui a pour 

titre : Considérations nouvelles sur le théorème des suites et sur les lois de 

leur convergence (t. I des Exercices d? Analyse, p. 269 etsuiv.) repose 

sur rétablissement de quelques équations qui, réduites à des formules 

de calcul intégral par la réduction de certains accroissements supposés 

très petits à la limite zéro, fournissent, quand on se sert des notations 

ci-dessus admises, les résultats suivants.

La formule (1) du paragraphe I du Mémoire cité donne

('<>) f  e0t/-dyv(reÛi/-i)(̂ o — 0,
d II

ou, ce qui revient au même,

/ D;./(re°t/- 1)rfÜ =  o. 
*-A>

Les formules (6), (8), (10) du meme paragraphe donnent

( ‘ 7 ) D f  /(re °/-‘)rfO= f  !),./(/■  «W-OrfQ,
 ̂() J (1

(18)
/•»27Î

Dr / /(/•e0'/-')aiO=:o, 
. ^0

(19) ' / f ( r  ) î/0 =  const..
0̂

Or les formules (16), (17), (18), (19) sont précisément les équa

tions fondamentales desquelles M. Lamarle a déduit aussi la démons

tration du théorème. ( Voir les pages i 32 et 133 du présent volume.)

J’observerai, en finissant, que la démonstration du théorème énoncé 

pourrait encore se déduire de la formule générale établie pour l’inté

gration des différentielles exactes dans mes Leçons sur le calcul infini

tésimal. En vertu de cette formule, si l’on pose
i

(9.0) du. —  <p (¿r, y,  . . . ) d x - > r x { x , y , s ,  . . .  ) dy +  y,  z, . . . ) d z  +  . . .

les expressions

o(.v,y,  z, . . . ) ,  x{x,  y,  z, . . .  ), <p(x, y,  z,  ,
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étant des fonctions x,  y, z, . . .  continues, du moins entre certaines 

limites, et choisies de manière que le second membre de la formule (i4 ) 

satisfasse aux conditions d’intégrabilité, et si d’ailleurs on assujettit la 

fonction u à s’évanouir pour certaines valeurs

X0, So, · · ·
do ■

x , y , z,

respectivement comprises entre les limites dont il s’agit, on aura, 
comme il est facile de le prouver,

p y
-J ?(x , y, z, ■ ■ - )dx +j x(xo,y,s, . . . )cly

.y o

+ f ,  . . . )rf-+· · · ·

Or, cette formule devant subsister quand on échangera entre elles les 
variables x,  y,  z, . . . ,  fournira, par suite, plusieurs valeurs de u, qui, 
dans l’hypothèse admise, devront être égales entre elles. On aura, par 

exemple, si les variables x,  y,  z, . . .  se réduisent à deux,

r 9 (x,y)da;· - J  x{xo,y)dy—j x(.x ,y)dy- ■ r 9 (x , J») dx,

ou, ce qui revient au même,

f  [9(^5y) — 9(^)yo)]dx= f  [x(æ,y) — x(*o,y)]dy,
*'.*·« v„

puis, en nommant x, y des valeurs particulières de x,  y  comprises, 

comme x 0, y 0, entre les limites entre lesquelles les fonctions

x (x > y), x(x , y)

restent continues, on trouvera

(21) f  [9 (-*·’, y) — 9('r j yo)~\dx = f  [xO,  y) — x(x<>y)]dy.
J r . J V»

Si, maintenant, on remplace x  et y  par d’autres variables r, 0, liées à
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une variable imaginaire x  par l’équation (2), ët la différentielle

<ÿ(x,y)dx +  x {x ,y )dy

par l’expression

/ ( r r 9'7-1) d ( r  e9'7-’) =  e9'''-1 / ( / '  e9'7- 1) \dr  +  r dS) \/ — i],

les fonctions
z K j )

se trouveront remplacées par les suivantes :

e0*/—i y ( 7, e0 Vr î ) ) e0i/^ïy/— 1 / ( ; ·  e9'/_1)·

Supposons d’ailleurs que

reste toujours fonction continue de x  pour des valeurs de r comprises 

entre les limites
r =  r0, r — R,

et prenons —  u, +  71 pour limites de l’argument 0. On tirera de la 

formule (21)

_ _
(22) / e9 -̂1  [/?/(./?e9 -̂ 1 ) — r 0/ ( r 0 e9*7-1) ]  <a?0 =  o.

—7t

Enfin, si l’on pose r„ =  o dans la forme (16), elle donnera 

(23) J  sf(  = )dp =  °,

la valeur de z étant
z =  Re^ ~ 1

L’équation (23) suppose seulement que la fonction f ( z )  reste continue 

entre les limites 0 et R du module de z. Si, dans cette môme équation,
f ( r - )  __ f ( x )

on remplace f ( z )  par-/v~’; , alors, en supposantle moduler de x

inférieur au module R de z, on trouvera
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puis, en développant le rapport su'vant les puissances ascendantes

de x,  on obtiendra la formule de Maclaurin, qui subsistera, ainsi que 

la formule (24), tant que le module de x  conservera une valeur infé

rieure à celle par laquelle la fonction f { x ) cessera d’être finie et 

continue.
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SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES
P R ISE S

EN TRE DES LIM ITES IMAGINAIRES.

Bulletin de Fórussac, Tome III, p. 214-221; 1825.

D a n s  u n  M é m o i r e  p r é s e n t é  à  l ’ A c a d é m i e  d e s  S c i e n c e s ,  l e  

2 8  o c t o b r e  1 8 2 2 ,  a i n s i  q u e  d a n s  l e  1 9 0 C a h i e r  d u  Journal de l'É c o le  

R oyale Polytechn ique, e t  d a n s  l e  r é s u m é  d e s  l e ç o n s  d o n n é e s  à  c e t t e  

é c o l e ,  j ’ a i  f a i t  v o i r  c o m m e n t  o n  p o u v a i t  p a r v e n i r  à  f i x e r ,  d a n s  t o u s  l e s  

c a s  p o s s i b l e s ,  l e  s e n s  q u e  l ’ o n  d o i t  a t t a c h e r  à  l a  n o t a t i o n

d e s t i n é e  à  r e p r é s e n t e r  u n e  i n t é g r a l e  d é f i n i e ,  p r i s e  e n t r e  d e s  l i m i t e s  

r é e l l e s  cc0, X ;  q u e l l e  q u e  f û t  d ’ a i l l e u r s  l a  f o n c t i o n  r é e l l e  o u  i m a g i n a i r e ,  

d é s i g n é e  p a r  f ( x ) .  J ’ a i  p r o u v é  q u ’ u n e  i n t é g r a l e  d e  c e t t e  e s p è c e ,  

l o r s q u e  l a  f o n c t i o n  f ( x )  d e v i e n t  i n f i n i e  e n t r e  l e s  l i m i t e s  d e  l ’ i n t é g r a 

t i o n ,  e s t  e n  g é n é r a l  d é t e r m i n é e ,  e n  s o r t e  q u ’ e l l e  a d m e t  u n e  i n f i n i t é  d e  

v a l e u r s ,  p a r m i  l e s q u e l l e s  i l  e n  e x i s t e  u n e  q u i  m é r i t e  u n e  a t t e n t i o n  

p a r t i c u l i è r e ,  e t  q u e  j ’ a i  n o m m é e  valeur p rin cip a le.  E n f i n ,  j ’ a i  m o n t r é  

q u e  l a  c o n s i d é r a t i o n  d e s  v a l e u r s  p r i n c i p a l e s  d e s  i n t é g r a l e s  i n d é t e r 

m i n é e s ,  j o i n t e  à  l a  t h é o r i e  d e s  intégrales singulières  q u e  j ’ a v a i s  e x p o s é e  

p o u r  l a  p r e m i è r e  f o i s  d a n s  u n  M é m o i r e  d e  i 8 i 4 , s u f f i s a i t  p o u r  é t a b l i r

Œ uvres de C. —  S. II, t. II. 8
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u n e  m u l t i t u d e  d e  f o r m u l e s  g é n é r a l e s  à  l ’ a i d e  d e s q u e l l e s  o n  p o u v a i t  

é v a l u e r  o u  d u  m o i n s  t r a n s f o r m e r  l e s  i n t é g r a l e s  d é f i n i e s .  L e  n o u v e a u  

M é m o i r e ,  q u e  j ’ a i  p r é s e n t é  à  l ’ A c a d é m i e  d e s  S c i e n c e s ,  l e  2 8  f é v r i e r  

d e r n i e r ,  a  p o u r  b u t  d ’ a p p l i q u e r  l e s  p r i n c i p e s ,  q u i  m ’ o n t  g u i d é  d a n s  

c e s  r e c h e r c h e s ,  a u x  i n t é g r a l e s  p r i s e s  e n t r e  d e s  l i m i t e s  i m a g i n a i r e s .  

O n  s a i t  q u e  l ’ e m p l o i  d e  c e s  d e r n i è r e s  i n t é g r a l e s  a  c o n d u i t  M .  L a p l a c e  

à  d e s  r é s u l t a t s  d i g n e s  d e  r e m a r q u e .  D a n s  c e s  d e r n i e r s  t e m p s ,  M .  B r i s s o n  

n o u s  a  d i t  s ’ ê t r e  s e r v i  a v e c  s u c c è s  d e  c e s  m ê m e s  i n t é g r a l e s ,  e t  d e  l e u r  

t r a n s f o r m a t i o n  e n  i n t é g r a l e s  d é f i n i e s  o r d i n a i r e s ,  p o u r  d é v e l o p p e r  d e s  

f o n c t i o n s  d o n n é e s  e n  s é r i e s  c o m p o s é e s  d e  t e r m e s  p r o p o r t i o n n e l s  à  d e s  

e x p o n e n t i e l l e s  d o n t  l e s  e x p o s a n t s  s u i v e n t  d e s  l o i s  c o n n u e s .  E n f i n  u n  

j e u n e  R u s s e ,  d o u é  d e  b e a u c o u p  d e  s a g a c i t é ,  e t  t r è s  v e r s é  d a n s  l ’ a n a l y s e  

i n f i n i t é s i m a l e ,  M .  O s t r o g r a d k y ,  a y a n t  a u s s i  r e c o u r s  à  l ’ e m p l o i  d o  c e s  

i n t é g r a l e s . e t  à  l e u r  t r a n s f o r m a t i o n  e n  i n t é g r a l e s  o r d i n a i r e s ,  a  d o n n é  

u n e  d é m o n s t r a t i o n  n o u v e l l e  d e s  f o r m u l e s  q u e  j ’ a i  p r é c é d e m m e n t  

r a p p e l é e s ,  e t  g é n é r a l i s é  d ’ a u t r e s  f o r m u l e s  q u e  j ’ a v a i s  p r é s e n t é e s  d a n s  

l e  1 9 0 Journal de l'É c o le  Royale Polytechnique. M .  O s t r o g r a d k y  a  b i e n  

v o u l u  n o u s  f a i r e  p a r t  d e s  r é s u l t a t s  p r i n c i p a u x  d e  s o n  t r a v a i l .  M a i s  n i  

c e  t r a v a i l ,  n i  a u c u n  d e s  M é m o i r e s  p u b l i é s  j u s q u ’ à  c e  j o u r  s u r  l e s  

d i v e r s e s  b r a n c h e s  d u  c a l c u l  i n t é g r a l ,  11’ o n t  f i x é  l e  d e g r é  d e  g é n é r a l i t é  

q u e  c o m p o r t e  u n e  i n t é g r a l e  d é f i n i e  p r i s e  e n t r e  d e s  l i m i t e s  i m a g i n a i r e s ,  

e t  l e  n o m b r e  d e s  v a l e u r s  q u ’ e l l e  p e u t  a d m e t t r e .  T e l l e  e s t  l a  q u e s t i o n  

q u i  v i e n t  d e  f a i r e  l ’ o b j e t  d e  n o s  r e c h e r c h e s .  S a  s o l u t i o n ,  q u i  d é p e n d  d u  

c a l c u l  d e s  v a r i a t i o n s  e t  d e  l a  t h é o r i e  d e s  i n t é g r a l e s  s i n g u l i è r e s ,  f o u r n i l  

i m m é d i a t e m e n t  u n  g r a n d  n o m b r e  d e  f o r m u l e s  g é n é r a l e s  p r o p r e s ,  

s o i t  à  l ’ é v a l u a t i o n ,  s o i t  à  l a  t r a n s f o r m a t i o n  d e s  i n t é g r a l e s  d é f i n i e s .  C e s  

f o r m u l e s  c o m p r e n n e n t ,  c o m m e  c a s  p a r t i c u l i e r s ,  c e l l e s  q u e  j ’ a i  d é j à  

m e n t i o n n é e s ,  e t  c e l l e s  q u e  q u e l q u e s  g é o m è t r e s  o n t  o b t e n u e s  d e p u i s  

p e u  p a r  d ’ a u t r e s  v o i e s .  '

D e s  p r i n c i p e s  d é v e l o p p é s  d a n s  l e  M é m o i r e  q u e  n o u s  a n n o n ç o n s ,  i l  

r é s u l t e  q u e ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  x ,  y  d e u x  v a r i a b l e s  r é e l l e s ,  p a r  

z  —  x - \ - y s J —  1 u n e  v a r i a b l e  i m a g i n a i r e ,  p a r / ( . s )  u n e  f o n c t i o n  r é e l l e  , 

o u  i m a g i n a i r e  d e  s ,  e n f i n  p a r  æ 0, y a ; X , Y, d e u x  s y s t è m e s  d e  v a l e u r s
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p a r t i c u l i è r e s  d e s  v a r i a b l e s  r é e l l e s  x,  y, l ’ i n t é g r a l e

s,x-î- "iV— 1
(>) j  1 _ n = )d z

.'t‘o "b .)‘o /— 1

a u r a  u n e  v a l e u r  u n i q u e ,  l o r s q u e  l a  f o n c t i o n  n e  d e v i e n d r a  i n f i n i e  

p o u r  a u c u n e  d e s  v a l e u r s  d e  z =  x  +  y  \j— i c o r r e s p o n d a n t e s  à  d e s  

v a l e u r s  d e  x  c o m p r i s e s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  x 0, X, e t  à  d e s  v a l e u r s  d e  y  

c o m p r i s e s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  y 0, Y. S i  l e  c o n t r a i r e  a r r i v e ,  c ’ e s t - à - d i r e  

s i  l ’ é q u a l i o n

(*) -7------^ = = r = o

s e  t r o u v e  v é r i f i é e  p a r  d e s  v a l e u r s  d e  x  e t  d e  y  c o m p r i s e s  e n t r e  l e s  

l i m i t e s  d o n t  il  s ’ a g i t ,  l ’ i n t é g r a l e  ( i )  a d m e t t r a  g é n é r a l e m e n t  d i v e r s e s  

v a l e u r s ,  d i s t i n c t e s  l e s  u n e s  d e s  a u t r e s .  M a i s  l a  d i f f é r e n c e  e n t r e  d e u x  

q u e l c o n q u e s  d e  c e s  v a l e u r s ,  é t a n t  la  s o m m e  d e  p l u s i e u r s  i n t é g r a l e s  

s i n g u l i è r e s ,  c ’ e s t - à - d i r e  p r i s e s  e n t r e  d e s  l i m i t e s  i n f i n i m e n t  r a p p r o 

c h é e s ,  p o u r r a  ê t r e  f a c i l e m e n t  c a l c u l é e  e n  t e r m e s  f i n i s .  D e  p l u s ,  s i  l ’ o n  

s u p p o s e  q u e  l e s  v a r i a b l e s  a?, y  r e p r é s e n t e n t  d e s  c o o r d o n n é e s  r e c t a n 

g u l a i r e s ,  e t  s i ,  p o u r  a b r é g e r ,  o n  i n d i q u e  u n  p o i n t  à  l ’ a i d e  d e  s e s  

c o o r d o n n é e s ,  r e n f e r m é e s  e n t r e  p a r e n t h è s e s ,  u n e  l i g n e  à  l ’ a i d e  d e  s o n  

é q u a t i o n ;  c h a q u e  v a l e u r  d e  1 i n t é g r a l e  ( i )  s e r a  r e l a t i v e  à  u n e  l i g n e ,  

d r o i t e  o u  c o u r b e ,  t r a c é e  d a n s  l e  p l a n  d e s  x,  y, d e  m a n i è r e  à  l i e r  le  

p o i n t  ( x 0, y 0) a v e c  l e  p o i n t  (X, Y), e t  d a n s  l a q u e l l e  u n  s e u l  p o i n t  

r é p o n d e  à  c h a q u e  a b s c i s s e  c o m m e  à  c h a q u e  o r d o n n é e .  C e t t e  l i g n e  s e r a  

c o m p l è t e m e n t  d é t e r m i n é e ,  s i  f o u  a s s u j e t t i t  l e s  v a r i a b l e s  x  e t  y  à d e u x  

é q u a t i o n s  s i m u l t a n é e s  d e  l a  f o r m e

(3 ) æ =  y  =  z(i ) ,

? ( 0 ’ 3 c ( 0  d é s i g n a n t  d e u x  f o n c t i o n s  r é e l l e s  d ’ u n e  n o u v e l l e  v a r i a b l e  i, 

q u i  s e  r é d u i s e n t  à  x 0 e t  y 0, p o u r  t =  t0, h X e t  Y p o u r  t =  T; e t  la  

v a l e u r  p a r t i c u l i è r e  d e  l ’ i n t é g r a l e  ( i ) ,  c o r r e s p o n d a n t e  à  l a  l i g n e  d o n t  il 

s ’ a g i t ,  s e r a

('D f  L?'(0 +  \/~z'(O]/[?(O +  v/~ z ( O j^ ·
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O n  p e u t ,  a u  r e s t e ,  s u b s t i t u e r  à  c e t t e  l i g n e  u n  s y s t è m e  d e  p l u s i e u r s  

l i g n e s  d r o i t e s  o u  c o u r b e s ,  f o r m a n t  u n  c o n t o u r  q u i  p a r t i r a i t  d u  p o i n t  

( x a, j 0)  p o u r  a b o u t i r  a u  p o i n t  ( X , F ) .  O n  o b t i e n d r a  u n  s e m b l a b l e  

s y s t è m e ,  s i  T o n  d é s i g n e  p a r  <p(/>, q , r ,  . . . ) ,  i ( p ,  q , r , . . . )  d e u x  f o n c 

t i o n s  r é e l l e s  d e  p l u s i e u r s  v a r i a b l e s  p, q, r, . . .  p r o p r e s  à  r e m p l i r  l e s  

c o n d i t i o n s

( y(Po, </o, r 0,. . .) = x 9, %{po, qo, r , , . . .) —
( 0 }  \ ' f ( P , Q t R , . . . ) = A ' ,  X(P,  Q,  / ? , . . . )  =  Y,

e t  s i  l ’ o n  a s s u j e t t i t  l e s  v a r i a b l e s  x  e t  y ,  c o n s i d é r é e s  c o m m e  f o n c t i o n s  

d e  l ’ u n e  d e s  q u a n t i t é s  p ,  q , r , . . .  à  v é r i f i e r ,  i °  e n t r e  l e s  l i m i t e s  p = p a, 

p  =  P ,  l e s  é q u a t i o n s  s i m u l t a n é e s

(6) ûc =  y(p, q„, r 0, . . .) ,  y  — x(p, ?o, A>, · · ·) ;

2 °  e n t r e  l e s  l i m i t e s  q =  qa, q =  Q, l e s  é q u a t i o n s  s i m u l t a n é e s

( 7 )  x  =  y ( P,  q, . . ) ,  y  =  X(P,  q, ro,. . . )· ,

3 °  e n t r e  l e s  l i m i t e s  r =  r 0, r  =  R , l e s  é q u a t i o n s  s i m u l t a n é e s

(8) œ =  (ç(P, Q, r , . . . ) ,  y  =  x ( p > <?> > v ··) ,

A l o r s  l ’ i n t é g r a l e  ( 4 )  s e  t r o u v e r a  r e m p l a c é e  p a r  l a  s o m m e

C Prf[<P(/>> 9o, n , . · ■■) +  \f— l X(P,  <7 o» ' ’0, · · · ) ]
i dP

x  /{ ?( / >,  q», '·»,· ■ ■ ) +  \/ ~ X ( P ,  q», r 0, . . . ) } ü p

, r Q d [ v ( p , q , r  0,··, . )  +  \ / ~ ï z ( P ,  q , )]

*■l dq

x f { < ? ( p > q > r*, . . . . )  +  \ T ï x ( p , q .

, r M < p ( ^ 0 , r , . . ·) +  V/’= r ‘ X(/5> ' % · · · ) ]
Ju r0 d r

x f i y i P ,  Q , >-,·■ • ) +  \ f - r i x ( p > <?> ' ’, · · ·

Lorsque les équations (6), (7 ), (8), . . . fournissent une seule valeur 
de j  pour chaque valeur de x  et réciproquement, la somme ( 9 ) repré
sente, aussi bien que l’expression ( 4 ), une valeur particulière de
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l ' i n t é g r a l e  ( i ) .  A j o u t e z  q u e ,  d a n s  l e  c a s  m ê m e  o ù  c e t t e  c o n d i t i o n  n ’ e s t  

p a s  r e m p l i e ,  l a  d i f f é r e n c e  e n t r e  d e u x  s o m m e s  s e m b l a b l e s  à  l a  p r é c é 

d e n t e  p e u t  ê t r e  o b t e n u e  s o u s  f o r m e  f i n i e ,  e t  q u e  c e t t e  d i f f é r e n c e  s e  

c o m p o s e  t o u j o u r s  d ’ u n e  s u i t e  d e  t e r m e s  r e p r é s e n t é s  p a r  d e s  f o n c t i o n s  

c o n n u e s  d ’ u n e  o u  d e  p l u s i e u r s  r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 ) .  O n  d é d u i t  

i m m é d i a t e m e n t  d e  c e  p r i n c i p e  u n e  m u l t i t u d e  d e  f o r m u l e s  g é n é r a l e s ,  

p r o p r e s ,  s o i t  à  l a  t r a n s f o r m a t i o n ,  s o i t  à  l ’ é v a l u a t i o n  d e s  i n t é g r a l e s  

d é f i n i e s .  P a r m i  c e s  f o r m u l e s  s e  t r o u v e n t  c o m p r i s e s  c e l l e s  q u e  j ’ a i  

d o n n é e s  d a n s  l e  1 9 e C a h i e r  d u  Journal de V É co le Polytechnique. A i n s i ,  

p a r  e x e m p l e ,  e n  r é d u i s a n t  l e s  v a r i a b l e s p ,  q, r, . . . ,  à  d e u x ,  e t  p o s a n t  

s u c c e s s i v e m e n t

0 ° )  (l)  = p  =  x, x(p, f/) =  f j= y ,
(11) df(p, r )  — rcosp, x{p, r)  =  rainp,

puis comparant, dans chaque hypothèse, les deux sommes que fournit 
la formule ( 9 ) quand les deux variables changent de rôle, on établira 
immédiatement les équations

Dans chacune de ces formules, A représente une somme de termes

p a r a ^ ,  x %, . . .  c e s  r a c i n e s ,  p a r  £ u n  n o m b r e  i n f i n i m e n t  p e t i t ,  e t  p a r  

m l e  n o m b r e  d e s  r a c i n e s  é g a l e s  à  x l9 a l o r s ,  e n  p o s a n t

( 1 2 )

f i n i s  c o r r e s p o n d a n t  à  d i v e r s e s  r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 ) .  S i  l ’ o n  d é s i g n e

(Ri) 1 .2 .3 . . .  (m — 1)
-4- e) 

dz'n~l ’
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o a  a u r a ,  p o u r  d é t e r m i n e r  A ,  u n e  é q u a t i o n  d e  l a  f o r m e

A =  2 ( f 1 +  f·, +  . . · ) 1 ·

11 e s t ,  d ’ a i l l e u r s ,  i m p o r t a n t  d ’ o b s e r v e r  q u ’ o n  d e v r a  p r e n d r e  p o u r  

« i ,  x«_, . . . ,  s i  l ’ o n  c h e r c h e  l a  v a l e u r  d e  A  r e l a t i v e  à  l a  f o r m u l e  ( 1 2 ) ,  

c e l l e s  d e s  r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 ) ,  d a n s  l e s q u e l l e s  l a  p a r t i e  r é e l l e  

s e r a  c o m p r i s e  e n t r e  l e s  l i m i t e s  a?„ ,  X ,  e t  l e  c o e f f i c i e n t  d e  y/ —  1 e n t r e  

l e s  l i m i t e s  j „ ,  V. A u  c o n t r a i r e ,  s i  l ’ o n  v e u t  o b t e n i r  l a  v a l e u r  d e  A  

r e l a t i v e  à  l a  f o r m u l e  ( 1 3 ) ,  o n  d e v r a  s e u l e m e n t  t e n i r  c o m p t e  d e s  r a c i n e s  

d a n s  l e s q u e l l e s  l e  m o d u l e  s e r a  c o m p r i s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  /·<,, B , e t  l e  

r a p p o r t  d u  c o e f f i c i e n t  d e  <J— i à  l a  p a r t i e  r é e l l e ,  e n t r e  l e s  l i m i t e s  

Lan g /j  o e t  t a n g / b  E n f i n ,  s i  l a  f o n c t i o n  c o m p r i s e  s o u s  l e  s i g n e  j ' » d a n s

l ’ u n e  d e s  i n t é g r a l e s  q u e  r e n f e r m e n t  l e s  f o r m u l e s  ( 1 2 )  e t  ( 1 3 ) ,  d e v i e n t  

i n f i n i e  e n t r e  l e s  l i m i t e s  d e  l ’ i n t é g r a t i o n ,  c e l u i  d e s  t e r m e s  l t , L , . . .  q u i  

s e r a  r e l a t i f  à  l a  v a l e u r  i n f i n i e  d e  l a  f o n c t i o n ,  d e v r a  ê t r e  r é d u i t  à  m o i t i é ,  

e t  l ’ i n t é g r a l e  e l l e  m ê m e  à  s a  v a l e u r  p r i n c i p a l e .

L o r s q u e  l a  f o n c t i o n  f ( x  +  J  y/—  1 )  s ’ é v a n o u i t  p o u r  j ; =  ± q c , q u e l  

q u e  s o i t  j ,  p o u r  y  =  00, q u e l  q u e  s o i t # ,  o n  t i r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 2 )

A  s e  c o m p o s a n t  d e  t e r m e s  r e l a t i f s  a u x  r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 ) .  d a n s

l e s q u e l l e s  l e  c o e f f i c i e n t  d e  y/ —  1 e s t  p o s i t i f  o u  n u l ,  e t  A ' ,  A " ,  r e p r é s e n 

t a n t  l e s  d e u x  p a r t i e s  d a n s  l e s q u e l l e s  A  s e  d i v i s e ,  l o r s q u ’ o n  r a s s e m b l e  

t o u s  l e s  t e r m e s  c o r r e s p o n d a n t  a u x  r a c i n e s  d a n s  l e s q u e l l e s  l a  p a r t i e  , 

r é e l l e  a  u n  s i g n e  d é t e r m i n é .

et
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O n  t i r e  e n c o r e  d e  l a  f o r m u l e  ( i 3 )

e t

(19) d‘ <i~ ' / (  e" J-1 ) dp = j== ’

A  s e  c o m p o s a n t  d o  t e r m e s  r e l a t i f s  a u x  r a c i n e s  d o n t  l e  m o d u l e  e s t  p l u s  

p e t i t  q u e  l ’ u n i t é ,  e t  A '  d e  t e r m e s  r e l a t i f s  à  c o l l e s  d e  c e s  r a c i n e s  d a n s  

l e s q u e l l e s  l e  c o e f f i c i e n t  d e  y/—  1 e s t  p o s i t i f .

C e s  d i v e r s e s  f o r m u l e s  c o ï n c i d e n t  a v e c  c e l l e s  q u e  j ’ a i  d o n n é e s  d a n s

P h ilo m a tiq u e , e t  d a n s  l e s  n o u v e l l e s  n o t e s  a j o u t é e s  a u  M é m o i r e  s u r  l e s  

o n d e s .  E l l e s  f o u r n i s s e n t  l e s  v a l e u r s  d e  p r e s q u e  t o u t e s  l e s  i n t é g r a l e s  

d é f i n i e s  c o n n u e s ,  e t  c e l l e s  d ’ u n  g r a n d  n o m b r e  d ’ a u t r e s .  J e  m e  c o n t e n 

t e r a i  d e  c i t e r  q u e l q u e s  e x e m p l e s .

S i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  a, b, r, s d e s  q u a n t i t é s  p o s i t i v e s ,  p a r  k u n  

n o m b r e  c o m p r i s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  o ,  1 ,  e t  p a r  F ( x )  u n e  f o n c t i o n  q u i  n e  

d e v i e n n e  p o i n t  i n f i n i e  p o u r  d e s  v a l e u r s  r é e l l e s  d e  x ,  n i  p o u r  d e s  

v a l e u r s  i m a g i n a i r e s  d a n s  l e s q u e l l e s  l e  c o e f f i c i e n t  d e  y/— 1 s o i t  p o s i t i f ,  

o n  t i r e r a  d e s  é q u a t i o n s  ( 1 6 )  e t  ( 1 7 )

(20)

l e  M é m o i r e  d e  1 8 1 4 ,  d a n s  l e  Journal de l 'É c o le  p o ly tech n iq u e, d a n s  l e  

R é s u m é  d e s  l e ç o n s  d o n n é e s  à  c e t t e  é c o l e ,  d a n s  l e  Bulletin de la Société

(22)
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O n  t r o u v e r a  e n c o r e

F(;r) , __ { t_ ,Ai/Zm r><

(23> \ £ ï u

/ ( r -  W - 0
F ( x )

/ ( i
F { x )

d x — — n F (o ) ,  

d x  =  o
pour /' >  i ·

J _ Kl ( r  — x  \/— i)

D e  m ê m e ,  ç ( æ· )  r e p r é s e n t a n t  u n e  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e ,  e t  0 u n  a r c  

r e n f e r m é  e n t r e  l e s  l i m i t e s  o ,  i ï , o n  o b t i e n d r a  f a c i l e m e n t  l e s  v a l e u r s  

d e s  i n t é g r a l e s

f  x “- 1 y (x)  dx,  J uoabx cp (a ·')  dx,  J  snibx cp (x)  dx,
J() ~ »

J ^ l {l, ^ 2rxcosü +  ^ ) ^ x ) d x ,  x; cp (x)  a r c  c o d x ,

f  ”  a r c  t a n g  <P ( * )  +  2 ' ’ c o s i x  +  r') 'P < * )  d x ’

J — *
C ” , r ^ obx ^ C 1 s|ü f  HL — bx-\cp (x)  dx,J arc tang j ^ T f c ô s b x  ? V·2· 1 V 3

/*» . T ” si» a*  , , , ,
/ eiioos6*cos(asin6ü?) cp(it) rt.r, / Ĵ axi

f x cosax . , ,
i  e,u:osbxsin(asmbx) y ( x )  dx,  J  s}nbx d x '

J — »
r x cosax , , » f * * ' “—  ç?(x)dx,  . . . .
/  } ’ L . o o s b x ^

U _. oc

O n  t r o u v e r a  e n  p a r t i c u l i e r

J yigO , . , v /'î/.É;
f r̂tm.sôa:· CQS ( ¿¿SUl b x  T

0

X
(24)

( 2 5 )

(26)

2

7T. «Z-* i/·̂ · /̂?—tr«̂cosi.c si]i(£isni&x) 7 — ~ e

I * / a7r I J\ 1 1 ra-'e~i>r„a"* s m ------- b x  - t~ — 7 6 :
 ̂ 1 2 / '  2X

X
otr n 1-0-1 «e-1'.

e t c .
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Enfin si, avec M. Legendre, on désigne par T (îc) la fonction 

f  zx~l e~z dz, on trouvera

(°-i) ..

(28)

l

£

» ebx\/-\dx  

*, ( r  —  x s j —  i ) a

çbxt/—I  d x

( r  -4- x  y/— i ) ’1 1 (M)
6" -1 c-

( r  — x  \]— i ) “(s — «  sj— i ) 1' (/· -f- ¿r (/— i ) “(s -I- x  \j— i )b ■
« f  ” ________*£

*/_« (r — « v/— i)“0

^ 9) T
*/ —  >

£
d x

d x  _ 2 7T T ( a  +  ¿ — i )

( r - h  x\ J— i) a(s —  x \ / — i)* (/·-+-.s)a+i-1 T ( a ) I ( 6 )

- (3o) f  
Jq

(COS/?)flCOsZ>/> “
7T T(« +  I)

p / « -f- b u — b
H- i

toutes les fois que l’intégrale renfermée dans le premier membre 

conservera une valeur finie.

Ajoutons que des formules précédentes on pourra déduire un grand 

nombre d’autres, soit en remplaçant, dans certains cas, les constantes 

réelles par des constantes imaginaires, ce qui sera permis en parti

culier pour la formule (24), soit en différentiant ou intégrant par 

rapport à quelques-unes de ces mêmes constantes.

Œ u v res de C. — S. II, t. II. 9
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INTÉGRATION DES ÉQUATIONS 

AUX DIFFÉRENCES PAR TIE LLES, LINÉAIRES  

ET A COEFFICIENTS V A R IAB LE S 0 )

Bulletin de Férus suc, Tome IV, p. 71-70 ; 1825.

J’ai montré dans ce Mémoire comment les formules que j’avais 

déduites do la théorie des intégrales singulières pouvaient être appli

quées à l’intégration des équations différentielles linéaires, des équa

tions aux différences finies, et des équations aux différences partielles. 

Les formules que j’avais présentées dans les trois premiers paragraphes 

de ce Mémoire ont été insérées dans le 190 Cahier du Journal de l'École 

Royale Polytechnique. Je vais inscrire ici celles auxquelles j ’étais 

parvenu dans le 4° paragraphe, et qui sont relatives à l’intégration des 

équations aux différences partielles, linéaires, mais à coefficients 

variables.

J’ai donné dans le 190 Cahier du Journal cité une formule que l’on 

peut écrire comme il suit :

(*) fil·10) V0) ro0! · ■ ·) vl> ®1> · · · ) + · · ·

... e aM^ - l e^N^ - ' ... v,tn, ...) da. dp  d$ ¿v dy dm ...

entre les limites

( ‘ ) Kxlrail du Mémoire présenté à l’Académie royale des Sciences le 26 mai 1823.
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Dans cette formule M, N, ..  . sont des fonctions quelconques des 

variables p., v, m, . .  . ; n représente le nombre de ces variables, et L le 

dénominateur commun des fractions qui représentent les valeurs de 

p, q, / · , . . .  tirées des équations

( 2 )

( dM dM dM
l ^ d ^ ~f” /’ — -h · . __ 1 ,dm
< d N dN dN
J P d\x

-4- r — i, dm

P-i, v4, JT5lf . . . désignent les diversE n f i n  p .„,  v 0, c

Valeurs de p., v, tn>, . . .  propres à résoudre les équations simultanées 

(3 ) M  =  o, A — o, . . .

et composés de valeurs de p. renfermées entre les limites ¡x', p.", de 

valeurs de v renfermées entre les limites v', v", . . . .  Dans le cas parti

culier où ron suppose

(4) M — .v — a, N  =  j — v, . . .

le nombre des variables x , y, z, . . .  étant égal à n, et u, v, . . .  

représentant des fonctions des variables \x, v, m, . . . ,  on tire de Ja 

formule (i)

(5 ) F ( . r y , z , . . . )

=  :
ei.T a) y.|/- j e(j·— h iH -  i ... \Ji_,i q?( c5 ...) cia d\x c/,3 ih ...

entre les mômes limites. Dans cette dernière, la fonction F(u, v) 

remplace la fonction /(p., v, m, . . .  ), les limites p/, p.", v', v", . . . sont 

choisies de telle manière que les valeurs correspondantes de u, e, . . .  

puissent être considérées comme des limites inférieures et supérieures 

des valeurs attribuées aux variables x , y, z, . .  ., et L désigne le déno

minateur commun des valeurs de p, q, r, . .  . tirées des équations

du du du
dix <j ~r dv
dv dv dv
d\x

1T I
I

T

+  . ■ . --

(6)
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Ajoutons que dans les formules ( i )  et ( 5) on pourrait, au lieu de

. a sj—  i , (3^— 1, écrire partout a +  a ^— i, b +  Py/— i, a, b,
désignant dés constantes arbitraires.

Concevons maintenant que K, X, Y, . . . ,  T étant des fonctions 

quelconques dcsvariabls æ, y, z, t, il s’agisse d’intégrer l’équation 

aux différences partielles

(7) Y do
*)■ di. +  T -  \ — j  (,j;, j ,  5, . . ., t)

de manière que la variable principale <p se réduise à

(8) /u(>,  y ,  =, · . · )  pour' t =  /0.

On présentera l’équation (7) sous la form«'

____  ____  dCf?)
I d:r dv

(9) A>  +  ■ d X
<P

c/U

<=0'

dt
dT
dt

-/('E y J'y ·’) · · · ,  l )

et la valeur inconnue de <p sous la forme
\

( io)  cp =  f  —  ^ ijj . . . “) «/—1 >’) v— 1 . . .  <p da. dp. dp dv . .  .,

les limites étant celles de la formule (x); //, v, . . . ,   ̂ étant des quan

tités que l’on supposera fonctions des seules variables ¡j., v, . . ., t. 

Soient d’ailleurs S, U, V, . . . ,  W, ce que deviennent K, X, Y, . .  ., T 

quand on y remplace x  par //, y  par c, . . . .  On tirera des équations 

( 5) et ( io )

( l \o  — (  —  \  , . .  ea(.r—«i t/-1 e3u ’ . . .  S é  da. du. d‘5 dv . . . ,
(n ) j \ 2ttJ

( A '<p =  , . . ,  I '<p =  . . .  jusqu’à 7'<f =  . ..

et

'P ~dx ^  ( 2 ^ · )  . . . «) é— « Oé 1 . . . t\j<̂ L d a  dp. d p  dv  . . . ,

’ ‘¿J '

(12) 2 TT
¿ 71

Jusqua  ̂ ‘ ‘ ’

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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enfin on aura

( 1 3)  f ( x , y , z ,

=  'J jj '· ··  ea(x-“u/I7i eP<-r_|y)'/~  ... \/.L2/ ( m, p, ..., I) cia d\>.d$ dv ....

Cela posé, on satisfera évidemment à l’équation (7) en posant

( 1 4 )

dt

........°-

Pour que cette dernière équation se vérifie sans que u, v, 

deviennent fonctions de a, (3, . . ., il est nécessaire que l’on ait

( 1 5 )

et

( 16)

,, TrrdlL■
V~ W M =  °'

Si l’on veut en outre que <p se réduise à 

( J 7 )  / » ( Æ . / . · · · )  ·

~ (  1 ) Hj j f  ' ' ' ea('r -W l/ :7 ï  e^ (r_v) ^  · · · / o(h , v, . . .)  efoc d f x d f i d v  . . .

pour i =  i0, ü suffira d’admettre que cette supposition réduit les 

valeurs de u, v, . . . ,   ̂ à celles que déterminent les formules

( 18) U = ) J . ,  (> =  V,  ̂=/o(P> V, Gî, . . .).

On devra donc alors intégrer les équations simultanées ( i 5) et (16), 

de manière que les conditions (18) soient remplies pour t =  t0.

Pour appliquer à un exemple fort simple les principes que nous 

venons d’établir, supposons qu’il s’agisse d’intégrer 1 équation

H- . ■ . H- t
dy
Ht

■ a  cp =  o
dw d<ÿ

x - r  -+- y —r-d.x dy
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de manière qu’on ait <p =  / 0(a?, y, z, . . .)  pour t —  i. Dans ce cas 

particulier on trouvera

X  — x,  

U = u ,
r  =  y ,

V =  t>,

T  — t, 

IV =  t,

K — — a, 

S =  — a,
/(■ *> y , ·
f ( l l ,  ç ,  .

■ ·, 0 =  0. 

t) =  o ;

et, par suite, les équations ( i 5) e t( iô )  deviendront

du.u —  t -r- =  o ,  dt  ’

dvt-y- =  O,d t

— (a-h n) 4-

En intégrant celles-ci de manière que les conditions (i 8) soientvérifiécs 

pour t =  i , on trouvera

U =  f X t t v  —  v l ,  . . . ,  ^ =  ta+nfo(p-, v, . .  .)·

Cela posé, la formule (io ) donnera

ea r— 1 e ? (v—v/) v'— i . . .  f 0 ([J., V,  . . . )  d(X d[i. C?(3 d' J  . . . 

e -j· (.r—¡u i (r—v) . . .  yo ̂  V. ? ^ , . . .  \  ¿/a d y .  d f i  c/v . . .

ce qui est exact.

Comme toute équation aux différences partielles du i "  ordre peut 

être remplacée par une équation linéaire du môme ordre qui renferme 
un plus grand nombre de variables, il est clair que la méthode précé

dente peut être appliquée à l’intégration de toutes les équations aux 

différences partielles du i cr ordre.

En appliquant la même méthode à l’équation linéaire la plus géné

rale du 2e ordre et à coefficients variables, et présentant cette équation 

sous la forme

K  cp -+- d x % dx  dt
d^Ry)

dP dx
•d(Tt f )

dt =  /(^> 0,

on reconnaît qu’on peut toujours disposer de la fonction f { x ,  t) de
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tic manière à la rendre intégrable. Exemple : On intègre par cette 

méthode l'équation

. d H x 1 œ) . d i (xtco) d '^t-x)
2- A ^ + 3 ^ k F - ,' - 3F i = °

et l’on trouve pour son intégrale

cp =  iO /o ( ï )  + / , ( ? ) } '
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DÉMONSTRATION ANALYTIQUE 
D’UNE

LOI DÉCOUVERTE PAR M. SAVART 
ET RELATIVE

AUX VIBRATIONS DES CORPS SOLIDES OU FLUIDES.

Bulletin de Férus sac, Tome XI, p. 111-112; 1829.

Cette Note, lue à l’Académie des Sciences le i 3 janvier 1829 et 

insérée dans les Mémoires de VAcadémie des Sciences de l'Institut de 

France (2e série, t. IX, p. 115-117) a déjà été reproduite dans les 

Œuvres de Cauchy, i ro série, t. II, p. 84-85.
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M É M O IR E

SUR LE MOUVEMENT D’UN SYSTÈME DE MOLÉCULES 
QUI S’ATTIRENT

OU SE REPOUSSENT A DE TRÈS PETITES DISTANCES
ET

SUR LA THÉORIE DE LA LUMIÈRE 0 ) .

Bulletin de Férussac, Tome XI, p. I i2- u 4 ; 1829,

Les équations aux différences partielles, que j’ai données dans 

les 3o°, 3 i e et 32e livraisons des Exercices de mathématiques, expriment 

le mouvement d’un système de molécules qui s’attirent et se repoussent 

à de très petites distances, et que l’on suppose très peu écartées des 

positions qu’elles occupaient dans un état d’équilibre. D’ailleurs, ces 

équations peuvent être facilement intégrées par les méthodes que j’ai 

indiquées dans le 190 cahier du Journal de l'École Polytechnique, et 

dans l’application du calcul des résidus aux questions de physique 

mathématique, et alors les valeurs des inconnues se trouvent repré

sentées par des intégrales multiples dans lesquelles entrent, sous le 

signe s, les fonctions qui expriment à l’origine du mouvement les 

déplacements et les vitesses des molécules mesurés parallèlement aux 

axes coordonnées. Or, ces intégrales fournissent le moyen d’assigner 

les lois suivant lesquelles un ébranlement primitivement produit en un 

point donné du système que l’on considère se propagera dans tout le

( ')  Lu à l’Académie.des Sciences le 12 janvier 1829. 

Œuvres de C. — S. Il, t. II. 10
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système. C’est ainsi que je suis parvenu aux résultats que je vais 

énoncer, et qui me paraissent dignes de fixer un moment l’attention 

des physiciens et des géomètres.

i° Si un système de molécules est tellement constitué, que l’élasti

cité de ce système soit la môme en tous sens, un ébranlement primiti

vement produit en un point quelconque se propagera de manière qu’il 

en résulte deux ondes sphériques animées de vitesses constantes, mais 

inégales. De ces deux ondes, la première disparaîtra si la dilatation 

initiale du volume se réduit à zéro; et alors, si l’on suppose les vibra

tions initiales des molécules primitivement parallèles à une droite ou 

à un plan donné, elles ne cesseront pas d’être parallèles à cette droite 

ou à ce plan.

2" Si un système de molécules est tellement constitué que l’élas

ticité reste la même, autour d’un axe parallèle à une droite donnée, 

dans toutes les directions perpendiculaires à cet axe, les équations du 

mouvement renfermeront plusieurs coefficients dépendant de la nature 

du système, et l’on pourra établir entre ces coefficients une relation 

telle que la propagation d’un ébranlement primitivement produit en 

un point du système, donne naissance à trois ondes dont chacune 

coïncide avec une surface du second degré. Déplus, si l’on fait abstrac

tion de celle .des trois ondes qui disparaît avec la dilatation du volume, 

quand l’élasticité redevient la môme en tous sens, les surfaces des 

deux ondes restantes se réduiront au système d’une sphère et d’un 

ellipsoïde de révolution, cet ellipsoïde ayant pour axe de révolution le 

diamètre môme de la sphère.

L’accord remarquable de ce résultat avec le théorème d’IIuygens 

sur la double réfraction de la lumière dans les cristaux à un seul axe, 

nous a paru assez important pour mériter d’ôtre signalé, et nous 

croyons devoir en conclure que les équations du mouvement de la 

lumière sont renfermées dans celles qui expriment.le mouvement d’un 

système de molécules très peu écartées d’une position d’équilibre.
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SUR

UN NOUVEAU PRINCIPE DE MÉCANIQUE.

Bulletin de Férussac, Tome XII, p. 116-121; 1829.

On enseigne dans les divers traités de Mécanique qu’il y a perte de 

forces vives toutes les fois que les vitesses des corps éprouvent un 

changement brusque, et que cette perte de forces vives a pour mesure 

la somme des forces vives dues aux vitesses perdues. Mais cette propo

sition, que l’on a nommée Théorème de Carnot, est évidemment 

inexacte, ainsi que la démonstration par laquelle on prétend l’établir. 

C’est ce dont il est aisé de se convaincre à l’aide des considérations 

suivantes.

Observons d’abord que dans les mouvements qui nous paraissent 

instantanés, par exemple dans le choc des corps, il 11’y a jamais de 

changements brusques dans les vitesses. Seulement la vitesse d’un 

point matériel peut varier sensiblement en direction et en intensité 

dans un temps très court et qu’on ne peut mesurer. Dans le choc des 

corps les variations des vitesses sont dues aux actions mutuelles des 

molécules dont ils se composent. L’observation que nous venons de 

faire est également applicable aux corps élastiques ou non élastiques. 

La seule différence qui existe entre les uns et les autres, c’est que les 

actions mutuelles des molécules dépendent uniquement dans les corps 

élastiques des distances qui séparent ces molécules, tandis qu’elles 

dépendent à la fois du temps et des distances dans les corps non 

élastiques. A la vérité, on pourrait donner le nom de changement
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brusque à tout changement de vitesse qui s’opérerait dans un temps 

très court. Mais si l’on admet cette manière de s’exprimer, il y aura 

changement brusque de vitesse dans le choc des corps élastiques. Or, 

on sait très bien que le théorème ci-dessus mentionné devient inexact 

pour ces sortes de corps; et, pour éviter l’objection qui en résulte, les 

auteurs des traités de mécanique ont été forcés de dire que les vitesses 

varient d’une manière continue, quand les corps sont élastiques, et 

brusquement quand les corps cessent de l’être. Mais cette distinction 

entre des mouvements continus et discontinus est purement illusoire, 

comme nous l’avons déjà remarqué; et, par conséquent, il est impos

sible d’admettre que la perte de forces vives soit la somme des forces 

vives ducs aux vitesses perdues, toutes les fois qu’il y a changement 

brusque dans les vitesses.

Il est également facile de reconnaître l’inexactitude de la démons

tration par laquelle on prétend établir le théorème ci-dessus mentionné. 

En effet, cette démonstration consiste à remplacer dans l’équation 

différentielle des forces vives les forces motrices qui seraient propres 

à maintenir le système en équilibre, par les quantités de mouvement 

perdues dans le choc. Or, une force motrice appliquée à un point 

matériel ne peut être mesurée par la quantité de mouvement que le 

point matériel perd ou gagne dans un instant très court, que dans le 

cas où celte force motrice reste sensiblement égale et parallèle à elle- 

même pendant cet instant. Mais c’est précisément le contraire qui 

arrive lorsque cette force motrice produit ce qu’on nomme un change

ment brusque de vitesse. Donc la démonstration que nous venons 

d’indiquer est inexacte; et, en effet, si l’on pouvait l’admettre, elle 

s’appliquerait aussi bien aux corps élastiques qu’aux corps non élas

tiques; et, par conséquent, elle conduirait à une absurdité.

Toutefois, comme dans les applications de la dynamique, on a souvent 

à considérer des mouvements dans lesquels les variations de la vitesse 

sont presque instantanées, il était à désirer que l’on put obtenir des 

formules générales spécialement applicables aux mouvements dont il 

s’agit. Or, en réfléchissant sur cet objet, j’ai été assez heureux pour
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découvrir un nouveau principe de mécanique qui peut être employé 

avec avantage dans le choc des corps élastiques ou non élastiques, et 

que je vais exposer en peu de mots.

Considérons un système quelconque de points matériels assujettis à 

des liaisons quelconques et soumis à des forces motrices données. Un 

mouvement virtuel de ce système, au bout d’un temps quelconque i, 

sera un mouvement compatible avec les diverses liaisons telles qu’elles 

subsistent à cette époque ; et les vitesses virtuelles des différents points 

matériels ne seront autres que les vitesses qu’ils pourraient acquérir 

dans un mouvement virtuel. Enfin le moment virtuel d’une forcen»
appliquée à l’un des points du système sera le produit de cette force 

par la vitesse virtuelle du point projeté sur la direction de la force. 

Cela posé, pour obtenir toutes les équations propres à déterminer le 

mouvement du système, il suffira, comme l’on sait, d’écrire, que dans 

un mouvement virtuel quelconque, la somme des moments virtuels 

des forces appliquées est équivalente à la somme des moments virtuels 

des forces qui seraient capables de produire les mouvements observés, 

si tous les points devenaient libres et indépendants les uns des autres. 

Concevons maintenant que, pendant· un instant très court Ai, compté 

à partir de la fin du temps i, les vitesses varient sensiblement en 

direction comme en intensité, sans devenir infiniment grandes, et en 

vertu d’actions développées par le choc de certaines parties du système. 

Construisons d’ailleurs uu parallélogramme qui ait pour un de ses 

côtés la vitesse d’un point du système à la fin du temps i, et pour 

diagonale la vitesse du môme poiiii à la fin du temps i +  A i. L’autre 

côté mesurera ce qu’on appelle quelquefois la vitesse gagnée ou perdue 

par le point pendant l’instant Ai, et le produit,de cette vitesse par la 

masse du point sera de même la quantité de mouvement gagnée ou 

perdue pendant l’instant Ai. Enfin, comme chaque point ne changera 

pas sensiblement de position pendant l’instant Ai, et qu’en consé

quence la vitesse virtuelle pourra être regardée comme invariable, le 

moment virtuel de la quantité de mouvement gagnée ou perdue sera' 

évidemment l’ intégrale qu’on obtiendra, quand, après avoir multiplié
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par dt le moment virtuel de la force capable de produire le mouvement 

observé, on effectuera l’intégration relative à t entre deux limites dont 

la différence sera exprimée par A t. Donc la somme des moments 

virtuels des quantités de mouvement acquises ou perdues sc déduira 

par une intégrale toute semblable de la somme des moments virtuels 

des forces qui seraient capables de produire les mouvements observés 

si les points étaient libres, et, par conséquent, de la somme des 

moments virtuels des forces appliquées. Or, dans celte dernière 

somme, les seules forces qui auront des valeurs très considérables 

seront les forces moléculaires développées par les chocs, et elles dispa

raîtront de la somme dont il s’agit si le mouvement virtuel est tellement 

choisi que deux molécules qui réagissent l’une sur l’autre offrent des 

vitesses égales et parallèles. Donc, pourvu que cette condition soit 

remplie, la somme des moments virtuels des forces appliquées sera 

une quantité finie, et l’intégrale dont nous avons parlé plus haut sera 

sensiblement nulle.

Il en résulte qu’on peut énoncer généralement la proposition 

suivante :

Lorsque dans un système de points matériels les vitesses varient 

brusquement en vertu d’actions moléculaires développées par les chocs 

de quelques parties du système, la somme des moments virtuels des 

quantités de mouvement acquises ou perdues pendant le choc, est 

nulle toutes les fois que l’on considère un mouvement virtuel dans 

lequel les vitesses de deux molécules qui réagissent l’une sur l’autre 

sont égales entre elles.

S’ il arrive qu’après le choc tout point matériel qui a exercé une 

açtion moléculaire sur un autre point sc réunisse à ce dernier, le 

principe que nous venons d’énoncer fournira toutes les équations 

nécessaires pour déterminer, après le choc, les mouvements de toutes 

les molécules ou de tous les corps dont se compose le système proposé. 

Dans le même cas, l'une de ces équations, savoir celle qu’on obtient 

en faisant coïncider les vitesses virtuelles avec les vitesses effectives
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après le choc, exprimera que la perte de forces vives est la somme des 

forces vives dues aux vitesses perdues.

Formules relatives au nouveau principe de mécanique.

Considérons un système quelconque de points matériels m, m', 

assujettis à des liaisons quelconques et soumis à des forces P, P', . . .,

dont les projections algébriques soient respectivement X, Y, Z,........

En désignant par x , y, z, les coordonnées du point matériel m, par a>, 

sa vitesse au bout du temps t, et par a, 6, y, les angles que forment la 

direction de la vitesse co avec les derqi-axes des coordonnées positives, 

on aura

(*) m ( -¿ r  vx H- oy -i- ^ 7  os\ + . . .  =  X èx 4- Y <3j -+- Z ôs + . . .

ou ce qui revient au même

(2)
d. <i>cos a d. c

dt 
X o,x -

dt
■ Y ô j  +  Zâs  + .

oy- d.M COS l'

dt

la caractéristique o étant relative à un mouvement virtuel quelconque. 

Concevons maintenant que, pendant un instant très court 0 =  A t, les 

vitesses varient sensiblement en grandeur et en direction sans devenir 

infiniment grandes, et en vertu d’actions moléculaires développées par 

le choc de certaines parties du système. Comme les positions des 

points m, m', . . . ,  et les liaisons ne seront pas sensiblement altérées 

pendant le même instant, on pourra regarder ox, oy, Ss, comme inva

riables, et en intégrant les deux membres de l’équation (2) entre les 

limites t=^o, t =  0, 011 obtiendra une autre équation

(3) m \  ( w cosa — con cosa„) -4- (eo cosê — co0 cos60) oy
-4- ( co cosy — co0 cosy0) ôs ■

■èæ Î  X d l - h i y  f  Y d t  + èsf

J j X o.x -t- Y â y  +  Z'âs-t-... ) dt. 
JI)

I
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Or, dans la somme Xo# +  Y oy +  Z +  les quantités X, Y,‘ Z, 

auront généralement des valeurs finies, à l’exception de celles qui 

renfermeront les projections algébriques des forces moléculaires déve

loppées par le choc; ajoutons que les termes relatifs à ces forces molé

culaires disparaîtront si le mouvement virtuel est tellement choisi que 

deux molécules qui réagissent l’une sur l’autre aient des vitesses 

virtuelles égales et parallèles. Donc alors la somme X o a ; + . . . ,  

conservant une valeur finie, le dernier membre de l’équation (3) sera 

sensiblement nul, et l’on aura

, (4) ni \ (co cosa — «o cosa0) ox  -+- ( m  cos6 — w0 cos60) oy

H- ( m  cosy —  «o cosy0) dz -t- . . .  } —  o.

Application. —  Si les masses m, m', . . ., peuvent se mouvoir de 

manière que leurs distances restent invariables, en sorte que les 

mouvements de translation parallèles aux axes des cc, y, z, et les 

mouvements de rotation autour de ces axes soient compatibles avec 

les liaisons données, on déduira de l’équation (4) les six équations

1m m  cos a -+-... =  m co0 cos «„ -1- ■ · ·,

WCO COS 8 -I- . . . =  W M 0 c o s 6 0 h -  . . . ,  

m m  cosy 7h m 0 cosy0 +  . . .,

Im(x)(y cosy —  : cos 6) + . .  . =  7Hco0(y  cosy0 —  s  cosô0) + .  · . ,

7)i(i)(.; cos« — x  cosy) -+-.. . =  m u 0( z cosa0 —  ¿ccosy0) + . . . ,  

7?7m ( æ; c o s 6  — y  cosa) + ·  · · =  t?î m 0( « 7 C o s 8 0 —  y  cosa0) + . . . .

Ces six équations expriment que la quantité de mouvement principal 

et le moment linéaire principal relatif aux quantités de mouvement 

conservent les mêmes valeurs avant et après le choc.

Si, après le choc, les masses m, m', . . .  se meuvent effectivement 

de manière que leurs distances restent invariables, on pourra prendre

(7) &c =  « c o s a A  t, ö j = : m cos8 A z, &s =  M.cosyA t.

Et la formule ( 4) donnera en transformant et réduisant

( 8 )  m  w 2 +  m! m ' 2 + . . .  =  ni m  w 0 ( cos «  cos a 0 +  cos ê  cos 6 0 - | -  cos y  cos y 0) + ___
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Si l’on fait pour plus de commodité

iw cos a —  w0 cosa0=: m, cos a!, 

w cosë —  co0 cosê0=  ai, cosS,, 

to cosy —  tu0 cosy0=: coj cosyt

on aura

(10) «1 =  w'M- m2 — 2w&)„(.cosa cosaiH- cosS cos60-+- cosy cosy„)

et, par suite,

( i l)  w2-+- &) j —  2 [w2 —  ww0 (cos a cosa0-f- cos S cosS0+  cosy cosy0)].

-  Cela posé, la formule (8) multipliée par a. donnera

(12) .2 mco2-l·-2 m m j — I m M p o ,

OU

( i 3 ) 2 iïïiii; =  2 mu! + ïm M j.

11Œ u v res de C. — S. II, t. II.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SUR

LE PRINCIPE DES FORCES YIYES.

Bulletin de Férussac, Tome XII, p. 121-122; 1829.

Soient m, m', . . (les masses soumises à des forces quelconques P, 

P', . . . ,  et liées entre elles d’une manière quelconque. En désignant 

par x , y, z, . . . ,  les coordonnées des points matériels m, m’, . . . ,  

par X, Y, Z, ..  ., les projections algébriques des forces P, P', . .  ., on 

aura

(1) mw d(i> -+- m 'a ' du' -4-.. .

=  X d x  +  X d y  +  Z dz +  X ' d x 'y -  Y ' d ÿ  y- TJ dz' +  . . . .

Concevons maintenant que le point matériel m parte de la position O 

et parvienne au bout du temps t dans la position A; en parcourant une 

courbe ONA; puis qu’après avoir tracé les droites Oo, Nn, k a  qui 

indiquent pour chaque point de la courbe ONA la direction de la force 

motrice P, on construise une courbe ona normale à toutes ces droites. 

Si l’on nomme p  la distance k a  on aura

(2)
dp

\J d x 1 -l- d y ’1 -+- dz
- - lim ■

y/Aæ2 -1- A y 2 -1-

pour le cosinus de l’angle aigu ou obtus formé par la direction a k  

avec la direction de la vitesse. D’ailleurs

X d x  H- Y d y  4 -X cfe 

P ^dx^-y- d y -y -  d z2
( 3 )
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est le cosinus de l’angle aigu ou obtus formé par la direction de la 

force P avec la direction de la vitesse. On aura donc

(4) ±  P dp =  X dx +  Y dy +  Z dz,

(5) mco dù> H-.. . =  ± P  dp ± . . .,

le signe +  ou —  devant être adopté suivant que la direction a k  sera 

celle de la force P ou la direction opposée. La formule Xdæ-\-Ydy-\-Zdz 

sera une différentielle exacte, et, par conséquent, le principe des forces 

vives aura lieu toutes les fois que la force P sera une fonction de la 

longueur p. C’est ce qui aura lieu lorsque la force accélératrice, étant 

"constamment dirigée vers un point fixe ou perpendiculaire à un plan 

fixe, sera fonction de la distance du point matériel au point fixe ou au 

plan fixe.

Pour deux points qui s’attirent ou se repoussent, on trouvera 

±  P dp ±  P' dp' —  ±  P dr ;

le principe des forces vives aura donc lieu si la force P est fonction de 

la distance des deux points matériels.

1
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M É M O IR E

SUR L’APPLICATION DU CALCUL DES RÉSIDUS 
A L’ÉVALUATION

El'

A LA TRANSFORMATION DES PRODUITS COMPOSÉS 
D’UN NOMRRE INFINI DE FACTEURS 0 ) .

Bulletin de Férussuc, Tome XII, p. 202-206; 1829.

Ou sait qu’une fonction entière de la variable x  peut toujours être 

décomposée en facteurs linéaires qui, égalés séparément à zéro, four- 

• nissent les diverses racines de l’équation algébrique, dont le premier 

membre serait précisément la fonction dont il s’agit. Cette propriété 

des fonctions entières subsiste pour quelques fonctions transcendantes. 

Ainsi, par exemple, sinæ et costc sont décomposables en facteurs 

linéaires, qui, égalés séparément zéro, fournissent les diverses racines 

des équations sina; =  o, cosa? =  o. Mais 011 se tromperait si l’on 

attribuait la propriété ci-dessus énoncée à toute espèce de fonctions, 

et il peut arriver que le produit P de tous les facteurs linéaires corres

pondant aux diverses valeurs de x ,  pour lesquels une fonction trans

cendante s’évanouit, ne soit pas équivalent ni même proportionnel à 

cette fonction. Ainsi, en particulier, les seules valeurs de x ,  propres à

(*) Lu à l’Académie des Sciences le 3 i août 1829.
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faire évanouir la fonction ex—  i sont comprises dans les formules

œ — o, x-=.±nn\J— i,

x  étant un nombre entier quelconque, et cependant le produit P de x  

par tous les facteurs linéaires de la forme

m z \ ] — i

n’est pas équivalent ni meme proportionnel a ex— i. Mais on a dans 

ce cas
x

m ex — i =  P e - ,

en sorte que, pour obtenir la fonction transcendante ex— i il faut
x

multiplier le produit P par un nouveau facteur ël qui n’est point 

linéaire, ni décomposable en facteurs linéaires déterminés, et qui ne 

s’évanouit pour aucune valeur finie de la variable x .  On voit donc que 

les principes qui servent de base à la décomposition des fonctions 

entières en facteurs linéaires, ne sauraient s’appliquer aux fonctions 

transcendantes. D’un autre côté, il était à désirer que l'on pût établir 

des formules générales propres à l’évaluation ou à la transformation 

des produits composés d’un nombre infini de facteurs, ainsi qu’à la 

décomposition des fonctions transcendantes en produits de cette 

espèce. Or, j’ai reconnu qu’on pouvait appliquer très utilement à ces 

questions le calcul des résidus qui offre tant d’avantages dans la 

sommation des séries, dans l’évaluation des intégrales définies, et dans 

l’ intégration des équations différentielles ou aux différences partielles. 

C’est ce dont on se convaincra facilement à la lecture du Mémoire que 

j ’ai l’honneur d’offrir à l’Académie. Pour donner une idée des résultats 

auxquels je suis parvenu, je me contenterai de citer entre autres la 

proposition suivante :

T héorème. —  Soient f ( z) ,  F (z) deux fonctions de la variable z qui 

restent finies et continues ainsi que leurs dérivées des divers ordres pour 

toutes les valeurs finies de z, et qui ne s'évanouissent ni l'une ni Vautre
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pour s =  o. Soient d'ailleurs a, S, y, . . ., les racines de Véquation

(0  A z ) =  o,

A, [j., v, . . ., celles de l'équation

(2) F(s) =  o

et x  une nouvelle variable. Si le rapport

(3)
/' ~ F'( = )

? ) F^ )
s'évanouit pour des valeurs infiniment petites ou infiniment grandes, 
mais convenablement choisies du module r de la variable z , on aura

(4)
/ i ? )  A l A D

F l ï ' l  F l ï
/( o) /(O) /(o) F(o) F(o) F(o)

Il est facile de vérifier l’exactitude de la formule (44 dans le cas 

où fi(z),  F(s) se réduisent à deux fonctions entières. Si, la fonc

tion fi(z) étant entière, on prend

SÎ117T y/s  

---------— »
7T y z

F( = ):

la même formule donnera

(5) A æ) A  4_____ A I
/ ( ° )  A ° )  / ( ° )

=  s iu 7 r \ / ' f  s iu 7 r \ / l  s in7 r\ / f

j x  / x  ' . ! x

* V *  V ê  " V f

Le second membre de l’équation ( 5) étant composé d’un nombre fini 

de facteurs égal au degré de /(~), il résulte de cette équation qu’on 

peut toujours évaluer le produit

/(*) Ai) Ai
A  o) /(O) /(o)

composé d’une infinité de facteurs, c’est-à-dire de tous les facteurs de
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la forme

/(<>) '

Si Ton pose en particulier / (s )  =  i —  z, l’équation ( 5) reproduira la 

formule connue

( 6 ) (i — I — 4 ] I T
X
9

s i l l 7T \lX
T.; \jx

Si l’on prenait successivement

F (s )  =  sins —  s coss,

F (z)  =  (s2-|- b) sins —  as cos s, 

F (s )  =  (e= +  e~z ) coss —  2,

on obtiendrait, au lieu des équations ( 5) et (6), de nouvelles formules 

que je me dispenserai d’écrire.

Enfin, si l’on supposait

/(*) =

• 71 r  s i n  —\Jzk '

-  \fz<\ y

F ( s )  =  c o s - y / s ,

on tirerait de l’équation (4)

( 7 )
X X X  

COS — COS -y c o s  —
2 4 6

D . X  ¿ . X 
osin-* 5 sm-= 

s  111 a? o  5
x  x  x

5

puis on en conclurait, en remplaçant x  par x  y/—  1,

( 8 )

1-X
ë2 H- e

1
2

2

1 1 1
- X  — , X  . X

eh e K e c —  e 

2 2

1
g

Au reste, le théorème ci-dessus énoncé n’est qu’un cas particulier 

d’un théorème plus général qui sert à évaluer le rapport entre les 

produits que renferment les deux membres de la formule (4), à l’aide 

d’une exponentielle dont l’exposant est une intégrale définie.
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MÉMOIRE

SUR LÀ THÉORIE DES NOMBRES 0).

Bulletin <le Férussac, Tome XII, p. 205-221; 1829.

I. Considérations générales.

Dans la science des nombres, l-’une des propriétés les plus impor

tantes et les plus fécondes en conséquences dignes de remarque, est le 

théorème connu sous le nom de loi de réciprocité entre deux nombres 

premiers. On sait en particulier que cette proposition sert de base à la 

théorie des résidus quadratiques. Or, des recherches relatives à la 

résolution des équations binômes, après m’avoir fourni une démons

tration nouvelle de la loi de réciprocité dont il s’agit, m’ont conduit à 

reconnaître qu’il existe une infinité de lois du même genre, mais d’un 

ordre plus élevé, et j ’ai vu découler immédiatement de ces lois des 

théories nouvelles, savoir : la théorie des résidus cubiques et généra

lement des résidus fournis par des puissances d’un degré quelconque. 

D’ailleurs l’analyse par laquelle je suis parvenu à découvrir ces mêmes 

lois, m’a offert le moyen de résoudre algébriquement une foule 

d’équations indéterminées et d’établir des théorèmes dignes de l’atten

tion des géomètres. .Te vais indiquer ici les principes sur lesquels repose 

cette analyse et les résultats divers que l’on peut en déduire.

0 ) Lu à l’Académie royale des Sciences le 21 seplombre 1829.
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II. P rincipes fo n d a m e n ta u x . Form ules déduites de ces p rin cip es.

S o i t  n  u n  n o m b r e  e n t i e r  q u e l c o n q u e .  J e  d i r a i  q u e  l e s  n o m b r e s  

e n t i e r s  p o s i t i f s  o u  n é g a t i f s  u e t  v s o n t  équivalents s u i v a n t  l e  m o d u l e  n, 

l o r s q u e  l a  d i f f é r e n c e  u —  v o u  v —  u s e r a  d i v i s i b l e  p a r  n ;  j ’ i n d i q u e r a i  

c e t t e  é q u i v a l e n c e ,  n o m m é e  c o n g r u e n c e  p a r  M .  G a u s s ,  à  l ’ a i d e  d e  l a  

n o t a t i o n

u =  v (mod. n)

e m p l o y é e  p a r  c e  g é o m è t r e .  D e  p l u s ,  p  é t a n t  u n  n o m b r e  p r e m i e r ,  j e  

d i r a i  a v e c  M .  P o i n s o t  q u e  p e s t  u n e  r a c i n e  p r i m i t i v e  d e  l ’ é q u a t i o n

( 1 )  X'l = l

e t  r  e s t  u n e  r a c i n e  p r i m i t i v e  d e  l ’ é q u i v a l e n c e

(2) x n =  1 (mod./>)

l o r s q u e  p'1 s e r a  l a  p l u s  p e t i t e  p u i s s a n c e  d e  p q u i  s e  r é d u i s e  à  l ’ u n i t é ,  

e t  r '1 l a  p l u s  p e t i t e  p u i s s a n c e  d e  r  é q u i v a l e n t e  à  l ’ u n i t é  s u i v a n t  l e  

m o d u l e  p.

C e l a  p o s é ,  d é s i g n o n s  p a r  0 u n e  r a c i n e  p r i m i t i v e  d e  l ’ é q u a t i o n  

( 3 ) x P =  1

e t  p a r  t u n e  r a c i n e  p r i m i t i v e  d e  l ’ é q u i v a l e n c e

(4) xi’-  ̂—  i (mod./?).

t s e r a  c e  q u ’ o n  n o m m e  u n e  r a c i n e  p r i m i t i v e  d u  n o m b r e  p. A j o u t o n s  

q u e  s i  l ’ é q u i v a l e n c e  ( 2 )  a d m e t  d e s  r a c i n e s  p r i m i t i v e s  r, p  —  1 s e r a  

d i v i s é  p a r  n ,  e t  s i  l ’ o n  f a i t

(5) J) —  I=:7ÎÜ7,

o n  p o u r r a  p r e n d r e

( 6 ) r — lm.

R e p r é s e n t o n s  d ’ a i l l e u r s  p a r  h, k d e u x  n o m b r e s  e n t i e r s  q u e l c o n q u e s  : 

e n f i n  s o i t

0  =  0 -h pO' +  p2 0 '! + .. .  +  CF-

Œ uvres de C. — S. TT, t. TT.
(7)
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e t  p l u s  g é n é r a l e m e n t .

(8) 0 /,=  6 -+- p;‘0 '+  p2*0<*+ . . .  +  p(?-2)A0«'-1

d e  s o r t e  q u ’ o n  a i t  0 t =  0  e t  0 O =  —  i . L e s  e x p r e s s i o n s  d e  l a  f o r m e  0 * 0 /; 

j o u i r o n t  d e  p r o p r i é t é s  r e m a r q u a b l e s  q u e  n o u s  a l l o n s  f a i r e  c o n n a î t r e .  

S i  d ’ a b o r d  o n  s u p p o s e  h  +  k d i v i s i b l e  p a r  n  o n  a u r a

(9) 0/,0*= (— i)mhp =  (— i)™kp.

O n  t r o u v e r a ,  p a r  e x e m p l e ,  e n  p r e n a n t  k =  —  h

(10) 0/10_/,= (—1 )™hp.

S i  h  +  k n ’ e s t  p a s  d i v i s i b l e  p a r  n, o n  c h e r c h e r a  l e s  p l u s  p e t i t s  n o m b r e s  i  

e t  j  p r o p r e s  à  v é r i f i e r  l e s  f o r m u l e s

(11) mh  = i (mod. n), m k = j  (mod. n),

m  d é s i g n a n t  u n  q u e l c o n q u e  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s  o ,  1 ,  2 ,  3 , . . . ,  n —  1 ;  

p u i s  o n  r e p r é s e n t e r a  p a r  P m u n e  q u a n t i t é  n u l l e  o u  é g a l e  a u  c o e f f i c i e n t  

d e  a?('i_î’)CT d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  ( 1  +  s u i v a n t  q u e  l a

s o m m e  i + j  s e r a  c o m p r i s e  e n t r e  z é r o  e t  n, o u  e n t r e  n  e t  2 n, e n  s o r t e  

q u ’ o n  a u r a  d a n s  l e  p r e m i e r  c a s

(12) Rm=0

e t  d a n s  l e  s e c o n d  c a s ,

, , , p __ ______ I.2.3...((27> — i —  j ) t s )_______.
' m i .2 .3. . .  ((n — ¿)&) x  1.2 . 3  . . .  ((11 — /)&)'

a j o u t o n s  q u e  l ’ o n  d e v r a  p r e n d r e

04) Pm= a  si i - h j = n ;

e t

0 5 ) Pm= ( - i ) " ' ^ = ( - i ) ' " raA

s i  l a  s o m m e  i + j  s ’ é v a n o u i t  a v e c  i  e t  j .  C e l a  p o s é ,  o n  t r o u v e r a

(16) ®a 0*— (ao ■+■ ai P +  ^sp2 +  · - · -t- &n—1 p,i—1 )0 /h-i·,

a 0, a ( , a , ,  . . . »  a « - i  d é s i g n a n t  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s  i n f é r i e u r s  à  p , q u i
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v é r i f i e r o n t  l ’ é q u a t i o n

(17) 3o “l·- ai +  a2 -)-■ ···+- an—1 — p  — 2

e t  p o u r r o n t  ê t r e  c o m p l è t e m e n t  d é t e r m i n é s  à  l ’ a i d e  d e  l a  f o r m u l e

(18) a,„ =  (2 h- P„_!rm +  P„_a/’2"‘ +  . . . +  (mod._p).

S o i t  d ’ a i l l e u r s  a> l e  p l u s  p e t i t  n o m b r e  q u i  s o i t  e n  m ê m e  t e m p s  

d i v i s i b l e  p a r  l e  p l u s  g r a n d  c o m m u n  d i v i s e u r  d e  h  e t  d e  n, p a r  l e  p l u s  

g r a n d  c o m m u n  d i v i s e u r  d e  r e t  d e  n,  e n f i n  p a r  l e  p l u s  g r a n d  c o m m u n  

d i v i s e u r  d e  h -+ - k e t  d e  n. L ’ é q u a t i o n  ( 1 )  p o u r r a  ê t r e  r e m p l a c é e  p a r  l e  

s y s t è m e  d e s  d e u x  s u i v a n t e s .

(19) * “ = 1 ,

( 2 0  ) ¿cn—m -+- - I -  a)-iù H -  X M + 1  =  0 .

e t  l ’ o n  a u r a  1 °

(21) p =  (a0+  a , x - h  a2x 2 +  . . . +  a„_! ¿c"-1 )

X (a0+  dnXn- l -\- &î x n-'1 +. . .  +  a„_!a;)

p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  x  p r o p r e s  à  v é r i f i e r  l ’ é q u a t i o n  ( 2 0 ) ,  o u ,  c e  

q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  x  q u i  s a t i s f o n t  à  

l ’ é q u a t i o n  ( 1 )  s a n s  v é r i f i e r  a u c u n e  d e s  t r o i s  s u i v a n t e s

(22) æ h —  1 ,

(2 3 ) « * =  1 ,

(2 4 ) œ h+k —- j ■

É)o

(2 5 ) a 0 +  a t «  +  a 2 « 2 + . · .  +  a,

OU

( 2 6 ) a0 -f- -h  a2 x 1 H -. .  . -f~

pour les valeurs de x  qui vérifieront avec l’équation ( 1) l’une des 
équations ( 2 2 ) ,  (23), ( 2 4 ), et par conséquent l’équation ( 1 9 ). De 
plus, il faudra choisir la formule (25), si la valeur de x  est propre à 
vérifier les trois équations ( 2 2 ) ,  (23), ( 2 4 ). Mais si la valeur de x  

vérifie avec la formule ( 1) une seule de ces trois équations, il faudra
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choisir la formule (26); et alors, en posant x  =  p"!, on devra réduire 

le second membre de la formule (26) à —  1 ou à + 1 ,  suivant que le- 

produit mkxn x  mhxs sera pair pu impair.

Dans le cas où l’on prend h =  i, k =  1 ; on a i — j  =  m, i +  / =  2m,

et l’on tire de la formule ( i3) en supposant m supérieur à ^

(27) Pm —
1.2.3 ...(2»  —  im)m _j j

j 1.2.3 . ..  (n — m)vs\- 1

IIm désignant le terme moyen du développement du binôme

(2S) (1 +  i)2"'0

Alors aussi en supposant n pair et m =  on tire de la formule ( i 5)

(29)
W rr p — 1

n„ =  (— i ) ~ = ( — i) - .

Cela posé, on conclura de la formule (18), 

i° pour des valeurs impaires de ri

( 3o) am =  (̂ 2 -t- IR rnl +  IL· r-'" -4-... +  IL, _, r~~*~ " J tu (mod./;);

a" pour des valeurs paires de n

( 3 1 ) a,„ == ^2 h-  II, r ’" -h II, r ’'-'" + . . .

/  m \  v p —  1 n \
+  ü„  / " ' + ( —  1) 2 ri "ljTss (mod.p ) .

Lorsque to se réduit à l’unité, ce qui arrive par exemple dans le cas 

où, n étant impair, 011 prend h =  1, k =  i,  la formule (21) subsiste 

pour toutes les valeurs de x  propres à vérifier l’équation

( 3a) æ " - '  +  .r" 2 +  . . .-t- x  -+- 1 —  o

et l ’on en conclut

(33) (« —  \)p —  (a„—  a,)2 +  (a0—  a2)2 +  · · · +  (»o — an- i ) 2

+ (a, — a, ) 2 H—... -4- (ai a,,—, ) 2 ... ■ +- (a „ ■ a„_, )-. , (

Donc alors le produit (n —  1 )p est la somme des carrés des différences
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entre les nombres

( 34 ) a0, at, a2, aA_t

combinés deux à deux de toutes les manières possibles. Lorsque w 

cesse de se réduire à l’unité, on tire des équations (20) et (21) qui 

doivent subsister simultanément.

(3 5 ) ( -  — i\p  =  (a0 — a,„)'2-H (a0— a2r„)2 +  . ..\ w j
+  (aM—  a„_w)'2+  (at —  aw+))24 - . . .  ;

et par conséquent le produit ^  — ■ l'jp est la somme des carrés des

dillercnces entre les termes de la suite (34) combinés deux à deux, de 

manière que chaque combinaison renferme deux termes dont les rangs 

divisés par w donnent le même reste. Alors aussi on trouve, en suppo

sant n divisible par 2co.

(36) — I^p =  (a0 — £>20) ) ' +  (a. — au,,)--+-. . . +  (ai — a2(ü+l)2H-. . . ,  

en supposant n divisible par 3 co

(37) f -5— —  1 ]P  —  (a0—  a3tJ))'2 —i— (a0— )2H-- · · +  (ai — a3(,)+, ) 2-f-. . .

en supposant n divisible par 4 w

(3 8 ) — 1 JP =  ( a o —  à * , „ ) ! - f -  ( a 0 —  a s ( . ) ) 2 +  . · . - 4-  ( a [ —  a 4.„) + 1 ) 2

et ainsi de suite.

Pour montrer l’utilité des formules ci-dessus établies, supposons 

d’abord n =  3,p  =  3gï + 1 ,  alors en prenant h —  1, A =  2, puis m —  o, 

m —  i,  m =  2, on tirera de la formule ( 3o)

1a0s  (2 -I- H) rS (mod./>), 

a , =  ( Q + l ·)  x>s, 
a2 =  (2 -t- I l r"-)'GS,

r désignant une.racine primitive de l'équation

(4o) ¿e3 =  i (mod. p)
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en sorte qu’on ait

( 4 0  H - r  +  /-2=  o (mod./>)

et la valeur de II étant

(42) n = I .2.3 . . . 2 SJ
(i . 2.3 . . . 5j)2

De plus on tirera de la formule (33)

(43) 2 —  (a0 — «U )■ -4- (a0 — a·’)2 -+- (ai — a2 )-,

de l’équation (17)

( 4 4 ) a„4- a , +  & i= p  — 2,

et des formules (3g)

(a ,— as)2=  II2(rs — r )*&* = — 3II2ej2 (mod./»)

ou plus simplement

(45) (at— a->)2= I I 2sj (mod./?)·

Or, après avoir déterminé a0 à l’aide de la formule

(46) a0= ( 2  +  n)ro (mod.jo)

on calculera immédiatement a( +  a, à l’aide de l’équation (44) 

et (at — a2)2 à l’aide de la formule ( 45), en observant que (a£ —  a2)2 

doit être inférieur à zp, et encore pair ou impair en même temps 

que a£ +  a2. Connaissant a£ +  a2 et (a£—  a2)2 on en déduira deux 

systèmes de valeurs de a£ et a2.

Les valeurs de a0,a£,a2 étant connues et l’un de ces nombres devant 

être impair en vertu de la formule (44), il suffira pour résoudre en 

nombres entiers l’équation indéterminée

(4 7 ) æ2+ 3  y - = p

de poser, i° si a0 est impair

(4 8 )
H— flo— [ ------- 1, y =  ±

cli cio

2° si a* est impair
/ / \ &2 +  &o
(4g) a  =  &,------- — , y — :

a >2 — Hq
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3° si a2 est impair

(5o) &0-- «*1
2

En effet, chacun de ces trois systèmes de valeurs de a; et de/réduira 

la formule ( i6 )à  la formule ( 43). Ajoutons que les racines primitives r 

et 7·3 de l’équation ( 4o) se déduiront immédiatement des formules ( 3g) 

ou, cc qui revient au môme, des suivantes :

(5i)
3 a, —f- 2

=  JJ—
3a2-

11
(mod. /;).

-Observons enfin que la formule (4^) donnera

(5O + 3 s e 0  (mod-/0;

par suite on résoudra l’équivalence

(52) .z2 =  — 3 (mod. p) ;

en prenant

(53) * = = ±  2a°~~ a i ~ 32 (mod./»).ai — a2 ^

Pour appliquer à un exemple particulier les règles que nous venons 

d’établir, supposons p =  31, on trouvera

nî =  io, Il =  — 4 (mod. 31 ),

a„ =  ( 2  +  I I ) c r  =  —  2 0  =  1 1 ,  

a 0 = : i i ,  a i  + a 2 =  2 9  —  1 1 = :  1 8 ,

(a, — a2)2 =  IUro =  160 =  5

et comme le carré (a1 +  a2)1 devra être non seulement pair, ainsi 

que ai +  a2, mais encore renfermé entre les limites o et 2p, ce carré 

se réduira nécessairement à celui des nombres

5, p  -f- 5 =  36

qui est pair, c’est-à-dire à 36. On aura donc

(a, — a2)2 — 36, a! — a2 =  ±  6 .
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Si, pour fixer les idées, on prend a4 —  a2 =  6, on trouvera

&0 ~  II) --I 2 j &2 —■ 6 J

et les formules (48), ( 51), ( 52) donneront

^  =  2, j  =  3 ,

/• =  25; r2= 5  (mod../?),

5 = ± ^ = ± 2 0 = ± I I ,

effectivement on aura
3 i = 2 2-h 3 .32.

De plus 5 et 25 sont les deux racines primitives de l’équivalence

¿r3= i  (mod.3 2 ) '

et x i , 20 sont les deux racines de la suivante :

s2 = — 3 (mod.32).

Supposons encore n =  4,/> =  4® + 1. Alors en prenant h =  i,  k =  i ,  

on tirera de la formule ( 3 i)

(54)

a0=  (3  -h TI) nr, 

a, =  ( i 4- n r) ro, 

a2=  (3  +  n r 2)ro, 

a5Es( 3  +  n r 3)nT,

7' désignant une racine primitive de l’équivalence

(5 5 ) a i*= i (mod./?)

en sorte qu’on aura nécessairement

(5 6 ) . r2== — i (mod./>)

et la valeur de II étant toujours

(57)
l r __ I .2 . 3  . . . 2BT

U —  (i . 2 . 3 . . . r o ) 2'

De plus les formules ( 54) se réduiront en vertu de l’équivalence (56) à

(5 8 )

a0= ( 3  +  II) ro,

a, == ( i 4- nr)5J, 

a2==(3  —  n )  m, 

a3=  ( i 4- IIr)ær,
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et comme le plus grand commun diviseur w de n =  4 et de h +  k =  2 

sera lui-même égal à 2, on tirera de la formule (35)

(09) P  —  (ao— a2)2-f- ( a i— a3)2,

on aura d’ailleurs en vertu des équations (17) et (24)

(60)
ci y H- a.i ~4- a 2 -l·- a 3 — P — 2, 
3q — -{— 8« — 3̂ — — ï

et, par suite, 

(61)
p  —  3 p  — 1

a04 - a 2= - -------> aj —  a:i=: ------- >
'  2 2

enfin on tirera des formules ( 58)

(62) ao— a i= 2 n r o ,  a i — 8^=211/·® (mod./j),

(6 3 ) (at — a:l)2s — 4 n 2cj2 =  n 2cj.

La première des formules (62) suffira pour déterminer la diffé

rence a0—  a2 qui doit être impaire, ainsi quca0 —  a2 =  -  ~ -· = 2 0 1—  1

et de plus inférieure à p, abstraction faite du signe; de même la 

formule ( 63) suffira pour déterminer le carré (a, —  a3)2 qui devra être 

pair ainsi que a1 +  a3 =  2tTr et inférieur à p. Cela posé, on tirer 

évidemment des formules (61), (62), ( 63) une seule valeur de a0, une 

seule de a2 et deux systèmes de valeurs de al5 a3 qui ne différeront que 

par l’échange de at en a3 et de a3 en a4. Les valeurs de a0 at, a2, a3 

étant connues, on résoudra l’équation indéterminée

(6 4 ) p  —  x ' - ^ - y ' -  

on prenant

(65 ) #  s = ±  (a0— a2), j  ==±: (a, —  a3) (mod./>).

Il est bon d’observer que la première des formules (65) donnera pour# 

un nombre impair inférieur à p, et pourra être remplacée par la 

suivante

x ~ ±  2lIîiT =  ±: ¿11  (rnod.jo);

Œuvres de C. — S. Il, L II. l 3
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ajoutons que les racines primitives r et —  /-de l’équivalence (4) seront, 

en vertu des formules ( 58) et (62),

(67)
4̂ 1 +  1 

II
4 1

^ —  (mod. />)

ou bien, en vertu des formules (62),

( 6 8 ) ai -- fl;i
Sq ’— a>

Exemple. —  Si l’on prend p —  41, 011 trouvera

ex =  10, II =  10 (mod. 4 i), -  H =  5 ,

1 2
cio Ü9 == — “  II "*■  o,

ao +  a,,—  a2 =  — 5 , a0= 7 ,

a, =  12, a2—  i2,

a , a :!=  20, (at — a3)2=  11*® =  16,

(a, —  a3)2=  16, a, — a3r = ± 4 .

Si pour fixer les idées, on prend a4 —  a3 =  4, on trouvera

a0= 7 >  a ^ i a ,  a2— 12, 9.1=8

et les formules (fi5), (67) donneront

x = ± 5, j  =  ±4,

r  =  — — ^  4-49 =  3a, — r  s  — — =  4.33 ï= 9 ,
10 10

effectivement on aura
4 1 =  52 4 *

ct 9, 32 sont les deux racines primitives de l’équivalence

¿c‘ = i  (mod. 40·

III. Nouvelles formules déduites des principes exposés 
dans le second paragraphe.

Adoptons les mêmes notations que dans le second paragraphe, et 
faisons
( x )  ® 4 0 t = R 4 , * 0 / H Î ,
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oa aura, en vertu des formules (9), (16) du second paragraphe, i° en 

supposant h +  k divisible par n,

(2) Rft,* =  — (— i)mhp = — (— I)mkp-

2Ü en supposant h +  k non divisible par n,

(3) Ra,a— a0 +  ai p +  a2 p2 + . . .  +  a„_i p"

a0, at, . . . ,  a,j_t désignant des nombres entiers inférieurs kp  —  2, qui 

qui pourront être calculés à l’aide de la formule (18). Or il existera 

entre les diverses valeurs de R/(i/,.= RA/i> correspondant aux diverses 

Valeurs de h et de k des relations que nous allons indiquer. E11 

supposant h =  x et prenant pour k un des nombres entiers 1,2,  3, . .  ., 

n —  1, on tire de la formule (1)

(4)
R l,1—  ©T’

Rl'3- - 0 T ’

r ’’2- - © 7 ’

t ,  _ ®1
'2  a î' W/i-1

par suite m étant un quelconque des nombres entiers 1, 2, 3, 

n —  1, on trouvera

(5) — R],i .Rv > . . . Ri,m-1= s„

S,„ désignant un polynôme qui sera de même forme que R/ti /f; puis on 

en conclura

(6)
0/,0a Rl,1 -R],2 · · · Rl./H-A-l__  __________________________  _  J/h-A

( Rj, 1 ·Ri,2 . . .  Ri,/(-i ) ( R i , i ■ R i,2 · · · R i,a—0  S/,Sa

ou, ce qui revient au même

(7) Rm =
R ,.i . R , . , . . .  R1.//+A·- 3/i+A

(Rl. l  · Rl,S · · · R,,A-i ) (Rl , l  · R i,2 · · · R],A—1 ) S/,Si·

Cette dernière équation fournit le moyen de calculer la valeur de R* * 

lorsqu’on connaît celle des expressions

Rltt, Ri,si( 8 ) • · · > Rl,Tl—1*
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Il y a plus, on tirera des formules (2) et (7), en posant k =  n —  h

(9) — S „ = ( — l)wtpSl3a-h

on trouvera d’ailleurs St =  1.

On aura donc, i° en supposant n pair
CT n

(10) — - S „ = ( — ^^S^rrS^S,,_» =  (— i)raS3S„_3 =  . . 1) 2 S*,
P  2

2" en supposant n impair,

( n )  — - S „ = ( — i)ErS„_i =  Si S,t_sp

=  (— O^SsS«-;, =  l )CT( 2 ) S„_1 S„_,.

Or les formules (10) e t ( n )  fourniront le moyen de calculer tous les 

termes de la suite

(l2) S-2) ···) S/j—2 )

lorsqu'on connaîtra ceux dont l'indice est inférieur à ~ +  i, et par 

conséquent tous les termes de la suite

(IO) Rl,lî Rl( 2, Rl.a, . R|,«-3, R|,n-2, Ri. K—1,

lorsqu’on connaîtra ceux dont le second indice est inférieur à 

attendu que l’on a généralement

0 4 ) . R i, i»= à/n

alors aussi on pourra déterminer la valeur de R,,,*.

Exemples. —  Supposons d’abord 71 =  2. On trouvera 

(i5) | i = R Jfl= S , =  ( - ! ) “/>, e* =  ( - i ) ^

Supposons en second lieu n =  3, on trouvera

^  =  Ri(lRi, ,= S,>

— ̂ S3=: (— i )ctS1Sj=  ( — i )ctSî =  S2,

- R 1iS= ( - i ) * p = j> ,
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attendu que xn =  S-—  sera un nombre pair. On aura donc

0 6 )
®ï _ R 0^— — 0J — R^î/j. 

_  p - ]Supposons encore n —  4, on trouvera m —  — >

S,=R,ll, i s t= ( - i r S 3= S 2,.

On aura donc

Sj= Rt,f, Si= ( - i )® R *|1, St=jt>RM
02 03 pu

<*?> gJ =  ( - 0 - R ï.n  gj =  - P  RÏ,1, 0Î=/»RÎ,1

Supposons encore n =  5 on trouvera trr = ( —  l)'3=  I .

Sa— Ri,i, Sj—Ri,iRi,2i —— S5—S*—SjSa, ■

Sa— Ri,i) Ss=Hi,iRi,ï» St^Rj^, Ss— / )Ri,i Ri,2> 
pi2 o 3 pvi .

(18) g  =  Ri.iR.,*» g -  =  Rï l l R1>t, e*=/>Rïi t R,,,.

Supposons ensuite n =  6, on trouvera gj =  ^ 6 ->

- I S „ = ( - i ) ® . S , =  S1S * = ( - i )« ,rS*,

Sa= Ri,u Sa= Ri.iRi.î) .S4 = ( - i ) ® | i  =  ( - . i ) orR.,iRî1„

et, par suite,

(19)

(20) 

etc.

Sa =  R*, t R*. t, -  S, =  ( -  i)®/>Rï, t Rï, 3

@2 03
b; = r m , ^  =  r m r ,2,

| i  =  ( - l ) ^ R M R?,a, | i = R ? , 1R?,a,

0î =  ( - O CT/»RÎ,iRÎ,.,

On peut encore trouver des relations dignes de remarque, même 

entre les termes de la série ( i 3) dont le second indice est inférieur à « 
1 s

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



102 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES.

Pour le faire voir, supposons, par exemple, n =  5. Alors on aura 

O2
(21) 0 ·̂ = R 1,1=  a„+ a,p +  a2 p2 -t- a3 p3+  a*p\

p étant une racine primitive de l’équation

(22) ÛS5Z=I,

puis on conclura de la formule (21) en remplaçant p par p2 

02
( 23) —- ao-H ai p2-f- a:>p* a3 p a4p*1.

et, par conséquent,

(24 ) tA  =  R? , (an +  a, p2H- a2pt +  a3p +  a4p2) =  R 2 , R). 2,

donc

(25) Ri,2=: a3 +  a4p2 +  ai p* -f- a3 p H- a4 p3.

Ainsi pour obtenir R1j3 il suffira de remplacer p par p2 dans le poly

nôme désigné par Rl j t . De même en supposant n =  6 et

Ri, 1 == a0-f- ai p -H a2p2-+- a3 p-î -l·- a4p1, +  a.-;p·’,

on tirera des formules (19

(26) (— i )cjU2)2=  (a0-H a,p +  a2 p2 H- a3 p3 H- a4 p* -t- as pE )

X (a„4 - a,p2-Ka2p* +  a3 -4- at p2 +  a5 p* ) 

— (a0 — a3 { a41— a4} p -t- { a2 — a5 j p2)

X (a0 —î— a3-+- { a, a* j p2-t- { a2+  a» J p),

Si pour abréger on écrit Rt au lieu de Rli t , et si l’on désigne géné

ralement par Rm ce que devient R( quand on y remplace p par pm, on 

trouvera pour une valeur quelconque de m

( 2 7 )

et, par suite,

(a8)

©-- i  — R0, ~  K”
©1
©4

=  R,

»1 __ R
07 - Rl

©î
0t

= r ïr „ »!
0S

»1 _ R
08

=  RÎ R?R4
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On aura d’ailleurs généralement, 1°

(29) 

2°

(30)

O/«— Om-wi— ©2 m+n, 0O= 0

Rm R n—m — P  î

lorsque m diffère de enfin si « est pair, on 

formules (27) et (28) remplacer—  p„ par ( —
'l

02
posé on trouvera pour n =  2, ^  =  R4,

( 31)

pour

(3a)

0* =  R1= ( - i ) ' ’* 1/»;
GH*

n =  3, ^  =  ^  =  r ;-r 2= /jr 1,

0 Î = 7>R,;

©îp o u r «  =  4, = R ; R 2= j » R ;

(33) 0 i=/»RÎ;

K  © î  0 ?  T > , T )pour « =  5, ^  =  ^ = R - R a)

(34) ©ï=pR?R2;
02 0*

pour« =  6, =  RjR2 ;

(35)

etc.

0“=/>RJR2 ?

Dans ces diverses formules, on a

Rl =  3o +  3] p +  . . . +  3/i_i pn_ 

R/rc =  8» +  3l P"' H- . . .  +  1

(36) lorsque m diflere de — et

CT —1
R „  =  ( — 1)  2 p .

En général, si « =  2' + 1  on trouvera

p- 1
( 3 7 ) 0» =  ( - 1) » Ri1- ’ R?r · · · R-ii—1 p -  R f

m — · · · —— . I j

devra dans la série des
p — i

1 )™p —  ( —  1) " p·, cela

-- Rl,l,
- l ) m

'RI1-  ... R2I_ip,
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ou, ce qui revient au même,

n — l  n — 1 n — l

(38) R ~ R ~  R 7 ~ . . .  Rn ^ p ;
2

et si n =  a1 on trouvera
— 1 n «

-(3g) » ? = ( - ! )  2 rTr *,-..R>·
T

Convenons à présent que l’on désigne par la notation

(4.)  [ | ]

une expression équivalente à

(4 1) O OU I ou p ou p2 OU p3 OU . . .  OU p'1_1

suivant que l’on aura

(42) ka ~  o ou 1 ou p ou p2 ou . . .  ou pn_1 (mod./;).

Alors, en supposant k non divisible par p, on trouvera

(4 3 ) 0*4 - p/‘ 0* '+  p2A0*',+ . . .+  p̂ -SlAO*"’- ’
. P .

n-h
©/,·

Puis en désignant par q un nombre premier impair différent de p, et 

supposant n =  2, on trouvera

(44 ) 0-7 +  f  O?' + . . .  +  p^-“-)'/0'/"’-* =  ~ ^ I =  j j l  J 0 f/.

D’ailleurs si l’on élève à la puissance q les deux membres de la formule

(45) 0 ,  =  0 4- p0( +  p20^H- p7’- 20"’~1, 

on en conclura

(46) 0f = o ? + p * o ? ‘ +  . . .  =  j JJT| +  ? q J 07

Q étant de la forme c0 +  c4 p =  c0 —  ct, c„, c± étant des nombres entiers. 

On aura donc par suite

0?
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puis on conclura en ayant égard à la formule (3 i) de laquelle on tire

p  — 1 g  —  1 g —  1 

2 * 2  »  * 0 *7,0r 4 =  (— I) 2 2 P

p — 1 y — 1 <7 — 1

( — I ) 2 2 /> 2(48)

et par conséquent

^J =  (—O 4 2 P - (mod. q)

ou, ce qui revient au même,

Telle est la loi de réciprocité qui sert de base à la théorie des résidus 

quadratiques.

Concevons maintenant que l’on attribue à n une valeur quelconque 

et soit Q un polynôme de la forme

C0 Ci p - f -  C2 p 2 +  . . . +  Cn—i  p71" 1 ,

c„, cif . . . ,  cn_i étant des nombres entiers, on trouvera au lieu de la 

formule (4G)

(51) 0 ? = i [ i r 7 + ? Q }0'/' - 

D’ailleurs les formules (38), ( 3g), etc., donneront

(52) ®1— pRl

R désignant un polynôme de môme forme que Q. Cela posé, nommons y 

le quotient de q par n et ç le reste, de sorte qu’on ait

(53) q =  i ix-+-c,

on tirera de la formule ( 5) en écrivant S au lieu de S;

(54) ©î =  S0;·, 

et de la formule ( 52)
<r-s <r—i

(55) $'¡1 =  p'/-WX — p " Pi " ,
Œ u v r e s  d e  C . — S. II, t. II. i4

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



106 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES.

enfin f  on aura

(56)

donc l’équation ( 5i) donnera

(57 ) / ^ ^ S  =  | J ] _V<7Q =  [ J ]  '+ g Q .

Si l’on pose pour abréger 

<r—t
(58) R " S =  ¿>o■ +■  b\ p +  ¿2p2■ +■ · · ·■ +■  bn—ipn—’ >

ba, bit . . . ,  bn_i étant des nombres entiers, cette formule deviendra

(5g) p 11 (6„ + & l p + . . . +  6„_l p'i- 1) =  | j| j H-tfQ.

La formule (5g) comprend la théorie des résidus cubiques, 

bi-quadratiques, etc.

Supposons, pour fixer les idées, que n soit un nombre premier

impair. La formule ( 5g) dans laquelle |j  ̂J  ? représente une puissance

de p continuera de subsister quand on y remplacera p par une quel

conque des racines de l’équation

(6o) i +  p +  p -+  p:l +  . . . 4- ÿ'1- '  —  o.

Par suite si l’on a

m étant un des nombres o, i, 2, 3 , . . n —  1, la formule

(62) P  n { (b0 bm) (¿>,— bm) p H- . . . H- (¿n—1 — bm) p"1-' j
=  I —  P —  P2 — . . .  —  P '» - '  —  pm+1 — . . .  —  p«-1 H-  qQ

produite par l’élimination de p"! entre les équations ( 5g) et (60) devra 

offrir dans ses deux membres les mêmes coefficients pour les mêmes 

puissances de p. On aura donc par suite,

V-£
p  “ { ba — bm j = p  " { b, —  bm I =. . .

=  p  “ ( bn-, — bm j z= 1 (mod.ç).

(63)
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L’équation ( 63) entraîne évidemment la suivante

(6 4 ) b0=  ôi =  . . . s  bm- i =  bm+[ = . .  . =  (mod. q).

Donc les nombres entiers

(65 ) ¿>o, bu bn- i

sont équivalents entre eux et à b0 suivant le module q; on devra seule

ment excepter bm qui ne sera pas équivalent aux autres, c’ es-à-dire le 

coefficient de pm.

Je développerai dans un autre Mémoire de nombreuses conséquences 

des formules ci-dessus établies. Je me bornerai pour l’instant à 

remarquer que la valeur commune des n —  i différences

ba b,itj b i b  ̂ bfl—i bm

sera, en vertu de la formule (63), une racine de l’équivalence

æ " = p '~1 ( mod. q).

J’observerai en finissant qu’ayant donné à M. Jacobi communication 

de mes formules, j’ai appris de cet habile géomètre qu’il était parvenu 

de son côté, et en s’appuyant sur les mêmes principes à des résultats 

du même genre. Il a donné quelques-uns de ses résultats, mais sans 

indiquer la méthode qui les lui avait fournis, dans le Tome II du 

Journal de M. Crelle.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



REMARQUES
suit

L’ARTICLE N° 5 DU B U L L E T IN  DE JUILLET 1829 O .

Bulletin de Férussac, Tome XII, p. 221-227; 1829.

L’analyse des recherches de M. Cauchy sur l’équilibre et le mouve

ment des corps élastiques, insérée dans le Bulletin  de juillet 1829, 

renferme quelques inexactitudes qu’il nous paraît important de recti

fier. Nos observations serviront peut-être à mieux faire connaître une 

théorie digne de fixer l’attention des géomètres et des physiciens.

Après avoir rendu compte du premier des deux Mémoires que ren

ferment la 3o° et la 3 i° livraisons des Exercices, l’auteur de l’article 

dont il s’agit ajoute : «  M . Cauchy repren d la question sous une autre  

f a c e ,  en considérant un corps com m e un systèm e de p o in ts m atériels à 

distance. Mais, com m e indépendam m ent de l'ig n o ra n ce où nous som mes 

sur la lo i des fo r c e s  m oléculaires, rien  n est connu sur les rapports de 

g ra n d eu r et de situation des m olécules, i l  f a u t  encore traverser, si j 'o s e  

a in si d ire, une nouvelle série d'hypothèses po u r arriver à des fo rm u le s  de 

p lu s en p lu s traitables, et l 'o n  p eu t choisir ces hypothèses de m anière à 

reproduire les équations de M . N avier et toutes celles obtenues dans le  

M ém oire p récéd en t, en considérant les pressions et condensations dans une 

masse continue. L 'au teu r passe des som m es d'élém ents discontinus a u x  

intégrales prises entre zéro et l'in fin i, selon la m éthode qu i avait été

( ’ ) Article anonyme, mais manifestement écrit — ou au moins inspiré — par 
Cauchy (R. T.).
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em ployée sans contestation depuis Laplace, et que M. Poisson vient de  

trouver in exa cte.  » Nous avons quelques remarques à faire sur ce pas

sage. Les équations d’équilibre ou de mouvement des corps élastiques, 

déduites des principes établis dans le Mémoire dont il est ici question, 

ne sont pas moins traitables sous leur forme primitive, et lorsque l’élas

ticité varie d’une manière quelconque dans les diverses directions, que 

dans le cas très particulier où l’élasticité du corps reste la même en 

tous sens. Seulement, les formules relatives à ce dernier cas renferment 

un grand nombre de colïîcients de cette espèce. Les coefficients dont 

il s’agit sont au nombre de 21 (voyez la 42e livraison), si l’on ne 

conserve que ceux qui ne s’évanouissent pas lorsque, dans l’état naturel 

du corps, les molécules sont distribuées symétriquement sur des droites 

menées par l’une d’entre elles, de part et d’autre de cette dernière (*). 

Les formules générales contiendront encore i 5 coefficients (voyez la 

3yc livraison), si l’on admet, en outre, que la pression ou tqnsion en 

un point quelconque devient nulle dans l’état naturel.

Mais la preuve que ces i 5 coefficients no rendront pas les formules 

générales intraitables, c’est que M. Cauchy les a traitées effectivement 

dans les 37e, 38° et Sq0 livraisons, et qu’il est parvenu à en déduire les 

équations aux différences partielles qui déterminent les lois d’équilibre 

et de mouvement d’une plaque ou d’une verge extraite d’un corps solide 

dont l’élasticité varie d’une manière quelconque dans les diverses direc

tions. On pourrait d’ailleurs étendre les calculs que M. Cauchy a déve

loppés au cas où l’on conserverait dans les formules générales 21 coef

ficients constants, ou môme tous ceux que renferme le second des 

Mémoires inséré dans les livraisons 3o et 3 i . Au reste, si les équations 

d’équilibre ou de mouvement des corps élastiques renferment, dans le 

cas général, i 5 coefficients au moins à la place d’un seul qu’on y avait 

d’abord introduit, ce n’est pas la faute de M. Cauchy, et cela tient à la 

nature même de la question. Mais on ne saurait dire qu’il est indiffé

rent de tenir compte de la variation d’élasticité d’un corps, quand on

(!) M. Cauchy indique dans les Exercices les raisons de négliger ordinairement les 
autres qui seraient au nombre de 12.
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passe d’une direction à une autre; car les belles expériences de 

M. Savart ont fait connaître toute l’étendue et l’ importance de ces 

variations.

La frayeur que les i 5 coefficients de M. Cauchy pourraient inspirer 

étant ainsi dissipée et les formules qui les renferment étant admises, 

on n’aura point à traverser une série d'hypothèses pour en déduire les 

équations de M. Navier; il suffira simplement de supposer que l’élas

ticité redevienne la même en tous sens. Or, il est remarquable que 

cette unique supposition réduira les i 5 coefficients à un seul, et les 

formules générales aux équations de M. Navier. Il ne faudra point, pour 

arriver à ces équation^, transformer les intégrales aux différences 

finies en intégrales aux différences infiniment petites. On devra même 

s’en garder soigneusement, sous peine de voir tous les coefficients 

s’évanouir.

Loin de passer des sommes d'éléments discontinus aux intégrales 

prises entre zéro et l'infini, M. Cauchy n’admet pas môme avec M. Poisson 

qu’on doive réduire les sommes triples aux différences finies à des 

sommes simples et remplacer les sommes doubles relatives aux angles 

par des intégrales doubles. Il est vrai que l’auteur de l’article a pu 

apercevoir des intégrales prises entre zéro et l’infini dans le Mémoire 

dont il s’agit, avant que M. Cauchy parlât des formules de M. Navier, 

mais il aurait dû remarquer que M. Cauchy examine en passant une 

hypothèse particulière, celle qu’il croit convenir à la nature des fluides 

élastiques, et qu’il a si heureusement développée dans un Mémoire lu 

à l’Académie, et inséré dans le Bulletin de juin 1829. Cette hypothèse 

qui consiste à admettre que l’action des molécules les plus voisines est 

insensible, paraît à l’auteur de l’article contraire à un principe géné

ralement admis, qui est celui de Vaccroissement rapide des forces molé

culaires, à mesure que la distance des molécules diminue. Mais aucun 

physicien n’admet que les forces moléculaires augmentent indéfi

niment à mesure que la distance diminue; tous, èt M. Poisson le pre

mier, établissent au contraire que l’intensité de cette attraction 

approche d’une limite constante; autrement, elle deviendrait infinie au
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contact, et le corps solide disparaîtrait, ou plutôt se réduirait à un 

point matériel unique. Pour se convaincre de la vérité de cette asser

tion, il suffit de remarquer que M. Poisson dit, pour les corps solides, 

que la fonction / (r )  pourrait être composée d’un ou de plusieurs
m

termes de la forme ab\ lïâ )  ; par conséquent, à mesure que r dimi

nue, f ( r )  approche d’être une quantité constante. Dans l’hypothèse 

de M. Cauchy pour les liquides, cette quantité devrait s’évanouir 

pour r =  o; et la distance diminuant l’attraction moléculaire qui va 

d’abord en augmentant, diminuerait ensuite en s’approchant de zéro. 

Telle serait la fonction k r e "a\ a étant un très grand nombre, qui s’éva-

nouit pour r —  o, r =  oo et qui, pour r =  admet un maximum.

Je ne m’arrêterai pas à la prétendue contradiction qu’on a remar

quée dans la définition d’une lame naturellement droite et d’une 

épaisseur variable. M. Cauchy donne ce nom à toute lame dans laquelle 

une suite de plans parallèles donnent pour section deux courbes 

symétriques, par rapport à un axe situé dans la lame; et comme on 

suppose toujours l’épaisseur de la lame très petite, ces deux courbes 

coïncideront sensiblement avec leur axe et la lame paraîtra sensi

blement droite. Je ne puis trouver le raisonnement qui, dans le 

Mémoire sur les vibrations longitudinales d’une verge cylindrique ou 

prismatique à base quelconque, pourrait ne pas satisfaire pleinement 

tous les lecteurs, à moins que l’auteur de l’article ne parle du passage 

où M. Cauchy applique à Taxe même de la verge des équations trouvées 

pour un point quelconque de la surface; rien cependant n’est plus 

facile à comprendre. On développe toujours les coefficients des pres

sions suivant les dimensions en épaisseur de la verge, et lorsqu’il s’agit 

des vibrations longitudinales, on ne conserve que les premiers termes 

du développement, c’est-à-dire ceux qui sont indépendants des dimen

sions de la verge; dès lors les coefficients deviennent indépendants du 

point que Ton considère. Ce principe une fois admis, et je crois qu’il 

le sera par tous les lecteurs, les conséquences qu’en déduit M. Cauchy 

deviennent rigoureuses, et comme les formules auxquelles il parvient
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sont les mêmes que celles qu’il avait trouvées pour une verge rectan

gulaire, il en conclut que les lois des vibrations sont les mêmes pour 

toutes les verges, quel que soit leur contour.

Je trouve dans l’analyse de la 3ge livraison un passage qui peut 

induire en erreur. En donnant le nombre des vibrations tournantes 

exécutées dans une verge rectangulaire pendant l’unité de temps, 

lorsqu’on la tord, son axe restant fixe, nombre qui, calculé par la 

théorie de M. Cauchy c s t ^ l ’auteur de l’article définit bien n et a; a est 

toujours la longueur de la verge, n un coefficient constant qu’il faut 

faire successivement égal à i , 2, 3, etc., pour avoir la série des sons 

qui peuvent être produits successivement; mais il oublie complètement 

de définir la quantité O, de sorte que le lecteur qui a vu souvent repa

raître cette lettre dans le cours de l’article, pourrait croire qu’elle a 

partout la même signification, et même il ne peut plus éviter cette 

erreur lorsque l’auteur de l’article dit : qu'encore dans ce cas, le son le

plus grave a pour valeur Cependant ici ü  a une valeur tout à fait 

différente; cette valeur est déterminée par l’équation

1  3 / î2 A2 \ / 1 1 \
d ?-“ 8\T +  h / ' vi> +  Âi J'

i, h, sont les deux dimensions de la verge rectangulaire, i, h, deux 

coefficients constants. En second lieu, cette valeur de 0  ne renfermant 

pas le nombre n, ne varie pas d’un son à l’autre. Ainsi, au lieu de ces 

mots : substituant la valeur du coefficient ü  propre au son dont il s'agit, 

il fallait dire simplement' substituant pour ü, sa valeur.

Je ne puis passer sous silence les observations générales qui ter

minent cet article. L’auteur dit qu’ora a de la peine à se rendre compte 

du degré d'exactitude des formules en raison de l'influence que peuvent 

acquérir les quantités qu'on néglige successivement avant d'arriver au 

résultat final. Je ne vois pas l’à-propos de cette remarque spécialement 

appliquée aux recherches de M. Cauchy sür l’équilibre et le mouvement 

des corps élastiques. Il me semble qu’on peut en dire autant des for

mules établies dans les divers Mémoires qui ont paru non seulement
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sur le meme sujet, mais encore sur presque toutes les questions de 

physique mathématique. En effet, si l’on réduit les questions de ce 

genre à l’intégration d’équations linéaires aux différentielles partielles 

et à coefficients constants, cela tient ordinairement à ce que l’on consi

dère les variables principales comme des quantités infiniment petites 

dont les puissances supérieures peuvent être négligées relativement à 

la première. ' Mais je ne sache pas que dans la théorie des cordes 

vibrantes, de la propagation du son dans l’air, dans la théorie des 

ondes, dans celle du mouvement des Corps ou des lames élastiques, on 

ait tenté jusqu’à ce jour de déterminer les limites des erreurs com- 

rfiises. Il y a plus, quoiqu’on ait cultivé l’astronomie longtemps avant 

la physique mathématique, on n’a pu fixer encore d’une manière pré

cise le degré d’exactitude des formules qui représentent les inégalités 

séculaires ou périodiques dos mouvements planétaires, et l’on ne voit 

pourtant pas que cette considération ait empêché ni Lagrange, ni 

l’auteur de la Mécanique céleste, ni d’autres géomètres, de publier 

leurs travaux sur l’astronomie. Enfin les Ouvrages que M. Cauchy a fait 

paraître sur l’analyse algébrique ou le calcul intégral, et dans lesquels 

il a donné les conditions de convergence des séries, particulièrement 

des séries périodiques et de la série de Lagrange, les restes de ces 

mêmes séries et les moyens d’évaluer les limites des erreurs commises 

dans l’intégration par approximation des équations différentielles, 

prouvent, ce me semble, qu’il sait apprécier aussi bien que qui que ce 

soit l’avantage de connaître le degré d’exactitude auquel on parvient 

dans la solution d’un problème. Quelques partisans de l’ancienne école 

et de l’ancienne méthode ne lui ont-ils pas même fait un crime de sa 

trop grande rigueur ?

Après le passage que je viens de rappeler, l’auteur de l’article ajoute 

que, par inadvertance sans doute, M. Cauchy emploie fréquemment 

des phrases telles que celles-ci : « On aura sensiblement, c'est-àrdire en 

négligeant les quantités infiniment petites », phrases dont les deux 

membres se contredisent et nous reportent au temps de l’origine du 

calcul différentiel; car si une quantité est réellement infiniment petite,
Œ u v res de C. — S. II, t. II. i5
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le calcul où ou la néglige est exact rigoureusement et non pas sensi

blement.

L’expression employée par M. Cauchy me paraît parfaitement exacte 

et claire; les formules seraient rigoureusement vraies, si les quantités 

qu’il néglige étaient nulles; mais comme dans le fait ces quantités ne 

peuvent jamais être nulles, qu’elles sont seulement très petites, ces 

formules ne sont et ne doivent être vraies qu’à peu près, de sorte que 

les résultats de l’expérience doivent s’en rapprocher d’autant plus que 

les quantités négligées dans le calcul sont plus petites; pour avoir des 

formules encore plus exactes, il faudrait calculer quelques termes de 

plus. Au lieu de faire là-dessus des critiques, on devrait plutôt féliciter 

M. Cauchy sur l’heureux accord de ses formules avec l’expérience qui, 

il faut l’avouer, doit seule ici décider du degré d’exactitude. Cet accord 

a été plus frappant que jamais, suivant l’expression de M. Savart, dans 

le beau Mémoire qu’il lisait dernièrement à l’Académie. On a été sur

pris de voir une formule des plus compliquées, des plus générales et 

surtout des plus difficiles à soumettre à l’expérience, vérifiée jusqu’aux 

dix millièmes dans un grand nombre d’opérations. Cette formule est 
celle qui donne la valeur de Î2 pour les vibrations tournantes, et que 

nous avons citée plus haut.

Il n’est pas exact de dire que M. Cauchy n’a résolu que le seul cas 

des vibrations à périodes régulières ; M. Cauchy a donné les intégrales 

générales de plusieurs des équations auxquelles il est parvenu; entre 

autres de celle qui détermine les vibrations d’une verge rectangulaire. 

Enfin si c’est un tort de ne rien laisser à généraliser aux Varignon, cette 

observation ne paraît pas ici à sa place; car, par exemple, quel mode 

de généralisation pourrait-on employer pour passer de la valeur de Î2 

correspondante aux vibrations tournantes dans le cas où l’élasticité est 

la même en tous sens, à la valeur générale de cette quantité qui ne 

peut s’obtenir qu’au moyen des t5 coefficients?
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Bulletin de Férussac, Tome XV, p. 137-139; 1831.

D a n s  d i v e r s  M é m o i r e s  p r é s e n t é s  à  l ’ A c a d é m i e  d e s  s c i e n c e s  e n  1 8 2 9  

e t  i 8 3 o ,  j ’ a i  d é v e l o p p é  l e s  p r i n c i p e s  q u e  j ’ a v a i s  é t a b l i s  d a n s  l e  Bulletin  

des sciences  d e  s e p t e m b r e  1 8 2 9 ,  e t  j ’ a i  m o n t r é  c o m m e n t  o n  p o u v a i t  e n  

d é d u i r e ,  i °  d i v e r s e s  m é t h o d e s  p r o p r e s  à  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  r a c i n e s  

p r i m i t i v e s ,  2 0 u n  g r a n d  n o m b r e  d e  p r o p o s i t i o n s  d i g n e s  d e  r e m a r q u e  

s u r  l a  t h é o r i e  d e s  n o m b r e s .  P o u r  d o n n e r  u n e  i d é e  d e  c e s  p r o p o s i t i o n s ,  

j e  m e  c o n t e n t e r a i  d ’ é n o n c e r  l a  s u i v a n t e  ;

T iiéouëme 1. —  Soient p  un nom bre p re m ie r, n un diviseur prem ier  

de p ,  xs la valeur du rapport - — -

A,: A.,:
3o 4 2 ’

les nom bres de B ernoulli, et m  le p lu s p e tit  nom bre entier équivalent, sui

vant le m odule n , à  - I -  2  A „  , E n fin  soit s une racine p rim itiv e de l'é q u i-  
' ~1T

valence

( 1 ) x"·—' =  1 ( mod n ) ;

P„ le p ro d u it des nom bres entiers 1, 2 , 3 , s; n 1 le nom bre des racines
n —1

de l'équ ivalen ce x  2 =  1 ( m o d n ) ,  q u i sont in férieu res à  '  ̂ > et

Ji — 1

n" =  11 —  n ' —  î l e  nom bre des racines de l'équ ivalen ce x  2 =  —  1 ( m o d « )
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qui remplissent la même condition. Si n est de la forme 4 k +  3> l'équa
tion

(2) æ - + n y - = 4p m,

sera résoluble en nombres entiers, et on la vérifiera en prenant

(3 ) .c =  P C;P S!ra,Pi iro P,,»—»ni) (mod/>)

ou bien

( 4 ) -r =  E.VPT l^nr · · · U ,-  ( modp )

suivant que Von aura n’ <fn" ou n'f>n". Déplus, on trouvera dans le pre

mier cas
n — 1 — 4 n n — 1 — 4 n'

(a) m = z -------------- . ou m =

et dans le second cas 

( 6 ) * u
4 n'— n -+- 1

ou m —

6

4 n — n H- 1

suivant que n soit de la forme 8/1 +  7 ou 8 k +  3. 

i Br exemple. —  Soit n =  7. On trouvera

ft+ I . 2 I
— — =  2,2 A2 =  -z- =  —= == i , m =  i. 

4 3o i 5

De plus l’équation
" æ·0 =  i ( mod 7 )

se décomposera en deux autres, savoir :

Æ3 =  I, ¿C3 =  — I

dont la première aura pour racines 1 , 2 , 4, tandis que la seconde aura 

pour racines 3, 5, 6. Donc, p  étant de la forme 771 +  1, on vérifiera 

l’équation

( 7 ) •*î + 7 7 1= ' i  P> 

en prenant

(8) ^ =  ± ^ ^ ^  =  ± = 3 ^ -
*  G 7 * 2 G 7

__h 1 . 2 . . .  3 n? __ ( 2 B T + i ) . . . 3 r o
“  ( I . 2 . . . , c r ) (  I .2 . . . . 2 5 T ) 1 . 2. .  . r a
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Ainsi, en particulier, on vérifiera l’équation

¿e2+  iy'i— 4· 29 — 116
en prenant

x =  ±  _ ±  9-JO-II 3.n
1.2.3.4 2 2 2

Effectivement
4 +  7.16 =  116.,

Dans l’équation ( rj )  x  et y  ne peuvent être impaires puisque l’on 

aurait ;r2 +  7J2 divisible par 8, tandis que 4p  est seulement divisible 

par 4· On peut donc supposer x  =  z x 1, y =  zy', et alors l’équation (7) 

donnera

(9 ) « ,2+ 7/ 2=/>,

la valeur de x ' étant
. , i ( 2 ce -4- 1 ) . . .• x ’ 1---------------------

2 I  . 2 . . .  .CT

Ainsi, en particulier, on vérifiera la formule

¿c'2 +  7j '2=  29

en prenant

' =  +  ! =  + -  9-iQ-iI -ia _ ^ : 9-IO-1J_ ± : 3 -4=::
2 1 . 2 . 3. 4 4 4

et la formule 

en prenant

¿C,2+  7J/,2£2 43 

, . 1 i 3 . i 4 · i 5 . 16.17.18V === — ---------------------
2 1 .2 .3 .4 ·5 .6

__ , i 3 . i 4 - i 5 . 17

a 4 18 .=  r p i3 . i 7 = ±  g 1 7 = +  —  = + 6 .

=  +  3 . i 3 . 14.17

18 
3

20 exemple. —  Soit x  —  n. On trouvera

— — — 3 2 A — — — — =  — 1’ 3 42 21 ”  ’4
m =  i.
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Donc on pourra résoudre l’équation

4/> =  11 y2

lorsque p  sera de la forme 11 m +  i.  D’autre part l’équivalence

æi0=  i (mod 11)

se décomposera en deux autres, savoir

x :' = i  (modit),  ,r:i =  — i (mod.n).

Les racines de la première seront i , 4, 5, 9, io, et celles de la seconde, 

2, 3, 6, 7, 8. Cela posé, on trouvera

P P------- h P  p  p  p  P  ---H- 2CT1 CCT
------- r  2GT1 GTIT ·*· 7ET A 8CT 1 10GT---------p  p  p

A 4GT ~dcr 1 HT
_(1 . 2 . .  . 2 ro)(i .3. . >6 &y) _ -h i). . .(>bt i
”  (x.2...CEF)(i .2<..4gt)( ï - 2 . . . 3 tct) ( 2 üJ -f- i) . . .3gJ 1 . 2 . . .55

Ainsi, en particulier, soit p =  23. On aura ns —  2

, u . 10. 1 x.12 , g . i o . i 1je =  -+- ------------ =  ±  --------
------1 . 2 .5.6 .----------5 : 9-3- “  s +  9

Effectivement
',.23 =  92 =  9*4-11.1*.

Des théorèmes du même genre sont relatifs à la résolution des équa

tions indéterminées de la forme

a·2 -H ny2 =  pm ou a·,2 4- ny

n étant un nombre premier de la forme 4^ +  1, ou même un nombre 

composé, et m étant un nombre entier dont on peut a priori assigner 

la valeur.
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MÉMOIRE

SUR LÀ THÉORIE DE LÀ LUMIÈRE 0).

Bulletin de Férussac, Tome XIII, p. 414-427; i 83o.

J’ai donné le premier, dans les Exercices de mathématiques ( 3e et 

¿f0 volume), les équations générales d’équilibre ou de mouvement d’un 

système de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de répul

sion mutuelle, en admettant que ces forces fussent représentées par 

des fonctions des distances entre les molécules; et j’ai prouvé que ces 

équations, qui renferment un grand nombre de coefficients dépendant 

de la nature du système, se réduisaient, dans le cas où l’élasticité rede

venait la même en tous sens, à d’autres formules qui ne renferment 

qu'un seul coefficient, et qui avaient été primitivement obtenues par 

M. Navier. J’ai de plus déduit de ces équations celles qui déterminent 

les mouvements des plaques et des verges élastiques, quand on sup

pose que l’élasticité n’est pas la même en tous sens ; et j’ai ainsi obtenu 

des formules qui comprennent, comme cas particuliers, celles que 

M. Poisson et d’autres géomètres avaient trouvées dans la supposition 

contraire. L’accord remarquable de ces diverses formules, et des lois 

qui s’en déduisent, avec les observations des physiciens, et spécia

lement avec les belles expériences de M. Savart, devait m’encourager 

à suivre les conseils de quelques personnes qui m’engageaient à faire 

des équations générales que j’avais données une application nouvelle

( 1 ) Lu à l’Académie des Sciences le i er mai et les 7 et 14 juin i 83o.
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à la théorie de la lumière. Ayant suivi ce conseil, j ’ai été assez heureux 

pour arriver aux résultats que je vais exposer dans ce Mémoire, et qui 

me paraissent dignes de fixer un moment l’attention des physiciens et 

des géomètres.

Les trois équations aux différences partielles qui représentent le 

mouvement d’un système de molécules sollicitées par des forces 

d’attraction ou de répulsion mutuelle, renferment, avec le temps t, et 

les coordonnées rectangulaires x , y, z d’un point quelconque de 

l’espace, les déplacements £, y), £ de la molécule m qui coïncide, au bout 

du temps t, avec le point dont il s’agit; ces déplacements étant mesu

rés parallèlement aux axes des x , y , z. Les mômes équations offriront 

21 coefficients dépendant de la nature du système, si l’on fait abstrac

tion des coefficients qui s’évanouissent, lorsque les masses m, m', m!', 

des diverses molécules sont deux à deux égales entre elles et distri

buées symétriquement de part et d’autre de la molécule p. sur des 

droites menées par le point avec lequel cette molécule coïncide. Enfin 

ces équations seront du second ordre, c’est-à-dire qu’elles ne contien

dront que des dérivées du second ordre des variables principales £, y¡, 

Ç, et l’on pourra, en considérant chaque coefficient comme une quan

tité constante, ramener leur intégration à celle d’une équation du 

sixième ordre qui ne renfermera plus qu’une seule variable principale. 

Or cette dernière pourra être facilement intégrée à l’aide des méthodes 

générales que j’ai données dans le 19e Cahier du Journal de VÉcole 

Polytechnique, et dans le Mémoire sur l’application du calcul des résidus 

aux questions de physique mathématique. En appliquant ces méthodes 

au cas où l’élasticité du système reste la même en tous sens, et rédui

sant la valeur de la variable principale à la forme la plus simple, à l’aide 

d’un théorème établi depuis longtemps par M. Poisson, on obtient pré

cisément les intégrales qu’a données ce géomètre dans les Mémoires 

de l’Académie. Mais dans le cas général, la variable principale étant 

représentée par une intégrale définie sextuple, il fallait, pour décou

vrir les lois des phénomènes, réduire cotte intégrale sextuple à une 

intégrale d’un ordre moins élevé. Cette réduction m’a longtemps arrêté :
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m a i s  j e  s u i s  e n f î n  p a r v e n u  à  l ’ e f f e c t u e r ,  p o u r  l ’ é q u a t i o n  a u x  d i f f é r e n c e s  

p a r t i e l l e s  c i - d e s s u s  m e n t i o n n é e ,  e t  m ê m e  g é n é r a l e m e n t  p o u r  t o u t e s  

l e s  é q u a t i o n s  ' a u x  d i f f é r e n c e s  p a r t i e l l e s  d a n s  l e s q u e l l e s  l e s  d i v e r s e s  

d é r i v é e s  d e  l a  v a r i a b l e  p r i n c i p a l e ,  p r i s e s  p a r  r a p p o r t  a u x  v a r i a b l e s  

i n d é p e n d a n t e s  x ,  y ,  z , t, s o n t  d e s  d é r i v é e s  d e  m ê m e  o r d r e .  A l o r s  j ’ a i  

o b t e n u ,  p o u r  r e p r é s e n t e r  l a  v a r i a b l e  p r i n c i p a l e ,  u n e  i n t é g r a l e  d é f i n i e  

q u a d r u p l e ,  e t  j ’ a i  p u  r e c h e r c h e r  l e s  l o i s  d e s  p h é n o m è n e s  d o n t  l a  

c o n n a i s s a n c e  d e v a i t  r é s u l t e r  d e  l ’ i n t é g r a t i o n  d e s  é q u a t i o n s  p r o p o s é e s .  

C e t t e  r e c h e r c h e  a  é t é  l ’ o b j e t  d u  d e r n i e r  M é m o i r e  q u e  j ’ a i  e u  l ’ h o n n e u r  

d ’ o f f r i r  à  l ’ A c a d é m i e ,  e t  q u i  r e n f e r m e  e n t r e  a u t r e s  l a  p r o p o s i t i o n  s u i 

v a n t e  :

É t a n t  d o n n é e  u n e  é q u a t i o n  a u x  d i f f é r e n c e s  p a r t i e l l e s  d a n s  l a q u e l l e  

t o u t e s  l e s  d é r i v é e s  d e  l a  v a r i a b l e  p r i n c i p a l e  r e l a t i v e s  a u x  v a r i a b l e s  

i n d é p e n d a n t e s  x ,  y ,  z , t, s o n t  d e  m ê m e  o r d r e ,  s i  l e s  v a l e u r s  i n i t i a l e s  

d e  l a  v a r i a b l e  p r i n c i p a l e  e t  d e  s e s  d é r i v é e s  p r i s e s  p a r  r a p p o r t  a u  t e m p s  

s o n t  s e n s i b l e m e n t  n u l l e s  d a n s  t o u s  l e s  p o i n t s  s i t u é s  à  u n e  d i s t a n c e  f i n i e  

d e  l ’ o r i g i n e  d e s  c o o r d o n n é e s ,  c e t t e  v a r i a b l e  e t  s e s  d é r i v é e s  n ’ a u r o n t  

p l u s  d e  v a l e u r s  s e n s i b l e s  a u  b o u t  d u  t e m p s  t, d a n s  l ’ i n t é r i e u r  d ’ u n e  

c e r t a i n e  s u r f a c e ,  e t  p a r  c o n s é q u e n t  l e s  v i b r a t i o n s  s o n o r e s ,  l u m i n e u s e s ,  

e t c . ,  q u i  p e u v e n t  ê t r e  d é t e r m i n é e s  à  l ’ a i d e  d e  l ’ é q u a t i o n  a u x  d i f f é r e n c e s  

p a r t i e l l e s ,  s e  p r o p a g e r o n t  d a n s  l ’ e s p a c e  d e  m a n i è r e  à  p r o d u i r e  u n e  

o n d e  s o n o r e ,  l u m i n e u s e ,  e t c . ,  d o n t  l a  s u r f a c e  s e r a  p r é c i s é m e n t  c e l l e  

q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ i n d i q u e r .  D e  p l u s  o n  o b t i e n d r a  f a c i l e m e n t  l ’ é q u a t i o n  

d e  l a  s u r f a c e  d e  l ’ o n d e ,  e n  s u i v a n t  l a  r è g l e  q u e  j e  v a i s  t r a c e r .

C o n c e v o n s  q u e ,  d a n s  l ’ é q u a t i o n  a u x  d i f f é r e n c e s  p a r t i e l l e s ,  o n  r e m 

p l a c e  u n e  d é r i v é e  q u e l c o n q u e  d e  l a  v a r i a b l e  p r i n c i p a l e  p r i s e  p a r  r a p 

p o r t  a u x  v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s  x ,  y ,  z ,  t p a r  l e  p r o d u i t  d e  c e s  

v a r i a b l e s  é l e v é e s  à  d e s  p u i s s a n c e s  d o n t  l e s  d e g r é s  s o i e n t  m a r q u é s ,  p o u r  

c h a q u e  v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e ,  p a r  l e  n o m b r e  d e s  d i f f é r e n c i a t i o n s  q u i  

l u i  s o n t  r e l a t i v e s .  L a  n o u v e l l e  é q u a t i o n  q u e  l ’ o n  o b t i e n d r a  s e r a  d e  l a  

f o r m e

F ( . r , 7 ,  s ,  t )  =  o,
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e t  r e p r é s e n t e r a  u n e  c e r t a i n e  s u r f a c e  c o u r b e .  C o n s i d é r e z  m a i n t e n a n t  l e  

r a y o n  v e c t e u r  m e n é  d e  l ’ o r i g i n e  à  u n  p o i n t  q u e l c o n q u e  d e  c e t t e  s u r f a c e  

c o u r b e  ; p o r t e z  s u r  c e  r a y o n  v e c t e u r ,  à  p a r t i r  d e  l ’ o r i g i n e ,  u n e  l o n g u e u r  

é g a l e  a u  c a r r é  d u  t e m p s  d i v i s é  p a r  c e  m ê m e  r a y o n  ; m e n e z  e n s u i t e  p a r  

l ’ e x t r é m i t é  d e  c e t t e  l o n g u e u r  u n  p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  à  s a  d i r e c t i o n .  

C e  p l a n  s e r a  l e  p l a n  t a n g e n t  à  l a  s u r f a c e  d e  l ’ o n d e ,  e t  p a r  c o n s é q u e n t  

c e t t e  s u r f a c e  s e r a  l ’ e n v e l o p p e  d e  l ’ e s p a c e  q u e  t r a v e r s e r o n t  l e s  d i v e r s  

p l a n s  q u ’ o n  p e u t  c o n s t r u i r e  e n  o p é r a n t  c o m m e  o n  v i e n t  d e  l e  d i r e .  A u  

r e s t e ,  o n  a r r i v e  e n c o r e  a u x  m ê m e s  c o n c l u s i o n s ,  e n  s u i v a n t  u n e  a u t r e  

m é t h o d e  q u e  j e  v a i s  e x p o s e r  e n  p e u  d e  m o t s  e t  q u e  j ’ a i  d é v e l o p p é e  

d a n s  m e s  d e r n i è r e s  l e ç o n s  a u  C o l l è g e  d e  F r a n c e .

S u p p o s o n s  q u e  l e s  v a l e u r s  i n i t i a l e s  d e  l a  v a r i a b l e  p r i n c i p a l e  e t  d e  

s e s  d é r i v é e s  p r i s e s  p a r  r a p p o r t  a u  t e m p s  n e  s o i e n t  s e n s i b l e s  q u e  p o u r  

l e s  p o i n t s  s i t u é s  à  d e s  d i s t a n c e s  t r è s  p e t i t e s  d ’ u n  c e r t a i n  p l a n  m e n é  

p a r  l ’ o r i g i n e  d e s  c o o r d o n n é e s ,  e t  d é p e n d e n t  u n i q u e m e n t  d e  c e s  d i s 

t a n c e s .  C e t t e  m ê m e  v a r i a b l e  e t  c e s  d é r i v é e s  n e  s e r o n t  s e n s i b l e s ,  a u  

b o u t  d u  t e m p s  t, q u e  d a n s  l e  v o i s i n a g e  d e  l ’ u n  d e s  p l a n s  p a r a l l è l e s ,  

c o n s t r u i t s  à  l ’ a i d e  d e  l a  r è g l e  q u e  n o u s  a v o n s  p r é c é d e m m e n t  i n d i q u é e .  

P a r  c o n s é q u e n t ,  s i  l e s  v i b r a t i o n s  s o n o r e s ,  l u m i n e u s e s ,  e t c . ,  s o n t  p r i m i 

t i v e m e n t  r e n f e r m é e s  d a n s  u n e  o n d e  p l a n e ,  c e t t e  o n d e ,  q u e  n o u s  n o m 

m e r o n s  é l é m e n t a i r e ,  s e  d i v i s e r a  e n  p l u s i e u r s  a u t r e s  d o n t  c h a c u n e  s e  

p r o p a g e r a  d a n s  l ’ e s p a c e ,  e n  r e s t a n t  p a r a l l è l e  à  e l l e - m ê m e ,  a v e c  u n e  

v i t e s s e  c o n s t a n t e .  M a i s  c c s  d i v e r s e s  o n d e s  a u r o n t  d e s  v i t e s s e s  d e  p r o p a 

g a t i o n  d i f f é r e n t e s .  S i  m a i n t e n a n t  o n  ç o n ç o i t  q u ’ a u  p r e m i e r  i n s t a n t  

p l u s i e u r s  o n d e s  é l é m e n t a i r e s  s o i e n t  r e n f e r m é e s  d a n s  d e s  p l a n s  d i v e r s  

m e n é s  p a r  l ’ o r i g i n e  d e s  c o o r d o n n é e s ,  m a i s  p e u  i n c l i n é s  l e s  u n s  s u r  l e s  

a u t r e s ,  e t  q u e  l e s  v i b r a t i o n s  s o n o r e s ,  l u m i n e u s e s ,  e t c . ,  s o i e n t  a s s e z  

p e t i t e s  p o u r  r e s t e r  i n s e n s i b l e s  d a n s  c h a q u e  o n d e  é l é m e n t a i r e  p r i s e  

s é p a r é m e n t ;  a l o r s ,  c e s  v i b r a t i o n s  n e  p o u v a n t  d e v e n i r  s e n s i b l e s  q u e  p a r  

l a  s u p e r p o s i t i o n  d ’ u n  g r a n d  n o m b r e  d ’ o n d e s  é l é m e n t a i r e s ,  i l  e s t  c l a i r  

q u e  l e s  p h é n o m è n e s  r e l a t i f s  à  l a  p r o p a g a t i o n  d u  s o n ,  d e  l a  l u m i è r e ,  e t c . , 

n e  p o u r r o n t  ê t r e  o b s e r v é s ,  a u  p r e m i e r  m o m e n t ,  q u e  d a n s  u n e  t r è s  

p e t i t e  é t e n d u e  a u t o u r  d e  l ’ o r i g i n e  d e s  c o o r d o n n é e s ,  e t  a u  b o u t  d u
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t e m p s  t, q u e  d a n s  l e  v o i s i n a g e  d e s  d i v e r s e s  n a p p e s  d e  l a  s u r f a c e  q u i  

s e r a  t o u c h é e  p a r  t o u t e s  l e s  o n d e s  é l é m e n t a i r e s .  O r  c e t t e  d e r n i è r e  s u r 

f a c e  s e r a  p r é c i s é m e n t  l a  s u r f a c e  c o u r b e  d o n t  n o u s  a v o n s  p a r l é  c i - d e s s u s ,  

e t  q u e  l ’ o n  n o m m e  g é n é r a l e m e n t  s u r f a c e  d e  l ’ o n d e .

C e l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  c o n s i d è r e  l e  m o u v e m e n t  d e  p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s  

p l a n e s ,  d a n s  u n  s y s t è m e  d e  m o l é c u l e s  s o l l i c i t é e s  p a r  d e s  f o r c e s  d ’ a t t r a c 

t i o n  o u  d e  r é p u l s i o n  m u t u e l l e ,  o n  p o u r r a  p r e n d r e  s u c c e s s i v e m e n t  p o u r  

v a r i a b l e s  p r i n c i p a l e s  t r o i s  d é p l a c e m e n t s  r e c t a n g u l a i r e s  d ’ u n e  m o l é 

c u l e  m  m e s u r é s  p a r a l l è l e m e n t  a u x  t r o i s  a x e s  d ’ u n  c e r t a i n  e l l i p s o ï d e  q u i  

a u r a  p o u r  c e n t r e  l ’ o r i g i n e  d e s  c o o r d o n n é e s ,  e t  q u e  l ’ o n  c o n s t r u i r a  f a c i 

l e m e n t  d è s  q u e  l ’ o n  c o n n a î t r a  l e s  c o e f f i c i e n t s  d é p e n d a n t  d e  l a  n a t u r e  

d u  s y s t è m e  p r o p o s é ,  e t  l a  d i r e c t i o n  d u  p l a n  A B C ,  q u i  r e n f e r m a i t  u n e  

o n d e  p l a n e  a u  p r e m i e r  i n s t a n t .  A l o r s  c e t t e  o n d e  s e  d i v i s e r a  e n  s i x  

a u t r e s  q u i  a u r o n t  c o n s t a m m e n t  l a  m ê m e  é p a i s s e u r  q u e  l a  p r e m i è r e ,  e t  

s e  p r o p a g e r o n t  a v e c  d e s  v i t e s s e s  c o n s t a n t e s ,  d a n s  d e s  p l a n s  p a r a l l è l e s  

à  A B C .

C e s  o n d e s ,  p r i s e s  d e u x  à  d e u x ,  a u r o n t  d e s  v i t e s s e s  d e  p r o p a 

g a t i o n  é g a l e s ,  m a i s  d i r i g é e s  e n  s e n s  c o n t r a i r e s .  l ) e  p l u s  c e s  v i t e s s e s ,  

m e s u r é e s  s u i v a n t  u n e  d r o i t e  p e r p e n d i c u l a i r e  a u  p l a n  A B C ,  p o u r  l e s  

t r o i s  o n d e s  q u i  s e  m o u v r o n t  d a n s  u n  m ê m e  s e n s ,  s e r o n t  c o n s t a n t e s  e t  

r e s p e c t i v e m e n t  é g a l e s  a u x  q u o t i e n t s  q u ’ o n  o b t i e n t  e n  d i v i s a n t  l ’ u n i t é  

p a r  l e s  t r o i s  d e m i - a x e s  d e  l ’ e l l i p s o ï d e  c i - d e s s u s  m e n t i o n n é .  L e s  p o i n t s  

s i t u é s  h o r s  d e  c e s  o n d e s  s e r o n t  e n  r e p o s ,  e t  s i  l e s  t r o i s  d e m i - a x e s  d e  

l ’ e l l i p s o ï d e  s o n t  i n é g a u x ,  l e  d é p l a c e m e n t  a b s o l u  e t  l a  v i t e s s e  a b s o l u e  

d e s  m o l é c u l e s ,  d a n s  u n e  o n d e  p l a n e ,  r e s t e r o n t  t o u j o u r s  p a r a l l è l e s  à  

c e l u i  d e s  t r o i s  a x e s  d e  l ’ e l l i p s o ï d e  q u i  s e r a  r é c i p r o q u e m e n t  p r o p r o -  

t i o n n e l  à  l a  v i t e s s e  d e  p r o p a g a t i o n  d e  c e t t e  o n d e .  M a i s ,  s i  d e u x  o u  t r o i s  

a x e s  d e  l ’ e l l i p s o ï d e  d e v i e n n e n t  é g a u x ,  l e s  o n d e s  p l a n é s  q u i  s e  p r o p a 

g e r o n t  d a n s  l e  m ê m e  s e n s  a v e c  d e s  v i t e s s e s  r é c i p r o q u e m e n t  p r o p o r 

t i o n n e l l e s  à  c e s  a x e s ,  c o ï n c i d e r o n t ,  e t  l a  v i t e s s e  a b s o l u e  d e  c h a q u e  

m o l é c u l e  r e n f e r m é e  d a n s  u n e  o n d e  p l a n e  s e r a ,  a u  b o u t  d ' u n  t e m p s  

q u e l c o n q u e ,  p a r a l l è l e  a u x  d r o i t e s  s u i v a n t  l e s q u e l l e s  l e s  v i t e s s e s  i n i 

t i a l e s  s e  p r o j e t a i e n t  s u r  l e  p l a n  m e n é  p a r  l e s  d e u x  a x e s  é g a u x  d e  l ' e l l i p -
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s o l d e ,  o u  m ê m e ,  s i  l ’ e l l i p s o ï d e  s e  c h a n g e  e n  u n e  s p h è r e ,  a u x  d i r e c t i o n s  

d e  c e s  v i t e s s e s  i n i t i a l e s .

C o n c e v o n s  m a i n t e n a n t  q u ’ a u  p r e m i e r  i n s t a n t  p l u s i e u r s  o n d e s  p l a n e s ,  

p e u  i n c l i n é e s  l e s  u n e s  s u r  l e s  a u t r e s  e t  s u r  u n  c e r t a i n  p l a n  A B C ,  s e  

r e n c o n t r e n t  e t  s e  s u p e r p o s e n t  e n  u n  c e r t a i n  p o i n t  A .  L e  t e m p s  v e n a n t  

à  c r o î t r e ,  c h a c u n e  d e  c e s  o n d e s  s e  p r o p a g e r a  d a n s  l ’ e s p a c e ,  e n  d o n 

n a n t  n a i s s a n c e ,  d e  c h a q u e  c ô t é  d u  p l a n  q u i  l a  r e n f e r m a i t  p r i m i t i v e m e n t ,  

à  t r o i s  o n d e s  s e m b l a b l e s  r e n f e r m é e s . d a n s  d e s  p l a n s  p a r a l l è l e s ,  m a i s  

d o u é e s  d e  v i t e s s e s  d e  p r o p a g a t i o n  d i f f é r e n t e s ;  p a r  c o n s é q u e n t  l e  s y s 

t è m e  d ’ o n d e s  p l a n e s  q u e  l ’ o n  c o n s i d é r a i t  d ’ a b o r d  s e  s u b d i v i s e r a  e n  

t r o i s  a u t r e s  s y s t è m e s ,  e t  l e  p o i n t  d e  r e n c o n t r e  d e s  o n d e s  q u i  f e r o n t  

p a r t i e  d ’ u n  m ê m e  s y s t è m e  s e  d é p l a c e r a  s u i v a n t  u n e  c e r t a i n e  d r o i t e  a v e c  

u n e  v i t e s s e  d e  p r o p a g a t i o n  d i s t i n c t e  d e  c e l l e  d e s  o n d e s  p l a n e s .  D o n c ,  

a u  b o u t  d ' u n  t e m p s  q u e l c o n q u e  t, l e  p o i n t  A  s e  t r o u v e r a  r e m p l a c é  p a r  

t r o i s  a u t r e s  p o i n t s  d o n t  l e s  p o s i t i o n s  d a n s  l ’ e s p a c e  p o u r r o n t  ê t r e  c a l 

c u l é e s  p o u r  u n e  d i r e c t i o n  d o n n é e  d u  p l a n  A B C ,  e t  l e s  d i v e r s e s  p o s i 

t i o n s  q u e  p o u r r o n t  p r e n d r e  l e s  t r o i s  p o i n t s  d o n t  i l  s ’ a g i t  p o u r  d i v e r s e s  

d i r e c t i o n s  p r i m i t i v e m e n t  a t t r i b u é e s  a u  p l a n  A B C ,  d é t e r m i n e r o n t  u n e  

s u r f a c e  c o u r b e  à  t r o i s  n a p p e s ,  d a n s  l a q u e l l e  c h a q u e  n a p p e  s e r a  c o n s 

t a m m e n t  t o u c h é e  p a r  l e s  o n d e s  p l a n e s  q u i  f e r o n t  p a r t i e  d ’ u n  m ê m e  

s y s t è m e .  O r  c e t t e  s u r f a c e  c o u r b e  s e r a  p r é c i s é m e n t  c e l l e  d o n t  n o u s  

a v o n s  d é j à  p a r l é  c i - d e s s u s ,  e t  q u e  n o u s  a v o n s  n o m m é e  s u r f a c e  d e  

l ’ o n d e .

A u  r e s t e ,  p o u r  q u e  l a  p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s  p l a n e s  p u i s s e  s ’ e f f e c 

t u e r  d a n s  u n  c o r p s  é l a s t i q u e ,  i l  e s t  n é c e s s a i r e  q u e  l e s  c o e f f i c i e n t s ,  o u  

d u  m o i n s  c e r t a i n e s  f o n c t i o n s  d e s  c o e f f i c i e n t s  r e n f e r m é s  d a n s  l e s  é q u a 

t i o n s  a u x  d i f f é r e n c e s  p a r t i e l l e s  q u i  r e p r é s e n t e n t  l e  m o u v e m e n t  d u  c o r p s  

é l a s t i q u e ,  r e s t e n t  p o s i t i v e s .  D a n s  l e  c a s  c o n t r a i r e ,  l e s  o n d e s  p l a n e s  n e  

p o u r r a i e n t  p l u s  s e  p r o p a g e r ,  e t  l ’ o n  e n  s e r a i t  a v e r t i  p a r  l e  c a l c u l  q u i  

d o n n e r a i t  p o u r  l e s  v i t e s s e s  d e  p r o p a g a t i o n  d e s  v a l e u r s  i m a g i n a i r e s .

D a n s  l a  t h é o r i e  d e  l a  l u m i è r e ,  o n  d é s i g n e  s o u s  l e  n o m  d ’ é t h e r  l e  

f l u i d e  i m p o n d é r a b l e  q u e  l ’ o n  c o n s i d è r e  c o m m e  é t a n t  l e  m i l i e u  é l a s t i q u e *  

d a n s  l e q u e l  s e  p r o p a g e n t  l e s  o n d e s  l u m i n e u s e s .  L e  p o i n t  d e  r e n c o n t r e
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d ’ u u  g r a n d  n o m b r e  d ' o n d e s  p l a n e s  d o n t  l e s  p l a n s  s o n t  p e u  i n c l i n é s  l e s  

u n s  a u x  a u t r e s  e s t  c e l u i  d a n s  l e q u e l  o n  s u p p o s e  q u e  l a  l u m i è r e  p e u t  

ê t r e  p e r ç u e  p a r  l ’ œ i l .  L a  s é r i e  d e s  p o s i t i o n s  q u e  c e  p o i n t  d e  r e n c o n t r e  

p r e n d  d a n s  l ’ e s p a c e ,  t a n d i s  q u e  l e s  o n d e s  s e  d é p l a c e n t ,  c o n s t i t u e  c e  

q u ’ o n  n o m m e  u n  r a y o n  l u m i n e u x ;  e t  l a  v i t e s s e  d o  l a  l u m i è r e  m e s u r é e  

d a n s  l e  s e n s  d e  c e  r a y o n  d o i t  ê t r e  s o i g n e u s e m e n t  d i s t i n g u é e ,  x° d e  l a  

v i t e s s e  d e  p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s  p l a n e s ,  2 0 d e  l a  v i t e s s e  p r o p r e  d e s  

m o l é c u l e s  é t h é r é e s .  E n f i n  l ’ o n  a p p e l l e  r a y o n s  p o l a r i s é s  c e u x  q u i  c o r r e s 

p o n d e n t  à  d e s  o n d e s  p l a n e s  d a n s  l e s q u e l l e s  l e s  v i b r a t i o n s  d e s  m o l é c u l e s  

r e s t e n t  c o n s t a m m e n t  p a r a l l è l e s  à  u n e  d r o i t e  d o n n é e ,  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  

l e s  d i r e c t i o n s  d e s  v i b r a t i o n s  i n i t i a l e s .

P o u r  p l u s  d e  g é n é r a l i t é ,  n o u s  d i r o n s  q u e ,  d a n s  u n  r a y o n  l u m i n e u x ,  

l a  l u m i è r e  e s t  p o l a r i s é e  p a r a l l è l e m e n t  à  u n e  d r o i t e  o u  à  u n  p l a n  d o n n é ,  

l o r s q u e  l e s  v i b r a t i o n s  d e s  m o l é c u l e s  l u m i n e u s e s  s e r o n t  p a r a l l è l e s  à  

c e t t e  d r o i t e  o u  à  c e  p l a n ,  s a n s  ê t r e  p a r a l l è l e s  d a n s  t o u s  l e s  c a s  a u x  

d i r e c t i o n s  d e s  v i b r a t i o n s  i n i t i a l e s ;  e t  n o u s  a p p e l l e r o n s  p l a n  d e  p o l a r i 

s a t i o n  l e  p l a n  q u i  r e n f e r m e r a  l a  d i r e c t i o n  d u  r a y o n  l u m i n e u x ,  e t  c e l l e  

d e  v i t e s s e s  p r o p r e s  d e  m o l é c u l e s  é t h é r é e s .  C e s  d é f i n i t i o n s  s ’ a c c o r d e n t ,  

c o m m e  o n  l e  v e r r a  p l u s  t a r d ,  a v e c  l e s  d é n o m i n a t i o n s  r e ç u e s .

C e l a  p o s é ,  i l  r é s u l t e  d e s  p r i n c i p e s  c i - d e s s u s  é t a b l i s ,  q u ’ e n  p a r t a n t  

d ’ u n  p o i n t  d o n n é  d e  l ’ e s p a c e ,  u n  r a y o n  d e  l u m i è r e  d a n s  l e q u e l  l e s  

v i t e s s e s  p r o p r e s  d e s  m o l é c u l e s  o n t  d e s  d i r e c t i o n s  q u e l c o n q u e s ,  s e  s u b 

d i v i s e r a  g é n é r a l e m e n t  e n  t r o i s  r a y o n s  d e  l u m i è r e  p o l a r i s é e  p a r a l l è 

l e m e n t  a u x  t r o i s  a x é s  d ’ u n  c e r t a i n  e l l i p s o ï d e .  M a i s  c h a c u n  d e  c e s  r a y o n s  

p o l a r i s é s  n e  p o u r r a  p l u s  ê t r e  d i v i s é  p a r  l ’ a c t i o n  d u  f l u i d e  é l a s t i q u e  d a n s  

l e q u e l  l a  l u m i è r e  s e  p r o p a g e .  D e  p l u s ,  l e  m o d e  d e  p o l a r i s a t i o n  d é p e n 

d r a  d e  l a  c o n s t i t u t i o n  d e  c e  f l u i d e ,  c ’ e s t - à - d i r e  d e  l a  d i s t r i b u t i o n  d e  s e s  

m o l é c u l e s  d a n s  l ’ e s p a c e  o u  d a n s  u n  c o r p s  t r a n s p a r e n t ,  e t  d u  p l a n  q u i  

r e n f e r m a i t  p r i m i t i v e m e n t  l e s  m o l é c u l e s  v i b r a n t e s .  S i  l a  c o n s t i t u t i o n  

d u  f l u i d e  é l a s t i q u e  e s t  t e l l e  q u e  l e s  v i t e s s e s  d e  p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s  

p l a n e s  d e v i e n n e n t  i m a g i n a i r e s ,  c e t t e  p r o p a g a t i o n  n e  p o u r r a  p l u s  s ’ e f f e c 

t u e r ,  e t  l e  c o r p s  d a n s  l e q u e l  l e  f l u i d e  é t h é r é  s e  t r o u v e  c o m p r i s  d e v i e n 

d r a  c e  q u ’ o n  n o m m e  u n  c o r p s  o p a q u e .  S i  l e  c o r p s  r e s t e  t r a n s p a r e n t ,  e t
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s i  d a n s  c e  c o r p s  l e  f l u i d e  é t h é r é  s e  t r o u v e  d i s t r i b u é  d e  t e l l e  s o r t e  q u e  

s o n  é l a s t i c i t é  d e m e u r e  l a  m e m e  e n  t o u s  s e n s  a u t o u r  d ’ u n  p o i n t  q u e l 

c o n q u e ,  l e s  t r o i s  r a y o n s  p o l a r i s é s ,  d a n s  l e s q u e l s  s e  s u b d i v i s e  g é n é r a 

l e m e n t  u n  r a y o n  q u e l c o n q u e  d e  l u m i è r e ,  s e r o n t  d i r i g é s  s u i v a n t  l a  

m e m e  d r o i t e ;  e t ,  c o m m e  l a  v i t e s s e  d e  l a  l u m i è r e  s e r a  l a  m e m e  d a n s  l e s  

d e u x  p r e m i e r s  r a y o n s ,  c e u x - c i  s e  c o n f o n d r o n t  l ’ u n  a v e c  l ’ a u t r e .  I l  11e 

r e s t e r a  d o n c  a l o r s  q u e  d e u x  r a y o n s  p o l a r i s é s ,  l ’ u n  d o u b l e ,  l ’ a u t r e  

s i m p l e ,  a y a n t  l a  m ê m e  d i r e c t i o n .  O r ,  l e  c a l c u l  f a i t  v o i r  q u e  d a n s  le  

r a y o n  s i m p l e  l a  l u m i è r e  s e r a  p o l a r i s é e  s u i v a n t  l a  d i r e c t i o n  d o n t  i l  s ’a g i t ,  

t a n d i s  q u e  d a n s  l e  r a y o n  d o u b l e  l a  l u m i è r e  s e r a  p o l a r i s é e  p e r p e n d i c u 

l a i r e m e n t  à  c e t t e  d i r e c t i o n .  S i  l e s  v i b r a t i o n s  i n i t i a l e s  d e s  m o l é c u l e s  

l u m i n e u s e s  s o n t  r e n f e r m é e s  d a n s  u n  p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  à  l a  d i r e c t i o n  

d o n t  i l  s ’ a g i t ,  l e  r a y o n  s i m p l e  d i s p a r a î t r a ,  e t  l e s  v i t e s s e s  p r o p r e s  d e s  

m o l é c u l e s  d a n s  l e  r a y o n  d o u b l e  r e s t e r o n t  c o n s t a m m e n t  d i r i g é e s  s u i v a n t  

d e s  d r o i t e s  p a r a l l è l e s  a u x  d i r e c t i o n s  d e s  v i t e s s e s  i n i t i a l e s ,  d e  s o r t e  q u ’ à  

p r o p r e m e n t  p a r l e r ,  i l  n ’ y  a u r a  p l u s  d e  p o l a r i s a t i o n .  A l o r s  a u s s i  l a  

v i t e s s e  d e  p r o p a g a t i o n  d e  l a  l u m i è r e  s e r a  é q u i v a l e n t e  à  l a  v i t e s s e  d e  

p r o p a g a t i o n  d ’ u n e  o n d e  p l a n e ,  e t  l a  m ô m e  e n  t o u s  s e n s  a u t o u r  d e  

c h a q u e  p o i n t .  O r ,  l a  r é d u c t i o n  d e  t o u s  l e s  r a y o n s  à  u n  s e u l ,  e t  l ' a b s e n c e  

d e  t o u t e  p o l a r i s a t i o n  d a n s  l e s  m i l i e u x  o ù  l a  l u m i è r e  s e  p r o p a g e  e n  t o u s  

s e n s  a v e c  l a  m ê m e  v i t e s s e  é t a n t  d e s  f a i t s  c o n s t a t é s  p a r  l ’ e x p é r i e n c e ,  

n o u s  d e v o n s  c o n c l u r e  d e  c e  q u i  p r é c è d e  q u e  d a n s  c e s  m i l i e u x  l e s  

v i t e s s e s  p r o p r e s  d e s  m o l é c u l e s  é t h é r é e s  s o n t  p e r p e n d i c u l a i r e s  a u x  

d i r e c t i o n s  d e s  r a y o n s  l u m i n e u x ,  e t  c o m p r i s e s  d a n s  l e s  o n d e s  p l a n e s .  

A i n s i  l ’ h y p o t h è s e  a d m i s e  p a r . F r e s n e l  d e v i e n t  u n e  r é a l i t é .  C e t  h a b i l e  

p h y s i c i e n ,  m a l h e u r e u s e m e n t  e n l e v é  a u x  s c i e n c e s  p a r  u n e  m o r t  p r é m a 

t u r é e ,  a  d o n c  e u  r a i s o n  d e  d i r e  q u e  d a n s  l a  l u m i è r e  o r d i n a i r e  l e s  v i b r a 

t i o n s  s o n t  t r a n s v e r s a l e s ,  c ’ e s t - à - d i r e  p e r p e n d i c u l a i r e s  a u x  d i r e c t i o n s  

d e s  r a y o n s .  A  l a  v é r i t é ,  l e s  i d é e s  d e  F r e s n e l  s u r  c e t  o b j e t  o n t  é t é  v i v e 

m e n t  c o m b a t t u e s  p a r  u n  i l l u s t r e  a c a d é m i c i e n  d a n s  p l u s i e u r s  a r t i c l e s  

q u e  r e n f e r m e n t  l e s  Annales de p h y siq u e et de ch im ie,  e t  d o n t  l ’ u n  e s t  

r e l a t i f  a u  m o u v e m e n t  d e  d e u x  f l u i d e s  s u p e r p o s é s .  S u i v a n t  l ’ a u t e u r  d e  

c e s  a r t i c l e s ,  l e s  v i b r a t i o n s  d e s  m o l é c u l e s  d a n s  l ’ é t h e r  F i n i r a i e n t  p a r  ê t r e
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t o u j o u r s  s e n s i b l e m e n t  p e r p e n d i c u l a i r e s  a u x  s u r f a c e s  d e s  o n d e s  q u e  l e  

m o u v e m e n t  p r o d u i t  e n  s e  p r o p a g e a n t ,  e t  d è s  l o r s  l a  p o l a r i s a t i o n ,  t e l l e  

q u ' e l l e  a  é t é  p r é c é d e m m e n t  d é f i n i e ,  d e v i e n d r a i t  i m p o s s i b l e  e t  d i s p a 

r a î t r a i t  c o m p l è t e m e n t .  A l o r s  a u s s i  l a  s u r f a c e  d e  l ’ o n d e  s e r a i t  t o u j o u r s  

u n  e l l i p s o ï d e ,  e t  n ’ o f f r i r a i t  q u ’ u n e  s e u l e  n a p p e ,  e n  s o r t e  q u e  p o u r  

e x p l i q u e r  l a  d o u b l e  r é f r a c t i o n  o n  s e r a i t  o b l i g é  d e  s u p p o s e r  d e u x  f l u i d e s  

é t h é r é s  s i m u l t a n é m e n t  r e n f e r m é s  d a n s  l e  m ê m e  m i l i e u .  M a i s  o n  d o i t  

R e m a r q u e r  q u e  l ’ a u t e u r ,  c o m m e  i l  l e  d i t  l u i - m ê m e ,  a v a i t  d é d u i t  c e s  

d i v e r s e s  c o n s é q u e n c e s  d e  l ’ i n t é g r a t i o n  d e  l ’ é q u a t i o n  c o n n u e  a u x  d i f f é 

r e n c e s  p a r t i e l l e s  q u i  r e p r é s e n t e l e s  m o u v e m e n t s  d e s  f l u i d e s  é l a s t i q u e s ,  

e f d e  c e l l e '  q u ’ o n  e n  d é d u i t  l o r s q u ’ o n  s u p p o s e  i n é g a u x  l e s  t r o i s  c o e f f i 

c i e n t s  d e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d e  l a  v a r i a b l e  p r i n c i p a l e .  O r ,  c e s  é q u a 

t i o n s  n e  p a r a i s s e n t  p o i n t  a p p l i c a b l e s  à  l a  p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s  l u m i 

n e u s e s  d a n s  u n  f l u i d e  é t h é r é ,  e t  l ’ a c c o r d  r e m a r q u a b l e  d e  l a  t h é o r i e  q u e  

j e  p r o p o s e  a v e c  l ’ e x p é r i e n c e  m e  s e m b l e  d e v o i r  c o n f i r m e r  l ’ a s s e r t i o n  

q u e  j ’ a i  d é j à  é m i s e  d a n s  u n  p r é c é d e n t  M é m o i r e  s u r  l e  m o u v e m e n t  d e  l a  

l u m i è r e ;  s a v o i r ,  q u e  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d e  c e  m o u v e m e n t  

s o n t  c o m p r i s e s  d a n s  c e l l e s  q u e  r e n f e r m e n t  l e s  3 i °  e t  3 2 ° l i v r a i s o n s  d e s  

E x ercices de m athém atiques.

N o u s  a l l o n s  m a i n t e n a n t  a p p l i q u e r  l a  t h é o r i e  q u e  n o u s  v e n o n s  d e  

r e p r o d u i r e  e n  p e u  d e  m o t s  à  l a  p r o p a g a t i o n  d e  l a  l u m i è r e  d a n s  l e s  

c r i s t a u x  à  u n  a x e  o u  à  d e u x  a x e s  o p t i q u e s .  P o u r  y  p a r v e n i r ,  i l  n e  s e r a  

p a s  n é c e s s a i r e  d ’ e m p l o y e r  l e s  é q u a t i o n s  g é n é r a l e s  q u e  n o u s  a v o n s  

d o n n é e s  d a n s  l a  3 i c l i v r a i s o n  d e s  E x e rc ice s ,  c o m m e  p r o p r e s  à  r e p r é 

s e n t e r  l e  m o u v e m e n t  d ’ u n  s y s t è m e  d e  m o l é c u l e s  s o l l i c i t é e s  p a r  d e s  

f o r c e s  d ’ a t t r a c t i o n  o u  d e  r é p u l s i o n  m u t u e l l e ,  e t  l ’ o n  p o u r r a  r é d u i r e  c e s  

é q u a t i o n s  a u x  f o r m u l e s  ( 6 8 )  d e  l a  p a g e  2 0 8  d u  t r o i s i è m e  v o l u m e ,  c ’ e s t -  

à - d i r e  a u x  f o r m u l e s  q u i  e x p r i m e n t  l e  m o u v e m e n t  d ’ u n  s y s t è m e  q u i  

o f f r e  t r o i s  a x e s  d ’ é l a s t i c i t é  p e r p e n d i c u l a i r e s  e n t r e  e u x .  O n  p o u r r a  

d ’ a i l l e u r s  s u p p o s e r  q u ’ a u c u n e  f o r c e  i n t é r i e u r e  n ’ e s t  a p p l i q u é e  a u  s y s 

t è m e ,  e t  a l o r s  l e s  f o r m u l e s  d o n t  i l  s ’a g i t  r e n f e r m e r o n t  s e u l e m e n t  l e  

t e m p s  t, l e s  c o o r d o n n é e s  x ,  y ,  z  d ’ u n e  m o l é c u l e  q u e l c o n q u e  m ,  s e s  

d é p l a c e m e n t s  £, y], £, m e s u r é s  p a r a l l è l e m e n t  a u x  a x e s  c o o r d o n n é s ,  e t
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n e u f  c o e f f i c i e n t s  G, II, I, L , M, N , P , Q, R, d o n t  l e s  t r o i s  p r e m i e r s  s e r o n t  

p r o p o r t i o n n e l s  a u x  p r e s s i o n s  s u p p o r t é e s ,  d a n s  l ’ é t a t  n a t u r e l  d u  f l u i d e  

é t h é r é ,  p a r  t r o i s  p l a n s  r e s p e c t i v e m e n t  p e r p e n d i c u l a i r e s  à  c e s  m ê m e s  

a x e s .  L e s  c o e f f i c i e n t s  d o n t  i l  e s t  i c i  q u e s t i o n ,  é t a n t  r e g a r d é s  c o m m e  

c o n s t a n t s ,  o n  c o n s t r u i r a  s a n s  p e i n e  l ’ e l l i p s o ï d e  d o n t  l e s  t r o i s  a x e s  s o n t  

r é c i p r o q u e m e n t  p r o p o r t i o n n e l s  a u x  t r o i s  v i t e s s e s  d e  p r o p a g a t i o n  d e s  

o n d e s  p l a n e s  p a r a l l è l e s  à  u n  p l a n  d o n n é ,  e t  d i r i g é s  p a r a l l è l e m e n t  a u x  

d r o i t e s  s u i v a n t  l e s q u e l l e s  s e  m e s u r e n t  l e s  v i t e s s e s  p r o p r e s  d e s  m o l é 

c u l e s  é t h é r é e s  d a n s  c e s  o n d e s  p l a n e s .  O n  p o u r r a  a u s s i  d é t e r m i n e r ,  

i °  l e s  d i r e c t i o n s  d e s  t r o i s  r a y o n s  p o l a r i s é s  p r o d u i t s  p a r  l a  s u b d i v i s i o n  

d ’ u n  r a y o n  l u m i n e u x  d a n s  l e q u e l  l e s  v i b r a t i o n s  d e s  m o l é c u l e s  a u r a i e n t  

d e s  d i r e c t i o n s  q u e l c o n q u e s ;  2 0 l a  v i t e s s e  d e  l a  l u m i è r e  d a n s  c h a c u n  d e  

c e s  t r o i s  r a y o n s ;  3 ° l e s  d i v e r s e s  v a l e u r s  q u e  p r e n d r a i t  c e t t e  v i t e s s e ,  

d a n s  l e s  r a y o n s  p o l a r i s é s  p r o d u i t s  p a r  l a  s u b d i v i s i o n  d e  p l u s i e u r s  

r a y o n s  l u m i n e u x  q u i  p a r t i r a i e n t  s i m u l t a n é m e n t  d ’ u n  m ô m e  p o i n t .  

E n f i n  l ’ o n  p o u r r a  c o n s t r u i r e  l a  s u r f a c e  à  t r o i s  n a p p e s ,  q u i ,  a u  b o u t  d u  

t e m p s  t, p a s s e r a i t  p a r  l e s  e x t r é m i t é s  d e  c e s  r a y o n s ,  e t  q u e  l ’ o n  n o m m e  

l a  s u r f a c e  d e  l ’ o n d e  l u m i n e u s e .  Q u a n t  à  l ’ i n t e n s i t é  d e  l a  l u m i è r e ,  e l l e  

s e r a  m e s u r é e ,  d a n s  c h a q u e  r a y o n ,  p a r  l e  c a r r é  d e  l a  v i t e s s e  d e s  m o l é 

c u l e s .  C e l a  p o s é ,  s i  l ’ é l a s t i c i t é  d u  f l u i d e  é t h é r é  r e s t e  l a  m ê m e  e n  t o u s  

s e n s  a u t o u r  d ’ u n  a x e  q u e l c o n q u e  p a r a l l è l e  à  l ’ a x e  d e s  z ,  o n  a u r a

(1) G=H, L =  M := 3 R, Pr=Q;

e t  p a r  c o n s é q u e n t  l e s  n e u f  c o e f f i c i e n t s  d é p e n d a n t  d e  l a  d i s t r i b u t i o n  d e s  

m o l é c u l e s  d a n s  l ’ e s p a c e  s e  r é d u i r o n t  à  c i n q ,  s a v o i r  : II, I, N , Q, R. I l  y  

a  p l u s  : d e u x  n a p p e s  d e  l a  s u r f a c e  c i - d e s s u s  m e n t i o n n é e  p o u r r o n t  s e  

r é d u i r e  a u  s y s t è m e  d e  d e u x  e l l i p s o ï d e s  d e  r é v o l u t i o n  c i r c o n s c r i t s  l ’ u n  

à  l ’ a u t r e ;  e t ,  p o u r  q u e  c e t t e  d e r n i è r e  r é d u c t i o n  a i t  l i e u ,  i l  s u f f i r a  q u e  

l a  c o n d i t i o n

(2) (3R — Q)(N — Q) =  4Q2

s o i t  r e m p l i e .  E n f i n  l ’ u n  d e s  d e u x  e l l i p s o ï d e s  d e v i e n d r a  u n e  s p h è r e  q u i  

a u r a  p o u r  d i a m è t r e  l ’ a x e  d o  r é v o l u t i o n  d e  l ’ a u t r e  e l l i p s o ï d e ,  s i  l ’ o n
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H  =  I ;

e t  a l o r s  l a  m a r c h e  d e s  d e u x  r a y o n s  p o l a r i s é s  s e r a  p r é c i s é m e n t  c e l l e  

q u ’ i n d i q u e  l e  t h é o r è m e  d ’ H u y g e n s ,  r e l a t i f  a u x  c r i s t a u x  q u i  o f f r e n t  u n  

s e u l  a x e  o p t i q u e .  O r ,  l ’ e x a c t i t u d e  d e  c e  t h é o r è m e  a y a n t  é t é  m i s e  h o r s  

d e  d o u t e  p a r  l e s  n o m b r e u s e s  e x p é r i e n c e s  d e s  p h y s i c i e n s  l e s  p l u s  

h a b i l e s ,  i l  r é s u l t e  d e  n o t r e  a n a l y s e  q u e ,  d a n s  l e s  c r i s t a u x  à  u n  a x e  

o p t i q u e ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  II, I, N , Q, R, v é r i f i e n t  l e s  c o n d i t i o n s  ( 2 )  e t  ( 3 ) .  

D ’ a i l l e u r s  l ’ é l a s t i c i t é  d u  f l u i d e  é t h é r é  n ’ é t a n t ,  p a r  h y p o t h è s e ,  l a  m ê m e  

e n  t o u s  s e n s  q u ’ a u t o u r  d e  l ’ a x e  d e s  z ,  i l  n ’ e s t  p a s  n a t u r e l  d ’ a d m e t t r e  

q u e  l ’ o n  a i t  G  =  / / = / ,  à  m o i n s  q u e  l ’ o n  n e  s u p p o s e  l e s  t r o i s  c o e f f i 

c i e n t s  G , H , 7 , g é n é r a l e m e n t  n u i s .  I l  e s t  d o n c  t r è s  p r o b a b l e  q u e  d a n s  

I’ é t h é r  c e s  t r o i s  c o e f f i c i e n t s  s ’ é v a n o u i s s e n t ,  e t  a v e c  e u x  l e s  p r e s s i o n s  

s u p p o r t é e s  p a r  u n  p l a n  q u e l c o n q u e  d a n s  l ’ é t a t  n a t u r e l .  C e t t e  h y p o t h è s e  

é t a n t  a d m i s e ,  l ’ e l l i p s o ï d e  e t  l a  s p h è r e  c i - d e s s u s  m e n t i o n n é s  s e r o n t  

r e p r é s e n t é s  p a r  l e s  é q u a t i o n s

(4) R
_. — ¿1
Q ’

+  +

Q '

e n  s o r t e  q u e  \]Q s e r a  l e  d e m i - d i a m è t r e  d e  l a  s p h è r e ,  e t  <JÜ l e  d e m i -  

d i a m è t r e  d e  l ’ é q u a t e u r  d a n s  l ’ e l l i p s o ï d e .  I l  i m p o r t e  d ’ o b s e r v e r  q u e  

d a n s  l e s  c r i s t a u x  d o u é s  d ’ u n  s e u l  a x e  o p t i q u e ,  c e s  d e u x  d e m i - d i a m è t r e s ,  

o u  l e u r s  c a r r é s  Q, R , s o n t  t o u j o u r s  t r è s  p e u  d i f f é r e n t s  l ’ u n  d e  l ’ a u t r e ,  

e t  q u ’ e n  c o n s é q u e n c e  l ’ e l l i p s e  g é n é r a t r i c e  d e  l ’ e l l i p s o ï d e  o f f r e  u n e  

e x c e n t r i c i t é  t r è s  p e t i t e .  U  e n  r é s u l t e  a u s s i  q u e  l a  c o n d i t i o n  ( 8 )  s e  r é d u i t  

s e n s i b l e m e n t  à  l a  s u i v a n t e

N =  3R,

c ’ e s t - à - d i r e  à  u n e  c o n d i t i o n  q u i  e s t  r e m p l i e ,  t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  l ’ é l a s 

t i c i t é  d ’ u n  m i l i e u  r e s t e  l a  m ê m e  e n  t o u s  s e n s  a u t o u r  d ’ u n  p o i n t  q u e l 

c o n q u e .  A j o u t o n s  q u e  l ’ i n t e n s i t é  d e  l a  l u m i è r e  d é t e r m i n é e  p a r  l e  c a l c u l  

p o u r  c h a c u n  d e s  d e u x  r a y o n s  p o l a r i s é s  q u e  n o u s  c o n s i d é r o n s  i c i ,  e s t  

p r é c i s é m e n t  c e l l e  q u e  f o u r n i t  l ’ o b s e r v a t i o n .  Q u a n t  a u  t r o i s i è m e  r a y o n  

p o l a r i s é ,  l e  c a l c u l  m o n t r e  q u ’ i l  e s t  t r è s  d i f f i c i l e  d e  l ’ a p e r c e v o i r ,  a t t e n d u

Œ u v res de C. —  S. II, t. II. 1 7
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q u e  l ’ i n t e n s i t é  d e  l a  l u m i è r e  y  d e m e u r e  t o u j o u r s  t r è s  p e t i t e  q u a n d  e l l e  

n ’ e s t  p a s  r i g o u r e u s e m e n t  n u l l e .  N o u s  i n d i q u e r o n s  p l u s  t a r d  l e s  m o y e n s  

d ’ e n  c o n s t a t e r  l ’ e x i s t e n c e .

C o n c e v o n s  à  p r é s e n t  q u e ,  d a n s  l e  f l u i d e  é t l i é r é ,  l ’ é l a s t i c i t é  c e s s e  

d ’ ê t r e  l a  m ê m e  e n  t o u s  s e n s  a u t o u r  d ’ u n  a x e  p a r a l l è l e  à  l ’ a x e  d e s  s .  S i  

l ’ o n  c o u p e  l a  s u r f a c e  d e  l ’ o n d e  l u m i n e u s e  p a r  l e s  p l a n s  c o o r d o n n é s ,  l e s  

s e c t i o n s  f a i t e s  d a n s  d e u x  n a p p e s  d e  c e t t e  s u r f a c e  p o u r r o n t  s e  r é d u i r e  

a u x  t r o i s  c e r c l e s  e t  a u x  t r o i s  e l l i p s e s  r e p r é s e n t é e s  p a r  l e s  é q u a t i o n s

(5)

y
p

3'2 4- x-

0

=  l1,

f l ± 1 1 - 1-1.
R ’

e t ,  p o u r  q u e  c e t t e  r é d u c t i o n  a i t  l i e u ,  i l  s u f f i r a  q u e  l e s  c o e f f i c i e n t s  G, 

II, /  é t a n t  n u i s ,  l e s  t r o i s  c o n d i t i o n s

(M —- P) (N — P) =  4P2· (N —Q)(L —Q) =  4QS
( L - R ) ( M - R )  — 4R2,

t o u t e s  t r o i s  s e m b l a b l e s  à  l a  c o n d i t i o n  ( 2 ) ,  s o i e n t  v é r i f i é e s .  I l  y  a  p l u s ,  

s i  l e s  e x c e n t r i c i t é s  d e s  t r o i s  e l l i p s e s  s o n t  a s s e z  p e t i t e s  p o u r  q u ’ o n  p u i s s e  

n é g l i g e r  l e u r s  c a r r é s ,  l e s  c o n d i t i o n s  ( 6 )  e n t r a î n e r o n t  l a  s u i v a n t e

(M -  P)(N -  Q)(L -  R) =  (N — P)(L — Q)(M — R) =  2PQR

e t  l ’ é q u a t i o n  d e  l a  s u r f a c e  d e  l ’ o n d e  l u m i n e u s e  p o u r r a  ê t r e  r é d u i t e  à

i (x0--hy--h Q j2+R.s2)
7 ( -  [ P ( Q  +  H ) ^ + Q ( R + P ) j ! + R ( P  +  Q) î , ] îî + / ,=  o .

O r ,  l e s  t r o i s  c e r c l e s ,  l e s  t r o i s  e l l i p s e s ,  e t  l a  s u r f a c e  d u  4 1' d e g r é  r e p r é 

s e n t é e s  p a r  l e s  é q u a t i o n s  ( 5 ) ,  ( 7 ) ,  s o n t  p r é c i s é m e n t  c e l l e s  q u e  F r e s n e l  

a  d o n n é e s  c o m m e  p r o p r e s  à  i n d i q u e r  l a  m a r c h e  d e s  d e u x  r a y o n s  p o l a 

r i s é s ,  a p e r ç u s  j u s q u ’ à  c e  j o u r  d a n s  l e s  c r i s t a u x  à  d e u x  a x e s  o p t i q u e s  ; 

e t  l ’ o n  s a i t  d ’ a i l l e u r s  q u e ,  d a n s  c e s  c r i s t a u x ,  l e s  e x c e n t r i c i t é s  d e s
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e l l i p s e s  s o n t  f o r t  p e t i t e s .  D o n c  l e s  c o n d i t i o n s  ( 6 )  d o i v e n t  y  ê t r e  s e n s i 

b l e m e n t  v é r i f i é e s .  A u  r e s t e ,  i l  e s t  b o n  d ’ o b s e r v e r  q u e ,  s i  l e s  e x c e n t r i 

c i t é s  d e v e n a i e n t  n u l l e s ,  o u  e n  d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  s i  l ’ o n  a v a i t

(8) P =  Q =  R,

l e s  c o n d i t i o n s  ( 6 )  d o n n e r a i e n t

(9) L =  M =  N =  3R,

e t  q u e  l e s  c o n d i t i o n s  ( 8 ) ,  ( g )  s o n t  p r é c i s é m e n t  c e l l e s  q u i  d o i v e n t  ê t r e  

r e m p l i e s  p o u r  q u e  l ’ é l a s t i c i t é  d ’ u n  m i l i e u  r e s t e  l a  m ê m e  d a n s  t o u s  l e s  

s e n s .

Q u a n t  a u  t r o i s i è m e  r a y o n  p o l a r i s é ,  c o m m e  l ’ i n t e n s i t é  d e  s a  l u m i è r e  

e s t  f o r t  p e t i t e ,  i l  s e r a  g é n é r a l e m e n t  t r è s  d i f f i c i l e  d e  l ’ a p e r c e v o i r ,  s i  c e  

n ’ est,  d a n s  d e s  c i r c o n s t a n c e s  p a r t i c u l i è r e s  q u e  n o t r e  t h é o r i e  n o u s  p e r 

m e t t r a  d ’ i n d i q u e r .

E n  r é s u m a n t  c e  q u ’ o n  v i e n t  d e  d i r e ,  o n  v o i t  q u e ,  l e s  c o n d i t i o n s  ( G )  

é t a n t  s u p p o s é e s  r i g o u r e u s e m e n t  r e m p l i e s ,  l e s  s e c t i o n s  f a i t e s  d a n s  l a  

s u r f a c e  d e  l ’ o n d e  l u m i n e u s e  p a r  l e s  p l a n s  c o o r d o n n é s  c o ï n c i d e r o n t  

e x a c t e m e n t  a v e c  c e l l e s  q u e  F r e s n e l  a  d o n n é e s .  Q u a n t  à  l a  s u r f a c e  

m ê m e ,  e l l e  s e r a  p e u  d i f f é r e n t e  d e  l a  s u r f a c e  d u  4 e d e g r é  q u e  c e t  i l l u s t r e  

p h y s i c i e n  a  o b t e n u e ,  e t  p a r  c o n s é q u e n t  c e t t e  d e r n i è r e  e s t ,  d a n s  l a  

t h é o r i e  d e  l a  l u m i è r e ,  c e  q u ’ e s t  l e  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e  d e s  p l a n è t e s  

d a n s  l e  s y s t è m e  d u  m o n d e .

L e s  e x c e n t r i c i t é s  d e s  e l l i p s e s  s u i v a n t  l e s q u e l l e s  l a  s u r f a c e  d e  l ’ o n d e  

l u m i n e u s e  s e  t r o u v e  c o u p é e  p a r  l e s  p l a n s  c o o r d o n n é s  é t a n t  g é n é r a 

l e m e n t  f o r t  p e t i t e s  p o u r  l e s  c r i s t a u x  à  u n  s e u l  a x e  o u  à  d e u x  o p t i q u e s ,  

i l  e n  r é s u l t e  q u ’ o n  p e u t  d é t e r m i n e r  a v e c  u n e  g r a n d e  a p p r o x i m a t i o n ,  

d a n s  c e s  c r i s t a u x ,  l e s  v i t e s s e s  d e  p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s  p l a n e s ,  e t  l e s  

p l a n s  d e  p o l a r i s a t i o n  d e s  r a y o n s  l u m i n e u x ,  à  l ’ a i d e  d e  l a  r è g l e  q u e  j e  

v a i s  i n d i q u e r .

P o u r  o b t e n i r  l e s  v i t e s s e s  d e  p r ô p a g a t i o n  d e s  o n d e s  p l a n e s  p a r a l l è l e s  

à  u n  p l a n  d o n n é  A B C ,  e t  c o r r e s p o n d a n t e s  a u x  d e u x  r a y o n s  p o l a r i s é «  

q u e  t r a n s m e t  u n  c r i s t a l  à  u n  o u  d e u x  a x e s  o p t i q u e s ,  i l  s u f f i t  d e  c o u p e r
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l ' e l l i p s o ï d e  q u e  r e p r é s e n t e  l ' é q u a t i o n

( i o )

X 1 y2

P +  Q +  R

p a r  u n  p l a n  d i a m é t r a l  p a r a l l è l e  a u  p l a n  d o n n é .  L a  s e c t i o n  a i n s i  o b t e n u e  

s e r a  u n e  e l l i p s e  d o n t  l e s  d e u x  a x e s  s e r o n t  n u m é r i q u e m e n t  é g a u x  a u x  

v i t e s s e s  d e  p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s  p l a n e s  d a n s  l e s  d e u x  r a y o n s .  D e  

p l u s ,  c e l u i  d e  c e s  d e u x  r a y o n s  d a n s  l e q u e l  l e s  o n d e s  p l a n e s  s e  p r o p a 

g e r o n t  a v e c  u n e  v i t e s s e  r e p r é s e n t é e  p a r  l e  g r a n d  a x e  d e  l ’ e l l i p s e  s e r a  

p o l a r i s é  p a r a l l è l e m e n t  a u  p e t i t  a x e ;  e t  r é c i p r o q u e m e n t  l e  r a y o n  d a n s  

l e q u e l  l e s  o n d e s  p l a n e s  s e  p r o p a g e r o n t  a v e c  u n e  v i t e s s e  r e p r é s e n t é e  

p a r  l e  p e t i t  a x e  d e  l ’ e l l i p s e  s e r a  p o l a r i s é  p a r a l l è l e m e n t  a u  g r a n d  a x e .  

S i  l ’ o n  f a i t  c o ï n c i d e r  l e  p l a n  A B C  a v e c  l ’ u n  d e s  p l a n s  p r i n c i p a u x  d e  

l ’ e l l i p s o ï d e ,  l e s  d e u x  r a y o n s  p o l a r i s é s  s u i v r o n t  l a  m ê m e  r o u t e ,  e t  l e s  

d o u x  v i t e s s e s  d e  l a  l u m i è r e  d a n s  c e s  r a y o n s  s e r o n t  p r é c i s é m e n t  l e s  

v i t e s s e s  d e  p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s  p l a n e s .  P a r  s u i t e  l e s  v i t e s s e s  d e  l a  

l u m i è r e  d a n s  l e s  s i x  r a y o n s  p o l a r i s é s ,  d o n t  l e s  d i r e c t i o n s  c o ï n c i d e n t  

a v e c  l e s  t r o i s  a x e s  d e  l ’ e l l i p s o ï d e ,  s o n t  d e u x  à  d e u x  é g a l e s  e n t r e  e l l e s

e t  à  l ’ u n  d e s  n o m b r e s  \]P, \/Q, <JR. A j o u t o n s  q u e  l e s  d e u x  r a y o n s  d o n t  

l a  v i t e s s e  e s t  ylp  s o n t  p o l a r i s é s  p a r a l l è l e m e n t  à  l ’ a x e  d e s  x ,  c e u x  d o n t  

l a  v i t e s s e  e s t  J q  p a r a l l è l e m e n t  à  l ’ a x e  d e s  y ,  e t  c e u x  d o n t  l a  v i t e s s e  

e s t  y Â  p a r a l l è l e m e n t  à  l ’ a x e  d e s  z .  D a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  o ù  l e s  q u a n 

t i t é s  P , Q, d e v i e n n e n t  é g a l e s  e n t r e  e l l e s ,  l a  s u r f a c e  r e p r é s e n t é e  p a r  

l ’ é q u a t i o n  ( i o ) ,  o u

e s t  u n  e l l i p s o ï d e  d e  r é v o l u t i o n  d o n t  l ’ a x e  e s t  c e  q u ’ o n  a p p e l l e  l ’ a x e  

o p t i q u e  d u  c r i s t a l .  A l o r s ,  l ’ u n  d e s  d e m i - a x e s  d e  l a  s e c t i o n  f a i t e  p a r  u n  

p l a n  d i a m é t r a l  q u e l c o n q u e  e s t  c o n s t a m m e n t  é g a l  à  <JQ, a i n s i  q u e  l a  

v i t e s s e  d e  l a  l u m i è r e  d a n s  l ’ u n  d e s  d e u x  r a y o n s  p o l a r i s é s .  L e  r a y o n  d o n t  

i l  s ’ a g i t  e s t  c e l u i  q u ’ o n  n o m m e  r a y o n  o r d i n a i r e ,  e t  i l  s e  t r o u v e  p o l a r i s é  

p a r a l l è l e m e n t  à  l a  d r o i t e ,  q u i  d a n s  l e  p l a n  A B C  f o r m e  l e  p l u s  p e t i t  e t  l e  

p l u s  g r a n d  a n g l e  a v e c  l ’ a x e  o p t i q u e ,  t a n d i s  q u e  l ’ a u t r e  r a y o n ,  a p p e l é
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r a y o n  e x t r a o r d i n a i r e ,  e s t  p o l a r i s é  p a r a l l è l e m e n t  à  l a  d r o i t e  d ’ i n t e r 

s e c t i o n  d u  p l a n  A B C & t  d ’ u n  p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  à  l ’ a x e  o p t i q u e .  A l o r s  

a u s s i  l e s  d e u x  r a y o n s  o r d i n a i r e  e t  e x t r a o r d i n a i r e  s e  s u p e r p o s e n t ,  q u a n d  

i l s  s o n t  d i r i g é s  s u i v a n t  l ’ a x e  o p t i q u e ,  e t  s e  r é d u i s e n t  à  u n  r a y o n  u n i q u e  

q u i  n ’ o f f r e  p l u s  a u c u n e  t r a c e  d e  p o l a r i s a t i o n .

L o r s q u e  l e s  t r o i s  q u a n t i t é s  P , Q, R, s o n t  i n é g a l e s  e n t r e  e l l e s ,  l ’ e l l i p 

s o ï d e  r e p r é s e n t é  p a r  l ’ é q u a t i o n  ( i  o )  p e u t  ê t r e  c o u p é  s u i v a n t  d e s  c e r c l e s  

p a r  d e u x  p l a n s  d i a m é t r a u x  q u i  r e n f e r m e n t  t o u s  d e u x  l ’ a x e  m o y e n .  

D o n c  l e s  d e u x  r a y o n s  p o l a r i s é s  s e  s u p e r p o s e n t  l o r s q u e  l e s  o n d e s  p l a n e s  

d e v i e n n e n t  p a r a l l è l e s  à  l ’ u n  d e  c e s  p l a n s .  A l o r s ,  l a  d i r e c t i o n  c o m m u n e  

d e s  d e u x  r a y o n s  e s t  c e  q u ’ o n  a p p e l l e  u n  a x e  o p t i q u e .  D o n c ,  p o u r  l e s  

c r i s t a u x  d a n s  l e s q u e l s  l ’ é l a s t i c i t é  d e  l ’ é t h e r  n ’ e s t  p a s  l a  m ê m e  e n  t o u s  

s e n s  a u t o u r  d ’ u n  a x e ,  i l  e x i s t e  d e u x  a x e s  o p t i q u e s  s u i v a n t  l e s q u e l s  s e  

d i r i g e n t  l e s  r a y o n s  q u i  n ’ o f f r e n t  p l u s  a u c u n e  t r a c e  d e  p o l a r i s a t i o n .

T o u t e s  c e s  c o n s é q u e n c e s  d e  n o t r e  a n a l y s e  s o n t  c o n f o r m e s  à l ’ e x p é 

r i e n c e ,  e t  m ê m e ,  d a n s  d e s  l e ç o n s  d o n n é e s  a u  C o l l è g e  r o y a l  d e  F r a n c e ,  

M .  A m p è r e  a v a i t  d é j à  r e m a r q u é  q u e  l a  c o n s t r u c t i o n  d e  l ’ e l l i p s o ï d e  

r e p r é s e n t é  p a r  l ’ é q u a t i o n  ( i o )  f o u r n i t  l e  m o y e n  d e  d é t e r m i n e r  l e s  

v i t e s s e s  d e  p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s  p l a n e s  e t  l e s  p l a n s  d e  p o l a r i s a t i o n  

d e s  r a y o n s  l u m i n e u x .  S e u l e m e n t  c e s  p l a n s ,  q u e  l ’ o n  c r o y a i t  p e r p e n d i 

c u l a i r e s  a u x  d i r e c t i o n s  d e s  v i t e s s e s  p r o p r e s  d e s  m o l é c u l e s  é t h é r é e s ,  

r e n f e r m e n t  a u  c o n t r a i r e  c e s  m ê m e s  d i r e c t i o n s .

N o u s  a j o u t e r o n s  q u ’ à  l ’ é q u a t i o n  ( i o )  o n  p o u r r a i t ;  s u b s t i t u e r  l a  s u i 

v a n t e

(12) P.2;2+ Q j 2 +  R.s2— x.

E n  e f f e t ,  l e s  d e u x  s e c t i o n s  f a i t e s  p a r  u n  m ê m e  p l a n  d a n s  l e s  d e u x  

e l l i p s o ï d e s  q u e  r e p r é s e n t e n t  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 0 )  e t  ( 1 2 ) ,  o n t  l e u r s  a x e s  

p a r a l l è l e s ,  e t  c e u x  d e  l a  s e c o n d e  s e c t i o n  s o n t  r e s p e c t i v e m e n t  é g a u x  

a u x  q u o t i e n t s  q u e  l ’ o n  o b t i e n t  e n  d i v i s a n t  l ’ u n i t é  p a r  l e s  a x e s  d e  l a  

p r e m i è r e .
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SUR
LES DIVERSES MÉTHODES 

A L’AIDE DESQUELLES ON PEUT ÉTABLIR 
LES ÉQUATIONS

QUI REPRÉSENTENT LES LOIS D’ÉQUILIBRE
OU

LE MOUVEMENT INTÉRIEUR DES CORPS SOLIDES OU FLUIDES 0 )

Bulletin de Férussac, Tome XIII, p. 169-176; i 83o.

L o r s q u ’ o n  r e c h e r c h e  l e s  é q u a t i o n s  q u i  r e p r é s e n t e n t  l ’ é q u i l i b r e  o u  

l e  m o u v e m e n t  i n t é r i e u r  d ’ u n  c o r p s  s o l i d e  o u  f l u i d e ,  o n  p e u t  o u  c o n s i 

d é r e r  c e  c o r p s  c o m m e  u n e  m a s s e  c o n t i n u e ,  o u  l e  r e g a r d e r  c o m m e  u n  

s y s t è m e  d e  p o i n t s  m a t é r i e l s  q u i  s ’ a t t i r e n t  o u  s e  r e p o u s s e n t  à  d e  t r è s  

p e t i t e s  d i s t a n c e s .  D a n s  l e  p r e m i e r  c a s ,  i l  f a u t  d ’ a b o r d  é t a b l i r  l a  t h é o r i e  

d e s  p r e s s i o n s  o u  t e n s i o n s  e x e r c é e s  e n  u n  p o i n t  d o n n é  d ’ u n e  m a s s e  

c o n t i n u e  c o n t r e  l e s  d i v e r s  p l a n s  q u ’ o n  p e u t  f a i r e  p a s s e r  p a r  c e  m ê m e  

p o i n t .  J ’ a i  d o n n é  l e  p r e m i e r  c e t t e  t h é o r i e ,  q u i  o f f r e  q u e l q u e s  a n a l o g i e s  

a v e c  l a  t h é o r i e  d e  l a  c o u r b u r e  d e s  s u r f a c e s ,  d a n s  u n  M é m o i r e  

p r é s e n t é  à  l ’ A c a d é m i e  d e s  s c i e n c e s  l e  3 o  s e p t e m b r e  1 8 2 2 ,  e t  r e l a t i f  à  

l ’ é q u i l i b r e ,  a i n s i  q u ’ a u  m o u v e m e n t  i n t é r i e u r  d e s  c o r p s  s o l i d e s  é l a s 

t i q u e s  o u  n o n  é l a s t i q u e s .  U n e  N o t e  i n d i q u a n t  l e s  p r i n c i p a u x  r é s u l t a t s

t1) Lu à l’Académie royale dos Sciences le 8 mars i 83o.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



LOIS D’ ÉQUILIBRE ET DE MOUVEMENT DES CORPS. 135

auxquels j’étais parvenu, a été insérée dans le Bulletin de la Société 

philomathique de janvier 1823, et ces résultats ont été reproduits encore 

dans les tomes 2 et 3 des Exercices de mathématiques. J’ai fait voir en 

particulier que les pressions ou tensions exercées en un point d’un 

corps contre divers plans passant par ce point étaient en général 

obliques par rapport aux plans qui les supportaient, et no pouvaient 

devenir toutes normales à ces plans que dans le cas où elles étaient 

égales entre elles; que pour chaque point il existait trois plans princi

paux rectangulaires entre eux, et supportant des pressions ou tensions 

normales, parmi lesquelles se trouvaient toujours les pressions ou 

relisions maxima ou minima; qu’on pouvait toujours, en s’appuyant 

sur la considération d’un tétraèdre infiniment petit, déduire la pres

sion exercée contre un plan quelconque des trois pressions supportées 

par des plans parallèles aux plans coordonnés; et que les neuf com

posantes de ces trois dernières pressions se réduisaient à six; enfin, 

que les intensités des pressions supportées par divers plans et que leurs 

composantes normales, pouvaient être facilement déterminées moyen

nant la construction d’ellipsoïdes dont chacun devait être remplacé 

dans certains cas par deux systèmes d’hypcrboloïdes conjugués. Enfin, 

j’ai donné les relations qui existent dans Eétat d’équilibre d’un corps 

solide ou fluide entre les pressions ou tensions.et les forces accéléra

trices. Les équations qui expriment ces relations, et celles qu’on en 

tire lorsqu’on tient compte de la force accélératrice qui serait capable 

de produire le mouvement observé de chaque point, si ce point devenait 

libre, sont les véritables équations d’équilibre et de mouvement des 

corps solides ou fluides élastiques ou non élastiques considérés comme 

des masses continues. Ces équations, dans le cas d’équilibre, se 

réduisent à

d\
dx
¿/F
dx
dE
d x

dE
dy
clü
d y
dD

dy

<m
dz
dD
~ih
dG
dz

pX —■ o, 

+  pY =  o,(>)
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136 É Q U A T I O N S  D ’ É Q U I L I B R E  D E S  C O R P S .

p désignant la densité du corps au point (x , y, z) ; X. Y, Z, les projec

tions algébriques de la force accélératrice sur les axes de coordon

nées supposées rectangulaires, et A, F, E; F, B, D; E, D, C, les 

projections algébriques sur les mêmes axes des pressions sup

portées au point (x , y , z), par trois plans parallèles aux plans 

coordonnés.

Dans le cas du mouvement, les équations ( i )  doivent être rempla

cées par les suivantes :

d k dE dE
PX =

d n
d x

+
dy

+
dz

+
= ? d ë ’

dE ¿B dD 11Ci-

d'l n
d x

+
dy

+
dz

-t-

dE dE) dC d l t
d x

+
dy

+
dz

+ P z  == ? d ^ i

x , y, z, t étant les variables indépendantes, et j·, y], Ç, désignant les 

déplacements d’une molécule mesurée parallèlement aux axes des 

x , y, z.

Pour déduire des équations ( i ) et (2) les lois d’équilibre ou de 

mouvement d’un corps, il est nécessaire de connaître les relations 

qui existent entre les pressions A, B, C, D, E, F, et les dépla

cements £, Y], C·

Or, on peut faire à ce sujet les remarques suivantes :

Lorsqu’un corps se condense ou se dilate, la distance r entre deux 

molécules très voisines croît ou diminue dans un certain rapport, et la 

différence e de ce rapport à l’unité est une quantité positive ou néga

tive, qu’on peut nommer la condensation ou dilatation linéaire dans le 

sens du rayon vecteur r.

Or, cette condensation linéaire varie dans les diverses directions, 

et j ’ai fait voir que si les déplacements £, yj, £, sont très petits, 

ses diverses valeurs seront réciproquement proportionnelles aux 

carrés des rayons vecteurs d’un ellipsoïde ou.de deux hyperboloïdes 

conjugués.
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C'est ce qui résulte immédiatement de la formule

(3) “ ç, «e =  cos2 a 
d x

dÇ
d x

—  cos2 6 +  ^5  cos2 y ■ dn
dz

àZ
dy

cos 6 cos y

</£
dz

cos y cosa
df dn . _
—p  H— j cosa cos6 
dy d x

dans laquelle a, ê, y désignent les angles que forme le rayon vecteur r 

avec les demi-axes des coordonnées positives. Les condensations ou 

dilatations mesurées suivant les trois axes de l’ellipsoïde sont celles 

que j’ai nommées condensations ou dilatations linéaires principales. 

Parmi elles se trouvent toujours les condensations maxima ou mínima. 

Il résulte encore de la formule ( 3), qu’en chaque point d’un corps les 

condensations ou dilatations linéaires, mesurées dans des directions 

quelconques, sont complètement déterminées, dès que l’on connaît, 

pour ce même point les valeurs des six quantités,

d í dr] dZ, dr, d'Ç d'Ç, d i de, dr\
d x ’ dy ’ d z ’ dz ^  d y ’ d x  d z ' dy d x

Pour appliquer la théorie qtie nous venons de rappeler, aux corps 

élastiques, il suffit d’admettre un principe que j’ai posé dans le 

Mémoire de 1822, savoir : qu’en chaque point d’un corps parfaitement 

élastique, la pression ou tension exercée contre un plan quelconque 

dépend uniquement des condensations ou dilatations linéaires, en 

sorte que le système cfe ces condensations ou dilatations étant connu, 

on peut en déduire le système entre des pressions ou tensions dans les 

différents sens. A la vérité, en appliquant ce principe, j’avais implici

tement supposé dans le Mémoire de 1822, que la nature du corps ou 

plutôt son élasticité était la même dans tous les sens. Mais rien 

n’empêche d’étendre le même principe au cas où cette condition n’est 

pas remplie, et dès lors les six pressions

( 5 ) A ,  B ,  C ,  D ,  E ,  F

ne peuvent être que des fonctions des quantités (4); or, si après avoir 

développé ces fonctions suivant les puissances ascendantes des quan-
O E w res de C. —  S. II, t. II. 1 8
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138 ÉQUA TIONS D ’ É Q U IL IB R E  OU DE MOUVEMENT

tités dont il s’agit, on néglige les termes proportionnels aux carrés ou 

aux puissances supérieures des mêmes quantités, et si l’on suppose 

^d’ailleurs les pressions nullcs dans l’état naturel on trouvera

(6)

. <li dn de A .— ai —-y- -H a.> —j— -f- an -y- 
dx dy dz

■ a

d i

dn ^  de '' 
d~z +  dy

dn
B — bj -t— -+- b o -j— +  b

C =  c

d x  

-b  

/ d̂
' \ d x

C(.

dy

a,-,

de
'd z

dÇ
d x

d ldn dti\ . .
T z ^ d ï J ^ H d x

dn 
- dy

drj c/Ç 

dz +  dy

1 dz

c-,

_ . , dn , f/ÇD — d, — -f- d., -z— d;i -j-
■ dx riz

E =  e.

d x

■ d*

di
d x

et

dc\ de 

dz  +  dy

Ê l
d x

lie \ , / dC
à  + d · ¿  +

dri

Zidy ■ dl
dri
dz f )  +  e= ( è

dx dy dz

de

d:
dn \

■ dx )  ’

d y

dz

(Ik
d 3 H- Ça ‘J i . i ¡ A

dy d x  ) ’

d'e
dz

+  d,;
de,
dy

d y

dz
+  eo

de dn \
dy d x  )  ’

at, a2, a3, a„, a3, a0, b(, etc., désignant des coefficients qui seront 

déterminés pour chaque point, mais pourront varier avec x , y, z.

Ces équations sont celles que M. Poisson a données dans son dernier 

Mémoire, et qu’il a déduites d’une méthode peu différente de celle 

que nous venons d’indiquer (*).

(Q Pour établir les formules (6), qu’il regarde comme applicables aux corps solides 
élastiques, dont les molécules sont très peu écartées des positions qu’elles occupaient 
dans l’état naturel. M. Poisson part do ce principe, que les pressions A, B, C, D, E, F, 
correspondantes au point (x , y, z), dépendent uniquement des déplacements relatifs des
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Chacune d’elles, prise à part, est de la même forme que l’une des 

équations inscrites sous les numéros ( 5) et (6) à la page 2 de la 

37o livraison des Exercices de mathématiques; seulement il n’arrive 

plus ici, comme dans les Exercices, que quelques-uns des coefficients 

qui servent à déterminer la pression A soient égaux à quelques-uns de 

ceux qui servent à déterminer chacune des autres pressions B, C, D, 

E, F; et les 36 coefficients alf bly ciy dly ely a2, b2, etc., sont tous 

distincts les uns des autres.

Si l’élasticité du corps est la même dans tous les sens, les axes 

suivant lesquels se mesurent les condensations ou dilatations princi

pales d, e", d" doivent être perpendiculaires aux plans qui supporte

ront les pressions principales p', p", p"'. De plus ces pressions ne 

peuvent être que des fonctions de d, d', d", tellement choisies que leurs 

valeurs 11e soient pas altérées par un échange opéré entre les axes des 

x , y, z. Pour remplir cette condition, en négligeant les puissances 

supérieures de d, d', d", il faudra supposer

( 7) | p" —  k, d  +  kt ( d +  d"),

( p"' =  k 1 d" -4- k, ( d H- d  ),

klf k2 désignant des coefficients qui soient déterminés pour chaque 

point, mais puissent varier avec x , y, z. Si l’on fait pour abréger

(8) U —

u, ainsi que je l’ai remarqué, représentera la dilatation ou condensa

tion de volume au point (x , y, z), et en écrivant k, K, au lieu

molécules dans le voisinage de ee point, et par conséquent des neuf quantités

(fç (t% dt\ d:t\ dr\ dX dX dX _
d x ’ dy ’ d z 1 dx"1 d r * d z ’ d x ’ dy d z J

puis en considérant ces quantités comme infiniment petites du premier ordre, et négli
geant les infiniment petits du second ordre, il réduit les valeurs de A, B, C, D, E, F·, à 
des fonctions linéaires des quantités dont il s’agit. Enfin il ramèno ces fonctions cà la 
forme sous laquelle elles se présentent dans les équations (6), en admettant que les 
pressions s’évanouissent dans l ’état naturel du corps, et en observant que cet état 
continue do subsister, quand on imprime à tous les points un mouvement commun de 
rotation autour de l’un des axes coordonnés.
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140 ÉQUATIONS D’ÉQUILIBRE OU DE MOUVEMENT 

d e  ki —  h ,  ka, o n  r é d u i r a  l e s  f o r m u l e s  ( 7 )  à

| p ' z= kz' -+- Ku,

(9) J/^Are'-t-Ku,
(  p m= k i "  4 - K y ;

p u i s ,  e n  r a i s o n n a n t  c o m m e  d a n s  l e  t o m e  3  d e s  E x e rc ice s  de m athém a

tiques ( p .  1 6 7  e t  s u i v . ) ,  o n  e n  c o n c l u r a

(10)

d x

B =  +  Ku
dy

C =  * ÿ  +K u
dz

D: - k l^ .
ï \ d z

E = l- k ( g .  
2 \ dx

2 \dy

dy.
d£
dz

d:r\

d x

)

E n f i n ,  s i  l ’ o n  s u b s t i t u e  l e s  v a l e u r s  p r é c é d e n t e s  d e  A ,  B ,  C ,  D ,  E ,  F? 

d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 1 )  o u  ( 2 ) ,  o n  o b t i e n d r a  p r é c i s é m e n t  l e s  é q u a t i o n s  

q u e  j ’ a i  d o n n é e s  ( d a n s  l e  t o m e  3  d e s  E x e rc ice s  de m athém atiques, 

p .  1 7 9 )  c o m m e  r e p r é s e n t a n t  l ’ é q u i l i b r e  o u  l e  m o u v e m e n t  d ’ u n  c o r p s  

é l a s t i q u e  d o n t  l ’ é l a s t i c i t é  r e s t e  l a  m ô m e  d a n s  t o u s  l e s  s e n s .  C e s  é q u a 

t i o n s ,  q u i  r e n f e r m e n t  d e u x  c o e f f i c i e n t s  d é p e n d a n t  d e  l a  n a t u r e  d u  

c o r p s ,  c o m p r e n n e n t ,  c o m m e  c a s  p a r t i c u l i e r ,  d ’ a u t r e s  é q u a t i o n s  q u i  

n ’ e n  r e n f e r m e n t  q u ' u n  s e u l ,  s a v o i r  c e l l e s  a u x q u e l l e s  M M .  N a v i e r  e t  

P o i s s o n  é t a i e n t  p a r v e n u s  d a n s  d e s  M é m o i r e s  p r é s e n t é s  à  l ’ A c a d é m i e ,  

l e  i 4  m a i  1 8 2 1  e t  l e  i or s e p t e m b r e  1 8 2 7 ,  p a r  d e s  m é t h o d e s  t r è s  d i f f é 

r e n t e s  d e  c e l l e  q u e  j e  v i e n s  d ’ i n d i q u e r ,  e t  l e s  é q u a t i o n s  q u e  j ’ a v a i s  

d o n n é e s  d a n s  l e  M é m o i r e  d é j à  c i t é  d e  1 8 2 2 .

O n  p e u t  s e  p r o p o s e r  d e  t r o u v e r  l e s  é q u a t i o n s  q u i  d e v r a i e n t  r e m p l a c e r  

l e s  f o r m u l e s  ( 6 ) ,  s i  l ’ o n  c o n s i d é r a i t  u n  c o r p s  é l a s t i q u e  p a s s a n t  d ’ u n  

p r e m i e r  é t a t  d a n s  l e q u e l  l e s  p r e s s i o n s  n e  s e r a i e n t  p a s  n u l l e s  à  u n  

s e c o n d  é t a t  d i s t i n c t  d u  p r e m i e r .  O r ,  e n  s e  s e r v a n t  d e  l a  m é t h o d e  p a r
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laquelle M. Poisson a établi les équations (6), et des formules que j’ai 

données dans le premier volume des Exercices de mathématiques, p. 33, 

on obtient, au lieu des équations (6), celles qui suivent :

A — a0 +  e0 dk
dz

dl

(K
d x

do

+  f(
dl

01 dy 
dZ

dr\

d x

do dz
dy

-I- a;i

R — b0-l·- Î0

d x
f3
dz

-1- 3r,

di
dz d x

(l i
dy

do

de
d x

+  do(  di ~
<K_
dy

do, di , do , dl ,+  b, — (- b2 -j- -+- bj —j  +  b t , .
dx dy dz \ dz

dZ
dy

+  b

C — Cy +  d 0

dZ d i \ , d'I do
dy d x

cil
dz

-+- Cl
di
d x

(")
D:

dQ \
7te) +  C° 

do \ dZ 
Cid ï)  +  C'*dz 

di ( di, 
+ & +Cc(rfy'

dy

do
dz

_<K
dy

f  dn
\dTz

ilZ
dy

c3 dZ
d x

(c„ - b „ ) ( g

-h di

1

2 

di
d x

dZ

di
d x

2 H à
dz
d x

do
: dy

d l

+  d*

d x  dz j
di

do
dz

do
d x

d z :
dy

E:
J : /  dz dl

5 (a° CoH it e  dz
id2

d i dr\ dÇ
-t- c, ----h e, - y -  +  e.i -}— 1- e*

dx dy 1dz

do 
d x

(jo_ +
dz dy

dl
dy

- t é .

(b0

di
dz

a<)( | -

cil
dy

dp
d x

dp
dz

d z
dy

(di do \

\dy +  d(c)'
dp \ I  /dz do\

_ I d 3dx J * °\dy dz J 2 0 \ dx
di
dz

,  d l  ,  d o  , ,  d Z  , t  

+  !’d i +  ,‘ T ,+ U ds +  h
do dZ 
dz dy

H- fs
dZ , dl
d x  dz +  f. 'dl do 

dy d x
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Les l\i coefficients que renferment ces dernières savoir :

&0î t)o, Co, ¿0) ®0l L  , fo l,  G tC . j

doivent être considérés en général comme représentant des fonctions 

de a;, j ,  z. Ajoutons que les formules ( n ) ,  comprennent comme cas 

particulier, les formules qui sont inscrites sous les numéros (36), (3^), 

à la page i 38 du 4e volume des Exercices, et qui renferment seulement 

21 coefficients distincts.

Dans un second article j'examinerai en particulier les équations 

auxquelles on parvient quand on considère les corps comme des 

systèmes de points matériels.
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SUR

L’INTÉGRATION D’UNE CERTAINE CLASSE 

D’ÉQUATIONS

AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES.

Bulletin de Férussuc, Tome XIII, p. 273-279; i 83o.

La solution d’un grand nombre de questions de physique mathéma

tique dépend de l’ intégration d’équations aux différences partielles 

linéaires, et à coefficients constants, dans lesquelles les dérivées de la 

variable principale sont toutes du même ordre. Telles sont en parti

culier les équations qui expriment les lois de la propagation des ondes 

à la surface d’un liquide renfermé dans un canal dont la profondeur 

est très petite, et les lois de la propagation du son dans un gaz, dans 

un liquide, ou dans un corps solide élastique. Il était important 

d’obtenir les intégrales générales des équations de ce genre sous une 

forme telle qu’on pût en déduire aisément la connaissance des phéno

mènes que ces équations représentent. Tel est l’objet de divers 

Mémoires que j’ai présentés dernièrement à l’Académie des Sciences. 

Je vais donner en peu de mots une idée des résultats auxquels je suis 

parvenu, et qui me paraissent dignes de fixer un instant l’attention des 

géomètres.

Soit <p une fonction des variables indépendantes x ,y ,z ,  ...,t;  servons- 

nous d’aillcurs, pour plus de simplicité, de la notation adoptée dans le 

a0 volume des Exercices de mathématiques, et désignons en consé-
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144 SUR L’INTÉGRATION D’UNE CLASSE D’ÉQUATIONS

quence, par

D£D*DÎ, D?*<p
la dérivée

^  d x  dykdzl ...d t"1

Une équation linéaire aux différences partielles et à coefficients 

constants, entre la variable principale <p, et les variables indépendantes 

x , y, z, . . ., t, pourra s’écrire comme sui(

(2) F(DX) Dj·, D-, . . L>i)cp =  o,

la fonction F (m, v, w, s), étant ce qui devient le premier membre de 

l’équation, aux différences partielles quand on y remplace les diverses 

valeurs de l’expression (1) par les valeurs correspondantes du produit

uhvkwl . . ,sm.

De plus, si, dans l’équation (2), toutes les dérivées de <p sont du 

même ordre, F(u, v, w, . . ., s) sera une fonction homogène de u, v, 

w, s. Cela posé, en suivant le principe que j’ai indiqué dans les 

Mémoires ci-dessus mentionnés, on pourra intégrer l’équation (2), 

de manière que les fonctions arbitraires introduites par l’intégration

soient les valeurs de <p, etc., correspondant à t —  o, et l’on

arrive en particulier aux conclusions suivantes.

Concevons, pour fixer les idées, que les variables indépendantes se 

réduisent à quatre, x , y, z, t. Soit n l’ordre de l’équation (2) réduite 

à la forme

(3) F(D.r, Dy> D„Di)? =  o.

Représentons par

<p =  f i ^  — U ( x , y ,  z),  ···>

dn- i cp
dtn-1 — f/i-1

les valeurs de <p, ···? yivi t  correspondant à ¡ =  0. L’intégrale
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générale (le l'équation (3) sera

«> ’ = -  ¡ W 7 V Tu> a  •'o </o

X

X

¿

17  i  s T? f  S Î 0· ’ F )  V\ ̂ F  (u, P, w ,  s )  —  F  l u ,  w ,  ------ ----------j

f(XÎ5 T îi) s( ( F(M’ (’’ w’ s))
l -s iii/j s'uiEj d m  d l  d p  d q

c o s 2 ô \ j c o s 2 d

le signe E du calcul des résidus étant relatif à la variable s qui, en 

vertu de la formule

(5) RO) 'V, s )  =  o

devient Jonction de u, v, w, et les valeurs de u, v, w, o, À, [x, v, étant 

déterminées par les formules

(6) u  —  cosïïj, e =  sium cost, w  = s iim  sîiit,

( 7 )  c o s â  =  u  c o s r a  4 -  v  s i n ^  c o s  (J 4 -  tv s i n p  s i n  <7,

st
u  —  y  H--------- c o s  a ,

J  c o s o  1 1

Ajoutons x°, qu après avoir développé la fonction.

(8)
, st
A =  x  4 --------- - c o s  p ,

cosô x

(9)
l?(".

suivant les puissances ascendantes de f(),, p., v), on devra remplacer 

dans le développement les exposants de f(A, p, v) par des indices, en 

écrivant, par exemple,

f/i(i‘) R, v)
Dfr '~~

au lieu de

V JA. '  ;

que, T désignant une fonction quelconque de t, on devra, dans le
Œuvras de C. — S. II, t. II. i g

2‘
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second membre do l’équation (4), considérer les notations

T T  T
D' r ’ Di’ D2’ D p

comme propres à représenter les quantités

Si, pour plus de simplicité, on suppose que les fonctions f ( x ,  y, z ), 

f i ( æ>y> z ), · · . ,  z) s’évanouissent toutes à l’exception de

la première; la valeur de <p, fournie par l’équation (6) deviendra

y  F (« . ('i s) — V(tf, e, tv, o)
Zd ( dlf (it, <\ w , s)

S \  ds
^  t- sinp  sin si dis dr, d/i dq 

cos2ô^/cosa ô

le signe ^  indiquant une somme de termes semblables les uns aux 

autres et relatifs aux diverses valeurs de s que fournit l’équation ( 5).

Dans le cas particulier où l’on suppose 

( i l)  F(i«, r, w, s) = s '1—  a2(u '-+  v'i w>! ),

l’équation ( 3) devient

( i a ) t l  — .A (  t l
dl - ~~ \ dx-

d 1 cp 
dy-

dl9
dz-

et la formule ( io) peut être réduite à

(i3) _ i d

^ 4 n  d t

I r ' · 7'  C T'
+  -1—  I I t  s i d d  { ,() ., p ,  v )  d p  d q ,  

WJo Jo.

n* d ( l J  0

p, v) dp aq

les valeurs de X, p., v étant

\ =  x  -v- al cos p ,

¡j. — y  -4- at sin p  cos <7, 

v =  z -+- at sin p  sin <7.

04)
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On se trouve ainsi ramené à l’ intégrale que M. Poisson a donnée de 

l’équation (12).

Concevons maintenant que l’équation (3) se rapporte à une question 

de physique mathématique, dans laquelle t représente le temps, et;r, 

y, z des coordonnées rectilignes. Supposons d’ailleurs que les valeurs

initiales de 9, — ·, ·· · > c’est-à-dire les fonctions f 0( x , y, z ) ,

f y ,  z), . . ., /„_4(æ, y, z) soient sensiblement nulles pour tous 

les points situés à une distance sensible de l’origine des coordonnées. 

Au bout du temps t, les valeurs de /„(À, p-, v), / 4(X, p-, v), . . . ,  

%1-iÇk, p·, v), ne cesseront d’être nulles pour que des valeurs de À, 

p., v,, très peu différentes de celles qui vérifient les conditions

ou

(i5)

\ — 'J — O

si
x  H-  ---  ̂cos p — o,

coso

st
Y H------= smn siiu/ =  o,

cos à l

st
Z H------5 Slll/5 S1117 =  o.

cos à 1

D’ailleurs on tire des formules ( i 5)

æ y  z si _ u x  H- vy H- wz

cosp  sin p  COS (J cos /> sin 7 cos ó coso

ét par conséquent

(16) u x  H- vy +  wz -h si ~  0.

Donc au bout du temps t la variable 9 n’aura de valeur sensible que 

dans les points de l’ espace qui appartiendront à l’un des plans que 

peut représenter l’équation (16), lorsqu’on y regarde u, v, w comme 

des paramètres variables. Or ces points sont tous situés en dehors de 

la surface enveloppe, que touche dans ses diverses positions le plan 

mobile représenté par l’équation (16). Cela posé, soit

(1 7 ) !(·*>  y-, z , t )  =  o
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l’équation de la surface dont il s’agit. Le phénomène ou sonore, ou 

lumineux, etc., qui dépendait de la valeur de <p, et qui dans le premier 

instant, n’était sensible que tout près de l’origine, ne sera sensible au 

bout du temps t, que dans le voisinage de la surface à laquelle appar

tiendra l’équation (17), de sorte qu’à cette époque il cessera dc.se pro

duire cn-deçà de la surface. Donc la propagation de ce phénomène 

dans l’espace donnera naissance à une onde sonore ou lumineuse qui 

ne laissera pas de traces de son passage, et dont la surface sera préci

sément celle que représente la formule (17). Ajoutons que, pour 

obtenir cette formule, il suffira d’éliminer les paramètres variables u, 

c, w, entre l’équation ( i ü)  et scs dérivées relatives à u, v, w, ou, ce

qui revient au même, d’éliminer les rapports entre les trois

équations,

( . 8 )
x  ds
■ - -i- —  —  o, 
t du

y
t

ds_
¿/(>

ds

dw

attendu que s, u, e, w sont, en vertu de la formule ( 5), quatre fonctions 

homogènes de u, e, w, la première du premier degré, les trois dernières 

d’un degré nul. Donc ^(a;, y, 2, t) sera une fonction des seuls rapports

i , ■ £, y  Donc, le temps, venant à croître, la surface de l’onde restera

semblable à elle-même, et la vitesse do fonde, suivant une droite 

quelconque menée par l’origine, c’est-à-dire la vitesse avec laquelle un 

point de la surface se déplacera sur cette droite, sera une quantité 

constante.

Il est bon d’observer que la méthode par laquelle on établit l’équa

tion (4) s’applique au cas même où l’équation (2) acquerrait un second 

membre équivalant à une fonction donnée de x ,y ,  2, 1, et se présen

terait sous la forme

FtD », Dr , D ;, . . . ,  D ;) cp = z f ( x ,  y,  s, . . . , « ) ·

Si l’équation ( 3) devient
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A, B, C, D, E, F désignant des coefficients constants, la formule ( i o)  

pourra être réduite à

( 2 0 )  Cp
_ j _  d_ r »  f  *

dt J  I '0 0̂ 
2TZ „ 7 1

X  ·
ds ds d s \ t  sin p dp dq

t dï>,Z +  t d^) S?

i Ç L“· r \  f  ds ds

r j 0 i  H *  +  î 35’ '  +  ‘ - ’dv

ds \ t  sin p dp dq 

{ dw J S i2 ’

les valeurs de s, S étant déterminées par les formules

( 2 l )

"(22)

s*=A(t! +  Be2 +  C«>,+  î D w  +  2E ivk +  2F uv, 

(ABC -  AD2 -  BE2 -  CF2 +  2 DEF)^
Ss2=

ds N* 
du J

ds_vÿ
dw J

et les valeurs de u, v, w par les formules

. A h +  F^ +  E »  Fu  +  Br  +  Dw E u  -t -De-i-Gw
(2 3 )  -------------------------  =  -------:-----------------  =  -------—---- :----------5

cosy) smp cos q s m ps m q

id+  e2+  w2~  1.

Alors aussi la surface de Tonde pourra être facilement déterminée par 

la méthode suivante.

O11 construira d’abord l’ellipsoïde dont les coordonnées £, y), Ç 

vérifient, au bout du temps t, l’équation

( 2 4 )  A ï 2 +  Br)2+  C ç 2 +  2 D ï ]Ç +  2 E Ç ; +  2 F ^  r =  i 2,

puis on déterminera les coordonnées x , y , z en fonction des coordon

nées £, Y], £, à l’aide des formules

(20) A £ -h F yj h-  E Ç  =  x ,  F£ -(- Br) +  D Ç ~ y ,  E £  -+- D n  -+- C Ç  =  z.

Cela posé, l’équation (24) pourra s’écrire comme il suit,

(26) x \ H- JY) -1- sÇrrr t-.

Or, si, dans cette dernière équation on substitue aux coordonnées £, 

Y], £, leurs valeurs en x , y , z, tirées des formules ( 25), l’équation que
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Ton obtiendra, savoir,

( (BC — D2) « 2 +  (CA — E2)j 2+  (AB — F2)z2 )
) + 2 (EF— AD)j  ̂+  2(FÏ)-BE)sa: +  2(DE —CF)«/) _

ABC -  AD2 -  BE2 -  CF2 +  2 DEF — "’

représentera un second ellipsoïde dont la surface sera celle de l’onde 

cherchée. Si l’on nomme p, r, les rayons vecteurs menés de l’origine à 

deux points correspondants (£, y], Ç) et (x , y ,  z )  des deux ellipsoïdes, 

et S l’angle compris entre ces rayons vecteurs, la formule (26) donnera

(28) pr cos ô =  ¡(2.

Donc, au bout du temps t, le produit du premier rayon vecteur, par 

la projection du second sur le premier, sera constamment égal à 

Dans un second article, je montrerai comment, étant donnée la 

surface de l’onde, on peut retrouver l’équation aux différences partielles 

qui correspond à cette surface. En résolvant ce dernier problème, et 

considérant une onde lumineuse représentée par le système d’une 

sphère et d’un ellipsoïde de révolution dont l’axe coïncide avec le 

diamètre de la sphère, 011 se trouve ramené à une équation que j’ai 

déjà considérée dans un autre Mémoire, et qui est renfermée, comme 

cas particulier, dans les formules propres à déterminer les vibrations 

de molécules qui s’attirent ou sercpoussentàde très petites distances. 

( Voyez  le Bulletin  de février 1829, p. 112.)
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LA RÉFRACTION ET LA RÉFLEXION 

DE LA LUMIÈRE.

Bulllelin de Férussac, Tome XIV, p. G-io; i 83o.

Concevons deux milieux élastiques séparés par le plan desyz, et dans 

l’un desquels se propagent des ondes élémentaires dont les plans soient 

parallèles à l’axe des z. L’existence de ces ondes que nous nommerons 

incidentes entraînera la coexistence i° d’un deuxième système d’ondes 

propagées dans le premier milieu, et que l’on nomme réilééhics ; 

2° d’un troisième système d’ondes propagées dans le deuxième milieu 

et que l’on nomme réfractées. Car en faisant abstraction de ces ondes 

réfléchies et réfractées, on ne pourrait satisfaire aux conditions que 

nous allons indiquer et qui sont relatives à la surface de séparation.

Soient y¡, Ç les déplacements de la molécule qui coïncide au bout 

du temps t avec le point (x , y, z), ces déplacements étant mesurés 

parallèlement aux axes et s la vitesse de propagation, dans le premier 

milieu, d’une onde incidente comprise dans un plan parallèle à celui 

qui a pour équation

x  cos A -h y  sinX =  o.

Les valeurs de £, r¡, Ç, pour un point renfermé dans cette onde inci

dente, seront de la forme

| =  sin ĉp ( x  cos). H- y  sinX —  st), 

r¡ = —  cosXcp(¿e cos .̂ —1— jksinX — st),

Ç =  cosX + y  sin7 —  st),

(J)
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les déplacements des molécules étant supposés parallèles au plan de

l’onde. Par suite les vitesses ^  ainsi que les pressions A, B,

G, D, E, F, seront des fonctions de la seule quantité variable 

¡rc o s X + y  sinX—  st, et dans le voisinage de la surface de séparation 

des deux milieux, les valeurs de ces pressions ou do ces vitesses 

deviendront des fonctions de y  sin A —  st. Si l’on considère deux 

systèmes d’ondes simultanément propagées dans-le premier milieu, et 

un système d’ondes propagées dans le second; si d’ailleurs on suppose 

que l’élasticité de chaque milieu reste la même en tous sens, les équa

tions ( i )  devront être remplacées, pour le premier milieu, par les 

formules

I£ =  sin A<p (¿e? cos X -+- y  sinX —  st) -+- sin \ x ( x  cos A, 4 - y  sinX, — si),

Y) = —  cosX<p(ic cosX +  y  sinX —  st) —  cosXtX(2: cosXi +  j  sinXj —  if) ,

Ç =  <F(a?cosX +  js in X  —  st) -t- X ( x  cosXt +  j  sinXi —  st),

et pour le second milieu, par les formules

(3)
? =  siiiX'ro(ic cosX' +  j ’ sinX — s't), 

V —  —  cos } ' g j( x  c o s X' 4- y  sinX' — s't),  

Ç =  H ( x  c o s X ' h -  y  sinX'— s't)

ou, ce qui revient au même, par les suivantes :

=  sinX'W ( x  cosX'-l- y  sinX'—  s't)  J >

rj = —  cosX'lF ^ p  ( x  cosX'-t- y  sinX'—  s't)  J j 

Ç =  cosX'+  j  sin X' —  ·

Cela posé les valeurs de

di do î/Ç(5) dl ’ dt ’ dl  ’
A , B, C, D, E, F,

correspondant à des points très voisins du plan des yz  deviendront, 
pour le premier milieu, fonctions des seules quantités

y  sinX —  st, y  sinX, — si ;( 6 )
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et pour le deuxième milieu, fonctions des seules quantités

$
( 7 ) p j s i u  l ’— st.

Or pour obtenir les conditions relatives à la surface de séparation, il 

suffit d’écrire que les valeurs dont il s’agit, ou du moins quelques-unes 

d’entre elles, restent les mêmes dans le passage d’un milieu à l’autre, 

et dès lors ces conditions ne peuvent être remplies à moins qu’on 

n’ait

/  sin X — sí j  sin Xt —st = s .- , y  s in / '— st,

quelles que soient y  et t; et par suite

g
( 8) sjnX =  sinXjrr: 7̂ sin7'.

Or, en observant que pour s' =  s, on devrait avoir non seulement 

sinA '= sinA , mais encore cosA' =  cosA, on tirera de la formule (8)

(9) siiiX] sinX, COsXj = — cosX,

(10)
S

sinÀ'= — sin À, s
COsX'=r /  s1'2

Donc l’angle d’incidence est égal à l’angle de réflexion, tandis que les 

sinus des angles d’incidence et de réfraction sont entre eux comme les 

vitessse do propagation de la lumière dans les deux milieux. De plus, 

on reconnaîtra sans peine que, dans le cas où la lumière incidente est 

polarisée perpendiculairement à l’axe des 2, les valeurs de la vitesse
dr

et de la pression A relatives à la surface de séparation doivent être

les mêmes pour les deux milieux, et l’on obtiendra ainsi des formules 

qui s’accordent avec la loi de M. Brewster sur l’angle de polarisation 

complète, si l’on suppose que la densité de l’éther reste la même dans 

les deux milieux. Cette hypothèse étant admise, les fonctions x '(x ) ,  

¡̂/(a?) se trouveront liées à la fonction ÿ ( x )  par les formules

/..s X'(-x )  sin 2 X —  sin 2 X* $ ' { & )   sinX 2SÍ112X
' SÍ112X -t- SÍ112X'’ cp'(ie) sinX' SÍ112X H-sinaX'

Œ uvres de G, — S. Il, t. II. 20
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Enfin, comme dans le cas où la lumière se trouverait polarisée paral

lèlement à Taxe des z, ce seraient évidemment les composantes D, E 

de la pression totale /̂C2 +  D2 +  Ea supportée près de la surface de 

séparation par un plan perpendiculaire à l’axe des z, qui devraient 

conserver les mêmes valeurs pour les deux milieux élastiques, il en 

résulte que les fonctions X '(x), seront liées à la fonction <!>'(#)

par les formules

X '(¿ c )  sin(X'— A) W  ( x )   sin A sin 2 A
12 d>'(a') sin(À'-H- A) ’ < b '(c c )  sin A' sin(A'-+- A)

La première des formules ( 11 ) et la première des formules ( 12) coïn

cident avec celles que Frcsnel a données dans le n° 17 des Annales de 

physique et de chimie. Les formules (11) et (12) doivent être réunies, 

lorsque le lumière incidente n’est polarisée ni parallèlement à l’axe 

des z, ni perpendiculairement à cet axe. Ces formules montrent que 

la lumière réfléchie est polarisée tout entière dans le plan de réflexion, 

quand le rayon réfléchi est perpendiculaire au rayon réfracté, et 

s’accordent avec toutes les observations des physiciens sur la réflexion 

ou la réfraction de la lumière. Il suit des mêmes formules que les 

carrés des vitesses des molécules lumineuses dans les ondes incidentes, 

réfléchie et réfractée, sont proportionnels aux trois quantités 1, 0, 0', 

ces quantités 1, 0, 0' étant déterminées, i° quand la lumière incidente 
est polarisée perpendiculairement à l’axe des z, par les équations

„ . _/ s i n i A —  sin 2 7' N* _/ sinAY2/ 2SÍ112A V2

\si112A -+- sin2A'/ ’ " Is inA '/  \sh12A -h siu 2 A' / ’

a0 quand la lumière est polarisée parallèlement à l’axe des z, par les 

deux suivantes :

(■4)
/ sin (A'—  A) 

\ siu ( A' h— A)

sin 2 7 Y  

siu( A'-r- A) /

Si l’on nomme 0 " ce que devient©' quand 011 change entre eux les 

angles A, À', on tirera des formules ( i3) ou des formules ( i4)

(i5) 0'0"=(i — 0)*.
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D’ailleurs, si le deuxième milieu est terminé par deux faces parallèles, 

dont l’une coïncide avec le plan des yz, et si l’on représente par x 

l’intensité de la lumière incidente, 0 sera l’intensité de la lumière 

réfléchie par la première surface, tandis que les quantités de lumière 

qui s’échapperont du deuxième milieu après deux réfractions, dont la 

seconde pourra s’opérer à la suite d’une ou de plusieurs réflexions 

consécutives, seront respectivement expi’imées par les produits 0'©", 

0©/@", Q2©'©", etc., ¿ont la somme, en vertu de la formule ( i5), sera

(16) 0'0", (i 4 - 0  +  0 2H-. . . )  =  (i — 0 )2( H - 0  +  02. . . )  =  i — 0.

Ëh ajoutant à cette dernière expression la quantité de lumière réfléchie 

par la première surface, on obtiendra pour somme l’unité. Donc la 

lumière polarisée perpendiculairement ou parallèlement à l’axe des z, 

n’éprouvera aucune diminution résultant de son passage à travers le 

second milieu. Cette proposition se trouve d’accord avec l’expérience, 

et s’étend évidemment au cas où les vitesses initiales des molécules ont 

des directions quelconques, attendu que dans ce dernier cas, la vitesse 

d’une molécule a pour carré la somme des carrés de scs deux compo

santes, parallèle et perpendiculaire à l’axe des z.

Note sur la dispersion de la lumière.

Supposons qu’une onde lumineuse comprise dans un plan parallèle 

au plan des zx  se propage dans un milieu élastique; admettons do plus 

qu’on prenne pour axe des x  une droite parallèle aux déplacements 

des molécules, en sorte qu’on ait Y) =  o, £ =  o; d’ailleurs <; ne sera 

fonction que de y  et t; en conséquence, si l’on pousse l’approximation 

jusqu’aux dérivées du quatrième ordre, on obtiendra pour déterminer 

£ l’équation différentielle

(>) d t'1 d ÿ l 5

à laquelle on satisfait en prenant, par exemple,

( 2) S =  K s i u [ A - ( ir  +  S 2 0 ] ,
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pourvu qu’on ait :

(3) £2-= R — R'/c2 =  î 2 ( i  —  0/c2) 

en posant

R  =  s ! , R ' = © R  =  0 s 5 ,

Si l’on désigne par l la longueur d’une ondulation, c’est-à-dire la 

distance, mesurée suivant l’axe des y, de deux molécules pour lesquelles

au même instant t, £ et sont les mêmes, on aura

(4) * = T -

De même en désignant par T le temps d’une oscillation, c’est-à-dire le 

temps nécessaire pour que les valeurs de $ et ^  correspondant à une 

même molécule deviennent les mêmes; T sera déterminé par l’équation

(5) £ 2 T = ^ = / ,

c’est de cette valeur T que dépend la nature d’une couleur.

Les formules (3) et ( 5) renferment toute la théorie de la dispersion. 

Ajoutons que de ces formules, jointes à celles de la réfraction et de la 

réflexion, on conclut immédiatement que, dans la réfraction ou la 

réflexion la couleur reste ce qu’elle était d’abord, le coefficient de t ne 

changeant point. Au reste, on peut encore intégrer généralement les 

équations que j’ai données dans les Exercices de mathématiques pour 

représenter le mouvement d’un système de molécules sollicitées par 

des forces d’attraction et de répulsion mutuelle, savoir :
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l a  v a l e u r  d e  £ é t a n t

s —  -  (cosa A!i + c o s S  An +  cosy AÇ). 
r

O n  a r r i v e  a i n s i  d ’ u n e  m a n i è r e  p l u s  g é n é r a l e  e t  p l u s  s i m p l e  à  l a  p o l a r i 

s a t i o n  e t  à  l a  d i s p e r s i o n  d e  l a  l u m i è r e .  C ’ e s t  c e  q u e  j ’ a i  m o n t r é ,  a u  

C o l l è g e  d e  F r a n c e ,  d a n s  m e s  l e ç o n s  d e s  1 9  e t  2 2  j u i n  i 8 3 o ,  e t  c e  q u e  

j ’ e x p l i q u e r a i  p l u s  e n  d é t a i l  d a n s  u n  n o u v e l  a r t i c l e .
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SUR

IA  MÉCANIQUE CÉLESTE 
ET SUR

UN NOUVEAU CALCUL 
QUI S’APPLIQUE A UN GRAND NOMBRE 

DE QUESTIONS DIVERSES ( ‘ ).

Bulletin de Fârussac, Tome XV, p. 260-269; 1831.

A v a n t  d ’ i n d i q u e r  d ’ u n e  m a n i è r e  p l u s  p r é c i s e  l ’ o b j e t  d e s  r e c h e r c h e s  

q u e  j ’ a i  l ’ h o n n e u r  d e  p r é s e n t e r  à  l ’ A c a d é m i e ,  i l  n e  s e r a  p a s  i n u t i l e  d e  

d i r e  à  q u e l l e  o c c a s i o n  e l l e s  o n t  é t é  e n t r e p r i s e s .

L e s  m é t h o d e s  q n e  l e s  g é o m è t r e s  o n t  e m p l o y é e s  p o u r  d é d u i r e  d u  

p r i n c i p e  d e  l a  g r a v i t a t i o n  l e s  m o u v e m e n t s  d e s  c o r p s  c é l e s t e s ,  l a i s s a i e n t  

e n c o r e  b e a u c o u p  à  d é s i r e r .  S o u v e n t  e l l e s  m a n q u a i e n t  d e  l a  r i g u e u r  

c o n v e n a b l e .  A i n s i ,  e n  p a r t i c u l i e r ,  o n  n e  t r o u v e  n u l l e  p a r t ,  d a n s  la  

M é c a n i q u e  c é l e s t e  d e  L a p l a c e ,  u n e  d é m o n s t r a t i o n  s u f f i s a n t e  d e  l a  f o r 

m u l e  d e  L a g r a n g e ,  q u i  s e r t  p o u r t a n t  d e  b a s e  à  l a  p l u p a r t  d e s  t h é o r i e s  

e x p o s é e s  d a n s  c e t  O u v r a g e .  D ’ a i l l e u r s ,  p o u r  d é t e r m i n e r  à  l ’ a i d e  d e  c e s  

m é t h o d e s  l e s  c o e f f i c i e n t s  n u m é r i q u e s  r e l a t i f s  à  t e l l e  o u  t e l l e  p e r t u r b a 

t i o n  d e s  m o u v e m e n t s  p l a n é t a i r e s ,  l e s  a s t r o n o m e s  é t a i e n t  q u e l q u e f o i s  

o b l i g é s  d ’ e n t r e p r e n d r e  d e s  c a l c u l s  q u i  e x i g e a i e n t  p l u s i e u r s  a n n é e s  d e

( ‘ ) I.u à l’Académie de Turin le 11 octobro i 8 3 i .
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t r a v a i l .  U n  d e s  m e m b r e s  l e s  p l u s  d i s t i n g u é s  d e  c e t t e  A c a d é m i e ,  

M ,  P l a n a ,  m ’ a y a n t  p a r l é  d e r n i è r e m e n t  e n c o r e  d u  t e m p s  q u e  c o n s u m a i e n t  

d e  p a r e i l s  c a l c u l s ,  j e  l u i  d i s  q u e  j ’ é t a i s  p e r s u a d é  q u ’ i l  s e r a i t  p o s s i b l e  d e  

l e s  a b r é g e r ,  e t  m ê m e  d e  d é t e r m i n e r  i m m é d i a t e m e n t  l e  c o e f f i c i e n t  

n u m é r i q u e  c o r r e s p o n d a n t  à  u n e  i n é g a l i t é  d o n n é e .  E f f e c t i v e m e n t ,  a u  

b o u t  d e  q u e l q u e s  j o u r s ,  j e  l u i  r a p p o r t a i  d e s  f o r m u l e s  à  l ’ a i d e  d e s q u e l l e s  

o n  p o u v a i t  r é s o u d r e  d e  s e m b l a b l e s  q u e s t i o n s ,  e t  d o n t  j ’ a v a i s  d é j à  f a i t  

l ’ a p p l i c a t i o n  à  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e  c e r t a i n s  n o m b r e s  q u ’ i l  e s t  u t i l e  d e  

c o n s i d é r e r  d a n s  l a  t h é o r i e  d e  S a t u r n e  e t  d e  J u p i t e r .  Q u e l q u e s  j o u r s  

a p r è s ,  e n  s ’ a p p u y a n t  s u r  d e s  r é s u l t a t s  q u ’ i l  a v a i t  o b t e n u s  d a n s  u n  d e  

s e s  M é m o i r e s ,  M .  P l a n a  m ’ a  d i t  a v o i r  r e t r o u v é  o u  l e s  m ê m e s  f o r m u l e s ,  

o u  d e s  f o r m u l e s  d u  m ê m e  g e n r e .  A u  r e s t e ,  p o u r  é t a b l i r  l e s  f o r m u l e s  

d o n t  i l  s ’ a g i t ,  e t  d ’ a u t r e s  f o r m u l e s  a n a l o g u e s  q u e  r e n f e r m e  l e  M é m o i r e  

c i - j o i n t ,  i l  s u f f i t  d ’ a p p l i q u e r  a u  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n ,  d é s i g n é e  

p a r  R,  d a n s  l a  M é c a n i q u e  c é l e s t e ,  d e s  t h é o r è m e s  b i e n  c o n n u s ,  t e l s  q u e  

l e  t h é o r è m e  d e  T a y l o r  e t  l e  t h é o r è m e  d e  L a g r a n g e ,  s u r  l e  d é v e l o p p e 

m e n t  d e s  f o n c t i o n s  d e s  r a c i n e s  d e s  é q u a t i o n s  a l g é b r i q u e s  o u  t r a n s c e n 

d a n t e s .  M a i s  o n  a  b e s o i n  d e  r e c o u r i r  à  d ’ a u t r e s  p r i n c i p e s  e t  à  d e  n o u 

v e l l e s  m é t h o d e s  p o u r  a r r i v e r  à  d e s  r é s u l t a t s  p l u s  i m p o r t a n t s  d o n t  j e  

v a i s  m a i n t e n a n t  d o n n e r  u n e  i d é e .

E n  j o i g n a n t  à  l a  s é r i e  d e  S t i r l i n g  o u  d e  M a c l a u r i n  l e  r e s t e  q u i  l a  

c o m p l è t e ,  e t  p r é s e n t a n t  c e  r e s t e  s o u s  l a  f o r m e  q u e  L a g r a n g e  l u i  a  

d o n n é e  o u  s o u s  d ’ a u t r e s  f o r m e s  d e  m ê m e  g e n r e ,  o n  p e u t  s ’ a s s u r e r ,  

d a n s  u n  g r a n d  n o m b r e  d e  c a s ,  q u ' u n e  f o n c t i o n  f ( x ) ,  d e  l a  v a r i a b l e  x ,  

e s t  d é v e l o p p a b l e  p o u r  c e r t a i n e s  v a l e u r s  d e  x  e n  u n e  s é r i e  c o n v e r g e n t e  

o r d o n n é e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  c e t t e  v a r i a b l e  e t  d é t e r 

m i n e r  l a  l i m i t e  s u p é r i e u r e  d e s  m o d u l e s  ( x )  d e s  v a l e u r s  r é e l l e s  o u  i m a 

g i n a i r e s  d e  x ,  p o u r  l e s q u e l s  l e  d é v e l o p p e m e n t  s u b s i s t e .  A j o u t o n s  q u e ,  

p o u r  d é v e l o p p e r  u n e  f o n c t i o n  e x p l i c i t e  d e  p l u s i e u r s  v a r i a b l e s  x ,  y ,  

z ,  . . .  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  x ,  y ,  z ,  . . . .  c ’ e s t - à - d i r e

(Q Le module d’une valeur imaginaire de x  est la racine carrée positive do la somme 

qu’on obtient, en ajoutant le carré de la partie réelle au carré du coefficient de \/—  i . 
Lorsque ce coefficient s’évanouit, le module se réduit à la valeur numérique de x.
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e n  u n e  s é r i e  c o n v e r g e n t e  d o n t  l e  t e r m e  g é n é r a l  s o i t  u n e  f o n c t i o n  

e n t i è r e  e t  h o m o g è n e  d e  x ,  y ,  z , ' . . i l  s u f f i t  d e  r e m p l a c e r  l a  f o n c t i o n  

p r o p o s é e  f ( x , y ,  z ,  . . . )  p a r  / (  ccx, ocy, oez, . . p u i s  d e  d é v e l o p p e r  

/ ( o c a ? ,  ocy, oc z ,  . . . )  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  oc, e t  d e  

p o s e r  e n s u i t e  oc —  i .  P a r  c o n s é q u e n t  l a  t h é o r i e  d u  d é v e l o p p e m e n t  d e s  

f o n c t i o n s  e x p l i c i t e s  d e  p l u s i e u r s  v a r i a b l e s  s e  r a m è n e  i m m é d i a t e m e n t  à  

l a  t h é o r i e  d u  d é v e l o p p e m e n t  d o s  f o n c t i o n s  e x p l i c i t e s  d ’ u n e  s e u l e  

v a r i a b l e .  M a i s  i l  i m p o r t e  d ’ o b s e r v e r  q u e  l ’ a p p l i c a t i o n  d e s  r è g l e s ,  à  l ’ a i d e  

d e s q u e l l e s  o n  p e u t  d é c i d e r  s i  l a  s é r i e  d e  S t i r l i n g  e s t  c o n v e r g e n t e  o u  

d i v e r g e n t e ,  d e v i e n t  s o u v e n t  t r è s  d i f f i c i l e ,  a t t e n d u  q u e ,  d a n s  c e t t e  

s é r i e ,  l e  t e r m e  g é n é r a l  o u  p r o p o r t i o n n e l  à  x n r e n f e r m e  l a  d é r i v é e  d e  

l ’ o r d r e  n  d e  l a  f o n c t i o n  f { x )  o u  d u  m o i n s  s a  v a l e u r  c o r r e s p o n d a n t e  à  

u n e  v a l e u r  n u l l e  d e  x ,  e t  q u e ,  h o r m i s  c e r t a i n s  c a s  p a r t i c u l i e r s ,  l a  

d é r i v é e  d e  l ’ o r d r e  n  d ’ u n e  f o n c t i o n  d o n n é e  p r e n d  u n e  f o r m e  d e  p l u s  

e n  p l u s  c o m p l i q u é e ,  à  m e s u r e  q u e  n  a u g m e n t e .

Q u a n t  a u x  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s ,  o n  a  p r é s e n t é ,  p o u r  l e u r s  d é v e l o p 

p e m e n t s  e n  s é r i e s ,  d i v e r s e s  f o r m u l e s  d é d u i t e s  l e  p l u s  s o u v e n t  d e  la  

m é t h o d e  d e s  c o e f f i c i e n t s  i n d é t e r m i n é s .  M a i s  l e s  d é m o n s t r a t i o n s  q u ’ o n  

a  p r é t e n d u  d o n n e r  d e  c e s  f o r m u l e s  s o n t  g é n é r a l e m e n t  i n s u f f i s a n t e s  :

1 0 p a r c e  q u ’ o n  n ’ a  p o i n t  e x a m i n é  s i  l e s  s é r i e s  s o n t  c o n v e r g e n t e s  o u  

d i v e r g e n t e s ,  e t  q u ’ e n  c o n s é q u e n c e  o n  n e  p e u t  d i r e  l e  p l u s  s o u v e n t  d a n s  

q u e l s  c a s  l e s  f o r m u l e s  d o i v e n t  ê t r e  a d m i s e s  o u  r e j e t é e s ;  2 " p a r c e  q u ’ o n  

n e  s ’ e s t  p o i n t  a t t a c h é  à  d é m o n t r e r  q u e  l e s  d é v e l o p p e m e n t s  o b t e n u s  

a v a i e n t  p o u r  s o m m e s  l e s  f o n c t i o n s  d é v e l o p p é e s ,  e t  q u ’ i l  p e u t  a r r i v e r  

q u ’ u n e  s é r i e  c o n v e r g e n t e  p r o v i e n n e  d u  d é v e l o p p e m e n t  d ’ u n e  f o n c t i o n ,  

s a n s  q u e  l a  s o m m e  d e  l a  s é r i e  s o i t  é q u i v a l e n t e  à  l a  f o n c t i o n  e l l e - m ê m e .

11 e s t  v r a i  q u e  l ’ é t a b l i s s e m e n t  d e s  r è g l e s  g é n é r a l e s  p r o p r e s  à  d é t e r m i 

n e r  d a n s  q u e l s  c a s  l e s  d é v e l o p p e m e n t s  d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s  s o n t  

c o n v e r g e n t s ,  e t  r e p r é s e n t e n t  c e s  m ô m e s  f o n c t i o n s ,  p a r a i s s a i t  o f f r i r  d e  

g r a n d e s  d i f f i c u l t é s .  O n  p e u t  e n  j u g e r  e n  l i s a n t  a t t e n t i v e m e n t  l e  M é m o i r e  

d e  M .  L a p l a c e  s u r  l a  c o n v e r g e n c e  o u  l a  d i v e r g e n c e  d e  l a  s é r i e  q u e  

f o u r n i t ,  d a n s  l e  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e  d ’ u n e  p l a n è t e ,  l e  d é v e l o p p e m e n t  . 

d u  r a y o n  v e c t e u r ,  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  l ’ e x c e n t r i c i t é ,
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J e  p e n s e  d o n c  q u e  l e s  g é o m è t r e s  e t  l e s  a s t r o n o m e s  a t t a c h e r o n t  q u e l q u e  

p r i x  à  m o n  t r a v a i l ,  q u a n d  i l s  a p p r e n d r o n t  q u e  j e  s u i s  p a r v e n u  à  é t a 

b l i r ,  s u r  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e s  f o n c t i o n s ,  s o i t  e x p l i c i t e s ,  s o i t  i m p l i c i t e s ,  

d e s  p r i n c i p e s  g é n é r a u x ,  e t  d ’ u n e  a p p l i c a t i o n  f a c i l e ,  à  l ’ a i d e  d e s q u e l s  

o n  p e u t  n o n  s e u l e m e n t  d é m o n t r e r  a v e c  r i g u e u r  l e s  f o r m u l e s ,  e t  i n d i 

q u e r  l e s  c o n d i t i o n s  d e  l e u r  e x i s t e n c e ,  m a i s  e n c o r e  f i x e r  l e s  l i m i t e s  d e s  

e r r e u r s  q u e  l ’ o n  c o m m e t  e n  n é g l i g e a n t  l e s  r e s t e s  q u i  d o i v e n t  c o m p l é t e r  

l e s  s é r i e s .  P a r m i  c e s  r è g l e s ,  c e l l e s  q u i  s e  r a p p o r t e n t  à  l a  f i x a t i o n  d e s  

l i m i t e s  d e s  e r r e u r s  c o m m i s e s ,  p r é s e n t e n t  d a n s  l e u r  e n s e m b l e  u n  n o u 

v e a u  c a l c u l  q u e  j e  d é s i g n e r a i  s o u s  l e  n o m  d e  Calcul des limites.  J e  m e  

c o n t e n t e r a i  d ’ i n d i q u e r  i c i  e n  p e u  d e  m o t s ,  q u e l q u e s - u n e s  d e s  p r o p o s i 

t i o n s  f o n d a m e n t a l e s  s u r  l e s q u e l l e s  r e p o s e  l e  c a l c u l  d o n t  i l  s ’ a g i t .

S o i t  f ( x )  u n e  f o n c t i o n  d e  l a  v a r i a b l e  x .  S i  l ’ o n  a t t r i b u e  à  c e t t e  

v a r i a b l e  u n e  v a l e u r  i m a g i n a i r e  x  d o n t  l e  m o d u l e  s o i t  X ,  l e  r a p p o r t  d e â ?  

à X  s e r a  u n e  e x p o n e n t i e l l e  d e  l a  f o r m e  ep'J~‘i, p  d é s i g n a n t  u n  c e r t a i n  

a r c  r é e l  q u e  l ’ o n  p o u r r a  s u p p o s e r  c o m p r i s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  — n,  —{— -n ; 

e t  l e  m o d u l e  d e  f ( x )  d é p e n d r a  t o u t  à  l a  f o i s  d u  m o d u l e  X  e t  d e  l ’ a r c  p. 

O r ,  p a r m i  l e s  v a l e u r s  q u e  p r e n d r a  l e  m o d u l e  f ( x )  q u a n d  o n  f e r a  

v a r i e r  p, i l  y  e n  a u r a  g é n é r a l e m e n t  u n e  q u i  s e r a  s u p é r i e u r e  à  t o u t e s  l e s  

a u t r e s .

C ’ e s t  c e t t e  v a l e u r  m a x i m u m  d u  m o d u l e  de" / ( x )  q u e  j e  c o n s i 

d è r e  s p é c i a l e m e n t  d a n s  l e  c a l c u l  d e s  l i m i t e s .  J e  l a  d é s i g n e  p a r  l a  l e t t r e  

c a r a c t é r i s t i q u e  A  p l a c é e  d e v a n t  l a  f o n c t i o n  f ( x ) ,  e t  j e  p r o u v e  : i °  q u e  

l a  f o n c t i o n  f ( x )  e s t  d é v e l o p p a b l e  p a r  l e  t h é o r è m e  d e  S t i r l i n g  e n  u n e  

s é r i e  c o n v e r g e n t e  o r d o n n é e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  x ,  

l o r s q u e ,  l e  m o d u l e  d e  x  é t a n t  é g a l  o u  i n f é r i e u r  à X ,  l a  f o n c t i o n  f ( x ) 

r e s t e  f i n i e  e t  c o n t i n u e  p o u r  l e  m o d u l e  X  o u  p o u r  u n  m o d u l e  p l u s  p e t i t  

d e  l a  v a r i a b l e  r é e l l e  o u  i m a g i n a i r e  x  ; 2 0 q u ’ a l o r s ,  d a n s  l e  d é v e l o p 

p e m e n t  d e  f ( x )  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  x ,  l e  c o e f f i 

c i e n t  d e  x '1 o f f r e  u n  m o d u l e  i n f é r i e u r  a u  q u o t i e n t  q u ’ o n  o b t i e n t  e n  

d i v i s a n t  p a r  X ' 1, l e  m o d u l e  m a x i m u m  d e  f ( x ) ·  C e l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  a t t r i b u e  

à  x  u n e  v a l e u r  i m a g i n a i r e  d o n t  l e  m o d u l e  s o i t  d é s i g n é  p a r  £, l e  m o d u l e  

d u  t e r m e  g é n é r a l ,  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  f ( x ) ,  s e r a  i n f é r i e u r  a u
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p r o d u i t  d e  A f ( x )  p a r  l a  n[&m0 p u i s s a n c e  d u  r a p p o r t  A .  D ’ a i l l e u r s ,  l o r s 

q u e  l a  f o n c t i o n  f ( x )  e s t  d é v e l o p p a b l e  e n  u n e  s é r i e  c o n v e r g e n t e  o r d o n 

n é e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  x ,  l e  r e s t e  q u i  c o m p l è t e  

c e t t e  s é r i e ,  p r o l o n g é e  j u s q u ’ a u  n 16“ "  t e r m e ,  é q u i v a u t  à  l a  s o m m e  d e s  

t e r m e s  d a n s  l e s q u e l s  l ’ e x p o s a n t  d e  x  e s t  é g a l  o u  s u p é r i e u r  à  n.  D o n c  

l e  m o d u l e  d e  c e  r e s t e ,  s ’ i l  e s t  i m a g i n a i r e ,  o u  s a  v a l e u r  n u m é r i q u e ,  s ’ i l  

e s t  r é e l ,  n e  s u r p a s s e r a  p a s  l a  s o m m e  d e s  t e r m e s  c o r r e s p o n d a n t s  à  c e u x  

q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ i n d i q u e r  d a n s  l a  p r o g r e s s i o n  g é o m é t r i q u e  c i - d e s s u s  

m e n t i o n n é e ,  c ’ e s t - à - d i r e  l e  r e s t e  q u i  c o m p l è t e  c e t t e  p r o g r e s s i o n .  

A i n s i ,  l a  d é t e r m i n a t i o n  d ’ u n e  l i m i t e  s u p é r i e u r e  a u  r e s t e ,  q u i  c o m p l è t e  

l a  s é r i e  p r o p r e  à  r e p r é s e n t e r  l e  d é v e l o p p e m e n t  d ’ u n e  f o n c t i o n  q u e l 

c o n q u e ,  s e  t r o u v e  r a m e n é e  à  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  r e s t e s  d e s  p r o g r e s 

s i o n s  g é o m é t r i q u e s ,  c ’ e s t - à - d i r e  à  u n e  q u e s t i o n  r é s o l u e  d e p u i s  l o n g 

t e m p s  e n  a n a l y s e .  O n  s a i t  e n  e f f e t  q u e ,  d a n s  l a  p r o g r e s s i o n  g é o m é t r i q u e ,

q u i  a  p o u r  p r e m i e r  t e r m e  l ’ u n i t é ,  e t  p o u r  r a i s o n  l a  s o m m e  d e s  

t e r m e s  d a n s  l e s q u e l s  £ p o r t e  u n  e x p o s a n t  é g a l  o u  s u p é r i e u r  à  n, é q u i 

v a u t  a u  q u o t i e n t  d u  n'i,m t e r m e  p a r  l a  d i f f é r e n c e  i  —  L o r s q u e  l e

p r e m i e r  t e r m e  d e v i e n t  A f ( x ) ,  i l  f a u t  m u l t i p l i e r  p a r  c e  p r e m i e r  t e r m e  

l e  q u o t i e n t  d o n t  i l  s ’ a g i t .

I l  e s t  i m p o r t a n t  d ’ o b s e r v e r  q u e ,  d ’ a p r è s  c e  q u ’ o n  v i e n t  d e  d i r e ,  l e s  

l i m i t e s  s u p é r i e u r e s  a u x  m o d u l e s  d u  t e r m e  g é n é r a l  d e  l a  s é r i e  d e  

S t i r l i n g  e t  d u  r e s t e  q u i  c o m p l è t e  c e t t e  s é r i e  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  d u  

m o d u l e  X ,  q u i  r e p r é s e n t e n t  l e s  m a x i m a  r e l a t i f s  à  p  d e s  m o d u l e s  d e  

c e r t a i n e s  f o n c t i o n s  d e  l a  v a r i a b l e  i m a g i n a i r e  x  —  X e ^ - 1 . D ’ a i l l e u r s  l e  

m o d u l e  X  d o i t  s u r p a s s e r  l e  m o d u l e  £, e t  ê t r e  d é t e r m i n é  d e  m a n i è r e  

q u e  l a  f o n c t i o n  f ( x )  r e s t e  f i n i e  e t  c o n t i n u e  p o u r  l e  m o d u l e  X  o u  p o u r  

u n  m o d u l e  p l u s  p e t i t  d e  l a  v a r i a b l e  x.  O r ,  p a r m i  l e s  v a l e u r s  d e  X  q u i  

r e m p l i s s e n t  c e s  d e u x  c o n d i t i o n s ,  o n  d e v r a  é v i d e m m e n t  c h o i s i r  d e  p r é 

f é r e n c e  c e l l e s  q u i  r e n d r o n t  l e s  l i m i t e s  s u p é r i e u r e s  d o n t  i l  s ’ a g i t ,  l e s  

p l u s  p e t i t e s  p o s s i b l e ,  e t  a l o r s  c e s  l i m i t e s ,  c o n s i d é r é e s  c o m m e  v a l e u r s ,  

p a r t i c u l i è r e s  d e s  f o n c t i o n s  d e  a ;  c i - d e s s u s  m e n t i o n n é e s ,  s e r o n t  t o u t  à
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l a  f o i s  d e s  m a x im a  r e l a t i v e m e n t  à  l ’ a n g l e p ,  e t  d e s  m ín im a  r e l a t i v e m e n t  

a u  m o d u l e  X ,  o u ,  c e  q u e  n o u s  a v o n s  n o m m é  d a n s  u n  a u t r e  M é m o i r e ,  

l e s  m o d u l e s  p r i n c i p a u x  d e  c e s  m ê m e s  f o n c t i o n s .

A u  s u r p l u s ,  q u a n d  o n  s e  p r o p o s e  u n i q u e m e n t  d e  c a l c u l e r  d e s  l i m i t e s  

s u p é r i e u r e s  a u x  m o d u l e s  d e s  t e r m e s  g é n é r a u x  o u  d e s  r e s t e s  d e s  s é r i e s ,  

i l  n ’ e s t  p o i n t  n é c e s s a i r e  d e  d é t e r m i n e r  e x a c t e m e n t  l e s  m o d u l e s  p r i n c i 

p a u x  d o n t  i l  e s t  i c i  q u e s t i o n  ; e t  l ’ o n  p e u t  s e  c o n t e n t e r  d e  c h e r c h e r  d e s  

n o m b r e s  s u p é r i e u r s  à  c e s  m o d u l e s .

I l  e s t  f a c i l e  d ’ é t e n d r e  l e s  p r i n c i p e s  q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ i n d i q u e r  a u x  

f o n c t i o n s  d o  p l u s i e u r s  v a r i a b l e s .  S o i t  e n  e f f e t  f ( x ,  y ,  z ,  . . . )  u n e  f o n c 

t i o n  d o n n é e  d e s  v a r i a b l e s  x ,  y ,  z ,  . . . .  S i  l ’ o n  a t t r i b u e  à  c e s  v a r i a b l e s  

d e s  v a l e u r s  i m a g i n a i r e s  x ,  ÿ , z ,  . . .  d o n t  l e s  m o d u l e s  s o i e n t  r e s p e c t i 

v e m e n t  X ,  Y ,  Z ,  . . .  l e  m o d u l e  d e  f ( x ,  ÿ , z ,  · · · )  d é p e n d r a  t o u t  à  l a

f o i s  d e s  m o d u l e s  X ,  Y ,  Z ,  . . .  e t  d e s  r a p p o r t s  i m a g i n a i r e s  ^  ^ ? —

O r  o n  p e u t  c h o i s i r  c e s  r a p p o r t s ,  o u  p l u t ô t  l e s  a r c s  d e  c e r c l e  q u i  s ’ y  

t r o u v e n t  r e n f e r m é s ,  d e  m a n i è r e  q u e  l e  m o d u l e  d e  f ( x ,  ÿ , z ,  . . .  )  

a c q u i è r e  l a  p l u s  g r a n d e  v a l e u r  p o s s i b l e ,  l e s  n o m b r e s  X ,  Y ,  Z  r e s t a n t  

l e s  m ê m e s .  C ’ e s t  c e t t e  p l u s  g r a n d e  v a l e u r  o u  c e t t e  v a l e u r  m a x i m u m  

q u e  j e  d é s i g n e  p a r  l a  c a r a c t é r i s t i q u e  A ,  p l a c é e  d e v a n t  l a  f o n c t i o n  f (ÿ c ,  

y ,  5 , . . .  ) ,  e t  j e  p r o u v e  : i °  q u e  l a  f o n c t i o n  f ( x , y ,  z ,  . . . )  e s t  d é v e l o p 

p a b l e  e n  u n e  s é r i e  c o n v e r g e n t e  o r d o n n é e  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n 

d a n t e s  d e  x ,  y ,  z ,  . . . ,  q u a n d  l e s  m o d u l e s  d e s  v a r i a b l e s  x ,  y ,  z  é t a n t  

é g a u x  o u  i n f é r i e u r s  à  X ,  Y ,  Z ,  . . .  l a  f o n c t i o n  f ( x ,  y ,  z ,  . . . )  r e s t e  

f i n i e  e t  c o n t i n u e  p o u r  l e s  m o d u l e s  X ,  Y ,  Z ,  . . .  o u  p o u r  d e s  m o d u l e s  

p l u s  p e t i t s  d e  c e s  m ê m e s  v a r i a b l e s ;  2 0 q u ’ a l o r s ,  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  

d e  f { x ,  y ,  z ,  . . . )  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  x ,  y ,  z,  . . .  

l e  c o e f f i c i e n t  d e  x " ,  y '1', z n" . . . o f f r e  u n  m o d u l e  i n f é r i e u r  a u  q u o t i e n t  

q u ’ o n  o b t i e n t  e n  d i v i s a n t  p a r  X ' 1 Y " '  Z ' 1" . . .  l e  m o d u l e  m a x i m u m  d e  

f ( x ,  y ,  z ,  . . .  ) .  C e l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  a t t r i b u e  à  x ,  y ,  z ,  . . .  d e s  v a l e u r s  

r é e l l e s  o u  i m a g i n a i r e s  d o n t  l e s  m o d u l e s  s o i e n t  p l u s  p e t i t s

q u e  X ,  Y ,  Z ,  . . . ,  l e s  d i v e r s  t e r m e s  d u  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n  

f ( x ,  y ,  z ,  . . . )  o f f r i r o n t  d e s  m o d u l e s  r e s p e c t i v e m e n t  i n f é r i e u r s  a u x
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t e r m e s  c o r r e s p o n d a n t s  d ' u n e  f o n c t i o n  d e  £, yj, £, . . .  q u ’ o n  o b t i e n d r a  

e n  m u l t i p l i a n t  l e  m o d u l e  m a x i m u m  d e  f ( x ,  ÿ ,  z ,  . . .  )  p a r  l e s  s o m m e s  

d e s  p r o g r e s s i o n s  g é o m é t r i q u e s  q u i  o n t  p o u r  p r e m i e r s  t e r m e s  l ’ u n i t é

e t  p o u r  r a i s o n s  l e s  r a p p o r t s  ÿ ’  —  D o n c ,  s i  l ’ o n  n é g l i g e ,  d a n s  l e

d é v e l o p p e m e n t  d é  l a  p r e m i è r e  f o n c t i o n  f ( o c , y ,  z,  . . . )  c e r t a i n s  t e r m e s ,  

p a r  e x e m p l e ,  c e u x  d a n s  l e s q u e l s  l ’ e x p o s a n t  d e  x  e s t  é g a l  o u  s u p é r i e u r  

à  n,  l ’ e x p o s a n t  d e  y  é g a l  o u  s u p é r i e u r  à  n',  l ’ e x p o s a n t  d e  z  é g a l  o u  

s u p é r i e u r  à  n", e t c . ,  l ’ e r r e u r  ( * )  c o m m i s e  s e r a  p l u s  p e t i t e  q u e  l a  s o m m e  

d e s  t e r m e s  c o r r e s p o n d a n t s  d e  l a  s e c o n d e  f o n c t i o n ,  e t  p a r  c o n s é q u e n t  

i n f é r i e u r e  a u  p r o d u i t  d e  A / ( ü ë ,  ÿ , z ,  . . .  )  p a r  l e s  r e s t e s  d e s  p r o g r e s 

s i o n s  g é o m é t r i q u e s  c i - d e s s u s  m e n t i o n n é e s .

O b s e r v o n s  e n c o r e ,  q u ' a p r è s  a v o i r  d é t e r m i n é  e n  f o n c t i o n  d e  X ,  Y ,  Z  

u n e  l i m i t e  s u p é r i e u r e  a u  r e s t e  d e  l a  s é r i e  q u i  r e p r é s e n t e  l e  d é v e l o p p e 

m e n t  d e  f ( x , y ,  z ,  . . . )  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  x ,  y ,  

z ,  . . . ,  o n  d e v r a  c h o i s i r  X ,  Y ,  Z ,  . . .  d e  m a n i è r e  à  r e n d r e  c e t t e  l i m i t e  

l a  p l u s  p e t i t e  p o s s i b l e .

S i  l ’ o n  v o u l a i t  o b t e n i r  u n e  l i m i t e  s u p é r i e u r e  à  l a  s o m m e  d e s  m o d u l e s  

d e s  t e r m e s  q u i ,  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  f { a c , y ,  z ,  . . . ) ,  o f f r e n t  u n  

d e g r é  é g a l  o u  s u p é r i e u r  à  n,  c ’ e s t - à - d i r e  d e s  t e r m e s  d a n s  l e s q u e l s  l e s  

e x p o s a n t s  d e  x ,  y ,  z .  . . .  o f f r e n t  u n e  s o m m e  é g a l e  o u  s u p é r i e u r e  à  n,  

i l  s u f f i r a i t  d e  c h e r c h e r  u n e  l i m i t e  s u p é r i e u r e  a u  r e s t e  d e  l a  s é r i e  q u i  

r e p r é s e n t e  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  f (< x x ,  «y ,  a  z ,  . . . )  s u i v a n t  l e s  p u i s 

s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  a ,  e t  d e  p o s e r  d a n s  c e t t e  l i m i t e  a  =  i .

L e s  p r i n c i p e s  q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ é t a b l i r ,  s ’ a p p l i q u e n t  t r è s  f a c i l e m e n t  

a u x  s é r i e s  q u i  r e p r é s e n t e n t  l e s  d é v e l o p p e m e n t s  d e s  f o n c t i o n s  e x p l i c i t e s  

d ’ u n e  o u  d e  p l u s i e u r s  v a r i a b l e s ,  e t  f o u r n i s s e n t  p o u r  c e s  s é r i e s ,  n o n  

s e u l e m e n t  d e s  r è g l e s  g é n é r a l e s  d e  c o n v e r g e n c e ,  m a i s  e n c o r e  d e s  l i m i t e s  

s u p é r i e u r e s  a u x  m o d u l e s  d e s  t e r m e s  g é n é r a u x ,  e t  a u x  e r r e u r s  q u e  l ’ o n  

c o m m e t ,  q u a n d  o n  c a l c u l e  s e u l e m e n t  u n  c e r t a i n  n o m b r e  d e  t e r m e s  e n

(1) Lorsque les termes négligés sont réels, l’erreur commise a pour mesure la valeur 
numérique de leur somme. Lorsqu’ils deviennent imaginaires, le module de cette môme 
somme peut servir à mesurer l’erreur dont il s’agit.
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n é g l i g e a n t  t o u s  l e s  a u t r e s .  P o u r  é t e n d r e  l ' a p p l i c a t i o n  d e s  m ô m e s  p r i n 

c i p e s  a u x  s é r i e s  q u i  r e p r é s e n t e n t  l e s  d é v e l o p p e m e n t s  d ’ u n e  o u  d e  p l u 

s i e u r s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s ,  d é t e r m i n é e s  p a r  u n e  o u  p l u s i e u r s  é q u a t i o n s  

a l g é b r i q u e s  o u  t r a n s c e n d a n t e s ,  i l  s u f f i t  d ’ o b s e r v e r  q u ’ e n  v e r t u  d e  l a  

f o r m u l e  d e  L a g r a n g e  e t  d e s  f o r m u l e s  a n a l o g u e s  q u i  s e  d é d u i s e n t  d u  

c a l c u l  d e s  r é s i d u s ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  t e r m e s  g é n é r a u x ,  d a n s  c e s  

m ê m e s  s é r i e s ,  p e u v e n t  ê t r e ,  c o m m e  d a n s  l e s  s é r i e s  d e  T a y l o r  e t  d e  

S t i r l i n g ,  e x p r i m é s  a u  m o y e n  d e s  d é r i v é e s  d e s  d i v e r s  o r d r e s  d e  c e r t a i n e s  

f o n c t i o n s ,  e t  q u ’ e n  c o n s é q u e n c e ,  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e  l i m i t e s  s u p é 

r i e u r e s  a u x  m o d u l e s  d e s  t e r m e s  g é n é r a u x ,  e t  a u x  r e s t e s  d e s  s é r i e s ,  

p e u t  ê t r e  r é d u i t e  à  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  m o d u l e s  maxima d e  c e s  

m ê m e s  f o n c t i o n s .  O n  p o u r r a  d o n c  é t a b l i r ,  p o u r  l e s  s é r i e s  p r o p o s é e s ,  

d e s  r è g l e s  d e  c o n v e r g e n c e  e t  t r o u v e r  d e s  l i m i t e s  s u p é r i e u r e s  a u x  r e s t e s  

d e s  s é r i e s ,  o u  p l u t ô t  à  l e u r s  m o d u l e s .  L a  s e u l e  q u e s t i o n  q u i  r e s t e r a  

i n d é c i s e ,  s e r a  d e  s a v o i r  s i  l e s  s é r i e s ,  s u p p o s é e s  c o n v e r g e n t e s ,  o n t  e f f e c 

t i v e m e n t  p o u r  s o m m e s  l e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s  d o n t  l e  d é v e l o p p e m e n t  

l e s  a  p r o d u i t e s .  O r ,  o n  p e u t  s ’ a p p u y e r ,  p o u r  r é s o u d r e  c e t t e  q u e s t i o n ,  

s u r  d e s  p r o p o s i t i o n s  g é n é r a l e s ,  s e m b l a b l e s  à  c e l l e s  q u e  j e  v a i s  é n o n c e r .

T héorème I. — Supposons qu'une fonction implicite u de la variable x , 

soit déterminée par une équation algébrique ou transcendante, qu'elle se 

réduise à u pour une valeur nulle de x , et que l'on ait développé cette 

fonction implicite en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 

de x  par la formule de Stirling, de Lagrange, etc., ou ce qui revient au 

même, par la méthode des coefficients indéterminés. La somme de cette 

série représentera la fonction u, si la valeur de x  est tellement choisie 

que, la série étant convergente, la fonction explicite de x  et u, qui consti

tue le premier membre de l'équation donnée, soit elle-même développable 

en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de 

la variable x  et de la différence u — u0.

T héorème IL  — Supposons que plusieurs fonctions implicites u, v, 

w, . . .  de plusieurs variables x , y, z, . . .  soient déterminées par une ou
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plusieurs équations algébriques ou transcendantes, qu'elles se réduisent à 

u „ v0, w9} · · · pour des valeurs nuiles de x , y, z, . . ., et qu'on ait déve

loppé ces fonctions implicites en séries ordonnées suivant les puissances 

ascendantes de x , y , z, . . .  par les formules de Stirling, de Lagrange, 

etc., ou, ce qui revient au même, par la méthode des coefficients indéter

minés. Les sommes de ces séries représenteront les valeurs du u, v, w, ..., 

si les valeurs de x , y, z, . . .  sont tellement choisies que, les séries étant 

convergentes, les fonctions explicites de x , y, z, . . ., u, v, w, . . .  qui 

constituent les premiers membres des équations données, soient elles- 

mêmes développables en séries convergentes, ordonnées suivant les puis

sances ascendantes des variables x , y, z, . . .  et des différences u —  u0,

V —  V, w  —  vv0,

Pour démontrer ces propositions, il suffît évidemment d’observer 

que, si les conditions énoncées sont remplies, les premiers membres 

des équations données, après les substitutions des valeurs générales de 

u —  u0, v —  v0, w— wn, . . . ,  seront encore des séries convergentes 

ordonnées suivant les puissances ascendantes de x,  y,  z, . . . ,  et que, 

dans ces séries convergentes, le coeffficient de chaque terme sera 

identiquement nul.

Au surplus, sans le secours de ces propositions, et en s’appuyant 

sur des formules générales que fournit le calcul des résidus, on peut 

établir directement des règles dignes de remarque sur la convergence 

des séries qui représentent les développements des fonctions impli

cites, et sur la fixation des limites supérieures aux modules des restes 

qui complètent les séries.

Les propositions ci-dessus mentionnées peuvent encore être facile

ment étendues au cas où les fonctions implicites seraient déterminées 

par des équations aux différences finies ou infiniment petites ou aux 

différences partielles, ou aux différences mêlées. Ainsi, en particulier, 

on pourra énoncer le théorème suivant :

T héorème III. —  Soient données plusieurs équations différentielles
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simultanées entre la variable x , des fonctions inconnues y, z, . . .  de 

cette variable et leurs dérivées de divers ordres y ', z ', . . ., y", z", . . . .  

Supposons d'ailleurs que par la méthode des coefficients indéterminés on 

ait développé y, z, . . .  en séries convergentes ordonnées suivant les puis

sances ascendantes de x . Les sommes de ces séries représenteront les 

valeurs générales de y , z, . . . ,  si la valeur de x  est tellement choisie que, 

les séries dont il s'agit, et par suite, celles qui représenteront les dérivées 

de y, z, . . ., étant convergentes, les fonctions explicites de x , y , z, . . ., 

y ’, z1, . . .  qui constituent les premiers membres des équations données, 

soient elles-mêmes développables en séries convergentes ordonnées suivant 

lès puissances ascendantes de x  et des différences qu'on obtient en retran

chant des valeurs générales de y , z, . . . ,  y ' z ', . . .  leurs valeurs initiales 

correspondant à x  —  o.

Je n'ai pu qu’indiquer rapidement quelques-uns des principaux 

résultats contenus dans le Mémoire que j’ai l’honneur de présenter à 

l’Académie. Ce Mémoire renferme encore : i ü une théorie de la varia

tion des constantes arbitraires (f), plus générale et, à quelques égards, 

plus simple que celles qui se trouvent exposées dans les Mémoires de 

MM. Lagrange, Laplace et Poisson ; 20 des intégrales définies, propres 

à représenter, dans le développement connu de la fonction R, le coef

ficient du sinus ou du cosinus d’un angle donné; 3° des formules 

d’interpolation qui servent à déterminer une fonction entière de sin a? 

et de cosa;, quand on connaît un nombre suffisant de valeurs particu

lières de cette même fonction; 4° plusieurs développements nouveaux 

de la fonction R, avec des formules propres non seulement à fournir 

les termes généraux de ces développements, mais encore à déterminer 

les limites des erreurs commises quand on conserve seulement certains

( 4) Dans un Mémoire présenté à l’Institut, M. Ostrogradsky s’était aussi occupé de la 
variation des constantes arbitraires, et il avait applicpié, à ce que je crois, une formule 
de M. Fourier â la conversion des termes qui composent le développement de la fonction R 
en intégrales définies. Mais n’ayant qu’un souvenir confus de ce Mémoire, tout ce que je 
puis dire ici, c’est que dans le cas où quelques-unes de ces formules coïncideraient avec 
quelques-unes des miennes, je ne prétends en aucune manière, lui contester la priorité.
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termes en négligeant tous ceux qui les suivent. Je montre aussi dans 

quels cas l’un de ces développements doit être employé de préférence 

à l’autre. Ainsi, en particulier, si l’on demande les perturbations pro

duites dans le mouvement d’une planète par une autre planète située à 

très peu près la même distance du Soleil que la première, le dévelop

pement employé jusqu’ici par les astronomes devra être rejeté, et il 

faudra lui substituer un des autres développements ci-dessus men

tionnés. On devra donc recourir à ces nouveaux développements dans 

la théorie des petites planètes, quand on recherchera les inégalités 

qui dépendent de leurs attractions mutuelles.

Au reste, si l’Académie attache quelque prix aux travaux dont je 

viens de l’entretenir, je pourrai, sous peu de temps, lui offrir d’autres 

Mémoires dans lesquels je montrerai d’une part, comment on peut 

appliquer le calcul des résidus à la théorie du développement des 

fonctions implicites, et de l’autre, comment on peut s’assurer de la 

convergence des séries qui représentent les intégrales des équations 

différentielles linéaires ou non linéaires, et fixer les limites supérieures 

aux modules des restes qui complètent ces mêmes séries.
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SUR
LES RAPPORTS QUI EXISTENT 

ENTRE
UE CALCUL DES RÉSIDUS ET LE CALCUL DES LIMITES

ET SUR
LES AVANTAGES QUE PRÉSENTENT 

CES DEUX NOUVEAUX CALCULS DANS LA RÉSOLUTION 
DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES OU TRANSCENDANTES ( 4).

Bulletin de Férussac, Tome XVI, p, 1x6-119; i 83i .

Dans le Mémoire que j’ai eu l’honneur de présenter le x r octobre 

dernier à l’Académie, j’ai posé les bases du nouveau calcul que je 

désigne pous le nom de calcul des limites ; et après avoir montré com

ment on peut le faire servir à la détermination des limites des erreurs 

commises dans le développement des fonctions explicites, quand on 

arrête les séries après un certain nombre de termes, j’ai indiqué plu

sieurs théorèmes à l’aide desquels on pouvait étendre l’application du 

même calcul au dév^oppement des fonctions implicites. J’ai ajouté 

que, sans recourir à ces théorèmes, on pouvait établir directement des 

règles dignes de remarque sur la convergence des séries qui représen

tent les développements des fonctions implicites, et sur la fixation

(')  Lu à l'Académie de Turin le 27 novembre i 83i . 

Œuvres de C. — S. II. t. II. 22
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des limites supérieures aux modules des restes qui complètent les 

séries. L’exposition de ces règles, la recherche de ces limites, ainsi 

que la détermination du nombre et des valeurs des diverses racines 

d’une équation algébrique ou transcendante, ou simplement des 

racines qui remplissent des conditions données, forment la matière du 

nouveau Mémoire. Plusieurs des propositions qu’il renferme me parais

sent dignes, par leur importance et leur nouveauté, de fixer un 

moment l’attention des géomètres. Pour en donner une idée, je me 

contenterai d’en citer ici quelques-unes.

Soient x  une variable réelle et f { x )  une fonction de cette variable 

qui devienne infinie pour x  =  a. Si l’on fait croître x , la fonction f(oc) 

passera, en devenant infinie, du négatif au positif, ou du positif au 

négatif ou bien elle ne changera pas de signe. La quantité +  i, dans le 

premier cas, — i, dans le second, zéro, dans le troisième, est ce que je 

nomme Y indice de la fonction, pour la valeur donnée a de la variable x. 

J’appelle indice intégral pris entre deux limites données x  =  x 0, 

a; =  X, la somme des indices correspondant aux valeurs de x  qui ren

dent la fonction infinie entre ces limites ; et je désigne cet indice inté

gral par la lettre J, suivie de doubles parenthèses, dont l’usage est le 

même que dans le calcul des résidus, et accompagnée des limites x 0, 

X, que l’on écrit à la suite de la lettre J, comme on écrit à la suite de 

la lettre J  les limites d’une intégrale définie. Cela posé, je fais voir 

i° que la détermination du nombre des racines réelles ou imaginaires 

des équations algébriques ou transcendantes se réduit à la détermi

nation des indices des fonctions ; 2° que la détermination de l’indice 

d’une fraction rationnelle peut être ramenée à la recherche du plus 

grand commun diviseur algébrique entre les polynômes qui composent 

ses deux termes. Il y a plus. Soient x , y  deux variables réelles,

z=.æ-yy\/— i

une variable imaginaire, et f(s )  une fonction réelle ou imaginaire de z. 

Concevons que, x , y  étant considérées comme des coordonnées rectan

gulaires, on trace dans le plan des x , y, un contour 00'0" . . .  formé
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d’une ou de plusieurs lignes droites ou,courbes. Soiti une longueur 

variable ¡mesurée sur ce contour, à partir d’un point fixe, et dans le 

sens du mouvement de rotation direct. Enfin posons

f(s)=® + xv/—~û

<p, x  désignant deux fonctions réelles de x , y; et soit la fonction

de s à laquelle se réduit le rapport - quand on exprime les coordon-
X

nées cc9 y  par le moyen de Tare s. Chacune des racines réelles ou ima- 

ginaires de l’équation

•f(s) =  o

offrira une partie réelle et un coefficient de —  i qui seront des valeurs 

de x , y  propres à représenter les coordonnées d’un point situé en 

dedans ou en dehors du contour OO'O". . . .  Cela posé, je démontre : 

i° que le nombre des racines correspondantes à des points renfermés 

dans le contour OO'O". . .  est la moitié de l’indice intégral de la fonc

tion étendu au périmètre entier de ce contour; 2° que le résidu 

intégral d’une fonction quelconque de z, étendu à toutes les racines 

dont il s’agit, peut être exprimé par une intégrale définie très simple 

et relative à l’arc s. Cette dernière proposition fournit immédiatement 

les diverses formules générales que j ’ai données pour la détermination 

des intégrales définies dans un Mémoire présenté à l’Institut en 1814, 

dans les Exercices de mathématiques, et dans les Annales de M. Gergonne. 

Elle offre le moyen de représenter par une seule intégrale définie la 

somme des racines correspondantes à des points renfermés dans le 

contour OO'O" . . . ,  ou la somme de fonctions semblables de ces 

racines. Lorsque, la fonction f(z) étant décomposée en deux parties 

II(.z), gj ( z ),  le module du rapport.

CT(g)
U( z )

est, pour tous les points situés sur le contour OO'O" . . . ,  inférieur à 

l’unité, le nombre des racines correspondantes à des points renfermés 

dans son contour reste le même pour les deux équations qu’on obtient
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e n  é g a l a n t  à  z é r o  l a  f o n c t i o n  f ( z )  o u  s a  p r e m i è r e  p a r t i e  ï ï ( s ) ;  e t  l a  

s o m m e  d e s  r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  f ( s )  =  o ,  o u  l a  s o m m e  d e s  f o n c t i o n s  

s e m b l a b l e s  d e  c e s  r a c i n e s  p e u t  ê t r e  d é v e l o p p é e  e n  u n e  s é r i e  c o n v e r 

g e n t e  d o n t  l e s  d i f f é r e n t s  t e r m e s  n e  c o n t i e n n e n t  p l u s  q u e  l e s  r a c i n e s  d e  

l ’ é q u a t i o n  n ( ^ )  =  o .  O n  r e c o n n a î t  a i n s i  q u e  l e  t h é o r è m e  é n o n c é  p a r  

M .  L a p l a c e  d a n s  l e s  Mémoires de l ’A ca d ém ie des sciences  d e  1 7 7 7 ,  e s t  

i n e x a c t  t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  l e  n o m b r e  d é s i g n é  p a r  i  d a n s  c e  t h é o r è m e  

d i f f è r e  d e  l ’ u n i t é ,  e t  q u e  l e  t h é o r è m e  s u b s t i t u é  p a r  M .  P a o l i  a u  t h é o 

r è m e  d e  L a p l a c e ,  c e s s e r a i t  l u i - m ê m e  d ’ ê t r e  e x a c t ,  s i  l e  p r e m i e r  m e m b r e  

d e  l ’ é q u a t i o n  q u e  l ’ o n  c o n s i d è r e  n e  r e m p l i s s a i t  p a s  c e r t a i n e s  c o n d i 

t i o n s .  A j o u t o n s  q u ’ à  l ’ a i d e  d e s  p r i n c i p e s  c i - d e s s u s  i n d i q u é s ,  l a  d é t e r 

m i n a t i o n  d u  n o m b r e  d e s  r a c i n e s  d ’ u n e  é q u a t i o n  a l g é b r i q u e  q u i  c o r r e s -  

d e n t  à  d e s  p o i n t s  s i t u é s  d a n s  l e  c o n t o u r  O O ' O "  . . .  p e u t  s ’ e f f e c t u e r  t r è s  

s i m p l e m e n t  t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  c e  c o n t o u r  e s t  u n i q u e m e n t  c o m p o s é  d e  

d r o i t e s  o u  d ’ a r c s  d e  c e r c l e s ,  o u  m ê m e  d e  c o u r b e s  t e l l e m e n t  c h o i s i e s  

q u e ,  p o u r  t o u s  l e s  p o i n t s  s i t u é s  s u r  c h a c u n e  d ’ e l l e s ,  x  e t  y  p u i s s e n t  

ê t r e  e x p r i m é s  r a t i o n n e l l e m e n t  e n  f o n c t i o n  d ’ u n e  t r o i s i è m e  v a r i a b l e  t. 

A i n s i ,  l ’ o p é r a t i o n  c o n n u e  s o u s  l e  n o m  d e  d i v i s i o n  a l g é b r i q u e  s u f f i r a  

p o u r  d é t e r m i n e r  c o m b i e n  d e .  r a c i n e s  r é e l l e s  o u  i m a g i n a i r e s  d ’ u n e  

é q u a t i o n  d e  d e g r é  q u e l c o n q u e  o f f r e n t  d e s  m o d u l e s  i n f é r i e u r s  à  u n  

n o m b r e  d o n n é ,  o u  d e s  p a r t i e s  r é e l l e s  c o m p r i s e s  e n t r e  d e s  l i m i t e s  

d o n n é e s ,  e t c .  P a r m i  l e  g r a n d  n o m b r e  d e  t h é o r è m e s  r e m a r q u a b l e s  a u x 

q u e l s  o n  e s t  c o n d u i t  d e  c e t t e  m a n i è r e ,  s e  t r o u v e n t  c o m p r i s  l e  t h é o r è m e  

d e  D e s c a r t e s ,  c e l u i  d e  M M .  B u d a n  e t  F o u r i e r ,  c e u x  q u e  j ’ a i  m o i - m ê m e  

é t a b l i s  d a n s  l e  Journal de l 'É c o le  polytechnique,  c e u x  q u e M .  C h .  S t u r m  

a  p u b l i é s  d a n s  l e  Bulletin des sciences,  d e  j u i n  1 8 2 g ,  e t c .  Q u a n t  à  l a  

d é t e r m i n a t i o n  d e s  l i m i t e s  d e s  e r r e u r s  c o m m i s e s  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  

d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s ,  e l l e  d e v i e n t  e n c o r e  p l u s  s i m p l e  e t  p l u s  f a c i l e ,  

l o r s q u ’ o n  a  é g a r d  a u x  p r i n c i p e s  q u e  j e  v i e n s  d e  r é s u m e r  e n  p e u  d e  

m o t s .
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FORMULES EXTRAITES D’UN MÉMOIRE 
PRÉSENTÉ LE 27 NOYEMRRE 1831  

A L’ACADÉMIE DES SCIENCES DE TURIN

PAR

M .  A U G U S T I N  C A U C H Y

MEMBRE DE L’ iNSTITUT DE FRANCE.

Bulletin de Férussac, Tome XVI, p. 119-128; i 83i .

S o i e n t  x ,  y  d e u x  v a r i a b l e s  r é e l l e s ,  c o n s i d é r é e s  c o m m e  r e p r é s e n t a n t  

d e s  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  ; 

z  =  x - \ - y s J —  1 u n e  v a r i a b l e  i m a g i n a i r e ;

0 0 '  0 "  . . .  u n  c o n t o u r  o u  u n  p o l y g o n e  c o m p o s é  d ’ u n e  o u  d e  p l u 

s i e u r s  l i g n e s  d r o i t e s  o u  c o u r b e s ,  e t  t r a c é  a r b i t r a i r e m e n t  d a n s  l e  p l a n  

d e s  x ,  y ;

P  l ’ u n  q u e l c o n q u e  d e s  p o i n t s  r e n f e r m é s  d a n s  l e  c o n t o u r  0 0 ' 0 "  . .  . ;

s u n e  l o n g u e u r  v a r i a b l e  c o m p t é e  s u r  c e  c o n t o u r ,  à  p a r t i r  d ’ u n  p o i n t

d o n n é  0 ,  e t  d a n s  u n  s e n s  t e l  q u e ,  l a  l o n g u e u r  s v e n a n t  à  c r o î t r e ,  l e

r a y o n  v e c t e u r  m e n é  d u  p o i n t  P  à  l ’ e x t r é m i t é  d e  c e t t e  l o n g u e u r  a i t ,

d a n s  l e  p l a n  d e s  x ,  y ,  u n  m o u v e m e n t  d e  r o t a t i o n  d i r e c t  a u t o u r  d u  
\

p o i n t  P ;

c  l e  p é r i m è t r e  e n t i e r  d u  c o n t o u r  0 0 ' 0 "  . . .  ;

f ( ^ )  u n e  f o n c t i o n  r é e l l e  o u  i m a g i n a i r e  d e  z ,  q u i  o b t i e n n e  g é n é r a l e 

m e n t  u n e  v a l e u r  u n i q u e  e t  d é t e r m i n é e  p o u r  c h a c u n  d e s  s y s t è m e s  d e  

v a l e u r s  d e  x ,  y ,  p r o p r e s  à  r e p r é s e n t e r  l e s  c o o r d o n n é e s  d e  p o i n t s  r e n 

f e r m é s  d a n s  l e  c o n t o u r  0 0 ' 0 "  . . .  ;
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»

e n f i n

£((/(-)))

l e  r é s i d u  i n t é g r a l  d e  f ( s )  é t e n d u  à  c e l l e  d e s  r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n

q u i  c o r r e s p o n d e n t  à  d e  s e m b l a b l e s  v a l e u r s  d  e x ,  y .  I l  s u f f i r a  d e  r e c o u r i r  

à  l a  t h é o r i e  d e s  i n t é g r a l e s  s i n g u l i è r e s  p o u r  é t a b l i r  l a  f o r m u l e

(2) £((/(*))) =  — f r̂ È ds·

O n  p o u r r a  d ’ a i l l e u r s  d é c o m p o s e r  l ’ i n t é g r a l e  q u e  r e n f e r m e  l a  f o r m u l e  ( 2 )  

e n  p l u s i e u r s  p a r t i e s ,  p u i s  s u b s t i t u e r  à  l a  v a r i a b l e  s, d a n s  c h a q u e  i n t é 

g r a l e  p a r t i e l l e ,  u n e  a u t r e  v a r i a b l e  t q u i  c r o i s s e  o u  d é c r o i s s e  t a n d i s  q u e  s 

a u g m e n t e .  C e l a  p o s é ,  o n  r e c o n n a î t r a  s a n s  p e i n e  q u e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 )  

c o m p r e n d  c o m m e  c a s  p a r t i c u l i e r s  l e s  f o r m u l e s  g é n é r a l e s  q u e  j ’ a i  

d o n n é e s  d a n s  l e  M é m o i r e  d e  1 8 1 4 , d a n s  l e s  E x ercices  de m athém a

tiques, e t c . . . .  A i n s i ,  p a r  e x e m p l e ,  s i  l ’ o n  r é d u i t  l e  c o n t o u r  0 0 ' O '  . . .  à  

u n  r e c t a n g l e  d o n t  l e s  c ô t e s  s o i e n t  p a r a l l è l e s  a u x  a x e s  d e s  x  e t  y ,  o u  

b i e n  a u  s y s t è m e  d e  d e u x  d r o i t e s  m e n é e s  p a r  l ’ o r i g i n e  d e s  c o o r d o n n é e s  

e t  d e  d e u x  a r c s  d e  c e r c l e s  q u i  a i e n t  c e t t e  o r i g i n e  p o u r  c e n t r e ,  o u  b i e n  

e n c o r e  à  l a  c i r c o n f é r e n c e  e n t i è r e  d ’ u n  c e r c l e  d é c r i t  d e  c e t t e  o r i g i n e  

a v e c  l e  r a y o n  R ,  o n  t i r e r a  s u c c e s s i v e m e n t  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 )

M (/(~))) =  ^z f  { / (X h- J ' / ~ -/(·*·»4- jv / — O M t

+ )Lzl f  {f(x +  Y ^ J ~ ) - f ( x + y a\i::̂ )}dx,
• 2 7T Jx9

" V ’ ( ( / (  =  ) ) )  = ^ Z  f  { R/(H e '‘ U“ ') -  / -„/(/-o  e »  j e>‘ '/ r 7  d p
('0) (/'«) ' ” po
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SUR CERTAINES FORMULES DE CALCUL INTÉGRAL. 175

D a n s  c e s  d e r n i è r e s  f o r m u l e s ,  r, p  r e p r é s e n t e n t  d e s  c o o r d o n n é e s  

p o l a i r e s  l i é e s  a u x  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  x ,  y ,  p a r  l ' é q u a t i o n  

i m a g i n a i r e

x  + y  \J— i  =  r ep */ _ 1 ,

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  p a r  l e s  d e u x  é q u a t i o n s  r é e l l e s

x  rr= r  cos/?, y  “  r sin/?.

D e  p l u s ,  x a, y a, r 0, p 0 e t  X ,  Y ,  R ,  P  d é s i g n e n t  d e s  v a l e u r s  p a r t i c u l i è r e s  

d e s  q u a t r e  v a r i a b l e s  x ,  y ,  r, p .

I l  e s t  b o n  d ' o b s e r v e r  q u ' e n  v e r t u  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 )  l e  m o d u l e  d e  

^ e x p r e s s i o n  & ( ( (  f ( - s ) ) )  s e r a  i n f é r i e u r  a u  p r o d u i t

s i  l ' o n  i n d i q u e  à  l ’ a i d e  d e  l a  l e t t r e  A  l a  p l u s  g r a n d e  v a l e u r  q u e  p u i s s e  

a c q u é r i r  l e  m o d u l e  d e  l a  f o n c t i o n  f ( ^ )  p o u r  u n  p o i n t  s i t u é  s u r  l e  

c o n t o u r  0 0 '  0 " . . . .

C o n c e v o n s ,  p o u r  f i x e r  l e s  i d é e s ,  q u e ,  l e s  f o n c t i o n s  f ( s ) ,  F ( s ) ,  é t a n t  

f i n i e s  e t  c o n t i n u e s ,  a i n s i  q u e  l a  d é r i v é e  i ' ( z )  d e  î ( z ) ,  p o u r  t o u t e s  l e s  

v a l e u r s  d e  z  c o r r e s p o n d a n t e s  à  d e s  p o i n t s  r e n f e r m é s  d a n s  l e  c o n t o u r  

OO'O" . . . ,  o n  p r e n n e

L ’ é q u a t i o n  ( 1 )  s e r a  r é d u i t e  à

( 3 ) f(s )  =  o

s i  d ’ a i l l e u r s  o n  r e p r é s e n t e  p a r  m i e  n o m b r e  d e s  r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 3 )  

q u i  c o r r e s p o n d e n t  à  d e s  p o i n t s  r e n f e r m é s  d a n s  l e  c o n t o u r  O O ' O "  . . . ,  

e t  p a r  z t , z 2, . . . , z n c e s  m ê m e s  r a c i n e s ,  o n  a u r a ,  e n  v e r t u  d e  l a  

f o r m u l e  ( 2 ) ,

(4) m = ___ ï___  Ç CÎ M  ± d s
2 7 f 0 0 *

0>)

(6) F(5l)

· ·+ « .=  — H  f2 71 y  —  I J  a
? (z) clz 
f ( z ) ils

lis.

+  F ( z J + . . . +  F(zm) - — ± = f '  F ( - ) ^  Ts ils.
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Soient maintenant x  une variable réelle et f(æ)une fonction de cette 

variable, qui devienne infinie pour x  =  a. Si l’on fait croître x  la 

fonction î (x)  passera, en devenant infinie, du négatif au positif, ou du 

positif au négatif, ou bien elle ne changera pas de signe. La quantité 

+  i,  dans le premier cas, —  i, dans le second, zéro, dans le troisième, 

est ce que je nomme l’ indice de la fonction f(a?) pour la valeur don

née a de la variable x . Vindice intégral de f(æ), pris entre les limites 

x  —  x 0 e t  x  =  X >  x 0,

n’est autre chose que la somme des indices correspondant aux diverses 

valeurs de x ,  qui, rendant la fonction f(æ) infinie entre ces limites, 

représentent des racines réelles de l’équation

(7) f 7 ï ) = 0:

Je désigne cet indice intégral à l’aide de la lettre J e t par la notation

(8) J  ( ( f (·^))),

l’usage des doubles parenthèses étant ici le môme que dans le calcul 

des résidus. Lorsque la limite x 0 est une racine de l’équation (7), le 

terme correspondantàtr =  #0, dans la somme représentée par l’expres

sion (8), doit être réduit à +   ̂ ou à —  suivant que la fonction f(a?)

devient positive ou négative pour des valeurs de x  croissantes au-delà 

de x 0. Pareillement, lorsque X est une racine de l’équation (7), le 

terme correspondant à x  =  X, dans la somme représentée par l’expres

sion (8), doit être réduit à +   ̂> ou à —   ̂? suivant que la fonction f(æ)

devient négative ou positive pour des valeurs de x  décroissantes 

au-dessous de X. Cela posé, en partant de l’équation identique

r  <’ ^ ^ L d, =  r  f,w
•A·. 1 -t- f(¿c) v/— 1 J x , f(^) —

on établira sans peine la proposition suivante :
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T héorème. —  La somme des deux indices

(o) J  ( ( f ( * ) ) ) »  J  ( ( { ¿ y ) )
•fn -ro

est équivalente à + 1, à —  i,  ou à zéro, suivant que les deux quantités

f ( X ) ,

sont toutes deux positives ou toutes deux négatives, ou l'une positive et 

Vautre négative; de sorte qu'on a généralement

s désignant un nombre infiniment petit.

Lorsque la fonction sc présente sous la forme d’une fraction 

rationnelle, et que le degré du numérateur surpasse le degré du déno

minateur, on peut, dans la détermination de l’indice (8), substituer 

au numérateur de la fraction rationnelle le reste qu’on obtient en le 

divisant par le dénominateur. On pourra ensuite, en vertu de la for

mule ( io), échanger entre eux les deux termes de la fraction restante. 

Or, à l’aide de ces opérations plusieurs fois répétées, on finira par 

déterminer complètement l’indice intégral d’une fraction rationnelle 

quelconque, et cette détermination se trouvera réduite à la recherche 

du plus grand commun diviseur algébrique de deux polynômes entiers.

Revenons maintenant à la formule ( 4), et soient <p(a?, y ), y),

deux fonctions réelles déterminées par la formule

( i l )  { ( x + y f —  l ) = y ( x ,  y )  +  \J—  i y ( x ,  y ) .

Posons, d’ailleurs, pour abréger,

( 1 2 ) ^{x,y) = y)

Enfin, soient <p(j), x (s) et <];(.?), ce quodeviennentles fonctions o(x,y),  

X(x,  y)  et ty(x, y),  quand on exprime les coordonnées x,  y  en fonC-
GE'uvres de C. —  S. II, t. II. 23
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178 S U R  C E R T A I N  US F O R M U L E S  R E  C A L C U L  I N T É G R A L ,  

t i o n  d e  T a r e  s. O n  t i r e r a  d e  l a  f o r m u l e  ( 4 )

( i 3 ) ( (4,(5)))·
0

I l  y  a  p l u s .  C o m m e ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  l a  l e t t r e  t  u n e  c o n s t a n t e  r é e l l e ,  

o n  p e u t ,  s a n s  a l t é r e r  l ’ é q u a t i o n  ( 3 ) ,  y  r e m p l a c e r  l a  f o n c t i o n  f ( z )  p a r  

l e  p r o d u i t

( cos T -+- \J—  i sin T ) f (= ) ;

i l  e n  r é s u l t e  q u e ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 1 2 ) ,  o n  p o u r r a  a u x  f o n c t i o n s  

y ( x , y ) ,  x ( x , y )  s u b s t i t u e r  c e l l e s  q u i ,  d a n s  l e  p r o d u i t

( cost +  \J— I sinr)[cp(Æ, y)  +  \J— i ^ x ,  y ) \

r e p r é s e n t e n t  l a  p a r t i e  r é e l l e  e t  l e  c o e f f i c i e n t  d e  —  1 ,  e t  p o s e r ,  e n  

c o n s é q u e n c e

. , ,  , . .  œ( a ? ,  r )  c o s t  — y ( a ; ,  v )  s i n z
(i4) <\>(x y )  ■ ==!-) ----------- Ai I ,
'  '  1 X\x i y)  cost -+- y)  sinr

S i ,  d a n s  c e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l e ,  o n  a t t r i b u e  à  v  : i °  u n e  v a l e u r  n u l l e ;  

2 0 l a  v a l e u r  011 o b t i e n d r a  s u c c e s s i v e m e n t  l ’ é q u a t i o n  ( 1 2 )  e t  l a  

s u i v a n t e  :

(j5 ) x(x , y)
<p(̂ > y)'

L o r s q u e  l e  c o n t o u r  O O ' O "  . . .  e s t  f o r m é  d e  p l u s i e u r s  l i g n e s  d r o i t e s  o u  

c o u r b e s ,  a l o r s ,  p o u r  f a c i l i t e r  l e  c a l c u l  d u  n o m b r e  m  d é t e r m i n é  p a r  l a  

f o r m u l e  ( 1 3 ) ,  o n  p e u t  d é c o m p o s e r  l ’ i n d i c e  i n t é g r a l

J  ((']'(*)))

e n  p l u s i e u r s  p a r t i e s  c o r r e s p o n d a n t e s  à  c e s  m ê m e s  l i g n e s ,  e t  s u b s t i t u e r  

d a n s  c h a q u e  p a r t i e  à  l a  v a r i a b l e  s u n e  a u t r e  v a r i a b l e  t q u i  c r o i s s e  o u  

d é c r o i s s e ,  t a n d i s  q u e  s a u g m e n t e .  C e l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  r é d u i t  l e  c o n t o u r  

O O ' O "  . . .  à  u n  r e c t a n g l e  d o n t  l e s  c ô t é s  s o i e n t  p a r a l l è l e s  a u x  a x e s  d e s
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x,  y  ; ou au système de deux droites menées par l’origine, et de deux 

atcs de cercle qui aient cette origine pour centre, ou bien encore à la 

circonférence entière d’un cercle décrit de cette origine avec le rayon 

R, etc., on trouvera successivement

/ X  î5
(1 6 ) m=\\J ( ( 'K*.  7o))) +  c/  ((<P(X,y)))

- i / X((+( ^  Y))) - c / T(^ (^ , j ) ) )
Xq J 0

(17 ) m — ^ [ j  ( (4' ( /' uos/,B)//’ sil1/^))) +  /  ((^(Rcos/?, Rsin/j)))

2 U
—J  (( 'K / ’ CosP, r  siliP))) — J  ^(/'ocosjp, r 0sin/»)))

?‘o Ih

(18} · m =  \ J  ((^(Rcosp, Rsin/?))),
• —  71

etc.

Ces diverses valeurs de rn pourront être aisément calculées à l’aide 

de la formule ( io) ,  si la fonction f ( z )  est entière, puisqu’alors les 

seconds membres des formules (16), (17),  (18) renfermeront seule

ment des fonctions rationnelles de la variable x,  ou de la variable y,  

ou du rayon vecteur r, ou de l’expression imaginaire

1 +  tang —y/ —  1
ens!~i— --------- 2 ,

1 —  ta n g -  J —  1 
0 2 v

et, par conséquent, de tang^· Il est facile d’en conclure que, pour Une

équation algébrique de degré quelconque, la détermination du nombre 

des racines qui offriront des modules inférieurs à un nombre donné, 

sera réduite à la recherche du plus grand commun diviseur algé

brique c(e deux polynômes dont les degrés ne surpassent pas celui de 

la proposée, et qu’on pourra en dire autant de la détermination du 

nombre des racines, dans lesquelles le module r et l’arc/», ou la partie 

réelle x  et le coefficient y  de —  1 resteront compris entre des limites
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données. Si l’équation /(.s) =  o n’a point de racines égales, alors, en- 

désignant par s un nombre infiniment petit, et posanty 0 = —  £> Y =  e, 

on tirera de la formule (16)

On peut d’ailleurs s’assurer directement que, dans tous les cas, la 

valeur précédente de m est précisément le nombre des racines réelles 

et distinctes de l’équation ( 3), renfermées entre les limites #0, X. De 

Informulé (19) jointe à l’équation (10), on déduit immédiatement le 

théorème de Descartes, ainsi que plusieurs autres théorèmes dignes 

de remarque, publiés par l’Abbé Dcgua, par MM. Budan et Fouricr, 

et par M. Ch. Sturm.

Si l’on voulait déterminer la différence p. entre le nombre des racines 

positives distinctes, inférieures à un nombre donné R, et le nombre 

des racines négatives distinctes, supérieures à — R, il faudrait recourir 

à la formule

-lt

et de cette dernière formule, jointe à l’équation (10), on déduirait 

facilement un théorème à l’aide duquel j’ai démontré le premier, dans 

le Journal de l'École polytechnique, que pour toute équation algébrique, 

on peut trouver des fonctions ¡rationnelles des coefficients dont les 

signes fournissent le moyen de déterminer le nombre des racines

réelles négatives.

Il suit encore des formules (12) et (16), que, si l’équation J ( z ) —  0 

est algébrique et du degré n, le nombre m des racines qui offriront des 

parties réelles supérieures à une quantité donnée a, sera, pour des 

valeurs paires de n,

--- «
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et, pour dos valeurs impaires de n,

On aura, d’ailleurs, quel que soit«,

- » — 30

le double signe devant être réduit au signe +  ou au signe — , suivant 

que le rapport

-  <p(«> y)
x K  y)

deviendra positif ou négatif pour des valeurs infinies de y.

Au reste, quels que soient la fonction f ( z )  et le contour OO'O" . . . ,  

il résulte des formules ( i o)  et ( i 3), que le nombre des racines de 

l’équation f ( z )  =  o, correspondant à des points renfermés dans le 

contour dont il s’agit, se calculera aisément, si, pour chaque portion 

de ce contour, peut être exprimé rationnellement en fonction

de la variable s, ou même d’une autre variable t.

Concevons à présent que, la fonction f(s) étant décomposée en
/

deux parties T I ( ^ ) ,  ct(.z ) ,  le module du rapport reste, pour tous

les points situés sur le contour OO'O" . . . inférieur à l’unité, en sorte 

qu’on ait tout à la fois

(25) f(c) =  ï ï(5) +  tü( s)

et

(26) < 1 .

On conclura de la formule ( 4), que les racines correspondant à 

des points renfermés dans le contour OO'O". . .  sont en môme nombre 

pour l’équation (3) et pour la suivante :

(V) R ( 3 )  =  0.
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De,plus, si l’on désigne ces racines par zlf $a, . . zm pour l’équa

tion (3), et par Ç2, . . Çm pour l’équation (27), on tirera de la 

formule (6) jointe à la formule (2),

(28) l· (s,)  +  F ( 5 o ) . .H -F(^m)

—  F ( Ç i) 4-F (Ç 2)-|-r . . 4- F (  v'i ) +  ̂

cly[ 1 w( = ) 
JJ( = )

dz F(-)

puis en supposant remplie la condition (2G),

(29) F (s,)  4 - F ( s a) 4- . . . 4- F(s,„)

=  F(Çt) H-F(Ç,) + . . .  +  F ( U )

Donc alors la somme

U(5i) -t- F ( S i) 4- · . . 4- F ( 3m)

sera développable en une série convergente dont les différents termes 

s’exprimeront en fonction des racines Çi> C2, · ·.·, Cm de l’équation 

auxiliaire II(s) =  o. Ajoutons, qu’en vertu de la formule (1),  le 

module du terme général de cette série, c’est-à-dire le module de 

l’expression

(3o) i  P 11 t-'
r o ( 3 )

R(3)
F'(:

sera inférieur à la quantité

(31) ïM ( 5 $ ) V(5)]
et, à plus forte raison, au produit

( 32 )
cN M“
2 7T I I

les valeurs M, N étant respectivement

(33) M = A ^ f j ,  N =  AF'(*).

Donc la somme faite du terme ( 3o) et de ceux qui le suivent, ou le
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r e s t e  d e  l a  s é r i e  o f f r i r a  u n  m o d u l e  i n f é r i e u r  à

c N / M n M'!+1 \ c N / M "

2  n  V 77 71 +  1 I '  ' J  2 7T \ 77

M n+1

n ·>

e t  p a r  c o n s é q u e n t  à

(34)
c N  M "

2 71 77. ( I —  M  )

S i  l ' o n  p r e n d  F ( s )  =  z ,  l a  f o r m u l e  ( 2 9 )  d e v i e n d r a

(35 )

e t  l e  r e s t e  d e  l a  s é r i e  n e  s u r p a s s e r a  p a s  l e  p r o d u i t

( 36 )
c  M ' ·

2  7V 77 ( I —  M  ) ’

L e s  f o r m u l e s  q u i  p r é c è d e n t  c o m p r e n n e n t  c o m m e  c a s  p a r t i c u l i e r s  

c e l l e s  q u e  L a g r a n g e  e t  M .  P a o l i  o n t  d o n n é e s  p o u r  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e s  

f o n c t i o n s  e n  s é r i e s .  S i ,  p o u r  f i x e r  l e s  i d é e s ,  o n  s u p p o s e  n ( s )  =  (z  —  a)m, 

«  d é s i g n a n t  u n e  c o n s t a n t e  a r b i t r a i r e m e n t  c h o i s i e ,  l ’ é q u a t i o n  ( 3 )  s e r a  

r é d u i t e  à

( 3 7 )  (z  —  n)"‘ - h  r o ( a )  =  o

e t  l a  f o r m u l e  ( 2 9 )  d o n n e r a

( 3 8 ) F (zi ) +  F ( s 2) H- ■ · · +  F(.z,„)
fi — cc

(-!)«
:7 77F (7 7 ,)  +  V  L_LL _  

ZmÀ 77 I . 2 .

i dmn- l \{Ts{a)n F ' (77)]

,.(77777 —  1) damn~ 1

p o u r v u  q u ’ 011 a i t  A  < (  1 · S i  l ’ o n  r é d u i s a i t  l e  n o m b r e  m  à

l ’ u n i t é ,  a l o r s ,  à  l a  p l a c e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 3 8 ) ,  011 r e t r o u v e r a i t  l a  f o r m u l e  

d e  L a g r a n g e ,  s a v o i r

( 39 )

¡1 — 0}

F ( * )  =  F ( « ) + 2 ( - 0 "  
1 . 2  . . .  77

dn-'[Tz(a)n¥' (a)} 
dtin * ·

n ~ 1

Turin, ce 17 septembre i 83i .
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MÉMOIRES
SUR LA

DÉTERMINATION DU NOMBRE DES RACINES RÉELLES 
DANS LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES ( 4).

Bulletin de la Société Philomatique, p. 95-100; 1814.

Les géomètres se sont beaucoup occupés de la question qui fait 

l’objet de ces Mémoires, et qui peut être envisagée sous deux points 

de vue différents, selon qu’il s’agit des équations littérales, ou selon 

que l’on considère une équation dont tous les coefficients sont'donnés 

en nombres. Dans le second cas, le problème se résout complètement, 

en formant par les règles connues une équation auxiliaire dont les 

racines sont les carrés des différences entre celles de la proposée, ce 

qui fournit* le moyen d’assigner une quantité moindre que la plus 

petite de ces différences, et, par suite, de déterminer non seulement 

le nombre des racines réelles, mais aussi des limites entre lesquelles 

cfiacune des racines est comprise; mais relativement aux équations 

littérales, la question consiste à trouver des fonctions rationnelles de 

leurs coefficients, dont les signes déterminent dans chaque cas parti

culier le nombre et l’espèce de leurs racines réelles : or ce n’était 

jusqu’à présent que pour les équations des cinq premiers degrés qu’on

( 4) Cos mémoires ont été lus à l’Institut dans le courant do i 8i 3. Malgré son titre, 
l’article qui suit ne donne pas le texte des mémoires de Cauchy, mais une analyse cri
tique, due très certainement à Legendre (R. T,).
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était parvenu à former (le semblables fonctions, et M. Cauchy s’est 

proposé (le compléter cette partie de l’algèbre, en donnant une méthode 

applicable aux équations littérales de tous les degrés. Cette méthode 

est fondée sur la considération des courbes paraboliques, dont Stirling 

et Dcgua avaient déjà fait usage pour le même objet : on doit la 

regarder comme une extension de celle que Degua a donnée dans le 

volume de l’Académie des Sciences pour l’année 1741 s et comme une 

application des principes posés par ce géomètre.

Pour en donner une idée, supposons que l’équation proposée soit 

représentée par f x  =  o; faisons f x  égale à une nouvelle indéterminée/: 

l’équation y =  f x  appartiendra à une courbe parabolique, c’est-à-dire 

à une courbe composée d’une seule branche qui s’étend indéfiniment 

dans le sens des abscisses positives et dans celui des abscisses néga

tives. Les intersections de cette courbe avec l’axe des abscisses répon

dront aux racines réelles de l’équation proposée; or l’inspection seule 

de la courbe suffit pour montrer que le nombre de ces intersections 

surpassera au plus d’une unité le nombre des ordonnées maxima tant 

positives que négatives. Lorsqu’il n’y aura qu’un seul maximum entre 

deux intersections consécutives, le nombre des intersections sera 

précisément égal à celui des maxima augmenté d’une unité; mais si la 

courbe éprouve plusieurs sinuosités entre une intersection et celle 

qui la suit immédiatement, l’ordonnée parlant de zéro, passera par 

plusieurs maxima et minima successifs avant de redevenir nulle, et il 

est facile de voir que le nombre de ces maxima surpassera toujours 

d’une unité, celui des minima, d’où il résulte que le nombre total des 

intersections diminué d’une unité est toujours égal au nombre total 

des ordonnées maxima, moins le nombre des ordonnées minima (*).

Ce principe n’est pas modifié par les portions extrêmes de la courbe 

qui se prolongent indéfiniment au-dessus et au-dessous de l’axe des 

abscisses, et dont chacune contient un nombre égal de maxima et de 
minima. Il a également lieu par rapport à la totalité de la courbe, et

(*) Dans tout ceci, lo maximum ot Io minimum so rapportent aux grandeurs des 
ordonnées, abstraction faite de leurs signes.
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lorsque l’ou considère séparément la partie qui répond, soit aux 

abscisses positives, soitaux négatives. En effet, il est aisé de voir, par 

un raisonnement semblable au précédent, que, dans l’une des deux 

parties, l’excès du nombre des ordonnées maxima sur celui des 

ordonnées minima est égal au nombre des intersections, et que, dans 

l’autre· partie, il est égal à ce nombre diminué d’une unité. Mais pour 

savoir de quel côté cette unité doit être retranchée, on observera que 

les intersections répondant aux racines réelles de l’équation f x  —  o, 

il suffit de savoir si le nombre des racines négatives est pair ou impair, 

ce qui se décide, comme on sait, par le signe du dernier terme.

- Les plus grandes et les plus petites ordonnées de la courbe que nous 

considérons répondent aux abscisses déterminées par la différentielle 

première de l’équation f x  =  o, c’est-à-dire en employant la notation 

de M. Lagrange, par l’équation f ' x  =  o. Si donc on la sait résoudre, 

on connaîtra le nombre total des ordonnées maxima et minima, et il 

ne s’agira plus que de distinguer les unes des autres. Or, aux sommets 

des ordonnées maxima positives ou négatives, la courbe tourne sa 

concavité vers l’axe des abscisses ; elle est au contraire convexe vers cet 

axe aux sommets des ordonnées minima. Relativement aux premières, 

les deux quantités f x  et f ’x  sont de signes contraires, et leur produit 

est négatif; par rapport aux secondes, ces quantités sont de même 

signe, et leur produit est positif. Donc, en substituant toutes les racines 

réelles de l’équation f ' x =  o dans la fonction f x x f ' x ,  on connaîtra 

par les signes de cette quantité combien la courbe a d’ordonnées de 

chaque espèce, soit dans la partie des abscisses positives, soit dans la 

partie négative; d’où l’on conclura, d’après les principes précédents, 

le nombre et les signes des racines réelles de l’équation f x =  o.

Cette solution du problème suppose, comme on voit, la résolution 

de l’équation f ' x  =  o d’un degré inférieur d’une unité à celui de la 

proposée. Elle est due à Dcgua, qui l’a exposée, avec tous les dévelop

pements nécessaires, dans le Mémoire cité plus haut. On y trouve aussi 

les règles qu’ il a données pour reconnaître, sans résoudre aucune 

équation, si la proposée a toutes ses racines réelles, ou bien si elles
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sont en partie réelles et en partie imaginaires. Mais ce géomètre 

croyait impossible de fixer le nombre des racines imaginaires quand il 

en existe, à moins de résoudre une équation du degré immédiatement 

inférieur à celui de la proposée.

Tel est le point où Dcgua a laissé la question, et où M. Cauchy Ta 

reprise dans les Mémoires dont nous rendons compte.

Au'lieu de résoudre l’équation f ' x  —  o, formons-en une autre dont 

les racines soient les valeurs du produit f x f ' x  prises avec des signes 

contraires, et correspondant à toutes les ¡racines réelles ou imagi

naires de f ' x  =  o. Cette équation auxiliaire s’obtiendra par les règles 

de l’élimination, et elle sera du même degré que f ' x  =  o, c’est-à-dire 

du degré n —  i, si Ton suppose que n marque le degré de la pro

posée f x  =  o. Or les valeurs de f x f ' x ,  qui répondent à des racines 

imaginaires de f ' x  —  o, pourront quelquefois être réelles; mais alors 

ce produit f x f ' x  aura nécessairement des racines égales. Si donc on 

suppose d’abord que l’équation auxiliaire n’a pas de racines égales, il 

sera certain que le nombre de ses racines positives moins le nombre 

de ses racines négatives sera égal à celui des racines réelles de la pro

posée diminué d’une unité. Ainsi la détermination de ce dernier 

nombre, pour une équation du degré n, se trouve ramenée à celle de 

la différence entre les nombres de racines positives et do racines néga

tives pour une autre équation du degré n —  i . Voici comment M. Cauchy 

résout ce second problème.

Soit z  l’ inconnue de l’équation auxiliaire, et Z =  o cette équation, 

de manière que Z désigne un polynôme en z du degré.n —  i , M. Cauchy 

forme une seconde équation auxiliaire dont les racines sont les valeurs 

du produit ZZ" multipliées par celles de z et prises avec des signes 

contraires, c’est-à-dire les valeurs de la fonction —  zZ7J', qui répondent 

aux racines de Z '= o ;  Z' et Z", désignant à l’ordinaire les deux 

premières fonctions dérivées de Z. Cette seconde équation auxiliaire 

s’obtiendra, comme la première, par les règles de l’élimination, et elle 

sera du même degré que Z '= o ,  ou du degré n —  2. Si Ton suppose 

qu’elle n’a pas de racines égales, elle jouira d’une propriété qui consiste
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on ce que la différence entre le nombre de ses racines positives et celui 

de ses racines négatives étant augmentée ou diminuée d’une unité, 

donnera la même différence relativement aux racines positives et néga

tives de l’équation Z =  o. Cette différence, pour la première auxilaire, 

se conclura donc de celle qui a lieu pour la seconde, et il suffira de 

savoir si l’on doit augmenter ou diminuer celle-ci d’une unité. Or cela 

dépendra uniquement des signes des derniers termes dans les équa

tions Z =  o e t Z '= o ;  car si elles ont toutes deux un nombre pair ou 

toutes deux un nombre impair de racines positives, auquel cas leurs 

derniers termes seront de même signe, il faudra diminuer d’une unité 

la différence relative à la seconde auxiliaire pour en conclure celle qui 

se rapporte à la première; et, au contraire, il faudra l’augmenter d’une 

unité, lorsque l’une de ces équations Z =  o et Z '=  o aura un nombre 

pair et l’autre u n , nombre impair de racines positives, c’est-à-dire 

lorsque leurs derniers termes seront de signes différents. En observant 

donc que le dernier terme du polynôme Z' est de même signe que 

Pavant-dernier du polynôme Z, M. Cauchy énonce cette règle générale :

L’excès du nombre des racines positives sur celui des racines néga

tives de l’équation Z =  o est égal au même excès, par rapport à la 

seconde équation auxiliaire, diminué ou augmenté d’une unité, selon 

que le produit des coefficients des deux derniers termes du polynôme Z 

est une quantité positive ou négative.

Concevons d’après cela que l’on forme une troisième équation 

auxiliaire qui se déduise de la seconde, comme celle-ci se déduit 

de Z =  o; puis une quatrième qui se déduise de la troisième, aussi de 

la môme manière, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’enfin on soit parvenu 

à une équation du premier degré, ce qui formera un nombre n —  i 

d’équations, puisque la première Z =  o est du degré n —  i, et que le 

degré s’abaisse d’une unité eh passant d’une auxiliaire à la suivante. 

Supposons que, dans chacune de ces n —  i équations, on fasse le 

produit des coefficients des deux derniers termes; il résulte de la règle 

qu’on vient d’énoncer, que la différence entre les nombres de racines 

positives et de racines négatives de la première auxiliaire Z =  o, sera
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égale au nombre des produits de cette espèce qui seront négatifs, 

moins le nombre de ceux qui seront positifs; donc aussi, d’après la 

relation qui existe entre cette auxiliaire et la proposée X =  o, le 

nombre des racines réelles de celles-ci, diminué d’une unité, sera égal 

à cette même différence entre les nombres des produits de signes 

différents.

Ainsi, par les signes de n —  i fonctions rationnelles des coefficients 

de la proposée, on pourra juger du nombre de ses racines réelles. 

Pour qu’elles le soient toutes, il faudra que toutes ces fonctions soient 

négatives; et pour qu’elles soient toutes imaginaires, il suffira que le 

nombre des positives surpasse d’une unité celui des négatives. Si, par 

exemple, la proposée est du sixième degré, il y aura pour la réalité de 

toutes scs racines cinq conditions déterminées; mais; au contraire, 

pour qu’aucune de ses racines ne soit réelle, il faudra que trois sur 

cinq quantités soient négatives, condition qui peut être remplie de 

dix-manières différentes.

La règle que M. Cauchy a donnée pour déterminer la différence 

entre les nombres de racines positives et de racines négatives de la 

première auxiliaire, peut également s’appliquer à la proposée elle- 

même; et comme celle-ci est du degré n, il en résulte qu’en formant 

un nombre n de fonctions de ses coefficients, on pourra, d’après leurs 

signes, déterminer la différence entre les nombres de ses racines réelles 

de l’une et de l’autre espèces; on en connaît déjà la somme au moyen 

des n —  i fonctions précédentes; donc, au moyen de z n —  i fonctions 

rationnelles des coefficients de la proposée formées suivant des lois 

déterminées, on pourra connaître le nombre et l’espèce de ses racines 

réelles, ce qui est la solution générale du problème que M. Cauchy 

s’est proposé de résoudre.

Au reste, quoiqu’on n’ait besoin, en dernière analyse, que des deux 

derniers termes de chaque équation auxiliaire, il n’en faut pas moins 

les former toutes en entier; car chacune d’elles est nécessaire au calcul 

de la suivante. Les calculs deviendront extrêmement compliqués et 

presque inexécutables, quand il s’agira d’équation d’un degré un pèu
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élevé ; mais cette difficulté paraît tenir en grande partie à la nature de 

la question, et elle n’a pas empêché M. Cauchy d’appliquer sa méthode 

aux équations complètes des cinq premiers degrés pour lesquels il a 

lormé les systèmes de fonctions dont les signes déterminent le nombre 

et l’espèce de leurs racines réelles.

Dans l’exposé que nous venons défaire de la méthode de M. Cauchy, 

nous avons supposé qu’aucune des équations auxiliaires n’avait, des 

racines égales. Lorsque le contraire arrive pour une ou plusieurs 

d’entre elles ou pour leurs équations primes, ou enfin pour la proposée 

elle-même, les principes sur lesquels M. Cauchy s’est appuyé ne sont 

plus généralement vrais, et en même temps les règles qu’il en a 

déduites deviennent illusoires. En effet, il est facile de voir que, dans 

le cas des racines égales, quelques-uns des produits dont il faut consi

dérer les signes se trouveront égaux à zéro; on ne saura plus alors si 

l’on doit les compter parmi les fonctions positives ou parmi les néga

tives; par conséquent les règles précédentes ne seront plus immédia

tement applicables. Pour résoudre cette difficulté, M. Cauchy a proposé 

différents moyens qui nous semblent laisser encore à désirer, et pour 

lesquels nous renverrons le lecteur aux Mémoires mêmes, qui paraî

tront dans le prochain volume du Journal de VÉcole Polytechnique.

Œ uvres de C. — S. Il, l. IL 25

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



MÉMOIRE
SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. (*).

Bulletin de la Société Philomatique, p. i 85-i 88; 1814.

La considération des intégrales doubles est un moyen que les 

géomètres ont souvent employé, soit pour trouver les valeurs des 

intégrales définies, soit pour les comparer entre elles. M. Laplace s’en

nombres; M. Legendre, dans la première partie de ses Exercices de 

Calcul intégral; et j'ai eu aussi plusieurs fois l’occasion d'en faire 

usage. C'est sur cette considération qu’est fondée la première partie 

du Mémoire de M. Cauchy. Il prend une fonction de y, que je dési

gnerai par Y; il y met, à la place de y, une autre fonction de doux 

variables a; et s; et il observe qu’on a identiquement

d'où il résulte, en multipliant par dxdz, et prenant ensuite l’ intégrale 

double,

Ces intégrales sont indéfinies; mais si l’on suppose que l’intégrale rela

(*) Ce texte est le résumé critique, par Poisson, d’un mémoire de Cauchy, lu à 
l’Institut le 22 août 1814, qui ne sera publié qu’en 1827 {Mémoires présentés par 
divers savants à l'Académie royale des sciences de l'Institut de France, Sciences 
mathématiques et physiques, t. I, p. 599-799; cf. Œuvres complètes d'Augustin Cauchy “ 
i rc série, 1.1, p. 3ig-5o6) (R. T.)·

est d’abord servi dans son Mémoire sur les fonctions de grands

tive à x  est prise depuis x  =  a jusqu’à x  =  a', et l’intégrale relative
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à z, depuis z =  b jusqu’à z =  b'·, que de plus on fasse

l’équation précédente deviendra, en passant aux intégrales définies,

(i ) J 'f ( x ,  b') d x  — J 'f ( x ,  b) d x  =  j  F («', z) dz — J ' F (a, z) dz.

Elle établit, comme on voit, une relation entre quatre intégrales 

définies différentes, qui peut servir à leur détermination; mais 

M. Cauchy montre, en outre, comment on peut la partager en plusieurs 

autres équations, ce qui donne le moyen d’en tirer un plus grand 

avantage. D’abord il suppose que la fonction prise pour y , soit de la 

forme y  =  m -+- n y/—  i ; l’équation ( i)  contient alors une partie réelle 

et une partie imaginaire ; elle se subdivise donc en deux autres, que 

l’auteur décompose de nouveau, par un moyen que nous ne pouvons 

pas indiquer ici. Comme on peut prendre pour Y telle fonction d ey  

qu’on veut, et y substituer ensuite, à la place dey, une infinité d’expres

sions différentes, il semble que l’équation (i)  et celles qui s’en déduisent 

devraient déterminer quelques intégrales nouvelles; mais parmi les 

nombreux exemples que l’auteur a rassemblés dans la première partie 

de son Mémoire, je n’ai remarqué aucune intégrale qui ne fût pas déjà 

connue, ce qui tient sans doute à ce que son procédé, quoique très 

général et très uniforme, n’est pas essentiellement distinct de ceux 

qu’on a employés jusqu’ici.

Voici un des résultats les plus généraux qu’il obtient. Soit V une 

fonction de x;  supposons qu’en y substituant ( a +  6 y/"—  i ) x  à la 

place de cette variable, elle devienne P +  Q y/^T; supposons aussi 

que les produits P x ri et Q xn soient nuis, pour les valeurs x  =  o

et en prenant les intégrales entre ces limites, et en faisant,

pour abréger,

r  —  a' 2 b 2, u  =  r  cosO, ¿ =  /’ sinO,
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M. Cauchy trouve qu’on a, en général,

J 'V x " ·- ' d x  =z co*"· - J  \  x n 1 d x ,

J q x " - 1 d x  — j  N x<‘~' d x . , ■

On obtient immédiatement ces formules par la simple observation

qu’en substituant (a +  b \]—  i ) æ; à la place de x ,  les limites de l’inté

grale restent les mômes; de sorte qu’on a

J  V x 11- ' dx  =  ( « - + -  b \J~~ i )" J  ( P  H- Q  v  —  0  dx  ;

mettant pour a et b leurs valeurs, et partageant cette, équation en deux 

* autres, on trouve les formules citées; mais par la manière dont 

M. Cauchy y parvient, on voit que ces formules sont sujettes à des 

conditions relatives aux valeurs extrêmes de V x” et Q.r", et à quelques 

autres exceptions; ce qui prouve que l’emploi du facteur imagi

naire —  i n’est pas toujours légitime.

Dans la seconde partie de son Mémoire, M. Cauchy observe que 

l’équation (i) est quelquefois en défaut, et que cela arrive quand les

fonctions comprises sous le signe J  deviennent  ̂ pour des valeurs

de a; et de z comprises entre les limites de l’intégration. En effet, on 

sait qu’une fonction de deux variables qui se présente sous cette forme 

est réellement indéterminée; elle est susceptible d’une infinité de 

valeurs différentes, et elle en prend deux, qui ne sont pas les 

mêmes, lorsqu’on y substitue dans deux ordres differents les valeurs

particulières des variables qui la rendent^· Si donc on a une inté

grale j j  <b(x, z)d xd z, et que <\>(x, z)  passe par l’indéterminé pour

des valeurs x  —  a et z =  o, comprises entre les limites de l’intégration, 

il arrivera que l’élément <J>(a, 6>)dxdz, qui leur correspond, aura 

deux valeurs différentes, selon qu’on y fera d’abord x  —  a et 

ensuite z =  ë, ou selon que l’on commencera par z —  S; donc l’inté

grale double, qui est la somme de tous les éléments, n’aura pas non
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plus la môme valeur, selon que l’on commencera l’intégration par 

rapport à l’une ou à l’autre variable; donc aussi les deux membres de 

l’équation (i) pourront quelquefois n’ôtre pas égaux, puisqu’ils repré

sentent les résultats d’une intégration double, faite dans deux ordres 

différents.

A cette remarque de M. Cauchy, on doit ajouter qu’au moins l’une 

des deux valeurs de <I>(æ, z), correspondantes à x  =  v. et z =  ê, doit 

être infinie; car si elles étaient toutes deux finies, on pourrait négliger

l’élément d>(a, S)dxdz, sans que l’ intégrale j j "(p(x, z)d x d z  en fût

altérée; et alors sa valeur serait encore la môme, quoiqu’on eût effectué 

l’intégration dans deux ordres différents.

M. Cauchy, après avoir indiqué les cas ou l’équation (i)  devient 

fautive, détermine la quantité À, qu’il faut alors ajouter à l’un de ses 

deux membres pour rétablir l’égalité. Il fait voir qu’elle est exprimée 

par une ou plusieurs intégrales simples, d’une espèce particulière, et 

qu’il nomme intégrales singulières. Ce sont des intégrales prises dans 

un intervalle infiniment petit, et effectuées sur une fonction contenant 

elle-même une quantité infiniment petite, qu’on ne doit supprimer 

qu’après l’intégration. Ces intégrales ne se présentent pas ici pour la 

première fois; on en rencontre une semblable dans le problème d’un 

corps pesant sur une courbe donnée, lorsque le mobile approche d’un 

point où la tangente est horizontale : s’il en est à une distance infi

niment petite, et que sa vitesse soit nulle, le temps qu’il emploie pour 

l’atteindre tout à fait, a une valeur finie qui, est déterminée par une 

intégrale de l’espèce dont nous parlons. Le propre de ces intégrales 
est d’être indépendantes de la forme de la fonction soumise à l’ inté

gration ; ainsi, dans l’exemple que nous citons, la valeur du temps ne 

dépend pas de l’équation de la courbe, mais seulement de la longueur 

du rayon de courbure au point que l’on considère; et c’est une circons

tance semblable qui permet à M. Cauchy de donner sous une forme 

très simple la valeur générale de la quantité A.

Ce que le Mémoire dont nous rendons compte contient, selon nous,
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de plus curieux, c’est l’usage que l’auteur fait des intégrales qu’il 

nomme singulières, pour exprimer d’autres intégrales prises entre des 

limites finies. Il parvient ainsi à plusieurs résultats déjà connus. Cette 

manière indirecte de les obtenir ne doit pas être préférée aux méthodes 

ordinaires, mais elle n’en est pas moins très remarquable, et digne de 

l’attention des géomètres. Il obtient par ce moyen les valeurs de 

quelques intégrales qu’on n’avait pas encore explicitement considérées, 

mais qui rentrent dans d’autres intégrales déjà connues, ou qui s’en 

déduisent asses facilement. Par exemple, M. Cauchy donne la valeur 

de l’intégrale

dont on obtient la valeur en la réduisant en série suivant les puis

sances de oc, ainsi que M. Legendre l’a pratiqué relativement à une 

intégrale un peu moins générale. L’intégrale de M. Cauchy se déduit 

de celle que nous citons, en y supposant a =  i, c =  a-\-b, et faisant 

ensuite les réductions convenables.

cos b x  clxcos
J  cos a x  i 4 - æ- ’

prise depuis x  —  o jusqu’à x  =  or elle est comprise dans celle-ci

cos a x  i -\- x
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DE LA DIFFÉRENCE 

ENTRE

LES ATTRACTIONS EXERCÉES PAR UNE COUCHE INFINIMENT MINCE

SUR

DEUX POINTS TRÈS RAPPROCHÉS L ’UN DE L ’AUTRE 

SITUÉS

L ’ UN A L ’INTÉRIEUR,

L ’AUTRE A L’EXTÉRIEUR DE CETTE MÊME COUCHE.

Bulletin de la Société Philomatique, p. 53-56 ; 1815 .

On sait que l’attraction exercée par une couche infiniment mince 

sur un point très rapproché d’elle a deux expressions différentes, 

suivant que ce point est situé à l’intérieur ou à.l’extérieur. On peut 

d’abord, vu l’épaisseur infiniment petite do la couche, supposer celle- 

ci réduite à une simple surface attirante, mais pour laquelle la force 

attractive en chaque point varierait proportionnellement à l’épaisseur 

dont il s’agit. Cela posé, si l’on considère deux points situés tout près 

de la surface et sur une môme normale, l’un-au dedans, l’autre au- 

dehors, les actions exercées sur ces deux points suivant le plan 

tangent seront égales entre elles, et les actions exercées suivant la 

normale différeront d’une quantité égale au produit de quatre fois le 

rapport de la circonférence au diamètre par la force attractive de la 

surface. En général la différence des actions exercées suivant une direc

tion déterminée sera égale à la différence qu'on vient de citer multipliée 

par le cosinus de Vangle que forme cette direction avec la normale. On
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trouve une démonstration synthétique de ce théorème dans le premier 

Mémoire de M. Poisson sur l’électricité. Je vais faire voir comment on 

peut le déduire des formules générales de l’attraction.

Soient M et N les deux points donnés situés tout près de la surface 

que l’on considère et sur une même normale, l’un à l’intérieur, l’autre 

à l’extérieur. Soient x y, y it z lt x 2, J i, s« les coordonnées respectives 

des points M et N rapportés à trois axes rectangulaires; et supposons 

que la normale menée par ces deux points coupe la surface en un 

troisième point R, dont les coordonnées soient X, Y, Z. Enfin désignons 

par E la force attractive au point R, et par x , y, z les coordonnées 

variables de la surface. Si l’on représente par 

(I) = - Z  =  P ( * - X )  +  QO--Y)

l’équation du plan tangent au point R, les coordonnées du point M 

satisferont aux équations

( X\ — X +  P(5[ — Z) =  o,

(9) b ' , - Y  +  Q(5,-Z) =  o.

Soit encore 0 l’angle formé par la normale avec une droite déterminée. 

Si l’on prend cette droite pour axe des z, on aura

(3 ) cos 0 =  / ....... .... ·
^(, +  pi+Q»)

Voyons maintenant quelle est la différence des attractions exercées 

par la surface suivant cette même droite sur chacun des points M et N.

Désignons par O le point de la surface auquel appartiennent les 

coordonnées x , y, z : soit e la force attractive au même point; et r4 la 

distance des points O et M, en sorte qu’on ait

( 4 )  r t =  ( ( . r  —  . r , ) ' - + ( T —  —  - j ) 2) ' ·

Enfin, soit À l’attraction de la surface sur le point M suivant l’axe 

des s : en faisant à l’ordinaire ^  =  p, ^  =  q, on aura

A  =  - j j '  ( i  +  P' H -  Cf-)* dx  d y ,(5 )
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l’intégrale double devant s’étendre à tous les points de la surface. De 

même, si l’on représente par B l’attraction de la surface sur le point N, 

et que l’on fasse

(6 ) r4 =  (( a? -  ¿* )* +  ( .y -  r  i )* +  (- — s« )*) \

on trouvera

(7) B = — j j  e ~̂ ^  ~”2-> (1 +/?-·+- rf-y dœ dy,

la nouvelle intégrale étant prise entre les mêmes limites que la 

première.

Si l’on suppose maintenant les points M et N très rapprochés l’un 

de l’autre et de la surface donnée; on aura à très peu près

XíZnXi  — X,  J , = ; ) · ,=  Y, z, — Z»=Z.

Dans le même cas, les éléments des intégrales doubles qui repré

sentent les valeurs de A et de B seront sensiblement égaux entre eux, 

tant que les quantités

---  >   —‘
'"1 r i

auront une valeur finie, c’est-à-dire tant que les quantités

X — Xi, J ' — J, ,  z — z, ,r — x.2, y — y ,, z  — z.,, 

ou, ce qui revient au même, les suivantes :

•r — y  — - — z

ne seront pas toutes à la fois infiniment petites. Ainsi, pour obtenir la 

différence des intégrales doubles qui représentent les attractions A 

et B, il suffira de déterminer les parties de ces intégrales qui corres

pondent à des valeurs de x ,y ,  z très peu différentes de X, Y, Z. On y 

parvient de la manière suivante.

Considérons d’abord l’ intégrale double qui forme le second membre 

de l’équation ( 5), et faisons

Z —  5 | =  a.

On aura, en vertu des équations (2),

/ Y — Ji  =  - Q * ·
[ X  — a?,  =  - P a ,

Œ uvres de C, — S. II, t. TI. 26
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D e  p l u s ,  l e s  p o i n t s  M  e t  R  é t a n t  c e n s é s  t r è s  v o i s i n s  l ' u n  d e  l ' a u t r e ,  

a  s e r a  u n e  q u a n t i t é  t r è s  p e t i t e ;  e t ,  s i  l ' o n  v e u t  q u e  l e  p o i n t  O  s o i t  a u s s i  

t r è s  r a p p r o c h é  d u  p o i n t  R ,  i l  f a u d r a  s u p p o s e r  e n  o u t r e
/

( 9 )  x  —  X =  a x ', y  — 1  —  ay', z —  L —  az',

x ', y', z' é t a n t  d e  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  q u i  p o u r r o n t  o b t e n i r  d e  t r è s  

g r a n d e s  v a l e u r s  p o s i t i v e s  o u  n é g a t i v e s ,  m a i s  t e l l e s  n é a n m o i n s  q u e  l e s  

q u a n t i t é s  ax', a  y', a  z' r e s t e n t  t o u j o u r s  f o r t  p e t i t e s .  A i n s i ,  p a r  

e x e m p l e ,  s i  l ' o n  c o n s i d è r e  a  c o m m e  u n  i n f i n i m e n t  p e t i t  d u  p r e m i e r  

o r d r e ,  i l  s e r a  p e r m i s  d e  c o n s i d é r e r  x ' , y ', z1 c o m m e  d e s  q u a n t i t é s  

i n f i n i e s  d e  l ’ o r d r e  p o u r v u  q u e  n  s o i t  1 .  D a n s  c e t t e  h y p o t h è s e ,  011 

a u r a  à  f o r t  p e u  p r è s

e =  E, ( i+ / > t + 7 t f  =  (1 +  P t + Q t ) * = ^ ·

O n  a u r a  d e  p l u s  e n  v e r t u  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 ) ,

z —  P x ' -+- Qy  ;

e t ,  p a r  s u i t e ,  l e s  é q u a t i o n s  ( 8 )  e t  ( 9 )  d o n n e r o n t

■ d x  dy  :
P x '- p  Q y  + 1

(i.x' — p )2h- ( y  — Q)2+  {P x ' Q y + i)*y
-y d x ' dy'.

C e l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  A '  l a  p a r t i e  d e  l ’ i n t é g r a l e  A ,  q u i  c o r r e s 

p o n d  à  d e s  v a l e u r s  d e  x ,  y ,  z  f o r t  p e u  d i f f é r e n t e s  d e  X ,  Y ,  Z ,  o n  

t r o u v e r a

(1 0 )
E

cosO 1
" Px'-h  Q y +  i

d x ' dy ' ,

p o u r v u  q u e  l ’ o n  f a s s e

(n) p =  Ç (x '—  P)2-+- ( y  — Q)2-H (Pa?' +  Qj'-l·- i)2)T
~  (  cô?Ô +  ^ +  p2)*'2+  aPQaj'y +  (1 +  Q2) / ' 2

1

e t  q u e  l ’ o n  p r e n n e  l a  n o u v e l l e  i n t é g r a l e  e n t r e  l e s  l i m i t e s  x '  —  — 0 0 , 

î c '  =  + o o , y ’ —  — o o ,  /  =  +  0 0 . D ’ a i l l e u r s  e n t r e  c e s  m ê m e s  l i m i t e s  

o n  a  é v i d e m m e n t

P a/H- Q y '
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L’équation ( io )

(12) A' =

S o i t  m a i n t e n a n t  

l e s  v a r i a b l e s

i r é d u i r a  d o n c  à

E fP d x ' dy ' 
cos 0 JJ p3

J =  x ' t  : o n  a u r a

x ' — —  00, x ' — 

/  =  — 00, /  =

e n t r e  l e s  l i m i t e s

: H- oo ;
: +  o o .

o  e t  x  d e  t o u t e s

x ' d x ' d t

£¿5 +  0 +  aPQ« H-1 +  Qs**)

d t=  cosO /
J n - P 2

7 1  i> A=  -  cos20.

E n  q u a d r u p l a n t  c e t t e  v a l e u r ,  o n  o b t i e n d r a  c e l l e  d e  l ’ i n t é g r a l e  

p r i s e  e n t r e  l e s  l i m i t e s  —  x  e t  +  x  d e s  d e u x  v a r i a b l e s ;  e t  

p a r  s u i t e  l a  f o r m u l e  ( 1 2 )  d e v i e n d r a  

( i 3 )  h ! =  —  2 n E  cosO.

L e s  c a l c u l s  p r é c é d e n t s  s u p p o s e n t  l a  q u a n t i t é  a ,  o u  Z  —  z if p o s i t i v e .  S i  

e l l e  e û t  é t é  n é g a t i v e ,  o n  a u r a i t  e n c o r e  t r o u v é  l a  m ê m e  v a l e u r  d e  A ' ,  

m a i s  a v e c  u n  s i g n e  d i f f é r e n t .  O n  a u r a  d o n c  g é n é r a l e m e n t

( 1 4 )  A ' = i p  2 7 r E  C O S 0,

l e  s i g n e  s u p é r i e u r  d e v a n t  ê t r e  a d o p t é  s i  Z  s u r p a s s e  z^, e t  l e  s i g n e  

i n f é r i e u r  d a n s  l e  c a s  c o n t r a i r e .

D e  m ê m e ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  B '  l a  p a r t i e  d e  l ’ i n t é g r a l e  B  q u i  c o r r e s 

p o n d  à  d e s  v a l e u r s  d e  x ,  v ,  z,  t r è s  p e u  d i f f é r e n t e s  d e  X ,  Y ,  Z ,  o n  

t r o u v e r a

(15) B '= :±  27tE cosO,

l e  s i g n e  +  d e v a n t  ê t r e  a d o p t é  s i  s u r p a s s e  Z ,  e t  l e  s i g n e  —  d a n s  l e  

c a s  c o n t r a i r e .  D ’ a i l l e u r s ,  l e s  q u a n t i t é s

— Z ei z,, — h

é t a n t  t o u j o u r s  n é c e s s a i r e m e n t  d e  s i g n e s  o p p o s é s ,  i l  e n  s e r a  d e  m ê m e  

d e s  q u a n t i t é s  A '  e t  B ' .  L a  d i f f é r e n c e  d e  c e s  d e r n i è r e s ,  e t  p a r  s u i t e  c e l l e  

d e s  q u a n t i t é s  A  e t  B ,  s e r a  d o n c  t o u j o u r s  é g a l e ,  a b s t r a c t i o n  f a i t e  d u  

s i g n e ,  à  4 ^ E c o s 0 . c .  q . f . n.
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DÉMONSTRATION GÉNÉRALE DIJ THÉORÈME DE FERMAT
S U R

LES NOMBRES POLYGONES.

Bulletin de la Société Philomatique, p. 196-197; i 8 i 5.

L e  t h é o r è m e  d o n t  i l  s ’ a g i t  c o n s i s t e  e n  c e  q u e  t o u t  n o m b r e  e n t i e r  

p e u t  ê t r e  f o r m é  p a r  l ’ a d d i t i o n  d e  t r o i s  ( r i a n g u l a i r c s ,  d e  q u a t r e  c a r r é s ,  

d e  c i n q  p e n t a g o n e s ,  d o  s i x  h e x a g o n e s ,  e t  a i n s i  d e  s u i t e .  L e s  d e u x  

p r e m i è r e s  p a r t i e s  d e  c e  t h é o r è m e ,  s a v o i r ,  q u e  t o u t  n o m b r e  e n t i e r  e s t  

l a  s o m m e  d e  t r o i s  t r i a n g u l a i r e s  e t  d e  q u a t r e  c a r r é s ,  s o n t  l e s  s e u l e s  q u i  

a i e n t  é t é  d é m o n t r é e s  j u s q u ’ à  p r é s e n t ;  a i n s i  q u ’ o n  p e u t  l e  v o i r  d a n s  l a  

Théorie des nombres d e  M .  L e g e n d r e ,  e t  d a n s  l ’ O u v r a g e  d e  M .  G a u s s ,  

q u i  a  p o u r  t i t r e  Disquisitiones arilhmelicæ. l ’ é t a b l i s  d a n s  l e  M é m o i r e  

q u e  j ’ a i  d o n n é  à  c e  s u j e t  l a  d é m o n s t r a t i o n  d e  t o u t e s  l e s  a u t r e s ;  e t  j e  

f a i s  v o i r  e n  o u t r e  q u e  l a  d é c o m p o s i t i o n  d ’ u n  n o m b r e  e n t i e r  e n  c i n q  

p e n t a g o n e s ,  s i x  h e x a g o n e s ,  s e p t  h e p t a g o n e s ,  e t c . ,  p e u t  t o u j o u r s  ê t r e  

e f f e c t u é e  d e  m a n i è r e  q u e  l e s  d i v e r s  n o m b r e s  p o l y g o n e s  e n  q u e s t i o n ,  à  

l ’ e x c e p t i o n  d e  q u a t r e ,  s o i e n t  é g a u x  à  z é r o  o u  à  l ’ u n i t é .  O n  p e u t  d o n c  

é n o n c e r  e n  g é n é r a l  l e  t h é o r è m e  s u i v a n t  :

Tout nombre entier est égal à la somme de quatre pentagones, ou à une 

semblable somme augmentée d'une unité; à la somme de quatre hexa

gones, ou à une semblable somme augmentée d'une ou de deux unités; à 

la somme de quatre heptagones, ou à une semblable somme augmentée, 

d'une, de deux ou de trois unités, et ainsi de suite.
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L a  d é m o n s t r a t i o n  d e  c e  t h é o r è m e  e s t  f o n d é e  s u r  l a  s o l u t i o n  d u  p r o 

b l è m e  s u i v a n t  :

Décomposer un nombre entier donné en quatre carrés dont les racines 

fassent une somme donnée.

J e  r é d u i s  c e  d e r n i e r  p r o b l è m e  à  l a  d é c o m p o s i t i o n  d ’ u n  n o m b r e  

e n t i e r  d o n n é  e n  t r o i s  c a r r é s ,  e n  f a i s a n t  v o i r  q u e ,  s i  u n  n o m b r e  e n t i e r  

e s t  d é e o m p o s a b l e  e n  q u a t r e  c a r r é s  d o n t  l e s  r a c i n e s  f a s s e n t  u n e  s o m m e  

d o n n é e ,  l e  q u a d r u p l e  d e  c e  n o m b r e  e s t  d é e o m p o s a b l e  e n  t r o i s  c a r r é s  

d o n t  l ’ u n  a  p o u r  r a c i n e  l a  s o m m e  d o n t  i l  s ’ a g i t .  I l  e s t  a i s é  d ’ e n  c o n c l u r e  

q u e  l e  p r o b l è m e  p r o p o s é  n e  p e u t  ê t r e  r é s o l u  q u e  d a n s  l e  c a s  o ù  l e  

c a r r é  d e  l a  s o m m e  d o n n é e  e s t  i n f é r i e u r  a u  q u a d r u p l e  d e  l ’ e n t i e r  q u e  

l ’ o n  c o n s i d è r e ,  e t  o ù  l a  d i f f é r e n c e  d e  c e s  d e u x  n o m b r e s  e s t  d é c o m p o -  

s a b l e  e n  t r o i s  c a r r é s ;  c e  q u i  a  l i e u  e x c l u s i v e m e n t ,  l o r s q u e  c e t t e  d i f f é 

r e n c e ,  d i v i s é e  p a r  l a  p l u s  h a u t e  p u i s s a n c e  d e  4  q u i  s ’ y  t r o u v e  c o n t e n u e ,  

n ’ e s t  p a s  u n  n o m b r e  i m p a i r  d o n t  l a  d i v i s i o n  p a r  8  d o n n e  7  p o u r  r e s t e .  

S i  a u x  d e u x  c o n d i t i o n s  p r é c é d e n t e s  o n  a j o u t e  c e l l e  q u e  l e  n o m b r e  

e n t i e r  e t  l a  s o m m e  d o n n é e  s o i e n t  d e  m ê m e  e s p è c e ,  c ’ e s t - à - d i r e ,  t o u s  

d e u x  p a i r s  o u  t o u s  d e u x  i m p a i r s ;  o n  a u r a  t r o i s  c o n d i t i o n s  q u i  d e v r o n t  

ê t r e  r e m p l i e s  p o u r  q u ’ 011 p u i s s e  r é s o u d r e  l e  p r o b l è m e  d o n t  i l  s ’ a g i t .  

M a i s  011 n e  d o i t  p a s  e n  c o n c l u r e  q u e  l a  s o l u t i o n  s o i t  p o s s i b l e  t o u t e s  l e s  

f o i s  q u ’ o n  p o u r r a  s a t i s f a i r e  à  c e s  m ê m e s  c o n d i t i o n s .  P o u r  q u ’ o n  s o i t  

a s s u r é  d ’ o b t e n i r  u n e  s o l u t i o n ,  i l  f a u t  e n  o u t r e ,  e t  i l  s u f f i t ,  q u e  l a  

s o m m e  d o n n é e  s o i t  s u p é r i e u r e ,  o u  é g a l e ,  o u  i n f é r i e u r e  a u  p l u s  d ’ u n e  

u n i t é ,  à  u n e  c e r t a i n e  l i m i t e  d o n t  l e  c a r r é  a u g m e n t é  d e  d e u x  é q u i v a u t  

a u  t r i p l e  d u  n o m b r e  d o n n é .

E n  a p p l i q u a n t  c e s  p r i n c i p e s  a u x  n o m b r e s  i m p a i r s  o u  i m p a i r e m e n t  

p a i r s ,  o n  r e c o n n a î t  f a c i l e m e n t  q u e  t o u t  n o m b r e  e n t i e r  i m p a i r ,  o u  d i v i - .  

s i b l e  u n e  f o i s  s e u l e m e n t  p a r  2 ,  p e u t  ê t r e  d é c o m p o s é  e n  q u a t r e  c a r r é s ,  

d e  m a n i è r e  q u e  l a  s o m m e  d e s  r a c i n e s  s o i t  u n  q u e l c o n q u e  d e s  n o m b r e s  

d e  m ô m e  e s p è c e  c o m p r i s  e n t r e  d e u x  l i m i t e s  d o n t  l e s  c a r r é s  s o i e n t  

r e s p e c t i v e m e n t  l e  t r i p l e  e t  l e  q u a d r u p l e  d u  n o m b r e  d o n n é .

O n  d é m o n t r e  a v e c  l a  m ê m e  f a c i l i t é  q u e  t o u t  n o m b r e  e n t i e r  p e u t
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t o u j o u r s  ê t r e  d é c o m p o s é  e n  q u a t r e  c a r r é s  d e  m a n i è r e  q u e  l a  s o m m e  

s o i t  c o m p r i s e  e n t r e  l e s  d e u x  l i m i t e s  q u ’ o n  v i e n t  d ’ é n o n c e r .  O n  d o i t  

s e u l e m e n t  e x c e p t e r  p a r m i  l e s  n o m b r e s  i m p a i r s  l e s  s u i v a n t s  :

X, 5 , 9, II,  17, 19, 29, 4 i ;

e t ,  p a r m i  l e s  n o m b r e s  p a i r s ,  t o u s  c e u x  q u i ,  d i v i s é s  p a r  u n e  p u i s s a n c e  

i m p a i r e  d e  2 ,  d o n n e n t  p o u r  q u o t i e n t  u n  d e s  n o m b r e s  p r e m i e r s

I, 3 , 7, II,  17.

A  l ’ a i d e  d e  c e s  p r o p o s i t i o n s  e t  d e  q u e l q u e s  a u t r e s  s e m b l a b l e s ,  011 

p a r v i e n t  s a n s  p e i n e ,  n o n  s e u l e m e n t  à  p r o u v e r  q u e  t o u t  n o m b r e  e n t i e r  

e s t  d é c o m p o s a b l e  e n  c i n q  p e n t a g o n e s ,  s i x  h e x a g o n e s ,  e t c .  ; m a i s  

e n c o r e  à  e f f e c t u e r  c e t t e  d é c o m p o s i t i o n  d e  t e l l e  s o r t e ,  q u e  l e s  n o m b r e s  

c o m p o s a n t s  s o i e n t  t o u s ,  à  l ’ e x c e p t i o n  d e  q u a t r e ,  é g a u x  à  z é r o  o u  à  

l ’ u n i t é .
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DÉMONSTRATION

D’UN THÉORÈME CURIEUX SUR LES NOMRRES.

Bulletin de la Société Philomatique, p. i 33-i 35; 1816.

O n  a  p u  v o i r  d a n s  l e  d e r n i e r  n u m é r o  d e  c e  Bulletin l ’ é n o n c é  d ’ u n e  

p r o p r i é t é  r e m a r q u a b l e  '  d e s  f r a c t i o n s  o r d i n a i r e s  o b s e r v é e  p a r  

M .  J .  F a r e y .

C e t t e  p r o p r i é t é  n ’ e s t  q u ’ u n  s i m p l e  c o r o l l a i r e  d ’ u n  t h é o r è m e  c u r i e u x  

q u e  j e  v a i s  c o m m e n c e r  p a r  é t a b l i r .

T héorème. —  Si, après avoir rangé dans leur ordre de grandeur les 

fractions irréductibles dont le dominateur n'excède pas un nombre entier 

donné, on prend à volonté dans la suité ainsi formée deux fractions 

consécutives, leurs dénominateurs seront premiers entre eux, et elles 

auront pour différence une nouvelle fraction dont le numérateur sera 

l'unité.

Démonstration. —  S o i t  |  l a  p l u s  p e t i t e  d e s  d e u x  f r a c t i o n s  q u e  l ’ o n

c o n s i d è r e ,  e t  n l e  n o m b r e  e n t i e r  d o n n é .  S o i e n t  d e  p l u s  a’ e t  b' l e s  p l u s  

g r a n d e s  v a l e u r s  e n t i è r e s  q u e  l ’ o n  p u i s s e  a t t r i b u e r  a u x  v a r i a b l e s  x  e t  y  

d a n s  l ’ é q u a t i o n  i n d é t e r m i n é e

( i ) h x  —  ay —  i

e n  s u p p o s a n t  t o u t e f o i s  b '¿ ln .  L a  f r a c t i o n  |  é t a n t  i r r é d u c t i b l e  p a r  

h y p o t h è s e ,  e t  l a  v a l e u r  d e  b' v é r i f i a n t  l ’ é q u a t i o n  ba' —  a b '= i ,  b e t  b'
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s e r o n t  n é c e s s a i r e m e n t  p r e m i e r s  e n t r e  e u x ,  e t  T o n  a u r a  d e  p l u s

a! a _ i
7P~~ b ~ b b r

L a  f r a c t i o n  y  j o u i r a  d o n c ,  r e l a t i v e m e n t  à  l a  f r a c t i o n  d e s  p r o p r i é t é s

é n o n c é e s  p a r  l e  t h é o r è m e ,  e t  p o u r  é t a b l i r  c e  m ê m e  t h é o r è m e  i l  s u f f i r a  

d e  p r o u v e r  q u e ,  p a r m i  t o u t e s  l e s  f r a c t i o n s  i r r é d u c t i b l e s  d o n t  l e  d é n o 

m i n a t e u r  n ’ e x c è d e  p a s  n,  c e l l e  q u i  s u r p a s s e  i m m é d i a t e m e n t  |  e s t p r é e i -

u'
s è m e n t  y  O n  y  p a r v i e n t  d e  l a  m a n i è r e  s u i v a n t e .

L e s  d i v e r s e s  v a l e u r s  d e  y  q u i  r é s o l v e n t  l ’ é q u a t i o n  ( i )  f o r m e n t  l a  

p r o g r e s s i o n  a r i t h m é t i q u e

b '— 2b, b ' -  b, b', b '+ b ,  b '+ 2 b ,  . . . .

e t  p u i s q u e  b' e s t  l a  p l u s  g r a n d e  d e  c e s  v a l e u r s  q u i  s o i t  c o m p r i s e  d a n s  

n,  o n  a  n é c e s s a i r e m e n t

n < b '+ b .

S o i t  m a i n t e n a n t  u n e  f r a c t i o n  i r r é d u c t i b l e  e t  p l u s  g r a n d e  q u e  -rg O

p r i s e  p a r m i  c e l l e s  d o n t  l e  d é n o m i n a t e u r  n ’ e x c è d e  p a s  n.  S i  l ’ o n  f a i t ,  

p o u r  a b r é g e r

(2) b f  —  ag —  m,

o n  a u r a

J  a __  m
g  b ~  bg'

A i n s i  l a  d i f f é r e n c e  d e s  f r a c t i o n s  A  |  s e r a  g é n é r a l e m e n t  e x p r i m é e

p a r  y j  e t  s i ,  o n  d o n n e  à  m  u n e  v a l e u r  c o n s t a n t e  e n  l a i s s a n t  v a r i e r  g ,

c e t t e  d i f f é r e n c e  a u r a  l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  p o s s i b l e ,  l o r s q u e  g  a u r a  l a  

p l u s  g r a n d e  v a l e u r  p o s s i b l e .  D ’a i l l e u r s  l e s  d i v e r s e s  v a l e u r s  d e  g  q u i  

s a t i s f o n t  à  l ’ é q u a t i o n  ( 2 )  s o n t  é v i d e m m e n t  c o m p r i s e s  d a n s  l a  p r o g r e s 

s i o n  a r i t h m é t i q u e

. . . ,  mb’ — 2b, m b'— b, m b', m b '+ b , m b ' 2b,
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d o n t  l e  t e r m e  m b ' + b ,  é g a l  o u  s u p é r i e u r  à  & ' +  b,  e s t  p a r  s u i t e  s u p é 

r i e u r  à  n,  e t ,  c o m m e  g  n e  d o i t  p a s  e x c é d e r  n,  i l  e s t  c l a i r  q u ’ i l  s e r a

t o u t  a u  p l u s  é g a l  a u  t e r m e  mb'  ; d ’ o ù  i l  s u i t  q u e  l a  f r a c t i o n  ^  n e  

p o u r r a  d e v e n i r  i n f é r i e u r e  à

ni _ 1

m b 'b  b b 1*

D o n c ,  p a r m i  t o u t e s  l e s  f r a c t i o n s  s u p é r i e u r e s  à  e t  d o n t  l e  d é n o m i n a 

t e u r  n ’ e x c è d e  p a s  n , l a  p l u s  p e t i t e  e s t  c e l l e  d o n t  l a  d i f f é r e n c e  a v e c  |  e s t  

é g a l e  à  c ’ e s t - à - d i r e ,  l a  f o n c t i o n  ~ ·

Corollaire.  —  S i ,  p a r m i  l e s  f r a c t i o n s  d o n t  i l  s ’ a g i t  d a n s  l e  t h é o r è m e ,  

o n  e n  p r e n d  t r o i s  d e  s u i t e  à  v o l o n t é ,  e n  d é s i g n a n t  c e s  t r o i s  f r a c t i o n s  

p a r

a al a"
b’ IP ’ V

o n  a u r a

e t  p a r  s u i t e  

d ’ o ù  l ’ o n  c o n c l u t

a'b — a b '=  i, . al'b’ — d b " —  i, 

a! b —  ab'—  al' b' —  a'b" ;

«  H - a "__ci'
F + F  ~  V  ·

C e t t e  d e r n i è r e  é q u a t i o n  n ’ e s t  a u t r e  c h o s e  q u e  l ’ e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  

d é j à  p r o p r i é t é  o b s e r v é e  p a r  M .  J .  F a r e y .

Œ uvres, de C. — S. U, t. IL 37
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SUR

LES RACINES IMAGINAIRES DES ÉQUATIONS·

Bulletin de la Société Philomatique, p. 5-9; 1817.

J e  m e  s u i s  p r o p o s é  d ’ é t a b l i r ,  p a r  u n e  d é m o n s t r a t i o n  d i r e c t e  e t  

s i m p l e ,  l a  p r o p o s i t i o n  q u i  s e r t  d e  b a s e  à  l a  t h é o r i e  d e s  r a c i n e s  i m a g i 

n a i r e s ,  e t  q u ’ o n  p e u t  é n o n c e r  c o m m e  s u i t  ·

T héorème 1 . —  Si l'équation

( i ) x n-\- a,®'1-* -+- ai æn~t -\-. 1® +  «„ =  o

n'a pas de racine réelle, on pourra toujours y  satisfaire en prenant pour 

x  une expression de la forme

(2) x  =  r(coscp —  1 )sin<p ; '

ou, en d'autres termes, on pourra trouver pour r et <p un système de 

valeurs réelles qui vérifient en même temps les deux équations

| /’"cos/icp +  a t r ,! 1 cos(77 —  i)cp 4 - . . .  +  7'coscp 4- a =  o,

( r11 sin n cp —1— a, rn~ * sin (n — i)cp +  . . . + an^j/’ sincp =  o.

L a  d é m o n s t r a t i o n  d e  c e  t h é o r è m e  e s t  f o n d é e  s u r  l e s  d e u x  l e m m e s  

s u i v a n t s  :

Lemme I. — Soit f ( y )  =  o une équation dont y =  b représente une 

racine réelle, mais qui ait une seule racine égale à b, on pourra toujours 

attribuer à 6 une valeur assez petite, pour que, y étant égal ou inférieur 

à S, l'une des deux fonctions f{b-\-v),  f ( b — v) soit constamment 

positive, et l'autre constamment négative.
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E n  e f f e t ,  p u i s q u e  / ( 6 )  =  o ,  s i  T o n  d é v e l o p p e  / ( 6  +  e )  s u i v a n t  l e s  

p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  e ,  o n  a u r a  u n e  é q u a t i o n  d e  l a  f o r m e

(4) / ( ¿ ± ( ’) = ± B p  +  Cf,i± D ( ' 3 +  . . . = ± B ( ' ^ i ±

B  n ’ é t a n t  p a s  n u l ,  a t t e n d u  q u ’ o n  s u p p o s e  u n e  s e u l e  r a c i n e  é g a l e  à  b. 

O r ,  e  v e n a n t  à  d é c r o î t r e ,  l e  s i g n e  d u  s e c o n d  m e m b r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 4 )  

f i n i r a  p a r  d é p e n d r e  u n i q u e m e n t  d u  s i g n e  d e  s o n  p r e m i e r  t e r m e  +  B e ;  

e t  p a r  s u i t e  l e s  s i g n e s  d e s  d e u x  f o n c t i o n s  / ( 6  +  e ) ,  f ( b  —  e )  f i n i r o n t  

p a r  ê t r e  r e s p e c t i v e m e n t  é g a u x  à c e u x  d e s  q u a n t i t é s  +  B e ,  — B r .  

D o n c ,  e t c .

Lemme I I .  —  Si / ( +  y) —  o désigne une fonction rationnelle et entière 

d 'x  et d'y, et que pour une certaine valeur de x  l'équation f ( x ,  y) =  o 

résolue par rapport à y  fournisse plusieurs racines réelles inégales; x  

venant à croître ou à décroître par degrés insensibles, les racines réelles 
de l'équation varieront elles-mêmes par degrés insensibles sans qu'aucune 
d'elles puisse disparaître, à moins que préalablement l'équation 

n'acquière des racines égales.

E n  e f f e t  s u p p o s o n s  q u e ,  p o u r  x  =  a, l ’ é q u a t i o n  f ( x ,  y) =  o  a d m e t t e  

p l u s i e u r s  r a c i n e s  r é e l l e s  i n é g a l e s  d o n t  l ’ u n e  s o i t  y  =  b. O n  p o u r r a  

( l e m m e  I )  a s s i g n e r  à  6J u n e  v a l e u r  a s s e z  p e t i t e ,  p o u r  q u e ,  v é t a n t  é g a l  

o u  i n f é r i e u r  à  S  s a n s  ê t r e  n u l ,  l ’ u n e  d e s  d e u x  q u a n t i t é s  / ( a ,  6  +  e )  

f (a ,  b —  e )  s o i t  c o n s t a m m e n t  p o s i t i v e  e t  l ’ a u t r e  c o n s t a m m e n t  n é g a t i v e .  

D e  p l u s ,  e  a y a n t  u n e  s e m b l a b l e  v a l e u r ,  o n  p o u r r a  t o u j o u r s  a t t r i b u e r  à  

a  u n e  a u t r e  v a l e u r  a s s e z  p e t i t e ,  p o u r  q u e ,  u é t a n t  é g a l  o u  i n f é r i e u r  à  a ,  

l e s  t r o i s  q u a n t i t é s

/ ( a — u, b -+- (>), f ( a ,  6 +  e), / («-+-«,  ¿> 4-e)

s o i e n t  d e  m ê m e  s i g n e ,  e t  q u ’ i l  e n  s o i t  e n c o r e  d e  m ê m e  d e s  t r o i s  

s u i v a n t e s  :

f ( a  —  u, b  —  v), f ( u ,  b  r ) ,  J \ u  - \ -  u, b  —  e ) .

C e l a  p o s é ,  i l  e s t  c l a i r  : i° q u e  f ( u  — u, 6 +  e) e t  f ( a  — u, b — v) s e r o n t  

d e  s i g n e s  c o n t r a i r e s  : 0 q u e  f ( a  +  u, b +  v)  e t  f ( a  +  u, b —  e )  s e r o n t
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également de signes contraires; d’où il suit que, u étant égal ou infé

rieur à a, chacune des équations

f ( a  — u , y )  =  o, / ( « + « , ,  y )  =  o,

résolue par rapport à y, fournira une racine réelle comprise entre les 

limites y  — b —  v, y  —  b-\-v. Ainsi, v ayant une valeur très petite, 

pourvu qu’elle soit inférieure à 6, on peut assigner à a une valeur telle 

x  venant à croître depuis a jusqu’à <2 + a, ou à décroître depuis a 

jusqu’à a —  a, l’équation f ( x ,  y )  —  o, résolue par rapport à y, 

conserve toujours une racine réelle comprise entre les limites b —  e, 

b +  v, c’est-à-dire, une racine qui ne diffère pas sensiblement de b; ce 

qui suffît pour établir le lemme énoncé.

Comme on n’altère pas la forme de l’équation f ( x , y )  =  o en y 

changeant a; en '-■ > on doit en conclure que le lemme II subsiste dans le 

cas même où la valeur de æ représentée par a devient infinie; et l’on 

peut assurer que, si pour -  =  o, ou x — cc, l’équation f ( x , y )  =  o 

résolue par rapport à y  fournit plusieurs racines réelles et inégales, la 

même équation pour de très petites valeurs de ^ inférieures à une 

certaine limite a, ou, ce qui revient au même, pour de très grandes 

valeurs de x  supérieures à la limite admettra autant de racines 

réelles fort peu différentes des premières.

Lorsque l’équation f ( x ,  y )  =  o est du degré n par rapport à y,  elle 

ne saurait admettre n racines réelles différentes de valeurs, que dans 

le cas où elle n’a pas de racines égales. Si donc.,, pour x  =  a, elle a en 

effet n racines réelles différentes ; et qu’en fa'isant varier x  par degrés 

insensibles, on finisse par faire disparaître une ou plusieurs de ces 

racines; puisque dans l’intervalle ces racines elles-mêmes varieront 

par degrés insensibles, sans qu’aucune puisse disparaître avant que 

l’équation n’acquière des racines égales, il est clair que dans le 

même intervalle une certaine valeur de x  aura déterminé une réduc

tion dans le nombre des racines réelles, en amenant l’égalité de deux 

ou de plusieurs d’entre elles.
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Venons maintenant à la démonstration du théorème I.

Démonstration. —  Si dans les équations (3) on fait c o s © =  î , elles 

prendront la forme .

( 5 )
M r > s ) =  °,

r( i  — s ’- ÿ f n - s { r ,  s) — o,

f n(r, i), /„_t(r, s) désignant deux fonctions rationnelles et entières de 

r et de s, Tune du degré n, l'autre du degré n —  i ; et il suffira évidem

ment de prouver que, dans le cas où l’équation ( i )  n’a pas de racines 

réelles, on peut satisfaire aux deux suivantes :

(6 )
f n(r,  s) =  o, 

s) =  o,

par un même système de valeurs réelles de r et de <p, ou, ce qui revient 

au même de r et de s, s =  cos<p étant compris entre les limites ± i .  

Or, la supposition r =  oo réduit les équations (3) à celles-ci :

(7)
C O S71 Cp z =  O ,

sin ?x cp =  o.

Ces dernières fournissent respectivement pour cos <f =  s9 la première 

n racines réelles inégales, savoir :

(8)

7T
S =  cos--- >

2 n
('2/1 — 3 ) 7Ts =  cos -------------- »

2 n

37T
=  COS -----5 · ■ · 1

2 n
( 2  7£ —  X ) 7T

et la seconde n —  x racines réelles pareillement inégales, savoir :

. ,  TT 2 7 î  ( f l —  1) 7;
( Q  ) S —  COS — ,  s —  C O S  ,  . . . .  S =  COS  ------------ —  ,n n n

indépendamment des deux valeurs comprises dans la formule

( 10) S = ± l ,

d’où il suit que, pour le cas de r =  a>, on satisfait à l’équation 

/„(/·, s) —  o au moyen des valeurs des données par les formules (8),
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e t  à  l ' é q u a t i o n
_1_

( i  —  s 2)'2 s) =  o ,

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  a u x  d e u x  s u i v a n t e s

■ ' (l — S2)'- =  0, i )  =  0 ,
J_

p a r  l e s  v a l e u r s  ( 9 )  e t  ( 1 0 ) ;  s a v o i r ,  à  l ’ é q u a t i o n  ( 1  —  s3)- =  o  p a r  l e s  

v a l e u r s  ( 1 0 )  s e u l e m e n t ,  e t  à  l ’ é q u a t i o n  f ^ ^ r ,  s) —  o  p a r  l e s  v a l e u r s

( 9 ) .  O n  d o i t  e n  c o n c l u r e  ( l e m m e  I I )  q u e ,  p o u r  d e  t r è s  g r a n d e s  v a l e u r s  

d e  r  s u p é r i e u r e s  à  u n e  c e r t a i n e  l i m i t e  R ,  l e s  é q u a t i o n s  ( 6 )  r é s o l u e s  p a r  

r a p p o r t  à  s d o i v e n t  r e s p e c t i v e m e n t  f o u r n i r ,  l a  p r e m i è r e  n  r a c i n e s  

r é e l l e s  t r è s  p e u  d i f f é r e n t e s  d e s  v a l e u r s  ( 8 ) ,  e t  l a  s e c o n d e  n  —  1 r a c i n e s  

r é e l l e s  t r è s  p e u  d i f f é r e n t e s  d e s  v a l e u r s  ( 9 ) .

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( 6 )  r  v i e n n e  à  

d é c r o î t r e  p a r  d e g r é s  i n s e n s i b l e s  d e p u i s  r =  R  j u s q u ’ à  r = o .  I l  a r r i v e r a  

d e  d e u x  c h o s e s  l ’ u n e .  O u ,  d a n s  c e t  i n t e r v a l l e ,  l e s  2 n —  1 v a l e u r s  r é e l l e s  

d e  s q u i  s e r v e n t  d e  r a c i n e s  a u x  é q u a t i o n s  ( 6 ) ,  e t  q u i  v a r i e n t  a v e c  r  p a r  

d e g r é s  i n s e n s i b l e s ,  s u b s i s t e r o n t  t o u j o u r s  s a n s  s e  c o n f o n d r e ,  e t  s a n s  

q u e  l ’ o r d r e  d e  l e u r s  g r a n d e u r s  r e s p e c t i v e s  s o i t  j a m a i s  a l t é r é  ; o u  q u e l 

q u e s - u n e s  d e  c e s  v a l e u r s ,  d ’ a b o r d  d i f f é r e n t e s ,  d e v i e n d r o n t  é g a l e s  e n t r e  

e l l e s .  I l  e s t  i n u t i l e  d e  c o n s i d é r e r  s é p a r é m e n t  l e  c a s  o ù  q u e l q u e s  

r a c i n e s  r é e l l e s  f i n i r a i e n t  p a r  d i s p a r a î t r e  s o i t  d a n s  l ’ u n e  s o i t  d a n s  l ’ a u t r e  

d e s  é q u a t i o n s  ( 6 ) ;  p a r c e  q u ’ e n  f a i s a n t  l ’ a p p l i c a t i o n  d u  l e m m e  I I  à  c e s  

m ê m e s  é q u a t i o n s ,  o n  r e c o n n a î t  s a n s  p e i n e  q u e  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  d o n t  

i l  s ’ a g i t  r e n t r e  d a n s  l a  s e c o n d e  d e s  d e u x  h y p o t h è s e s  q u ’ o n  v i e n t  d e  

f a i r e .  D e  p l u s  i l  e s t  f a c i l e  d e  v o i r  q u e  l a  p r e m i è r e  h y p o t h è s e  e s t  i n a d 

m i s s i b l e .  E n  e f f e t ,  an n e  p o u v a n t  ê t r e  n u l ,  p u i s q u e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 )  e s t  

s u p p o s é e  n ’ a v o i r  p a s  d e  r a c i n e s  r é e l l e s ,  o n  n e  s a u r a i t  é v i d e m m e n t ,  

p o u r  d e  t r è s  p e t i t e s  v a l e u r s  d e  r ,  s a t i s f a i r e  à  l a  p r e m i è r e  d e s  é q u a t i o n s  

( 6 ) ,  o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  à  l a  p r e m i è r e  d e s  é q u a t i o n s  ( 3 ) ,  p a r  

d e s  v a l e u r s  d e  i  =  cos<p c o m p r i s e s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  ± 1 .  D ’ a i l l e u r s ,  

t a n t  q u e  l a  p r e m i è r e  d e s  é q u a t i o n s  ( 6 )  c o n s e r v e  n  r a c i n e s  r é e l l e s  

i n é g a l e s ,  c o m m e  c e s  r a c i n e s  v a r i e n t  a v e c  r  p a r  d e g r é s  i n s e n s i b l e s ,
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aucune d’elles ne peut dépasser les limites ± 1 ,  sans avoir préalable

ment atteint ces mêmes limites ; et d’autre part, si, pour une certaine 

valeur de r, on pouvait satisfaire à l’ équation f n(r, s) =  o en supposant 

.y =  cosç = 4 - 1 ,  la même valeur de r vérifierait la première équation

(3) réduite par cette supposition à

r " ±  a i rn~l -|- rn~‘l ± . . . ±  «„_] r  -+- an— o,

et l’équation (i) aurait une racine réelle égale, au signe près, à cette 

valeur. Donc, puisque l’équation (i) n’a pas de racines réelles, on 

peut assurer que, pour de très petites valeurs de r, la première des 

équations (6) résolue par rapport à s n’aura plus de racines réelles, 

non seulement entre les limites s —  mais même hors de ces 

limites.

La seconde des deux hypothèses entre lesquelles nous devions 

choisir est donc la seule admissible; et nous dévons conclure que, r 

venant à décroître au-dessous de la limite R par degrés insensibles, les 

m  —  i valeurs réelles de s qui servent de racines aux équations (6) 

varieront d’abord pendant un certain temps par degrés insensibles en 

conservant l’ordre de leurs grandeurs respectives, mais qu’à la fin une 

certaine valeur de r amènera l’égalité de deux ou plusieurs racines 

réelles.

Il est de plus évident que la première égalité qui se présentera 

sera celle d’une ou plusieurs racines qui se suivaient immédiatement 

dans l’ordre de grandeur observé pour r =  R, c’est-à-dire, pour des 

valeurs de r très considérables, ou, ce qui revient au même, pour 

r = o c; et comme l’inspection seule des équations (8) et (g) suffit 

pour faire voir que les diverses racines, rangées d’après cette loi, 

appartiennent alternativement à la première et à la seconde des 

équations (6), il est clair que la première égalité sera celle d’une ou 

de plusieurs racines de la première équation avec une ou plusieurs 

racines de la seconde. Enfin, comme avant cette première égalité 

aucune racine réelle de l’équation f n(r, s) =  o n’aura pu disparaître, 

les racines qui deviendront alors égales entre elles, se trouveront

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



216 S U R  L E S  R A C I N E S  I M A G I N A I R E S  D E S  É Q U A T I O N S .

nécessairement, par les raisons que nous avons développées ci-dessus, 

comprises entre les limites ± i .  Donc, r venant à décroître, les équa

tions (6) finiront par obtenir une racine réelle commune s comprise 

entre les limites ±  i. c. o f d

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SECONDE NOTE
SUR

LES RACINES IMAGINAIRES DES ÉQUATIONS.

B u lle t in  d e  la  S o c ié té  P h ilo m a t iq u e , p. 161-164; 1817.

Qu’il soit toujours possible de décomposer un polynôme en facteurs 

réels du premier et du second degré; ou, en d’autres termes, que 

toute équation, dont le premier membre est une fonction rationnelle 

et entière de la variable x , puisse toujours être vérifiée par des valeurs 

réelles ou imaginaires de cette variable : c’est une proposition que l’on 

a déjà prouvée de plusieurs manières. MM. Lagrange, Laplace et Gauss 

ont employé diverses méthodes pour l’établir; et j’en ai moi-même 

donné une démonstration fondée sur des considérations analogues à 

celles dont M. Gauss a fait usage. Quoi qu’il en soit, dans chacune des 

méthodes que je viens de citer, on fait une attention spéciale au degré 

de l’équation donnée, et quelquefois même on remonte de cette 

dernière à d’autres équations d’un degré supérieur. Ces considérations 

m’ayant paru étrangères à la question, j’ai pensé que le théorème dont 

il s’agit dépendait uniquement de la forme des deux fonctions réelles 

que produit la substitution d’une valeur imaginaire de la variable dans 

un polynôme quelconque ; et j’ai été assez heureux, en suivant cette 

idée, pour arriver à une démonstration qui semble aussi directe et 

aussi simple qu’on puisse le désirer. .Te vais ici l’exposer en peu 

de mots.

Œ u v res de C. —  S. II, t. II. 28
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Soit/(3?) un polynôme quelconque en x .  Si l’on y substitue pour 

x  une valeur imaginaire —  i , on aura

(1) f ( u  +  v \ / ~ )  =  P +  Q y / ~

P et Q étant deux fonctions réelles u et v. De plus, si l’on fait

( 2 )  P -H Q \ / — 1 =  R(cosT 4 -  \J—  1 sinT),

Il sera ce qu’on appelle le module de l’expression imaginaire

P +  Q v/—"· ;

et sa valeur sera donnée par l’équation

(3) U * = P * + Q » .

Cela posé, le théorème à démontrer, c’est que l’on pourra toujours 

satisfaire par des valeurs réelles de u et de v aux deux équations 

’ P =r o, Q =  o ;

ou, ce qui revient au même, à l’équation unique

R =  o.

Il importe donc de savoir quelles sont les diverses valeurs que peut 

recevoir la fonction R, et comment cette fonction varie avec u et v. On 

y parviendra, comme il suit.

Supposons que les quantités u et e obtiennent à la fois les accrois

sements h et k, et soient AP, AQ, AR, les accroissements correspon

dants de P, Q, R. Les équations ( 3) et (1) deviendront respectivement

(<i) (R +  AR)2=  (P 4- AP )*+ (Q 4 - AQ)-,

(à) P +  AP +  (Q +  AQ) v / ~ ï

■ =/("■  +  e +  h +  k v/— 0 = / ( “ +  v \f-~1)

4- (à 4- k v/- 1) f \(11 4- 0 y/— ')

-h (à +  k y/— 1) H- c y/— 1) -P· · ·,

f i ,  f i , ... désignant de nouvelles fonctions. Pour déduire de l’équation 

( 5) les valeurs P +  AP et de Q-f-AQ, il suffit de ramener le second 

membre à la forme p  +  q yj—  1. C’est ce que l’on fera en substituant à
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f ( u  +  v sJ—  i) sa valeur R(cosT +  i sinT), et posant en outre

h -|- k \/— i =  p(cos9 +  y/— i sinO),

/ , ( m -+- v \J— i) =  Ri(cosTt -i- — i sinT^ ), 

ft  ( m -t- p'\ /— i) =  R2( cosT 2+  y/— i sinT,),

Après les réductions effectuées, l’équation ( 5) deviendra 

(6) P +  AP +  iQ +  A Q ) / ^
=  RcosT -+- IUpcostT, +  0 ) +  R2p2cos(T2 +  20) + . . .

H- [R sinT -+- R, p s i n ( T , -+- 0 ) +  R,p2sin(T.,+ 2O) H- . . . ] \J —  t

et l’on en conclura

( P +  AP =  RcosT +  R,pcos(T1+ 0 ) +  Rsp2c o s ( T ,+ 2 0 ) + . . . ,

 ̂ { Q + A Q  =  RsinT +  R,psin(T, +  0 ) +  R,p! sin(T2+ 20 ) + . . . ,

(8) (R-t-AR)2 =  [R co sT + R 1pcos(T1+ 0) +  R2p2cos(T1+ 2O)+ . .  ,]2
-H-(RsinT H- R,psin(T1+  0) -+- R2p2sin(T,-t- 20) + .  . . |'2.

Supposons maintenant que, pour certaines valeurs attribuées aux 

valeurs u et v, l’équation

R =  o

ne soit pas satisfaite. Si dans cette hypothèse R, n’est pas nul, le 

second membre de l’équation (8) ordonné suivant les puissances 

ascendantes de p deviendra

R2 +  2 RR, p cos ( T ! — T +  0 ) + . . .  ;

et par suite la quantité

(R -+■  AR)2 — R'2,

où, l’accroissement de R2 ordonné suivant les puissances ascendantes 

de p aura pour premier terme

2RR,p2cos(T t — T -+- 0).

Si dans la môme hypothèse R4 était nul, sans que R2 le fût, l’accroisse

ment de If2 aurait pour premier terme

2 RR2 p2 COS (T2— T-b 2 0 ),
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etc. Enfin ce premier terme deviendrait

2 RR„ p" cos ( Tn —  T 4- n 0 ),

si pour les valeurs données de u et v toutes les quantités R1# R2, . . .  

s’évanouissaient jusqu’à R„_4 inclusivement. D’ailleurs, si l’on attribue 

à p des valeurs positives très petites, et à G des valeurs quelconques, 

ou, ce qui revient au même, si l’on attribue aux quantités h et k des 

valeurs numériques très petites; l’accroissement de R2, savoir, 

(R +  AR)2—  112, sera de même signe que son premier terme repré

senté généralement par le produit

(9) 2RR„pncos(T,i— T -4- 716)

et, comme la valeur de 0 étant arbitraire, on peut en disposer de 

manière à rendre cos(T„— T +  nG), c’est-à-dire, le dernier facteur 

du produit (g), et par suite le produit lui-même, ou positif ou négatif; 

il en résulte que, dans le cas où des valeurs particulières attribuées 

aux variables u et v ne vérifient pas l’équation R =  0, la valeur corres

pondante de R2 ne peut être ni un maximum, ni un minimum. Donc, 

si l’on peut s’assurer a priori que R2 admet une valeur minimum, on 

devra en conclure que cette valeur est nulle, et qu’il est possible de 

satisfaire à l’équation R =  o.

Or R2 admettra évidemment un minimum correspondant à des 

valeurs finies de u et de v, si, pour de très grandes valeurs numériques 

de ces mêmes variables, R2 finit par devenir supérieure à toute quan

tité donnée. D’ailleurs si l’on fait

a 4- v \J— 1 =  r(cosz  4- \/ — 1 sins) ;

à de très grandes valeurs numériques de u et v correspondront de très 

grandes valeurs de r, et réciproquement. Donc, pour que l’on puisse 

satisfaire à l’équation R =  o par des valeurs réelles et finies des 

variables u et v, il est nécessaire et il suffit que la quantité R2 déter

minée par les équations

J R ^ P ’ +Q S

( P 4- Q \J— 1 = / [ r ( c o s s  H- \J— 1 Sins)]
(ro)
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finisse par devenir constamment, pour de très grandes valeurs de r, 

supérieure à tout nombre donné.

La conclusion précédente subsiste également, que la fonction f ( x ')  

soit entière ou non. Elle exige seulement que P et Q soient des 

fonctions continues des variables u et v, et que les quantités IL, R2, ... 

ne deviennent jamais infinies pour des valeurs finies de ces mêmes 

variables.

Supposons en particulier que la fonction f{ x )  soit entière, et faisons 

en conséquence

f ( x )  =  at x " '+  a i a; ' 1- 1 + . . .  H- un- xx  H- a„.

Les équations (10) donneront

P -+- Q y/— i =  /[/ ’cos.; h -  / siiu y/— j ]

=  a0rn cos ri.:· -1- «,/■ " 1 cos ( /7 — i ) :  +  . . . +  «„ . i /' cos ;  H- «„ 

H- (r i0/ '" s i n / z :  +  a, r n-~l s i n  (n —  1)5  + .  . . - + -  « « - » s i i i s . )  y/—  1 ,

<7, cos(n — i)z.
P r r  a 0r„ COS 77 3 H-

^ u,L. I cos j  <1̂  1

«0 /■“ 1 «o/'/J'

r, ,T  · a, sm(/i. — 1)5 sin^'lQ - «„/·" S1I1775 H------ --- ------------ h . . .  H--- —  _ _  ,
L «0 r  «o r n~ ' J

Hi = P *+ Q *= a *i’*“
2 «! cos- 1 

«0 r

or il est clair que, pour de très grandes valeurs de r, la valeur précé

dente de R2 finira par surpasser toute quantité donnée. Donc, en 

vertu de ce qui a été dit plus liaut, Ton pourra satisfaire par des 

valeurs réelles de u et de v à l’équation

U  r z :  o ,

ou, ce qui revient au même, aux deux suivantes :

P =  o, Q =  0.

Au reste la méthode ci-dessus exposée n’est pas uniquement appli

cable au cas où la fonction f { x )  est entière; et, lors même que cette
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fonction cesse de l’être, les raisonnements dont nous avons fait usage 

peuvent servir à décider, s’il eshpossiblc de satisfaire à l’équation

f { x )  —  o

par des valeurs réelles ou imaginaires de la variable x.
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SUR

UNE LOI DE RÉCIPROCITÉ
QUI EXISTE ENTRE CERTAINES FONCTIONS.

B u lle t in  d e lu  S o c ié t é  P h ilo m a t iq u e , p. 121-12/i; z 8x7.

Nous avons établi, dans notre Mémoire sur la théorie des ondes, 

certaines formules que M. Poisson a également obtenues de son côté, 

et desquelles il résulte que, si deux fonctions respectivement désignées 

par les caractéristiques / e t  <p satisfont à l’équation

( I ) /(«) =

1

l’intégrale étant prise entre-les limites p. =  o, p, =  oo, la môme équa

tion subsistera encore, lorsqu’on y remplacera la fonction /  par la 
fonction <p et la fonction © par la fonction / . De même, si l’on désigne 

par / et ·]) deux fonctions qui vérifient l’équation

(2)
P =  o,
;j . =  00,

cette équation subsistera encore après l’échange de la fonction /  

contre la fonction et de la fonction  ̂ contre la fonction /. On voit 

donc ici se manifester une loi de réciprocité : i° entre les fonctions/et 

© qui satisfont à l’ équation (1) ; 20 entre les fonctions /  et ^ qui satis

font à l’équation (2). Nous désignerons pour cette raison les fonctions 

f ( x ) ,  <p(a?) sous le nom de fonctions réciproques de première espèce, 

et les fonctions f ( x ) ,  sous le nom de fonctions réciproques de
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seconde espèce. Ces deux espèces de fonctions peuvent être employées 

avec avantage pour la solution d’un grand nombre de problèmes, et 
jouissent de propriétés remarquables que nous nous proposons ici de 

faire connaître.

D’abord, en dilférentiant plusieurs fois de suite par rapport à x  

l ’équation (i), on reconnaîtra facilement que si

f ( x )  et c p ( . r )

sont deux fonctions réciproques de première espèce,

f" (oc) et — . r 2 c p ( , / ' )

seront encore deux fonctions réciproques de première espèce, et qu’il 

en sera de même des fonctions

J ' y ' ( . r )  et x ’'

/ Vl (.·*·) et —  x (’ <?(x), 

etc.

Au contraire,
f ( œ )  et x  c p ( . r ) ,  

f"(oc)  et —  a;3 c p ( . r ) ,  

etc. ·

seront des fonctions réciproques de seconde espèce. On arriverait à 

des conclusions analogues en dilférentiant plusieurs fois de suite par 

rapport à x  les deux membres de l’équation (2).

On reconnaîtra avec la même facilité que, si

f(os)  et. c?(x)

sont deux fonctions réciproques de première espèce, la fonction

q> (x)  cos(kx)

aura pour réciproque de première espèce

\ [ f ( k ^ - x ) + f ( k — x)}

toutes les fois que k sera plus grande que x , et

\ { f ( k  +  x ) + f { x - k ) ]
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dans le cas contraire, tandis que la fonction

cp(a;)sin kx

aura pour réciproque de seconde espèce

1-[ f ( k - x ) - f { k  +  x)\ 

dans la première hypothèse, et

l- [ f { x - k ) - f ( k + - æ ) \

dans la seconde. Les diverses propositions ci-dessus énoncées supposent 

les* quantités k et x  positives ; mais il est facile devoir les modifications 

qu’on devrait y apporter, si x  et k devenaient négatives (*).

Les principaux usages, auxquels on peut employer les fonctions 

réciproques, sont les suivants :

i° Elles servent à la détermination des intégrales définies. Ainsi, 

par exemple comme on a entre les limites p =  o, p =  oo,

f  g-'^cos (pa?)rfp =

y
' · Xe - '^ s in (txx) du. — -------- -

on en conclut que

a pour fonction réciproque de première espèce

1
2

7T

r
r2 —T, 5x-

et pour fonction réciproque de seconde espèce

/  2 X 2 X  

l  7T / r 2 H- x-  ’

(*) On peut remarquer encore, que si f (x )  et x(x) sont deux fonctions réciproques de 
première ou de seconde espèce, kf(.v) et k (x) seront réciproques de même espèce, 
k étant une constante prise à volonté.

Œuvres da C. — S. II, L II. 29
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par suite les deux intégrales

/ —r —— . cos ( u x  ) d x
r^ =  o,

C y- · , x * L^-=  °°I —H ----- , s m (  L i x ) u o
J r '-+ ^  ' r  

doivent être Tune et l’autre égales à

jy-r.V_ ° J 7T

ce qui est effectivement exact. On déduit immédiatement de considé

rations analogues la formule qui sert à convertir les différences finies 

de puissances positives en intégrales définies.

2° Les fonctions réciproques peuvent servir à transformer les inté

grales aux différences finies, et les sommes des séries, lorsque la loi 

de leurs termes est connue, en intégrales définies. En effet, à l’aide 

des fonctions réciproques, on peut remplacer une fonction quelconque 

/(a?) de la variable x  par la fonction cos(p¿c) ou sin(p.£c) placée sous 

un signe d’intégration définie relatif à la variable p. ; et comme on peut 

obtenir facilement l’intégrale de cos(pa?) ou sin(pa?) par rapport à x  

en différences finies, et que les deux espèces d’intégration sont indé

pendantes, il est clair qu’il sera facile de transformer une intégrale 

aux différences en intégrale définie. Il est bon de remarquer, qu’au 

lieu de chercher la valeur de f ( x )  en intégrale définie, on peut 

calculer d’abord celle de

k étant une constante arbitraire, et multiplier l’intégrale trouvée par 

ekx. Cette observation suffit pour lever plusieurs objections que l’on 

pourrait faire contre la méthode, dans le cas où la fonction f ( x )  devien

drait infinie pour des valeurs réelles de x .

De même, si l’on désigne par

le terme général d’une série, f ( n )  étant une fonction quelconque de 

l’indice n, on ramènera, par le moyen des fonctions réciproques, la
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sommation de la série en question à celle d’une autre qui aurait pour 

terme général
z'lcos([j.n)

et qui est évidemment sommable.

Dans le cas particulier où l’on suppose z =  i, on peut appliquer à 

la formule trouvée la théorie des intégrales singulières, et l’on en 

déduit alors la proposition suivante :

Désignons par a et b deux nombres dont le produit soit égal à la 

circonférence du cercle qui a pour rayon l’unité; soient de plus/ et <p 

deux fonctions réciproques de première espèce, et formons les deux 

séfies

“  « p ( o )  H-*e p ( ô )  -4-  < p ( a ô )  H -  . . . .

Le produit de la première série par a2 sera égal à celui de la seconde 
1_

par b1. La première série sera donc sommable, toutes les fois que la 

seconde le sera, et réciproquement. Cette proposition nouvelle nous 

paraît digne d’être remarquée. Elle conduit immédiatement à la 

sommation des séries qu’Euler a traitées dans son introduction à 

l’analyse des infiniment petits, et à celle de plusieurs autres qui 

renferment les premières. Le cas particulier, où l’on prend f { x )  =  e~x\ 

offre une série très régulière et très simple dont le terme général est 

de la forme a¿ e~n'a\ et dont la somme reste la même lorsqu’on y 

remplace a par - ·

3" Les fonctions réciproques peuvent encore servir à l’intégration des 

équations linéaires aux différences partielles à coefficients constants, 

ainsi que je l’ai fait savoir dans mon Mémoire sur la théorie des ondes.

Telles sont les principales propriétés des fonctions réciproques. 

Peut-être, à raison des nombreuses applications qu’on en peut faire, 

jugera-t-on qu’elles peuvent mériter quelque intérêt.
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SECONDE NOTE

SUR

LES FONCTIONS RÉCIPROQUES

B u lle t in  d e  la  S o c ié té  P h ilo m a t iq u e , p. 188-1S1; 1818.

Nous avons déjà inséré dans le Bulletin de 1817 un article sur les 

fonctions réciproques de première et de seconde espèce. Ces fonc

tions se trouvent complètement définies par les deux équations

1_

( 1 )  / ( ® )  =  Q )  f
(2 ) =  j ,

dans lesquelles x  désigne une quantité positive, et dont chacune 

subsiste l’orsqu’on échange entre elles les deux fonctions /  et <p, ou 

bien / e t  qui s’y trouvent renfermées. Ainsi en admettant les équa

tions précédentes, on aura

1

(3 )
( î ) ' //(»> cos ( uv ) d v  i V ° K 

1 ' ( v=oo) ·

(D + ((*) =
$

/ / w sin(uv) c h  ( V ° 1: M 7 ( v =  00 )
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et Ton conclura, par suite,

ou, ce qui revient au même,

Ces dernières formules, qui suffisent pour établir les propriétés des

fonctions réciproques, sont celles dont M. Poisson et moi nous nous 

sommes servis, chacun séparément, pour intégrer les équations 

différentielles du mouvement des ondes. Au moment où j’ai rédigé 

sur cet objet l’article déjà cité, je ne connaissais d’autre Mémoire où 

l’on eût employé les formules en question, que celui de M. Poisson et 

le mien; mais, depuis cette époque, M. Fourier m’ayant donné com

munication de ses recherches sur la chaleur, présentée à l’Institut 

dans les années 1807 et 1811, et restées jusqu’à présent inédites, j’y 

ai reconnu les mêmes formules. Quoi qu’il en soit, comme on en a 

déjà fait, et qu’on peut en faire encore de nombreuses applications, je 

crois que les géomètres en verront avec quelque intérêt une démons

tration simple et rigoureuse.

Pour établir les équations (7) et (8), nous chercherons les limites 

vers lesquelles convergent, tandis que a diminue, les intégrales 

doubles

en partant de ce principe, que si N désigne une fonction de v toujours
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positive depuis v =  v0 jusqu’à v =  v1} et v' une valeur quelconque de v 

intermédiaire entre v0 et v4, on pourra choisir cette valeur intermé

diaire v' de manière à vérifier l’équation

Cela posé, on trouvera

J j '  e ' “ii/ ( v )  cosp.(v -+- x )  dp d v

/ a ch j v =  o 
J ̂  a2-|- (v ■+■ a·)'1 ( v =  oo

— /(v') f ___süîü__ l v= 0  !

—  arc tan g ^ /(v ') ,

v' désignant une quantité positive; et l’on en concluera en 

faisant oc == o

JJ / ( * )  cosn(v  +  x )  dp ch | ̂  Z  ̂Z  “  j =  0 x / (* ')  =  °>

du moins toutes les fois que / (v )  demeurera constamment finie pour 

des valeurs positives de v.

On aura, au contraire,

f  e~ aV"f(v) co sp (v— ce) dp  ch 

r  St \ al=J
a2 4- (v — x )2 =  oo )

a ch ( v =  o 
x)-  ) V =  00

a ch ( v =  o |

— ( E +  arctang^ )/(v'),

/
/ ( v ) c o s p ( v — x )  dp ch =  tc f  {v1)·

et en faisant a =  o
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Cette dernière équation prouve déjà que l’intégrale (8) n’est pas nulle 

en général, mais égale à l’une des valeurs du produit

7r/ ( v')·

Il reste à déterminer exactement cette valeur. Pour y parvenir, j’ob

serve que, si l’on fait

v =  x  -h a u,

u désignant une nouvelle variable, on aura

C ft..\ adv (v =  0  C <■, , du u :
X

et

=  f  f { x  +  au)
J  J  l - h  U  -

•4-J  f ( x  H- « « ) -
du

x  -4- ot u) du
I -4- u 2

X

et
X
“T
a2

æ
“ 7
a 2
x
~
a1
x

= / ( *  +  ««') /  T
du
H- u*

+  / (*  +  ««') f
J  I +  u 1 .

+  /(® +  í̂«, ) r,7 ' J  i H- u !

U =  00

_ #
a

_ ¿î?

a* 

x
u  —  ~  “ I  

a 2
a?
~î
a2

¿i? 1
“ =  —

8 1 «* ’

i/= +

W —  00
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u', u", u désignant trois valeurs de u respectivement comprises entre 

les limites des trois intégrales correspondantes. On en conclura, en 

effectuant les intégrations

JJ'e~at>·f(v) cos/yt(v —  æ) dp dv
p  —  o, p  =  <x>
V =  0, V =  CO

, X  X  \ A, ,,=  I arctang----- arc lang \J (œ -+- a u )
a a2,

OS A / 1/ \
-4- 2arc tang — J(os -+· a u  ) 

a'1

+  1 \  —  arctang^· \ f ( x - ¥  au!"),

et par suite en faisant a =  o, puis observant que au" est compris
1 1

entre —  a2x  et +  a2#,

■ j j ' f ( v ) c o s p ( v - œ ) d p d v ^ ~ 0̂  J =  « / ( * ) ,

du moins toutes les fois q ue/(v) restera constamment finie pour des 

valeurs positives de v.
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NOTE

SUR L’INTÉ&RATION D’UNE CLASSE PARTICULIÈRE 

D’ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

B u lle t in  d e  la  S o c ié té  P h ilo m a t iq u e , p. 17-20; 1818.

On sait que l’on regarde l’équation différentielle

(1)  dy — f ( x ,  y ) d x  =  0

comme intégrée, lorsqu’on a trouvé un facteur propre à convertir le 

premier membre de cette équation en une différentielle exacte. De 

plus il est facile de voir que

P dy  —  Q d x  et P d x  -+- Q dy

seront des différentielles complètes, si P et Q désignent deux fonc

tions réelles d’æ et d’y  liées entre elles par une équation de la forme

( 2 )  \/—  0  =  p · —  Q  \/— *·

On aura en effet dans cette hypothèse

dV _  dQ  

dy dy V/—i = V/— i <?'(*+W— 0 = ̂  V/—1 -+-d x
dQ  
d x  ’

et par suite
(IP __ dQ  

dy d x ’

Œ u v r e s  d e  C . — S. II, t. II.

dP _  d ( —  Q) 

d x  dy

3 o
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I l  e s t  a i s é  d ’ e n  c o n c l u r e  q u e  s i  l ’ o n  p o u v a i t  s a t i s f a i r e  à  l a  c o n d i t i o n

( 3 ) - f ( æ ,y )  =  Q t

o u  b i e n  à  l a  s u i v a n t e

/(■*, y ) = — -q >

p a r  d e s  v a l e u r s  d e  P  e t  d e  Q  p r o p r e s  a  v é r i f i e r  e n  n t ê i n c  t e m p s  u n e  

é q u a t i o n  s e m b l a b l e  à  l a  f o r m u l e  ( 2 ) ;  P ,  o u  Q ,  s e r a i t  u n  f a c t e u r  p r o p r e  

à  r e n d r e  i n t é g r a b l e  l ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  d o n n é e .  I l  i m p o r t e  d o n c  

d e  s a v o i r  d a n s  q u e l  c a s  o n  p o u r r a  s a t i s f a i r e  a u x  c o n d i t i o n s  d o n t  il 

s ’ a g i t ,  e t  c o m m e n t  011 d é t e r m i n e r a  d a n s  c e l t e  h y p o t h è s e  l a  v a l e u r  

d e  P ,  o u  c e l l e  d e  Q .

O b s e r v o n s  d ’ a b o r d  q u e  s i  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 2 )  o n  f a i t  7  =  0 ,  o n  e n  

c o n c l u r a

P =  ?(«)> Q =  o.

P a r  s u i t e  o n  11c p o u r r a  s a t i s f a i r e  à  l a  p r e m i è r e  d e s  c o n d i t i o n s  ( 3 )  q u e  

d a n s  l e  c a s  o ù  l ’ o n  a u r a i t

(4) /(■ », o) =  o,

e t  à  l a  s e c o n d e  q u e  d a n s  l e  c a s  o ù  l ’ o n  a u r a i t

(5) f ( x ,  o) =  00.

C e l a  p o s é ,  c o n c e v o n s  q u e  l ’ o n  t r o u v e  e f f e c t i v e m e n t  f ( x ,  o )  —  o.  

O n  a u r a ,  p o u r  d é t e r m i n e r ,  s ’ i l  e s t  p o s s i b l e ,  l e s  v a l e u r s  d e  P  e t  d e  Q ,  

l e s  d e u x  é q u a t i o n s

(6) f (æ ,y)=  p> y ( x ± y \ J — i )r=Pq:Qv/— 1.

O n  e n  t i r e

p _  e p O + j  y/— i)  +  cp(a;— y \J— 1)

o — W — 0 — yp K + js/— j ) 
a \J— 1

p/(·*, y) — Q,
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et par suite

( 7 ) / K  y) x ~  y ' J — O +  cpÇæ+j y/— J)

Soit maintenant

y s/— 0  — + y sF-î)
ay/^T

Si l’on différentie par rapport à y  les deux membres de l’équation

(7), et que l'on fasse ensuite 7  =  0, on trouvera

(8J / i ( ® ,  ° )  ? ( « ) =  — cp'(ic).

En intégrant cette dernière équation par rapport à x  on en conclut

(9) cp( x ) = c e  ·>

c désignant une constante arbitraire. Si les valeurs de P et de Q, qui 

correspondent à la valeur précédente de <p(a?), vérifient l’équation

/(®> J )= Q -’

P sera un facteur propre à rendre intégrable l’équation différentielle 

donnée.

S’il arrivait que la fonction f ( x ,  o) fût infinie au lieu d’être nulle, 

on aurait à résoudre au lieu des équations (6) les deux suivantes :

( t o ) 9 = ____ ï— ,
P A * ,  y)

s J -  i )  =  P=pQv/-i,

et il suffirait en conséquence de remplacer dans les calculs que nous 

venons de faire la fonction f ( c c , y )  par —  j-
j X x -, y )

Pour montrer une application des formules précédentes, supposons 

que l’équation différentielle donnée soit

^  =  tan g(j(a-+-£w )).

On aura dans cette hypothèse

f ( x , 7 )  =  t a n g u a f c c ) ) ,  f ( x , o )  =  o, / , ( x ,  0) =  a  +  b x ;
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et par suite la formule (g) donnera

— f  (a+bx)dx —rtx+ - ¿».r8
<p(a?) =  c e  J —  c e

La valeur de f(& )  étant ainsi déterminée, on trouve

-ax+li(x‘-y‘) / . \
P =  c e  - c o s (y (a  -+- b x )),

(,) =  c e  - sm (y (a  H- b x )  ) ;

et comme ces valeurs de P et de Q vérifient l’équation

^  = t a n g ( j ( f iM -  bx)')]·,

il en résulte qu’on peut rendre l’équation donnée intégrable par le 

moyen du facteur

—itr+ (.r*—y8)
.c e  - cos (j'(a-hbæ)').

Remarque sur F article précédent ( 1).

En représentant par a, b, c, k, des quantités constantes, et faisant, 

pour abréger,

a +  b x  -t- cy  +  k x y  =  p ,

l’équation que M. Cauchy a prise pour exemple est un cas particulier 

de celle-ci '
dy
¿  =  tan^ ’

dans laquelle il est facile d’effectuer la séparation des variables. En 

effet elle est la même chose que

cos p dy  =  sin p  d x  ;

(*) Note de M. Poisson.
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mettant pour cosjo et sinp, leurs valeurs en exponentielles imaginaires, 

on en déduit

(  dx  +  dy  \J— 1 )  =  (  dx  —  dy  \J —  i  ) e w/_1 ;

u et v étant deux nouvelles variables, si l’on fait

X  -+- y  \J— 1 — 2 U ,  x — y \ / — 1 = 2 C ,

on trouvera

/ ;  =  a  +  ( i i  -  c  y / —  i )  u -+- (¿> +  c y / —  i  )  v -4-  (v- —  u1) k y / —  i  ;

au moyen de cette valeur de p, il sera aisé de mettre l’équation précé

dente sous la forme

du e~2ku' e - K c - i V - i ) « —  e-ïh»  e - ï ( c - 4 l/ = î ) i ' )

et maintenant les variables sont séparées.
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NOTE

SUR L’INTÉGRATION DES ÉQUATIONS 
A U I

DIFFÉRENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE 
A UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES.

Bulletin de la Société Philomatique, p. 10-21 ; 1819.

Jusqu’à présent il 11’est aucun traité de calcul différentiel et intégral, 

où l’on ait donné les moyens d’intégrer complètement les équations 

aux différences partielles du premier ordre, quel que soit le nombre 

des variables indépendantes. M’étant occupé il y a plusieurs mois de 

cet objet, je fus assez heureux pour obtenir une méthode générale 

propre à remplir le but désiré. Mais, après avoir terminé mon travail, 

j’ai appris que M. Pfaff, géomètre allemand, était parvenu de son côté 

aux intégrales des équations ci-dessus mentionnées. Comme il s’agit 

ici d’une des questions les plus importantes du calcul intégral, et que 

la méthode de M. Pfaff est différente de la mienne, je pense que les 

géomètres ne verront pas sans intérêt une analyse abrégée de l’une et 

de l’autre. Je vais d’abord exposer la méthode dont je me suis servi, 

en profitant, pour simplifier l’exposition, de quelques remarques faites 

par M. Coriolis, ingénieur des ponts et chaussées, et de quelques 

autres qui me sont depuis peu venues à l ’esprit.

Supposons, en premier lieu, qu’il s’agisse d’intégrer une équation 

aux différences partielles du premier ordre à doux variables indépen- '
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(lantes. On a déjà pour une intégration de cette espèce plusieurs 

méthodes différentes, dont l’une (celle de M. Ampère) est fondée sur 

le changement d’une seule variable indépendante. La méthode que je 

propose, appuyée sur le même principe dans l’hypothèse admise, se 

réduit alors à ce qui suit.

Soit -

( i )  y , u, p , q) =  o

l'équation donnée, dans laquelle x  et y  désignent les deux variables 

indépendantes, u la fonction inconnue de ces deux variables, et p, q 

les dérivées partielles de u relatives aux variables x  et y . Pour que l’on 

puisse déterminer complètement la fonction cherchée u, il ne suffira 

pas de savoir qu’elle doit vérifier l’équation (i); il sera de plus néces

saire qu’elle soit assujettie à une autre condition, par exemple, à obte

nir une certaine valeur particulière fonction de y , pour une valeur 

donnée de la variable x . Supposons en conséquence que la fonction u 

doive recevoir, pour x  =  x 0, la valeur particulière <p(y) : la fonction q, 

ou la dérivée partielle de u relativement à y , recevra dans cette hypo

thèse la valeur particulière ç '(y ). Dans la même hypothèse, la valeur 

générale de u sera, comme l’on sait, complètement déterminée. Il 

s’agit maintenant de calculer cette valeur ; on y parviendra de la 

manière suivante.

Remplaçons y  par une fonction de x ,  et d’une nouvelle variable 

indépendante y 0. Les quantités u,p ,q , qui étaient fonction de x  et y , 

deviendront elles-mêmes fonction de x  et de y 0 ; et l’on aura, en 

différentiant dans cette supposition,

(■ ·*)
du
d x

dy

( 3 )
du

Wo

11

Si l’on retranche l’une de l’autre les deux équations précédentes, 

après avoir différenliô la première par rapport à y 0, et la seconde par
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rapport à æ, 011 en conclura

dp   dq dy
d y 0 d x  d y0

dy dq 
d x  dy„

Si, de plus, on désigne par

X d x  -4 Y dy  4- U du  4- P dp 4- Q dq

la différentielle totale du premier membre de l’équation (i), 011 r̂ou' 

vera, en diffôrentiant cette équation par rapport ày 0,

(5) Y Î L  _i_ u  _|_ p i j P  +  o  —  =  o 
dy<> d y0 d y a ^ dyü ’

et par suite, en ayant égard aux équations ( 3) et (4),

(6 ) q U d x  )  dy§ \ v d x
dq

d y»

Observons maintenant que, la valeur de y  en fonction de x  et de y 0 
étant tout à fait arbitraire, on peut en disposer de manière qu elle 

vérifie l’équation différentielle

(7)

et qu’elle se réduise à / 0» dans la supposition particulière x  =  x 0· La 

valeur de y  en x  et y 0 étant choisie comme on vient de le dire les 

valeurs particulières de u et de q correspondant à x  =  x 0, savoir, 

ç ( j )  et <p'(y) deviendront respectivement <p(y0) et ç'O'o)· Représen

tons ces mêmes valeurs par ?o· On aura

( <7o =  T'(Xo)·

Quant à la formule (6), elle se trouvera réduite par l’équation (7) à

dy
d y 0

et comme, y  renfermant y 0 par hypothèse, ne peut être constam

ment nul, la même formule deviendra
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Cela posé, l’intégration de l’équation (i) se trouvera ramenée à la 

question suivante : Trouver pour y, u, q, p quatre fonctions de x  et de

dont trois, savoir y , u, q, se réduisent respectivement à y  0, u0, q0, dans 

la supposition x  =  x ü.

Nous ne parlons pas de l’équation ( 4), parce qu’elle est une suite 

nécessaire des équations (2) c t (3). Quant à la valeur particulière de/» 

correspondant à x  =  x 0, elle n’entrera pas dans les valeurs générales 

de y, u, p, q déterminées par les conditions précédentes. Si on la 

désigne par p 0, elle se déduira de la formule

( i o )  f ( æ 0, fo ,  «0, ^ 0,. q0) =  o.

Il est essentiel de remarquer que les valeurs générales de y, u, p, q, 

en fonction de x  et de y 0 resteront complètement déterminées, si, 

parmi les conditions auxquelles elles doivent satisfaire, on s’abstient 

de compter la vérification de l’équation ( 3). Cette dernière condition 

doit donc être une conséquence immédiate de toutes les autres. Pour 

le démontrer, supposons un instant que, les autres étant vérifiées, les 

deux membres de l’équation ( 3) soient inégaux. La différence entre 

ces deux membres ne pourra être qu’une fonction de x  et dey 0. Soit 

a cette fonction, et a0 ce qu’elle devient pour x  =  x 0. On aura

y 0, qui soient propres à vérifier les équations (1), (2), ( 3), (7), (g), et

dfo q dy<?
du dy

On trouvera, par suite, au lieu des équations (3) et ( 4),

puis, au lieu de l’équation (6), la suivante :

Y  +  ?u +  P ·

Œ uvres de C. — S. II, t. II. 3 i
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C e t t e  d e r n i è r e  s e r a  r é d u i t e  p a r  l e s  é q u a t i o n s  ( 7 )  e t  ( 9 ) ,  q u ’ o n  

s u p p o s e  v é r i f i é e s ,  à

<■ « U“ +  P E  =  0·
*

E n  l ’ i n t é g r a n t  e t  c o n s i d é r a n t  ^  c o m m e  u n e  f o n c t i o n  d e  x  e t  d e  y 0, 

o n  t r o u v e r a

( i 5 ) a =  a0 ( T f  ^dX )  ;

e t  p a r  s u i t e ,  e n  a y a n t  é g a r d  à  l a  s e c o n d e  d e s  é q u a t i o n s  ( 1 1 ) ,  o n  a u r a  

g é n é r a l e m e n t

(1 6 ) a ~  0 .

L e s  d e u x  m e m b r e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 3 )  n e  s a u r a i e n t  d o n c  ê t r e  i n é g a u x  

d a n s  l ’ h y p o t h è s e  a d m i s e .  O n  d o i t  e n  c o n c l u r e  q u e  l e s  q u a n t i t é s / ,  u, 

p ,  q s a t i s f o n t  à  t o u t e s  l e s  c o n d i t i o n s  r e q u i s e s ,  s i  c e s  q u a n t i t é s ,  c o n s i 

d é r é e s  c o m m e  f o n c t i o n s  d e  a?, v é r i f i e n t  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  ( 7 ) ,  ( 9 ) ,  

e t  s i ,  d e  p l u s ,  y ,  u, q s e  r é d u i s e n t  r e s p e c t i v e m e n t  à  u 0 =  < p ( j 0)> e t  

ç 0 =  < p ( / 0) ,  p o u r  x  —  x 0. I l  e s t  i n u t i l e  d ’ a j o u t e r  q u e  p  d o i t  o b t e n i r  

d a n s  l a  m ê m e  s u p p o s i t i o n  l a  v a l e u r  p a r t i c u l i è r e  p a ; e n  e f f e t  c e t t e  v a l e u r  

p a r t i c u l i è r e  n e  s e r a  p a s  c o m p r i s e  d a n s  l e s  i n t é g r a l e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 1 ) ,

( 2 ) ,  ( 7 ) ,  ( 9 ) ,  a t t e n d u  q u ’ a u c u n e  d e  c e s  é q u a t i o n s  n e  r e n f e r m e

o n  s u b s t i t u e  l a  v a l e u r  d e  t i r é e  d e  l ’ é q u a -

( 7 ) ,  o n  t r o u v e r a

S i  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 2 ) ,

( 1 7 )
du
d x

Qq _  pp +  Qq
p  ~  p

D e  p l u s ,  s i  l ’ o n  d i f f é r e n t i e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 )  p a r  r a p p o r t  à  x ,  o n  o b t i e n d r a  

l a  s u i v a n t e  :

( 1 8 )
d x

-, du dp
u s + 1 £ +  <3 Ê  =  «·

q u e  l e s  v a l e u r s  d e  t i r é e s  d e s  f o r m u l e s  ( 7 ) ,  ( 1 7 )  e t  ( 9 ) ,

r é d u i s e n t  à

( ! 9 ) X + p\] +  Ÿ ^ = o .
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C e l a  p o s é ,  o n  p o u r r a  s u b s t i t u e r  l ’ é q u a t i o n  ( 1 7 )  à  l ’ é q u a t i o n  ( 2 ) ,  e t  

l ’ é q u a t i o n  ( 1 9 )  à  l ’ u n e  d e s  é q u a t i o n s  ( 1 ) ,  ( 1 7 ) ,  ( 7 ) ,  ( 9 ) .  S i  d ’ a i l l e u r s  

o n  o b s e r v e  q u e ,  d a n s  l e  c a s  o ù  l ’ o n  c o n s i d è r e  y, u, p, q c o m m e  f o n c 

t i o n s  d e  x  s e u l e m e n t ,  o n  p e u t  c o m p r e n d r e  l e s  é q u a t i o n s  ( 7 ) ,  ( g ) ,  ( 1 7 )  

e t  ( 1 9 )  d a n s  l a  f o r m u l e  a l g é b r i q u e

,  ̂ N d x _ d y _ du  _ dp _ dq

(20) "F ~  IJ — Cp +  Q? x  +  pu ' y +  <7 u ’

o n  c o n c l u r a  d é f i n i t i v e m e n t  q u e ,  pour déterminer les valeurs cherchées 

des quantités y, u, p , q, il suffit de les assujettir à quatre des cinq équa

tions comprises dans les deux formules

f ( x ,  y , a, p , q) =  o,

d x  dy du. dp dq

"F — IJ ~  Ÿp -t- Q q ~ ~  X + p U ' Y +  çÜ’

et à recevoir, pour x  =  x 0, les valeurs particulières y  a, u0,p 0, q0; dont 

les trois dernières sont déterminées en fonction de la première par les 

équations ( 8 ) e £ ( i o ) .

S u p p o s o n s ,  p o u r  f i x e r  l e s  i d é e s ,  q u ’ à  l ’ a i d e  d e  l ’ é q u a t i o n

f ( x ,  y , u, p , q) =  o

o n  é l i m i n e  p  d e s  t r o i s  é q u a t i o n s  c o m p r i s e s  d a n s  l a  f o r m u l e

t s d x    d y   du __ dq
(22) T7-— q" — i > + Q î  ~  — ÿ + ÿ ü '

E n  i n t é g r a n t  c e s  t r o i s  d e r n i è r e s ,  o n  o b t i e n d r a  t r o i s  é q u a t i o n s  f i n i e s  

q u i  r e n f e r m e r o n t ,  a v e c  l e s  q u a n t i t é s

x-, y, ", q,

l e s  v a l e u r s  p a r t i c u l i è r e s  r e p r é s e n t é e s  p a r

¿»o, J o ,  ? ( j o ) ,  <p'(7o)·

S i  a p r è s  l ’ i n t é g r a t i o n  o n  é l i m i n e  q, l e s  d e u x  é q u a t i o n s  r e s t a n t e s  r e n 

f e r m e r o n t  s e u l e m e n t ,  a v e c  l e s  q u a n t i t é s  v a r i a b l e s  x , y, u e t  l a  q u a n t i t é
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constante x 0, la nouvelle variable y 0, dont l’élimination ne pourra 

s’effectuer que lorsqu’on aura assigné une forme particulière à la fonc

tion arbitraire désignée par <p. Quoi qu’il en soit, le système des deux 

équations dont il s’agit pourra toujours être considéré comme équiva

lent à l’intégrale générale de l’équation (i).

Comme, dans tout ce qui précède, on peut substituer la variable a? 

à la variable j ,  et réciproquement, il en résulte que les intégrales des 

équations (21) fourniront encore la solution de la question proposée, 

si l’on considère dans ces intégrales y„ comme constante, x 0 comme 

une nouvelle variable que l’on doit éliminer, et u0, p 0, q0 comme des 

fonctions de cette nouvelle variable déterminées par des équations de

( ? / „ = c p  ( . £ „ ) ,

( jPo— (,ro) ;

f ( x 0,y 0, "a, p», qo) =  0.

Appliquons les principes que nous venons d’établir à l’intégration de 

l’équation aux différences partielles

(r>,5 ) p q - x y = z  o.

On aura dans cette hypothèse

P =  q, Q = P , U =  o, X — — y, Y — — a,-,

et par suite la seconde des formules (21) deviendra

d x  d y   du  dp dq
q p  2pq y  x  '·

ou, si l’on réduit toutes les fractions au même dénominateur pq =  xy, 

pour les supprimer ensuite,

( 26) p dx; —  q dy =  ~ du  —  x  dp —  y  dq.

On tire successivement de la formule précédente

la forme

( 33 )

(3/Í)
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p u i s ,  e n  i n t é g r a n t ,  é t a y a n t  é g a r d  à  l ’ é q u a t i o n  d e  c o n d i t i o n  p 0q(>= X (>y (l,

(9.8) P  x £ —
P<A *̂0 <1* J o ’

Í P ° ( ·»\ u — i/(] =  —  (œ- - -■ <)

('•*9 )
J x o Jo

I

¿
sII

- * ï )
P  0

S i  l ’ o n  m u l t i p l i e  l ’ u n e  p a r  l ’ a u t r e  l e s  d e u x  v a l e u r s  d e  u —  u0 q u e  f o u r n i t  

l ’ é q u a t i o n  ( 2 9 ) ,  o n  a u r a

(3o) (u - u 0y-—  —

E n  j o i g n a n t  c e l t e  d e r n i è r e  à  l ’ é q u a t i o n  ( 2 9 )  m i s e  s o u s  l a  f o r m e

( 31 ) — «0) =Jo(·*2— a-1),

e t  r e m p l a ç a n t  u 0 p a r  < ? ( j 0)> q<¡ p a r  © ' ( j o ) .  o n  t r o u v e r a ,  p o u r  l e s  d e u x  

f o r m u l e s  d o n t  l e  s y s t è m e  d o i t  r e p r é s e n t e r  l ’ i n t é g r a l e  g é n é r a l e  d e  

l ’ é q u a t i o n  ( 2 5 ) ,

( 3 , j [" -  ?(Tn)]- =  (·*'2 —
( [ » - - © ( j o ) ] c p ' 0 ' o )  —  ( æ 2 - ^ ) j „ .

D a n s  c e s  d e u x  d e r n i è r e s  f o r m u l e s  x 0 d é s i g n e  u n e  c o n s t a n t e  c h o i s i e  à  

v o l o n t é ,  e t y a u n e  n o u v e l l e  v a r i a b l e  q u ’ o n  n e  p e u t  é l i m i n e r  q u ’ a p r è s  

a v o i r  f i x é  l a  v a l e u r  d e  l a  f o n c t i o n  a r b i t r a i r e  cp. I l  e s t  b o n  d e  r e m a r q u e r  

q u e  l a  s e c o n d e  d e s  é q u a t i o n s  ( 3 2 )  n ’ e s t  a u t r e  c h o s e  q u e  l a  d é r i v é e  d e  

l a  p r e m i è r e  r e l a t i v e  à  l a  v a r i a b l e  j 0.

S i  l ’ o n  r é u n i t  l ’ é q u a t i o n  ( 3 o )  à  l ’ é q u a t i o n  ( 2 9 )  m i s e  s o u s  l a  f o r m e

( 33 ) p 0(u —  u0) =  x 0(.r2 —  J»),

q u e  l ’ o n  c o n s i d è r e  y 0 c o m m e  c o n s t a n t e ,  x 0 c o m m e  v a r i a b l e ,  p u i s ,  q u e  

l ’ o n  r e m p l a c e  « 0 p a r < p ( 3? ) e t / ? o  p a r o ' ( x a), o n  o b t i e n d r a  d e u x  n o u v e l l e s  

é q u a t i o n s ,  s a v o i r  :

1 j  [ >  — <p ( . r 0) ] c p ' ( . r „ )  =  ( J *  —

d o n t  l e  s y s t è m e  s e r a  e n c o r e  p r o p r e  à  r e p r é s e n t e r  l ’ i n t é g r a l e  g é n é r a l e
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de l'équation (25). La seconde des équations ( 34) est la dérivée de la 

première relativement àa;0.

On prouverait absolument de la même manière que l’intégrale géné

rale de l’équation aux différences partielles

(35) pq — u =  o

est représentée par le système de deux formules très simples, savoir : 

de l’équation

(36) («*— « l)  = ( x  — *><>) ( / - J o ) ,

et de sa dérivée prise relativement à l’une des quantités x 0) y a consi

dérée comme variable, «„ étant censée fonction arbitraire de cette 

même variable.

La méthode que l’on vient d’exposer n’est pas seulement applicable 

à l’intégration des équations aux différences partielles à deux variables 

indépendantes; elle subsiste, quel que soit le nombre des variables 

indépendantes, ainsi qu’on peut aisément s’en assurer.

Prenons pour exemple le cas où il s’agit d’une équation aux diffé- 

rences partielles à trois variables indépendantes. Soit

( 3 7 )  f ( æ , y , z , u , p , q , r )  =  o

cette équation, dans laquelle «désigne toujours une fonction inconnue 

des variables indépendantes x , y, z, et p, q, r les dérivées partielles 

de « relatives à ces mêmes variables. Pour déterminer complètement la 

fonction «, il ne suffira pas de savoir qu’elle doit vérifier l’équation 

(37). Il sera, de plus, nécessaire que cette fonction soit assujettie à 

une autre condition, par exemple, à obtenir une certaine valeur parti

culière pour une valeur donnée de x . Supposons en conséquence que 

la fonction« doive recevoir, poura? =  ic0, la valeur particulière o(y,z). 

Les fonctions q et r, ou les dérivées partielles de « relatives à y  et à z 

obtiendront respectivement dans la même hypothèse les valeurs

> que je désignerai, pour abréger, par <p'(j, z)

et <p4( j ,  z).
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Il s’agit maintenant de calculer la valeur générale de y. On y parvien

dra de la manière suivante.

Remplaçons y  et z par des fonctions de x  et de deux nouvelles 

variables indépendantes y 0, z 0. Les quantités u, p, q, r, qui étaient 

fonction de æ, y, z, deviendront elles-mêmes fonction de x , y a, z a\ 

et l’on aura, dans cette supposition,

( 38 )
du

( 39 )

Í du dy 

\ d y o ~ q dy0 

j du dy 

( dzo  ̂ dz0

dy_
d x

dz
r d¿'

dz
-y—)
dy  »

dz
dz{)

On tire des trois équations précédentes

(4o)
dp _ dq dy dy dq dr dz dz dr
dy0 d x  dy0 d x  dy0 d x  dy0 d x  dy  0’

dy  _ dq dy dy dq dr dz dz dr

d za d x  d z0 d x  d z() d x  dz0 d x  dza

Si, de plus, on désigne par

X. d x  —f- Y  dy —f- Z dz -f- U du —|— P dp -4- Q d(£ -f- R dr

la différentielle totale du premier membre de l’équation (3^), on 

trouvera, en différentiant successivement cette équation par rapport 

à j 0 et par rapport à z 0,_

(40

( r  +  î »  +  p5

\

dy 
dyo

Z +  / U  +  P
dr

d x

dz

dyo
dq

dÿo

dz TT „  d r \  dz
^-H-^Z +  r U + P ^ J ^

+ Q - P
d y \  dq
d x  j  d zn

R
dz

d x

dr
-y— =o,
dy0

dr

dz-o

Observons maintenant que, les valeurs de y  et de z en fonction de x, 

y 0, z0 étant tout à fait arbitraires, on peut en disposer de manière
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qu'elles vérifient les équations différentielles

(4 a)
Q

II

P ±  =  o
d x  ’

clz _

1 d x

et que de plus elles se réduisent, pour x  =  x a, la première à j 0, la 

seconde à s0. Les valeurs de y  et de z étant choisies comme on vient 

de le dire, les équations (4 i)  donneront

(■ '13)
Y + ? u +  p s = ‘-

Z +  /-V +  V ~  =  o-
dx

et, si l’on fait en outre

(44) «0=  o(jo, ·=»), '7o=?,(jo, -o), /’o =  9l O’o) ô),

on reconnaîtra facilement que la question proposée se réduit à intégrer 

les équations ( 38), (/\i) et (43), après y avoir substitué la valeur dep  

tirée de l’équation (37), et en y considérant y, z, u, q, r, comme des 

fonctions de x ,  qui doivent respectivement se réduire à j 0, z0, //„, qb, r0, 

poura; =  ¿p0. Si entre les intégrales des cinq équations (38), (4a) et(43) 

on élimine q et r, il restera seulement trois équations finies entre les 

quantités x ,y ,  z, u, la quantité constante x 0, les nouvelles variables y,,, 

z0, et trois fonctions de ces nouvelles variables, savoir :

' G = ® ( j o ,  - 0) ,  ! / o = ? ' 0 ' o ,  5 0) ,  r 0 =  cp, s 0)·

Le système de ces trois équations finies, entre lesquelles on ne pourra 

éliminer y 0 et z0 qu’après avoir fixé la valeur de la fonction arbitraire 

çp(y, z), doit être considéré comme équivalent à l’intégrale générale 

de l’équation (37). \

Les valeurs de y, z, u, q, r, déterminées par la méthode précédente, 

satisfont d’elles-mêmes aux équations ( 3g). En effet, si l’on suppose

du dy

dy» q dy„ 

du. dy

1F ~ C1̂ F

dz
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puis, que l’on différentie successivement l’équation (37) par rapport 

à j 0 et par rapport à z0, en ayant égard aux équations ( 38), (/¡z) et 

( 43), on trouvera

U« +  P $ = o .

U6 +  P dê
d x =  o ;

et, par suite,

g =  g e_/ 5 dœ[ « ] )

p"étant considéré comme une fonction de x , y 0, z0 et a0, désignant 

les valeurs de a et de S correspondant à x  =  x 0. De plus, comme ces 

valeurs seront évidemment données par les équations

du0 dy  0   t . . 1. .  
=  dÿl ~~ Jod y 0 5o) — ® O'o, -o) =  o,

_ du Q d*? 0   / \ / \
° 0 =  7ÏT0 ~  ds0 =  •s») — <Pi(/oi -o)=°)

on en conclura généralement

a — o, 
6 =  0.

Si l’on différentie par rapport à x  l’équation ( 3^), et que dans

l’équation dérivée ainsi obtenue on substitue, pour
dy dz du dq dr  
d x  d x  1 d x 1 d x  d x

leurs valeurs tirées des formules (38), ( 4a), et (43), on trouvera que 

cette équation dérivée se réduit à

(45) X+/JÜ +  P dp y  
d x o.

Si de plus on désigne par p9 la valeur particulière de p  correspondant 

à x  =  x„, cette valeur particulière satisfera évidemment à l’équation

(46) ■ f ( x 0, Jo, -0, «0, P o ,  <7o, r 0 )  =  o.

Enfin, si l’on observe que, dans le cas où l’on considère y, z, u, p, q, r 

comme fonctions de x ,  on peut comprendre les équations (38), ( 42)>
Œ uv res  de C. — S. Il, l. II. 32
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( 43) et ( 45) dans la formule algébrique

/ s  d x _d y __ d z _ du
(47) ~ F ~  T} ~  Il — +  +

dp _ dq _ dr

=  ~  X+/>U ~ ~  Y+</U ' Z +  rU’

on conclura en définitif, que, pour déterminer complètement les 

quantités y, z, u, p, q, r, il suffit de les assujettir à six des équations 

comprises dans les deux formules (37), (47)» et à recevoir, pour 

x  =  æ0, les valeurs particulières y ü, - 0, qa, r0, dont les quatre

dernières se trouvent exprimées en fonction des deux premières par 

les équations (44) et (46).

Appliquons ces principes à l’intégration des équations aux diffé
rences partielles

(48) p q r  —  x y z  —  o.

Dans cette hypothèse, la formule (47) deviendra

d x _d y __d z __  du _d p __dq __ dr
qr p r  p q  3p q r ~  y z  x z  x y  ’

ou, si l’on réduit toutes les fractions au même dénominateur p q r= x y z, 

pour le supprimer ensuite,

(4g) p  d x  —  q d y = . r  dz- =  i  du —  x  dp =  y  dq z= z dr.

On tire de cette dernière

d p   d x  d q  dy d r  dz

P  ~  x  ’ <7 T  ' r  z ’

du =  3 — x  d x  z = 3 —y d y  =  3 - z d z ,  
x  y J J z

puis, en intégrant,

(5 i)
p X S_ _  r , r z

Po “  æ* Jo’ t'o -0

(5 2 ) 3  Po / A 1) ·U — =  - — (X2— Xq 
2  Xq

, 3
) =  - — (y- 2 y 0 w A v0

Si maintenant on multiplie l’une par l’autre les trois valeurs de u —  u0
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que fournit la formule ( 52), ou seulement deux de ces valeurs, en 

ayant égard à l’équation de condition

(53) 7?o<7o,'o =  «oJoSo, 

on trouvera

(54) . (u — u^y= —

( ( “  —  « o)3= 7  ^ ( j 2 —  — -=o )>

(55) ) (U -  uty =  f  J  ( * * -  æl) ( s2-  5Î),
I a y»

Enfin, si dans l’équation ( 54) et dans les deux dernières équations (55) 

on remplace

w 0 p a r  cp( y0, -Se) ,  ÿ o  p a r  < p ' ( / 0) 50 ) ,  r0 p a r  c p ^ / o ,  « o ) ,

on obtiendra trois formules dont le système représentera l’intégrale 

générale de l’équation (48), savoir :

(56) [ M -  <p ( y9, 3 .  ) ]» =  ^  (X* -  æ \ ) (y* -  y \ ) ( s*—  z \ ) ,

(  [ « — q > ( j o ,  5 o) ] 2 ? ' ( X o, z 0 ) =  f ( x ’-— æl ) ( s -  — z l ) y 0,

(5?)
/  [ «  —  ? ( X o ,  5 o ) ? ? l ( j o ,  Zo) =  | ( ^ 2 - « § ) ( J 2- 7 o ) - o·

Dans ces trois formules a?0 désigne une quantité constante, et y 0 z0 
deux nouvelles quantités variables que l’on doit éliminer après avoir 

fixé la valeur de la fonction arbitraire y (y, z). On peut remarquer 

que les équations ( 5^) sont les dérivées de l’équation ( 56), prises 

successivement par rapport à j 0 et par rapport à z 0.

En général, si l’on considère u0 comme fonction de x 0, y n, z 0, et 

que l’on fasse

(58) du„ _  du0  diif, 
dx(s~ P<" dyo^y0’ ~dza~

les trois équations ( 55) ne seront que les dérivées de l’équation ( 54)
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prises relativement à x 0! y 0, zg·, et, si dans l’équation ( 54) réunie à 

deux des équations (55), on regarde l’une des trois quantités x 0, y„, 

zg comme constante et les deux autres comme variables, on obtiendra 

un système de trois équations finies propre à représenter l’ intégrale 

générale de l’équation aux différences partielles

p q r  —  x y z —  o.

En appliquant la méthode ci-dessus exposée à l’équation aux diffé- 

rences partielles

( 5g) p q r —  u. =  o,

on trouverait que l’ intégrale générale de cette dernière peut être 

représentée par le système de trois formules très simples, savoir, de 

l’équation

(6o) (u7 — u l) =  8 (.27 — .r0) ( j — Jn)(« — -o),

dans laquelle ug est censée fonction arbitraire de a?0, y 0, z», et des 

deux dérivées de la même équation relatives à deux des trois quantités 

x 0) y„, z a, lorsque l’on considère une de ces trois quantités comme 

constante et les deux autres comme variables.

L’extension des méthodes précédentes à l’intégration des équations 

aux différences partielles, qui renferment plus de trois variables 

indépendantes, ne présentant aucune difficulté, je passerai dans un 

second article à l’exposition du travail important de M. Pfaff sur les 

objets que je viens de traiter.
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MÉMOIRES SUR L’INTÉGRATION 
DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES, 

A COEFFICIENTS CONSTANTS 
ET AVEC UN DERNIER TERME VARIABLE.

PREMIER MÉMOIRE.

Bulletin de la Société Philomatique, p. 101-112; 1821.

Dans ce Mémoire je me propose deux objets distincts, savoir : 

i° de présenter l’intégrale générale des équations linéaires aux 

différences partielles et à coefficients constants, avec un dernier terme 

variable, sous la forme la plus directement applicable à la solution 

de certains problèmes; 2° de montrer les différentes sortes de réduc

tions que peut admettre dans des cas particuliers l’intégrale dont il 

s’agit. Je vais d’abord m’occuper ici de la première de ces deux 

questions, en me bornant, pour abréger, au cas où le terme variable 

de l’équation aux différences partielles se réduit à zéro.

On sait depuis longtemps intégrer par des sommes d’exponentielles 

composées d’un nombre fini ou infini de termes, les équations linéaires 

aux différences partielles et à coefficients constants; et M. Poisson 

a fait voir, dans le Bulletin de la Société Philomatique, de 18x7, que les 

expressions auxquelles on arrive de cette manière, sont précisément 

les intégrales générales de ces équations. Mais on reconnaît bientôt 

que les expressions dont il s’agit présentent l’inconvénient de ne

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



254 I N T É G R A T I O N  D E  C E R T A I N E S  É Q U A T I O N S  L I N É A I R E S

pouvoir se prêter immédiatement à la détermination des fonctions 

arbitraires. Pour faire disparaître cet obstacle, on a employé deux 

moyens différents. Le premier consiste à développer les intégrales 

en séries, ou à les représenter à l’aide d’expressions symboliques 

déduites de l’analogie entre les puissances et les différences, et 

à convertir ensuite ces séries ou ces symboles en intégrales définies. 

( Voyez le Mémoire de M. Poisson, publié en 1819, et deux Mémoires 

de M. Brisson, l’un inséré dans le Journal de l'École Polytechnique, 

l’autre manuscrit.) Le second consiste à introduire dans les sommes 

d’exponentielles dont nous avons parlé ci-dessus les fonctions arbi

traires qui doivent y rester. On peut, d’ailleurs, obtenir ce dernier 

résultat, soit dans cértains cas particuliers, à l’aide de formules 

uniquement applicables à ces mêmes cas, soit en général, en supposant 

les exposants imaginaires, et faisant usage des théorèmes que renfer

ment les Mémoires de M. Fourier, sur la chaleur; de M. Poisson et de 

moi, sur la théorie des ondes. On peut consulter à ce sujet : i° les 

Mémoires des deux auteurs que je viens de citer; 20 la 11e note de 

mon Mémoire sur les ondes, qui indique précisément la manière de 

résoudre ces sortes de problèmes. Toutefois on abrège la méthode de 

solution que j’expose, et celle qui se trouve dans le Mémoire de 

M. Poisson, en apportant une légère modification à la formule fonda

mentale. Cette formule, étendue à un nombre n de variables x , y, z, . . . ,  

peut s’écrire ainsi ;

(O f ( * ,y ,  s, ■ ··/( fG v, CJ, . .Qcosat (x — p)

X cosS (y — v) cosy (5 — m). . .  dcx. rf§ rfy dp  rfv dur . . . ,

les intégrations relatives aux variables auxiliaires a, é, y, . . .  étant 

effectuées entre les limites o, 00, et celles qui se rapportent aux 

variables auxiliaires p., v, ra, . .  ., entre les limites —  00, +00. Je 

remplace cette même formule par la suivante :

(2) f(x , y, z ,  . . . ) =  (J-yiJjfj · ■ ■ e“ V'—i (V—r) 1 _ _

X /(p, v, ro, . . .) da d6 rfy dp rfv dns...,
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les intégrations relatives à a, 6, y, . . .  étant faites entre les limites —  oo, 

+  oo, et celles qui se rapportent à p., v, cr, . . .  entre des limites quel

conques, pourvu que ces limites comprennent les valeurs attribuées 

à x , y , z, . . . .  Cela posé, concevons qu’il s’agisse de résoudre une 

équation linéaire aux différences partielles et à coefficients constants, 

sans dernier terme variable. Supposons que cette même équation 

renferme, outre la variable principale <p, n +  i variables indépendantes

x l V î · · · : C

et qu’elle se change dans la suivante :

(3J F(oc, S, y, . . 0) =  o,

• lorsqu’on y remplace respectivement

<p. . . .

<Ap
dx

drSj
d y " '

etc.

d(.p 
dt 

d 1 cp 
dx- 

d ^ ip 

d x dy 

etc.

dï cp 
d x dt 

d"-(.p

dy2

etc.

dr 9 
~dp"

par i

par a \j—  i 

par Q\J—  i

par 0

par ( a  \J— i f

par (a  \J—  i )  (S  y/— 1)

par ( « * / = 7 )0  

par ( 6 ^ = 7 ) ’

par O2

T /  / ------- \ 3
d.& ......................................  par ( « v / - i )

etc.

Enfin proposons-nous de trouver une valeur de 9 qui, satisfaisant
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à l’équation donnée, se réduise à -

/(«, J, s, ···)>

pour t =  o. Il suffira évidemment de prendre

(4) 9 =  ^ -L.y  j j j ’. . . ea(li-.r)V=T e6(v-r)v'=7ev(cj-Ji)i/rri _ _

X / (p . ,  y , ct, . . . )  da dô d·)' d[j. dv tfe . . .

pourvu qu’on détermine 0 par la formule

F (a, 6, y, . . 0) =  o.

Autant cette dernière équation donnera de valeurs différentes de 0, 

autant la formule (4) fournira de valeurs particulières de <p, que l’on 

devra considérer comme des intégrales particulières de l’équation- 

proposée. Si, parmi les coefficients différentiels de <p relatifs à t, 

l’équation proposée n’en renferme qu’un, savoir les valeurs de 6 

se réduiront à une seule, et le second membre de la formule (4) 

représentera immédiatement l’intégrale générale ou la valeur générale 

de <p. Dans le cas contraire, on obtiendra l’intégrale générale, en 

faisant la somme des intégrales particulières, et remplaçant dans 

chacune d’elles la fonction /(p., v, m, . . .  ), ou par une fonction 

arbitraire de p., v, gt, ou par le produit d’une semblable fonction et 

d’une fonction déterminée de a, 6, y, . . . ,  ou enfin, ce qui estsouvent 

plus commode, par une somme de produits de cette espèce. Dans 

cette dernière hypothèse, on peut faire en sorte que les diverses 

fonctions arbitraires soient composées en p., v, gx, . . . ,  précisément 

comme les valeurs de <p, ··· correspondant à i =  o, sont

composées en x , y, z, . . . .  C’est ce que l’on verra tout à l’heure. Mais, 

avant d’aller plus loin, il est bon de remarquer que la formule (4), ou 

une autre formule de même espèce, se déduirait des méthodes que 

nous avons appliquées, M. Poisson et moi, au problème des ondes. 

Je vais rapporter ici la méthode de M. Poisson, en restreignant son 

application, pour plus de facilité, au cas de trois variables indépen

dantes. Il s’agit alors de trouver une fonction <p des trois variables x , y, t,
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qui satisfasse à l'équation linéaire aux différences partielles, et se 

réduise, pour t =  o, à

( 5 ) / ( « ,  I )  =  ^  jjjj c o s a c ( æ  — ¡j.)

X c o sê (j — v ) / ( p ,  v) dct do dp ch ,

les intégrations étant effectuées comme dans la formule (i). Or, on 

satisfait à l’équation aux différences partielles, en prenant

(6) eu —  2  A g±Sy\Cj

A étant une quantité indépendante des variables x , y, t, et /(« , S) 

représentant la valeur de 0 que détermine l’équation (3). Pour rendre 

la valeur de ©, qui correspond à t —  o, comparable au second membre 

de la formule ( 5), on présentera l’équation (6) sous la forme

( 7 ) ■ <p =  2  A e '/ i* ·  g> e ~a.i.V ^Î e- 0r v=T

-+- 2  B e'/i*--0)

+  XCe'/(-“'6) e-e3-/=ï
H- 2 D e'/(-«.-8) g*-vV—ï gSrvd.

On fera ensuite

A = _ f _ eanV=î eSvv=7 /((A) v ) d a d p d S d v ,

B =  v) ¿ a  d p d S  dv,
( 8 ) ( 1I C ~  /(P-, v ) d c t d p d S d v ,

! D = = è ^  v ) d a d p d S d v ;

et 1 on changera le signe 2 en une intégrale quadruple relative aux 

quantités a, S, p, v. On trouvera de cette manière

(9) ? =  /¡̂ Jjjfel/tX’81. cSlv-rh^ï / ( ^  v ) d a d ê d p d v

ea(!x-.x-)V=T e - ^ - y h ^ f ^ ^ d a i d Z d n d v

+  ^  j j j f f  ei/(_a, 01 e+6(v-̂ > ̂ / (  p, v) da dS dp dv

+  4m* J F  ci/'” “’~S) v) rfa ¿3 ¿/a ¿v.
Œ u v r e s  d e  C . — S. II,. t. II. 33

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



258  I N T É G R A T I O N  D E  C E R T A I N E S  É Q U A T I O N S  L I N É A I R E S

Dans cette dernière formule, les intégrations relatives aux variables 

a, 6 sont supposées laites, comme dans les formules ( i )  et ( 5) entre les 

limites o, oo. Cela posé, on reconnaîtra immédiatement qu’on peut 

réduire la valeur précédente de f  à celle que fournit l’équation (4) 

dans le cas de trois variables, c’est-à-dire, à

( i o ) o =  fOf e0i ex e·—*')' é ‘v ~v)' -l / ( ¡J-, v ) da do d\>. d'j,

les intégrations devant être effectuées par rapport à a et 6 entre les 

limites — oo, + o o .

Il nous reste à faire voir comment on doit s’y prendre pour que les 

fonctions arbitraires comprises dans l’ intégrale générale soient 

précisément celles que fournissent les valeurs de

correspondant à t =  o. Désignons respectivement par

(11) Mac, y, z , . · . .), M ac,y,z, · · ·), · · · ,  fm-i (ac<y,z, . ..)

ces mêmes valeurs, dont le nombre m sera égal à celui des coefficients . 

différentiels de <p, relatifs à t, que renferme l’équation donnée, ou, en 

d’autres termes, à l’exposant de la plus haute puissance de 0 dans le 

premier membre de la formule ( 3). Soient, en outre,

0(h ■ 0., · · · ) 0??l '1

les diverses valeurs de 0 tirées de cette formule. Conformément à ce 

qui a été dit ci-dessus, on prendra pour valeur générale de <p

( 1 2 )  A « / o ( f * ,  V , ® ,  . . . )

■+■ B #/ i ( j * ,  V, ÜT, K-o/m—1 (¡J-, V, W, · · · ) 1
X <+ 10  V—:1 e<3(v—r) i _ _ _ r[rj c[,j ¿/g dv . . .

+  A , / 0(p,  v , m ,  . . . )

ET, ...)·+·.. .H- K ( P ,  v, m, ...) )
X +  * <■') V—ï + v-r) V—i . . , da d[j. do dv ■ ■ .

-h ..................................................... *..............................................................

+   ̂2 Ti’y1 f̂f* * * *  ̂ · * * ) ~b * * * fm—i y ï * * * ) 1
X it*·—vjv’—i <̂ iv rH—1 . . .  ¿/a ¿/j-i c/o rfv . . .
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o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

(i3) cp= — Jj  ■ ■ ■ j A 0 e°‘ ‘ -h A, e"‘‘ -h. . .+  A m̂  e0».-** J

x  ga(a~ .Vŵ ï e6| . . . / 0 ( [J., V, 13, . . . )  d<X d[X d§ dv ..  .

+  ( ¿ ÿ ;  J p  · · IB» e°°' +  B’ +  · · · +  B™-, e0“-*' I

X  e a((i-.v)v/—i eS (v-y)^ T . . .  y f v , bt, . . .  ) da dp. d& dv . . .

-+“.............................................................. ................ . . . .

+  K„e°»'+ K,e0w +  . . K„,_,e0"' ·'}

X  ¿«((J·—·*■■) V—1 ^. . . / ,„ _ i  (/¿, v, rar, . . . )  da dp. de dv . . .

e t , - p o u r  f a i r e  c o ï n c i d e r  l e s  v a l e u r s  d e

<2cp d1 cp d,n~‘[ 9
^ t/i* ’ ’ dtm~'

c o r r e s p o n d a n t  à  t =  o ,  a v e c  l e s  q u a n t i t é s

Moc ,  y, Z ,  .  .  . ) , · ■ ·) . / s ( · * , y ,  Z, .  .  .), .  .  .  ,  Jnt—i {x i J'i

o n  r e g a r d e r a  A 0, A · ! ,  . . * 9 A-m—1 j D o , 1^1 y . . .  y y Ï Î q y IÎ* y .  * .  y

c o m m e d e s  f o n c t i o n s  d e a ,  S,  v . . .  d é t e r m i n é e s  p a r  l e s  é q u a t i o n s

( A 0 +  A , -H * ■. . -4- A m_, ·—  1 ,

(<4 )
a 0q0 +  A ïO , • · +  A  ,„ _ i  0 m_ ,  = r  0 ,

( a 0o r 1 +  A ,  O"1' 1- r  · ■. A.m_iOJ"_l —  0,

( B , +  B , ■ · ■+* B / « - 1  —  o ,

("S.)
B „ 0 o 4 - B . O , +  . • · -t- B 0 , „ _ i  =  o ,

( b ,  o r · · +  B 1 9ï ‘- 1 +  . • · -4 - B w _, 0,

e t c .

(  K 0 - + - K , +  . . . 4- K ,rt_i  —  o ,

( 1 6 )
K o 0o •4- K . 0 , - t- . • · +  K ,„ _ ,  0 m _i =  0 ,

( k „ o r 1' +  1 ^ 0 '" • · -+■  K ^ - i  0™_] —  1.

D a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  o ù  l ’ é q u a t i o n  p r o p o s é e  n e  r e n f e r m e  q u ’ u n e  

s e u l e  d é r i v é e  p a r t i e l l e  d e  9  r e l a t i v e  à  t, s a v o i r  :
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la formule (3) ne renferme qu’une seule puissance de ô, savoir 0"'. 

Alors, en désignant par i, a, b, c, . . ., k les racines de l'unité du 

degré m, on trouvera

(17)

(1 8 )

G1 -- «0(1, 0, — é 0(1, * * M 0 m— 1 :

A (1-- I— J A , =  - , A .=  -  , • · · ) L,,
I

m ni ni ni

É,= »l0„5 Ii1= — L—, 
/??-«· Üo

lï — 12 inb 0,,> • · · ) B JM
1

1 mkO,

Kn
I K,— I

w.O"'-1 ’ 111 ( Cl 0y )"* 1 1

K
I ...» K X

m(60o)"'-’ ’ • · · > 71 -1 --

et par conséquent la formule ( i 3) deviendra

, . i fl' l e" '̂ + . . . -t- e*®·* )
<’ 9) * =  n s r i " i — — ----------- !

X e^V·— v . . . J 0(p 7 v, ¡rr, . . .) da dp dS dv . 
1 C  j  //' j ' 4- e"®» ' . . .H- ' |

+  s  )
X eai|x-.t.·)/-) eS(v—v v, nr, . . . )  dx dp dô dv .

f i n  t  ̂ . , , —j— f i %  t 1

(27:)"^ jj ( m

X e*l'V-~x'1 '/_1 es(v-.r!é-J. . . ym_, ( ̂ , v, et, . . . )  da d p d S  dv . . . ,

les intégrations relatives aux variables a, S, y, . . .  étant faites, 

à l’ordinaire, entre les limites — oo, + oo, et celles qui se rapportent 

à la variable t, à partir de la limite t —  o. Lorsqu’on suppose m =  i, 

la formule (19) se réduit à l’équation (4); et, lorsqu’on suppose/« = 2 ,  

à la suivante

( 2 0 ) 9  =
gOo i - -| t

X  ea · '* ') ï ( v —j-)v^î. ,  . /„ ( ¡ u ,  v, üt, . . . )  rfa dv . . .

x  g*((i—.r)\/—Tg*5(v—_,·)y'—j _ _ . f , ( p ,  v, 5J, . . . )  rfa d p d ë  dv . .  .
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De plus, si, en substituant aux exponentielles imaginaires les sinus 

et cosinus, on développe dans l’équation (4) le produit

e n  [J— e ft ( V - y )  _

et dans l’équation (ao) le produit

- p ô l - t p—9„ t _ _--- -------ev-(V‘--n\'· -1
2

les intégrations effectuées par rapport aux variables a, §, y, . . . entre 

les limites — ao, +  oo, feront évidemment disparaître les termes qui 

renferment un des sinus

sina(|J. — x ) ,  siu§(y y), si 11y(err — z),

toutes les fois que le premier facteur

_I_ p—

sera une fonction paire de a, o, y, . . . .  Par conséquent, dans cette 

hypothèse, l’équation (4) se trouvera réduite à

(3i) 9 = e!il cos a (p. — x )  cosS( v — y )  cosy (cr — z ) . . .
(27r ) n J ! ! J

X  /o([J;'v, uj, . . .) dot d[j. do doj rfy dni .. .,

et l’équation (ao) à

(·.>.?.) O : ê ‘‘ ~I- ix®“1
{■ ¡t:)“ ,H U 2
X /0 ( ¡J-, v, r o ,  ... ) dot d[j. do r fy  rfy dm ..  .

cosa (p  —  x ) cos8(v — j ')  rosy (¡si — a ) .. .

_J_ p 0o,
'¡[[t y,

X f a ( [J., y, T7T, . . . ) rfa du. do du du dm . . .,

cos a (¡j. — x) cosc (y — r) cosy (m —  z )...

les intégrations relatives aux variables a, £, y, . . .  devant encore être 

faites entre les limites —  oc, +  oo, et l’intégration relative à l, à partir 

de t =  o.

Nous allons maintenant tirer des équations (a i)  et (aa) les intégrales 

générales des équations aux différences partielles que fournissent
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diverses questions de physique et de mécanique, et nous retrouverons 

ainsi les résultats contenus dans les Mémoires des auteurs déjà cités.

La loi suivant laquelle la chaleur se distribue dans un corps solide 

et homogène, dépend de l'équation

(23)
d f    / d  '1 cp d '2<p

dt dr-

n désignant une quantité positive. Si dans cette équation on remplace 

respectivement
d'ÿ drtp d.1 cp d 2y

77/’ d F ’ dy-' 77?  

par

0, (av/^T)2, e(vc r T)2, y(\7= T)2,

on trouvera, au lieu de la formule ( 3), la suivante :

(24) 0=-ry(o!2+ë2+ T i).

Qn aura d’ailleurs, dans le cas présent, 3, En conséquence, la 

formule (21) deviendra

(25) j j j j j j  ç - n,a-‘+S!+r)‘ c()iiçt(iJ. —  Æ )epsS(v—  J )

X  r o s y (d  — 5) /{¡J., v, d )  dot do du dp. dv dus.

De plus, comme on a généralement

— 00
H- 00

j *  c~""~ cos 2 bu du
1

=s TT" e~

et par suite

! cos/;« du
—  00 

H- 00

TT- .
“I e
a'1

a h

a, b désignant deux nombres quelconques, on pourra, dans le second 

membre de l’équation ( 25), effectuer, entre les limites — 00, +00, 

les intégrations relatives aux trois variables a, 6, y: et l’on trouvera, 

par ce moyen,

23(«7T)l . f '

fî±- (V— — -)«

t 1 f ( p ,  v, d )  d p d 'j dns.(26) o =
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Pour prouver directement que cette dernière valeur de cp satisfait 

à la formule ( 23), les intégrations étant effectuées entre des limites 

constantes arbitrairement choisies, il suffît d’observer que, si l’on pose

(a—.r)> + (v —vl'+lüT —5)> -
T — C r 1,

la fonction T satisfera elle-même à l’équation aux différences partielles

tiT __ i  d- t  æ- t  îP t \
~Ti ~~a\  ÏZF +  7/f1 +  IF? ) '

Si l’on prend pour limites des intégrations relatives à p., v, tô les six 

quantités
p 0) Vo, lüo,

Pl) Vl! 5*1)
et que l’on fasse

y. =r x  +  2d \Jal> v = y  -4- 26 \ja t, ro =  s +  2y

a, 6, y désignant trois nouvelles variables, l’équation (26) deviendra

( 27) cp =  -É f j f  e 6,-P /(.« +  2a /  +  2 6 y/ôi, s +  2 y y/oï) <2a rfo ety

X  —  p 0 g - _ 5 —  Efy

2 y/a¿ 2 y/«/ 2 y/af

p t — Æ s —  , yi “ A ÍTi /V

2 \ j a t 2  \ J a l  1 2 y/W

La valeur de <p donnée par l’équation précédente remplit évidemment 

la condition de se réduire à

pour t =  o, du moins tant que la valeur de x  reste comprise entre les 

limites p.0, p.t , celle de y  entre les limites v„, v,. et celle de s  entre les 

limites gt0, gr. Si l’on voulait que la même condition fût satisfaite 

pour des valeurs quelconques des variables x , y, s, il faudrait alors 

supposer

Po =  — 00 > v0 =  —oo, ra0=  —00,
p .,S =  +  QO, V j = : + O C ,  *0 , —  +  0 0 ;
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c e  q u i  r é d u i r a i t  l ’ é q u a t i o n  ( 2 7 )  à  l a  f o r m u l e

( 2 8 )  O  =  jjf e - a !- 6 s- Y !

x / (  x  -4- 2 « y/«/, j '  +  2o y/ôi, .s -4- 2y y/«î) 

a = —  co, a =  oo 

o =  —  00 , (3 =oo 

y =  — 00, y =00

X  dx dë dy (

S i ,  a u  l i e u  d e  l ’ c q u a l i o n  ( 2 3 ) ,  n o u s  a v i o n s  c o n s i d é r é  l a  s u i v a n t e

( 2 9 )
do _ d- cp

n o u s  a u r i o n s  o b t e n u  l ’ i n t é g r a l e

( 3o) j  e~a'f(^æ -4- 2 a sfat') d x  <
r-- J I a = -+

X — p 0]

2 yfat

Pi X |
2

P o u r  q u e  l a  v a l e u r  p r é c é d e n t e  d e  © s e  r é d u i s e  à  f ( x ) ,  q u e l  q u e  s o i t  x ,  

i l  f a u t  s u p p o s e r

P 0 =  -® , .̂, =  +  00.

O u  r e t r o u v e  a l o r s  l ’ é q u a t i o n

( 3 i)  o — ^ j f e  a’/ ( .z ’ -4 -2a  yf f f t )d x \ 'X~  ° °  )
iJ  (a — +  °° ;

d o n n é e  p o u r  l a  p r e m i è r e  f o i s  p a r  M .  L a p l a c c .

A p r è s  a v o i r  d é d u i t  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 1 )  l e s  i n t é g r a l e s  d e s  é q u a t i o n s  

( 2 3 )  e t  ( 2 9 ) ,  j e  v a i s  p r é s e n t e r  q u e l q u e s  a p p l i c a t i o n s  d e  I n f o r m u l é  ( 2 2 ) .

C o n s i d é r o n s  d ’ a b o r d  l ’ é q u a t i o n  a u x  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s ,  à  l a q u e l l e  s e  

r a p p o r t e n t  l e s  p e t i t e s  v i b r a t i o n s  d e s  p l a q u e s  s o n o r e s ,  h o m o g è n e s  e t  

d ’ u n e  é p a i s s e u r  c o n s t a n t e ,  s a v o i r  :

( 3 2 )
dlz 1 A2 (fp£ ,
dt'1 Í dæK 2 dx- dy- dyK

0.

S i  d a n s  c e t t e  é q u a t i o n ,  o ù  è 2 d é s i g n e  u n e  c o n s t a n t e  p o s i t i v e ,  e t  o ù  l a  

v a r i a b l e  p r i n c i p a l e  s e  t r o u v e  r e p r é s e n t é e  p a r  z,  o n  r e m p l a c e  r e s p e c -
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t i v e m e n t

d-z d^z d} z d^z 
dt- ’  d x ' ’ dx- dy- ’ dy'> ’

p a r

° S  ( «  (/— O h  ( a  ^ - O H ^ O - O S  ( ê v / Z r i ) S

o n  t r o u v e r a , a u  l i e u  d e  l a  f o r m u l e  ( 3 ) ,  l a  s u i v a n t e

( 33 ) O24- ¿2(a2+  ê 2) =  o.

On en tirera

0 =  ±  6(a2 +- ê2) y/^A, 

ou, ce qui revient au même,

o = ±  0„

la valeur de Q„, étant déterminée par l’équation

0o r = 6 ( a 24- S 2) V ~ ·

On aura d’ailleurs, dans le cas présent, x  =  z. En conséquence, la 

formule (22), dans laquelle on devra écrire s au lieu de o, donnera

(34 ) z = z - ~ ;  JjjJ cos ( a2 +  ê2 ) cos a ( ¡J. —  x) cosS (v— y) fa ( 'J ) dxt. do dp. clv

4- J'di Jjjj'cos +  ë2) ht cosa(/j. —  x )

X  cosë(v —  J ')/i(p ., v ji/arfô  dp. dv.

On peut simplifier le second membre de l’équation précédente. Eu 

effet, dans le Mémoire qui a remporté le prix sur la théorie des ondes, 

j’ai fait voir qu’on a généralement

/

/ "

cos sr2 cos 2 mm dvs ~   ̂ ( — ) ( cos m- -+- s in m- ),

sinsr2 cos2 «î sr «fer =  i  ( — y  (cosm2 — sium2),

et par suite

JJ'C O S ( s r 2 - i-  p2) C O S2 W S T  COS2/ip c/ st  dp 
Œ u v r e s  d e  C .  —  S. Il, t. II..

7 sin(?n'--i-7i2);
4

sr =  o, m = 0 0  

p =  o, p =00

34
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On en conclut immédiatement

Œ — *"— OC ,  T5T — 00 i · / n o \’  > =  7t s i n ( . m - +  w - ) ;
J 0™

COS ( ïïT" - i -  p 2 ) C O S 2 W Ü 7  C O S 2 7 1 0  f f e  r /p
p  =  —  00 , p  = 0 0

puis, en remplaçant les quatre quantités

w ,  p ,  m ,  n ,

par

a\/*7» 6 vÆ7> v · '■>■

on trouve
•>.\!bt 'j^bt

il c o s ( a 2 +  62 ) b t  c o s a  (p. —  x )  c o s 6 ( v  —  y )  dot d ë  <JJ ( 6 =  — op,
—  —  oo .* a  =  oo

,o
b  ^ o o

7T . (p. — .r)! +  (v —  y ) -
—  =  sin  -------- . , ------ 'L-!—

bl 4 bl

Cela posé, la formule (34) deviendra

sin -

t rd l /?·.
\r .b j 1 J) S1U

kbt

( P ~  , r ) 2 +  ( v  —  p · ) 2 
4 Ai

/o(P, v)d<J.ch

/.(p, v) rfprfv.

Pour prouver dii’cctement que cette dernière valeur de s  vérifie 

l’équation ( 32), quelles que soient les quantités constantes prises 

pour limites des intégrations relatives aux variables p. et v. il suffira 

d’observer que, si l’on pose

'T—  (p  —  à;)2+ ( v —  y Y  
~  ' UJbt

la fonction T satisfera clic-môme à l’équation aux différences partielles
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MÉMOIRE SUR L’INTÉGRATION
DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES, 

A COEFFICENTS CONSTANTS 
ET AVEC UN DERNIER TERME VARIABLE.

SECOND MÉMOIRE (*).

Bulletin de la Société Philomatique p. i 45-i 52/ i8ai.

Si l’on choisit pour limites des intégrations les quantités ·

les valeurs de

v0; g·,, vi,

z  et
ds
c i l ’’

correspondant k t =  o, se réduiront aux deux fonctions

tant que la valeur de x  restera comprise entre les limites p.0, p.lt et 

celle de j  entre les limites v0, v,. Si l’on voulait que ces mêmes condi

tions fussent remplies pour des valeurs quelconques des variables x  

et j ,  il faudrait supposer

f*0 =  — oo, v0=3 — 00 ; (*, =  -4-00, v ,= ’-4-oo ;

(*) Ce mémoire continuant le précédent, les numéros des équations prennent la suite 
des numéros de ce dernier (R. T.).
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et, en faisant clans cette h}Tpothèse

[J. =  x  4 - 2 a \Jbi, v — y - y  20

on obtiendrait, pour déterminer la valeur générale de z, l'équation 

très simple

( 3 6 ) z- =  ~ Jj'sin(a2 +  6'2)/,i(.r a- 2a \fbt, y  -4- 2 S \/bt) d% d'o

+  -  J d t  Jj sin (a 2 H- S'2) f ,  ( x  +  ■« \Bt ,  y  H- 2 6 \ b l )  dcc do

( a =  —  oc, a =  oo )

( S ce--30 , 0 =  30 )

Lorsqu’à la place de l’équation (3a) on se propose la suivante 

(37)

on trouve, pour intégrale générale, au lieu de la formule ( 30),

d'1 Z </' 5

TB +  b' dB  -  0’

( 38 ) s = — -—r f  (sina*H- cosa'2) /0(.* -+- a s  \ B t )  de/.
( 2 n ) f J

I

(2 7T)
J dt j ' (sina'2-f- cosa'2) / , ( a :  -+- 2 a \JTTt') <7a

a  —  g o  

a = -h o o

Considérons encore l’ équation aux différences partielles

,, rf'Q A  d-Q
(á9) Bd  + ^ { 7S ? +  7p ¡ - 0’

qui sert à déterminer les lois de la propagation des ondes à la surface 

d’un fluide pesant d’une profondeur indéfinie. Si dans cette équation, 

où la force accélératrice de la pesanteur est désignée par g , et la 

variable principale par Q, on écrit à la place des coefficients différentiels

d d )  d- Q d-Q

dt> ’ d x 1 ’ dy-

les quanlités
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on trouvera, au lieu de la formule ( 3), la suivante

(qo) 0l — g- (a- H- o2) =  o.

On en tirera

0» =  ± ÿ (a *+ 6 *f;

et par suite, si l’on fait, pour abréger.

G0= ^ ( a ‘ + 6 ‘ )*;

on obtiendra quatre valeurs de 0, comprises dans les deux formules

0o =  ±0„, 0 =  ±  0o \f—i-

Or, dans le problème dont il s’agit, on démontre assez facilement :

i u que la valeur générale de Q ne doit pas renfermer les exponen

tielles de la forme
e A',

mais seulement les exponentielles imaginaires

g0o£ \f— I g—0o£ V/-1 j

a” ‘ que cette valeur générale de Q est complètement déterminée, dès 

que l’on connaît les valeurs particulières de Q et de correspon

dant à 2 =  o. On pourra donc opérer, comme si 0 n’admettait que 

deux valeurs, savoir :

±G'V^T,

ou, en d’autres termes, comme si la formule (4o) se réduisait à

(40 ' V =  - g { a '+ & f ,

et prendre pour valeur générale de Q le second membre de l’équa

tion (22). On aura de cette manière, en écrivant

1 I
cos(a2-f- S2)4 g~ t
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au lieu de
i i  _ j_ i  _

e,a*+8'CY <ti-J _|_ e-(«! + P!)* i\-i

(4a) Q =  ^  J l l l  cos(op-+- gq *^ 2 ¿cosa(p — ce)eos8 (v —j) /u (p , v) da dlJ- d 'J

+  ÂF2 CO!i( +  62 )1 o 2 *

X cos a ( p — æ' ) cos 0 ( v — „V) / i  ( p, v) doc d§ dp  dv ; 

ou, ce qui revient au môme,

(43) Q = - ^ i  Jjjj cos(a'2+  02)* g 1t cos a (p — x)  cos G (v — j) /o  (p, v) cia ci8 cip civ

» 1 j_
sin(a2 +  o2)4 g-2 i

cia ciG ci ¡J. civ
2 7t2 ^ '2 '

X cos a ( p — ce cos G ( v — y  ) f  ( p, v )
(a2 +  ê2)4

Cette dernière équation coïncide avec celle que j ’ai donnée dans le 

Mémoire sur la théorie des ondes. A l’inspection seule de cette môme 

équation, on reconnaît immédiatement que les valeurs de

Q et
ciQ
dt

se réduisent
f , ( x , y )  et f  (x ,  y )

pour i =  o.

Si, au lieu de l’équation (^9), on eût considéré la suivante :

ci‘ 0  d*Q
(44) ^ c +é>' ^ - 0)

on aurait trouvé, en opérant comme ci-dessus,

(4 5 ) Q — ^  J f  cosa 2 g* t  cosa(p  — x )  f(,([x) cia cip

1 (T ■ t v , , det d\t.-\--------j  sina-£»" t cosa(p  — x f  ( p ) ----7— 1
0,r.gi·  ̂ af

dQ
f 0(sc) et f i ( x )  désignant les valeurs de Q et de correspondant 

à t =  o.
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A p r è s  a v o i r  p r é s e n t é  p l u s i e u r s  a p p l i c a t i o n s  d e s  f o r m u l e s  ( a i )  e t  

( 2 2 ) ,  r e v e n o n s  à  l ’ é q u a t i o n  ( 1 9 ) .  D a n s  c e t t e  é q u a t i o n ,  o ù  l a  l e t t r e «  

d é s i g n e  l e  n o m b r e  d e s  v a r i a b l e s

x , y, z, . . . ,

c ’ e s t - à - d i r e ,  l e  n o m b r e  d e s  v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s  d i m i n u é  d ’ u n e  

u n i t é ;  l e  p r e m i e r  t e r m e  d u  s e c o n d  m e m b r e  r é s u l t e  d e  p l u s i e u r s  i n t é 

g r a t i o n s  s u c c e s s i v e s  d o n t  l e  n o m b r e  e s t  d o u b l e  d e  n.  P a r m i  c e s  i n t é 

g r a t i o n s ,  l e s  u n e s ,  r e l a t i v e s  a u x  v a r i a b l e s  a ,  £ ,  -y, . . .  d o i v e n t  ê t r e  

e x é c u t é e s  s u r  d e s  f o n c t i o n s  d é t e r m i n é e s  d e  c e s  v a r i a b l e s ,  e n t r e  l e s  

l i m j t e s  — oc, + 0 0 ;  e t  d a n s  p l u s i e u r s  c a s ,  c o m m e ,  p a r  e x e m p l e ,  d a n s  

l e  p r o b l è m e  d e  l a  c h a l e u r  e t  d a n s  c e l u i  d e s  p l a q u e s  v i b r a n t e s ,  e l l e s  

d o n n e n t  p o u r  r é s u l t a t  u n e  f o n c t i o n  f i n i e  d e s  a u t r e s  v a r i a b l e s  p.,

v ,  tu , ........  Q u a n t  a u x  i n t é g r a t i o n s  r e l a t i v e s  à  c e s  d e r n i è r e s  v a r i a b l e s ,

i l  s e m b l e ,  a u  p r e m i e r  a b o r d ,  q u ’ o n  n e  p o u r r a  j a m a i s  l e s  e f f e c t u e r ,  

m ê m e  e n  p a r t i e ,  a v a n t  d e  c o n n a î t r e  l a  f o n c t i o n  f » ( x ,  y ,  z ,  . . . ) ,  c ’ e s t -  

à - d i r e ,  l a  v a l e u r  d e  <p c o r r e s p o n d a n t  à  t =  o ;  e t  q u e ,  p a r  s u i t e ,  s i  

c e t t e  f o n c t i o n  r e s t e  a r b i t r a i r e ,  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 9 )  

a u r a  p o u r  p r e m i e r  t e r m e  u n e  i n t é g r a l e  m u l t i p l e  d o n t  l ’ o r d r e  n e  s a u r a i t  

d e v e n i r  i n f é r i e u r  à  n.  T o u t e f o i s ,  i l  n ’ e n  e s t  p a s  a i n s i ,  e t ,  a p r è s  a v o i r  

e f f e c t u é  l e s  i n t é g r a t i o n s  r e l a t i v e s  a u x  v a r i a b l e s  a ,  S, y,  . . .  o n  p e u t ,  

d a n s  c e r t a i n s  c a s ,  p a r v e n i r  à  d e s  r é d u c t i o n s  n o u v e l l e s  p a r  d e s  c o n s i d é 

r a t i o n s  s e m b l a b l e s  à  c e l l e s  d o n t  j ’ a i  f a i t  u s a g e  d a n s  u n  M é m o i r e  s u r  

l e s  i n t é g r a l e s  d é f i n i e s ,  l u  à  l ’ I n s t i t u t  l e  2 2  a o û t  18x4. M a i s ,  c o m m e  

l ’ e x a m e n  d e  c e s  r é d u c t i o n s  m ’ e n t r a î n e r a i t  t r o p  l o i n ,  j e  l e  r e n v e r r a i  à  

u n  a u t r e  a r t i c l e ,  e t  j e  t e r m i n e r a i  l a  p r é s e n t e  N o t e  e n  d o n n a n t  l a  s o l u 

t i o n  d ’ u n e  d i f f i c u l t é  q u e  p o u r r a i t  o f f r i r  l ’ e m p l o i  d e s  f o r m u l e s  g é n é r a l e s  

c i - d e s s u s  é t a b l i e s .

C o n s i d é r o n s ,  p o u r  f i x e r  l e s  i d é e s ,  l a  f o r m u l e  ( 2 2 ) .  I l  a r r i v e r a  

s o u v e n t  q u e  d a n s  c e t t e  f o r m u l e  T u n e  d e s  e x p o n e n t i e l l e s  e 0o<, e ~ 0oi 

d e v i e n d r a  i n f i n i e  p o u r  d e s  v a l e u r s  i n f i n i e s  d e s  v a r i a b l e s  a, 6 , y ,  . . . .  

I l  n ’ e n  f a u d r a  p a s  c o n c l u r e  q u e  l e s  i n t é g r a l e s  m u l t i p l e s  c o m p r i s e s  d a n s  

l e  s e c o n d  m e m b r e  s o i e n t  i n f i n i e s ,  m a i s  s e u l e m e n t  q u ’ e l l e s  s e  p r é s e n t e n t
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sous une forme indéterminée, puisque les variables a, S,-y, ...

venant à croître, les fonctions sous les signes / obtiendront des

valeurs alternativement positives et négatives. Toutefois on tera dispa

raître l'indétermination dont il s'agit à l’aide d’un artifice de calcul 

que je vais indiquer.

Concevons que l’on prenne pour exemple l’ intégrale générale de 

l’équation

( 4 6 )
d2cf>
~dF

d l cp 
d x l

Cette intégrale générale, déduite de l’équation (22), est

( 4 7 )
■ = M ' [

>*/ I 0-0.1
■ cosa([J. — x ) / 0(/Jt) da d\x

1
2 7T- J d,i :

>XL _i »  X L

- cos a ( p· —  x )  /] ( ; J- ) da d\x\

et chacune des intégrales multiples qu’elle renferme se présente sous 

une forme indéterminée. Néanmoins l’expression

( 4 8 )
f

M i l  a -  OU

■ cosa (¡a — x )/o(p-) da d\x

obtiendra une valeur déterminée, si on la considère comme repré

sentant la limite vers laquelle converge l’intégrale double

, eai+  er-*1
( 4 9 ) -co sa (p  —  x )  fo(¡x) da d\x%

tandis que le nombre auxiliaire k s’approche indéfiniment de zéro. De 

plus, comme on a, entre les limites a =  —’ce, a =  +  00,

. eai-t- e ai

=/■

-co sa (p  —  x )  da

-ia* cosa ( ¡- • X  · • t \J— \) -H cos a ( p. — x  —  l \j—  1)
da

( u,—x-b t —̂1 y 
------- ^-----

k* 2

( [ p—1 )* 
U-

i  (y.—x). (p_—£)jt_
2 k ’
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il est clair qu’on pourra remplacer l’intégrale (49) par la suivante :

2 7T2 k

P

1 J

? ~ _ iV—X)' , __ w

e ** cos  ̂ 2y ?~/»(p) d\J-

Si l’on prend cette dernière entre les limites — 00, +  00, et que l’on 

y suppose

p =  x  -4- 2 Æ2 a ,

a désignant une nouvelle variable, on trouvera pour résultat

ft .
,1* J '-g -a t  cos/ ( x  4 -  2/f2 a ) <r/a I

\ P

Cela posé; l’équation (47) deviendra

(5o) t p = - É e n  J e - 3, œ s f - [ \ / 0( x - h 2 / d a ) d a

■ 00 

-00

TT"·

+ A ^  e'"* d l J  e - 3·' co s/  â r \ f l (æ +  2 k 1 a ) d x ,

et —  — 00
a =H -oo

l’intégration relative à la variable a devant être effectuée entre les 

limites — 00, +00, et le nombre k devant être supposé nul après cette 

intégration. On peut s’assurer directement par le développement en 

séries des deux fonctions

/ o ( # + 2 F  a ) ,  

f o { x  +  2 K 1 a ) ,

que la valeur précédente de ç satisfait à l’équation (4G). Ajoutons que, 

si l’on pose t =  o, les valeurs de <p et de tirées de la formule ( 5o), 

se réduiront, la première à

-7/0 («) f  e~a' d a = f 0(æ),
7T2

Œuvres de C. — S. II, t. II. 35
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et la seconde à

\ f x { x )  f  e - * 'd a = f l (x ) .
7T2 J

On aurait pu, en introduisant les imaginaires sous les signes /„ et f iy 

obtenir la valeur de © sous une forme différente de celle que présente 

l'équation ( 5o). En effet, comme on a généralement, en supposant k 

infiniment petit,

l ·
' -+- e cosa(p. —  æ) f(\x)da. d[x

= f -
cosa(p. —  x  -+-t) H- cos a (¡x — x  —  t)

fil·*·) d<xd\>.

: 271 \ f i x  — t') + f { o c  — t))

V

on en conclura, par analogie,

f
i a ‘

r > * t _ /> ai
■ cos a (p. — x )f(p .)d a d [x

Cela posé, l’équation (47) donnera

.. _ 7 o { x  +  1 \ !~  0  +  /o<> -  l y/—  0(5i)

- /
/, ( x  - h t s j —  1) + / i ( a ;  —  ? y/—  1)

Si l’on égale entre elles les valeurs de <p tirées des formules ( 5o) et 

( 5 i), et que l’on fasse en outre

M X ) =  f i X ), /l  =/'(■ ») v/1 7 ! ’

on trouvera

(5a) f ( x  +  t<f^l)

=  J e ~ “! c o s ^ ^ ^ / ( a 7  +  2 Aa a )  «fa,

+  ^  t · ■ J ' e ^ ^ d t j ' e~*! cos^ ^ j ^ / ' ( æ; *+- 2/F a )  ¿¿a,
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l e  n o m b r e  k d e v a n t  ê t r e  r é d u i t  à  z é r o ,  a p r è s  l e s  i n t é g r a t i o n s .  C e t t e  

d e r n i è r e  f o r m u l e  p e u t  ê t r e  c o n s i d é r é e  c o m m e  s e r v a n t  à  d é f i n i r  l a  

f o n c t i o n  — i ) ,  l o r s q u ’ o n  c o n n a î t  l a  f o n c t i o n  f ( x ) .

L a  r e m a r q u e  q u e  n o u s  a v o n s  f a i t e  à  l ’ é g a r d  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 2 ) ,  

s e r a i t  é g a l e m e n t  a p p l i c a b l e  a u x  é q u a t i o n s  ( i 3 )  e t  ( 1 9 ) .

Post-scriptum.  —  S i  l ’ o n  d é v e l o p p e  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  

( i 3 )  e t  ( 1 9 )  e n  s é r i e s  o r d o n n é e s  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  t, 

l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  c e s  p u i s s a n c e s  11e r e n f e r m e r o n t  d ’ a u t r e s  f a c t e u r s  

v a r i a b l e s  q u e  l e s  f o n c t i o n s  ( 1 1 )  e t  l e u r s  d é r i v é e s .  D e  p l u s ,  l e s  s é r i e s  

o b t e n u e s  s e r o n t  p r é c i s é m e n t  c e l l e s  q u e  l ’ o n  d é d u i r a i t  p a r  l e  t h é o r è m e  

d e  M a c l a u r i n  d e s  é q u a t i o n s  a u x  d i f f é r e n c e s  p a r t i e l l e s  q u ’ i l  s ’ a g i t  d ’ i n t é 

g r e r .  I l  s e m b l e  r é s u l t e r  i m m é d i a t e m e n t  d e  c e t t e  o b s e r v a t i o n ,  q u e  l e s  

f o r m u l e s  ( i 3 )  e t  ( 1 9 )  s o n t  l e s  i n t é g r a l e s  g é n é r a l e s  d e  c e s  é q u a t i o n s  

a u x  d i f f é r e n c e s  p a r t i e l l e s .  N é a n m o i n s ,  d a n s  u n  n o u v e a u  M é m o i r e  l u  

à  l ’ A c a d é m i e  d e s  S c i e n c e s ,  j ’ a i  l a i t  v o i r  q u ’ à  u n  m ê m e  d é v e l o p p e m e n t  

e n  s é r i e  p o u v a i e n t  c o r r e s p o n d r e  p l u s i e u r s  f o n c t i o n s  t r è s  d i s t i n c t e s  l e s  

u n e s  d e s  a u t r e s .  C e t t e  r e m a r q u e  s u f f i t  p o u r  m o n t r e r  l ’ i n c e r t i t u d e  d e  

l a  p r o p o s i t i o n  c i - d e s s u s  é n o n c é e ;  e t ,  d a n s  l ’ é t a t  a c t u e l  d e  l ’ a n a l y s e ,  

i l  n e  r e s t e  a u c u n  m o y e n  d e  j u g e r  s i  l e s  f o r m u l e s  ( i 3 )  e t  ( 1 9 )  s o n t  l e s  

i n t é g r a l e s  g é n é r a l e s  d e s  é q u a t i o n s  q u ’ e l l e s  v é r i f i e n t ,  n i  à  q u e l s  c a r a c 

t è r e s  o n  d o i t  r e c o n n a î t r e  c e s  i n t é g r a l e s  g é n é r a l e s .
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SUR

LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES
ET SUR

L’INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
OU A U I DIFFÉRENCES PARTIELLES.

Bulletin de la Société Philomatique, p. 49-54 ; 1822.

Pour découvrir et démontrer les propriétés les plus remarquables 

des fonctions, on a souvent employé leur développement en séries, ou 

suites infinies, c’est-à-dire composées d’un nombre infini de termes; 

et, parmi les géomètres, ceux même qui ne se sont pas résolu, suivants 

la méthode de La Grange, à faire de ce développement la principale 

base du calcul infinitésimal, s’en sont du moins servi pour établir 

plusieurs théories importantes; par exemple, pour déterminer le 

nombre des constantes arbitraires, ou des fonctions arbitraires que 

comportent les intégrales générales des équations différentielles, ou 

aux différences partielles, pour calculer ces intégrales, pour fixer les 

caractères auxquels on doit reconnaître les solutions particulières, ou 

intégrales singulières, des équations différentielles, etc. Toutefois, en 

remplaçant les fonctions par des séries, on suppose implicitement 

qu’une fonction est complètement caractérisée par un développement 

composé d’un nombre infini de termes, au moins tant que ces termes 

obtiennent des valeurs finies. Par exemple, lorsqu’on substitue à la
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fonction f(oc) la série de Maclaurin, et que Ton écrit en conséquence

(O. / ( * ) = / ( o ) + ^ / '( o ) + ^ / " ( o ) H - ... ,

on suppose qu'à un système donné de valeurs finies des quantités

■ /( o)> /'(o), /"( o); . ..

correspond toujours une valeur unique de la fonction f{oc). Consi

dérons, pour fixer· les idées, le cas le plus simple, celui où les quan

tités / (o ) , / '(o ), /"(o ), . . .  s’évanouissent toutes à la fois. Dans cette 

hypothèse, on devra, ce semble, conclure de l’équation ( i )  que la 

fonction f ( x )  s’évanouit elle-même. Néanmoins cette conclusion peut 

n’être pas exacte. En effet, si l’on prend

/(*) =  «"*,

on trouvera

f(o) =  o, /(o ) =  (o), /"( o) =  0 ,...........

Il en serait encore de même, si l’on supposait

f{ æ )  —  e. W W ,

ou bien

a désignant une constante positive, et a +  bx  +  ex2· 

entière de x;  ou simplement

une fonction

f ( x )  =  e

la variable x  étant assujettie à demeurer constamment positive, etc. 

On peut donc trouver pour f ( x )  une infinité de fonctions différentes, 

dont les développements en séries ordonnées suivants les puissances 

ascendantes de x  se réduisent à zéro.

On serait naturellement porté à croire qu’étant données les quantités 

/ (o ) , / ' ( o), / " ( o), . . . ,  l’équation (i)  fera du moins connaître la 

valeur de f ( x )  toutes les fois que la série comprise dans le second 

membre restera convergente. Néanmoins il n’en est pas ainsi. En effet,
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nommons <p (x) une fonction développable par le théorème de Maclaurin 

en série convergente, et, de plus, équivalente à la somme de la série 

obtenue; désignons par x(x)  une autre fonction dont le développement 

se réduise à zéro : les deux fonctions

?(■*) ct ?(>*) +  x(&),

distinctes l’une de l’autre, auront pour développement une même série 

convergente. Par exemple, les fonctions

eL e~x‘ -h e  v‘

ont pour développement commun la série convergente

x - XK X*i — — H-----— ------ - -+-·*·
1 1.2 1.2.0

dont la somme équivaut à une seule d’entre elles.

Il suit de ces remarques qu’à une seule série, même convergente, 

correspond une infinité de fonctions différentes les unes des autres. 

Il n’est donc pas permis de substituer indistinctement les séries aux 

fonctions, ct pour être assuré de ne commettre aucune erreur, on doit 

borner cette substitution au cas où les fonctions, étant développables 

en séries convergentes, sont équivalentes aux sommes de ces séries. 

Dans toute autre hypothèse, les séries ne peuvent être employées avec 

une entière confiance qu’autant qu’elles se trouvent réduites à un 

nombre fini de termes, et complétées par des restes dont on connaît 

les valeurs exactes ou approchées. Ainsi, en particulier, lorsqu’on veut 

déterminer par une méthode rigoureuse les maxima ou mínima des 

fonctions, et les véritables valeurs des fractions qui se présentent sous

la forme on emploie la série de Taylor, non pas en la regardant

comme composée d’un nombre infini de termes, mais en la complétant 

par un reste dont la valeur demeure comprise entre certaines limites.

Après les considérations que nous venons d’exposer, on ne sera pas 

surpris de trouver en défaut dans certains cas des propositions géné

rales établies par le moyen des séries. Nous nous contenterons de citer 

à ce sujet les exemples qui suivent.
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Soit

dy ~ f ( ^ ,y ) dæ

une équation différentielle entre les variables x , y; et

y  =  ¥ { x )

une valeur de y  propre à vérifier cette équation. On démontre, par le 

moyen des séries, que cette valeur de y  est une intégrale singulière, 

toutes les fois qu’elle rend infini le coefficient différentiel

df(œ ,y)
dy

Mais cette proposition n’est pas toujours vraie. Ainsi, l’on satisfait à 

l’équation différentielle

( 3 ) dy =  [ i  +  (y — æ )lo g (y  —  x ) ] d x ,

par la valeur y  —  x ,  qui rend infinie la fonction

et cépendant y  =  x , au lieu d’être une intégrale singulière, est tout 

simplement une intégrale particulière, puisqu’elle se trouve comprise 

dans l’intégrale générale, savoir :

C’est encore par le moyen des séries que l’on détermine le plus 

souvent le nombre de constantes -ou de fonctions arbitraires que doit 

renfermer l’intégrale générale d’une équation différentielle, ou aux 

différences partielles. Toutefois ce mode de détermination ne saurait 

être considéré comme suffisamment exact. Supposons, pour fixer les 

idées, qu’une équation linéaire aux différences partielles renferme 

avec les variables indépendantes x , y , et la variable principale z; i° la 

dérivée partielle du premier ordre de z, par rapport à x; 20 une ou 

plusieurs dérivées partielles de z, relatives ky. Dans ce cas, la valeur 

générale de z pourra être représentée par une série ordonnée suivant 

les puissances ascendantes de x ,  et qui ne renfermera d’arbitraire que

+  (y — ^)iog(j;
dy

l ° g ( j  —  x )  —  c ex .
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la fonction de y, à laquelle z est censée se réduire pour x  =  o, Par 

conséquent, si cette fonction est connue pour toutes les valeurs 

possibles de y, il semble que la valeur de z sera complètement déter

minée. Néanmoins il n’en est pas ainsi. Concevons en effet que l’équa

tion donnée soit la suivante :

(4)
dz  / i \ d 1 z i dz '

d x  ~  \ 1 ÿ l )  dy- y 3 d y '

et désignons par f(y )  la fonction de y  à laquelle x  doit se réduire par 

x  =  o. La valeur de z, déduite de l’équation (4) par le développement 

en série, prendra la forme

( 5 ) s  =  c p ( j )  4- -
iïyjy)

dy-
_L rfŸ(r)l
y 3 dy  J

Tous les termes de la série précédente étant des fonctions déterminées 

des variables x  et y,  lorsque la fonction <p(j) est elle-même déter

minée, il semble en résulter qu’une seule valeur de z remplira la double 

condition de vérifier l’équation aux différences partielles proposée, et 

de se réduire à <p(y) pour x  =  o. Néanmoins il est facile de s’assurer 

que, si l’on satisfait aux deux conditions énoncées par une certaine 

valeur
(6) z —  x ( x , y ) ,

on y satisfera encore en attribuant à z la valeur plus générale

_ 1 ) -M'1
(7) ’ z  =  x ( x , y )  +  c x  7-e ,

dans laquelle c désigne une constante arbitraire.

Après avoir montré l’insuffisance des méthodes d’intégration fondées 

sur le développement en séries, il me reste à dire en peu de mots ce - 

qu’on peut leur substituer.

Pour déterminer le nombre des constantes arbitraires que comportent 

les intégrales générales des équations différentielles entre deux ou 

plusieurs variables, et pour démontrer l’existence de ces même inté

grales, il suffit d’employer les méthodes que j’expose depuis plusieurs
, ** 

années dans mes leçons à l’Ecole Polytechnique. Ces méthodes seront
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l ’objet d’un nouveau Mémoire. La détermination du nombre des 

constantes arbitraires, en particulier, repose sur le théorème suivant :

Si une fonction xn(x) de la variable x  s'évanouit pour cc =  o, le 

rapport de cette fonction à sa dérivée, savoir :

ns(a;) 
xs’ ( X ) ’

s'évanouira lui-même quand on fera décroître la variable x  au-delù de 

toute limite.

J’ajouterai que la méthode dont je fais usage pour démontrer l’exis

tence des intégrales dans tous les cas possibles, sert en môme temps à 

calculer, avec telle approximation que l ’on veut, les valeurs des 

intégrales particulières correspondant à des valeurs données des 

variables.

Pour distinguer, relativement aux équations différentielles du 

premier ordre, les intégrales singulières d’avec les intégrales parti

culières, il suffît d’appliquer la règle que j’ai fait connaître dans un 

Mémoire lu à l’Institut le i 3 mai 1816. D’après cette règle, que l’on 

démontre rigoureusement sans le secours des séries, pour juger si une 

certaine valeur d ey , par exemple,

7 =  F(a-·)

est une intégrale particulière ou singulière de l'équation différentielle

d y  — f { œ i y  ) dœ,

on doit recourir, non pas à la fonction dérivée

d f { x ,  y )  
d y  ’

mais à l’intégrale définie

Ç _____ <fy______
J  /(■ *. j ) —·/(■ *> Fa;) ’

l’intégration étant effectuée par rapport à y  seule, et à partir de 

y  =  Y(x). Suivant que cette intégration donnera pour résultat une
Œ u v re s  de C. — S. Il, t. II. 36
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quantité finie ou infinie, y  =  F(a?) sera une intégrale singulière ou 

une intégrale particulière. Ainsi on peut affirmer que la valeur y  =  x  

vérifie, comme intégrale singulière, l’équation différentielle

dy =  [ i  +  (y  —

et, comme intégrale particulière, les deux suivantes :

dy =  [i +  ( j  — x)}dx,
dy =  \\-+- (y — x )  log(j — x)]  rte,

attendu qu’en effectuant les intégrations relatives ky, à partir de y = x ,  

on trouve

·' (y —  x ) J
2 (y —  x) - ,

f  Ŷ~x =loS(.T- ·*) — log°=x>.

h
dy i i 1. . .--------- r =  loe loe-----y  — x ) \ o g ( y  — x) y - x  - H logô

Quant à l’intégration des équations aux différences partielles, il ne 

semble pas possible, dans l’état actuel de l’analyse, d’assigner les 

caractères auxquels on doit reconnaître leurs intégrales générales, si 

ce n’est pour les équations du . premier ordre, et pour celles qui 

s’intégrent par les mêmes procédés.
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MÉMOIRE

SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES 
OÜ L’ON FIXE

LE NOMRRE ET LA NATURE DES CONSTANTES ARRITRAIRES 
ET DES FONCTIONS ARRITRAIRES 

QUE PEUVENT COMPORTER LES VALEURS 
DE CES MÊMES INTÉGRALES 

QUAND ELLES DEVIENNENT INDÉTERMINÉES.

Bulletin de la Société Philomatique, p. 161-174;

Dans mon premier Mémoire sur les intégrales définies, présenté à 

l’Institut le 22 août 1814 (* ) ,  j ’avais remarqué qu’une intégrale 

double peut devenir indéterminée, et j ’avais appris à former a priori 

la différence entre les deux valeurs qu’011 obtient pour une intégrale 

de cette espèce, suivant l’ordre qu’on établit entre les deux intégrations, 

De plus, dans mes leçons à l’École Polytechnique, et dans celles que 

j’ai données, en 1817, au Collège royal de France, en remplacement 

de M. Biot, après avoir observé que les intégrales simples peuvent être 

finies, ou infinies, ou indéterminées, j’ai indiqué les moyens, non

( l) Ce Mémoire, qui sera bientôt publié, a été approuvé par l’Institut, sur un rapport 
rte M. Legendre, daté du 7 novembre 1814, et dont les conclusions se trouvent imprimées 
dans l'Analyse des travaux de l ’Institut pendant la même année. De plus, M. Poisson a 
donné un extrait de ce Mémoire dans le Bulletin de la Société Philomatique, de 
décembre i8i4-
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seulement de distinguer ces trois sortes d’intégrales, mais encore de 

fixer la nature des constantes arbitraires que comporte une intégrale 

simple indéterminée. Une partie des principes sur lesquels je me suis 

appuyé se retrouve dans mon Mémoire sur les solutions particulières, 

présenté à l’Académie royale des Sciences le i 3 mai 1816. Les formules 

nouvelles que j’ai déduites de ces mêmes principes, particulièrement 

celles que j’ai données dans le Mémoire de 1814, et dans mes leçons 

au Collège de France, sont d’une très grande généralité. Le .plus 

souvent les intégrales dont elles fournissent les valeurs renferment,

sous le signe J ' » des fonctions arbitraires dont on peut disposer à

volonté. Ces mêmes formules comprennent, comme cas particuliers, 

un grand nombre de celles qui étaient connues avant la publication de 

mon Mémoire, et plusieurs autres auxquelles on est parvenu depuis 

par des méthodes différentes, par exemple, à l’aide du développement 

en série. Toutefois il est essentiel de remarquer que l’on ne peut 

compter sur les valeurs des intégrales déterminées à l’aide de cette 

dernière méthode, qu’autant que les séries dont elles représentent les 

sommes sont convergentes. Les méthodes dont j ’avais fait usage 

n’offrent pas cet inconvénient. L’importance des résultats auxquels 

elles conduisent, m’a fait penser qu’il serait utile de montrer toute 

l’extension dont elles sont susceptibles, et d’en indiquer les principales 

conséquences. Tel est l’objet du Mémoire que j’ai présenté, le 28 octobre 

dernier, à l’Académie royale des Sciences. Ne pouvant en offrir ici 

qu’une analyse très courte, je rappellerai d’abord quelques-uns des 

principes sur lesquels je m’appuie ; je citerai ensuite quelques formules 

générales, que je choisirai de préférence parmi celles que j’ai données, 

dans le Mémoire de 1814, et dans mes leçons au Collège de France.

J’appelle intégrale définie singulière, une intégrale prise relativement 

à une ou à plusieurs variables, entre des limites infiniment rapprochées 

de certaines valeurs particulières attribuées à ces mêmes variables, 

savoir, de valeurs infiniment grandes, ou de valeurs par lesquelles la

fonction sous le signe f  devient infinie ou indéterminée. Ces sortes"
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d’intégrales ne sont pas nécessairement nulles, et peuvent obtenir des 

valeurs finies ou même infinies. Supposons, par exemple, que la 

fonction f ( x )  devienne infinie pour x  =  x 0. Désignons par k un 

nombre infiniment petit, par/„ la vraie valeur du produit k f ( x 0-{-k), 

correspondant à une valeur nulle de k, et par a', a" deux constantes 

positives. L’intégrale singulière

Jf.Xa + l-X"
j \ x )  dx

r .. -
■+· k.&·'

sera équivalente à l’expression

(2)» . fol

et par conséquent elle dépendra : i° de la racine x„  de l’équation

i a"
j ^ = o ;  20 de la constante arbitraire Ajoutons que les deux 

intégrales

J s\ X q +  s\  .Xq- ■ A -*· ’

' f ( x ) d x ,  / f ( x ) d x
X l + k Q l '  J x n — k W  '

.x-0—  l-oc.'

seront égales et de signes contraires, à moins que, pour des valeurs 

décroissantes de k, les deux produits k f ( x 0+ k ) ,  — k f ( x 0—  k) ne 

convergent vers deux limites différentes.

Considérons maintenant l’ intégrale double

(3) Jf f(x,y)dxdy,
et supposons d’abord que, la fonction f ( x , y )  devenant infinie ou indé

terminée, quel que soit x ,  pour y  =  F(;r), les intégrations relatives 

à y  et à a? doivent être effectuées, la première entre les limites

J==F(^) +  /cê', y  =  ]?(*)+*6',

k désignant un nombre infiniment petit, et 6', S" deux fonctions posi

tives mais arbitraires de x,  la seconde entre les limites constantes

Si l’on nomme / 0 la vraie valeur du produit k f ( x a, F(a;) +  k), corres-
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pondant à k —  o, la valeur de l’intégrale singulière proposée sera

(4)  ' f  f * l ( j ) d x .

Cette intégrale dépendra donc non seulement de la fonction déterminée 

de x,  que nous avons représentée par F(a?), mais encore de la fonction

arbitraire ^  ·

Supposons enfin que la fonction f ( x ,  y) comprise dans l’intégrale (3) 

devienne infinie pour un système isolé de valeurs de x  et de y, repré

sentées par x 0, y „, et que chaque intégration doive être effectuée entre 

des limites constantes ou variables, mais très rapprochées de ces 

valeurs; alors, en posant x  =  x u -+- 7-co sp , y  =  y 0-\- r û n p ,  on trans

formera l’intégrale (3) en cette autre

JJ f { x o+ i ’ cüsjj, J u-t- si¡\p)r clr dj>,

dans laquelle l’intégration relative à r sera la seule dont les deux limites 

restent infiniment voisines. Si ces limites sont de la forme ¿p', kp", p', 

p" désignant deux fonctions positives de p ,  et si, de plus, on appelle / 0 

la vraie valeur du produit k f ( x 0 +  k cos p ,  y  g +  k sin p ) ,  correspondante 

à k =  o, l’ intégrale ( 3) deviendra

(5) / / » ' ( £ ) rf/ ' ·

Elle dépendra donc de la fonction arbitraire fp  Dans un grand nombre

de questions qui se résolvent à l’aide des intégrales singulières, la 

fonction fg est de la forme
h

----- -------- :-------- :---------- >
a cos-p 2 0 cosp  smp  -H c sm-/>

a, b, c, h désignant des quantités constantes. Alors, en attribuant à p ' ,  

p"  des valeurs constantes, et supposant l’intégrale ( 5) prise entre les 

limites p  =  o, p  =  2 u, on trouve cette intégrale équivalente au produit

\ / a c  — b 1 \P /
( 6 )
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qu’ou obtient en multipliant par la surface de l’ellipse qui a

pour équation
a x -  -+- 2 bxy c y 1 =  \ .

Quand on considère les variables x  et y  comme désignant des coor

données rectangles, l’expression (6) représente la valeur de l’inté

grale (3) étendue à tous les systèmes de valeurs de x  et de y,  qtû 

correspondent à la zone circulaire renfermée entre les deux cercles 

décrits du point (a?0, j „ )  avec les rayons infiniment petits kp’, kp".

On déterminerait avec la même facilité les valeurs des intégrales 

singulières relatives à plusieurs variables, et l’on prouverait, par 

exemple, que, si la fonction f ( x , y ,  z)  devient infinie pour un système 

isolé de valeurs de x,  y, z, représentées par x ü, y 0) z„, l’intégrale 

singulière triple

(7) jjj / ( - r ) J'. z)dxdyds,

étendue à tous les systèmes de valeurs qui correspondent à la zone 

sphérique comprise entre les deux sphères représentées par les 

équations

(x  —  (y  — J ' o ) 2 +  (s  —  £ o ) ‘2—

( x  —  x 0)2-h (y  —  7 o ) 2 +  (z  —  - o ) 2 =  * * p ' 2,

sera équivalente à l’expression

( 8 ) / y  / (  £ 7-^  s i n  p  dp dq
\p =  o,p =  i: )
I q ”  o ,  q— 27T ) ’

/o désignant la vraie valeur du produit k f( x 0-\- kcosp, j 0+  k sin/> cos q, 

^0 +  Asinpsin^), pour k =  0.

Dans les intégrales singulières dont nous venons de nous occuper, 

les deux limites des intégrations relatives à une ou à plusieurs variables 

sont infiniment l'approchées de certaines valeurs attribuées à ces mômes

variables, et pour lesquelles la fonction sous le signe j~  devient indé

terminée ou infinie. Mais il existe encore une autre espèce d’intégrales 

singulières, savoir, celles qui sont prises par rapport à une ou à
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plusieurs variables entre deux limites infiniment grandes et de même 

signe. Les valeurs de ces dernières peuvent être toujours obtenues à 

l’aide des mêmes moyens. Ainsi, par exemple, si l’on désigne parÆ un 

nombre infiniment petit, et par a', a" deux constantes positives, 

l’intégrale singulière

1
ko·'

(9) f(Js)d,v
¿O"

aura pour valeur

( H  / · ' ( £ >

/o désignant la vraie valeur du produit correspondant à k =  o,

ou ce qui revient au même, la vraie valeur du produit x f ( x ) corres

pondant à x  =  00.

La considération des intégrales singulières lournitle moyen de fixer 

non seulement la nature des intégrales prises entre des limites infinies

et de celles dans lesquelles la fonction sous le signe J  devient indéter

minée ou infinie entre les limites des intégrations, mais encore les 

valeurs de ces mêmes intégrales, et le nombre de constantes arbitraires 

ou de fonctions arbitraires qu’elles peuvent comporter. Pour le faire 

voir, concevons qu’il s ’agisse de fixer la nature et la valeur de 

l’ intégrale

00 duc

dans le cas où la fonction sous le signe j  devient infinie ou indéter

minée entre les limites x',  x", pour les n valeurs de x  comprises dans 

la suite

(12) Æ-O) · · · ,  X/i—i'

En désignant par k un nombre très petit, et par a', a", 6', . . . ,  e', e"
H

des quantités positives quelconques, on devra regarder l’intégrale (11)
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comme sensiblement équivalente à la somme

(i3) A =  j  f(x)dx + j  f(x)dx-i-...-+- J f(x)dx.

Si dans cette même somme on pose a '=  i,  a " =  i ,  S ' =  i, & ' =  i, . . . ,  

s.'— i, e" = i , en laissant le nombre k infiniment petit, on obtiendra 

non plus la valeur générale de l’intégrale ( n ) ,  mais seulement une 
valeur particulière que nous désignerons par B, et que nous nommerons 

valeur principale. Cette valeur principale, savoir

sera communément une quantité déterminée, qui pourra, dans certains 

cas, devenir infinie. Lorsqu’on l’aura calculée, en lui ajoutant les 

intégrales singulières

on obtiendra la valeur générale A de l’intégrale (i i), laquelle dépendra 

évidemment des constantes arbitraires od, a", . . . et sera ordinairement 

de la forme

fo , f i  · · · fn -1 désignant les valeurs qu’acquièrent les produits 

(x  —  x 9) f ( x ) ,  ( x  —  X i ) f ( x ) ,  ( x  —  X n ^ f ^ x ) ,  quand leurs

premiers facteurs s’évanouissent.

Si l’on supposait, dans l’intégrale ( n ) ,  x ' =  —  oo, a;" =  +  oo, alors 

il faudrait remplacer les deux quantités x ', x", dans la formule ( i 3)

par —  ^ 7 )·+  jip  [6', 0" étant deux constantes positives], et dans la

formule ( i 4) par —  +  y  Dans la même hypothèses, il faudrait aux

Œ u v r e s  d e  C . — S. II, t. II.
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intégrales ( i 5) ajouter les deux suivantes :

_ 1 1

i 1*]) J '  ^ f ( x ) d x ,  f ( x ) d x ,

~ xif + *

dont la somme sera ordinairement équivalente à l’expression

(*8)

f x désignant la vraie valeur du produit x f ( x ) ,  pour x  =  ± 0 0 . Alors 

la valeur générale de l’intégrale (x 1) deviendra

(x9) A =  ü + / . / ( ^ ) + / , / ( ! ) + . . .  +  / „ _ , / ( ! [ ) ·

Cela posé, il est clair que cette valeur générale sera infinie, si quel

qu’une des quantités B ,/ 0, / t, . . . ,  f n-i,  devient elle-même infinie, 

et que dans le cas contraire elle renfermera autant de constantes 

arbitraires que l’on trouvera de quantités f 0, f i ,  · · · ayant une valeur 

différente de zéro.

Si l’on avait x ' =  x 0, ou x" —  x n- i , il faudrait supprimer la première 

ou la deniière des intégrales (15), et remplacer en conséquence dans

la formule (16), / ^ ,^ p a r / ^ ^ >  o u / ( ^ j par /(s'). Dans tous les

cas on établira sans peine la proposition suivante.

Pour que la valeur générale A  de l'intégrale (11) soit finie et déter

minée, il est nécessaire et il suffit que celles des intégrales singulières ( i 5) 

et (i~) qui se trouvent comprises dans la valeur de K  —  B se réduisent à 

zéro pour des valeurs infiniment petites de le.

Il est facile d’étendre les principes que l’on vient d’exposer de 

manière à les appliquer aux intégrales multiples aussi bien qu’à celles

qui renferment sous le signe J" des fonctions en partie réelles, en partie

imaginaires. Nous allons maintenant citer quelques formules générales 

déduites de ces mêmes principes.
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k f ( x n.

( 2 i )

Si l’on désigne par x„, x y, . , &n-i les racines de l’ équation

<“ > j b ) = ° '

dans lesquelles les parties réelles restent comprises entre les limites a;', 

x" , et les coefficients de y/—  i entre les limites y', y", et par / 0, / 1;

/„_! les véritables valeurs des produits kf^x^-^-k), kf^Xi +  k),

- k), correspondantes à k =  o, on aura

X '

=  V/- i f  [/(®" +  7v /— 0 — / ( « '  +  W — ï·)]^ '
«K “V'

— — l(/o +  /i +  . · · +  /«-1)·

En égalant dans les deux membres de la formule précédente : i° les 

parties réelles; 20 les coefficients de y/—  1, on obtiendra les équa

tions ( 3G) de la seconde partie du Mémoire de 1814, desquelles on 

peut réciproquement déduire cette môme formule. Ajoutons que, si 

pour une racine de l’équation (20) la partie réelle devient égale à l’une 

des quantités x ', x " , ou le coefficient de y/—  1 à l’une des quantités/' 

y", l’une au moins des deux intégrales comprises dans la formule (21) 

deviendra indéterminée. Mais cette formule subsistera encore entre les 

valeurs principales des deux intégrales, pourvu.que dans la somme 

/ 0 + / 1  +  · · ·+ / « -!  on prenne seulement la moitié du terme qui 

correspond à la racine dont il s’agit.

Si l’on fait/ ' =  o, y "— a, etsi l’on choisit x ' , ad' de manière que les 

fonctions f{pd '+ y\J— i),/(a?'H -jy/— 0  s’évanouissent pour toutes 

les valeurs de y, l’équation (21) donnera

J r*'7? __
f ( æ  +  a \ f X î ) d x  =  / f ( x )  d x  —  271 y/^7 (/0  +  / 1  +  . . · + / „ _ , ) .

X> J  X '

De cette dernière formule on tire aisément la suivante :

f«'O

mn \
-------- 2 ax d x

=  e ~ a'  f  
J  0

“ ( a  —  x \ j — i')m 1 -t-  (  a -1- x  \/—  1 ) m 1 dx,
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qui subsiste pour toutes les valeurs positives rationnelles ou irration

nelles (le a et de m, et qui renferme comme cas particulier la formule 

connue

Í
e~x' cos 2 a x  d x  ■■

·/()
v~x* d x  =  -  7r2 e~"' 2

Concevons maintenant que P, 15 étant des fonctions réelles de deux

nouvelles variables p, r, on désigne par ..........celles des

racines do l’équation (20), qui, substituées dans la formule

x =  P +  R \l— 1,

déterminent des valeurs de p  renfermées entre les limites p', p ”, et des 

valeurs de r renfermées entre les limites r', r". Si l’on pose, pour plus 

de commodité,

j -i(f ,  r ) = / (P +  it ^ ) < i i ± 3 V H ) ,

( 2 3) s ^

| +(/>, r) = / ( P  +  R J = r , )  ,

on aura généralement

(24) f  [x(p,· r") -  x(p, /■ ')] dp 
dp'

[ + (/>"> r ) — + (/■>'> r ) ] d r — 27rv/— 1 ( ± / 0± / ,  ± . . . ± / „  1),

chaque terme de la somme ± / o ± / i ± .  · . ±/«-\  devant être affecté 

du signe -f- ou du signe — , suivant que les valeurs de p  et de q corres

pondant à ce terme déterminent une valeur positive ou négative de

la fonction réelle ^  ~  —  ¡̂~ La formule (24) résulte, comme la

formule (21), des calculs développés dans le Mémoire déjà cité. De plus, 

des observations semblables à celles que nous avons faites à l’ égard de 

la première formule s’appliquent encore à la seconde.

Dans le moment où je m’occupais de la résolution des équations par
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le moyen des intégrales définies ( 4), j’avais déduit des méthodes 

exposées dans le Mémoire de 1814 la formule générale

(ar>) / ---- 7
J 0 r fcosp  +  y —  i sm/>)

f(o )  f (a)/—  C f (r ) / ( f (°)
= ' /- ' L  7W ) ‘l r + * \ m  +

_ _ _  f(a')
a  F'(a) a’ F' («')

2 7T

K « ·

f(a  +  g y/—  i)

F'(oc +  g y / -  i)
f  ( « ' +  q ; y / ~ )

-h . · ■

a,~a’

(26)

(a'  H- g' y/— 1) F'(a'-+- g' y/— i)

. désignant les racines réelles de l’équation

F(^) =  o

qui ont des valeurs numériques plus petites que l’unité, et a +  S — 1, 

a ' +  S ! y/—  1 , . . .  les racines imaginaires dans lesquelles le module est 

inférieur à l’unité, et le coefficient de y/—  1 positif. Pour obtenir cette 

formule, il suffit de poser dans les équations ( 23) et (24) 

i(ûs)
f(v)  =

P ' — o,

P H- R y/—  1 =  r(cosp -f- y/—  1 sin/)), 

P ' = n , r =  o, /■ =  1,

et de remplacer ensuite

<(r) f ( - r )  l  r ' j i ï L drX  /’ F ( —  r) j par r ¥ { r ) d r ·

J’avais appliqué cette même formule à la résolution de l’équation (26), 

et j’en avais tirer plusieurs autres, parmi lesquelles je citerai la suivante

( a 7)

f(e^v-i)r  eP^-i i(eP'X eP\/=i —
dp — r.f(a)· ■ dr.

où a représente un nombre inférieur à l’unité. On conclut aisément de

(!) Un extrait du Mémoire que j’ai présenté sur ce sujet à l’Académie royale des 
Sciences, le 22 novembre 1819, se trouve imprimé dans l’analyse des travaux de 
l’Académie, pour la même année.
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c e t t e  d e r n i è r e

( 28)

-  /  e~1ips/~ xî(b  +  ep A  dp = ----------5-----------
2 / N 1.2.3. . . ««*'— TT

1 ^  ^  - ,2 / I . 2.3 . . . Hv  — TC

dn f ( ¿ ) 

“ ¿6« ’

A-»A» =  1 —  f  + -  i)™ e - n p ^ n S ' / - '  dpj
%J — %

m ,  n ,  d é s i g n a n t  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s ,  e t & ,  h  d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s .

I l  e s t  b o n  d e  r a p p e l e r  q u e  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 2 5 )  e t  ( 2 7 )  l a  f o n c t i o n  f  

d o i t  ê t r e  c h o i s i e  d e  m a n i è r e  q u e  f ( r e ps/~ 1') n e  d e v i e n n e n t  p a s  i n d é t e r 

m i n é e  n i  i n f i n i e  e n t r e  l e s  l i m i t e s p =  0 ,  p =  ti, r =  0 ,  r =  1 . A j o u t o n s  

q u e  c h a c u n e  d e  c e s  f o r m u l e s  s e  d i v i s e r a  e n  d e u x  a u t r e s ,  l o r s q u ’ o n  

é g a l e r a  s é p a r é m e n t  l e s  p a r t i e s  r é e l l e s  e t  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  <J—  1 .  O n  

t i r e r a  a i n s i  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 7 )

( 29)
I r 71 (
3 J0 |  i  —  a

f(e- /V -i)

1 —  a er"¿~i
dp = . n î (a ) .

E n  o p é r a n t  d e  m ê m e  s u r  l a  f o r m u l e  ( 2 5 ) ,  f a i s a n t  F ( r ) =  1 —  nr,  e t  

s u p p o s a n t  t o u j o u r s  a 1 ,  o n  t r o u v e r a

( 3o )
1 r T' f {{eP^) f(g-/y-i)

2 Ja ( 1 — a 1 — n
7r f ( o ) .

E n  s u p p o s a n t ,  a u  c o n t r a i r e ,  1 ,  o n  c o n c l u r a i t  d e l à  f o r m u l e  ( 2 b )

( 3 i )

f ( e P ^

— ae-rv^ 1 
i(eP^) _
— a

f(e-/V -i)  

i — a ep̂ ~1
dp =  o ,

î ( e - p'/~ l) 
1 — a e

dp  =  7T f ( o ) - f

E n f i n ,  s i  l ’ o n  a v a i t  <2 =  1 ,  a l o r s ,  e n  a p p l i q u a n t  l a  t h é o r i e  d e s  i n t é g r a l e s  

s i n g u l i è r e s  à  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  i n t é g r a l e s  d é f i n i e s  q u e  r e n f e r m e n t  

l e s  p r e m i e r s  m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 3 i ) ,  o n  t r o u v e r a i t  p o u r  l e s  

v a l e u r s  r e s p e c t i v e s  d e  c e s  d e r n i è r e s  i n t é g r a l e s

I  7T f ( I ), 7Tf(o) — ^ TT f ( I ),( 3 2 )
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et pour la valeur de leur somme

( 33) i  f  { f(«Pv/—j) +  îie-P ^ '- ')  } dp =  7;f(o),
"/0

ce qui s’accorde avec la formule (26). Si maintenant l’on ajoute et l’on 

s o u s tr a it  l 'u n e  d e  l’ a u tre  : i °  le s  d e u x  é q u a tio n s  ( 2 9 ) e t ( 3 o ) ;  2 0 le s  d e u x  
équations (3 i); et qu’on remplace ensuite f (f) parf(b +  r) on obtiendra 

non seulement les deux formules que M. Poisson a données dans le 

Bulletin de septembre dernier (p . i 38), mais encore ces mêmes 

fo r m u le s  m o d ifié e s , c o m m e  e lle s  d o iv e n t l ’ ê tre  d an s le  cas o ù  l ’ on  
suppose a j> 1. Au reste les deux formules dont il s’agit et celles qui 

les suivent (p. 139), se déduisent avec la plus grande facilité d’un 

théorème que j’ai donné dans le Mémoire de 1814 ( 2 e partie, § 5), et 

qui sert à déterminer la valeur de l’intégrale

f  f ( x ) d x

lorsque la fonction f ( x  +  y  sJ—  1) s’évanouit, quel que soit y, pour 

des valeurs infinies de x , et quel que soit x , pour des valeurs infinies 

positives d e y . Ce théorème, dont j ’ai fait de nombreuses applications 

dans mes leçons au Collège de France, sera l’objet d’un second article, 

dans lequel je m’occuperai, en outre, de la transformations des inté

grales singulières ou indéterminées en intégrales définies ordinaires, 

et de l’usage des intégrales singulières dans la sommation des séries. 

En attendant, parmi le grand nombre de formules nouvelles que fournit 

le théorème en question, je citerai l’une des plus simples, savoir :

(34) I x a~l s i n -------bx  ) --------- — -Txerb.
J0 \ 2 / 1 +  x - 2

a, b désignant deux constantes positives dont la première, sans être 

nulle, demeure comprise entre les limites 0 et 2.

Dans ce qui précède, nous avons considéré chaque intégrale définie, 

prise entre deux limites réelles, comme n’étant autre chose que la 

somme des valeurs de la différentielle qui correspondent aux diverses
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valeurs réelles de la variable renfermées entre les limites dont il s’agit.

Colle m anière d'envisager une i n t é g r a l e  d é f in ie  me paraît devoir être
adoptée de préférence, parce qu'elle convient également à tous les cas, 
même à ceux dans lesquels on ne sail point passer généralement de la

fonction placée sous le signe J à la fonction primitive. Elle a, de plus,

l'avantage de fournir toujours des valeurs réelles pour les intégrales 

qui correspondent à des fonctions réelles. Enfin elle permet de séparer 

facilement chaque équation imaginaire en deux équations réelles. Tout 

cela n’aurait plus lieu, si Ton considérait une intégrale définie prise 

entre deux limites réelles, comme nécessairement équivalente à la

différence des valeurs extrêmes d’une fonction primitive même discon

tinue, ou si Ton faisait passer la variable d’une limite à l’autre par une 

série de valeurs imaginaires. Dans ces deux derniers cas on obtiendrait 

souvent, pour les intégrales elles-mêmes, des valeurs imaginaires 

semblables à celle que M. Poisson a donnée pour la suivante :

J C” 0030.2 ,
— T ‘ ,lj'·

[>

( Voyez le Journal de l'Ecole Polytechnique, i8° Cahier, p, 3aç).) Si Ton 

applique à cette dernière les méthodes ci-dessus exposées, on trouvera

pour sa valeur principale —  ^ s in  ah, tandis que sa valeur générale,

considérée comme limite de la somme

j f

i — ¿a'
(‘.os a . j c

x - - h -

d x  ■ - r  “  
• . . *«· ^

os a æ

IV
d x

sera déterminée par la formule

(33)
COS (7./· d x

x- — 64
-L  (cosí' t b  \ o s i u  — sin u b ) ,  

a ft '

m désignant, pour abréger, une constante arbitraire égale au 

rapport J ·
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D e  c e t t e  f o r m u l e  o n  t i r e  i m m é d i a t e m e n t  l e s  s u i v a n t e s  :

( 30)

s ; \ x ----
x

« cos ax  — qos ■

x"

a

x nL ( d x  7 t .  , .
------ \ -— z :  — (cosalogm — sintíí).

dx 71
x  —  —  

X

— ------ sin  a.
2

d a n s  l e s q u e l l e s  l e s  f o n c t i o n s  s o u s  l e  s i g n e  J  c e s s e n t  d e  p a s s e r  p a r  

l ’ i n f i n i  e n t r e  l e s  l i m i t e s  d e s  i n t é g r a t i o n s .

- A u  r e s t e ,  i l  p e u t  a r r i v e r  q u ’ à  u n e  m ê m e  i n t é g r a l e  c o r r e s p o n d e n t  

p l u s i e u r s  f o n c t i o n s  p r i m i t i v e s ,  d o n t  l e s  u n e s  c o n d u i s e n t  à  d e s  v a l e u r s  

r é e l l e s  d e  l ’ i n t é g r a l e ,  l e s  a u t r e s  à  d e s  v a l e u r s  i m a g i n a i r e s .  A i n s i ,  p a r  

e x e m p l e ,  s i  l ’ o n  c o n s i d è r e  l ’ i n t é g r a l e

" x dx 
x-

2 ' 
----Z---5

X 1

o n  p o u r r a  p r e n d r e  p o u r  f o n c t i o n  p r i m i t i v e  o u  l a  f o n c t i o n  l o g a ;  t a n t ô t  

r é e l l e ,  t a n t ô t  i m a g i n a i r e ,  o u  l a  f o n c t i o n  l-  l o g ( a ? 2)  s u p p o s é e  t o u j o u r s

r é e l l e .  L a  d i f f é r e n c e  d e s  v a l e u r s  e x t r ê m e s ,  q u i  s e r a  i m a g i n a i r e  d a n s  l e  

p r e m i e r  c a s ,  e t  é g a l e  à  l o g ( — i ) ,  s e  r é d u i r a  d a n s  l e  s e c o n d  à  l a  q u a n 

t i t é  r é e l l e  M o g ( 4 ) ,  o u  l o g ( 2 ) ,  l a q u e l l e  e s t  p r é c i s é m e n t  l a  v a l e u r  

p r i n c i p a l e  d e  l ’ i n t é g r a l e  p r o p o s é e .

Post-scriptum.  —  I l  s e r a i t  f a c i l e  d e  p a r v e n i r  a u x  é q u a t i o n s  ( 3 i )  

e t  ( 3 3 ) ,  e n  p a r t a n t  d e s  é q u a t i o n s  ( 2 9 )  e t  ( 3 o ) .  D e  p l u s ,  l o r s q u e  l e  

d é v e l o p p e m e n t  d e  f ( a ? ) ,  c ’ e s t - à - d i r e ,  l a  s é r i e

f ( o ) +  ® f ' ( o )  +  Ç f " ( o ) + . . .

e s t  c o n v e r g e n t  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  m  i n f é r i e u r e s  à  l ’ u n i t é ,  l e s  

f o r m u l e s  ( 2 8 ) ,  ( 2 9 ) ,  ( 3 o ) ,  ( 3 1 )  e t ( 3 3 )  s e  d é d u i s e n t  d i r e c t e m e n t  d ’ u n

Œ u v res  de C. —  S. II, t. II. 38
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théorème de M. Parseval sur la sommation des séries, théorème qu’on 

peut énoncer comme il suit.

Si Pon pose

(37)
cp (x )  =  a 0 -f- a, x  +  at x - -+-. . ., 

X(îc) =  b0 +  bxx  -f- b^x^-l· . .

et
( 38) <!<(.*) =  a0b0-+- a, x  -+- a., b-, ce- -+-.. . ,

on aura

( 3 9)  =  {cp ( ®  x ( /  e - i ’ ' ' - ' )  +  ? ( æ  r ^ " 1)  ^  e f ' - 1)  ) t/ p2 “ J*

i

27T

s* + 71
/ cp {xeP 'i~l) x ( y

J  — TL

e-r'J-') dp.

Ce théorème, que l’on démontre immédiatement par le développement 

des fonctions que renferment les deux membres de l’équation (3g) en 

séries ordonnées suivant les puissances ascendantes des variables x  et y, 

se trouve ainsi rigoureusement établi pour toutes les valeurs à’x  et d’y  

qui rendent ces séries convergentes, et par conséquent pour toutes celles 

qui rendent convergentes les séries suivant lesquelles se développent 

f ( x )  et x(y).  Dans le cas particulier où l’on prend x = i ,  y  =  t , 

l’équation ( 3g), multipliée par u se réduit à

, r* _  _  _ _
(4o) ttx(i) = - J  {cp(e/’''-') x(e~ } dp.

On tirera de celle-ci :

—  la première des formules (8), en posant

<P(«) =  f (b +  x), x { œ) =x n,

—  la seconde, en posant

cp(a?) =  ehx, ' x ( æ ) = x n,

—  la formule (2g), en posant

cp(«) =  f(a;), y ( x ) = — ~ ,
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—  la formule ( 3o), en posant

, x f(^) , N

—  la première des formules (3 i), en posant

- / a —  x  K

—  la seconde, en posant

?(® )=— f0*)> z(a,) =  ^ r^ >

—  enfin la formule (33), en posant
«

Je reviendrai à l’équation ( 3g) dans un autre article, dans lequel 

j’exposerai, en outre, les diverses méthodes à l’aide desquelles je suis 

parvenu à représenter les racines des équations algébriques ou trans

cendantes par des intégrales définies.
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RECHERCHES

SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT INTÉRIEUR 
DES CORPS SOLIDES OU FLUIDES, 
ÉLASTIQUES OU NON ÉLASTIQUES.

Bulletin de la Société Philomatique, p. 9-13 ; i 8 3̂.

Ces recherches ont été entreprises à l’occasion d’un Mémoire publié 

par M. Navier, le i 4 août 1820. L’auteur, pour établir l’équation 

d’équilibre du plan élastique, avait considéré deux espèces de forces 

produites, les unes par la dilatation ou la contraction, les autres par la 

flexion de ce même plan. De plus il avait supposé, dans ses calculs, les 

unes et les autres perpendiculaires aux lignes ou aux faces contre 

lesquelles elles s’exercent. Il me parut que ces deux espèces de forces 

pouvaient être réduites à une seule, qui devait constamment s’appeler 

tension ou pression,' et qui était de la même nature que la pression 

hydrostatique exercée par un fluide en repos contre la surface d’un 

corps solide. Seulement la nouvelle pression ne demeurait pas toujours 

perpendiculaire aux faces qui lui étaient soumises, ni la même dans 

tous les sens en un point donné. En développant cette idée, j’arrivai 

bientôt aux conclusions suivantes.

Si dans un corps solide élastique ou non élastique on vient à rendre 

rigide et invariable un petit élément du volume terminé par des faces 

quelconques, ce petit élément éprouvera sur ses différentes faces, et 

en chaque point de chacune d’elles, une pression ou tension déter-
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mince. Cette pression ou tension sera semblable à la pression qu’un 

fluide exerce contre un élément de l’enveloppe d’un corps solide, avec 

cette seule différence, que la pression exercée par un fluide en repos 

contre la surface d’un corps solide, est dirigée perpendiculairement à 

cette surface de dehors en dedans, et indépendante en chaque point de 

l’inclinaison de la surface par rapport aux plans coordonnés, tandis 

que la pression ou tension exercée en un point donné d’un corps solide 

contre un très petit élément de surface passant par ce point, peut être 

dirigée perpendiculairement ou obliquement à cette surface, tantôt de 

de dehors en dedans, s’il y a condensation, tantôt de dedans en dehors, 

siil y a dilatation, et peut dépendre de l’inclinaison de la surface par 

rapport aux plans dont il s’agit. De plus, la pression ou tension 

exercée contre un plan quelconque se déduit très facilement, tant en 

grandeur qu’en direction, des pressions ou tensions exercées contre 

trois plans rectangulaires donnés. J’en étais à ce point, lorsque 

M. Fresnel, venant à me parler des travaux auxquels il se livrait sur la 

lumière, et dont il n’avait encore présenté qu’une partie à l’Institut, 

m’apprit que, de son côté, il avait obtenu sur les lois, suivant lesquelles 

l’élasticité varie dans les diverses directions qui émanent d’un point 

unique, un théorème analogue au mien. Toutefois le théorème dont il 

s’agit était loin de me suffire pour l’objet que je me proposais, dès 

cette époque, de former les équations générales de l’équilibre et du 

mouvement intérieur d’un corps; et c’est uniquement dans ces 

derniers temps que je suis parvenu à établir de nouveaux principes 

propres à me conduire à ce résultat, et que je vais faire connaître.

Du théorème énoncé plus haut, il résulte que la pression ou tension 

en chaque point est équivalente à l’unité divisée par le rayon vecteur 

d’un ellipsoïde. Aux trois axes de cet ellipsoïde correspondent trois 

pressions ou tensions que nous nommerons principales, et l’on peut 

démontrer ( 4) que chacune d’elles est perpendiculaire au plan contre 

lequel elle s’exerce. Parmi ces pressions ou tensions principales se

(*) La remarque que nous faisons ici s’accorde avec les dernières recherches de 
M. Fresnel ( Voyez le Bulletin de mai 1822).
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trouvent la pression ou tension maximum, et la pression ou tension 

minimum. Les autres pressions ou tensions sont distribuées symé

triquement autour des trois axes. De plus, la pression ou tension 

normale à chaque plan, c’est-à-dire, la composante, perpendiculaire à un 

plan, de la pression ou tension exercée contre ce plan est réciproque

ment proportionnelle au carré du rayon vecteur d’un second ellipsoïde. 

Quelquefois ce second ellipsoïde se trouve remplacé par deux hyper- 

boloïdes, l’un à une nappe, l’autre à deux nappes, qui ont le même 

centre, les mêmes axes, et sont touchés à l’infini par une même surface 

conique du second degré, dont les arêtes indiquent les directions pour 

lesquelles la pression ou tension normale se réduit à zéro.

Cela posé, si l’on considère un corps solide variable de forme et 

soumis à des forces accélératrices quelconques, pour établir les 

équations d’équilibre de ce corps solide, il suffira d’écrire qu’il y a 

équilibre entre les forces motrices qui sollicitcn t un élément infiniment 

petit dans le sens des axes coordonnés, et les composantes orthogo

nales des pressions ou tensions extérieures qui agissent contre les faces 

de cet élément. On obtiendra ainsi trois équations d’équilibre qui 

comprennent, comme cas particulier, celles de l’équilibre des fluides. 

Mais, dans le cas général, ces équations renferment six fonctions 

inconnues des coordonnées x , y, z. Il reste à déterminer les valeurs de 

ces six inconnues; mais la solution de ce dernier problème varie 

suivant la nature du corps et son élasticité plus ou moins parfaite. 

Expliquons maintenant comment on parvient à le résoudre pour les 

corps élastiques.

Lorsqu’un corps élastique est en équilibre en vertu de forces accé

lératrices quelconques, on doit supposer chaque molécule déplacée de 

la position qu’elle occupait quand le corps était à son état naturel. En 

vertu des déplacements de cette espèce, il y a autour de chaque point 

des condensations ou des dilatations différentes dans les différentes 

directions. Or il est clair que chaque dilatation produit une tension, et 

chaque condensation une pression. De plus, je démontre que les 

diverses condensations ou dilatations autour d’un point, diminuées ou
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augmentées de l’unité, deviennent égales, au signe près, aux rayons 

vecteurs d’un ellipsoïde. J’appelle condensations ou dilatations princi

pales celles qui ont lieu suivant les axes de cet ellipsoïde, autour 

desquels toutes les autres se trouvent symétriquement distribuées 

Cela posé, il est clair que dans un solide élastique, les tensions ou 

pressions dépendant uniquement des condensations ou dilatations, les 

tensions ou pressions principales seront dirigées dans les mêmes sens 

que les condensations ou dilatations principales. Déplus, il est naturel 

de supposer, du moins quand les déplacements des molécules sont 

très petits, que les tensions ou pressions principales sont respecti

vement proportionnelles aux condensations ou dilatations principales. 

En admettant ce principe, on arrive immédiatement aux équations de 

l’équilibre d’un corps élastique, Dans le cas des déplacements très 

petits, la composante, perpendiculaire à un plan, de la pression ou 

tension exercée contre ce plan, conserve toujours le même rapport 

avec la condensation ou dilatation qui a lieu dans le sens de cette 

composante, et les formules d’équilibre se réduisent à quatre équations 

aux différences partielles dont l’une détermine séparément la conden

sation ou la dilatation du volume, tandis que chacune des autres sert à 

fixer le déplacement parallèle à l’un des axes coordonnés.

Les équations d’équilibre d’un corps élastique étant formées, il est 

aisé d’en déduire par les méthodes ordinaires les équations du mouve

ment. Ces dernières sont encore au nombre de quatre, et chacune 

d’elles est une équation linéaire aux différences partielles avec un 

dernier terme variable. Elles s’intégrent par les méthodes exposées 

dans notre précédent Mémoire. L’une de ces équations renferme seu

lement l’inconnue qui représente la condensation ou la dilatation du 

volume. Dans le cas particulier où la force accélératrice devient cons

tante et conserve partout la même direction, cette équation se réduit à 

celle qui détermine la propagation du son dans l’air, avec la seule 

différence, que la constante qu’elle renferme, au lieu de dépendre de la 

hauteur de l’atmosphère supposée homogène, dépend de la dilatation 

ou condensation linéaire d’un corps sous une pression donnée. On doit
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en conclure que la vitesse du son dans un solide élastique est cons

tante, comme dans l’air, mais varie d’un corps à l’autre suivant la 

matière dont il se compose. Cette constance est d’autant plus remar

quable, que les déplacements des molécules considérés successivement 

dans les fluides et les solides élastiques suivent des lois différentes.

Mon Mémoire se termine par la formation des équations du mouve

ment intérieur des corps solides entièrement dépourvus d’élasticité. 

Pour y parvenir, il suffit de supposer que dans ces corps les pressions 

ou tensions autour d’un point en mouvement ne dépendent plus des 

condensations ou dilatations totales qui correspondent aux déplaee- 

ccments absolus comptés à partir des positions initiales des molécules, 

mais seulement, à la fin d’un temps quelconque, des condensations ou 

dilatations très petites qui correspondent aux déplacements respectifs 

des différents points pendant un instant très court. On trouve alors 

que la condensation du volume est déterminée par une équation 
semblable à celle de la chaleur, ce qui établit une analogie remar

quable entre la propagation du calorique et la propagation des vibra

tions d’un corps entièrement dépourvu d’élasticité.

Dans un autre Mémoire, je donnerai l ’application des formules que 

j’ai obtenues à la théorie des plaques et des lames élastiques.
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NOTE

SUR UN THÉORÈME D’ANALYSE.

Bulletin de la Société Philomatique p. 117-122; 1824.

Théorème. — Soient

(1) {(æ) =  k ( x  —  u) ( x  —  b) ( x  —  c) . . . =  /(.%'"■ <+- las’“- '  H- . . . -t- p x  -H <]

et

(2) F ( x )  == K ( x  —  A) ( x  —  B) ( x  —  C ) . .  . =  K æ,b+  L x " - 1 + . . .  +  V x  -+- Q,

deux polynômes en x , le premier du degré m, le second du degré n; soit 

d'ailleurs R une quantité constante. On pourra toujours former deux 

autres polynômes u, v, le premier du degré n — x, le second du 

degré m — i , et qui seront propres à vérifier l'équation

( 3 ) u {( x)  H- v F ( x )  —  R.

Démonstration. —  En vertu de la formule d'interpolation de 

Lagrange, la somme des produits de la forme

f ( x )  F , , '
( x  —  b ) ( x  —  c ) . .  . ( x  —  À) ( x  —  B) ( x  —  G ) . . .    x  —  a
(a —  b) (a — c ) . . .  (a —  A)  (a —  B) (a —  C ) . . .  F(«)  F (a) '

et des produits de la forme

t) ( x -—  a) ( x  —  b) (æ —  c ) . . .  ( x  —  B) ( x  —  C ) . . .  
K (A —  a)  (A —  b)  (A —  c ) . . .  ( A —  ß)  (A —  C ) . . .

î ( x )
R

F (*)
x  —  À

f(A)  F ' (A)

sera équivalente à R. Par conséquent on vérifiera l'équation ( 3) en

Œuvres de C. — S. II, t. II. 39
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prenant

(4) 

et

(5)

Donc, etc.

: =  R I

v = R

F(aQ
x  —  A

F(^)
—  R

( Y ( x )

\x  — G
f ( A ) F ' ( A )  f ( B ) E ' ( B )  f (C)  F ' (G)

f ( x)  \ / f ( X ) \ / î ( x )

F ( « ) f ' ( a )  F ( b) î ' ( b)  F(c)f ' ( t · )

Nota. —  Si l’on voulait déterminer directement les polynômes u 

et a? de manière à vérifier l’équation (3), et en réduisant leurs degrés 

aux plus petits nombres possibles, il suffirait d’observer qu’en vertu 

de cette équation l’on doit avoir

A R p R ,pour x  =  A, u =  Yj-7-7 ; pour x  =  ti, u =  etc.;f(A)’

R , R
p o u r  a? =  a ,  e  =  P o u r  *  =  b,  e = p j ^ ; c t c .

f(B )’
R

7 {by

On connaît donc n valeurs différentes de u, et m valeurs différentes 

de v. Cela posé, les polynômes les plus simples que l’on puisse prendre 
pour u et e devront être en général le premier du degré n —  i, le 

second du degré m —  i, et si on les détermine, par la formule de 

Lagrange, à l’aide des valeurs particulières que nous venons d’obtenir, 

on retrouvera précisément les équations (4) et ( 5).

Corollaire /. —  Supposons que l’on prenne

(6) R =  kmK " (a —  A) (a —  B) (a —  C ) . . .  (b —  A)

X  (6 — B ) ( *  — C ) . . . ( c  — A ) ( c  —  B ) ( e  — C ) . . .

ou, ce qui revient au même,

(7) R =  k'n F (a) F  (b)  F ( c ) . .  . =  ( - i)'"»K»f(A) f (B)  f ( C ) . . . .

Le premier des deux produits

F ( a )  F  (b)  F ( c ) . . . ,  f (A)  f (B)  f ( C ) . . .

sera évidemment une fonction entière et symétrique des racines de
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l’équation î (x)  =  o, et par conséquent une fonction entière des 

quantités K, L, . . . ,  P, Q, J '  fp tandis que le second sera une

fonction entière des quantités k, l, . . . , p, q; · · · j g ·  Ces condi

tions ne peuvent être remplies simultanément qu’autant que la valeur 

de R déterminée par la formule (7) est une fonction entière des 

quantités k, l, . . p,  q; K, L, . . . ,  P, Q. Ajoutons que, si l’on adopte 

cette valeur de lt, les équations ( 4) et ( 5) se réduisent à

(8) « =  (— i)""1K"

( f (B)  f ( G ) f ( D ) . . .  (B —  C)  )
( X  (B — D ) . . . ( C - D ) . . . ( î c - B ) ( «  — C ) ( a : - D ) .

X  (A — B) (A  —  C) (A —  D ) . . . ( 1 3  —  C ) ( B  —  D ) . . . ( C  —  D ) . . .  ’

( F ( f t ) F ( c ) F ( r f ) . . . ( è  —  c) )

_  . ( x  (b —  d ) . . .  (c -  d ) . . .  ( a  -  b) (æ —  c) ( x  -  d ) . . .  +  . . .  j _
1 (a —  b ) ( a ~ ~ c ) ( a  — d ) . . .  (b — c) (b —  d ) . . .  (c —  d ) . . .

Or les deux termes de la fraction que renferme l’équation (8) sont des 

fonctions alternées des quantités A, B, C, D, . . c’est-à-dire des fonc

tions qui obtiennent des valeurs alternativement positives et négatives, 

mais toutes égales, au signe près, lorsqu’on échange ces quantités 

entre elles. Do plus, la fonction alternée qui représente le dénomi

nateur, étant la plus simple de son espèce, divisera celle qui forme le 

numérateur ( voyez la première partie du Cours de l'École Polytech

nique, p. 75). Il en résulte que le rapport ^  sera une fonction symé

trique et entière des racines de l’équation F(îc) =  o. Donc, par suite, 

u sera une fonction entière des quantités k, l, . . . ,p,  q; K, ···> 

et de la variable x.  Par la même raison v sera une fonction entière des 

quantités K, L, . . . ,  P, Q ; k, · · · > É,  ct de la variable x.  On doit

en conclure que u et e seront équivalents ou à deux fonctions entières 

des quantités x,  k, l, . . . ,  p,  q; K, L, . . . ,  P, Q; ou a deux semblables 

fonctions divisées, la première par une puissance K, la seconde par une 

puissance de k. Or R désignant déjà une fonction entière des quantités
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k,l ,  q; K, L, . . . ,  P, Q, et les quantités u, v devant satisfaire à

l’équation (3), la seconde supposition ne saurait être admise. Donc, si 

l’on attribue à lt la valeur fournie par l’équation (6) ou (7), R, u et e 

seront des fonctions entières des quantités k, l, . . p,  q-, K, L, . . . ,  

P, Q, et de la variable x , qui entrera seulement dans u et e. De plus, il 

est aisé de voir que, dans ces fonctions entières, les coefficients numé

riques seront toujours des nombres entiers.

Corollaire II. —  Dans le cas où l’oq suppose £ —  1, K =  t, les 

équations (G) et (7) se réduisent aux suivantes :

(10) R =  ( a — A) (a  —  B) ( a — C ) ..  .

X  (b —  A) (b —  B) (b —  G ) . . .  (c —  A  ) ( c  -  B )  ( c  —  G ) . . . ,

(11) R =  F ( a ) F ( ô ) F ( c ) . . . =  ( - i)""‘ f (A)  f(B)  i (C) .

Ce cas particulier, auquel on ramène facilement tous les autres, est 

celui que nous avons considéré dans le Mémoire présenté à l’Institut le 

22 février 1824.

Corollaire III. —  Pour que les deux polynômes f(a;), F(a?) se 

changent en deux fonctions entières de a? et y, la première du degré m, 

la seéonde du degré n, il est nécessaire et il suffit que les quantités k, 

l, . . ., p, q et K, L, . . ., P, Q deviennent des fonctions entières de y, 

des degrés représentés par les nombres o, 1, . .  ., m —  1, m, et par les 

nombres o, 1, . . . ,  n —  1, n. Alors, les rapports

l  P  q t L  P  Q
Tl5 '**) _ .111—1 J ' . n , ) ■“  5 *··) ~  1 i 5 TTn

se réduisant à des quantités finies pour des valeurs infinies de y, on 

pourra en dire autant des valeurs de x  propres à vérifier les deux 

équations
l
— xm~'· -|- . p

■ ■ + +
y ym-, ym

L „ « P Q-  xn~l + . . .H--- —r X H- „ ==0
y y y".

et
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c’cst-à-dire des rapports

a b c  A B C
—  > —  > —  » · · · >  —  )  —  > —  » · · · )

y  y  y  y  y  y

et du suivant

_R_ _  (a _  AN f a  _  B\ / a _  C\
y""1 \ j  y ) \ y  y ) \ y  y ) ' "

x  —  5 V -  —  -  Y - Y  -  —  -  V -  —  - V -  —  - V · ·
x \ j  y ) \ y  y ) \ y  y ) ' " \ y  y ) \ y  y ) \ y  y ) " "  .

Cela posé, la valeur de R, fournie par l’équation (6) ou (7), sera 

évidemment une fonction entière de y, d’un degré inférieur ou tout au 

plus égal au produit mn. De plus, si dans cette hypothèse ou 

écrit f{oc, y ), ¥ ( x , y )  au lieu de f(aj) et de F(a?), la formule ( 3) 

deviendra

(12) uî(a>, y )  +  vF(a:, j )  =  R,

et il est clair que toutes les valeurs de y, qui permettront de vérifier 

simultanément les équations

( 13 ) { ( x , y )  =  o, F(.«, j )  =  o,

devront satisfaire à l’équation

( . 4 ) R =  o'.

Corollaire IV. —  Il suit du corollaire précédent, qu’étant données 

deux équations algébriques en æ et y , l’une du degré m, l’autre du 

degré n, on pourra toujours en déduire, par l’élimination de x , une 

équation en y, dont le degré sera tout au plus égal au produit mn. De 

plus, on formera aisément le premier membre deTéquation en y, par 

la méthode fondée sur la considération des fonctions symétriques.

Corollaire V. —  Lorsque les quantités le, l, q; K, L, ..  ., P,

Q, c’est-à-dire les coefficients des deux polynômes f(n;) et F(a:) se 

réduisent, au signe près, à des nombres entiers, on peut en dire autant 

des coefficients des fonctions u et v déterminées par les formules (8) 

et (9); et la valeur numérique de la quantité B, donnée par l’équa-
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tion (6) ou (7), est pareillement un nombre entier. Dans ce cas, si une 

même valeur entière de x  rend les polynômes î ( x )  et 'F(a?) divisibles 

par un certain nombrep, on conclura de la formule ( 3) que p  est un 

diviseur entier de R. En d'autres termes, si l’on adopte la notation de 

M. Gauss, les formules

(15 ) f(,r) =  o (mod.jp) et F(.*) =  o (mod./j)

entraîneront la suivante

(16) R =  o (mod.79).

A l’aide de cette dernière formule, on déterminera facilement tous les 

nombres entiers qui pourront être communs diviseurs des deux poly

nômes f(æ) et F(a?). Le plus grand de ces nombres entiers, ou le plus 

grand commun diviseur entier des deux polynômes, sera précisément 

la valeur numérique de R. Si cette valeur numérique se réduit à l’unité, 

les deux polynômes n’auront jamais de communs diviseurs; ils en 

auront une infinité, si elle se réduit à zéro.

Corollaire VI. —  A l’aide des principes ci-dessus établis, on prou

verait aisément que, si l’on donne plusieurs fonctions entières de x , y, 

z, , .  . dont le nombre surpasse d’une unité celui des variables qu’elles 

renferment, et dont les coefficients soient entiers, on pourra former 

un nombre entier qui sera divisible par les diviseurs communs de tous 

ces polynômes. Si l’on considère en particulier trois polynômes de la 

forme

(17) F(®, y) ,  f(æ) et f (y),

on trouvera que le plus grand nombre entier qui puisse les diviser 

simultanément est égal, au signe près, à la valeur de R déterminée par 

l’équation

(18) R =  K/n(m-M) F (a, a) F (a,  b) F (a,  c ) . . .

X  F (b, a)  F (b, b)  F (b, c ) . . .  F(c ,  a)  F(c ,  b) F(c ,  c ) . . . ,

a, b, c, . . .  désignant les racines de l’équation f(a?) =  o.
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Corollaire VII. —  Tout nombre premier p, divisant nécessairement 

le binôme

(•9 ) xP —  x  —  x{  x  —  cos
2 7Z

P ■ V — 1

4  7T ,-------  .
X | a; — cos----------\J — i siu

27T

P ~ l
27T

/> — 1 ■ (■ » — 0,

quelle que soit la valeur entière de x , il suit du corollaire V, que tout 

diviseur premier p  d’un polynôme F(a?), divisera le produit

(20) R =  F ( o ) F (  cos —— — h U—  1 sin—- - ---j
\ P ~ l P - ' J

- x F ^ c o s -^ — h \J— 1 sin  ̂... F(1),
V P - i  P - 1 /

qui peut être présenté sous la forme

(21) R =  db ABC . . .  (Ap~1— i ) (B^-1 —  1) ( O -1 —  1).  · ·,

lorsque, le coefficient du premier terme de F(îc) se réduisant à l’unité, 

l’on désigne par A, B, C, . . .  les racines de l’équation F(îc) = : o, Si

l’on suppose en particulier F ( a ? ) = ------ (n étant un nombre premier

quelconque), on trouvera R =  o ou R =  ± 2 ,  suivant que p  sera ou 

ne sera pas de la forme de n x  +  1. Donc les nombres premiers impairs 

de cette forme sont les seuls qui puissent diviser le binôme x n-\-i, 

sans diviser æ +  i, Cette proposition était déjà connue.

Corollaire VIII. —  Tout nombre premier p, divisant les deux 

binômes x p— x ,  et y p— y, quelles que soient les valeurs entières de a? 

et j ,  ne pourra diviser le polynôme F(îc, y ), sans diviser le nombre 

qui représente, au signe près, le second membre de l’équation (18), 

dans le cas où l’on prend pour a, b, c, . . .  les racines de l’équation 

x p— x  =  o.

On pourrait étendre considérablement les applications du théorème 

qui fait l’objet de cette Note; mais nous nous bornerons, pour le 

moment à celles que nous venons d’indiquer.
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SUR
LE SYSTÈME DES VALEURS QU’IL FAUT ATTRIBUER 

A DEUX ÉLÉMENTS DÉTERMINÉS 
PAR UN GRAND NOMBRE D’OBSERVATIONS 

POUR QUE LA PLUS GRANDE DE TOUTES LES ERREURS, 
ABSTRACTION FAITE DU SIGNE,

DEVIENNE UN MINIMUM.

Bulletin de la Société Philomatique, p. 92-99 ; 1824.

Supposons qu’on ait déjà une valeur approchée des deux éléments 

que l'on considère. Désignons par la variable x  la correction qui doit 

affecter le premier élément, et par la variable y  la correction qu’il faut 

apporter au second. Parmi les diverses hypothèses qu’on pourra faire 

sur les valeurs d’a? et d’y , une seule satisfera à la première des observa

tions données; et, pour.toute autre hypothèse, l’erreur de cette 

observation sera désignée par une fonction d’x  et d’y , dans laquelle, vu 

la petitesse supposée des corrections à faire, on pourra négliger les 

puissances des variables supérieures à la première. En général, quel 

que soit le nombre des observations données, leurs erreurs respec

tives pourront être représentées par autant de polynômes du premier 

degré en x  et y . Soient

«1 H- bi X  +  Ci y  =  elt 

a ,-h  b2x - h  ^ y  =  e,,

.......................... . ’ J
bnæ +  c„y  =  en
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ces mêmes polynômes (n étant le nombre des observations données). 

La question se réduira à déterminer pour x  et y  un système de valeurs 

tel que le plus grand des polynômes que Ton considère, abstraction 

faite du signe, devienne un minimum; et si l’on fait

/̂H-11 

ni

il est évident qu’il suffira de chercher le système des valeurs d’x  et d’y, 

pour lequel celui des polynômes elt e2) . .  ., en, en+i, en+2, . . ., eln, 

qui aura la plus grande valeur positive, deviendra un minimum.

La méthode (*) que nous avons proposée pour la solution du pro

blème analogue relatif à un nombre quelconque d’éléments, se réduit 

dans le cas présent à ce qui suit.

i" On commencera par supposer dans tous les éléments à la fois 

l’une des variables nulles, par exemple, y  =  o, et l’on déterminera 

l’autre variable x  de manière que le plus grand des polynômes, qui 
auront une valeur positive, soit un minimum. Soit a la valeur d’x  

ainsi déterminée. Pour le système de valeurs

¿fc’ rrot, y  — O

deux polynômes e,„ e,t deviendront supérieurs à tous les autres, et par 

suite le système dont il s’agit satisfera à l’équation

6p “  Cq

il est d’ailleurs facile de prouver que, dans les deux polynômes ep, e,n 

les coefficients d’æ seront nécessairement de signes contraires.

2° On examinera si, pour faire diminuer la valeur commune des 

deux polynômes e,„ e,n il faut faire croître ou diminuer y.

3° Supposons que pour faire diminuer la valeur commune des deux

0 ) Colle méthode était l’objet du Mémoire que j ’ai présenté à l’Institut le 28 février 1814, 

et pour lequel MM. Laplace et Poisson ont été nommés commissaires. C’est môme sur la 

demande de ces deux commissaires que le présent extrait avait été rédigé.

Œ 'liv r e s  d e  C . — S. Il, t. II.

— ci, — byx  — c, y  —
— «2 — b%x — Ci y =

— fin — b„x  — c„r  —

4o
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polynômes ep, eq on soit obligé de faire croître y, on cherchera parmi 

tous les polynômes restants un troisième polynôme tel, qu’en égalant 

ce dernier polynôme aux deux premiers, on obtienne pour y  la plus 

petite valeur positive possible. Soit er le troisième polynôme dont il 

s’agit. L’équation double

G p  “  6 q  6 r

déterminera pour x  et y  un nouveau système de valeurs que je repré

senterai par

jy =  ëi ;

et ce système pourra être celui qui doit résoudre la question proposée.

Il la résoudra effectivement, si pour des valeurs de/supérieures à ë 4 

le polynôme er égalé à celui des polynômes ep, eq, où le coefficient à’x  

a un signe contraire, devient supérieur à la valeur commune des trois 

polynômes ep, eq, er correspondant au système

x  — au y  =  ë i .

Dans le cas contraire, soit eq celui des deux polynômes ep, eq où le 

coefficient à’x  est le signe opposé au coefficient de la même variable 

dans e,. : on cherchera un nouveau polynôme es tel que l’équation 

double

eq =  er =  cs

détermine la plus petite valeur positive possible de y  —  6,. Alors on 

obtiendra un nouveau système de valeurs d’x  et d’/,. que je désignerai 

par

x  — ot2 , y  =  ê 2 ,

et qui pourra résoudre dans beaucoup de cas la question proposée.

En continuant de même, on essayera successivement plusieurs sys

tèmes de valeurs à’x  et d’j .  Pour chacun de ces systèmes trois poly

nômes au moins deviendront à la fois positifs,· égaux entre eux et 

supérieurs à tous les autres. Le nombre des essais ne pourra donc 

jamais surpasser le nombre des systèmes qui jouissent de cette
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propriété remarquable. Il s’agit maintenant de déterminer la limite de 

ce dernier nombre.

Pour y parvenir, il est nécessaire d’observer que, si l’on donne aux 

deux variables x  et y  des valeurs déterminé.es, on pourra former rela

tivement au système de ces valeurs, trois hypothèses différentes. En 

effet il pourra se faire ; i° que pour le système dont il s’agit un seul 

polynôme devienne supérieur à tous les autres; 2° que deux poly

nômes ep, efJ deviennent égaux entre eux et supérieurs à tous les 

autres; 3° que trois polynômes au moins ep, eq, e,. soient égaux entre 

eux et supérieurs à tous les autres. Si la première hypothèse a lieu, 
elle subsistera encore, lorsqu’on fera varier séparément x  et y  entre 

certaines limites. Si la seconde hypothèse a lieu, elle subsistera encore, 

lorsqu’on fera varier a? et y  entre certaines limites, de manière toute

fois que l’équation ep=  eq soit toujours satisfaite. Mais si la troisième 

hypothèse a lieu, elle subsistera uniquement pour le système de 

valeurs A’x  et d y  déterminé par l’équation double

Cp — &r·

Suivant que l’un ou l’autre de ces trois cas aura lieu, je dirai que le 

système donné est du premier, du second ou du troisième ordre. Cela 

posé, les théorèmes 4°, 5e, 9e et io° du Mémoire présenté à l’Institut, 

suffiront pour déterminer la limite du nombre d’essais qu’on sera 

obligé de faire, dans le cas où l’on 11e considère que deux éléments. 

Nous allons réduire ces quatre théorèmes à ce qu’ils doivent être dans 

le cas particulier dont il s’agit.

Théorème IV. —  S i V on passe successivem ent en revue tous les systèmes 

possibles de valeurs d ' x  et d 'y ,  on trouvera que les systèmes du p re m ie r  

ordre ont p ou r lim ites respectives les systèm es du second ordre, et que 

c e u x -c i  ont eu x-m êm es p o u r lim ites les systèmes du troisièm e ordre.

Dém onstration. —  Comme pour chaque système de valeurs &’x  

et d’y  il est nécessaire qu’au moins un polynôme surpasse tous les 

autres, les divers systèmes de valeurs d’a? et d’y  se trouveront répartis
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par groupes, si je puis m’exprimer ainsi, entre les divers polynômes 

donnés. Dans quelques-uns de ees groupes les valeurs des variables 

resteront toujours finies, dans d’autres elles pourront s’étendre à 

l’infini. De plus, comme on ne pourra sortir d’un groupe sans passer 

dans un autre, on rencontrera nécessairement dans ce passage des 

systèmes pour lesquels deux polynômes à la fois deviendront supérieurs 

à tous les autres. Ainsi les systèmes du second ordre serviront de 

limites respectives aux différents groupes entre lesquels se trouveront 

répartis les systèmes du premier ordre.

Considérons maintenant un système quelconque du second ordre, 

par exemple, un de ceux pour lesquels les deux polynômes ep, eq 

deviennent à la fois égaux entre eux et supérieurs à tous les autres. Si 

l’on fait varier en même temps x  et y, mais de manière à laisser tou

jours subsister l’équation ep= e q, on obtiendra,· du moins entre 

certaines limites, de nouveaux systèmes du second ordre semblables à 

celui que l’on considère, et pour chacun de ces systèmes la valeur 

commune des deux polynômes ep, eq sera supérieure à celle de tous les 

autres polynômes. Mais si l’on fait croître ou décroître l’une des 

variables, y  par exemple, d’une manière continue, il arrivera un 

moment où les deux polynômes ep, eq se trouveront égalés par un troi

sième. Ainsi la série des systèmes du second ordre qui correspondent 

à une même équation entre deux polynômes donnés, aura en général 

pour limites deux combinaisons du troisième ordre, l’une de ces 

limites étant relative à des valeurs constantes de y, et l’autre à des 
valeurs décroissantes de la même variable. Il peut néanmoins arriver 

que l’une de ces deux limites s’éloigne jusqu’à l’infini,

Remarque. —  Il est facile de donner au théorème précédent une 

interprétation géométrique. En effet, concevons que les divers 

polynômes

e h  ·  ·  · )  ('//-ht y · · * >  ^ 2  ny

tous du premier dégré en æ et y, représentent les ordonnées d’autant 

de plans différents les uns des autres, et que l’on ait seulement égard
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à la portion de chacun de ces plans qui, pour certaines valeurs d’æ 

et d ’y ,  devient supérieure à tous les autres. Les portions des divers 

plans qui jouissent de cette propriété formeront un polyèdre convexe 

ouvert dans sa partie supérieure; et, si par un point quelconque du 

plan des x ,  y  on élève une ordonnée, cette ordonnée rencontrera une 

face, une arête, ou un sommet du polyèdre, suivant que le système de 

valeurs d ’x  e td / q u i détermine le pied de l’ordonnée sera du premier, 

du second ou du troisième ordre. Cela posé, le théorème précédent se 

réduit à dire que les projections des faces du polyèdre ont pour limites 

les projections des arêtes, et que celles-ci ont elles-mêmes pour limites 

les.projections des sommets.

Théorème V. —  S i au nom bre des groupes fo rm és p a r  les systèmes du 

p re m ie r ordre on ajoute le nom bre des systèmes du troisièm e ordre, la 

som m e surpassera d ’une unité le nom bre des séries fo rm é e s  p a r  les divers 

systèmes du second ordre.

D ém onstration. —  Il suit du théorème précédent : i° que les groupes 

formés par les divers systèmes du premier ordre ont pour limites les 

systèmes du second ordre; 20 que les systèmes du second ordre qui 

servent de limites à un même groupe de systèmes du premier ordre, 

sont partagés en plusieurs séries, dont chacune a elle-même pour 

limites deux systèmes du troisième ordre, à moins toutefois, qu’une de 

ces limites ne s’éloigne vers l’ infini. Si donc on augmente d’une unité 

le nombre des systèmes du troisième ordre pour tenir lieu des limites 

qui divergent vers l’infini, on se trouvera placé dans des circonstances 

tout à fait semblables à celle qui auraient lieu si les systèmes du 

premier et du second ordre ne pouvaient s’étendre qu’à des valeurs 

finies d’cc et d’j .  Soient maintenant

Mj le nombre des groupes formés par les systèmes du premier ordre;

Ma le nombre des séries formées par les systèmes du second ordre;

M3 le nombre des systèmes du troisième ordre;

M3 +  i  sera ce dernier nombre augmenté de l’unité; et, pour
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démontrer le théorème ci-dessus énoncé, il suffira de voir que l’on a

(3) +

On y parvient facilement comme il suit.

Nous avons déjà remarqué qu’à chaque système du premier ordre 

correspondait un polynôme supérieur à tous les autres; à chaque sys

tème du second ordre, deux polynômes supérieurs à tous les autres; et 

à chaque système du troisième ordre, trois ou un plus grand nombre de 

polynômes supérieurs à tous les autres. Cela posé, il sera facile de voir 

que, si les systèmes du premier ordre qui correspondent au polynôme ep 

ne peuvent s’étendre à des valeurs infinies d’æ et d’j ,  les séries de sys

tèmes du second ordre correspondant à ce môme polynôme seront en 

nombre égal à celui des systèmes du troisième ordre qui lui servent de 

limites. Car chaque série de systèmes du second ordre aura nécessaire

ment pour limites deux systèmes du troisième ordre, et réciproquement 

chacun de ces derniers servira de limites à deux séries de systèmes du 

second. Soit maintenant eq un polynôme qui, conjointement avec le 

polynôme ep, corresponde à une série de systèmes du second ordre; et 

supposons encore que les systèmes du premier ordre qui correspondent 

au polynôme eq ne puissent s’étendre à l’infini, les système du troisième 

ordre qui correspondront à la fois aux deux polynômes ep, eq seront au 

nombre de deux. Par suite le nombre des séries de systèmes du second 

ordre, qui correspondront au polynôme eq sans correspondre au poly

nôme ep, surpassera d’une unité le nombre des systèmes du troisième 

ordre, qui correspondront au premier polynôme sans correspondre au 

second : d’où il est aisé de conclure que le nombre des séries de sys

tèmes du second ordre qui correspondront à l’un des polynômes ep, eq, 

surpassera d’une unité le nombre des systèmes du troisième ordre 

correspondant à ces mêmes polynômes. En général désignons sous le 

nom de systèmes contigus du premier ordre, ceux qui ont pour limite 

commune une même série de systèmes du second ordre; et soient ep, 

eq, er, es, une suite de polynômes correspondant à des sys

tèmes du premier ordre, tous contigus les uns aux autres, et dans
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lesquels les valeurs des variables ne puissent s’étendre à l’infini. On 

fera voir, par des raisonnements semblables aux précédents : x° que le 

nombre des séries de systèmes du second ordre correspondant à l’un 

des trois polynômes ep, eq, er, surpasse de deux unités le nombre des 

systèmes du troisième ordre qui leur correspondent; 2° que le nombre 

des séries de systèmes du second ordre qui correspondent à l’un des 

quatre polynômes ep, eq, er, e„ surpasse de trois unités le nombre des 

systèmes du troisième ordre correspondant à ces mêmes poly

nômes, etc. Si donc l’on désigne :

—  par Nt le nombre des polynômes ep, eq, er, es. eL, . . .  ;

—  par N2 le nombre des séries de systèmes du second ordre qui 

correspondent à l’un d’eux;

—  par N3 le nombre des systèmes du troisième ordre qui corres

pondent à l’un de ces mêmes polynômes, on aura généralement

N 2=  N 3+  N j  —  i ,

OU

( 6 )  N l + N s = N 1 + i .

D’ailleurs, si l’on suppose que la série ep, eq, er, es, et, . .  ., renferme 

tous les polynômes donnés, à l’exception d’un seul, et que l’on veuille 

passer de l’hypothèse où quelques systèmes du premier et du second 

ordre s’étendent à l’ infini, à celle dans laquelle tous les systèmes ne 

pourraient s’étendre qu’à des valeurs finies d’x  et d’y, il faudra faire

N ( =  M i  —  i ,

N j —  M 2,

N;î M3 H— I .

Cela posé, l ’équation (6) deviendra

M , -f- M 3 M 2 -I- i .

C. Q. F. D.

Remarque. —  Le théorème précédent peiit s’ interpréter,, en 

Géométrie, de la manière suivante.
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Dans un polyèdre ouvert par sa partie supérieure, la somme faite du 

nombre des faces et du nombre des sommets surpasse d’une unité le 

nombre des arêtes.

Pour déduire cette proposition du théorème d’Euler, il suffît de 

considérer un polyèdre fermé, et de concevoir que dans ce polyèdre 

les diverses arêtes qui concourent à un même sommet pris dans la 

partie supérieure, s’écartent l’une de l’autre et divergent vers l’ infini.

Théorème IX. —  Chaque système du troisièm e ordre sert de lim ite au 

m oins à trois séries de systèmes du second ordre.

Dém onstration. —  En effet, chaque système du troisième ordre 

correspond au moins à trois polynômes ep, e(J, er, . . . .  De plus, parmi 

les séries de systèmes du second ordre qui correspondent à l ’un de ces 

polynômes, il y en a toujours nécessairement deux qui ont pour limite 

commune le système du troisième ordre que l’on considère; et récipro

quement les séries de systèmes du second ordre, qui ont ce dernier 

pour limite, correspondent toujours à deux des polynômes dont il 

s’agit. Par suite le nombre de ces séries est toujours égal à celui des 

polynômes e,„ eq, er, . . . ,  il est donc au moins égal à 3.

Interprétation géom étrique. —  Trois arêtes au moins d’un polyèdre 

se réunissent toujours à chacun de ses sommets.

Corollaire. —  Soit toujours M3 le nombre des systèmes du troisième 

ordre, et Md le nombre des séries formées par les systèmes du second 

ordre. Puisque chaque système du troisième ordre sert-de limite au 

moins à trois séries de systèmes du second ordre, et que chaque série 

a pour limites un seul ou tout au plus deux systèmes du troisième ordre, 

on aura nécessairement

3M;,<2M2.

Cette inégalité, jointe à l’équation (3) suffit, comme on va le voir, 

pour déterminer une limite du nombre d’essais qu’exige la méthode 

proposée.
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T héorème  X .  —  Le nombre d'essais qu'exige la méthode proposée ne 

surpasse jamais le double du nombre des polynômes qui peuvent devenir 

supérieurs à tous les autres.

Démonstration. — En effet, le nombre d’essais qu’exige la méthode 

proposée- ne surpasse jamais le nombre des systèmes du troisième 

ordre désigné ci-dessus par M3. D’ailleurs le nombre des polynômes 

qui peuvent devenir supérieurs à tous les autres, est égal au nombre 

des systèmes du premier ordre désigné par Mt. Il suffira donc de faire 

voir qu’on a toujours

* M5<a M ,.

Or on a, en vertu de l’équation ( 3),

(3 ) M.,+ i =  Mj-t- Mi,

et, en vertu du théorème

M3+  - M , < M , .' 2

En ajoutant, membre à membre, cette dernière in égalité à l’équation (3), 

on aura

i - M 5 <  M1 ,

et par suite

M 3<  2 ( M , — t) <  a M , .

C. Q. F. I).

interprétation géométrique. —  Dans un polyèdre ouvert par sa partie 

supérieure, le nombre des sommets ne peut surpasser le double du 

nombre des faces.

Corollaire. —  Comme le nombre des polynômes qui peuvent devenir 

supérieurs à tous les autres est tout au plus égal au nombre des poly

nômes que l’on considère, c’est-à-dire, au double du nombre des

Œ u v res de C. — S. II, t. II. 4 1
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observations, le nombre d'essais qu’exige la méthode proposée ne peut 

jamais surpasser le quadruple du nombre des observations. Ainsi la 

limite du nombre des essais est simplement proportionnelle au nombre 

des observations données.
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MÉMOIRE

SUR LE CHOC DES CORPS ÉLASTIQUES (*).

B u lle t in  île  la S o c ié té  P h ilo m a t iq u e , p. 180-182; 1826.

Dans un Mémoire présenté à l ’Académie en 1822, j ’ai donné les 

équations aux différences partielles qui déterminent les mouvements 

vibratoires des corps solides élastiques ou non élastiques. Dans le 

nouveau Mémoire, j ’applique ces équations au choc dos corps élas

tiques. Je me bornerai pour le moment à l’exposition des phénomènes 

que présente le choc de deux cylindres droits et homogènes qui 

viennent se frapper par leurs bases avec des vitesses égales ou inégales, 

dirigées suivant des droites parallèles à leurs génératrices. Alors les 

équations aux différences partielles qui déterminent les mouvements 

des deux cylindres renferment seulement chacune deux variables 

indépendantes, savoir, une abscisse x  et le temps; et, en intégrant ces 

équations de manière que les variables principales satisfassent aux 

conditions du problème, on obtient immédiatement les résultats que 

je vais indiquer.

Supposons, pour fixer les idées, que les deux cylindres soient formés 

de même matière, mais que leurs longueurs soient différentes. Comme 

le centre de gravité du système se mouvra uniformément dans l’espace,

( l ) béposó à l’Académie Royale des Sciences le 19 février 1827.
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on pourra toujours ramener la question au cas où ce centre a une 

vitesse nulle, en rapportant le mouvement du système à celui du centre 

dont il s’agit. Cela posé, soient a, A les longueurs respectives des deux 

cylindres; w, O leurs vitesses initiales dirigées en sens contraires;

 ̂ la hauteur qu’il faudrait attribuer au second cylindre pour qu’étant 

suspendu à une tranche infiniment mince du premier, il produisît une 

dilatation mesurée par ^; et g  la force accélératrice de la pesanteur.

Enfin faisons, pour abréger, ki =  gh, comptons le temps t à partir de 

l’instant où le choc commence, et soit

ai A

â =  â >U
\

Depuis le commencement du choc jusqu’à la fin du temps qu’on 

obtiendra en divisant, par la constante k, la longueur a du premier 

cylindre, les vitesses initiales co et O disparaîtront dans deux portions 

contiguës du premier et du second cylindre, et ces deux portions 

offriront dans chaque tranche une .nouvelle vitesse équivalente à la

demi-différence avec une compression représentée par le rapport

M -+- Í2 
2

Pendant le môme temps, les longueurs des portions dont il s’agit 

seront égales dans les deux cylindres, et croîtront comme le temps, 

de manière à devenir finalement équivalentes à la longueur du premier 

cylindre. Pendant un second temps égal au premier, ces longueurs 

varieront encore : mais colle qui se rapporte au premier cylindre dimi

nuera proportionnellement au temps, de manière à devenir finalement 

nulle; tandis que l’autre longueur relative au second cylindre croîtra 

sans cesse, si la longueur du second cylindre surpasse le double de 

celle du premier, et croîtra pour diminuer ensuite dans le cas contraire. 

Quant aux portions restantes des deux cylindres, elles offriront dans 

chacune de leurs tranches, pendant la période dont il est question,
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clans le premier cylindre, une vitesse constante égale à la vitesse 

initiale du second cylindre, avec une compression nulle en chaque 

point; et dans le second cylindre la vitesse initiale du second ou du 

premier cylindre, suivant que la longueur du second cylindre sera 

inférieure ou supérieure au double de la longueur du premier. A la fin 

de cette nouvelle période, le premier cylindre étant animé dans tous 

scs points par une vitesse équivalente à la vitesse initiale du second, 

se séparera de celui-ci, et le choc sera terminé. Ajoutons qu’après la 

séparation le premier cylindre, offrant partout des compressions 

milles, ne changera plus de forme, tandis que le second cylindre, 

composé de deux parties dont les vitesses seront différentes, et dont 

une seule offrira des compressions nulles, continuera de vibrer dans 

l’espace. On doit seulement excepter le cas où les deux cylindres, 

étant de même longueur, auraient eu primitivement des vitesses égales 

dirigées en sens contraires.

Les conséquences qui se déduisent des principes que nous venons 

d’établir sont très importantes dans la théorie de la dynamique. Ainsi, 

par exemple, on enseigne, dans la mécanique rationnelle, que, si deux 

corps parfaitement élastiques viennent à se choquer, la somme des 

forces vives restera la même avant le choc et après le choc. Mais il est 

clair qu'alors ou fait abstraction du mouvement vibratoire de chaque 

corps après le choc, et l’on pourrait être curieux de connaître ce 

qui arrive dans le cas contraire.

Or, si l’on détermine, d’après ce qui a été dit ci-dessus, la somme 

des forces vives de deux cylindres avant et après le choc, on recon

naîtra ; i° que la perte des forces vives est nulle dans un seul cas, 

savoir, lorsque les longueurs des deux cylindres sont égales, et que 

cette perte, bien loin d’être nulle dans les autres cas, comme on le 

suppose ordinairement, s’élève à la moitié de la somme des forces 

vives, quand la longueur de l’un des cylindres devient infiniment 

grande, et qu’elle peut s’élever jusqu’aux trois quarts do cette somme 

quand les deux cylindres offrent des longueurs doubles l’une de 

l’autre. Lorsqu’un cylindre vient frapper un plan solide, il se trouve à
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peu près dans le même cas que s’il frappait un cylindre dont la longueur 

fût infinie, et, par conséquent, il y a perte de forces vives.

Dans un second Mémoire je montrerai comment on peut étendre les 

mêmes principes au choc de deux cylindres composés de matières 

différentes, ou au choc des corps dont la forme n’est pas cylindrique.
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R A PP O R T

SUR UN MÉMOIRE DE M. PONCELET 
RELATIF

AUX PROPRIÉTÉS PROJECTIVES DES SECTIONS CONIQUES (*).

Annales de Mathématiques, Tome XI, p. 69-83 ; 1820.

Le Secrétaire perpétuel de l'Académie, pour les Sciences mathéma- 

liques, certifie que ce qui suit est extrait du procès-verbal de la séance 

du lundi 5 juin 1820.

L’Académie nous a chargés. MM. Arago, Poisson et moi, de lui rendre 

compte d’un Mémoire de M. Poncelet sur les propriétés projectives des 

sections coniques. L’auteur appelle ainsi les propriétés relatives aux 

cordes communes, aux points de concours des tangentes communes, 

et beaucoup d’autres semblables qui, étant indépendantes des dimen

sions attribuées aux courbes que l’on considère et de leurs paramètres, 

subsistent lorsqu’on projette ces courbes sur de nouveaux plans, à 

l’aide de droites qui concourent vers un même point; c’est-à-dire, en 

d’autres termes, lorsqu’on met ces courbes en perspective; ce qui a 

également lieu pour le cas où, le point de concours s’éloignant à 

l’infini, les projections deviennent orthogonales. Nous allons d’abord 

indiquer les moyens que l’auteur emploie pour établir les propriétés 

dont il s’agit.

(*) Co mémoire et les trois qui suivent comportent des notes de Gergonne, rédacteur 
des Annales de Mathématiques. Elles sont signées (J. D. G.). (R. T.)

Œ u v r e s  d e  C . — S. II, t. Iê. 42
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L o r s q u e  p l u s i e u r s  c o u r b e s ,  q u i  c o m p o s e n t  u n e  s e u l e  c l a s s e  o u  

f a m i l l e ,  p o s s è d e n t  e n  c o m m u n ' d i v e r s e s  p r o p r i é t é s ,  u n e  d e s  m é t h o d e s  

l e s  p l u s  e x p é d i t i v e s  p o u r  l a  démonstration de ces mômes propriétés

c o n s is te  à les é ta b lir  d ’ a b o r d  p o u r  les c o u r b e s  les p lu s  s im p le s  d e  la
c l a s s e  d o n t  i l  e s t  q u e s t i o n ,  e t  à  l e s  é t e n d r e  e n s u i t e  a u x  a u t r e s  c o u r b e s  

d e  l a  m ê m e  c l a s s e ,  p a r  l a  c o m p a r a i s o n  d e  c e l l e s - c i  a v e c  l e s  p r e m i è r e s .  

C e t t e  m é t h o d e  p e u t  m ê m e  s e r v i r  à  l a  r e c h e r c h e  d e s  p r o p r i é t é s  d ’ u n e

c o u r b e  d o n n é e .  V e u t - o n  c o n n a î t r e ,  p a r  e x e m p l e ,  c e l l e  d ’ u n e  e l l i p s e ?  

o n  c o m m e n c e r a  p a r  supposer les deux axes égaux; c e  q u i  r é d u i r a  c e t t e  

e l l i p s e  à  u n e  c i r c o n f é r e n c e  d e  c e r c l e .  O n  r e m a r q u e r a  q u e  l a  s u r f a c e  

d u  c e r c l e  e s t  é g a l e  a u  c a r r é  d u  r a y o n  m u l t i p l i é  p a r  l e  n o m b r e  q u i  

e x p r i m e  l e  r a p p o r t  d e  l a  c i r c o n f é r e n c e  a u  d i a m è t r e ;  q u e  d e u x  r a y o n s  

q u i  s e  c o u p e n t  à  a n g l e s  d r o i t s  s o n t  p a r a l l è l e s  a u x  t a n g e n t e s  m e n é e s  

p a r  l e u r s  e x t r é m i t é s ;  q u e  c e s  m e m e s  r a y o n s  c o m p r e n n e n t  e n t r e  e u x  

u n e  s u r f a c e  c o n s t a n t e  ; q u e  l a  s o m m e  d e  l e u r s  c a r r é s  e s t  é g a l e  à  l a  

s o m m e  d e s  c a r r e s  d e  l e u r s  p r o j e c t i o n s  s u r  u n  d i a m è t r e  q u e l c o n q u e ;  

q u e  l e s  t a n g e n t e s  d o s  a n g l e s  a i g u s  q u ’ i l s  f o r m e n t  a v e c  u n  m ê m e  

d i a m è t r e ,  é t a n t  m u l t i p l i é e s  l ’ u n e  p a r  l ’ a u t r e ,  d o n n e n t  l ’ u n i t é  p o u r  p r o 

d u i t ;  e n f i n ,  q u e  l a  p e r p e n d i c u l a i r e  é l e v é e  s u r  u n  d i a m è t r e  e s t  m o y e n n e  

p r o p o r t i o n n e l l e  e n t r e  l e s  d e u x  s e g m e n t s  a d j a c e n t s .  S i  m a i n t e n a n t  o n  

c o n s i d è r e  u n e  e l l i p s e  d o n t  l e s  d e u x  a x e s  s o i e n t  i n é g a u x ,  o n  d é c r i r a  s u r  

l e  g r a n d  a x e  d e  c e t t e  e l l i p s e ,  p r i s  p o u r  d i a m è t r e ,  u n e  c i r c o n f é r e n c e  d e  

c e r c l e ,  d o n t  l ' o r d o n n é e ,  c o m p t é e  p e r p e n d i c u l a i r e m e n t  a u  g r a n d  a x e ,  

a u r a  u n  r a p p o r t  c o n s t a n t  a v e c  c e l l e  d e  l ’ e l l i p s e .  C e l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  

a p p e l l e  d i a m è t r e s  c o n j u g u é s  d e  l ’ e l l i p s e  c e u x  d o n t  l e s  p r o j e c t i o n s  s u r  

l e  g r a n d  a x e  c o ï n c i d e n t  a v e c  l e s  p r o j e c t i o n s  d e  d e u x  d i a m è t r e s  d u  

c e r c l e  q u i  s e  c o u p e n t  à  a n g l e s  d r o i t s ,  o n  c o n c l u r a  i m m é d i a t e m e n t  d e s  

r e m a r q u e s  f a i t e s  à  l ' é g a r d  d u  c e r c l e  q u e  l a  s u r f a c e  d e  l ’ e l l i p s e  e s t  é g a l e  

a u  p r o d u i t  d e s  d e u x  d e m i - a x e s  p a r  l e  n o m b r e  q u i  e x p r i m e  l e  r a p p o r t  

d e  l a  c i r c o n f é r e n c e  a u  d i a m è t r e ;  q u e ,  d a n s  l a  m ê m e  c o u r b e ,  l e s  

t a n g e n t e s  m e n é e s  a u x  e x t r é m i t é s  d e  d e u x  d i a m è t r e s  c o n j u g u é s ,  s o n t  

p a r a l l è l e s  à  c e s  d i a m è t r e s ;  q u e  d e u x  d e m i - d i a m è t r e s  c o n j u g u é s  

c o m p r e n n e n t  e n t r e  e u x  u n e  s u r f a c e  c o n s t a n t e ;  q u e  l e s  s o m m e s  d e s
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c a r r é s  d e  l e u r s  p r o j e c t i o n s  s u r  l e  g r a n d  a x e  e t  s u r  l e  p e t i t  a x e  s o n t  

r e s p e c t i v e m e n t  é g a l e s  a u x  c a r r é s  d e s  d e m i - a x e s ,  e t  q u e ,  p a r  s u i t e ,  l a  

somme des carrés des deux demi-diamètres équivaut à la somme des

carrés  d e s  d o u x  d e m i - a x e s ;  e n fu i,  q u e  le  r a p p o r t  de ces  d e u x  d e r n ie r s
c a r r é s  m e s u r e  à  l a  f o i s  l e  p r o d u i t  d e s  t a n g e n t e s  d e s  a n g l e s  a i g u s  

f o r m é s  a v e c  l e  g r a n d  a x e  p a r  d e u x  d i a m è t r e s  c o n  j u g u é s  e t  l e  r a p p o r t  

d u  c a r r é  d ’ u n e  o r d o n n é e  a u x  s e g m e n t s  c o r r e s p o n d a n t s  d e  c e  m ê m e  

g r a n d  a x e .  A u  re ste ,  p o u r  o b t e n ir  le  c e r c l e  a u x i l ia ir e  d o n t  n o u s  v e n o n s
d ’ i n d i q u e r  l ’ u s a g e ,  i l  s u f f î t  d e  c h e r c h e r  d a n s  l ’ e s p a c e  u n  c e r c l e  d o n t  

l ’ e l l i p s e  d o n n é e  s o i t  l a  p r o j e c t i o n  o r t h o g o n a l e ,  e t  d e  r a b a t t r e  e n s u i t e  l e  

p l a n  d e  c e  c e r c l e  s u r  c e l u i  d e  l ’ e l l i p s e ,  a p r è s  a v o i r  f a i t  t o u r n e r  l e  

p r e m i e r  a u t o u r  d u  d i a m è t r e  p a r a l l è l e  a u  s e c o n d  ( * ) .  P l u s  g é n é r a 

l e m e n t ,  o n  p e u t  c o n s i d é r e r  u n e  e l l i p s e ,  u n e  h y p e r b o l e  o u  u n e  p a r a b o l e  

c o m m e  l a  p e r s p e c t i v e  o u  p r o j e c t i o n  c e n t r a l e  d ’ u n  c e r c l e  q u e l c o n q u e ,  e t  

d é d u i r e ,  d e s  p r o p r i é t é s  d e  c e  c e r c l e ,  c e l l e s  d e  l a  p r o j e c t i o n .  T e l  e s t ,  e n  

e f f e t ,  l e  m o y e n  e m p l o y é  p a r M .  P o n c e l e t  p o u r  d é t e r m i n e r  l e s  p r o p r i é t é s  

p r o j e c t i v e s  d e s  p o i n t s  c o n i q u e s .  I l  a p p e l l e  centre de p ro je ctio n  l e  p o i n t  

o ù  s e  tr o u v e  p l a c é  d a n s  l a  p e r s p e c t i v e  l ’ œ i l  d u  s p e c t a t e u r .  C e  p o i n t  e s t  

l e  s o m m e t  d ’ u n e  s u r f a c e  c o n i q u e  d u  s e c o n d  d e g r é  q u i  a  p o u r  b a s e  l a  

c o u r b e  p r o p o s é e .  I l  e s t  b o n  d e  r a p p e l e r ,  à  c e  s u j e t ,  q u e ,  s i  l ’ o n  c o u p e  

u n e  s u r f a c e  c o n i q u e  q u e l c o n q u e  p a r  d e u x  p l a n s  p a r a l l è l e s ,  l e s  d e u x  

s e c t i o n s  s e r o n t  t o u j o u r s  s e m b l a b l e s  e n t r e  e l l e s .  I l  y  a  p l u s ,  s i ,  d ’ u n  

c o n t r e  d e  p r o j e c t i o n  p r i s  à  v o l o n t é  d a n s  l ’ e s p a c e ,  o n  m è n e  d e s  r a y o n s  

v e c t e u r s  a u x  d i f f é r e n t s  p o i n t s  d ’ u n  s y s t è m e  c o m p o s é  d e  p o i n t s ,  d e  

l i g n e s  o u  d e  s u r f a c e s  q u e l c o n q u e s ,  e t  q u ’ o n  f a s s e  c r o î t r e  o u  d é c r o î t r e  

à  l a  f o i s  t o u s  l e s  r a y o n s  v e c t e u r s  d a n s  u n  r a p p o r t  d o n n é ,  o n  o b t i e n d r a  

u n  s e c o n d  s y s t è m e  d e  p o i n t s ,  l i g n e s  o u  s u r f a c e s ,  s e m b l a b l e  a u  p r e m i e r  

e t  s e m b l a b l e m e n t  p l a c é ,  e n  s o r t e  q u e  l e s  d r o i t e s  e t  l e s  p l a n s  m e n é s  

d a n s  l e s  d e u x  s y s t è m e s ,  p a r  d e s  p o i n t s  c o r r e s p o n d a n t s ,  s e r o n t  t o u j o u r s

{ 1 ) Il paraîtra peut-être plus simple, et il reviendra d’ailleurs au même, de chercher 
dans l’espace un plan sur lequel la projection orthogonale de l’ellipse soit un cerele; et 
il n’y aura pas d’ailleurs besoin de rabattement. On peut consulter, sur ce sujet, un 
Mémoire de M. Fériot, inséré à la page 240 du volume II de ce recueil. (.T. D. G.)
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p a r a l l è l e s .  L e  c e n t r e  c o m m u n ,  v e r s  l e q u e l  c o n v e r g e n t  t o u s  l e s  r a y o n s  

v e c t e u r s ,  e s t  c e  q u ’ o n  p e u t  a p p e l e r  l e  centre de sim ilitude  d e s  d e u x  

s y s t è m e s .  P o u r  d e u x  c e r c l e s ,  t r a c é s  s u r  u n  m e m e  p l a n ,  c e  c e n t r e  d e  

s i m i l i t u d e  n e  p e u t  ê t r e  q u e  l e  p o i n t  d o  c o n c o u r s  d e s  t a n g e n t e s  

c o m m u n e s ,  e x t é r i e u r e s  o u  i n t é r i e u r e s .  M .  P o n c e l e t  e x p o s e  s e s  d i v e r s e s  

p r o p r i é t é s ,  d o n t  u n  g r a n d  n o m b r e  d é r i v e n t  i m m é d i a t e m e n t  d e  l a  d é f i -  

L io n  m ê m e  q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ e n  d o n n e r .

O u t r e  l a  c o n s i d é r a t i o n  d e s  p r o j e c t i o n s  c e n t r a l e s ,  M .  P o n c e l e t  

e m p l o i e  e n c o r e ,  d a n s  s o n  M é m o i r e ,  c e  q u ’ i l  a p p e l l e  l e  p rin cip e  de la 

continuité. L ’ a d m i s s i o n  d e  c e  p r i n c i p e  e n  G é o m é t r i e  c o n s i s t e  à  s u p p o s e r  

q u e ,  d a n s  l e  c a s  o ù  u n e  f i g u r e  c o m p o s é e  d ’ u n  s y s t è m e  d e  l i g n e s  d r o i t e s  

o u  c o u r b e s  c o n s e r v e  c o n s t a m m e n t  c e r t a i n e s  p r o p r i é t é s ,  t a n d i s  q u e  l e s  

d i m e n s i o n s  a b s o l u e s  o u  r e l a t i v e s  d e  s e s  d i v e r s e s  p a r t i e s  v a r i e n t  d ’ u n e  

m a n i è r e  q u e l c o n q u e ,  e n t r e  c e r t a i n e s  l i m i t e s ,  c e s  m ê m e s  p r o p r i é t é s  

s u b s i s t e n t  n é c e s s a i r e m e n t  l o r s q u ’ o n  f a i t  s o r t i r  l e s  d i m e n s i o n s  d o n t  i l  

s ’ a g i t  d e s  l i m i t e s  e n t r e  l e s q u e l l e s  o n  l e s  s u p p o s a i t  d ’ a b o r d  r e n f e r m é e s ;  

e t  q u e ,  s i  q u e l q u e s  p a r t i e s  d e  l a  f i g u r e  d i s p a r a i s s e n t  d a n s  l a  s e c o n d e  

h y p o t h è s e ,  c e l l e s  q u i  r e s t e n t  j o u i s s e n t  e n c o r e ,  l e s  u n e s  à  l ’ é g a r d  d e s  

a u t r e s ,  d e s  p r o p r i é t é s  q u ’ e l l e s  a v a i e n t  d a n s  l a  f i g u r e  p r i m i t i v e  ( 4) .  C e  

p r i n c i p e  n ’ e s t ,  à  p r o p r e m e n t  p a r l e r ,  q u ’ u n e  f o r t e  i n d u c t i o n ,  à  l ’ a i d e  

d e  l a q u e l l e  o n  é t e n d  d e s  t h é o r è m e s  é t a b l i s ,  d ’ a b o r d  à  l a  f a v e u r  d e  

c e r t a i n e s  r e s t r i c t i o n s ,  a u x  c a s  o ù  c e s  m ê m e s  r e s t r i c t i o n s  n ’ e x i s t e n t  

p l u s .  É t a n t  a p p l i q u é  a u x  c o u r b e s  d u  s e c o n d  d e g r é ,  i l  a  c o n d u i t  l ’ a u t e u r  

à  d e s  r é s u l t a t s  e x a c t s .  N é a n m o i n s ,  n o u s  p e n s o n s  q u ’ i l  n e  s a u r a i t  ê t r e  

a d m i s  g é n é r a l e m e n t  e t  a p p l i q u é  i n d i s t i n c t e m e n t  à  t o u t e s  s o r t e s  d e  

q u e s t i o n s  e n  G é o m é t r i e ,  n i  m ê m e  e n  A n a l y s e  ( 2 )  : E n  l u i  a c c o r d a n t

(!) Le Mémoire qui précède ceci offre, en particulier, des exemples remarquables en 
faveur de ce principe; on y a vu que le point de concours des tangentes communes à 
deux cercles, soit extérieures, soit intérieures, ne cesse pas d’exister, lorsque ces 
tangentes cessent d’être possibles; et qu’il en est de même de la corde commune à deux 
cercles, lorsque ces cercles cessent de se couper.

(2) C’est aussi, à ce qu’il parait, l’opinion de M. Durrande; et c’est ce qui l’a déter
miné à abandonner les démonstrations, très élégantes d’ailleurs, que Monge avait données 
de la théorie des pèles, de colle des centres de similitude et de colle des axes radicaux,·, 
démonstrations qui ne sont applicables qu’à certains cas. Il faut donc employer le prin-
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t r o p  d e  c o n f i a n c e ,  o n  p o u r r a i t  t o m b e r  q u e l q u e f o i s  d a n s  d e s  e r r e u r s  

m a n i f e s t e s .  O n  s a i t ,  p a r  e x e m p l e ,  q u e ,  d a n s  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  i n t é 

g r a l e s  d é f i n i e s ,  e t  p a r  s u i t e ,  d a n s  l ’ é v a l u a t i o n  d e s  l o n g u e u r s ,  d e s  

s u r f a c e s  e t  d e s  v o l u m e s ,  o n  r e n c o n t r e  u n  g r a n d  n o m b r e  d e  f o r m u l e s  

q u i  n e  s o n t  v r a i e s  q u ’ a u t a n t  q u e  l e s  v a l e u r s  d e s  q u a n t i t é s  q u ’ e l l e s  

r e n f e r m e n t  r e s t e n t  c o m p r i s e s  e n t r e  c e r t a i n e s  l i m i t e s .

A u  r e s t e ,  n o u s  d i s t i n g u e r o n s  s o i g n e u s e m e n t  l e s  c o n s i d é r a t i o n s  d e  

M .  P o n c e l e t  s u r  l a  c o n t i n u i t é  d e  c e l l e s  q u i  o n t  p o u r  o b j e t  l e s  p r o p r i é t é s  

d e s  l i g n e s  a u x q u e l l e s  i l  d o n n e  l e  n o m  d e  cordes idéales  d e s  s e c t i o n s  

c o n i q u e s .  C o m m e  c e s  p r o p r i é t é s  n o u s  p a r a i s s e n t  m é r i t e r  d ’ ê t r e  

r e m a r q u é e s ,  e t  q u ’ e l l e s  f o u r n i s s e n t  à  l ’ a u t e u r  u n  t r o i s i è m e  m o y e n  d e  

r é s o u d r e  l e s  q n e s t i o n s  r e l a t i v e s  a u x  c o u r b e s  d u  s e c o n d  d e g r é ,  n o u s  

a l l o n s  d o n n e r  à  c e  s u j e t  q u e l q u e s  d é v e l o p p e m e n t s .

S i ,  a p r è s  a v o i r  m e n é ,  p a r  l e  c e n t r e  d ’ u n e  h y p e r b o l e ,  u n  d i a m è t r e  2  A  

q u i  r e n c o n t r e  l e s  d e u x  b r a n c h e s ,  o n  f a i t  p a s s e r ,  p a r  l e s  p o i n t s  d e  

r e n c o n t r e  d e s  t a n g e n t e s  à  l ’ h y p e r b o l e  e t  p a r  l e  c e n t r e ,  u n e  p a r a l l è l e  à  

c e s  t a n g e n t e s ,  p u i s  q u e  l ’ o n  c h e r c h e  à  d é t e r m i n e r ,  p a r  l ’ a n a l y s e ,  

l e s  c o o r d o n n é e s  d e s  p o i n t s  o ù  c e t t e  p a r a l l è l e  r e n c o n t r e  l a  c o u r b e  

e t  l e s  d i s t a n c e s  r e s p e c t i v e s  d e  c e s  p o i n t s  a u  c e n t r e ,  o n  t r o u v e r a ,  

p o u r  l ’ u n e  e t  l ’ a u t r e  d i s t a n c e ,  e n  f a i s a n t  a b s t r a c t i o n  d u  s i g n e ,  u n e  

e x p r e s s i o n  i m a g i n a i r e  d e  l a  f o r m e  B<J—  1 ;  e t  p a r  c o n s é q u e n t ,  p o u r  l a  d i s 

t a n c e  e n t r e  l e s  d e u x  p o i n t s ,  u n e  a u t r e  e x p r e s s i o n  d e  l a  f o r m e  2 B < j— 1 .  

L e  c o e f f i c i e n t  d e  \]—  1 ,  d a n s  c e t t e  d e r n i è r e ,  o u  l a  l o n g u e u r  2 B , q u i  e s t  

u n e  q u a n t i t é  r é e l l e ,  p e u t  s e  c o n s t r u i r e  g é o m é t r i q u e m e n t ;  e t ,  c o m m e  

l a  c o n s i d é r a t i o n  d e  c e t t e  l o n g u e u r  p e u t  ê t r e  u t i l e  d a n s  l a  r e c h e r c h e  

d e s  p r o p r i é t é s  d e  l ’ h y p e r b o l e ,  o n  l u i  a  d o n n é  u n  n o m ,  e n  d i s a n t  

q u e  2B r e p r é s e n t e  l e  d i a m è t r e  c o n j u g u é  a u  d i a m è t r e  2A. O n  s a i t  

q u ’ é t a n t  d o n n é  l e  d i a m è t r e  2 5 , a v e c  s a  d i r e c t i o n ,  o n  p e u t  f a c i l e m e n t

cipo de M. Poncelet, ainsi que le tour de démonstration introduit par Monge, à pou près 
comme on employait le calcul différentiel lorsqu’on n’en voyait pas bien encore la méta
physique; c’est-à-dire, uniquement comme instruments de découverte; mais ce n’en seront 
pas moins des instruments très précieux; car, le plus souvent, en mathématiques, 
découvrir est tout; et ce ne sont pas d’ordinaire les démonstrations qui embarrassent 
beaucoup. (J. D. G.)
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e n  d é d u i r e  l e  d i a m è t r e  2 A  ; e n  c o u p a n t  l e s  a s y m p t o t e s  p a r  u n e  s é c a n t e  

p a r a l l è l e  à  l a  d i r e c t i o n  d o n n é e ,  l a  l i g n e  m e n é e  d u  c e n t r e  a u  m i l i e u  d e  

l a  s é c a n t e  i n d i q u e r a  l a  d i r e c t i o n  d u  d i a m è t r e  2 A  ; e t  l e  r a p p o r t  d e  c e t t e  

d e r n i è r e  l i g n e  à  l a  m o i t i é  d e  l a  s é c a n t e  s e r a  p r é c i s é m e n t  é g a l  a u

.A
r a p p o r t  - g ·

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e  l ’ o n  c h e r c h e ,  p a r  l ’ a n a l y s e ,  l e s  p o i n t s  

d ’ i n t e r s e c t i o n ,  n o n  p l u s  d ’ u n  d i a m è t r e ,  m a i s  d ’ u n e  d r o i t e  q u e l c o n q u e  

a v e c  u n e  c o u r b e  d u  s e c o n d  d e g r é ,  e t  l a  d i s t a n c e  d e  c e s  d e u x  p o i n t s ,  

o u ,  e n  d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  l a  c o r d e  q u i  l e s  u n i t ;  l o r s q u e  l a  d r o i t e  11e 

r e n c o n t r e r a  p l u s  l a  c o u r b e ,  l a  d i s t a n c e  d o n n é e  p a r  l ’ a n a l y s e  d e v i e n d r a  

i m a g i n a i r e ,  e t  s e r a  d e  l a  f o r m e  2  G y / —  1 ; t a n d i s  q u e  l e  p o i n t  m i l i e u  d e  

l a  c o r d e  c o n s e r v e r a  d e s  c o o r d o n n é e s  r é e l l e s .  I l  d e v i e n t  a l o r s  u t i l e  d e  

s u b s t i t u e r  à  l a  c o r d e  i m a g i n a i r e ,  q u i  n ’ e x i s t e  p a s ,  u n e  c o r d e  f i c t i v e  2  C, 

c o m p t é e  s u r  l a  d r o i t e  p r o p o s é e ,  e t  d o n t  l e  m i l i e u  c o ï n c i d e  a v e c  l e  p o i n t  

d o n t  n o u s  v e n o n s  d e  p a r l e r .

C ’ e s t  à  c e t t e  c o r d e  f i c t i v e  q u ’ o n  p o u r r a i t  a p p l i q u e r  l a  d é n o m i n a t i o n  

d e  c o r d e  i d é a l e ,  p a r  l a q u e l l e  M .  P o n c e l e t  d é s i g n e  t a n t ô t  l a  d r o i t e  i n d é 

f i n i e  q u e  l ’ o n  c o n s i d è r e ,  e t  t a n t ô t  l a  c o r d e  i m a g i n a i r e  i n t e r c e p t é e  p a r  

l a  c o u r b e ,  p u i s q u ’ i l  a p p e l l e  c e n t r e  d e  l a  c o r d e  i d é a l e  l e  p o i n t  r é e l  q u e  

l ’ â n a l y s e  i n d i q u e  c o m m e  é t a n t  l e  m i l i e u  d e  l a  c o r d e  i m a g i n a i r e .  L e  

s e n s  d a n s  l e q u e l  l ’ a u t e u r  e m p l o i e  l e  m o t  i d é a l e  s e  t r o u v e r a i t  a i n s i  

m o d i f i é  d e  t e l l e  m a n i è r e  q u e  l e s  l o n g u e u r s  i d é a l e s  r e s t e r a i e n t  d e s  

l o n g u e u r s  r é e l l e s  e t  c o n s t r u c t i b l e s  e n  G é o m é t r i e .  A i n s i ,  p a r  e x e m p l e ,  

d a n s  u n e  h y p e r b o l e ,  d o n t  l e  g r a n d  a x e  r e n c o n t r e  l a c . o u r b e ,  l a  l o n g u e u r  

i d é a l e  d u  d i a m è t r e ,  p e r p e n d i c u l a i r e  a u  g r a n d  a x e ,  s e r a i t  l e  p e t i t  a x e  

l u i - m ê m e .  S i ,  e n  a d o p t a n t  c e t t e  m a n i è r e  d e  s ’ e x p r i m e r ,  o n  c o n s t r u i t ,  

p o u r  u n e  s e c t i o n  c o n i q u e  q u e l c o n q u e ,  t o u t e s  l e s  c o r d e s  i d é a l e s  

p a r a l l è l e s  à  u n e  d i r e c t i o n  d o n n é e ;  l e s  e x t r é m i t é s  d e  t o u t e s  c e s  c o r d e s  

s e  t r o u v e r o n t  s u r  u n e  n o u v e l l e  s e c t i o n  c o n i q u e ,  q u e  f a u t e u r  a p p e l l e  

s u p p l é m e n t a i r e  d e  l a  p r e m i è r e ,  r e l a t i v e m e n t  à  l a  d i r e c t i o n  d o n t  i l  

s ’ a g i t .

. C e l a  p o s é ,  i l  e s t  f a c i l e  d e  v o i r  q u e  d e u x  s e c t i o n s  c o n i q u e s  s u p p l é -
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m e n t a i r e s  l ’ u n e  d e  l ’ a u t r e ,  r e l a t i v e m e n t  à  u n e  d i r e c t i o n  d o n n é e ,  s o n t  

n é c e s s a i r e m e n t  o u  d e u x  p a r a b o l e s  o u  u n e  h y p e r b o l e  e t  u n e  e l l i p s e .  

D a n s  l e  p r e m i e r  c a s ,  l e s  d e u x  p a r a b o l e s  o n t  l e  m ê m e  p a r a m è t r e ,  a v e c  

u n e  t a n g e n t e  c o m m u n e ,  p a r a l l è l e  à  l a  d i r e c t i o n  d o n n é e ,  e t  u n  d i a m è t r e  

c o m m u n  p a s s a n t  p a r  l e  p o i n t  d e  c o n t a c t .  D a n s  l e  s e c o n d  c a s ,  l e s  d e u x  

c o u r b e s  p e u v e n t  a i s é m e n t  s e  d é d u i r e  l ’ u n e  d e  l ’ a u t r e ,  d ’ a p r è s  l a  c o n d i 

t i o n  à  l a q u e l l e -  e l l e s  s e  t r o u v e n t  a s s u j e t t i e s  d ’ a v o i r  e n  c o m m u n  d e u x  

d i a m è t r e s  c o n j u g u é s ,  d o n t  l ’ u n  e s t  p a r a l l è l e  à  l a  d r o i t e  d o n n é e ,  t a n d i s  

q u e  l ’ a u t r e  r e n c o n t r e  à l a  f o i s  l e s  d e u x  c o u r b e s  q u i  s e  t o u c h e n t  a i n s i  

p a r  s e s  e x t r é m i t é s .  D a n s  l e  m ê m e  c a s ,  t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  l ’ e l l i p s e  s e  

r é t l u i t  à  u n  c e r c l e ,  l ’ h y p e r b o l e  d e v i e n t  é q u i l a t è r e ,  e t  a  p o u r  a x e  t r a n s 

v e r s e  l e  d i a m è t r e  d u  c e r c l e .  E n f i n ,  l ’ o n  p r o u v e  a i s é m e n t  q u e ,  s i  d e u x  

c o u r b e s  s o n t  s u p p l é m e n t a i r e s  l ’ u n e  d e  l ’ a u t r e ,  r e l a t i v e m e n t  à  u n e  

d i r e c t i o n  d o n n é e ,  i n d i q u é e  p a r  u n e  c e r t a i n e  d r o i t e ,  l e u r s  p r o j e c t i o n s  

s u r  u n  p l a n  p a r a l l è l e  à  c e t t e  d r o i t e  j o u i r o n t  d e  l a  m ê m e  p r o p r i é t é .

E n  v e r t u  d e  c e  q u i  p r é c è d e ,  s i  l ’ o n  d o n n é  u n e  s e c t i o n  c o n i q u e  q u e l 

c o n q u e ,  a v e c  u n  c e n t r e  e t  u n  p l a n  d e  p r o j e c t i o n ,  i l  d e v i e n d r a  f a c i l e  d e  

d é t e r m i n e r ,  p o u r  l a  s e c t i o n  c o n i q u e  p r o j e t é e  : i °  l ’ a n g l e  f o r m é  p a r  

d e u x  d i a m è t r e s  c o n j u g u é s ,  d o n t  l ’ u n  s e r a i t  p a r a l l è l e  a u  p l a n  d e  l a  

s e c t i o n  c o n i q u e  p r o p o s é e ;  2 "  l e  r a p p o r t  d e  c e s  m ê m e s  d i a m è t r e s .  E n  

e f f e t ,  s i  l ’ o n  c o n ç o i t  d ’ a b o r d  q u e  l a  s e c t i o n  c o n i q u e  p r o j e t é e  s o i t  u n e  

h y p e r b o l e ,  u n  p l a n  q u e l c o n q u e ,  p a r a l l è l e  a u  p l a n  d e  p r o j e c t i o n ,  

c o u p e r a  l e  c ô n e  q u i  a  p o u r  b a s e  l a  c o u r b e  p r o p o s é e ,  e t  p o u r  s o m m e t  

l e  c e n t r e  d e  p r o j e c t i o n  s u i v a n t  d e s  h y p e r b o l e s  s e m b l a b l e s  e t  c o m p r i s e s  

e n t r e  d e s  a s y m p t o t e s  p a r a l l è l e s .  P a r  s u i t e ,  s i  l e  p l a n  c o u p a n t  p a s s e  p a r  

l e  s o m m e t  d u  c ô n e ,  l a  s e c t i o n  s e  t r o u v e r a  r é d u i t e  à  d e u x  a r ê t e s  p a r a l 

l è l e s  a u x  a s y m p t o t e s  d o n t  i l  s ’ a g i t ,  C o m m e  d ’ a i l l e u r s  l e  m ê m e  p l a n  

c o u p e r a  é v i d e m m e n t  l a  c o u r b e  d o n n é e  s u i v a n t  u n e  c e r t a i n e  c o r d e  

t e r m i n é e  à  c e s  d e u x  a r ê t e s ,  i l  e n  r é s u l t e  : i° .  q u e  l ’ a n g l e  c h e r c h é  s e r a  

é q u i v a l e n t  à  c e l u i  q u e  f o r m e  l a  c o r d e  e n  q u e s t i o n  a v e c  l a  d r o i t e  q u i  

j o i n t  s o n  m i l i e u  e t  l e  s o m m e t  d u  c ô n e ;  2 0 q u e  l e  r a p p o r t  c h e r c h é  s e r a  

c e l u i  q u i  e x i s t e  e n t r e  l a  l o n g u e u r  d e  c e t t e  d r o i t e  e t  c e l l e  d e  l a  d e m i -  

c o r d e .  L o r s q u e  l a  c o u r b e  p r o j e t é e  s e r a  u n e  e l l i p s e ,  l e  p l a n  m e n é  p a r  l e
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s o m m e t  d u  c ô n e  p a r a l l è l e m e n t  a u  p l a n  d e  p r o j e c t i o n  n e  r e n c o n t r e r a  

p l u s  l a  c o u r b e  p r o p o s é e ;  m a i s  s a  t r a c e  s u r  l e  p l a n  d e  c c t t c  d e r n i è r e  

s e r a  t o u j o u r s  u n e  d r o i t e  r é e l l e ,  à  l a q u e l l e  c o r r e s p o n d r a  u n e  c e r t a i n e  

c o r d e  i d é a l e  d e  l a  c o u r b e  d o n n é e .  D a n s  l a  m ê m e  h y p o t h è s e ,  o n  a p p l i 

q u e r a  l e s  r a i s o n n e m e n t s  q u e  n o u s  a v o n s  e m p l o y é s  c i - d e s s u s ,  n o n  p l u s  

à  l a  c o u r b e  p r o p o s é e ,  m a i s  à  l a  s e c t i o n  c o n i q u e  s u p p l é m e n t a i r e  d e  c e t t e  

c o u r b e ,  r e l a t i v e m e n t  à  l a  c o r d e  i d é a l e  d o n t  n o u s  v e n o n s  d e  p a r l e r ;  e t  

l ' o n  e n  c o n c l u r a  : i °  q u e  l ’ a n g l e  c h e r c h é  e s t  é q u i v a l e n t  à  c e l u i  q u e  

f o r m e  l a  c o r d e  i d é a l e  a v e c  l a  d r o i t e  q u i  j o i n t  l e  m i l i e u  d e  c e t t e  c o r d e  

e t  l e  c e n t r e  d e  p r o j e c t i o n ;  2 0 q u e  l e  r a p p o r t  c h e r c h é  e s t  c e l u i  q u i  

e x i s t e  e n t r e  l a  l o n g u e u r  d e  c e t t e  d r o i t e  e t  l a  d e m i - c o r d e .  L o r s q u e  l a  

c o u r b e  p r o j e t é e  s e  r é d u i t  à  u n  c e r c l e ,  t o u s  s e s  d i a m è t r e s  c o n j u g u é s  

s o n t  é g a u x  e t  s e  c o u p e n t  à  a n g l e s  d r o i t s .  P a r  c o n s é q u e n t ,  d a n s  c e  c a s  

p a r t i c u l i e r ,  l a  d r o i t e  m e n é e  d u  c e n t r e  d e  p r o j e c t i o n  a u  m i l i e u  d e  l a  

c o r d e  i d é a l e  d e  l a  c o u r b e  d o n n é e  d o i t  ê t r e  p e r p e n d i c u l a i r e  s u r  c e t t e  

c o r d e  e t  é g a l e  à  s a  m o i t i é .

L a  q u e s t i o n  q u e  n o u s  v e n o n s  d e  r é s o u d r e  n ’ a  p a s  é t é  t r a i t é e  d i r e c 

t e m e n t  p a r  M .  P o n c e l e t ;  m a i s  l a  s o l u t i o n  q u e  n o u s  a v o n s  d é d u i t e  d e s  

p r i n c i p e s  q u ’ i l  a  é t a b l i s  f o u r n i t  l e  m o y e n  d e  s i m p l i f i e r  e t  d e  g é n é 

r a l i s e r ,  t o u t  à  l a  f o i s ,  c e l l e s  d e  p l u s i e u r s  a u t r e s  p r o b l è m e s  d o n t  n o u s  

p a r l e r o n s  c i - a p r è s .

C o n s i d é r o n s  à  p r é s e n t  d e u x  s e c t i o n s  c o n i q u e s  t r a c é e s  s u r  u n  m ê m e  

p l a n .  I l  p e u t  a r r i v e r  o u  q u ’ e l l e s  s e  c o u p e n t  e n  q u a t r e  p o i n t s  o u  q u ’ e l l e s  

s e  c o u p e n t  e n  d e u x  p o i n t s  o u  q u ’ e l l e s  n e  s e  c o u p e n t  p a s .  S i  l ’ o n  c h e r c h e ,  

p a r  l ’ a n a l y s e ,  l e s  a b s c i s s e s  d e s  p o i n t s  d ’ i n t e r s e c t i o n ,  o n  t r o u v e r a  q u e  

c e s  a b s c i s s e s  s o n t  l e s  r a c i n e s  d ’ u n e  é q u a t i o n  d u  q u a t r i è m e  d e g r é  à  

c o e f f i c i e n t s  r é e l s ,  e t  q u e  c e t t e  m ê m e  é q u a t i o n  a  q u a t r e  r a c i n e s  r é e l l e s  

d a n s  l e  p r e m i e r  c a s ,  d e u x  r a c i n e s  r é e l l e s  e t  d e u x  r a c i n e s  i m a g i n a i r e s  

c o n j u g u é e s  d a n s  l e  s e c o n d ,  e n f i n ,  q u a t r e  r a c i n e s  i m a g i n a i r e s  c o n j u g u é e s  

d e u x  à  d e u x  d a n s  l e  t r o i s i è m e .  D e  p l u s ,  c o m m e ,  e n  c o m b i n a n t  l e s  

é q u a t i o n s  d e s  d e u x  c o u r b e s ,  o n  p e u t  e n  d é d u i r e  u n e  t r o i s i è m e  é q u a 

t i o n  d u  s e c o n d  d e g r é ,  q u i  n e  r e n f e r m e  l ’ o r d o n n é e  q u ’ a u  p r e m i e r  d e g r é
H

s e u l e m e n t ,  i l  e n  r é s u l t e  q u e  l ’ a n a l y s e  i n d i q u e  s e u l e m e n t  q u a t r e  p o i n t s
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d ' i n t e r s e c t i o n ,  e t  q u e ,  p o u r  c h a c u n  d e  c e s  p o i n t s ,  o n  p e u t  e x p r i m e r  

l ’ o r d o n n é e  e n  f o n c t i o n  r a t i o n n e l l e  e t  r é e l l e  d e  l ' a b s c i s s e .  P a r  s u i t e ,  s i  

l ’ o n  t r o u v e ,  p o u r  u n  p o i n t  d ' i n t e r s e c t i o n ,  u n e  a b s c i s s e  r é e l l e ,  l ’ o r d o n n é e  

l e  s e r a  é g a l e m e n t ;  e t ,  s i  l ' a n a l y s e  f o u r n i t ,  p o u r  d e u x  d e  c e s  p o i n t s ,  

d e u x  a b s c i s s e s  i m a g i n a i r e s  c o n j u g u é e s ,  l e s  o r d o n n é e s  c o r r e s p o n d a n t e s  

s e r o n t  e l l e s - m ê m e s  i m a g i n a i r e s  e t  c o n j u g u é e s .  C o n s i d é r o n s ,  e n  p a r t i 

c u l i e r ,  d e u x  p o i n t s  d e  c e t t e  d e r n i è r e  e s p è c e .  C o m m e ,  p o u r  t r a n s 

f o r m e r  l e s  c o o r d o n n é e s  d e  l ’ u n e  e n  c e l l e  d e  l ’ a u t r e ,  i l  s u f f i r a  d e  

r e m p l a c e r  +  i  p a r  —  \/—  i , i l  e s t  c l a i r  q u e  t o u t e s  l e s  é q u a t i o n s  e t  

q u a n t i t é s  d i v e r s e s  q u i ,  é t a n t  r a t i o n n e l l e s  p a r  r a p p o r t  à  c e s  o r d o n n é e s ,  

n e j l c v r o n t  p a s  ê t r e  a l t é r é e s  p a r  l e u r  é c h a n g e  m u t u e l ,  s e r o n t  n é c e s s a i 

r e m e n t  d e s  é q u a t i o n s  r é e l l e s  e t  d e s  q u a n t i t é s  r é e l l e s .  P a r  e x e m p l e ,  

l ’ é q u a t i o n  d e  l a  d r o i t e  q u i  p a s s e  p a r  l e s  d e u x  p o i n t s  s e r a  r é e l l e ,  a i n s i  

q u e  l e  c a r r é  d e  l e u r  d i s t a n c e  m u t u e l l e ,  o u ,  e n  d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  d e  l a  

c o r d e  q u i  l e s  u n i t ,  e t  i l  e n  s e r a  d e  m ô m e  d e s  c o o r d o n n é e s  d u  m i l i e u  d e  

c e l t e  c o r d e .  T o u t e f o i s ,  c o m m e ,  p a r  h y p o t h è s e ,  l e s  d e u x  p o i n t s  n e  s o n t  

p a s  r é e l s ,  l e  c a r r é  d e  l a  c o r d e  e n  q u e s t i o n  n e  p o u r r a  ê t r e  q u ' u n e  

q u a n t i t é  n é g a t i v e ,  d o n t  l a  r a c i n e ,  a b s t r a c t i o n  f a i t e  d u  s i g n e ,  s e r a  u n e  

e x p r e s s i o n  i m a g i n a i r e  d e  l a  f o r m e  2  C  y/— . 1

P o u r  d é t e r m i n e r  l e  c o e f f i c i e n t  r é e l  2 C, d a n s  c e t t e  e x p r e s s i o n ,  i l  

s u f f i r a  é v i d e m m e n t  d e  c h e r c h e r  l a  c o r d e  i d é a l e  q u ’ o n  o b t i e n t  e n  c o n s i 

d é r a n t  l a  d r o i t e  r é e l l e  q u i  p a s s e  p a r  l e s  d e u x  p o i n t s  i m a g i n a i r e s  c o m m e  

s é c a n t e  i d é a l e  d e  l ’ u n e  o u  d e  l ’ a u t r e  d e s  d e u x  c o u r b e s  p r o p o s é e s .  P a r  

c o n s é q u e n t ,  l a  l o n g u e u r  2  C  s e r a  c e l l e  d ’ u n e  c o r d e  i d é a l e  r é e l l e m e n t  

c o m m u n e  à  c e s  d e u x  c o u r b e s .  C e l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  p a s s e  s u c c e s s i v e m e n t  

e n  r e v u e  l e s  t r o i s  h y p o t h è s e s  q u e  l ’ o n  p e u t  f a i r e  s u r  l e  n o m b r e  d e s  

p o i n t s  r é e l s  c o m m u n s  a u x  d e u x  c o u r b e s  p r o p o s é e s ,  o n  t r o u v e r a  q u e  

c e s  d e u x  c o u r b e s  o n t ,  e n  g é n é r a l ,  o u  s i x  c o r d e s  c o m m u n e s ,  p a s s a n t  

p a r  q u a t r e  p o i n t s  r é e l s ,  o u  d e u x  c o r d e s  c o m m u n e s ,  d o n t  u n e  i d é a l e ,  

o u  d e u x  c o r d e s  i d é a l e s  c o m m u n e s .  T o u t e f o i s ,  p o u r  d e u x  h y p e r b o l e s  

s e m b l a b l e s ,  o u  d u  m o i n s  c o m p r i s e s  e n t r e  d e s  a s y m p t o t e s  p a r a l l è l e s ,  

a i n s i  q u e  p o u r  d e s  e l l i p s e s  s e m b l a b l e s  e t  s e m b l a b l e m e n t  p l a c é e s ,  u n e  

s e u l e  c o r d e  c o m m u n e  n a t u r e l l e  o u  i d é a l e  s u b s i s t e ,  t a n d i s  q u ’ u n e  a u t r e

Œ uvres de C. — S. II, t. II. i\2>
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s’éloigne à l’infini. C’est ce qui a lieu, en particulier, pour deux circon

férences de cercles (*). De plus, il peut arriver que deux cordes 

communes viennent à se confondre, et alors, si ces cordes ne sont pas 

idéales, les deux courbes se toucheront évidemment en deux points 

réels. Ajoutons que, si l’on projette deux sections coniques,' situées 

dans un même plan sur un nouveau plan, parallèle à une corde idéale 

qui leur soit commune, la projection de cette corde sera elle-même 

une corde idéale commune aux projections des deux sections coniques. 

Par suite, si les deux courbes proposées étaient dissemblables entre 

elles, auquel cas elles avaient nécessairement plusieurs cordes réelles 

ou idéales communes; pour rendre leurs projections semblables et 

semblablement placées, il faudra faire en sorte qu’une des cordes 

communes s’éloigne à l’infini. On remplira cette condition en plaçant 

le centre de projection partout où l’on voudra, pourvu qu’ensuite on 

prenne le plan de projection parallèle à celui qui passera par ce centre 

et par l’une des cordes communes aux deux courbes données.

Dans ce qui précède, nous avons déduit de l’analyse la notion des 

cordes idéales des sections coniques; mais on peut arriver au même 

but par des considérations géométriques.

Par exemple, lorsqu’une ellipse ou une hyperbole se trouve coupée 

en deux points réels par une sécante quelconque, le milieu de la corde 

interceptée coïncide avec le point où la sécante est rencontrée par le 

diamètre conjugué à sa direction, et la corde elle-même est équivalente 

au double produit du rapport entre le diamètre parallèle et le diamètre 

conjugué, par une moyenne proportionnelle entre les distances du 

point que l’on considère aux extrémités du diamètre conjugué. Si l’on 

détermine, d’après les mômes conditions, la corde et son milieu, dans

Q) La corde commune idéale de deux cercles extérieurs l’un à l’autre, ou, en d’autres 
termes, leur axe radical n’est autre chose que la corde commune naturelle des hyper
boles supplémentaires de ces deux cercles, relatives à une perpendiculaire quelconque à 
la droite qui joint leurs centres. On peut dire pareillement que le point de concours idéal 
des tangentes communes à deux cercles intérieurs l’un à l’autre, ou, en d’autres termes, 
leur centre de similitude, soit interne, soit ^xterne, n’est autre chose que le point de 
concours naturel des tangentes communes aux mêmes hyperboles. (J. D. G.)
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le cas où la sécante devient idéale, on obtiendra ce que nous avons 

nommé la corde idéale relative à cette sécante (*).

Considérons encore'deux cercles non concentriques et situés dans 

un même plan. Si, par ces cercles, on fait passer deux sphères qui se 

coupent, le plan d’intersection des deux sphères rencontrera le plan

des deux cerclqs suivant une certaine droite; et cette droite, si les
*

deux cercles se coupent, passera par les deux points qui leur sont 

communs. Si, au contraire, les deux cercles ne se coupent pas, cette 

droite sera précisément la sécante idéale, dont la direction coïncide 

avec celle de la corde idéale commune, et le point d’intersection de 

cette sécante avec la droite des centres sera le milieu de la même 

corde.

La construction précédente, en donnant un moyen de facile 

fixer la direction de la corde idéale commune à deux cercles, sert en 

même temps à faire connaître ses principales propriétés. Par exemple, 

si d’un point pris sur cette sécante, on mène une suite de tangentes 

aux deux sphères, elles seront évidemment égales aux tangentes 

menées par ce même point à leur cercle d’intersection : il en résulte 

immédiatement que les quatre tangentes menées à deux cercles par un 

point pris sur la direction de la corde commune sont égales entre 

elles ( 3). Cette propriété était déjà connue des géomètres. On avait

(*) Tout eeci revient à dire que la coexistence de deux sections coniques sur un même 
plan donne généralement naissance à six droites déterminées de grandeur et de siluaiion, 
lesquelles, lorsque ces courbes se coupent, deviennent, en tout ou en partie, des cordes 
communes à ces deux courbes; or, s’il est une définition de ces droites qui convienne 
également à tous les cas, ne faudrait-il pas l’adopter de préférence à une autre définition 
sujette à des exceptions nombreuses, pour lesquelles il faut recourir à des conceptions 
ingénieuses, si l’on veut, mais qui tendent à faire perdre à la Géométrie une partie des 
avantages et de la supériorité qu’on lui a toujours accordés sur toutes les autres sciences? 
Dans le cas de deux cercles, par exemple, ne vaut-il pas mieux définir l’axe radical, le 
lieu des points pour lesquels les tangentes aux deux cercles sont de même longueur, que 
de dire que c’est la corde commune à ces deux cercles ? Nous en dirons autant des 
tangentes idéales aux sections coniques dont M. Poncelet paraît s’être également occupé, 
et qui peuvent offrir un pareil champ de spéculation. (J. D. G.)

(2) Cela nous paraît résulter d’une manière presque intuitive des propriétés des 
tangentes et sécantes partant d’un même point, sans qu’il soit nécessaire de recourir aux 
sphères; mais, quand les cercles ne se coupent pas, les sphères ne se coupent pas non
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remarqué la droite à laquelle elle appartient; et M. Gaultier, auteur 

d’un Mémoire inséré dans le XVI“ Cahier du Journal de l'École Poly

technique, a particulièrement considéré les droites de cette espèce, 

auxquelles il a donné le nom à’axes radicaux.

Après avoir entretenu l’Académie des méthodes employées par 

M. Poncelet, nous allons présenter une indication sommaire des appli

cations qu’il en a faites. Son Mémoire est divisé en trois paragraphes : 

le premier est relatif aux cordes idéales des sections coniques, et 

renferme leur définition ainsi que leurs propriétés générales, déduites 

de considérations purement géométriques. L’auteur y remarque égale

ment que le point de concours des tangentes menées à une section 

conique, par les extrémités d’une même corde, ou ce qu’on appelle 

communément le pôle de cette corde est un point réel, lors même que 

les tangentes deviennent imaginaires. Il montre la relation qui existe 

constamment entre ce pôle et le milieu de la corde, et s’en sert pour 

construire le pôle idéal correspondant à une corde idéale donnée.

Dans le second paragraphe, M. Poncelet s’occupe des cordes idéales, 

considérées dans le cas particulier de la circonférence du cercle, et 

démontre plusieurs propositions relatives, soit aux cordes réelles ou 

idéales, soit aux pôles de ces mêmes cordes, soit aux centres de simili

tude et aux cordes communes de deux ou plusieurs cercles situés sur 

un même plan; On pourrait déduire un grand nombre de ces propo

sitions des propriétés que possèdent deux points choisis sur une droite 

et sur son prolongement, de manière que leurs distances aux extrémités 

de la droite soient entre elles dans le même rapport. Parmi ces pro

priétés, l’une des plus remarquables consiste en ce que la circonfé

rence décrite sur la droite comme diamètre coupe orthogonalement

plus, et il faut alors prendre pour définition de l’axe radical la propriété même qu’on lui 
avait découverte dans le premier cas, ou toute autre équivalente.

Au surplus, à cons'dérer les choses sous un point de vue purement analytique, l’exis
tence d’un axe radical pour deux cercles résulte tout simplement de ce que la différence 
des équations de deux cercles est une équation du premier degré; et l’existence d’un 
cenlre radical pour trois cercles résulte de ce qu’en prenant les différences de leurs 
équations deux à deux, on obtient trois équations du premier degré dont chacune est 
évidemment comportée par les deux autres. (J. D. G.)
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toutes celles qui passent par les deux points en question. On doit 

distinguer, dans le même paragraphe, une solution très élégante du 

problème dans lequel on demande de tracer un cercle tangent à trois 

autres.

Dans le troisième paragraphe, hauteur établit les principes de 

projection centrale ou perspective à l'aide desquels on peut étendre 

les théorèmes vérifiés pour le cas du cercle à des sections coniques 

quelconques. Par exemple, voulant démontrer que les propriétés pro

jectives du système de deux cercles, situés dans un même plan,

> subsistent pour le système de deux sections coniques, il a seulement 

à faire voir que le premier système peut être considéré, en général, 

comme la projection du second. Il recherche, à ce sujet, tous les 

points de l’espace susceptibles de projeter deux sections coniques 

suivant deux cercles, et prouve que tous ces points appartiennent à des 

circonférences décrites avec des' rayons perpendiculaires sur les 

milieux des cordes idéales communes aux deux courbes données, et 

respectivement égaux aux moitiés de ces cordes. Au reste, on est 

conduit directement au même résultat par la solution du problème que 

nous avons traitévplus haut. On pourrait même, en s’appuyant sur 

cette solution, déterminer tous les points de l’espace susceptibles de 

projeter deux courbes quelconques du second degré, suivant deux 

autres courbes du même degré, mais semblables entre elles, pour 

lesquelles le diamètre, parallèle au plan des deux premières courbes, 

formerait, avec son conjugué, un angle donné, et serait à ce même 

conjugué dans un rapport donné. On trouverait que ces points sont 

situés sur des circonférences de cercles décrites par des rayons vecteurs 

qui, aboutissant aux milieux des cordes naturelles ou idéales communes 

aux deux courbes proposées, forment avec ces mêmes cordes l’angle 

dpnné, et sont à leurs moitiés dans le rapport donné. Plusieurs autres 

questions du même genre, traitées par l’auteur, dans ce troisième 

paragraphe, se résolvent d’après les mêmes principes.

D’après le compte que nous venons de rendre du Mémoire de 

M. Poncelet, on voit qu’il suppose dans son auteur un esprit familiarisé
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avec les conceptions de la Géométrie et fécond en ressources, dans la 

recherche des propriétés des courbes, ainsi que dans la solution des 

problèmes qui s’y rapportent.

Nous pensons, en conséquence, que ce Mémoire est digne de l’appro

bation de l’Académie; et nous proposerions de l’insérer dans le Recueil 

des Savants étrangers, si l’auteur ne le destinait à faire partie d’un 

Ouvrage qu’il se propose de publier sur cette matière.

S ig n é  : Poisson ; A rago ; Cauchy, rapporteur.

L’Académie approuve le rapport et en adopte les conclusions.

Certifié conforme à l’original :

L e Secrétaire perpétu el, Chevalier des Ordres ro y a u x  

de St-M ichel et de la L ég io n  d 'honn eur,

S ig n é  : Delambre.
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MÉMOIRE

SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES,
OU L’ON DONNE

UNE FORMULE GÉNÉRALE DE LAQUELLE SE DÉDUISENT
LES VALEURS

DE LA PLUPART DES INTÉGRALES DÉFINIES 
DÉJÀ CONNUES

ET CELLES D’UN GRAND NOMBRE D’AUTRES.

Annales de Mathématiques, Tomo XVI, p. 97-108; 1825.

J’ai montré, dans plusieurs Mémoires, dont l’un a été présenté à 

l’Institut le 7 novembre 1 8 1 4 , les avantages que pouvait offrir la consi

dération des intégrales définies singulières, c’est-à-dire, prises entre 

des limites infiniment rapprochées de certaines valeurs attribuées aux 

variables qu’elles renferment. On peut consulter à ce sujet l’analyse 

des travaux de l’Institut, pendant l’année 1 8 1 4 , où se trouve imprimée 

une partie du rapport de M. Legendre, sur le Mémoire que j’avais pré

senté dans la même année. On peut également consulter un article 

inséré dans le Bulletin de la Société Philomatique pour 1822, le Résumé 

des leçons que j ’ai données à l’École Polytechnique, le XIXo Cahier du 

Journal de cette École, les notes ajoutées au Mémoire sur la théorie 

des ondes, inséré dans le recueil des pièces couronnées par l’Institut,
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enfin un nouveau Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des 

limites imaginaires, et un extrait de ce Mémoire inséré dans 1 s Bulletin 

des Sciences, d’avril 182 5.

Parmi les formules générales que j’ai données dans ces Mémoires, 

l’une des plus remarquables est celle qui fournit la valeur de l’intégrale

/» + «
J î ( x ) d x ,

lorsque la fonction f(a? + y \ J — 1 ) s’évanouit : i° pour æ =  zhoo, que 

que soit y;  20 pour y  =  ao, quel que soit x , et.que d’ailleurs cette 

fonction conserve une valeur unique et déterminée, pour toutes les 

valeurs de x  et de y  renfermées entre les limites

X  : X  —  - + -  CO , y- 7 = 0 0 .

Si, après avoir cherché les racines réelles ou imaginaires de 

l’équation

(0
i { æ )

on désigne par x t, x.x, x 3, . . .  celles de ces racines dans lesquelles le 

coefficient de \]— 1 est positif, et par flf f2, f3. . · ·  les valeurs que 

reçoivent les produits

£f(aî]+E), £f(.«2+  e), £f(.*j+E),

lorsque £ se réduit à zéro; alors en posant

(2) =  2 tCT ( f 1 — fi -H— f;( H— ... ) y/— I ( 1 ) 

on trouvera

(3 ) f  { ( x ) d x  =  k  (*).

C’est ce que l’on démontre sans peine, à l’aide de la méthode que j ’ai 

employée dans la 34° leçon du calcul infinitésimal.

Si l’équation (1) avait plusieurs racines égales à aq; en désignant

t 1) Résumé, p. i 35, formule ( i3). 
(2) Résumé, p. i 36, formule ( i 4)·
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p a r  m  l e  n o m b r e  d e  c e s  r a c i n e s ,  e t  p a r  z u n  n o m b r e  i n f i n i m e n t  p e t i t ,  

i l  f a u d r a i t  s u p p o s e r ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 2 )  n o n  p l u s

{l=ef(æ i+  ë),

m a i s

I £(«,+ £)]
1 — 1 . 2 . 3 . . . ( w  —  i )  df · " 1- 1  ̂ h

(
E n f i n ,  s i ,  d a n s  l a  r a c i n e  x t , l e  c o e f f i c i e n t  d e  sJ—  1 s e  r é d u i s a i t  à  l a  

l i m i t e  d e s  q u a n t i t é s  p o s i t i v e s  d é c r o i s s a n t e s ,  c ’ e s t - à - d i r e ,  à  z é r o ,  o u ,  e n  

d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  s i  l a  r a c i n e  x x d e v e n a i t  r é e l l e ,  l e  t e r m e  f t , c o r r e s p o n 

d a n t  à  c e t t e  r a c i n e ,  d e v r a i t  ê t r e  r é d u i t  à  m o i t i é .  D a n s  l a  m ô m e  h y p o 

t h è s e ,  l ’ é q u a t i o n  ( 3 ) ,  f o u r n i r a i t ,  n o n  p l u s  l a  v a l e u r  g é n é r a l e  d e  

l ’ i n t é g r a l e

f  l(x)dx,
J — oc

q u i  d e v i e n d r a i t  i n d é t e r m i n é e ,  m a i s  s a  v a l e u r  p rin cip a le,  c ’ e s t - à - d i r e ,  

l a  l i m i t e  v e r s  l a q u e l l e  c o n v e r g e r a i t  l a  s o m m e

d x

t a n d i s  q u e  z s ’ a p p r o c h e r a i t  i n d é f i n i m e n t  d e  z é r o .  D e s  r e m a r q u e s  

s e m b l a b l e s  d o i v e n t  ê t r e  f a i t e s  à  l ’ é g a r d  d e  t o u t e s  l e s  r a c i n e s  d e  

l ’ é q u a t i o n  ( x ) .

A j o u t o n s  q u e ,  d a n s  l e  c a s  o ù  l ’ é q u a t i o n  ( 1 )  a  d e s  r a c i n e s  r é e l l e s ,  i l  

e s t  f a c i l e  d e  t r a n s f o r m e r  l a  v a l e u r  p r i n c i p a l e  d e  l ’ i n t c g r a l e

/>·+·00
!  { ( x ) d x ,

q u i  c o m p o s e  l e  p r e m i e r  m e m b r e  d e  l a  f o r m u l e  ( 3 ) ,  e n  u n e  i n t é g r a l e  

d é f i n i e ,  d a n s  l a q u e l l e  l a  f o n c t i o n  s o u s  l e  s i g n e  J "  c e s s e  d e  d e v e n i r  i n f i 

n i m e n t  g r a n d e ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  r é e l l e s  d e  l a  v a r i a b l e  x .

C o m m e  l a  f o i ’ m u l e  ( 3 )  f o u r n i t  l e s  v a l e u r s  d ’ u n e  m u l t i t u d e  d ’ i n t é -

44
( ‘ ) Mémoire sur les intégrales prises entre des limites imaginaires. 

Œ u v r e s  d e  C . — S. II, t. II.
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g r a l e s  d é f i n i e s ,  i l  n e  s e r a  p a s  i n u t i l e  d ’ e n  d o n n e r  u n e  d é m o n s t r a t i o n  

d i r e c t e .  L a  d é m o n s t r a t i o n  d o n t  i l  s ’ a g i t  s e r a  l ’ o b j e t  d e  l a  p r e m i è r e  

p a r t i e  d e  c e  M é m o i r e .  D a n s  l a  s e c o n d e  j ’ i n d i q u e r a i  l e s  a p p l i c a t i o n s  l e s  

p l u s  r e m a r q u a b l e s  d e  c e t t e  f o r m u l e .

P R E M I È R E  P A R T I E .

L a  f o r m u l e  ( 3 )  s e  d é d u i t  t r è s  f a c i l e m e n t  d ’ u n  t h é o r è m e  q u e  n o u s  

a l l o n s  é t a b l i r  e n  p e u  d e  m o t s ,

Théorème. —  S i l'on  désigne p a r  î ( x )  une fo n c tio n  telle que l'e x p re s

sion s'évanouisse : i °  p o u r x  =  + 0 0 ,  quel que soit y ;

2 0 p o u r y  =  o c , quel que soit x ,  et dem eure toujours fin ie  et continue, 

entre les lim ites x  —  —  0 0 , x  =  - | -  0 0 ,  y  =  o ,  y  =  00 ; et si, de p lu s, on  

nom m e  F ,  la lim ite vers laquelle converge le p ro d u it x î ( x ) ,  tandis que 

la valeur num érique de x  devient infinim ent g ra n d e ; on aura

(0
✓* +

J f(a?) d.* =  — tüF \ /— 1 .
mJ— 00

Dém onstration. —  P o u r  é t a b l i r  c e  t h é o r è m e ,  n o u s  c h e r c h e r o n s ,  

d ’ a b o r d  l a  v a l e u r  d e  l ’ i n t é g r a l e

( 4 )

O r ,  g é n é r a l e m e n t ,

d x .

( 3 )
df(^ + jy / — 1) _  /--- à î j x - h y j — O

dy V 1 da;

S i  l ’ o n  i n t è g r e  l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  l ’ é q u a t i o n  p r é c é d e n t e ,  p a r  r a p p o r t  

à  a? e t  à  y ,  e n t r e  l e s  l i m i t e s  x  =  —  X , x  =  +  X , y  =  o, y  —  c e ,  o n  e n  

t i r e r a

d x
d x  d j ;
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p u i s ,  e n  a y a n t  é g a r d  à  l a  c o n d i t i o n  f ( ¿ c  +  00 \J—  i  )  =  o

( 4 )  f  î ( x ) d x = z  —  t/—  1 f  [ f ( - U  +  7 v / —  0  —  f ( —  X - 'r y 'J —  i ) ] d j .
j —x Jo

S i  m a i n t e n a n t  o n  a t t r i b u e  à  l a  q u a n t i t é  X  u n e  v a l e u r  t r è s  g r a n d e ,  o n  

a u r a  s e n s i b l e m e n t

( ^ + > v / - i ) f ( ^  +  7v/-0 =  ( - - r  +  7 v/ - i ) f ( - - ^  +  7V/-0 =  F

e t ,  p a r  s u i t e ,

f ( x + J ^ ï )  =  J T ^ = ! . f(-
d ’ o ù

( 5 ) f  f  (x )  d x  =  —  F  \J—  i f  
J - x  d ü A '-t-W — 1 x —ys!— '-

= “ Fv'^ TX ' i i i 7 î = “ ”’ F ^= 7 '

■ X +  y\J— i

—  dJ

C e t t e  d e r n i è r e  é q u a t i o n  d e v i e n d r a  r i g o u r e u s e ,  s i  l ’ o n  p o s e X  =  o o ,  e t  

s e  r é d u i r a  d è s  l o r s  à  l a  f o r m u l e  ( i  ) .

O b s e r v o n s  t o u t e f o i s  q u e ,  s i  l ’ i n t é g r a l e  d é f i n i e

( 6 ) f ( x ) dx

e s t  d u  n o m b r e  d e  c e l l e s  d o n t  l e s  v a l e u r s  g é n é r a l e s  s o n t  i n d é t e r m i n é e s ,  

l a  f o r m u l e  ( i )  f o u r n i r a  s e u l e m e n t  u n e  v a l e u r  p a r t i c u l i è r e  d e  l ’ i n t é 

g r a l e  ( 6 ) ;  s a v o i r ,  c e l l e  q u i  s e r t  d e  l i m i t e  à  l ’ i n t é g r a l e  ( 2 )  e t  q u e  n o u s  

a v o n s  n o m m é e  v a l e u r  p r i n c i p a l e .

Corollaire I.  —  L o r s q u e  l a  q u a n t i t é  d é s i g n é e  p a r  F  s ’ é v a n o u i t ,  

l ’ i n t é g r a l e  ( 6 )  n ’ a d m e t  q u ’ u n e  s e u l e  v a l e u r  q u i  s e  r é d u i t  à  z é r o ,  e n  

s o r t e  q u ’ o n  a

( 7 ) / i ( x ) d x  =  o.

A i n s i ,  p a r  e x e m p l e ,  s i  l ’ o n  p r e n d

f ( * )
_e"JÎ '/~ 1 —  e~a __  C o s  a x  -+- \J —  1 S in  a x

1 -+- x -1 -1- x - 1-4- x'1 ’
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o n  t r o u v e r a

C o s  ax-{-\J —  i S in  a x

j —l 00 i  4- x"-

e t ,  p a r  s u i t e

(8)
r  + “ C o s  a x  .
1 --------- „ da? =  e~

J 1 4 - a ; 2

( 9 )
S i n o a ;  .

/ — ;-----„ da? =  0
J  1 - j - x 2y-- 90

d x  —  e
/ -f- «o

.  r
dx  

4 - x  -
■ O;

1  îü— ae

àæ
■

Corollaire I L  —  S i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  f ( æ )  e t  çp (a?)  d e u x  f o n c t i o n s  q u i ,  

c o n s i d é r é e s  i s o l é m e n t ,  n e  v é r i f i e n t  p a s  l e s  c o n d i t i o n s  é n o n c é e s  d a n s  l e  

t h é o r è m e ,  m a i s  d o n t  l a  d i f f é r e n c e

( ( x )  — o (x )

s a t i s f a s s e  a u x  c o n d i t i o n s  d o n t  i l  s ’ a g i t ;  a l o r s  e n  r e p r é s e n t a n t  p a r

F et 4»

l e s  l i m i t e s  v e r s  l e s q u e l l e s  c o n v e r g e n t  l e s  p r o d u i t s

x f ( x )  et x o ( x ) ,

t a n d i s  q u e  l a  v a l e u r  n u m é r i q u e  d e  l a  v a r i a b l e  æ  c r o î t  d e  p l u s  e n  p l u s  ; 

o n  a u r a  é v i d e m m e n t

f .[*(*) — o (¿ r ) |c ]¿ c = r tá (4 >  — F )  \J—  j ,

e t ,  p a r  s u i t e ,

(io)
s •S — a

f  (x )  da? :
-j :

cp ( x  ) d x  H- ra ( <1> —  F ·) y/-

L e s  i n t é g r a l e s  c o m p r i s e s  d a n s  c e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l e  d o i v e n t  e n c o r e

ê t r e  r é d u i t e s  à  l e u r s  v a l e u r s  p r i n c i p a l e s .

S i  l a  q u a n t i t é  F  s ’ é v a n o u i t ,  o n  a u r a  s i m p l e m e n t

/
·+- « /·» + » _ _

î ( x ) d x = l  o (a;) d x  4 - \J—  i .

(J) La formule (8) a été donnée par M. Laplace. La formule (9) est évidente.
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Corollaire III .  —  S u p p o s o n s  q u e  r e x p r e s s i o n

f ( ^ + j v /irî)

s ’ é v a n o u i s s e  : i °  p o u r  a? =  +  oo, q u e l  q u e  s o i t j ;  2 °  p o u r y  —  ao, q u e l  

q u e  s o i t  x ,  m a i s  d e v i e n n e  i n f i n i e  p o u r  u n  o u  p l u s i e u r s  s y s t è m e s  d e  

v a l e u r s  p o s i t i v e s  o u  n é g a t i v e s  d e  x ,  e t  d e  v a l e u r s  n u l l e s  o u  p o s i t i v e s  

d e  j .  A l o r s ,  p o u r  d é t e r m i n e r  l ’ i n t é g r a l e

/ f O  )<r»,
—  oo

à  l ’ a i d e  d e  l a  f o r m u l e  ( i o )  o u  ( n ) ,  i l  s u f f i r a  d e  t r o u v e r  u n e  f o n c t i o n  

r a t i o n n e l l e  d e  x  t e l l e  q u e  l a  d i f f é r e n c e

f  (x )  —  ®(aî)

r e m p l i s s e  l e s  c o n d i t i o n s  é n o n c é e s  d a n s  l e  t h é o r è m e .  E n  c h e r c h a n t  

c e t t e  f o n c t i o n  r a t i o n n e l l e ,  e t  s u p p o s a n t  d e  p l u s  F  =  o ,  o n  s e  t r o u v e r a  

c o n d u i t  à  l a  f o r m u l e  ( 3 ) .  C ’ e s t  c e  q u e  l ’ o n  r e c o n n a î t  s a n s  p e i n e ,  e n  

s u i v a n t  l a  m é t h o d e  q u e  n o u s  a l l o n s  i n d i q u e r .

C o n s i d é r o n s  d ’ a b o r d  l e  c a s  o ù  l ’ e x p r e s s i o n  ( i o ) d e v i e n t  i n f i n i e  p o u r  

x  =  a e t  y  =  b, h r e p r é s e n t a n t  u n e  q u a n t i t é  p o s i t i v e  o u  n u l l e .  F a i s o n s ,  

p o u r  a b r é g e r ,  a - \ - b  <J—  i = x if  e t  d é s i g n o n s  p a r  f 4 l a  l i m i t e  v e r s  

l a q u e l l e  c o n v e r g e  l e p r o d u i t ( a ? — x i ) ( ( x ) ,  t a n d i s  q u e  l e  f a c t e u r  a ; —  

c o n v e r g e  v e r s  z é r o  l a  d i f f é r e n c e

h _  (x — aii)f(x) — fi i (&) ~—
'  '  x  —  x x X  —  x t

. o b t i e n d r a ,  e n  g é n é r a l ,  u n e  v a l e u r  f i n i e  p o u r  x  —  x 1 ; e t  s i ,  e n t r e  l e s  

r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n

( 12 )
ï

l a  r a c i n e  x t e s t  l a  s e u l e  d a n s  l a q u e l l e  l e  c o e f f i c i e n t  d e  \]—  i  s o i t  p o s i t i f ,  

c e t t e  d i f f é r e n c e  r e m p l i r a  l e s  c o n d i t i o n s  é n o n c é e s  d a n s  l e  t h é o r è m e .  

O n  p o u r r a  d o n c  p r e n d r e

( i 3 ) ?(«) = • X\
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: f, Lim -  l

L dx

■ a — b \J— ;

AT— a V

C e l a  p o s é ,  o n  t r o u v e  : 1°

(i4) 4> =  f.;

2 °  s i  b e s t  n u l

( . 5 ) j f _ =  ------------- 2 - \ x + a

e t ,  s i  b e s t  p o s i t i f

a  -H »  n  +  -V

(16) / o (x)  d x  =  Lim I -----
J -  „ J - X x  —

( x  —  «)2H- b-

=  o,

6 y/— i da?
: CT f,

P a r  s u i t e ,  l ’ é q u a t i o n  ( i o )  d o n n e r a  s i  b e s t  n u l ,

( 1 7 )

✓ »4-«0

J f  (x)  dx =  uj L  \/—  1, 
—!»

e t ,  s i  b e s t  p o s i t i f

(j8)
p  H- «©
/ f  {x) dx —  2 ? u f i  y/—  1

S i  b d e v e n a i t  n é g a t i f ,  o n  d e v r a i t  p r e n d r e  < p (;r )  =  o ,  e t  l ’ o n  a u r a i t ,  

e n  c o n s é q u e n c e ,

( 1 9 ) dx z= o.

P o u r  é t a b l i r  l e s  f o r m u l e s  ( 1 7 )  e t  ( 1 8 ) ,  n o u s  a v o n s  s u p p o s é  q u e  l e  

p r o d u i t

(20) ( x  — x L) i ( x )

c o n v e r g e a i t  v e r s  u n e  l i m i t e  f i n i e  f * ,  t a n d i s  q u e  l e  f a c t e u r  x —  x^ 

s ’ a p p r o c h a i t  i n d é f i n i m e n t  d e  z é r o .  S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e  l e  

p r o d u i t  ( 2 0 )  a i t  u n e  l i m i t e  i n f i n i e ,  e t  q u e ,  d a n s  l a  s u i t e

( x  — Xi ) t ( x) ,  ( x  — Xi)1 f (x) ,  ( x  — Xi)3 f (x) ,  ( x  — x t)mf(x),

l e  t e r m e

(21)  ( x  — Xi)mi (x)  "
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soit le premier qui ait une limite finie. Alors, si Ton pose

(22) (x  — x l )mi ( x ) = f ( x )

= f ( *  1 ) +  — f ' ( x 1) + . .  . +  j ^  +  ( * _ Æ l) " ^ ( Æ)’

la fonction ty(oc) conservera, en général, une valeur finie pouric= a;1, 

et remplira la condition énoncée dans le théorème. Comme on aura 

d’ailleurs

/'(*  ■ )
i  (x  —  x ,)'"-1

) ( x  ) i

/"(^) i
1.2  ( X  —  X t ) m - ~

1 . 2  . .  ·. (  m  —  1 ) x  —  xi

il est clair qu’on pourra prendre

(23 ) ?'(*) =
./ (* .) f ' ( ^ )

I (X —  Xi )"1- 1 X . 2 (x  —  Xi)'"-*
/ ( "  l~l>(x)  I

H - . . . H-
1 . 2  . . . (m —  1 )  x  —  x 1

En adoptant cette valeur de f(# ), on trouvera

1.2.3 . . .  (m — 1 ) ’

et par conséquent l’équation ( i4 )  continuera de subsister, pourvu que 

l’on suppose

j  d ' l M [ ( æ  — æ i ) ™ f ( * ) ]_ —  — Hm-------- ------------  —  ■—  ----------- ■(24) / , =
x. 2 . 3 . . .  ( m — 1 )  1 . 2 . 3  . . .  ( m — 1 ) dx"

On trouvera encore, dans cette hypothèse, i° lorsque b étant nul, 

les expressions

/ (m- 2)(^i), f ’̂ HXi), /"-«»(^i), ···

se réduiront toutes à zéro,

y* + &
(2 5 ) / y ( x ) d x  =  o]

J — »

20 lorsque, b étant nul, quelques-unes des mêmes expressions
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obtiendront des valeurs différentes de zéro
I

s* +
(26 ) /  cp ( x ) d x  —  ± 00 ;

3° lorsque b sera positif

(27) J  C f ( x ) d x = : w f 1 \/— 1.

Par suite, les formules (17) et ( 18) subsisteront encore, si la racine 

de l’équation (12) désignée par est une racine imaginaire, dans 

laquelle le coefficient de —  1 soit positif, ou une racine réelle pour 

laquelle les expressions

/ (m- 2)(^), / ("i- l)(̂ ·).

s’évanouissent.

Si, dans la racine le coefficient de <J—  1 était négatif, on retrou

verait la forïnule (19).

Si l’équation (12) admettait plusieurs racines aq, æ2, x %, . . .  ; alors, 

pour obtenir une valeur de 9 {oc) propre à remplir les conditions 

prescrites, il suffirait d’ajouter les valeurs de cp (a?) fournies par des 

équations semblables à la formule ( i 3) ou (a3), et correspondant aux 

diverses racines. En opérant ainsi, on se trouverait évidemment 

ramené à la formule ( 3).

Dans la seconde partie, je développerai les nombreuses conséquences 

qui peuvent être déduites de la formule (3).
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RECHERCHE D’UNE FORMULE GÉNÉRALE 
OUI FOURNIT LA VALEUR 

RE LA PLUPART RES INTÉGRALES DÉFINIES 
CONNUES

ET CELLE D’UN GRAND NOMBRE D’AUTRES.

y/anales rie Mathématiques, T. XVII, p. 84-127; 182G.

DEUXIEME PARTIE 0 ).

On a vu, dans la première partie de ce Mémoire, qu’en désignant 

par/(ip) une fonction telle que f ( x  +  y\/— 1) s’évanouisse : i" pour 

^ =  ±00, quel que soit y;  2“ pour y  —  oc,.quel que soit x,  et que 

d’ailleurs cette fonction conserve une valeur unique et déterminée, 

pour toutes les valeurs de# et y  renfermées entre les limites x  = —  00, 

x  =  +  00, y  —  o, y  =  -f- 00, qui ne satisfont pas à l’équation

/ ( .* + jv /,=rï)

si, après avoir cherché les racines réelles ou imaginaires de l'équation

on désigne par Xi, x.it x 3, . . .  celles de ces racines dans lesquelles le

( ')  Voyez la page 97 du précédent \olunie des yJfinales de Mathématiques,

Œuvres cle C. — S. Il, t. II. 'lu
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coefficient de tj— x est positif, et par é , f2, f3, . . .  les valeurs que 

reçoivent les produits

sf ( æ> ·+■  £)i -I-â), s/ (x3-+-e), . . .

lorsque s se réduit à zéro; alors, en posant

( a )  A  =  2 r o ( f ,  4 - L  +  f :t + . . .  )  y / — i ,

on a

( 3 ) J f ( x )  c U  =  A ,

C’est cette formule qu’il s’agit présentement d'appliquer.

Rappelons auparavant que, si l’équation (i) avait plusieurs racines 

égales à x ± ; en désignant par m le nombrç de ces l'acines, et par £ un 

nombre infiniment petit, il faudrait supposer, dans la formule (2), non 

plus ft =  £f ( x i  +  e ) ,  mais

f _  1 d"— 1 [e' " / ( jtj -4- s) ]
1 1 .2.3. — 1) dî"1-1

Enfin, si, dans la racine x lt le coefficient de — 1 se réduisait à la 

limite des quantités positives décroissantes, c’est-à-dire, à zéro; ou, 

en d’autres termes, si la racine x t devenait réelle, le terme f, corres

pondant à cette racine, devrait être réduit à moitié.

Passons maintenant à l’application de ces formules.

La formule ( 3) peut être, si l’on veut, remplacée par la suivante :

(i
r'J 0

/(-g)+ /( — ·*■ ·)à x  =

et l’on voit que les formules (3) et ( 4) réduisent la détermination des 

intégrales qu’elles renferment à la recherche des racines de l’équa

tion (1) dans lesquelles le coefficient de \J—  1 est positif.

Supposons, pour fixer les idées, qu’on ait

( 5 ) f { x )  =  'Ji ( u ) x ( v ) ^ ( w ) .  . .{(X),

f ( u), x(v),  <KW)» · · · désignant des fonctions rationnelles des 

variables u, v, w, . . ., et u, v, w, . . .  f(a;) représentant des fonctions
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de x  qui restent complètement déterminées, dans le cas même où, 

après avoir remplacé x  par x-\-y^J— i, on attribue à x  une valeur 

réelle quelconque, et à y  une valeur réelle positive. Concevons d'ail

leurs que la fonction t‘(x )  ne devienne jamais infinie pour aucune 

valeur finie, réelle ou imaginaire, de la variable x.  Pour obtenir les 

racines de l’équation (i), il faudra d’abord chercher celles des équa

tions

(6) +(«’) “ ° ’

et comme, par hypothèse, les fonctions <p(u), x.(c), tj;(tp), . . . sont 

rationnelles, il est clair que les premiers membres des équations (6)

pourront être remplacés par des fonctions entières de u, v, w.........

Supposons ces mêmes équations résolues, et soit h -j- k —  i une de 

leurs racines; on n’aura plus à résoudre que des équations de la forme 

( 7 ) u —  h +  k \J—  i , v — h k \J—  i , . . .  ;

chacune d’elles fournira une seule racine, dont il sera facile de fixer la 

valeur, si l’on a pris pour u, v, ip, . . . quelques-unes des fonctions

: +  x  \J— i

( 8 )

, ](/■ — i),  1( I ^  ^ ).

1 [ r  Sin 0 -+- (r  Cos 0 —  x )  \j—  i ], 0 ) ,

(*) Pour fixer, d’une manière précise, les valeurs des notations employées dans le 
calcul, nous adopterons ici les conventions que nous avons admises dans le Cours d'ana
lyse algébrique et dans les précédents Mémoires. En vertu de ces conventions, la notation

Arc (  Tan g f  )

est toujours employée pour désigner le plus petit arc, abstraction faite du signe, dont la 

tangente soit égale à -  ; et les notations

(u-t- 0 v/— i )11, I ( u -+■  v \J— i )

( u désignant une quantité positive ou nulle, et p un exposant réel) pour représenter les 
expressions imaginaires

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



356 F O R M U L E  G É N É R A L E  D ’ O U  S E  D É D U I S E N T

r et s étant des quantités positives, et 0 un arc compris entre les 

limites o et ra.

En effet, posons, pour abréger,

( 9 ) p =  ( / i a +  /,-s ) a , W —  A r c ^ T a n g ^ ;

et l’on trouvera

i-4--cy/— 1 . . 1---
p o u r-------- —  h ■ +■  k y — i ,

l — X\J— l

_ 2pCos&>'4- (1 —  p2) \J— 1

' 1 -+- 2 p Sin a) -+- p* ’

pour I ( /· — x  \J— 1') — h -h k \ /  — 1,
x  =  — c* Sin k H- (eh Cos k —  /·) \f — 1 ;

(10) < ' s __,
pour 1 ( H —  \J—  1 ) =  h 4 - k \J—  1,

ch Sin k —  ( eh Cos k —  1) \J —  1 ’ 

pour 1 [  r  Sin 0 -+- (/· Cos G —  x )  \J— i ]  =  h -+- k y/—  i ,

x  =  —  (eA Sin A" — r  CosO) 4 - ( e h CosÂ' — r  Sin 0 ) y/— i ;

(>t ainsi du reste.

On peut encore considérer la notation

dans laquelle À et p désignent des quantités quelconques, comme représentant une fonc
tion unique et complètement déterminée, toutes les fois que it reçoit une valeur positive. 
En effet, comme dans cette hypothèse, on aura généralement

( "-H·',rT),

on sera conduit naturellement à la formule

( w +  p /̂— r =  eO-* IM Cm ) rf n , r r  )

qui suffira pour fixer complètement le sens de l’expression imaginaire comprise dans son 
premier membre. Si l’on suppose, en particulier, u =  o, on.trouvera pour des valeurs 
positives de v,

(e \j— — | Cos À h- ij. l(e) J ■+■ J— i Sin ^  X ■ +· p l(e) j  j e l> a ‘ 

et, pour des valeurs négatives do e,

(p v / = 7 )^ ·^  =  j Cos [ Î  X -  p 1(—e)] — f = ï  Sin [ j  X — p 1(- e)] j e*
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Si, au contraire, on prenait pour u, v, w, . . .  quelques-unes des 

fonctions

Sin bx,  Cos bx, ellX', ebxv'~ q gGw-iy'-1).  ̂

l(H-refa'-'), l(i — /■ eb x ....

a, b désignant des quantités quelconques, et r un nombre inférieur à 

l’unité; chacune des équations (7) aurait une infinité de racines. 

Ainsi, par exemple, en représentant par n un nombre entier quel

conque, on trouverait

( , 2 )

pour Sinb x  —  0,

* · = 0,

3 
^

+11!*■4 a: ±
(J)

T ’
a: —  dr

fie,)
i r

pour Cos bx —  0.

X " ± f__ H
'

3 m
U , ' * * * 5 .>■  zrr rt

9. b

i)m

pour é ,x :— /i -t- k \/^T,

r = 1 1 
b\ * «  +  ( ” - <*>) ± 3 «

11B

C ) ;

pour e/-.rj —  h +  k 1,
1

œ ~
*1

1 1 ( P ) ± o.nxn

pour ¿>( rt-4b\-r''>x = h  +  k\J~-- G

I (p) 4- — cô  \j—  1 dz '¿htb \J—  1

a ~t~ h \  — 1

pOlir l ( l  +  /· ;_r. 1,

1 «ni ·— 1 . e — 1
x  nr —

et ainsi du reste.

Alors la somme désignée par A se composerait, en général, d’une 

infinité de termes; et par conséquent l’ intégrale (4) se trouverait 

représentée par la somme d’une série infinie. Mais il arrivera, dans 
plusieurs cas, ou que la plupart des termes de la série devront être

(>) Voyez le Cours d'Annlrse algébrique, chap. IN, (12) el‘(?.2).
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rejetés, parce qu’ils appartiendront à des racines dans lesquelles le 

coefficient de y/—  i sera négatif, ou que la plupart des termes seront, 

deux à deux, égaux et de signes contraires, ou enfin que la somme de 

la série pourra être facilement déterminée, par la méthode que nous 

avons indiquée dans le paragraphe 13 du Mémoire sur les intégrales 

prises entre des limites imaginaires. Il en résultera souvent que les 

équations (3) et (4) fourniront, en termes finis, les valeurs des inté

grales qu’elles renferment. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si l’on 
prend

/(,r) rr v(x) Cos ux  
Cos h x  ’

o(a?) désignant une fonction rationnelle et paire de la variable x.

En ayant égard aux diverses remarques que l’on vient de faire, on 

déduira des équations ( 3) e t( 4) une multitude de formules générales, 

propres à la détermination des intégrales définies. Je me contenterai 

d’en citer ici quelques-unes.

En désignant par/· une quantité positive, et par m un nombre entier, 

on établira sans difficulté les formules générales

«A x'o 1\J— X

|M / °f(x) + / ( — x) ràxr  r= i),
J i ¿Z'¿-h r2 *>/ '  ’c/|) 1

(1.i) r /<*■ >-/(_-*) 'Z— ),
2 V/ - I  x ^ r -  :>/v v 71

<.<■ » r m + p - * >  £
J o  ̂ ' -I

(I f ( x ) -~.fi— x ) x  <!·/'■  -
[/(O +/(-/■ )],

'» J. ■ >.</—

.(*9 ) f  
J — *

/(*) d x  —  o,

f '

r  —  x  y —  i

f { x )
r -h x  v —  i

d x  —  2TBf(r \f— i ) .( 2 0 )
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f ( x ) : da; r= O,
/■» ~r

(2I) / 7~ /·— \J { r  —  x\¡  —  i )

/ n C “ f ( x ) i , , , 2st fp'i—i y ( /’ y7— 1 )

<” > 1  ( r + ; v ^ ) - ^ = ( ~ ' > i ^ )  'i'-·-· ( ) ·

= ; on trouvera

(/· -\-x sj—  i )

Si l’on suppose /(¿r) =  =̂=

r +“ _  f(*)
«/-» l(r

,3) IX

f(a;)

\{r —  x ^ — i )

{r  — x \ / — \) 

da; =r —  2 vs(’( i — r  X— i ) pour /’ <; i ;

l { x )

-»  \(r  —  x \ l —  i )
■ dx  — — 5rf(o) pour /- =  i ;

x :v {(x)

eo 1 (r —  x\/— i)
( iæ rro ,  pour r > i .

Puis, en réduisant la constante r à zéro, on tirera de la première de 

ces trois formules

W )
J(x 1------ 1---- Xi----—  ) d.? =  — 9urf (y/— i ).

Si, dans l’équation (21), on remplace le nombre entier m par un 

nombre quelconque a, on trouvera toujours

( 2 Ù ) f(^)
( r  -  x  s/—  1 ) ‘

d x  - u.

Soit maintenant f ( x )  une fonction rationnelle de la variable x,  et 

concevons qu’après avoir calculé les diverses racines de l’équa

tion =  o, on représente par h -f- k </—  1 l’une quelconque de

celles dans lesquelles le coefficient de sJ—  1 est positif. Soient de plus m 

le nombre des racines égales à A +  k X—  1, £ une quantité infiniment 

petite, et //„, Kn deux quantités réelles, déterminées par la formule

( 9. 6 ) Un "H K „ \J— 1 : 1 . 2 . 3 . . . «

d'X£',+1 <p(é -+- k \/— 1 -4- s ) ]

(1) Le T est celui de M. Legendre, de sorte que Y (ni) =  1 .2 . 3 1 ). C’est 
le (m — i) ! de M. Krarap. (J. D. G.).
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qui deviendra simplement

(27) / / 4- K  \j— 1 =  scp(/i -+- k \J—  1 -f- g),

si une seule racine est égale à h -f- k yj—  1.

Soit enfin f(a?)une fonction telle que l’équation = o n’admette

point de racines dans lesquelles le coefficient de s/—  1 soit positif; du 

moins qui 11e produise dans la valeur de A que des termes dont la 

somme se réduise à zéro; 011 tirera de la formule (3)

(28) f  o ( j ' ) f ( x ) à x  
J ~ «

2 ŒT (

\J—  i ) f ( A  +  A' \j—  1) +  . . .  '

■(A-, /U N7- ! )
f l " l - l ) ( ^  _|_ £  - -  j )

1 .2 .3 ...(m— 1)

les expressions K — I l —  1, A\ —  //< yj— 1, ..  . devant être réduites à 

moitié, quand la quantité k devient nulle.

Ainsi, par exemple, a, b, r, s désignant toujours des quantités posi

tives, 0 un arc compris entre les limites o et es, h +  kyj—  1 une des 

racines inégales de l’équation =  o, et enfin co, p les quantités que 

renferment les seconds membres des formules (9), on trouvera

(29) J  l ) u- 'y (x ; )  d x
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( 3 a )  /  K *  —  rx\J—  i  )  cp ( ¿ c )  dx

—  —  2 ct[ ( A · —  I I I ) 1 ( I h-  kr — /i/· 1 ) 4 - . . . ] ,

s* + *
(33) j  l [ r  SinO 4 - (rC o s6  —■ a?) \/— i ]  <f{x) d x

— — ?·ct { ( A” — I I  \J— 1) ][/,· 4 - /· Si 110 — (h — /■ Cos 9) \j— 1 ] ·

/
+« __

( — x  \j— i ) a~' e,lx^'~l tf ( x )  d x

= = -  9.® { K  -  H  v /= 7 )(  A· -  A V/3 T )"  1

e~M (CosA/t -f- \ /— 1 Si« bh)  4 - . . .  },

<«> L  Ü

( — X\J— l)a
l ( i  —  r x  \J—  1 )  

2GT

cf(x) dx

(36) J  ( — x  — 1 ) “~1 l ̂  1 4 - ~ \f— i ^ c f ( x ) d x

=  -  a® j (K-II  )(/.·_/, v/_ 11 (T +  1 e'.>i/=T ) + ..

(37)

— — 2 sr j ( A — Il \j — 1 ) ( 4  — A ^— 1 )a<?-̂ (CosAA 4- — i Sin AA)

X l f  I 4- ) —----------- 1------ ------ - -4 . . . L
V P /  l ( i 4  I r  — hrcJ— 1) j

(38) f  e“cbx  ̂ J ep (¿c) cl j?
J—«

=  — 2 ci { ( à'  — Ils/-— 1 ) grti* M Cos /;/'

[Cos (««-** Sin AA) 4 - y' — 1 Siri(ae bk Sin AA)] -4 . . . },

( 3f) ) [ " ( - x ^ y ' e ^ ^ c f W d x
•y — oc

=  -  a® {{ K—H  -  h s '— ) * - '.

«'“ U':',s w'[Cos (*-** Sin AA ) 4- y/“  Sin (e-** Sin ¿A )] 4 -...}  ;

et ainsi du reste. ,

Œ u v r e s  d e  C . — S. Il, t. II. 4 6
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On trouvera encore, en s u p p o s a n t i ,
/% + «

(40) / 1 ( i  -f- rebx'>,- l ')y{x)  d x

=  — ?. CT { (K — I I  y/ —  i ) l [ i +  re~bk (Cos£/t -t~ y/— i Sin 6A)] -H . .  . },

(41) f  enx^~1 l ( i  -+- rebx'/—'') cp (x )  d x  —  . . . ;
J — 99

et ainsi des autres.

Enfin, si l’on suppose a<^b, on trouvera, en prenant pour x  une 

fonction rationnelle et paire de la variable x,  .

Cos ax
( 42 ) f

J  — a Gosbx
<p ( x )  dx

=  — iusU k -

X
(eak-+- erak) Cos ah —  y/—  i (eak—  e~ak) Sin ah 

(ebk +  e~bk) C osbh —  \ J ~ i (eM~  e~hk) Sini/i "  ’ ) ’

«*> r së bx
y ( x )  dx

=  -  m \ ( K - I I s / ~ i )

( eak—  e~ak) Cos ah — y/— i (e°*H- e~ak) Sina/t j 
( e « —  e-bi) Cos bh -  \J ~ t (ebk H- erbk) Sin bh ‘ “ j '

et, en prenant pour o ( x ) une fonction rationnelle, mais impaire de la 

variable x,

Cos a x

X

—«

=  — -//y/—  i )

x
erak) Cos ah —  y/—  i (cak—  e~ak) Sin ah 

\ é k +  e~bk) Sin bh -+- y/= ^7  e_iA) Cosb,)

(4a)
C + ” Sinaa; . ,

=  —  9 CT | (/C — II  y/— i )

e - “*) SinaA -+- y/— i (eak-
x

<!k ) Cos ah

( e « +  e- bk) Cos bh —  y/— i ( e6<' — e~M) Sin&A , )
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Comme d’ailleurs ces quatre dernières intégrales s’évanouissent 

évidemment, savoir : les deux premières lorsque <p(a?) deviendra une 

fonction impaire, et les deux dernières lorsque <p(a;) deviendra une 

fonction paire ; on peut en conclure que les valeurs de ces quatre inté

grales seront connues pour des valeurs quelconques de la fonction 

rationnelle désignée par y (a?).

Chacune des formules que nous venons d’établir se décompose en 

deux équations réelles, lorsqu’on égale séparément à zéro et lès parties 

réelles des deux membres et les parties multipliées par J —  i. En 

opérant ainsi, et prenant pour <p(a;) une fonction réelle, on obtiendra 

une multitude de formules, dont quelques-unes sont déjà connues, et 

parmi lesquelles je citerai seulement les suivantes :

•'/0

O,

(/Í7) / Cosftir <p(ar) d.« = — 2 sr {( K  Cos bh\.t — — 2 sr {( K  Cos bh -I- //Sin bh) e _M4- . . . ¡ ,

=  —  2 bj {( K  Sin bh — H  Cos bh ) e~bk 4- . . .  j ,

4- *>

,,  . „  pSinw —  /-CosO
—  2 // Arc Tang =

p Sin w —  /· CosO

=  sj.j II  1 [ r- —  2 p /· Sin ( o) — 0 ) H— p- ]

„  . t, p Sin m — r  CosO-1- O /< Are I ontt —  i____________4 - 2 K  Arc Tang =
p Cos re 4- r Sin 6
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(5 i) / Arc Tang =  — · y ( x )  àæ
* '— v. ^

=  ro ! // 1 ( i +  a s Cos o) 4- .t* ) _  2 a  Arc Tang :
s Sin (i)

0 4~ S Cos 0)
4 - . . .

(.r;,) L o (an) Arc Cot x  d x

//!( I 4 - ■
2 Cos w p 4 - Cos (o )

2 A  Arc Cot =  1— ---------l· · · · , >
SlllGJ )

(:>.'{) ^  ¿«cosi.r Cos (a  Sin ¿w?) <?(.<·) d.r

-  -  2 ® { e«e-«co.*A[A:Cos(afi-MSinM) +  / /S in (« e -4*Sin6A)]-t-.. . |, 

(5/i) j '  e'iCos/iÆSïn(aSinia;) <p (.■*;) d.®

—  ' m i  e‘u- Ucos!'1'[// Cos(rt (i -w-Sinè/t) -  /tfSin(« Sin M )] 4 - . . .  J,

(05) j  l(i4- 2 /· Cos 6.® 4- r-) c (̂æ ) d®
— jt

l’ 1 (i 4 - 2/· e "M C<

4- 2 //Arc Tang

— an j K 1 (1 4 - 2/· e- M Cos 6/i 4- r- erlbk) 

r Sin bh
?bk +  r  Cos bh

;5G) y "
. _ r  Sin bx

Arc 1 ang------- ^ —  o (.r) d.r
s i +  r  Cos b x  ' ' ’

—  5J | // 1 ( I 4- 2 /· f> W Cos /·! (> 2/'*) 

— 2 K  Arc Tang =r.
rSini/i )
--------- - 4 -·. . . ·

cbk4  ̂ r  Cos bh

On trouvera encore, en prenant pour z>(x) une fonction paire de la 

variable x,

(■ >7) j x a 1 Sin — bx^j cp(.®) d.r

—  — ro { p'*” 1 e~bk\ K  Cos(&) —  a «  4 - bh) 4-  //Sin (<u —  m m  4-  M ) j 4 -  . . . {·

Il est facile de reconnaître les différentiations que doivent subir les 

diverses formules auxquelles noùs sommes parvenus, dans le cas où

'l'équation c p ( . r )
6 a des racines égales. Si l’on différentie ces mêmes
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formules par rapport aux quantités a, b, r, . . .  on obtiendra de 

nouveaux résultats, que l’on pourrait déduire directement de la 

formule ( 3). Ainsi, par exemple, si l’on différentie n fois par rapport

à laquelle on parviendrait aussi, en posant successivement, dans 

l’équation ( 3)

On obtiendrait encore plusieurs résultats dignes de remarque, en

intégrant quelques formules par rapport aux constantes a, b. r , __

Il importe d’observer que les formules (29), (34), (35), ( 36) et (36) 

subsistent, dans le cas même où l’on remplace l’ exposant réel a par 

une constante imaginaire X +  p.*/—  1. En opérant ainsi, prenant pour 

<p(a;) une fonction réelle et posant successivement

on établira de nouvelles équations que l’on pourrait combiner entre 

elles, et l’on reconnaîtra facilement, par ce. moyen, que les formules 

(46), (57), . .  . s’étendent à des valeurs réelles ou imaginaires quel

conques de la constante a. Si l’on décompose ensuite chaque équation 

imaginaire en deux équations réelles, on obtiendra les valeurs d’un 

grand nombre d’intégrales définies, parmi lesquelles je citerai celles 

qui suivent

( 58 )

j \ x )  =  ( — x  sJ— i ) “- 1 1 ( — X \J—  1) cp(¿c), 
f ( x )  =  { — x \ f ~ i  y - » [ l  ( —  X \J^~ï  )]* (f,(x)

+  ¡x \J— a =  l  — [J. y/— 1 j

0

U
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O n  d é t e r m i n e r a  l e s  d e u x  p r e m i è r e s ,  q u e l l e  q u e  s o i t  l a  f r a c t i o n  r a t i o n 

n e l l e  d é s i g n é e  p a r  f ( x ) ;  e t  l e s  d e u x  d e r n i è r e s ,  t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  

c e t t e  f r a c t i o n  d e v i e n d r a  u n e  f o n c t i o n  p a i r e  d e  l a  v a r i a b l e  x .

A u x  f o r m u l e s  g é n é r a l e s  c i - d e s s u s  é t a b l i e s ,  o n  p o u r r a i t  e n  j o i n d r e  

u n  g r a n d  n o m b r e  d ’ a u t r e s ,  d a n s  l e s q u e l l e s  e n t r e r a i e n t  d e s  f o n c t i o n s  

< p ( u ) ,  y ( e ) ,  ' b ( t p ) ’ . .  . d e s  v a r i a b l e s

: -I- a; y/—  i

: —  x  \j— i
(> =  ](/’ — x\j— i),

A i n s i ,  p a r  e x e m p l e ,  / î - f - A y / — i  d é s i g n a n t  t o u j o u r s  u n e  d e s  r a c i n e s  

i n é g a l e s  d e ^ ^ >  e t  l ’ e x p r e s s i o n  — i  é t a n t  d é t e r m i n é e  p a r  la

f o r m u l e  ( 2 7 ) ,  011 t i r e r a  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 3 )

lit
q>(o) ■ +·

I I  - h  K  \ f  —  1 

A +  A’ ^ + i

( 6 3 ) 7 ) ] ^

= j f  { ? [ ) ( * > - £ / - .  +  < ? [ ) ( ^

=  crtp [ ! ( / ') ]  —  a r o / ·]  ( ¿ / - f -  K  y/—  1 )

X
;

Gos k -+- y/— 1 Sin k 

e-h ( Cos 2 k -+- y/ — 1 Sin 2 k

I l  r é s u l t e  d ’ a i l l e u r s  d e s  é q u a t i o n s  ( x o )  q u ’ a p r è s  a v o i r  c h e r c h é  l e s  

r a c i n e s  d e  —r - r  =  o ,  o n  d e v r a  s e u l e m e n t  a d m e t t r e ,  d a n s  l e s  f o r m u l e s
y ( æ )

( 6 2 ) ,  c e l l e s  d e s  r a c i n e s  d o n t  l e  m o d u l e  s e r a  i n f é r i e u r  à  l ’ u n i t é ,  e t ,  

d a n s  l a  f o r m u l e  ( 6 3 ) ,  c e l l e s  q u i  f o u r n i r o n t  d e s  v a l e u r s  p o s i t i v e s  o u  

n u l l e s  d e  C o s  A·. A j o u t o n s  q u e  l e s  q u a n t i t é s  H  e t  K  d e v r o n t  ê t r e  r é d u i t e s  

à  m o i t i é ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 6 2 ) ,  q u a n d  l e  m o d u l e  d e  h  4 -  k y/—  1 ,  c ’ e s t -  

à - d i r e ,  y/A2 - j -  k-  d e v i e n d r a  é g a l  à  l ’ u n i t é ,  e t  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 6 3 ) ,  

q u a n d  o n  a u r a  C o s A  =  o .
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On déterminera avec la même facilité les valeurs des intégrales

(64)

r  dx

367

( 6 5 )

( 66 )

f  ( - a V ~ > - , < p [ i( -Ærvc r O]
v — »

J — »

x 2

et ainsi du reste.

On trouverait, par exemple,

dx
(67) J  <P(̂ !) i(_  +  ,(i  - Z = 7) + -

On trouverait, de môme,

(68) f  ( - x \ Z — i)“- ' y ( x ) 7 - - -
*/-» H— æ; V~ i 4

—  —  2 c p (  \ / —  1  )  —  2 r o  |  ^ ^ ^ (k —  h y / —  1  ) “ - *  [ .
' l(/r —  /i y/—  1 )

On aurait, par suite, en prenant pour <p(cc) une fonction paire de x

(69) /*“ ?( 
J 0

æ)
l(^)

m \-
■ [!(*)?

dx  —  - ? (y/ *) ■
K  —  Hs j —  1 

l(A: — h y/—  1)

«ni.. . 7r „  «ro

X„ S in 1 (# ) —  - L o s  
x a~ ' y { x ) ------ 'C— ------- ---------— dx

( l ) + [ U * ) Y

= _  ^ ( ^ r r )  /. v/=7) - . + .

et, en prenant pour cp(x)  une fontion impaire de x,

( 7 1 )  f  <f(x) ■—  ----------------d ^  =  j c p ( y / “ ) + y Ê + . . .

-S m  —  +  Cos —  l(a>)
(73) / æs- 1 (|)(Æ)-----— — ------------------<Lz

■ '* ( " ) + t K » ) ] ‘

=  «, »C T  9 ( 7 ^ 7 )  +  „  j ( * -  A V ^ T ) - 1 +  ■ ■ ■

V ^ .
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On pourrait multiplier sans mesure les formules générales qui se 

déduisent des équations (2) et (3); on pourrait ensuite transformer 

les intégrales définies contenues dans ces formules, de manière à 

obtenir d’autres intégrales, prises entre des limites différentes; ce qui 

sera particulièrement utile, toutes les fois que les fonctions sous le

sign a J 'deviendront infiniment grandes, pour certaines valeurs de la

variable.

Ainsi, par exemple, on tirera de la formule (16)

(7̂ )
r-
x

r d.r
x 1 — r-

Il sera pareillement facile de s’assurer que l’intégrale (58) est équiva

lente à l’expression

i l [\ ) f«/n
X a cp(&·) H ( — 1)"

Ajoutons que, dans les diverses formules obtenues, les valeurs numé

riques des constantes a, b, r, s, ... ne seront pas toujours entièrement 

arbitraires; et que ces constantes devront être comprises entre 

certaines limites si, en les étendant au-delà de ces limites, on rend 

infinies les valeurs des intégrales qui les renferment. Ainsi, en dési

gnant par <p(a?) une fraction rationnelle dans laquelle le degré du 

dénominateur surpasse de m unités celui du numérateur, on recon

naîtra sans peine que, dans la formule ( 58), la constante positive a 

doit être inférieure au nombre entier m.

Si maintenant on attribue aux fonctions f ( x ) ,  f(a?), <p(a?), . . ., ou 

bien aux constantes a, b, r, s, ... des valeurs particulières, on déduira 

des formules générales que nous avons construites la plupart des inté

grales définies connues, et une infinité d’autres nouvelles. Je me 

contenterai de présenter ici quelques-uns des résultats les .plus
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simples.

(75 )

( 76 )

(77 )

(78)

(79)

J '  a;a” 1 Sin^^^ — b x

s% 9©
/  X a - 1 Si 

J 0

_  _  r a- 1 g

Sin [ t̂ -  — bx
2 } r* -+- x

r d x   7r
a;2 +  r2 2

r  d# 71

l ¿r— 6r .

x a~l dx ra f x a~x dx

1 -t- x Sinara ' X 1 -t- x

Ç  00 x a d¿c
~\OCa-

I

X a da? ra ^

X •x'2-— I
J" X -

I
X

X 2

Sk 99 x a do; nsra- 1

- =  — r a_1 C o s --------¿>a· ) ;2 2 V 2 '

: ra Cotara ;

ara

a;2 -+- 2 ra; Cos 0 -+- /·“ Sin ara Sin 6 ’

J r* 00 

0

x A Cos[ jUL !(«)]
d#

- 2+  2® Cos 6 +  1 

ra CosX(ra— 0)— [e^71-1û)+e~l‘ 0îI—13)] Cos^(ra-t-O)

Sin0 —  2 Cos (2X53)-t-e-2^

dx
¡ o .  \ r " _ £ Í § in[f£l(£)]_
'  ' J 0 x 2 +  2 x  Cos 0 +  1

ra [ei<.(7r‘-*-0)— e-[i(n+0)j g jn X (btt H— 0) — [ — e-i¿(ra—10)] Sin X (ra — 0)
Sin0 e2'¿w —  2Cos(2Xra)-^-e_2,̂■,3

(82)

■Jf
,1 x a +  (— i)R( -  ) , d'1 Sec ( - a r a

— — u  y) 
'o x  —1----

da'!
X

( 83) » /* ^ — [\ { x )Y  dx
J il

= / ----------- r ^ - [ i  (* )]"^  =
0̂

, drtTansr( -  ara
* /  r l ,  „ „ ( I æ  7T 0  \  2

da"
¿c----

x

00

Ç  “ x a-s _
■ dÆ - ¡ 1 ( l T , n g -

Jo K * ) a?2-f- 1

(85 )
Ç  “ a + 7 —  a?4- 1 da: 1

'  1 Sin 
V aJo U * ) x 2 —  1 '

b n '

;t  j>

1 Sin Î 5 ' , .

Œ u v r e s  d e  C . — S. II, t. II. 47
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(86) f

m  r  c
0̂

Cos bx
r  d x  7i

Cos bx

X 1 -4- 7’- 2

/· dx

Sin bx

— Sin br,

f .  Si

.y o

a? do: 7;

c . . x d x  77-, .
bin 6>x —---- j =  — Los br ;

x-  — r- 2

(88) f  Cos b x — —  2 f  S i n - ^ x  4- —  ̂S in —(^x— —^ —  — Sin¿>; 
J„ i — x -  a\ x j  A  x j x -  —  i a

(«<>)

( 9° )

(92)

(93)

( 9 4 )

(95)

(97)

/’ ” Sin¿«7 , cr Sii

J, J, ~
' Sin//x r1 dx cj , . .

-  ( i -  e *'■ ) ;
x  x i -j- r 2

/

» G- 90

2 rx  CosO 4 - /*- )
dx

: cj 1 ( i 4- 2 /■  Sin 0 4- r ‘t ) ;

{v) f .

. /■  Cos 0 ■— x  dx . ri, /· Cos 0
Arc I ang = ----- T.----------------- : =  ct Arc I ang — ------- Trr—r ;

s r  Sin 0 i +  ,r! 8 i +  r S i n O ’

I i +
sï \ r dx  , / j \
-5 -TT— 7 — cri I 4 - -  >x 2/ x 24-/" V r

\  f  s \ x  dx  cr, (  sArc lang -  — — - =  -1  i 4- -  .,
v \ //? / 'r*- -4— ?·- o \ X  ' '

\(  1 4 - *
, 0 \  X 2 /  X 2 —  7X

jl Arc Tang
0

x  J x £ -H r* a

7· dx·
— =  —  ct Arc Tang r= -■ >

s \ x  dx  ct , / s ‘ 
=  t 1 I +.TC /  X·2 —  7’2 4

/" /* » î /dr·
(Arc C o t x )2 rfx =  ajf Arc Tang — · —j- j—  = rorl(2 );

x  Arc Tang i  -  i  Arc Tang.* ^

0̂ ¿r----
x

x  = 4 1(a);

(96) y  4-
r dx

1 I -7------ : =  ct/’“- 'x 24- t·2 * ' K ‘
y  (— x y/— 1 )«—1 eW —1J ̂  1 _|_ £ dx

y  ( —x  \j— i)“-* l^ i 4 - — y/— i

/’ —  x  ^—  i 

d x

: acr/·“-1 e_,'r 1 ( 1 4 -

r  4 - x  y/— 1
(98)
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(99)

£

£

£

50 1 __ gbx^— 1 doc

s
^

. ; 1 {r — x  sj

2 G7 r ,, »
r g - *(>-'■ ) — g fi(l-r) j

i — r L

00 Gax\¡ ~ ï _ Qh.v<J— 1 d,/;

V — 1 l ( i  —  x\]~

+ ” e a.r <j- 1 _  e b.vv^~l

1 y/— i 1 (r — x  y/—  ï )

]( i -+- -f  »  a. , y  m. ,

(ioo) / ( — * ( y / - l ) “_' e i'r '/̂ i -7------ —-------- r-

: —  w(a  — b),

=  o pour 7· >  I ,

d a:

=  2Uj(l—  r )«-l e -b(i-r) 1|  ̂ 1 „ pour /■  <  i ;

(101) f  
J 0

(102) f
*S— »

(Cosaa? —  Cos¿¿r) +  (Sin u x  — Sin I ( J?)

f  ) -H K*)]1

doc ,
=ro(e-«— e-A);

ebx y/ —  i da?

( 1 0 3 )

(104)

( 1 0 5 )

. ------------ £ — d.r =  o. / - ------------- ------ .— ---------------
(/· — x\J—  i ) a J „ .„  {r —  æ \j— i ) a{s~ a;\J— i)i>

J ' eaCaf bx{aSmbœ) — =  ^ (e °— i);

■ o;

gaCosJ/x q os (a Sin boc) r doc n
oc -4- r ‘ 2i :

J f100 T H ■y*
[ e n C o s b x  g¡n SinÔà?) —j------

n ·* "+" r

— — e ( l );

0;

(*) Ces deux premières formules doivent être déduites, non de la formule 

/ / ( .r )d x  =  2bj yCZl (f1 +  r,-H.. . ) ;
«e

mais de la formule

/>+ » __ __
f f ( x ') d# =  2cr y/— i (fi -+* fs -t- L’-f-. . . )  —  vs F y/— ï·;

* -  —  ce

F désignant la valeur que reçoit {x  -+-y  +  j  y/HT), p o u rj= o o .  (^ôpez la
première partie du Mémoire.)
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(106) f x a~' e
•M»

(i°7) rO'-
J 0

1
Il -

F O R M U L E  G É N É R A L E  D ’ OU SE D É D U I S E N T

: Sin ( —  -  Sin bx  'j ^  =  -  r“~' ,
' 2  /  X 1 +  7'2 2

J - (/■  -  g y / -!>"+(/· + g y / -i)-"^  t do?

w / 1
H — 2 \ /’

(108) r i s
0

(r _  x  v/_ !)-» _  (/■  +  ,r y/- i) » A  ̂r

2 V ^
1 TS ( 1 I ^

2 zi —  i j r'1 (r  4- s)" \ ’

■ VrcTang^ ) d.r

j r  * Cos ax dx US e“ 4- e-"
C o sbx 1 4 - x- 2 e b _j_ e ~ b

Ç  “ Sin ax dx· HJ ea—  e "
Siné.7· 1 4- x 2 2 eh — e~,<

\ r  x  c ° s  ax d.r US ea+  e~a
j / Si 11 bx 1 —1— J('“ 2 eh —  e~h

[ Ç “ Sin ax dx US C a —  e  a

 ̂ J  x  Cos bx 1 4- x 1 2 eh 4- e · h

Les quatre dernières formules supposent a b.

Dans le tableau qui précède, on reconnaît facilement plusieurs 

formules établies à l’aide de méthodes diverses, par Euler et d’autres 

géomètres, et particulièrement par MM. Laplace, Legendre et Poisson, 

et par M. Bidone, géomètre italien. C’est à ce dernier que sont dues 

les équations (3^), les formules (75), (76), et plusieurs autres sont 

entièrement nouvelles, ou extraites de quelques-uns des Mémoires 

que j’ai publiés sur les intégrales définies.

En désignant, avec M. Legendre, par T(a) l’ intégrale

d.c,

et, en suivant la méthode que j’ai indiquée dans le Mémoire sur les 

intégi'alesprise entre les limites imaginaires (Paris, in-4°, Debure, 1825), ·
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on établit facilement les deux équations

eb.X\i~

\ J .  I
( U O )

27Ï , ,
=  rr7— : ef  6

(/■  H- x  sj—  i)" · («)

/+ * da:
m(r +  .T )!-«-* E(  ̂+  

r(rt)T(&)
O

De ces dernières, combinées avec la formules (102), on tire immédia

tement

( I I . )

” (r — X y/— 1V a-f- (/■  +  x "

—  x \ j —  1) " —  ( / ’ - f -  x \ j —- i)  0

Cos bx d x  =

Sin b x  d x  =

w ' 
a f f i i )

bn~' e hr.1

T3
s T ) « )

ba—l e

et aussi

/•y ù
( r  — æ \J— i)-° +(rH- .-r y/ — i)~"

(112)

X ( « - W — )-*-*-( « W — ) - * ^  =  ? + ! > ± ± = i > ,

Ç *  (/’ —  x \ l  —  1 )~~a — (r  -t- x  \/—  .)  "

X 2v̂ =T
(s — a; y/— i ) - ¿ — (,; +  ,/■ y / -  ;

X
2\/^T

'' , ■» tn ,r(a -)-i — 1)
■ dx  =: -  (/· ·+■  4)1- " - 4 - p —

a 1 (a) l (b)

J’ai donné les formules ( m )  au commencement de 1815, dans un 

Mémoire où elles étaient appliquées à la conversion des différences 

finies des puissances en intégrales définies, et pour lesquelles 

MM. Laplace, Legendre et Lacroix furent nommés commissaires. On 

peut, au reste, opérer cctle conversion, en s’appuyant sur la première 

des formules (n o ), ou sur une autre formule qui s’accorde avec elle, 

et qui a été donnée par M. Laplace.

Enfin on tire des formules (87), en faisant r =  1, puis écrivant z au 

lieu de b,

x d x  
— -----,
X 1, —  1

Coss.»
dx

1 — x 1
(113 ) Cosí; Sins
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Ces dernières fournissent le moyen de remplacer le cosinus d’un arc 

positif z ,  par le sinus d’un arc variable, proportionnel à z ,  et le sinus 

du premier arc par le cosinus du second. Cette propriété des 

formules (i 13) peut être utile dans la solution de quelques problèmes. 

C’est effectivement à l’aide des formules dont il s’agit que j ’étais d’abord 

parvenu, en 1815, à résoudre la question de la propagation des ondes, 

ainsi qu’on peut le voir dans la Note XVIII, placée à la suite du 

Mémoire déjà cité.

Si, dans l’intégrale ( r]4), on pose x  —  e->\ elle prendra la forme

/
«o

[e'V y(eP) +  (.— i)ne-°P <s)(e~P)]pn dp.

Par conséquent, les méthodes ci-dessus exposées fourniront la valeur 

de l’intégrale ( i i 4), qui ne diffère pas de la suivante :

p 'LeaP <f(eP) dp.

Si l’on applique la même transformation aux intégrales (78), (80),

(81), (82), ( 83), (88), (g 5), . . .  ; puis que l’on écrive x  au lieu de p, 

on trouvera

( n 5 )
C ”  e a x  —  e r a ,e  J  W r rl  -̂ - - , d ^ = -T an g

axs

(*«6> / v‘'o

ehX -+- e~X x

2 Cos 0 +  e'
-, C o s dx

m [eiKi'.+0)_l_e -ii(nr-H0)] CosÂ(ro— 0 )— [e(MK-0)_|_e -ii(ro-0)j C o sJi(cj-)-Ô) 

Sin0 — 2 C os(2 hzs) -f- ’

/  *r-n
— Sin (¡J -.l') d.r

2 Cos 0 -t- e

ct — c ~ SinÀ(tcr-t-O)— ())— e—mro—Oj Sin},(nr+0)

SinO — 2 Cos(2^cr) -t- e-2!1'3 ’

flH Cpp ,
/·” eaí'-+- (—  7T U ° eC ·>

(118) / -------7------- ------,rn d a ? = ( — 1)"-------- ~j· ■
v ' J a ( 4- e—K 2 d an

(>i9)
p - e ^ _ ^ _ l)ne-ax - d"1 ai,g 2 ’Jo ----— F T —  -r"d.r =  ( - ! ) « - da"
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( 1 2 0 )

(121)

f  Sin -  (ex +  er~K) Sin -  ( ex — e~x ) —
J  O. / O. ' P.x

m
2 ' 2 ' . ' e ,: — e~

ev Arc(Tange—Æ) —  e~x Arc(Tanger )

Sin b,

ex — e -
d.v= -j l(a);

4

et ainsi du reste.

On pourrait, au surplus, déduire directement la plupart des équa

tions précédentes de la formule (4), combinée avec celles qui résultent 

de la méthode indiquée dans le paragraphe 13 du Mémoire sur les inté

grales définies, prises entre les limites imaginaires.

Si l’on pose, dans la formule (6a), a; =  Tang - p, on trouvera

I l  K  \J— i
H----------- ,______  -1- · · ■(122) y *  cp(e/“*/_1) àp —  2ro| cp (o)

ou, ce qui revient au même,

k\J~

( 1 a 3 ) ~ J ‘ [es (eP v7 1) +  cf (e~P '/_ *)] Ap ra j <p ( o ) ■
I l  -t- K  \ f ^ i  

h-\- k\J—  1

L’équation (122) coïncide avec l’une des formules générales que j’ai 

données dans le XIXe Cahier du Journal de l'É c o le  Polytechnique. 

De plus, si, dans l’équation ( i 23), on fait successivement

f(“ ), S f(u)
i —  ru r1----

U

r désignant une constante positive, et f («) une fonction qui conserve 

une valeur finie pour toutes les valeurs de u, réelles ou imaginaires, 

dont le module est inférieur à l’unité ; on trouvera, pour r<f 1,

( { ( e f ^ )  t f (e -/V ~ )
1 f  i j  ‘ L  +  ^ e: r .  1¿ _ | d / ? = r o f ( o ) ,  
j J0 2\ 1 —  rcP '1 1 1 —  / · j

) J '™  1 j i(ei‘ ’) ^ -é)

2 ( 1 —  r e f‘ v 1 • e/n/ 1
=  cî f(r);

pour /■ =  r,

(125)

Cm i f  fCe/'v-1) f(e-/'v'-i)) j\i ;  j ; /(l)1·

| r w I | f (g  P'1- ' )  1

J0 2 ( i  —  1 —  <?/'»— ‘ j
; ro/(Oî
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et enfin, pour r i

(T26) < _ _
r - i  +  < ’ - r ',- ' i \ d p = o.

«A 2[i — /•e-A't/- 1 i —

Lorsque, dans les équations (124).» on suppose r —  o, elles se 

réduisent à

(I2-) J  ^[f(e/''/- 1) +  f(e-"'/::ri)]^ = ® /(o)·

Si, dans celle-ci, on remplace f(ic) par f (b-\-x),  et les limites o, us 

par —  us, -)- us, on conclura

/
+® _

- f(¿ -t- e¿' '/~1) =  trx/(¿).

De même, si après avoir différentié n fois, par rapport à la quantité r, 

la seconde des équations (124), on y remplace f(^) par f (b), on en 

tirera, en posant r = o ,

( I29 ) .71

d«f (b) 
db»

Ces diverses formules, que j ’ai données dans le Bulletin de la Société 

Philomatique, s’accordent avec d'autres formules du même genre, 

obtenues par MM. Perseval, Libri et Poisson. Il est facile de les étendre 

à des valeurs négatives, ou même à des valeurs imaginaires des cons

tantes r et b. Ainsi, par exemple, on reconnaîtra sans peine que les 

équations (124) subsistent pour toutes les valeurs de r, réelles ou ima

ginaires, dont le module est inférieur à l'unité. La seconde de ces 

équations, présentée sous la forme

( i 3o ) t(r)=
f(epy·—í) 

— r e~e 'é—'i
dp,

offre évidemment le moyen de convertir une fonction donnée de r, 

considérée comme variable, en une intégrale définie, dans laquelle la
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fonction sous le signe se réduise à une fraction dont le numérateur soit 

indépendant de r, et le dénominateur une fonction linéaire de cette 

variable.

Si, dans l’équation (122), on pose successivement

r désignant une constante positive, et f(u) une fonction qui conserve 

une valeur finie, pour toutes les valeurs de u, réelles ou imaginaires, 

dont le module est inférieur à l’unité; on trouvera

f(e^ '/~'1)  -+- f(e~/V—1 ) dp  

K 1  2 r - C o s p

(i 32) f
f [ j----( 1  -  r2)2 \/— 1 ] — f [ ’r +  ( 1  -  /·*)’ ’ \¡~  1 ]

: ------------------------:-------------------------7------------------------------------------- ®  !
2(1 — r2)2 y'— 1

+  f ( e _ ^ ' /—1)  d p

2  r - t - C o s / >

f [ — r  +  ( 1  — r 2) 2 \ / — 1 ]  — f  [ — r  —  ( 1  — r 2) 2 ^/— 1 ]
--------------------------------------------T— H Z -----------------------------

2(1 — r2 )2 \/ — 1

et pour r x,

(.33) f
«/ n

(i34)

1 f(e-/°*/~ 1)  d p  __f [ / '  — (/-2— i ) 2]

r - C o s p  (r , _  i)7

r CT f(e^ ^  ) H- f(e-^ vCrT) d/? _  f [ - r  +  ( r8- i f ]l 2 r+Cosp - (/.2_ l)T

Si, dans l’équation (122), on remplace la fonction

par l’un des produits

- i j c p ( w ) ,

<?(“ ) \
!(“ _ w = T ) ’ K 7 3 7 7 = 7) ?(M)

Œ u v res d e C. — S. II, t. II.

( — OÎV— I )> («),

l ( - Æ \ / — î ) c p ( w ) ,  1 ( 1  — ï ) < p ( “ ) ,

48
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on trouvera successivement

4- CI * v a __
(i35) J  Tang “ ) cp(e/'v'-‘)d p

( , . / / +  K  ( i  —  h —  A V ~ \ ' 1 )

( A +  i y - i  \ i  +  A +  I \j—  i /  j

(i36)

(*37)

038)

+ m Cos —  — \J—  i Sin ^  

f  ----- —,--------------- c p O / - ’ )d/>
*0 — rj Cos ·

=  2“+I TO< Cf(o) -+-
A —H A \j -

J- (i + /( + A" \/— .

/y + 7v t \ U

J  — \J— i C o t^  j  cp( e>‘ '/_ 1 ) dp

=  â“ "*"1 57 l cp(o) +  ^  ^  ^ r =  ( i  —  h —  k \j—  I .
A +  k y  — I

J '  1 ^ — \ J — i  T a n g ^  c p ( e ^ ' /—  ’ ) dp

( h -y-k y'—  i \  i 4- A. +  A y  —  i

(i39) y  |lCos£+^pv/— i cp(e/,'/_1) djo

, A/ -+- 7v y/— t j
2ïîT  < Cp (O  )  1

A -+- /.· - · )

(i4o) y  y n - v / - i C o t ^ c p ( e / ' ' ,- i ) d i j

> . , / i \ H  -+- A' y'—  I I /  I —  A —  k y'—  i
: — 2 Bj{ œ(o) ] - H---------- 7 = · 11 ----------- y

1 ' 2/ h -y- h \j— \

( ' 40 i
+ 1 Cos -  —  -  \/—  i

’ 1(2 ) A -+- A y/—  i 1(2) — 1( ,  + A  +  Ay/·
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( ' 4 2  ) J  iTang
1 Cos -  y/« o a v2 2

1 Cos - ' . ( P '

. cp(e/V-i) dp

( cp (o) II  ■ +■  K  y/—  i
=  — w  -Vt-v  h---------- -7=

( H 2 ) A 4- A y/—  i

X
h ■ * y m Y

, 1 + A  +  I  y/—  i/ 1(2) —  l ( i  +  A -t- A y/—  i ) + " ·  j

et ainsi du reste.

Par suite, si l’on prend pour <?(«) une fonction réelle de u qui 

vérifie la condition

( ' 43 )

on trouvera

0 4 4 )  f
J o

Cos —  ( A -4- A y/—  i \ i  +  A +  A y/—  i .

p

(,45) /Z° -̂ dp

=  2"ST< Cp(o) -f-

( K )
_ _ ( 1 +  /, +  tv crT)-.+ . . .J ;

( i46)

( '4 7 )

X
<p ( l)  -+- cp ( eP '/_ *)

__ C o s  -  ( bt —  p )_ 4 \ O ’ J '

Sin -
—  *P

:2ÆB^<p(o)-t- (I — A -  Ay/— ..  [ ;

/
(p(e/n'-i) +  tp (g-W -i) , ,F

1 Tangí — jdp

[ H  +  K  y/4^7 / 1 —  A —  A y/—  i
( A +  A y/—  ï \ ï H- A A y/
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48) /
J 0

71 cp (  e/’ ̂ —1 ) —t— (¡>(<r~p ^~ *)
1 Cos — dp

(i49)
f  CT 1 Sin-P dp
J 2 2v 0

( i o o ) f  
«/0

1 <p(e/'C— ') -+- ^(e- P'J— ’)
1 Cos ̂  

2

l C o s-  
2

;dp

( 0 _ J S £ !  +  " ± £ ) ( = i
ro| i ( 2 ) " 1'  h +  k \ J ~ i  l (2)— l ( i - h / n - * v / — 0 +  j’

et ainsi du reste.

Si, au contraire, on prend pour œ(u) une fonction rationnelle qui 

vérifie la condition

(151 )

on trouvera

9 («) =  - <p ( - ) »

f  9(102) / *
cp(eC'/_l) —  cp(e~¿'V- ')

s V - ‘
( Tang f )  âP

™ 1 , ,  f f + K d — i / i  — h —  k d — i
." 5ï h (0) ^  T 7 T T - ;  ( ,Sin 2

A· y/— i \ i +  /< 4 - A- y /■-
l

(io3) X ro o(e/V—') — çp(e~/V-t))

2 G— 1

: 2'!ro 1 cp(o) 4 -

-=ï) Sin~~ 

^Cos- 

H 4- K y/—~î
/i 4 - /.' G —  i

«d/'

( ï 4- /i 4- A' — l ) ~ a 4“ ■ l

(i 54) f
J 0

™ <p(e/J —’) — cp(e~4’ '/~1)/-ï\ S in - ( r o — p )

2 y — i Sin U.
dp

=  2aro^cp(o)4- ^  ^  X ( i - / i - À ' v ,- i ) ' a+ · · ·
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(i 55 ) f '
*SQ

— o(e ~ P .
— -------  . --------- - p  d p

2 y —  i

= - ..j „(■>) 1 (1) + ('-+ ■

( ,56 )
cp(c/'l —') — cp ( e—/·' '-/ 1 )r  ?( r

«/, 2 v/^7
à7' (l/'

1 Cos P

, <p(o) 7/ - l / s: \  -
9 (0 - Tu t t --------------~1(2) h +  k \ / - i  1(2) — l ( i  H— h -f- k \J— 1 ) ■ " ) ’

et ainsi du reste.

Il serait facile d’apercevoir les modifications que doivent présenter, 

dans les seconds membres de ces diverses équations, les termes corres

pondant à des racines égales de —  o.
r ° 9(“ )

Lorsque la fonction <p(«) est rationnelle, les valeurs de l’ expression

imaginaire h +  k J —  1, c’est-à-dire les racines de l’équation =  o,

sont en nombre fini ; et par conséquent les valeurs intégrales que con

tiennent les diverses formules ci-dessus établies, se composent d’un 

nombre limité de termes. On ne doit pas oublier que, dans ces for

mules comme dans l’équation (122), on doit seulement tenir compte

des racines de l’équation =  o dont le module est inférieur à
'l  cp(ft)

l’unité, et réduire à moitié tous les termes correspondant aux racines 

dont le module est précisément égal à 1.

Il est encore essentiel d’observer 1" que les fonnules trouvées 

cessent d’être applicables, toutes les fois que les intégrales qu’elles 

renferment deviennent infinies ; 20 que de ces formules on en peut 

déduire un grand nombre d’autres, par des différentiations ou des 

intégrations relatives à la quantité a; 3° enfin, que cette constante a, 

dans les équations qui la renferment, peut recevoir des valeurs réelles 

ou des valeurs imaginaires.
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Si maintenant on attribue aux fonctions f(a?), ou bien aux

constantes r, a, . . .  des valeurs particulières, on déduira iriimédiate- 

ment des formules ci-dessus établies les valeurs d’un grand nombre 

d’intégrales définies, dont plusieurs étaient déjà connues. Je me con

tenterai de citer ici quelques-uns des résultats les plus simples.

(157)

(15 8 )

(159 )

(160)

(161)

(162)

(16 3 )

f e-'ip̂ + OrP v' 1 ¿p — 2W ------ --------  ;
r  1.2.3 . . .  71

f ( T a n g u y  dp-—!L—J, \  * J „ a n

( r:j Cos
op

ra Cos -  (ro — p )

/ 7-----— ,-----------------------w — d/;=r2“ro;
'•'o ( Cos — 1 *'0 P\CoSf J  ^  (Sinf

J ' ~  lSin^dp =  ®l

r  P  Sin/^ r 1 +  C o s ;> J

i_ C o s^ d̂ - J 0 ~ s T ^ r-P àP =  ™ ' (2);

f

[ Cosía

/

\C osZ

•TangP

W + f à ÿ *  >(*)·

On trouvera de même, pour r t

(i6/¡)

Sin p
r — CospPAP = -Jr& H î +  t>')·, 

Sin p
r  -t- C o sp P  ‘Vj —  — rol(a — 2/·);
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et p o u r r a i ,

j f  p P ^ P  =  + r o l ( 27’ +  2) —  uj1(/’ +  \¡rt —  1).

f  _Sin/> p d j> — ~  m l(a/· —  2) +  r o l ( r +  \/,·*-—  i).
J 0 r  +  Cos p

Ou trouvera encore pour r2 <X i ,

J ' “ i — rC o sp  (  ,r p 'y

(166)

2rCosp -+- r- l * ank 9j ) ̂  2 ç QS ^  t-
2

i -t- r

' Cos —f  ---- î---É—   --------- ï — cl/; =  a“-1 nr[ iH- ( i -f- >')" 1
J0 I-2rC 0 S _ p  +  7·* ( Coi.P\a

2

(U>7)

• Sin/>
Sin

CoS  ̂+  7' 2 ^Cos^
- --- dp =  2°-' cr[l — (l +  /’ ) "]if —

Xra „  C o s -(ra  — /;)
....LZ.rCosp j. ---- +  (!-/■ )-],
X —  9. /* C n « î n  -4 - r 2 /  n  \  « r

■ arCos/> +  r> f Sin£

( . 6 8 )

J f ' r
c . S i n - ( w  —  / > )

^ ------ - a - — i - d i  =  2 - '
2 r  Cos/7 H- r2 ^g ¡n ^ 

2

(169)

(170)

(»7 ')

X rrbc»X + r·1 ' df = î 1 (ÉT7-);

Í  —■ K * - 2
r  Cos/?

-1-Cos_  S. dp =  1
2 /* Cos p  r- 1 2 \ 4

f  ------ r f U1)------,p  àp =  rol(i 4- r) ;
J 0 1 —  2 r C o s p  -h 7-s r  ^

f 1 -  -  ~  p C ° S/) 1 Sin — dp =  -  1 :J 0 1 —  27· Cos/3 -f- 7·'2 2  ̂ 2 \  4
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f.r.
i —  r  Cosp

1 Cos -  pi 1
2 /’ Cos/? -+- r- (p \*  {lCoa{L

V 2 /  \ 2

dp

(*72)

_ 7t 7T T 1 I 1
— I — r  a (_ 1 (2) +  1 ( 2 )  —  1 (i -H J ’

r -
r  Sin

i

2rC0V + r « g j + J1C()j£'

Üïï)_ l( 2 ) - l ( i  +  r ) ] ;

et ainsi du reste.

On trouvera, au contraire, pour r-^> i,

( 1 7 3 )

r  — -, f ï . „ g£Vdi , = _ ï _  r .  - — y i
J o i - 2 r C o s p  +  r - \  ° 2  J  2 C o s —  ̂ ,, +  I/ J

r _ _ __________
J  1 — 2rCos/> H- r 2 \ 2̂, s · ' c. «7T 

2 bin —
2

Cos (ro — «) 
i — /-Cos/j 2 v r '

(«74)

(175)

f r

I —  2 /’ Cos p  H- /’2

(*■?)*

/· Sin p
S i n | ( w - / > )

1 — 2 /’ Cos p  H- r 2

H ) ‘

1 —  r  Cos p
Cos ~ (rn —  p )

2  V r  /

1 — 2 r  Cos p  -+- r 1

K ) ‘

r  Sin p
S in -  (sr —  /?) 

2

—  dp =  2«-1 ST
r  —  1

2 r  Cos p  -4- r-

( Sin V

(176) f  1 ï«„g£ d ,= n 1 f£ ± i
J 0 1 —  2rLosp-+~r2 ° 2  r  2 \ r  —  1
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fr-
(177 ) 

( 17 8 )

I " -.; -Co-^ ... „■ 1 Cos — d/> =  — ü 1  ̂r  +  1
- 2 r  Losp  -4- r- 2 1 2

f ------(-T ~ 5 ' os7(—  ■ I S i n - d / >  =  - 1 (  — ~— V
J 0 i —  2 /* Los p  -4- r 2 2 r  2 \ r  —  J /

j f ¿
i —  r  Cos/7 1 Cos/7

2 Cos/) H- r 2

7Ï 7r T  1 1

f l C o s f J

d/)

1 — /’ 2 I l(a)

079)

[ ' W  1( 3 ) — l ( . - H  J )

A•'O
r  Sin/)

2', c°s/, + /’! ^ y+(̂1Coŝ àI>

1 i +  /-\ 1(2)
2 7'

e t  a i n s i  d u  r e s t e .

S i  l ’ o n  d é v e l o p p e ,  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  d e  r,  l e s  d e u x  

m e m b r e s  d e  c h a c u n e  d e s  é q u a t i o n s  ( 1 6 6 ) ,  ( 1 G 7 ) ,  ( 1 7 2 ) ,  0 1 1 *

o b t i e n d r a  d e  n o u v e l l e s  f o r m u l e s ,  q u e  l ’ o n  p o u r r a i t  d é d u i r e  d i r e c t e 

m e n t  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 2 2 ) ,  é t e n d u e  o ù  a u  c a s  l ’ é q u a t i o n  =  o  a  d e s

r a c i n e s  é g a l e s .  O n  t r o u v e r a  d e  c e t t e  m a n i è r e ,  n  d é s i g n a n t  u n  n o m b r e  

e n t i e r  q u e l c o n q u e ,

J  ̂ C o snp ^Tang^  ̂ dp

nr a ( a  —  1 )  . . .  ( a  —  77 -4- 1 )

2 Cos
aiü

X

( 180 )

r  n a
i H—  -------| l a  — n

1 . 2 .3  . . .  n

n n — 1
+  1 1 2 ( a  — 77 -4-  1 ) ( a  — 77-1-2)

S i n  77/7 ^ T a n g ^  dp

=  ( _ X)«+1 « ( a  — 1) . . .  (« — 71-4-1)

x

fi · >2 S i n

i + i l  "

1 . 2 . 3 . .

a  ( a  -4- 1 )
1 u — 7i -4- 1 1 2 (a  —  n —  i ) ( a  —  77 +  2)

Œ uvres de C. — S. II, t. II. 49
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J  Cosnp  C ° s “ ^ C o s ^  dp

a (a  -+- i ) . .  . (a  -h n —  i)
; ( _  VS 1.2.3 ...»

(I8>)

, a (a  -t- i ) . . .  (a  -+- » — 1)
_ / _ 1v*+'2"-lra—---- -----^-----------  s— v ' 1. 2.3 . . .»

La formule ( i 5^) et les formules (iB i), quand on y remplace a par 

—  a, peuvent s’écrire comme il suit :

(182)

(i83)

f«/_ rr

~Uf.¡ \ — 1 -+ Ih’P v —1dp :
25J

T(» -+-1)
b’l \

/ “  c „ , „ ,  Cos f  ( C o s í ) ·  dp =  J L  +  

| " s i „ „ /, S i , , f ( c o s 0 'd /, =
T (a  -+- 1)

2a-M r(»-)-i)r(a  — » +  1)

Si, dans les équations ( m )  e t ( i i2 ) ,  on pose r =  o , o u r  =  i , i  =  i 

cj. x  _  Tang -p  ; on en tirera successivement

r " ( T M8£ f c o s ( !,ï« „8ç ) J £
Cos2̂  T (a) Cos —

■ 6“- 1,

(i84)

f ~ ( ^ T  H t T < ) z ! h .

m

Cos2 -  r (a )S in  —  
2 2

6“- 1 ;

(i85)

" Cos f  (C osf Co, ( i  T .ng£) dp =  j i - ,  6 -

r s¡n ?  ( cos ï  y  ' sin (* T“ e f ) i p = r ^ i 6- '  *■ *1

" s i » f r ( c o , f ) - * - C o s ^ d p
Cos

T(a)

ro r(a  +  Z» — 1) 
ara r(«)r(6)

(186)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L E S  V A L E U R S  D E  N O M B R E U S E S  I N T É G R A L E S  D É F I N I E S .  387

(187)

( ' 88 )

j f  "  ( c o s ^ y 1̂  Cos Cos ^  dp : 

j f ^ C o s f J ^ S i n f  S i n ^ d / ^

Í

77 T  ( a  H -  & —  i )
r jU -b Ô —l. L ( « ) T ( ô )

7T T ( a  - t -  b  —  1  )
2 « -r6 —1

\ \ a ) \ ' ( b )  ’

71 F ( a  H - b  —  1 )
— ^r----- . „  . —  >

Cos · Cos /> (fo

L e s  d e u x  d e r n i è r e s  f o r m u l e s  p e u v e n t  ê t r e  r e m p l a c é e s  p a r  l a  s u i 

v a n t e

(189) T  (Cos/?)" Cos ¿72 dp
»-'il

1 ( H- 1 ̂

3" '  r C i i i  +  . W — + >

q u e  l ’ o n  d é d u i t  é g a l e m e n t  d e s  é q u a t i o n s  (  i 8 3 ) ,  d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  

o ù  l a  d e m i - s o m m e  é q u i v a u t  à  u n  n o m b r e  e n t i e r .

L a  f o r m u l e  ( 1 8 9 ) ,  d a n s  l a q u e l l e  l e s  c o n s t a n t e s  a et b p e u v e n t  r e c e 

v o i r  d o s  v a l e u r s  r é e l l e s  o u  d e s  v a l e u r s  i m a g i n a i r e s ,  c e s s e  d ’ e x i s t e r ,  

t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  l ’ i n t c g r a l c  c o n t e n u e  d a n s  l e  p r e m i e r  m e m b r e  d e v i e n t  

i n f i n i e ;  p a r  e x e m p l e ,  q u a n d  l a  c o n s t a n t e  a,  a y a n t  u n e  v a l e u r  r é e l l e ,  

d e v i e n t  i n f é r i e u r e  à  —  1 .

S i ,  d a n s  l a  m ê m e  f o r m u l e ,  011 r e m p l a c e  b p a r  b \j— 1 ,  011 t r o u v e r a

(¡bp _i_ a bp
(Cos p ) " ----- ------

7J5
2“ ^

F ( a-4- 1)

t

’ t>Lr
x~ Cos ----- e d a ;

2 I

7 C b\x  t. .
x -  b ec-----e -l ux

2

2
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RAPPORT
SUR UN MEMOIRE DE M. PONCELET 

RELATIF
AUX PROPRIÉTÉS DES CENTRES DE MOYENNES HARMONIQUES.

Annales de Mathématiques  ̂ t. XVI, p. 34y-3Go ; 1825

WV'

Le secrétaire perpétuel de l’Académie, pour les sciences mathéma

tiques, certifie que ce qui suit est extrait du procès-verbal de la séance 

du lundi 23 janvier 1826.

L’Académie nous a chargé, MM. Legendre, Ampère et moi, de lui 

rendre compte d’un Mémoire de M. Poncelet, sur les centres de 

moyennes harmoniques. Pour donner une idée succincte de l’objet de 

ce Mémoire, il est d’abord nécessaire de rappeler en quoi consiste la 

division harmonique d’une droite AB, par rapport à un point pris sur 

cette droite ou sur son prolongement. Si l’on désigne par la lettre C le 

point milieu de la droite dont il s’agit, la distance d’un point quel

conque P de la même droite au point C sera évidemment la moyenne 

arithmétique entre les distances PA et PB; en sorte qu’on aura

P C  —  ^ ( P A  P B ) .

Or, si dans l’équation précédente on remplace les distances PA, PB, 

PC par les rapports p^> la formule qu’on obtiendra, savoir :

r e ) ·  .P C  —  2 V P A
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ne pourra.être vérifiée qu’autant que le point C coïncidera, non plus 

avec le milieu de la droite AB, mais avec un autre point situé sur cette 

droite, et qui se déplacera en même temps que le point P. Le point G, 

déterminé comme on vient de le dire, est le centre des moyennes harmo

niques des points A et B, relativement au point P, pris pour origine^). 

Si plusieurs points consécutifs A, B, C, D, E, . . . ,  sont tels que l’un 

quelconque d’entre eux coïncide avec le centre des moyennes harmo

niques des deux points les plus voisins, ces différents points formeront 

une échelle harmonique; et il est facile de prouver que, pour obtenir 

une semblable échelle, il suffit de mettre en perspective une échelle 

de parties égales. Plusieurs des conséquences qui résultent de la divi

sion harmonique d’une droite avaient déjà été développées par divers 

géomètres, entre lesquels on doit distinguer Maclaurin. M. Poncelet 

ajoute de nouvelles propositions à celles qui étaient connues. Les plus 

remarquables sont celles auquelles il est conduit en généralisant la 

définition du contré des moyennes harmoniques. On peut en simpli

fier la démonstration et les rendre plus faciles à saisir, en substituant 

aux définitions qu’il présente, celles que nous allons indiquer.

Si l’on suppose que chaque élément d’une droite matérielle homo

gène, et prolongée de part et d’autre à l’infini, attire un point situé 

hors de cette droite, suivant une certaine fonction de la distance, ce 

point sera sollicité au mouvement par une force perpendiculaire à la 

droite, et proportionnelle à une autre fonction de sa distance à cette 

droite. Si l’attraction entre deux points est réciproquement propor

tionnelle au carré de leur distance, la force dont il s’agit sera récipro

quement proportionnelle à la simple distance du point donné à la 

droite vers laquelle il est attiré ( 2). Cela posé, soient DE la droite que

( 1 ) Il est aisé de voir que les points P et C coupent harmoniquement la droite AB, dans 
le sens qui a été expliqué à la page 274 du présent volume des Annales de Mathématiques.

(J. D. G.)

(*) Soit prise, on effet, la droite dont il s’agit pour axe des x, et supposons le point 
attiré situé sur l’axe dos 7, à une distance b de l’origine; l’attraction exercée sur ce point

A. dj?
par un élément dx de cette droite sera A étant une constante relative à la fois

et à la masse de l’élément et à l’intensité de l’attraction. Cette attraction, suivant l’axe
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l’on considère et A, A', A", . . . ,  plusieurs points situés avec elle dans 

un seul et même plan. Si l’on suppose différentes masses m, m', m" , ..., 

concentrées sur les points A, A', A", . . .  ; ce que M. Poncelet nomme 

le centre de leurs moyennes harmoniques, par rapport à la droite DE, ne 

sera autre chose que le centre des forces parallèles qui solliciteront les 

masses m, m', m", . . . ,  dans des directions perpendiculaires à la 

droite.

Concevons maintenant que les masses m, m', m", . . . ,  soient 

concentrées sur les points A, A', A", . .  situés d’une manière quel

conque dans l’espace. Ce que M. Poncelet nommé le centre des 

moyennes harmoniques des points A, A', A", . .  ., relativement à un 

plan donné DEF, ne sera autre chose que le centre des forces parallèles 

qui solliciteront ces différents points, dans des directions perpendicu

laires au plan, si l’on admet encore que chaque force soit réciproque

ment proportionnelle à la distance au plan, ce qui revient à supposer 

l’attraction entre deux points réciproquement proportionnelle au cube 

de l’ intervalle qui les sépare (*). En partant des définitions qui pré-

des y, sera donc
A d.r b■ ^  - 

é2 H- x- <Jbn- -h x 2
--------:— ; ; différentielle dont l’intégrale est

A x

b
Si l’on suppose la droite d’une longueur 2a, et ayant son milieu à l’origine, on obtiendra 

l’action totale exercée par cette droite, laquelle s’exorcera uniquement dans le sens des j ,
2 A Cl

en faisant x  =  a et doublant le résultat; ce qui donnera —,---- fonction qui se
é s/«2+ é 2

2 A
réduit simplement à - j- i  lorsqu’on suppose a=a>. L’attraction est donc alors inverse

ment proportionnelle à la distance b du point attiré à la droite attirante. (J. D. G.)

( 1) Tout étant d’ailleurs supposé comme dans la précédente Note, supposons que 
l’attraction soit inversement proportionnelle au cube de la distance; l’attraction exercée

A dx
par l’élément da; aura alors pour expression----------- r, Cette attraction, estimée suivant

.(b’--hx*f'

l’axe des / , sera donc 

grale est

A d.r b _ A b Ax

(** + **)* X ”  (A* + **)*'’

A i  bx 
a é4 ( -1- x"-

■+■  Arc^Tang =  j-

différentielle dont l’inté-

Si l’on suppose la droite d’une longueur 2a, et ayant son milieu à l’origine, on obtiendra.
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cèdent, on établit sans peine les diverses propriétés des centres des 

moyennes harmoniques.

Ainsi, par exemple, concevons que, les points A, A', A", . . . ,  étant 

situés dans un même plan avec la droite DE, on joigne un quelconque 

D des points de cette droite avec les points A, A', A", . . . ,  et qu’une 

parallèle de à DE coupe les droites DA, DA', DA", . . . ,  aux points a, 

a!, a", . . . .  Si, après avoir pris la droite DE pour axe des x , on désigne 

par h la distance entre les droi tes DE et de, puis par y, y ', y", . . . ,  les 

ordonnées des points A, A', A", . .  ., .et, si l’on applique à ces points 

des forces parallèles

la force P =  — pourra être remplacée par deux composantes parallèles, 

l’une égale à appliquée au point a, et l’autre appliquée au point D.

l’action totale exercée par cette droite, laquelle s’exercera uniquement dans le sens des y  
en faisant x  =  a, et doublant le résultat, ce qui donnera

A
6*

ab
a* -h 6* -4- Arc^Tang =  j · '

Si ensuite on suppose a =  » ,  le terme ^  p - disparaîtra, tandis que le suivant se

réduira de sorte que l’attraction exerceé par la droite sera exprimée par p p ]  elle

sera donc inversement proportionnelle au carré de b. Ainsi, l’attraction de tous les élé
ments d’une droite d’une longueur infinie sur un point situé hors de sa direction étant 
inversement proportionnelle au cube de leur distance à ce point, l’action totale de cette 
droite sur ce môme point se réduit à une action perpendiculaire, inversement propor
tionnelle au carré de la distance de ce point à cotte droite.

Cela posé, soit un plan uniformément matériel, et d’une étendue infinie, considéré 
comme plan des xy, dont tous les points exercent sur un point de l’axe des 3 une attrac
tion inversement proportionnelle au cube do la distance. Considérons ce plan comme 
composé d’éléments rectilignes, d’une longueur infinie, parallèles â l’axe des y. L’action 
totale de chaque élément se réduira, par ce qui précède, à une action dirigée suivant la 
droite qui joint le point attiré à l’intersection de cet élément avec l’axe des x, et inverse
ment proportionnel au carré de la longueur de cette droite. On se trouvera donc dans le 
même cas que si, le plan attirant étant remplacé par l’axe des x , l’attraction était devenue 
inversement proportionnelle au carré de la distance; donc, par la précédente Note, 
l’action totale du plan sur le point attiré se réduira à une action suivant l’axe des z. et 
inversement proportionnelle à la simple distance de ce point à ce plan. (J. D. G.)
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Donc, le système des forces P, P', P", . . . ,  pourra être remplacé par

clés forces -jy">  appliquées anx points a, an a!', . . . ,  et par la

résultante des forces appliquées aux points D. Donc la droite qui 

joindrale point D avec le centre de gravité G des massesm, m! , m", ..., 

concentrées sur les points a, a', a", . . . ,  passera par le centre des 

forces parallèles P, P', P", . . ou,  ce qui revient au même, par le 

centre des moyennes harmoniques des masses m, m', n f, . .  ., concen

trées sur les points A, A', A", ..  ., Cette proposition continuera de 

subsister si les points A, A', A", . . . ,  changent de position sur les 

droites DA, DA', DA", . . . .  Or, on peut imaginer que, par suite du 

changement de position, ils se rangent sur une nouvelle droite KL, 

qui soit parallèle à DE, ou qui viennent rencontrer DE en un point 

donné E; et comme, dans ce dernier cas, le centre des moyennes har

moniques des points A, A', A", . . . ,  restera le même, par rapport à 

toutes les droites qui passeront par le point E, on pourra le nommer 

centre des moyennes harmoniques des points A, A', A", . . . ,  relatif au 

point E. Les remarques précédentes fournissent les principales pro

priétés du centre des moyennes harmoniques de plusieurs points situés 

dans un plan.

Concevons encore que, les points A, A', A", . . .  étant placés à 

volonté dans l’espace, on trace dans un plan donné DEF, une droile 

quelconque DE. et qu’ayant coupé les plans DEA, DEA', DEA", . . . ,  

par un nouveau plan def, parallèle à DEF, on prenne, sur les droites 

d’intersection, des points quelconques a, a', a". Si, après avoir choisi 

le plan DEF pour plan des xy, on désigne par Asa distance au plan def, 

puis par z, z', z", . .  ., les ordonnées des points A, A', A", . . . ,  et si 

l’on applique à ces mêmes points des forces parallèles

p  _  m pt   m' p» _  m"r  — — ’ 1 — -y > 1 — -yt ’ ■ · ■ »

la force P =  appliquée au point A, pourra être remplacée par deux 

forces parallèles, l’une égale à appliqùéc au point a et l’autre appli-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E  M O Y E N N E S  H A R M O N IQ U E S . 393

quée au point d’intersection de la droite A a avec la droite DE. Donc 

le système des forces P, P', P", . . . ,  pourra.être remplacé par des
ux tu! ntlf

forces j  j j  - j j  ···; appliquées aux points a, a’ , a", . .  ., et par la

résultante des forces appliquées à différents points de la droite DE.

Donc le plan qui renfermera la droite DE et le centre de gravité G 

des masses m, m! , m", . . ., concentrées sur les points a, a!, a", . . . ,  

passera par le centre des forces parallèles P, P1, P", . . . ,  ou, ce qui 

revient au môme, par le centre des moyennes harmoniques des masses 

m, m', ni!', . . ., concentrées sur les points A, A', A", . . . .  Celte propo

sition continuera de subsister, si les points A, A', A", . . .  changent de 

position dans les plans DEA, DEA', DEA", . . . .  Or, on peut imaginer 

que, par suite du changement de position, les points dont il s’agit 

soient ramenés dans un nouveau plan qui soit parallèle à DEF, ou qui 

coupe DEF suivant une droite donnée KL, et il est clair que, dans le 

dernier cas, le centre des moyennes harmoniques des points A, A', 

A", . . . ,  relatif au plan DEF, sera aussi le centre des moyennes harmo

niques relatif à la droite KL. Observons d’ailleurs que, si l’on suppose 

les points A, A', A",, situés sur les droites AD, A'D, A"D, . . . ,  menées 

des points A, A', A", . . .  au point D, les composantes de P, P', P" , ..., 

précédemment appliquées à divers points de la droite DE, passeront 

par le point D, et qu’en conséquence le centre des moyennes harmo

niques des points A, A', A", . . .  sera situé sur le prolongement de 

DG, G désignant toujours le centre de gravité des points a, a1, a”,

Les divers théorèmes que nous venons d’établir, et quelques autres 

que l’on déduit facilement des premiers, ont été démontrés par 

M. Poncelet, à l’aide d’une méthode très différente de celle que nous 

venons de suivre. De plus, après avoir établi les propriétés du centre 

des moyennes harmoniques, l’auteur en a fait quelques applications 

ingénieuses, parmi lesquelles nous avons remarqué la construction 

d’une échelle harmonique, à l’aide d’un procédé fort simple, qui exige 

seulement l’emploi de la règle.

En partant de la définition que nous avons donnée du centre des
Œ u v r e s  d e  C .  —  S. I I ,  t. I I .  5o
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m o y e n n e s  h a r m o n i q u e s ,  i l  s e r a i t  f a c i l e  d e  d é t e r m i n e r  a n a l y t i q u e m e n t  

c e  m ê m e  c e n t r e .  E n  e f f e t ,  s u p p o s o n s  l e s  m a s s e s  m', ml', m'", . . . ,  r e s 

p e c t i v e m e n t  c o n c e n t r é e s  s u r  d e s  p o i n t s  ( x ', y ' ,  z ') ,  ( x ", y " ,  z ") ,  

(ad", y"', z'"),  . . . ,  e t  c h e r c h o n s  l e s  c o o r d o n n é e s  x ,  y ,  z ,  d u  c e n t r e  d e s  

m o y e n n e s  h a r m o n i q u e s  d e  c e s  m a s s e s ,  p a r  r a p p o r t  a u  p l a n  d e s  x y .

E n  f a i s a n t  p o u r  a b r é g e r ,

e t  d é s i g n a n t  p a r  P  l a  r é s u l t a n t e  d e s  f o r c e s  P ',  P", P'" ..............o n  a u r a

(0 P =  P11 P" -+- P1" + .

e t ,  c o m m e  o n  a u r a  d e  p l u s ,  e n  v e r t u  d e s  f o r m u l e s  r e l a t i v e s  a u  c e n t r e  

d e s  f o r c e s  p a r a l l è l e s ,

(3) \ p y = J t ( p y ) = ^ i mï

bn en conclura
i « I 'V' m'œ!
1 x  — p  y ’

(3) ) y -  i  y  m'y\7 — P Z i  z' ’

1 i V  <
\ s ~  p  m ·

Ces diverses formules s’étendent au cas même où m, m', m", . . .  

représenteraient les masses des divers éléments d’un corps solide 

divisé en une infinité de parties ; alors elles se réduiraient à

(4 ) R= ffl ̂ dJ  d3>

J ' = ^ J j f P~ d xd yd z,

Z~lR jjj 9 dx dz’

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



393D E  M O Y E N N E S  H A R M O N IQ U E S .

p désignant la densité de la molécule située en ( x ,y ,  z)  et (X ,Y , Z) 

étant le centre des moyennes harmoniques demandé. Si, pour fixer les 

idées, on cherche le centre des moyennes harmoniques d’une sphère 

homogène décrite avec le rayon r, et dont lé centre soit placé sur l’axe 

des z, à la distance h du plan des xy, on reconnaîtra que ce centre est 

lui-même situé sur l’axe des z à une distance Z de l’origine, la valeur 

de Z étant

( 6 ) Z  :
2 hr-4- (/-2— A2) 1

Si la valeur de h est très grande, par rapport au rayon r, la valeur 

précédente de Z, ou

=  /»+...

deviendra sensiblement égale à. h; et par conséquent le centre des 
moyennes harmoniques se confondra sensiblement avec le centre de la 

sphère, comme on devait s’y attendre.

Soient maintenant v', v", v/", . . . ,  les coordonnées des points A', A", 

A"1, . . . ,  relatives à un.plan quelconque, perpendiculaire ou oblique 

au plan des xy; c’est-à-dire, en d’autres termes, les distances des 

points A', A", A"', . . . ,  un nouveau plan, prises tantôt avec le signe + ,  

tantôt avec le signe — , snivant qu’elles se comptent dans un sens ou 

dans un autre. Soit de même v la distance du centre des moyennes 

harmoniques des points A', A", A1", . . .  , au nouveau plan dont il 

s’agit. On aura, en vertu des propriétés connues du centre des forces 

parallèles,

(7) Pv =  ï(P'v'), 

ou, ce qui revient au même,

(8) «-2 y

Cette dernière formule comprend, comme cas particulier, les for-

_^  m! v'
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mules (2), et celles que M. Poncelet a établies relativement au centre 

des moyennes harmoniques de plusieurs points situés en ligne droite.

Le Mémoire de M. Poncelet est précédé d'un discours préliminaire 

qui offre une sorte de résumé de ses recherches sur la Géométrie, et 

d’une Note sur les moyens d’exprimer que quatre points, appartenant 

respectivement à quatre droites qui convergent vers un point unique, 

sont compris dans un seul et même plan. Dans le discours préliminaire, 

l’auteur insiste de nouveau sur la nécessité d’admettre en Géométrie 

ce qu’il appelle le principe de continuité. Nous avons déjà discuté ce 

principe, dans un rapport fait, il y a plusieurs années,, sur un autre 

Mémoire de M, Poncelet ( 4), et nous avons reconnu que ce principe 

n’était, à proprement parler, qu’une forte induction qui ne pouvait 

être indistinctement appliquée à toutes sortes dé questions de géo

métrie, ni même en analyse. Les raisons que nous avons données, 

pour fonder notre opinion, ne sont pas détruites par les considérations 

que l’auteur a développées dans sou traité des propriétés projectives.

Quoi qu’il en soit, nous pensons que le Mémoire de M. Poncelet sur 

les centres de moyennes harmoniques fournit de nouvelles preuves de 

la sagacité de son auteur, dans la recherche des propriétés des figures, 

et qu’il mérite, sous ce rapport, l’approbation de l’Académie.

Signés : A mpère; Legendre; Cauchy, rapporteur.

L’Académie adopte les conclusions de ce rapport.

Certifié conforme :

J,e Secrétaire perpétuel, pour les Sciences mathématiques,

Signé, le Baron Fourier.

(■ >) Voyez ce rapport à la page 69 du XIe volume du présent recueil. (J. D. G.)
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DU CERCLE TANGENT
A

TROIS CERCLES DONNES."

Correspondance sur l'Ecole Polytechnique,Tome, I, p. i93-ig5; 1806.

J’ai donné (n° 2 , de cette Correspondance) une solution géométrique 

de ce problème : trouver le centre et le rayon d'un cercle tangent à trois 

cercles donnés. M. Cauchy m’a communiqué une solution de ce même 

problème, qui m’a paru remarquable par sa simplicité; la voici :

Supposez que l’on augmente ou diminue le rayon du cercle cherché 

d’une quantité égale au rayon du plus petit cercle donné, selon que 

ces deux cercles doivent se toucher intérieurement ou extérieurement, 

cela reviendra à diminuer ou augmenter les rayons des deux autres 

cercles donnés de la même quantité, suivant la nature de leurs points 

de contact avec le cercle cherché, et le problème se trouvera, par ce 

moyen, ramené à cet autre.

Mener par un point donné un cercle tangent à deux cercles donnés.

La solution de ce dernier problème repose sur ce théorème :

Si deux cercles sont tangents au point A (fig- 8), et que par le point

(*) Ce texte est le résumé par Hachette, rédacteur de la Corespondance d’un court 
Mémoire, rédigé par Cauchy, alors élève de l’École polytechnique. (R. T.)
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de tangence on mène des sécantes CD, BE, ces sécantes seront coupées en 

parties proportionnelles ; les triangles ABC, ADE seront semblables, et les 

côtés BC, DE parallèles.

Soient A, OB, 0 'C (fig . 9) le point et les cercles donnés. Supposons 

le problème résolu, et soit 4̂ le cercle cherché, B et C ses points de

A

tangence avec les cercles donnés. Menez les droites ABE, ACG, DBCF. 

D’après le théorème énoncé, les trois triangles ABC, BDE, CFG seront 

semblables. Si par les points EG, vous menez EH, GI tangentes aux
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cercles OB, O 'C ,  vous aurez

l ’a n g l e  AEH =  B DE =  BCA, 
l ’a n g l e  AGI =  CFG — CB A ;

1
d’où il suit que les triangles A G I ,  A E H  sont semblables an triangle 

A B C ,  et que leurs côtés GI, E H  sont parallèles. En nommant t, t ' les 

tangentes menées par le point A  aux cercles OB, O 'C ,  vous aurez

t”- = A C x A G  =  A B x A I ,  
t2 = A B x A E ,

d’où l’on conclut

thi __ AI
c  ~~ a e ’

Ainsi les conditions d’après lesquelles on doit déterminer les points E  

et G  sont que les tangentes menées par ces points aux cercles donnés 

soient parallèles, et que A l  soit à A E  dans le rapport continu de t'2 à t2.

Si l’on prend, à partir du point A  sur la ligne A O ,  une quantité A B  

qui soit à A O  dans le rapport de t'2 à t2, puis que l’on décrive du 

point B  comme centre, et d’un rayon B I  qui soit à D E  dans le même 

rapport, le cercle l m ,  ce cercle devra être tangent à IG .  Pour obtenir 

IG,  il suffira donc de mener une tangente commune aux deux cercles 

IM , O 'C .  Si l’on joint A H , A E ,  les intersections de ces droites avec les 

cercles OB, O 'C  donneront leurs points de tangence B  et C  avec le 

cercle cherché.

H. C.

Œ u v r e s  d e  C .  —  S .  I I ,  t .  I I . 5 i
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V

SUR LES POLYÈDRES.

Correspondance sur l ’Ecole Polytechnique, Tome II, p. 253-‘¿56 ; 1811.·

Euler a déterminé le premier, dans les Mémoires de Pétersbourg, 

année 1758, la relation qui existe entre le nombre des différents 

éléments qui constituent un polyèdre quelconque pris à volonté. Le 

théorème qui exprime cette relation n'est qu'un cas particulier d'un 

autre théorème plus général, dont voici l’énoncé :

Théorème. —  Si Von décompose un polyèdre en tant d'autres que Von 

voudra, en prenant à volonté dans l'intérieur de nouveaux sommets; que 

Von représente par P le nombre des nouveaux polyèdres ainsi formés, 

par S le nombre total des sommets, y  compris ceux du premier polyèdre, 

par H le nombre total des faces, et par A le nombre total des arêtes, on 

aura

S  +  I I = : A + P  +  l,

c'est-à-dire, que la somme faite du nombre des sommets et de celui des 

faces surpassera d'une unité la somme faite du nombre des arêtes et de 

celui des polyèdres.

Démonstration. —  Décomposons tous les polyèdres en pyramides 

triangulaires, en faisant passer par les arêtes ou diagonales des laces 

de chaque polyèdre et les sommets situés hors de ces faces, des plans 

diagonaux, Toutes les faces se trouveront décomposées en triangles. 

Soient m le nombre des plans diagonaux, et n le nombre des diago-
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nales formées par les intersections des plans diagonaux, soit entre eux, 

soit avec les anciennes faces, le nombre des faces tant anciennes que 

nouvelles sera // +  m; et le nombre des triangles dans lesquels chaque 

face se trouve partagée étant égal au nombre des diagonales formées 

sur cette face, augmenté de l’unité, le nombre total des triangles qui 

forment les faces des pyramides sera égal au nombre total des diago

nales augmenté du nombre total des faces, ou à

I I  ■ +■  m -1- n.

Le nombre des pyramides sera égal à celui des polyèdres, plus au 

nombre des plans diagonaux, ou à

P  +  m.

Le nombre des arêtes des pyramides sera égal à celui des anciennes 

arêtes, plus au nombre total des diagonales, ou à

A  +  n.

Enfin, le nombre des sommets des pyramides sera toujours égal à

S.

Supposons maintenant que l’on enlève successivement du polyèdre 

total les diverses pyramides triangulaires qui le composent, de manière 

à n’en laisser subsister à la fin qu’une seule, en commençant par celles 

qui ont des triangles sur la surface extérieur du premier polyèdre, et 

n’enlevant dans la suite que celles dont une ou plusieurs faces auront 

été découvertes par des suppressions antérieures. Chaque pyramide 

que l’on enlèvera aura une, deux, ou trois faces découvertes. Soitp' le 

nombre des pyramides qui ont une face découverte au moment où on 

les enlève, p" le nombre des pyramides qui ont alors deux faces décou

vertes, et p'" le nombre de celles qui ont alors trois faces découvertes, 

La destruction de chaque pyramide sera suivie, dans le premier cas, de 

la destruction d’une face; dans le second cas, de la destruction de 

deux faces et de l’arête commune à ces deux faces; dans le troisième 

cas, de la destruction d’un sommet, de trois faces, et de trois arêtes. Il
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suit de là qu’au moment où l’on aura détruit toutes les pyramides, à

l’exception d’une seule, »

—  le nombre des sommets détruits sera p",

—  celui des pyramides détruites, p +  p " +  p",

—  celui des triangles détruits, p + 2p"-\-Sp",

—  celui des arêtes détruites, p '+ s p " .

Le nombre des sommets restants pourra donc être représenté par

S — p" =  4,

celui des pyramides restantes, par

P  -+- m, +  n — (p'-‘t-p" +  p") =  U

celui des triangles restants, par

11+ m +  n — (p'+  2 p”+  3 p”) =  4,

celui des arêtes restantes, par

A +  n - ( p ' + S p · ) =  6.

Si l ’on ajoute la première équation à la troisième, on aura

S  +  H  +  m +  n — {p' +  2p " + i lp'1') =  8,

si l’on ajoute la deuxième à la quatrième, on aura

A  -f- P  -+- m  +  n — (p' +  ip"  +  l\pw) =  7 .

Si l'on retranche l’une de l’autre les deux équations précédentes, 

on aura
S  +  n - A ~ P  =  i, 

ou
S  +  I I — A  +  P  +  I.

Corollaire I. —  Si l’on suppose que tous les sommets intérieurs 

soient détruits, il n’y aura plus qu’un seul polyèdre. Il faudra faire 

alors P —  1, et l’on aura

S  -+- H -t- A  +  2,

ce qui est le théorème d’Euler,
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Corollaire II. —  Si l’on considère une figure plane composée de 

plusieurs polygones renfermés dans un contour donné, il faudra faire 

dans la formule générale P =  o, et l’on aura alors

S +  I I = A  +  i,

d’où l’on conclut que la somme faite du nombre des polygones et du 

nombre des sommets surpasse d’une unité le nombre des droites qui 

forment les côtés de ces mêmes polygones.

Nota. —  Dans un Mémoire sur les Polyèdres, imprimé Xe Cahier du 

Journal de l'École Polytechnique, M. Poinsot a démontré l’existence de 

quatre nouveaux polyèdres réguliers, à angles saillants et rentrants; 

M. Cauchy a lu à l’Institut un Mémoire dans lequel il considère ces 

nouveaux polyèdres comme résultants du prolongement des faces des 

polyèdres réguliers à angles saillants, et il démontre que leur nombre 

se réduit nécessairement à quatre; proposition que M. Poinsot avait 

présentée comme difficile à approfondir.
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Correspondance sur l ’École Polytechnique, Tome II, p. 3 6 i - 3 6 7  ; 1811.

M. Cauchy, ancien élève de l’École Polytechnique, ingénieur des 

Ponts et Chaussées, a présenté à l’Institut, en février 1811 et jan

vier 1812, deux beaux Mémoires sur les polygones et les polyèdres; 

ils seront imprimés dans le XVI0 Cahier du Journal de l'École Poly

technique de cette année. On connaîtra l’objet de ces deux Mémoires, 

par les rapports suivants que la Classe de l’Institut a approuvés.

Rapport sur un Mémoire de M. Cauchy, concernant les polyèdres, 
par M. Malus. (6 mai 1811)

La Classe nous a chargés, M. Le Gendre et moi, de lui rendre 

compte d’un Mémoire de M. Cauchy, renfermant différentes recherches 

sur les polyèdres.

Ce Mémoire est divisé en deux parties. Dans la première, M. Cauchy 

démontre qu’il n’existe pas d’autres polyèdres réguliers, que ceux 

dont le nombre des faces est 4, 6, 8, 12 ou 20.

M. Poinsot, dans un Mémoire où il a donné la description de poly

gones et de polyèdres d’une espèce supérieure à celle qu’on a coutume

(*) Ce texte comprend, avec une introduction de Hachette, rédacteur de la Correspon
dance, les rapports de Malus et de Legendre sur deux Mémoires présentés par Cauchy à 
l’Académie en février 1811. Il a été reproduit dans· ce volume parce qu’il constitue la 
source documentaire la plus ancienne sur ces deux Mémoires de Cauchy. (R. T·)
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de considérer, avait déjà observé qu’on pouvait former tous les poly

gones d’espèce supérieure, en prolongeant les côtés des polygones 

réguliers de première espèce. C’est en généralisant les principes 

renfermés dans le Mémoire de M. Poinsot, que M. Cauchy est parvenu 

à faire dériver les polyèdres réguliers d’espèce supérieure de ceux de 

première espèce, ce qui l’a conduit d’une manière simple et analytique 

à la solution de la question qu’il s’était proposée.

Il commence par prouver que, dans un ordre quelconque, on ne 

peut construire des polyèdres réguliers d’une espèce supérieure, 

qu’autant qu’ils résultent du prolongement des arêtes ou des faces des 

polyèdres réguliers du même ordre et de première espèce qui leur 

servent de noyau, et que, dans chaque ordre, les faces des polyèdres 

d’espèce supérieure doivent avoir le même nombre de côtés que celles 

des polyèdres de première espèce.

Il suit de là que, comme il n’y a que cinq ordres de polyèdres 

réguliers de première espèce, on ne doit chercher que dans ces cinq 

ordres, des polyèdres réguliers d’espèce supérieure; en sorte que tous 

les polyèdres réguliers, de quelque espèce qu’ils soient, doivent être 

des tétraèdres, des hexaèdres, des octaèdres, des dodécaèdres ou des 

icosaèdres.

Après avoir donné la solution principale, M. Cauchy examine 

combien chaque ordre renferme d’espèces différentes, et il conclut de 

ses recherches qu’on ne peut former de polyèdres réguliers d’espèce 

supérieure que-les quatre décrits par M. Poinsot.

Dans la seconde partie de son Mémoire, M. Cauchy généralise un 

théorème d’Euler, relatif à l’équation qui existe entre les différents 

éléments qui composent la surface d’un polyèdre.

Euler avait démontré que le nombre des sommets ajouté à celui des 

faces surpassait de deux unités le nombre des arêtes.

M. Cauchy a étendu ce théorème de la manière suivante :

Si Von décompose un polyèdre en tant d'autres que Von voudra, en 

prenant à volonté dans l'intérieur de nouveaux sommets, la somme faite

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



408 D E S  P O L Y G O N E S  E T  D E S  P O L Y È D R E S .

du nombre des sommets et de celui des faces surpassera d'une unité la 

somme faite du nombre des arêtes et de celui des polyèdres.

Le théorème d’Euler n’est qu’un cas particulier de celui-ci, dans 

lequel on suppose qu’on ne considère qu’un seul polyèdre.

M. Cauchy, en décomposant le polyèdre, déduit de son théorème 

général un second théorème relatif à la géométrie plane. Si l’on prend 

une des faces du polyèdre pour base, et si l’on transporte sur cette 

face tous les autres sommets sans changer leur nombre, on obtient une 

figure plane composée de plusieurs polygones renfermés dans un 

contour donné. Dons ce cas, la somme faite du nombre des polygones 

et de celui des sommets surpasse d’une unité le nombre des droites 

qui forment les côtés de ces polygones. M. Cauchy parvient directement 

à ce résultat, en égalant à zéro, dans son théorème général, la quantité 

qui représente le nombre des polyèdres. Ce second théorème est, dans 

la géométrie plane, l’ équivalent du premier dans la géométrie des 

polyèdres.

Les démonstrations sur lesquelles M. Cauchy appuie ses théorèmes 

sont rigoureuses et exposées d’une manière élégante. Vos commis

saires pensent que ces considérations sur les polygones et les polyèdres 

sont assez curieuses et assez neuves pour intéresser les géomètres, et 

que le Mémoire de M. Cauchy mérite d’être approuvé par la Classe et 

imprimé dans le Recueil des Savants étrangers.

Rapport fa it par M. Legendre ; 17 février 1812

Il y a environ un an que M, Cauchy présenta à la Classe un Mémoire 

portant le même titre que celui-ci, dont l’objet était de généraliser un 

théorème d’Euler et de compléter la théorie d’une nouvelle espèce de 

polyèdres réguliers, découverte par M. Poinsot. Ce Mémoire obtint 

l’approbation de la Classe sur le rapport de M. Malus. On le regarda 

comme le fruit d’un talent déjà exercé, et qui devait par la ’suite 

obtenir de plus grands succès. J’engageai alors l’auteur à continuer
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ses recherches sur les polyèdres, dans la vue de démontrer un théorème 

intéressant que supposent les définitions 9 et 10 du 11e livre d’Euclide, 

et qui n’est pas encore démontré.

Ce théorème dont j’ai parlé fort au long dans les Notes de ma 

géométrie, et auquel j’ai ajouté la restriction nécessaire, pour qu’il ne 

fût pas sujet à l’objection faite par Robert Simson dans son édition des 

Eléments d’Euclide, peut s’énoncer de la manière suivante :

Deux polyèdres convexes sont égaux lorsqu'ils sont compris sous un 

même nombre de polygones égaux chacun à chacun, et disposés entre 

eux de la même manière.

Le sens de ce théorème est qu’un polyèdre convexe étant donné, il 

‘ est impossible de faire varier les inclinaisons mutuelles des plans qui 

le terminent, de manière à produire un second polyèdre convexe 

compris sous les mômes faces et disposé de la même manière; on peut 

bien former un second polyèdre symétrique au premier et qui lui soit 

égal dans toutes ses parties constituantes, mais les faces y seraient 

disposées dans un ordre inverse autour de chaque angle solide, et ces 

deux solides ne pourraient être superposés. Ainsi ce cas ne fait aucune 

exception à la proposition générale.

C’est sans doute un problème plus que déterminé, que celui de 

construire un polyèdre avec des faces données et assemblées suivant 

un ordre donné ; mais l’analyse ne s’applique pas avec succès à ce genre 

de problème, il n’y a pas précisément de caractère analytique qui 

distingue un polyèdre convexe d’un polyèdre qui a des angles rentrants. 

D’ailleurs l’analyse d’où l’on devrait conclure qu’un seul polyèdre satis

fait à la question, ne manquerait pas d’être extrêmement compliquée. 

Il faut donc savoir en pareil cas se tracer une route particulière pour 

parvenir à la solution; ce n’est que par une profonde méditation du 

sujet et par des réductions à l’absurde qu’on peut espérer de réussir 

dans ces sortes de recherches qui, pour la difficulté et pour le genre 

de méthodes, ont quelque analogie avec celles qui s’offrent à chaque 

pas dans la théorie des nombres.
Œ u v r e s  d e  C .  —  S .  I I ,  t .  I I . 52
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En donnant une idée de la difficulté de la question que nous avions 

proposée à M. Cauchy, nous mettons la Classe à portée d’apprécier le 

mérite de la solution qu’il en a donnée dans le Mémoire dont nous 

avons à rendre compte.

Ce Mémoire est divisé en deux parties : la première contient huit 

théorèmes sur les polygones convexes rectilignes ou sphériques. La 

seconde en contient cinq sur les angles solides et les polyèdres 

convexes. Mais ce dernier est l’objet principal du Mémoire, et les 

autres ne doivent être considérés que comme des lemmes nécessaires 

à la démonstration de celui-ci.

Dans la première partie, l’auteur considère les variations qui 

peuvent avoir lieu dans les angles d’un polygone convexe, rectiligne 

ou sphérique, dont les côtés demeurent constants. Si le polygone 

n’avait que trois côtés, il ne pourrait y avoir aucune variation dans les 

angles. Ainsi on suppose constamment que le polygone a au moins 

quatre côtés; alors on voit que sans cesser d’être convexe, il peut, en 

conservant les mêmes côtés, prendre une infinité de formes diffé

rentes. J’avais donné deux propositions sur cet objet dans la première 

édition de ma Géométrie·, M. Cauchy a porté jusqu’à huit le nombre de 

ces propositions, et les a démontrées d’une manière qui lui est propre.

Dans la seconde partie, l’auteur applique d’abord aux angles solides 

les résultats qu’il avait trouvés pour les polygones sphériques. Les 

deux théorèmes qu’il donne à cet effet peuvent être compris dans 

l’énoncé suivant :

Si les angles plans qui composent un angle solide convexe à plus de 

trois faces, demeurent constants et qu'on fasse varier d'une manière 

quelconque les inclinaisons mutuelles de ces plans, ou, pour abréger, les 

inclinaisons sur les arêtes, si on met ensuite sur chaque arête le signe +  

ou le signe — , selon que l'inclinaison sur cette arête augmente ou 

diminue, et qu'on ne mette aucun signe aux arêtes sur lesquelles l'incli

naison ne varierait pas, je  dis qu'on trouvera au moins quatre variations 

de signe en faisant le tour de l'angle solide.
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De là M. Cauchy passe aux théorèmes 11,12  et 13, sur les polyèdres 

convexes. Le théorème 11 n’est autre chose que le théorème d’Euler 

connu par la notation S -+- H =  A -+- 2. Le théorème 12 est une exten

sion fort remarquable du théorème d’Euler au cas où les faces au lieu 

d’être planes, seraient considérées simplement comme des espaces 

terminés par plusieurs droites non situées dans le même plan. En 

effet, si chacun de ces espaces compte pour une face, si en même 

temps les angles solides continuent d’être convexes, il n’y a aucun 

changement à faire à la démonstration du théorème d’Euler, telle que 

je l’ai donnée dans ma Géométrie, et l’on parvient toujours à l’équa

tion S +  H =  A +  2.

Pour venir enfin à la démonstration du théorème 13, qui est l’objet 

principal de ce Mémoire, l’auteur suppose d’abord qu’on fasse varier à 

la fois les inclinaisons sur toutes les arêtes. Cette supposition ne 

pourrait avoir lieu à l’égard des angles solides triples qui sont inva

riables ; mais dans tout polyèdre donné on peut supprimer les angles 

solides triples, et le théorème ne sera à démontrer que pour les 

polyèdres dont tous les angles solides sont composés de quatre angles 

plans ou plus.

Supposant donc avec l’auteur que les inclinaisons sur les arêtes 

varient toutes à la fois, cherchons combien il y a de variations de signe 

d’une arête à la suivante. Il y a deux manières de compter ces varia

tions; l’une en les considérant successivement sur les divers angles 

solides, l’autre en les considérant sur les diverses faces. On est 

d’ailleurs assuré que le nombre total, estimé d’une manière ou de 

l’autre, sera toujours le même; car deux arêtes consécutives qui appar

tiennent à l’un des angles solides, appartiennent en même temps à 

l’une des faces, et vice versa.

Cela posé, puisqu’en vertu du théorème rapporté ci-dessus on doit 

compter au moins quatre variations autour de chaque angle solide, le 

nombre cherché N devra au moins être égal à 4S, de sorte qu’on 

aura N^> 4 S. C’est la première limite de N.

En second lieu, si on examine les successions de signes placés sur
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les côtés de chacune des faces et qu'on estime les variations au plus 

grand nombre possible, on trouve que dans un triangle le nombre des 

variations ne peut être plus grand que 2; que dans un quadrilatère et 

dans un pentagone il ne peut surpasser 4; que dans un hexagone et 

dans un heptagone il ne peut surpasser 6, et ainsi de suite. Donc, si la 

surface du polyèdre est composée de a triangles, de b quadrilatères, 

de c pentagones, etc., le nombre total des variations ne pourra être 

plus grand que za +  ¿ib +  +  tSd+()e + . . . .

Mais il est facile de voir, au moyen de l’équation S + 11=  A +  2, 

que la quantité précédente est moindre, ou tout au plus égale à 4 S —  8. 

Donc on aurait à la fois N 4 S et .V 4 S —  8 ; résultat absurde, et nous

conclurons qu’il est impossible que les inclinaisons sur les arêtes 

varient toutes à la fois dans le polyèdre donné.

Supposons maintenant que les inclinaisons sur quelques-unes des 

arêtes demeurent constantes, tandis que les autres varient; si on 

supprime toutes les arêtes où l’inclinaison ne varie pas, on supprimera 

en même temps des parties de la surface du polyèdre proposé, qui ne 

seront sujettes à aucune variation, et on aura un polyèdre nouveau, 

dont toutes les faces ne seront point planes, mais qui tombera dans le 

cas du théorème 12, et qui, par conséquent, satisfera encore à 

l’ équation

N  -+- 1 1 =  A  4- 2 ,

entendant par H le nombre total des faces, soit planes, soit terminées 

par une suite de droites non situées dans un même plan.

Ayant ainsi réduit le polyèdre proposé à un autre dans lequel les 

inclinaisons sur les arêtes varient toutes à la fois, on retombe dans le 

premier cas, et on conclut de même que la figure du polyèdre est 

invariable.

Il est donc démontré que deux polyèdres convexes sont égaux et 

peuvent être superposés, lorsqu’ils sont compris sous un même 

nombre de polygones égaux chacun à chacun, et disposés de la même 

manière dans les deux solides.
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Nous voulions ne donner qu'une idée de la démonstration de 

M. Cauchy, et nous avons rapporté cette démonstration presque toute 

entière. Nous avons ainsi fourni une preuve plus évidente de la 

sagacité avec laquelle ce jeune géomètre est parvenu à vaincre une 

difficulté qui avait arrêté des maîtres de l’art, et qu’il était important 

de résoudre pour le perfectionnement de la théorie des solides. Nous 

pensons, en conséquence, que ce Mémoire mérite d’être approuvé par 

la Classe et imprimé dans le Recueil des Savants étrangers.

Signé Biot, Carnot, Le Gendre, rapporteur.

La Classe approuve le rapport et en adopte les conclusions.
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RAPPORT DE M. LE GENDRE 
SUR UN MÉMOIRE DE A. L. CAUCHY 

INTITULÉ :
DÉMONSTRATION GÉNÉRALE DU THÉORÈME DE FERMAT 

SUR LES NOMRRES POLYGONES.

Correspondance sur l’École Polytechnique, Tome III, p.295-299; 1812.

Quoique la théorie des nombres ait fait de grands progrès dans cet 

derniers temps, et qu'elle soit beaucoup plus avancée maintenant 

qu'elle ne l'était du temps de Fermât; cependant le beau théorème sur 

les nombres polygones, dû à ce savant célèbre, n'a encore été démontré 

que dans ses deux premières parties, qui sont relatives aux nombres 

triangulaires et aux carrés; de sorte que tout ce qui regarde les autres 

polygones à l'infini, reste encore à démontrer.

Il y a lieu de s'étonner que les géomètres, qui ont su vaincre tant 

d’autres difficultés, aient été arrêtés jusqu’ici devant une simple 

question de nombres dont Fermât avait trouvé la solution complète. 

Ce genre de difficulté toute particulière, qu’on rencontre dans la 

théorie des nombres, ne peut s’expliquer que par le peu de liaison 

qu’il y a entre les différentes parties de cette théorie, et parce que 

dans chaque nature de question il faut en quelque sorte créer un prin

cipe ou une méthode particulière pour la résoudre. On en voit un 

exemple dans les démonstrations qui ont été données des deux premiers 

cas du théorème de Fermât, puisque le premier cas relatif aux nombres 

triangulaires, fait partie de la théorie générale des formes trinaires des
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nombres, et n’a été démontré que longtemps après le second cas, qui 

est tout à fait indépendant de cette théorie.

Quoi qu’il en soit, il était à désirer pour l’ intérêt de la science et 

pour la satisfaction des géomètres, que le théorème sur les nombres 

polygones fût enfin démontré dans toute sa généralité, et c’est l’objet 

que s’est proposé M. Cauchy, dans le Mémoire dont nous allons rendre 

compte,

M. Cauchy suppose les deux premiers cas démontrés; il suppose, de 

plus, ce qui est un résultat général de la théorie des formes trinaires 

des nombres, qu’on peut toujours décomposer en trois carrés tout 

nombre proposé qui n’est pas de la forme 8n +  7, ou le produit de 

8«-f- 7 par une puissance de 4 : il établit ensuite un principe entière

ment nouveau.

Il remarque d’abord qu’étant donné un nombre ¿composé de quatre 

carrés dont les racines font une somme égale à s, le quadruple de ce 

nombre peut toujours être représenté pour quatre carrés dont l’un 

e sti2. ,

De là il conclut qu’étant donnés deux nombres k et s de même 

espèce, c’est-à-dire tous deux pairs ou tous deux impairs, si s est com

pris entre les limites <j4 k et <J(3 k —  2) —  x ; si en outre 4 k —  î 2 n’est 

pas de la forme 4°(8n +  7 ) ,  il sera toujours possible de décomposer 

le nombre k en quatre carrés dont les racines prises positivement 

fassent une somme égale à s. .

Cette proposition, très belle et très généi’ale, est le fondement de la 

démonstration de M. Cauchy; elle apporte un perfectionnement remar

quable au second cas du théorème de Fermât, puisqu’elle offre le 

moyen non seulement de partager un nombre donné en quatre carrés, 

mais encore de faire en sorte que la somme des racines de ces carrés 

soit égale à un nombre donné, pris entre certaines limites qui 

s’éloignent de plus en plus, à mesure que le nombre proposé devient 

plus grand.

Les limites que M. Cauchy assigne aux valeurs de s, sont celles avec 

lesquelles on est assuré d’obtenir, dans chaque cas, une solution où
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toutes les racines sont prises positivement pour former la valeur de s. 

Si l’on se permettait de prendre arbitrairement les signes de racines 

dont les carrés composent la valeur du nombre donné k, la somme s de 

ces racines pourrait être fort inférieure à la moindre des limites sup

posées, ce qui augmenterait le nombre des cas résolubles; mais pour 

l’application que l’auteur a eu en vue, une condition essentielle est de 

n’admettre dans la somme s que les racines prises positivement, 

attendu que l’expression générale des nombres polygones, passé l’ordre 

des carrés, indique deux séries différentes, selon qu’on prend l’indice 

de chaque terme positif ou négatif. Ces deux séries considérées analy

tiquement sont coordonnées entre elles, de manière que l’une n’est 

que le prolongement de l’autre, et que les deux réunies ne forment 

qu’un même système qui s’étend à l’infini, tant dans le sens des indices 

positifs, que dans le sens des indices négatifs. Or l’énoncé du théorème 

de Fermât est restreint aux nombres polygones pris dans le sens 

positif, et l’on ne doit faire entrer aucunement en considération la 

série qui a lieu dans le sens négatif.

Pour donner maintenant une idée de la méthode que suit l’auteur 

dans la démonstration du théorème de Fermât, considérons l’expres

sion générale d’un nombre quelconque P qui serait composé, confor

mément au théorème, de n nombres polygones de l’ordre n ; cette 
expression sera de la forme Ak-^'Qs, dans laquelle A et B sont des 

coefficients constants qui ne dépendent que de n \ s est la somme des 

indices de tous les polygones, et k la somme de leurs carrés. La 

question serait de déterminer pour chaque nombre proposé P, les 

valeurs de k et de s, avec la condition que ¿ne comprenne que n carrés 

au plus, et que s soit la somme de leurs racines prises positivement.

Cette question, qui n’est que l’énoncé de la proposition générale à 

démontrer, paraît trop vague et trop indéterminée pour que l’analyse 

puisse lui être appliquée avec succès. M. Cauchy a eu l’ idée heureuse 

de restreindre le problème, en supposant que sur les n polygones, qui 

doivent composer le nombre P, il y en a n —  4 égaux à zéro ou à l’unité 

indistinctement. Ainsi au lieu de la formule Ak +  Bs, M. Cauchy
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prend Ak-\-Bs-\- r, r étant un nombre positif qui ne doit pas sur

passer n —  4; alors k ne doit plus contenir que quatre carrés indéter

minés, et s représente toujours la somme de leurs racines prises 

positivement.

Cela posé, si l’on prend pour k un nombre impair assez grand pour 

qu’il y ait au moins deux nombres impairs compris entre les limites 

qui conviennent au nombre s, ce qui suppose seulement que k n’est 

pas <^ i2i; M. Cauchy fait voir que la formule Ak +  Bs -\-r repré

sentera tous les nombres entiers compris entre la plus petite et la plus 

grande valeur dont cette formule est susceptible, à raison des limites 

des; d’où il suit que tous ces nombres peuvent être décomposés en 

n polygones dont n —  4 seront égaux à zéro ou à l’unité.

La même formule, en augmentant k de deux unités, et prenant s 

dans les limites qui conviennent à cette nouvelle valeur de k, fournira 

la même conclusion, c’est-à-dire, qu’on aura une seconde suite de 

nombres entiers plus grands que ceux de la première suite, lesquels 

seront également décomposables en n polygones de l’ordre n.

On prouve d’ailleurs que ces deux suites ne laissent point de lacune 

entre elles, mais plutôt que la fin de l’une se confond avec le com

mencement de l’autre, de sorte qu’étant réunies elles offrent la série 

complète de tous les nombres entiers compris depuis le plus petit 

terme de la première suite jusqu’au plus grand terme de la seconde. 

Il est inutile d’en dire davantage, et l’on voit qu’en prenant pour k des 

nombres impairs de plus en plus grands, la formule Ak- j - Bs - W  

représentera successivement tous les nombres entiers depuis celui qui 

répond aux moindres valeurs de k et de s jusqu’à l’ infini. Par consé

quent tous ces nombres sont décomposables en n nombres polygonaux 

dont n —  4 sont égaux à zéro ou à l’unité.

Il ne reste donc à examiner que les nombres compris dans la même 

formule Ak +  Bs +  /·, lorsque k est inférieur à 121. Or cet examen est 

sans difficulté, puisqu’il n’y a qu’un nombre limité de valeurs de Æ à 

considérer; et d’ailleurs l’auteur avait préparé d’avance la solution de 

ces cas particuliers, par quelques propositions subsidiaires. Il est donc 
Œuvres de C. — S. II, t. II. 53
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bientôt conduit à la conclusion générale, qui est que tout nombre 

entier peut être représenté par la formule Ak-\- Bs +  r avec les condi

tions prescrites, et qu’ainsi tout nombre entier peut être décomposé 

en n polygones de l’ordre n, dont n —  4 sont égaux à zéro ou à l’unité.

La supposition qu’avait faite M. Cauchy pour simplifier la solution 

du problème, se trouve ainsi justifiée par la conclusion à laquelle il 

parvient. Non seulement donc il démontre le théorème de Fermât dans 

toute sa généralité, pour tous les polygones au-delà des carrés; mais il 

substitue au théorème de Fermât un théorème beaucoup plus précis et 

plus intéressant, puisqu’il prouve que sur les nombres polygonaux 

qui entrent dans la composition d’un nombre donné quelconque, il y 

en a toujours n —  4 égaux à zéro ou à l’unité.

Il résulte en même temps de l’analyse de M. Cauchy que la décom

position effective d’un nombre donné en n polygones de l’ordre n peut 

toujours s’opérer a priori, en supposant seulement qu’on sache décom

poser en trois carrés les nombres qui sont susceptibles de cette 

décomposition.

Nous concluons de ce qui précède que le Mémoire de M. Cauchy 

offre une nouvelle preuve du talent et de la sagacité que l’auteur a 

montrés dans d’autres recherches également utiles au progrès de 

l’Analyse et de la Géométrie. Nous pensons en conséquence que ce 

Mémoire est digne des éloges de la Classe, et d’ètre imprimé dans le 

Recueil des Savants étrangers.

FIN DU TOME II DE LA SECONDE SERIE.
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