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PREFACE.

I.a viscosité des fluides est le plus simple de tous les phéno-
ménes irréversibles; elle se manifeste au sein d'un milieu
physiquement homogeéne et dont la température peut étre uni-
forme, ce quila distingue de la conductibilité thermique; elle ne
met en jeu que des actions mécaniques, ce qui la distingue du
dégagement de chaleur par le courant électrique. On peut done
I’étudier a titre d’exemple de phénomeéne irréversible, a un point
de vue plus spécialement thermodynamique. On peut aussi,
particuliérement quand it s’agit des gaz, prendre pour guide la
théorie moléculaire.

En fait, les phénoménes de frottement ont joué un réle
fondamental dans le développement de la Thermodynamique;
mais la réciproque n’est pas aussi juste. Dans les mouvements
lents, les seuls qu’on sache analyser, ce sont les forces, petites
du premier ordre comme les vitesses relatives, qui sont direc-
tement mesurables et importantes, tandis que le travail converti
en chaleur, petit du second ordre, n’empéche pas les transfor-
mations d’étre pratiquement isothermes; tant dans la théorie
que daus la pratique, ce sont les données purement dynamiques,
vitesses et forces, que fournit la premiére approximation, et
a partir desquclles on estime le travail, et, s'1l y a lieu, les varia-
uons de température.
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VI PREFAGK.

De toute fagon, il faut commencer par Uétude de la viscosité
telle qu'elle est, et pour elle-méme; c'est ce que javais fait
dans mes Legons de 1898-189g et 189g-1goo, comme suppléant
de M. Mascart au Collége de France, qui, remaniées et mises
au courant, forment la matiere de ce Livre.

Dans ce premier Volume il n’est question que des liquides.

Comme toujours, c’est l'expérience qui fournit les notions
fondamentales. Aprés les analyses un peu confuses de la
Renaissance, Newton soupconne, dans la résistance des fluides
au mouvement, des influences diverses, qui ne sont clairement
discernées que par Coulomb.

Aprés les Mémoires de Coulomb, Papplication des principes
de la Dynamique est possible; les grandeurs qui caractérisent
cette propriété comme distinete de U'inertie du fluide sont bien
définies. A température constante, les fondements de I'étude
physique de la viscosité sont ¢tablis; on peut écrire les équations
du mouvement d’un flnide visquenx.

Il importe d’en effectuer l'intégration cxacte ou approchée
dans le plus grand nombre de cas possible, soit pour les appli-
cations, soit pour la construction d’appareils qui permettent
I'étude de diverses influences : lempéralure, pression, concen-
tration des dissolutions, composition chimique des lquides
purs.

Telle est la maticre des différents Chapitres du Livre 1.

Le Livre Il débute par la description détaillée des mémorables
expériences de Poiseuille, a4 la suite desquellesil est devenu cer-
tain que la proportionnalité de la résistance visqueuse 4 la
vitesse de déformation est conforme a .I'expérience dans un
domaine trés étendu. Viennent cnsuite les expériences sur le
mercure qui montrent que 'adhérence a la paroi est aussi com-
plete pour les liquides qui ne mouillent pas que pour ceux qui
mouillent. Aprés quoi un Chapitre est consacré aux expériences
sur les liquides organiques purs et aux essals de relation enlre
la viscosité moléculaire et la constitution chimiquej; il se termine
par les belles expériences de Warburg sur le gaz carbonique au
point crilique, et par quelques aulres.
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PREFACLE. Vil

Enfin, dans un dernier Chapitre, on trouvera une description
des expériences de Hagen, Reynolds et Couctte sur le passage
du régime lent ou de Poiseuille, au régime rapide ou hydrau-
lique, et des circonstances qui influent sur la limite des deux
ré¢gimes d’aprés O. Reynolds.

Lie second Volume contiendra I'étude des gaz ct des carac-
téeres généraux des théories moléculaires.

Cuar.

CHar.
Caap.
CHap.

Cuar.
Cuap.
Caar.
CHap.

LIVRE 111. — Gaz.

1. — Premiéres recherches sur la viscosité des gaz au moyen
du pendule et des disques oscillants.

II. — Disques oscillants. — Maxwell. — Kundt et Warburg.

Iil.— Ecoulement par un tube étroit & la température ambiante.

IV.— Ecoulement par un tube étroit. — A, températures
inférieures & 100°. — B, lempérutures élevées. —
C, vapeurs orguniques. — D, trés hautes températures.

LIVRE 1V. — THEtoRrI1ES MOLECULAIRES. — CONCLUSION.

[. — Premiers essais de Lthéorie : Navier, elc.

1I. — Gaz, — Théories dynamiques.

III. — Liquides. — Essai de théorie cinélique.

IV. — Conclusion. — Apercgu sur la viscosité des fluides en
général.

Jespére que le secoud Volume suivra de pres le premier.

Marcer BRILLOUIN.
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LECONS

LA VISCOSITE

DES LIQUIDES ET DES GAZ.

LIVRE 1.

GENERALITES.

CHAPITRE 1.

PREMIERES RECHERCHES EXPERIMENTALES,
NEWTON. — COULOMB.
FONDEMENTS EXPERIMENTAUX DE LA THEORIE.

1. — TRAVAUX ANTERIEURS A CEUX DE GOULOMB.

1. La résistance de Peau et de l’air avant Newton. — Avant Ga-
lilée, tous les savants de la Renaissance qul s'occupaient de balistique
avaient remarqué la forme singuliére de la trajectoire des projectiles,
d’abord rectiligne, puis recourbée vers le bas pour devenir rapide-
ment presque verticale; ils distinguaient ces trois parties, sans pres-
sentir les trois causes : vitesse initiale, pesanteur, résistance de l'air,
dont elles révelent existence.

Glest Galilée qui comprit le premier que les lois de la chute des
corps deviendraient simples sil’on pouvait éviter I'influence de I'air,

dont I'étude ne devait venir qu’en second liew. Vers la fin de son

B. .1
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2 LIVRE I. — GENERALITES.

Dialogue I (1638), I'un des interlocuteurs, Salviati (! varlant de

g H 1 ?
la résistance de 'eau, ajoute : « l'air méme, quoique trés mobile
? ] ’q q I
réduit la vitesse du corps qui tomhe, méme trés lourd, comme nous
pouvons nous en assurer par U'expérience suivante : du haut d’une
tour trés haute, tirons un coup d’arquebuse vers le bas; la balle pé-
nétrera moius dans le sol que si nous déchargions 'arquebuse & 4 ou
6 brasses au-dessus du sol ; signe évident que la vitesse de la balle
) b
lancée du haut de la tour, a constamment diminué dans sa descente

atravers Vair. .. ».
L’expérience, que Galilée n’avait pas faite, a ¢é1é exéculée par les
% | )
Académiciens del Cimento (2 ui ont trouvé un résultat conforme
/3
aux prévisions de Galilée, en mesurant, an lieu de la pénétration de
la balle dans le sol, le diamétre de 'empreinte laissée sur une plague
’ f

de tole (3).

Deés 1650, Riceiol, étndiant la chute de spheres de substances dif-

férentes dans 'air d'une hauteur de 280 pieds, et aussi dauns l'eau,
avait reconnu que le ralentissement est d’autant plus marqué que le
corps qui tombe a un moindre poids spécifique et que le milieu est
plus dense.

Le premier énoncé d'une loi du mouvement retardé par la résis-
tance de 'air a é1¢ donné par Mariotte a la fin de son 7raité de la
percussion et du choc des corps (3¢ édit., 1679). Aprés avoir établi,
par des raisonnements acceptables, I'existence d’une vitesse limite
proportionnelle & la racine carrée du poids du corps, en raison inverse
dua diameétre, pour des corps semblables tombant dans I'air (p. 9g9-
107), Mariotte aborde le probleme beaucoup plus difficile du mou-
vement varié (p. 107). Bien qu'il ail reconnu que le poids soutenu
par un jet d’ean est proportionnel au carré de la vitesse du jet
(2¢ Partie, Prop. IX, 17 conséq., p. 78) et employé celte loi pour la
recherche de la vitesse limite, Mariolle suppose, sans donner aucune
explication et presque sans s’en apercevoir, la résistance proportion-
nclle & la vitesse : « Suivant Ja doctrine de Galilée, la vitesse acquise
a la fin de la deuxiéme seconde dans le vuide doit étre double de celle
qui est acqmse 3 la fin de la premiére, ete.; la résistance de I'air sera
double a la fin de la deuxiéme seconde, mais elle ne sera que simple

(') OFuvres de Galilée, édit. 1718, t. II, p. 537. Florence.

(?) Saggti.... Chap. X1I, 1657-1667.

(%) A rapprocher de I'emploi des crushers de cuivre ou de plomb dans les études
odernes de balistique.
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CHAPITRE 1. — PHEMIKRES RKCHFRCHES EXPERIMENTALES. 3

en son commencement et elle augmentera par degrés égaux» (p.108)
et 1l en déduit, par un raisonnement asscz peu satisfaisant, un mode
de calcul des espaces parcourus jusqu’a la fin de la ni¢m¢ seconde, qui
équivaut & I'emplor de la formule

n? n—1
z:g? I—a [—+——2

évidemment fausse, car elle donne une vitesse maximum, mais non

une vitesse limite, et, en outre, elle fait jouer un réle particulier a la
premiéere seconde.

Cette formule a été contrdlée par des expériences effectuées dans « le
nofau vuide de U'escalier a vis de la cave de I'Observatoire de Paris »,
de la maniére suivante (p. 113-116) : L’observateur tient entre le
pouce et 'index la boule d’un pendule a § seconde, et entre le méme
pouce el le médius la boule qui doit tomber; toutes deux sont aban-
données simujtanément en écartant les doigts; on compte les batte-
ments du pendule jusqu’a ce qu'on entende le choc contre le pavé,

et, comme la chute est de 160 pieds et demi, on retranche § de se-

6
conde pour la propagation du son. Mariotte a employé des bhoules de
plomb, de cire, de liege, de différents diameétres, et trouvé une con-
cordance suffisante des expériences avec la loi supposée.

Dans toutes ces expériences la vitesse est grande, clle atteint prés
de 30™ par seconde a la fin de la chute pour le plomb; le résultat
risque donc de ne pas s'appliquer au mouvement beaucoup plus lent
des pendules, qui, eux aussi, subissent une résistance qui diminue
Pamplitude de leurs oscillations, sans changer sensiblement la pé-
riode, fort heureuscment.

2. Newton. — Une quarantaine d'années plus tard, la question fut
reprise par Newton, qui y porta toute la clarté dont son merveilleux
génie a fourni tant d'exemples.

La Section VI des Principes de Philosophie naturelle (*) débute
par 'élude théorique du mouvement du pendule simple dans le vide,
et dans un wilien faiblement résistant, suivant des lois diverses; dans
chaque cas, Newton calcule le changement de période et la perte
d’amplitude (p. 272-284). Cela fait, il décrit ses expériences. Un
pendule formé d’un fil de 10 pieds et demi de longueur, auquel est
suspendue une sphére de bois d'environ 7 pouces de diamétre, oscille

(') Philosophice naturalis Principia mathematica (édit. de 1685), Livre IL.
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4 LIVRE 1. — GENERALITES.

devant une régle divisée. Partant d'une amplitude déterminée ao,
on compte le nombre d’oscillations n nécessaire pour que l’amplitudc
soit réduite a I a,. Voici Pune des séries citées (p. 285) :

a,. n. d'ot a —a;
2 pouces 164 1 ; 656 de pouce
4 » 121 I: 242 »
8 » B9 1: 69 »
6 » 35,5 41 71 »
32 » 18,5 8§: 37 »
64 » 9,7 241 29 »

Pour les grandes amplitudes iniuales a, — a, est sensiblement pro-
2
0°?

grande qu’il ne résulterait de la. La théorie précédemment développée

portionnel & a7, mais aux petites amplitudes la perte @, — a, est plus
permet & Newton de conclure que la résistance est proportionnelle
an carré de la vitesse quand la vitesse est grande, et de calculer
complétement Ja loi de la résistance a toutes les vitesses. Voicl les
nombres que Newton tire de 'expérience citée plus haut :

b 3
Résistance _ 119,0000916V + 12 0,00108§7V2 4+ 0,0029558 V2
Poids de la boule fongueur du pendule )

Plusieurs autres expériences conduisent a des résultats analogues.
En particulier, la boule de bois subit une résistance dont le terme

en V2 est 73 fois celui de la boule de plomb, tandis que le rapport

13,
16
sa théorie & regarder la résistance due a ['inertie du fluide comme

des carrés des diametres est 11 Newton, ayant été conduit par

proportionnelle au carré des diamctres, admet que 1'écart entre = !
et 1113 provient de la résistance due au fil qui serait ainsi compa-
rable au tiers de celle due a la boule de plomb, etil s’en assure en
refaisant Pessal avec une trés grosse boule de bois (19 pouces), de
maniére i réduire 'importance de la résistance du fil.

La théorie ayant indiqué que le terme en V2 dans la résistance est
proportionnel a la densité du fluide, Newton fait de nouvelles expé-
riences, dans lesquelles la boule du pendule oscille dans une auge
pleine d’eau; il trouve (p. 289) que la résistance éprouvée dans I'eau
est 322 fois celle due & ’air, et admet que, si le fil aussi avait été
plongé dans I’eau, le rapport aurait été 800 ou goo, c’est-a-dire celui
des densités de 'air et de I'eau, & peu de chose prés; car, ajoute-t-il,
« fluida tenaciora, pari densitate, procul dubio, magis resistant quam
liquidiora, ut oleum, frigidum quam calidum, calidum quam aqua
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CHAPITRE I. — PREMIEHRES RECHERCHES EXPERIMENTALES. 5

pluvialis, aqua quam spiritus vini, etc. »; c’est seulcment pour les
liquides qui coulent bien, qui conservent longtemps leur mouvement,
comme l'eau, l'air, 'esprit-de-vin, la térébenthine, I'huile rectifiée,
le mercure, les métaux fondus, que la proportionnalité de la résis-
tance 4 la densité est exacte (p. 291-292).

Dans ce passage, Newton caractérise clairement une propriété dis-
tincte de la densité, a laquelle, sans aucun doute, s¢ rapportent les

termes en V et V21 dont il n'a justifié par aucune considération théo-
rique 'introduction dans sa formule.

Dans ces expériences, peu exactes, car l'auge est trop- étroite et
seule la petite boule subit une résistance proportionnelle & V2 aux
grandes vitesses, cetle résistance proportionnelle & la surface carac-
térise 'action d’un milieu extérieur & la boule; mais, si un milien
(I'éther du vide) pénétrait tous les corps, 1l exercerait une résistance
différente sur un ballon vide et sur un ballon plein, Newton fuit 'cx-
périence, ne trouve pas de différence certaine et conclut que la résis-
tance du vide est négligeable.

Dans la Section suivante (VII, p. 294), Newton étudic plus parti-
culierement la chute des corps; il établit d'abord, par des raison-
nements insuffisants, une formule compléte de la résistance duc a
Yinertie du fluide déplacé, et la loi de chute du corps si cette résis-
tance agit seule. Et il spécifie (p. 318) que, si la résistance obscrvée
est supérieure a la résistance calculée, 'excés est la résistance due a
Uélasticité du fluide, i sa ténacité, ou au frotlement de ses par-
ties. Il termine par la description détaillée et le calcul numérique
d’expériences sur la chute dans l'eau, faites au laboratoire, et sur la
chute a l'air libre, exécutées dans I'église Saint-Paul, de Londres, en
juin 1510,

Deés 1699, Amontons avait montré par expérience que le frottement
des solides est indépendant de la vitesse et de la surface de contact,
et praportionnel 4 la pression. Daniel Bernoulli, reprenant en 1730
la discussion numérique des expériences de Newton sur les pendules,
n’hésite pas a admettre que la résislance supplémentaire, & ajouter &
celle qui provient de l'inertie du fluide, est constante « comme d’ha-
bitude (') », c¢’est-d-dire comme lui-méme 'avait supposé dans la
sixicme Parlie de sa Dissertation sur le mouvement des solides dans
les fluides (%), sans en donner des raisons satisfaisantes; la résistance

(1) Commentaires de Saint-Petersbourg, L.V, p. 123.
(?) Commentaires de Saint-Pétersbourg, t. 111, p. 221.
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6 LIVRE [. — GENERALITES.

totale serait alors AV2-- B. Mais comme cette formule représente
mal les expériences de Newton, il parait porté a suspecter la préci-
sion des expériences, plulét que la légitimné de son propre apergu

hypothétique.

3. S’Gravesande (!'). — Jusqu'ici la résistance due & I'inertie du
fluide est prédominante; il n’en est déja plus ainsi dans les expé-
riences de S’Gravesande.

Pour traverser le fluide, le corps doit surmonter la cohésion, dit-il
(Liber I, Pars IV : De corporibus motis in fluidis. Ch. XV : De
resistentia quam patiuntur corpora per fluida mota; t. 1, p. 527).
C’est quelque chose d’analogue a la production de cavités dans I'ar-
gile, et des expériences ont appris 4 S'Gravesande que la résistance
est proportionnelle au volume refoulé (p. 233). Cette résistance doit
donc étre proportionnelle a la vitesse. La propriété spécifique est
bien dégagée de 'influence de I'inertie, proportionnelle au carré de
la vitesse, variable avec la forme de la proue a ¢égalité de section.

Ces expériences effectuées sons des vitesses relatives assez faibles,
par une bonne méthode de pesées, sont bien représentées par la
formule & .deux termes aV?—+ bV, que S’Gravesande a tirde de ses
considérations théoriques, comme on en peut juger par l'exemple

suivant :
Vitesses
1. 2. 3. 'R 3. 6. 7.
Résistances observées.. ... 50 125 250 joo 600 850 1100
» calculées..... 4o 120 240 .joa too 840 1120

Cette loi est appliquée dans le Chapitre suivant au mouvement des
pendules et contrélée par les pertes d’amplitude dans Pair et dans

Ieau (2).

(') Premiére édition, 1719 quatriéme édition, 1748,

() On pourra voir: PoGGENDORF, Histoire de la Physique. — MONTUGLA, Histoire
des Mathématiques, t. I1, p. 455-465; t. III, p. 667-678, 659-6g0, 737-742.

Les indications historiques de Coulomb (§2, Mém. 1Bot) sont fausses. Par suite
d’une lecture trop rapide et incompléte des textes, il a confondu le terme constant
de frottement, proposé par Bernoulli, avec les corrections de poussée du fluide,
constantes aussi, de Newton et de $’Gravesande.
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CHAPITRE 1. — PREMIERES RECHERCHES EXPERIMENTALES. 7

1I. — EXPERIENCES DE GOULOMB.

4. Premier Mémoire (1784) (1). Mesure de l'adhérence d'un liquide
4 un solide. — Ce Mémoire célebre est surtout consacré a I'étude de
la torsion des fils fins en vue de la construction de dynamomeétres
trés délicats. La mesure de l'adhérence n’y est traitéde qu’a titre
d’exemple, pour montrer la petitesse des forces que de pareils dyna-
mométres peuvent mesurer avec exactitude.

Le Mémoire est partagé en deux sections.

Dans la premiére, Coulomb démontre que le moment des forces de
torsion est proportionnel 4 I'angle de torsion quand les amplitudes
sont trés faibles. Il applique cette théorie et les résultats de I'expé-
rience & la construction d’une « Bualance pour mesurer le frottement
des fluides contre les solides » et annonce ses futures expériences
sur les attractions et répulsions électriques ou magnétiques.

Dans la seconde section, Coulomb cherche « par 'expérience
comment la force élastique de torsion est modifiée dans les grandes
oscillations » et annonce qu'il se servira des résultats obtenus « pour
déterminer les lois de la cohérence et de I’élasticité des métaux et
de tous les corps solides ».

Comme on voit, I'étude de Padhérence n’occupe qu’une petite
place dans ce Mémoire. Et, si Coulomb choisit cet exemple pour
illustrer lathéorie de la torsion, c’est que la quantité qu’il se proposait
de mesurer cst extrémement petite et que sa mesure précise échappe
a toute autre méthode.

Précisons ce que Coulomb entend par I'adhérence du liquide an
solide.

Quand un corps se meut dans un fluide, trois causes interviennent
pour résister au mouvement :

1° L’entrainement du fluide par le corps cn mouvement, le fluide
résiste par l'effet de son inertie.

2° I’adhérence du hquide au solide mobaile, c’est-a-dire le frotte-
ment du liquide contre le solide; '

3° La wviscosité ou frottement interne du fluide, ce que Coulomb
appelait la cohérence du fluide, ¢’est-a-dire 'adhérence des particules
fluides entre elles.

(1) Mémoires relatifs a la Physique, publiés par la Société francaise de Physique,
t. I, p. 86. — Flistoire de I’ Académie, 1784, p. 251-255.
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8 LIVRE I. — GENKRALITES.

La premiére et la troisieme cause dépendent de la vilesse, la se-
conde parait en étre indépendante et se traduit par le terine constant d
de la formule de Newton dans I'expression de la résistance. Si done,
la vitesse tend vers zéro, I'adhérence subsiste a peu prés seule; mais
la constante o, qui comprend aussi les frottements solides de ’appa-
reil de mesure, est si faible, avee le dispositif de Coulomb, que
I'adhérence ne devient appréciable qu’aux trés petites vitesses.

L’appareil établi par Coulomb, pour la mesure de I’'adhérence, est
représenté dans la figure 1. 1l se compose d'un cylindre A de cuivre

lig. 1.

ou de plomb trés lourd, suspendu par un fil de cuivre a 'intérieur
d’'un vase V trois fois plus large et rempli du fluide & étudier. Aun
cylindre qui émerge particllement est fixé¢ un index B qui se déplace
au-dessus d’un cercle divisé C placé sur le vase.

On fait osciller le cylindre autour de son axe sans le déranger de
sa position verticale et I'on suil la marche de I'index.

Dans une expérience que Coulomb rapporte tout au long, le
cylindre était en plomb, pesait 1*¢, et avait 19 lignes de diamétre
sur 26 lignes de hauteur.

Le cercle C avait 44 lignes de diamétre. Aprés avoir mis le cylindre
en mouvement, il attendit, avant de commencer les observations, que
les oscillations n’eussent plus qu'une amplitude d’environ 355", En
s’aidant alors d’une loupe, Goulomb put compter 14 oscillations avant
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CHAPITRE I. — PREMIERES RECHERCHES EXPERIMENTALES. g

que le cylindre efitatteint 'immobilité complete. Supposons que dans
des oscillations aussi lentes, les termes qui dépendent de la vitesse
deviennent négligeables et que I'effet de 'adhérence devienne prépon-
dérant; s'il est bien constant, 'amplitude doit diminuer d'une quan-
tité fixe & chaque oscillation. Coulomb remarquant qu'il faut 14 oscil-
Jations pour amener & zéro une amplitude primitivement égale a 3°55'
en conclnt la diminution d'amplitude pour une oscillation : & de
3735, c’est-a-dire évaluant les arcs en parties du rayon

1 3373 i
73 5) = e
On a done
1 /. 55 T a2 R
(1) H(S*E>XT%_’6’

C désignant la constante de lorsion du fil et R le moment de 'adhé-
rence cherchée par rapport a 'axe de rotation.

La constante de torsion G du fil était déduite d’expériences de tor-
sion sur un fil de nature identique, mais plus court, en admettant la
proportionnalité de Ca l'inverse de la longueur.

La formule (1) donnait done R.

Mais R est le moment de I'adhérence relative ala surface immergée
du cylindre; des dimensions du cylindre on conclut facilement la
valeur de la force d’adhérence par unité de surface; c’est la valeur d
cherchée. Coulomb trouve pour la valeur de & exprimée en livres par
pied carré :

d—

5
144 > 2343000

soit en dynes par centimeétre carré : 1,94 ><10~ ', d’aprés M. Potier.

Comme on le voit, le terme constant o est trés petit et deviendra
négligeable dés que les vitesses prendront une valeur un peu notable,
comme dans les expériences sur la viscosité.

En tordantle fil de 2 ou 3 circonférences, Coulomb crut reconnaitre
que, ¢ augmentant, le frottement devient proportionnel a ¢ et devient
ensuite, pour les grandes vitesses, proportionnel & ¢2, la grandeur du
terme constant d étant alors absolument négligeable devant celle du
terme en ¢ ou en ¢?, Mais, Coulomb ne considérait pas ces expé-
riences comme ddéfinitives, et il dit lui-méme : « Ces expériences
demandent un travail exprés et & étre faites dans différents fluides. »
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10 LIVRE 1. — GENERALITES.

3. Second Mémoire (!). Expériences sur la cohérence des fluides.
— Cen’est qu'en 1801 que Coulomb reprit ces recherches. Le titre
de son Mémoire est : Expériences destinées a déterminer la cohé-
rence des fluides et les lois le leur résistance dans les mouvements
trés lents.

Nous savons que la résistance opposée par un fluide a un solide qui
se meut se compose de trois termes : le premier di a l'inerue du
fluide, le second 4 I'adhérence, le troisiéme & la cohérence (viscosité).

Ces trois causes interviennent 4 la fois, avec une plus ou moins
grande importance relative, suivant les conditions de l'expérience.

Ce que Coulomb a cherché & préciser, dans ce Mcmoire, c’est
Peffet de la viscosité, en tichant de se placer dans des conditions
telles que 'inertie n'eiit pas d'influence. Quant a 'adhérence propre-
ment dite, 1l savait déja que son effet était & peu prés négligeable; 1l
s’en assura d’ailleurs dans ses nouvelles expériences d'une maniére
directe.

Pour éliminer Pinfluence de 'inertie, 1l fallait choisir une forme de
corps solide telle que la forme extérieure du fluide ne fit pas changée.
Coulomb a choisi un disque horizontal oscillant lentement dans son
plan autour de son axe vertical. Dela sorte, le mouvement du disque
n’exerce sur le fluide que des actions tangentielles; si le fluide était
parfait (sans viscosité), le disque devrait osciller indéfiniment (en
supposant le fil de suspensjon d’une élasticité parfaite).

D’autre part, comme Coulomb le pensait déja et comme les expé-
riences nouvelles le lul ont confirmé, la résistance est, en général,
dans le cas de mouvements lents, représentée par une formule 4 deux

termes
av?+ bo.

Pour étudier chacun de ces deux termes et connaitre ainsi leur impor-
tance relative, Coulomb observe qu’en donnant a ¢ des valeurs suftisam-
ment petites, le terme en ¢* devient négligeable devant le terme en v.
Il est vrai que, dans ce cas, la résistance est elle-méme trés faible, il
fandra done un moyen trés délicat pour la mesurer,

Puis, en produisant des oscillations plus rapides, on peut arriver a
rendre prépondérant a son tour le terme en v? et, méme, 4 rendre le

(1) CouLoMB, Mémoires de l’Institut ( Savants étrangers), t. 111, 1801 (an IX) et
Méemoires relatifs a la Physique, publiés par Ja Société frangaise de Physique, t. I,
p- 333.
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CHAPITRE I. — PREMIERES RECHERGCHES EXPERIMENTALES. 11

terme en ¢ relativement négligeable (une vitesse de o™, 2 par seconde
suffit).

Ainsi Coulomb avait bien vu les conditions essentelles 4 remplir :

1° Trouver un mode de mesure exact des trés petites forces;

2° Donner a volonté des vitesses assez petites pour n’obtenir que
le terme en ¢ ou des vitesses assez grandes pour n’avoir que le terme
en v?;

3> Ne pas changer la forme extérieure du fluide afin de bien savoir
ce qu’on étudie.

Son appareil lui a permis de remplir ces conditions.

6. Description de l'appareil et expériences. — A un fil métallique
fin est suspendue une tige cylindrique C en cuivre ayanl 10™" a 12™™
de diamétre; cette tige traverse un disque A ( fig. 2) portant sur son

Fig. 2.

pourtour une graduation cn 480 parties, mobile en face d'un index D
fixe, et sur lequel on peut lire les déplacements angulaires du systéme;
la tige plonge de 4°™ ou 5™ dans un vase plein d’eau, V, trés large
(80°™ de diamétre) et trés haut (40°™ de hauteur). C’est au-dessous
de la tige et contre elle que I'on applique le disque B que P'on veut
faire osciller.

On fait tourner le disque & la main, de maniére a tordre le fil sans
décentrer le systéme, puis on abandonne a lui-méme. e couple de
torsion le fait osciller; de 10 en 10 oscillations, on lit 'amplitude sur
le disque A.

[’amortissement provient de trois causes :

1° Résistance éprouvée par le disque B; c’est le terme principal,
celui que 'on veut mesurer;

2° Résistance exercée par l'air sur le disque A et sur la partie
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12 LIVRE 1. — GENERALITES.

émergente de la tige G, augmentée de la résistance exercée par 'eau
sur la portion immergée de la tige;

3° Frottement intérieur du fil de suspension, dont I’élasticité est
imparfaite.

On calcule la correction due & ces deux dernitres causes en reti-
rant le disque B et en étudiant 'amortissement du systéme restant.

7. Mode de calcul d’aprés Coulomb. — Soient :

I, le moment d'inertie du systéme oscillant;
b, Pangle dont le systéme est dévié, compté a partir de la position
d’équilibre ;

n, le coeflicient de torsion du fil.

Coulomb suppose que la force résistante exercée sur un élément
de surface du corps oscillant est de la forme

aye + byot.
On a alors

2 N2
(1) l%:—n()—[a%+b<-j—?>];
la quantité entre crochets dans le deuxiéme membre représente le
couple résistant di au fluide.
[l s’agit d’intégrer I'équation {(1).
Dans une premiére approximalion, négligeons les termes de résis-
tance et écrivons

dth
I an = nf;
d’on
. t
§ =, sin 2T
en posant

ax _ [n (d6 Y
T VT’ At )~y

On a aussi (intégration de 'équation des forces vives de o a t) :

d0 /FL S
i —‘ T;/B{,—-eﬂ.

Portons cette valeur approchée dans les termes de résistance qui
sont supposés petits, équation (1) devient

d?9 n g n
@ _ 201 i p 0 g2y,
G == — e/ T e
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CHAPITRE I. — PREMIERES RECHERCHES EXPERIMENTALES. 13

.- db - oo
Muluplions par 2 T ot mntégrons; il vient

(2) I(d—6> = n(H3— 6% )—2a\/f /ﬁdﬂ—zbﬁ/ (62—02) o,

On peut tirer de la la valeur approchée de la perte relative d’am-
plitude au bout d’une oscillation.

Appclons §, Pamplitude au bout de la premiére oscillation; la perte
relative en question est

0, —
LT‘M (il faut prendre la valeur absolue 8, car 8, est négatif).
0

Or, en faisanl § = 0, dans (2), on a

I<%>6 8:/1(63—0%)—2([%\[ V(03— 02)dBb—2d / (62— 62) 40,

. feAil
Remarquons maintenant que 7 et nul pour =0 (4=10,) et l'est

encore pour § =8, (une oscillation apres).
D’autre part, la perte d’amplitude étant faible, §, est trés voisin

de —(;; on pent donc remplacer 8, par — 8, dans les termes de
résistance et écrire

(J:n(O%—ﬂ%)—za‘/f v 2di —a2b ¢ f F—02)db

ou bien

B

_ -
. n(eg_eg):m‘/}‘fe \/63_92d0+rz1)%[ (82 —62) db;

d’od, en effectuant les intégrations et en simplifiant

GO—IG Bo—184) _ A.a‘/n gl;

ce qu'on peut écrire

(3) 60—*|01|

Ta n
—_— - = m et
2n I

en posant

[SLIBCN
— v
Ll
T
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14 LIVRE [. — GENERALITES.

Ainsi, quand la résistance est faible, les approximations précé-
dentes étant alors légitimes, on peut, dans 'expression de la perte
relative d’amplitude, séparer deux Lermes, 'un constant, 'autre pro-
portionnel a Pamplitude initiale §,.

8. Cas on la résistance est proportionnelle & la vitesse seule. — Si
les mouvements deviennent assez lents pour que dans 'expression de
la résistance le terme dépendant du carré de la vitesse puisse étre
négligé devant 'autre, tous les termes contenant la constante &
disparaissent dans le calcul précédent et la relation (3) devient (en
prenant maintenant tous les § en valeur absolue) :

0, — 0,
fo

- Y
d’ou

=1—m et —63:([——m)?,
Bo

8, désignant 'amplitude de la g oscillation.
On peul donc écrire

LogB,— Logh,

7 =— Log(r— m) = const.

Ainsi le quotient écrit dans le premier membre est constant quelque
soit ¢ (c’est le décrément logarithmique).

9. Premiére série d’expériences. — Coulomb einploya un premier
disque de fer blanc fixé a I'aide d’une vis sous la tige de cuivre; ce
disque avait 195™™ de diamétre. Le systéme oscillait trés lentement
(4 oscillations en g7 secondes).

Numéros d’ordre Log9, — Logh,
des expériences. 6. q. 8, q
ool 192 10 52,3 0,0565
2 e 13,8 10 3,3 0,0371

On voit que
Logh,— Logh,
q

est constant dans ces expériences et égal 4 0,057 environ.
D’aprés les raisonnements du n° 7 la résistance est done propor-
tionnelle a la vitesse.
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10. Autres séries d'expériences. Influence du diamétre du disque.
— Coulomb compara des disques de différents diamétres; il trouva
encore, pour chacun d'eux, un décrément logarithmique constant,
c'est-a-dire une résistance proportionnelle a la scule vitesse, dans le
cas des mouvements lents.

Voicl les résultats d’ensemble :

Yaleur moyeone Durée
Nature du décrément de quatre

du disque. Diamectre. logarithmique. oscillations.

L)
Fer-blanc........ ceees 195 0,057 97
Fer-blanc.............. 150 0,021 92
Fer-blanc......... B B £+ 0,0135 gt
Sans mmettre de disque ... ..., ... 0,0058

Ces données nous permettent de calculer la valeur de m pour
chaque disque. Voyons pour le premier.

La résistance av est la somme de deux parties a, v et @ v, 'une due
au disque seul, Pautre au systéme débarrassé du disque.

Appelons m, my, m, les valeurs de m relatives au systéme muni du
disque, au disque seul, au systéme sans disque, on a

my= m-— my;

Log(t—m) = —o0,057 (avec le premier disque),
Log(1— my) =— 0,0058;
d’ou
I— . =10-0,087,
1— mg = 10—0,0088 ;
ou enfin
[0V, 057
m=—am = 0,126,
100,088 |
niy = ——IW = 0,013,
N
d’ou

myp=0,113.

Pour les deux autres disques les valeurs de m,, calculées de méme,

sont :
Deuxiéme disque................ e 0,034
Troisiéme disque...... e e, ... 0O

D'autre part, m est relié a « par la formule

A

m
n 2n
1
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16 LIVRE 1. — GENERALITES.

Connaissant m, n, [ on tire a.

Cela posé, pour déterminer I'influence du diamétre, Co ulomb pro-
céda de la maniére suivante :

Il calcula pour chaque disque les valeurs de mT, T étant la durée
de 4 oscillations. Ce produit est égal &

4,)1\/:—47‘

et, par conséquent, proportionnel a . Il calcula ensaite les logarithmes
de ces nombres et prit leurs différences deux a deux. 1l obtint le

Tableau suivant :
LogmT. Différences.

Premier disque. .. .. e 1,0397 234
. . g 0,3345
Deuxiéme disque.... ......... 0,5059 R
L . 0,20602
Troisiéme disque.............. 0,2450

Il calcula ensuite les logarithmes des diamétres et leurs différences
deux a deux :

Log diamétre. Différences.
Premier disque. ......... 2, 2900 0. 1439
Deuxicwne disque........ 2, 1461 . 6
Troisiéme disque........ 2,0735 ©:070

I1 constata que ces différences multiplides par 4 (0,376, 0,282)
reproduisent sensiblement les différences des valeurs de LogmT; dou
la loi suivante :

Les coefficients a et, par suite, les résistances varient comme
les quatriémes puissances des diamétres.

11. Conclusion. Résistance proportionnelle 4 la vitesse. — De tout
ce qui précede le résultat le plus important a relenir est que la rési~
stance est proportionnelle & la vitesse quand les mouvements sont
assez lents. Cette loi, rapprochée de la loi des diamétres, nous améne
a conclure que : La résistance est la méme par unité de surface
et par unité de vitesse en chaque point d’un disque quelconque,
dans le cas des mouvements lents.

12. Expériences avec deux tiges croisées. — Dans ces expériences,
Coulomb remplaga le disque inféricur par deux tiges horizontales
fixées en croix sous la tige-support verticale. Il est clair que le mou-
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vement dans ce cas modifie la forme extérienre du fluide, qui doit
contourner les tiges, et que des vitesses angulaires du méme ordre que
dans les expériences sur les disques donnent naissance a des vilesses
linéaires beaucoup plus grandes; l'effet de Vinertie doit se faire
sentir. Goulomb vit, en effet, apparaitre nettement un terme propor-
tionnel a v%, et trouva, pour les dimensions employées,

m —= 0,03y, P = 0,00135.

Il répdéta enfin les mémes expériences avec une seule Lige horizon-

tale et retrouva les mémes résultals qu’avee les deux tiges croisées.

13. Expériences avec I'huile. — Coulomh a employé la méthode
du disque oscillant pour étudier le frottement de 'huile de quinquet
¢épurée et trouva, pour des disques de méme diamétre, la résistance
17 fois plus grande dans U'huile que dans 'eau (i 20' G.). Ce rapport
serait différent & une autre température.

Le coefficient m varie done d'un liquide a l'autre.

Quant au coefficient p, qui n’est pas négligeable dans le cas des
tiges, on trouve d peu prés la méme valeur pour 'huile et pour Veau
qui ont des densités peu différentes. Ce résultat est Intéressant, car
il montre que le terme Ho? (b est proportionnel & p) dans expres-
sion de la résistance dépend de Uinertie du fluide bien plus que de sa
viscosité; il doit étre proportionnel a la densité du fluide.

14. Influence de I’état de la surface. — [.a nature de la surface
d’un disque oscillant n’a aucune influence sur la résistance du fluide.
Le décrément logarithmique s’est trouvé le méme dans les trois expé-
riences faites avec un disque en fer-blanc, oscillant dans I'eau et dont
la surface était nue dans une premitre expérience, enduite de suif
dans une deuxieme expérience, enduite de suif et saupoudrée de greés
dans une troisiéme expéricnce. Les résistances observées mesurent
bien quelque chose qui est propre au fluide lui-méme.

15. Influence de la pression. — La pression qu'exerce le fluide sur
les faces du disque oscillant n’a aucune influence sur 'amortissement
le frottement liquide différe complélement du frottement solide 4 ce
point de vue.

C’est ce qu’a constaté Coulomb en immergeant le disque oscillant

& des profondeurs diverses (de 5°™ & 60¢™) el méme en faisant osciller
B. 2
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18 LIVRE 1. — GENERALITES.

I'appareil sous la cloche de la machine pneumatique : les pertes d’am-
plitude n’ont pas varié.

16. Reésultats généraux de ces expériences. — L’amortissement
des oscillations du disque, dont la rotation se fait sans déforma-
tion de la surface qui limite le liquide, exige que le disque subisse
des actions tangentielles de la part du liquide; le liquide participe
lui-méme 4 ce mouvement de rotation alternative pure, comme
on peut s’en assurer par l'observation des poussiéres en suspen-
slonj on voit ainsi que l'amplitude de ce mouvement diminue,
et que le retard en phase augmente depuis le disque oscillant jus-
qu’aux parois fixes. Chaque couche de révolution subit donc un
couple variable qui ne peut provenir que d'actions tangentielles
internes au liquide.

De ces remarques purement qualitatives résultent déja deux pro-
priétés : '

1° Entre un fluide (liquide ou gasz) et un solide (mouillé ou
non) peuvent s’exercer des actions tangentielles.

[existence de ces actions, méme au repos, lorsque le solide est
mouillé, est une conséquence nécessaire de I'adhésion de la couche
qui mouille, bien que vans la théorie de la capillarité on se contente
de constater le fait sans 'analyser en détail.

Les expériences sur les disques graissés montrent que le fait est
plus général, et que ces forces tangenticlles existent méme quand la
surface n’est pas mouillée.

2° Dans Uintéricur d’un fluide en mouvement peuvent s'exer-
cer des actions tangentielles, lices aux glissements relatifs des
parties contigués du fluide.

Remarquons que U'expérience met en évidence ces actions tangen-
ticlles généralement petites, sans exclure la possibilité d’actions nor-
males de méme origine; mais celles-cl ne peuvent pas étre mises en
évidence d’une maniére aussi directe, a cause de la pression générale
hydrostatique qui les masque. Nous verrons que leur existence est
nécessaire.

Dans une portion de fluide qui se meul comme un solide, c’est-
d-dire animée d'une translation et d’une rotation d’ensemble, sans
déformation, 'observation vulgaire nous apprend qu’aucun frottement
interne ne se produit, pas plus que dans un solide 1nvariable. Clest
donc aux vitesses de déformation que cesforces de viscosité sont hiées,
a I'exclusion des vitesses de translation et de rotation.
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3° Enfin les expériences quantitatives de Coulomb nous apprennent
que, dans les mouvements lents, 'action totale est proportionnelle a
[a vitesse relative des parois. Nous en concluons que les actions €lé-
mentaires sont liées linéairement auzx vitesses de déformation
élémentaire internes, et aux vitesses de glissement & la parot.

Tels sont les faits d’observation que nous allons analyser dans le
Chapitre suivant, pour lcur donner leur forme mathématique générale,
et en tirer, sans aucune hypothése, la théorie de la viscosité appli-
cable, 4 coup siir, aux mouvements lents des fluides naturels.
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CHAPITRE IL.

EQUATIONS DU MOUVEMENT LENT D'UN FLUIDE VISQUEUX.

A. — EQUATIONS INTERIEURES.

17. Equations du mouvement d’un fluide. Sans nous préoccuper
des mouvements intéricurs analogues i la diffusion, dans lesquels les
théories moléculaires trouvent l'explication de la viscosité des fluides,
nous supposons, comme dans I'Hydrodynamique classique, qu’on
puisse diviscr arbitraircment le fluide en un nombre immense de trés
petits volumes élémentaires ot le fluide soit homogéne et continu et
4 I'intérieur desquels 11 n’y ait pas de mouvemenis relatifs, et nouns
traitons ces volumes comne infiniment petits.

Nous supposons, en outre, les mouvements assez lents pour que la
loi élémentaire, relative aux forces de frottement, déduite des expé-
riences de Coulomb soit applicable.

Soient u, v, w les projections sur trois axes rectangulaires fixes de
la vitesse d’un élément de volume de liquide dont le centre de gravité
passe, au temps £, au point , ¥, a.

u, o, w sant des fonctions de z, y, z, t.

Sil'on suit une masse liquide dans son mouvement, ’accélération

de son centre de gravité du dv dw
) : '8 “de’ dt’ di

on sait depuis Euler, par les équations établies dans tous les Traités

» au temps ¢, est donnée, comme

de Mécanique :

de _ow  odw ou _ ou
dt Jat dr ' dy 0z
ﬂ’ ﬂ+ud—v—+—v92 —+—wg‘i
dt — ot oz ay oz’
d_w,dj+ud£_+vd£+w,d1
dt ou ox dy z

Représentons par Xg, Y, 7, les forces qu’exerce 2 travers 'unité

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAP. II. — EQUATIONS DU MOUVEMENT LENT D UN FLUIDE VISQUEUX. 21

de surface la partic du fluide située du coté positif de la face, sur
celle qui est du coté négatif,

51 'on considére un petit elément de volume dxz dy dz ayant la
forme d’un parallélépipéde dont les c6tés sont paralléles aux axes de
coordonnées, les forces X, ..., Z; variables en x, ¥, z, ¢ appliquées
aux faces du parallélépipede ont pour projection totale sur Ox :

X, 0%,
\ 0 oy

+0X >dxdydz

Les équations du mouvement d’'un fluide sans frottement sont done

Ko 0% sy, <d—u+ud—u+vd—u—+—w%\

gz oy  os *= P\ oz 'y oz.)’

(I iY'”——T—dY s = <ﬁ) +ud P +w9—v>
ox dy 0z ¢ ot ox dy 0z )’
0Ly 0Ly L. _, _ [(dw 0w  ow ow
Tx Ty Tas THT <W*"’ox+vdy+wﬁ>’

en appelant X,, Y., Z, la force extérieure appliquée a 'unité de vo-
lume (pesanteur, force électrique, électromagnétique, etc. ).

La densité g varie, d’un point 4 l'autre, lorsque le fluide est com-
pressible.

L’exces de la masse de hiquide qui s’accumule dans I'élément. de
volume pendant 'unité de temps est

— I:i(pu)—+— i(pv)+ J (ow)] dx dy dz dt.

Or, ce qui s’accumule ainsi est aussi égal a —d.z dydzdt; d'ou

l’équat[on de continucte

; ) d ]
(I ® Y eu ) gy (P9 g (p) =0,
18. Relations entre les pressions sur différentes faces. — Dans un

fluide parfait, les composantes des pressions Xz, Yy, ..., Z; se
réduisent & une pression uniforme

=Yy=2,=—p, Xy:Yz=Yz=Zy:Xz:Zx:0:
mais il n’en est pas de méme dans les fluides naturels. Les expé-
riences de Coulomb, sur les couples qui résistent A la rotation de

corps de révolution, metient hors de doute 'existence des forces
tangentielles Xy, ..., Zg, .. ..
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Avant de chercher comment ces forces dépendent des vitesses rela-
tives, 1l convient d’établir quelques relations générales :

1* La production d’une accélération angulaire n'exige qu’un couple
proportionnel au moment d’inertie, c¢’est-a-dire au volume de 1'élé-
ment multiplié par le produit de deux des c6tés; or, les forces Xz
donnent, sur un parallélépipeéde dz dy ds, des couples moteurs

(Y:—Zy)dr dy ds, (L.—X:)drdyds, (Xy— Y:)drdyds,

proportionnels aux volumes. Les couples moteurs et les couples
d’inertie ne sont pas du méme ordre d’homogénéité; pour des forces
Y., ... finies par unité de surface et des accélérations angulaires finies,
les couples moteurs seraient incomparablement plus grands que les
couples d’inertie, a2 moins que 'on n’ait

Y, — Z,=o0, L,— X;=o, Xy— Y.=o.
Ces conditions sont donc nécessaires. )
2° La connaissance des pressions exercées a travers trois faces for-
mant un triedre détermine les pressions sur une face quelconque.
Considérons, en particulier (fig. 3), un triedre trirectangle,
Fig. 3.

¢’ hm.n

J

MABC, et coupons-le par une face hypoténuse ABC, dont la normale
est définie par ses cosinus 4, m, n avecles axes.

Soient X, Y,Z, les projections sur les axes de la pression a travers
une surface parallele de I'hypoténuse, mais ayant son centre au
sommet du triedre; soient X, +~8X,, Y, +8Y,, Z, + ¢Z, les valeurs
relatives a la face hypoténuse elle-méme, et S I'étendue de cette face;
les trois autres faces du triédre sont les projections de la face hypo-
ténuse, {S, mS, nS.

Les composantes suivant Oz des forces sur les quatre faces sont
respectivement

— 15Xy, —mSXy, —nSXs, -+ S(X;+3X,),
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et leur somme
S(X, — X, —mX,— nX;)+ 88X,

est la force motrice sur I'élément de volume limité par le tétraedre.
Cette force se compose d’un terme proportionnel ala surface S, appa-
rent dans la formule, et d’'un autre S3X, proportionnel au volume;
ce dernier terme est identique 4 celui qu’on a introduit dans I'équation
du mouvement du parallélépipéde, comme on s’en assure facilement
en le développant. Reste le premier terme, qui, étant le seul de son
degré d’homogénéité dans 1'équation de translation, doit &tre nul sépa-
rément

Xy=IX;+mXy+ nX;
et de méme

Y, =IY,4+mYy+nY,

Zy=12,+ mZ, —nZ,.

Ces conditions, données simultanément par Lamé et Cauchy, sont
connues sous le nom d’équations du tétracdre.

19. Quadrique de référence. Plans principaux. — Au Tablecau de
forces
Xew Yoo Zy, face normale a =,
Xy, Yy, 7y, » ay.
X;, Y, Zg, » az,

les conditions précédentes permettent de substituer, en adoptant les
notations de Lamé, le Tableau symétrique

Ny, Ti T, face normale & x,
(”) « Ty, N, Ty, » ay,
J Ty, Ty, V-’iv » a 3,

()l‘l N déSigIle une (:()Inp()sante IlOI'"\'dle el T umne COI“pOSaﬂLE Langen—
tielle.
[.es équations du tétraédre deviennent

X1: lN,+mT3+ TLTq,
(TI1) Y =IT3-++mNy +~ nTy,
2, =1ITe+ mT; 4+ nN,,

dont la forme symétrique montre que la direction de la force X, Y, Z,
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est conjugnée de la face a laquelle elle est appliquée, dans la surface

du deuxiéme degré centrée

(r) N &2+ Nom?2 = NalZ - oTyn{ + 2Tl +2Tné ==4=1.

Il'y a donc toujours trois plans principaux rectangulaires sur lesquels
Faction est purement normale.

Remarque. — Il peut d'aillcurs y avoir un céne d’action purement
tangentielle, le cone asymptote de la surface, lorsque celle-ci se com-
pose de deux hyperboloides; mais cela n’esl pas inévitable; il peut
n’y avoir aucune face snr laquelle 'action soit purement tangenticlle.
Au contraire, et quelle que soit la loi de viscosité adoplée, le triedre
trirectangle od les actions sont puremeut normales ne fait jamais
défaut et, sur une face arbitraire, la composante normale ne peut
étre nulle qu’excepltionnellement.

En outre, on a

Xs+mYy+nly =Ny +...+2maT+,..= -,

en appelant /- le rayon vecteur de la quadrique (1) suivant la normale
3 la face.

La composante normale a la face est donc égale & I'inverse du carré
du rayon vecteur de la quadrique (1).

Par conséquent, la force elle-méme est égale a I'inverse du produit
du rayon vecteur par la distance du centre au plan tangent parallele a
la face.

2(). Vitesses relatives. Rotation élémentaire. — !l faut maintenant
trouver les relations entre ces forces N, T et les dérivées locales de la
vitesse.

Sotent u, v, w les vitesses du fluide an point zyz, 4 un certain
instant £; les vitesses en un point voisin z +da, ¥+ dy, 3z +ds

sont

; o
u—+—0—udx+9itdy—+—~u
ox oy 12

d }
v+ &> dr + df)— dy + (ﬁdz,
dx ay 03

ds,

a 0 i
w o+ 2% dr ﬂd}/ﬁ— % da.
ox dy [
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La vitesse relative du deuxi¢me point a pour composantes :

Ju ou ou
5 7 ly —+ P
dv do dv
ox dy 0z
Jw o dw

| Iz—dx+ Wdy%— Edz.

03,

dsz,

Les forces de frotiement, dépendant seulement des vitesses relatives
et étant des fonctions linéaires et homogénes de ces vitesses, sont
donc fonctions lindaires et homogénes des neuf dérivées premiéres
de u, v, w.
Mais ces neuf dérivées n’entrent pas toutes, d'une maniére indé-
pendante, dans I'expression de ces forces.
Il est clair que tout mouvement d'ensemble du fluide, identique &
celul d'un solide, n’a aucune influence sur les forces de frotiement.
Or le mouvement d’ensemble le plus général d’'un corps est donné
par les formules
uy =y +ns5—124Ly,
V1 = vy + Lz —tz,

wi=wo+§{y —nz.

oy Vo, Wy représentent une translation d’ensemble et, leurs dérivées
¢tant nulles, s’éliminent d’elles-mémes. &, 7, { représentent une rota-
tion autour d’un axe passant par origine : ce sont les projections dn
vecteur qui représente en grandeur, direction et sens, la vilesse angu-
laire de ce mouvement. Elles sont fonctions de ¢ seulement,

On a, d’apres ces formules :

dl,fj o dw,;
0z ox
d

() LA &
k4 dy
dwy 0vy .t
dy — ez 7

Si donc on retranche des dérivées, dans les expressions (1), des
constantes indiquées par les formules (2), ce qui revient a retrancher
du mouvement étudi¢ un mouvement d’ensemble, les forces de frot-
tement ne seront pas changées malgré le chungement des vitesses
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relatives qui deviennent

| ou Ju ou
ov dav oy
(3) (‘@— >dz-—+—b;dy—+—<(—);+5>dz,

ow ow ow
(Fa—c +T)> d.z;+(@—§> dy + Edz.

Les forces de frottement ne dépendent que de six combinaisons
linéaires indépendantes entre les neuf dérivées, puisque I'on peut
mtroduire dans les expressions des vitesses relativesles trois constantes

arbitraires &, 7, £, sans changer le frottement interne.

Pour ces combinaisons, nous adopterons le choix de Stokes :

du do dw Jw oy du
(1) o g ;

Jw do du
iz’ a9y’ ds’ 3’

d_y+dz TS &'+6

H

qu'on obtient en donnant & la rotation &, 7, € les valeurs particulieres

E_I<O_W_% _|<du dw) :_1 dav ou
T a\oy 0z)’ R ’ B )’

~a\ds Oz 2 \dx oy
qui ne laissent subsister dans (3) que les six combinaisons (4).

&, 1, § est une rotation d’ensemble qu'on peuat attribuer & I'élé-
ment de volume et qui s’ajoute & la déformation (4).

21. Les six composantes de la vitesse de deéformation. — Pour

simplifier I'écriture dans ce qui va suivre, nous représenterons les
dérivées par les notations suivantes :

ur, Vy, Wi, w),
Soient, & I'instant ¢, M et M’ deux points voisins dans le fluide;

#, ¥, 2 les coordonnées du premier, z — 8z, y + %y, 5+ ¢35 celles
du second.

Leur distance os est donnée par
()

a ~

(8s)2= 8z?+ 8y -+ 832,

Au boul du temps dt, les coordonnées des éléments de fluide qui se
trouvaient en ces points sont devenues :

Pour M :

r+udt, y+vdt, 3+ wdt;
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Pour M’ :

* x + 3z + u dt 4 (1, 8z + ul, Sy + v, 83)dh,
(6) ¥+ rvedti(vy 8z +v, 8y v, S3)dt,
?z -8z + wdt+(w) 8z + w) &y + w'; 8z) dt,

(85)2 devient (8s')%:

(3= [(1-+ ul dt)dx + w8y dt +— u', 8z dt]*
- [vh Sz dt + (1 + v, dt) 3y + v} dadet]?
+[wir dt = W, By dt + (1 + w' dt) 85]2,

ou, en développant les carrés et en négligeant (dz)? :
(7) (Bs")?= = (3z)2(1+ 21y dt)+ 2 Zdx By di{u, + vy),
d’ou

\

(8) (8s)2—(8s)2= 23s c% (8s)dt — 2dt[Z ul(B8z)+ Z(u)+ v}) 3z 8y].

. a - . S s
I.’accroissement E(B.c) dt¢ de s est fonction linéaire et homogéne

des six quantités

! ’ ' T lataty -
uy, vy, wk, vitesses de dilatation;

uy vy, L4 wi, wi- ul, vitesses de glissement.

Si ces six quantités sont nulles, 8s reste invariable.

Il est facile de reconnaitre que, dans un petit parallélépipede pa-
ralltle aux axes de coordonnées, «,, v,, v, représentent les vitesses
d’allongement des cOtés; w) -+ v}, w,+ W, v+ w, sont les vitesses
de changement des angles des arétes.

Ces six quantités définissent donc la vitesse de déformation d’un
élément de volume.

22. Directions principales. — Une petite sphére, tracée autour
d’'un point M au temps ¢, devient, au bout d’un temps d¢, un ellip-
soide.

Dans Péquation (7), changeons le signe de di¢; 3z, 8y, 65 se rap-
portent alors & Vétat final, s’ & 1'état initial; pour une petite sphére
décrite autour du point z, y, z, 3s' est constant, et 1'équation (7),
entrc 8z, 8y, &3, est celle d’un ellipsoide dont le centre est au point

x,¥5 &

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



28 LIVRE I. — GENERALITES.

Il y a donc un triédre trirectangle ayant pour sommet le point M,
qui reste trirectangle pendant la déformation et donne les trois axes
de lellipsoide. Dans la déformation rapportée a ces trois axes, les
glissements correspondanls sont nuls. La déformation est déflinie par
la direction de ces axes, et la grandeur des dilatations linéaires cor-
respondantes, qu'on appelle dilatations principales.

On appelle ces axes directions principales. Elles changent d’un
point & l'autre du fluide et, en un méme point, varient avec le temps.

23. Relations entre les forces et les vitesses rapportées au triédre
principal. - Nous venons de trouver deux groupes de trois plans
principaux rectangulaives, l'un par rapport auquecl les vilesses de
déformation se groupent symétriquement, 'autre par rapport auquel
les forces élastiques se groupent symétriquement,.

D’autre part, pour un liquide dont 'équilibre est rigoureusement
défini par les lois de ’hydrostatique, rien n’indique que les forces de
viscosité dépendent d’'autre chose que des vitesses de déformation.

Dans ces conditions les éléments de symétrie des forces élastiques
et des vitesses de déformation ne penvent pas différer. Les deux
triédres de plans principaux coincident.

Prenons-les pour tritdres de références. Le Tableau des forces et
celui des vitesses de déformation se réduisent

Ny, o o upy o 0,
o N, o 0o Vg O,
o o N 0o o  wg;

en appelant x, y, z les axes etu, v, w les composantes de la vitesse
par rapport & ces axes,

Il résulte des expéricnces de Coulomb que, pour les mouvements
lents, les relations sont linéaires.

On a donc
Ni= p—+ % Uy !—@1‘@ ! ‘{1W'z, )
Ng:~p+agu1'(+ l3-zV’y+Y'1WIz,
Ny=— p + a3lg+ By Vy—+ v, Wy

en appelant p la pression 1sotrope indépendante des vitesses de
déformation, mais fonction de la densité.

Les neuf coetficients spécifiques ay, ..., vs, qui ne dépendent plus
des vitesses de déformation, ne peuvent pas étre tous dittérents.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAP. II. — EQUATIONS DU MOUVEMENT LENT D UN FLUIDE VISQLEUX. 29

D’abord, il n'y a, dans un liquide, aucune différence spécifique
entre les trois directions principales; on a done, par permutation
circulaire,

0, — oy — - U
21 = Ya= 23, Y1 = 23— 333
) ]

oy = pzz Y3,

de méme, il n’y a aucune différence spécifique entre les deux dirce-
tions tangenticlles sur une méme face principale; donc

Br=vi-

En conséquence il ne reste que deux coefficients spécifiques
distincts; mettant en évidence la vitesse de dilalation cubique

Ug+ Vy+ Wy =8,
nous écrirons
Ni=2A8+apuy — p,
p
No= 28 + 24V, — p,

N;= 28 +2pw, — p.

24. Relations générales, — Le théoréme du tétraédre permet de

passer aux forces qui agissent sur une face quelconque z({mn)
X = (Ny, Y= mNs, Ly=nNy;
d’ol, pour la composante normale,
N=I(X;,+mY,+nZ;= 0N+ m2Ny— n2N;,

et pour la projection sur une autre direction {'m’'n/, qui peut étre
tangente & la face si 'on a {'+ mm' +— nn'—=o,

T=0IX,+mY,+n%Z,= 1N+~ mm' Ny+ nn'Ns.
D’ou
Ny =28 + ap({fuy+ m2vy-+ n?Wz) — p,
Ty=op(ll ug~ mm' v'er— nn' wg),

Ty = 2 (Il g+ mm'vy—+ nn'"wy)-

Or, les formules de passage d'un triédre trirectangle xyz 4 un

PN - I 4 o n
autre zys caractérisé par les cosinus lmn, !'m'n’, I'm"n", donnent

u=lu+mv-r-nw,
o =l'u-+m'v+n'w,

w=ra+m'v-+n'w,;
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et
ﬁ4l-g—+-m +nd,
oxr 0x 0 iz
—d —;l'i+m'g +n’-(-j-:
dy Ix 8 Sz
d n() " ¥ .
s VMg TV

d’ou les formules types

du
ox
Dw do

- . i
Z 2 =allfug+am mIv, 20 0" W,
ay 0z x y z

= [ug+ mvy+ ntWy,

De la résultent les expressions générales des forces pour un triedre

d'orientation arbitraire

0 0
N,:)\6—+—2‘ugﬁ—p, T1:p.<w+ U>’

oz o
1v) Ngzxe+zf13—;’;p, T,:H(g'_;+‘;_;>,
(N;,:)\B+2p(3—‘: -p, T3:H<di;+$)'

25. Influence de la compressibilité. — Il semble au premier abord

que, pour les liquides incompressibles, on doive poser

0 = o,
et clfacer les termes en 6.

Mais si ce raisonnement était iégitime on pourrait aussi bien dire
que, dans un liquide incompressible, ¢ ne variant pas, la pression en
chaque point doit rester constante. Ce serait une erreur physique et
mathématique.

Au point de vue physique, les liquides sont compressibles, mais ils
le sont trés peu, c’est-a-dire qu’une variation trés faible de la densité g
produit une variation énorme de la pression. Ainsi, st ]'on pose

) p=7s(p)
J'(g) est énorme.

La ou p intervient directement, c’est-3-dire comme coefficient de
I’accélération dans les équations de translation, les variations relatives
de g sont tout a fait négligeables.

Dans I'équation de conservation de la matiere, qui définirait les
variations de p en fonction des vitesses si les vitesses étaient connues
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rigoureusement, on néglige également ces variations parce que, dans
Papplication aux hiquides usuels, on ne peut connaitre la distribution
des vitesses avec une précision suffisante (de Pordre du millionieme)
pour en déduire la variation relative de g, méme a 100 pour 100 prés.

Mais, dans l'évaluation de la pression, on ne peut oublier que
J'(p) est énorme, ct que les variations minimes de p entrainent des
variations finies de p. Ne pouvant rattacher les variations de p &
celles de 5, trop petites, on doit done regarder p comme une fonction
de z, v, %, ¢, indépendante des vilesses, et tirer p de l'iutégration
des équations & quatre fonctions u, ¢, w, p de z, ¥, 3, ¢.

Si l'on a besoin de connaitre les variations de g, on les obtiendra en
divisant par f'(p) les variations de p.

Cette marche dans les approximations successives peut méme étre
la seule applicable a certains mouvements tumultueux des gaz, quelque
compressibles qu’ils sorent.

De méme, dans le cas de la viscosité, du {ait que la vitesse de dila-
tation cubique est extrémement petite dans les liquides, nous n’avons
aucune raison de conclure que la pression normale isotrope corres-
pondante soit aussi trés petite (et & la limite, nulle). Nous devons
seulement en conclure que la dilatation cubique est mal déterminde
par les vitesses, puisque § est incomparablement plus petit que chacun
des trois termes dont il est la somme; que par conséquent on a avec
une trés grande approximation

8 =o,-

el qu'il faut regarder le terme (1) comme une fonction de =, y, 3, ¢
que détermineront les équations dynamiques. Mais, sous cette forme,
cette fonction ne se distingue plus en rien de la pression générale p,
dans laquelle elle se fond.

Sil'on veut franchir la derniére étape, et remonter de la pression
a la dilatation cubique, Péquation d’état & laquelle il faut recourir est
I’équation compléte qui donne la pression moyenne

P*%(NH-M-F Na)=f(p)—(3r+2p)8 :f(p)%—(?z)\-%—zp.),%%,

et nous ne savons acluellement rien sur 'ordre de grandeur relatif
des deux termes; rien ne nous autorise encore a effacer le second.
Du point de vue mathématique on admet la rigueur de la relation

=0
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qui constitue alors une liaison, dont on doit tenir compte en for-
mant les équations du mouvement; la force qui correspond a cette
liaison est précisément la pression isotrope traitée comme fonction
de z, y, 3, t.

La rigueur logique du raisonnement ne doit pas faire illusion au
physicien, qui ne peut pas oublier que les liquides, ainsi traités comme
imcomypressibles par les mathématiciens, sont pourlant dix fois plus
compressibles que les solides, dont personne ne songe a négliger la
compressibilité! C'est que I'absence lotale de rigidité des liquides
permet des mouvements d’étendue finie sans changement de densité
dont le réle naturel est Lrés imporlant; les mouvements sonores dans
lesquels la compressibilité du liquide intervient forment une classe
séparée. En comprenant dans quel ordre les approximations doivent
étre obtennes, nous allons plus avant que par la méthode strictement
mathématique.

Pour les gaz, Stokes a cru pouvoir admettre que la viscosité de
compression est néghigeable par rapporta la viscosité de déformation
pure, ou que 3% + 2 est beaucoup plus petit que 2; 1l a donc posé,
méme pour les gaz,

3A+2u=o0;

c¢’est & cela que correspond I'idée vulgaire qu'on se fait du frottement,
celle qu’on traduit inexactement en supposant qu’il se réduit a des
forces tangenticlles, mais dont I'expression correcte est la suivante :
le frottement correspond aux glissements; aucun frottement nc
prend naissance dans une dilatation isotrope, déformation qui n’est

accompagnée d’aucun glissement.

2. Travail de la viscosité. — Fonction de dissipation. — Un
parallélépipede élémentaire se déplace, tourne, et se déforme par
suitc du mouvement. Les centres des faces opposées, primitivement
normales & x, subissent des déplacements

udt, vdt, wdt
el

du de N ow
(u —- Bidx> dt, <v+ E'd.z') dt, (w - Z'd'Z) dt.
Le travail des forces

—Xydyds, —Y,dyds, —ZL.dydz
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et
oXx oY , B o7
<X, + dx) dy ds, (Y_t + o dz‘> dy daz, (\L,t + o d.z') dy dz
est égal &
. ou 0X oy 0Y . ow 0Z
(XI5§+?;u+ 'td_ar-+dx u—f—Z,,d—x,—f—Ww)dzdydzdt,

—+ des termes négligeables d’ordre supérieur.

De méme pour les autres faces.

Le travail total ainsi obtcnu ne se retrouve pas entiérement en tra-
vail contre les forces extéricures, ou en énergie cinétique; ce qui reste,
aprés qu’on a évalué ce travail mécanique au moyen des équations (I),

c’est
ou g . Nw
Xege TV o T heag
x, 4y, 9 9%\ dwdy dz dt = Q de dy dz dt
TRy gy gy (drdydzdi= Qdedy dadt

oo dw

ou
+Xagm wYag, gy

C’est, d’aprés le principe de I'équivalence, la quantité de chaleur
créée dans I'élément de volume. Remplagons les Xz, ..., Zz, par leurs
expressions (1V), il vient

Q=)p0+)\0?
+ pl2uf 4 ael? w4 (w4 vp) (a2 (v -+ u) 2]

I.e premier terme — p 0 est di 4 la compression (— 0)); le second et
le troisiéme représentent le travail de la viscosité, qui est perdu
comme énergie proprement mécanique; leur ensemble a regu de
Lord Rayleigh le nom de fonction de dissipation.

Cette expression nous permet de préciser le sens de 'opinion vul-
gaire, que le frottement est résistant. Il consomme toujours du travail ;
la quantité de chaleur qu’il produit

D =402+ uloul + 202+ 2w+ (wh4 0L (ul+ Wi )2+ (0h+ ul)?]

est toujours positive ou nulle, jamais négative. Pour qu'il en soit

ainsi, il faut évidemment que w soit positif, lorsque les glisse-

ments ne sont pas nuls; il faut aussi que 3% 4 2 soit positif ou nul,

lorsque la dilatation est isotrope. Ces condilions suffisent, car on

peut alors mettre la fonction sous forme d’une somme de 6 carrés
B. 3
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indépendants

~ T\“' (] 2
d>=2;¢3 Lu;+(\/“ﬁ?~—x>3] +...+é(w’y+ vL)t+. ..

On apergoit ainsi, sous un autre point de vue, le caractére limite
de I'hypothése de Stokes; 34 <+ 2p. peut a la rigueur étre nul, jamais
négatif, °

La fonction @ est homogeéne et du deuxicme degré; on a

oPp o

X, ~— B — e Te=
TNETEY Sy BT T

et
2P = (Ny+ p)uz+...+ Ts(uy+ 03).
On a aussi identiquement, en désignant par U, V, W d’autres
vitesses, et par ¥ la fonction correspondante analoguc & @,

, 9 0P , v o

- ‘ ) = ST iTees -
zou;+"'+(U7+V1)o(u’,+u;) Uz g, e My

U _ W
U, Vo)

La fonction @ peut étre également exprimée au moyen des pres-

sions obliques, car on a

R N I - 3n ,
uzng[‘i-%p 3)\—+—251.(NTP)]’
W7+V;: lqu

en posant 3N =N, + N, + N,.

Il vient alors

r oA T 2
b= — — T2 4...;.
(Ve (L] I
Ou peut donner 4 la fonction de dissipation une forme qui fait
apparaitre les conditions & la paroi
P = (2 +2u)00— fuwd—fu(vyw, —v wl+...),
en posant
20 =Wy, — 9z, ..., w?=w}+ w}+ wi.
Un groupement convenable des termes transforme cette expression

cn

P =(A+2u)62+ §pw?

9 2 2 2 J 0
e[ ) ()]
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En intégrant pour tout le liquide, on obtient

f./f®dzdydz:‘/‘ff()\-j—2y)62dz‘dydg
+4P~J'ffuﬂdxd]dz_“f‘/‘%(uz—kvh(v—uﬂ)ds

+4gff[1<m3_Wm2)+...]ds,

en désignant par v(I, m, n) la direction de la normale a I'élément dS,
vers l'intérieur du fluide.

Les intégrales superficielles sont nulles sur toutes les parois ou la
vitesse est nulle. La seconde des intégrales superficielles est nulle sur
toutes les parois ou la rotation est nulle, et plus généralement ou la
normale & la surface est dans le plan de la vitesse et de la rotation.

97. Equations générales du mouvement interne. Nous pouvouns
maintenant écrire les équations générales du mouvement des fluides
en portant les expressions des N, T (n° 24), dans les équations (I)

dun° {7 :

dp el ou ou Ju ou
rﬁﬂ—()\%—y)(ﬂ—kyAuq—XE:p % T %5 —4—95 + w1
d a0 do a d
7—(§+(7\+y)a}—’—+—p.iv—f—1}=9<d—; +ua—; -+—v;—v +w5§ >,
op 06 ) [ ow Jow dw ow
——a;+().+p)£+yAW+Z,—p(\d—t+u% —4—06—*«»;;),
g 0 3 J
u—t—+—d—x(pu)+a;(pv)+&(pw)_o,
P =f(p T).

Pour les mouvements isothermes des gaz :
Jp, T)=Ap;

pour les mouvements adiabatiques des gaz :
f(p, T) = Bpm_

En général, il reste & définir les variations de température, en
tenant compte des échanges par conductibilité, obéissanl aux lois de
Fourier, et des productions de chaleur par le frottement Jui-méme.
Mais, dans les conditions auxquelles s’appliquent nos équations, c’est-
a dire quand les déformations sont lentes, la quantité de chaleur créée
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par viscosité, fonction du deuxiéme degré des vitesses de déformation,
est trés petite, comme la chaleur échangée par conductibilité si les
coefficients de conductibilité et de viscosité sont du méme ordre de
grandeur; 1l est alors légitime de la négliger dans I'équation calori-
métrique. Cette relation d’ordre de grandeur est celle & laquelle on
est conduit quand on attribue aux deux phénoménes la méme ori-
gine, la diffusion du fluide en lui-méme; elle est d’accord avec 'expé-
rience pour les gaz; mais 1l n’en est pas de méme pour les liquides,
4 en juger par le Tableau suivant, qui contient presque toutes les
déterminations de conductibilité thermique de liquides, au voisinage
de 10", et les valeurs correspondantes de la viscosité, le tout en

unités C.G.S. Degré centigrade :

Conductibilité. Viscosité.

Acide acétique........ 0,000 472 0,0150
Alcool méthylique. ... 495 0,0073

»  éthylique...... 423 0,0150

» amylique ... ... 328 0,0651
Sulfure de carbone ... 343 0,0036
Chloroforme ......... 288 0,006}
Ether..ov..oin.nua.. 303 0,0026
Glycérine ............ 637 21
Huile d'olive ......... 0,000 395 0,3

Aucune corrélation n’apparait entre les deux propriéiés.

Dans ce Volume la tempéralure du fluide sera ordinairement sup-

D Volume la t ture du fluid d ement
posée uniforme et invariable, scit que les variations solent naturel-
ement négligeables, soi 'on les rende telles par une disposition
lement négligeables, soit qu

convenable de I'expérience.

28. Le mouvement permanent lent est déterminé. — Considérons
les mouvemeuts lents, tels que tous les produits uu'y, ..., uw,, ...

soient négligeables.
Soient u, ¢, w les composantes de la vitesse qui satisfont aux équa-
tions et aux conditions a la surface limite. Soient U, V, W des vitesses

supplémentaires arbitraires, nulles a la surface limite.
La fonction de dissipation pour le mouvement total est

AO+8)+ pl2(u—+ U2+ .+ (uy+ oo+ Uy + Vo )2+,
ou, d’aprés les notations et les remarques du n° 26,

., 0P od
¢+ e e ) L) ——— R I
+2[U"du; -+ +<by+vx)d(u3,+v;) —+ ]
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Cette derniére parentheése est égale a
0 odb 0 0 (
[ (Vo Var Ve o ()l )]
d d¢ J JdP 0 0P\ - i

—|V(Zar st mar) -V )=V )]

D’aprés les équations du mouvemeunt lent, la seconde ligne est
égale &
- op du>
+2[U< e 5w *PW, +]

Supposons que les forces extérieures dérivent d’'un potentiel uni-
forme % par unité de masse, comme la pesanteur,

. oF
Xe:—pd—

cette seconde ligne peul s’écrire
2| Luepe LA
—z[dz (p +p)Tdy (2% +p)+...
do A ou |
. o ] =
(p%+p)e Q’(Udm ‘ ...)—+—9<L 5 +...’)J.

Cela étant, formons la fonction de dissipation pour tout le volume
occupé par le liquide, en nous rappelant que U, V, W sont supposés
nuls 4 la surface limite; il reste seulement

F+8F=f‘[f[¢+w+2(p&l’+p)8

da ds da
[¢ DL - i
+2P(de de+Woz>

ou dv o
— U — V—+W— dr dy ds.
‘”’( ot ' ot ot )] 4
Dans les mouvements lents, les variations de densité sont faibles et
P’équation de continuité se réduit 2
oz
’;‘t + 20 =o0;
le mouvement additionnel est soumis & la méme restriction, et les

termes (Ug—% .. ) sont négligeables en facteur de ¢.

Considérons un mouvement permanent et un mouvement addi-
tionnel qui conserve la permanence

du_dv__z)w_ o —
== =0 o=o
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La fonction de dissipation se réduit a

F + ¢F :ff [(¢—+—W)dxdydz.

Or ¥ esl essentiellement positif. Donce, dans le mouvement modifié,
avec mémes vitesses a la surface et méme distribution de densité, la
dissipation d’énergie est plus grande que dans le mouvement perma-
nent réel.

Cette proposilion a ¢été énoncée par Helmholiz (456A., t. 1, 1868,
p. 223) pour les liquides.

Sous vitesses données a la surface, le mouvement permanent est
unique, putsqi’il correspaond alaplus petite dissipation (’énergie.

Application. — 1l est quelquefois tres difficile d'intégrer les
équations da mouvement permanent; mais on peut généralement se
faire une idée grossicre de la distribution des vitesses.

En particulier on peut imaginer des distributions de vitesses con-
tinues, mais avec discontinuités des dérivées des vitesses, Lelles que la
fonction @ soit partout finie, qui représentent l'allure générale du
mouvement, et satisfassent exactement a la distribution des vitesses
le long de la paroi, et sur toute la surface limite du liquide.

La fonction de dissipation calculée au moyen de cette distribution
imaginée des vitesses est toujoars trop grande; elle donne une valeur
approchée par excés du travail, et par conséquent des forces appli-
quées aux parties mobiles de la surface limite. Lorsque la distribution
a été imaginée judicicusement, excés peut n'étre pas trés grand ; nous
en verrons des exemples.

On peut utiliser pour le calcul 'expression transformée (26) mais
en conservant les intégrales de surface le long de toutes les surfaces
on les dérivées des vitesses imaginées sont discontinues.

29. Stabilité du mouvement permanent lent. — On a

o® _ db duy + g o
ot dul, ot T o(uly-of) ot

(Ut 9y) + ..o,

ct par la méme transformation que plus haut

0P _ 0 [du oD oy 0P ow P Ju @
ot T om0t ouly T o oo Tt owl Gt RPTHR)

e e [ R
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Or, dans le mouvement lent, on a

p=a-—+bp
avec

dp

—t—+—pﬁ=0;
d’ou

I )
(Ro—p)oz = = [(Fp +p)0] + (£ -+ b) ph2.

Considérons seulement les mouvements variés dans lesquels la
vitesse de la surface limite du fluide reste la méme que dans I'état
permanent. On a alors

g%:‘/:/l/v%?dxdydz
. =d% [b/:/:/‘(fl’p+p)6dmdydz]
e )

Supposons d’abord que le mouvement s’effectue sans variation de

(n

densité.
oF ‘ (()u 2 (00)3 ow \? .
s =SS S G (G () | ras
le second membre est essentiellement négatif; 'énergie dissipée par
seconde diminue constamment; elle tend done sans alternalives vers
sa valeur minima. Le mouvement permanent lent est stable.
Cette propriété a été établie par Korteweg pour les liquides ( PA(L.
Mag., 1883).
Dans le cas des gaz, si I'état variable est accompagné de pertur-
bations de la densité, celle-ci est déterminée séparément par

ofi

—Ap—+—()\+2p)AO—pA‘f:p(TZ-
p=a—+bp, gﬁ—pﬁ:o
ou
A—+o2w dp 2
h og @ _ e,
b Ap + Adl p A% o

qui comporte des oscillalions amorties; le retour a 'état permanent
ne se fait pas nécessairement sans alternatives; mais ’élat permanent
n’en est pas moins stable. :

En cffet, le potentiel des forces extérieures € contient une con-
stante arbitraire, qu’on peut toujours prendre négative, assez grande
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pour que ¥ + & soit négatif dans tout le volume occupé par le fluide.
L’équation (1) montre alors que

{%(F—fffpedxdydz_fffp@ofzxdydz>

est constamment négatif. Les deux premiers termes représentent la
chaleur dégagée dans tout le fluide, le troisieme est I'aecroissement
d’énergie potentielle. La somme diminue constamment, et tend sans
alternatives vers la valeur minima, correspondant au mouvement
permanent; celui-ci est donc stable.

30. Propagation du son par ondes sphériques. — Appliquons
immeédiatement les équalions générales & la propagation du son par
ondes sphériques isotropes de faible amplitude. Soient P, go, T, la
pression, la densité et la température d’équilibre; on a

oP
—% +Xe: 0,
et, par suite,
0 df du
N — P - - = — cen
(P =)+ ()5 s =g G
et
0
5¢ T la=o,

en négligeant les termes du second ordre, avec

ﬂ;—__P___(P_9(|)+T_Tn

P Po Ty

comme conséquence de la lo1 de Mariotte.
Enfin I'équation calorimétrique est exactement

<d’T 01T 0T

, . , oT
W —+ W -+ py > —PU+)\(12+[\L[')_u;ﬁ—...—x‘—-(wy-—#—vz)ﬂ—#—...]:.0907177

en appelant K ]Ja conductibilité, et ¢ la chaleur spécifique sous volume
constant.

Pour des ondes sphériques isolropes émanant de l'origine, la
vitesse, purement radiale, ne dépend que de la distance r a 'origine,
et de £, ce qul permet de poser

_do do _ oy

u__(;;‘, V:b—-]"v . W~—-0_zi [‘P(rv !>]i
_ % Oy %o e 209
ox? ay? 0z2 a1 ror

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAP. II. — EQUATIONS DU MOUVEMENT LENT D'UN LIQUIDE VISQUEUX. 4I

et donne aux équations la forme

—d(p—P) 0 9 do
o T am Ay = pogn
d
£+990=0,

orp\? do \? oT
— 2 — L —_ = —
KAT — P Ag + A(Ap)?+ p[z(dwz) +...—+—4<6de> +] coo ot

51, dans cette derniére équation, nous négligeons la conductibilité
et la viscosité, la compression est adiabatique

P —
p_l’— =y EP—PO (y rapport des deux chaleurs spécifiques).
L]
Dérivant la premiére équation par rapport 4 ¢ et éliminant p et p,
au moyen de 'équation de continuité et de 'équation adiabatique,
enfin intégrant par rapport & r, on trouve facilement

P~y Adau 0 _ 0%
b T T m YT gn

et cn multipliant par r,

Py o2 A4+2u 0 o0 02
Eﬁ(r?)+ » Egr—z(rcp):d—ﬂ(rcp).

Une source périodique simple & I'origine donnera un mouvement

représenté par
A ST cos(nt — mr)

¢ = r
avecC
P 2
P—:(Ci—-m’)—— _:()Qpn.'zlm-%rﬁ:o,
A+ >
l“ﬂ({’—m“)%— liz’;m:o;
0

Pu

.. . . v i
d’of, en premiére approximation <L pem)7

m
PYm.z:IL’ ou 2 /P—y
2o m ‘ o
et
2p‘Y§=~)\—+—2Hnm ou C=Lg2i _rn—3
Po Po 200 n
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L’intensité du son varie comme le carré de I'amplitude, ¢’est-a-dire

—ulr
4 LY

comme ; aux distances superieures a I’extinction par viscosité
2

r

e ¥ devient plus importante que I'affaiblissement par rayonne-

ment (%)

Mettons des nombres; on a pour l'air 4 o°, en C.G. S|
n a2 .. .
m = 33300; £o==0,001293; R’ = 0,0002; m= —,

en appelant [. la longuenr d’onde du son.

D’ou
A+2u\o0,0004 1 4m?
¢ = <jp7) 0,0013 33300 L2
A-=21\ 1,9.107%

Si donc A était nul, on aurait, pour un son moyen (L = roo®™),

[ 108

M km
y = .
b 1,9

soit 500

Avec la relation de Stokes % + 2 devient égal a % 2u, et < devient

4
1,5 fois plus grand.

Il ne semble pas que I'observation vulgaire, ou méme les remarques
faites au cours d'observations scientifiques, permcttent de dire si
Paffaiblissement par viscosité joue un réle important dans la propa-
gation sphérique, et si le coefficient % 4+ 2 u est beaucoup plus grand
ou beaucoup plus petit que 21, puisque le domaine du rayonunement

presque pur (loi r%) est de plusieurs dizaines de kilomeltres, pour les

sons moyens, moindre pour les sons trés aigus.

En tous cas, ce n’est pas sur la combinaison de Stokes (3A + 2u)
qu’on serait renseigné, mais sur la combinaison A -+ 2w qui seule
Intervient dans la propagation libre du son.

Des expériences précises paraissent indispensables.

B. — CONDITIONS A LA PAROI.

31. Conditions exprimant que la paroi est étanche. -— Si la parol
est étanche, ce que nous supposerons, la vilesse relative du liquide et
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de la paroi ne peut étre que tangentielle; la vitesse normale relative
est nulle.

Soit donc en un point de la paroi : U, V, W les composantes de la
vitesse de celle-ci; «, ¢, w les composantes de la vitesse du liquide;
@, B, v les cosinus directeurs de la normale. On a

(1) 2+ PBo+yw=aU+BV+yW

32. Conditions relatives au frottement 4 la paroi. — Deux cas
peuvent se présenter :

Premrier cas. — Il y a adhérence compléte. Cest évidemment le
cas des liquides qui mouillent. Alors la vitesse du fluide est égale a
celle de la pavo1 et 'on a

Deuxieme cas. — I y a glissement particl du liqguide sur la
paroi. — Alors, pour un liquide et une paroi donnés, nous admet-
trons qu’il existe un frottement proportionnel a leur vitesse relative
et ayant méme direction.

Appelons © cette vitesse relative en un poinl de la paroi. Prenons
ce point pour. origine des coordonnées, pour axe des z la direction
de la vitesse 19, et des 5 la normale vers U'intérieur du liquide.

I.a force de frottement exercée en ce point par le solide sur le li-
quide est dirigée en sens inverse de la vitesse relative © du liquide.

Sa valeur par unité de surface peut donc s'exprimer par

— k0

en désignant par £ une constante spécifique. Le travail de frottement,
superficiel, perdu comme travail et converti en chaleur, est, par unité
de surface et par seconde, A0®.

Considérons alors une lame trés mince de liquide contigué a la parol
et d'étendue dS.

La force de frottement exercée sur la face externe de cette lame
est

— k0O dS.

La force exercée sur la face interne de cette Jame par le reste du

liquide est
T, dS.

Toutes les autres forces étant proportionnelles au volume, on doit
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avoir séparément
(—k1 +Ty)dS = o

ou
(1) T, = k0.
La vitesse relative normale @ est nulle tout le long de la surface;
on a donc
W g 00
gz T EET

Cherchons & quelle distance de la paroi la vitesse relative tangen-
tielle serait nulle; en supposant la variation de vitesse linéaire dans le
voisinage de la paroi, on a

0
u=01+ z —t):
. 03
et 'équation (1) donne
00 }
9 = KO
d’ou
(1+25)
u=0V {1+ 2z -
\ “
La vitesse « deviendrait donc nulle 4 la profondenr — %, située

dans la paroi s1 & est positif, ¢’est-a-dire si le frottement a la paroi est

résistant, et dissipe réellement du travail sous forme de chaleur.
Donc : la vitesse le long de la paroi est la méme que s’il y avait

adhérence sur une paroi paralléle a la paroi donnée, et située 4 une

distance ¢ = L/: hors du liquide.

L’expérience permet-elle de mettre en évidence cette valeur % de
la distance du plan d’adhérence a la paroi? Sil’on arrive a des valeurs

de % plus petites que l'erreur qu'on peut commettre sur le repérage

précis de la position de la paroi, il est bien clair que cette valeur de %

estillusoire; on n’'aura pas 4 en tenir compte. C'est le cas de l'expé-
rience des disques (Coulomb). Ce n’est guére que dans le cas de
Pécoulement 4 travers des tubes capillaires quon peut obtenir une

valeur de Ai certainement supérieure aux erreurs d’expériences.

Les formules de transformation de coordonnées permettraient
d’écrire ['équation de frottement superficiel pour une orientation
quelconque de la paroi mobile; mais I'extréme petitesse de I'épaisseur
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additionnelle z dans tous les cas connus permet de se borner sans
erreur appréciable au cas plus simple de I'immobilité relative lc long

d’une paroi fictive paralléle a la paroi vraie & une profondeur — %
33. Limites d'adhésion. — Telles sont les seules suppositions pré-

cises faites jusqu’a présent au sujet des relations de contact entre le
liquide et le solide. Il y a pourtant une autre question importante qui
se pose d'elle-méme dans 1'emplor des huiles comme lubréfiants,
celle des conditions qui limitent 'adhésion du liquide au solide. En
horlogerie la réponse esL simple, et ressort exclusivement de la ca-
pillarité ('); mais, dans la grosse mécanique, il en est tout autre-
ment, et 'on parle de lubréfiants qut ont du corps et des pressions
limites qui chassent le lubréfiant pour caractériser une propriété
essenticlle qui semble étre distincte de la viscosité comine Ja ténacité
est distincte de I'élasticité. Toulefols les indications des ingénieurs a
ce sujet restent si confuses que la propriété spécifique est encore
inconnue.

Il est certain que le liquide peut cesser d’étre en contact avec la
parol, et s'en séparer en la laissant s¢che. Une goutte de mercure par
exemple peut rouler sur du verre; la séparation s’effectue alors nor-
malement. Il n’est pas siir qu’elle puisse ghisser; pourtant il est peu
vraisemblable que le frotiement sans glissement puisse croitre sans
limites.

A défaur d'observations, quelles hypotheéses provisoires peut-on
faire & ce sujet?

1” Le frottement avec adhérence est remplacé par le frottement
avec glissement au dela d’'une certaine valeur fixe :

du

wy, <JSo u=o

a la paroi,

du du
poo > o =forfiu

1 désignant la vitesse relative, tangente a la paroi.
2* Méme loi, mais la limite f, est proportionnelle a la composante
normale de la pression :

gv
f0:‘F0<P+H%)’

¢ désignant la vitesse relative normale a la paror.

() M. BriLLoUIN, A, Ch. Ph., 1906.
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[épaisseur additionnelle ¢ (n° 32) n'est plus une constante; la
profondeur ¢ 4 laquelle on peut imaginer une paroi fictive sans glisse-

. . u X .
ment est alors égale & -~ —, extrémement grande au début du

fo+f1uo

lissement ( gy petit) si n’est pas nul. Le glissement se produirait
g o P 0 p B I

. N .. 7 NPT
d’abord aux points oit la variation ﬁ est la plus grande, c’est-a-dire

aux courbures d’entrée et de sortie, et aux angles vifs de la paroi. Les
changements de régime seraient alors sous la dépendance étroite des
orifices (L. 1I, Ch. IV).

Dans tous les cas, la pression normale est celle que donne 'inté-
graltion des équations du mouvement interne.

34. Surface libre. — Lorsqu’il y a une surface libre, on admet
d’ordinaire avec Stokes que le frottement est nul & la surface (en
négligeant I'entrainement du gaz par adhérence) et que les équations
de viscosité sont valables jusqu’a la surface. Toutefois on oublie
généralement de les écrire et d’en discuter I'influence.

S1 I’axe des x est normal a la surface, ces équations sont

du
— P '*")\9‘*‘2}*5 = — Pext,
/du ay
(5~ o) =
du dw
u (& ) =
35. Viscosité superficielle. — A la suite d’observations d’ailleurs

discutables, sur les bulles de savon, Plateau a été conduit a supposer
I'existence possible d’une viscosité beaucoup plus grande de la conche
superficielle que de 'intérieur du liquide. Cette propriété peut étre
une conséquence naturelle de I'existence des couches de passage que
révele la tension superficielle.

Traduisons-la en formules, en supposant que les actions sont des
fonctions lindaires de la vitesse de déformation de I’'élément de sur-
face : s1 l'élément de surface dy dz fait partie de la surface libre, les
forces qui s’exercent sur les éléments dx dy, dx dz contiennent des
termes proportionnels aux longueurs des cités dy, dz, auxquels les
conditions d’isotropie autour de la normale oz imposent la forme

oo dw dy [ 0p gy
o e () ey wlGe5)

ov dw / Ov ow ow
dz dy : Hs<&+‘d;>, R§(76;+E)+ZH’F:'
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Les composantes normales 4 la surface sont nulles, car lenr couple
autour de oy et autour de 0z doit étre nul séparénient.

A ces forces correspond une conversion de travail mécanique en
chaleur proportionnelle & l'aire, définie par la fonction de dissipation
superficielle

D= A (0 4+ W )2+ ps[ 202 + 2w 4+ (w4 0; )2,

Comme il n’y a pratiquement pas de terme d'inertie proportionnel
a la surface, la variation de densité étant au-dessous de tout ce qu'on
a pu mesurer, 'effet de ces forces superficielles doit équilibrer les
actions qui proviennent de la profondeur sur Yélément de surface
dz dy:

_ A du+ﬂ+d‘i) 4 d_u—-_ :
P+ ox oy 0z Mo = T Pexti

si la surface est courbe, on ajoutera le terme di 4 la capillarité.

Ju dp 0 (dv ow /0%¢ oty
”(@*ﬁ)““*“”a \a;+z>+“f(\w+m):°v

‘du dw a [/ dv ow diw oJlw
**(&+a‘m>+”s+“5>a(a;*&>f“f jﬁ‘*ﬁ):"-

Ces équations sont notablement plus compliquées que les préce-
dentes (n° 34).

S'il y a une couche de passage ayant sa viscosilé propre a la sur-
face libre, a fortior: doit-il y en avoir une au contact d'un solide;
mais elle ne peut entrer en jeu que s’il y a glissement relauf; les
équations a la surface d’un solide isotrope seraient alors

du , ,. 0 [0v ow 0% oty
® iz + (1) <—+——>+H§< +@> = fo-+ f10,

__y ay 03 m
dw+(>‘, ;0 fdv dw) ,(d‘lv 9w %
Boz b "+‘u’)d‘z\<7yj_5 Tl 5y o) =%

en désignant par o, ¢, &, la vitesse relative du liquide par rapport a
la paroi et prenant I'axe Oy suivant la vitesse ¢, positive, au centre
de I'élément de surface dz, dy, ou l'on suppose w nul.

La condition d’absence de glissement serait alors

Ida+(>\, ,)d dv+dw> L [0y 02w
H.BT’L‘_ s""f’*s d)’ @ 0z

) < for

el Gy ¥ et )

36. Rigidité du liquide. — (Quant au corps du lubréfiant, il semble
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que cette propriété doil se rattacher a la rigidité étudiée par Schwe-
doff (1), et ne pas appartenir aux vrais liquides.

La pression himite qui chasse le lubréfiant ne s’exerce jamais sur
une couche épaisse; mais, dans le cas ou les parois ont acquis le poli
spéculaire, et ol les surfaces sont bien paralleles, la couche peut
devenir trés mince, et c’est alors la question de la stabilité des
couches trés minces, immobiles ou en mouvement, qu'on doit se
poser,

Mettons hors de cause la capillarité qui ne peut jouer aucun réle
quand il s'agit de la grosse mécanique, et de tourillons qui portent
des centaines de kilogrammes. Le lubréfiant est soumis a deux actions
rectangulaires : la pression qui tend a le chasser parallélement a 'axe
de rotation, a travers I'cspace annulaire, et le couple de rotation qui
le fait circuler autour du tourillon. Dans ce dernmier mouvement, la
dé¢formation considérable et constamment croissante ne met en jeu
d’une maniére appréciable que la viscosité; mais, si le lubréfiant est
une de ces huiles analogues aux solutions de gélatine, telles que 1'huile
d’olive, I'huile de ricin, il est capable de supporter des efforts sans
se rompre, pourvu quc la déformation correspondante reste petite;
c’est ce qui arrive dans la direction de I'axe. [.e méme lubréfiant peut
se comporter au méme momenl comme fluide dans le sens des grandes
déformations, et comme rigide dans un sens perpendiculaire, si 'on
a soin de limiter les efforts et les déformnations dans ce sens.

Je reviendral sur ce point dans le dernier Chapitre de ce Volume.

(') Congrés de Physique, t. I, 1goo, p. 478.
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CHAPITRE III.

PROBLEMES THEORIQUES.
MOUVEMENT RECTILIGNE A UNE DIMENSION.

I. — ENTRAINEMENT DU LIQUIDE PAR LE GLISSEMENT D'UN PLAN.

37. Mouvement rectiligne. — Le probléme le plus simple est celm
du mouvement rectiligne de vitesse U d’un plan indéfini en tous sens
(z = o0) avec diverses conditions au loin, également uniformes dans
un plan z = A, paralléle au plan mobile.

La vitesse ¥ ne dépend alors quc de la coordonnée 3 normale au

ou , .
plan et du temps; — est nul; ¢ et w sont nulles. Les équations sont
b dz, b
alors rigoureusement

dp ’?u ou op dap

o Tow T Ham P oy

Pour les liquides, nous pouvons supposer la pression p constante
ou lindaire en .« ; mais, pour les gaz, notre hypothése a pour consé-
quence l'uniformité de la densité, ct, par conséquent, de la pression.
Traitons donc d’abord ce premier cas.
02u  du
0z? ~ ot

%P _ B
) oz = 0, E

L’équation en u est identique a 'équation de diffusion de la cha-
leur; les solutions fournies par Fourier et ses successeurs s’y adaptent

immédiatement.
Jdu o ,
38. Mouvement permanent 5 =0 — Liquide adhérent
0%y R
et = O u=U—as.
Résistance par unité de surface Ty==— wa.— La vilesse varie linéai-
B. 4
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rement avec la distance au plan mobile; comme on ne peut admetire
qu'elle devienne infinie au loin, le seul mouvement que puisse
prendre le liquide indéfiniment étendu, sous un plan indéfini, est le
mouvement de translation avec la méme vitesse que le plan, comme
s'1l faisait corps avec lui, et sans résistance (a — o).

La condition & distance infinic n’est pas disponible; on ne peut
pas, en particulier, supposer le liquide 1mmobile 4 I'infini lorsque le
mouvement est permanent.

C'est d’ailleurs une circonstance dont on ne peut s’étonner, vu
I'extension infinie du plan mobile et Je temps infini nécessaire a 1'éta-
blissement de I'état permanent.

[.a substitution de la condition de glissement & l'adhérence ne
changerait rien; il faut toujours que @ soit nul, donc le frottement
nul, et nulle aussi la différence entre la vitesse du liquide et celle du

plan au contact.

Couche d’épaisseur h; fond immobile. - Adhérence :

z U
uzU(\I—-E)J T2=—1J-7L'

Glissements avec coefficients [, fi sur les deux plans

F.
= +h—2z
u=U~fi*_, Tzr—H_—U~__
Bl S S o
J1 S J1 Jo
39. Mouvement varié, exponentiel amorti U = Ae%. — Adhé-

rence

o , ob
u:e*a"(A(‘osz\/f—ﬂ—Bsmz #—>
m \//H ’
— . o b
T,= -0t \/HPO <__A.=.mz\/% -+ B cosz‘/?).

Le liquide se subdivise en couches périodiques stationnaires sans

amortissement en profondeur, d’épaisseur = % alternativement
P

progressives et régressives, dont la position dépend de la constante
arbitraire B.

Dans ce nouveau mouvement, la singularité relative au liquide
indéfini est nouvelle : la constante B reste complétement indéter-

minée en grandeur el en signe.
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§’il y a un plan fixe a profondeur £ avec adhérence, on a

Acnsh\//?—%Bsinh\/?: o,
d'ol ‘ l

of
B =— Acotangh \//——
7l

B peut donc prendre toutes les valeurs comprises entre == oo.
B est nul lorsque l'épaisscur A comprend un nombre impair de
quarts de longueurs d’onde

h:(k+_-;-) n‘/é% (k=o0, 1, 9 ..).

LLe frottement est alors nul sur le plan mobile; mais, sur le plan
fixe, 1l est égal a

-3/ a8 A sin (k + é) x,

entrainant ce plan dans le sens du mouvement du plan mobile, ou en
sens opposé, suivant que & est pair ou impair.

B est infini lorsque I'épaisseur 2 comprend un nombre entier de
demi-longueunrs d’onde

h:k'x\/g (k=o0, 1,2, ...
ob

Le frottement est alors infini sur le plan mobile et sur le plan fixe,
mais son signe est indéterminé.
Pour les épaisscurs intermédiaires, B est fin: différent de zéro.
B<o k= —&<h< kit 'n:/i;
ab 2 L]
1 w : u
B - b hemy
>0 (A B 2)“\/99 Sh<GoT
Sur le plan mobile, le frottement Be=82\/uch est accélérateur
si B est positif, retardateur dans le cas contraire. Sur le plan fixe,
le frottement + Ae9/usl :sin/k \/% n’est jamais nul; il a une

valeur absolue minimum A e~8/us8; mais il est accélérateur lorsque
le sinus est positif,

2/(1!\/§3—<h<(2k+[)7r\//9ﬁ9)
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ou retardateur dans le cas contraire,

. * , &
()‘k+l)“\/pﬂ <h<(zlc—+—2)'n:\/PB

Les frottements accélérateurs sur le plan mobile, retardateurs sur
le plan fixe, pour des épaisseurs d'ailleurs différentes, mais en
nombre infini, sont tout 'opposé de ce qu’on appelle d’ordinaire des
Jrottements.

L’origine de ces résullats d’apparence paradoxale est facile a
trouver, dans ce fait que le mouvement exponentiel a en une ampli-
tude infinie 4 une époque infiniment reculée dans le passé, et que le
taux d’amortissement spontané du mouvement initial peut différer, en
plus ou en moins, du taux d’amortissement imposé par le mouve-
ment du plan mobhile, et cela inégalement aux diverses profondeurs :
d’oll toutes sortes de variétés de cheminement de 'énergie et des
échanges avec les parois.

Pour chaque épaisseur £, en modifiant le liquide de maniére &
changer w, on passera périodiquement par les mémes alternatives,

. . ob - .
puisque tout dépend de A \/%f’ en particulier, un accroissement de

la viscosité peul donner naissance i un frottement accélérateur crois-
sant; ou, inversement, une diminution de la viscosité peat produire
un accroissement considérable de la résistance.

Ces phénomenes, aussi singuliers que certains, n’ont fait 'objet
d’aucune étude expérimentale; mais 1l me parait possible que cer-
laines instabilités observées, et peut-étre aussi la production du
régime hydraulique doivent y étre rattachées; il faut remarquer en
particulier Pindétermination du signe du frottement (accélérateur ou
résistant) quand il devient infini, tel que la variation de viscosité due
a la chaleur méme que produit le froltement suffise 4 provoquer le
changement de signe.

40. Mouvement exponentiel croissant U = Aeb:. — La solution est
d’'un caractére tout différent

/ o 0
u:e‘“(AChz f——f—BShz\ﬁ);
Ve :
T, = 8 /1050 (A Shz{ '33 +BChz\/‘L6),
{J.

en désignant par Ch, Sh les cosinus et sinus hyperboliques.
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Il y a une solution déterminée B = — A pour le cas ot le liquide
est en repos 4 distance infinie du plan mobile du cé6té positif; le frot-

tement sur le plan mobile est toujours retardateur — A ¢ \/p.pe.
S’il y a un plan fixe & distance 4 avec adhérence, on a

B=—A CL})(h‘/E}f).

B est toujours de signe contraire & A, et d’autant plus grand que
I’épaisseur A est plus petite; le frottement sur le plan mobile, tou-

jours retardateur B ¢% ¢m, est d’autant plus grand que I'épaisseur
est moindre. Le frottement sur le plan fixe toujours accélérateur

+Ae0r¢m:5h(h\/9_:>

varie dans le méme sens.

41. Mouvement varié, périodique simple : U = Asinfz. — Posons
o
T = —_

2L

I'intégrale est

A .
i ryrm— [sinde—T2sin{ft— <z +0)—singeT@sin(bt + s+ )],

uTA Va2 i e T . - s

s——in(4a—q>)‘_ singe Tzsm(ﬁt-—tz—i-tpﬁ—z) — sing T2 sin <0t+ Tz + ¢+ k)].
Il y a une solution déterminée ¢ — o pour le cas ou le liquide est

cn repos & distance infinie du coté positif du plan mobile; le frotte-

ment sur le plan mobile T, =— A= V2 sin <9 ¢+ T—;> n’a pas la méme
4
3

i de la demi-période

phase que la vitesse; il est retardateur pendant

.37 - 3. «©
(deo a 47_6_) et accélérateur pendant le dernier quart <de Tl —6>-

Son action moyenne par période est retardatrice.
$'il y a un plan fixe & distance 4 avec adhérence, on a

sin2t

tangy = e-Th _cosath P =Y ath;

¢ décroit ( fig. 4) depuis — (;} “+ h) pour les petites valeursde 4,
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jusqu’d — ath pour les grandes valeurs de A ; car les zéros de tangd
sont les mémes que ceux de sinz2th, a 'exception du premier (h=o)
qui est remplacé par un infini ( fig. 5): les zéros du dénominateur

Fig. 4.

3 2th

=
™A

correspondent tous & des valeurs positives de cos2t /A, décroissantes
depuis 41 pour le premier, (A ==0) jusqu’a o pour les grandes valeurs

.ot ’ __ T e IR TR
de &; c'est 'asymptote 2th = 5 qui est reportée a Porigine par la
présence de l'exponentielle.

Fig. 5.

21th

. . T R
p varie en méme temps de — (; — -.h) ao.
\

Posant
{=¢+rth=1qc—xh,
P’équation peut encore s’écrire
tangth
tangl — — —— -
8t Tgh- &’

. T,
¢ varie de —f a- th.

La vitesse u est distribude & chaque instant en couches alternatives
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de sens opposé, dont I'épaisseur est & peu prées [a méme

v AV2 [sinty Chizty)cos(Bt+T)+costy Shixty)sin(0¢4-7)]
' VCh(oxlh)—cos(ath)

en comptant les distances y 4 partir du plan fixe :
y=h—az

A chaque époque ¢, les couches de vitesse nulle, autres que le fond,
occupent une position différente; résultat évident de ce que le plan
mobile devient un plan de vitesse nulle a Lyutes les demi-périodes; 1l
y a donc dans son voisinage un plan de vitesse nulle qui est situé au
dela du plan mobile pendant une demi-période, et qui rentre dans le
liquide pendant la demi-période suivante.

Les autres plans de vitesse nulle éprouvent un balancement ana-
logue, dont Famplitude est d’autant moindre qu’ils sont plus prés du
fond.

Le frottement sur le plan fixe est

w\
—uAT2sin (00 4+ 0+ =
w ir < L [‘2

VCh(ath)— cos(2th)

et sur le plan mobile

T, = pAxyasinZ [sin <0t+:+ 2) +Tgh(th)cos <0ta—§+ z;)J
4 N

—2a2pAtsinth Cheh
[sin

/ © . i ! b
= JCh (2t h)—cos(ach) (Bt+’;-r—i) -+ lall(;h)goskﬁtﬂ—l + Z):I

Ces frottements n’ont ni mméme amplitude, ni méme phase, en gé-
néral.
Sur le plan mobile, cette amplitude

_ Chath
— 2pATsinth \m

est Loujours finie, mais elle change de signe périodiquement avec 74,

et Ja présence du facteur sin</ suffit pour montrer qu'il peut arriver
qu'une augmentation de I'épaisseur £ ou une diminution de la visco-
sité¢ u (dans 7) augmente amplitude du frottement pour une période
donnce.
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42. Mise en train du mouvement.

u=o0 dans le liquide indéfini (¢ £ o),

u=A a lasurfacez=o (¢t <o)

La solution connue de Fourier est

La discontinuité al’origine disparait instantanément; le mouvement
se fait sentir A toute profondeur mais trés peu d’abord au loin; toute
la courbe de distribution de u est définie en fonction de la seule

z%p . .
» ce qui montre que la profondeur a laquelle on trouve
2t

variable

une vitesse déterminée croit comme la racine carrée du temps; la pro-
pagation se ralentit constamment & mesure que 1’état devient plus
uniforme.

Les phénoménes qui accompagnent cette mise en train, avec une
profondeur illimitée ou limitée, ont fait Pobjet d’études approfondies
de Lord Kelvin et des télégraphistes en général,  propos de la propa-
gation de Iélectricité dans les cibles ().

II. — ECOULEMENT ENTRE PAROIS IMMOBILES.

N . . ) s : ‘ :
Examinons maintenant le cas ou £ est différent de zéro, fonction

du temps seul. C’est le probléme de 'écoulement du liguide entre
parois paralléles, que nous prendrons fixes, 3 distance == 4 de part
et d'autre du plan origine des z.

43. Mouvement permanent sans glissement.

d2u ap
—_—— = = = 0. :j‘_
922 = oz =0 3 ks
2 hY
u— g (BRI 9P
2 U ox

., d
Par unité de surface le frottement est sur chaque plan hﬁ- Le

(') Voir, par exemple, BRILLOUIN, Propagation de [’Electricité, Hermann, 1904,
p. 117-146, ou l'on trouvera des références aux principaux Mémoires.
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débit total par unité de largeur ¥ est

+h o B3
- I=f udz:—ié—pi;
—h p ooz 3

ce deébit est proportionnel a la chute de pression par unité de lon-
gueur, au cube de I'épaisseur 2 4, et en raison inverse de la viscosité.
Avec glissements égaux aux deux parois

Ju du
SJu= oz’ 5 =—nh; fu-—y.E, z=—+h
u__(z‘l—h’- A\ op
o 21 -f/)a';’
op [2h3 2h2"
=5 (5 7 )

le glissement se traduit par la présence d'un terme en A2, inverse-
ment proportionnel au coefficient de frottement a la paroi.

a .
4%, Etats lentement variables. — ‘—5 peut étre une fonction quel-

9p
dz
on peut adopter approximativement la méme solution

- (22
T\ ew  f)oa’

conque de ¢. Lorsque la variation de -= est lente en fonction du temps,

0 -, . . . -
pourvu que le terme P(Tl:’ tiré de la, soit négligeable par rapport

L dp . . 22— h? Il) d dp _, . L Op
a - 1soit p < on 7t os négligeable devant 37 O, en prenant

la plus grande valeur du premier terme (z=o0), et adoptant une
approximation du milliéme :

0<dp>|

ot \ oz auf

—3

9p l<m p(fh+2ph)
ox

Cela donne une marge d’autant plus grande que la densité du
liquide est moindre, que la viscosité est plus grande et que l'épais-
seur 2 A est plus petite.
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© . . ap . .
43. Variation exponentielle é = we-% sans glissement. — L’in-

u:e*f"(Eq—Acosz\/ i —+—Bsinz\/ﬂ>;
ot © B

avec les conditions d’adhérence

E—\L—A(:osh /lo—eiBsinh ‘0—6:0,
o0 \ w u

tégrale est

qui donnent, en général,

I

cosh\/

et exceptionnellement B arbitraire lorsque

B —o, A=—

3

O
=

S

i3
2lq

]
h \/L’:kn avec A=
M

suivant la parité de k. Ainsi il y a des valeurs de §, en nombre infini
pour chaque épaisseur 24, données par

IS

krm?

6, = - = 2y vae )
1 e (k 0, 1, 2, \

|

qui laissent indéterminée Vamplitude B du terme impair en z; en
d'autres termes, I’état initial, uniforme en z, 1npair en s, se résout
en une infinité de mouvements sumples, amortis, dontles taux d’amor-
tissement 9, sont donnés par I'équation ci-dessus. Une circulation de
ce genre se produit dansle niveau & bulle d’air,

En outre, il y a une infinité de valeurs de 4, données par

()2:E
P

qui annulent les cosinus, et rendent A infini (signe mdéterming),
lorsque w est fini. Iy a done une infinité de valears de ammortisse-
ment qui ne sont compatibles qu'avec une circulation trés inlense par
couches alternatlives inverses superposées.

fei, comme dans certains exemples précédents, Uexistence de u

sous un cosinus peut faire croitre Pamplitude des mouvements, en
méme temps que la viscosité, Ces phénomenes peuvent se produire
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pendanl Pétablissement exponentiel de I'écoulement permanent

lorsque le tube n’est pas trés étroit.

s . . ) .
46. Variation exponentielle croissante % = webt sans glissement,

|, el

u—=e+t | 1 —

2)
o
59 N
' Ch (/1 \/E—e)
"/

— L’intégrale est

sans aucune ambiguité.

0 . oy
47. Variation périodique (Jg = wsinf: sans glissement. — [’inté-
grale est
cosfe [}% + ACh(tz)costs + A'Sh(ts)sints
¢

+ BSh(rz)costz + B Ch(tz)siner

8
i

sinf¢

B

[— A Sh(tz)sin(ts)+ A'Ch(tz)costa

— B Ch(tz)sin(xs) + B’ Sh(’rz)cos:z]

avec
5 +ACh(<h)cos(zh)—+ A'Sh(zh) sin(zh) = o,
— A Sh(xh) siu(zth) 4+ A'Ch(th)cos(zth) =0,
et
BSh(th)cos(zh)+ B'Ch(zh)sin(th)=o0,
— BCh(=h)sin(zh)+ B ' Sh(th)cos(th) = o,

B et B’ sont toujours nuls; et I'on a
' o]
A A T o8
Chth)costh ~ Sh (th)sinzh = costth + Sh"'(’t/l).

o i ;. . . RoI:
Si thestgrand, A et A’ sont heaucoup plus petits que 0 mais les
produits A Ch(ss), A’Sh(s3) prennent auprés des plans fixes une
. o4 .
valenr de méme ordre que 5" [Les valeurs de A et A’ sont alternali-
7]
vement positives el négatives, suivant les valeurs croissantes de th.
Il n’y a pas d’indéterminations ni de valeurs infinies dans ce cas.
L.es exemples qui précédent suffisent & nous donner une idée de la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6o LIVRE 1. — GENERALITES.

variété des phénoménes possibles. Qualitativement, les résultats
peuvent évidemment étre appliqués & des mouvement réalisables,
comme celul du liquide compris entre deux cylindres concentriques,
ou méme de ’écoulement & travers un tube capillaire. L'influence de
la loi de variation exponentielle ou périodique en fonction du temps
est évidemment de méme ordre, bien que la discussion compléte se
présente comme plus compliquée. '
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CHAPITRE IV.

MOUVEMENT RECTILIGNE A DEUX DIMENSIONS.

I. — PLANS ET CYLINDRES MOBILES.

48. Probldmes étudiés.
cations qualitatives, et méme quantitatives, comme corrections, que

C'est au méme point de vue des appli-

nous allons traiter quelques autres problémes, ou interviennent les
bords des plans mobiles.

Supposons encore la vitesse # indépendante de x, mais fonction
de y et z, et les vitesses ¢ et w nulles. p est alors indépendant de y
ct de z et lindaire en #; nous nous occuperons seulement des pro-

| )
blémes oit € est nul. On a alors

dy
<dﬂu 0%2u _’_du
Blgr T om )= FPar

Ces conditions sont applicables aux mouvements de cylindres quel-
conques suivant leurs géndratrices, paralléles 3 Oz,

Mouvements permanents. — La vitesse u satisfait 4 ’équation du

potentiel cylindrique
0tu 02w

ot T °

b

avec la condition ¥ = U, constante, sur tout le contour de la scction
droite de chaque cylindre; ce sont les conditions auxquelles est sou-
mis le potentiel électrique autour de cylindres conducteurs quel-
conques; toutes les solutions de ce genre obtenues en électricité sont

. .. P —1 du .
apphicables 1ci. La densité électrique i on a pour correspondante

ici la force tangentielle V'BZ' En sorte que la résistance tangentielle

totale par unité de longueur est égale & — 47pM, en appelant M la
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charge totale du cylindre; elle est relide & toutes les vitesses de tous

les cylindres, comme M aux potentiels, par une relation linéaire

dont les coefficients sont égaux aux capacités G maltipliées par — 4 .
Quelques exemples utiles pour la suite seront seuls traités ici.

49. Méthode analytique. — On sait que l'intégrale générale de
cetle équation est
u = partie réelle de f(y 4+ z£),

J étant une fonction entiérement arbitraire qui peut contenir des
constanles complexes o = f{ en nombre que]conque.
Les courbes définies par

v = coeff. de ¢ dans f{y + a1)
sont orthogonales aux courbes u, et I'on établit facilement que le
long d’un élément d’arc s, s + ds d’une courbe = const., on a

Ju
57_1 ds — dv,

n étant la normale du coté des w croissants, et s 'arc croissant avec ¢.
Il arrive quelquefois que Uon ait intérét, pour la simplicité des

formules, 4 conserver une variable auxiliaire en évidence
w+vi=9(x+ Bi), ¥+ si=d(=z+ Br),

et 'on a toujours
0
,TZ ds = do.

Le frottement dF par unité de longueur de la bande dont la lar-
geur est ds est done exprimé trés simplement par

dF = u dv
et, le long de la bande comprise entre s, et s,, par
S

G = vy — g ).

i
50. Cylindre circulaire de rayon « se mouvant suivant sa longueur

v—U-+ Alog

[N

— Méme difficulté que pour le plan indéfini lorsque le liquide s’étend
ind¢finiment; le seul mouvement permanent qui laisse la vitesse finie
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au loin est 'entrainement de tout le liquide avec la méme vitesse U.
Inutile de revenir sur ce sujet. La difficulté subsiste quelle que soit
la forme du cylindre, méme quand sa section est limitée, en particu-
lier pour une lame plane de largeur finte. Elle disparait dés qu'on
précise la position des parois fixes; avec un cylindre immobile de
rayon R, concentrique au cylindre a, on trouve ains:

log - log
0g — —
u=U( 1+ 7 :U¥R,

logﬁ lng»ﬁ

2nplU
‘/a
log ~>
g%

51. Cylindre dans le voisinage d'un plan fixe indéfini, s —o0. —
Soit R, le rayon du cylindre, et 5==== D, yy =0, deux points O,, O,

symétriques par rapport au plan, que nous prenons pour origines de
) q y q 1 g

avec une résistance totale par unité de longueur

Fig. 6.

coordonnées bipolaires r., r,. La distanc: AC de laxe du cylindre

au plan est D2+ RZ. L'intégrale est

) logry—log ry
u=U——>2=_"__ %

og R7 -1 R,

et le frottement total est par unité de longueur

F— 27U )
) D2 D
og Ef—i—[ ——R——l)
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32. Cylindre mobile et plan diamétral extérieur fixe. — Prenons
pour origines O, O, de coordonnées bipolaires les arétes de contact
du cylindre et du plan, et appelons w,, w, les angles de MO,, MO,

avec un des plans, pris comme origine. La solution est

2 U

w=-_- (wy— wy).

Elle donne en effet w — U sur la circonférence qui a O, O, comme

Fig. 7.

diametre, et « = o sur les deux demi-plans extérieurs et partout a
Pinfini. Le frottement par unité de longueur axiale sur 'élément de
CONnLour Wy, Wy + dw, est

dF — 2 U dllog(tangw,)].

T

Entre deux génératrices définies par les angles w',, w’,, qu’on peut
prendre I'un trés petit, autre trés voisin de go ', le frottement total
est

2

Fm"2 _ 2p U o <£angm”2>.
b

v tang wj

Mais on ne peut ni partir de o, ui aller jusqu’a 7—;; P'intégrale devient
infinie.

Le frotiement devient infini dans les angles, a cause de 'extréme
proximilé de la partie fixe et de la partie mobile; on voit qu'il n’est
pas nécessaire pour cela que les parties fixe et mobile soient tan-
gentes; 1l suffit qu’elles alent une aréte commune.

Dans une expérience, le jeu nécessaire & la liberté du mouvement
supprimerait cette difficulté.

L’'influence de ce jeu trés petlit pourrait étre calculée au moyen de
I'exemple suivant.

33. Plan mobile infini normal & un plan fixe limité ( fig. 8). —
La solation est fournie par les coordonnées hyperboliques homo-
focales, de foyers y = == f, 3= 0. Les lignes d’égale vitesse sont des
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hyperboles de foyers F', F; soitn I'angle de asymptote avec la ligne
des foyers, la solution est

27, U
U= -,
T
Fig. 8
b4

qui donne «— o dans le plan z =0 au dela du foyer (n, =0}, et
# = U dans tout le plan 3» = o.

[antre coordonnée d’un point quelconque du plan est l'angle a,
tel que Th(a) soit égal au rapport du petit au grand axe de Uellipse
qui passe par ce point, En particulier, en un point M du plan mobile,

d'ordonnée s (petit axe de I'ellipse), on a L
/32 f2a 3
o= Lleg¥E St
2 Vel + f1—z

on tire facilement de la que, sur lu bande comprise entre s et 3 + ds,
le frottement est

dF:p%gm,

ce qui fait, pour toute I'étendue comprise entre o et + 4,

2 U L2 f2
=y 2Y L Ve Pk
2 VR

El

Pour de grandes valeurs de A, ceci se réduit a

, Q_U](,.r'zh
fJ‘T: bf'
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54. Cylindre de rayomn R, entre demi-plans diamétraux, avec un
trés petit jeu f.— Effecltuons maintenant le raccord avec 'exemple 52,

en prenant comme point de jonction celui ot I'angle a la valeur trés
petite ), : on a cxactement

tang w' h
anow, — ——
ang s 2Ry’
A étant compté sur le plan tangent.
Fig. g.
R,
) 0

. . LT
Laportion du frottement provenant du quart de cylindre, de w} a -,
est

le frottement qui provient de la partie voisine du plan diamétral,
entre 0 el w), ou o et /i, est

oy 20U 2h I
Fir= — <lug 7 By i )

Au total le quart de cylindre avec le léger jeu f donne, en négli-
2

geant Sf—hﬂ’ une résistance

i 21U iRy
FD_— - 10g<7>,

et le cylindre tout entier par unité de longueur, quatre fois plus, soit

F— uU

4R,
S

Pour effectuer la jonction, on a supposé a la fois

log

ZL}:Z négligeable

et —— petit; mais.il estdifficile de préciser lalimite de petitesse de >
a Ry 2R,
qui n'est définie que par la condition de coincidence suffisante du

cylindre et de son plan tangent.
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Admettant par exemple qu’on puisse prendre . égal i 0,033 saus
2R, ®

erreur du millieme, ce qui parait bien probable, la condition de con-

, .. . 2 10?2 f?
tact étant du deuxiéme ordre, il reste que b’ 0% g TR

AL .
geable devant log (%/—'), c'est ce qui arrive déja pour f=o,02R,

soit négli-

qui donne
ro3 f" ( iRy
= — avec lo
8 4F €7

=5,3;

...w
oL
o

Papproximation est de 3.

53. Deux plaques lune fixe 'autre mobile dans le prolongement
Tune de l'autre, avec un jeu 2f. — Les mémes coordonnées hyper-
boliques que daus I'exemple 53 donnent

La coordonnée elliptique d’un point du plan mobile d’abscisse y

{grand axe de I'ellipse) est

YA
«="lo g——-——y VR J*
2y /J-—f‘

et le frottement sur une largeur ¥, ¥ + dy du plan mobile, d'un seul
cOté 3> o, esl
dF = u —du;
ks

depuis le bord y = f, a = 0, jusqu’a une distance y, cela fuit

pr_wU Ly Vit
Y y - Vrr—f

] . . S 8 1 .
Pour une valeur de y grande par rapport & f, cela devient sur les
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deux faces

&

F=2x —U [2Iog(/£)—f—2_ +...],
27 I 4y
el peut aussi servir comme terme de correction pour I'influence d’un
bord, avec un léger jen, sans lequel le frottement du bord serait
infini.
On ne peut d’ailleurs J'appliquer a4 une lame infiniment large;
le logarithme rend encore le frottement infini.

56. Lame mobile prolongée par deux lames fixes. — De I'exemple
précédent on peut tirer, pour une lame mobile de largeur 2 6, com-

Fig. 1.

A e —

prise entre deux lames fixes indéfinies situées dans son prolonge-
ment, avec un faible jeu a f, que le frottewent sur les deux faces
ditfere certainement peu de la valeur

o pUT, bbb+ of S?
B_zxzxﬁ[zlog<—f——)— lﬁbz]’

obtenue en superposant les effets des deux bords, sur toute la lar-

geur dela plaque (yy =26 + f), ce qu’autorise le caractére linéaire
des équations.

57. Plan mobile a bord libre, y 2o, 4 une hauteur z = %, au-dessus

d’un plan fixe indéfini, 2 —o. — L’intégrale est fournic par
A hy h 'EUV U
—Z="" 4+ >el cos
= U T U’
hu & Y. wu
a = — — € 8111 —-.- =
U T L

Sur une largeur dy de la lJame mobile (« = U) le frottement est
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pdv, avec

La connaissance du frottement total we depuis le bord » = o,

Fig. 2.
X
| d
|
i
t
1
—_—
1
1
Q Y

¢ =0, jusqu’s une cerlaine distance, exige la résolution par rapport
a v de I'équation transcendante qui donne ¢ en y; on fait plus facile-
ment le calcul en dressant une Table de valeurs correspondantes

P Ty Ty
négatives de == et de

g s de — €
Tout prés du bord, la relation est sensiblernent parabolique

» ou en Llragant le graphique correspondant.

hn

) BT e U/ T2Y -+ face externe\,
() Y SR ’ AU\ Th ( )

— face interne

le frottement tout au bord, jusqu'a la petite distance — y, est sur
chaque face

—ay
Th

Fyry=—pnU

Lorsque la lame mobile est trés large, 'évaluation du frottement
total se fait sans difficulté. Loin du bord en effet (¥ < o, v <C o tres
grands), on a sur la face interne en premiére approximation

__u/l +h h 7;"'—1
PETER\TY T T RS ’

et des que — ¥ est un peu grand, le dernier terme devient négli-

o e . V; . . h .
geable (inférieur 4 0,01 2, s — % > 3,6 = ou sensiblement 1,2 k),
T T
et le frottement
- U h
e U ()
h \

™/

. . . h
est proportionnel & la largeur (— y ) augmentée de L = =-
™
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Loin du bord, sur la face externe (¢ > o trés grand), on a sensi-

V== (\h:;;y) lug(l—— —_>

le logarithme devient infini mais croitnéanmoins beaucoup moins vite

blement

myv PR . % a .

57 qui ntervient sur Vautre face. Trés loin, lorsque le fac-
h—= . . o .

teur © peut étre remplacé par Yunité, 'eftet du bord correspond
“ny

. , h
encore a sa largeur (—y) augmentée de L — =- Le froltement est
T

Le frottement tolal jusqu’a une distance y, grande par rapport a A,
est égal a Fy, + F,.

8. Deux plans paralléles limités au méme niveau, y = o, Pun fixe,
Pautre mobile avec la vitesse U a la distance . — La méme solu-
- . . Lo - U h.
tion convient, mais ¢n ¢crivant maintenant — et - a la place de U et

de A
Fig. 13.

Frouwement dt au bord, jusqu’a la distance — y, sur I'ensemble
des deux faces du plan mobile

U7 h ol 2TV
F¥—T‘\—y—+—g+lob<x A )]

La vitesse a U'infint hors des lumes n’est pas nulle, mais égale & 57

ce gui n’est pas exactement la condition i remplir.

59. Plan mobile avec un bord (¥ > o) entre deux plans fixes indé-
finis, a distance + 4. — Ll intégrale correspondante s’exprime faci-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE IV. — MOUVEMENT RECTILIGNE A DEUX DIMENSIONS. A
lement a I’'aide d’une variable auxiliaire

y+iz= 2 Vim—log((x—+ B2 — 1],

. a4+ B
v+ 1lu— — log ——————-
T a-+ AL+t
Fig. 14.
z
h
° Y
h
On a, en effet,
. . h
Lame mobile : 8 = o, a?—1 < o, y+zz:—;log(x—a2) (bord 2 = o),
‘u U(l( [_1+in
= - )
o Y B a ’
ho, . !
f=no, 2>, ¥y +is= —T—r[zfr——log(o:’—r)j,
Lames fixes : « B '
‘ B=o, a<—1, y+iz=‘;[i-n»—gin—l()g(a?~1)],
. U 2-—
v+ L= — log .
T C a1

Sur la face supérieure de la lame mobile, le frottement, depuis le

bord (y = 0, a = 0, ¢ = 0) jusqu’a une distance y, est

B Ul f—
avec
u:\/l —e
ou

Gl

vl —Ty
F:—H;‘Eﬁz + 2 log <1+\/1__e h ):I

Lorsque y est un peu grand, on a toute I'influence du bord en

prenant pour le frottement

l' -
F :—H—fr <1-c}‘ty -+ '}I(Jg-x_),
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Le frottement total est le méme que si la distribution était uni-
forme jusqu’au bord, et si la lame avait une bande supplémentaire

h R
L=12log2 x L au dela du bord.
Ce probléme a été traité par Maxwell, en 1863, avec des indi-
cations de lord Kelvin, pour la correction de l'influence des bords
des disques dans ses expériences sur la viscosité des gaa.

60. Autres exemples. — On trouvera des détails bibliographiques
avec un assez grand nombre d’autres applications dans le livre de
J.-J. Thomson : Recent researches in Electricity and Magnetism,
1893, au Chapitre IlI, Conjugate functions.

On trouve ainst que, lorsque la plaque mobile a une épaisseur 2¢,
la distance des plaques fixes indéfinies étunt toujours 24, la largeur
de la bande supplémentaire qui équivaut a toute 'action du bord est

(J.-J. Th., n* 237, p. 218. . )
l*hl 2h—e /z—el e(2h—e)
CTER e +7'71: o8 h —e)

Cette correction compléte est utile lorsque les deux lames fixes
sont trés rapprochées du disque mobile, comme dans les expériences

de Kundt et Warburg.

61. Plateau de garde. — Deux dewmi-plateaux fixes, infiniment
minces, dans le prolongement 'un de lautre (p < — f et y>f

Fig. 3.

]

TS

i

I .

]

[

I

I

[}

[}

1 X

! ih

L ¥

Y
3 = k), avec une feute de lurgeur 2 f, au-dessus d’'un plateau mndé-

fini mobile (5 = o).
La solution assez compliquée est donnée par

. h ra_, B . l a+fPi—a
13 — — X —_— (2 [4 —imT— 0y ——
Y IS 1 — a? )+ Pax+Bi+a ’
: . U 2+ Bl +a
v+ui=:iU+ - log f—@.—v
= 2+ Bi—a
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0d @ est une quanlité auxiliaire déterminée par I'équation

1 i-a f
1— a? \—a &

Plan mobile, § =0, —a <2< a;

Bords des plans fixes, 3 =0, a —==1;

Plan fixe de gauche, f = 0, — < 2 << —1.

Plan fixe de droite, 8 =0, 1 <C o <7 .

Le frottement sur I'un des plateaux fixes est le méme que si la dis-
tribution était uniforme, ct si le plateau avait une bande supplémen-

taire de largeur

Pour une fente trés étroite, cette expression devient

TS
Li‘f 8 h’

our une fente trés large par rapport a la distance 4, 'expression de
P ge | Pl ) [
la largeur additionnelle devient

el

Telle est la correction que nécessite la fente entre le plateau de me-
sure et le pluteaun de garde.

Il. — L'’ECOULEMENT DANS DES TUBES IMMOBILES.

62. Tube rectiligne de section uniforme. Distribution des pres-
sions. — Nous supposons que la vitesse est partout parallele a I'axe
du tube et que le régime permanent est établi.

Prenons I'axe du tube comme axe des z, 'axe Oy horizontal et
'axe O = perpendiculaire 8 Ozy vers le haut.

Soit v I'angle de 'axe O x au-dessous du plan horizontal.

Les équations de 'équilibre

—p}”ﬁ—pgsin-{ == 0,
’
— Poy =0,

! o] ~ —
— Py —pgLusy=o0

définissent la pression hydrostatique p,.
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I.a vitesse en chaque point se réduit a la composante « puisqu’on
la suppose paralltle & axe du tube.

Soit p + p, la pression pendant le mouvement. En tenant compte
des équations de 1'équilibre, les équations générales du mouvement
deviennent

) due
—px—kp..ku:p‘u;;‘); —py=n — pL=o.

ILes deux derniéres équations nous montrent que p est fonction
de z seulement : la pression est uniforme dans toute section du

tube.
[’équation de continuité

du  dv  ow
()x+w+dz -

se réduil d’ailleurs, puisque ¢ et (v sont nuls, 3

du

Mo
Ja
La vitesse du fluide est constante en tous les points d’'une méme
paralléle a I'axe.
La premiére équation du mouvement, la scule qui subsiste, devient
d’apres cela

() P = pAu.

Or Ax ne dépend pas de z.et p ne dépend que de 2. On doit donc
avoir

Pl = const.,

ce qui signifie que la pression varie uniformément d'un bout & Pautre
du wbe.

Appelons { la longueur du tube et P la diftérence des pressions aux
deux bouts; ona

—Px = 7;
et l’équalion (1) donne

02 J?u P
A = — + =— -
ay? 92?2 !

Telle est 'équation qui détermine la distribution de vitesse dans
la section droite du tube.
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63. Section circulaire. — Au est alors fonction de la seule distance
a laxe, . Transformons en coordonnées polaires dans le plan de la
section droite; il vienl

A=gm ™ty " ar

d?u Vdu ‘d du
dr! " rdr 71 ’

et, par suite,

L (pdey) P
rldr\’ dr T
d’oil, successivement
& ( duy __ Pr
dr fi?) YA
du P, \
rE"'—-;pl' +
du p

A
T et T
P
U=-~-— ri4+ Alogr— B.
Gut °

Dans un tube circulaire plein de liquide, la vitesse est finie méme
pour r = o0; A est donc nul; d’on

u—— r:— B,

dul

Soit maintenant r, le rayon du tube s'il y a adhérence, ou, dans le
cas contraire, le rayon du tube idéal plus grand sur lequel I'adhérence
aurait lieu (¢ = 0); on aura

Dans un tube annulaire, compris entre deux cylindres concen-
triques de rayons sy et ry > ry, le long desquels il y a adhérence,

A n’est pas nul, et 'on a

P r?—p? rilogry— rilogr,
- e 1 u _ i us”ny o =7/
u_jpl r—+————rI logr T
log(— ) log<~)
\ o Ty
64. Tube circulaire. Calcul du débit. — Ce qu'on mesure faci-

lement, ce n’est pas la distribution des valeurs de « dans une section
du tube, c’est e débit total I correspondant a toute la section.

Le débit a travers une couronne comprise entre deux cercles de
rayons r et r + dr est w.awrdr.
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Le débit total T est done

" anpP [
I:l/o w.2nr.dr= 4‘“[/(; (r{ —r2)rdr,

r; ¢tant le rayon véritable du tabe, différent de r s’il y a glissement

a la paroi.
L'intégration donne

13

9
= ——r
Gul 't

I_Q’T!'P (r; r
2

').

S'1] n'y a pas de glissement & la paroi, on a

|

ry= 713,

ct alors I devient
P

1= gl

,‘TY

d’ou, les lois suivantes :

Le débit est proportionnel :

1° A la différence des pressions aux deux bouts du tube. (Loi
des pressions.)

2° A la quatricme puissance du diamétre. (Loi des diamétres.)

3v A lUinverse de la longuewr. (Loi des longueurs.)

Ces lois, découvertes expérimentalement par Poiseuille (Livre 11,
Chap. I), portent son nom.

65. Cas ou il y a glissement 4 la paroi. — Dans ce cas, posons
f oz 3
ry=r,—¢ ¢t néghgeons (E) ey
a7l /rd N\
. : nd -
= ()

LLa loi des pressions et celle des longueurs sont conservées, mais la
loi des diamdétres se modifie. Un terme proportionnel au cube du dia-
métre apparait.

S1 méme l'épaisseur £ est comparable au diamétre, il faut déter-
miner le rayon auxiliaire s, en tenant compte de la courbure, ou

. , . ., . P 5 qe
mieux déterminer la constante d'intégration B— - r? dircctement :

julrn
ou ot

—u— =ku ou

or Cor *

(r=rs)
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donne
Pe P
+ ——ry= ——{(rt—ri).
21l Jul
ré=ri+oazr,

La formule, qu’on pouvait croire approchée, est done rigourense.

Résistance du tube. — On peut écrire la formule du déhit sous la
forme

en rcpréscntanl par R la quantité -

résistance du tube.

66. Tube annulaire centré sans glissement. — l.a
rale du débit donne

-~ + - .2 . .2 - 2 -2
[— =P/ ri—r¢  rilogry—rilogr, ri—rg
2ul 4

logri—logrg 2
ri—ri  [rilogri—rdlogre 1}
logri—logr,

oy
. 1)
et en simplifiant

_ =P

3 2

P p2

- 2 9 2 1 0
8}1[(’1 I‘“) ri-—7ry

Daus le cas limite ol -, duffére trés peu de 1, on peat sumplifier la
formule, et la réduire &

=P Lrp— g )
[:—s—glul(l';*l'o)—U

- s
La résistance du tube annulaire étroit est
16wl 1
R = 5 H—T T
T(ri—ry) (ri—ro)

Application. — L’introduction progressive d’une tige dans un

tube, & mesure qu’un ressort se tend, est utilisée dans les lampes
modérateurs pour régulariser le d¢bit.

On peut obtenir une régularité parfaite par une proportion conve-
nable. La tension du ressort donne une pression Py + P, x lorsque le

ressort a subl une déformation &, La résistance du tube dont une
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partie de longueur reste libre, tandis qu'une autre de longueur = est
modifiée, est

. T

Ry + R,y 7
et le débit 1, délimi par

\

Pyt Prz=I <;¢10+{m %),

est constant s1 l'on a
Ro Ry

67. Section elliptique () (Mathieu, (863: Boussinesq, 1868). — Lorsque
la section elliptique a pour demi-axes a, b, I'intégrale de I'équation

en «, qui s’annule sur le contour, est

TN
“Topt e B\ e B

qui donue un débit

Tash’
I—‘/ /‘udqdy-du[ P

; wl 1
‘R_rab< +E>

A égalité de seclion (rab = =r}), la résistance dépend trés peu de

d’ot

I'inégalité des axes; posons, en eflet,

a
ab = ri, p =T
il vient
1 t t 1
— -+ 5 = S [ 1 +a+ :—rz—wﬂ—a* L)
ar b2 r} 1+ ri

La résistance ne dépasse celle du tube circulaire que de 0,001
pour a-=0,0d et de 0,01 pour z=o0,14. On peut donc néghger I'in-
fluence de Vellipticité tant qu'elle n’esl pas trés accentuée.

Dans ce méme Mémoire, M. Boussinesq a donné la solution pour
plusieurs autres formes de sections. Le probléme mathématique est
le méme que celui de la rotation d'un liquide parfait dans un vase

(V) Martmev, Comptes rendus, t. LVII, 1363, p. 320. — BoussiNesy, Journal de
Liouville, t. XI11, 186y, p. 377.
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prismatique de méme section, en remplacant la vitesse longitudi-
nale u par le flux plan dans la section droite

N > ‘
% =, s =—w, I— = w, vitesse angulaire .
9z oy wl ®

Il a aussi son analogue en électromagnétisme.

68. Applications. Rapidité d’emploi du niveau d’arpenteur.

I. Deunx flacons cylindriques sont réunis par un tube assez long et
assez étroit pour que les lois de Poiseuille soient applicables a chaque
instant. Etudier le mode d’établissement de Péquilibre hydrosta-
tique : oscillations amorties, ou onde amortie sans oscillations.

II. Les deux flacons sont placés sur les deux plateaux d'une ba-
lance; ils communiquent par un siphon fixe long et étroit. Extinction
des oscillations de la balance.

HI. Les deux flacons sont fixes; le siphon qui les réunit est fixé au
fléau d’'une balance. Comment les dénivellations dans les deux flacons
agissent-elles sur la balance, suivani la position du siphon et des ni-
veaux de I’eau par rapport 4 Uaxe de suspension du {léau.

IIT. — TRANSLATION DE LA SPHERE.

69. Translation rectiligne de la sphére ('). — le mouvement
dans tous les plans méridiens étant le méme, posons
T o D ob

u:;;, v:(—);, (u:E+W;

les équations du mouvement lent deviennent

d%(—pﬁ—yi\q)—p(:j) =0,

%(—p%——pA‘b—p‘i—?\) = 0,

(%(—p—i«[;_\‘b—p?%)) +11A'\V—lo%¥ = o,
A‘b—%—g:—: = 0.

(1) StokES, Mathem. Phys. Papers, t. 11, p. 10; t, [1L, p. 56.
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La derniere équation conduit 4 poser:

\\
b = 9—” et W= — Ay,
0z

ce qui, porté dans les trois premiéres, donne

ow J 9w

TeT Ay —ey gy =SE

}L.\AW—p%A‘U:%{;
en désignant par £ une fonction arbitraire de z et ¢ seuls.
La derniére é¢quation déterminera W et la précédente g, en tenant
compte des conditions aux limites.
En particulier, a trés grande distance du corps mobile, la pression
est indépendante du temps et uniforme, ainsi que la vitesse w; les
vitesses «, ¢ sontl nulles.

IER O g 0\ .
PP 570;:"’ — — AW =W, p=o.

Uz?
Ces conditions sont sausfaites en prenant f(z, ¢) = o, ce que nous
admetirons dans la suile.
La réaction éprouvée par la sphére est évidemment dirigée sui-
vant O z; sur un élément de surface de la sphere dont la normale fait

avec Oz l'angle J, la composaute paralléle 4 Oz est

L0 /202w : 0 /o2\r
Z :—P(1()i§+ptslnca <:F —AW«) —i—-).cus’;a (Tz; —AU?)]’

en ])Osant
.= va
et la réaction totale est

T
R — 21 R2 / Zsinfdy.
4]

70. Mouvement uniforme. — Donnons aux axes un mouvement
de translation uniforme, ce qui ne change pas les ¢quations du mou-
vemeul, et mettons l'origine des coordunnées au centre de la sphére.
On sausfait & I'équation

AAW =,
en posant

22

a
W==4br+W—,
r 2
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et appelant r la distance au centre de la sphere. D’on

r2o ol r

2! /3a b a b . bz
(V:ﬁ(\—r?—f‘>~—<75»%—+\v>7 P —=—2u—-

_.rz(j_a b)’ o Y3 Sa_b‘)7

r r

La vitesse uniforme an loin est égale a ——W. Le long de la sphére,
I'adliérence est compléte; posons done, pour r = R,

Ja b a b
—Rx——H»—O, RE—Y—E#—W*()
ou
I 3 33

l.a solution étant ainst entierement déterminée, cherchons la réac-
tion éprouvée par la sphire. L’expl'essiuu générale donne 1c1

Pl

T 3 q
: b / : 3b
Ji;an*/ [2gjc052§+2p(—2—+7)005ﬂ’;
Jo r r

+Iu<%{;f - %)(0052C+1)J sing dy

R = 67w RW,

Telle est 'expression de la réaction que le courant d’eau uniforine
ct conslant, de vitesse W au loin, exerce sur la sphére de rayon R;
¢’est aussi la résistance que la sphére de rayon R éprouve 4 se mou-

voir avec la vitesse constante W au sein du Jiquide immaobile.

71. Applications. — 1 Chute d’une goutte d’eaw dans Uair sous
son propre poids. — La vitesse limite qu'acquiertla goutte sphérique
de densité & est

W:[ 2 Re.

©OIN
w02

La goutte peut se déformer un pen, si elle est grosse. La compa-

sante normale de la force est en un point

C 3uW
N R cosg,
et la composante tangentielle
W
T = -)l_l{ sinf;
B. 6
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cette derniére tire le liquide du pdle avant vers le pdle arriére, le
long d’un méridien; et tend & produire dans la goutte une circulation
avec retour au voisinage de 'axe, analogue a celle des vortex sphé-
riques de Hill (*). Comume la viscosité de I'eau est grande, ce mouve-
ment reste tres lent dans la goutte.

La composante normale entre dans I'équation de la surface capil-
laire; négligeons les mouvements internes de la goutte, sensiblement
sphérique, 'équation capillaire est sensiblement

3 W

N ! I 1
£8=—¢ COS:+G(W+W>’

en appelant ¢ la densité et @ la tension superficielle du liquide; 6 est
I'angle de la normale avec la direction du mouvement; 3z la hauteur
sous le centre, peu différente de R cosf; R le rayon moyen; R et R”
les deux rayons de courbure vrais, peu différents de R. La goutte
s'allonge en poire, aplatie a 'avant, allongée a 'arriére.

2° Ascension d’une bulle gazeuse ausein d’un liquide. — Mémes
remarques. La circulation est beaucoup plus visible, & cause de la
faible viscosité du gaz; la déformation est en poire, aplatie a I'arriére
{en bas) et allongée & 'avant (en haut), parce qu’il faut changer le
signe de la pression due a la tension superficielle.

La condition d’adhérence ne traduit ici que trés imparfaitement la
réalité, et le mouvement réel est beaucoup plus compliqué.

72. Sphere. Translation alternative. — Nous supposerons 'ampli-
tude du mouvement de la sphére, trés petite par rapport a son dia-
metre. Prenant toujours le centre de la sphére pour origine des coor-
données, on peut prendre

q‘:ﬂe_ﬁre&t,
3
avec
pi?—pb =o,
d’ot
zz 3A 3 3B
w=" b [Tl— —+—Be§’<ﬁ -+ (5?>],
_rz 3A /3 38
Q_FEOt[Tﬂ—+BeS,<}‘_7_T+Bz) ’

(1) Phil. Trans., s8y4. — Laws, Hydrodynamics, p. 264.
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k4
P :+;0391.AAF;

dont on ne doit prendre que les parties réelles.

La vitesse & l'infini est nulle lorsqu’on choisit la racine 8, dont la
partie réelle est négative.

A la surface de la sphére, r = R, la vitesse est

o, o0, Web,
s1 A et B sont déterminés par

3A+ BeB¥(3 — 38R + 82R?) = o,
A + BeBR(1 — B8R + B2R?) + WRi= o,

d’ot l'on tire

W R
A=_— 3—2(3—33R+§2R2),
r —BR
B:_ﬂ M
2 g2

La formule générale fournit facilement 'expression de la résistance
du fluide. La composante suivant l'axe des z, le long du paralléle dont
la distance polaire est J, est

- o0
W, IBR
RASPUTS
2 (R—0D)
' TETTR

(3—3@1‘+@“R‘3)c05‘3§)
7 —

e

(2c0s82f —1)
d’ou

2R

™
éR:sz'lL/l Zsin{dl =—Webiy (4 — 43R + @*R2),
0

dont il faut prendre seulemnent la partie réelle.

T73. Discussion. — 1 Mouvement amorti sans oscillation. —
9 est réel et négatif,

=—8, 3= %Bi.i,
o Yy 2n R ,»_pQ,R2>.
R We 14 3 <4 I

La résistance est proportionnelle & la vitesse actuclle.
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2° Mouvement périodique entretenu :
8 — 0, ——v/mii
‘40()562t(|+1’1\//‘5—02> I
27 R 2
3 ERYE
E—AMQURVM’+WﬁQs
21 @

correspondant a la vitesse W cosl, ¢.
La résistance n’a pas méme phase que la vitesse. On peut dire

A =—Wp

qu’elle se compose d'une partie proportionnelle & la vitesse et d’une
autre proportionnelle a I'accélération.
3" Mouvement périodique amorti :

. o0y e ;

6 = B, eal, 5=—\/%%”, T<acn,
] i

cos{ By sin z)<4 +4R\//!) cosz + R2 'OF—O c051>)

)elfjncos:z,
‘—sm(ﬂ)u%mu)(4 R‘/— sm— + R2 "= AL imu) ’

avec une vitesse Wetfw03%cos (¢, sina ).

2T

R =—Wu

Mémes remarques que ci-dessus.

Si 'amortissement est faible, o differe peu de ;; ct I'on peut poser

g2
sing =1 — —, cosa — — g,

L
=
R
I

\'
[N
PN
IR
ol %,
S——
-

[=]
@
W R
[l
<l .
|
PN
[
x| %
~—
-

d’oli, en premiére approximation,

0 )] 28
foosteo [y /B e (amy /2wt
\ \ [y /

(\R:_\VH e thoe
i 245 Cofl, o6,
[ —sin(20,). ('n R EY o eary /T
AlU. P H_

avec une vitesse We—thecos (L),
Pendule. — Ces formules permettent d'écrire 'équation du mou-

vement d’un pendule pesant a boule sphérique oscillant & faible ain-
plitude dans un liquide. Le déplacement 5 qui correspond a cette
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vitesse est

A%% .
z = - —ethcosa cos (2, sina — a).
0

Soient :

T la période d’oscillation libre dans le vide;
M la masse de la sphére;
m la masse du fluide déplacé;

I'équation du mouvement est

0%z . A2
M m“‘&+'Tz (M —m)z = o,
et, si l'on écrit la résistance sous la forme & — — W (A, + [A,)e,
§ est déterminé par
. 42
(1) M02+(A1+LA2)0+W(M—m)=o,

et réciproquement, de I'observation de § cette équation permet de

tiver A, 4 7A,:

A, =— MBycosx—

42 sin

A,=—M§, sinm+Tj(M;m)

Des expressions développées de A et de A,, on déduit deux équa-
tions indépendantes du second degré en /u, faciles a résoudre, et
qui fournissentl un contrdle. Mals si 'on n’a déterminé que la période
et non Pamortissement, bien que cela suffise a la riguear, la résolu-

tion est péuible et sans précision.

2
Pour caleuler 6 & 'avance, remplagons-le par sa valeur Hf > et &
par sa valeur développée, I'équation (1) devient

M 2 27 M2 g, . jm?
h b ST RED . . B2R2

(M—m)=o0.

['équation, étant du quatriéme degré en 3, a quatre racines imagi-
naires conjuguées deux a deux; il y a donc deux périodes propres
distinctes, douées chacune d’un amortissement particulier. On remar-
awR3p

3

. . . m e
quera 'augmentation d’inertie ou — dans le coefficient de 84,

signalée pour la premiére fois par Poisson.
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CHAPITRE V.

MOUVEMENTS DE ROTATION.

T4. Equations du probléme. — Les expériences de rotation lente
d’'un corps de révolution ne mettent évidemment pas d'inégalité
notable de pression en jeu; la densité et la pression peuvent étre
regardées comme les mémes qu’au repos. Les équations du mouve-
ment se réduisent donce a

(N

o |R
<
&

Au = —, EA():—, AW = —

Prenant 'axc des 3 comme axe de révolution, et supposant que le
mouvement du fluide se fait suivant des paralléles, on peut poser

. oy oy s 04
I = — = — = = - -4
an u oy Y= or =0 ©=ror
ce qui donne

L
() PAV pr: = f(5,¢),

Jf étant une fonction arbitraire de z et ¢ seuls et 4 une fonction de 3z, ¢
et r_- \/xz—f—_y{
Le long de la paroi {ixe de révolution la vitesse tangentielle, qui

] (V)
est donnée par ;_,',’ est nulle.

Le long du corps de révolution en mouvement, avec la vitesse
angulaire w, dont la vitesse tangentielle est wr, on a

oy
(1V) G e

Lorsqu’on aura intégré I'équation en ¢ en tenant compte des con-
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ditions aux limites et de I'expression de wen ¢, on en tirera facile-
ment l¢ couple qu’exerce le liquide sur le solide.

75. Couple. — Considérons un ¢lément de surface, dont la nor-
male fait angle y avec O 5, et, puisque toul est symétrique autour de
I'axe, prenons son plan méridien comme plan Oxs (x =r, y = o).
La composante parallele 3 Oy, qui seule intervient dans le couple, est

2 2 2
Y= 31<:—}: — j—]ﬁ) siny —+ H()dx j: cosy
avece
: o b x

ox _orr’
1’_’1«:1%+£i(16_¢‘,
dx? roor r or \r or
0ty 1 ay ¥ a7

1 1 dy
ay? ror roJr (\r ar
D’ou, ici,

L’élément de méridienne a pour longueur

ds — — ds _ dr

siny cosTy

La surface de la couronne, tout entiére 4 la distance r, sur laquelle
une force langentielle égale 3 Y produit son couple, est donc

dz
dS =—anr— —aTnr .
siny cosy

Le couple correspondant sur la parol est

’

PRy 9y
= — 3— (- — 3 P ! .
(V) dC=—p.2%r 5 (’_ di') ds—+ p.27r Py dr

3

le premier terme est le couple exercé sur 'anneau cylindrique de
hauteur ds, et le second sur l'anneau plan de largeur dr, qui sont
les projections de I'anneau réel.

Pour intégrer, on se rappellera que, le long du corps, 5 et 7 sont
liés par I'égnation

&8 = T(l‘)

qui définit la méridienne; ¢’est une simple quadrature qu’il faut effec-
tucr.
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Des transformations simples donnent, en utilisant I'¢quation (111),

dC =amur? [Qm dz — 2

oy e ,
s gf(z,t)dz—i—d(y:)].

En général, le couple ne dépend pas uniquement de la vitesse
angulaire.

76. Equation de la vitesse angulaire. — Si l'on prend comme

. . . 104 |, . .. ,
inconnue la vitesse angulaire w = - -7, I'équation 3 intégrer, en
r

coordonnées cylindriques, r, 5, est

, w /07w 3 dw
1 v
S P \t)r’+rdr

02w’ _ dw
) = ar

et le couple élémentaire, subt par la parot, a pour valear
(V)

ow
dC =+ omprd—ds,

ds étant un élément d’arc méridien, et n la normale 3 cet élément vers
Uintérieur du liquide.

I. — ROTATION UNIFORME.

77. Mouvement permanent. — Pour le mouvement permanent,
Iéquation est
8 = f(2).
Clest la méme que celle qui détermine le potentiel newtonien

.. . . , o, 1
d’vue matiére distribuée dans espace avec la densité — — f(2).
g

En particulier; il y a toute une classe de problémes pour lesquels

la fonction f{z) se réduit & une constante dans toute 'étendue du
fluide, tout en satisfaisant aux deux conditions

) 72 ' r?
W= — et — Wy —
! 2 H‘ 2 2
le long des deux surfaces limites.
78. Cylindre circulaire. — Prenons s et z comme coordonnées,

2 2
Aq,:i)—q‘~ld+ 92y

= const.
ur? ror 032
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Cylindres indéfinis concentriques :

g2e
gzz ™
Y=art+ blogr+d,

1 0 N b

i

roor 2 72

Soit w la vitesse angulaire du cylindre intérieur, R; le cylindre
extérieur R’ étant fixe, 1l vient

R2 R2R’2

Re_qe’ 0 ;

= Y Rr Ry

et le couple par unité de hauteur est

- Cha dﬂ) B , R2R'2
C = 4= R (\r}r‘ _+;1rgz——R,z_R2u)
Si R’ est infini,

a=o, C=4ruRw

Le cylindre peut laisser le liquide ¢loigné en repos, quand il tourne
Yy F q g pos,
uniformément, ce qu’il ne pouvait pas faire quand il glissait suivant

sa longueur (n° 50).

79. Sphere. — kxaminons le cas ol la fonction ¢ dépend unique-

ment de la distance du centre

on a alors

Al 024d 2 ob ¢
= —— — -~ —- = Cconst.,
YT ox T Lo
Y \
d'on
b =a.?+ - —¢,
[/
u=—2ay + — ),
V=420 — — &
13
La vitesse angulaire est
b
W=92a — —-«

Si la sphére mobile de rayon R, avec une vitesse angulaire w,, est
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entourée d’'une sphere fixe concentrique de rayon R/, on a

R3 R3R'3

20 = — W Fr R’ b:—wom

et, pour R’ infini,
2a =, b= — whs3.

Le frottement sur la sphere mobile donne un couple

Y4
C= Gwpb/ (— sin*H d cosb +- sin? 6 cosBd sinf) = 8xub.
0

80. Ellipsoide de révolution. — Détaillons les indications suc-
cinctes données par Kirchhoff dans sa vingt-sixiéme Legon de Méca-
nique.

Considérons un ellipsoide de révolution

r2 Fa

(5) — + — =1

ar | et
et les ellipsordes homofocaux

, 72 z2
L =

() at+u ctruw

dont la coordonnée elliptique est .

On sait que le potentiel newtonien (') d'une matiére homogene de
densité 1, qui remplit I'ellipsoide (e), est en un point quelconque de
I'ellipsoide €' :

s r2 ?
ar—4-%  cl+ A
' (a*—+ X)Ver + A

en appelant 1 la racine positive de I'équation ¢'

(1 u==3%|r4+zt—ar 2+ (rt—z2—at+ ct 2+ {rez|;
( 2 4 )
et I'on a
ag i dh
-— — —amalcr _
or N (@? -+ A )2 Ver + h
arc Lang\/62+u =
Vet 4+ u al—e2 2
=4a2malcr -+

a’ + u Var — o2

(') Tous les Traités de Mécanique, au Chapitre : Aétraction, Potentiel; ArPELL,
t. Il

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPLITRE V. — MOLUVEMENTS DE BOTATION. g

Si donc on prend

a?+u a?—c?

— ks .c
cyal—c?—a? (*—arc sin —>
a

2

—— Vel u ki c 4+ u
a1</a2—c2 L — -- 4 arce lang\ ————>
2

W= w,

1

cette vitesse angulaire satisfait 4 Péquation aux dérivées partielles,
se réduit a zéro & distance infinie, el a4 w, sur 'ellipsoide e.

Le couple se calcule simplement, en remarquant que dans le mou-
vement permanent il est le méme sur tous les ellipsoides homotfocaux,
et en particulier a l'infini; la o Pellipsoide se réduit sensiblement
a une sphére.

A ces trés grandes distances, on a sensiblement

rt 4+ z2=u

® di 2 1
FE R T
H 2 .
SR u , w trés grand,
a?at — c? 20
W= Wy, ‘/ . 3 3
— w e} 3 2
c;/a’—c'l—a’(——arc sm—) u?
\ 2 a
ct, d'apres le résultat obtenu pour la sphére,
atyar — ¢t 2w
C=8mpu v Lo,

cyal— ¢l —a? (? — arc sin %) 3
Espace compris entre deux ellipsoides homofocauzr uw=o et
u=a, le premier mobile avec la vitesse w,, 'autre au repos. —
Comume le probléeme est un probléme de mouvement relauf, 1l suffit
de chercher la relation entre w, et w,, qui est évidemment

—_— —_— ————\
. - Vet —a T ct+ 2
a*lyat—c!——— — — - arclang T g
a’ + o 2 a?> — c2,

w; = Wy — Wy .

—_ e . c
0\/a1—cz~—a2 — —arc sin -
2 a

La valeur du couple reste la méme; pour 'exprimer en o, il suffit
de résoudre 'équation précédente en w, et de porter dans C.

81. Disques. — Disgue animé d’un mouvement de rotation

permanent dans un liguide illimité. — Pour le disque de rayon a,
sans ¢paisseur, il faut annuler ¢ dans les expressions précédentes, ce
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qui les simplifie.

u:%(r7+z2—a2—+—\/(rﬂ—a2—52)2+.il'25‘2),

aw, [ avu I /u
w—=-— — | —— — — t.arctang ~— |,
a

T \a®+u 2 .
C=—"uauw,
Disque rlans un vase. — En assimilant le vase a un ellipsoide ho-

mofocal au disque, pour lequel on ait « = a, il faut prendre

wy
Wy —= .

2/ ayr = /a
[+~<—Lr¥~~karclang\—
2 a

Si le vase est large et peu profond, Uexpression de & montre que «
est de méme ordre de grandeur que le carré de la distance du disque
au fond.

Si le vase est profond, mais de diamétre peu supérieur au disque,
@ est de méme ordre que la différence des carrés des rayons.

82. Disque compris entre deux plans paralldles. — On n’a pas fait
encore de ecalcul rigoureux; nous indiquerons le mode d’approxima-
tion adopté par Maxwell, qui convient trés bien lorsque les plans sont
trés rapprochés du disque. Pour 'espace compris entre™un disque in-
défini (z==o0) animé de la vitesse angulaire w et un plan fixe paral-
lele (z=— h), on a

Y = ? r*(z+h)
et

dG = 2mpwridr
sur la surface inférieure.

Pour un disque de rayon limité R trés grand par rapport a 4, le
mouvement dans la partie centrale du disque sera le méme, le frotte-
ment aussi. Si I'on pouvait admettre cette distribution jusqu’au bord,
on aurait

TUW
C= " Re
2
pour chacune des faces du disque.

Mais au voisinage du bord, soit libre, soit proche de parois fixes,
les surfaces d’égale vitesse angulaire se recourbent pour envelopper
le disque; il en résulte un accroissement des glissements pres du
bord et, par suite, un accroissement de frottement.
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Lorsque le disque a un grand diamétre par rapport a U'épaisseur 4,
la région troublée ne s’étend évidemment qu’a une distance compa-
rable & A, c’est-4-dire petite par rapport au diamétre. Le trouble
a alors le méme caractére qu'auprés du bord rectiligne d'une lame
plane, animée d’un mouvement de translation wR le long de son
‘bord, la section méridienne de Uensemble des parois servant i définr
le probléme de translation. Nous avons vu que dans ce cas 'augmen-
tation du frottement sur la lame plane équivaut a 'additon d’une
largeur L, que nous avons calculée pour différents cas (n® 57, 54,
60, 61) avec mouvement uniforme.

- . TUILLD
Pour le disque nous ajouterons au couple "“—R' le couple
“ 2

8, C=27pwR?1.di a cette longueur supplémentaire, supposé¢ appli-
qué au bord du disque. C'est du moins ce qu’a fait Maxwell, méme
dans ses expériences ol ce terme correctif a quelquefois dépassé le
dixieme du terme principal.

83. Discussion. — Il y aurait évidemment lieu, tout en conservant
la distribution de vitesses définie par le bord rectiligne, d’en amé-
liorer I'application aux disques. Sans entrer dans aucun détail, 1l est
évident que la correction faite par Maxwell est excessive : les excos
de frottement relatifs & chaque couronne ont une valeur moindre
parce que la longueur de la cicconférence est plus petite que celle du
bord; leur bras de levier est moindre dans le méme rapport; enfin
c’est avee la vitesse linéaire de la limite de la région centrale non
troublée, mal définie mais plus peite que celle du bord, que doit se
faire le raccord. Pour toutes ces raisons il semble que le couple sup-
plémentaire doive étre réduit a

dC = '1.71:(}{——“1/)‘2(3—‘; — H(2R>cly,

N\

pour chaque couronne dy de rayon R — y (¢ est la fonction définie

dans le probleme de mouvement rectiligne correspondant; 3 =
au bord). On peut méme montrer qu'il conviendraitl mieux pour le
raccordement d’attribuer 4 chaque zone (R — y) non pas la vi-
tesse de translation du bord wli, mais celle de la zone elle-mcéne
w(ll —y).

On auratt ainsi

dC = am(R—yP -i<f-> — ”mRde;
&l ay \ it J
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N “/ov uww R N uw R
o,Cﬂ;‘.[RﬂfD <@— 7 >dy —3Rf (r)y 7 )ydy
uw R dv Hu)R 3
=[G G-1) el

le premier terme de 3, C reproduisant seul la correction de Maxwell,
g, C.

Sans POLIVO]I dOIll’l(‘I‘ aucun I‘ESllltdt enna] on peut penser que le

rayon moyen auquel il faut appliquer le frollemenl supplémentaire
est plus prés de R— L que de R.
La correction serait ainsi

30 =umuw(R — L3L = ?‘),C(I— % —h,>

Lorsque la correction de Maxwell dépasse o,1, (4L > 0,1R), 1l est

) . . \ . 3
possible qu'elle soit elle-méme en excés de plus des — de sa valeur.

4o
Certainement excessive, elle peut laisser subsister sur C une erreur
supérieure au centiéme, ‘
On doit donc trouver aprés la correction de Maxwell une valeur
trop faible de la viscosité; si on ne la faisait pas, on trouverait une
valeur beaucoup trop forte.

84. Suite de la discussion. — Précisons la démonstration : I'équa-
tion & satisfaire par la vitesse angl’laire est

02w 3 ow 02w
ar? + - or - 0z?

ﬁoy

avec les mémes conditions pour w le long de la méridienne des parois
que pour la vitesse linéaire « dans les problémes de translation du
chapitre précédent. Pres des bords, ol r est grand, si w ne varie pas

. . 3 dw A o1
trop vite dans le liquide, le second terme ~ 5, peul éire négligé en
- o
premiérc approximation. [’équation en w se réduit & I'équation en z
. . Jw .
des problémes de translation, et 5 ds i dv.
2

On a donc bien pour le couple élémentaire

dC =2nr oo ds,
on
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qui donne pour le couple de correction I'expression désignée plus
haut par 8, C.

Comme le mouvement ainsi obtena satisfait cxactement aux condi-
tions aux parois, sans satisfaire rigoureusement a 'équation du mou-
vement du liquide, nous savons (n° 28) que, méme en faisant exac-
tement la correction 6;C, le couple ainsi calculé serait évalué par
exces.

Lorsque le rayon n’est pas trés grand, on pourrait augmenter la

.. . . ., . 3 dw
précision en introduisant Pintégrale précédente dans le terme = P
r r

ct cherchant un terme complémentaire w, donné par

02y 02w, 3 dw

ort dz®  ror’

dans tout 'espace occupé par le liquide, avec w nul sur tout le contour
et a U'infini, et calculant ensuite le couple qu’il produit.

II. — ROTATION VARIABLE.

83. Mouvement varié. — Lorsque les mouvements sont suffisam-
ment lents, el lorsque la distance normale des parois mobiles aux
parois fixes est assez petite, on peut utiliser les intégrales relatives
au mouvement permanent pour la solution du mouvement varié. Car,
en posant

b=\ el

Am-_<"_€)m=o
W

I'équation

admet comme premiére approximation l'intégrale de

AWV, = o,

AT
pourvu que la longueur \/é% soit trés grande.

Tels sont les cylindres ou les sphéres de rayons peu différents, les
disques entre plans paralléles avec ou sans anneaux de garde et, en
particulier, les disques de Maxwell (n° 82).

L’expression du couple résistant en fonction de la vitesse est la
méme que dans |'état permanent.
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On aurait une seconde approximation en formant I'intégrale de

[
aw, = L,
M

. . . . o
st on savail le faire; celle-ci ayant en facteur = le couple correspon-
” h

dant, qui a en facteur pw, ne dépendrait plus de w, et serait propor-
tionnel a la dérivée (Qw) de la vitesse par rapport au temps, c’est-
a-dire & l'accélération, ainsi qu’a lu densité du fluide. Tous ces carac-
téres sont ceux d'un accroissement apparent du moment d’inertie
indépendant de la nature du fluide (sauf la densité), de la période et
de I'amortissement. Malheureusement, le calcul n'est praticable que
pour le cylindre, la sphére et les ellipsoides.

86. Cylindre infini. — Les équations

' Uy —art—blogr—+d,

a2, 1o, fio
dar? r or o
b
2

donnent

oy 6o (uﬂ d—b
p— + "+

: rl(»r‘ﬁ\
ar  w \ 4 2 Br r)’

. . . .. 1 oY . R R
el la vitesse angulaire additionnelle - d_l doit éire nulle sir les
r r

deux cylindres R, R/, ce qui détermine &, et &; en particulier,

aR2R"? bR2R™ R’ w R:R? w R+ R'+ R’

= log o —— 2 ud log ~.
by T T RT—Re) Y R 8 RT—R® 2 (R*—Rip "8 R

Mais la dérivée de la vitesse complémentaire n’est pas nulle sur ces
deux cylindres, en sorte que le couple a la valeur totale

r‘—}j—’iﬂz U —+ R+ 3R%— R RiR* log R -0 |
IR Re i R*—R* ~ (RE—Rp °R[|7V0

w = Qele,

Lorsque § est imaginaire, ce sont les parties réelles de w et de C
qui se carrespondent.

&7. Sphéres. Rotation périodiqgue. — Prenons comme variable le
rayon émané du centre «; Péquation rigoureuse est
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d’oll
P2\ 2 oW

— + - — — (¥ 4+ C) =
h? +L de b - ) o

en posant

k{nzll'.éel, ’.QZP—QJ f(t):C
i
Introduisons la fonction (W —+ C)

d‘l
JaH(F+ C)=r2(¥ + C),
d’ot
T —Tu
Yo _ G ae™ + be

T

et la constante C ne joue aucun role; écrivons donc

ae™ -+ b(;*TL

‘p — el
et
1 0 /fae™ 4 be ™\ L,
Q== — < ), w = partie réelle de Qedt.
* db 3
Posons
=0, 0y = L:.(T% oy,
i ; p
et soient
a = Acosz + ¢ Asing, b=DBcos3 +iBsing,
il vient
ebit .
b = N [Ae™ cos(Bat + tor -+ )+ Be ™ cos(0a — w1 —+ B)] + £(...),
d’on
M| Ae™t [recos(0s7 4+ Tyn o+ a4 7) — cos( 628 — Ty -+ )] e
v — Be T [25c0s(Byt — Tor - 347 )+ cos (B, — tyr — B)]
en posant
Ty + LTp == s€eff, O+ ily = B a o,

Comme cette vitesse ne dépend pas de la latitude, le calcul du
couple sur une sphére de rayon R donne, comme dans le cas du

mouvement permanent,

87 0 R* 2y —

C= % R+ <d—w> = Sﬁ%  partie réelle de <M),
T /R v

ici

g2 0,2

R[

C=8—§ERH§—3m+ Aemk cos(fyt + T, R+a+27)

+ Be~T:RBeos( Oyt — 1y R+ @‘*‘27’1)]%'
B. 7
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On remonte facilement de w & I'angle de déviation «;

A g Ae™" [Recos(Byt+1o R+a—m)—cos(0:f+ts R+a—27)]
LT net { —Be T R[Recos(fat—1ts R+ 8 —7, )+cos(B6—5 R+B—27)]V

ct, si I'on prend pour origine du temps le moment du passage par

I'équilibre (=u),0ona

AemtR[Recos(mayR+a—7) —cos(ma R+ 2a— 27)]
—Be-"K[Recos(tsR — B + n) +cos(waR — 3+ 27)] = o.

88. Résistance et inertie. —— On peut chercher la relation entre G
et w sur une méme sphere en fonction du temps seul; en élimi-

pant e®¢cosliyt et e%¢sinby ¢ entre C, w et d)’ on obtient une relation

linéaire entre ces trois quantités.
On pourrait aussi bien former une relation linéaire entre w, G
oG . ; : .

et —; mais ancune n’a une forme simple, parce que la dérivation par

ot
. Lo e
rapport a ¢ augmente les phases de 27 et multiplie par o

Posons
Ry=AenR [Recos(=eR 42 4+ 1) — cos(ma R + a)]
—Be®R [Recos(zaR — B —v)+ cos(te R — )],
Ry=—AenR [Rezsin(to R -2 + 1) — sin(t2 R + 2)]

—Be=mR[Resin(t, R — 3 —7) + sin (1, R—3)],

nous aurons
R2w = Ryeb%t coslez o Ryebitsinbye,

el, par un calcul facile,

Ry, — R, 0 Ry dw

Bt Cos iyt — — 12 R Rugy oo 2 RaC
enteostl = TR, VO G ADs; N a
. Ry A6 A o>
8t ginf,f— —2 2"t tpy, Tt g™
A T RY A0, TR+ RI0, - 0F

et enfin

‘(;ﬂlﬁigﬁﬂﬁl)x[ Aenl cos(maR+a+27) '

R2:2 ! +Be—":Rcos(ts R—B—27)]

m’+(»‘R262+5{1BI)X[—Ae'ﬁ“sin(:?R+z+27q)
—+ Be-TBsin(t, R—B—a27y)]

Ra[ AemReos(taR+a+or) )
()m R2g? ~ +Be\'r‘ﬁ(‘():(~2[{*§_2f‘)] )
MERCYET B ([~ AevRsin(taR + a4 a7) g
' -~ Be—-tRsin(t.R — 3 —27)]
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[Le terme en w est une résistance proportionnelle a la vitesse; le

dw . . .
facteur de ot est un accroissement de moment d'inertie. Tous deux

dépendent d’une maniére trés complexe des circonstances du mou-
vement.

89. Approximations. — Lorsque 'amortissement est faible, comme
il arrive généralement dans les expériences de mesure, 27 est peu

ros . T
superieur a ;,' on peul donc poser

gv‘zg—%zc (6, <o)
et développer en .

Lorsque l'amortissement est trés voisin de I'amortissement eri-
tique, apériodique, 0, est au contraire trés petit, et a7 est peu infé-
rieur a ; on peut poser alors

27, =m— 2f
et développer en C.

Une autre circonstance peut faciliter également les approxima-
tions dans deux cas extrémes : lorsque la viscosité est grande, la
densité petite, la période longue et 'amortissement faible, la longueur

I A .
<E) peut étre beaucoup plus grande que R ; Re est petit, le couple est

presque proportionnel a la vitesse, a4 u, et au volume de la sphére.
Si, au contraire, la viscosité est faible, la densité grande, la période

X . . . 1 R
trés courte ou l'amortissement trés rapide, la longueur . beut étre

beancoup plus petite que le rayon R, le couple dépend surtout du
terme en €*; il dépend 4 la fois de la vitesse et de 'accélération dans
des proportions comparables.

Supposons réunies, comme il arrivera souvent, les deux circon-
stances d'une viscosité faible telle que Re soit grand, et d’un amor-

. . n3 . .
tissement faible tel que v, — 7 = soll petit.
On a alors, en négligeant g,
RT+ RE= Ri1z2[Aze?7: R B2e—2TiR—2AB cos (21 R +a— §)]

dans 'expression des coefficients de C,

C*iﬂ‘u\/; Riel ArermiB_B2e-2TiR L 9 AB sin(at, R +2—2)

-3 "ArernR  Big—2n k5 AB cos(aty R +a — B}
Ow Aﬂe'"t“——B‘le*“a“—@f\i[}siu('an—kz—S)
B, 0t AlgrT R Bze—2%R_3ABcos(at,R+a— 8) |’
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el, s1 Fon adopte la méme approximation dans le choix de Porigine

du temps,
C=— 4mv/a Répe
T3 sinenpR+2—3)
( w[—cos(a—*—fe)'*—'le(TzR—*—“— :)COS<12R—B+:>]?
< 4 Al
w [ oy = B -
(+Ozdt[ cos(a—+ 3) 2(:05(\-:2R+a 4>cos<-:,l{ p+4>]s

on remarquera comment les deux termes dépendent de w : le premier

wpam H T
BP2T e second & ou BE 2.
T 62 AT

En outre, 4 cause du facteur t,R, le rapport des deux termes

a en facteur ue ou sensiblement

varie périodiquement avec \/g—JL lorsqu'on conserve la période et
:

Pamortissement, c’est-a-dire 0, et 6,.
51, malgré la petitesse de la viscosité, Re est petit par suite de la
petitesse de R et de la Jongueunr de la période, Pamortissement élant

toujours petit <n = f) ; on obtient la forme trés simple
4

C=

8 R3 R2g? dw )
- <3‘° 5, 9z )

l'augmentation d’inertie est indépendante de la viscosité a égalité de

période (8,).

90. Liquide indéfini extérieur & la spheére (!). — La vilesse angu-
laire et le couple doivent éire nuls pour R infini, ce qui exige

A =o.

On a alors, sur la sphére mobile,

0.t
ed: . . .
¢=— gy %Brf«“[ﬂs sin(tgR—f +n) +sin(7y3R — 4 27m)]sinby ¢
avec
Recos(taR — B+ 7))+ cos(zgR— 3+ 27) =o,
(1) Pour la théorie. voir . LaMyE, Prog des Gymn. Dantzig, 1866. — KLEMENCIC,
Wien Ber., 1. LXXXIV (Abt. IT), 1882, p. 146. — LasryL, Wien Ber. (Abt. II), t. XCIII,
1886, p. 291. — KoNig, Wied. Ann., t. XXXII, 1887, p. 193.
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et
[R2e?cos(zgR—B—27)+3Recos(t, R—B—n) '
3cos(ta R — syt
C= §7TER€6,1_'HRB« o + (’05(:“'- £)] cosly
3 ’+[R252sm(’rgl’\—@—2?‘)—%3[155111(1:2?\—@——7])
‘ - 3sin(sy R — B)] sin Oy 2.

Clest le cas des expériences de Konig et de Whetham,

91. Liquide intérieur a la sphére (). — l.a vilesse angulaire doit
rester finie et le coaple nul au centre de la sphére. Reprenons la forme

exponentielle. L'intégrale

el

w=— [ae™ (v — 1) — be ™ (zo + 1)]

donne en développant

bt

[(+b)(
= | (e 1—

2

w =

L2 3.3
. >+(a—b) . +]
La condition est donc
a—+—b:0
ou
A=—B a=§,

1
et la vitesse angulaire au centre est la partic réelle de az3 e ou

wo= Actelif cos(lyt 4+ 2+ 37);
rés du centre, le couple se réduit a
) f

8 3
DT A esefit cos(6yf +a -+ 37)

CU =
et s’annule au centre.
A la surface de la sphére le couple est

emB3cos(fyt + 1o R4+ a)—3Recos(bst+~to R+a—+7)

'C:STWLA(;W + R2z2cos (0,2 + TR + a +a7)]|
3 — e R[3cos(0y2— 1, R +a)+ 3Recos(fyt—to Rz +7)¢

+ R2e2cos (B¢ — R + 2+ 27)]

et, d’aprés le choix de Jorigine du temps «, est donné par

et [Recos(ta R—m)—cos(ta R—27) ]+ e ™R [ Recos(ta R+m)+ cos(ts R+ 27)]
enR[Resin(tgR—m) —sin(z R—an)] —e R Resin(zy B 4 1) + sin(ta R+ 27)]

tanga =

(') Pour la théorie, voir Hermuorrz, Abh., t. I, p. 196 (1860).
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C’est le cas des expériences d’Helmholtz et de Piotrowsky.

5’1 y avait glissement a la paro1, cela ne changerait rien 4 'expres-
sion du couple; mais c¢’est sur unc sphére de rayon Ry =R + ; que
se produirait 'entrainement complet; c’est ce rayon R, qu’il faudrait
mettre dans I'équation qui détermine 2.

On voit combien ces relations sont compliquées, et quelle incerti-
tude le calcul des expériences laissera planer sur la valeur de gl

S

u’elles sont destinées a donner.
q

92, Intégrale générale en coordonnées cylindriques. — L’équah
tion (II1) (n° 74, f arbitraire)

9y 1 od 02y p o

m*;zﬁw*;&*ﬂ‘ f)

admet comme intégrales simples les fonctions

Vo= (@grt+ by logr + ¢p)edt+is, =,
et

Vi —= [dn—+ Aado (EAr) + A3 Jo(Ear)]ede s, =2 — f

oll toules les constantes a,, by, cu, @, Ay, A} pevvent étre imagi-
naires, ainsi que 9, §, A, qui sont liées par les équations écrites en
marge.

Jo(Zhr) est la‘fonclion de Bessel dont les premiers termes du déve-
loppement en série sont

. rr\e ()\2,-2\2 A3 3 N2
Jo(ihry =1+ <T> - \2.4) - <z.4.6> -
et qui, aux grandes valeurs de £r, se rapproche tres vite de

Jo(ihr) V/

lorsque la partie réelle de ¢ A7 est positive, et de

Jo(ilr)_—i\/:—;rtcm< L)\r)+

lorsque la partie réelle de /Ar est négative (Jornan, Analyse, t. 111,

p- 274)-

cos(- ~L7\r) 4
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C’est celle qu’il convient de prendre pour l'intérieur d'un cylindre,
atteignant 'axe, car elle reste finie &4 'origine.
Jo(ihr) est lafonction qui devient nulle 4 l'infini (*) mais infinie
a 'origine,
Jo(idry=Jy(iAr)[log(ihr)y—o,11593...])

O R (- )

Pour de grandes valeurs de {Ar, & partie réelle posilive, elle se
rapproche trés vite de

Jolirry =— T \/; 2 sin(?—ill‘)
2 AT 4

o T —a2f /T )

.In(tl\r):f—;—\/—ﬁ)\’_ sm(z—kz)\r)

lorsque la partie réelle de £Ar est négative. J, convient a l'extérieur

et de

d’un cylindre qui contient une source, car elle s’annule a Uinfini,
grédce au choix de la constante o,11593....

Il en existe des tables pour les valeurs réelles de iAr, ou 1magi-
naires pures, ou de la forme (1 — ¢)z. Ces derniéres ont été calculées
a Poccasion du probléme de la distribution des courants a longue pé-
riode dans les fils cylindriques, probléme analytiquement semblable
a celui de 'entrainement d’un fluide visqueux intérieur au vase cylin-
drique par les oscillations tournantes du vase; la vitesse angulaire

1 oY . ., .-, .
w = - - correspond & la densité de courant, multipli¢e par aw; mais
T

le couple ne correspond pas a la résistance électrique.

Comme caractéres généraux nous n'avons rien a apprendre de plus
que par les mouvements des plans, et Pinsuffisance des tables numé-
riques ne permel pas d'application expérimentale simple (roir Gray
el Marnews, Treatise on Bessel functions and their applications

to Physics, Chap. XI, XII, XIl1) (Tables étendues & la fin).

93. Cylindre indéfini. — l.e cas le plus simple est celul du cylindre
indéfini

=o, A= — ES y iXA == du probléme sphérique.

(') La multiplicité et la confusion des wnolations pour la seconde intégrale
[Y, &, K. K, ...] et la variété de choix de celle-ci, m’ont décidé a adopter la notu-
tion Jy pour celle qui s’annule a U'in(ini. en devenant inlinie & Porigne.
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I'intégrale
U=+ A, (tr)+ A'Jy(tr)ed

donne un couple par unité de hauteur,
C=+arupR2(20w —1y).
Deux cas limites sont simples :

1° Le rayon K est petit par rapport a la longueur é (n"8§9). On

a alors sensiblement

2 52 3] "2 2
J():[_’Cl :I_L' ’——-LL%,—
4 4 ®o4
et
of, r2 o, r2
Jo=J,[log(er)— 503 <+ ¢ ey v LT
0 [log(er)—o,1139 ]+ T [ 7

_~ A"I‘ A r +12 »-__2 lo 303 g / Be.
w_P ;4— ﬁ‘Z——Q((,er—o,11)9\+ln);e ;

o

2° L.e rayon R est trés grand :

2 T 5
Jy= cos| - —rr),
™r 4
b 2 ./
Jo= - sin| - — =71},
2 wTr 4

la partie réclle de =r étant prise positive.

94. Distribution arbitraire le long d’une génératrice. — L'intégrale
générale
Y=art+ blogr + = (A,sink,z+ B,cosh,z)J,(i{h,7r)
+ S (A}, sinx, 5+ B eosh,z)Jo(ihnr)

peut sausfaire a telle distribution de vitesses angulaives que D'on
veut, le long d'une génératrice.

Lorsque le liquide est contenu dans le cylindre, on doit prendre
les J, seuls.

Lorsque le liquide est extérieur au cylindre et s’étend & I'infini, on
doit prendre les ./, seuls.

Lorsque les deux cylindres ont des rayons comparables, 11 faut
conserver Jes deux fonctions.

Soit R’ le rayon du cylindre immobile; on doit avoir, quel que

soit 3,
1 0
- = = o,
ror/,.—g '
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b——vaR'e

d']0 ' ()Ju
A"(ﬁ)ﬁ n(5E) = |

' hngeq.
dJo r {’JU _ \
B (50 B (5 ), =0

On peut ensuite satisfaire & telle condition que 'on veut en z, soit
par une série de Fourier procédant suivant les multiples de ax; A,
lorsque la hauteur totale £ du cylindre liquide est limitée, soit par
une intégrale lorsque la hauteur est illimitée :

o« —+ @
S(z)= Ef dl/ f(Lycosh(z— D dz.
"o /e

Par exemple, pour un cylindre d'épaissewr 2e prolongé par des
¢ylindres immobiles, on aurait

2 g2 Loy
2 < e?, (\r dr)“ = wq,
2 g2 19y
22> e?, <’1 ar)a 0,

qui est donnée par

A[dJO(L)\r)J +A,[0J0(LA;1):] —o,
or B ar R

B[aJy(ihr) B' [oJy(ikr) a8inke R'z — R?
T e

Remarque. — La détermination des ‘coefficients A, B, qui con-
viennent & un corps terminé par des surfaces autres que des plans
normaux a I'axe et des cylindres de révolution, est impraticable;
mais la vole inverse ponrrait peat-étre servir a choisic des formes de
corps réalisables mécaniquement avec assez de précision.

Quoi qu’il en soit, ¢’est dans la thiéorie des disques que nous allons
avoir & faire usage de ces intégrales.

95. Disqueé, mouvement varié. — La théorie de 'entrainement
des fluides par les oscillations des disques est beaucoup plus difficile
que par les sphéres. On n’en connait que des solutions approchées.
La premicre tentative a été faite par O.-E. Meyer (') a I'occasion de

(1) Ueber die Reribung der Fliissigkeiten ( Journal de Crelle, t. 59. 1861, p. 299,
et t. 62, 1863, p. 201).
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ses expériences sur les gaz. Malgré de longs et difficiles calculs,
Papproximation resta trés grossiére; une partie des calculs, relative
a l'influence des bords. monirc méme qu’a cette époque M. Meyer
ne se représentait pas correctement la nature de cette influence.

[’année suivante, Maxwell imagina une disposition de disques qui
se préte mieux au calcul que celle de Meyer, et en fit la théorie avec
une approximation a peu prés suffisante (n® 82).

Aprés M. Meyer, plusieurs physiciens s’efforcerent d’améliorer la
théorie pour le disque unique; aucun ne réussit a définir mathéma-
tiquement un mouvement continu du fluide et & donner autre chose
que des indications Lriés grossiéres et des explications insuffisantes.
M. Grossmann, en 1882, par des considérations qui sont en grande
partie fausses, ajoute au couple résistant de Meyer, proportionnel

a \/lOTJ-, un couple résistant proportionnel & u et a la vitesse. Cette
correction raméne les valeurs obtenues par les disques a 0,9 environ
de celles que donne I'écoulement capillaire, au lieu de 1,5 4 25 ¢’est
]e Selll al‘glllnent en sa f‘ﬂVCllT‘.

M. Kinig, en 1887, a donné des raisons d’ajouter au couple résis-
tant un couple d’inertie, et il en a donné une valeur approchée, que
M. Meyer a confirmée par des considérations plus mathématiques;
les nombres que ses anciennes expériences fournissent avec le nou-
veau mode de calcul sont beaucoup plus réguliers, et peu différents
de ceux des autres expérimentateurs. Néanmoins c’est une théorie
encore Lrés insuffisante el peu précise.

Le point de départ de tous les travaux sur les disques est le méme;
il est ulile de I'énoncer explicitement. Le frottement s’exercant sur-
tout sur les faces planes, si Uon connaissait ’intégrale exacte en
coordonnées cylindriques, il suffirait pour le calcul du couple
d’utiliser la partie de U’intégrale intérieure au cylindre qui a le
disque pour base. On peut donc concevoir la marche théorique
sulvante :

Chercher deux solutions pour l'intérieur du cylindre de rayon R
satisfuisant aux conditions limites en z, 'une au-dessus, l'autre au-
dessous du disque, mais indéterminée le long du cylindre R; cher-
cher une solution pour I'extérieur du cylindre R se raccordant avec
les précédentes (et au besoin avec 'épaisseur du disque) le long du
cylindre de rayon R, et satisfaisant aux conditions limites.

En fait, on prend une solution trés particuliere 4 intérienr du
cylindre; et I'on en définit trés grossiérement le raccord avec une
solution extéricure, elle-méne tout a fait insuffisante.
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Bornons-nous au cas ol V'extension du liquide autour du disque
est indéfinie.

96. Intérieur du cylindre. — On prend simplement le premier

terme %, qui en tenant compte des conditions limites en z, du coté
positif,

| Q]

__qioz(uo’ z:()’
roor

1 dd

- — =0 F=-+4+=
ror !

Conservant les notations employées pour la sphere

. . w L N ™
T =T+ 119 = { = cei, =1 ¢e2e? =0, + i0,, 7:>2'q>;v
Q
)

on a

dont la partie réelle est

=2
Y=+ o %_ rteb—Tzan(fyt— 19z 4 27)
2p

avec
t

9= [ wy dt = gy editsinf,y 2,
/o

el, a une distance 3 quelconque

R
azd
= . L
¢ 1}1?'[ " or oz dr,
223 RY . )
C= — oy % RY et sin(lyt — <22+ 37).
T
A la surface du disque (5 = o),

2¢3 &
C=g HE B it siniyr - 37).
p 2

La phase differe de celle de la vitesse

w = g, P oredtsin(Byt +ar),
g
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et 'inertie du fluide introduit 'augmentation de moment d'inertie
dont nous avons déja parlé.

97. Réle du liquide extérieur. — Meyer. — Dans ses premiers
M¢moires, M. Meyer se borne a cette approximation, en y ajoutant
de trés longues considérations pour tenir compte de Uépaisseur du
disque, mais si peu justifiées mathématiquement qu’il vaut autant
faire franchement 'hypothése qui résume toutes les approximations

Y
partielles, a savoir que 'on doit augmenter le rayon de la moitié de
I’épaisseur, pour ramener au cas du disque mince.
P ' P q
(est avec cette valeur de C que M. Mever a calculé ses premieres
q Y p
expériences et oblenu des nombres Lrés irréguliers.

Grossmann. — M. Grossmaun, préoccupé de I'influence du
liquide extérieur, en a calculé le role d’une maniére tout & fait arbi-
traire.

A Tintéricur du cylindre de rayon R le liquide a le mouvement
défini par ¢, et cela jusqu’a la surface » = R.

Remarquons que dans ce mouvement chaque couche plane tourne
en entier commie une couche solide, il n’y a donc aucun frottement
i travers les surfaces cylindriques, mais seulement i travers les sur-
faces planes.

M. Grossmann (') suppose que, sans changer la distribution a I'in-
térieur du cylindre R, un frottement s'exerce sur sa paroi, et que ce
frottement par unité de surface est, pour chaque couche, égal a celui
que cette couche subit a travers ses faces planes pour r = R, c’est-
d-dire a

F — R dw}

iz
ce qui donne, pour le cylindre liquide entier, le couple

—f 27 R2F ds = amR? pwz=q).
0

1l écrit ensuite que la somme des moments des quantités de mou-
vement du cylindre liquide (calculée avec la distribution par couches
planes) est égale au moment du couple exercé par le disque aug-
menté du moment du couple latéral, et il en déduit le moment du

(1) Wied. Ann., t. XVI, 1882, p. 619.
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couple exercé par le disque.
2-3 b
C= %[WT' RT edtsin (6,2 + 37)
2 mu2s?
_2TeE R3¢t sin(By ¢ + 27])]

P

avec nos notations.
Ce qu'll gjoute ainsi, c’est une résistance proportionnelle a la vi-
tesse et & u, tout & fait arbitraire en réalité.

Kénig. — Beaucoup mieux justifié est le point de vue de
M. Kénig (1) : celui-ci, ayanl éludié expérimentalement les spheres
et conslaté Iimportance du terme d’inertie additionnelle, fit alors
le raisonncment suivant. Le calcul de Meyer donne une premiére
approximation du mouvement comprenant une résistance ¢t une ad-
dition d’inertie sur le disque; mais le disque et chaque couche plane
liquide doivent subir aussiun accroissement supplémentaire d’inertre
provenant des réactions du liquide extérieur au cylindre. M. Kénig
tire la valeur de cette réaction d’inertie d’'un travail de M. Klemen-
cic (2) sur les cylindres indéfinis.

L’augmentation relative esl

L _oem
n\/n;T <°2*T>

dans le cas o (Je) est grand.

En fait, les viscosités calculées au moyen de cette formule avec des
périodes T trés différentes concordent suffisamment entre elles ct
avec celles que donnent les oscillations des sphéres et 'écoulement
capillaire.

Il semble bien que ce soit la partie importante de 'action du liquide
exlérieur,

98. calcul de Meyer. — M. Mcyer a bien défini le type approché
de mouvement du liquide auquel elle correspond : on obtient cette
méme correction en découpant le liquide en tranches horizontales et
considérant dans chaque tranche le disque intéricur au cylindre R et
Panneau extérieur (fig. 16). Pour chaque disque intéricur, on prend
comme premiére approximation le mouvement d’ensemble & vitesse

1

() W. A, t. XXXII, 1887, p. 215.
(*) Wien. Ber., t. LXXXIV (Abt. II), 1882, p. 157.
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angulaire uniforme, sous I'influence du frottement des faces planes
et d'un froltement latéral (on traite donc Re comme petit) avec un

facteur e%s 4 déterminer. Pour chaque anneau extérieur infini, on

Kig. 16.

7 \\ AARAANNAN

néglige l'influence mutuelle des faces planes, on adopte, avec le méme

facteur €%, le Lype de solution en

\/T E
mrsxn(Z .r),

qui convient aux grandes valeurs de Re, en assurant la continuité de
vitesse et de frottement le long du cylindre R. Chacune de ces deux

solutions ne satisfait qu’approximativement a U'équation aux dérivées
. . T L g2 . NETY
particlles, puisque, a 'extérieur, le terme en -, est effacé, et, a I'in-
térieur, il est égal & {#¢ sans que {* soit égal a =2.
On détermine une valeur de {? intermédiaire entre o et %%, qui
répartit I'inexactitude entre les deux solutions, de la maniére sui-
vante : on écrit I'équation d’oscillation de chaque disque liquide

(r << R) pris en entier, sous 'influence des disques supérieur et inté-

rieur et de 'anneau extérieur :

n_R” dim_k_ 2R3 ow _"n:R“ Jw
2 9zt 2T or Ju 2 Par”

Or, de

2. T :
y=A / sin —Trj,
Ty 4
on tire facilement la valeur approximative

(j_lu'))]{-:l wT lalng(%c —rR‘),
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avece

) -‘»Sin(z——211R)+t’51|(:,R)Ch(12R)
T - 2 ).
Lang(z—tl R—iwuR)=

N )
cosv<’§ —%R ) Chtn, R - sin‘2<14t — n) Sht, R
9

ce qui donne, quel que soit =,, pour les grandes valeurs de t, R,

dw .
(2, = i

L’équation des moments devient

ou

La valeur de € ainsi obtenue
)
= 22—
4 T+ R
intervient directement dans I'expression du frottement du liquide sur
le disque solide, qui lui est proportionnel :
2

Tysin(fsf+27m) + ('cg+ R> cos(02t+2n):l.

\

e R [
C=09g,— —
e 2

L.e monvement ainsi défini est un mouvement continu dans lequel
les forces sont continues, qui satisfait exactement aux conditions
limites et approximativement aux équalions de la viscosité interne.
S’ll s’agissait d’'un mouvement permanent, on pourrait affirmer que
la dissipation réelle d’énergie est moindre et que la viscosité tirée de
la est excessive (n° 28); pour un mouvement varié, le signe ne peut
étre défini, mais erreur qui reste est probablement petite pour les
mouvements lents.

En réalité, c’est en coordonnées elliptiques qu'il faudrait traiter le
probléme; mais I'intégrale serait alors pratiquement inutilisable, faute
de tables, et d’ailleurs difficile, parce que les couches de vitesse angu-
laire uniforme ne sont pas les ellipsoides homofocaux.

99. Amortissement du corps oscillant. — Dans les oscillations
amorties d’un corps de révolution quelconque plongé dans un fluide,
la réaction du fluide entitrement déterminée par des équations li-
néaires lorsque le mouvement est assez lent dépend principalement
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de la vitesse actuelle du corps; toutefois I'inertie du fluide produit
une différence de phase qui ajoute un terme proportionnel a 'accé-
lération. .
A Toscillation
g = goeditsinfy¢ (6, < o)

du corps, correspond en général un couple (C > o vers ¢ >>0)
C=(C,eltsinbyt + Cyelit cosbyt)0,;

les constantes C,, C, dépendent encore de §, et de §,, outre les dimen-
sions géométriques du corps mobile et du vase; ce sont elles qui con-
tiennent la viscosité et la densité du fluide. Le couple étant généra-
lement résistant pendant la plus grande partie de l'oscillation, la
constante G, est ordinaircment négative.

L’expérience consiste a déterminer 0, et 8, el la premiére étape de
calcul & obtenir G, C,, en fonction de ,, 4,, du moment d’inertie du
corps K el de la torsiou A du fil de suspension, qui sont liés par
I'équation

(e ,
dn — G A
Orona
) .
;—;‘J = goeht(8, sinfy £ + 8, cosByt),
ek 4 G g ;
T = P [0 — 02 )sinfyt + 20,0, cos6;¢].

L’équation se décompose donc en deux :

K(13—63)+ C,— A =q,

2K 8,8, — Cy= o.
On a

Cp==2K0,8,, Ci=— K(62 — 03— 62),
€en I)()Sant

A
03 = -

S'il y a des viscosités accessoires qu'on doive éliminer, elles four-
. , . N .. I
nissent deux équations de méme forme, avec des cocfficients C), C;

on a donc, dans une premitre expérience,
. ot r o g 1 9 ’
Cy =2 Kb, t,, Cp=—K(0g— 62 02)
et dans la seconde expérience avec les deux causes réunies

L Oy 2Kty Gy O = — K (83— 02— 63),
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ce qui donne, par différence, les termes que 'on cherche

Co=2K(f, b,

0ey),  Cr=— KB =07 — 67+ 07)
Remarquons que, si le couple est fourni par la théorie sous la forme

D,

2 s X "
e’ &8 d un propor LlO[lllE]

d’un terme proportionnel 4 la vitesse

. R (7237 . . .-

a Vaccélération — D, T dont les signes sont mis en évidence, on a
Ci=—Dyb -+ Dy(H3 8},
Co=— Dy ly— 21,08,

ol §, et 8, sont les valeurs réalisées dans U'expérience (€, et C, dé-
pendraient de D', D, et de §,, b, correspondants).

Ce que Vobservation donne directement, c’est la duréc d’une
oscillation (compléte) T, et le rapport des élongations saccessives

a droite et & gauche, a une demi-période dintervalle, « <1, et l'on a

27 : L 60517,
0, = TT’ U,:%logncp(a):A’%’—)logma.
100. Calcul d’une expérience. — On tire ainsi de 'expérience deux

fonctions de w et de g; on connait généralement g par les mesures de
pression et de densité; il y a donc une équation de contrdle. La réso-
Intion par rapport & @ peut étre plus ou moins exacte, plus ou moins
pénible; suivant Pexactitude de la théorie que U'on a faite du mou-
vement du fluide, et la complexicité des formules qui en résultent;
mais, commne l'on est en présence d’une équation numérique, il n'y a
pas de difficulté réelle; quelques titonnements donnent deux valeurs
approchées de w par défaut et par exces, cntre lesquelles on peut
facilement dresser deux tables : une de T, I'autre de @ pour un petit
nombre de valeurs de w intermddiaires permettant Uinterpolation a
vue d’aprés les nombres observés. La prévision de la forme de 8, et
de i, en fonction de w est, au contraire, presque toujours inabordable
algébriquement.

101. Périodicité de I’amortissement. — HRésolvant en b,, 6,, on
obtient
—Db, ) Ko, D3
D) BT RED, R Dy

Deux cas extrémes peuvent se produire suivant que le diameétre du
corps oscillant est grand ou peut.
B. B
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_ Dans ce dernier cas, D; est trés petit et indépendant de la viscosité
-(sphére n® 84).

Mais dans le premier, Dy, quoique petit, varie avec la viscosité
exactement comme D;; 4, croit d’abord proportionnellement & \/“E,
puis de plus en plus lentement; nous savons que les expressions
exactes contiennent @ sous les signes sin et cos; 8, atteint donc
d’abord un maximum pour une valeur finic de w, puis décroit, passe
par un minimum {voir n® 39 et 89).

M. Konig a reconnu l'existence du premier maximum sur des
valeurs approchées contenant un plus grand nombre de termes que
les ndtres et a vérifié expérimentalement son existence. Il ne s'est
pas occupé des minimums et des maximums suivants, que son dévelop-
pement approché ne lut avait pas annoncés.
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LES LIQUIDES.

CHHAPITRE I.

EAU.

1. — EXPERIENCES DE POISEUILLE.

102. Poiseuille,ancien éléve de 'Ecole Polytechnique, professcur
de Physique & la Faculté de Médecine de Paris, avait entrepris un
ensemble de recherches sur le mouvement du sang dans les vaisseaux
capillaires. Il commenga par éludier a fond un cas beaucoup plus
simple : celui du mouvement de l'eau distillée dans des tubes de
verre capillaires. Clest cette étude préliminaire publiée par I'Acadé-
mie des Sciences dans le Recueil des savants étrangers, pour 1842
{année 18406), que nous allons résumer.

Ce Mémoire de Poiseuille, antérieur aux recherches théoriques de
Stokes (1831), est excellent de tout pomnt. Poiseuille, formé a I’école
de Regnault, a trés bien vu et su résoudre les difficultés de la ques-
ton; les principales sont les suivantes :

1° Mesure exacte du diametre et de la répartition des sections tout
le long du tube;

2° Mesure exacte de la différence des pressions aux deux bouts,
différence qu’il faut rendre aussi parfaitement constante que possible.

103. Mesures géométriques. Section du tube.— Poiscuille a utilisé
des diameétres compris entre 0™, 14 et 0™, 01 ; exceptionnellement il
a utilisé un diametre de omm 6,
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Mais, plus le tube est fin, plus la mesure du diamétre devient diffi-
cile avec la précision nécessaire ; car, le débit étant proportionnel a la
guatriéme puissance du diamétre, Uerreur relative commise sur la
mesure du diam¢étre est multipliée par 4.

En fait, avec des tubes aussi fins que ceux de Poiseuille, les pré-
cautions les plus minutieuses ne fournissent pas le diamétre avec une

errcur sensiblement moindre que ce qui permet a peine d’at-

o0
teindre le centieme dans 'élude de la lot des diamétres. La mesure du
diamétre est done trés délicate si 'on veut vérifier la loi avec une ap-
proximation qui ne soit pas trop grossiére. Poiseuille a commencé
par étudier chague tube au point de vue de la régularité de la section
d’un bout & l'autre du tube; 1l faisait, pour cela, glisser dans le tube,
selon le procédé de Gay-Lussac, un index de mercure dont 1l mesu-
rait les variatons de longueur. Poiseuille a rejeté tout d’abord les
tubes pour lesquels ces variations dépassaient 5 et, parmi les autres,
il n'a conservé définitivement que ceux qui s¢ montraient réguliére-
ment coniques. Il connaissait ainsi pour chaque tube conservé la va-
riation du diameétre moyen.

Ce diameétre moyen étail ensuile détermingé par des pesées de mer-
cure, en supposant chaque section absolument circulaire. Le tube
était rempli de mercure, completement fermé 4 un bout, puis vidé
dans une capsule tarée; cette opération était recommencdée une dizaine
de fois et le poids total du mercure était évalué al’aide d’une balance
Fortin, excellente pour le temps, mais ne donnant que le demi-miJli-
gramme; ceite sensibihité, faible pour la précision a obtenir, rendait
nécessaires les jaugeages répétés.

Poiseuille se demanda ensuite si les sections de ces tubes, qu’il sup-
posait circulaires pour le caleul des diameétres d’apres les pesées,
I'étatent suffisamment en effet. 1l traca, pour cela, a l'aide d'une
chambre claire, les profils des sections terminales du tube examinées
au wicroscope. Dans les séries de recherches ot Poiseuille fut amené
4 couper un méme tube en plusieurs morceaux, il profita de celte
circonstance pour dessiner de méme le profil des sections aux bouts
de chaque morccau.

Il reconnut que les tubes, méme les plus réguliers, n’ont pas une
section circulaire. On peut admettre avec Poiseuille qu’elle est ellip-
tique et prendre pour rayon celui du cercle de méme aire que I'el-
lipse, lorsque Vellipticité n’atteint pas o,1; la théorie faite ultérieure-
ment par M. Boussinesq justifie cetle supposition (n° 67).

Remarque. -— Pour 'examen de la section au microscope, onren-
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contre une difficulté i éclairer convenablement le bord du trou. Sa-
vart a proposé un procédé qui réussittres bien. 1l consiste a faire une
coupe mince du tube et ale noyer dans le baume de Canada. Les in-
dices du verre et du baume sont trés voisins; cependant ils sont assez
différents et surtout la différence d’absorption est assez grande pour
que le trou se détache nettement en sombre sur fond brillant.
D’ailleurs les indices sont assez voisins pour éliminer presque com-
pletement les réflexions au bord du trou. On obtient ainsi un profil
trés net, dontla chambre claire permet aisément le tracé sur le papier
quadrillé. Un micrométre objectif fait connaitre 'échelle du dessin et
I'on calcule sans peine l'aire de la section.

Les deux méthodes (inicroscope et jaugeages au mercure) donnent
des résultals qui concordent au .

10%. Mesure du débit. — [.e tube est réglé horizontalement a l'aide
d’'une lunette.

Pour mesurer le débit la méthode qui paraitrait la plos simple serait
de recueillir dans une éprouvette gradude le liquide qui s’écoule de
Vextrémité du tube capillaire dans un temps donné. Mais cette
méthode est trés défectueuse et Poiseuille y a renoncé parce que, le
liquide s’écoulant goutte a goutte, la pression varie beaucoup et d'une
mameére discontinue quand chaque goutte se forme et se déiache.
Pour obtenir une pression et un débit réguliers, il est indispensable
de noyer le tube dans un vase contenany le méme liquide que celui
qui s'écoule afin que le liquide sortant du tube péndtre sans discon-
tinuité dans le liquide qui I'entoure. Clest donc 4 entrée du tube
capillaire qu’il faudra mesarer le déhit. Voici comment Poiseuille a
disposé 'appareil a cet effet.

Le tube capillaire DE en expérience est soudé ( fig. 17) en D i un
tube beaucoup plus large, de maniere que le tube capillaire soit net-
tement terminé, condition indispensable pour la mesure précise de sa
‘longueur.

Le tube large communique par un tube étroit recourbé CD, avec
une ampoule BC en verre, soufflée ausst régulierement que possible,
et surmontée d’un tube étroit AB de méme diamétre intérieur que CD,
Deux repéres «, 3 sont traceés sur ces deux parties étroiles, a égale
distance de 'ampoule; le volume compris entre ces repéres est jaugé
avec précision par des pesées.

L’ampoule et les tubes étant pleins de liquide, on produitI'écoule-
ment sous une certaine pression. On vise le repcre . supérieur
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4 l'aide d’un microscope & réticule, mobile le long d'une régle
verticale et 'on commence 4 compter les temps quand le niveau du
liguide passe en a. L’instant final est déterminé par le moment ol

Fig. 17,

A
YL

le liquide arrive au repére inférieur 3 que 'on vise de méme au micro-
scope. Le volume de liquide écoulé dans le temps considéré est celui
qui est compris entre ces repéres.

105. Evaluation de la pression a l'orifice d’entrée. — la quan-
tité P qui figure dans I'expression du débit est I'excés de la pression
a Vorifice d’entrée D du tube capillaire horizontal sur la pression a la
sortie. Cette pression n’est pas constante pendant I'écoulement; sa
valeur initiale et sa valeur finale différent d’une colonne d’eau & peu
prés égale a la distance verticale a8, dont il faut déterminer une
valeur moyenne conforme i la nature du phénomeéne.

Supposons qu’a un moment donné, le ménisque dans 'ampoule
soit tangent au plan M; soit g la densité absolue de 'eau, 4 la hautear
verticale de ce plan M au-dessus de I'cuverture du tube capillaire DE.

La pression Pen D sc compose de trois termes :

P=p+gho—C;

p est la pression au niveau M de l'air qui surmonte 'eau dans 'am-
poule; gha représente la pression hydrostalique de la colonne d’eau
comprise entre M et D; enfin C est la correction capillaire qui pro-
vient de ce que, 'ampoule étant éiroite, le liquide relevé prés des
bords donne sur toute la largeur de I'ampoule une forme concave au
ménisque. De ces trois termes, le premier seul p reste constant pen-
dant toute la durée de I'expérience.

106. Valeur moyenne de A. — 4 varie du commencement a la fin
de Pexpérience, de toute la hauteur 283, Poiseuille prend pour valeur
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moyenne 3 introduire dans I'expression du débitla moyenne des dis-
tances verticales de D 4 a et a 3. Pour s’assurer que cette évaluation
élait correcte, Poiseuille fit une expérience directe. Il souda { fig. 18)
au tube horizontal large auquel abouut le tube capillaire un tube

Fig. 18.

vertical large et long FG; il mesura ensuite le temps nécessaire pour
I'éconlement de 1"™ de liquide dans ce tube, a trois hauteurs peu dif-
férentes, 'une étant la moyenne des deux autres.

Voici les nombres qu'il obtint :

Hauteur Durée
du liquide. d’écoulement de 1om=,
mm m L1
1329,5 7-9 | —_—
moyenne : I’ 2
1317,5 7.13,4 § ¥ 7 ’
1323,5 71l

On voit que la loi des moyennes est applicable.

Cela posé, supposans que 'ampoule soit réguliérement soufflée et
gu'elle posséde un plan horizontal de symétrie, les reperes a et 3
étant bien symétriques par rapport a ce plan.

Considérons deux tranches d’égal valume, symétriques par rapport

8 ) 8Y p
4 ce plan (). La tranche supérieure s’écoule plus vite, et la tranche 1n-
férieure plus lentement qu’une tranche de méme volume située dans le

(') A cause de la capillarité, ces tranches planes symétriques ne sont pas les
-tranches réelles, inégalement courbes.

C’est un exercice intéressant quc d’analvser graphiquementl toutes ces influences;
mais, dans les expérences de Poiseuille, la pression extérieure p est toujours assez
grande pour gue cette discussion minutieuse soit inutile. Il n’en est pas de méme
dans beaucoup de montages pour manipulations ou expériences physico-chimiques.
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plan de symétrie. La durée d’écoulement de cette derniére est alors,
d’apres ce qui précéde, la moyenne des durées d’écoulement des deux
autres tranches, et I'on peut prendre pour A, dans expression de la
pression en D ( fig. 17), la distance verticale qui sépare re point du
plan de syméirie de 'amponle.

Quant & la valeur de p, sielle n’est pas absolument constante, elle
varie trés peu pendant la durée de lexpérience. On en prendra la

valeur moyenne.

107. Correction capillaire. — (i varie pendant la durée de 'écou-
lement ; maxiinum aun repére o, cette quaniité diminue ensuile jusqu’a
un niveau trés inféricur au plan de symétrie et voisin de l'orfice
inférieur ol elle est minimum sensiblement nulle. Lfle augmente &
partir de la jusqu'au repére [ en repassant, en sens inverse, par
les mémes valeurs.

1l s’agit de déterminer la valeur moyenne & introduire dans la for-
mule. L'évaluation théorique parait difficile ; Poiseuille I'a évitée par
Partifice suivant :

' remplaca d’abord le tube capillaire DI, de la figure 29, par un tube
plus large, afin que l'écoulement fit plus rapide, puis détermina la
durée d’écoulement ¢ du volume ¢ compris entre les repéres a« et B3;
P, étantla pression mesurée, P, — G eslla pression vraic sous laquelle
se fait Iécoulement. Puis, détachant Pampoule, il souda, au méme
tube d’écoulement; un tube cylindrique vertical, soigneusement
gradué en dixi¢mes de-centimétre cube et pour lequel la correction
capillaire, immédiatement connue par le diameétre, éait égale a 27,
Il détermina avec ce tube la durée d'écoulement d'un volume ¢
connu, sous unc pression mesurée P| voisine de P,, la pression vraie
étant P\ —2.En admettant la proportionnalité des durées d’écoulement
aux pressions, ce qui est sirement légitime pour des pressions P,
et P voisines, Poiseuille tirait la valeur de C.

Voici ses nombres :
Pression moyenne

d'écoulement Durée .
Volume écoulé. en millimétres d’eau. d’écoulement
Ampoule.......... g = oM 1ph7 Py~ C =647,485—C 4™ 185,25
Tube cylindrigue... o' = gm* Pl — C'=648,36 — 2 A™i70.3
Valeur de C calculée d'aprés cette expérience.... G =3"" 4 d'eau
. . . . s
Pour la plus petite ampoule employée par Poiseuille (¢ == 0™, 125)

la correction C a atteint 1omm d’eau.
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On voit I'importance de cette correction qui est une fraction notahle
de la pression quand celle-ci est faible. De plus, elle dépend de la
tension superficielle. Pour le mercure, par exemple, elle serait encore
plus considérable et de signe contraire.

108. Mesure de la pression extérieure ( fig. 19). — Pour obtcnir
une pression extérieure p, aussi constante que possible, Poiseuille
avait relié son ampoule 4 un réservoir M de verve ( fig. 19), commu-

Fig 1q.

f ——

niquant par I'intermédiaire de tubes, d'une part avec une pompe de
compression ou une machine pneumatique, et, d’autre part, avec un
réservoir en cuivre de 5o litres environ.

Le tube L partait de M latéralement de maniére qu'une cavité N
fit ménagée au fond de 'ampoule en forme de poire; les poussieres
y tombaient et n’arrivaient pas au liquide de 'ampoule.

La poire M communiquail avec un manomeélre i mercure ou, pour
les faibles pressions, avec un manométre 4 eau, tous deux & air libre.
Les branches du manometre a mercure étaient un peu étroites (6m™
a 7™™ de diamétre), d’ot résultait une faible errcur de capillarité qu’on
pouvait négliger, car les deux branches étalent & peu prés égales.

La mesure de la pression nécessitait deux corrections :

1° Corvection de pression gazeuse; elle provient de ce que 'atmo-
sphere, sous pression, n’exerce pas la méme pression auniveau de’eau
dans la branche ouverte du manométre, et sur la surface de I'eau du
récipient V ( fig. 19) dans lequel est plongé le tube capillaire; cette cor-
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rection, variable avec la pression moyenne. était voisine de 1™» d’eau;
2° Correction provenant de ce que la pression dans I'ampoule ne
s'exercalt pas au méme niveau que dans la branche ouverte du mano-
métre : correction voisine de 1®™ 5 d’eau.
I’ensemble des deux corrections donne un total d’a peu prés 3™"
d’eau, variable d’'une expérience & l'autre.

109. Remplissage du tube. — 1l faut employer de I'eau absolument
pure et débarrassée de poussieres. Poiseuville employait de 1’eau
distillée qu'il filtrait, sur des filires Berzélius, de 10 4 20 fois; il
s'arrétait lorsqu’il n’y avait plus, dans le liquide, de poussiéres visibles &
la loupe; cette eau était ensuite placée dans un flaconbouché aI'émeri.

Pour effectuer le remplissage du tube, on fixait a4 la poire une

Fig. 20.

pompe aspiranie; en méme temps, Pampoule et le wube étaient
inclinés de maniére que I'orifice de celui-ci se trouvit au milieu de la
masse d’eau distillée propre et filtrée contenue dans le flacon (fig. 20).
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On produisait alors, & I'aide de la pompe, une légére aspiration; le
liquide pénétrant dans le tube remplissait 'ampoule.

110. Température. — L'influence de la température est considé-
rable. Aussi fallait-il opérer a température bien constante. Le bain
d’eau dans lequel était immergé et débouchait le tube capillaire a
permis a Poiseuille d’obtenir une température voisine de 10° et con-
stante a 55 de degré prés.

1. — RESULTATS DE POISEUILLE.

111. Loi des pressions. — Pour un tube donné, la loi de propor-

tionnalité des pressions aux débits est exacte si le tube a une longueur
suffisante.

Exemple. — Un tube, de o™™, 1 4 de diamétre, a été étudié successi-
vement aux longuenrs sulvantes :

cm
10,05
7,58
5,11
1,57
0,95
0,67

0,1

o

a1 e

Le volume de 'ampoule était 13" 31

Pour les trois premiéres longueurs, la loi des pressions est exacte
entre 98", 404 et 7~4"™ 810 de mercure.

A la pression de g8™™ 404, la durée d’écoulement & travers le tube
de 5™ 11 4 été de 1"35m 1%, soit 6921 secondes.

Sil'on se sert de ces données pour calculer, d’aprés les pressions
des aulres expériences, les durées d’écoulement, en admettant la loi
des pressions comme exacle, et si I'on compare ces durées calculécs
aux durées obsersées, on obtient le Tableau suivant :

Durdes
observeées. calculées.
. ] L]
4394 591,78
3a1h 3521, 00
1757 1757, 80
878 878,99
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I’écart maximum est de —i5; en prenant les moyennes, la concor-
cordance a lieu certainement au .

Mais les tubes plus courts ont donné des écarts plus grands, indi-
quant non des erreurs d’expériences, mais la fausseté de la loi.

Par exemple, & la pression 24™™,661 la durée d’écoulement a ¢té
de 8646 secondes a travers le wube de 1™, 575 (a peu pres 100 dia-
metres).

Iin partant de la, pour calcaler les autres durées, on a :

Durées

' observées. calculées
8 5

4355 4299

21g1 2170

1455 1438

1116 1097

571 549

298 275

Poiseuille n’a pas réussi a metire en évidence une loi coordonnant
les résultats quand les longueurs deviennent assez petites pour que la
loi de proportionnalité cesse d’étre exacte. Il s’est borné & faire des
remarques qualitatives sur les longueurs limites pour dillérents dia-
meétres; voicl ses nombres :

Longueurs

Longueurs auxquelles on est sur

Diamétres.

auxquelles la loi

est encore exacle.

que la loi
n’est plus exacte.

min mm mm
0,030 2,0 1,0
0,045 9,0 3,0
0,085 10,1 6,0
0,141 50,0 16,0
0,650 300, 1 200,0

On voit que la longueur limite, si indécise que soit sa valeur, croit
plus vite que le diamétre.
Porseuille remarque que dans les artéres étroites et courtes (2™™ de

mm

longueur pour 0™™,05 de diaméire) le mouvement des globules du
sang sulvl au microscopc n'est plus régulier et rectiligne, comme il
I'est dans les artéres plus longues.

Nous verrons plus lom quelle est la véritable relation entre le débit

et la pression lorsque le débit devient grand, et nous trouverons dans
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les observations mémes de Poiseuille les nombres nécessaires au con-
trole de cette loi.

112. Loi des longueurs. — Les expériences sur I'influence de la
pression ont été faites avec des tubes de diamétres variés. Sur chaque
tube, Poiseuille faisait plusieurs séries de mesures en le raccourcis-
sant progressivement. Pour ¢tudier I'influence de la longueur, il
suffit de rapprocher, pour un méme tube, les déterminations faites
4 des pressions voisines, aux diverses longueurs. On ramene tous ces
nombres a la méme pression en appliquant la loi des pressions.

Voicl les nommbres obtenus avec un tube de 0™ ;14 environ de dia-
métre.

La premicre-colonne indique les diverses longueurs; la deuxiéme,
les durées d’écoulement déduites des observations directes faites &
des pressions voisines de 775" et toules ramendes a la pression 7=5mum;
la troisieme colonne indique la durée d'écoulement déduite, au moyen
de la loi des longueurs, de la durée observée pour la longucur immé-
diatement supérieure.

Durées
T.ongueurs. observees. calculées.

cm B 3
10 1746,5 »
7,5 1307, 1 1317, 4
5 877,8 . 881,4
2,5 448,2 439,3
1,5 298,06 276,3
0,95 200,9 180,7
0,68 165,5 140,

On voit que, pour les tubes asscz longs, la loi des longueurs se
vérifie suffisamment. Pour les tubes courts, clle n'est pas plus exacte
que celle des pressions.

Si I'on a calculé chacun des nombres de la troisieme colonne en
partant de chacun des nombres delaligne précédente dans la deuxieme
colonne, et non pas toujours du méme, ¢’est afin d’éliminer autant
que possible I'influence de la variation de la section d'un bout &
I'autre du tube. D’un troncon a lautre, au contraire, la différence est
nminimum,

On peut méme tenir compte de cette variation de la section d'un
trongon du tube au sulvant. Les tubes choisis en effet peuvent étre
considérés comme réguliérement coniques et I'on constate que les
écarts des nombres du Tableau se manifestent dans le sens des varia-
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tions progressives de la section. L'accord est bien plus grand si 'on
se sert de la loi des quatriémes puissances des diamétres pour corri-
ger les petites variations de section. Voici un exemple (p. 503-508):

Tube d’environ o™",045 de diameétre.

Durée
calculée
corrigée et ramenée  comme précédemment
Durée au diamétre d’apres

Lungueurs. observée. du tube précédent. la loi des longueurs.

cm s s $

15,015 6goo, 8 6goo, 8 »

10,030 4839.,5 4593 ,0 4609,7
5,0225 2504,7 2437.,9 2423, 4
2,5175 1291,3 1249 1255
0,995 519,6 511,55 510,37
0,335 175,34 » 174,93

On voit que les écarts entre les deux dernieres colonnes sont de-
venus tres faibles et (u’ainsi cette correction des diameétres est tout
a fait effective.

La loi des longueurs est ainsi exacte au ¢z pour toutes les lon-
gueurs auxquelles la loi des pressions est elle-méme exacte.

Nous regarderons ces deux lois eomme établies dans les mémes
limites de longueurs.

113. Loi des diamétres. — Pour établir cette loi, Poiseuille a rap-
proché les unes des autres les durées d’écoulement obtenues avec
différents tubes pour des longueurs et des pressions sensiblement les
mémes; puis il a ramené tous ces résultats a la méme longueur el ala
méme pression en supposant vraies la loi des pressions et celle des
longueurs.

Le Tableau de nowbres suivant est établi comme le précédent
(p- 518-519).

La premiére colonne indique les valeurs approchées des diamétres;
la deuxiéme les volumes écoulés pendant 500 secondes, tels qu’on les
observe; la lroisieme indique les volumes écoulés pendant Sou se-
condes, ces volumes étant calculés pour chaque ligne daprés le
nombre de la deuxieéme colonne contenu dans la ligne précédente, en
supposantl exacte la lot des diamétres,

La pression commune était 755"™m de mercure et la longueur 2
luguelle on a tout ramené était : a3um
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Voluwe écoulé pendant 300 secondes.

Calculé
en admettant la loi
Diameétres de la quatriéme puissance

moyens, Obsevvé. du diametre.

mm wmm? mm?
0,014 1,465 1,465
0,029 28,826 28,808
0,044 141,500 41,63
0,0855 2067 , joo 2066 ,9
0,113 6398, 300 638g,2
0,14 13532, 000 15547

0,65 70000

ILes volumes sont bhien propertionnels anx quatriémes puissances
Catiae T e . ; : . 1 : .

des diamétres. L’écart moyen n’atteint pas le 355, On ne peut pas
espérer mieux 4 cause del'influence considérable de la température.
LLa concordance est donc excellente, au moins sous la pression
choisie : #=5.

D’aprés tout ce qui précéde, on voit que les expériences de Poi-
seuille sont excellentes. Si I'on constate des écarts entre les lois théo-
riques et I'expérience & partir d'une certaine longueur, cela tient a

une imperfection de la théorie.

114. Conclusion : Loi de Poiseuille. — Calcul du coefficient de vis-
cosité v de l'eau distillée. — Les expériences de Poiscuille conduisent
donc 4 la formule

(1) [=h. ——,

ou P désigne la différence des pressions aux deux bouts du tube;
{, la longueur du tube;

D, son diamétre;

K, une constante spécifique du liquide.

La lo1 qu’exprime cette formule est connue, a trés juste titre, sous
le nom de Lot de Porseudlle.

Le coefficient K est relié trés simplement au coefficient de frot-
tement interne y.

On a en effet (voir n* 64) :

k1< =P D¢
= — b= — . —
8uld Bul 16
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on a donc

ks
128 u

Or la valeur numérique de K est connue dans chaque expérience
de Poiseuille, puisque I, P, D, { sont connus. On peut done cal-
culer u. K et w ne dépendent plus ni du tube ni de la pression, mais
seulement des propriétés du liquide,

115. Variation de la viscosité avec la température. — K dépend de
la température et varie trés rapidement avee elle.

Poiseuille a étudié cette influence entre 0,5 et 45°, de 5% en 5v
sur les tubes de tous les diameétres depuis 0™™,14 Jusqu’a 0™™ 02q;
4 chaque température, il a retrouvé toutes les lois précédentes : lois
des pressions, des longueurs et des diameétres. 1l a ainsi calculé K aux
diverses températures; dans la formule, P représente des millimétres
de mercure; D et { sont exprimés en millimétres; le débit I est mesuré
en milligrammes.

Voici le Tableau des résultats :

Température

4 K.
0,

[0 T T e 1875
o T . 2485
g 3237
30 e 4067
V4 YO e e 1967
1 TN 5444

On voil que 'augmentation de K est trés rapide. En comparant entre
eux les nombres de Poiseuille, on voit qu'il a atteint le millieme dans

la mesure de K5 cela suppose qu’il mesurait les températures 4 moins

i
30

Cela nous donne une 1dée de Uhabilelé avec laquelle Poiseullle a

de 5 de degré puisque K varie d’environ de sa valeur par degré.

conduit ses mesures.
Poiseuille a relié ces résuliats par une formule & deux termes
{(p. 332):

K =135,3{1r+ 0,0336793¢+ 0,0002209936¢?),

K est ici rapporté au millimétre d’ecw a 10° pris comme unité de

pression.
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Dou, en C.G S. :

0,017799
1+ 0,0336 7937 + 0,000220993 672

M=

en appelant 0 la densité variable de I'eau; O.-K. Meyer a adopté la
formule :

. 0,0137)

T (14o0,001048) (14 2.0,01104¢)

@

[ ]
toujours pour représenter la méme série d’expériences de Poiseuille.
La variation progressive de complexité moléculaire que révéle
Ianomalie de densité, sans se traduire visiblement sur la courbe de
la viscosité, n’en conserve pas moins son influence et rend iinpossible
toute représentation par une formule simple (wocr Ghap. HI).

116. Travaux postérieurs & Poiseuille. — I.’eaun a été édtudide, ac-
cessairement, par de nombreux expérimentateurs depuis Poiseuille;
mais bien peu de ces travaux semblent comparables a celui de Poi-
seaille, 4 I'exception de celui de Pribram et Handl et de celui de
Thorpe et Rodger. Dans leur grand Mémoire dont nous parlerons
plas loin, ces derniers ont étudié I'eau avec un soin particulier, dans
I'intervalle 0°-8°, sans parvenir & y découvrir la moindre anomalie
(p- 446).

Leurs observations comparées a celles de tous leurs prédécesseurs
sont représentées sur la figure 21. L'accord n'est qu’a peu prés sa-
tisfaisant.

En prenant pour g4 o® la valeur uy==100, les observations des

différents auteurs sont comprises :

Slotte (') dans ses recherches sur les dissolutions, en particulier
sur les chromates, a proposé la formule

_ 0,521719 .
B= 06 0,00131,

qui ne concorde guére avec Uexpérience qu’au centiene.

('Y Wied. Ann., 1881-1883.
B. 9
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On peut lui douuer, d'aprés Gratz (1888), la forme suivante :

390 — ¢

W= 07073.)5(JU m!

qui mel en évidence, au numérateur, la température comptée au-
dessous de la température critique, ou a peu prés, et au dénominateur
une température comptée an-dessas du point de fusion ou i peu pres.

III. — PERTURBATIONS AUX EXTREMITES DU TUBE CAPILLAIRE.
CORRECTION DE FORCE VIVE.

117. Exception apparente & la loi de Poiseuille. — Paisenille
a montré que si la longueur du tube tombe au-dessons d’une cer-
taine limite, qui dépend du diamétre; sa loi ne s’applique plus.
[L.a théorie devient donc insuffisante.

La théorie générale du mouvement des fluides visqueux d’ot nous
somines partis est correcte c¢t, dans 'application que nous en avons
faite au cas des tubes capillaires, nous avons supposé sculement que
la vitesse du liquide qui s’écoule est parallele & axe du tube. Dans
toute région du tube ol cette hypothése est légitime, I'intégration
conduit & Ia relation de Poiscuille entre le débit et la chute de pres-
sion par unité de longueur.

Soient :

P la chute de pression entre deux sections du tube ou la vitesse est
parallele a Paxe;

{la longacur de tube qu’elles comprennent;

D son diametre et 1 le débit,
S

) = I ? '28.‘*-

Cette loi élémentaire est certainewent exacte pour toute section suf-
fisamment éloignée des houts. Mais pour la vérifier par I'expérience
on lapplique au tube entier. Dans ce cas, deux causes d’erveur appa-
raissent

1* Au voisinage des bouts du tube les lignes de courant doivent
cesser d’étre paralleles & Vaxe, car elles convergent vers 'entrée du
tobe dans le réservoir d’ol le liquide part et divergent a la sortie
dans celus ou elles abouussent; et 'influence de ces changements de

direction doit se faire sentir sur une certaine longueur dans le tube.
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139 LIVRE Il. — LES LIQUIDES.

2° La quantité P qui figure dans la formule (1) désigne la chute de
pression entre les deux sections terminales du tube; or ce qu'on
mesure c’est la différence des pressions qui régnent dans les deux
réservoirs entre lesquels le tube est établi. Cette différence peut
s’écarter notablement de P,

118. Nature du mouvement aux extrémités du tube capillaire. —
Supposons les bouts du tube coupés bien perpendiculairement a Paxe.
Comme le diamétre du trou est trés petit par rapport & I'épaisseur de
la paroi, on peut se représenter le tube comme un étroit canal,
creusé dans une masse de verre illimitée, aboulissant perpendiculai-
rement sur deux parois indéfinies baignées par les masses liquides
des réservoirs d’entrée et de sortie ( fig. 22).

Fig. 2a.

Reéservoir
d' entrée Re .

eservoir
de sortie

7

Les lignes de couranlt ne sont pas distribud¢es de la méme fagon
a I'entrée et a la sortie.

A Jorifice d’entrée, elles forment un {lux convergent venant de
loutes les directions dans un angle de 180° aulour du trou; on peut
admettre que ces lignes ont la forme réguliére indiquée par la
figure 36, si les mouvements sont assez lents, c’est-d-dire qu'il ne se
produit pas de mouvements tourbillonnaires. Ce faisceau de lignes de
courant doit s’étrangler en entrant dans le tube pour prendre presque
aussitdt la direction de l'axe.

A la sortie, le liquide qui a acquis tout le long du tube un mouve-
ment hien rectiligue forme une sorte de jet qui ne s’évase que lente-
ment. On peut s’en assurer en colorant légérement l'eau du réservoir
d’entrée, celle du réservoir de sortie restant incolore; le jet est alors
rendu visible. On constate qu’il s’¢largit lentement ct ne se mélange
au liquide ambiant qu’assez loin de I'ouverture. Cc flux sortant en-
traine trés peu par viscosité le liquide qui 'entoure; celui qui baigne
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immédiatement la paroi n’est pas entrainé d'une facon sensible.
Puisque le jet subsiste sur une longueur notable aprés la sortie, on
peut conclure que les lignes de courant restent certainement paral-
Itles a 'axe a I'intérieur du tube jusqu’a la sortie.

En résumé, le parallélisme des vitesses a I'axe est réalisé tout le
long du tube sauf sur une certaine longueur & Pentrée; cette lon-
gueur est stirement faible, sans doute de l'ordre du diamétre. C'est
done seulement dans des tubes trés courts qu’il en faudra tenir
compte; nous ne ferons pas le calcul de correction qui scrait alors
nécessaire, parce que l'incertitude sur la forme réelle de 1'embou-
chure le rend illusoire. .

Dés quela longueur du tube est un peu grande par rapport au dia-
meétre, cette correction devient négligeable et, dans la formule de
Poiseuille, la longueur mesurée du tube peut étre introduite telle
quelle sans erreur sensible.

Mais la seconde des causes d’erreur signalée plus haut (u° 112)
prend une importance antrement grande quand le déhit n’est pas trés
petil, et nécessite une correclion qul introduit un lerme propor-
tionnel au carré du débit. Occupons-nous en maintenant.

119. Correction de force vive. Appelons P, et P, les pressions
qui régnent dans les sections terminales du tube respectivement
a l'entrée et & la sortie; P\ et P, les pressions, déduites hydrosta-
uquement de celles qu’on mesure dans les deux réservoirs au moyen
de manometres en relation avec les régions ou le liquide est immo-
bile.

La différence inconnuc P, — Py=P est la quantit¢ qu’il faudrait
introduire dans la formule de Poiseuille; on introduit a la place
la différence P, — P, (mesurée) qui n’est pas ¢égale & P; d’on la cause
d’erreur qui nous occupe.

Il est facile de voir que I'écart est acquis a4 entrée et qu'il n’est
pas détruit a la sortie.

Dans les parties du vase éloignées de 'orifice, o régne la pres-
sion P, le liquide est 1mmobile. Dans le tube, un peu au dela de
Porifice, 1l a acquis la force vive qu’il conserve tout le long du tube;
si donc on cousidére un filet liquide qui se dirige vers 'entrée en se
rétrécissant, la vitesse s’accélere le long de ce filet; la pression doit,
par suite, étre plus grande du c6té large que du coté étroit vers lequel
le liquide est chassé. La différence P', — P, est précisément la chute
de pression nécessaire pour faire acquérir au liquide la force vive
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quil a i l'entrée, en méme temps que pour vaincre les frottements
des filets liquides les uns sur les autres dans le réservoir d’entrée.

Un raisonnement du méme geure devrait conduire, pour la sortie,
& la conclusion Py < P, si le jet s’épanouissait et st la distribution des
vitesses de sortie était symétrique de la distribution de I'entrée. Mais,
a la sortie, le mouvement est tout autre qu'a l'entrée; le jet, d’abord
régulier sur une certaine longueur, se résout plus loin en tourbillons
qui s’éteignent au sein de la masse liquide du réservoir, par suite de
la viscosité. La force vive du jet ne produit pas de chule (négative)
de pression el de travail proprement dit; elle est tout entiére absorbée
dans les frottements des mouvements tourbillonnaires qui la trans-
forment intégralement en chaleur.

LLa conservation du jet montre qu'a la sortie, la distribution des
vilesses est encore la méme que dans Pintérieur du tube; 1l en est
done de méme de la distribution des pressions. Dans tout le vase, y
compris le jet régulier, mais & Iexclusion de la région ol le jet se
résout en tourbillons, régne la distribution hydrostatique; P, et P,
sont égales.

Nous sommes en mesure maintenant d’éerire correctement Uéqua-
tion compléte du mouvement qui tient compte de la chute de pres-
sion dans le réservoir d’entrée. .

e régime permanent étant établi, nous allons écrire que, pendant
un temps trés petit d¢, la somme des travaux des forces motrices est
égalc a la somme des travaux des forces de frottement dans le réservoir
d’entrée et dans le tube augmentée de la demi-force vive du hquide

qui s’écoule pendant ce temps.

[20. 1* Travaux des forces motrices. — Dans le réservoir d'cn-
trée, décrivons une sphére § ayant lorifice du tube comme centre et
un rayon assez grand pour que sa surface se trouve dans la région du
réservoir d'entrée ot la vitesse du liquide est sensiblement nulle et
ot la pression est celle qu'on mesure : P,. Les filets liquides peuvent
étre considérés come partant normalement de cetle sphére. Pendant
le temps dt, une quantité de liquide I d¢ pénetre dans cette sphére.
Le travail de la pression P/ pendant ce temps est

Py 1 de,

car, si, a travers un élément /S de celte sphére, le liquide entre avec

une vilesse normale v, le travail de la pression est

Pl dS x< v dt.
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La somme des travaux pour toute la sphére est
P dzjo dS =P 1 ds.

De méine, le travail de la pression Py a Vorifice de sortie esl, dans

le méme temps,
— P, Tde.

Le travail moteur total est done

(P — P,)1dt.

i21. 2" Travail du frottement. — A l'entrée du tube, la distri-
bution des vitesses est indépendante de lear valeur absolue lorsque
le mouvement est. assez lent pour que les équations soient lindaires;
la vitesse en un point est donc égale au produit d’une fonction des
cvordonnées seules, par le débit [. Le travail converti en chaleur,
égal & la fonction de dissipation, dans chaque éléinent de volume,
fonction homogene du deuxiéme degré des vitesses de déformation,
est donc proportionnel au carré de 1.

Précisons Uinfluence des dimensions : pour des vases semblables,
la distribution des vitesses est la méine, ¢’est-a-dire qu’en appelant o
une dimension linéaire caractéristique du vase, la section d’écoule-
ment est proportionnelle a a2, et chacune des vitesses est définie par
une équation telle que

N
R VICES ]

a

et une quelconque des dérivées est telle que
o 1 of,
Jx ~ a’ ,<x\
J —)
a

La fonction de dissipation par unité de volume est

I2 :/.z Yy %
H. 71(5y21'>7

ad a

el pour le volume entier, proportionnel a a3,

' E

Mﬁq’ﬂ

¢ étant une constante numérique définie pour chaque forme de vase.
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Lorsque l'évasement de lorifice a une forme définie, on peut
adopter pour a le rayon de lorifice.

Pour un tube de résistance &, le calcul de la lo1 de Poiseuille éqni-
vaut au calcul de la dissipation de travail & [2. Le travail, eonverti en
chaleur & P'orifice d’entrée et dans le tube pendant le temps d¢, est
done

(a2 o) o

Lia résistance & étant de la forme wA, 4, o0t &4 ne dépend que de la
section du tube, mais non de sa longueur, on peut poser
L3
- a:‘c‘ﬁi
et définir le role de Vorifice d’entrée par la longueur de tube A qui
dissipe la méme quantité de travail.
Pour un tube circuluire de rayon

Ry — 8 Ta

Tat ) 8 7

et ¢ est comparable a I'unité.
Le calcul théorique de @ sera entierement laissé de cOté ici.

122. fquation de 'écoulement. — La force vive acquise pendant
le temps dt est celle que posséde un volmne 14t de liqude a 'inté-
rieur du tube. Pour des tubes de section semblalile, clle est, par

unité de volume, en un point zy'z,

_—_ 2 —— —2 _——
o/ 12 /x \ xr ¥y 3 z
. z 7, 2 z Y, e z X,z )
2(@2,) [f'(a’a a +f2(a’a a) +fa(a a a)J

et, en moyenne,

en appelant W un nombre pur; d’on pour le volume [ ¢

e Y s an

2 at*

L’équation compléte du travail est done

(Pl — Pyl = <“¢+cﬁ) e 2

a3 2
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ou

123. Calcul de la force vive. Le calcul exact de ¥ est facile

quand on connait la diswibution des vitesses dans le tube.

Pour le tube circulaire, Hagenbach (*) en a indiqué le principe et I'a
fait inexactement, en adoptant la distribution hypothétique de Hagen.
Franz Neumann, dans ses [egons de 1838-185¢g, publiées aprés sa
mort en 1883, I'a fait correctement pour la premicre fois. M. Couette
I'a refait indépendamment en 18go.

Soit 7, le rayon du'tube. Découpons la section en anneaux étroits
concentriques; soit » lec rayon moyen de I'un d'eux et dr sa largeur;
la vitesse 1 en tout point de cet anneau est (n® 63)

u=A(rt—r?).
La quantité de liquide qui le traverse dans le temps d¢ est

amrdrudt,
dont la force vive est
wrdrpuddt.

La force vive totale acquise pendant le temps dt par le liquide qui
passe d’un vase dans I'autre est donc

ry e -8
Tdt:npdtf zt’rdr:wpdtf A3(r{—r2 )Y rdr= ?A’Z%dt.
o o . 4

Exprimons cette demi-force vive en fonction du débit (n 64)

I=xn—r}.
2

quand il n’y a pas de glissement. On a

lezzfp

% r}

I+ de.

124. Discussion. — Dans I'équation finale

:Sy.([+l\)[+ P

, [2
=i G

(1) P, — P,

)

(1) Pogg. Ann., t. CIX.
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nous avons donc deux termes de correction :

1 L'un, 2, & ajouter a la longueur da tube et qui corrige les frot-
tements i I’entrée; ce terme devient négligeable si ¢ est suffisamment
grand devant r;

2* L’autre terme est proportionnel & 12. Négligeable quand le débit
est trés faible, 1l prend de I'importance quand le débit devient un
peu grand.

St done, pour une méme différence de pression I}, on raccourcit
de plus en plus le tube, le dé¢bit augmentant heaucoup, le terme en [?
intervient el la loi des pressions cesse d'étre exacte.

De la formule (1) on tire u

_ Pyt —pl2
T VAR

123. Comparaison avec les expériences de Poisseuille.— M. Couette
a corrigé, par cetle formule, les valeurs de u tirées des expériences
de Poiseuille pour lesquelles la loi des pressions cessait d’étre exacte
dés les plus faibles vitesses.

Neégligeons d’abord A.

Voicr quelques-uns des nombres obtenus :

1° Diamétre des tubes............. .. 0" 14
Longueur.........oocvieniann 1%, 575
Pressions
Valeur de en millimétres
en C.G.S. de mercure i 10°,
0,013 23 24,66
39 49,39
32’ 98.23
24 1/;8,'23
25 194,26
23 388,00
3o 773,16
Moyenne... o,01329
20, Méme tube, raccourci. Longueur... o°", 677
0,01363 | Pressions.
63 | vitesses croissantes
63 ) encore faibles
64 | moyenne : 0,01364
66
82 . 38-mm 8
8 g grandes vitesses. A~ Y
83 773" 79
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Le coefficient 4 est devenu indépendant de la vitesse pour un méme
tube. Toutefois la correction parait un peu faible anx trés grandes
vitesses, probablement a cause de la proximité du régime hydraulique.

Le p du premier tube est différent de celui du second.

Calculons maintenant la vraie valeur de u et la correction }, au
moyen des deux équations que fournissent les valeurs moyennes aux
faibles vitesses

0,01329f = p(l + %),
0,013690 = u(l +X),
qui donnent

® = 0,01303

un peu inférieure a la viscosité adoptée par Poiseuille (0,0130¢9) et
) )\ — Onnn’ ';\)v’

soit environ cing fois le rayon du wube.

126. Elimination expérimentale des causes d’erreur. — Prenons
deux tubes d’indgale longucur mais identiques en tout le reste.
Admettons que les phénomeénes soient les mémes aux extrémités de
chaque tube quand le débit est le méme pour les denx.

Soient A et B (fig. 23) deux sections du premier tube, A" et B’

Fig. 23.
A
Ia 5]

B et 1l - >
A »
AT
[P LSS

deux sections du second, chacune voisine d’une extrémité, la
distance A d’'une section & 'extrémité correspondante élant Ja méme
pour les quatre.

Si A est assez grand, on est sir qu'entre A et B comme entre A’
et B’ les mouvements sont paralléles & l'axe et la lot de Poiseuille
applicable.

Appliquons-la donc & ces deux trongons de tube.

Soient { et ¢ les longueurs totales des deux tubes, P et P’ les
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chutes de pression respectives de A a4 B et de A’ 4 B/, quand le
débit [ est le méme pour les deux tabes. On a

;) P b P (PP
wil—a2k Bul—or 8p I—10

(0 1:5

Mais, s1 'on appelle P, et P, les pressions mesurées dans les véser-
voirs extrémes entre lesquels le premier tube est élabli, et de méme
P, et P, les quantités analogues pour le second tube, on a

P—P'= (P — Py) — (P{—P3),

puisque les phénoménes, aux exirémités, sont les mémes pour les
deux tubes.
La relation (1) devient donc
r{ [Py—Py,—(P{—P})]

(2) I:m 17 ’

formule ot il n'entre plus que des quantités effectivement données
par Pexpérience.

L.a formule (2), ou est éliminée l'influence des bouts, nous
montre que, tout en ne s’appliquant 4 aucun des deux tubes séparé-
ment, la loi de Poisenille s’applique au quotient de la différence des
pertes de charge par la diltérence des longueurs.

127. Expériences de M. Couette (!). — Cette méthode d’élimina-
tion a ¢té mise en wuvre par M. Couectte au moyen de Uappareil que
représente la figure 24.

I.’ean part d'un grand vase de Mariotte A, en relation avec un réser-
voir d’air comprimé; elle traverse successivement un réservoir M,
un premier tube T, un second réservoir N, le second tube T, et un
troisiéme réservoir P, puis s'écoule par l'orifice B, dans un flacon,
qu’on pése pour mesurer le débit,

ILes réservoirs M, N, P, pleins d’eau, communiquent par des tubes
de plomb également pleins d’eau avec les trois branches d’'un mano-
meétre de verre H dont la partie inférieure contient du mercure; les
dénivellations du mercure dans les trois branches mesurent les diffé-
rences de pression entre ces réservoirs,

(%) Thése (18qo) et Journal de Physique, 1890, p. 414.
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La viscosité déduite de ces expériences reste bien conslante taut
que la vitesse n’est pas trop grande.

Fig. 24.

128. Dissolutions salines. — Poiseuille a publié dans les Comptes
rendus de {’ Académie des Sciences de 1842 4 1846, aprés son Mé-
moire fondamental sur 'eau pure, une série de travaux sur les disso-
lutions.

La plupart des sels augmentent, par leur dissolution dans I'eau, la
viscosité de ce liquide. La lo1 de variation est assez complexe.

Si, pour un sel donné, on trace une courbe en portant en ahscisses
la proportion centésimale de sel dissous, et en ordonnées la viscosité
de la dissolution (la viscosité de I'ean a 10" étant prise pour unité},
on obtient une courbe qui change sensiblement d’allures d'un sel a
I'autre.

Pour le chlorure de manganese MnCl2, par exemple ( fig. 25), la
variation est d’abord lente, puis la courbe monte trés rapidement.

Certains sels, comme, par exemple,

KBr, KI, AzH*Br, AzH*J, Az03AzH:,
donnent des minima trés nets, au moins a basse température.

La courbe ( fig. 26) esirelative a V'azotate d’ammouniaque, qui, 4 10°,
présente bien un minimum net.
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Au contraire, aucun des sels de sodium étudiés ne présente cette
particularité.

1l y a donc des sels dont les dissolutions aqueuses coulent plus faci-
lement que 'eau pure.

Fig. 25. I'ig. 26.
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Des recherches étendues de Sprung (P.A.1856) ont confirmé ce
résultat de Poiseuille : le mimimum se produit 4 une température
d’autant plus élevée que la concentration est moindre. A égale con-
centration, la viscosité varie en sens opposé au poids moléculaire de
I’acide et a celui de la base.

Nous nous bornerons a ces bréves indications; les trés nombreux
travaux sur les solutions tirent surtout leur intérét de la comparaison
entre la viscosité et la conductibilité ¢lectrique. Nous renverrons le
lecteur au Volume de la collection des Aide-Mémoire intitulé : 2ésts-
tance électrique et fluidité, par M. Gouré de Villemontée.
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CHAPITRE 1.

EXPERIENCES SUR LE FROTTEMENT INTERIEUR DU MERCURE.

129. Intérét de I'étude du mercure. Expériences de Poiseuille. —
Le mercure ne mouille pas le verre; des expériences faites avec ce
liquide pourront donc nous renseigner sur le glissement a la paroi.

Poiseuille avait fait des expériences sur des dissolutions salines
dans l'eau; elles avaient confirmé les résaltats généraux fournis par
I'eau. La Comnmission de I'Académie, chargée d'examiner ces travaux,
proposa des expériences sur le mercure. Poiseuille les fit et obtint des
résultats qui ne concordaient pas avec ceux (u’il avail oblenus pour
I'eau; la loi des pressions semblait n'étre plus exacte. Comme il
employait I'appareill méme qui lni avait servi pour Veau, on pouvait
admetire que la divergence tenait a la grande diilérence entre les
chutes de pression au début et 4 la fin de Pexpérience; ces variations,
qui tiennent 4 la grande densité du mercure, ne peuvent devenir négli-
geables que sous de fortes pressions; mais alors ¢’est la loi simple
des pressions qul cesse elle-méme d’étre exacte, sous I'influence des
termes dus a la force vive. Ces expériences étaient a refaire.

130. Expériences de Warburg ('). — Warburg est le premier qui
ait publi¢ des expériences un peu étendues sur la question; malheu-
reusement elles manquent de précision et nécessitent des manipula-
tions trop délicates.

L'appareil se compose de deux tubes larges, A el B, verticaux,
recourbés horizontalement au bas; deux tubes horizontaux ad/,
b6 traversent les bouchions qui forment les deux tubes A et Bj ils

portent deux robinets de verre ¢ et d. Enfin le tube capillaire G
relie, par l'intermédiaire de bouchons de licge, les tubes ad’, 64

(fig- 27)

(') Pogg. Ann., t. CXL, 1870, p. 367.
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Un vase D contenant du mercure est placé au-dessus du tube A et
le robinet R permet de faire écouler une quanuté convenable de ce
mercure dans le tube A. Enfin, le tube B est muni également d’un ro-

Fig. 27.

binet » qui permet de faire écouler du mercure dans un vase taré V.

On commence par nettoyer soigncusement le mercure, on remplit
Vappareil et 'on régle au cathétometre 'horizontalité du tube capil-
laire. Cela fail, on améne les niveaux du mercure dans A et B, a la
hauteur de deux repéres tracés sur ces tubes, dont la distance verti-
cale représente la différence de pression H —H', sous laquelle doit se
faire I’écoulement.

Les robinets ¢, R et /- étant fermés, on vise avec deux cathéto-
meétres les ménisques dans A et B, puis on laisse les lunettes en place.
On fait ensuite écouler un peu de mercure par le robhinet r sans le:
recueillir, on referme ce robinet, puis on ouvre les robinets ¢ et d;
du mercure passe de A en B & travers le Lube capillaire; on suit dans
la lunette la marche du niveau dans B, et, quand ce niveau arrive &
la hauteur du réucule, on met un chronométre en marche; c’est
le commencement de Uexpérience. On ouvre aussitdt particllement
les robinets R et 7, que 'on régle de maniére que les niveaux dans A
et B se maintiennent constants. Quand on juge que U'expérience doit
prendre fin, on ouvre largement le robinet 77 pendant un instant de
maniére & faire un peu baisser le niveau dans B; on ferme alors com-
pletement ce robinet et 'on remet 'wil 4 la lunette. On arréie le
chronomeétre au moment préeis ol le ménisque en B devient tangent
au fil horizontal de la lunette.
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L’expérience ayant été ainsi conduite, le mercure contenu dans le
vase V a exactement le méme poids que celur qui s’est écoulé a tra-
vers le tube capillaire pendant le temps marqué par le chronométre,
Deux pesées le. déterminent, et 'on connait ainsi le débit. De plus, la
preésion est restée sensiblement constante pendant I'écoulement;
malgré 'absence d'indications & ce sujet dans le Mémoire de War-
burg, 1l est possible que chaque niveau, dans A et B, ait été main-
tenn constanta . de millimétre prés. La différence de pression H — H'

5

moins 4 gy prés, la valeur de H— H’ n’ayant pas été prise inférieure

serait donc restée constanle a i de millimétre pres, ¢’est-a-dire au

a10°"; dans certaines expériences, elle a méme ¢1é de 20°™.

131. Mesures absolues. — Résultats. — Les premiers essalis de
Warburg ont porté sur la loi des pressions, point qu'il était néces-
saire d'éclaircir, aprés les expériences de Poiseuille.

Quatre tubes furent essayés :

Température

Numéros. Longueur. Rayon. des expériences.
mm -mm o
| . 603 ,0 0,40615 15,0
20l 626,0 0,31385 18,0
3....... .- 871,5 0,22346 17,4+
P S . 461,0 0,14447 17,2

Les tubes 1 et 2 ont donné pour la loi des pressions des écarts
considérables; ils étaient sans doute trop courts, étant donnés leurs
diamétres. . -

Les deux autres tubes ont obét a la loi; on canserva leurs résultats
ainsi que ceux d'autres tubes de dimensions comparables.

Warburg n’a d’'ailleurs donné aucune indication sur le calibrage
des tubes qu’il employait, les cinq chiffres significatifs des rayons
sont donc illusoires.

La loi des quatriémes puissances des diamétres a €1€ trouvée exacte
a la température de 17°; 1l n'y a donc pas de glissement notable.

Le coetlicient de viscosité déduit de ces expériences est

= 0,1181 (mm, g),

o Ik

s 4 N
4 357 pI'(,S.
Warburg signale une grosse difficulté de ce genre d'expériences;
B. 10
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c’est I'altération progressive du mercure, soit seul, soit au contact du
verre.

Le verre doit étre récemment nettoyé (& l'aide de SO*H?, eau, al-
cool, air chaud) et le mercure récemment purifié et séché. Sile mer-
cure a séjourné quelques jours dans les vases, les expériences sont

irréguliéres.
132. Mesures relatives. — Loi des diamétres. — Absence de glis-
sement 4 la paroi. — Pour contrdler avec plus de précision 'adhé-

rence & la paroi, Warburg a fait des mesures relatives, en comparant
I'un a Tautre, sous le méme débit, deux tubes capillaires de diamétres
différents, disposés I'un a la suite de Pautre (fig. 28).

Fig. 28.
R
F
—y--
z g
i |
H Hui
_i__» ) i b ¢

Sur le tube large b¢, qui les relie, est adapté un manométre 4 air
libre DEF. Quand les deux niveaux dans A et B sont réglés de ma-
niére a4 rester constants, grice aux rohinets R et r, on constate que
e niveau M dans DE reste constant.

Le tube DE étant un peu étroit,5™", il faut ajouter au niveau M
la correction capillaire : 1™, 8; soient alors H, H’; H” les hauteurs
du mercure dans A, DE, B au-dessus des tubes capillaires; L,, R, la
longueur etle rayon du premier tube capillaire, ab; L,, R, les mémes
quantités pour le second, cd. Si la lot des quatriémes puissances des
diamétres est exacle, on doit avoir :

H—H" H — H'
[ p— _ &
[ b= RS.

.2 2

Considérant 1l — 11" comme donné, Warburg compare la valeur
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(

ses nombres :

observée de'H” — H' a celle qu'on calcule d’aprés cette formule. Voici

H — W

B R VL S

L,. R,. L,. R,. observé. calculé.
mm mew mnt mm mm mm
3710 o,118 871,5 0,223 33,6 33,2

263 ,0 0,1307 871,5 0,223 61,3 62,36

122,7 0,118 81,5 0,223 75,2 75,12

Les écarts sont de 'ordre du centiéme; il est permis de les imputer
aux erreurs d'expériences, car toute erreur relative sur la mesure des
diametres se lrouve multipliée par 4.

La proportionnalité du débit a la quatriéme puissance du diamétre
peut étre considérée comme bien établie; par conséquent, les glisse-
ments a la paroi, s’il y en a, sont extrémement faibles. Ce résultat
était inattendu; car le mercure ne mouille pas le verre, et il était
assez naturel de supposer qu'il pit glisser le long d’une paroi qu’il
ne mouille pas.

133. Expériences de Stéfan (!). — Des expériences antérieures a
celles de Warburg avaient été faites & Vienne en 1862 par Stéfan,
avec la collaboration de Ludwig.

Stéfan, étudiant les oscillations d’une masse de mercure dans un
tube en U éiroit, essaya de calculer Pamortissement et d’en déduire
le coefficient de viscosité. .

Le phénomeéne était mal choisi. Si 'on considére, en effet, une
goutte de mercure qui se déplace dans un tube, un point ( fg. 29)
de la masse de mercure située prés de la paroi reste voisin delle
pendant le mouvement, jusqu’a ce que la surface limite arriere de la
goutte arrive i son voisinage; il prend alors un déplacement normal
4 la paroi; en d’autres termes, il n'y a pas glissement de la goutte, il
y a roulement. On s’en rend comple facilement en faisant courir
une goutte de mercure dans un large tube de verre. Lorsque le mer-
cure est lerni et le tube de verre bien propre, on voit les malpropre-
tés courir sur la surface de la goutte, plus vite que celle-ci, et passer
sur la surface de contact du mercare et du verre, a I'avant: lorsque
la goutte a avancé dc toute sa longucur, les malpropretés non adhé-
rentes au verre sont reprises par la surface arriére et ramenées inces-
samment & 1'aval de la goutte.

(') Wien Ber., t. XLVI, 1862.
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Lorsque la goutte remplit toute la section du tube, supposé vertical,
le mouvement est maximum suivant ’'axe; mais, comme iln’y a pas de
surface libre réunissant I'avant a l'arricre de la goutte, chacun des
ménisques a sa physionomie propre. Le ménisque avant recoit cons-

Fig. 29.

AN UL AR

tamment du mercure propre venant de la profondeur; sa surface,
constamment élendue par les bords, va s'appliquer contre le verre,
et y entraine toutes les malpropretés (en quantité finie) qui s’y trou-
vaient au début; elle se nettoie. Au contraire, la surface arriere qui
se contracte constamment par les bords, ramasse en son centre toutes
les malpropretés qui couvraient la surface et y ajoute toutes celles
qui n’adhérent pas suffisamment aun tube.

134. Variation du coefficient de frottement du mercure avec la
température. Expériences de S. Koch. — S. Koch (') a opéré dans
des limites de température trés étendues.

L’appareil est tout enlier en verre, Le tube capillaire ab est soudé
a deux tubes larges A ct B; sa longueur est de 40", Il est entouré
par une ¢tuve qui déborde de 3" de chaque coté (fig. 30); deux
écrans protegent les tubes manométriques A et B contre le rayonne-
ment. Le tube B porte & sa partie supérieure deux étranglements

a et 3 servant de repéres et comprenant entre eux une partie cylin-

("Y Wied. Ann., t. NIV, 1831, p. 1.
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drique large C dont le volume est celui qu'on doit faire écouler au
travers du tube capillaire; les passages du mercure aux repéres a
ct 8 marquent le commencement ct la fin de chaque expérience.

Fig. 3o.

Etuve

Pour porter le tube capillaire 4 roo”, on faisait circuler dans I'étuve
de la vapeur d’eau; la température 0" ou les températures inférieures
¢laient obtenues en immergeant le tube 4 une profondeur d’au moins
5™ dans de la glace ou dans un mélange réfrigérant.

Grice a la disposition de I’étuve, la température est bien constante
dans tout le tube capillaire, car 'écoulement est trés lent.

Aux températures élevées, S. Koch emploie une étuve spéciale
employée déja par von Babo {'). Une coupe de cette étuve est repré-
sentée figure 31. Elle est formée de feuilles de tole recourbées, super-
posées, comprenant enire clles des espaces pour la circulation des
gaz, et ouvertes alternativemesnt en haut et en bas. [’appareil a chauf-
fer est entouré par les gaz de la combustion, mais protégé par deux
toles contre la flasnme directe de la rampe 4 gaz D, et méme contre
le rayonnement de la premiére tole. En A, B, C on voit la coupe :
1" d’un thermométre a air; 2* du tube capillaire; 3° d'un régulateur
de température.

La température maxima i laquelle on ait opéré a été de 340°; on
pouvait l'atteindre en une heure. Des températures supérieures
4 300° restaienl constantes & moins de 2° pendant 5 heures.

(') Berl. Berickt., t. XIII, 1850, p. 121q.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



150 LIVRE 1I. — LES LIQUIDES.

Dans la comparaison des durées d’écoulement aux diverses tempé-
ratures, il y a une correction 4 faire. Les durées sont rapportées a la
méme masse de mercure, celle qui remplit le volume compris entre
les repéres o et B & 0"; mais ces masses n’occuperaient pas le méme

Fig. 31,

i

A, thermométre a air.

B, tube capillaire,

C, régulateur de pression.
D, bec de guz.

s

volume aux diverses températures auxquelles on porte successivement
étuve: or, dans la formule qui donne le débit, il faut Loujours intro-
Vétuve; dans la f le quid le débat, 1l fant v t

duire le méme volume d'écoulement, c'est-d-dire. au lieu de la

masse Q précédente, introduire le volume %, o étant la densité du
mercure & la température de V'écoulement, et ramener ainsi toutes

les mesures au méme volume.

135. Résultats. Formule de Koch. — L’ensemble des mesures de
Koch, faites sur les différents tubes entre les limites extrémes : —18°
et 340°, se résume bien a I'aide d’une formule & 4 termes :

e =0,01606¢{1— 0,003 8926 -+ 0,123. 107542 — 1, j4. 1078 23],

Cette formule donne pour w les nombres suivants :

Tempé- Valeursde n
ratures. en C.G.S.
o
O veinnnnns e viee.. 0,01697
10U 4ot it i iee e 0,05223
200 4 et ittt isaeiaiaaae. D,0101D
300t e e 0,00928
L « I 41 1o

Les écarts entre les valeurs observées et les valeurs calculées & I'aide
de la formule ne dépassent généralement pas 1 pour 1o0.
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En considérant le Tableau des nombres précédents, on voit que la
variation de u est trés rapide au voisinage de 0°, et décroit quand la
température s’éleve. Elle est lente entre 300° et 340°, plus de 5 fois
plus lente qu’au voisinage de o".

C’est d’ailleurs une régle générale pour les liquides : les variations
de @ décroissent rapidemenl quand la température s’¢léve.

Soit T la température absolue, faisons le produit par uT; les
nombres précédents nous donnent :

—
"
—

o [+]
2734+ 0t 4,47
100 oot iiininieannann 4,57
200 ..-vnen. [P 4,80
Joo ...l 5,32
273 +340 . ool 5,55

Ce produit varie peu au voisinage de 0" @ W varie a pen prés
comme U'inverse de la température absolue.

136. Expériences de Schweidler. — Schweidler (') a fait des expé-
riences sur le mercure pur et sur divers amalgames a 20", 40°, 60°;
il a proposé la formule suivante :

= wao[t — a(t — 20) -+ B(t—20)?].

Voici le Tableau des valeurs de 2 et B :

LI 10°x. 10" 3.
Hgpur...oovniiiiiiaianenn, 0,001579 325 66
Hg a 2 pour 100Cd......... 1632 365 131
Hg a 2,8 pour 100Cd....... 1691 360 153
Hg a 1 pour 1ooPb......... 1627 365 196
Hg 4 0,6 pour 100Zn....... 1639 300 59
Hg a4 0,5 pour 100Cu....... 0,001620 Jo2 25

On voit la grande importance du terme en #2; la cdurbure est trés
prononcée pour chacun de ces liquides. On voit aussi U'influence des
matiéres étrangéres; une trés faible proportion de métal étranger
{Zm, Cu) abaisse le deuxieme coefficient d’'une quantité trés notahle,
et redresse la courbe. :

On peut alors se demander ce que signifient les nombres relatifs
au mercure supposé parfaitement pur, dans les expériences de Koch

(') Wien. Ber., t. CIII, 1893, p. 273.
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comme dans celles de Schweidler. Recherchons, par exemple, a

, . 1 du . .
quelle température on trouverait, ponr — —=, le coefficient de dila-
pao dt

tation des gaz 0, 00307 :

o]

Pour le mercure, ce serait.............. 3 — 10 environ
Pour les alhages avec Cd (2,5 pour 1o00). - 20 »

» Zn (Fi5Zn) ... — 35 »

» Culg35Cu)e..oun. —1t0 »

Les variations sont énormes et il suffit, pour les produire, de trés
faibles quantités de matiéres étrangéres; comme pour la résistance
électrique des métaux, la lot de la présence de matiéres étrangeres
produit, dans Ja variation avec la température, des perturbations consi-
dérables. o

D’apres les nombres de Schweidler, on voit qu'il o’y a pas moyen
de comparer les coefficients de viscosité des diverses substances. Les
courbes de variation avec la température ont, en effet, des allures
tout & fait différentes et 'on ne sait, dans ces conditions, quelle tem-
pérature 1l faudrait choisir pour faire la comparaison.

137. Expériences de Bénard. — A 'occasion du cours, M. Bénard,
alors préparaleur au Collége de France (janvier 1899) a répété, pour
le mercure, des expériences que Poiseuille avait faites sur 'eau dis-
tillée.

Calibrage des. tubes. — Cette opération a été effectude avec le
plus grand soin. On a employé I'appareil ordinaire comnortant deux
microscopes & réticule; les glissiéres portaient un vernier au ; de
millimétre. Dans les tubes conservés, les plus grands écarts entre les
racines carrées des sections extrémes ont été moindres que 1.

Les seules valeurs absolues adoptées pour Ja section moyenne ont
é1é obtenues avec des pesées au mercure; il a fallu, pour les tubes fins,
remplir dix ou quinze fois chaque tube pour obtenir quelques déci-
grammes. Le tube n’était pas rempli- complétement; la distance des
deux ménisques étaitlue a 'appareil de calibrage, et I'on additionnait
les longueurs obtenues. Le microscope d’Amici employé pour I'ob-
servation des bouls du tube, ou plutdt des extrémités des parties déta-
chées, n’a servi qu'a donner les valeurs relatives des axes des ellipses.
Les valeurs absolues des diamétres prises au microscope ont concordé
d'ailleurs d'une fagon trés satisfaisante avec celles qui résultaient des

pesées. L'ellipticité a été trés faible en général.
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La longueur des tubes a été mesurée & I'aide d’une régle de Gambey
(¢étalonnée au pavillon de Breteuil) ou d’un picd a coulisse (avee ver-
nier au 3,) pour les tubes courts.

Pour le calcul des éléments du tube, on a procédé de la maniére
sulvante :

1 On a calculé, d’'aprés les résultats fournis par les pesées, la
valeur moyenne de la section et, par suite, la valeur moyenne de
\/(7), a et b étant les demi-axes de P'ellipse de la section;;

2" Cette valeur de la section moyenne admise, on a calculé, d’apres
le calibrage, la valeur des sections moyennes de chaque segment du
tube occupé successivement par la goutte de mercure dans le cali-
brage, puis les diameétres moyens correspondanis;

3¢ La valeur moyenne de I'ellipticité des deux bouts déterminée
directement a été admise pour celle du tube entier. On en a déduit pour

2a3 b3 .. . . .
chaque segment la valeur de i qui Joue le role de r* (vair
le cahier d’expériences).

138. Montage des expériences. — L’appareil est dessiné ci-dessous

(fig- 32); il est, comme on le voit, presque identique & celui de
Poiseuille.
Fig. 32,

Récipient & air
ocmpriv_!\é L T(u:e leac :
manométre dair Rl Trompe aspirame 8.
libre (& mercure} o air libee

Joint en B

- Ampaoule et
§ Joint en
~H T caoutchoue

Les deux tubes & comparer dans une expérience sont tous les deux
placés dans le méme bain, ajustés chacun & un couple de decuxflacons.
Le remplissage a lieu par aspiration. L’appareil est disposé dans le
bain longtemps 4 I'avance, et pendant expérience on a pu maintenir
la température constante & 0", 1 prés, ce qui est trés suffisant.

La méme ampoule a servi pour les différentes expériences; quand
I'écoulement était terminé pour un tube, on la démontait pour la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



15‘ LIVRE II. — LES LIQUIDES.

reporter sur Pappareil portant un autre tube (elle était adaptée par
de simples points de caoutchouc a vide).

On n’a pas cherché 3 maintenir la pression constante, mais 4 éva-
luer avec le plus de précision possible la pression initiale et la pres-
sion finale, Leur différence, due surtout a la descente du niveau dans
Pampoule et a sa légére élévation dans le tube large, a ¢été d'environ
5em 4 6°» de mercure (elle était un peu augmentée par les légéres
fuites du réservoir & air comprimé). Il faut donc opérer sous des
pressions assez considérables pour que la méthode de Poiseuille, qui
consiste a admettre que l'écoulement a eu lieu sous la pression
maoyenne, soitapplicable. La vérification au 4 de la loi des pressions,

pour des pressions moyennes de & et 1 atmosphére, a justifié ce mode
‘évaluation de ]a pression moyenne pour ces ordres de grandeur.

139. Marche et calcul d’une expérience. — Avec un méme cathéto-
métre, on lit :

1° Le niveau du repére supérieur 2., ........ ... .. H;
2" Le niveau du mercure dans le large tube B au moment
ol le mercure passe au repére supérieur a (com-

mencement de 'expérience) . ....oiieiieennee.. Ny
3° Le niveau du repére inféricur B, L. H,
4° Le niveau dans B a la fin de I’écoulement (quand le

mercure passe en Bttt iiiiiiaie e, N,

Comme on mesure le débit total f1d¢, la pression moyenne cor-

t
respondante est — P dt; i1l faut donc déterminer P en fonction du
P 4 ;
0

temps.

Pour cela le manomeétre a mercure est lu 4 intervalles réguliers st
Popération est longue.

La capillarité de I'ampoule a été étudiée directement. Pour cela,

Fig. 33.

on a déterminé, dans une expéricnce préliminaire, la variation de la
dépression capillaire ( fig. 33) en fonction de la hauteur au-dessus du
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repére 3; puis, pendant une expérience d’écoulement avec un tube
particulier, on a déterminé la variation du niveau dans 'ampoule en
fonction du temps, 'écoulement étant fait sous pression constante et,
par conséquent, sous débit sensiblement uniforme. On a déduit de
ces deux expériences la variation de la dépression capillaire en fonc-
tion du temps, sous débit untforme ( fig. 34).

Fig. 35.

M i n ut e s

Cette courbe, construite avec soin, a donné o™, 31, comme dépres-
sion moyenne pour 'ampoule employée. On remarquera le peu d’in-
fluence des tubes étroits, a cause de leurs faibles diamétres, un peu
inégaux, et la dissymétrie de la courbe, due au ménisque.

Cela posé, la pression initiale moyenne non corrigée de la dé-
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Py = pression initiale du manométre + He— Ny.

La pression finale P, est

P, = pression finale du manométre + H;— Nj.

La pression motrice moyenne peut donc étre prise égale a

P

P+ Py
2

Omm,3

en tenant compte cette fois de la dépression capillaire.
La correction des bouts n’a pas toujours été négligeable; on a seu-
lement fait la correction due a la perte de force vive; cette correction

.. . 12 .
diminue la pression efficace d’un terme Pz— (voir plus haut n° 118).
it

140. Tableaux des résultats numeériques (janvier-juin 189y).

1. — ELEMENTS DES TUBES CHOISIS.

Diaméire moyen

S .a—0b
I L= = A
Numero b moy \/; Eeart Ecart Elliplicité —— des bouts
du (8, seclion moyenne maximum maximum et moyeune
tube. Longueur.  d’aprés les pesées;, des Juh. 108 {/ab Ymoy. des (Vas ). pour les deux bouts.
(‘l_l'l cm
2.0 {{4,5;’50 0701405 i.!ﬂ 010003897 5ll |Ln et |l:': b(()ye““e : 1‘1
fareeer 443343 0,01904 He  0,0014829 & deto vk
A T ) 0,01g962 31 0,0014865 81 ap €L % » A
II. — Lol DES PRESSIONS.
Yolume de I'ampoule... fem?, 077
Distance des repéres .. .. 46==, 54
Correction capillaire moyenne...,.............. o=, 31
Pression Correction
— - - de
initiale Mnale moyenne force vive Pression
DébIt par Vitesse sans ans avee en mai motrice
seconde moyenns correction correction courrection 12 _ n
Tubes. Temperature. en mm®  en cui-sec. capillaire. capillsire. capillaire. Tred il
[
16,( ' a mm? X mm . m,m
b - 2 g § B hgets a6y 728,7  676,9  go3,n 2,67 700,%
H
620 6 3 8,248  382,4 33a,0 3575 6 356
bo-- 6.2 ¢ "2 2,497 ) 24 2,4 2, 97,0 0,59 299,7
?
Tappont
des pressions
Rapport des pres- ' currigees
sions moyannes 66 de la
non currigees de 1,900y foree vive.
ia force vive..... I ,9636
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{0%
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moyen.

0,000387y
0,0014829
0,0014866

Durée
d’éconlement.

f
831,4
1632,8

Rapport
des durees.

1,9639
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Pression Correction
T — ™+ el —— de
Inlliale Finale moyenna forco vive Pregsion
Débit par sans sans avec en mm motrice
saconde Vilesse correctlon correction corrcction ,“L p 7_El’
Température. en mm*. moyenne capilisire. capillaire. caplllalre. i Fareh
o
599 11555 gophe 32,46 3 679,6 705 52 Byh,6
6.0 § 15,95 9,741 2,1 730 79, 705,1 10,52 ybs
15,90 5 3 63,4  -ra,h 738, 5 6,75
59 13,9 10,17 » 763, 12,4 738,12 11,4 726,75

Rapport des pressions
molrices corrigaes
de la fores vive....

1,0463

Rapport das pres-
slons moyennes |
non corrigees de j
la force vive....

1,0470

La premiére série surtout (tube 4,) montre bien Ja nécessité et
I'importance de la correction de force vive.

Les deux séries montrent que le rapport des pressions corrigées de
la force vive est bien égal au rapport des durées : la loi des pressions

v . . . '
s'applique. Comme précision, on atteint (5.

III. — Lo! DES LONGUEURS.

Mime ampoule.

Correction
Pression. de furce vive Pression
Debit par ————— o cas— en nm motrice
seconde Moyenne pI, p I
Temperature. en mm?, Initiale. Finale. corrigee. A T
0
(15,7 1 ° _mm/' P mm,
59 ) 15,7 53,1485 769,2 713,5 741,6 2,9% 738, 3
b
{ 15,9 8 63.1 e 3 5 -
i 15 9 '519 10,17 799,94 712,4 7 8,3 I, o 726773
{ )
44,313 ., . e
Rapport des longueurs, . ———— = 2,0207; corrigé de la petite différence
21,045 ’

de diamétres. . 2,0157.
Les quatriémes puissances des diamétres sont identiques a 355 preés.

Le rapport des durées ramené, par la loi des pressions, & la méme pression moyenne
non corrigée 741,6 est 1,986.
Le rapport des durées rumené, par la loi des pressions, 4 la méme pression motrice

L . I N
corrigée de la force vive (P — #), 738,7, €sL 2,0097.

Il est égal au rapport des durées (ramendes i la méme pression
8 PP P
motrice corrigée de la force vive) & 157 prés.
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d'écoulement.
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418,6
400,6

Rapport
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1,045

Durée
d’écoulement.

792,0

foo,6
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1V. — Lo1 DES DIAMETRES.

Mé&me ampoule.

Correction
Pression de fores vive Pression
— -~ en mm moirice
Débit Moyenne I I3
Température. en mm?, Initiale, Finale. corrigée. Enon P
o
14 [+ . mm’_ mm mm
g 15’9 E 14,95 1,3450 777,0 700, 4 739,0 0,77 738,2
15,1 . . ’ N
151 15,1 4,9532 749,0 681,5 715,5 2,72 712,8
i4,340
. . . \ 4
Les longueurs sont identiques a TooTs prés D
44,343
Le rapport des durées ramené, par la loi des pressions, 4 la méme pression mo-
. g i
trice (P— %); 738,2, est 3,815,
.. . . N 0,0014829
Rapport des quatriémes puissances des diamétres ————_"* =3 822
0,0003879

L’écart n’alteint que 335, ce qui peut étre considéré comme excel-
lent, vu les précautions minutieuses qu’exigent les mesures absolues
des diamétres.

Ce résultat nous permet de fixer une limite supérieure a Iépais-
seur de glissement e. Si, en effet, 'égalité rigourense était obtenue
en en tenant compte, on aurait

D4+ 8e D3 Ds

m73,8I5, avec -——,—I.=3,8‘22.

On en déduit, en millimétreés,

I 1 _ —0,007
SE<D D'>_—8E (0,1964 0,1405) 3,822

e =+ 0™™, 0001 = ok, T.

COH]Ine on ne peul pas I'é )Olldl'e ue les -'du €eages II](‘:IHL‘ Ll‘és SOi—
p E I q jaugeages,

gnés, déterminent le diamétre moyen avec une précision du dix-mil-

lieme de millimétre, I'épaisseur de glissement tombe au-dessous des

limites de précision qu'il est possible d’atteindre.

VISCOSITE DU MERCURE.

Toutes les lois d’¢coulement ayant été contrdlées dans ces expé-
riences avec une précision au moins égale a celle des Mémoires anté-
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rieurs, tirons-en a valeur de Ia viscosité du mercure 4 la température
des observations,
W = o0,01550 a 15°,70;

ce résultat est sensiblement inférieur 4 celul gque donne la formule
de M. Koch pour la méme température, o,013938.

Il est facile de reconnaitre que par Pemploi du méme mercure pour
les jaugeages et pour la définition de la pression, sa densité s’élimine
du résultat final. Les expériences de Schweidler indiquant toutes que
des traces d'impureté augmentent heaucoup la viscosité, peut-étre
faut-il conclure que le mercure employé par M. Bénard était plus pur
que celui de M. Koch et surtout que la précision du calibrage de
M. Koch était insuffisante.
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CHAPITRE III.

VISCOSITE DES LIQUIDES PUHS.
INFLUENCE DE LA TEMPERATURE ET DE LA PRESSION.

141. Premiéres recherches. Graham. Rellstab. Guérout. — Com-
ment la viscosité des liquides dépend-elle de leur nature chimique?
¢'est ce qu'ont cherché de mombreux expérimentateurs, dont les
principaux travaux seront résumés dans ce Chapitre. Des 1861,
Graham (') tirait de l'observation des premiers alcools, éthers et
acides gras celte conclusion que la viscosité, & 20°, des corps d'un
méme groupe croit de I'un 4 P'autre comme le point d’ébullition, ou
encore comme le poids moléculaire.

QQuelques années plus tard, Rellstab (?) entrepritl’étude des mémes
corps entre o et 50", et reconnut que la viscosité de tous ces corps
diminue quand Ja température s'éléve, dans une méme série homo-
logue, el que cette diminution est d’autant plus rapide que la tem-
pérature est plus basse et la viscosité plus grande.

Cela, toutefois, n’'empéche pas I'ordre de classement de se modifier
avec la température, soit que l'on considére la viscosité telle que
nous l'avons détinie, soit que 'on compare avec Rellstab les produits
de la viscosité par le volume moléculaire (3). De 1a, une premiére
difficulté : & quelles températures convient-il de comparer les visco-
sités des différents corps?

Rellstal a essay¢ les températures auxquelles ces différents liquides
onl la méme tension de vapeur, sans arriver a aucune relation précise

eutre la viscosilé et la constitution chimique.

(') Philos. Trans. Londres, 1861, p. 373.

(?) Ueber Transpiration homologer Flissigkeiten (In. Diss.). Bonn, 1868,

(*) Remarquaons que ce produil ne peut pas étre appelé viscosite moléculuire. lLa
viscosité qu'on obtiendrait en prenani pour unité de volume le volume molécnlaire
au lieu d'un volume invariable et conservant des unités de temnps et de force inva-

3
riables serait & ( volume moléculaire)?.
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Il en tira seulement les remarques suivantes : A la méme tem-
pérature les éthers isoméres n'ont pas tout A fait la méme viscosité.
L’addition de CH20O, de H? ou de O augmente la viscosité. L’addition
de Cla diminue.

De nombreuses mesures de Guérout ('), & 13" et & 15", montrérent,
par lenr désaccord avec celles de Rellstab, quelle incertitude planait
encore sur les résultats bruts des expériences, et combien 1l était
prématuré d’en tirer des conclusions générales.

142. Pribram et Handl. Appareils, — Ainsi 'étude était & peine
¢bauchée, les résultats numériques douteux, les conclusions géné-
rales confuses, lorsque MM. Pribram et Handl, professeurs & I'Univer-
sité de Cuzer now1Lz commencérent leurs recherches vers 1877,

[Is n’ont pas recherché une haute précision, mais un arrangement
commode pour I'étude de nombreux liquides entre o et 60 ou 8o°.
IIs ont employé successivement trois appareils.

Dans le premier (1878) le tube capillaire de 20°™ de longueur et

o™,01 de diamétre est soudé entre deux tubes de verre de 57°™ de
longueur el 0™, 2 de diamétre, qui le prolongent. L'ensemble forme
un tube rectiligne, qui occupe I'axe d’un autre tube horizontal de 7=
de diamétre, constaminent parcouru par un courant d’eau chaude ou
froide dont la température reste constante a 0°1 ou 0°,2. Le liquide
a étudier occupe une partie seulement de la longueur du tube mixte,
et forme, de part et d’antre du tube capillaire, deux ménisques
allongés dans les tubes de 2™™ de diameétre. Clest par le passage d’un
de ces ménisques, en regard de divisions marquées sur le tube a 4™
les unes des autres, que l'on mesure le débit. Cette détermination
était évidemment peu sire, a4 cause de la longue trainée de forme
insuffisamment déterminée, qui constitue la partie inférieure de
chacun des ménisques.

La pression motrice est maintenue constarument égale 4 1™ d’eau,
mesurée sur un manomeétre en U; elle est obtenue en comprimant
de l'air dans un flacon a trois tubulures par écoulement d’eau pro-
venant d'un autre flacon semblable qu’on monte ou descend d’aprés
les lectures au manométre.

On a évité tous les jaugeages en tarant Uapparell avec de l'eau
distillée, d’apres la viscosité due & Poiseuille.

Le second appareil différe du premier par la forme du tube résistant,

(") Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. LXXXI, 895; t. LXXXIII, 1876.
B. Ir
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qui a été recourbé en U au milieu duo tube capillaire, de maniére &
obtenir des ménisques bien définis dans des tubes verticaux. Ce
tube en U est maintenu par un bouchon dans le large tube vertical
que parcourt le courant d’eau.

La pression de I'air est mainlenue conslante aulomatiquement ; pour
cela, le flacon supérieur est un flacon de Mariotte; I'eau qui en coule
arrive dans le flacon inférieur par un tube recourbé vers le haut, qui
s'ouvre en haut de ce flacon, au fond duquel elle retombe gouttea goutte.

A cette pression constante de l'air, il faut ajouter la petite pression
variable due & la déuivellation du liquide étudié pendant son écoule-
ment. On a maintenu ces dénivellations assez petites pour pouvoir les
négliger.

A la suite d'une rupture accidentelle du second appareil, un troi-
sieme, de dimensions un peu différentes, mais de forme semblable, a
servi & la plupart des déterminations finales de 1859-1880.

143. Resultats. — Des la premiere année, les résultats suivants se
dégagérent nettement :

La substitution du chlore, du brome, de I'iode, et dc AzO? a I'hy-
drogéne augmente la viscosité; l'ordre dans lequel ces corps sont
énumérés est l'ordre des viscosités croissantes.

Les différences sont considérables de quelque fagon et & quelques
températures que l'on fasse la comparaison.

Les 1soméres peuvent avoir des viscosités trés différentes : tels sont
le toluéne chloré

(CsH*Cl,CH3)

et le chlorure de benzyle
(CsHs, CH2Cl).

Dans le second Mémoire, Pribram et Handl complétent le premier
résultat, en montrant que l'accroissement de viscosité, divisé par
I'accroissement du poids moléculaire, est beaucoup plus grand (en-
viron 1o fois) pour le radical AzO* que pour le chlore.

L'influence du poids moléculaire, dans une série homologue,
manifeste aux hasses températures, s'atténue aux hautes températures.

La viscosité de I'alcool propylique normal est plus grande que celle
de son 1somére iso-propylique.

L’extension et Pamélioration des mesures a permis de résoudre la
question relative & l'isomérie des éthers, laissée en suspens dans le
deuxiéme Mémoire. Des Tableaux étendus montrent que la viscosité
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croit avec la complexité du radical alcoolique. L’éther qui contient le
radical rormal (alcoolique ou acide) a toujours une viscosité plus
grande que celul qui contient le radical éso. Il en est de méme pour
presque loutes les fonctions.,

Une double liaison de 'atome de carbone diminue la viscosité.

A 10", la viscosité de 'aldéhyde ou de la cétone est 0,1 4 0,2 de
celle de I'alcool dont elle provient; a 50°, elle est .

Dans chaque série homologue, la viscosité croit proportionnelle-
ment au poids moléculaire; le taux d’accroissement dépend de la
<constitution de la molécule.

144. Importance de la variation en fonction de la température.
Slotte. Greetz. — L'ensemble de ces résultats montre une régularité
assez encourageante; mais 1l est évident que des résultats de quelque
précision ne peuvent éire obtenus que par un choix ¢onvenable des
températures de comparaison. A ce propos, Pribram et Handl ont fait
dés leur premier Mémoire une remarque que Gratz a utilisée plus
tard, c’est qu'il convient de prendre comme une des extrémités de
I'échelle des températures correspondantes le point de fusion de
chaque substance.

L'allure générale de la courbe de viscosité en fonction de la tempé-
rature a conduit divers physiciens & essayer les formules du type
hyperbolique ou exponentiel.

Slotte (') a proposé une formule qui, ramenée par un facteur con-
venable aux unités C. G. 8., est

297 —1t
t+ 30,1

0,000178 < 21991

B= 76513 \r 30,1 _bb>:07000178><0,n)12

!

pour la viscosité de I'eau; elle concorde, & 5 prés, avec les nombres

de Sprung.

Des formules du méine type ont paru convenir anx dissolutions de
.«chromates (1881) et de divers autres sels (1883). Toutefois Slotte a
€1é conduil, quelques années plus tard, par des observations entre
linites de température plus étendues, a proposer la formule

[4
(r) u=

T{tar

-avec des exposants n variant entre 1,6 et 1,9.

(1) Wied. Ann., t. XIV, 1881, p. a1,
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Entre temps, Gratz ('), guidé par des vues théoriques sur la consti-
tution des liquides, fut conduit a préciser la signification des constantes
de la premiére formule de Slotte; la viscosité propre aux liquides fait
place a la rigidité des solides aux basses températures, on peut sup-
poser que la viscosité devient infinie & la température de solidification,
ce qui nous raménc a la remarque de Pribram ¢t Handl; aux tem-
pératures élevées, la viscosité des liquides fait place a celle des gaz,
qui parait due 4 un mécanisme différent, car dans les gaz la viscosité
el la conductibilité thermique croissent avec la température, tandis
que, dans les liquides, ces deux propriéiés marchent en sens inverse ;
on peut done supposer que la viscosité propre aux liquides s’annule
au point critique. Greetz a done proposé la formule

terit. — t

—
& — Lrusion

(2) p=A

et I'a appliquée au calcul de toutes les données numériques de
Rellstab et de Pribram et Handl (?). Toutefois, pour obtenir une
concordance satisfaisante, 1l faut remplacer la température de fusion
par une température beaucoup plus basse. Sur les 6o corps éludiés
par Pribram et Handl (entre 0" et 50° ou 60°), 54 satisfont alors bien a
la formule en y mettant la température critique lorsqu’elle est connue,
ou sa valeur calculée an moyen du point d’ébullition par la régle
rapprochée de Paulewsky (?). Pour les 6 alcools, la variation réelle
esl beaucoup plus rapide; cet i1solement des alcools se reproduit
d’ailleurs pour toutes leurs propriéiés, et a conduit les chimistes a
mtroduire la notion de molécules associées en nombre croissant a
mesure que la température baisse.

Il y a donc dans cette tentative de Gratz une précieuse indication;
si les températures constantes pouvaient éire bien définies en dehors
de toute considération de viscosité, la constante A serait la seule
constante de viscosité, et c’est sur elle que devraient porter les com-
paraisons avec la constitution chimique des corps. Malheureusement
la formule n’est qu’assez grossiérement approchée et ne parait satisfai-
sante que par suite de I'insuffisante étendue des variations de tempé-

(%) Wied. Ann., t. XXXIV, 1888,

(*) On trouvera les valeurs observées de Rellstab, de Pribram et Handl, et les con-
stanles de la formule de Greetz dans le Handbuch der Physik de Winckelmann,
ainsi que beaucoup de données sur les dissolutions.

(?) L'excés de la température critique sur la température d'ébullition est & peu prés
le méme pour tous les corps d’une série homologue.
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rature dans les mesures; et la température inférieure n’est pas la tem-
raturc de fusion. La constante A, qui est la viscosité & la température
moyenne 3(¢.~+ tr), dépend beaucoup, pour un méme corps, des
températures extrémes £, {r choisies. Ainsi, les expériences de Poi-

seullle sont encore représentées a 4 prés par la formule

3g0 — ¢t

= 0,000178 X 0,073§ ——————
H K / 1 T 08,6

(€. G. 8
trés différente de celle que nous avons donnée plus haut. La tempé-
rature critique de l'eau, 363°, est comprise entre les deux valeurs
essayées 3go° et 2g7°. D'autre part, les valeurs extirémes de A pour
les 54 corps de Pribram et Handl sont 7 et 25; aucune comparaison
entre ces constantes ne peut étre instructive si, comme pour ’eau, on
peut faire varier leur valeur de + sans cesser de représenter les expé-
riences.

143. De Heen. Stcel. Heydweiler. — Diverses autres formules ont
été proposées; je me contenterai de les citer :

De Heen, dans sa Théorie des liquides ('), trouve que ses propres
expériences, poussées dans certains cas jusqu’a 170° sont bien repré-
sentées par la formule

(3) B= pon (14 ced)n,

on n est presque le méme (2,65 a 2,83) pour les corps étudiés, et oh
0 est égal a 1:20n.
Steel (2) a proposé la formule plus simple

) u— A,

qui représente hien la viscosité du chlorure de méthyle entre —28°
et +100°% avec § = 0,00897, mais qui est en excés de plus en plus
marqué & partic de 100” jusqu'ad 123°; la température critique
est 143°.

Quelques années plus tard (3) Heydweiler a montiré que, pour des

corps variés, la formule de Stel est applicable entre 0,62 T et

crit.
0,85 Tpyr., mais que, en réalité, la courbe des logw en fonction des T

présente, pour tous ces corps, un point d’inflexion dans cette région.

1

(1) Theorie des liguides, 1888, 1 Partie, p. 103; 2° Partie, p. 88 et suivantes.
(*) Labor. de Leyde, 18q1; — Phys. Rev., t. 1, p. 513.
(*) Wied. Ann., t. LV, 1893, et t. LIX, 1896.
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La courbure prés du point critique est particuliérement nette pour

I'anhydride carbonique, étudié par Warburg et von Babo (voir n* 158
et suiv.).

Steel avait aussi essayé une autre formule, moins bonne,

5 :B“Z,
(5) w=ny/

ou p est la tension de vapeur saturante du corps. On peut, avec
Heydweiler, la transformer sans I’améliorer, par I'emploi d’une for-
mule approchée de Van der Waals, pour p, et écrire

T
(6) = ucrol,
ou l'indice ¢ correspond al'dtat eritique et T désigne une température
absolue.
Une transformation plus heureuse de Heydweiler consiste & appli-

2
quer la formule de Stel aux viscosités moléculaires wok, ¢n dési-

gnant le volume moléculaire & la température T, sous pression de
saturation; on a ainsi

o
(7) = Avy? 6-917

qui convient bien aux températures supérieures a 0,7 Teq,

6.
Chlorure de méthyle... ................ 0,00691
Fiher ordinaive. ... ... .. ... ... ... 0,0071]
Acétate d'éthyle.......... ... ... ... 0,0066%
Benzine ... .. i o 0,00714

Aucune de ces formules ne représente assez exactement la loi phy-
sique pour étre utilement employée a une comparaison physico-
chimique. Nous reviendrons sur cetle question 4 la fin du volume, en
nous plagant au point de vue théorique. Thorpe et Rodger onttourné
la difficulté dans le tres important Mémoire dont il nous reste a

parler et ont réussi a rattacher la viscosité d’un grand nombre de corps
a leur constitution chimique.

146. Mémoire de Thorpe et Rodger (!). — Dans ce travail consi-
dérable, Thorpe et Rodger ont étudié des corps purs.

(1) THoneE et Robaer, Philos. Trans. Roy. Soc., London, Vol. CLXXXYV, Part. II,
A, 189}, p- 397-710.
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Ils se sont attachés tout d’abord a réaliser les deux conditions sui-
vantes :

1” Purifier minutieusement les corps employés;

2" Ktendre considérablement les limites de température. Ils ont
opéré, pour certains corps, de 0" a 120°; limites encore insuffisantes
cependant, car il aurait fallu approcher davantage du point critique.

La viscosité des liqmdes étudids a été mesurée par 'écoulement
a travers un tube capillaire, en s’assurant de 'exactitude de la lo1 des

pressions dans chaque expérience.

147. Description de I'appareil. — L’appareil, tout entier en verre,

est symétrique { fig. 35).
Le tube capillaire AB coupé net aux deux bouts est soudé pres de

I'ig. 35.
H, | H,
my my
1
D E
x s %mg
3 k,

son milieu & deux larges tubes horizontaux surmontés chacun d’un
large tube vertical : D et E.

Ces tubes sont rétrécis & deux niveaux différents, ot ils portent
des repéres horizontaux m,, m,, ms, my;le volume compris entre m,
et m, et celul qui est compris entre my et m, sont presque égaux; on
les a soigneusement déterminés au préalable; ce sont ces volumes
qu’on fait écouler a travers le tube capillaire ; on note le temps que
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le niveau du liquide, dans le tube gauche par exemple, met a passer
d’un repére & 'autre.

Le tube capillaire AB a 0™™,08 de rayon; son calibrage a été fait
d’une fagon compléte.

La quantii¢ totale deliquide que contient I'appareil est éga]e a celle
qui peut remplir I'espace compris entre l'extrémité H, du tube D et
un repére ky tracé sur l'autre tube (E).

148. Remplissage. — Les liquides employés ont été préparés avec
des soins minutienx pour assurer leur pureté chimique et éviter en
méme temps toute trace de poussiére. Chaque liquide, distillé dans
un appareil en verre entiérement soudé, était conservé dans un flacon
bouché 4 I'émeri, dont le bouchon était recouvert d'un capuchon de
verre. On a ainsi réussi & éliminer absolument toute trace de poussiére.

Pour transvaser le liquide dans P'appareil, [e bouchon rodé est
remplacé par un bonchon i capuchon (fig. 36) dont le tube plongeur

Fig. 36.

,,
@

Pompe
(eomprvesslcm)

@X

effilé¢ a3y3 descend jusqu’au fond « du tube E. On fait le vide en F et
I'on comprime en G; le liquide pénetre dans l'appareil.

L’appareil étant rempli, on peut procéder aux expériences d’écou-
lement el les renouveler indéfiniment avec le méme liquide, en le
faisant passer alternativement de la branche D dans la branche E et
réciproquement; de la sorte, aucune cause de contamination n’est
a craindre.

Vingt-quatre expériences ont été faites sur chaque liquide & diverses
températures.

Un trés grand nombre de corps ont été étudiés : eau, brome,
peroxyde d’azote 10 carbures d’hydrogéne de la série grasse,
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6 iodures, g bromures, 1o chlorures de substitution, 4 composés sul-
furés, l'aldéhyde éthylique, 4 cétones, 5 acides gras, 3 éthers-oxydes,
6 hydrocarbures benzéniques, 11 alcools.

149. Loi de variation de la viscosité avec la température. —
Pour chacun des corps étudiés, Thorpe et Rodger ont construit une
courbe de variation de la viscosité avec la température, et ont com-
paré les courbes données par les corps d'une méme famille.

La discussion graphique a conduit 3 un ensemble de résultats qua-
litatifs, dont j’extrais les principaux.

Danslessérieshomologues, la viscosité croitavecle poids moléeulatre.

La substitution d’un halogéne a I’hydrogéne accroit d’autant plus
la viscosité que ’halogéne est plus lourd. Ces substitutinns successives
donnent des accroissements dififérents.

L’influence de la constitution est trés marquée : composés iso- et
normal, dichloréthanes, dibromures, benzine.

Les alcools, les acides gras, l'eau sont exceptionnels; ils contiennent
probablement des associations moléculaires; leur viscosité varie tres
vile avec la température.

Méme pour les corps réguliers, la formule de Slotte ou celle de
Greetz sont insuffisantes pour les représenter.

Une formule de la forme suivante :

[

MR e

a paru rendre compte suffisamment des résultats; il faut d’ailleurs
considérer cette formule comme purement empirique. Cependant
les coefficients n et @ ne sont pas trés bien déterminés par les obser-
vations de 0" 4 120".

Tableaw des valeurs moyennes de n pour chague groupe (p. 69o).

1o Carbures gras.............c..ovivnn. 1,9
6 lodures.. ..ot 1,7
g Bromures............ ... .. ... 1,8
10 Chlorures............. ...t 1,7
5 Acides. .o e 1,9
2 Gétones.........oi i, 1,9
2 Anhydrides................ ... ... 1,7
4 Composés sulfurés............... ... 1.7
6 lydrocarbures aromatiques......... 1,7
Peroxyde d’'azote............c.coen.. 1,7
N 1,3
Ether éthyligue... ... .o v 1,5
Brome......ooiviin i 1,4
Moyenne......cooveninann 1,76
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1

Les valeurs de = sont bien plus variables; pour les cinquante corps

Q

5 IR TERNN B . s -
a allure régulicre - varie de 0,0035 4 0,013 (p. 577); par conséquent

a varie de 286" a4 77°. Pour les corps exceptionnels c’est bien autre
chose; pour le triméthylearbinol par exemple @ est inférieur & 5.

150. Discussion. — Un changement de valeur des constantes de
la formule la transforme en
A Sa
u=A(t +ayn|1+ = -n—— —3nlog(t+a)
' A t+a

et donne les mémes valeurs de ¢ en u au centi¢me prés, si I'on a,

dans toute I'étendue des expériences,

SA nda

A t+a

-+ dnlog(t+ a) < o,01;

en appelant ¢, la température moyenne des expériences, £, == les
températures extrémes, et en prenant

3A  nia

X haa =—2dnlog(ty+a),

on annule le terme constant et le terme en ¢ — ¢, du développement;
Pinégalité devient

N 2
2 e ( * ) |8a| < o,01,

ty+a \{—+—a

ce qui laisse une marge de variation assez étendue.
Prenons, par exemple, d’aprés ce qui précéde,

n=1 to+ a = 330", T =t S0,
il vient
A a— 273 -
— = ——"'" =580 (—’- _— .
A 188 004 ">

avec une latitude étonnante

N
. 7 -1 cA _
la —273| 255, ' - on g —, — <0,3o0.
4 = 20 A

De la résulte que les coefficients de la formule ne sont pas propres
4 montrer une influence simple de la constitution chimique, mais
qu’on peut se donner @ priori une condition, par exemple adopter le
méme exposant # = I pour un grand nombre de corps, avec des tem-
pératures a trés variables, ou bien la température comptée depuis la
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température de fusion sous la méme pression quitte a varier I'expo-~
sant. Mais dans leur discussion, pourtant trés approfondie, Thorpe et
Rudger ne se sont pas placés a ce point de vue, qui aurait exigé la
détermination d’un grand nombre de points de solidification infé-
rieurs & ~—100°.

151. Influence de la conmstitution chimique. — Pour ticher de
faire apparaitre I'influence de la constitution chimique surla viscosité,
Thorpe et Rodger ont d’abord cherché  introduire, dans I'interpré-
tution des résultats, la température d’ébullition. Cela n’a rien donné.
Ils n’ont obtenu aucune coordination non plus en essayant d'intro-
duire la température critique T., et comparant les viscosités a une
méme température réduite 0,6 T, voisine de la température d’ébul-
lition.

Ils se sont alors attachés a définir les températures correspondantes
par les expériences elles-mémes. Le choix qu’ils ont fait est d’ailleurs
purement arbitraire : ils ont pris pour point de comparaison entre les
liquides d’'une méme famille celui ou la tangente a la courbe de u en
fonction de ¢ a une inclinaison donnée, prise la méme pour tous ces
liquides. En d’autres termes, ils se sont donné, pour chaque famille,

du .. . .
une valeur de — choisie entre les limites des observations, et ont

comparé les viscosités des corps de cette famille prises aux tempé-
ratures qui correspondent, sur chaque courbe, 4 cette pente.

Pour un certain groupe de corps, ils ont choisi pour cette valeur

de % _ 0,0000323 (pente qui correspond au point d’ébullition de

'iodoforme CH?I); pour les autres, — 0,0000987 ; leur choix a été
commandé par cette condition que, pour chacun des corps étudiés, le
point choisi fit dans la limite des observations. Pour trente-trois corps,
ces deux points s’y sont trouvés a la fois.

Pour chaque corps, la formule numérique qui résume I'ensemble
des expériences permet de calculer facilement la température de
comparaison et la viscosité correspondante. On obtient, en effet, en
dérivant

o nA
ot (t+ a)r+
et, en prenant les Jogarithines,

/ \
|0g(nA)—1()g(—- g—‘;

log(t+a)= P
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qui donne ¢; ayant ¢, on obtient @ par

A

M= ay”

C’est ainsi qu’ont ¢calculé Thorpe et Rodger. Mais on peut remar-
quer plus simplement que la formule donne

1

o nri
C (e
t+—a \ nA

1 1

1 “na1 1—
_ : I_ n+1 __dl"" n-+—1'
p=An+ <n x Fr

Ce sont donec les valeurs de

1

H An+1
;(” )

que Thorpe et Rodger ont comparées en réalité, et entre lesquelles
ils ont réussi & trouver des relations additives de constitution; ¢’est
ce que les autcurs remarquent seulement vers la fin de leur Mémoire
(p- 688), et ce qu’ils vérifient, sommairement, en constatant que la
valeur moyenne du rapport des viscosités d’'un méme corps aux deux
penles — 0,0000323 et — 0,0000987 choisies, est trés sensiblement
égale a

Y, l’—nﬁ»l

0,000 0323
<o,0000987> '
avec n —1,76.
La constante a reste en dehors, et n’a joué de rdle que pour défi~
nir les températures correspondantes.

152. Définitions. -~ Dans leur discussion trés compléte des résul-
tats numériques, MM. Thorpe et Rodger ont introduit diverses quan-
tités qu’il importe de définir :

1° La viscosité moléculaire. — Soit d la distance moyenne de
deux molécules, 'aire moyenne d’une face du cube qui représente le
volume moléculaire est d*;la viscosité rapportée a cette surface g o2
est la viscosité moléculaire.

2° Le travail moléculaire de la viscosité. — Lorsque le déplace-
ment d'une couche par rapport & I'autre est d. dans une structure
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réguliére, toutes les molécules auraient avancé d’un rang par rapport
a celles situées inmédiatement au-dessous; le produit de la viscosité
moléculaire u d* par ce déplacement d est pd® que les auteurs
appellent ¢racail moléculaire de (a viscosité, admettant que cette
quantité « a évidemment les dimensions d’un travail », ce qui est faux;
c’est le produit d’un travail par un temps; car, pour avoir un travail,
1l faut multiplier par une vitesse de glissement, qui est I'inverse d’un
temps.

Le cube de la distance d s’obtient 4 un facteur constant prés, —
nombre de molécules contenues dans le poids moléculaire exprimé
en grammes (H = 2), — en faisant le quatient du poids moléculaire M
par la densité .

153. Résultats. — L’une ou l'autre de ces quantités conduirait a
des relations plus simples ou plus étendues que la seule viscosité, sans
qu’il y ait avantage marqué 4 employer l'une ou I'autre. En raison de
la signification théorique plus sire, je citerai les résultats relatifs a la
« viscosité moléculaire » sous la pente — 0,0000323 (p. 643),

[p(%\)% en C.G.S.].

Viscosités moléculaires des ¢léments.

Hydrogéne........vveivuinnnennnnns R+ 44,5 > 107%
Carbone. ................ et G 31
Hydroxyl-oxygéne : (C— O —H).............. \O/ 166
Ether-oxygéne : (C—O0 —C).ooonnn.... 0 0L 58
Il
Carbonyl-oxygéne : (C=0).............-.... 0) 198
A
Soufre : (C—8—C)evenrninenninniinon, S 246
Chlore (monochlorures) .............. ... Cl 256
Chlore (bichlorures)............. T ETIN ... CU 244
Brome (monobromures).... ... oLl Br 372
Brome (bibromures) .........o oo Br' 361
(0T I 499
Groupementiso..... vo.evrraiiiiiiianaiiiia < —a1
Double Haison ..oooivieiieiiiiiiiin v, (=) 48
Chaine fermeée. .. ..ovveiveiier i ienenennnans @ 244

La viscosité moléculaire s’obtient en additionnant les nmombres
tirés de ce Tableau pour chaque atome et chaque liaison du corps
étudié. On obtient ainsi, a moins de 2,3 pour 100 prés (en moyenne
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4 1,1 pour 100), les viscosités moldculaires de 48 composés. Trois
autres, l'lodure de méthyle, l'acide formique, I'anhydride propio-
nique, donnent des écarts supérieurs (4 a 6 pour 100). Restent neuf
substances, dont I'eau, et divers chlorures de carbone, qui donnent

Fig. 35.

4300 T
|
i
!
3800 !
i
|
‘.
3300 T
i
\
2800 4 Abscisses : températures.
z Ordoanées : viscosités (C. G. 8.).
{. Ether éthylique. )
2300 2. Alcool butylique normal. Lsoméres
. - ) "es.
\ 3. Alcool isobutylique.
1800 ;‘ 4. Triméthylcarbinol.
4
\
l“
1300 -
‘I
%
800 \
aoo 3
"] 40 80 120

des écarts considérables en relation évidente avec I'allure toute diffé-
rente de leur courbe déja révélée par la discussion graphique.
Un autre élément, dont il a été impossible de découvrir la relation

précise avec la composition, c’est la tempéralure d’égale pente, non
moins 1mportante que la viscosité elle-méme.

Je me contenterai de citer quelques résultats (p. 646, 696 ).

Iodure de méthyle
Iodure d'éthyle
Todure de propyle.
Iodure d’'isopropyle
Iodure d’isobutyle
Todure d’allyle
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Pente : —o0,0000323.
Viscosité moléculaire
Température. observée. calculée.
a

................. 42,9 638 664
................ 61,5 ~78 784
reda e, 83,6 903 904
................ 79,9 8-8 883
................ 97,6 1010 1003
.............. 82 864 866
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Viscosité moléculaire

Température, ohservée. calculée.

Bromure d’6thyle........evureoneenn. ... 26,9 663 657
Bromare de propyle.............. R Y 774 777
Bromure d’isopropyle.............. ... ... 51,6 =50 756
Bromure d'isobutyle....... ... ... ... ... 76,4 877 876
Bromure d'allyle........oovonoi il 50,8 731 739
Chlorure de propyle.................. ..o26,4 658 661
Chlorure d'isopropyle..........o0 o0 21,4 614 640
Chlorure d'isobutyle..................... 50,0 7Go 760
Chlorure d’allyle............. ... .ol 20,3 617 623

En résumé, la viscosité moléculaire, prise aux températures de
méme vitesse de varation de la viscosité avec la température, est
sans nul doute une fonction de la composition centésimale et du mode
de groupement des atomes dans la molécule.

La formule

p=A(t+a)yn

est celle qui représente le mieux la viscosité des liquides dans un
grand intervalle avec trois constantes sculement.

Pour la plupart des corps, la rcprésentation est presque aussi exacte
en adoptant uniformément I'exposant n ={=1,75, ce qui réduit
4 2 le nombre des constantes spécifiques.

Pour les alcools, on doit adopler un exposant voisin de I, mais

plus variable.
Il est encore impossible d’attribuer & ces formules une signification
théorique.

154. Influence de la pression sur la viscosité. — Rintgen ('),
Warburg et Sachs (2), Coheu (), Haiiser (*) ont étudié I'influence
de trés fortes pressions entre des limites variées de température.

Les premiéres recherches sur ce sujet ont été faites de 1880 4 1884
par Rintgen 4 Giessen, par des moyens trés simples. Le tube de verre
capillaire ab soudé aux houles bgh ( fig. 38) est contenu dans un
pi¢ézométre de verre AB (genre Magnus) plongé dans une cuve a
parois de glace, pleine d’eau. Le tout est dans une cave.

1

(1) W. A., 1884, t. XXII, p. 510.
(%) w. A, 1884, t. XXII, p. 518,
() w. A, 1892 t. XLV, p. 666
{*) Inaug. Diss., 19o0.

2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



176 LIVRE 1I. — LES LIQUIDES.

Le piézometre contient du mercure propre, au fond, et de I'eau
distillée au-dessus. Le tube a boules est mastiqué a sa partie supé-
rieure dans une monture de laiton a bayonnette, qu'on peut manceu-
vrer & I'aide de la tige auxiliaire G. Pour préparer I'expéricnce, on
détache le tube, on le fait plonger dans le mercure, jusqu’a ce que

la boule inférieure ct la moitié de la boule supéricure soient remplies
de mercure; on le reléve alors et on le remet en place. On ferme le
piézométre et 'on donne la pression.

On suit la descente du mercure, on note le temps nécessaire a
I'écoulement de g en A, Le tube A étant large, la pression dans le
mercure suit la lo1 hydrostatique; toute Ja résistance est due a I'écou-
lement de ’ean par le tube capillaire ab.

La théorie de 'expérience est tres simple s1 les variations relatives
de résistance avec la pression sont heaucoup plus grandes que les
variations relatives de volume des vases, et de densité des Liquides.
Si la quantité de mercure est la méme dans toutes les expériences, et
si le tube prend exactement la méme position (ce qui exige que
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I'attache & bayonnette soit bien travaillée), la pression motrice p est
une fonclion déterminée §(¢) du volume ¢ occupé par 'eau dans les
boules, ¢’est-a-dire dela position du mercure. On a donc
dv
2 ={Y(v) et p:cﬁ-d—t,

& étant la résistance du tube capillaire. D’ou

% _ d{
by &
¢

Q‘E = X_(V)1

en prenant pour origine des volumes I’étranglement g, et pour ori-
gine du temps I'époque de passage du mercure en ce point. La durée
d’écoulement ¢, du volume ¢, de la sphérc est proportionnelle a la
résistance du tube, et par conséquent, pour un méme tube, a la visco-
sité w du liquide.

La durée d’écoulement a diminué de 0,004 environ pour 25 atino-
sphéres, limite des pressions qu’a pu supporter longtemps sans rupture
le piézométre de verre; tandis que les autres influences ne paraissent
pas dépasser o,001.

La viscosité de 'eau diminue donc quand la pression augmente.

155. Warburg et Sachs. — M. Warburg a examiné, avec l'aide
de M. Sachs, I’éther et la benzine sous la température d’environ a0",
au moyen de 'appareil qu'il avait employé dans des recherches qui
scront décrites plus loin (n" 188) sur Panhydride carbonique, cn le
simplifiant par I’emploi d’'un manométre métallique. La pression,
exercée par une pompe i glycérine, est transmise de la glycérine au
liquide par 'intermédiaire du mercure. Les joints de caoutchouc entre
le verre et I'acier, qu'on ne pouvait plus employer avec I'éther et la
benzine, ont été remplacés par des joints en liége imprégné a chaud
de gcélatine bichromatée et exposés au soleil, pour rendre le liege
imperméable et insoluble.

Tous les contréles d’usage ont eté faits an sujet de la légitimité de
I'emploide la loi de Poriseuille; mais, malgré les précautions, et bien
que, pour la benzine, le changement de viscosité atteigne 14 pour 100
sous 150 atmospheéres, M. Warburg n’attribue pas une grande pré-
cision aux résultats, ¢’est-d-dire aux coefficients 3 de la formule

m= o1+ Blp — go)l,

ol o, désigne la densité sous la pression d’une atmosphére, et ¢ la
B. 12
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densité du liquide comprimé, déduite du coefficient de compressibi-
lité de Sajotschewsky pour 'éther et la benzine, au moyen des pres-

sions observées.

3. T:Terit.
Anhydride carbonique........ 2.5 0,98
Ether.......... e 4,2 0,63
Benzine .............. 10,2 0,53
Eau.. ... . — 3,8 0,47

La deuxiéme colonne indique le rapport de la température absolue
de l'observation a la température critique da corps.

Les trois premiers liquides sont normaux; 2 augmente & mesure
qu’on s'éloigne de la température critique. L'eau & 20" est anomale,
comme pour toutes ses propriétés.

Elle présente, d’aillears, de bien autres particularités : comprimée,
puis ramenée a la pression atmosphérique, I'cau saturée d’hydro-
gene sulfuré a subi un changementl permanent, sa viscosité a dimi-
nué. L’eau privée d’air, 'eau saturée d’acide carbonique ou d’am-
moniaque peut étre comprimée sans qu'aucun changement permanent

de viscosité en résulte.
136. Cohen. — Cohen (Wurzbourg) a étudié, entre o* et 25°, I'in-

Fig. 3g.

o,

fluence de pressions atteignant 6oo almosphéres sur la viscosité de
I'eau, des dissolutions de sel marin et de la térébenthine. La méthode
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est celle de Rontgen; mais I'expérience se fait dans le bloc d’acier
d’une pompe Cailletet, le passage du mercure aux étranglements «,
a' est signalé électriquement grice aux fils de platine, qui sortent du
bouchon de fermeture auquel tout Pappareil de verre est suspendu
par une monture en nickel. L’appareil est rempli du liquide & étudier,
une goutte de mercure restant en ; on 'introduit dans le bloc d’acier
plein de mercure, qui rentre par d, et commence a chasser le liquide,
pendant qu’on visse le bouchon, et qu’on donne la pression. Tout le
bloc est entouré d'un bain d’cau dont on lit la température avant
et aprés 'expérience.

Les effets secondaires de Ja pression qui exigent une carrection
soul les suivants. Jindique les limites de l'erreur relative e qui peut
en résulter, d’aprés Cohen:

Diminution du volume entre @ et a'; e <— 0,0013;

2° Augmentation du rayon du tube capillaire (4° puissance);
£+ 0,0020;

Augmentation de densité des deux liquides, d’olt augmentation
de la pression molrice; ¢ £+ 0,0003;

4° Elévation de la température interne par la compression;
e<—0,0012;

5° 'Déplacement des fils de platine : l'accord des mesures faites
avec des appareils différents montre qu’il ne se produit pas.

Le manométre de Bourdon gradué de 20 en 20 atmospheres suffit
largement.

Il faut sonder le platine loin de son extrémité; autrement il peut
arriver qu'une petite goutte d’eau reste adhérente autour de la sou-
dure aprés que le mercure a dépassé le niveau da platine, et que le
contact reste irrégulier et incertain.

Les résultats généraux, que précisent les figures ci-jointes, sont les
sulvants :

Jusqu’a goo atmosphéres, & 257, il n’y a pas de minimum de la
viscosité; mais celle-ci décroit moins vite que la pression; la perte de
viscosité est beaucoup moins marquée i 23° qu'a 1°; peut-étre trouve-
rait-on un accroissement de viscosité au deld de 40 (fig. 40).

La diminution deviscosité obtenue par Cohen est beaucoup moindre
que celle des précédents observateurs.

Pour les dissolutions concentrées de NaCl ( fig. .4! 42, 43) et de
AzH:Cl, 1 augmente presque proportionnellement a la pression; la
température influe peu, 'influence de 'ean redevicnt prédominante
-dans les solutions étendues.
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Pour la térébenthine I'accroissement de viscosité par la pression est
rapide et linéaire, 16,3 pour 100 par 1002 4 15° et 16,7 pour 100 & 7°.

Fig. 4o (Eau). Fig. 42 (NaCl).
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. fo, 41. -— Pressions en abscisses.
4o. — Courbes isothermes.
41. — Courbes d’égale concentration : «—— 4§ 20, — 4 15°,5.
42. — Températures en abscisses; pression 6oot=; courbes d’égale concentration.
43. — Concentrations en abscisses; pression 6oos=; courbes isothermes.
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137. Hauser. — Plus récemment, V'eau a é1é soumise 4 une étude
¥ig. 44.
% %

minutieuse entre o’ et 100°, et jusqu'a 600 atmospheres par M. Hauser
au laboratoire du Pr. Koch de Stutigard. La méthode est celle de
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Cohen. La figure auxiliaire 44 montre les communications électriques
avec les contacts C,, Cy des deux fils de platine E,, E; (fig. 45) qui

indiquent le début et la fin de ’écoulement. La production, le main-

Fig. 45.

tien et la mesure des températures voisines de 100° ont exigé des soins
spéciaux. La figure 44 montre l'arrangement adopté. Le bain d’eau
contenu dans une demi-barrique, que recouvre le cone H, est chauffé
par la vapeur que fournit a travers des vannes de réglage une chau-
diere placée dans une salle voisine. La vapeur qui arrive par le tube
circulaire GG est injectée dans le bain par un trés grand nombre de
petits trous. Une circulation continue est entretenue par les hélices «
a travers les tubes ab. Des thermométres sont plongés dans le bain
a diverses hauteurs. On a reconnu par des essais préliminaires qu’il
faut environ 25 minutes pour que la température intérieure devienne
la méme que celle du bain. La maniére de remplir I'appareil d’eau
filtrée et privée d'air est suffisamment indiquée par la figure 45; le
tube libre du robinet D aboutit & une trompe. L’eau, aprés avoir tra-
versé le filtre T, ne traverse ni bouchon, ni tube de caoutchouc jus-
qu’a l'appareil.
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Quant & la température du liquide contenu a V'intérieur du bloc,
aprés divers essals infructueux, on I'a mesurée au moyen d’un ther-
mométre & mercure introduit dans une longue moufle d’acier IR, vissée
a fond dans le bouchon, & laquelle Pappareil en verre est fixé par les
colliers K (fig. 46). Enfin, pour que la position du tube d’écoule-

Fig. 46.

ment soit toujours la méme par rapport au mercure, ce qui est indis-
pensable pour que la pression motrice soit rigoureusement la méme
. dans les expéricnees suceessives, il a fallu supprimer tout anneau de
métal écrasable entre le bloc et le bouchon; le bouchon a été fait,
comme le bloc Cailletet, en excellent acier, reposant sur le bloc par
une peuite surface tronconique rodée, et 'on a oblenu Pobturatinn
parfaite au moyen d’un serrage trés énergique.

Toutes les précautions paraissent avoir été prises, et les mesures
effectuées avec précision.

Au-dessous de 32" la viscosité de I'eau diminue quand la pression
augmente.

A 32" la viscosité est indépendante de la pression jusqu'a foo at-
mospheéres.

Au-dessus de 32° la viscosité croit avec la pression ( fig. 47).

La variation relative croit plus vite que la pression.

La compressibilit¢ du mercure et I'extension du bloc d’acier sous
400 atmosphéres ont diminué la pression motrice de 0,3 pour 100.
Cette diminution résulte d’un abaissemenl du niveau du mercure dans
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le bloc, qu’on a réussi 4 mesurer directement par une expérience
préliminaire; deux pointes d’acier reliées aux fils de cuivre qui tra-
Fig. 47.

+0,005A Variation relative dela viscosité due ila pression

Température

-0,002

versent le bouchon plongent dans le mercure a de trés petites pro-
fondeurs, inégales; par compression on supprime le contact du mer-
cure successivement avec l'une et l'autre des deux pointes: un
abaissement du niveau de o™, 4o est produit par une pression de
170 atmospheéres.

158. Anhydride carbonique prés du point critique. — Warburg,
aprés avoir collaboré avec Kundt a I'étude de la viscosité des gaz sous
des pressions trés faibles, a publi¢ en 1882, avec von Babo, un tres
important travail Sur la viscosité de 'anhydride carbonique au
voisinage de la température critique ().

Warburg a adopté la méthode des tubes capillaires, qui parait seule
applicable dans ce cas. Pour définir ’état de I'acide carbonique il
faut mesurer la température et la pression du gaz; pour définir la
pression motrice, produite par la descente du mercure, il faut con-
naitre aussi la densité de l'acide carbonique employé, dans les condi-
tions mémes de la mesure; enfin, le tluide du tube capillaire et du
réservoir qui se remplit est soumis 4 une pression un peu différente
de celle du fluide extérieur; il faut donc tirer de la courbe des den-
sit¢s en fonction de la pression la correction correspondante, tout a
fait incertaine an point critique méme, comme on sait. Il faut, en
outre, suivre 'écoulement du liquide, pour la mesure de viscosité;
le tube capillaire et son réservoir jaugé sont donc enfermés dans une
éprouvette en verre épais qui permet de voir ce qui se passe. Tout
I'appareil doil tenir la pression de 120%™, jusqu’a une température
de 40° environ.

(') Wied. Ann,, t. XVII, 1883, p, 3g0-427.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE 1II. — VISCOSITE DES LIQUIDES PURS. 185

La réalisation de toutes ces conditions a exigé la construction d'un
appareil assez compliqué, en partie en acier, en partie en verre, qui
mérite une description détaillée (fig. 48)-

Le gaz carbonique préparé avec les plus grands soins est comprimé

Fig. 48.
H
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jusqu’a liquéfaction dans un solide récipient qui en contient 3008.
On le fait passer par distillation dans l'appareil refroidi a zéro, ou il
arrive par le tube de cuivre N et le robinet a pointeau ML; les autres
robinets a pointcau Hp et Z¢ étant fermés.

Le manomeétre a azote TS indique quand 1l faut arréter le rem-
plissage en fermant le pointeau ML, et aussi quand il faut ouvrir les
pointeaux Hp ou ¢Z pour empécher la pression de trop monter pen-
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dant le réchauffement de I'appareil. Ce manomeétre est formé par un
tube de verre S de 640™™ de long, de 3= d’épaisseur et o™™,5 de
diamétre intéricur, terminé en T par un réservoir d’environ 3 qui
plonge dans le mercure du bloc d’acier O. Le tube étroit, calibré et
divisé, est entouré d’un manchon avec bain d'eau; l'azote est bien
sec et débarrassé d’acide carbonique. La pression se déduit du volume
de l'azote supposé remplir exactement le réservoir T sous la pression
atmosphérique; mais le transport du lube est assez délicat, de sorte
que, sur trois séries, deux concordent bien et la troisitme donne des
pressions plus faibles de ;; environ; on corrige de la différence de
niveau de mercure dans le tube et dans le réservoir, et de la dépres-
sion capillaire. Le pointeau V permet d'isoler complélement le mano-
meétre.

159. Densité du gaz. — L’appareil de mesure de la densité du gaz
(fig. 49) se fixe par un tube de caoutchouc & vide sur la tubmlure J.

Un caountchouc fixé 4 ¢ est rattaché au vase mobile Q d’une pompe &
mercure. Le pointeau Hp étant toujours fermé, on ouvre le robinet &
a l'air libre, on remplit M de mercure jusqu’au trait supérieur m,
en soulevant Q. On lit la pression au manomeétre & azote. On ferme b,
on entr’ouvre le pointeau Hp et on remplit M sous une pression
peu différente de 'atmosphére, en abaissant Q. Lorsque M est a peu
prés plein, on ferme le pointeau Hp et on hit la pression nouvelle an
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manométre & azote. Par la mancuvre du vase Q on ameéne le mer-
cure exactement au trait inférieur m’', et on lit dans le tube d la
petite différence de pression avec l'atmosphére. Cetle pression, le
volume jaugé, et la température font connaitre la masse d’acide car-
bonique &m sortie de tout 'appareil, pour une chute de pression &p
déterminée au manométire a azote. Le volume total accupé par I'acide
carbonique dans l'appareil a é1é d’ailleurs jaugé en détail, par un
ensemble d’opérations assez pénible; il est compris entre 28,09 et
28°® 16 suivant la hautcur du mercure dans le nanométre.

Une seconde jauge de moindre volume a é1é employée aux basses
pressions.

On a ainsi les éléments d’un Tableau contenant, d’'une part, les
pressions successives, de l'autre, les masses d'acide carbonique sor-
ties & chaque étape. A la fin de 'expérience, la masse qui reste dans
I'apparecil, sous une pression voisine de 30*m, est calculée d'apres le
volume et la température au moyen de la formule de Clausius qui,
dans ces limites, représente trés bien les observations d’Andrews.
L’addition de cette masse et de loutes les masses sorties jusqu’a une
pression p donne la masse contenue dans appareil sous cette pres-
sion, et, en divisant par le volume correspondant, lu densité de I'acide
carbonique.

160. Tube & ecoulement. — l.appareil de mesure de viscosité
est contenu dans I'éprouvette longue el épaisse B, occupée a sa partie
inférieure par du mercure (fig.50). Le tube capillaire s’étend de e
en f; 1l est surmonté a sa partie supérieure par un tube plus large
quisert a le suspendre, et terminé par une boule percée de trous laté-
raux g; celle-ci est protégée par un capuchon métallique / également
percé de trous latéraux; ces précautions ont pour but d’éviter I'intro-
duction de poussiéres dans le tube capillaire. A sa partie inféricure e,
ce tube esl soudé au long réservoir cylindrique ed, termiué par un
tube plus étroit #/d' qui veste toujours plein de mercure et autour
duquel le niveau du mercure monte pendant qu'il descend dans le
réservoir ed’. Trols anneaux extérieurs de platine o, 1, 2 servent de
repéres; les volumes o-1, 0-2 ont ¢Lé jaugés avec précision; toutes les
distances ont été mesurées 3 la machine a diviser; le diametre dn
tube capillaire a été déterminé par des pesées au mercure. Des
mesures au cathétomeétre des hauteurs simultanées du mercure dans
le réservoir ed’, et dans I'espace annulaire dd’, font connaitre le rap-
port des sections. Une premiére enveloppe protéege contre les acei-
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dents dus aux ruptures, et un bain de 25 litres, chauflé par une cir-
Fig. 5o.

3

o
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=

Ly
N,

culation d’eau chaude, permet d’entretenir une température constante
a moins d’un dixieme de degré pres. Des glaces laissent voir les mou-

vements du mercure dans I'éprouvette.

161. Marche d’une expérience. La mise en train d'une expé-

rience exige qu’on puisse faire monter le mercure dans le réservoir d'e;;
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c’est & quoi I'on parvient au moyen du robinet a boissean avec lu-
miéres latérales n, n' et lumiére centrale ¥' ( fig. 48). En général, les
lumiéres n, 7' sont en regard et toute la masse d'acide carbonique en
communication; il en est ainsi pendant presque toute Uexpérience de
densité précédemment décrite; mats, vers la fin de cette expérience,
on tourne la manette G, les lumiéres n, n’ cessent d'étre en regard, et

-la fin du remplissage de M se fait uniquement aux dépens de l'acide
carbonique rentré dans le vase ed’, dans lequel le mercure remonte,
au dela du repére o; c’est alors qu’on ferme le pointeau H p.

L’appareil est alors prét pour une expérience de viscosité. On
attend quelques minutes, pour l'équilibre de température, et 'on
détourne la manette G; le rétablissement de la communication
entre les deux masses d’acide carbonique par n, n’ permet au mer-
cure de descendre; on note au chronométre a pointage le passage du
niveau aux trails o, 1, 2; ce qui fournit Ies données nécessaires pour
le calcul de la viscosité sous une certaine pression moyenne, 2 la tem-
pérature du bain.

Une nouvelle mesure de densité abaisse la pression moyenne et est
suivie d'une nouvelle mesure de viscosité. Deux observatcurs font
ainsi aisément une quinzaine de déterminations entre 120%™ et 3o'™,

L’¢tanchéité des nombreux joints est assurée, pour les jonctions
acier-acier, par l'interposition d’un mince disque de cuivre; pour les
joints des tubes de verre, par 'emploi de tubes de cacutchouc (6), (1)
serrés entre des disques de laiton; pour les pointeaux, par un grais-
sage & la cire jaune; le robinet Hyp qui doit s’ouvrir sans fuites a été
garni d’une bonne boite a étoupes K. Seul le robinet a boisscau a
donné lieu & des grippements asscz fréquents, exigeant un démontage
de Vappareil.

Trois tubes capillaires de diamétres différents : o™, 010324,
0", 007 202 el 0°*, 005 694, et de 6°™ & 7™ de lougueur, ont servi &
s'assurer qu'il n'y a pas de glissement notable le long des parois; et
comme rien ni au point de vue théorique, ni au point de vue expé-
rimental ne rend ce glissement probable, sous forte pression, on a
admis qu’il est nul.

A ¢gale densité et a égale température, la pression obtenue par
Warburg est inférieure a celle d’Andrews d’environ 13™ aux densilés
moyennes et de 3*™ ou 4*"™ (sur go®'™) aux densités voisines de o, 7.
C’est un accord suffisant, vu I'influence considérable des moindres
r¢sidus d'air non liqudéfiable et la différence des manomélres em-
ployés.
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162. Discussion. — Quelques indications numériques sont main-
tenant nécessaires pour savoir ce qu'on peut négliger dans la théorie
de I'écoulement :

1" Le volume total occupé par le fluide ne varie que de ,}, par le
déplacement maximum du mercure dans le manomeétre; on peunt done
le regarder comme constant dans toute I'étendue des expériences.

atw ] est donc indis-

2* La densité du {luide atteint 0,8 sous 110
pensable d’en tenir compte dans I'évaluation de la pression motrice,
qui n’est due qu’a I'exces de la densité du mercure sur celle du fluide.

3" Sous la densité 0,5 ct la pression de 77*™, a 32" environ, c’cst-
a-dire prés du point critique, la variation absolue de densité par at-
mosphére a atteint 0,15 dans les expériences de Warburg; c’est une
variation absolue de o,0022 par cenlimétre de mercure. La densité
de part et d’autre du tube capillaire peut donc diltérer de 0,033 an
maximum lorsque I'écoulement se fait sous une différence de pression
de 13°™ d¢ mercure; c¢’est une différence relative de {; environ dont
il faudra tenir compte.

4" Le volume de fluide comprs entre les repéres o, 2 ( fig. 50)
n’atteint guére que 0,002 du volume total; le changement de densité
de ce tout petit volume qui passe de I'extérieur & Uinlérieur n’a donc
qu'un retentissement inappréciable sur la densité et la pression géné-
rales dans l'espace extérieur au tube fedd'.

5* La hautcur totale du liquide depuis le mercure du manométre
jusqu’au fond del'éprouvette en « n’atteint pas 30°"; la pression ne
varie donc par suite du poids du fluide que de 1°™ de mercure envi-
ron; la densité du fluide n’augmente donc du haut en bas de 'appa-
reil que de 0,0022, soit 5}, au maximum. La variation due 4 la méme
cause est encore moindre dans le tube afrottement, ou la hauteur est
moindre.

Il suffit donc de tenir compte de la variation de densité sous 'ac-
tion de la pression motrice, pour I'évaluation de la quantité qui passe,
Mais, dans I'évaluation de la pression motrice, on peut calculer toutes
les pressions hydrostatiquement, en attribuant au fluide une méme
densité constante dans tout I'appareil, g, celle qui correspond a la
température du bain et a la pression P du manométre.

163. Théorie de l'expérience. — Pression motrice. — La pression
motrice est 'exces de la pression extérieure sur la pression intérieure,
au méme niveau. Solent :

z la hauteur du mercure intérieur;
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z' la hautenr du mercure extérieur au tube f/d’, au-dessus d’un plan
de repere;

S la section intérieure;

S’ la section extérieure de I'espace annulaire;

on a
(1) P = E&(fug— pcor) (53— 2 ) +m—7,
en appelant 7 et 7' les deux corrections capillaires interne et externe;

(2) Sdzs=58dz.
3
environ o0, 43. La correction capillaire , — %/ est extrémement incer-

Une série de lectures des z et 3’ correspondants a donné 3 ou ,

taine; on a choisi le diamétre extérieur du tube da’ de maniére a la

rendre trés petite. Des mesures directes comprises entre 0°",01

et 0™, 3 ont donné en moyenne 0°™,14; il en résulte une incertitude
1

comprise entre s et 5 sur la pression motrice, celle-ci varianl de

8gem 3 15" de mercure.
Des équations (1) et (2) nous tirons

. 0, 0z
3) p=az+m—n, o_[::“';i?’ a = g(pus— pcor} (1+ o).
Débit. — La masse Q qui a traversé le tube capillaire est
(4) Q=7p[Yo— 8(2s—2z0)],

en appelant V, le volume compris entre 'orifice du tube e et le pre-
mier repére o, dont le niveau est z,. On a donc

aQ dp 0z
]E—‘QSE’

- 9Q Sp\ dp S dp
) W{(““Z)Tp“%]ﬁ
. =V —S v, —mn'
en posant V, =V, + Sz, —t.
Soit R la résistance du tube pour une viscosité égale a 1 :

(6) R=—:

en appelant { et r Ja longueur et lc rayon du tube capillaire. L’écou-
lement permanent, assez lent pour qu’on puisse négliger la correction

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



192 LIVRE LI. — LES LIQUIDES,

de force vive, obéit a la loi de Poiseuille, & la condition de prepdre,
1 . . d

pour le débit en volume, le quotient de la masse qui passe —0%- par sa

densité movyenne dans le tube, 5,,, et d’employer la viscosité moyenne :
Yy Y ploy Y

R 0o Jo B
(7) P=P~m—’(§’ P,’L:‘D—£<5l§>; p‘"lzf“'—p<gg);

em 2 2

0 . -, s
nous avons vu que % /’o—; ne dépasse pas';; la densité ne differe done

i
de o que de moins de 5% ; les corrections du deuxiéme ordre, en fone-
tion de la densité, sont donc cerlainement négligeables. Méme conclu-
sion pour w,; mais la variation de . avec la pression a la méme

importance que celle de p, car l'expérience donne des valeurs

0 . - \ C 1 .
de %£ supérieures a 1, lorsque la densité dépasse 0,43; Warburg a

oublié d’en tenir compte.

164. Intégration. — Eliminons do—% entre (5) et (7), il vient
2 R (a2 (S v 3
(8 p(p 29) R(H 2#)(962 i N I
en posant

Cette équation en U—’: et p s'intégre facilement, surtout si Uon se

rappelle que les termes en o', ' ne sont que de pelits termes de eor-
rection ('), ce qui permet d’écrire en développant

T op 30 u' _ a Via ¢
(9) sl G- i (55

et en intégrant

o P NS T O SN Via o
(o) tog 2+ (po—p) (55 — ) = (1—t0) 5 (1= T E-

Cette formule équivaut numériquement & celle qu'a employée

. S . .
(') En particulier V,p" est égal a - pp'y en désignant par p une pression de 'ordre

. o p' 1 Lo 5
dc 20°= de mercure; V,p’ est donc une fraction loi < 7 du terme principal a2
i t
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Warburg pour le calcul de ses expériences, si l'on eflace le terme
en ' qu'il a oublié.

Lorsque la pression motrice tombe de po a p(, entre les deux
marques o, i, 'équation (10) donne u par la formule

i Via o |
w=(t t) a 1 \ 'y T /
=(tLi—t)zg ) — T e
Rslugﬁ 1 2P Pl(ii—i)
£ lOgPO £2 P 2
P
165. Discussion. — La parenthése différe trés peu de 15 elle est
. v — s
sensiblement égale a — o, car 2 et 22 (ifférent peu
L Po (P_ _ &) 5 7 et
g
2 \¢ M P
de p,.
pop

Le dénominateur de Warburg, 1 + > sensiblement, est toujours

2
supérieur 4 1 (maximum 1,030 4 1,045 sulvant la température au
P\
o'

a une allure différente. On voit, en effet, directement sur la courbe

voisinage de la densité 0,3). L.e dénominatenr vrai 1 + Lo g (1 —
2 o\

)
. ~ [o}3 ) . - -
de Warbury ( fig. 51) que = varie depuis o, 2 environ pourp == o, 20,
£

a1 pour g = o, 50, ct jusqu'a 1,6 pour 3 =o0,80. Le dénominateur
est donc a peine supérieur a 1 de moins de 0,01 pour les faibles den-
sités, égal & 1 vers la densité critique, et 4 peine inférieur a | pour
les fortes densités.

En un mot, la variation de viscosité compense presque exactement
I'influence de la variation de densité: les valeurs de seconde approxi-
mation de Warburg, celles qu’il désigne par ., sont moins prés de la
vérité que celles de premiére approximation, qu’il désigne par w,
données de la formule simple

p=_{t—t)gg —
gPa
166. Résultats. — En conséquence, ce sont les valeurs de pre-

miére approximation de Warburg que je transcris, d’aprés son Ta-
bleau XI (p. 417), pour le gaz le plus pur (moins de 0,001 d’air);
elles sont exprimées en C.G.S. La densité o est prise par rapport &
I'eau. Les pressions P, tirées du Tableau XIV de Warburg, sont

mesurées en atmosphéres.
B. 13
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32°, 6. 400, 3.
Densité g. U P, u. P,

0,800......... 6~8.107¢ 107,3

0,730......... 575 88,5 581,108 14,6
0,660......... 496 80,7 500 01,6
0,5G0.. .. ..... 426 78,2 428 94,9
0,3200¢ciuan.. 367 77,6 369 91,7
0,450 ... 315 77,2 319 89,2
0,380......... 273 76,6 277 86,8
0.3100.. ..., 241 74,6 244 82,7
0,240.. .0 u.n. 214 69,9 219 73,9
0,17000 .. vne 189 60,3 197 61,3
0,100......... 43,1 181 45,3

A ces lempératures, peu supérieures 4 la température critique, la
viscosité est définie par la densité, et non par la pression; aux fortes
densités, elle varie trés peu avec la température. Cest le contraire de
la viscosité des gaz peu denses, qui est indépendante de la densité,
et pour 'anhydride carbonique, presque proportionnelle a la tempé-
rature absolue, ce qui produirait un accroissement de 4 environ
entre 32° et 40°, de méme ordre que l'excés obtenu aux densités
inférieures & o, 3vo.

A Tétat liquide, a 23°,1, Warburg a oblenu des résultats ana-
logues (0, 0005 'd’air) :

- 0,896 0,875 0,858 0,827 0,809
S 800.10 € 741 Z03 665 628
P....... PUR 105 95 85 rks} 70

A diverses températures sous la pression de vapeur saturante
{0,002 d’air) (') :

2 5 1o 15 20 25 29
T 0,922 0,895 0,864 0,827 0,783
1S g925. 1078 852 78% 712 625 539

Ces viscosités ne sont guére que le {5 de celle de I'eau.

Tous ces résultats sont groupés dans les courbes isothermes
ci~jointes, qui montrent bien 'influence prédominante de la densité,
prise en abscisse, méme & température Jargement variable, sous pres-

(') p est tiré des observations d’Andreef (Ann. de Liebig, t. CX, 185g9). — Peut-étre
cetle différence d'origine des valeurs adoptées pour p explique-t-elle pourquoi le
point 25° de ce tableau ne se place passur la courbe isothermc 25°.
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sion de vapeur saturante [points isolés (fig. 51)]. En conséquence,
dans tous les essais de coordination, c'est non la température, mais la
densité qui est pour les liquides la variable indépendante naturelle et
importante dont dépend la viscosité.

La position de la courbe de 25°,1 qui est & la fois au-dessous de
celle de 32° et de celle de 5°-15°, sous la densité de 0,85, montre
qu'il y a un minimum de viscosité en fonction de Ja température entre
20° et 30°, sous cette densité.

Fig. 51,
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Peut-éire pourrait-on étendre cette remarque de M. Warburg, et
penser que la faible influence de la température dans ses expériences

indique un minimum de viscosité sous toute densité au voisinage de
la température critique.
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CHAPITRE 1IV.

LE REGIME DE POISEUILLE ET LE REGIME HYDRAULIYUE.
PASSAGE D'UN REGIME A L'AUTRE.

167. Les deux régimes. — L’'écoulement lent d’un liquide par un
tube capillaire obéit a la loi de Poiseuille; si 'écoulement est tres
lent, la chute de pression par unité de longueur s’obtient en prenant
le rapport de la différence des pressions extrémes a la longueur; sile
débit est un peu rapide, il faut faire la correction de la force vive du
jet émis par le tube capillaire; mais, dans les deux cas, le mouve-
ment a l'intérieur du tube est le méme, la distribution des vitesses
est la méme. Nous appellerons ce régime, régime de Poiseuille.

Tout le monde sait que ce n’est pas celul qu'on observe dans les
tubes larges, les conduites d’eau, les canaux; la perte de charge par
unité de longueur y est & peu prés proportionnelle au carré du débit;
c'est le régime hydraulique.

Dans un méme tube de verre, le passage d’un régime a I'autre n’a
pas lieu brusquement, a partir d’une vitesse détermninée, mais il existe
une période troublée ou les deux régimes sont possibles et alternent
avec une fréquence plus ou moins grande.

C’est ce passage d'un régime a l'autre que nous allons étudier.

I. — TRAVAUX DE HAGEN.

168. Expériences de Hagen. — Hagen, physicien el ingénieur
allemand, ne semble pas avoir connu les travaux de Poiseuille. Il fit
des recherches sur les lois de I'écoulement de 'eau ordinaire dans
des tubes de diamétres assez notables et opéra dans d'assez larges
limites de température (jusqu’a 80° C. ). Le Mémoire o Hagen rap-
porte ses recherches a été publié en 1854 dans les Abhandlungen
de Berlin; il contient beaucoup de bonnes observations mélées & une
théorie inexacte.

Hagen a étudié la variation du débit avec la température sous une
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chute de pression constante dans trois tubes dont voici les éléments :

Longueur. Diametre.
cm cm
Premier tube............ 7,2 0,28
Deuxiéme tube.......... 109 0,40
Troisiéme tube.......... 104 0,60

Les résultats ont été représentés par des courbes tracées en prenant
les températures pour abscisses et les débits pour ordonnées; chaque
courbe correspond a un tube et 4 une chute de pression donnée.

La Planche de Hagen est reproduite exactement dans la figure 52.

. Fig. 5a.

‘
85 I . ‘ I L]
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....... 1,24

6,48”
4,08"

448"
308"
2,21"
848"
—— 208"
148"
= 1,58"
1,48"
1,211
1,08"

—10,11"
0,98"
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0° ¢ 07158 200 25* 30° 35"  40®  45* 5Q0*  55*  80° B5°  70°

Tube étroit m=—. Tube moyen ----. Tube large - - .
Températures centigrades en abscisses. Vitesses en pouces du Rhin en ordonnées.
Les charges relatives & chaque courbe (en pouces d’ean) sont inscrites 3 droite.

Considérons les courbes en trait continu, relatives au tube étroit.
Les premiéres courbes correspondent & une faible pression; ces
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courbes sont ascendantes, mais tournent leur concavité vers le bas et
annoncent un maximum qui p’est, d’ailleurs, pas atteint dans les
limites des observations, Les courbes qui correspondent & une pression
plus forte (15°™ d’eau) présentent un maximum et annoncent un
minimum.

Enfin les trois courbes supérieures correspondent 4 des pressions
plus fortes encore (20 4 a5°d’eau). Le maximumn est trés accusé
et le minimum est trés net, puis la montée de la courbe continue d’une
facon & peu prés rectiligne, mais moins rapide que la montée du début.

Comme on le voit, 4 mesure que la pression augmente, le maximum
et le minimum reculent vers les basses températures et se rapprochent.
{'un de l'autre en méme temps que leur ditférence s’accuse davantage.
Leur position dépend d’ailleurs du diamétre du tube.

Cela nous montre en passant que, si 'on veut étudier l'influence
de la température sur la viscosité, il faut opérer sous des pressions
trés faibles ou trés élevées, de ‘maniere a se placer dans une région
bien définie de la courbe, en dehors de la région troublée du maximum
et du minimum,

169. Cause du maximum et du minimum. — A quoi tiennent ce
maximum et ce minimum? La description des phénoménes faite par
Hagen lui-méme, puis par Osborne Reynolds (1883), et enfin par
Couette (18g0), en fournit I'explication.

Avant le maximum, le débit est régulier, sans soubresauts ; 'ob-
servation de la veine la montre lisse et réguliére; Hagen la compare
4 une baguette de verre lisse.

Au voisinage du maximum et entre le maximum et le minimum, le
jet devient trouble et jaillit par soubresauts violents et irréguliers.
Hagen crut d’abord que ce phénoméne tenait 4 un défaut dans le
montage de 'expérience ; mais, en comparant un trés grand nombre
d’expériences, il vit qu'il s’agissait la d'un phénoméne normal.

Aprés le maximum et le minimum, la veine est réguliére, sans sou-
bresauts, mais elle n’est plus lisse comme auparavant; la surface du
jet est craquelée, comme couverte de toutes petites rides.

Les soubresauts qut se produisent entre le maximum et le minimum
proviennent du passage tres rapide et alternatif d'un régime a 'autre.

II est alors facile de se rendre compte de 1'allure des courbes qui
représcntent la variation du débit en fonction de la température.

Quand la pression est assez faible, le régime a la température
ordinaire est celui de Poiseuille; la vitesse est dirigée partout sui-
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vant J'axe du tube. Quand la température croit, le coefficient de
frottement diminuant, la force vive des mouvements de la veine
croit; au début cet aceroissement ne se traduit que par une augmen-
tation du débit : le mouvement devient plus rapide mais reste
rectiligne; c’est encore le régime de Poiseuille. La température
continuant de croitre et la viscosité de diminuer, les mouvements
irréguliers ne sont pas assez rapidement amortis pour que le mouve-
ment reste sensiblement rectiligne ; des mouvements ondulatoires se
produisent dans le liquide,; exagérent les inégalités de vitesse et dis-
sipent proportionnellement plus d’énergie que le régime de Poiseuille,
pour le méme débit; de la résulte 'existence d'un maximum dans la
courbe des débits en fonction de la température.

La tempéralure continuant de croitre, les ondulations prennent une
imporfance croissante, d’abord, puis stationnaire; le régime se régu-
larise et le débit augmente de nouveau.

Ce qui se passe ainsi 4 pression fconstante, quand on augmente
progressivement la température, est I'image de ce qui se passe & tem-
pérature constante quand on accroit progressiverﬁent la pression.

[’absence de mouvements ondulatoires dans le régime de Poi-
seuille, leur apparition dans la région troublée et leur permauence
dans le deuxiéme régime, peuvent étre mis en évidence en mélant au
liquide de petites poussiéres qui y restent en suspension. Elles se men-
vent parallélement a I'axe du tube avant le maximum, et suivent un
trajet sinueux dans le deuxieme régime.

170. Théorie de Hagen sur le changement de régime. — Hagen
est parti d’'une 1dée inexacte mais mtéressante. On sait que la distri-
bution des vitesses 4 'intérieur d’un tube, dans le régiine de Poiseuille,
est donnée par la formule

() w= %(R*—ﬂ),

dans laquelle 4 désigne la hauteur équivalente a la pression motrice
(évaluée en colonne du liquide), sous laquelle se fait le mouvement,
e la vitesse a la distance r de l'axe, et R le rayon du tube. Hagen
croyait que la vitesse en chaque point est proportionnelle & la distance
a la paroi; rectifions cette erreur et adoptons cependant le mode de
raisonnement de Hagen tout en nous servant des résultats de Poi-
seuille.

Si 'on augmente 4, « croil sans limite. D’autre part, si 'on pro-
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duisait 'écoulement sous la méme pression motrice, non a travers
un tube mais a travers un orifice percé en mince paroi, la vitesse u, &
la sortie serait

Uy = ‘/"_57‘

Comme le tube introduit des résistances, on doit certainement
avoir

e << uy.

En particulier, si I'on appelle u, la vitesse sur I’axe, on doit avoir
Uy < Uy

Cela posé, d’aprés la loi de Poiseuille, on a

pg R
dul

Uy = k.

Pour une valeur donnée de /, &, croissant proportionnellement & A,
et u, proportionnellement & V/Z seulement, u,, d’abord plus petit
que u,, lul devient égal pour une certaine valeur de 4, et supérieur
au dela; ce qui est absurde.

Nous savons maintenant comment on échappe a cette difficulté;
nous avons vu en effet que le jet se forme 4 la sortie du tube, aussi
bien qu’a travers un trou en mince paroi, et que la formule exacte
pour u, n’est pas

mais
_ 8l oIt
e8h=Tw! Y mrap

qui tient compte de cette force vive, et donne pour le débit I — mais
non a la vérité pour la vitesse axiale 2l:=R? — une valeur toujours
inférieure a celle de l'orifice en mince paroi =R? /2 gh, sous la méme
charge. La difficulté n’existe donc pas pour nous.

Au lieu de s’apercevoir du role du jet a la sortie du tube capillaire,
Hagen fit ’hypothése, qui conserve quelque chose d'intéressant, que
le paradoxe correspond a I'existence des deux régimes, et que le
passage d’un régime 4 I'autre se fait au moment ol les deux vitesses
deviennent égales. La pression £ qui correspond a cette valeur cri-
tique est donnée par I’équation

pgR?
il

h = \/';gh,
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d’ou lon tire
Bul * 1
B (SRET L
pR? 28

La vitesse critique serail donc

uy— u =

et Je débit correspondant
drpd

P

Ce débit serait proportionnel & { et indépendant de R.

Tel serait le caleul correct.

Mais ce n’est pas la loi obtenue par Hagen, car ce physicien a
fait le calcul de I en partant de I'hypothése fausse indiquée plus
haut, que la vitesse en un point du tube est proportionnelle 4 la
distance de ce point a la paroi. Dans ces conditions, le débit serait
proportionnel a la vitesse U que posséde le liquide sur 'axe du tube

et, par conséquent, le débit critique serait proportionnel & RY

comme ;. C'est la loi a laquelle aboutit Hagen.

171. Comparaison des expériences de Hagen avec sa théorie. —
Dans son expérience, sous pression constante, Hagen décompose done
le phénoméne théorique en deux phases : 1° débit constamment
croissant, en raison inverse de la viscosité, jusqu’a la valeur nR?\/2 g4;
2° débit constant quelle que soit la viscosité. Le débit critique serait
donc un debit maximum, Hagen suppose que le débit maximum
observé est précisément le débit critique ; mais, au lieu de le comparer

a la valeur simple =R2\/2 gk, et de s’apercevoir de suite que le débit
maximum est beancoup plus petit, Hagen le compare & la valeur
fausse qu'il a calculée en fonction de la viscosité.

Hagen ayant déduit de la premiére partie de ses expériences la loi
de variation de p avec la température, calcula quelle devait étre la
position du maximum de débit pour chaque pression quand on con-
struit la courbe du débit en fonction de la température. 1l compara
ensuite les positions calculées de ces maxima avec les positions indi-
quées par les graphiques qui représcntaient les observations directes.

Hagen avoue que la concordance n’est pas bonne, et il suffit, pour
se convaincre qu'il a raison, de jeter les yeux sur ses nombres.

e . . 1 .
Il a utilisé trois tubes. Pour le premier (E = 040> la concordance
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Y

\ L ax s . .
est bonne (4 1° prés de 0° 4 35"). Pour le second <E = 336), il fau-
drait ajouter 14" a toutes les températures calculées pour obtenir les
. s . . { .
températures observées des maxima. Pour le troisitme (ﬁ = 300),

les températures calculées sont encore trop faibles de 10®. Contraire-
ment & Hagen, mais sans citer de nombres, Franz Neumann affirme
pourtant que la concordance des nombres calculés et observés est sa-
tisfaisante, et cette affirmation a été répétée depuis.

172. Comparaison des expériences de Hagen avec les vues
d’0. Reynolds. — Nous connaissons maintenant la loi véritable du phé-
noméne, d’aprés les expériences plus récentes d'Osborne Reynolds:

le débit limite est proportionnel & P—”—; la longueur / n’intervient pas.

S1 Pon reléve sur les planches de Hagen le débit maximum pour
les trois tubes 4 des températures comprises entre 0" et 52°, puis qu’'on
fasse pour chaque couple de tubes les rapports de ces débits
maximum, chaque rapport correspondant & une température donnée,
on trouve que ces rapports, pour deux tubes donnés, sont & peu prés

égaux. Sila loi de Hagen est vraie, cette valeur commune des rapports

. . l
doit étre égale au quotient des valeurs de T On trouve qu’elle en est

trés différente, mais qu’elle est & peu prés égale au rapport inverse
des diameétres. Clest donc la loi d’Osborne Reynolds qui est Ja vraie.
Voici d'ailleurs les nombres :

1° Tubes A et B,
L A
Rapport des diamétres TR 0,69
N d [ .
Rapport des valeurs de T L9

B -
Rapports des débits —++«+s 0,56 0,358 0,59 0,63 0,70 0,75

A
2" Tubes B et C.
N C .

Rapport des diamétres B 0,68;

) d I ) -
Rapport des valeurs de ol 0,435

.. B - - -

Rapports des débits Tt 9997 0,67 0,65 0,65 0,70 0,63
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Il n’y a donc pas le moindre doute ; la loi de Hagen est absolument
fausse et, cependant, ses expériences étaient suffisantes pour qu’on
pit entrevoir la loi véritable.

Malgré cela, le mémoire de Hagen reste important. Il contient
d’abord bien des remarques intéressantes ; en outre, c’est le premier
od soit faite bien nettement la distinction entre les deux régimes et ot
le phénomene soit correctement décrit.

Il ne semble pas cependant que ce Mémaire ait beaucoup attiré
I'attention quand il parut. Les physiciens et les hydrauliciens ont
continué i s’ignorer les uns les autres, ou méme & se contredire,
Il faut aller jusqu'a Osborne Reynolds (1883} pour trouver de nou-

velles études expérimentales sur la méme question.

11. — EXPERIENCES DE COURS DESTINEES A MONTRER LES DEUX REGIMES
ET LE PASSAGE DE L'UN A L’AUTRE.

173. Expériences sur le mercure. — Un tube capillaire BC est
adapté horizontalement & une éprouvette a pied A pleine de mercure
(fig. 53). Il est bon que le tube se termine en entonnoir & I'entrée,
sans quoi le régime de Poiseuille ne s’établit qu’avec peine.

Fig. 53.

x

D OO ¥ |

L’éprouvette étant pleine de mercure, on laisse I'écoulement se
produire par le tube capillaire. Au début, I'écoulement se faisant
sous une forte pression, c’est le régime hydraulique qui s’établit : le
Jet qui sort est régulier, mais la veine n’est pas lisse. A mesure que
le mercure s’écoule la pression motrice diminue; & un certain mo-
ment, la période troublée corumence; le régune de Poiseuille (veine
lisse) commence 4 se montrer par intermittences; chaque fois qu'il
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s’établit, le jet s’allonge, montrant que le débit augmente et que la
résistance diminue; mais le régime hydraulique reprend bientdt, la
veine se trouble tout d’un coup et en méme temps le jet se courbe
davantage et son amphtude diminue.

Le jet oscille ainsi par soubresauts, d'une amplitude 3 I'autre. Tout
d’abord, les oscillations sont rares, c’est I'amplitude faible qui est le
plus souvent réalisée; le régime hydraulique domine. Puis, la hauteur
diminuant toujours, les oscillations deviennent plus fréquentes pour
redevenir rares ensuite, lamplitude forte étant maintenant plus sou-
vent réalisée; le régime de Poiseuille domine. Enfin, au-dessous d'une
certaine valeur de la pression motrice, le régime de Poiseuille sub-
siste seul, la veine est lisse et les oscillations ont disparu.

On a obtenu de trés bons résultats (') avec des tubes de ™™ de
diameétre dont les longueurs ont varié de 3o0°™ a 3°=,

Premier tube. — Longueur 30°™ environ.

H > |5Cm Régime hydraulique. Veine trouble. Jet régulier.

15" >H> 6 Période des battements d’abord trés faibles quand H est
voisin de 15°®, atteignant ensuite une amplitude énorme
quand H diminue, puis le régime de Poiseuille domine
avec retours rares a 'amplitude faible.

H< 6 Régime de Poiseuille établi. Veine lisse. Jet régulier.

L’amplitude des oscillations est d’autant plus grande que le tube est
plus long.

Deuzxiéme tube. — Longueur 18 .

mmn
H > 56,7 Régime hydraulique régulier.

H = 56,7 CGommencement des oscillations.
H = 48,8 Grandes oscillations continuelies entre les deux régimes.
H = 30,0 Fin de la période troublée. Gommencement du régime de

Poiseunille.

Troisieme tube. — longueur 35",
mm
H > 160 Régime hydraulique.
H =136 Oscillations sensibles.
126 v grande:.

73,9< H<L 122 Oscillations d'énorme amplitude.

(') Legon du 4 février 189y.
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H < 73“:‘9,1 Le régime de Poiseuille domine avec gquelques chutes
brusques d’amplitude (retours subits au régime hydrau-
lique).

H= 68,1 Fin du régime troublé, Commencement du régime de
Poiseuille.

Comparaison des deux débits limites des deux derniers tubes.
— D’aprés la loi d’'Osborne Reynolds, ces débits limites devraient
étre égaux, car les deux tubes ont méme diamétre.

Rapport des pressions limites,........... ... ... . 2,4

Rapport des longueurs........................... 1,9

Rapport des débits d’aprés la loi de Poiseuille. ... .. 1,9 X ;—lz =o0,8
?

La loi de Reynolds est sensiblement vérifiée.
La loi de Hagen donnerait 1,9.

174. Expériences avec Vean. — Premiére expérience. — Méwme
appareil qu’avec le mercure, mais les tubes sont coupés droits. Les
dimensions indiquées par Couette ('These) ont été adoptées :

[ == 28™, D = o™, 26,
On a obtenu les résultats suivants :

H < 75 Régime hydraulique. Jet régulier. Veine trouble.
35" < H < 75*  Oscillations irréguliéres.
H < 35" Régime de Poiseuille. Veine lisse. Jet régulier.

La longueur du tube était un peu faible pour le diamétre, les batte-
ments avaientl une faible amplitude. Il aurait fallu prendre une lon-
gueur de 60°™ environ et alors adapter le tube a un récipient plus haut
(au moins 1™ de hauteur).

Deuxiéme expérience. — Si le tube est trés court, la pression
a laquelle le régime de Poiseuille peut s’établir est trop faible pour
qu’il y ait un jet. On peut encore montrer I'oscillation entre les deux
régimes dans ce cas au moyen des vibrations de la goutte au bout du
tube.

*Voici comment Uexpérience est disposée :

On prend un tube ayant 1™™ de diamétre et 5°™ ou 6™ de longueur,
on I'adapte a4 une éprouvette tubulée remplie d’eau, ayant 20°™ de
hauteur. Pour régulariser 'écoulement lemi et la formation des
gouttes, on place a cheval sur le tube et tout prés de I'extrémité une
bande de papier a filtrer.
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Au début de 'expérience, quand l'éprouvette est encore pleine
d’eau, la pression est suffisante pour que le liquide sorte en jet; mais
bientét, la hauteur d’ean diminuant, le jet se recourbe complétement
pour donner au bout du tube une goutte qui vibre avec une période
trés petite entre deux positions extrémes, ou la goutte prend deux
formes trés différentes correspondant Pune au régime de Poiseuille,
Pautre au régime hydraulique. Le liquide continue 4 s’écouler de cette
goutte le long de la bande de papier. L’amplitude des vibrations
décroit & mesure que la hauteur d’eau diminue dans 'éprouvette, leur
fréquence restant trés grande. Brusquement, pour une hauteur déter-
minée, la goutte garde une immobilité compleéte ; sa forme ainsi fixée
correspond au régime de Poiseuille ().

Application. — Grice 4 U'artifice du papier filtre, 1l est possible
de faire des mesures de viscosité correctes avec un tube dont I'extré-
mité n’est pas immergée.

Il faut seulement mesurer la courbure de la goutte stable (par
exemple en projetant son image agrandie sur un écran, ou par ré-
flexion comme pour un miroir convexe) et faire la correction ca-
pillaire correspondante, minime dés que la goutte a un rayon supé-
rieur i 2™ ou 3",

Débits limites. — Deux autres expériences ont été faites avec deux
autres tubes pour vérifier la loi d’Osborne Reynolds relative au débit
limite.

La mesure des débits limites, faite grossitrement mais directement
au voisinage du maximum, a donné :

Comme les diamétres étaient égaux, la loi d’Osborne Reynolds est
bien vérifide.
D’ailleurs on avait :

Rapport des longueurs........ e 2
Rapport des pressions limites.......... 1,8
Lo 8
Rapport des débit limites.............. % =o0,9
D’aprés Osborne Reynolds, il faut trouver.... 1
D’aprés Hagen, on devrait trouver........... 1,9

(') Lecon du § février (8g9.
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175. Etude de la variation de débit d'un méme tube, sous la méme
pression, 4 diverses températures. — On a répété les expériences
de Hagen (').

Les limites de température doivent étre suffisantes pour que le tube
présente successivement les deux régimes réguliers avec la période
troublée entre les deux. On a choisi les dimensions suivantes pour le
tube capillaire :

Longueur........ «.e.vviiinnnnn 6o°™
Diamétre. ............ccveven. .. 0™ 28

Ce tube BC a été adapté horizontalement a un vase de Manotte de
maniére & maintenir Ja pression blen constante (20°™ d’eau) ( fig. 54).

Fig. 55.

Le tout, plongé dans une grande cuve remplie d’eau pour obtenirune
température déterminée et bien constante. Le tube capillaire sort de
la cuve & travers un bouchon.

ILa pression de 20°™ d’eau a été repérée chaque fois surle tube ver-
uical du vase de Mariotte et maintenue constante, a 0™™,5 au moins.
Ce tube était Loujours enfoncé de la méme quantité dans le vase de
Muriotte, de maniére que son extrémilé effilée fiit toujours exacte-
ment 4 la méme hautcur au-dessus du fond du vasc. La constance de
sa position & o™®,3 prés assurait la constance de la pression & ;45 prés
(en négligeant la variation de densité de I'eau).

(') Lecon du 4§ février 189g.
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On recucillait dans une éprouvette graduée I'eau écoulée pendant
6o secondes. La température adoptée était celle de I’ean écoulée prise
3 'instant méme on on la recueillait.

Une seule courbe a été tracée entre 4° et 60°; elle a la forme signa-

lée par Hagen. La figure 55 la représente.

Fig. 35.

290
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280 ! intervalle oion a obser:-
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250
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220
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Débits ence.

Les deux régimes et la période troublée y sont nettement visibles.
Au début, régime de Poiseuille; les débits croissent rapidement avec
la température. Les troubles commencent vers 22; le débit maximum
est atteint et la période des batlements commence. Le débit décroit
lentement, passe par un minimum vers 40" et remonte lentement ;
vers 50", on a encore de faibles battements. A 50°, le régime hydran-
lique s’établit réguliérement; le débit croit lentement avec la tempé-
rature.

Le débit maximum a été de 270°™: le minimum de 254, Pour
obtenir un écart plus grand avec le méme tube, 1l aurait fallu opérer
sous une pression plus élevée.

On remarquera que la courbe des débits en fonction de la tempé-
rature reste bien définie et réguliére dans tout l'intervalle ou les
deux régimes alternent visiblement. Cela montre que la durée relative
des deux régimes est une fonction bien définie de la viscosité sous
chaque pression, et pour chaque tube; la péricde compléte, comptée
depuis I'établissement du régime de Poiseuille jusqu'a son premier
retour, est également bien définie a chaque température.
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III. — TRAVAUX D’0SBORNE REYNOLDS.

176. Calcul approché du débit limite qui marque I"apparition des
mouvements ondulatoires. — Rappelons les équations générales du
mouvement des hquides visqueux dans le cas ot les vitesses de défor-
mation sont assez faibles pour que les forces de frottement soient des
foncuions linéaires des dérivées premiéres de ces vitesses. On a, pour
un liquide pesant:

| op 1A ou w du ou ou
_ = —_ — — w —
dx # T dx Vd}/ + Uz
ap ue g v ov
) — = 4+ pAv =g | = — 4+ — -
oy ut ox oy 0z
op AW = (’0 9w gw dw
gz THARTEE=R g T Ty T
ou dv Jdw

La solution générale du probléme serait fournie par I'intégration
rigoureuse des équations en tenant compte des données a la surface
limite. On ne sait la faire malheureusement que dans des circon-
stanccs particulicres, par exemple gquand le mouvement est parallele
4 I'axe d’un tube cylindrigue. On obtient alors le régime de Poiseuille
qui est le régime stable pour les trés faibles débits. Mais le probléme
vrai serait sensiblement différent; le liquide s’étend bien au dela du
tube, en amont dans le vase qui le fournit, en aval dans le réservoir
qui le recoit. Clest toute la masse du liquide qu'il conviendrait
d’étudier depuis la premiére surface libre jusqu’a la scconde, en
tenant compte de la forme des parois.

Nous avons cherché a évaluer 'influence des orifices d’entrée et de
sortie du tube (ns 113-118), seulement en supposant que le régime
de Poiseuille est le régime stable et naturel dans presque toute la
longueur du tube; mais nous n’avons pas pu examiner cette question
de stabilité. ’

Or on ne sait pas, au point de vue mathématique, si, dans le cas
ov
ot
non linéaires, ont une solution unique, pour des conditions aux

. du Jw A .
? . — . _ ’
simple de I'état permanent <U—t = == n), les équations (1),

limites déterminées, ou si elles ont un nombre fim de solutions,

d’'inégale stabilité.
B. th
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On ne sait donc pas si le régime hydraulique obéit aux équa-
tions (1), ou s'il exige des équations dittérentes; les théories hydrau-
liques ont toujours été développées en adoptant des relations non
linéaires entre les forces de frottement et les vitesses de déformation;
mais cela ne prouverien : les cours d’eau réels, auxquels ces théories
sont destinées, ont des parois trés irrégulieres, soit simplement ru-
gueuses, soit tapissées de roseaux et d’herbes; ce qu'on appelle un
¢tat permanent est sculement un état assez régulierement troublé an
voisinage des parois; on se contente de considérer des éléments de
volume assez grands, et des éléments de temps assez longs pour que
I'état moyen soit permanent. Comme on fait entrer dans les forces
de frottement moyen tout ce qui provient des troubles nés a la parot
ct propagés vers I'intérieur, on est conduit, non seulement  des rela-
tions non linéaires, mais, pour 'intérieur du liquide, & des relations
non spécifiques, en ce sens que les coefficients contiennent encore
la position de P'élément par rapport a la paroi, et la nature de la
paroi.

Rien ne permet de croire que les équations des hydrauliciens soient
différentes de ce que donneraient les équations (1) (a viscosité linéaire)
si 'on réussissait a analyser les troubles, périodigues ou non, qui
naissent a la paroi, avec assez de précision pour former des valeurs
théoriques des moyennes ('). Au contraire, la naissance du régime
hydraulique dans les tubes de verre parfaitement lisses donne & pen-
ser que les équations (1) doivent suffire.

C'est a ce point de vue que s’est placé M. Osborne Reynolds au
début d’'un Mémoire expérimental important sur les causes du chan-
gement de régime (2).

Supposons que le caractére du mouvement dépende d'un seul
parametre de vitesse U, la vitesse moyenne le long du tube, et d'un
seul paramétre linéaire ¢, le rayon du tube; éliminons les pressions
des équations 1, par des dérivations croisées; il reste des termes de
deux types; ceux qui proviennent des frottements ont en facteur

w U
p et

(') Indigquons seulement les Mémoires de M. Boussinesq ( Théorie des eauz cou-
rantes, Sav. Etr.), de M. Maurice Levy ( Thése) et de O. Reynolds (On the dyna-
mical theory of incompressible viscous fluids and the determination of the
criterion, 18g3).

(%) Phil. Trans, R. Soc. of London, Vol. 174, 1883, p. gob, et Scient. papers,
t. 1L, p. 5r.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE IV. — LE REGIME DE POISEUILLE ET LE REGIME HYDRAULIQUE. 2II

et ceux qui proviennent des accélérations ont en facteur

Ue

=
L'importance relative des deux groupes de termes dépend du rapport

selU
e

de ces deux coefficients.
La formation d’ondulations et le changementde régime doivent donc
se produire au voisinage d'une valeur déterminée

eecU
}.1

= const.

de ce rapport purement numérique.

Ce raisonnement toutefols préte & une objection; un tube est défini
par deux paramétres linéaires, sa longueur et son diameétre; Reynolds
ne s'occupe que de ce dernier. Si la longueur intervenait aussi, le
critérium de stabilité prendrait la forme générale

p;Uf<3> = const.,

S étant une fonction a déterminer.
La régle de Hagen

pUe?
——— = Cconst,
wl

en serait un cas particulier.
Toutefois, dans les tuyaux trés longs, I’établissement du régime

hydraulique est indépendant de la longueur, et la fonction f(;);

évidemment variable lorsque / différe peu de ¢, devient certainement
constante comme le suppose implicitement Reynolds pour les trés
. C 3 . ’
petites valcurs de 7 C'est d'ailleurs ce qu'ont montré ses expé-
riences.
Plus tard (*) M. Reynolds a méme réussi & montrer, d’apres des
considérations purement théoriques, d’ailleurs assez grossiéres, que
sa constante critique est au moins égale a 517.

(') Ph. Trans., 1895, et Sc. pap., t. II, p. 535.
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177. Expériences d’'Osborne Reynolds. Premier appareil. — I.’ap-
pareil se compose d’un tube en verre AB, ayant 1™,50 de longueur,
placé horizontalement a P'intérieur d’une cuve un peu plus longue
(2™), a paro1 de verre, pleine d’eau ( fig. 56).

Fig. 56.
b
i Pince ﬁ
Raccord en
caoutchouc
77_ e — —
i le~—A— —— ——— —— B D
= )

R

Le tube est terminé a son extrémité¢ amont par un pavillon P en
bois vernli, large a I'entrée, qui se raccorde sans discontinuité avec le
tube. A Tautre extrémilé, gui traverse la cuve en B, est adapté un
tube d’acier recourbé verticalement, DR, terminé par un robinet R
que commande un Jevier trés long L. Le débit réglé par le jeu du
robinet R est mesuré approximativement par I'abaissement d’un flot-
teur F qui entraine une aiguille G devant un cadran divisé.

Un filet d’ean colorcée par du permanganate de potassium s’écoule
du flacon V par le tube fin abde dont l'extrémilé effilée e débouche
devant le pavillon P. Ce tube fin est interrompu en ¢ et les deux
morceaux sont reliés par un joint en caoutchouc qu’une pince peut
serrer plus ou moins pour régler le jet coloré.

Quand le débit est trés faible dans AB, le jet coloré se meut bien
parallelement & Paxe du tube, sans s’¢largir, se rétrécir m se mé-
langer { fig. 37).

Si le débit augmente, on voit le jet coloré, d’abord droit sur une
certaine longueur, se brouiller brusquement & quelque distance de
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Pentrée, et le liquide coloré se diffuser rapidement dans toute la.
partie du tube située en aval. En éclairant avec des étincelles élec-
triques, on voit qu'a I'endroit ou le jet cesse d’étre régulier se

Fig. 57.

forment des tourbillons trés déliés et I'on observe 'apparence de la
figure 58.
Le point 3 ou commencent les tourbillons est d’autant plus éloigné

Fig. 58.
g‘———j';wwv-
P

de l'entrée P du tube que le mouvement est plus lent. Mais de toule
fagon, grace & la présence du pavillon, la longueur o3 de jet régulier
est toujours assez grande.

A température constante, d’aprés les observations faites sur trois
tubes de 25™m 1am® 5 et 6™ de diameétre, la loi lumite parait bicn
étre

T
—— = const.,

Uc
c étant le diamétre.

Cependant Reynolds, dans ce groupe d’expériences, n’a pas fail
varier la longueur des tubes. Rien ne prouve, a la rigueur, que la
constante ne dépende pas de .

Dans d’autres expériences ou il a fait varier la température, Rey-
nolds a trouvé que I'expression

Ue

P

reste constante & 55 prés au moins (P représente le polynome de Poi-

seuille : P= 1+ at+ B2 :5)
Q0

178. Deuxisme appareil. — Les expériences qui précédent ne suf-
fisent pas a établir incontestablement la constance du produit Uc
relative au débit limite; car I'observation du régime par l'apparence
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du jet coloré n’est pas assez précise. Aussi M. Osborne Reynolds
a-t-1l repris I'étude de cette loi avec un autre appareil ( fig. 59).

Un tube de plomb EE', o0 l'on ¢tudie le débit, regoit l'ean de
la ville, par le tuyau BC muni d’un robinet A; la jonction est faite
par le tuyau de caoutchouc CD. Entre le robinet A et ce tuyau de

caoutchouc se détachent du tuyau BC deux tuyaux plus petits : I'un,
P, est terminé par un tube de caoutchouc partiellement fermé par
ane pince r, de maniére a régulariser le débit dans le tube EF/;
Vautre tuyau, Q, est lié par le caoutchouc QU 4 un manometre US
4 air comprimé qui indique par la constance de son niveau si le débit
reste constant. :

Le tube EE’ a environ 6™ de long; deux tubes plus étroits ont été
soudés perpendiculairement sur lui, 'un G tout prés de I'extrémité,
l'autre F 1™,50 en arriére; 1ils sont reliés 4 l'aide de caoutchoucs
aux deux branches H et \ d’un long tube en U qui contient en KLM
du mercure ou du sulfure de carbone, toutle reste étant plein d'eau.
La différence des niveaux K, M permet de calculer la chute de pres-
sion de Fa G s1l’on connait la densité du liquide en KLLM. Le niveau
K est pointé a I'aide d'un microscope, au ;5 de millimétre.

Enfin, le débit est évalué de la maniére suivante : le liquide qui
sort du tube EE' par le robinet R est re¢u dans un vase V ol le jet
est brisé par une toile métallique T. Ce vase est percé au fond d'une
ouverture O pratiquée en mince paroi par ol le liquide s’écoule, Le
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nivean auquel s’é¢leve I'eau dans ce vase est d’autant plus haut que
le débit dans le tube EE’ est plus grand; il se fixe bientdt & une hau-
teur déterminée qui reste invariable si le débit dans EE est con-
stant; a ce moment, ce débit est égal 4 celui de l'orifice O, auquel la
régle de Torricelli est applicable.

La différence mesurée des pressions en F et G permet de calculer

. S’ | .
(connaissant la longneur I'G) la dérivée :—5 de la pression. Afin que

les prises de pressions en F et G n’altérent pas la nature du mouve-
ment dans le tube EE', les communications avec ce tube ont lieu pour
chaque ajutage par un trou fin percé dans la paroi et autour duquel
le tube plus étroit est soudé.

179. Avec cet appareil, Osborne Reynolds a cherché, en augmen-
tant le débit progressivement, a4 déterminer exactement le moment
ou cesse le régime de Poiseuille et celul o Vautre régime est défini-
tivement établi; en d’autres termes, 1l a cherché a fixer avec préci-
sion les lumites de la période troublée.

Les expériences sur les jets colorés se prétaient mal & des détermi-
nations exactes, car les conditions étatent telles que le régime de
Poiseuille se maintenait aussi longlemps que possible, méme peut-
étre pour des valeurs du débit ou ce régime est devenu instable.

Dans les nouvelles expériences, Reynolds évite systématiquement
des perturbations & lentrée du tube; de la sorte, le régime de Poi-
seuille doit cesser de subsister seul dés que I'autre est possible; de
méme le régime hydraulique s’établit définitivement dés que celui de
Poiseuille est devenu instable.

Reynolds a ainsi reconnu : 1° que le régime de Poiseuille cesse
d’exister seul pour une certaine vitesse moyenne maxima [J; 2° qu’a-
prés une période de trouble, le régime hydraulique est établi sans
relour pour une vitesse moyenne minima égale & 1, 2.U environ.

180. Représentation graphique des résultats, — Reynolds cons-
truit une courbe pour chaque tube; il porte en abscisses les valears

1 0 i . I .
de — S 05 et en ordonnées celles de la vitesse moyenue g’ quotient

du débit I par la section S.

Au début, quand le débit croit a4 parur de zéro, on obtient des
points en ligne droite (Reynolds en a déterminé une vingtaine); pen-
dant chaque mesure, le manométre reste absolument fixe : ¢’est le

régime de Poiscuille régulier et ininterrompu. Puis commence la
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période de trouble; le manomeétre tremble constamment, la pression
moyenne restant d’ailleurs bien précise; on n’a plus affaire & un
régime permanent proprement dit, il n’est permanent qu’en moyenne;
les points correspondants se placent alors sur une courbe qui se
sépare tout a {ait de la droite initiale { fig. 60).

Fig. 6o.

]

]
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L
4
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X

Le point B ou cesse la loi de Poisenille a toujours été trouvé tres
nettement, mais sa position dépeud des perturbations a 'entrée.

Quand le régime hydraulique est bien constitué, les expériences
sont bien représentées par une formule de la forme

~i ()

Clest ce que montre un autre mode de représentation graphique
ou I'on adopte pour coordonnées

. 14
Abscissese...n.. Log(—; 55)
Ordonnées.,..... Log % .
On a en effet, d'apres (1),
1 op) I
Log (~ E (Tr) = n.lLog g + Log.K,

et la nouvelle courbe doit étre une droite; la portion qui représentait
le régime de Poiseuille devait encore représenter une droite. C'est ce
que les graphiques ont montré.

lci la période relative an régime de Poiseuille est représentée par
un segment de droite AB, incliné & 45° sur les axes ( fig. 61).

Le régime hydraulique est représenté par une autre droite CD qui
part du point C; les deux extrémités B et C sont raccordées par un
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troncon de courbe BC qui correspond a la période des battements.
On voit que le point C ou cesse le régime de Poiseuille est situé au
dela du point E ou les deux droites se rencontrent ( fig. 61).

Fig. 61.

Log(§)

D

/

aP

Log ( oF

L
P

L’exposant n est indépendant du tube; car toutes les droites CD
pour les tubes différents sont paralleles entre elles (fie. 63) et les

1 Log%gf

Fig. 6a.
L°9'§
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3 /
M 0
|
T
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z

graphiques relatifs & deux tubes différents peuvent étre amenés en

coincidence par une translation convenable.

Reynolds a trouvé pour toutes ses expériences

n=1,7222,

/

nombre voisin de 1,75 qui est celui de Hagen.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



218 LIVRE II. — LES LIQUIDES.

Si l'on examine la figure 61, on voit que de A en E le régime de
Poiseuille seul peut exister. A partir du point E, le régime hydrau-
lique peut apparaitre, mais le régime de Poiseuille peut conlinuer

Fig. 63.
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encore Jusqu’au point B; ces deux points sont plus ou moins rap-
prochés suivant les perturbations introduites a Jentrée.

Le seul point bien déterminé est donc le point E d'intersection des
deux droites,

Enfin, en ce qui concerne la position extréme du point B, Rey-

nolds a trouvé que, sila vitesse moyenne U est inférieure a 1900%:

le régime de Poiseuille peut encore subsister; si cette limite esl de-
passée, le régime de Poiseuille disparait forcément

181. Expériences de Darcy. Bien avant Reynolds, en 1857,
Darcy (*) avait étudié le régime hydraulique dans des tubes métal-
liques. 1l a utilisé des diameétres allant jusqu'a 3o°™ et des vitesses
moyennes allant jusqu’a »™ par seconde.

11 avait trouvé la résistance hydrauligue proportionnelle a Uz, ou n
a la valeur 1,92 plus grande que celle de Reynolds (1,72).

Le nombre 1,72 correspond en général aux tubes dont la paroi
interne est parfaitement lisse (tubes de plomb neuf, tubes de
verre, eic.); mais, sile tube présente des aspéritds ou des joints de
distance en distance, des irrégularités se produisent & chaque instant
dans le mouvement, et l'on trouve, pour n, le nombre 1,92 trés voi~
sin de 2.

(') Memoires des savants e€trangers, t. XV.
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182, Expeériences de M. Couette (‘). — Rotation entre deuz cy-
lindres. — Les premitres et les plus importantes expériences de
M. Couetie ont été faites au moyen d'un appareil tournant formé de
deux cylindres concentriques de diamétres trés pea  différents
(fig- 64). L’un, extérieur, V, tourne autour de son axe, gui est verli-

Fig. 64.

l_( " ’\
e
A ﬂT '_“ [
1IN
B ‘ ‘
\J‘! } v
Tb JE——"

e
cal; il est mi par une machine Gramme; ses tours s'inscrivent élec-

triquement sur un 'cylindre enregistreur. Le second, un peu plus
petit, s, de hauteur A, est suspendu & un fil d’acier; sa surface est

(1) Theése et Journal de Physique, 18go, 1. 1X, a¢ série, p. 414.
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prolongée par des anneaux de garde g, g'. Le pivot ¢’ et un petit tube
fixe, a travers lequel passe la partie inférieure du fil d’acier, empé-
chent les ballottements du cylindre s tout en lui laissant une grande
mobilité autour de son axe; il y a en eifet une assez grande difficulté
a régler et conserver le centrage; cette position, quel’on reconnait
4 ce qu'elle donne la plus petite valeur du coefficient y, est en effet
peu stable.

Le liquide remplit I'espace annulaire et I'intériear du cylindre s
dont les joints avec les anneaux de garde ne peuvent étre étanches;
mais le liquide intérieur au cylindre s reste immobile et ne joue
aucun rdle. C’est dans I'espace annulaire que le liquide est entrainé
par la rotation du vase V. Pour mesurer le frottement exercé sur le
cylindre s, on I'équilibre par la torsion du fil ou par des poids, qui
agissent au moyen de cordons et de poulies de renvoi sur la poulie
horizontale de rayon s lide & ce cylindre,

Des expériences préalables permettent de traduire en poids les
mesures faites en angles de torsion.

Les dimensions principales de Pappareil sont

R, =14, 6305,  r— 3 8412,
Rz = 14", 3930, A= 7",9053.

La théorie (n" 73) donne pour le couple C

1R
C = fruwh RR| R:

{— R}
L tcd't‘t tant d le régime lent; il ch i-
e rapport = doit étre constant dans lc régime lent; il change rap
dement lorsque le régime lent céde la place au régime hydrauhque.

Le premier régime dure jusqu’a 55 tours par minute ; au dela, = croit
Jusq I ; '

tres vite d’abord, puls 4 peu prés proportionnellement i w ensuite.
La ligne I (fig. 65) représente I'ensemble des expériences; la ligne II
reproduit & une échelle quintuple la région ou se manifeste la dis-
continuité. Les 19 expériences du premier groupe sont sur la droite
C _ 3org

w

0,2151.
La derniére (27), avec la premiére du groupe suivant (R), marque

clairement I’abscisse de la discontinuité. Dans cette région, l'aiguille
liée au cylindre s éprouve fréquemment des sauts brusques qui la
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font sortir de Yarc divisé; le couple varie parfois de 4 4 un | de sa
valeur! QQuand l'aiguille reste fixe pendant 1 ou 2 minutes, on note
le résultat; les points ainsi oblenus sont disposés assez irrégulie-
rement, ils correspondent a un régime hydraulique peu stable. Mais
la stabilité reparait complétement aux vitesses supérieuresa 127 tours.
An dela de cette linite et jusqu’a 430 tours, on a

w

C = 301:[? <0,032(‘)0 -+ 0,0038832 30%’)

Avec I'huile au lieu d’eau, on n’a pu atteindre le régime hydrau-
lique.

Pour Pair, étudié avec le fil de torsion seul, c’est seulement 2
750 tours que s’est manifestée la discontinuité, et I'on a bien

»y
750 _ (p)a” __0,00018:0,0012
W (E) cau B 0,0109

e

comme l'exige la régle de Reynolds.

De méme que sur la veine liquide, le changement de régime se
reconnait facilement au seul aspect de la surface libre dans I'espace
annulaire; parfaitement calme et lisse dans les mouvements lents;
calme et ridée dans les mouvements trés rapides, cette surface est
parcourue par des ondes subites et irréguliéres pour les vitesses inter-
médiaires.

[.es valeurs absolues des coefficients de viscosité de 1’eau et de
Pair tirées de ces expériences sont d’ailleurs d’accord avec celles que
donne 'écoulement par les tubes capillaires.

183. Expériences de M. Cousette sur les tubes. — Ces résultats
ont ¢té confirmés par les expériences de M. Couette dont nous avons
parlé plas haut (n® 120). Les expériences sur les tubes sont repré-
sentées par les courbes IIl, 1V de la figure 65. La viscosité cal-
culée resle nettement constante, jusqu’au débit de 2™, 27 pour les
tubes de o™, 5 et 3™, 63 pour les tubes de o™™,g; au dela, la visco-
sit¢ calculée croit subitement; le régime de Poiseuille est devenu
instable et ne tarde pas a céder la place au régime hydraulique,
représenté par la droite inclinée.

M. Couette a aussi étudié directement le changement de régime
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par l'aspect de la veine liquide, 4 la sortie de tubes de différents dia-

metres et de différentes longueurs :
1° La longueur du tube est sans influence sur la production du

régime hydraulique.
Fig. 65.

I 7%
w ot s
-* X%
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G
I\ . ;
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2° Le débit limite est proportionnel au diameétre du tube. C’est la
loi de Reynolds : car la vitesse moyenne limite est inversement pro-

portionnelle au diamétre
U=k

o l®

-
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Voici quelques nombres :

Premier tube. — Rayon o™ 18.
Longueurs........ ... 86,5. 71,5. 57,9. 41,8. 25,7,
Débits limites, I par minute.... 388 ? ;(_S: 3 zg; g 322 394

Les débits limites sont bien indépendants des longueurs. Voici
maintenant pour la loi des diametres :

Rayons R......... 0,03 0,09. 0,13 0,18 0,21 0,27
6ol . . -
-R—(a 13°). o 2073 2378 2632 2121 2570 29538

I est bien proportionnel 4 R.

184. Conclusion. — L’écoulement d’un liquide & travers un tube
peut donc s’effectuer sous deux régimes différents.

Lorsque le mouvement est assez lent et assez uniformément distri-
bué dans I'espace pour que les termes d’accélération qui proviennent
de la variation de section des tubes de flux et surtout des rotations
élémentaires soient négligeables, le régime simple, défini par les
équations d'Euler réduites aux termes linéaires, se produit spontané-
ment et est stable.

Lorsque la rapidité du mouvement ne permet pas de négliger les
termes d’accélération dus 4 la variation de section des tubes de flux
et surtoul aux rotations élémentaires, I'expérience montre que le
mouvement précédent, méme s’il est encore possible, cesse d’étre
stable; des ondulations prennent naissance, et I'on passe an régime
hydraulique. Des considérations d’homogénéité ont conduit Osb.
Reynolds a penser que le changement de régime s’effectue lorsque
le nomhre

cel
‘.l

dépasse une cerlaine valeur, que des apergus théoriques ont fixée
a environ 500, et qui, d’aprés I'expérience, parait voisin de
2000 (G.G.S.). Laforme particuliére de ce critérium de stabilité a été
confirmée par les expériences de Reynolds, celles de Couette, et est
d’accord avec les expériences antérieures de Hagen.
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Dans cette formule

o est la densité du fluide;

w est la viscosité du fluide;

¢ la plus petite dimension transversale au courant de paroi a paroi;
U la vitesse moyenne dans la section correspondante.

Quant a la théorie elle est a peine ¢bauchée.

Dans tout ce Chapitre, j'ai appelé ondulations et mouvements
ondulatoires, ce qu'on décrit ordinairement comme tourbillons ou
mouvements tourbillonnaires dans le régime hydraulique; voici pour-
quoi : au sens hydrodynamique du mot, le mouvement dans le régime
de Poiseuille est essentiellement tourbillonnaire; il n'y a pas de poten-
tiel des vitesses; la rotation élémentaire, perpendiculaire au plan mé-
ridien, est nulle sur 'axe et croit régulicrement vers les parois; la
distribution en est permanente. Mais cette distribution permanente
et régaliere ne représente pas ce que, dans le langage courant, on
appelle des tourbillons: ce que les hydrauliciens nomment ainsi, ¢’est
le mouvement giratoire rapide, & potentiel des vitesses, ou & peu
prés, qui entourc une cavité en entonnoir ou un véritable tourbillon
central. Duns les larges canaux a parols rugueuses, ces mouvements
giratoires prennent naissance aux parois, grandissent, se détachentet
sont entrainés dans le courant général o ils s’éteignent, tandis que
d’autres se reforment derriére eux. C'est vraisemblablement le régime
mixte, dont le domaine serait d’autant plus étendu que la paroi est
plus rugueuse, surtout lorsque les herbes et les roscaux qui la
tapissent en font une paroi flexible. Dans les tubes de verre ou de
métal 4 parois lisses et rigides, le second régime est de nouveau riégu-
lier et caractérisé par la forme stride & ondulations fixes de la veine
liquide émergente. Les rotations élémentaires sont concentrées dans
une couche plus voisine de la paroi que dans le régime de Poiseuille;
en outre, leur distribution longitudinale, au lieu d’étre uniforme, est
devenue périodique, a longueur d’onde assez courte, dont les neeuds
et les ventres sont fixes. Ein I'absence de théorie, 1l y aurait intérét a
étadier expérimentalement la loi de la longueur d'onde en fonction
du débit, la distribution des vitessss suivant le rayon, et i en déter-
miner la stabilité, ainsi qu’a reconnaitre les lois, certainement pré-
cises, d’alternance du régime de Poiseuille et du second régime et
le mode de propagation d’un régime dans l'autre, soit longitudinal,

so1t transversal.
——— e E———
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