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PREFACE

L'ouvrage que M, Bourguignon m'a demandé de présenter au public,
et que je suis heureux de faire connaitre, se distingue surtout par le
svin gue I'auteur apporte aux applications des mécanismes, sans pour
cela diminuer I'importance de leur théorie.

C'est aiusi qu'apres une étude lrés serrée des engrenages hyperbo-
liques, question surtout théorique, vient un chapitre fort utile consa-
eré au filetage, aux irains épicycloidaux et & leurs applications a I'au-
tormobile.

Le probleme des engrenages est résolu d'une facon frés complete et
le tracé de tous les types praliques est complétement indiqué.

Dans chagque question la solution qui satisfaif completement aux
couditions de I'énoncé est d'abord établie; ensuite I'auteur montre le
degr¢ d'approximation que le praticien pcut atteindre & l'aide des
moyens actuels. Cette progression met bicn en relief les qualités d’ex-
position et de méthode qui forment Ja base de tout enseignement.

Aussi jé suis convaineu que I'étude de ce iraité sera des plus frue-
tueuses pour les ¢leves de nos écoles industrielles et, en général, pour
toutes les personnes qui s'occupent d’installations mécaniques.

J. GEFFROY,

Ancien éléve de IKcole d’Arts et Métiers
de Chalons,
Ingénieur des Arts et Manufactures,
Répétiteur & I’Ecole Uentrale.
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AVERTISSEMENT

Le traité de cinématique que nous présenfons au lecteur est entiere-
ment conforme aux deruicrs programmes officicls des écoles d’Arts et
Métiers. La table analytique des malitres indiquant suffisammeni la
marche que nous avons suivie, nous ne croyons pas qu'il soit utile de
la reprendre une nouvelle fois, Nous mentionnerons cependant les déve-
loppements treés éfendns, mais foujours rigoureux, que nous gvons
donnés dd tracé des engrenages, et si parfois nous sommes allés un
peu loin dans cette théorie, ¢’est uniquement pour mieux éclairer
Pesprit de nos éleves ct les meltre A méme de retenir avec plus de faci-
lIité les malicres qut leur seronl, indispensables &4 leur sortie de 1'école.
Nous les engageons vivement a lire, dans leurs moments de loisir, les
ouvrages qui nous ont parfois inspiré de MM. Haton de la Goupillere,
Keenigs, Puiseux, Reuleanx, Sonnet et cenx de tous nos collegues des
&coles d'Arts et Métiers. Les premiers présentent des développements
tres instructifs sur certaines parties de lp cinématique qul ne sount pas
du domaine des programmes qui nous sont imposés.

Qu’il nous soit permis d'adresser ici I'expression de notre reconnais-
sance 4 M. Geffroy, repéliteur & I'ficole Centrale, qui veut bien présen-
ter notre livre & nos collegues et aux éleves de Penseignement techni-
que, et a M_ G. Richard, secrétaire de la rédaction de la Revne de
Mécanigue a 'Exposition de 1900, pourla note qui vient en appendice,
et qu'il a eu I'extréme obligeance de neus communiguer. Elle lui ap-
particnt intégralement et donne la description de quelques machines
modernes destinées & lailler les engrenages. .

Nous tenons aussi & adresser tous nos remerciements: aux maisons
Citroén Hinstin et Piat pour les elichés qu’clles ont mis si gracieuse-
ment & notre disposition ; j la maison des Corderies de la Seine, au
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vir AVERTISSEMENT

Ifavre, qui a bien voulu nous fournir des renseignements précis sur les
tran smissions par cables et aussi & nolre collegue et ami M. Gourdou,
professeur de dessin & I'Ecole d’Arts ot Métiers d’Angers, dont les heu-
reux conseils nous ont souvent guidé dans la disposition et I'exécution
des figures.

Angers, le 28 janvier 1906.

P. Boureuieyon.
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CINEMATIQUE APPLIQUEE

LIVRE PREMIER

PREMIER GENRE
TRANSMISSION PAR CONTACT IMMEDIAT

PREMIERE CLASSE

APPAREILS OI‘J LE SENS DE LA TRANSMISSION EST
CONSTANT AINSI QUE LE RAPPORT DES VITESSES
DES ORGANES EN LIAISON.

CHAPITRE PREMIER

DEFINITIONS PRELIMINAIRES. — CLASSIFICATION
DES MECANISMES

1. Mécanisme, machine. — Un mécanisme est un ensemble de
corps résistants assujettis a des liaisons.

Une machine est un mécanisme sur lequel on fait agir des forces;
clle est cinétique sileur introduction donne naissance 4 un mouvement,
statique dans le cas contraire.

2. Degré de liberté d’un systéme. — En cinématique théori-
que, nous avons éfabli que e mouvement le plus général d'un systeme
invariable S, par rapport & un autre systeme S, était un mouvement
hélieoidal. Sa position dépend done de six parametres ct si, par suite
des liaisons élablies, ce nombre devient inféricur 4 six, les deux sys-
temes constituent un systeme binaire dont le degré de liberté est
marqué par le nombre de parameétres qui restent indépendants.

BoureuisnoN. — (inématique appliquée. i
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2 TRANSMISSION PAR CONTACT IMMEDIAT

3. Couples d’éléments cinématiques. — Dans un mécanisme,
deux surfaces invariablement liées a4 deux corps contigus et qui per-
mettent de les maintenir en contact suivant certaines conditions, cons-
tituent un couple d’éléments cinématiques conjugués. Exemples: Des
tourillons et des coussinets, des dents d’engrenages, une vis et son écrou,

Un couple d'éléments cinématigques conjugués est dit: parfait si aucun
mouvement ne peul le dissocier, imparfait dans le cas contraire. Une vis
et son écrou constituent un couple parfait, accidentellement imparfait.

Tout procédé quel qu’il soit qui empéche dans un eouple les mou-
vements dissociatifs de se produire porte le nom de cléture.

4. Chaines cinématiques. — Si nous réunissons deux & deux
plusieurs couples d’éléments cinématiques, nous oblenons une chafne
cinémalique dont les membres sont Ies corps eux-mémes qui ont permis
Ia réalisation de la réunion. Comme exemple de chaine cinématique
considérons quatre couples identiques
formés chacun dun cylindre plein et
d'un cylindre creux de rayons peu diflé-
rents el relions par des tiges rigides les
cylindres pleins d’'une parl etles cylin-
dres creux d’autre part; nous obtenors
alors la chaine cinématique & quatre

Fig. 1. membres indiguée par la figure 1. Elle
est a liaisons compleles car, si nous
fixons I'un de ses membres de maniere a la transformer en mécanisme
et s1 nous communiquons des'mouvements aux membres adjacents au
support, le quatricme membre prend un mouvement unique bien dé-
terminé. Dans le cas contraire la chaine est 4 liaisons incomplétes.

11 résulte de ce qui précede qu'il y a autant de manieres de transformer
une chaine cinématique en méeanisme qu'il y a de membres & la ehaine,

5. Chaine simple, chaine com~
posée. — Si chaque membre d'une
chaine ne réunit que deux éléments de
couples, elle est dite simple; c’est le
cas du quadrilatere articulé précédent.

& Dans le cas de la figure 2, ot cette con-

7

dition n'est pas remplie, la chaine est
dite composée.

Fig. 2.

4

6. Classifications des mécanismes. — a) CrASSIFICATION DE
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DEFINITIONS PRELIMINATRES. — CLASSIFICATION DES MECANISMES 3

Monee. — L'¢tude des mécanismes s’est faite longtemps suivant une
classification due 4 Monge; elle est aujourd’hui completement abandon-
née. Il envisageait un mécanisme comme un moyen de transformer un
mouvement donné en un autre mouvement connu sans se¢ préoceuper
des relations gtablies entre les divers éléments du systéme ; de ce fait
méme il placait dans une méme classe tous les organes qui permettaient
de réaliser la transformation de mouvement demandé. Comme d’ailleurs
dans les machines il y avait liea de distinguer les mouvements rectilignes
continus R.C ou alternatifs R.A, etles mouvements eirculaires continus
£.Cou alternatifs C.A, sa classification comportail dix classes ; & savoir :

1o Transformation d'un monvement R.C en un mouvement R.C

2e — — R.C — R.A
3 SR — R.G — c.C
40 — — R.C — CA
3o — — R.A — R.A
6o - L — R.A — c.C
7° — . R.A — C.A
8 — - C.C — ¢.C
9o — — C.C — C.A
100 — — C.A — C.A

Elle présentait le grave inconvénient de rapprocher des mécanismes
dissemblables et de s¢parer parfois ceux qui, au contraire, avaient enire
eux une grande analogie ; elle permettait aussi parfois de ranger un
-méme mecanisme dans plusieurs classes. Elle est aujourd’hui rem-
placée par celle de Willis, plus scientifique, mais sujette aussi & bien
des eritiques.

b) Crassirication: Wius. — Willis, dans sa classification, a fait le
premier intervenir la constitution du mécanisme en remarquant que
Ton peut transmettre le mouvement d'un corps a l'autre, par contact
immeédiat de roulement ou de glissement, par I'intermédiaire d'un lien
rigide ou par l'intermédiaire d'un lien flexible. De ]a sa division en
trois genres subdivisés chacun en irois classes en adoplant les idées de
Monge. Le tableau stivant la résume :
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DEFINITIONS PRELIMINAIRES. — CLASSIFICATION DES MECANISMES &5

¢) CrassiFinaTion pe M. Hatox be 1A Govrmuikre. — Laissant de coté
{a transformation de mouvement réalisée par un mécanisme et ne s’oc-
cupant que de sa constitution et des relations établies entre ses mem-
bres, M. Haton de la Goupillicre proposa de conserver les trois genres
de Willis et de subdiviser le premier en trois groupes relatifs aux or-
ganes & roulement, a glisscment simple, a4 glissement mixte. Malheu-
reusement, dans un méeanisme, il y a plusicurs contacts dont les natures
sont parfois différentes et qui conduisent a le classer tantot dans un
groupe, tantot dans un autre, en sorte que la classification résultante
¢tait sujetfe encore a bien des critiques.

d) Crassirications e MM. Rroreavs er Koenies. — S’appuyant sor
quelques principes généraux fournis par I'expérience, M. Reuleaux,
directeur de 1'Académie industrielle de Berlin, dans un ouvrage paru
en France en 1877 a donné¢ des mécanismes une étude absolument
scientifique. Elle est aujourd’hui reprise par M. Kcenigs, professeur de
mécanique physique et expérimentale a la Sorbonne. Se débarrassant
des restrictions de Reuleaux, 1l exposé les premiers principes de son
trailé dans un ouvrage récemment para en librairie auquel nous avons
emprunté les definitions qui précedent. 7

Leurs conceptions a tous deux sont d'un ordre trop élevé pour les
¢leves des éeoles d'arts et métiers destinds a faire des praticiens et non
des theéoriciens. Pour cette raisan et dans 'obligation de nous confor-
mer & un programme officiel, rous suivrons dans notre expositioh la
classification de Willis.
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CHAPITRE 1I

THEORI.E DES ENGRENAGES CYLINDRIQUES EXTERIEURS

7. Cylindres de friction. — Les engrenages -cylindriques exté-
rieurs ont pour objet de transformer un mouvement de rotation donné en
un second mouvement de rotation paralléle au premier, de sens contraire

{n . . .
et tel que le rapport —* de leurs vitesses angulaires soit constant,
Wy

par lintermédiaire de corps assujetlis & rester en conlact el choisis de
facon que le frottement du glissement qui résulte de leur liaison soit le
moindre possible.

Ce probleme résolu en cinématique théorique § 201, nous a conduits
a caler sur les deux arbres de rotation deux cylindres extérieurs de
révolution ayant une générairice communec, méme plan tangent tout
le long de cette géncérairice et dont les rayons R, el R, satisfont & la

relation :
Ri o,

1{2 (O

Ce mode de transmission de mouvement serait parfait si les.deux
cylindres de friction étaient, comme
nous l'avons supposé, des systémes
invariables. En réalité il n’en est
rien et la nécessité de les maintenir
fortement pressés I'un contre l'autre,
de maniere 4 développer une force
de frottement capable de vainecre la

Fig. 3.

résistance qui s’oppose a leur mou-

vement, produit une déformation de leurs surfaces latérales et modifie

par cela méme les conditions de la transmission. Au bout d'un certain

temps on se trouve méme dans'obligalion de rapprocher leurs axes pour
obtenir 4 nouveau le contact.

Malgré ces inconvénients, les roues de friction sont employées dans

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THEORIE DES ENGRENAGES CYLINDRIQUES EXTERIEURS 7

la conduite d’appareils marchant 4 grande vitesse, comme les essoreuses
par exemple, ou bien encore dans les cas ol l'action directe de la force

iy
(u///;f"{ i

bl

Fig. 4.

motrice sur de grandes masses peut donner naissance i des chocs et
ébranlements capables d’occasionner des ruptures. Par suite du glisse-
ment relatif qu'elles peuvent prendre, on concoil facilement comment

elles communiquent peu & peu & ces masses les vitesses considérables
qu’'elles doivent finalement posséder.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 TRANSMISSION PAR CONTACT IMMF_:DIAT
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Dans les cas ou l'effort a transmettre
est considérable, on arme leurs surfaces
primitives de parlies saillanies appelées
dents, laissant entre elles des vides de
telle facon que les pleins de l'une des
roues s’engageant dans les vides de
I'autre puissent agir sur les parties sail-
lantes de cette derniere ct assurer ainsi
la transmission de mouvement.

8. Roues A4 coins. — Les roues a
coins offrent un exemple de transmission
par contact immédiat dans lequel on
augmente l'adhérence des surfaces en

z?‘(_)'z'contact en découpant dans la surface

latérale de I'un des cylindres des coius
qui viennent s'engager dans des gorges
tronconiques inclinées de 30° environ
pratiquées sur la surface latérale de
l'autre roue.

Une usure rapide se produit dans cet .
cengrenage par suite du glissement forcé
des surfaces en conlact; iln'y a en effet,
sur une gorge et sur le coin correspon-
dant qu'un point pour lequel la relation:

W, _7[12

wy Ry

est vérifiée ; les autres points, considérés
comme appartenant & 'une ou a l'autre
des deux roues, ont donc des vitesses diffé-
rentes et les surfaces en contact glissent
bien l'une sur lautre.Leur usure au bout
d’un certain temps devient telle qu'on se
trouve dans l'obligation de rapprocher
les axes des deux roues pour mettre a
nouveau leurs surfaces en contact.

On peut toutefois remédier 4 cet in-
convénient en employant I'artifice sui-
vant di & Minotto : Sur les deux arbres
O, et O, (fig. 7) entre lesquels nous



THEORIE DES ENGRENAGES CYLINDRIQUES EXTERIEURS 9

devons transmetire le mouvement, on cale decux roues a4 gorge; puis
entre elles on place une roue O, & coins, folle autour de son axe, et on la
maintient en contact avec les deux précédentes par l'intermédiaire d'un
contrepoids. La roue motrice O, entraine alors la roue auxiliaire O; qui,

Fig. 7.

4 son tour, communique 4 la roue 0y son mouvement sans qu'il soit
nécessaire de rapprocher & un moment donné les arbres O, et Os.

Les roues & coins sont utilisées en Amérique dans les machines ¢lé-
vatoires et 4 bord des navires pour la commande des treuils par suite
de leur facilite a I'embrayage et au désembrayage.

9. Pas circonférentiel. — les deux roues d'un engrenage se
distingdent I'une de Pautre : celle qui est calée sur I'arbre moleur est
la roue menante ; 'autre est la roue mende. Parlois méme, on réserve
le nom de roue au cylindre de friction qui a le plus grand rayonet 'on
désigne I'autre sous le nom de pignon. Leurs sections par un plan per-
pendiculaire aux axes de rotalion sont les circonférences primitives
de l'engrenage. -

Pour surfaces des dents, il est naturel d’adopter des cylindres dont
les génératrices sont paralléles aux axes de rotation ef dont les direc-
trices AB, CD (fig. 9), tracées sur un plan perpendiculaire aux axes,
portent le nom de profils. Les deux cylindres de révolution qui les
limitent sont concentriques & la roue et portent les noms de cylindres
d’échanfrinement et d’évidement. Leurs sections droites BC, AD, qui
sont les circonférences d'échanfrinement et d’évidement des dents,
limitent les profils extéricurement et intérieurement a la circonférence
primitive. ’

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



10 ' TRANSMISSION PAR CONTACT IMMEDIAY

La surface d'une dent est divisée én deux parties par le cylindre
primitif : sa ¢éle correspond a la partie extérieure a ce cylindre, son pied
i la partie intérieure. La surface d'échanirinement qui limile sa téte
en est le sommef; celle d’évidement qui limite son pied en est la buse
ou racine.

A chaque dent correspondent deux profils AB et CD. La rotation de
la roue O, s'effectuant, par exemple, dans le sens de la fleche fi, on
pourrait & la rigueur laisser quelconque la face postérieure AB qui ne
travaille pas. Mais, comme en praligue, il convient gu’une méme roue
puisse étre a la fois menantc et menée et cela
quel que soit son sens de rolation, on donne
aux denls de l'autre roue des profils A'B’, C'D’
respectivement conjugués des précédents. On
parvient d'ailleurs d'une facon trés simple a ce
résultat, ¢t on simplifie par ce procédé méme
I'épure du tracé des dents, en établissant une
relation entre les deux profils AB et CD d'une

méme denl: on les dispose symétriquement par rapport au rayon qui
passe par le milieu E de son épaisseuf «f cl on doune & leurs conju-
gués une disposition analogue. L'engrenage correspondant est alors
dit réciprogue.

e AECATNTInemeny
n rﬂ()ﬂfg[ e TN T T
i 5

.‘\/

Fig. 9.

L'arc ay de circonférence primitive, compris entre deux dents con-
séculives, porte le nom de pas circonférentiel; nous le désignerons
dans la suite par la lettre p. Il se subdivise en trois parties: le plein,
le vide et le jeu.
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- TUEORIE DES ENGRENAGES GYLINDRIQUES EXTERIEURS 11

Le plein est I'are «f de circonférence primitive compris entre les deux
profils AB et CD d'une méme dent.

Le wvide By est I'arc de eirconférence primitive compris entre deux
pleins consécutifs.

Le jeu est un vide auxiliaire qui vient s'ajouter au précédent et
qui donne aux denis de l'une des roues une facilité plus grande pour
s'introduire dans les creux de l'autre. Théoriquement, il n’est pas
indispensable; nous I'adopterons cependant dans lcs épures qui vont
suivre pour nous conformer & la pratique et nous Iui donnerons une lon-
gueur assez faible pour que la roue mofrice qui, aprés le changement
de sens de rotation, marche a vide pendant un certain temps, ne puisse
acquérir une vitesse capable de déterminer la rupture des dents de I'en-
grenage au moment ou les deux roues yiennent de nouveau en contact.
(e g

D’aprés le principe de 'action et de la réaction, les dents des deux
roues doivent résister au méme effort; leurs épaisseurs, fonctions de la

Pour ees raisons nous le ferons varier en général entre

résistance a vaincre, sont done inversement proportionnelles aux résis-
tances spéeifiques des substances qui les composent. Leur détermination
dépendant du cours de résistance des matériaux, nous pourrons les
regarder comme des données dans tous les caleuls qui vont suivre.

8i les dents des deux roues sont de méme matiére elles ont méme
¢épaisseur e et comme un plein de 'une doit s’introduire dans un creux
de l'autre, le pas est le méme sur les deux roues et a pour expression:

12
— 9 . P . —9 2=
p=2¢—1 ou: p_.exu

Dans le cas contraire, si e, et e, désigne les épaisseurs :

p=e e+ L

12
ou:
12
p - 11 (el -+ 62).
10. Projet d’engrenage cylindrique. — Déterminer les

rayons R, el Ry des cylindres primilifs d'un engrenage cylindrigue,
les nombres de dents 7., et 7, de chacune des roues, en fonction de la
distance 0,0s==d des arbres de rotation, des nombres de {ours n, et
ne gu’ils font respeclivement en une minute, par exemple, et de U'épais-
seur e des dents gue nous supposons de méme substance.

@) CALCUL DES RAYONS DES KOUES. — Les inconnues élant au nombre
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12 TRANSMISSION PAR GONTACT IMMEDIAT

de deux, il nous faut poser deux équations pour les trouver. La pre-

miere :

R, + Ro=d
exprime que la distance des arbres est égale a d.
La seconde :
Ry n
Ry 1y

résulte du probléme résolu en cinémalique théorigue, § 201.
En les résolvant, nous obtenons :

__dny

o+

dn
R—=—*—.
ny 1,

1

b) CaLcor bE Z, Ev Zs. — Le pas p de l'engrenage étant connu et
ayant pour expression :

12
—9 “,
p= e><“

Les équations qui permettent de déterminer Z, et Z, peuvent s'écrire :
ey =7, < p R
2nR. =17, ><p.

A cette derniere nous pouvons substituer la suivante obtenue en
divisant membre 4 membre les deux précédentes:

Zy . m
Zy, n
Nous en déduisons alors :

, 2xR

]41 == =
P

- n,Z

[2: 1 1_
ny

Zs devant étre entier, n, doil diviser le produit n,Z; et comme nous
pouvons toujours le supposer premier avec ng, il en résulte qu’il
doit diviser Z;. Nous pouvons done poser:
. Zy=n,><k
alors :
Zo=n <k
k étant un nombre entier qui reste a calculer et qui est déterminé par

I'équation :
27 R,

=ny <k
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de laquelle nous déduisons :
j— 27

Pits

Ou bien 2nR, esl un multiple de pn, et le probleme est résolu; ou
bien il n’en est rien et nous pouvouns écrire ;

2rfy k' + = avec la condition « << pn,.
png prg
Nous devons done prendre pour k la valeur k' et modifier le pas de I'en-
grenage de telle sorte que sa nouvelle valeur p’ satisfasse a I'équation :
27{'“1 .
P

Comme p’>> p nous augmenlons ainsi I'épaisseur des dents et nous

kK=

sommes plus & méme encore de vaincre la résistance donnée.

11. Recherche des profils des dents. — Les profils des dents
de 'une des roues dans leur mouvement de rotation doivent étre tan-
gents aux profils des creux avec lesquels ils viennent en prise; car si
cette condition n'était pas satisfaite les dents tendraient & se pénétrer
et ala longue, par suite de 'usure inévitable qui se serait produite, leur
profils arriveraient a satisfaire 4 la loi du confact que nouns pouvons
leur imposer tout d’abord.

Outre cette condition, nous pouvons aussi nous demander s'il ne serait
pas possible de déterminer leur forme de telle facon qu'ils roulent les uns
sur les aulres, comme le font les circonférences primitives de I'engre-
nage; nous diminuerions ainsi la perte de travail absorbé par le frotte-
ment des dents en contact, puisqu'a un frottement de glissement nous
substituerions un frottement de roulement qui lui est bien inférieur.

Si cette hypothese était admissible, les pdints de contact de deux dents,
qui 4 chaque instant ont des vitesses relatives nulles, appartiendraient a

. I'axe instantané de rotation et leurs surfaces se confondraient avec
celles des cylindres de friction eux-mémes qui sout les lieux de ces axes.

' Il en résulte alors que si 'on astreint les dents en prise & se toucher
en plusieurs points a la fois il faut abandonner l'idée du frotlement
de roulement et admettre le frottemént de glissement. Si, au contraire,
on les astreint & se toucher & chaque instant en un seul point, on peut
admettre le frottement de roulement. De 1a, deux catégories bien nettes
d’engrenages connues, la premiére sous le nom d'engrenages de force,
la seconde sous celui d’engrenages de précision. Nous ferons tout
d'abord l'é¢tude de la premiere, nous réservons de reprendre ensuite
celle de la seconde.
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La détermination des profils se fait alors par deux méthodes géné-
rales connues sous les noms de: méthode des enveloppes et méthode des
- roulettes.

12. Méthode des enveloppes. — Le profil (D,) des dents de la
roue O, étant connu, proposons-nous de rechercher son conjugué ou
profil des dents de la roue O,.

Pour un observateur fixe sur la roue O, et n’ayant pas conscience de
son mouvement, les deux profils sont constamment en contact et la
roue O, prend son mouvement relatif par rapport 4 O,. Il en résulte
que le profil inconnu coincide avec 'enveloppe du profil donné lorsque
la roue O; a laquelle il appartient

n,

prend son mouvement relatif par
rapport & l'autre roue. Si donc nous
figurons en O,, O'y, ..... , différentes
positions de la roulante, puis en Dy,
D'y,..... , celles correspondantes du
profil donné et si nous leur menons
des différents centres instantanés
de rolation des mnormales 1,P,,

appartiendront au profil cherché
§ 151. '
Dans le mouvement réel, les points
I, I'y,..... sont les points de contact
des circonférences primitives. 1l s’en-
suit que deux profils conjugués en
prise satisfonl & la condition sui-

Fig. 10.

vante: La normale commune en leur point de langence passe fou-
jours par le point de contact des circonférences primilives.

La construction précédente est laborieuse, car elle nécessite la repro-
duction du profil donné pour toutes les positions de la roulante. La
remarque suivante permet de I'éviter. Ramenons la roulante de la posi-
tion 0’y a la position Oy; le profil (D'}) vient s’appliquer sur (), le
point I’y prend la position 17, telle que: UV, =11", et les droites
0,1y, I'/P; viennent en coincidence avec le rayon 0,17, et la nor-
male 1",P"; & la dent (D,). Les angles met m sont done
ézaux et nous pouvons déterminer comme suit un point quelcongue
du profil cherché : sur la circonférence O, & laquelle il appartient, nous
prenons un point arbitraire I’y et nous déterminons sur la circon-
férence O, le point Iy qui lui correspond en portant L1 =I1"; puis
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avec le prolongement durayon O,l'; nous faisons un angle m égal
a l'angle m et occupant par
rapport au rayon Q'I'y la méme
disposition que son égal par
rapport au rayon 0,1”;; enfin
sur la droite I';P’; obtenue, nous
portons une longueur I';P’; égale
au segment 1’,P";. Le point P,
ainsi déterminé appartient au
profil cherché.

Sur la figure 11, cette con-
struction, appliquée un certain
nombre de fois, nous a permis
de déterminer les points «;, B,
vy, B3, g, pa du profil (Dy).
homologues des points «, Bi,
Y1 811 Eyy P1 du pI‘Oﬁl (Di);
elle nous permef aussi de con-
clure que les points & et 3. ou
deux profils conjugués qui vien- Fig. 11.
nent en prise renconfrent les

circonférences primitives sont toujours & la méme distance du point
de contact I de ces circonférences.

13. Tracé de Poncelst. — La construction précédente est encore
laborieuse parce qu'a chaque fois qu'on l'effectue il faut mesurer un
angle et le reporter. Nous pouvons toutefois la modifier encore en nous
appuyant sur la remarque suivante : 1a normale en un point queleconque
@ du profil cherché étant 1a droite asx,, 1a circonférence décrite du point
a, comme centre avec dyx; lui est tangente, et nous pouvons envisager la
courbe aByy933..... comme l'enveloppe de circonférences analogues a
la précédente. Cette conception nous conduit alors a la construction
pratique suivante due & Poncelet :

Sur la circonférence primitive a4 laquelle appartient le profil douné,
nous marquons des points a,, by, ¢, dy,..... , et nous déterminons
leurs homologues a,, b;, ¢, ds,..... sur l'autre circonférence. Nous
placons ensuite sur I'un quelconque a. des premiers, la pointe d'un
compas dont nous modifions 'ouverture de facon que l'autre pointe
décrive une citconférence tangente au profil connu; puis, de son homo-
logue a, comme centre, avec l'ouverture obtenue pour rayon, nous
décrivons un arc de circonférence. En répétant cette construction un

;
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certain nombre de fois et prenant 'enveloppe des différents ares tracés,
nous obtenons le profil cherché.

Théoriquement le profil donné pourrait étre quelconque ; pratiquement
il doit étre défini géométriquement de fagon qu'on puisse luj mener des
normales et doit conduire 4 un profil conjugué qui ne présente pas de
points singuliers, auquel cas I'exécution de
la dent correspondante serait impossible.
11 doit aussi se rapprocher le plus possible
de la forme parabolique qui correspond
au profil d'égale résistance ¢t donner des
dents dont les épaisseurs vont en augmen-
tant de la téte a la racine. Sur la figure 12,

le profil de gauche gui correspond a ce cas est dit rationnel; celut
au contraire de droite est & rejeter. Il correspond a une dent dite
étranglée.

14. Tracé de Reuleaux. — La etonstruction de Reuleaux nous
conduit, comme celle de Poncelet, au tracé du profil conjugué d'un
profil donné «,Biyq,..... ; elle pecrmet en outre dobtenir la ligne d’ac-
{ion des deunts, c’est-a-dire le lieu de leurs points de coptact.

Elle repose sur la remarque suivante : les normales aja,, @, aux
profils conjugués en deux points homologues «, et «, coupent les circon-
férences primitives correspondantes en des points a; et a, satisfaisant
a la relation: ,

— —

la, =1a,.

Elles sont de plus en coincidence lorsque les points «, et «, le sont eux-
mémes en un certain point « commun & deux ares de circonférence
ayant pour centres respectif‘s les points O; et I, et pour rayons les seg-
ments o,y et.ayay.

Le point cherché «; appartenant 4 la roue Oz et coincidant 4 un moment
donné avec le point « se trouve donc a l'intersection de deux ares de
circonférences de centres respectifs O, et a, et de rayons o,x et aya,.

La construction du profil cherché peut donc se résnmer comme
suit: aprés avoir marqué surles circonférences primitives, lesdeux groupes
de poinls homologues a;. by. ¢q,..... y @y. by.Cy...., on méne des premiers
les normales @sasy b:81, €171 ,-+..., au profil donné et on décrit du point O,
comme centre des arcs de circonférence passant par les points ay, B,
Teeenn On prend ensuite leurs points de rencontre «, 8, y,..... avec ceux
quiont pour centre commun le point I et pour rayons les longueurs des
normales précédentes et 1'on obtient ainsi la ligne d’action «By..... des
denls. Puis par les points «, B, v,..... ainsi déterminés on faif passer des
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arcs de circonférence de centre O, et on détermine Jeurs points de ren-
contre az, B, va,.ne0. avec ceux qui ont pour centres respectifs les points

Fig. 13.

@, by, cy et pour rayons les longueurs a,«,, ,%, ¢yy. La courbe lieu
des points «s, Baya,.-.-. n’est autre que le profil des dents de la roue O,.

15. Méthode des roulettes. — Soient O, et O, les deux circonfé-
rences primitives de I'engrenage, (C) une courbe quelconque qui leur est
tangente au point I et 4 laguelle nous supposons invariablement lié¢ un
point M. Lorsque la courbe (C) roule sur les circonférences Oy, O, le
point M engendre deux courbes (D,), (D;), qui peuvent servir de profils
aux dents des roues correspondantes.

Pour 'établir, il nous suffit de prouver que la courbe (D,), profil des
‘dents de la roue O,, a pour enveloppe la courbe (Dy), profil des dents
de la roue O,, lorsque la circonférence O, roule surla circonférence O,.

Tout d’abord a Vinstant o la roulette (C) va rouler, soit sur la cir-
conférence O,, soit sur la circonférence O, le point I est le centre
instantané de rotation et d’apres le théoreme de Chasles, § 142, la droite
IM est Ia normale commune en M aux deux courbes (Dy) el (D,); elles
sont done tangentes en ce point,

Bourctisnon. — Cinématique appliquée. 2
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Ceci posé, le roulement relatif & un arc H: de la courbe (C) surla
circonférence O, peut s’obtenir de deux maniéres : ou directement et
alors le point M se transporte de M en M, pied de la normale menée
du point I, au profil (D,), ou par la
combinaidon de deux mouvements si-
multanés: l'un de roulement relatif a
I'arc 11, = 1l2de la courbe (€) sur la
circonférence O; et qui déplace le point
M jusqu'au point M; pied de la normale
abaissée du point I, sur le profil (D,);
Pautre de roulement relatif a 'arc I, de

la ecirconférence O, sur la circonférence

{ O, el qui amene respeclivement les
\ points I, M; en I, M,. Le point M, du

:102 \ profil (Dy), dans le mouvement de rou-

Fig. 14. lement de la eirconférence Oy sur la cir-

conférence Oy, est donc venu en coinci-
dence avec le point M, et comme la normale I;M, s’est aussi appliquée
sur 1,M,, le profil (I);) a hien pour envcloppe le profil (D,).

16. Arcs d’approche, de retraite, de conduite. — Soient
(fig. 11) O,la roue menante, /; son sens de rotation, Oy la roue mence
qui tourne alors daus le sens de Ia fleche £, B8, ..... v 2afayeda ou...
deux profils conjugués dessinés au moment oil ils entrent en prise. La
construction de Poncelet montre que l'arc «38;v:8; du premier exerce
son action sur l'are «,Bsys8; du second avant la ligne des centres par
rapport au sens du mouvement et qu’ils s’approchent tous deux de la
ligne des centres jusqu'au moment ou les points §, et §; viecnnent en
coincidence. Pour cette raison nous donnons aux ares égaux ﬁ, 1’8\2
les noms d’arcs d’approche.

Au contraire, 'arc 3,gp, du profil (D) conduit Tarc 8,0, du profil
(D) apres la ligne des centres et si nous supposons que le contact cesse
au moment préeis ou les points ¢; et g, viennent en coincidence ou, ce
qui revient au méme, au moment ou les points ¢, et g, arrivent sur la
ligne des centres, nous pouvons donner comme précédemment les noms
d’arcs deretraite aux arcs égaux 8,q,, 8,¢>. Pendant cette partie dela con-
duite, les deux profils conjugués s’éloignent en effel de laligne des centres.

Les sommes égales 13, 8/1?;,, 15, 1 8.:52 qui correspondent sur cha-
cune des circonférences primitives & un are d’approche et & un arc de
retraite et qui sont relatives ala durée du contact se nomment ares de
conduite.
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17. Flancs et faces des dents. — La forme a,3,v,8..... adoptée
pour le profil des dents de la roue O, ¢tant rationnelle, nous pouvons
poser les dcfinitions suivantes :

Le flane de la dent «;Bi143;..... de la roue menante coincide avec la
partie «,8,3, du profil (Dy) qui, pendant I'approche, exerce son action
sur le profil conjugué; sa face correspond & I'arc 8,0 et cxerce en
retraite son action sur ce méme profil.

Le flanc de la dent «;B3s7:%... de la roue menée coincide avee la partie
816202 du profil (D,) qui est conduite pendant la retraite par la face de
la dent conjuguée; sa face correspond & 'arc «38:3; qui est conduit en
approche par le flanc de la dent conjuguée.

De ces définitions, il résulte qu'a chaque instant deux dents en prise
sont en contact, par un flane et une face.

18. Détermination de ’arc de conduite.
au moment précis ou un couple dc dents cesse d'étre en prise, il est

Dans un engrenage,

nécessaire que le couple suivant vienne en contact pour que la trans-
mission de mouvement s'effectue sans interruption ; I'arc de conduite
doit donc au moins éire égal & un pas. Si nous [ul donnions celfe va-
leur il n'y aurait a4 chague instant qu'un seul couple de denlts en contact
et la continuité du mouvement transmis serait subordonné & la rupture
d'unc dent. Pour éviter cet inconvénient, nous nous imposerons la
condition qu'il y ait & chaque instant au moins deux couples de dents
en prise et nous ferons 'arc de conduite au moins égal & deux pas.
L'effort transmis se répartit alors sur chaque couple ; les dents s’usent
mojns vite et si I'une d’elles se casse 1l n'y aura pas de raison pour que
Je méme inconvénient se produise sur I'autre couple.

‘Comme l'engrenage doit étre réciproque, on partage en général I'arc
de conduile en deux parties égales : I'une esi relative a I'arc d’approche,
l'autre & 'arc de retraite. S’ est impossible d’effectuer une telle divi-
sion, on fait, pour des raisons que nous exposerons dans Ia suite,
I'are d’approche inféricur & I'arc de retraite. 8i leur somme vaut 2p, il
y a a chaque instant deux paires de dents en pri-se; si, au contraire,
elle est supérieure & 2p et inférieure & 3p, et si nous la désignons par «,
il y a trois paires de dents en contact pendant une conduite égale &
a— 2p et deux seulement pendant une conduile égale & 3p —a.

Sidone nous augmentons I'arc de conduite, nous obtenons un plus grand
nombre de dents en contact, mais, comme nous allons I'établir, nous
aflaiblissons leurs téles et nous les rendons plus sujeties & la rupture.
Aussi, en pratique, pour concilier 4 la fois ces avanlages et ces inconvé-
nients, on astreint I'arc de conduite 4 ne varier qu'entre certaines limites.
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Les dents d’engremages sont donc des couples cinématiques qui
assurent le guidage des cylindres de friction. Nous conviendrons de
les regarder dans Ja suite comme ne formant qu'un seul couple, dis-
continu toutefois et & contact surabondant d’aprés ce qui préctde.

19, Circonférences d’échanfrinement et d’évidement des

104

Fig. 15.

dents. Soient O, la roue menante dans le sens de la fleche £;, O,
la roue menée, P, et Py les points extrémes de la ligne d’action.

Au point Py, le flanc des dents de la roue O, entre en contact avec
la face des dents de la roue O,; il est done inutile de prolonger cette
derniére au deld d'une circonférence de cenire O, et de rayon O,P; &
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laguelle on donne le nom de circonférence d’échanfrinement des dents
de la roue menée.

En supposant qu'elle vienne couper la ligne des centres au point « ,
pour limiter le fond des dents de la roue Oy, il suffirait théoriquement
de décrire la circonférence de centre O; et de fayon 0,0, . Pratique-
ment, afin d'éviter que la téle des dents d'une roue ne vienne buter
contre le fond des creux de 'autre, on ménage un certain jeu que I'on
porte de «, en «, sur la ligne des centres, la ou le rapprochement est
maximum, et on décrit la circonférence ayant pour centre O, et pour
rayon O« ; elle porte le nom de circonférence d’évidement des dents
de la roue menante.

Au point Py, Ia face d’'une dent de la roue menante cesse d'étre en
contact avec le flanc d'une dent de la roue menée; il est donc inutile
de la prolonger au dela de ce point. C'est pourquoi on I'’échanfrine a la
circonférence de centre O, et de rayon O,P,. Par analogie avec ce qui
précede, sielle coupe en By la ligne des centres et que I'on porte le
jeu de B, en B, la circonférence de centre O, et de rayon O,f, évide la
roue menée. i

De cette théorie il résulte que la connaissance seule du premier et du
dernier point de la ligne d'engréenement conduit & I'échanfrinement des
dents des deux roues.

20. Phénoméne d’arc-boutement des engrenages. — Le
frottement des dents qui absorbe,
comme nous I'avons dit au début,
une certaine partie du travail mo-
teur, présente dans certains cas
un inconvénient plus grave connu
sous le nom d’arc-boutement,

Soient O, la roue menante dans
le sens de la fleche f;, O, la roue
menée qui lourne alors dans le sens
de la fleche f,, Dy et Dy deux dents
en contact au point P. S'iln’y avait
pas froftement, I'action de la dent.
D, sur la dent D, se traduirait par

une force qui leur serait normale |
et qui serait portée par suite parla Fig. 6.

droite PI. Mais en vertu du frotte-

ment, comime on 'établira dans le cours de premiére division, la poussée
s'incline sur cette normale, en arriére du mouvement relatif, d'un angle
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¢ dépendant de la nature des surfaces frottantes et prend par exemple
_ PR —ee , - N ) = <
la position PQ. Si 'angle 1PQ est supérieur a I'angle 1PO,, elle tend a
faire tourner la roue O, en sens inverse du mouvement et celui-ci
devient alors impossible. Dans ces conditions 'engrenage est arc-bouté
et sil'on cherche 4 augmenter la puissance, on produit plutdt sa rupture
que sa mise en marche. Il y a done lien de rechercher les précautions
qu’il convient de prendre pour éviter ce phénomeéne. Remarquons & cet
effet que l'angle ¢ dépendant uniquement de la nature des surfaces
Erre - N - 1

frottantes, plus on augmente I'angle 1PO, moins on a ‘& craindre lar-
rét de la transmission.

. i R T . s 1e

Si done nous désignons par « I'angle O,1P, et si nous considérons le
triangle IPQO,, nous pouvons écrire :

sin1P0; _ sin (x—1P0,)
R, 1p

ou:
§in®‘sinacosﬁ(\)1—sin@c05a_

Rg IP

\ —— .
Résolue par rapport & I'angle 1P0,, cette équation nous donne :

]L+ cotg «.

- .
cotg IPO, = Rosin
2 4

Elle montre que l'angle @ est d'autant plus grand que l'angle «
Test lui-méme. C'est pourquoi, en pratique, on ne le fait pas inférieur
a T8° tout en rapprochant le plus possible le contact des dents de la
ligne des centres.

En retrafte, I'inconvénient de I'arc-boutement est moins & craindre
car 'angle ﬁo\z est toujours plus grand qu'en approche.

II résulte de cette théorie que si dans un engrenage I'arc d'approche
ne peut étre égal 4 'are de retraite, il y a lieu de donner au second une
valeur plus grande (u'au premier.

21. Coingage. — Quand les arbres d'un engrenage ne sont pas
rigoureusement paralleles ou bien encore que I'une des roues n'est pas
perpendiculaire a son axe, les dents se touchent parfois des deux eotés
a la fois et pénctrent les ereux conjugués a la facon d'un coin; d'oll le
nom de coing¢age donné au phénomene.

22. Calcul de larc élémentaire et de ’arc total de glisse-
mentrelatif de deux dentsen contact. — Soient (fig. 16) O, la roue
menante dans le sens de la fleche f;, o, sa vitesse angulaire, v, celle de
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la roue menée an moment ou deux dents conjuguées viennent en con-
tact au point P, s la valeur commune des arcs i\\i et I/s‘;, ! la lon-
gueur du segment IP de normale commune aux dents en prise limité au
point P et au point de contact I des circonférences primitives.

A Pinstant considéré, le mouvement relatif de la roue O, par rapport
4 la roue O, résulte d'une rotation de vitesse angulaire @, + wy autour
de I'axe projeté en I sur le plan de la figure, § 183, et communique au
point P de la dent D, un déplacement auquel on donne le nom de
glissement élémentaire relatif des deux dents en contact. Il a pour

expression :
l{wy + (Urz)dt.

Mais eomme, pendant le temps d¢, les points A, ¢t A, se rapprochent
de la ligne des centres d’un arc ds satisfaisant aux relations :

ds — w,R,dl, ds —w,Rodl( ;

nous en déduisons:

d /|
widt:ﬁsa mgdtzg;

1 2

et l'arc ¢lémentaire de glissement relatif a finalement pour expression:

1 1 )
(ﬁ1 + E) Ids. __

Comme il est proportionnel &4 la longueur , il y a lieu de la réduire a
son minimum pour diminuer le plus possible le travail moteur absorbé.

Le minimum de glissement des dents se produnit donc lorsqu’elles
entrent en contact sur la ligne des eentres; son maximum se produit
au contraire lorsqu'elles viennent en prise ou sont sur le point de se
séparer. .

La somme des arcs précédents évaluée pendant 'approche et pendant
la retraite conduit a 'expression de l'arc lotal de glissement relat'if des
deux deuts considérees ; elle est, en désignant par e I'arc d’approche el
par r I'arc de retraite:

AV ~rr 1
i= [ (g +3 ) —\ld
¢ «/0 <R1+BZ> ds+./a <H1+Rg>(s

G= —1—+i .alds—+— rld.s .
“(Ri R) ; .

Pour pouvair évaluer ces deux intégrales, il faudrait connaitre [ en

ou:

fonction de s et cela nous est impossible puisque nous n’avons pas défini
géométriquement les profils. Toutefois, comme en pratique, les points
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extrémes de la ligne d’engrénement ne sont pas tres éloignés de la ligne
des centres, nous pouvons approximativement substituer s & I. Nous
obtenons alors :

(11 ® e "
G~<R1+R2>[£ada+‘[3ds]

| ¢! at—+r?
G=(5—+-)- —-
()

1

ou:

En fonction des nombres de dents Z, et Z, des deux roues et dans
I'bypothése ou @ =r —p, I'expression précédente devient:

1 1
(‘:27. ol t—— 1,
! "(\z,+7(>

~2

23. ENGRENAGE A PROFILS EPICYCLOIDAUX.

) Rappel du tracé des épicycloides et hypocycloides.
— 1° Epicycloide et hypocycloide ordinaires. — L’épicycloide ordi-
naire ABCD..... (fig. 17) est engendrée par le point I de la roulette O, qui

Fig. 17.

roule sans glisser sur la circonférence O,. Ses points A, B,C, D, ..... se
déterminent de la facon suivante. Del en I’ sur la base nous portons le
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développement de la roulante et nous divisons l'arc II' obtenu ainsi
que la circonférence de la roulante en douze parties égales, par exemple ;
nous obtenons ainsi deux groupes de points de divisiona,, by, ¢4, d,, .....,
@3, by, €3, ds, ..... Par ceux du second groupe, nous faisons passer des cir-
conférences de centre commun Oy ; puis, des points a,, by, ¢, .....,cOmMme
centres avecdes rayonsrespectivement égaux aux cordes 1@, 10, Ica, ... ,

el
\

T

Fig. 8.

nous décrivons des arcs de circonférences. lis sont tangents a I'épicy-
cloide & tracer aux points A, B, G, ..... ot ils viennent couper les précé-

dents.

8i au groupe de points @, by, ¢;,dy, ....., nous substituons (fig. 18)
le groupe a’y, b, ¢'s,d'y, ..... , de la roulette )y et si nous répétons les
mémes constructions, nous.déterminons des points A’, B', G/, D', ..... qui

appartiennent & une hypocycloide ordinaire.

20 Epicycloide et hypocycloide allongées. — L'épicycloide allon-
gée ABCD..... (fig. 19)est la courbe engendrée par leur point I; exté-
rieur et invariablement lié ala roulante O, lorsqu'elle roule sans glisser
sur la circonférence O,. Si nous échangcons (fig. 20) les points I, et 15,
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Fig. 22.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



28 TRANSMISSION PAR CONTACT IMMEDIAT

les roulantes O, et 0’5, la courbe décrite par le point I’y devient une
hypocycloide allongée A'B'E'D ...

Si au groupe de points situés sur la roulante dans les constructions
précédentes, nous substituons ceux appartenant aux circonférences
0,1;, O',I'y; et si nous répétons les constructions précédentes, nous

déterminons d’une part les points A, B, C, D, ..... , de I'épicycloide
allongée, d’autre part les points A’, B, &', D', ..... , de I'hypocycloide
allongée.

3o Epiecycloide et hypocycloide raccourcies.— L'épicycloide racconr-
cte ABCD..... (fig. 21) estla courbe engendrée par un point I, intérieur
et invariablement lié a4 la roulante O, qui roule sans glisser sur la
circonférence O,. Si nous échangeons les points I, et I'; les roulantes
0, et O'q, la courbe décrite par le point I’y devient une Aypocycloide
raccourcie A'B'C'D'..... (fig. 22).

En conservant les notations précédentes, nous déterminons par des
constructions identiques a celles indiquées, les points A, B,C, D, ..... de
la premiere et ceux A', B, C/, D, ..... de la seconde.

B) Recherche des profils des dents, — Soient (fig. 23)
0O, et O, les deux circonférences primitives de l'engrenage, C, et G,
deux autres circonférences qui leur sont tangentes au point I; elles ont
des diamétres inférieurs aux rayons correspondants des précédentes et
portent les noms de roulettes. '

Faisons rouler & droite de la ligne des centres, la rounlette C; sur les
circonférences O, et 0, et effecluons le tracé des deux arcs de courbe,
l'un IB; d’hypocycloide, I'autre 1A, d'épicycloide, engendrés par le
point I. Faisons de méme rouler, & gauche de la ligne des centres, la
roulette C, sur les deux mémes circonférences et effectuons le tracé des
deux arcs de courbe, I'un IA, d'épicyclotde, I'autre 1B, d'hypocycloide,
engendrés par le méme point 1.

D’apres les principes généraux exposés § 15, les courbes A,IB,.
A,1B; peuvent étre adoptées pour profils conjugués des dents des roues
0O, et O, et comme elles se composent chacune d'un arc d’épirycloide
el d'un arc d’hypocycloide, nous donnons 4 l'engrenage le nom d'en-
grenage & profils épicycloidaux.

v) Lieu des contacts. — La roue O, étant supposée menante
doit tourner dans le sens de la fleche f; pour que sa dent A,IB, puisse
pousser la dent conjuguée A,IB,. Pour fixer les idées, supposons qu’elle
ait tourné de 1'angle 10,1, ; la roue O, aura tourné elle aussi d’un angle
10,1, tel que: II, =TI, et le contact des dents aura lieu en retraite. La
face IA, des dents de la roue menante appuiera done sur le flanc 1B, des
dents de la roue menée.
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Or:

11, =1I,.
Par suite :
ﬁ'e = ﬁ’\z

et les deux points Py et P's coincident. Les arcs I;Pe, I,P, d’épicycloide
et d’hypocycloide peuvent donc étre regardés comme engendrés par le
méme point P, de la roulette C, roulant successivement sur les circonfé-
rences Oy el 0. Dans ¢es deux mouvements, comme le point I est le centre
instantané de rotation correspondant a la position P; du point décri-
vant, d'apres le théoreme de Chasles § 142, la droite 1P, est la normale
commune en P, aux deux profils. Ils sont donc bien conjugués, ce que
nous savions déja, et le lieu de leur conlact en retraite est un certain
arc IP, de roulette C,. De plus & un instant quelconque, le contact des
dents se fait par exemple en un certain poini P; satisfaisanl & la relation:

Par un raisonnement identiql’le, nous établirions qu'en approche le
lieu du conlact des dents coincide avee l'arc 1P, de la roulette C,.

3) Circonférences d’échanfrinement et d’évidement des
dents. — Désignons par a et r les ares d’approche et de retraite. En
portant sur les roulettes G, et' Cy, les arcs IP, et IP, respectivement
égaux a a et r, nous obtenons en P, et P, comme le prouve le raisonne-
ment précédent, les premier et dernier points de la ligne d'action. Les
circonférences d’échanfrinement des dents sont donc O,Py, O,P;; quant
aux circonférences d'évidement des roues elles s’en déduisent comme
nous I'avons indiqué § 19.

¢) Tracé des dents. Gabari. — Aprés avoir effectué le tracé de
deux profils conjugués, il est nécessaire sur ['épure de dessiner comple-
tement quelques dents. A cet effet, nous portons & partir du point 1
sur chacune des circonférences primitives, de part ef d'autre de la
ligne des centres, un certain nombre de fois le pas de l'engrenage;
puis & partir des points de division obtenus, nous portons1'épaisseurd’une
dent, dans le sens de la rotation sur la roue Oy, en sens inverse sur la
roue O, et nous déterminons ainsi les points I', 'y, J'y, I'y, J75. Cecl
fait, nous relevons le gabari A,IB, avec un arc de chacune des cir-
conférences d'échanfrinement et d'évidement des dents en prenant la
précaution de marquer le point I o il coupe la circonférence primitive
de la roue O, et nons le transportons successivement en I, et J,; puis
nous le retournerons ensuite el nous recommencons la méme opéra-
tion aux points I’y et J's.
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Nous opérons ensuite de la méme facon sur la roue O, avec le gabari
AB;.

) Calcul de I'arc de glissement relatif de deux dents. —
Nous avons établi § 22 que 'arc élémentaire de glissement relatif de
deux dents d'engrenage avait pour expression:

1 i
()
let s étant (fig. 23)les longueurs de la corde IP, et de I'are correspondant
de roulette C, relatives a un point queleonque P, de contact. Comme nous
I'avons dit, ! est une fonction de s facile a trouver dans le cas qui nous
occupe. En eftet, I'angle au centre lG,/FQ, correspondant & un nombre
n de degres, intercepte sur la roulette C, de rayon ¢, un arc s; par suile:

_Tan
180
ou:

:‘1805_

T

D’autre part, le triangle isocéle IC,P, donne la relation :

N
E-—?i Sin 9
ou:
=2, sinp -
fisin
L'expression de l'arc élémentaire de glissement relatif peut donc
s’écrire : T
dg —2p, ( ! +J~> siu%
R4 R. o1

et celle de I'arc total :

a | 1 1 . 90
G= f 2 (L 1Y 4in 08 f 90
b ], ea (& — R2> sin - da —+- ( I{g) o “ds

ou:
(}_-2<—1—~ o2 smffds+ s sm——d
R1 'Tu) l‘ Ttpl
Or:

(] €] 2 14

‘/ sin —— ‘)0‘5 = 1%« sin? ida
o 'Kpg 45 LIPS

j'rsin 90s ds = idN sin? &
o iy 45 ey
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Par suite:

2% /1 IN] ... 40 . Abr
G="="% -+ ) 2 5in* — -+ ¢,? sin? :
g 45 (Ri B’Z/ lp2 T2 o ’HF{]

Cas parmicuLier, — Placons-nous dans le cas particulier ou g1 = ¢z
ol a=r = p et supposons que la valeur de 'angle 0,17, soit de 75°;
alors :

wpy = p

et nous pouvons écrire :

TRLLL L SOy (LI
G= sin 6><p <R1+R>

iSm ,

ou, en remplacant le sinus par 'arc :

180 1 1
G = —_‘r/p2 (ﬁ? - §;>

n) Tracé d’une série. — De manitre & diminuer le nombre de
leurs modeéles, les constructeurs d’engrenages prennent pour profils des
dents, des courbes telles que dans une série de roues une quelconque
d'entre elles peut engrener avec toutes les autres. Pour que cette condi-
tion soit satisfaite et que le rapport des vitesses angulaires des arbres
derotation demeure constant, il est nécessaire qu’il y ait égalité entre
les rayons des roulettes qui permettent d’engendrer les profils des dents
et que leur rayon commun soit inférieur 4 la moitié du diametre du
plus petit pignon de la série pour éviter I'étranglement des dents.

Considérons en effet (fig. 24) une roue O et deux pignons O, et O,
auxquels nous faisons correspondre trois roulettes de rayons p, g, pa.
Envisagées deux i deux, ces roues donnent naissance aux trois couples
suivants d'engrenages: (0.0)), (0.0,), (0,.0,).

La courbure de la face des dents de la roue O dansl'engrenage (0.0,)
dépend du rayon ¢y ; dans I'engrenage (0.0,) elle dépend du rayon g.
Pour qu'elle soit la méme, il faut done que gy =g,. D'autre part,
dans V'engrenage (0.0,) Ia courbure de la face des dents du pignon O,
dépend du rayon g; dans 'engrenage (0,.0), elle dépend du rayon g,.
Pour qu'elle soit la méme, il faut donc que p=ps, ce qui exige que les
rayons des lrois roulettes soient égaux. Cette candition nécessaire pour
I'engrenement des roues de la série n'est pas suffisante. Il faut encore,
en laissant Ie jeu de coté, que les eirconférences d'échanfrinement et
d'évidement de deux pignons quelconques deviennent tangentes quand
nous mettons en contact leurs circonférences primitives. Leurs rayons
R;~-a, R, — B, « et § désignant les hauteurs de pied et de téie des dents
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de la roue, et la distance R, R, de leurs centres doivent donc vérifier
1a relation : :

R1+a~}—Bg—§ZR1+Rz
de laquelle nous déduisons :
=B,

Autrement dit: Toutes les roues de la série doivent avoir méme hau-

Fig. 24,

teur de téte et méme hauteur de pied. En tenant compte du jeu, Reu-
leaux adoptait pour la premiere 0,3p, pour la seconde 0,4p.

8) Nombre minimum de dents du plus petit pignon de
la série. — Le calcul du nombre minimum de denfs du plus petit
pignon de la série sera établi § 33. '

Bourerienon. -— Ginématique appliquée. 3
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) Effort normal des dents en contact. — Le calcul de 'effort
normal des denis en contact repose sur les deux principes suivants :

PRINCIPE DE L'ACTION ET DE LA REACTION. — Lorsqu'un corps A agit
sur un corps B, ectte action se traduit, en laissant de coté le frottement,
par une force normale aux deux/corps en leur point de contact et diri-
gée dans le sens o A presse sur B; le corps B réagit a son tour sur A
¢t cetle réaction se traduit par une force égale et contraire a la précé-
dente.

DeuxitME PRINCIPE. — Le point d'application P d'une force agissant
sur un systéme invariable peut étre transporté en un point quelconque
de sa dircetion invariablement lié au systeme sans que son effet sur le
corps soit changé.

Ces principes posés, considérons (fig. 16) deux dents de 'engrenage
précédemment étudié au moment ou elles se trouvent en contact sur la
roulette C, en un certain point P. La roue O, étant menante dans le
sens de la fleche /i, Vaction de sa dent sur celle de sa eonjuguée se
traduit par une force d'intensité PR, dirigée suivant la normale com-
mune PI aux denx dents en contact; la réaction se traduit alors par
une force PR, égale et contraire 2 la précédente. .

Pour évaluer leur intensité communue, désignons par Q celle de I'effort
moteur qui tend a faire tourner la roue Oy, par ry le segment de per-
pendieulaire abaissée du cenlre O, sur la droite P1 et appliguons, par
rapport & I'axe O,, le théoréme des moments. Il vient alors:

pr, . 9>< R,
ry

e )
Or, si nous désignons par « I'angle O,1P, nous pouvens écrire :

R’y 1
ry sin «
Par suite :
PR, — - ;O
sin «

L’effort normal des profils en contact est donc d’autant plus grand
que I'angle « est lui-méme plus petit; il est par suife maximum aux
extrémités des dents et comme il en est de méme de I'are élémentaire de
glissement relatif, il n'y a rien de surprenant que le maximum d’usure
se produise en ces points.

Les deux forces PR, et PR,, transportées au point 1 et considérées
comme des vecteurs, peuvent étre décomposées chacune en deux autres
d‘irigées, les unes suivant la tangente commune aux deux circonférences
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primitives, les autres suivant la ligne des eentres. Ces dernieres appli-
quées, 'une a la roue O,, Fautre 4 la roue O,, exercent leurs actions
variables sur les coussinets des paliers, en modifient les rayons et, par
suite, rendent variable la distance des arbres.

Pour rendre ces forces aussi faibles que possible il y a donc lieu
d’augmenter Pangle «, nouvelle raison pour laquelle nous Jui donne-
rons dans la suite une valeur minimum de 75° environ.

24. EXGRENAGE A FLANCS RECTILIGNES ET A COURBES KPICYCLOTDALES.

«) Tracé de l'engrenage. — Au licu de prendre, comme dans
le tracé précédent, les diameétres des roulettes inférieurs aux rayouns
des circonférences primitives, nous les choisissons précisément égaux &
ces rayons; les hypocycloides, profils des flancs des dents, deviennent
alors des lignes droites § 23. Sauf eette modification I'¢pure (fig. 25)
s'exécute de la méme facon.

Les dents sont toutefois éfranglées; mais leur différence d’épaisseur
sur la circonférence primilive et sur la circonférence d'échanfrienment est
cependant assez faible pour que nous puissions la racheter au moyen
d'un congé qui, comme nous allons I'établir, n’influe en rien sur les
conditions de la transmission de mouvement,

La circonférence qui a pour centre le point O, et qui passe parle
premier point P, de centact des dents, venant en effet couper au point
C, Je flane des dents de la roue menante, le segment B,Cy; qui en fait
partie n'a aucune influence sur la transmission de mouvement ; done
on peut le modifier de manieére & éviter l'étranglement des dents. Tou--
tefois, comme le nouveau profil doit permetlre a l'extrémité A, de la
dent conjuguée de se mouvoir en toute liberlé lorsque la roue O, &
laquelle elle appartient prend son mouvemeul relalif par rapport &
l'autreroue, il doit étre extérieur a I'épicycloide rallongée A,CyD; qu'elle
déerit dans le mouvement que nous venons de définir.

Par un raisonnement jdentique, nous pouvons modifier, comme I'in-
dique la figure, lc flanc des dents de la roue menée.

B) Tracé d’une série. — Il est impossible d’effectuer le tracé
d'une séric de roues a flancs rectilignes ct & courbes épicycloidales :
les diametres des roulettes sont en effet constants et ne peuvent étre
égaux aux rayons de toutes les roues de la série. S1 nous voulons cepen-
dant utiliser une série de modeles en profitant de I'avantage des flancs

_droits, nous devons astreindre seulement la plus petite roue de la série
a avoir des flancs rectilignes.
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7) Remarque. — Dans les tracés précédents, les roulettes de

diametres supérieurs aux rayons des circonférences primitives corres-

pondantes doivent étre rejetées car elles conduisent a des dents qui

sont étranglées.
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25. ENGRENAGE A DEVELOPPANTES DE CERCLE,

z) Tracd d’une développante de cercle. — Pour effectuer le
tracé de la développante du cercle O qui a pour origine le point I et qui
se développe dans le sens indiqué par la fleche, nous divisons la cir-
conférence O en douze parties égales, par exemple, et nous lui menons

K
Fig. 26,

des tangentes aux points de division a, b, ¢, ..... obtenus. Sur chacune
d’elles, nous portons respectivement les longneurs :

aA=Tul, bB=0I, cC=Tl, ... ;
les points A, B, C, ..... que nous déterminons ainsi appartiennent a la
courbe cherchée. .
_ Remaroue.— Dans le cas ont la développante a tracer doit passer par
un point quelconque B et avoir pour normale en ce point la droite 4B,
nous déterminons son point d’origine I d’aprés la relation : '

oI — BB

et nous achevons le tracé comme précédemment. .
Par le point B passent deux développantes du cercle O; elles admet-
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tent respectivement pour normales en ce point les deux tangentes qu’on
peut mener & la circonférence qui limite le cercle considéré.

8) Recherche des profils des dents. — Soient O, et Oy les
deux circonférences primilives de 'engrenage. Par leur point de contact
1, tracons une droite inclinée d'un angle 6 sur la ligne des centres et
menons-lui des perpendiculaires 0,A;, 0,A, par les centres O; et Oy
puis tracons les circonférences de rayons 0,4,, 0,A; concentriques aux
circonférences primilives. Leurs développantes B;C; et B,C,, qui pas-

sent par le point I ef qui admettent pour normale en ce point la droite
AA,, peuvent étre adoptées pour profils conjugués des dents des roues
O, et Os.

Pour I'établir, il nous suffit de prouver que le profil B,C, des dents
de la rone 0, a pour enveloppe le profil B,C, des dents de la roue O,
quand la circonférence 0, roule sur la circonférence O,. Considérons,
a cet cffet, une seconde position O’ de la roue O, correspondant a
I'arc 11" de roulement et celle B’,C', du profil B,Cs. Elle vient couper
la circonférence O, au point 1’y déterminé parla relafion:

I'Ve=11".
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et si, du point I’, centre instantané de rotatien de 'époque considérée,
nous lui menons une’ normale I'P',, clle est tangenle & la circonfé-
rence O%A’, et son pied 1, appartient 4 'enveloppe cherchée § 151.
Ceci posé, abaissons du point 0 la perpendiculaire O,A’, surla droite
I'P’; et considérons les deux triangles O,IA, et O',U'A';; ils sont égaux
comme ayant les hypoténuses égales et les edtes 0,45, 0,A"; de Pangle
droits égaux comme rayons de circonférences égales. Il en résulte que:

e

OzlAz — Dlzl/A/sz
ou bien encore :

OtA, =0, I'AT,.

Les deux triangles rectangles O,1A,, O,I'A’; qui ont les hypoténuses
¢gales ainsi que les angles aigus en I et I, soni donc aussi éganx et

nous pouvons éerire :
O,A =0,

L’enveloppe du profil B,C, jouit donc de la propriélé géoméirique sui-
vante: la normale en un quelcongue P’y de ses points est tangcnte a
la circonlérence O,A,. Elle se confond par suite avee la développante du
cerele 0.4, que nous avons tracée en B,C; puisque nous placons les
dents en contact en T sur la ligne des centres.

v) Lieu des contacts. — La démonstration précédente montre
clairement que le lieu des points de contact des dents coincide avec le
segment A A, de tangente commune auxcercles développés O,A;, OzA,.
Nous pouvons d'ailleurs P'élablir directement.

Supposons, & cet effet, la roue O, menante dans le sens de la flcche /i
et figurons le profil B',(/; de ses dents lorsqu’elle a tourné d’un certain
angle. Dans cette position il touche son conjugué au pied P de la
droite qui lui est normale et qui passe par le peint I, § 12, laquelle
se confond avec la tangenic commune A;A; aux cercles développés,
d’apres une propriét¢ de la développante de cercle.

&) Circonférences d’échanfrinement et d’¢videment des
dents.
menante dans le sens de la fleche f, et admettons qu'a un moment
donné le premier poini B; du profil du flanc de ses dents soit en
contact avee un p.()int de la face conjuguée; sa position correspondante,

)

Pour fixer les {dées, supposons que la roue O, soit la roue

qui appartient a la fois & la circonférence O.A5 et au lieu des contacts,
coineide par suite avee le point A,. 11 en résulte que les points extrémes
P, et Py de la ligne d’action se irouvent surles segments IA,,; 1A, eux-
meémes et non sur leurs prolongements. Pour les déterminer, considé-
rons (fig. 27) les dents en contact en approche en un certain point P tel
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que D'are correspondant If'; de circonférence primitive soit égal as. La

définition méme de la développante de cerele fournissant les relations :

) RaBy = Al
LB, = AP

en les retranchant membre 2 membre nous en déduisons la suivante :

B.R", — 1P.
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Mais comme. les rayouns des points By, B';, tangents aux profils cor-
respondants, viennent couper la circonférence primitive O, en des points
by, &5, nous pouvons écrire :

TN
byb"y =s.
Fagugns - ’
Comme d’autre part, les deux arcs @ B,B"; sont interceptés, sur

des circonférences concentriques, par un méme angle au centre, il en
résulte que :

BB g
B.b%  Re
Or:
g2 = R, sin 6.
Par suite :

IP = s ><sin 9.

Si done nous désignons par a et r les arcs d’approche et de retraite,
les relations :

IPi=@sin6,  IP;=rsin$.
définiront les points P, et P,.

Le premier permet de tracer la circonférence O,P; d'échanfrinement
des dents de la roue menée, le second, la circonférence O,P, d'échan-
frinement des dents de Ia roue menante; celles d’évidement s’en dédui-
sent par l'intermédiaire du jeu.

e) Arcs maxima d’approche et de retraite. — Au maximum
1A, du segment IP, correspond celui de I'arc d'approche. Son expres-

sion est donc:
IA,
sin 6

et eomine le triangle O.IA, donne:

JA;=—=R,cos 6

elle peut finalement s'écrire :
Ry
tg o

. R . . .
Par analogie, ﬁ exprime le maximum de 'are de retraite pour une
o
=}

obliquité 6 donnée de la ligne d'engrénement.
) Calcul de I'arc total de glissement relatif de deux dents.
— L’expression générale :

1 i
—+—\1d
<R1+R2> s

de V'arc élémentaire de glissement relatif de deux dents d’engrenage,
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dans laquelle nous remplacerons ! par sa valeur s.sin 6 trouvée précé-
demment, devient pour le cas des profils &4 développanies de cercle :

sin § (T:T -+ i%) sds.

Celle de I'arc total peut alors s'écrire :

e ] i o i 1
: . 4~ \sds 6f— 4+ .
G 1) smﬁ(nl -+ Ii2>b .s+'/o sin <R1 +R2> sds
ou

G:sinO(—é#—%J [j’asds—i—f:rsds]:sin()(RLi_*_é;\) ag“‘;r"_

Dans le cas particulier ou :

a=—=r=p et 6 —="T5°
elle devient :

ou:

Fig. 29.

7) Tracd d’une série. — Considérons, par exemple, {rois roues
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0, 0., O, d’'une série, la plus grande, la plus petite et un pignon quel-
conque. Le tracé de l'engrenage (0.0,), pour une inclinaison 8 de la
ligne d’engrénement des dents, conduit & des circonférences développées
0A, O04A, de rayons p et p,; celui de I'engrenage (0.0,), puisque le
profil des dents de la roue ne doit pas se modifier, correspond a la méme
inclinaison 6 de la ligne d’engréncment et par suite donne lieu seule-
ment & une nouvelle circonférence développée O,A; de rayon g,.

11 est, dans ces conditions, facile d’établir que les pignons O, et O,
engrenent ensemble, autrement dit, qu’il existe une droite passant par
le point de contact I; de leurs circonférences primitives et normales
aux deux profils trouvés c’est-a-dire tangentes aux circonférences de
rayons pg et ps.

Par le point I;, menons, en effet, la normale au profil des dents du
pignon O, : elle est tangente a la circonférence O4A,. Puis, du point O,,
menons-lui la perpendiculaire O;A’; que nous désignons par p'y. Si
nous établissons que: g'p=ps, la proposition sera démontrée. A cet
effet, considérons les trois groupes de friangles semblables (OT A, 0;1;A.),
{(OLA’, O:1,Ay), (O;LA’, 0,1;A%,); ils donnent les relations :

p_ R
£1 1‘1
e __ R
o) R,
o By
P'% Re

Les deux premiéres divisées membre & membre, conduisent & la nou-

velle proportion :
[ pp— Ry
P2 Rz

Comparée a la derniere, elle conduit a la conclusion :

9’2 = f2.

Dans le tracé des roues d'assortiment & développantes de cercle,
Uinclinaison 0 de la ligne d’engrénement sur la ligne des centres
doil donc rester constante et les hauteurs de pied et de téle des dents
dotvent étre égales si Uon ne tient pus comple du jeu.

) Nombre minimum des dents du plus petit pignon. — Le
nombre minimum de dents du plus petit pignon d’une série a dévelop-
pantes de cercles s'obtienl par les considéralions que nous avons
présentées § 36.
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-
e

1) Effort normal des dents en contact. — L’effort normal des

Q

dents en contact, évalué¢ § 23, a pour expression _—é; il est donc
sin

constant. Toutefois, sur chaque dent, la courbure allant en diminuant
vers la pointe, il se répartit sur une étendue
de surface plus grande et la pression par
unité de surface diminue. Comme d'autre part,
I'arc élémentaire de glissement relatif de deux
dents est maximum en méme temps que I,
c'est-a-dire a leurs extrémités, il en résulte
gque l'usure se répartit comme lindique la

Fig. 30.
figure.

La pression des arbres sur les coussinets des paliers est donc con-
stante et non pas variable comme dans le cas des engrenages a profils
épicycloidaux.

x) Propriétés remarguables de l’engrenage & dévelop-
pantes de cercle. — a) Il est possible, au moyen d'un engrenage a
développantes de cercle, de transmettre avec un rapport constant de
vitesse angulaire, un mouvement de rotation entre deux arbres qui ne
se rencontrent pas.

Nous savons en effet:

1° Qu'a tout point P, pris sur Pune des tangentes communes A;A; 4
deux circonférences O, 0.,
nous pouvons faire correspon-
dre deux développantes (D),
(D;) de ces cercles normales &
la'roite A A..

2° Que si la roue Oy est
motrice et tourne d'un mouve-
menl uniforme, dans le sens
de la fleche fi, la dent (D)
conduit la dent conjuguée (D)
et commumique & la roue O,

un mouvement également uni-

forme.
Fig. 31. Ceci posé, faisons tourner le
plan de la roue O, d'un certain
angle. autour de la tangente commune AA, tout en maintenant fixe
celui de la roue O, :
Le centre O, se déplacant sur une circonférence de centre A, et de
rayon 0,A;, donlle plan est perpendiculaire & la tangeunte commune
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AjAs, les deux axes de rotation ne sont plus dans un méme plan et
le contact des dents, qui précé-
demment avait lieu tout le long
de la génératrice P parallele aux
deux arbres, se fait alors au
point P seulement.

Le contact des dents en un
point suffit pour assurer la trans-
mission de mouvement avec rap-
port de vitesses angulaires con-
stant a la condition toutefois que
la résistance & vaincre ne soil
pas trop considérable, car I'en-
grenage qui, en premier lieu,
appartenait a la cailégorie des
engrenages de force, aprés modification, appartient & celle des engre-

nages de précision.
b) La relation :

R —T

(25} [
trouvée précédemment, montre que le rapport des vitesses angulaires
ne dépend pas des circonférences primitives mais simplement des cir-
conférences développées. Si, donc, la distance des arbres vient & varier,
par suite de l'usure des coussinets des paliers, par exemple, I'engre-
nage fonctionne encore avec un rapport constant de vitesses angu-
laires.

26. ENGRENAGE A LANTERNE.

Avant d’étudier I'engrenage & lanterne, nous croyons utile de
rappeler quelques résultats acquis en géométrie et qui trouveront leur
application dans l'analyse qui va suivre.

«) Recherche de I’enveloppe d’une circonférence de rayon
g constant dont le centre décrit une courbe connue (C). —
L’enveloppe d’une circonf{érence de rayon constant dont le céntre décrit
une courbe connue (C) s'obtient en portant sur les différentes normales

& la courbe, a partir de leurs pieds O,, O, ..... des longueurs 0,A,,
OqAs, ....., O,B;, Q.B,, ..... égales 4 p et en joignant par un trait
continu, d'une part, les points Ay, Ag, ..., , d’autre part, les points
Bi’ Bg, .....

Soient, en effet, O, et O, deux positions de la circonférence donn¢e;

~
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les positions limites de leurs points communs M et N, lorsque Je centre O,
se rapproche indéfiniment du centre O,, appartiennent a l'enveloppe
cherchée. Or la droite MN, perpendiculaire 4 la droite 0,0, en son

Fig. 33.

milieu comme axe radical de deux circonférences égales, a pour posi-
tion limite 1a normale a la courbe Cau point Oy, et les points A, et B,
o elle vient couper la circonférence Oy appartiennent & I'enveloppe
cherchée,

En particulier, I'enveloppe d’une circonférence dont le centre décrit
une épicycloide, se compose de deux épicycloides dont les points de
rebroussement se trouvent sur la développée de la premiere.

8) Limagon de Pascal. — Le limacon de Pascal estla courbe lieu
des points M et M’ obtenus en portant
sur les différents rayouns vecleurs OA,
gui joignent un point fixe O 4 un point
variable A d’une cireonférence, & partir
du point A, des longueurs égales et
constantes AM,; AM’. Sa forme correspond
& celle indiquée sur la figure ci-contre.

v) Recherche des profils des
dents. — L'engrenage a lanterne ou &

Juseaux, généralement en bois, se com-
Fig.” 3k pose d'une roue appelée lanterne dont

. les dents ou fuseaux sont des cylindres

de révolution m0b11e5 autour de leurs axes et qui sont implantés comme
I'indique la figure 35 sur des plateaux circulaires calés sur l'arbre de
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la lanterne. La seconde roue porte le nom de rouet et chacune de ses
dents celui d’alluchon.

Pratiquement, cet engrenage offre quelques avantages : les dents de
la lanterne sont faciles & tailler et peuvent se remplacer sans difficulté
aprés usure; de plus, leur mobilité autour de leurs axes répartit cetie

jante"nze
0,
i
i
I
k Jourteau
.
I I
| ! g
1 [ :
il VR
t t
L . .
i
el 0

Fig. 35.

usure sur une plus grande étendue de surface et I'amoindrit par consé-
quent. Malgré cela, il présente un défaut capital qui restreint son emploi
4 'horlogerie et a la meunerie : la econduite en retraite n’existe pour
ainsi dire pas.

Le profil des dents de la lanterne O, est une circonférence; son
enveloppe, lorsque la circonférence primitive de cette roue roule sur
celle du rouet, sert de profil aux alluchons. Pour la déterminer, remar-
quons (fig. 36) que lorsque la circonférence O, roule sur la circontérence
0., le point O, centre du profil counu. décrit une épicyeloide CE qui
admet pour développée 1'épicycloide CD. Le profil des dents du rouet
assimilable & 1'une des courbes enveloppes d'une circonférence de
rayon ¢ constant dont le centre décrit I épicycloide CE coincide par suite
avecl'épicycloide AoB, quilaisse 'env eIoppt eason extérieur. Elle possede
sur sa développée CD un point A, de rebroussement, en sorte que le
profil trouvé donne a la fois du flanc IA, et de la face 1B, aux dents
du rouet. Toutefois comme V'arc 1A, est irés petit, la conduite en retraite
est trés faible dans le cas ou la lanterne est la roue menante.

3) Circonférences d'échanfrinement et d’évidement des
dents. Sur la circonférence de la roue menante Oy, portons de I en
oy un are égal & 'arc d'approche a; puis, par son extrémité «,, faisons
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passer le profil du flanc de 1a lanterne. Il correspond a celui d'une dent

de la roue O, au moment ou elle entre en contact avec sa conjuguée.

Si done, du point I, nous lui menons une normale, son pied P, sera le .

Fig. 3g.

premier point de contact des dents et la circonférence d’échanfrinement

des dents du rouet aura pour centre le point O, et pour rayon O,P,.

L’é¢videment du fond des dents, nécessité par la condition de loger
les fuseaux, a une forme arbitraire. Le profil circulaire gu'on peut
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lui faire correspondre se raccordant au point A, au profil précédem-
ment défini a done son centre au point de rencontre du rayon passant
par le milieu du creux IB, avec la tangente en A, & la développée de
I'épicycloide.

e) Lieu des contacts. — La ligne d’action des dents coincide
avec le Jieu des pieds des perpendiculaires menées du point I aux
différentes positions du profil circulaire des dents de la lanterne. Ils
s'obtiennent graphiquement en joignant le point I aux différents points
de T'are Io; et en portant sur chacune des droites obtenues, du point o
vers le point I, une longueur ¢ égale au rayon du fuseau; ils appar-
tiennent par suite a un limagon de Pascal. Sa pénéiration, légere il
est vrai, a Intérieur de la circonférence primitive du rouet, atteste
une nouvelle fois que la conduite de l'engrenage a lieu un peu apres
la ligne des centres.

{) Calcul de 'arc total de glissement relatif de deux dents.
— Le calenl est identique a celui gque nous avons exposé dauns la
théorie des engrenages & courbes épicycloidales. Pour obtenir I'arc
cherché, il suffit donc d’exprimer, en
confondant la corde de longueur g,
rayon du fuseau, avec l'arc de cir-
conférence primitive de la lanterne
qui loi correspond, que la corde
l + p intercepte un arc s—+g¢ sur
cette méme circonférence.

%) Modifications apportées i
Tengrenage. M. George Grant,
ingénieur américain, dans le but
d’obtenir unc conduite en retraite
plus appréciable que celle du cas
précédent, s’est le premier demandé
s’ll ne serait pas possible de répartir

les centres des fuseaux sur une cir-
conférence coucentrique el intérieure
ala circonférence primitive de la lan-
terne. Sa théorie malheureusement,
manquait de généralité ; ¢’est pourquoi

elle fut repr'ise par M. Lecornu, ‘ Fig. 37.

professeur a I'école polytechnique.

Nous nous contenterons d'indiquer le principe de sa solution et nous
renverrons les lecteurs désireux d'entrer dans le détail du calcul au
Bulletin de la Société mathématigue de France.

BourguicNon, — Cinématigue appliquée. 5
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Dans le cas actuel, le lieu du centre du fuseau, lorsque la circonfé-
rence O de la lanterne roule sur celle O, du rouet, n’est plus une
épicycloide ordinaire mais une épicycloide raccourcie, symétrique par
rapport & la ligne des centres; sa branche ABCD..... présente deux
sommets A et G comprenant entre eux un point d’inflexion B. Son rayon
de courbure, d'abord nul, augmente done pour' devenir infini, puis
diminue, atteint un minimum et augmente ensuite. Sa développée se
compose donc de deux arcs de courbe A3, g'y'¥, ayant la forme indi-
quée par la figure 37 et admetlant une méme asymptote £5'.

Le profil du rouet, enveloppe d'une eirconférence de rayon constant
dont le centre se déplace sur I'épicycloide ABCD....., est une seconde
épicycloide qui, pratiquement, ne doit pas présenter de points de
rebroussement et par conséquent ne doit pas rencontrer la développée
précédente. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que le rayon ¢ du fuseau
soil inférieur au rayon de courbure qui correspond au deuxi¢me som-
met de I'épicycloide, condition qui s’exprime par l'inégalité :

(i_é_&)spﬁ
5>—R;{ .
54 <1+R2> R

1

N

ot 8 mesure la différence entre le rayon de la circonférence primitive
de la lanterne et celui de la trajectoire, lieu du centre des fuseaux.

2'7. ENGRENAGE A FLANCS RECTILIGNES DIVERGENTS-

«) Recherche des profils. Soient O, et O, les circonférences
primitives de I'engrenage, I leur point de contact, R, et R; leurs rayons.

. . R .
Du point O, comme centre, avec un rayon g, égal 4 environ ~6~1, déeri-

vons une circonférence et tracons celle du centre 0. et de rayon p, qui
lui est homothétique par rapport au point 1. Adoptons pour flancs des
dents de la roue O, des tangentes a la cireconférence g5 pour flanes des
dents de Ja roue O, des tangentes & la circonférence py. Les flancs des
deux dents que nous placons en contact au point I sur la ligne des
centres, sount alors confondus avec celle des deux tangentes cominunes
aux circonférences précédenies, qui n'étrangle pas les dents. Nous
I'avons figurée en B,IB, dans le cas ou la roue O, est menaate dans
le sens de la fleche f;.

En approche, les points o'y, o'y, o, ..... , du flanc des dents de a
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roue menante, viennent en contact avec la face des dents de la Toue

Fig. 38.

leurs normales communes sout done: I'ya'y, 52", 1"5a", ......

1

Si donc (consiraction de Poncelet), des points 1y, 17, 17,
logues des points I's, I'y, 1"z, ....., avec des rayons respectivement

I3

mernee

cve.eq homo-
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égaux aux longucurs des normales précédentes, nous déerivons des ares
de circonférences et si nous prenons leur enveloppe, nous obtenons la
face 1A, cherchée. .

La recherche de la face IA, des dents de la rone menante se fait par
des constructions identiques indiquées sur la figure.

B) Circonférences d’échanfrinement et d’évidement des
dents. — Sur la circonférence primitive Oy, de I en ¢’,, portons un are
a égal a I'are d’approche et de son extrémité ", menons, & la circonfé-
rence p, la tangente /P capable dans la rotation de se superposer &
IB;. Elle correspond au flanc des dents de la roue menante au moment
ou il entre en prise avec la face conjuguée au point Py, pied de la
normale issue du point I. La circonférence de centre O, et de rayon O,P,
échanfrine donc les dents de la roune menée.

L’are 11"} élant égal a I'are de retraite r, le pied P, de Ia perpendicn-
laire abaissée du point 1 sur le flanc 1"yP; correspond au dernier
point de la ligne d’action; il appartient donc a la circonférence d’échan-
frinement des dents de la roue menante.

Les circonférences d'évidement des roues se déduisent des précédentes
par l'intermédiaire du jeu.

y) Lieu des contacts. — Pendant I'approche, les points de con-
tact des dents coincident avec les pieds des perpendiculaires abaissées

Fig. 39.

du point I sur les différentes tangentes a la circonférence py; leur lieu
se compose donc d'un are de podaire du cercle p;.
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Par analogie, le lien de leurs points de contact pendant la retraite
s¢ compose d'un arc de podaire du cerele gy,

8) Remarque. — Sur I'épure précédente, nous avons pris la tan-
gente commune B,IB, pour flanc des dents de la roue O;; il nous est
facile d’établir (fig. 39) que 'autre tangente 1B’; aurait étranglé la dent.
En effet, pour assurer a I'engrenage la réciprocité dont nous avons déja
parlé, il faut que les deux flancs d'une méme dent soient symétriques
par rapport au rayon O,E qui passe par le milieu de I'épaisseur 17", de la
dent considérée. Si donc 1B/, était 1'un, 'autre serait 750 ; ils se conpe-
raient alors au point C et convergeraient au lieu de diverger.

¢) Nombre minimum de dents du pignon. — Pour que les
flancs des dents soient bien divergents il faut que:

g1 = €.
Or:
_1p
MY
— R
f1 6
et
27:})”:‘ ZIP'
Par suite :
11
Lz 5

ce qui exige que le pignon ait au moins 17 dents.

{) Tracé d’une série.
roue O, dépendant de la circonférence primitive de la roue O,, il en
résulte que le tracé d'une séric & flancs rectilignes divergents est
impossible.

Le profil de la face des dents de la

28. ENGRENAGE A DENTURE MIXTE.

Denture 4 cames. — La condition que nous avons imposée
§ 18 aux deux profils d’'une méme dent, pour assurer la réciprocité de
I'engrenage correspondant, n'est nullement nécessaire. Pour la satis-
faire, nous pouvons fort bien adopter pour 'un, une courbe épicycloi-
dale, pour 'auire, une développante de cercle. La denture correspon-
dante obtenue, connue sous le nom de denlure & cames, est trés
avantageuse au point de vue de la transmission de mouvement et de la
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résistance des dents. Nous ne croyons pas devoir insister sur le tracé

de I'épure qui n’est qu'une combinaison de deux tracés précédents.

29. TRACES APPROCHES.

1° Tracé Willis par un arc de cercle.

«) La recherche laborieuse des profils épicycloidaux et a dévelop-
pantes de cercle a conduit Willis a4 son tracé par un arc de cercle.
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La théorie de 'engrenage a lanterne a établi nettement que deux
arcs de circonférences ne sont pas des profils conjugués, Si cependant
nous les admettons comme fels, le rapport des vitesses angulaires
des arbres de l'engrenage correspondant n'est plus constant; mais
comme les limites entre lesquelles il varie sont assez rapprochées I'une
de Yautre, Ja pratique s’accommode de ces variations et admet fort
bien le tracé.

A chaque instant, 1a normale commune & deux profils non conjugués
qui se trouvent en prise ne passe plus c
par le point de contact des circonfé-
rences primitives. C’est pourquoi dans
le tracé Willis par un arc de cercle
cette condition se trouve remplie pour
un pointseulement de la ligne d’action
et comme Willis n’avait aucune rai-
son pour le prendre plutét en ap-
proche qu’en retraite, il choisissait le

*.
i

point de contact lui-méme de ces
circonférences. Il assujeliissail ainsi
les ares de circonférence, profils des
dents de I’engrenage, a se trouver en
contact au point I sur une droite in-
clinée d'environ T3° sur Ja ligne 0,0,.
Pour déterminer leurs centres A et
As, étudions le déplacement élémen-
taire dela droite A, A,. Celui du point A,
é¢tant un are infiniment petit de cir-
. conférence O4A,, Al'instant considéré, Fig. 6.
la normale a la trajectoire de ce point
coincide avec le rayon O,A,; ; pour la méme raison, &4 la méme époque,
lanormale a la trajectoire du point A, coincide avec le rayon O,A,. Leur
point de rencontre C, d’aprés le théoreme de Chasles, correspond donc
au centre instantané de rotation de I'époque considérée. Comme d'autre
part, le contact des dents se fait au point I, non pas a un instant, mais
pendant un temps infiniment petit, la droite A;A, et sa position infini-
ment voisine se coupent en ce poinl et il appartient par suite & 'enve-
loppe de la droite qui nous occupe. Si, donc, nous appliquons le théo-
reme démontré § 151, concernant la normale commune & I'enveloppe
<t & Penveloppée, nous sommes conduits 4 Ia conclusion suivante: A

1’époque considérée la perpendiculaire au point I ala droite A;A; contient
le centre instantané C de rotation.
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Nous pouvons donc obtenir les points A, et A, par le procédé suivant:
Nous tracons Ia droite AjAs inclinée de T7H° environ sur la ligne des
centres ; puis, sur la droite qui Ini est perpendiculaire au point I, nous
prenons un point arbitraire C que nous joignons aux centres O, et O,
des deux roues. Les droites CO,, CO, ainsi obtenues viennent couper
la droite A;A; aux points cherchés.

8) Formes variables des profils. — La construction précé-
dente n’assigne au point C aucune position particuliere sur la droite IC;

Fig. 42. Fig. 43.

il est donc tout naiurel de le déplacer sur cette droite et d’examiner
les formes correspondantes des profils des denfs. Pour cela, projeions
sur IC le centre O, en o, el supposons:

a) LE roiNtT € AU-DESSUS DU POINT 05. — Les points A, et Ay occupent
alors par rapport au point T la disposition indiquée sur la figure 41 et
conduisent & des dents convexes.

b} Lk poivt C cOINCIDE AVEC LE POINT 05. — Les droites paralleles 0,0,
et A,A, se coupent & linfini. Comme I'indique la figure 42 le profil
des dents de la roue O, est recliligne {andis que celui de roue O, est
convexe. .

¢) LE poINT C EST AU-DESSOUS DU POINT 0;. — Les deux points A et A,
sont alors d'un méme c6ié du point I. Le profil des dents de la roue O,
est alors concave, comme l'indique la figure 43, tandis que celui de
la roue O, est convexe.
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Pour obtenir des formes normales de profils, Willis placait le point G
au-dessus du point o, et comme il n’avait aucun motif pour le prendre

Fig. 44.

en un point a distance finie plutét qu'en un autre, il le supposait a I'in-
fini. Dans ce cas les points A, et A, deviennent alors les pieds des
perpendiculaires abaissées des centres O, et O, sur la droite A A,.

v) Tracé d’une dent. — Proposons-nous, connaissant 1'épais—
seur a;B; d'une dent de la roue Oy, d'effectuer son tracé.
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La théorie précédente nous a prouvé que les profils des dents de la
roue O, (fig. 44) étaient des arcs de circonférence de rayon IA; et
que la circonférence Q;A; était le lieu de leurs centres. Si donc, des
points z; et B;, nous lui menons des tangentes «,a;, 5,6,, la premiére
de méme sens gue le segment 1A, la seconde de sens inverse, leurs
points de contact a, et b, scront les centres des profils cherchés.

Les circonférences d'échanfrinement et d'évidement des dents ont
respectivement pour rayon R, +0,3p et R, —0,4p.

3) Remarque. — Les constructions générales qui conduisent & la
détermination des points A; et A, sont identiques a celles que fourni-
rait la recherche, par la méthode de Savary § 160, du centre de cour-
bure A, du profil des dents de la roue Oy, lorsqu'on connait celui A, du
profil conjugueé. Nous pouvons, en cffet, regarder ce point A; comme le
centre de courbure relatif au point I de I'enveloppe de la circonférence
Aol lorsque la circonférence O, roule sur la circonférence O;.

e) Tracé d’une série. — Le centre A, du profil des dents de la
roue O, ne dépendant pas de la roue O,, il est possible de construire,
par le tracé Willis & un are de cercle, des roues d’assortiment.

2° Tracé Willis par deux arcs de cercle.

«) Dans le tracé genéral précédent, nous avons été conduits a prendre
sur la droite IC un point C a distance finie au-dessus de la droite AA'.
Comme nous n’avions aucune raison pour le placer plutot au-dessus
qu'au-dessous, nous devions étre tout naturellement conduits, comme
Willis, a en prendre deux G et D disposés, d’aprés la discussion pré-
cédente, de part et d’autre du point I de telle facon que les longueuts
égales IC et ID soient inférieures au segment Io,, projection sur 1C du
plus petit rayon des deux civconférences primitives. En les joignant aux
centres 0y et O,, nous déterminons sur la droite A;A; deux couples de
points (A;.Ag), (Bi.By) qui sont les centres des profils conjugués cher-
chés. En leur imposant la condition de se trouver en contact sur la
droite A;A; un demi-pas avant la ligne des centres et un demi-pas
apres, les arcs d'approche et de relraile élant supposés égaux & un pas,
nous obtiendrons leurs rayons.

L’inclinaison donnée & la droite A;A, suppose que la roue O, est
menante dans le sens de la fleche f;; nous pouvons donec porter sur la
circonférence primitive de cette roue en approche et en retraite des
arcs las, I8, égaux & un demi-pas et faire passer par le point «, le flanc
des dents de la roue menante qui sera en contact au point P, avec la
face des dents de la roue menée; leurs centres respectifs sont done les
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points B; et By et leurs rayons sont mesurés par les segments Byx, et
B,P;. Un raisonnement analogue au précédent montre que les points A,

et A, sont les centres des face et flanc des roues menante et menée et
que leurs rayons sont respectivement égaux aux segments AyBs, A1Ps.

B) Tracé d’une dent delaroue 0,. — Proposons-nous (fig. 45) d’ef-
fectuer le tracé de la dent de la roue O, qui correspond & 1'épaisseur Yy3;.
Les deux profils qui la limitent étant symétriques par rapport au rayon

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



60 TRANSMISSION PAR GONTACT IMMEDIAT

qui passe par le milieu de son épaisseur, il saffit d’effectuer le tracé de
I'un d’eux, celui, par exemple, qui contient le point v,.

Les circonférences de centre commun O, qui contiennent les points
A, et B, étantles lieux des centres des faces et flancs des dents de la
roue O,, leurs points de rencontre B’y et A’y avec ies ares de circonfé-
rences décrits du point vy, comme centre, avec des rayons rcspective
ment égaux a Bye, et Ayf,, sont les eentres des profils cherchés.

Comme précédemment, nous donnons aux dents des hauteurs de
pied et de téte égales a 0,3p et 0,4p. .

y) Odontographe. — Une regle graduée, appelée odontographe,
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Fig. 46.

permettait & Willis de déterminer facilement les centres du flance et de la
face d'une méme dent. Comme l'indique la figure 46, elle avaitla forme
d'un trapéze rectangle dont le ¢dté oblique était incliné de 75° sur la
grande base et dont la petite base portait une double graduation dont
le zéro correspondait au c¢6té oblique. Elle contenait deux tables qui
indiquaient en centimetres les rayons des circonférences flancs et faces
des dents d'une roue suivant son nombre de dents et la valeur du pas
circonférentiel.

3) Recherche des centres de la face et du flanc d’une dent.
— Sachant que la rouc O d’un engrenage a 30 dents, que le pas circon-
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férentiel est de 3 centimétres, proposons-nons de rechercher le profil
d’une dent, celle, par exemple, qui passe par le point de division L.
Portons a4 cet effet,
de part et d'autre du
point I, sur la circonfé-
rence O des arcs égaux
Ia et IB valant chacun
" un demi-pas ¢’est-a-dire
1em.5, puis regardons le
point « comme le point
de contact des deux
roues. Le profil delaface
de la dent de ]a roue O,
d’apres les hypothéses
précédentes, se trouve
en contact avee le flanc
conjugué sur une droite
qui fait avee lerayon Oa
un angle de 75°; c’est

pourquoi nous donnons
4 T'odonlographe la disposition indiquée par la figure 47. Puis, dans
Ja table relative aux centres des faces, nous prenons le nombre 10,5 gui
se trouve au point
de croisement de la
ligne 30 et de la co-
lonne 3. Le point C
qui lui correspond
surlaregle graduée
n'est autre que le
centre de I'arc de
circonférence de
rayon CI qlﬁ per-
met de tracer le
profil IA cherché.
Pour un motif
analogue au précé-

dent, nous donnous
a l'appareil la dis-
position indiquée par la figure 48 de telle facon que le flanc a tracer
soit en contact avec la face conjuguée, sur la grande base du trapeze,
un demi-pas aprés la ligne des centres, Son centre D coincide alors

Fig. 48.
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avec la division 23 qui correspond au chiffre 25 trouvé, dans la table
relative aux centres des flancs, au point de croisement de la ligne 30 et
de la colonne 3 et le segment DI mesure son rayon.

3° Tracé épicycloidal approché.

Tout tracé épicycloidal approché a pour but de remplacer le profil
IM,B; de la face d'une dent de la roue O, par un arc de circonférence

2
qui conlient le point I, le point M, correspondant auxé de Ja saillie

et qui de plus lui est tangent en ce dernier point; une substitution
analogue permet de remplacer I'hypocycloide IP,A,, profil de son
flanc, par un second arc de circonférence.

Le tracé de I'épicycloide rappelé § 23 nous permet d’obtenir la

position du point M,. Il suffit de décrire du point O, comme centre

avec un rayon ézal 4 R, —#—2?:71

» m désignant la saillie de la dent, un

arc de circonférence et de prendre le point @, & gauche de la ligne des
centres ou il vient couper la roulette C,; de porter ensuite sur la cir-
conférence primitive O, un arc {a; égal a l'arc Ia; et de décrire de son
extrémité ¢, comme centre avec un rayon égal & la corde lg, un second
arc de circonférence gui vient couper le premier au point M, cherché.
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Le point de rencontre N, de la normale M,a, &4 I'épicycloide au point
M, avec la perpendicnlaire & ]a corde IM, en son milieu coincide avec
le centre de la circonférence cherchée.

Le point «, se détermine rapidement comme suit: Au dela du poiat I,
nous prolongeons la corde Ia; d'une longueur égale a sa moitfié et du
point «; obtenu, avee a,a, pour rayo‘ﬂ, nous déerirons un are de eircon-
férence qui détermine sur la tangente commune aux deux circonférences
primitives un point §;; puis du point v, situé au quart du segment IB,
avec 7B, pour rayon nous décrivons un second arc de circonférence
qui vient couper la circonférence primitive O, au point a, cherché.

Des constructions identiques, indiquées sur la figure, nous permet-
tant d'obfenir le centre R, de l'arc de -cercle flanc des dents de la
roue O,.

4o Tracé a développantes approché.

Tout tracé appruché par développantes a pour but de substituer,
a un are (B,C;) de développante
de cercle, un cecrele gui passe
par son origine B,, par le point

2 -
M, situé aux 3 de la saillie et
qui Jui est tangent en ce point.
Son centre se trouve donc sur la

tangente Mya, au cerele développé
en un point N, tel que:

La construction qui permet

Fig. 50.

de porter sur une circonférence
une longueur égale & un segment de droite justifie ce choix.

%0 Procédé de M. Lecornu.

La guestion de la substitution des profils circulaires auxz profils vrais
fut I'objet des recherches de M. Lecornu; en se placant au point de
vue le plus général, il a recherché quelle disposition il fallait donner a
deux profils circulaires, invariablement liés 4 deux circonférences pri-
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mitives, pour que le rapport des vitesses angulaives des roues corres-
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pondanfes soit constant.

De sa théorie qui exige des con-
naissances wmathématiques trop
élevées pour les éleves auxquels
* s'adresse ce cours, nous ferons
simplement connaitre le point de
départ & la portée de tous et les
résultats obtenus.

Comme pendant le travail de
deux dents, la distance A;A, de
leurs centres reste constante, nous
pouvons regarder la transmission
du mouvement de rotation entre
les deux arbres O; et O, comme
analogue & celle réalisée par un
systeme bielle et manivelles. Si
donc, a un instant quelcongue,
nous désignons par P le point de
rencontre de la bielle et ligne
‘des centres 0,0, nous pouvons
écrire d’apres un résultat établi en
cinématique théorique § 144 :

v _ PO,
w, PO,

Il en résulte que le systeme
>
pour leguel le rapport %8-? varie

infiniment peu permet de résoudre
le probleme posé.

En partant de cette idée, et diri-
geant convenablement les calculs,
on est conduit a déterminer comme
suit le point appelé C dans la
théorie générale de l'engrenage
Willis & un are de cercle: On
marque sur la ligne des centres le

point J conjugué harmonique du point I par rapport aux deux centres O,
et O, et]'on prolonge le segment 1J d'ane longueur JK égale & sa moitié;
puis 'on détermine la projection orthogonale du point K ainsi défini
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sur la droite IC et l'on obtient ainsi le point C cherché. Comme
précédemment, il permet d'obtenir les centres A; et Ay des profils cher—

chés, fig. 51. ‘
La formule qui permet d'étudier les variations du rapport 2t est la
)3
suivante : *

52
[O7) - 18231Z32

wo

ndig 0,

ou Z, et 7Z, désignent les nombres de dents de chacune des roues.
Sinous 'appliquons an cas on § = 72°, Z, = 60, Zy = 30, elle donne:

5 ﬂ>
s

(D2

— 0,001,
(oW

et montre que les variations du rapport des vitesses angulaires sont
négligeables.

30. AVANTAGES ET INCONVENIENTS DES TRACES RIGOURKUX QUI PERMETTENT
L'ETABLISSEMENT DES ROUES D'ASSORTIMENT.

a) Forme des dents. — Au point de vue de la résistance de la
dent, le profil & développante est supérieur au profil épicycloidal puis-
gu'il se rapproche davantage de la forme parabolique du profil d’égale
résistance. De plus, étant a simple courbure, la construction des fraises
qui en dérivent et qui sont nécessaires au taillage des dents est moins
pénible que celle qui correspond au profil épicyeloidal 4 double courbure.

b) Rendement. — La transmission de mouvement la plus avanta-
geuse au pointde vue durendement est celle qui correspond au travail
minimum de frottement des dents en contact. En désignant par Z, et
Z, les nombres de dents des deux roues, par [ le coefficient de frotte-
ment qui leur correspond, par P le travail absorbé, el combinant les
résultats trouvés §§ 23 et 25 avec d’autres qu'on établira en mécanique,
nous pouvons éerire ; '

_ 1 1\ n
=l (g )%
pour les dentures & profils épicycloidaux; et,
! 1\ n
y I i
b ==/ (21 z2> 3

pour les dentures & développantes.

BoUrGUIGNON. ~ Cinématique appliquée. ‘ 8
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Une transmission & dentures épicycloidales est donc plus avanta-
geuse qu'une & développantes.

¢) Frottement des arbres sur les paliers. — Le frottement
des arbres sur les paliers, constant dans le cas d'engrenages a profils
a développantes, est variable dans celui d'engrenages a profils épi-
cycloidaux. Les vibrations des arbres sont done moins & redouter avec
les dentures & développantes.

d) Distance des arbres. — La denture 4 développantes a dans
ce cas encore la supériorité, car elle fonctionne toujours normalement
malgré une petite variation dans la distance des arbres.

e) Pour ces différentes raisons, les construcieurs donnent aujour--
d’hui une préférence marquée a la denture 4 développantes.
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NOTATION NOUVELLE DU PAS DES ENGRENAGES

31. Pas diamétral. — Les différents tracés en usage donnent a Ia
saillie des dents évaluée snivant le rayon qui passe par le milieu de
T'épaisseur une moyenne de proportions qui correspond au nombre
0,31p, p désignant le pas circonférentiel. 11 correspond approximati-

vement & la fraction £~ a laquelle noas donnons le nom de module ou
T

pus dicamétral et que nous désignons par la lettre m.

Théoriquement, la longueur de la téte d’une dent doit étre égale a la
longueur de son pied, en sorte qu’a chacune d'elles doit correspondre
le nombre m. Pratiquement, nous ajoutons a la longueur du pied

I'excédent —i% m pour obtenir un certain jeu, et comme il n'a aucune

influence sur la ligne d’action, nous pouvons n'en pas tenir compte dans
les calculs qui vont suivre.

Ceci posé, désignons par Z le nombre de dents d'une roue, par
D,, D, Do, les diametres des circonférences primilive, d’échanfrine—
ment et d’évidement des dents. Les considérations qui précedent et
les caleuls faits antérieurcment § 10, nous permettent d'écrire :

D,, —m(Z —2)
D,=mZ
Def: m(Z —+- 2)

Les tracés des roues d'assortiment se font comme par le passé; la
différence essenlielle qui existe entre les deux procédés réside dans la
détermination des circonférences d'échanfrinement et d'évidement des
roues. Dans le premier cas, on la fait dépendre des arcs d’approche
et de retraite; dans le second cas, ce sont au contraire ces ares qui
dépendent des circonférences elles-mémes.

Provrime. — Dans un tracé au pas diamétral et a profils épicy-
cloidaux, calculer les arcs d’approche et de retraite.
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Soient Oy (fig. 23) la roue menante dans le sens de la fleche £, O, la
roue menée, Zy et Z, leurs nombres de dents.

La circonférence d'échanfrinement des dents de la roue 0, dé-
termine sur la roulette G; un point P; et I'arc IP, correspond a I'arc
de retraite r que nous nous proposons d'évaluer.

A cet cffet, désignons par « l'angle P,G,1 et considérons le triangle
Py(C40s, il nous donne:

r, 2 72 r
m—= \/(LL;Z -+ Px> -+ 912 — 291 <’mozi+ Px) coS ¢ — 1"2[2 .

Or, comme I'angle o est assez pelit, il est au maximum de 30°, nous

pouvons remplacer cos o par les deux premiers termes de son dévelop-
pement en série. Nous oblenons alors :

m7Z. 2 . m. «? _mZi
T PR ()

ou, en effectuant les calculs:

Z
(b
m:m_za\/ij‘__(gm _mZs

2

Or: 4

mZ, 2r2 /1 2 mZ,
_ 12 (L 2 mbs,
m="3 \/ +mz2(pi mz) 2 .

Si nous développons le radical par la formule du binéme et si nous
nous bornons aux deux premiers termes de son développement, I'ex-
pression précédentie devient finalement :

- mZ, r? | 2\ mZ,
— 1 +—(—+ — .
m 2 [ + mZs, \ py mZy )J 2

Résolue par rapport & r? elle nous donne :

Par suite:

2m .
1 2

01 m’s

r2—

Par analogie, nous pouvons alors écrire:
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32. Arrrication, — Faisons une application du calcul précédent au
cas d'un engrenage & profils épicycloidaux mais & flanes rectilignes
pouar lequel Z, —20, Z,—60.

Les flancs des dents étant rectilignes, il en résulte que :

mZ, mZsy.

Ty RTTY

Les expressions générales de a? et r? deviennent alors :

 m*lZ,
— M,
272, + 7,

s m*LZ,

3

T 22,427,
Si nous remplacons Z, et Z; par leurs valeurs et m par 0,3p, nous
obtenons:
a=1,038p,
r=10,876p.

Leur somme ou de I'are de conduite vaut done* 1,914p. Comme elle est
supérieure & un pas, I'engrenage fonctionne dans de bonnes conditions.

33. Minimum de dents du plus petit pignon d’une série.
— Pour fixer les idées, nous admettrons que le plus petit pignon de la
série considérée a des flancs rectilignes. Dans ces conditions le rayon g
commun aux roulettes a pour expression :

mi,
4

0=
h

Les valeurs des arcs d’approche et de refraite pour les deux roues de
la série qui ont respectivement 7’y et Z'; dents sont alors :

@ m
—_—
2 1

mZ, ml',

—__m
— 9
..+‘l

mZ;, m’',

Comme le minimum de @’ a-lieu en méme temps que celui de Zi
c’est-a-dire pour Z'y, — Z,; et que celui de r' correspond a la relation
7', = 1Z,, I'arc de conduite est minimum quand le plus pelit pignon de
la série engréne avec lui-méme. Les valeurs de @’ et r’ sont alors :
m?Z,

3

a/g ~— ’.!2

1
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¢t celle de P'arc de conduite :

A

2 L.
m\/3
Zm\/%’zp,

il y a engrénemenl pour toutes les roues de la série, et comme

Si donc:

m = 0,3p, I'inégalité précédente peut s'éerire:
7, > 8.33.

Le nombre minimum de dents du plus petit pignon de la série est
done neuf.

34. Influence de I’'obliquité de laligne d’engrénement dans
les engrenages 4 déve-
p. . loppantes (Extrait du mé-
o moire publié en 1903 dans la
Revue de mécanique par M.
Edmond Dubosc). - - Soient
0O, et 0, (fig. 52) les deux
circonférences primitives de
I'engrenage, 6 'inclinaison de
la ligue d’engrénement sur la
ligne des centres 0,0, D, le
diameétre de la circonférence
de base de la développante
profil des dents de la roue O,.
D.. celui de la circonférence
d’évidement.
Comme le triangle 10,A,
donne :

D, =D, sin o,

Fig. 52.

ou: D, =mZsin )
si I'inégalité:
Db > Dev
ou son équivalente :
) mZ sin 0 > m(Z

)
‘est satisfaite, la circonférence de base de la développante sera extérieure
a la circonférence d'évidement.
Résolue par rapport & Z, elle donne:
2
! —sin6

A
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et comme en général § vaut 75° et que par suite =159, ilen

1 —sing
résulte que dans une série d'assortiment la condition précédente est
satisfaite pour toute roue dont Ie nombre de dents est inférieur a 59.
Ceci posé, considérons dans une telle série I'engrénement d'une cré-
maillere avec un pignon dont le nombre de dents est inférieur & 59.

Fig. 53.

Le profil des dents du pignon s'arrétant & la circonférence de base de
la développante est nécessairement incomplet et d'apres le tracé en
usage nous devons le raccorder a la circonférence d’évidernent par un
trait rectiligne dirigé suivant le rayon qui passe par le point de nais-
sance de la développante. Ce prolongement empirique, tant qu'il n'entre
pas en contact, ne modifie en rien Ja maniere dont fonctionne I'en-
grenage ; mais, dés qu’il intervient dans la conduite, le rapport des
vitesses angulaires des deux arbres n’est-plus constant et il se produit
un phénoméne désigné par les Anglais sous le nom d’inferférence:
la dent de la crémaillere coupe celle du pignon.

Tout d'abord (fig. 33), si 'extrémité de la face de la crémaillére se
trouve en contact en A, avec le flane du pignon, les deux dents se quit-
tent en ce point et il n’y a pas interférence. La ligne d’échanfrinement
de la crémaillere passe alors par le point A, et coupe le rayon O,I en
un point P satisfaisant 4 la relation :

0,P = 0,A; sin 6,
ou: :
m(Z — 2) = mZ sin?g,

De laquelle nous déduisons :
7 2

cos? 9

Comme 6§ =75°,

22 5= 30. 11 en résulte que pour tous les pignons
cos
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«qui engrénent avec la ecrémaillere et qui ont moins de 30 dents il ya

phénoméne d'inlerférence.

85. Calcul de Yinterférence. — Considérons les deux roues au
moment ol les dents considérées sont en contact au point A, ; puis figu-
rons les positions qu’elles occupent (fig. 54) lorsque le pignon a tourné

402

r
1
\
]
i
'
i
\
I
’

Fig. 34.

d'un angle 8, interceptant sur sa circonférence primitive un arc égal
a a. Leurs profils viennent couper la ligne d’échanfrinement de la cré-
maillere aux points 8, et «, et tant que I'inégalité:

acy — By >0

est satisfaite, l'interférence se produit.
Or, le triangle O,za, donnant pour x«, I'expression :

Qo = "—1(%)12) cotg 9,

nous en déduisons :
£0 N 2
ey = —m(‘u{) cotg b+ a.

D’autre part, Tangle de rotation 6, qui intercepte sur la circonférence
primitive du pignonl'arc @ a pour expression :

2a

Oy =—1
! m22

¢t le triangle Oyaf, donne:

m(Z,—2 %a
dgg::f g "é — )cotg (e _mfl;>.

L'inégalité a vérifier peut donc s’écrire :

7 g -
L"_%‘E"')[co’[ge—~cotg<6—~ 20 >J+a>0.

mZ2
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Si, comme précédemment, nous donnons 4 § la valeur 75° et & Z,
des valeurs décroissantes inférieures & 30, nous constatons que l'iné-
galité est satisfaite pour des valeurs de ¢ de plus en plus grandes; il y
a donc aggravalion du phénomene d'inlerférence. Toutefois, comme en
pratique la dent de la erémaillere se termine par un arrondi dont nous

pouvons supposer le rayon égal & 2—”5 » nous pouvons descendre jusqu’au
pignon de 20 dents sans qu'il y ait interférence.

Dans le cas ou 6§ =67° 1/2, nous pouvons méme .descendre jusqu'an
pignon de neuf dents. '

36. Nombre de dents en contact. — Les circonférences d'échan-
frinement des dents des deux roues coupant la ligne d’action en des

points P, et P (fig. 52), les arcs d'approche a et de retraite  ont pour
expressions :

1P, 1Py
a—=— L] r———-
sin 8 sin

Or, si nous considérons le triangle 0,IP;, il nous donne:

TZE nl(22—+—2)

2 2 o 1P,
- - R DN
sin P, sin 6 sin (6 — Py)
ou bien encore :
. Z, .
sin Py — = sin 6.
P2+ 2

De cette équation, nous déduisons:

Az) - (V] T in§
ar n 53 SIn y
et pal SUIte .

7 2
p,=—="" 52_+ =2 .8in | § — aresin Z sin 6) .
2sin b /

Z,+2

Par analogie :

9
IPizyi_%Z;—te—“)sin [6 — arc sin < Zy sin 6)]

2 L,+2

L’expression de I'arc de conduite est done :

m 7 Oy ot . . 74 -
5 sin? U[(Zl -+ 2) sin [6 arc sin (Zi*‘ 5 sin 0)]

. . . Z |
+(Zs+ 2)sin | H — are sin 2 i
( 2 ) [ 1 <7‘2+28m0>] I
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Elle est évaluée en fonction du module m ; pout 'obtenir en fonction

du pas circonférentiel, il suffit d'y remplacer m par 1’,; elle devient
T

alors:

p 7 9sin 6 — ares Z, .
2wsin26[( 1+ 2)sin | 6 — are sin Zi+25m6

. . Ly .
+ (Zs+2)sin [0 — arc sin (_Z-g—ﬁ sin 6> ]]

Cette formule permet de calculer, pour une obliquité donnée et pour
des valeurs connues de Z, et Z,, le nombre de dents en contact. Elle
conduit aux résultats suivants: pour I'obliquité de 67°1/2, la trans-
mission de mouvement s’effectue dans de bonnes conditions jusqu'au

pignon de onze dents ; pour celle de 75°, nous ne pouvons aller que
jusqu’aux pignons de vingt dents.

Comme en pratique, on utilise fréquemment les pignons ayant un
pelit nombre de dents, il résulie de ce qui précede que nous pouvons
les obtenir, sans craindre l'interférence, en donnant & 1'angle 6 la valeur
de 67° 1/2.
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CHAPITRE IV

THEORIE DES ENGRENAGES CYLINDRIQUES INTERIEURS

3. ProRLEME GENERAL. — Trunsformer le mouvement de rotation
d’un arbre O, en un mouvemeni de rotation de méme sens aulour

d’un arbre Oy paralléle au premier par Uintermédiaire de denx corps

A, et Ayrespeclivement ca-
lés sur les deuxr arbres et
dont{ on délerminera la
nature en simposant que

(] .
le rapport = des vitesses
L}

angulaires soit constant
et que les vilesses relatives
de glissement des points
de contact de Pun des
corps par rapport a Uau-
tre sotent aussi pelites que
possible.

Un raisonnement iden-
tique a celui que nous
avons fait § 201, montre
que les deux corps A, et A,
sont deux cylindres inté-
rieurs de révolution, d’axes

Fig. 55.

O, et Oz, en contact suivant une génératrice projetée en I sur le plan
de la figure et dont les rayons 10, =R,, 10,=—=1N, sont liés aux vitesses
angulaires de rotation w, et w, par la relation :
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Comme c¢es roues intérieures doivent étre armées de dents, la déter-

mination de leurs profils repose sur les considérations développées
§ 12 puisque dans ce cas encore le mouvement relatif de l'une des

roues par rapport a I'autre est un roulement.

SOLUTION INDIRECTE. -— Sur les deux arbres O, et O,, calons deux
roues de rayons R, et R, et faisons-les engréncr extéricurement avec

Fig. 57.

une troisieme de rayon R
calée sur un arbre O pa-
rallele aux deux premiers.
Si la fleche f; désigne le
sens de rotation de I'ar-
bre O,, d'aprés la théorie
des engrenages cylindri-
ques extérieurs, ceux des
arbres O et O, correspon-
dent aux fleches f et f; et
leurs vitesses angulaires
m;, v, o sont lites aux
rayons par les relations :

op B
(0] Ri
o_ R,
[OF) R

qui, multipliées membre & membre, conduisent & la suivante:

Les deux roues O, et O, tournent donc bien dans le méme sens avec
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un rapport de vitesses angulaires constant et comme d'autre part les
vitesses relatives de glissement des points de contact des cylindres O, et
O, avec le cylindre O sont nulles, toutes les hypothéses de ['énoncé
sont satisfaites.

ReMarQue. — Tous les engrenages intérieurs présentent un méme
inconvénient: la grande roue a la forme d’une couronne completement
évidée et se trouve placée en porte-a-faux sur son arbre, ce qui la rend
tres sujette aux trépidations et compromet sa solidité. C'est pourquoi
le plus souvent, ou évile un pareil engrenage en lui substiluant trois
roues extérieures (fig. 37).

38. DENTURE EPICYCLOIDALE.

«) Recherche des profils. — Soient (fig. 58) O, et O, les centres
des circonférences primitives, G; et Cy deux roulettes de rayons py et o
tangentes au pointI et choisies de telle facon que gy soit plus petit que Ro.
Le point I de la roulette C; roulant sur chacune des circonférences pri-
mitives a gauche de la ligne des centres 0,0, décrit successivement
deux arcs 1B, et TA, d’épicycloides; considéré comme appartenant a la
roulette C, roulant a droite de la ligne des centres sur les mémes cir-
conférences, il décrit deux ares 1A;, IB, d'hypocycloides et les deux
courbes A;IB;, A,IB, sont les profils cherchés des dents des deux roues.

B) Circonférences d’échanfrinement et d’évidement des
dents. — La roue O; ¢fant supposée menante conduit dans le sens
de la fleche ﬂ Si done nous porfons en approche sur la roulette Gy, &
partir du point I, un arc égal a arc d’approche, nous déterminons le
premier point P, de la ligne d’action ; il appartient par suite au cercle
d'échanfrinement des dents de la roue menée O,. Si nous portons de
méme en retraite, sur la roulette C,, 4 partir du point I, un arc égal a
I'arc de retraite, nous obtenons le dernier point P, de la ligne d’action;
il appartient par suite au cercle d'échanfrinement des dents de la roue O;.

Les cercles d’évidement se déduisent des précédents par l'intermé—
diaire du jeu.

39. DENTURE EPIGYCLOIDALE A FLANCS REGTILIGNES.

]
«) Recherche des profils. — Les flanes des dents devant étre
rectilignes, les diamétres des roulettes C, et C; sont respectivement
€égaux aux rayons des circonférences primitives correspondantes..
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Commnie précédemment, en faisant rouler successivement chacune d'elles
sur ces circonférences, le point I engendre les profils AIB,, A.IB. des

[P C SO
4

Fig. 58.

dents de la roue et du pignon. La disposition du premier qui veut
que sa face IA, et son flanc 1B, soient d’'un méme coté de la circonfé-
rence primitive oblige le praticien, comme nous allons I'établir, a
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supprimer le flanc des denls de la roue et par suite la face des dents
du pignon.

Pour fixer les idées, supposons en effet que la roue O, soit menante;
elle conduit alors dans le sens de la fleche f; (fig. 59) et & un certain
moment, “en approche, le contact du flanc de I'une de ses dents avec la
face conjuguée se fait en un certain point P de la roulette C,.

Ceei posé, faisons tourner la roue O, de maniére que son flanc vienne
occuper la position I',P’ symétrique de la premiére par rapport a la
ligne des centres et recherchons la position correspondante de la face
des dents du pignon. Elle doit couper la circonférence primitive O, en
un point I, satisfaisant a la relation : ’

I} = 11j..
Mais comme : .
= Il,,
elle peut s'écrire :
m = ﬁ\l ’

et montre que le point cherché est symétrique'dn point I, par rapport a
la ligne des centres. Comme d'autre part :

I, =P
et: 1P =ﬁ)\’,
nous en concluons que: -

I —=1p
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80

et la courbe I',P’ occupe bien la disposition que nous lui avons donnée

Fig. 60.

sur la figure. Flanc et face considérés se coupent donc et comme il est

ble qu'un engrenage fonctionne dans de semblables conditions,

impossi
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nous somies conduits & les supprimer. La conduite de 'engrenage se
fait done seulement en retraite. .

Dans le cas oule centre 0, de la roue sc trouve & Uintérieur de la cir-
conférence primitive du pignon, le profil du pignon se trouve lui aussi
tout entier d’un méme cdté de la circonférence primitive correspondante
et si nous voulons éviter le phénomeéne d’are-boutement plus a craindre
en approche qu'en retraite, nous sommes conduits a faire les mémes
suppressions que précédemment.

B) Cercles d’échanfrinement et d’évidement des dents. —
Le contact des dents se faisant en retraite seulement, si nous portons
en refraite sur la roulette G, (fig. 60), a partir du point I, un are 1P; égal
4 I'arc de retraite, nous obtenons le dernier point P, de la ligne d'action.
Il appartient a la circonférence d'échanfrinement des dents de la roue O,
et nous permet d’obtenir, par I'intermédiaire du jeu, celle d’évidement
des dents du pignon. :

En nous limitant & ces deux circonférences, la dent du pignon se
termine par un angle vif et la pratique ne I'accepte pas. C'est pourquoi
nous l'arrondissons par 'addition d'un petit arc et nous I'échanfrinons
ensuite par une circonférence d'un rayon un peu plus grand que celui
0,1 de sa circonférence primitive.

Pour laisser passer sans coincage cet exces de matiére, nous devons
tout naturellement évider la roue.

40. DENTURE A DEVELOPPANTES DE CERCLE.

«) Recherche des profils. — Par le point de contact I des deux
circonférences primitives (fig. 61), menons une droite inclinée surlaligne
des centres d’un angle 8 voisin de 75°. Les circonférences 0,4, 0:A; qui
lui sont tangentes et qui ont pour cenlres respectifs les points O, et O,
sont les bases des développantes qui vont servir de profils aux dents:
Celle B,IC, du cercle O,A,, normale au point I & la droite IA,, corres-
pond & celui des dents de la roue O, ; celle B,IC; du cerele 0,A;, nor-
male au méme point & la méme droite, correspond a celui des dents de
la roue O,.

8) Cercles d’échanfrinement et d’évidement. — Pour fixer
les idées, supposons que la roue O, soit menante; elle conduit alors
dans le sens de la fleche f;.

A partir du point I, si nous portons sur la droite IA,, en approche et
en retraite des longueurs IP, et 1P, égales respectivement 2 a sin G et
rsin 0, a et r désignant les ares d'approche et de retraite, nous obfien-

BovrsricNon. — Cinématique applignée. 6
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drons les premier et dernier points P, et P, dela ligne d’action. Ils
appartiennent respectivement aux circonférences d’échanfrinement des

o-

of
/

dents des roues O, et O, ; celles d'évidement s’en déduisent comme dans
les cas précédents par l'intermédiaire du jeu.

y) Tracé d’une série. — Les résultats établis dans le tracé au
pas diamétral nous montrent qu'étant donnée une roue intérieure répon-
dant au pas diamétral m, pour obtenir le rayon O,I de la plus petite
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roue extérieure capable d’engrener avec elle, il suffit (fig. 62) d'élever au
point de rencontre P de la circonférence

. L7
d’échanfrinement des dents de la roue et de = =
laligne d'action, la perpendiculaire PO, & - \% N
cette droite jusqu'a sa rencontre en O, avec \ !
la ligne des centres. Un calcul analogue a \\1

- ; 0,
.celui que nous avons présenié § 10 nous I 2
permet ensuite de déterminer les nombres i(h
de dents des deux roues. En prenant, par )

Fig. 62.

exemple, pour abecisses les nombres de
dents de la roue intérieure et pour ordonnées ceux du plus petit pignon
correspondant, nous sommes conduits 4 la courbe indiquée surla figure 63.

1
T
| i
] i
t 1 '
' '
1 1 1 |
4 L 1 ' L L N 1 i L L 1
W S0 & 70 S0 90 0. N0 20 B0 KO I 180 [0 180 190 240

Fig. 63.

Elle permet de résoudre le méme probléeme pour les cas intermédiaires
a ceux que nous avons examinés.

41. ENGRENAGE A LANTERNE,

Le tracé identique & celui que nous avons exposé § 26, est représenté

[am?eme

|
Fig. 64.

par I'épure ci-contre. Un tel engrenage est peu employé ; dans les cas
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ion occupée

l'utilise, on loge les bras du rouet en dehors de la rég

ol on

Fig. 65.

par la lanterne et l'on soutient cette derniere d'un seul eité, comme

I'indique la figure 64.

42. DENTURE A FLANGS RECTILIGNES DIVERGENTS.

«) Recherche des profils. — Soient O, et O, les centres des cir-
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conférences primitives des deux roues, Ry et R, leurs rayons, I leur
point de contact.

i . . . R .
Du point O; comme centre, avec un rayon gy égal & environ —1, déeri-

vons une circonférence et tracons cclle de centre O, et de rayon g qui
lui est homothétique par rapport au point I. Les flanes des dents de la
roue O, sont tangents & la circonférence auxiliaire p; ; ceux de la roue
O, sont également tangents a la circonférence auxiliaire g,. Pour obte-
nir leurs faces, il nous suffit d’appliquer la construction de Poncelet. En
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)
supposant, par exemple, que le pignon O, soit menant dans le sens de
la fleche f; (fig. 66), nous prenons a gauche de la ligne des centres
des paints Ty, I, 17, ..... , sur sa circonférence primitive et leurs
homologues 'y, 1"y, 1", ..... , sur la circonférence primitive de la roue;
ils sont liés les uns aux aulres par les relations:

I, =1t,, =0, I =I",.

Puis, de ces derniers comme centres avec des rayons respectivement
égaux aux normales 1525, 1%a”y, ["5a" au flanc 1B, des dents du pignon,
nous décrivons des arcs de circonférence qui ont pour enveloppe la
face [A, des dents de la roue.

Si des points 1™, I, ..... , nous menions des normales au flanc des
dents de la roue, leurs pieds seraient tres voisins les uns des autres ;
le contact se ferait alors sur lui sur une tres petite étendue de surface
et une usure rapide se produirait. Sur 1'épure, nous n’avons pas admis
cette usure et nous avons en conséquence supprimé le flanc des dents
de la roue et la face de celles du pignon. Toutefois, pour éviter I'angle
vif présenté au point [ par la dent du pignon, nous I'avons échanfrinée
et nous avons ensuite évidé la roue comme dans le cas de I'engrenage
a flancs rectilignes convergents.

B) Circonférences d’échanfrinement et d’évidement. —
Sur la circonférence primitive du pignon, portons de I en « un are égal
a I'are d’approche ; puis par le point « faisons passer le flanc d'une dent
et par le point I menons-lui la normale IP,. Son pied P; coincide avec
le premier point de la ligne d’action et appartient par suite a la circon-
férence d’échanfrinement des dents de la roue; nous en déduisons celle
d’évidement des dents du pignon par I'intermédiaire du jeu.

43. TracE WILLIS PAR UN ARC DE CERCLE.

«) Recherche des profils. — Par le point de contact des circon-
férences primitives (fig. 67), menous une droite inclinée d’environ 75°
sur la ligne des centres 0,0;; puis des points O, et O, menons-lui des
normales. Leurs pieds A; et A, coincident avec les centres des arcs de
circonférence qui vont servir de profils aux dents. Ceux en particulier
qui sont en contact au point I ont pour rayons les longueurs des
segments 1A, et TA,. ‘

f) Tracé d’une dent du pignon connaissant son épais-
seur a,Bs.. La circonférence de cenltre O, et de rayon O,A, étant le
lieu des centres des profils des dents du pignon, les points de contact
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s et by des tangentes que nous pouvons lui mener par les points «; et B,
sont les centres des circonférences profils des deux cdtés de la dent.

Apres les avoir tracées, nous les échanfrinons par une premiere circon-
férence de rayon R, + 0,3p, et nous les évidons ensuite par une seconde
de rayon R; — 0,4p, p désignant le pas de I'engrenage.

44. Tract WILLIS PAR DEUX ARCS DE CERCLE.

«) Recherche des profils. — Par le point de contact I des cir-
conférences primitives (fig. 68), menons une normale & la droite I«
inclinée d'environ 75° sur la ligne des centres; puis projetons sur elle
en oy le centre O, du pignon et choisissons deux points G et G tels que :

IC=1C" <Io,.

Joignons-les ensui.te aux centres O, et O,; les points ey, o2, B1, Bo,
de renconire des droites obienues avee la droite I«;, sont les
centres des profils cherchés. Pour obtenir leurs rayons, admettons
avec Willis qu'un demi-pas avant et un demi-pas apres la ligne
des centres, les profils se frouvent en contact sur la droite la;. En’
portant alors en approche sur la circonférence primitive du pignon

un arc ID égal a J;l nous obtiendrons en B:D le rayon de la face de ses

dents; comme elle vient couper au point P la droite le,, le segment
8P correspond au rayon du flanc des dents de la roue. En portant de
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méme sur la circonférence primitive de la roue un are IE ¢gal & 121‘ nous

obtiendrons en «,E le rayon de la face de ses dents ; comme elle vient

couper la ligne lx; au point Q, le segment «,() correspond au rayon
du flane des dents du pignon.

Le tracé d’une dent connaissant son épaisseur s'effectue ensuite
comme nous 'avons indiqué § 29.
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CHAPITRE V

PIGNONS ET CREMAILLERES

45. Tracé d’une cycloide. — L'épicycloide se transformant en
cycloide dans le cas ol 1a base devient une droite, les tracés des cycloides

ordinaire (fig. 69), allongée (fig. 70) et raccourcie (fig. 71) se font
comme nous I'avons indigué § 23. .
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46. PromubMe GENErAL. — Transformer, par contact immédiat, un
mouvement de rofation de sens f et de vitesse angulaire w, en un mou-~
vement de translation quc lut est perpendiculaire et ne le rencontre
pas de telle sorte qu’il existe & chagque instant un rapport constant
entre leurs vilesses el que le frollement de glissement des corps en con-
tact sott le moindre possible.

Considérons, a cet effet, deux cylindres de friction O et O’ dont les

' rayons R et R’ sont liés par la relation :

wR =w'R’; ¢))

: puis imaginons que les points O et I restent
X fixes et que le point O’ s'éloigne & L'infini sur
la ligne des centres. La roue O’ devient alors
une crémaillere dont Ia ligne primitive XX/
(fig. 72) se réduil a une droite perpendiculaire i la ligne des centres et la
rotation O' se change en une translation perpendiculaire & la rotation O
et ne Ja rencontrant pas. Comme d’autre part, la relation (1) est toujours
verifite et qu'elle devient a la limite :

Y =uwh.

Fig. 72.

V désignant la vitesse de franslation de la crémaillere, le probleme
posé se résout par pignon et crémaillere.

Fig. 73.

4'7. DENTURE EPICYCLOIDALE.

z) Recherche des profils. — Soient (fig. 74) O; le centre du
pignon, XX’ la ligne primitive de la crémaillere, C, et C, deux roulettes
de rayons py et p, choisies de telle facon que ¢, soit plus petit que O4L.

Le point I de la roulette C;, roulant & droite de la ligne des centres
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sur les lignes primilives des deux roues, décrit d'une part un arc 1B,
d’hypocycloide quicorrespond au profil des flancs des dents du pignon
et d’autre part un arc 1A, de cycloide qui correspond a celui des faces
de la crémaillere. Le méme point, considéré comme appartenant a la
roulette C; roulant sur les mémes lignes mais a gauche de la ligne des
centres, décrit aussi un arc 1A, d'épicycloide qui correspond au profil

" des faces des dents du pignon et un arc IB, de cycloide qui correspond
a celui des flanes des dents de la crémaillére. Il en résulte que les
arcs A,IB, d’épicycloides et AsIB, de cycloides correspondent aux profils
cherchés.

Fig. 74.

B) Lignes d’échanfrinement et d’évidement des dents. —
Supposons que le pignon conduise ; il tourne alors dans le sens de la
fleche fi.

En portant alors en approche sur la roulette C;, en retraite sur la
roulette C,, des arcs IP, et IP, respectivement égaux aux ares d’ap-
proche et de retraite, nous obtenons en P, et P, les premier ¢t dernier
points de la ligne d’action. Ils appartiennent: le premier & la ligne
d’échanfrinement des dents de la erémaillere, le second a la circonfé-
rence d'échanfrinement des dents du pignon; celles d'évidement s’en
dédpisent par l'intermédiaire du jeu.

48. DENTURE EPICYCLOIDALE A FLANCS RECTILIGNES.

a) Recherche des profils. — Comme nous 'avons établi dans
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la théorie générale, dans une denture épicycloidale & flancs rectilignes,
les flanes des dents qui sont en contact au point I coincident avec les
droites qui joignent ce point aux centres des lignes primitives des
deux roues et les roulettes qui nous permettent d'engendrer leurs faces
sont: I'une une circonférence C, de diameétre égal au rayon du pignon,
I'autre une ligne dtoite confondue avec la ligne primitive XX’ de la cré-
maillere (fig. 73). Le point 1, considéré successivement comme appar-
tenant & chacune d'elles, décrit dans leurs roulements sur les lignes
primitives des deux roues un arc IA, de cycloide et un arc IA; de
développante de cercle et les arcs de courbes A,1B;, A,IB, correspondent
aux profils cherchés.

R
A
' Flareel nct‘[!y‘nm

Fig. 75.

B) Lignes d’échanfrinement et d’évidement des dents. —
Supposons que le pignon O; soit la roue menante; il tourne alors dans
le sens de la fleche f;.

En portant sur les roulettes les ares 1P, IP;, respectivement égaux
aux arcs donnés d'approche et de retraite, nous obtenons en P, et P,
les premier et dernier points de la ligne d’action ; le premier P, appar-
tient a la ligne d’échanfrinement des dents de la crémaillere, le second
P, & la circonférence d’échanfrinement des dents du pignon et les lignes
d’évidement s'en déduisent comme dans les exemples précédents.

49. DeNTURE A DEVELOPPANTES DE CERGLE.

2) Recherche des profils. — Par le point de contact I des deux
lignes primitives (fig. 76), menons une droite inclinée sur la ligne des
centres d'un angle 6 voisin de 75° et tracons ensuite la circonférence de

’
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centre O, et de rayon O,P, qui lui est tangente. Sa développante A4IB,,
normale au point I & la droite IPy correspond au profil des dents du
pignon et la droite A,IB, quilui est tangente en ce méme point corres-
pond 4 celui des dents de la crémaillere.

) Lignes d’échanfrinement et d’évidement. — Pour fixer les
idées, supposons que le pignon soit la roue menante; il tourne alors
dans le sens de la fleche f;.

A partir du point I, sur la droite IP,, portons en approche et en re-
traite des longueurs IP, el IP; respectivernent égales 4 @ sin 6 et r sin 8,
a et r désignant les arcs d'approche et de retraite; les points Py et Py
ainsl déterminés correspondent aux premier et dernier points de laligne
d’action. Ils appartiennent donc : le premier a la ligne d’échanfrinement
des dents de la crémaillere, le second a la circonférence d'échanfrine-
ment des dents du pignon. Les lignes d'évidement s’en déduisent
ensuite comme nous 'avons maintes fois indiqué.

50. DENTUKE A FUSEAUX.

«)Recherche des profils des dents. — Comme, dans les exemples
précédents, nous nous proposons de tracer les profils des dents de la
crémaillere et du fuseau qui sont en contact au point 1: celui de la cré-
maillere est par exemple circulaire et a pour centre le point C;
I'enveloppe des différentes positions qu'il occupe lorsque la ligne XX’
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roule sur la circonférence primitive du pignon fournit celui du pignon
et correspond a la développante IA, du cercle O, (fig. 77). Les dents du
pignon possedent donc des faces el la conduite de I'engrenage se fait en
retraite et non en approche.

B) Circonférence d’échanfrinement des dents du pignon.
— En portant sur la ligne primitive XX’ de la crémaillere une lon-
gueur IP, égale 4 T'arc de retraite, nous obtenons en P, le dernicr
point de laligne d’action et par suite la circonférence d’échanfrinement
O,P; des dents du pignon. Quant au profil du creux, nous le détermi-

nons par des considérations analogues a celles que nous avons indi-
quées § 26.

B541. DENTURE A FLANGS RECTILIGNES DIVERGENTS.

«) Recherche des profils. — Tous les flanes des dents dn pi-
gnon O, (fig. 78) sont tangents a une circonférence auxiliaire de centre O,

et d'un rayon gy égal a environ % Si, en particulier, nousle supposons

menant dans le sens de la fleche f;, les segments de droite IB; et IR,
correspondent & ceux de deux dents conjuguées en contact au point 1.

Pour obtenir la face de la erémaillere, nous prenons sur les lignes
primitives des deux roues des points I'y, 1", I", ..... , Uy, 1, 17,
tels que:

IIli - 11’2, IV{ — ﬁﬁg 5 IW, _ ﬁmg -
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Des premiers nous menons les normales I'yoy, 172", 10"y, ..... au
flane 1B, et des seconds, avec des rayons respectivement égaux aux lon-
gueurs de ces normales, nous décrivons des arcs de circonférence ; leur
enveloppe fournit la face 1A, cherchée.

Par des constructions identiques indiquées sur1'épure, nous obtenons

la face [A, des dents du pignon.

et -

Fig. 78.

8) Lignes d’échanfrinement et d’évidement. — Sur la cir-
conférence primitive du pignon, portons un arc I« égal a I'are d’approche
et par le point « faisohs passer le flanc de 'une de ses dents. Le pied P,
de la droite 1P, qui lui est normale coincidant avec le premier point
de la ligne d'action appartient a la ligne d'échanfrinement des dents
de la ciémaillere.

En portant de méme sur la ligne primitive de la crémaillére un are
18 égal & 'arc de retraite et opérant comme précédemment, nous déter-
minons le dernier point Py de la ligne d’action; il appartient & la
ligne d’échanfrinement des dents du pignon. T

52. Track WILLIS PAR UN ARC DE CERCLE.
«) Recherche des profils. — Les pieds des perpendiculaires (fig.
79) ahaissées des centres des lignes primitives des deux roues sarla

droite TA, inclinée d'environs 75° sur la droite 10, coincident avec les
centres des circonférences que nous substituons aux profils rigoureux.
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Celle B,C, relative aux dents du pignon a done pour centre le point A;
et pmfr rayon AI; l'autre se réduit & une droite B,C, perpendiculaire
en I ala droite IA;.

8) Lignes d’échanfrinement et d’évidement.
aux dents des hauteurs de téte et de pied respectivement égales & 0,3p
et 0,4p, nous obtiendrons les lignes d’échanfrinement et d’évidement
des dents.

En donnant

Sur I'épure, nous avons indiqué le tracé de la dent qui a pour épais-
seur By .

53. TrAack WILLIS PAR DEUX ARCS DE CIRCONFERENCE,

Parle point de contact I des circonférences primitives (fig. 88), menons
la perpendiculaire & la droite IA, inclivée d'environ 75° sur la ligne des
centres et portons sur elle deux longueurs égales 1C et IC/, mais
inférieures a la projection lo; du rayon du pignon; puis joignons les
points C et ¢/ aux centres des deux lignes primitives des deux roues et
prenons les points de rencontre A;, A,, B, B, des droites obtenues
avec la droite 1A, : ils correspondent aux centres des quatre arcs de
cercle qui vont servir de profils aux dents des deux roues. Pour obtenir
leurs rayons, nous remarquons que les points A, et A, d'une part, B,
¢t B, d'autre part, sont les cenlres de deux couples de profils conju-
gués que nous assujettissons, avec Willis, & se trouver en contact sur
la droite 1A, un demi-pas avant et un demi-pas apres la ligne des cen-
tres.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PIGNONS ET CREMAILLERES 97

Des considérations analogues & celles développées § 29 et déduites
des hypotheses précédentes nous conduisent aux résultats suivants : Les

.
[N

rayons de la face et du flanc du pignon sont Bya, et A8, ; ceux du flanc
et de la face de la crémaillere sont Box; et AofBs.

Comme précédemment 0,3p et 0,4p sont les hauteurs de téte et de
pied des dents,

BounguicyoN, — Cinématique appliquée. 7
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ENGRENAGES CONIQUES OU ROUES D’ANGLE

54. PROBLEME GENERAL. — Transmettre le mouvement de rotation de
sens f; et de vifesse angulaire w, d’un arbre Ox, a un arbre Ox, con-
courant avec lut de telle facon gu'il tourne dans le sens de la fléche
[ avec une vilesse angulaire vy, en calant sur les deux arbres deux
corps A; et A, en contact et dont on déterminera la nature en s’'mpo-

sant que le rapport 1 Jes vitesses angulaires soit constant et que les
W

vitesses relatives desipoints de conlact de Pun des corps par rapport
a Uaulre sotent les moindres possible.

Pour plan x,0x, des arbres, prenons celui de la feuille de papier et,
suivant les conventions faites § 175, représentons (fig. 82) les deux rota-
tions données par les veeteurs (OPy) et (OP).

Ceci posé, étudions le mouvement relatif du corps A, par rapport au
corps A;. Communiquons, a cet effet, a 'ensemble des deux corps un
mouvement de rotation qui annule celui du corps A,. Comme il lui corres-
pond un vecteur (OP’)) égal et directement opposé au vecteur (OPy), le
mouvement relatif cherché résuite de deux rotations concourantes et
équivaut par suite au mouvement de rotation défini par le veeteur
(OR) résultante des vecteurs (OP',) et (OP,).

Pour le définir en fonction des données du probleme, désignons, par
a l'angle aign des axes, par «, et @, les angles z,0R, x,0R el con-
sidérons le triangle OP,R ; il donne:

sin %y b

sing, o
Comme d'autre part:

oyt ag—2x

les angles «; et «, dépendent seulement des constantes « et 2! et par

suite sont indépendants du temps. i
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Le lieu de l'axe instantané OR autour duquel s’effeetue a chaque ins-

“

tant le mouvement relatif du corps A, par rapport au corps Ay se
compose donc: dans le corps Ay, d'un cone de

révolution d’axe Ox; et d'angle générateur «,; X
dans le corps A, d'un second cone de révolution
d’axe Ox; et d'angle génératenr o,.
i nous réduisons alors les deux corps A et
A, a ces deux cones, les points du corps A, en
~4 |

contact-avec le corps A; appartiennent a I'axe
instantané de rotation et ont & chaque instant
des vitesses relatives nulles; toutes les condi-
tions de 'énoncé sont alors satisfaites.

Cette transmission de mouvement par cones
de friction, admissible dans le cas ol la résis- Et
tanee a vaincre est tres faible, ne 1'est plus ce-
pendant quand elle devient considérable. Dans ce cas, par suile du frotte-

nent des deux cones, frottement nécessaire pour assurer la transmission
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de mouvement, il se produit une usure rapide qui altere leurs contours.
Pour remédier & cet inconvénient, on arme de dents leurs surfaces el
I'on obtient alors des engrenages connus sous le nom d’engrenage coni-
gues ou roues d’angle.

55. ProBLiME. — Connaissant les nombres ny et ny de tours faits par
les arbres Oz, Oxy dans le méme temps, consiruire la drotte qut, en
tournant successiwement autour de chacun d’eux, engendre les cones
de friction.

La relation :

Siay oy
déterminée précédemment, peut s'écrire :

sinay _ ny
sinay Ny
En désignant par [ une longueur arbitraire et multipliant le nume¢-

rateur et le dénominateur de la fraction 22 par [, elle devient :
ny

< sina, _ nol
- —
simay  nyl

et permet de conclure que la diagonale OR du parallélogramme dont
les eotés OP'y et OP, portés par les axes eux-mémes ont respectivement
pour longuneurs nl et n,l partage I'angle « en deux parties «; et «p ¢t
coincide par suite avec la droite cherchée.

56. Remanoue. — Aux deux cones extérieurs auxquels nous venons de
parvenir correspond un engrenage conique extéricur.

Dans le cas ou les deux rotations données w; et o, sont de méme
sens, les cones de friction correspondant sont intérieurs et 'engrenage
qui en résulte est dit intérieur.

En pratique, on n’admet pas I'engrenage conique intérieur par suite de
la difficulté que donnent et 'exécution de son modéle et son ajustage.
Cest pourquoi nous ne considérerons dans ce qui va suivre que des cones
de friction extérieurs I'un a 'autre.

57. Nature des dents et détermination de leurs profils. —

Pour obtenirla nature des dents d'un engrenage conique, nous ferons
la remarque suivante: le probleme résolu précédemment n'est qu'une

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ENGRENAGES CONIQUES QU ROUES ID’ANGLE 104

généralisation de celui étudié § 7 puisque deux droites paralleles peuvent
¢tre regardées comme deux droites concourantes & I'infini. Si donc nous
généralisons les résultats relatifs aux engrenages cylindriques, nous
obtiendrons ceux qui se rapportent aux engrenages coniques.

a) Les dents des roues d'un e.ngrenagc cylindrique étant des cylindres
dont les génératrices sont paralleles aux arbres de rotation, celles des
roues d’ll[l engrenage conique sonl des COIIEv;' ayanlpour sommel com-
mun le point de concours de ces axes.

b) Une roue cylindrique étant limitée & deux plans perpendiculaires
aux axes de rotation et distants I'un de I'autre de 1a longueur de 1a dent,
nne roue conique est limitée a denx sphéres ayant pour centre com-
mun le point de concours O de ces axes et la différence de leurs rayons
mesure la longueur des dents de Uengrenage.

Les cones de friction se trouvent ainsi réduils 4 des troncs de cénes
limités d’une part aux cercles C, et C; et d'autre part aux cercles C/y et
' (fig. 86). '

¢) Les dents coniques que nous cherchons sont complétement définies
par leurs directrices ou profils. Dans le cas des engrenages cylindriques,
ils étaient tracés sur un plan perpendiculaire aux axes ef étaient obtenus
par les méthodes des enveloppes ou des roulettes qui toutes deux repo-
saient sur la nature du mouvement relatif de 'un des cylindres de fric-
lion par rapport a 'autre.

Dans le cas actuel, la nature de ce mouvement n'ayant pas changé,
les méthodes préecédentes s’appliquent et les profils sphériques a déter-
miner appartiennent 4 une sphére de centre O qui coupe les deux cones
de friction suivant les cercles primitifs C, et C; de I'engrenage.

58. Denture épicycloidale. — Soient (fig. 83) O, et O, les cercles
d'intersection des coénes de friction avec une sphére de centre O et
de rayon OI, C; et C; deux de ses pelits cercles tangents aux précédents
au point I. Tout en les maintenant sur la sphere, faisons-les rouler sur
chacune des circonférences primitives, 'un a droite de la ligne des péles
0,0;, I'autre a gauche, et tracons les ares d'épicycloides et d’hypocy-
cloides sphériques engendrés par le point I dans chacun de ces mouve-
ments; ils correspondent aux profils des dents et sont limités a des cercles
d’échanfrinement et d’évidement qui ont mémes pdles que les cercles
primitifs et qui s’obtiennent en s’appuyant sur des considérations ana-
Togues & celles développées § 19.

Remaroue. — Dans le cas ou les circonférences des roulettes pas-
sent par les pdles O, et O, des circonférences primitives, les ares d’hy-
pocycloides qui servent de flancs aux dents deviennent des arcs de grands
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cercles et I'engrenage conique obtenu corresporid & I'engrenage cylin-
drique & courbes épicycloidales et a flancs rectilignes.

Fig. 83,

59. Denture & développantes. — Soient toujours (fig. 84) Ox,

et Ox, les axes de rotation, O, et Oy les circonférences primitives de -
Iengrenage. Par la génératrice O, commune aux deux cones de
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friction, faisons passer un 'plan incliné sur celui des axes d'un angle
de 75° environ et tracons les grands cercles O,A;, 0;A; qui sont nor-
maux au grand cercle A,1A, de section. Les petits cercles qui ont res-
pectiverment pour centres les points O, et O, et pour rayons les longueurs
04A,, 0,A, sont les bases des développantes de cercle qui vont servir de
profils aux dents; celles qui nous occupent passent par le point I et
admettent pour normale en ce point le grand cercle AjA,. Les dents
s'échanfrinent et s’évident ensuite comme dans I’exemple précédent.

60. Denture 4 flancs circulaires. — Pour effectucr le tracé
d'une denture 4 flancs circulaires, conservons les notations précédentes,

Fig.. 83,

et déerivons (fig. 85) du point O, comme centre un petit cercle dont le
rayon g, vaut environ le sixieme dua rayon O,I; puis, considérons celui
de centre O,qui lui est homothétique par rapport au point I, et désignons
par g» son rayon.

Pour flanes des dents des deux roues nous adoptohs des arcs de
grands cercles respectivement {angents aux cercles auxiliaires p, et ..
Sur 'épure, nous avons figuré ceux qui sont tangents au point I et nous
avons déterminé les faces des dents correspondantes en reprenant les
constructions exposées § 13, et en substituant aox lignes droites des
arcs de grands cercles jouissant des mémes propriétés.
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61. Denture de Tredgold. — Les épures relatives a la détermi-
nation des épicycloides et développantes sphériques étant toujours labo-
rieuses, dans la pratique, I'on préfere substituer au tracé rigoureux celui

de Tredgold quin'est qu'ap-
proximatif, Il repose sur la
remarque suivanie: la por-
tion de surface sphérique a
laquelle appartiennent les
profils des dents du cone
Oz, se compose d'une zone
qui a le cercle G, pour
cercle moyen et qui se con-

Fig. 86.

fond approximativement
avec la surface latérale du
céne qui lui est circonscrit
le long de ce cercle et qui

a par suite son sommet S, a l'intersection de I'axe Oz, el de la perpen-
diculaire élevée en 1 4 la génératrice commune aux cones de friction.
Par analogie, & la portion de surface sphérique qui avoisine le cercle C,,

Fig. 87.

nous substituons celle du edéne S; qui lui est
circonscrite le long de ce cercle. Ces deux
cones S, el S, sont dits conesde téte cxlérieurs;
ils sont respectivement complémentaires des
cénes de friction et sont fangents tous deux au
plan perpendiculaire a celui des axes et qui
contient leur génératrice commune S;S,.

Si nous supposons les profils tracés sur ces
cones et si nous les développons sur leur plan
tangent commun, nous obtenons des courbes
A4IB,, A:IB,; que nous pouvons regérder comme
deux profils conjugués d'un engrenage eylin-

drique dont les circonférences primitives S;1 el S.I correspondent &
celles qui limitent les secteurs de développements.

Des considérations analogues rclatives a4 la seconde sphere OI, nous
conduisent a la détermination de deux autres cones §'; et §', dits cénes
de téte intérieurs, complémentaires anssi des cones de friction et qui
ont avec eux en commun les cercles €'y et (.

62. Exécution de I’épure des dents. — Proposons-nous d'exé-
cuter I'épure d'un engrenage conique dans le cas ou l'on adopte des
profils a flancs rectilignes divergents et ou l'on connait ['angle o des
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axes, les nombres n, et n, de tours qu'ils font dans un méme temps,
le rayon R de la plus grande base de Ja roue calée sur I'arbre Ox,, son
nombre Z; de dents et la longueur I de chacune d'elles.

Fig. 88.

Prenons pour plan vertical de projection un plan parallele a celui des
axes et pour plan horizontal un plan perpendiculaire a I'axe Ox, par
exemple.

Portons sur o’x’, une longueur ¢’p’ égale & n,!{, ! désignant une lon-
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gueur absolument arbitraire, sur o'y’ une longueur o’q’ égale & nyl et
construisons le parallélogramme o'p’g’r’ ; sa diagonale o'’ détermine la
génératrice de eontour apparent vertical commune aux deux cdnes de
friction.

Sur I'épure nous n’effectuerons le tracé des denls que pour la roue
calée sur l'arbre Oz, ; il serait identique sur l'autre roue.

Sur la ligne de terre xy, a partir du point o, portons une lon-
gueur bi égale & R et rappelons i en i'; & partir du point ¢/, sur la pro-
jection verticale o't de la génératrice commune aux deux c¢dnes de fric-
tion, portons une longueur i';’, égale a I, puis rappelons ', en t,. Les
paralltles des poinis (¢.1"), (iy. ¢'.) sont les bases de la roue calée sur
I’arbre (o2, 0'z'y) et les points s'y, 8y, &'y, ¢’z sont les projections ver-
ticales des sommets des cones de téte extéricurs et intérieurs. les see-
teurs, développements des premiers, ont pour centres les points sy et s’y
et pour rayons s';¢', §'5t', et la courbe AB, obtenue en appliquant les
constructions exposées § 12, représente la transformée du profil des
dents de la roue Ox,. En la reportant sur les cones eux-mémes, nous
obtenons les projections du profil cherché.

Sur les cones de téte extérieurs et intérieurs, les circonférences
d’échanfrinement et d'évidément ont pour rayons oa, oa,, ob, ob;.

Pour obtenir les projections d'une dent, sur la circonférence o: divisée
en Z, parties égales, nous prenons 1'are «B qui correspond 4 son épais-
seur; puis nous déterminons les points v, 8, €, %, symétriques deux 4 deux
par rapport au rayon qui passe par le milieu de 'épaisseur et anxquels
correspondent des longueurs d'arces y3, #e respectivement égales a celles
deleurs transformées. Nous joignons ensuite les points 1,v,3, ¢, au centre o
et nous limitons les droites
obtenues aux circonférences
d'échanfrinement et d’évide -
ment du edne de téte inté-
rieur; nous obtenons ainsi
en 7ySev;vi3:¢ la projection
horizontale de la dent et en

7'y'3ey' 1y ¥1€'s sa projection
verticale.

| 63. Série de roues

X, coniques. — Il éxiste une

Fig. 80. infinité de couples de roues

_ (A - A, (Bi-By..... qui

permettent de transmetire le mouvement de rotation d’un arbre OX, & un
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arbre OX, de telle facon que le rapport ™ de leurs vitesses angulaires
0,

soit coustant. Toules ces roues forment ce gu'on appelle une série 4

laguelle correspond le nomhre ¢,

0,

64. ProsrLive. — Est-il possible de {rouver dans loutes les séries de
roues qui fonctionnent
sous un angle B deux
roues qui fonctionnent
sous un angle « avec
un rapport 2 de vi-

02
tesses angulaires ?

Supposons pourl'in-
stant qu'elles existent
etdésignons-les par R,
etR,; appelonsa; eta,
leurs angles généra-
teurs et désignons par
Z, et Z, leurs nombre
dc dents. Par hypo- A
these, la premiere en- Fig. 91.

greéne avec une roue

Ry, de dents Z'; et fonctionne sous un angle % ; la seconde engréne
de méme avee une roue R’y de Z’;, dents et fonctionne sous un angle §.
Nous pouvons donc poser les relations :

@y g =1,

sina oy 7y

_ —

Sinay ®y, £y

sin(8 —a) 2’y
sin oy 7,

Sin(B—ay) 25,
SIN oy Z,

Les deux premitres équations déterminent les angles a; et a,. Les
deux dernieres monfrent que les roues cherchées appartiennent aux

. . sin(f—u« sin (B — a
séries caractérisées par les nombres _£E ‘)7 ——f(_p 2) etle pro
sin ay SN a,

bleme posé revient a chercher si parmi ces deux séries il existe dew
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roues dont les nombres de dents Z, et Z, sont liés par la relation:

Z, __wy
Z, Wy

Si oui, le probléme posé est possible.

65. Areucation (*) . — Faisons une applicalion au cas oi:

[k

e=060°, B=90> et —=2.
wy
Alors :
oy -+ ag — 600,
sin ag == 2 sin a,.
Par suite :

ag=41°,  ay=19°.
D’autre part:

sin (B — =) __cosay

= cotg ay = 1,15,

Sin oy sin ay
sin (8 — o
——(_‘%"): cotg 19° = 2,9.
51N @y ‘

Parmi les roues de la série 1,15 figure le couple de 23 et 20 dents;
parmi celles de la série 2,9 figure celui de 46 et 16 dents. Il en
résulte que le probléme est possible & la condition de prendre :

Z,—=4b6, Z,=23.

(1) Génie civil.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE VII

ENGRENAGES HYPERBOLOIDES

66, ProsLive. — Transmelire le mouvement de rotation de sens f,
et de vitesse anqulaire w, d’un arbre r,y, a un arbre x:y. ne le rencon-
trant pas de telle facon qu’il tourne dans le sens de la fleche f; avec une
vilessewy, en calant sur les deux arbres du corps A, et A, en contactdont

, . o .
on déterminera la nature en supposant que le rapport — des vitesses
Led

angulaires demeure conslani el que les vitesses relatives de glissement
des pownts de contact de Uun des
corps par rapport a Uautre sont les
moindres possible.

a) Solation indirecte. — Par I'in-
termédiaire de deux roues d’angle R,
et R, de sommet A, d’angles géné-
rateurs o, et «, calées sur les arbres
Yy el AB nous transformons la
rotation de I'arbre x,3, en une rota-
tion de I'arbre AB; elle a pour sens

celui de la fleche f et une vitesse Fig. 91.

angulaire égale & w. De méme, par

lintermédiaire de deux autres roues d'angle S et R,, de sommet B,
d'angles générateurs B et B., calées sur les arbres AB et x,y, nous
transformens la rotation w en une rotation de l'arbre xz,y; elle a pour
sens celui de la fleche f; et une vjtesse angulaire égale & w,. Il est facile
d’établir que nous avons réalis¢ la transformation demandée. En effet,
entre les vitesses angulaires w,, w, et w, existent les relations :

@ Sina
W sinay
® __sinf,
o sinp
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Multipliées membre 2 membre, elles conduisent a la suivante :

w,_ sina-sing,
wy, sina -sin B

Comme son second membre est constant, il en est de méme du premier et la
premiere condition de 'énoncé se trouve satisfaite. Quant a la seconde,
elle 'est également d'apres la théorie des engrenages coniques.

b) Solution directe. — Soient (O,Py), (0sPy), les vecteurs qui défi-
nissent les deux rotations données, 0,0, la perpendiculaire commune
4 leurs axes et & leur plus courte distance.

Pour étudier le mouvement relatif du corps A; par rapport au
corps A, , communiquons aux deux
corps une rotation qui annule le
mouvement du premier; elle est
représentée par le vecteur (0,P,)
égal et contraire au vecteur (O,Py).
Au mouvement cherché, résultant
des deux rotations (O,P',) et (0,Ps)
qui ne se rencontrent pas, corres-
pond donc un mouvement héli-

Fig. 92. coidal que nous allons définir. Com-

muniguons, i cet effet, au corps A,

deux rotations (0,Q4), (0:Q2) éguales, de sens contraires, et de vitesse
angulaire w, ; son mouvement relatif ne change pas et résulte alors de
quatre rotations : deux (0;Ps), (0:0:), sont concourantes et équivalent a
la rotation unique (OR) a laquelle nous faisons correspondre une vitesse
angulaire Q; les deux autres (O,P'y), (0,Q,) formenl un couple de rota-
tion et qui équivalent par suite 4 une translation dont la vitesse V, re-
présentée par le vecteur (0,8) perpendiculaire au plan 0,0.Q,, a pour
Ces deux mouvements résultants, composés ensuite

expression ;3.
d’apres les principes exposés en einématique théorique § 193, conduisent
4 la position de l'axe instantané 1J du mouvement hélicoidal. Il est
parallele a la droite OR, partage l'angle « en deux parties a; et a,, et
détermine sur le segment 8 de perpendiculaire commune deux seg-
ments O, 1=2;, 0,1 =3&,. Au point de vue algébrigue il est déterminé
des que l'on connait, en fonction des données du probleme, I'un des
angles a; ou a, et I'un des segments 3, ou §;; pour la symétrie des calculs,
nous rechercherons i la fois les angles oy et o, el les segments 3, et §,.
a) Calcul de «; et «;. — Tout d’abord :

a1y+12=!1. (1)
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D'autre part, la considération du triangle O,P,R nous permet d’écrire :

?M — 2, ®)
S111 @y )y

Ces deux équations résolues, nous fournissent les valeurs des angles
a; et az: comme la premiére donne la demi-somme de ces angles, nous
allons rechercher leur demi-différence.

Une propriété des proportions nous permettant d’écrire 1'équation
précédente sous la forme :

sin ay -+ sin e w; - oy
i =1
SIn &g — SN ay )y — g

ou:
oy —+ Ao
tog =~ —=
g 2 _ wa oy
azi—czz_(ﬂz_wi
tg 5

-

Nous en déduisons :

q,—ag_wg——mit 1_

t = 3
& 2 Wy —— &y & 2 ( )
Ceci posé, pour obtenir les valeurs des angles «; et «; eux-mémes,
supposons cette derniere équation résolue et posons :

oy — 2z

5 a. (3"

Puis ajoutons et retranchons membre & membre I'équation précé-
dente et la suivante :

oy - ag o4
2 3’
nous obtenons alors :
\
4
Ay = — +a
2
: = = a
9 == T »
2

Mais comme nous ne connaissons pas @, mais seulement tg 2, nous
sommes tout naturellement conduits & évaluer tg a, et tg «y. Nous pou-
vons alors écrire :

tg % +tga
tga=1g (i)+a> - .
- 1—1tg % tga
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ou:
Qe X
1 tg 2
@ Wy — g o 1+ oy
tg 2 D2 Dy
& 2 w -y & 2 w;
tg ay — =
| TPy & ]
3 - 6y 2 1 _ @ tg? x
ppe 2
W,
Un calcul identique donne :
a
1+
tg o, — “2
_®
14 22 gg %
14+
[CP

Les angles «, et «; dépendent done uniquement du rapport 24 et sont

par suite indépendants du temps. 2

b) Calcul de &, et 8. — Les relations établies en cinématique
théorique § 180 nous permettent d’écrire :

)y

3, —
270

>< 8 €oS ay,
et comme le triangle O.P,R fournit la relation :

Wy Sin o, .

Q sin (ag + ag)

Nous en déduisons :
sin ay

= 2 >< 8 oS @y
sin (a; ~+ ay) ’
ou:

5 3 §iN @y COS x4 3tg ay
9 = LT T, - .
sin @; €os 2y + Sin @y cos &y 1g ey +1g a

Par analogie :

s dtgay
0y == - —_—
[ga, +fga2

Comme les angles e, et a, sont constants, il en est de méme des
segments 3, et 3,.

La droite 1J, qui fait constamment le méme angle «; avee 'axe x;x, et
qui de plus reste & la méme distance & de cette droite, déerit donc
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dans le corps A, un hyperboloide de révolution dont l'axe est oz, et
dont le rayon du cercle de gorge est mesuré par le segment 8;. Le lieu
de cette méme droite dans le corps A, se confond avee un second
hyperboloide de révolution dont I'axe est yiys et dont le rayon du
cercle de gorge est mesuré par le segment 8. Ces deux surfaces se
touchent d’ailleurs suivant la droite IJ qui leur est commune par suite
de la coincidence des points et plans centraux qui lul correspondent
dans chacune d'elles.

Si done nous réduisons les deux corps A, el A, & ces deux hyperbo-
loides, la premicre hypothése de 1'énoncé est satisfaite; la seconde
I'est aussi puisque tous les points du corps As en contact avec le corps
A, apparticnnent a 1'axe instantané du mouvement hélicoidal et ont
de ce fait, & I'instant considéré, des vitesses relatives aussi petites que
possible. 7

Lorsque la résistance & vaincre est peu considérable, les deux hyper
boloides de révolution que nous venons de définir suffisent pour assurer
la transmission de mouvement; mais, dés qu’'elle dépasse certaines
limites, pour des raisons analogues a celles indiquées précédemment,
on est obligé de les armer de dents.

67. Remarques. — a) Les deux hyperboloides auxquels nous
venons de parvenir étant extéricurs 'un a 'autre, on donne aux engre-
nages correspondants le nom d’engrenages hyperboloides extérieurs.

Dans le cas ot I'on cherche a transformer une rotation donnée en
une rotation de méme sens, en conservant les autres conditions du pro-
bléme, il suffit de caler sur les deux axes de rotation deux hyperboloides
intérieurs; armés de dents, ils conduisent & des engrenages hyperbo-
loides intéricurs.

b) Reportons-nous aux relations :

oy _Sinoy

w  SiDay

B,  tgo

B tga
trouvées précédemment. En les multipliant membre 4 membre, elles
nous conduisent & la suivante :

0,0 COS @y
—_— - =
®8;  COS &y
qui peut s’écrire :
w3 COS x4 = w30, COS a3.
Pour l'interpréter géométriquement, remarquons que I'expression

Boursuiexon. — Cinématique appliquée. 8
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8 cos «, représentela valeurde la projection du segment 8, sur un plan qui
contient le point I et qu’est perpendiculaire ala génératrice commune 1J ;
par analogie, I'expression 8, cos «, représente la projection du segment &8,
sur ce méme plan. La relation précédente
exprime done que le point de contact I des
deux ellipses obilenues en coupant les deux
hyperboloides de révolution par le plan pré-
cité, a la méme vitesse, quel que soit I'axe
autour duquel il effectue sa rotation. Nous
pouvons donc envisager leurs cercles oscu-
lateurs dans le voisinage du point I, comme
se rapportant aux circonférences primitives

. d'un engrenage eylindrique.
¢) Dans le cas ou la distance des axes est faible, les deux hyper-
boloides de friction sont limités a4 deux zones H, et IT, situées d'un méme
coté des cercles de gorge ; dans le cas contraire ces deux zones admet-
tent pour cercles moyens les cercles de gorge et peuvent élre con-
fondues sensiblement avec des surfaces cylindriques de révolution,
d’axes z1y, et xyy., de rayons 3, et 3,, et tangentes au point I senlement.

©68. TrACE D'UN ENGRENAGE HYPERBOLOIDE(').

Deux arbres X,Y,, XyYy, non situés dans un méme plan font enire
eax un angle de 40", leur plus courie distance est 0™ 100, le rapport

de leurs vilesses angulaires est égal a %; déterminer les hyperbho-

loides de friction qui permeltent de iransmettre le mouvement de l'un
i Uauatre; les réduire i des troncs d’hyperboloide dont Unn a un cercle
de base de diamétre connu et les armer respectivement de 15 et 30
dents, sachant gu’elles sont de méme mutiére, que leur largeur est
de 0,05 et que leurs flancs sont des surfaces planes dont le plan, &
Pinstant oi les dents sont en contact suivant la génératrice commune
1], est déterminé par cette génératrice et par la normale commune
enl aux deux hyperbaloides.

a) Recherche des hyperboloides de friction. — Prenons
pour plan vertical de projection celui qui est paraliele aux deux arbres
de rotation et qui contient 'axe instantané du mouvement hélicoidal.
Puis sur les projections verticales «',x'5, y'1y’s des arbres, portons des
longueurs 0’4, o'y'=20'f’ ¢t menons la diagonale 0'% du parallélo-
gramme 0’83y’ ; elle se confond avec 'axe instantané du mouvement

(1) Conrs de M. Guillemin, prafessé a Pécole d’arts et métiers de Chalons.
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‘hélicoidal. Flle partage en effct I'angle aign « en deux parties o, et a;,
qui satisfont aux relations :

oy~ otg = &,

Sina, o
sina, o
trouvées précédemment.

Nous n’en avons conservé que le segment a’a’y dont I'extrémité a’,
correspond au cercle ¢’y'y de diametre connu.

Les deux hyperboloides se réduisent alors & des troncs d’hyperbo-
loides: Le premier est limité en projection verticale aux cercles a't’,
ait'y; le second aux cercles a'j’, a/yf';.

Perpendiculairement au segment de droite e’a’;, nous menons un
second segment qui, limité aux axes, a pour longueur 0°,100. La gé-
nératrice a’a’y de raccordement le partage en deux segments &, et 3,
qui sont les rayons des cercles de gorge. lls vérifient en effet les rela-
tions :

8 + 8 = 0,100,

& tga

52 tg Ao

b)) Recherche des profils des dents. — Proposons-nous de
rechercher et de figurer les profils des deux dents des roues X et Y
qui se trouvent en conlact suivant I'axe instantané du mouvement héli-
coidal. Leurs flancs, d’aprés I'énoncé méme du probleme, sont des
plans qui contiennent cet axe lui-méme et qui sont normaux aux deux
hyperboloides; ils sont par suite déterminés par les droites projetées
verticalement co a’a’y et m’l'. Quant & leurs faces ce sont des inconnues
que nous allons rechercher.

@) Recherche de Pune des faces de la dent de la roue X. — La
roue X étant supposée menante dans le sens de la fleche fi, la roue Y
tourne en sens contraire c’est-a-dire dans le sens de la fleche f,.

Laface que nous cherchons (fig. 94) coincide avec 'enveloppe du flanc
de la roue Y dans son mouvement relatif par rapport a4 Fautre roug,
c’est-a-dire lorsqu’il tourne simultanément autour de l'axe X X, en
sens contraire de la fleche f; et autour del'axe Y,Y, dans le sens de la
fieche f, de telle facon que les nombres de tours ou fractions de tours
qu’il eflectue dans un méme temps autour de chacun d’eux soient liés
Ies uns aux autres par la relation

y

DO

ofl
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Si done ala premiere rotation correspond un angle de 9°, a la seconde
correspondra un angle de 18°.

Rove X

i
+

X

e’ /
/l N p //
I AR /4
i b \\(r g
'1 A
It N \
3 ) a7 “\
1 - N
1 N
]
_?/;] -
1
1
l
i
i
i
- P ¥

{Fig. 94,

L'envcloppe cherchée étant une développable, nous la définirons par
ses traces sur les plans qui limitent les deux troncs d’hyperboloides ;
nous pouvons les regarder comme les enveloppes des traces du flanc
des dents de la roue Y dans les différentes positions qu’il vient occuper
par suite de la mise en mouvement du mécanisme.
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Pour les déterminer nous prenons sur 'épure deux lignes de terre
Ty, xys, respectivement perpendiculaires aux axes de rotation et
répondant a deux systemes (H.V), (II,.V) de plans de projection. Dans
le premier, nous figurous les traces ad, an’, du plan dont nous venons
de parler en menant par le point (m.m) la droite de front (md, m’d")
et en recherchant sa trace horizontale d. Nous déterminons ensuite ses
droites d'intersection AT,, et A,U, avec les plans des paralleles qui
limitent la rone X ; elles sont tangentes anx points A et A, aux courbes
que nous cherchons.

Puis nous effectuons un changement de plan et nous déterminons en
a,P, et a0’ ses traces dans le systeme (H.V;); nous faisons ensuite
tourner d’'un angle de 18° autourde I'axe Y. 1l esl alors défini en R,B3,U’
dans le systeme (H..V) et en ofU’ dans le systeme (H.V). Les paral-
Ieles des points @', a'y le coupent suivant deux horizontales projetées
horizontalement, en be et b/ et qui, apres avoir tourné autour de
I'axe X, en sens inverse de la fleche f;, d'un angle de 9° viennent
occuper les positions eyfs, fau,. Ce sont deux nouvelles tangentes aux
courbes que nous cherchons; leurs points de contact sont ¢, et u,.

En répétant le méme raisonnement pour une rolation de 24° ef
de sens f autour de l'axe Y, suivie d’une rotation de 12° en sens
inverse de la fleche f; autour de I'axe X, nous obtenons deux nouvelles
tangentes ryly, syu, ct les eourbes afyfy, ayus; répondent a nos recher-
ches.

8) Détermination d’une face de la dent de la roue Y. — La face que
nous cherchons sur la roue Y (fig. 95) coincide avec 'enveloppe du flanc
de la dent de la roue X dans son mouvement relatif avant la génératrice
de raccordement. Comme apres ceite génératrice, il se compose de deux
rotations: I'une de sens f; autour de I'axe X, 'autre de sens contraire
a f, autour de 'axe Y, et qu'avant il est de sens opposé, il se compose
par suite de deux rotations: I'une autour de I'axe X de sens contraire
a la fleche f;, et répondant & un angle de 9° par exemple; 'autre
autour de l'axe Y de sens f; et répondant & un angle de 18°. Aprés
chaque couple de rotalions, analogue &, celui que nous venons de
définir, le flanc de la roue Y se irouve coupé par les paralleles des
points (a.a’), (a,.2'y) suivant des horizontales qui admettent pour enve-
loppe les directrices de la face que nous cherchons.

a) Avant les ratations, le flanc de la roue X se frouve représenté
en P,a()’; dans le systeme (1. V) et en Ry2,Q’y dans le systeme (H,.V).
Les paralleles dont nous venons de parler le coupent suivant les deux
horizontales at, et a0, ; elles sout tangentes aux directrices aux points
aceta.
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b) Aprés I'avoir fait tourner de 9° autour de I'axe X en sens inverse
de la fleche fi, il vient occuper, dans le systéme (H . V), la position

S

-

e
.

D St

D1

Fig. 93,

Py3Q’,, dans le systeme (11, . V) 1a position R.3,Q’s ; si nous lui commu-
niquons ensuite une rotation de 18° autour de I'axe Y dans le sens de
la Réche f;, les horizontales be, bye,, situées dans les plans horizontaux
des points (@ . a’), (a(.a',) deviennent ft,, f0: et sont tangentes & leurs

enveloppes aux points g, py.
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¢) Aprés I'avoir fait tourner de 12° autour de I'axe X en sens inverse
de la fleche f;, il vient occuper, dans le systeme (II.V) la position
P3vQ's, dans le systeme (H, . V), la position R,yv,Q’;; si nous lui com-
muniquons ensuite une rotation de 24° autour de I'axe Y dans le sens
de la fleche [, les horizontales cg, ¢,g., situées dans les plans hori-
zontaux des points (a.a’), (a,.dy), deviennent hly, hi6; et touchent
leurs enveloppes aux poinls . A,

Les courbes agh, aipid, correspondent donc aux directrices cherchées.

1) Recherche de la face de la roue X relative au second cété de la
dent. — Laface de la roue X que nousnous proposons d'obtenir (fig. 96)
nous permel de transmettre le mouvement de rotation de sens f7; de
I'arbre X a l'arbre Y de telle facon qu’il tourne dans le sens de la
fieche f'5. Nous pouvons done la regarder comme l’envelloppe du flanc
de la roue Y dans son mouvement relafif par rapport a la roue X,
c'est-a-dire lorsqu’il tourne tout d’abord dans le sens de la fleche f,
autour de I'arbre Y avec une vitesse angulaire w, et ensuite en sens
contraire de la fleehe /', autour de I'arbre X avec une vitesse angu-
laire w, liée & 1a précédente par la relation :

g 1
w2

a) Avant les rotations, il occupe dans le sysleme (H.V) la position
P,xzQ’, et détermine dans les plans horizontaux des points (a . a’), (a,. a'y)
deux horizontales at,, a:%, tangentes aux points a et a; aux courbes
gue nous cherchons.

b) Apres l'avoir fait tourner de 9° autour de I'axe Y dans le sens de
la fleche /75, il vient occuper la position RqB,Q's dans le systeme (H, . V)
et la position P;3Q'; dans le systeme (H.V); si nous lui communiguons
ensuile une rotation de 4°,5 aulour de l'axe X en sens inverse de la
fleche f'y, ses horizontales be, b;d situées dans les plans horizontaux
des points (a.a’), (a,.a’)) deviennent esls, dy3; ce sont deux nou-
velles tangentes aux directrices.

d) Apres I'avoir fait tourner de 18 antour de I'axe Y dans le sens de
la fleche [7s, il vient occuper la position Ryy:Q'; dans le systeme (H, . V)
et la position P37yQ’y dans le systeéme (H . V) ; si nous lui communiquons
ensuite une rotation de 9° autour de I'axe X en sens inverse dé la
fleche /'y, ses horizonlales f5, fig siluées dans les plans borizontaux
des points (a.a’), (ay.a'y) deviennent sifs; gif3; ce sont deux tan-
gentes nouvelles aux directrices représentées sur I'épure en afyfy el
a;fafs. -

8) Recherche de la face de la roue Y relative au second cité de la
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dent. — La face delaroue Y relative au second c6té de la dent (fig. 97)
coincide avec I'enveloppe du flanc dela dent de laroue X dans son mou-

o

1’/‘—

e

e R

Fig. 96.

vement relatif par rapport a la roue Y, avant la génératrice de raceorde-
ment. Comme apres cette génératrice, il résulte de deux rotations : I'une
de sens f7; autour de I'axe X, l'autre de sens coniraire a la fleche [/,

autour de I'arbre Y, et qu'avant il est de sens Opposé,

il se compose
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alors de deux rotations: F'une, de vitesse angulaire w,, de sens con-

fraire 4 la fleche £/, autour de I'axe X, I'autre, de vitesse angulaire w,,

IS S .

Fig. 97.

de sens f'y, autour de I'arbre Y et liées toujours I'une a I'autre par la

1 .
2
a} Avant les rotations le flanc des dents oecupe la position PaQ/y

Wy

(O]

relation :
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dans le systeme (IL. V) et la position R,2,Q'y dans le systeme (H,.V). 11
coupe les paralléles des peints (a . a’), (a, . @',) suivant deux horizon-

Fove X (30dents)

b ARt

Fig. 98.

tales at,, @48, qui sont tangentes aux points (a . o), (a, . ¢'y) aux direc-
trices que nous cherchons. ) ‘

6, Apres I'avoir fait tourner de 9° autour de l'axe X en sens con-
traire de la fleche f'y, il vient oceuper la position P,RQ’, dans le
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systeme (H.V) et la position R,8,Q%, dans le systeme (II;. V); si
nous lui communiquons ensuite une rotation de 18° autour de I'axe Y
dans le sens de la fleche f';, ses horizontales be, be,, situées dans les
plans horizontaux des points précités, deviennent di,, d,8, et sont tan-
gentes 4 ces mémes directrices.

¢) En opérant de méme pour deux rotations de 13°,5 et 27° autour
des arbres X et Y, nous obtenons en A¢; et A8; un nouveau couple
de tangentes aux directrices ; ces derniéres sont représentées sur I'épure
en abyty et a,B.0;. _

) Epuare d’ensemble. — Pour effectuerlépure d’ensemble (fig. 98) nous
partageons les circonférences ja et ju, en arcs relatifs aux pleins et aux
creux des trente dents dont nous devons armer Ia roue X el nous repré-
sentons, relativement & la dent qui interceple sur ces deux circonfé-
rences lesares ab, a;b,, en ac et a,e, d’une part les traces de 'une de
ses faces sur les plans des paralleles des points (2.a’), (a;.a'y)
(fig. 94), d’autre part en bd, b,d, les traces sur ces mémes plans de sa
seconde face (fig. 96).

Pour limiter les dents, nous remarquons ensuite qu'a un instant quel-
conque, un flanc et une face conjugués se trouvent en contact suivant une
génératrice quin’est autrequela caractéristique duplan du flanc a cet ins-

tant. Puis nous supposensque laconduitealieu % depas avantla généra-

tricede raccordementdesdeuxhyp'erbolo'fdeset% de pas aprés. Sur les

roues X et Y le pasrépond alorsa des anglesde 3230 —=1{20.et de ?g?

et & l'approche et a la retraite correspondent par suite des angles de

=24°

rotation respectivement égaux & 12><Z: 9° sur la premiere roue ef &

24 Xg — 18° sur la seconde roue. 1l en résulte que nous pouvous tracer

sur les flanc et face des dents de la roue X les caractéristiques ee,, cc,
correspondantes. En tournant autour de 'axe de celte roue elles engen-

- drent les hyperboloides de révolution qui constituent les tétes et racines
des dents et qui sont coupés par les paralleles des points (@ . a’), (a, . ay)
suivant les cercles je, jey, Je, je,.

69. Tracé approché. — Le tracé approché consiste 4 substituer
aux zones d’hyperboloides qui avoisinent le point I de la théorie géné-
rale les cones qui leur sont circonscrits le long des paralléles correspon-
dants et a effectuer les tracés comme s'il s’agissait de roues coniques.

Les deux cones normaux & l'hyperboloide figuré aux points (v. 1),
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(7 -J) ont leurs sommets en (s. s ) et (¢.¢'). Le développement du pre-

ot

s
S

Fig. 99.
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mier associé a celui qui
lui correspond sur l'autre
roue conduit au profil
afydne qui fournit en omy,
on, les rayons des cercles
d'échanfrinementetd’évi-
dement sur le cone de
téte exlérieur et en opy,
0g; les rayons des mémes
cercles sur le cone de téte
intérieur.

Pour effectuer le tracé
d'une dent, nous repro-
duisons, sur le coéne de
téte extérieur, en abedef
la courbe qui a pour
transformée le  profil
«By3ne, et comme les sur-
faces d’echanfrinement et
d'évidement des dents
d'une roue -cylindrique
ou cuniques sont des sur-
faces de révolution de
méme nature que la roue
considérée, pour limiter
les dents d'un engrenage
hyperboloide nous adop-
tous des hyperboloides de
révolution : celui d’échan-
frinement contient les pa-
rallelesdes points(m . m'),
(p.p) et a le cercle ow,
o'w' pour cercle de gorge;
celui d'évidement con-
tient les paralitles des
points (n.n"), (g, q") et
a le cercle (ou . o'u") pour
cercle de gorge. Les gé-
nératrices [/fy, aay, qui,

en projection horizontale, limitent la téte de la dent sont tangentes au
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cercle ow; celles, dd,, ec,, qui, au contraire, limitent sa racine, sont
tangentes au cercle ou.

RemarQue. — Pour obtenir les profils des dents nous aurions pu
couper les deux hyperboloides par le plan perpendiculaire & la généra-,
trice IJ de raccordement au point I, substituer aux sections obtenues
les deux circonférences yui leur sont osculatrices en ce point et effectuer
le iracé des dents dans le voisinage de ce point comme s'il s’agissait
de roues cylindriques.
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CHAPITRE VIII

ENGRENAGES HELICOIDAUX

70. Les engrenages & dents courbes, dont I'étude fera I'objet de ce

Fig. 100.

chapitre, étaient autrefois uniquement employés dans les appareils de
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précision ; ils se répandent aujourd’hui de plus en plus dans I'industrie
et se rencontrent surtout dans les mécanismes ou l'on veut atténuer
les frottements et ou la résistance & vaincre ne dépasse pas certaines
limites.

Comme nous 'avons exposé, § 11, dans ces engrenages, deux dents en
prise ont, & chaque instant, un seul point de contact. Comme il appar-
tient 4 I'axe instantané de rotation qui caractérise, & I'époque considé-
rée, le mouvement relatif de I'une des roues par rapport i l'autre, le
frottement de glissement est considérablement amoindri et ]a fransmis-
sion de mouvement s’effectue avec une grande douceur sans choes ni
trépidations.

Pour procéder comme dans le cas des engrenages de force, nous
diviserons en trois parties I'analyse qui va suivre.

a) La premiére comprendra les engrenages cylindriques hélicoidaux
qui permettent de relier deux arbres de rotation paralléles.

&) La deuxiéme, les engrenages coniques hélicoidanx qui permettent
de relier deux axes de rotation concourants.

¢) La troisieme enfin, les engrenages hyperboliques hélicoldaux qui
permettent de relier deux axes de rotation qui ne se rencontrent pas.

A. ENGRENAGES HELICOIDAUX CYLINDRIQUES.

71. Recherche des surfaces des dents des deux roues. —
Comme a chague instant, le contact des deux dents en prise se fait sur 'axe
instantané de rotation du mouvemient relatif de I'une des roues par
rapport & I'autre, le lieu des contacts se compose de deux courbes :
I'une C, arbitraire appartient au cylindre O,; I'autré C, appartient au
cylindre O, et coincide avec I'empreinte laissée sur le cylindre O, par
la précédente Quand le cylindre C; auquel elle appartient roule sur
I'autre.

Les surfaces de deux dents conjuguées contiennent donc respective-
ment ces deux courbes et sinous les assujettissons de plusa avoir méme
plan en tous leurs points homologues, nous achéverons de les défintr,

72. Engrenage de White. — o) Les courbes G, et C, sont deux
hélices circulaires. — Dans le cas de'engrenage de White, la courbe (Cy)
n'est autre qu’une bélice circulaire de pas P,. Son homologue C;, comme
nous allons 1'établir, se confond alors avee une seconde hélice circulaire

dont e pas P. est lié au précédent par la relation :
P,__ P,

R, R,
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A un instant quelconque, désignons en eftet parI(fig. 101)le point com-
mun a ces deux courbes et par ¢sa

projection sur les deux circonfé-
: rences primitives; puis faisons

i tourner la roue O, autourde I'axe

I
. — .
0,0’y d'un angle 104, = 0,. La
1 : roue O, se met aussitot en mou-

vement, tourne autour de P'axe
0,0’; d’un angle L/(I)E — 0, lié au
précédent par la relation :

11101 = R,0, )

|
|
|
i
|
i
[
I
}

°1L~’:?19r‘
Z
Fig. 101.
. et un cerlain point 1, de la gé-

nératrice 41, vient en coincidence avec son homologue I, sur la géné-

ratrice 1.
D’apres la théoric de 'hélice circulaire, I'expression de la différence
de cotes des points I et I, d’'une part, L et I, d’autre part peut s’écrire:

:‘?.TI{TX Ly
ou bien encore :
P
. ~
22n,
Finalement, la forme : P
g <

gn'elle prend, 4 la condition de poser:
P, . P,
— — -
R, R,
justifie la proposition énoncée.
B8) Construction des hélices Gy et Cy. — Désignons par «, et «y les
angles aigus des génératrices 14,1y, Llsavee les tangentes aux hélices eon-
sidérées aux points homologues I; et I;; nous pouvons alors écrire :

2zR 2nR,
tgaci:—pT'a tgas— P, )
et comme :
R Ry
P, P,
tg oy = tg Ay .
Par suite ; oy = Ay .
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Les deux hélices C; et C; admettent donc pour développée une méme
droife: elle passe par le point [, appartient an plan tangent commun
aux deux cylindres de friction suivant la génératrice il et fait avec
-cette dernicre un angle égal & «;.

v) Détermination de la surface des dents. — Les considérations
générales, exposées § 71, établissent nettement qu'il y a une infinité de
surfaces de dents qui répondent a la question. Nous nous contenterons
d’'en indiquer deux.

Fig. 102.

a) Coupons les deux cylindres de friction par un plan perpendiculaire
aux axes de rotation et considérons les sections droites obtenues comme
<ercles primitifs d'un engrenage ecylindrique; dessinons ensuile
{fig. 103), d’aprés l'un des tlracés connus, deux profils conjugués
A,IB,, AsIB, tangents au point I} puis modifions-les de facon quiils
soient en contact au point 1 seulement pendant la conduite et dépla-
-cons leur plan parallelement a Iui-méme, de telle sorte que le point I
décriverespectivement les hélices (C,) et (Cy). Il est facile d’6tablir que
les surfaces S, et S; que nous engendrons ainsi sont celles de deux
«dents conjuguées. '

En effet, au point I, le plan tangent & la premiére surface estdéter-
miné par les tangentes qu'on peul mener & I'hélice (C) et au profil
A,IB,; au méme point, le plan tangent a4 la seconde surface est déter-
miné par les tangentes & I'hélice Gy et au profil AuIB,, et comme ces
quatre tangentes coincident deux a deunx, il en est de méme des plans
tangents qu’elles définissent. Le point 1 étant d'ailleurs un point quel-
conque des hélices (C,) et (Cz), la propriété précédente est valable pour
tous les points de ces courbes.

Remarques. — «) La formule :

1 1
dg = (E+ﬁz> lds, .
€tablie § 22, qui donne 'expression de I'arc ¢lémentaire de glissement

BourcuisNon. — Cinématique appliquée. ’ 9
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relatif de deux dents en prise, conduit a nier, dans le cas qui nous
occupe, l'existence du frotlement de glissement puisque ¢ = 0. Il n’en
est cependant rien, car la génératrice commune des deux cylindres
de friction autour de laquelle se fait la rotation instantanée du mouve-
ment relatif de I'une des roues par rapport a4 I'autre n’est pas située

dans le plan tangent commun au point 1 aux surfaces des dents en
prise. Le vecteur qui correspond & ce mouvement peut donc se décom-
poser en deux autres: l'un situé dans ce plan et qui donne lieu & un frot-
tement de roulement; I'autre qui lui est normal et qui donne lieu & un
frottement de- glissement bien moindre, comme on le concoit facile-
ment, que celui qu'on obtiendrait avec des dents droites. Et voila
pourquoi le fonctionnement d'un engrenage hélicoidal se fait avec
une douceur qui n'est certes pas une des caractérisliques des engre-
nages de force.

B) Comme les hélices (Gy) et (Cz) (fig. 103) rencontrentles hases supé-
rieures des eylindres primitifs en des points I'; et I, le point de contact
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sur la dent considérée de Ia roue O, se déplace de I en I’y et corres-
pond a un arc 11, de rotation fourni par la relation :

= 2nR
lli == hl . ——1a
P,
h; désignant la hauteur de cette roue.
Pour que la transmission de mouvement soit assurée il faut évidem-
ment que le contact se produise sur la seconde dent au moins au mo-

ment ou il va cesser sur la premieére, ce qui exige que le pas p de I'en-
grenage satisfasse & l'inegalité

2zR
hy- LY
p<sh P,
de laquelle nous déduisons :
9
P < hi . LR’.
P

Le pas de I'hélice C; n'est donc pas tout & fait arbitraire comme nous
aurions pu le croire a priori.

b) Le plus souvent, les sections normales faites dans les surfaces des

G

Fig. 10k,

dents et qui les déterminent, s'obtiennent comme suit: on coupe les
cylindres de friction (fig. 104) par un plan perpendiculaire & la droite
qui engendre les hélices directrices des dents et 'on détermine les
ellipses de section; on les suppose en contact par une des extrémités
de leurs petits axes et on leur substitue dans le voisinage de ce point
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les arcs de circonférences qui leur sont osculatrices. On les envisage
ensuite cornme des arcs de circonférences primitives de roues eylindriques
et l'on effectue le tracé des profils (fig. 103) par I'un des procédés con-
nus. En les projetant enfin sur les
plans de base parallelement & Ia
tangente commune aux hélices
directrices on obtient les surfaces
des dents elles-mémes : & cause
de la faible hauteur des roues,

e nous pouvons en effef, sans erreur
// appréciable, substituer aux hé-
1/ : lices directrices (C,) et (Cp) leurs
i €y hj tangentes moyennes.
Crand e ab B preaiere ATgse 6gald b, ¢; a, i .
T Les consfructions dont nous
Fig. 108, venons de parler ont été exé-

cutées sur I'épure ci-contre et
elles sont suffisamment simples pour que nous laissions de c6té le détail
de leur exécution.

73. Engrenage 4 gradins de Hooke. — L'engrenage de White
dont nous venons de parler n’est qu'une généralisation d’'un engrenage
inventé par Hooke en 1666 en cherchant a réduire le frottement de
glissement relatif des dents d'un engrenage cylindrique. La formule
<¢tablie § 22 montre que I'on peut obtenir ce résultat en rapprochant
de Ia ligne des centres le confact de deux dents en prise ou, ce qui
revient au méme, en diminuant I'arc de conduite.

Pour satisfaire 4 cette condition, imaginons deux roues cylindriques
4 dents droites engrénant ensemble et répondant & un are de conduite

de valeur £, p désignantle pas de l'engrenage ; puis par des plans per-
n

pendiculaires aux arbres (fig. 106), faisons n sections dans chacune
d’elles et désignons par Ry, Ry, R"y, R",, ..... , R, Ry, R"y, .ol ,les 2n
nouvelles roues obtenues; enfin maintenons fixes les roues R,
R, et faisons tourner, dans le sens des rotations correspon-

<antes, les roues R*';, R*'; de la quantité 1,'; » lesroues R"*éi,R" %
) .

de Ja quantilé 2P et ainsi de suite jusgu’au dernier couple. S1 alors nous
n

-calons les roues ainsi disposées sur leurs arbhres respectifs, nous obte-
nons l'engrenage de Hooke.

Il fonctionne comme suit : La roue O, étant supposée menante dans
le sens de la fleche fi, & un certain moment la dent D, arrive en contact

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ENGRENAGES HELICOIDAUX 133

avec sa conjuguée et conduit pendant une fraction de tour correspon-

dant & I'are £; apres quoi le contact passe surla dent D', o il s’exerce
n

pendant une rotation égale & la précédente et ainsi de suite jusqu'a la

1T 11 __ 171 A 1 i
) - j 1
= JI; I11 - Tii 11L"" lli 1
IIl - 71 [} ll lzf Jl Ir ' 'li fs %
i T A S N |
T —— Y
S I T o )
| S N SN N W A NN B
| S NN N SR YA SOl N 114 S B
] ] I I f [ % 1 D, { Rr
A

Fig. 106.

dent D?. Comme aprés ce dernier contact chaque roue a tourné d’un

angle correspondant a un pas, le contact sur la roue O, passe sur la
séric de dents 3,, &'y, 8"y, ..... et ainsi de suite.

Hemarque. — 8i nous faisons croitre n iudéﬁnimeut,_ I'épaisseur des.
tranches devient infiniment petite et 'ensemble des dents Dy, D'y, D",y
D®™,, devient un filet de vis que nous pouvons engendrer par le dépla-
cement hélicoidal de 'aire A,B,CyD;...; nous retrouvons ainsi 'engre-
nage de White décrit précédemment.

74. Roues chevronnées. —a) Roues @ simples chevrons. — Les.
raisonnements qui précedent ont établi Tobliquité sur les axes de
rotation du plan tangent commun & deux dents en prise et par suite
I'inclinaison sur chacun d’eux de la pression normale qui s'exerce en
leur point de contact. Considérée comme résultante de vecteur, cette
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derniére donne naissance a deux forces dont l'une, parallele aux
arbres, occasionne une forte pression contre les coussinets des paliers.

Pour remédier a cet inconvénient (fig. 103), on adjoint a la roue
O, une seconde roue 0'; qui lui est égale et qui porte des dents symé-
triques des précédenles par rapport & leur base commune et I'on
opére de méme sur laroue Oy. Sur chaque couple de dents en prise du
nouvel engrenage qu'on détermine ainsi se trouvent & chaque instant
deux points de contact : I'un appartient aux roues 0y, 0,; l'autre aux

Fig. 107.

roues O, Oy, et par suile de la symétrie dont nous venons de
parler, la composante parallele aux arbres de I'aclion des deux pre-
miecres est ¢gale et de sens contraire & la méme composante relative
4 l'aclion des deux autres. De ce fait la pression paralléle aux arbres
disparait en méme temps que I'inconvénicnt signalé précédemment.
b) Rones @ doubles chevrons. — 11 existe anjourd’hui des roues a
doubles et a multiples chevrons (fig. 108), taillées sur machines auto-
matiques et qui présentent l'avantage d'étre plus résistantes que les
précédentes puisqu’a chaque nouveau chevron correspondent deux nou-
veaux points de conlact. C'est pourquoi, depuis plusieurs années, elles
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ont trouvé un gros débouché dans l'industrie, principalement dahs
toutes les commandes par électro-moteurs.

Fig. 108.

75. Engrenage « Kosmos » 4 chevrons fraisés d’une seulé
pidce. — Ces roues (fig. 109) forment actuellement la partie la plus
importante et certainement la plus intéressante de la fabrication
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d'éngrenages cylindriques de la maison Piat qui a eu l'obligeance de
les porter a notre connaissance.

La gravure ci-contre montre la forme originale autant qu’avan-
tageuse de cette denture spéciale bien différente de celle employée
jusqu’a ce jour ou les roues étaient en deux parties assemblées par
boulons, assemblage qui présentait ure difficulté extréme pour obtenir
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un raccordement mathématique des ailes du chevron. Elle est taillée
hélicoidale sur 'une des moitiés de la largeur de la roue; sur l'autre,
hélicoidale également, elle est taillée suivant une inclinaison inverse
et avec cette particularité que les dents de I'une des moitiés sont inter-
calées exactement dans les creux de l'autre.

Par suite de cette disposition ces nouveaux engrenages possédent a
un haut degré les avantages suivants :

1° Le roulement est plus doux qu'avee l‘e chevron ordinaire, méme
taillé ;

2¢ Ils fonctionnent presque comme des frictions planes et peuvent
pratiquement rouler sans chocs ni trépidations aux plus gr}mdcs vitesses,
c'est-d-dire, atteindre sans danger 15 4 18 meétres par seconde.

B. ENGRENAGES CONIQUES HELICOIDAUX.

76. — Lorsqu’il s’agit de transmettre un mouvement de rotation d'un
arbre 8 un autre concourant avec lui, on arme de dents deux cer-
tains cones appelés cénes de friction et déterminés par les considéra-
tions exposées § H4. Comme ce genre de transmission n’est d'ailleurs
que la généralisalion du précédent, nous n'entrerons pas dans le détail
de sa théorie; nous nous contenterons tout simplement de généra-
liser les résultats auxquels nous somines parvenus.

%'7. Recherche des courbes lieux des contacts des dents. —
Soient (fig. 110) 0X,,
0X.,les axes de rotation
et Ol la génératrice com-*
mune des cones de fric-
tion calés sur chacun
d’eux. Sur le céne 0X,,
tracons une courbe arbi-
traire (C,) et marquons
sur le cone OX, l'em-
preinte (Co) qu’ellelaisse
lorsque le céne auguel

Fig. 140.

elle appartient roule sur
I'autre ; nous obtenous ainsi deux courbes que nous pouvons regarder
comme les lieux des points de contactd’un couple de dents en prise sur
chacun des cones de friction.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



138 TRANSMISSION PAR CONTACT IMMEDIAT

Si, en particulier, nous voulons celles qui correspondent aux hélices
de la théorie précédente, nous partageons la eirconférence de base du
cone OX, en p partics égales et nous désignons par I; I';, Iy, .....
les points de division obtenus; nous portons ensuite sur la circon-

férence de base du cone OX, des arcs 11; ITZ IT’;, ..... respectivement
€gaux aux arcs 11, i1y, 117, ..., et nous joignons les points de divi-

sion obtenus au point O. Aprés quoi, nous divisons la génératrice Ol
en k parties égales et nous déterminons sur le couple de génératrices
homologues OI™, OI™, des points M®, M® tels que :

OI:_h

I MM — WM™ —= A L.

En donnant ensuite & A les valeurs 1, 2, 3, ...., puis joignant par
des traits continus les points
My, M7, ..., d’une part, les points
My, M, ..., d’autre part, nous
obtenons les courbes cherchées.

Leurs transformées sont des
spurales d’ Archiméde. Dévelop-
pons, en effet, le cone OX, sur
le plan qui lui est tangent sui-
vant la génératrice OI et dési-
gnons, (fig. 111), par IM' M",...
la transformée de la courbe (Gy).
Elle est telle que :

Si done, nous prenons le point O comme péle et la droite OI%) pour
axe polaire, les coordonnées polaires des poiuts MED, MG, ..., ont
pour expressions: (I, 0), (21, 20), ... Elles satisfont donc aux relations :

qui justifient la propriété énoncée.
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%78. Surface des dents. —- Les surfaces des dents s’obtiennent en
généralisant les considérations exposées § 72.

79. Roues & simples, doubles, ... chevrons, — Comme dans le

Fig. 112.

cas des roues cylindriques, il cxiste des roues coniques a simples,
doubles et multiples chevrons. La figure ci-contre se rapporte a une
roue & simples chevrons et la suivante & une roue & doubles chevrons.
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IR RN T

80. Roue conique 4 gradins. La roue conique hélicoidale
est un cas particulier de la roue conique a gradins représentée

(fig. 114). Elle montre que le pas, variable d'un étage au suivant, vaen
diminuant au fur et 4 mesure qu'on se rapproche du sommet O.
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C. ENGRENAGES HYPERBOLIQUES HELICOIDAUX.

81.—Dansle cas ol les axes de rotation ne se rencontrent pas, les sur-
faces primitives qui permettent de transmettre le mouvement de rota-
tion de 'un a 'autre sont deux byperboloides de révolution engendrés
par la rotation autour de chacun d'eux d'une certaine droite 1J dont
nous avons déterminé la position § 66.

82. Courbes lieux des points de contact des dents. — Sur
I’hyperboloide H; calé sur P'arbre X,Y,, tracons une courbe quel-
conque (C,) et cherchons son empreinte (C,) sur I'hyperboloide Hy calé
sur Varbre X,Y,, lorsqure les rotations des deux arbres se produisent.
Les deux courbes que nous déterminons ainsi peuvent étre prises pour
directrices des surfaces d'un couple de dents en prise et comme lieux
de leurs points de contact sur chacune des surfaces primitives de 'en-
grenage.

Pratiquement, les zones d’hyperboloides que l'on conserve avoisinent
{es cercles de gorge el peuvent étre assimilées & des cylindres de révo-
iution tangents entre enx au point 1. Dans ces conditions, les deux
courbes (C,) et (C;) peuvent s'gbtenir par le déplacement communiqué
a une certaine droite IZ du plan tangent commun aux deux surfaces
précédentes Jorsqu'on 'enroule successivement sur chacune d'elles.

Les surfaces des dentss'obtiennent ensuite comme nous I'avons indi-
qué § 72,

83. Définitions. — Faisons une projection des deux cylindres sur
feur plan tfangent com-
mun en | et désignons
par y l'angle des axes
XYy, X,Y, de rotation,
par 17 la droite qui en-

gendre les hélices direc-
trices des denls et par 6,
et 0, les angles qu’elle fait
avee ces axes.

Si pour fixer les idées,
nous supposons tous ces
angles comptés dans un
méme sens, ils satisfont
alors a la relation :

By~ 8y -y == 180°,
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«) Pas sutwant Uaxe, pas dévié, — Sur le cylindre C, d'axe X,Y,,
tracons N filets de vis et’ supposons que I'hélice moyenne, appartenant
4 I'un deux, coupe une méme génératrice en deux points consécutifs a,

Fig. 146.

et i,. Le segment de génératrice 2,6, mesure alors le pas de Uengre-
nage smwant Uaxe et celui a,c; compris entre deux hélices moyennes
consécutives le pas dévré.

B) Pas circonférentrel. — On nomme pas circonférentiel Cy, 'arc
d,e, de section droite du eylindre X,Y; compris entre deux filets consé-
cutifs. En fonction du rayon R, de ce cylindre el du nombre N; de ses
filets, il a pour expression : )

_ 2=R,
= .
Ny
v) PPas normal. — Considérons une section faite dans le cylindre

X,Y; par un plan perpendiculaire au point ¢; a 1'hélice moyenne qui
passe par ce point; l'are cifi de cetie section obtenue, compris entre
deux filets consécutifs, porte le nom de pas normal; nous le désignerons
par la lettre n, dans tout cc qui va suivre et nous allons rechercher de
suite son expression en fonction de l'angle 6; et du pas circonféren-
tiel G;. ,

A cet effet, remarquons que la théorie méme de I'hélice nous permet
d’écrire :

2l 2wy Gy
P pNs  py

D’autre part, la considération du triangle rectangle ascif; donnant

la relation:
n, = p, sin by,

Iélimination de p entre celle équation et la précédente nous conduit
4 la relation cherchée. Elle peut s'écrire :

n, = Cy cos 6,
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84. Calculs des différents éléments d’un engrenage héli-
coidal. — Relativement au cylindre X,Y,, désignons par N, Pz, €2, N2,
les éléments que nous venouns de définir et proposons-nous de détermi-
ner les éléments qui permettent de construire un engrenage hélicoidal,

. » 4 . (O] .
dans le cas ot I'on connait 'angle y des axes, le rapport — des vitesses
W

angulaires des arbres et une relation entre G, et C,.

@) Calcul de R, et Ry. — Dans la théorie des engrenages hyperbo-
loides, nous avons calculé § 66, les rayons R, et R, des cylindres
primitifs ; ils correspondent aux rayons des cercles de gorge des hyper-
boloides de friction.

B) Calcul de C, et Cy. — Les vitesses du point de contact 1 des
cylindres primitifs, considéré comme appartenant & I'une ou & 'autre
de ces surfaces, ont pour expressions: w,R,, m,Ry. Leurs projections suy
le plan perpendiculaire en I 4 la droite IZ ont donc pour valeurs :
w;R; cos 6;, w,R; cos 6, et comme d’aprés notre construction, elles sont

égales, nous pouvons poser I'équation :

o, R, ¢0s 0, — w,R, cos 8. 1)
D’autre part:
ny = na,

et cette relation peut encore s’écrire :

C; cos O, =C; cos 6,. 2

Par suite, si nous divisons membre & membre les équations (1) et (2),
nous obtenons entre les inconnues C, et C, et les données, une pre-
miere équation:

(lHRi . w-;RQ . 3
oG ©)

Celle fournit par le projet en est une seconde; adjointe & la précé-
dente, elles permettent de calculer C, et G,.

y) Calcul de N, et N,, — Les équations:

2R, _ 2=2R,
o TG

’

N, =

fournissent les inconnues cherchées.
Elles peuvent s’écrire :

Adjointes a V'équation (3), elles conduisent a la relation suivante:

w;N; = 3Ny -
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Elle exprime que, dans un engrenage hélicoidal, les vilesses angu-
daires des arbres de rotation sonl inversement proportionnelles aux
nombres de filets de chacune des roues, relation analogue a celle
trouvée dans le cas des engrenages cylindriques.

3) Calcul de 0, et §,. — Pour évaluer les angles 6, et 6;, il nous
faut poser deux équaltions, savoir: :

61 + 02 ""'—“{ == 1800‘
C, cos 6, = C; cos 0;.
Comme nous pouvons regarder dans cette derniére C, et C, comme des

¢léments connus, pour les résoudre, nous transportons dans la seconde
<¢quation la valeur de 8, déduite de la premiere ; elle devient alors:
Cy cos 6, = C; cos {180° — (6, -+ 1)],
ou: .
Gy cos B = — Cy (cos y cos B; —siny sin 0,).

En faisant passer dans un méme membre tous les termes qui ren-
ferment cos 6,, clle peut s’écrire : -
C; sin y sin 6; = co0s 0,(C, - G, cos ),
et donne :
Gy C; cosy
tg by =1 208
Cysiny

Par un calcul analogue, nous obtenons :

tg 0y = M&S_Y
Cysiny
e) Calcul de n, et n,. — Nous avons trouvé § 83:
=C,cos6;, ny,=—=0C;cos0,.

Comme d’autre part, les résultats précédents nous permettent d’éerire :

Co sin y Cysiny
€086, = » COoShy=
V(Ci4-Cocosy)2 4+ Cisin® \/((,>+C,cosy)2—+—(l*sm ¥
Il en résulte que :
n, = C]C2 sin Y
$ T e i S ,
V/(Ci~ C, cos v)? + CisinZy
CiCysiny
ng= — L
\/(Ci —+ Gyeos v+ C2 sm2

?) Calcul de p, et p,. — Enremplacant cotg 0, et cotg 8, par leurs
valeurs dans les expressions suivantes :

pi=~C,colgt,, p,=0Ccolgh,,
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il vient:
_ CCosiny ,
P Cy+Cacosy
p2 — C1Cg SiILT_ .

G+ Cycosy
Dans le cas particulier ou y = 90°,
pi=0C et p=0Gy,

autrement dit: le pas dévié sur l'une des rones est éqal au pas circon-

férentiel sur Uaulre roue.

85. Remarque. — Les vecteurs (IA,), (IA,), égaux respectivement &
Ty, 0,7y, perpendiculaires aux
arbres et situés dans le plan
tangent commun aux cylindres
primitifs, représentent les vi-
tesses du point 1 considéré
comme appartenant a chacune
de ces surfaces. Si donc nous
désignons par IT la perpendi-
culaire en I a la droile 1Z, la
théorie des vecteurs nous per-
met d’écrire:

(1A) =(IP,) + (IR),
(1A) == (IP,) -+ (IR).

Les deux composantes de chacun des vecteurs (IA,) et (IA;) suivant la
direction IT sont en effet égales puisqu'elles correspondent aux vitesses
du point I dans le plan perpendiculaire en I & la droite 1Z.

A linstant considéré, la vitesse relative de glissement du point de
contact de deux dents, considéré comme appartenant au second eylindre,
a donc pour expression:

(P + (IPy).

Mais comme :
IP,—=1R tg 6y,

et que
1P, =1R tg 6,

elle peut s’écrire :
IR(tg 6, + tg 62),

et comme le frottement de glissement lui est proportionnel et donne

Boureuisnox. — Cinématique appliquée. 10
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liea & une forte usure, on restreint 'emploi des roues hélicoidales aux
cas ol la résistance & vaincre est peu considérable.
En supposant IR constant, la vitesse de glissement est minimum en

méme temps que
tg 6y + tg 6.
Or:
01+02+Y - 1800.

Les valeurs de 6, et 6,, répordant & ce minimum, satisfont donc aux

équations:
db, 4 db,

cos?8, cos?6,

dOl —+ d62 e 0,

qui condnisent a la suivante:

1 1
dyy{(——— —— ) =
! (cos‘2 6, cos? 62) 0

Elles vérifient par suite I'équation :
cos? B; = cos? 0y,

laquelle est satisfaite pour 9; = 6.

Dans un engrenage hé¢licoidal le glissement relatif de deux dents est
donc minimum lorsque la droite IZ coincide avec la bissectrice de
I'angle des axes. «1

‘Suivant les indications données dans I'un des bulletins de la société
des anciens éleves des écoles d’arls et métiers, nous avons exécuté
quelques épures dengrenages hélicotdaux; elles sont relatives aux cas
d’axes inclinés tantot de 309, tantot de 90°.
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Fig. 118,
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Fig. 124
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g@uw e Vs damo f{/n

" Fig. 123.
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86. ENGRENAGE D'UNE ROUE ET D'UNE CREMAILLERE.

Dans le cas particulier o1 Ry est infini, 'axe X,Y, se trouve rejeté a
T'infini et la rotation qui Iui correspond devient une translation parallele
a la tangente en I ala circonférence primitive du plan moyen de la roue.

L’engrenage correspondant permet alors de transformer une rotation
en une translation oblique, les axes de ces deux mouvements ne se ren-
contrant pas.

Pour I'exécution de 'épure, nous avons fait dans 1’engrenage une
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section par un plan perpendiculaire & la droite 1Z; puis nous avons
transporté en I,T, la section déterminée dans la crémaillere, et substi-
tué a l'ellipse obtenue dans la roue la circonférence qui lui est oscula-

trice au point 1.

8'7. ENGRENAGE DE DEUX CREMAILLERES.

Si nous faisons croitre. indéfiniment & i 3
S f t défi t ala fois les deux rayons R, et

Fig. 425.

R, les rotations deviennent des translations; les roues dégénerent
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alors en crémailleres et 'engrenage correspondant a pour objet de
transformer une translation en une autre non située dans le méme plan.

Sur 1'épure ci-contre, X,Y,;, X;Y, représentent les projections des
perpendiculaires aux translations sur un plan parallele a chacune d’elles
et les hélices moyennes sont corfondues avec leur tangente com-
mune I1Z. Comme dans les exercices précédents, nous avons coupé les
plans des deux crémailléres par un plan 1T perpendiculaire & 1Z el
nous avons regardé les droites de section obtenues comme les lignes
primitives de deux crémailleres pour lesquelles nous avons effectué I'un
des tracés indiqués précédemment. Nous avons ensuite regardé les dents
comme des surfaces prismatiques ayant pour directrices les profils que
nous venons d'obtenir et pour génératrices des paralleles a la droite 1Z.
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CHAPITRE IX

VIS ET ECROU. — ROUE ET VIS SANS FIN.

La transmission par vis et écrou repose sur le probleme général
suivant :

88. Probléme. — Transformer une rotation donnée, d’axe XY,
de vilesse angulaire w el de sens f, en une {ranslation paralléle de
vitesse V, par Pinlermédiaire de
deux corps A et B, le premier calé
sur 'arbre XY, le second guidé de
facon a ne pouvoir prendre que le

X

I

mouvement qu’on lurimpuse et reliés

enire eur de maniére que le rap-

port ,:;4 soit conslant.

Les principes exposés en ciné-
matique théorique § 198 et maintes
fois appliqués en cinémalique pra-
tique nous montrent, qu’'a 'instant

0 considérée, le mouvement relatif du

L, corps B par rapport au corps A

Fig. 126. résulte d'une translation définie

(fig. 126) parle vecteur (OR)=V et

-d’une rotation d’axe XY, de vitesse angulaire w et de sens inverse a
celui de la fleche f.

Ceci posé, prenons un point M de contact des deux corps, distant de
I'axe XY de lalongueur r; considérons-le comme appartenan tau corps B
et recherchons sa vitesse par rapport au ecorps A. D’apreés ce qui précede,
elle coincide avec la résultante d'un vecteur (MP) égal & wr, de sens
inverse & celui de la fleche f et perpendiculaire au plan MXY et d'un
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vecteur (MQ) équipollent a (OR). Elle se confond donc avec I'hypoté-
nuse du triangle rectangle MSP et fait par suite avec l'axe XY un
angle ¢ fourni par la relation :

tg,f:m),_ﬂ.

PV
11 est d'ailleurs constant puisque le rapport%l’est d’aprés nos

hypothéses et gue les deux mouvements de rotation et de translation
du point M ne changent pas sa distance & 1'axe.

Sur le corps A, la trajectoire du point M a done tous ses points a la
méme distance de I'axe XY et toutes ses tangenties qui font avec cet
axe un méme angle; elle coincide par suite avec une hélice circulaire.

Si donc nous assurons le guidage du corps B de facon & satisfaire a
cette condition, nous aurons résolu le probleme posé.

89. Cylindre 4 rainure conduisant une tige 4 bouton. — 8i
nous réduisons le corps A 4 un eylindre de révolution de rayon r, le
corps B guidé, comme l'indique la figure, a une tige ZT munie d'une
broche MP terminée par un bouton M qui s’engage dans une rainure
hélicoidale pratiquée sur le cylindre, il suffira de communiquer & ce der-
nier un mouvement de rotation autour de son axe pour que la tige ZT
prenne, d’apres le probleme précédent, un
mouvement de translation qui loi est pa-
rallele.

Sur la figure 127, nous avons supposé les
deux axes XY et ZT dans le plan de la
feuille de papier.

90. Probléme. — Sachant que Paxe
XY fait n lours par minute, délerminer
le pas de la rainure hélicoidale qu’il faut

tracer sur le cylindre précédenl pour

communiguer & la lige un monvemen! de
translation de vitesse V.

1.a broche MP étant constamment dans
le plan de la feuille de papier, il en est de

Fig. 127.

méme du bouton M. Si donc la rainure hélicoidale tourne autour de
I'axe XY dans le sens dela fleche £, ses points My, Ma, ..... viennent
successivement dans ce plan el y prenunenl des positions M'y, M, .....
Le bouton M, toujours en contact avec la rainure se déplace donc de
M en My, puis de My en M’y el ainsi de suite et la tige ZT recoit ainsi
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un mouvement de translation dans le sens de la fleche f'. Il est uni-
forme, comme nous allons I'établir, si celui de la rainure 'est éga-
lement.

En effet, si pendant le temps ¢, la rainure tourne d'un angle mom,
égal a 8, pendant le temps 2t elle tourne d'un angle mom, égal a 26 et
les déplacements correspondants MM';, MM’,, du bouton M, ont pour

expressions, d'apres la théorie de 1'hélice :

P Py
2)7;><6, g><_e.

Or, comme par hypothese, w désigne la vitesse angulaire de rotation
du cylindre, nous pouvons écrire :

f =—w > 1.
Par suite :
; P
MM = -w-t,
~TC
et
MM, = —w- 2t
LT
I /
Ces relations nous montrent que les rapports M;LH M‘)Mt L
ont une valeur constante —};(3- Les chemins parcourus par la tige sont

T
donc proportionnels aux temps employés a les parcourir et son mouve-

ment est uniforme. Sa vitesse V a pour expression :

Pw Pn.
‘T —_— - == ——
2% 60
elle nous conduit a celle :
po 80V

n

du pas de la rainure & tracer sur le cylindre.

Dans le cas ou I'axe de rotation tourne d'un mouvement varie, la tige
prend elle-méme un mouvement varié et le probleme précédent ne se
pose plus. La relation & laquelle nous venons de parvenir existe encore,
mais & un instant seulement.

91. Tracé mécanigue d’une hélice. — Les résultats auxquels
nous venons de parvenir nous conduisent tout naturellement au tracé
mécanique d’une hélice circulaire. 11 suffit, en effet, de communiquer au
cylindre a fileter et au- chariot porte-outil des mouvements uniformes
pour que le bouton M, assimilé & un outil tranchant, trace une vis sur
la surface du cylindre. C’est d'ailleurs sur ce principe que repose le tour
a fileter dont nous nous occuperons un peu plus loin.
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92. Remarque. — 5i nous tracons sur la surface latérale du cylindre,
comme |'indique Ja figure 128, deux rainures héli-
coidales de méme pas, l'une & droite, 'autre a Z !X
gauche et ayant mémes extrémités, I'outil apres
avoir effectué sa course directe, par exemple,
revient ensuite & sa posilion premieére et nous
avons 12 un mécanisme qui permet de transfor-
mer une rotation continue en une translation
rectiligne alternative.

TRANSMISSIOM PAR VIS ET PEIGNE.

93. On appelle peigne la section dun éerou
par un plan qui contient son axe.

A la tige précédente ZT, fixons un peigne P et T
animons-le d’'un mouvement hélicoidal autour
de l'axe XY d'un cylindre; il trace alors sur
sa surface une vis qui en tournant, par exemple, dans le sens de la
fieche [ communique a la tige un mouvement de translation de sens f':
les sections de l'un de ses

Fig. 128.

filets ¥, par le plan XYZT, -
.

vont en effet en s’élevant au

fur et & mesure que la rotation
se produit.

Mais comme, en pratique,
il est absclument impossible
de réaliser un peigne dénué
d’épaisseur; il est naturel de
rechercher la nature de la sur-
face qu'on doit donner i ses

’

X | VA
[
|
i
|
|

dents pour assurer la trans-
mission de mouvement.

a) Imposons-nous, par |
exemple, la condition, qu'a _ _
chaque instant, la surface d'un
filet F de la vis soit en con- Fig. 129.
tact par le méme point M
avec celle de la dent correspondante du peigne, autrement dit que ces
surfaces aient en ce point méme plan tangent. Celui relatif & la pre-
miére étant déterminé par la droite AB et par la tangente au point M a

l
!
{
|
i
r
i
.
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I'hélice que décrit ce point dans le mouvement hélicotdal du peigne,
il suffit d'imposer 4 la surface de la dent considérée de contenir cette
tangente pour que la condition précédente soit satisfaite, La surface
des dents du peigne est alors prismatique.

b) La dent du peigne a laquelle nous venons de parvenir étant tou-
jours en contact par le méme poinl M avec le filet de vis correspondant,
il en résulte une usure rapide a laquelle on peut remédier en faisant
varier & chaque instant la position du point de contact. Il suffit pour
cela de tracer sur le filet de vis une courbe quelconque, différente d'une
hélice circulaire de méme pas que la vis, et de la regarder comme le
lieu des points de contact des surfaces en prise. Par suite du mouve-
ment réel, & un moment déterminé, la rolation du cylindre ameéne
T'un quelconque de ses points M,, par exemple, dans une position M,
intersection de la droite AB avec I'hélice circulaire de méme pas que la
vis qui contient le point considéré, et la tangente M,T, a cette hélice
dans la position MT. Si alors nous admettons que cette derniere appar-
tient a la surface de la dent du peigne et si nous répétons un certain
nombre de fois cette construction, nous obtiendrons la surface cher-
chée; elle est réglée, mais ne jouit d’aucunc propriété géométrique
bien définie.

c) Enfin dans le cas particulier ou la surface de la dent du peigne est
réciproque de celle de la vis, il y a, & chaque instant, une infinité de
points de contact entre les deux surfaces.

TRANSMISSION PAR VIS ET ECROD'.

94. Si nous géndralisons le dernier cas étudie el si nous supposons
que le peigne embrasse
la vis, nous obtenouns
deux nouveaux organes

-— detransmission de mou-
vement connus sous les

noms de wvis ¢t écrou.

Fig. 130. Le mouvementrelalif de

I'un parrapportal'autre

étant un mouvement hélicoidal dont I'axe coincide avec celui de la vis,

ils permettent de réaliser les différentes transformations de mouvement
qui suivent :

a; L’écrou est fixe. — Le mouvement hélicoidal de la vis par rap-

port & I'écrou étant son mouvement réel, il sulfit de faire tourner la vis

1. Dictionnaire de Mathémaliques nppliquées de Sonnet.
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dans I'écrou pour Jui communiquer un mouvement de translation paral-
léle & son axe. On peut facilement observer ce résultat dans les presses-
& copier, les vis calantes, elc.

b) L’écrou ne peut pas tourner. — La vis est assujettie dans
des collets de facon a ne pouvoir prendre qu'un mouvement de rotation
autour de son axe et son écrou, guidé lui aussi parallelement a cet axe,
ne peut prendre qu'un mouvement de translation. La rotation de la vis
communique alors a I'écrou, toujours d’apres le méme principe, un mou-
vement de translation. On observe ce résultat dans les tours A fileter.

¢) L’6crou ne peut que tourner. — L'écrou ne pouvant prendre
qu'un mouvement de rota-
tion autour de son axe com-
munique a la vis un dépla-

cement longitudinal. Cette

disposition serencontre dans
les vannes d'anciens mou-
lins. L'uned’elles V (fig. 131)
est fixée & I'extrémité d’une
vis en bois et recoit un mou-

vement de translation par
suite de la rotation de son

écrou E qui est maintenu

constamment en confact
avec unc traverse AA et qui
est mis en mouvement par
I'intermédiaire de barres B, B horizontales.

On retrouve une disposition analogue dans les lorgnettes de spectacle-

Fig. 134,

ou les deux oculaires sont invariablement relié¢s & la vis.

d) La vis est fixe. — Si la vis est compléelement fixe, 1'écrou joue
le réle de boulon et il suffit de le mettre en mouvement de rotation
pour le rapprocher de la téte de Ia vis.

Dans l'industrie les vis que I'on rencontre le plus souvent sont: les .

vis de pression, les vis de rappel, les vis calantes, les vis d’Archimede,
les vis différentielles; nous allons faire
I'étude des premieres, nous réservant de W
0T 9 iR YA 1 :J
faire plus tard celle des vis différentielles. =

g
95. Vis de pression. — La vis de T

pression permet de serrer une piece mo- |
bile P confre une piece fixe P’ pour la rendre
solidaire de cette derniére. Elle est représentée en V sur la figure 132.

Fig. 132.

BoursuieNoN. — CGinématique appliquée. u
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96. Vis de rappel. — La vis de rappel, employée dans un grand
mombre d'appareils de précision, permet de communiquer un mouve-

Fig. 133.

ment trés lent 4 une picce qu'il reste & déplacer infiniment peu. Sur
la figure 133, elle est placée en V & I'extrémité d’une alidade A et s’en-
gage dans un écrou E fixe, non solidaire de I'alidade, mais qui peut
¢tre invariablement relié au limbe L par une vis de pression V'.

Pour déplacer infiniment peu l'alidade A, nous agissons sur la vis V/
"de maniére 3 réunir le limbe L et 'écrou E ; puis nous mettons la vis
V en mouvement de rotation.
Parsuite de la fixité de 1'écrou
E, elle se déplace alors paral-
lelement & son axe, entraine
avec elle I'alidade qu’elle tra-
verse, et amene cette derniere
dans la position que nous lui
avions assignée.

97. Vis calantes. — Les
vis calantes permettent en gé-
néral de donner & I'axe d'un
instrument une position ver-
ticale, en rendant horizontal

Fig. 134.

son support qui lui est perpendiculaire et qui est formé, comme in-
dique la figure 134, de trois branches dont les extrémités sont tra-
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wversées par des vis A,B,C. Mises en mouvement de rotation, elles per-
mettent d’élever ou d’abaisser les branches quileur correspondent et qui
jouent le role d’écrous. Si donc, nous agissons sur deux d’entre elles,
A et B par exemple, de facon que la bulle d’'un niveau d’eau, placé suc-
cessivement sur les branches OA et OB, se place enire ses repaires, nous
pourrons conclure que le support de l'instrument est horizontal et I'axe
de Tinstrument par suite vertical.

98. Vis d’Archiméde. — La vis d’Archimeéde destinée a 'éléva-
tion de I'eau ou au transport des matieres pulvérulentes est constituée
théoriquement par un tube hélicoidal
enroulé sur un cylindre derayon R dont
T'axeestlégérementinelinésurl’horizon.

Pour faire lathéorie de ce mécanisme,
désignons (fig. 135) par M;M,P I'axe du
tube hélicoidal et remarquons que sur
<haque spire d'hélice, il existe deux
points M, et N, pour lesquelles les tan-
gentes sont horizontales. Unpointmaté-
riel placé dans la premiere position s’y

trouve en équilibre instable, tandis que Fig. 135.
daunsla secondeil est en équilibre stable. ]

Ceci posé, imaginons qu'on mette le cylindre en mouvement et qu'on
Jui communique un mouvement de rotation infiniment petit autour de
son axe el dans le sens de la fleche /. Un point matériel placé en N, vient
alors occuper sur la spire une posifion N'; qui n'est plus celle du point
le plus bas; par suite de I'action de la pesanteur, il ne pent s’y main-
tenir, glisse le long du tube et vient occuper la position N'; ou il se
trouve en équilibre stable. D’apres la composition des mouvements, il
a en réalité parcouru le chemin N;N,, résultant des deux déplacements
N,N'; et N';N,. Si donc nous imaginons une molécule d'eau placée &
Uintérieur du tabe dans les mémes conditions que ce point matéricl, la
rotation du eylindre lui communiquant un déplacement longitudinal
parallele a son axe 'oblige & un certain moment a se déverser a la par-
tie supérieure.

L’eau contenue dans chaque spire, limitée aux points M, et M,, fait
donner & l'arc M;N,M, d'hélice le nom d’arc hydrophore. Pous le déter-
miner faisons une projection de la figure sur un plan vertical paralléle
a l'axe du cylindre et désignons par « et 8 les angles que fait cette droite
avee la surface libre du liquide & transvaser et avec les tangentes a I’hé-
lice. Puis, par le point (az.a") (fig. 136), menons une parallele ala tangente
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(d¢, d't’) a I'hélice ; déterminons ensuite son point de rencontre (s.s")
avec 'axe du tube et regardons-le comme le sommet du céne directeur
des tangentes a cette courbe. Le plan horizontal Iy, mené par son
sommet, le coupant suivant deux génératrices (sb, s'D"), (sc.s'c’), les
extrémités m, et n, des rayons om, et on, respectivement perpendicu-

Fig. 136.

laires & oc et & ob sont les projeclions horizontales des points (m,.m',}
et (n'y .n',) cherchés. La tangente au point (m, . m',) recoupe la spire
d’hélice sur laquelle se trouve ce point au point (m'y . m's) et I'arc pro-
jeté verticalement en m',n’ym/y correspond a l'are hydrophore.

99. Calcul de 1la longueur d’un arc hydrophore. — Pour
déterminer la longueur Ide arc hydrophore M;NM,, désignons par 8, et
—_—— ——
0, les angles aomn, et aum,. Nous pouvons alors écrice :

T —
moms, —0, — 6,

et par suite :
mym, = R(6,—6,).

La longueur ! étant I'hypoténuse d’un triangle rectangle dont un
angle aigu est égal a4 8 et dont le coté opposé a pour valeur R(0, — 6,),

a pour cxpression :
}—RC— ) )

sin 8

Si done les angles 6, el 6, étaient connus le probléme serait résolu.
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a) Caleul de 9,. — Pour déterminer l'angle §,, considérons le
triangle rectangle oec; il donne :

oe = R sin 6. ¢))

Iola17

D’autre part, la considération des$ triangles rectangles s'o’c’, s
conduisant aux équations:

oe = 0's' tg a,

R =10d's tg 8,
nous en déduisons :
oe — R tg g []
tg 3

et I'équation (2) peut s’écrire :
sin 8, = ig 2 cotg B.

Le produit tg « cotg B doit done étre inférieur & 1'unité ce qui exige
que Fangle « soit plus petit que I'angle §, autrement dit, que ['axe du
<ylindre soit moins incliné sur I'horizon que sur les tangentes a I'hé-
lice.

b) Calcul de 6,. :gjieut (m .m") un point quelconque de I'hélice
considérée, § I'angle aom qui lui correspond. Sa distance z au plan hori-
zontal qui contient le point (0, 0") peut étre regardée comme la projee-
tion sur Ja verticale du vecteur (OM), résultante du contour OmM. Par
suite :

Proj. (OM) = Proj. (Om) + Proj. (mM).

Pour projeter le vecteur (Om) sur la verticale du poinl O d’apres le
théoreme des trois perpendiculaires, nous le projetons en (of) sur le
plan de front oz qui contient I'axe du cylindre, puis nous projetons
ensuite le vecteur (of) en (ou) sur la verticale considérée. Nous avons

alors :
Proj. (Om) = R cos 6 cos a.

Pour trouver la valeur de la projection du vecteur (mM), nous re-
marquons qu'elle peut s’écrire ;

Proj. mM = Proj. mm' = (mm” 4+ m"m’) sin a.

Comme dautre part la longueur m'm’, différence d’ordonnées de
deux points d'une hélice, a pour expression :

m'm’ = RJ cotg 8.
Celle de la distance z cherchée est par suite :

z = R cos 0§ cos a ~ (mm" -+ R0 cotg B) sin «.
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Si & 'angle &, nous substituons dans cette relation les valeurs 6, et 6,
nous obhtenons les distances des points M, et M, au plan horizontal
précité ; comme elles sont égales la relation qui lie ces angles peut
s'écrire :

R cos 8, cos « ~+ (mm" + RO, cotg B) sin e = R cos 0, cos «
~ (mm” —+ R9; cotg B) sin «,
o cos 8y — cos 6; = (9; — 6,) cotg Big .
Mais, comme d’apres un calcul précédent
sin §; — cotg B - tg a,
elle devient finalement :
€08 8, — cos 0, = (0, — 6;) sin 6,

Cette ¢quation permel de calculer 6, en fonction de 'angle 6, déterminé

Fig. 137.

précédemment. Elle est transcendante et n'a entre ¢ et 2z que deux
racines: 'une 6, = 6, ; l'autre comprise entre = — 8§, et 2x, permet de
trouver la longueur de I'arc hydrophore. .

Pour que cet are conserve sa valeur, il est nécessaire que l'air puisse
pénétrer a I'intérieur du tube et que ses deux extrémités soient soumises
a la pression atmospbérique. Nous obtenons facilement ce résultat en
juxtaposant quelques tubes hélicoidaux et en supprimant les parties
communes & deux tubes conséeutifs. La vis qui en résulte présente
alors la disposition indiquée par la figure 137.

Dans le cas d'un tube en hélice, I'extirémité inférieure doit plonger
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successivement dans l'eau et dans lair: dans 'eau pour que ce liquide
s'introduise dans I'arc hydrophore; dans I'air pour que ce gaz fasse
séparation entre deux arcs hydrophores consécutifs.

ROUE ET vIS SANS FIN.

100. L'engrenage roue et vis sans fin permet de transformer avec un
rapport de vitesses angulaires con-
stant une rotation continue en une
autre rotation également continue et
perpendiculaire 4 la premiere. Clest
donc une généralisation du meéca-
nisme étudié précédemment car en
cinématique théorique nous avons
établi qu'une translation était un cas
particulier d'une rotation.

101. Recherche de la vis et
de la roue. — Pour réaliser la trans-
formation de mouvement demandée,
nous pourrions suivre la méthode gé-
nérale et avoirrecours a un engrenage
hélicoidal, comme nous l'avons fait
figure 122, mais rrous préférons suivre
le procédé plus particulier suivant:

Du pied O (fig. 139) de I'axe de la Fig. 138.
roue sur un plan qui lui est perpendi-
culaire et qui contient I'axe XY dela vis, nous abaissons la perpendicu-
laire OP sur cette derniére droite et nous prenons sur elle un point
arbitraire I par lequel nous faisons passer la parallele ZZ' a I'axe XY
ef la circonférence de cenlre 0. Puis, regardant ces deux lignes comme
lignes primitives d'un pignon et d’une crémaillere. nous effectuons la
recherche des profils des dents de ces deux organes par I'un des tracés
indigiés dans la théorie correspondante. Toutefois, si nous voulons
nous rapprocher des vis de l'industrie, nous faisons choix du tracé.,a
développantes qui donne aux deunts de la crémaill¢re des profils recti-

lignes et nous distinguons deux cas:

a) Vis & filets triangulaires.

Si Ie profil rectiligne tracé est incliné surT'axe ZZ’ de la crémaillére,
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en l'animant d'un mouvement hélicoidal de pas Np, p désignant le pas
-de I'engrenage relatif au pignon et & la crémaillere, nous engendrons
une vis a filets triangulaires, & droite, par exemple, comme 'indique la
figure 139.

Fig. 139.

Si nous la faisons tourner dans le sens de la fleche f avec une vitesse
angulaire w, les sections faites par le plan de la figure dans un méme
filet, celui, par exemple, qui est engendré par le colé AB, allant en
s'élevant, le profil AB pousse son conjugué CD dans le sens de la fleche
J' et oblige la roue O & se mettre en mouvement dans ce méme scns
avec une vitesse angulaire o' lice 4 la précédente par une relation que

nous allons établir.
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Supposons, a cet effet, qu'a 'époque ¢ la dent AB occupe la position
indiquée sur la figure et désignons par db l'angle dont tourne la vis
pendant le temps suivant df. Par définition méme, nous avons:

_ do.

]

Mais, comme pendant ce méme temps, d'apres la théorie relative aux

vis et écrous, la dent AB s’éleve de la quantité gﬁ db, la vitesse V de
7T

translation de la crémaillére a pour expression :

Np d5__Np
2n  dt 2

D’autre part, en désignant par R’ le rayon de la roue, la théorie des
pignons et crémaillere nous conduit a la suivante :

V=0uw'-R.

Les vilesses angulaires v et o’ sont donc liées par ['équation:

Np cow—w R,
2
qui peut s'écrire :
NP o—w ZP
27 T 2

en introduisant le nombre 7’ de dents du pignon, ou bicn encore

Elle est identique a celle trouvée dans le cas des engrenages cylin-
driques & la condition de substituer au nombre de dents du premier
argane, le nombre de ses filets.

Surfuce des dents de la roue. — Nous avons suppos¢ jusqu’alurs
que la roue était un disque dénué d'épaisseur; comme en pratique il
n'en est rien, il est nécessaire de donner & ses dents une eertaine surface
dont nous allons rechercher la nature.

Imposons, a cet effet, & la surface d'une dent en prise avec un filet
de vis, la condition de tangence; le liey de leurs points de contact coincide
alors avec la droite IE qui engendre les cercles développés et, & un
moment donné, la surface du filet de vis correspondant & AB et celle de la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



170 TRANSMISSION PAR CONTACT IMMEDIAT

dent qui lui est conjuguée sont en contact au point My, par exemple, et
admettent par conséquent méme plan tangent en ce point. Or, ce dernier
est déterminé par la position A;B; qu'occupe alors AB et par la tangente
M,T,, au point M,, & la courbe section du filet par le plan perpendicu-
laire a celui de la figure et qui contient la droite IE. Si done nous assu-
jettissons la surface de la dent CD a contenir cette derniére droite et si

[ S PSS B

Fig. 140.

nous répétons cette construction un certain nombre de fois en faisant
varier la position du point M, nous aurons satisfait a la condition de
contact des surfaces de la vis et de la roue dés qu’elles entrent en prise.
Celte derniere, qui n’est pas au nombre de celles éludiées en géométrie
descriptive, est réglée, admel pour directrice la développante CD et
toutes ses'géneratrices sont tangentes au cylindre de révolution de
rayon OE dont I'axe coincide avec celui de la roue.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



VIS ET ECROU. — ROUE ET VIS SANS FIN 171

La vis représentée sur la figure 440 correspond a un tracé épicycloidal ;
sa théorie est identique & la précédente.

b) Vis a filels carrés.

Si le profil des dents de la erémaillére est perpendiculaire  'axe ZZ’
de cette derniére (fig. 142), la vis engendrée,
comme nous l'avons fait précédemment, est
4 filets carrés.

Surface des dents de la roue. — Conser-
vons les mémes hypotheses et les mémes
notations que dans le cas précédent. La
droite M, T, devient alors une tangente & une
hélice qui a méme pas, méme axe que la vis
et qui est tracée sur un de ses filets. Comme
de plus sa projection sur le plan de la figure
coincide avec la droite ZZ’, il en résulte
gu’elle fait avec ce dernier un angle con-
stant tout en jouissant des propriétés préce-

dentes. Lasurfacedeladentdelarousestpar Fig. 441.
suite une surface hélicotde développable.
Réciprocité de Pengrenage. — La recherche dé la récipI‘OCité de

Fengrenage faisant appel & des connaissances de mécanique que les

Fig. 142.

éleves ne possedent pas encore, nous nous contenterons d'énoncer les
résultats suivants qui seront établis dans le cours de premiére division :

L’engrenage n'est pas réciproque quand l'inclinaison des filets de la
vis est inférieure a 45°. L'on utilise celle propriété dans l'élévation des
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fardeaux qui se maintiennent 4 la hauteur qu’ils ont atteinte dans le
cas oll ]a rotation de la vis vient a cesser.
Dans tous les autres cas I'engrenage est réciproque.

VIS TANGENTE.

102. Une seconde espéce de roue engrénant avec la vis est employée

Fig. 143.

dans le cas ol la résistance 4 vainere est considérable. Le contact de
I'une de ses dents et du filet de vis correspondant se fait alors en plu-
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sieurs points & la fois et non en un seul comme dans le cas précédent ;
de plus ses dents sont limitées & un cylindre concentrique au noyau de
la vis. .

La surface de la vis est engendrée comme précédemment; quant a
celle des dents de la roue, elle en est
réciproque pour que la conduite se fasse
avec un rapport constant de vitesses an-
gulaires.

Si done nous faisons une section dans
les deux organes par un plan perpendi-
culaire a I'axe de la roue, nous oblenons
dans un filet de vis une courbe conju-
guée de la section faite dans la dent
correspondante de la roue et cette der-
niere, qui est inconnue, peut se déter-
miner en appliquant le tracé de Pon-
celet. En répétant plusieurs fois cetle
construction nous obtenons un certain
nombre de courbes analogues a la pré-
cédente ; leur ensemble détermine la
surface de la dent considérée.

Malheureusement cette construction E= =
est un peu longue et en dessin l'on se Fig. 144.
contente d'une approximation. On con- '
sidere la dent de la roue comme engendrée par le profil CD, situé
dans le plan de la figure, auquel on imprime un mouvement héli-
coidal de maniere que le milien de son
épaisseur décrive une hélice de méme pas
que la vis ; pour éviter qu’elle soil irop
aigué on la limite ensuite & deux cones de
téte dont les directrices sont des circonfé-
rences qui, sur le plan de la figure, ont
pour rayon la plus courte distance des
axes.

VIS A FILETS CONVERGENTS.

103. La vis 4 fllets convergenis repré-
sentée par I'épure 146 est une Llroisicme

Fig 145.

espece de vis qui embrasse la roue. Son noyau n’est pas un cylindre de
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révolution, mais la surface engendrée par la eireconférence primitive
de la roue tournant autour de I'axe de la vis. Dans le plan moyen de
la roue les profils des dents sont identiques & ceux que l'on obtient
lorsqu’on effectue le tracé d’un engrenage intérieur pour lequel les
cercles primitifs sont en coincidence.

-4

I

I
—=
=

Fig. 146.

Les avantages d'une telle vis sont les suivants:

1° Répartition de I'cffort sur un plus grand nombre de dents;

2° Réduction de 1'usure ;

3° Résistance plus grande des dents;

4° Suppression du jeu et des chocs. .

Toutefois la réparation de la vis, lorsqu’elle s’impose, est longue et

cottteuse.
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CHAPITRE X

. TRAINS D’ENGRENAGES OU EQUIPAGES DE
ROUES DENTEES

104. Définition d’un train. — Quand on veut trafsmettre par
engrenage un mouvement de rotation d'un arbre & un autre, on ne
peut employer que des roues dont les nombres de dents sont compris
entre 8 et 180 et il est impossible d'opérer directement lorsque Ia
distance des arbres devient, ou trop faible, ou trop considérable. On
a recours alors 4 un certain nombre de roues auxiliaires dont 'ensemble

Ay - A,
L : Zy | ‘ % |
! A I z; ]
! I S——
!
dirgs

o

——

!
1 |
!
L

Fig. 147.

constitue un train de roues dentées. Elles sont calées deux par deux,
comme l'indique la figure, sur des arbres infermédiaires A,, Ag, .....
A,1; les arbres moteurs et & conduire A, et A, font toutefois exception
a la regle et sont 'un et I'aulre solidaires d'une seule roue.
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Dans touf ce qui va suivre, nous regarderons les vitesses angulaires
Wg, Oy g, eeues , o, des arbres Ag, A, Ag, ....., A, comme des nombres
algébriques, positifs dans le cas ou les rotations s'effectuent dans un
sens, négatifs dans le cas contraire ; nous distinguerons aussi les roues

I
|Ag Ay A s e
: * ! i ]
R % i !
o - | ]
[ ——-va BT A S 7S |
! , I : !
| ! | 1
f | y L : Z, | }
| 1 :
|
Fig. 18.

du train en roues menantes et mences et en général nous désignerons
par Z; et par z; les nombres de dents des roues menante et menée
calées sur l'arbre A;.

105. Raison 8’un train. — On appelle raison e d'un train, le

O] . . . . . .
rapport —£ qui existe entre les vitesses angulaires de I'arbre & conduire

wo
et de I'arhre moteur; elle est positive dans le cas ou ils tournent dans

le méme sens, négative dans le cas contraire.

106. Calcul de la raison d’un train en fonction des nombres
de dents des roues gui le constituent. — a) Le train n’a que
deux arbres. — Le train formé de deux roues cylindrigues extérieures
ayant été étudié § 7, nous pouvons écrire :

E:&:_ﬁ. ¢))
Wy z,,

Dans le cas contraire ou les roues sont intérieures :

b) Le train a p+ 1 arbreset les roues sont toutes extérieures. — Sa
raison peut s'écrire :

e= 2P = BIug gD, L g BTl g 2

[N Wy )y (A7) Wp_p [0 7Y

Chacun des rapports qui figurent dans le deuxieme membre de celle
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égalité représentant la raison d’un train de deux roues, d'apres ce qui
précéde nous pouvons poser :

[OF] Zg
- ?
(01 Zy
[P Z,
—_ —y
[OF V-£3
Wy 2> s
Wy_o Zp—1
Wy !P:‘ .
gy Z;

Si done, nous faisons le produit membre & membre de ces p égalités,
nous abtenons pour la raison du train I'expression suivante : '

LT . . .. Zy
2132%3.....2p

s:(—l)”

Elle exprime que la valeur absolue de la raison d’un équipage de
roues dentées est éguale au quotient du produit des nombres de dents
des roues menantes par le produit des nombres de dents des roues
menées. Celle raison elle-méme est positive quand le nombre d’arbres
de rotalion est impair et négative dans le cas conlraire.

Dans l'établissement de cette formule, nous avons supposé que tous
les arbres de rotation étaient paralleles; elle est encore vraie si quelques-
uns d’entre eux sont concourants, puisque la relation (1) existe aussi
bien dans le cas des roues d'angles que dans le cas des roues cylin-
driques.

c) Les roues du train sont les unes extérieures, les autres inté-
rieures. — La valeur absolue de la raison reste la méme; son signe
seul change et correspond & celui de (— 1)*, & désignant le nombre de
couples de roues extérieures.

107. Remargues. — a/ Dans l¢ train précédent, introduisons un
arbre intermédiaire A sur lequel nous calons une seuleroue R engrenant,
comme 'indique la figure 148, avec la roue menanle précédente el la roue
menée suivante. Cette condifion nous obligeant & la considérer a la fois
comme roue menante et comme roue menée, son nombre de dents
figure au numérateur et au dénominateur de l'expression de la raison
et ne modifie cn rien sa valeur absolue; son signe seul se trouve
changé.

Botretiexon. — CGinématique appliquée. 12
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b) Le numérateur et le dénominateur de la fraction exprimant la rai-
son d'un train comportent le méme nombre de facteurs; il correspond
au nombre d'arbres de rotation diminué d'une unité.

108. Recherche d’un train qui correspond 4 uneraisondon-
née. — a) Solution de Young. — La raison donnée est nécessairement
commensurable d’aprés ce qui précéde. Nous admettrons, avec Young,
que le nombre total des dents des roues du train que I'on cherche est
minimum, que les roues menantes d'une part, les roues menées d'autre
part ont toutes le méme nombre de dents. Z exprimant le premier, z le
second et e la raison, les inconnues du probleme sont alors 7, z et le
nombre p 41 d'arbres dont se compose le train.

Pour les obtenir, posons :

~N

— .
z

Nous pouvons alors éecrire 1'équation :
X’ =c¢

de laquelle nous déduisons la suivante en prenant les logarithmes népé-
riens des deux membres :

_Le

Comme il y a dans le train p roues menantes et p roues menées, le
nombre tolal de leurs dents a pour expression p (Z —+~z) ou bien encore,
puisque Z = zx :
1+

. Le .
z 13 L.’I;

et la valeur que nous devons donner & x pour le rendre minimum doit
vérifier I'équation :

Lt — 14-x
z-Le—— T __p.
Lz

obtenue en égalant 4 zéro la dérivée par rapport & x de la fonction pré-
cédente.

Or, ¢ élant différent de 'unité puisque ¢’est une fraction, x n’étant
ni nulle, ni infinie, nous sommes conduits finalement & satisfaire a
I'équation:
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Résolue par approximation, elle donne :

r=3.59.

-

Si a la place du nombre 3. 39, nous prenons 3 . 60, le vapport ,ﬁ, peut

s'éerire :
VA 36

z 10

1

il fournit pour Z et z les valeurs suivantes :
Z—=36, z—10.

! Pour obtenir le nombre d’arbres du train, il nous suffit de calculer
P, c'est-a-dire de remplacer dans 1'équation (1) Le et Lz par leurs
valeurs ; mais nous pouvons aussi nous donner p et rechercher les
valeurs correspondantes de e. Nous obtenons alors les résultats sui-
vants:

Pour p= 1, 2, 3, L 5, ...

1

¢ — 3.60, 12.96, 46.66, 167.98, 604.73, .....

¢t le probléme est résolu.

b) Solution de Huyghens. -~ Le procédé suivi par Huyghens.
conduit & une solution plus générale du prohleme précédent; il com-
porte deux cas:

«) Le numérateur et le dénominateur de la fraction donnée n'étant
pas premiers peuvent élre décomposts en facleurs premiers infeérieurs
a 180.

Apres avoir effectué la décomposition et trouvé un méme nombre de
facteurs au numérateur et au dénominatleur nous faisons correspondre
a chacun de ceux du numérateur un nombre de dents de roue menante,
et 4 chacun de ceux-du dénominateur un nombre de dents de roue
menée.

Dans le cas ou les facteurs ne sont pas en méme nombre au nume-
rateur et au dénominaleur par lintroduction de facteurs étrangers,
sans toutefois changer la valeur de la raison, nous pourrons revenir au
€as que nous venons d’examiner.

Cette maniere de procéder montre qu'il y a une infinité de solutions
a la question posée. En pratique, on choisit la moins coiteuse.

B) La décomposition en facteurs premiers conduit a des facteurs
supéricurs i 180 ou bien Uun des termes de la fraction ou les deux a
la fois sont premiers.

En appliquant la théorie des fractions coniinues, on recherche une
valeur approchée de la raison qui jouisse des propriétés précédentes el
I'on opere sur elle comme nous venons de I'exposer.
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109. Applications. — a) Réaliser un train qui a pour raison
5400 .
360

5400 et 360 étant décomposables en facteurs premiers, en opérant

cette décomposition, nous obtenons:

5400 20> 3><B2 (Bx<3)-(32.2).(22.3)
360 29> Px<h (2> -(2x<3)-(2-3)
15.18.20 30.36-20
6-6.40 12.12.10

Comme le train correspondant se compose de quatre arbres, il a une
raison négative. Nous sommes alors conduits pour la rendre positive, 4
introduire, comme I'indique la figure, une roue auxiliaire A;. Nous pou-
vons alors satisfaire au probléme posé aumoyen de quatre roues menantes

Fig. 149.

ayant respectivement 30, 36, 20 et x dents et de quatre roues menécs
de 12, 12, = et 10 dents.

- . . . 23
b) Réaliser un {rain qui a pour raison

407

823 ¢lant un nombre premier supérieur & 180, nous sommes conduits,

d'apres la théorie générale, & converlir la fraction donnée en fraction
continue. Nous obtenons alors :

823

w7 2] ‘

1
45 +-

ot
‘hﬂ

e~

4, -

b | =~

Cette fraclion a trois réduites ; les deux premieres sont:
4.9
45 48

"Quant a la troisieme, calculée d’aprés une régle connue, elle corres-

2, 2+

pond a la fraction :
815 k-2 366,
A5 ><4-+1 181
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dont le dénominateur est premier et de plus supérieur & 180. Nous ne
pouvons donc pas la substituer a la fraction donnée sans quoi nous
rencontrerions la méme difficulté qu’au début. Nous pouvons toutefois
essayer la réduite intercalaire suivante:

366 + 91 __ 457

A5 1817 226

mais son numérateur est encore premier.

La seconde réduile i—:) qui peut s'écrire :

M 13><T  13><14

s T — — - - ’

B 59 10><9

nous fournit une solution du probleme. Le train correspondant a trois
arhres, deux roues menantes ayant respectivement 13 et 14 dents et
deux roues menécs de 10 et 9
dents ; il correspond & une rai-
son qui differe de celle qu’on se
proposait d'obtenir d’une quan-

o . 1
tité infér a -
ité inférieure & 4.

110. Rouage lunaire. —
ltéaliser un train de facon que

Uarbre & conduire suive la révolution synodigue de la lune et que
Uarbre moteur mette douze heures pour fuire un tour.

La révolution synodique de la lune s’effectuant en 29 j. 5306, la rai-
son du train a réaliser a pour expression:

20,5306 147653
05 2500 ,

Cette fraction, décomposée en facleurs premiers, conduit an résultat

suivant :

147653 _ 11 - 31 - 433
2500  2.2.5k
Or, 433 etant premicr et supérieur a 180, le probleme posé est une
application du cas (&) exposé § 109 et nous devons convertir la frac-
tion donnée en fraction continue; nous obtenons alors :

AT65
- 9
DT R S—
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Les réduites de cette fraction continue sont :

59 945 _ 3><B T 1049 _ 1949
’ 16 24 33 3>
2804  23<313<37 48253 T3> 661
I 72 817 19 >< 43

La quatrieme réduite conduit & un train qui fournit par période une
avance de 1705.

En employant, suivant Willis, les réduites intercalaires :

2894 + 1949 _ 4843 29><167’

49 133 82 234l

2894 >< 6 41949 _ 19343 _ T 31 < 89

C A9>< 6+ 33 327 33100
AB253 < 2 4- 2894 99400 23> B2 T T

B17T><2+49 1683 3231417

on obtient avee la premiére un retard de 8760 et avec Jes deux autres
des avances de 0"6 et 1°03.

111. Rouage solaire. — Hiéaliser un trainde fucon que lo darée

de Uannée troptque corresponde @ la rotation de l'arbre a conduire
et le jour a celle de Uarbre moteur.

A l'année tropique, évaluée en jours, correspond le nombre décimal

périodique mixte 365,242222 ... ou bien encore la fraction ordinaire:

365242 — 36524 328718 1643597 13 . 47 . 269;

900 900 450 2.3

-5

elle fournit la raison du train & réaliser. Comme 269 est supérieur a
180, nous sommes conduits, pour résoudre le probleme posé, a conver-

tir Ia fraction irouvée en fraction continue. Nous obtenons alors la
décomposition :

164359
450

= 365 +1

b-+1
T+ 1

—
QD |
I\-
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a laquelle correspondent les réduites :

1464 _ 3> 487 10592 :25><331’ 12053 _ 17>< 709

363 -
Ty 2 29 7 29 33 3>< 11
A6T51 _ A6T51 5880k _ 22><61>< 241
128 21 161 T 23

La péduite intercalaire suivante employée par Willis :

58804 4- 46754 _ 105555 3 >< B > 3 > 227

1611128 289 172

conduit & un train qui produit un retard de 0”.7.

112. Tour & fileter. — Le tour a fileter, réduit 4 ses parties
essentielles et représenté par la figure 151, se compose d'un banc
rigide B et de deux poupées P et I'; la premiere est fixe tandis que la
seconde peut se déplacer paralltlement & 1'axe du tour de facon & venir
occuper des positions correspondantes & la longueur de la piece A a
fileter. Cetie derniére qui tourne avec une vitesse angulaire w recoit
son mouvement de I'arbre moteur par l'intermédiaire de poulies éta-
cées et le transmet 4 Taxe X'Y’ d'une vis-méere V par I'intermédiaire
d’un train de roues dentées dont les arbres intermédiaires sont dispo-
sés dans une rainure pratiquée dans une piece L appelée lyre. Elle est
mobile aulour de I'axe de la vis-mere sur lequel elle peut prendre des
inclinaisons différentes suivant le nombre des roues du train et devient
solidaire du bati au moyen de vis et écrous.

La vis-meére s’engage dans un écrou qui ne peut se déplacer que
parallelement a son axe et qui est solidaire d'un chariot porte-outil C
dont le mouvement est réglé de facon a obtenir un filetage de pas p
connu.

D’aprés la théorie des vis et écrous, la vitesse du chariot dépendant
de celle de la vis-mere a laquelle correspond un pas p’, nous sommes
conduits a rechercher avec quelle vitesse «’ elle doit tourner pour
obtenir le filetage demandé.

Désignons a cet effet par V la vitesse du chariot. La formule, établie
§ 90, nous permet d’écrire :

s

Comme d'autre part, I'outil avance d'une longueur p pour une rota-
tion de la piéce a fileter :
v =P,

27
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Par suite :
pw=p'v,

ou:

picce @ travailler el celui de la vis-mére est inversement proportion-
nelle aux pas. ’

113. Applications. — a) Avec un tour, [ileler une vis ’'un pas
égal & 24k milliméires sachant que celui de la vis-mere est de 10 milli-
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métres et que les nombres de dents des roues de la série accompa-
gnant le tour sont des multiples de 5.
Le rapport ﬁ pouvant s’écrire :
P _ 6>k _ 30520,
P25 10xE

nous résolvons le probleme posé au moyen d'un train de trois arbres

30 dents

drire dlspopde |
'

t
Arbre aq lavismere

- Fig. 152,

comportant deux roues menantes de 30 et 20 dents et deux roues
menées de 10 et 25 dents,

b) Méme probléme en supposant: p =71, p'=10m" — la
fraction %} qui exprime la raison du train ayant son numérateur pre-

mier, nous devons la décomposer en fraction continue ; nous obtenons
alors la décomposition suivante :

Les réduites de cette fraction continue sont :

2 5 22
Les ooy
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Les nombres 31 et 7 étant premiers, la réduite intermédiaire sui-

vante :

22 +10__32 _ 4><h><2_ 10><20><60

M +14 45 5><I 3 2515 <45
nous permet de conclure qu'un train composé de quatre arbres et com-
portant trois roues menantes de 10, 20 et 60 dents et trois roues

drivedele
VIS jére

menées de 25, 45 et 15 dents, réalise un filetage différant de celui
e

|
demandé de la fraction ST

En effet, en désignant par p; le pas obtenu, nous pouvons écrire :

P32
p’/45'
p_1.
p 100
Par suite :
p—p_32_ U |

o 45 100 22.32.52
La différence p, — p a donc pour expression :

. 10m-m . fmem
PP T g T g0
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CHAPITRE XI

TRAINS EPICYCLOIDAUX

114. Définition. — On appelle train épicycloidal un ensemble de
roues dentées dont l'une au moins est animée a la fois de deux mou-
vements de rotation qui s’effectuent respectivement autour de son arbre
et autour d'un autre arbre par l'intermédiaire d’un bras de levier.

11 en existe de deux sortes, a savoir : 1° Les lrains épicycloidanx
plans dont les axes sonttous paralleles et pour lesquels tout point inva-

riablement 1ié & une roue R, qui roule sans glisser suruneroue Ry décrit
une épicycloide plane ; 2° les trains épicycloidaux sphérigues qui ren-
ferment des roues d'angles et pour lesquels {out point invariablement
lié & une roue conique qui roule sans glisser sur une autre roue décrit
nne épicycloide sphérique.

115. Probldme. — Dans uvn train épicycloidal, tronver la vitesse
angulaire d’une roue par rapport au bras de levier, connaissant les
vilesses angulaires w' et w de ces deux organes.

Pour traiter le probleme dans 1oule sa généralité, supposons v’ > w
et examinons les quatre cas suivants: .

a) Le bras de levier et lo rouve tournent dans le méme sens.

«) Soit f le sens commun aux deux rotations connues. Le principe
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fondamental, établi en cinématique théorique § 184, montre que le

mouvement relatif de la roue par rapport

£ f au bras de levier résulte de deux rotations
N . .

paralleles: 'une de sens f, de vitesse angu-

0 laire w’ autour de l'arbre OQ'; l'autre de sens

opposé de vitesse angulaire w autour de

. I'arbre O, Il équivaut par suite & une ro-
tation unique de sens f et de vitesse angulaire w' — w.

8) Dams le cas ou la fleche [ indique

le sens commun aux deux rotations con-

Fig. 155.

nues, le résultat précédent nous permet de
conclure que le mouvement cherché revient
4 une rotation unique de sens [’ et de
vitesse angulaire o’ — w.
b) La roue et le bras du levier tournent en sens coniraires.

~v) En supposant que les fleches f et f’
indiquent les sens de rofation de ces deux

organes, et en appliquant toujours le méme
principe, nous obtenons w’ + w pour expres-
Fig. 157. sion de la vitesse angulaire relative cherchée

et pour sens celui de la fleche f.
3) Comme du troisieme cas de figure nous pouvons passer au qua-

trieme en échangeant le sens des fleches f
et /', il en résulte que, dans ce cas, la vi-
tesse angulaire de la roue par rapport au
bras de levier a pour expression o + w et

Fig. 138. correspond au sens de rofation indiqué par
la fleche f.

Les résultats auxquels nous venons de parvenir, tous différents,
peuvent cependant se ramener & une formule unique en convenant de
faire précéder du signe -+ ou du signe — la vitesse angulaire de toute
rotation qui s'effectue, soit dans le sens de la fleche /£, soit dans le sens
de la fleche f'. _

Examinons, en effet, le premier et le troisieme cas:

Dans le premier cas, avec nos conventions, les vitesses angulaires de
la roue, du bras de levier, de la roue par rapport au bras de levier, ont
pour expressions :

+uw', o, + (o' — o).
Cette derniére pouvant s’écrire :

(+ w’) — (+ w),
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nous devons conclure gu'on obttent la vitesse angulaire de la roue
par rapport au bras de levier en faisant la différence entre les valeurs
algébrigues des vilesses angulaires de ces deux organes.

Dans le troisiéme cas, les vitesses angulaires des mémes organes
ayant pour expressions :

—+ o, — w, —+ (' 4+ w)
et cette derniere pouvant s’écrire:

(+ )= (—w)

nous sommes eonduits & la méme regle pour l'obtenir. Elle est d'ail-
leurs tout 4 fait générale, comme nous pourrions nous en convaincre en
examinant les deux cas laissés de coté.

116. Formule de Willis. — La formule de Willis donne la raison
dun train épicycloidal en fonction des nombres de dents des roues du
train.

Pour I'établir, remarquons que si nous communiguons au bras de
levier ainsi qu’aux roues une vitesse égale et contraire a celle’ que pos-
séde le premier organe, nous retombons sur un train de roues dentées.
Si done nous désignons par wp, w,, w les vilesses angulaires de 1'arbre
a conduire, de I'arbre moteur et du bras de levier nous pouvons écrire :

0, — » Lol . ... Z
e= e qyplofufa.. ..y
w, — ZiZa e e z,

en conservant les notations employées § 109.

APPLICATIONS DES TRAINS EPICYCLOIDAUX.

Les trains épicycloidaux servent: 1° a tracer des épicycloides; 2° a
transmettre un mouvement de rotation d’'un arbre & un autre dans le
cas ou le r.apport des vitesses angulaires conduit a des facteurs premiers
trop grands; 3° a réaliser quelques mouvements différentiels.

117. Tracé des épicycloides et hypocycloides. — Une roue
R; engrenant comme Tindiquent les figures avec une roue fixe R,, peut
tourner a la fois autour de son arbre et autour de I'arbre O, par I'inter-
médiaire d’un bras de levier L. Un quelcongue de ses points déerit done
une épicycloide dans le cas ou les deux roues sont extérieures (fig. 139)
et une hypocycloide dans le cas on elles sont intérieures (fig. 160).
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Le tracé s’obtient au moyen de la pointe d'un crayon qui peut glisser
i volonté dans une rainure pratiquée dans une barre AB invariablement

0, 0,
C | v——— ]

liée & la roue O et y occuper au moment de la mise en mouvement du
mécanisme une position fixe M. Suivant qu’elle est sur la circonférence

Fig. 160.

0, elle-méme, 4 son extérieur ou a son intérieur, elle décrit des épicy-

cloides ou hypoceycloides ordinaires, allongées ou raecourcies.
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118. Engrenage de Lahire. — Le train épicycloidal de Lahire se
compose, comme l'indique la figure 161, de deux roues: l'une Ry est
fixe ; I'autre Ry, de rayon moitié moindre, est folle autour de son arbre
et mobile autour de I'arbre O, par U'intermédiaire d'un bras de levier L.

D’apres un théoreme établi en cinémalique théorique, tout point de
la pelite roue décrivant un diametre de la seconde, ce méeanisme per-
met de transformer un mouvement
de rotation continue en un mouve-

- ment rectiligne alternatif.

Si nous conservons les nota-
tions générales employées § 109,
nous pouvons écrire en appliquant
la formule de Willis:

- 9z
) (53] =
o S L — 2

—w Z ’

ou:
W — —w,

relation qui exprime que les vi-

tesses angulaires de la roue O, et

du bras de levier sont égales et de

signes contraires.
Nous pourrions d’ailleurs établir Fig. 164,

ce résultat a priori. Pour passer de

la position M’ du point décrivant & une seconde position M”, nous pou-

vons, en effet, communiquer tout d'abord a larone 0’y un mouvement de

translation rectiligne défini par le vecteur (0',0";) et qui amene le point

M’ en M”; puis ensuite la faire toarner autour de l'arbre 0", de 'angle

m, de maniére 4 amener

{e point M” en coincidence

avec le point M’. Comme r R

d'ailleurs sur la figure, les

angles m,i\m’ sont

égaux et de sens contraires, L

il en est de méme des deux _*_}[

vitesses angulaires w; et w.

119. Probléme. — Eta- (& f I R —]

blir la relation qui existe 4t

Rz‘{

oL
T

enire les vilesses angulaires Fig. 162,
wy ef wy des roues Ry el Ry du
train épicycloidal représenté par la figure ci-contre.
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Les denx roues R, et R, tournant dans un méme sens lorsque le bras

de levier se trouve immobilisé par la pensée, la raison du train est
. YA
positive et a pour valeur —“-=-
Z;Z,

La relation cherehée peut done s’écrire :

vy —w__ Lol
0wg—w Lyl

En particulier si I'on fait :
Zo—=10,  Zy-—=13,  Zy=12,  7Z,=—=2%

et oy =0; il. vient :
17

3 === 0 >
a9

120. Train épicycloidal de Pecqueur. — Le train épicycloidal
de Pecqueur differe simplement du précédent par le bras de levier qui
est constitué par une roue N et qui recoit son mouvement d'une roue M
calée sur I'arbre mofeur Aq.

En désignant par m, n, p, q, r et 5 les nombres de dents des roues

M, N, P, Q, R et S, la for-

—— F‘L;;*;A mule de Willis nous permet

d’écrire la relation suivante :
A; Ay
vy —w _ ps
M o] . - —
] ] [j}i | [x 0 — qr

, . Dans le cas particulier o
la roue § est maintenue

I——]E& I %5 fixe, elle devient:

Fig. 163. ) wy—w__ pjs

—w ([T‘

Résolue par rapport & w, elle peut s'écrire :

Wy == <1 —E>
gr

Et comme entre w et v, existe la relation :

w I

)
g n

mi'ﬁo_ﬂ).
w n qr

clle devient finalement :
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Discussion. — Si ;Li < 1, la raison du train est négative et les deux
arbres A, et A; tournent en sens contraires; si % > 1, ils tournent dans
le méme sens, et enfin si 1% est trés voisin de 'unité, le rapport %2 est

tres faible et I'on peut alors communiquer a I'arbre A, un mouvement
extrémement lent, raison pour laquelle le train qui nous occupe fait
partie des mécanismes & mouvements différentiels.

121. Application. — Réaliser un lrain ayant pour rui-
son — 44609
188190

Le numérateur et le dénominateur de cette fraction n’étant pas des
nombres premiers, nous les décomposons en facteurs premiers; nous
obtenons alors:

£4609 = 31 >< 1439
188190 = 2>< 32 >< 5 >< 17 >< 41.

Le facteur premier 1439 étant beaucoup trop grand pour que nous
puissions résoudre le probleme posé avee un train de roues dentées,
nous allons en rechercher une solution au moyen du train épicycloidal
précédent. Nous 'obtiendrons en remarquant que la raison donnée peut
s'écrire :

44609 311439 HN <2046*_1>_31 (33><62 1)

188190 BA>< 3485 BA \ 3485 BETAVIES S

et en choisissant pour les roues du train les nombres de dents suivants &

m=31, n=>5% p=233, g¢g=4, r=85 s=062.

122. Paradoxe de Fergusson. — Une roue M ayant m denis

A
1
—=
Jm]
) —
L
Fig. 164.

est folle et fixe sur un arbre A, qui entraine un bras de levier L sur
lequel se trouvent calés deux arbres A, et A,; autour de Uarbre A,

Bourcuicyon. — Cinématique appliquée. 14
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peut tourner une roue folle qut engréne d'une part avec la roue M et
d’autre part avec trois autres roues P, Q, R, folles sur Uarbre A,.
Sachant que ces derniéres roues onl respectivement m—1, m, m—+1,
on demande d’étudier leurs mouvements par rapport au bras de levier.
Désignons par x, y, 2, les vitesses augulaires des trois roues P, Q, R,
et appliquons successivement la formule de Willis anx trois trains
M.N.P,M.N.Q, et M .N.R; nous obtenons les relations :

r—w = m

—w m—1

"l/**(l) m

— m
z_(l); m
—w m—+-1

desquelles nous déduisons les suivantes :

—w
G — 0
T m q ’

0w

z:m—+—l-

Elles expriment que les roues P et Q tournent la premicre en sens
inverse du bras de levier, la seconde dans le méme sens et que la roue
Q est immobile par rapport & ce méme organe.

123. Remarque. — On pourrait objecter que les roues P, Q, R,
qui tournent autour d’'un méme arbre el qui engrénent avec une méme
roue N ne peuvent avoir des nombres de dents différents. On concoit
cependant 1a possibilité de réaliser le train que nous venons de décrire
en donnant aux dents des profils a développantes de cercle.

124. Train épicycloidal 4 deux bras de levier. — Le train épi-
cycloidal & deux bras de levier se compose, comme I'indique latigure 163,
de deux leviers L,, L, fous tous deux sur les arbres A, et A;, mais inva-
riablement liés 'un & I'autre de facon & tourner avec la méme vifesse
angualaire; d'une roue R, calée sur T'arbre A, et qui engréne avec
un pignon fou R, lequel & son tour engréne avee le pignon fou Ry qui
transmet son mouvement & la roue Ry calée sur I'arbre A, .

En conservant les notations précédemment employées et supposant
que les roues Ry et R; d'une part, R, et R, d'autre part, aient le
méme nombre de dents, la formule de Willis nous conduit & la relation :

w; g = 2,

Elle exprime que la somme des vilesses angulaires des roues Ro et
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R, est toujours égale au double de la vitesse angulaire commune des
deux bras de levier.

125. Train épicycloidal sphérique. — La figure 166 indique

[ %0

suffisamment la disposition du train sans qu'il soit nécessaire d’entrer
dans le détail de sa description. Kn lui appliquant la formule de Willis

nous obhtenons la relation suivanie :
W — 022
_— = ]
wy— W PIP3

Pos P1y 92., ps, désignant les rayons des roues qui le composent.
Dans le cas particulier ou les roues R, et R, sont confondues et ou

po = p3, le train prend la disposition indiquée par la figure 167 et la
relation précédente devient :

03+ wy = 2w.
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Elleestidentiqueacelle trouvée danslecasdu trainad deux brasde levier.
Ce dernier mécanisme fréquemment employé aujourd’hui dans la

N PR | —
L
J—= H—E
- N
Fig. 166.

—_——
JR/_Z}.
A
1=
L
A !

¥ig. 167.

locomotion porte le nom de différenticl. 11 comprend, comme l'indique

la figure 168, un second pignon satellite symétrique du premier par rap-

Rowefen

Fig. 168.

A

&\\\ (brierouboite du
S novement diferentrel

port a4 'axe des deux roues et une roue lien qui joue le réle de bras de
Jevier et qui recoit son action du moteur par lintermédiaire d'une roue

ou d'une courroie.
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126. Différentiel 4 rounes cylindriques de M. Villeminot. —
M. Villeminot, ancien éleve de 1'école de Cluny, a inventé un différen-
tiel 4 roues cylindriques qu'’il décrit de facon suivante :

: |
W\ c| A| B Y
‘ W f ; (ouronne-entretorse // . Goujons soldifant
\ |/ lermant boite 7 ’ /a boste

JAg

Ry

Fig. 189. Ro -

A . ,K
« Chacun sait que la propulsion d’'une voiture automobile s’opere
généralement au moyen d'un arbre intermédiaire gui recoit son mou-
vement de rotation du moteur et le transmet aux roues par un moyen

guelconque, chaine sans fin, courroie ou tiges rigides avec joint & la
Cardan. »
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« Or, quand la voiture est soumise & un virage, les roues situées a
I'intérieur de l'arc déecrit parcourent un chemin plus petit que celles
situées a l'extérieur et si elles étaient rendues solidaires de l'arbre
moteur, il en résulterait une perturbation notable dans le mécanisme
d’entrainement. Pour remédier a cet inconvénient et pour rendre indé-

i

Fig. 170.

pendante chacune des roues motrices, on a imaginé de couper 'arbre
moteur intermédiaire en deux troncons et de les réunir au moyen d'un
dispositif d’engrenage spécial, de telle facon qu'il y ait toujours con-
nexité entre I'arbre moteur et chacune des roues motrices. Cet appa-
reil indispensable conslitue le mouvement différentiel. »

« Jusqu'ici les constructeurs d’automobiles avaient résolu le probléeme
du différentiel au moyen d’'une combinaison d'engrenages coniques
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(fig. 168), évoluant dans une boite fermée (Carter) et placée, soit sur
I'arriére de la voiture, soit sur un arbre intermédiaire. Or, on sait que
Veffort tangentiel exercé sur une dent d'un pignon d’angle ne s’exerce
pas normalement; c'est un effort oblique qui se décompose. Cette dé-
composition de force a pour effet d'éloigner les roues en prise et de

provoquer une poussée latérale dans le sens de leurs axes respectifs,
poussée nécessitant une butée 4 'extrémité de I'arbre porte-pignon et
toujours préjudiciable & Ia bonne marche du mouvement. »

« Ces considérations ont provoqué chez certains constructeurs des
études en vue d’obvier a4 ces inconvénients et actuellement quelques
maisons francaises et américaines emploient les mouvements différen-
tiels & pignons droits. »
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« L’appareil quia fait l'objet de mes recherches comprend deux arbres
bout & bout, armés chacun d'un pignon venu de forge ou rapporté ot
de six pignons satellites du méme diameétre pouvant engrener entre

eux. Ces pignons safellites sont taillés sur les % de leur longueur et

G

Fig. 172.

wnontés dans l'appareil, trois & gauche et trois & droite, au moyen de
boulons formant entretoises entre les deux grandes roues d'angle du
changement de marche. La longucur des dents des pignons centraux
est 1a moitié de celle des dents des pignons satellites, de telle sorte que
le tout étant monté comme l'indique la figure 169, les engrenages cylin-
driques s’enchevétrent trois par trois, le pignon central de droite engre-
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nant avec les pignons satellites 1, 3, 5 (fig. 171) et le pignon central
de gauche engrenant avec les pignons satellites 2, 4, 6 (fig. 170). »

Tant que le mouvement se fait en ligne droite et que la résistance
est la méme sur les deux roues, les pignons satellites ne tournent pas
sur eux-mémes ; 1ls ne font que tourner, entrainés par les roues d’angle,
autour de 'arbre d’arricre des roues motrices lesquelles tournent avee
la méme vilesse angulaire dans le sens de la fleche f, par exemple,
comme si le mouvement était transmis par un engrenage intéricur. Mais
des que la résistance devient différente sur les deux roues, les pignons
satellites se mettent en mouvement et la relation suivante existe entre
les vitesses angulaires des deux roues :

w; - wy = 20,
~autrement dit, leur somme reste constanfe. Si done la vitesse de 'une
diminue, celle de I'autre augmente.

Fig. 173.

On peut d'ailleurs etablir a priori ce résultat. A un virage, les
pignons satellifes se mettant en mouvement autour de leurs arbres, si
la roue R, calée sur I'arbre A, a le plus petit chemin a parcourir, ceux
qui portent les numéros 1,3, 5, tournent dans Ie sens de la fleche [/ de
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maniére a diminuer la vitesse angulaire de cette roue tandis que ceux
qui portent les numéros 2, 4, 6 et qui engrénent deux & deux avec les
précédents tournent en sens contraire et augmentent ainsi la vitesse
angulaire de la roue R;.

127. Différentiel de Pecqueur. Machine routiére d’Aveling
et Porter. — Le (ifférentiel & roues coniques inventé par Pecqueur
en 1828, analogue au train épicycloidal décrit § 128, comprenait un
lIevier constitué par une poulie a4 gorge; l'un de ses rayons servait
d’axe au pignon satellite R, qui engrenait avec les roues R; et R,.

Dans la locomotive routiére d'Aveling et Porter (fig. 173) une roue A
calée sur arbre moteur XY communique son mouvement 4 une roue B
folle autour de 1'essieu. Cetie derniere entraine dans son mouvement deux
roues coniques G, C montées sur deux de ses rayons et qui engréenent
d'une part avec deux autres roues coniques D, D invariablement li¢es a
Purne des roues motrices folle autour de I'arbre ZT, d'autre part avee
les roues E, E reliées, comme 1'indique la figure, & 'arbre ZT sur lequel
se trouve calée I'autre roue motrice par l'intermédiaire d'un manchon
M et d'une clavette P. Nous retrouvons donc dans cette machine un
dispositif analogue au différentiel a roues coniques. ‘
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SECONDE CLASSE

APPAREILS OU LE SENS DE LA TRANSMISSION EST
CONSTANT MAlIS OU LE RAPPORT DES VITESSES
DES ORGANES EN LIAISON EST VARIABLE.

CHAPITRE XII

SURFACES ROULANTES

128. Probldme.— Transmetire le monvement d’un arbre moteur O,
perpendiculaire au plan de la figure et qui tournedans le sens delafléche

Fig. 174.

[ avec une vitesse angulaire w, & un arbre O’ qui lui est paralléle de telle
sorte qu’il tourne dens le sens de la fléche [’ avec une vitesse angulaire

o en calant sur les deux arbres deux corpsA et A’ gu’on melen contact et
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’ - . (O] 0 .

dont on détermine la nature en s’imposant que le rapport — sott une
!
0

fonction connue du femps et que les vitesses relatives de glissement
des points de contact de Uun des corps par rapport a Uaulre sotent les
plus petiles possible. ’

Comme nous I'avons établi en cinématique théorique § 198, 4 un
instant quelconque, le mouvement relatif du corps A’ par rapport au
corps A, n’est autre qu'une rotation parallele aux deux premieres autour
d’un axe projeté sur le plan de la figure en un point I de la droite OO’
déterminé par la relation :

r
Or, comme par hypothbse, le rapport ™ est variable; il en est par suite
[&]

de méme des longueurs OI et Ol dont Ia somme, égale a 00’ ou 2a,
reste toutefois constante. Les licux de 'axe instantané de rotation dans
les corps A et A’ qui sont deux cylindres, non de révolution, en con-
tact, & chaque instant, suivant 'axe instantané du mouvement relalif,
fournissent une solution du probloeme posé. ,

Il est, en effet, facile de reprendre un raisonnement idenlique a
celul que nous avons développé en cinématique théorique § 201 et
d’é¢tablir qu’ils safisfont & la seconde hypothése de I'énoncé.

Leurs directrices (C) et (C'), ¢tant des courbes roulantes, sont assu-
jetties & des conditions que nous allons traduire algébriquement.

Rapportons, a cel effet, la directrice (C) au péle O et & I'axe polaire
01, la directrice (C") au pdle O et a I'axe polaire O'l et supposons gu’a
Porigine du mouvement, I soitleur point de contact. A une autre époque
¢, par exemple, clles devront venir en conlact sur la ligne OO’ par deux
points homologues A et A’ satisfaisant & la relation:

JA—=IA"

Si done, nous désignons par z et 9, o’ et 6’ les coordonnées polaires des

points A et A’, nous aurons les relations:

[ s+ g A “dgr o2y 0
o piof=2u @)
V V' = 18(0e.
Cette derniére peut s’écrire :
pd_ _ ¢dv
dp do
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Mais, comme en différentiant les deux membres de I'équation (1),
nous obtenons : ]
. g’ = —dp,
elle devient, finalement:
edd = ¢'di’. ©))
Toutefois, il est facile d’établir que I'équation (1) est une conséquence
des deux autres (2) et (3). Ces derniéres, en effet, nous permeltent de
poser les suivantes:
dp?* —dy'>
p2d8® = ¢'2d0’2
desquelles nous déduisons:

d? + pdo? = d'2 - g2’

0 ¥
Les deux fonctions f do? —+ p2d 62, f do'? +¢'2db'?, qui ont des
0 [}
différentielles égales ne different done que par une constante et comme

pour le point I de contact des deux courbes les deux arcs IA et TA” sont
tous deux nuls, il en est de méme de cette constante, et les deux fone-
tions sont égales.

Il en résulte que les coordonnées polairesp .0, ¢'. 0/, de deux points
homologues quelconques A et A’ des deux courbes roulantes (C) et (C"),
sont liées par les relations:

p+p =2a
cdf = o'db’.

129. Probléme. — Montrer que Uon peut délerminer et construire
le cylindre (C') dés que le cylindre (C) est connu.
Puisque le cylindre C est donné, sa directrice est une courbe connue
d’équation :
g=1(

Comme entre les coordonnées polaires ¢ et 6 de I'un de ses points A et
celles p’ et 0’ de son homologue A’, existent les relations précédentes;
il en résulte que :

o' == 20— ¢ = a— £ (1) M
dy — p_d_e _ f(8 )de
¢ 2a—[()
Par suite :
. 1_’ 0!{10 e
6 — 2a—f(0)+c )

équation que nous pouvons encore écrire en supposant lintégrale

effectuée:
8 =F(8) -+ C.
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Or, comme pour 6 =0, 6'=0, la conslante C est déterminée et a
pour valeur — F (0). L'équation précédente peut done s’écrire :

6" = F(0) — F(0). NG)
8i, alors, nous éliminons 0 entre les équations (1) et (2), nous obtenons
I'équation:
o' =g(¥)

de la directrice (C).

Pour la construire a 'époque ou la directrice (C) occupe la position
indiquée surla figure 175, remarquons tout d’abord que le point I lui ap-
partient. Pour déterminer I'homologue A’ d’un point A infiniment voi-
sinde 1, il suffit d'exprimer tout d’abord surle graphique que la somme
0A -+ O’A’ est égale 4 OO0’ ce qui revient & décrire la circonférence de
cenire 0’ et de rayon 2a — OA et 4 la considérer comme un premier
lieu du point cherché. De plus comme les arcs ﬁ, TA" doivent étre
égaux et qu’ils sont tous deux infiniment petits, nous pouvons les con-
fondre avec leurs cordes et regarder la circonférence de centre I et de

Fig. 175.

rayon IA comme un second lieu du méme point. 1l est donc déterminé
par leur intersection.

En faisant ensuite jouer aux points A et A’ le role du point I et répé-
tantles constructions précédentes, nous déterminons un second point B
de la courbe (C") homologue du point B et ainsi de suite.

130. Probleéme. — Transmelire le mouvement d’un arbre moleur
projetéen O surleplan dela figure el qui tourne avec une vitesse angu-
laire w qui est une fonction connue du temps: = (), a un arbre 0’
qut lui est paralléle de telle sorte qu’il tourne avee une vitesse angu-
laire o' satisfaisant a Uéquation : o' = g(t).
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Si les deux directrices (C) et (C') étaient définies, le probleme serait
résolu. Or, comme la connaissance de (C) permet d'obienir (C) le pro-
bleme posé comporte une seule inconnue: la courbe (C), par exemple.

Pour l'obtenir, remarquons gue par définition méme de la vitesse
angulaire, nous avons: -

da
w:a:f(t)

Par suife :
e:ff(t)dt+C‘°
équation que nous pouvons écrire, par analogie avec ce qui précéde :
8 — F(t) — K(0) W
F(t) = f f(6dt.

D’autre part, comme d’aprés 'énoncé :

en posant :

o [
o g’
1l en résulte que :
_e [,
2a—p  g(O)
Cette équation, résolue par rapport a ¢, conduit 4 la suivante :
¢ = G(O. (2
Si done nous éliminons ¢ entre les équations (1) et (2), celle:
p = H(®)

qui en résulte correspond & la directrice (C) cherchée.

131. Probléme. — Etablir que deux cylindres qui admettent pour
directrices deux ellipses éqales E, et E, et qui tournent respectivement
autour d’axes projetés sur le plan de la figure gux foyers ¥, et F; sont
roulants et éludier lesvariations du rapport 24 des vitesses angulaires.

[OF) .

a) Nous donnerons une solation géométrique de la premiere partie
du probléme.

Les deux ellipses égales E, et E,, placées en contact au point 1. sont
symétriques par rapport a leur tangente commune IT et deux de leurs
points homologues M, et M, satisfaisant & la relation:

Ifﬁi == m‘z
le sont aussi.
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Par suite :
MlFl -+ M2F2 - MiF1 —+ MiFri = 2a.

2a désignant la longueur du grand axe de chacune des ellipses ou bien
encore la distance F,F,.
D’autre part, si nous désignons par Vi\et Vg\les angles que font les
1 tangentes M,T,, M;T, avec les
rayons vecteurs des points M,
et M,, par suite de la symétrie
dont nous venons de parler nous
avons:

T’;: TM,F;.

Mais, la propriété de la tan-
gente en un point d’une ellipse
nous permet d'écrire :

T —

TiM,F] = TM,F,.

Il en résullte alors que ;

- T — T
Vi+ V=V, +TMF, = 180°.

Les deux ellipses considérées
sont done bien des courbes rou-
lantes.

b) Etude des variations du

rapport 1. _ La relation:
w;
it I -3
Wy P1

qui lie, 4 un méme instant, les vitesses angulaires des arbres Fy et Fy
peut s’éerire dans le cas actuel :

(O] 2a - Pg 2_a * i
P2

Pour fixer les idées, supposons que l'ellipse (Es), menante dans le -
sens de la fleche f,, tourne d'un mouvement uniforme autour de
I'arbre F',. Pendant se premiére demi-révolufion, ps allant en croissant
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2a .. w
de la valeur ¢ —c a la valeur ¢ ¢, = diminue et le rapport —*
P2 - g

augmente ; le mouvement de rotation de 'arbre F; est done varié accé-

. a—c a-+c .
1éré et ws - » wy; ———— sont les valeurs exirémes de sa vitesse angu-
a a-—c

laire. Pendant sa deuxiéme demi-révolution, p, allant en décroissant

LT
de Ja valenr @ + ¢ & la valeur a — ¢, le rapport = diminue ; le mouve-

(2

. , a—+c a—c
ment de I'arbre F, est alors varié refardé et ws ——, wy; —— sont
a—c a-+c
les valeurs extrémes de sa vitesse angulaire. L'on retrouve ensuite les

mémes phases, en sorte que le mouvement de Yarbre a conduire est

périodigue et correspond 4 une période de valeur z.
y

Pendant la premiere demi-révolution, les rayons vecleurs de lellipse
menante allant en croissant, elle force 'autre a4 tourner ; mais, pendant
la demi-révolution suivante, il n'en est plus de méme et I'on est obligé,
pour remédier & cet inconvénient, d’'armer de dents les deux eylindres
elliptiques correspondants. L'on obtient alors un engrenage connu
sous le nom d’engrenage elliptique.

132.Engrenage elliptique. — Le mouvement relatif de I'une des

Fig. 177.

ellipses par rapport 4 l'autre étani un roulement, les méthodes des

BouvrcuieNon, — Cinématique appliquée. 1%
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enveloppes et des roulettes exposées §12sont applicables dans la recher-
che des profils des dents des deux roues. Nous ne les reprendrons pas et
nous nous contenterons d’appliquer sur la figure la construction de
Poncelet, dans le cas ou les flancs des dents sont rectilignes et nor-
maux aux ellipses primitives; nous la répéterons toutefois pour chaque
dent par suite des variations que subit la courbure d'une ellipse lors-
qu’on passe de I'un de ses points au suivant.

133. Application 4 la bicyclette *. — Pour établir une relation
entre l'effort utile développé par un cycliste et le développement de sa
machine, MM. Caille et Blanchet ont procédé de la facon suivante : Sur

Fig. 178.

I'axe de la pédale, ils ont calé une roue elliptique A qui engréne avee sa
conjuguée B. Cette derniére invariablement liée & une roue cylindrique
C Iui communique son mouvement et elle le transmet & son tour & une
roue eylindrique D calée sur I'axe de la roue motrice.
L'équation :
© = w>< El

p
1. Génie civil.
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étabiie précédemment montre que, lorsque la manivelle se frouve dans
une position verticale, w et ¢ sont minima et ¢’ maximum; la machine
tourne doncavec sa plus faible vitesse. Au contraire, aprés un quart de
tour, Ja manivelle devient horizontale, position la plus favorable pour la
transmission de l'effort développé par le cycliste; w et p sont alors
maxima et ¢ minimum et la machine tourne avec sa plus grande vitesse.

11 en résulte qu'au maximum et au minimun de l'effort transmis par
le cycliste correspond Ie maximum et le minimum de vitesse de la ma-
chine.

134. Surfaces dérivées. — Soient :
p=1(), ¢=g0)

les équations des directrices de deux cylindres roulants assujetties a
vérifier, par conséquent, les relations :
pt¢ =20 M
odd = ¢'db’. €))
Sans toucher. aux rayons vecteurs, faisons correspondre aux angles 0

6 . .
77 hous obtenons alors deux nouvelles équations :

1) r=o(3)

qui sont celles de deux. courbes dérivées des précédentes et qui donnent
naissance 4 deux nouveaux cylindres roulants.
Pour I'établir, il suffit de montrer que les équations :

6
! —
et 6’ les angles %

p+ ¢ =2a,

6 6
d{ Y =¢'d(~ ),
° <k> f (k)
sont vérifiées en vertu des hypotheses.
Comme la derniére peut s’écrire :
pdf = p'dd’

ce sont ces hypotheses elles-niémes.

135. Surfacesroulantes dérivées des cylindres elliptiques.
— Faisons une application de la théorie qui précéde aun cas ou les cour-
besroulantes éfant les ellipses étudiées précédemment, k — 2.

Divisons, comme lindique la figure, en huit parties égales l'angle
Tleas = 180° et son correspondant Waly = 90°; puis sur un rayon
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quelconque F'za's, par exemple, portons de F'y en @s la longueur Faaq
et répétons cette construction pour tous les rayons vecteurs. En joi-
gnant par un trait continu tous les points obtenus, analogues au point
a's que nous venans de déterminer, nous obtenons une courbe (I';)

Fig. 179.

symétrique par rapport aux droites F'oz et F'yy ; associée a celle (E',)
déduite de I'ellipse (E;) par un proeédé identique, elles fournissent les
directrices de deux nouveaux ecylindres roulants. Utilisés dans la
transmission du mouvement de I'arbre F', & I'arbre F’y, ils conduisent
a-—c 2 a+c
a+c¢ a—c

a un rapport de vitesses angulaires variant de pour un

quart de tour et non plus pour un demi-tour.
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' 136. Roue excentrée engrenant avec une roue i peu preées
elliptigue. — Dans ce mécanisme, l'une des courbes roulantes est une
circonlérence tournant autour d'un arbre projeté sur le plande la figure

.en un point O différent de son centre C; 'autre, & peu pres elliptique,
s'obtient par des considérations, analogues a celles exposées § 132.
Elles nous conduisent aux constructions indiquées sur la figure (180)
pour le cas ou J'on fait correspondre 4 un demi-tour de la premiere, un.
quart de tour de la seconde.

Fig. 180.

Les axes de cette seconde roue que nous désignons par 2a et 25 sont
fonctions de la distance o des arbres O et O et de I'excentricité e de la
premiére roue.

En effet, la longueur =R de la demi-circonférence devant élre égale

& la longueur f(a;%b} du quart de ellipse, nous obtenons une pre-
miére équation :
a -+ b=4R.
D’autre part, les constructions indiquées sur la figure, nous donnent

les suivantes :
a-—= d _— (R —_— e)

desqmelles nous déduisons :

a—b=2e.
Par suite :

a—2R-te
b—2R —e¢,
et: d = 3R.

Si, done, nous nous donnons la distance d des centres de rotation et
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l'excentricité e, le rayon R de la roue excentrée sera 4 et les axes de

3
I'ellipse auront pour valeurs :
2
3
2d
b= —e.
5 ¢
Le rapport 1 des vitesses angulaires varie par demi-révolution de
0y
I’arbre moteur O enfre les limites :
2d 2
et - —e
3 L3
d_ e i +e
3 : 3

DESCRIPTION DE QUELQUES TRANSMISSIONS A VITESSE VARIABLE!.

137. Engrenage a retour rapide. — Dans certaines machines-
outils, le plateau a un mouvement plus lent pendant la période ol 'outil

Fig. 181,

travaille que pendant celle on il n'exerce aucune action sur la piece a
faconner; d’ou le nom de meécanisme ¢ retour rapide donné au dispo-
sitif qui permet d’obtenir ce résultat.

1. Génie civil.
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Dans le cas acluel, il se compose de deux roues Ry et S; venues de
fonte d'une seule piéce et calées sur I'arbre moteur O, qui coincide avec
" T'axe de symétrie de la premiére. Elles engrénent, comme I'indique la
figure ; la premiére avec la partie demi-circulaire R'; d’'une roue R,; la
seconde avec la partie demi-elliptique R’y de cette méme roue laquelle
se trouve calée sur I'arbre O, & conduire.
En admettant que 'arbre moteur tourne avec une vitesse angulaire
constante vy, la formule: ’

valable dans le cas qui nous occupe ﬁuisquc les surfaces primitives de
I’engrenage roulent I'nne sur 'autre, montre que la vitesse angulaire w,
reste constante lorsque l'engrénement se produit entre les deux roues
circulaires R, et R/, et qu’elle devient au contraire variable et croissante
tout d’abord des que la roue excentrée S, entreen prise avec la partie
elliptique R";. A cette derniére phase correspond la période de retour
du plateau. :

138. Systdme Osgood. — Dans le systeme Osgood, le mouvement
de larbre moteur X,Y,; se
transmet a larbre & conduire
X.Y, par lintermédiaire de
deux rouleaux de friclion F
et G, inclinés comme Pindique
lafigure 182, et en contact, le
premier avec les deux disques
D, et Dy calés respectivement
sur fe premier et le second

arbre;le second avec lesdeux 7Y,
disques D; et D'; calés aussi

sur les deux mémes arbres.
Le mécanisme est d'ailleurs
symétrique par rapport au
plan moyen du disque D, et .
les jantes des deux wouleaux Fig. 182.

de friction sont disposées de
telle fa'gon qu’a chaque instant, celle du rouleau F, par exemple, touche
les deux disques D, et D, par les points P, et P, symétriguement plaeés
par rapport 4 son centre. ’

La position des deux rouleaux pouvant varier tout en conservant la
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symétrie précitée, il nous est facile d’établir que lorsque I'arbre moteur
tourne d’'un mouvement uniforme, I'arbre a conduire prend un mouve-
ment varié.

Désignons, en effet, par vy, ws, w, les vitesses angulaires, 4 un méme
instant, des disques Dy, D, et du rouleau F, par r, et o les distances
du point P; a I'axe X,Y; et & celui du rouleau et par r la distance du
point P, 4 I'axe X,Y,; nous pouvons alors poser les équations:

mirl == va

el == Wig,

desquelles nous déduisons la suivante :

r
"y == 63 > L.
T2
Or, dans le cas o ry croit, ro décroit et le mouvement de T'arbre
a4 conduire est varié accéléré; dans le cas contraire, il est varié
retardé.

139. Systéme Richards et C. — La figure 183 indique le
dispositif 4 vitesse variable employé par MM. Richards et C** dans les
tours verticaux.

Fig. 183.

A chaque instant, 'une des qualre roues R,, R’,, R, R”, calées sur
Yarbre moteur X,Y;, peut engrencr avec une de celles R,, Ry, RY, R"
qui se trouvent calées sur l'arbre X,Y,; parallele au premier et qui, par
roues d'angle, transmet son mouvement a 'arbre OZ a conduire. Pour
obtenir 'engrenement dont nous venons de parler, on dispose sur quatre
géndratrices d’'un cylindre G, fou sur T'arbre XY;, quatre roues folles
M, N, P, Q dont les plans moyens correspondent respectivement & eeux
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des couples (R, . Ry), (Ry. R). (R",.R%), (R”;. R"). Suivant la vitesse
qu'on veut communiquer a I'arbre 4 eonduire, 'on améne 'une d'elles
en prise, avee le couple correspondant. Un ressort d’arrét permet alors
d’obienir la fixité du cylindre C.

Si, comme l'indique la figure, les rayons des roues de la série R, vont
en augmenlant tandis que ceux des roues de la série Ry vont en dimi-
nuant, la formule :

s — oy > I
ra
¢tablie § 7, montre que le mouvement de larbre 4 conduire est varié
accecléré, sil'on passe du couple (Ry. Rs) aux couples suivants et varié
retardé dans le cas contraire.

140. Mécanisme employé en Amérique par la Rhodes Com-
pany pour la commande des souffleries d’orgues. — Le méca-
nisme employé en Amérique pour la commande des souftleries d orgues
se colpose d'un arbre moteur X,Y, communiquant son mouvement

Fig. 184.

aux disques demi-sphériques Dy, D, par I'infermédiaire d’une poulie P;
eux-ci, a leur tour, le communiquent aux disques Dy, D, par l'inter-
médiaire de galets de friction F,, 'y, symétriquement disposés par rap-
sort a l'arbre X,Y,; le contact se trouve maintenu entre ces organes
aar un ressort S. Les disques Dy, D, font corps avec un arbre X,Y,
sur lequel se trouve filetée une vis V qui engréne avec une roue R
‘aquelle communique son mouvement & l'organe a déplacer.

Pour établir que ce mécanisme est & vitesse variable, supposons qu'on
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incline le galet F,, de rayon R, de maniére & ce qu'il vienne toucher
les disques Dy, Dp par les points M;, M; distants des arbres X,Y,, X,Y,
delongueurs Ry et R, el désignons par w, oy, w, les vitesses angulaires
du galet et des arbres précédents. Nous pouvons alors écrire :

et par suite :

De cette équation, nous déduisons:

w; Ry — 3Ry

'
g == Wy > ——-

Or, sur la figure, R, estplus grand que R,, et comme de plus, la vitesse
angulaire ©, est constante, par hypothese, l'arbre X,Y, tourne plus vite
que I'arbre X,Y,. La vitesse, fonction de I'inclinaison des galets, est donc

bien variable.

141. Engrenages intermiitents. — Les mouvements discontinus

Fig. 185.

de certains organes de ma-
chines peuvent s’obtenir par
bien des procédés; nous nous
contenterons pour linsiant
d’'indiquer les deux suivants :

a)L’engrenage correspon-
dant a la figure 185 permet
de communiquer ala roue 0,
un mouvement circulaire
avec phases de repos. Il se
compose de deux roues in-
térieures dont I'une Oy porte

seulement trois dents consécutives tandis que I'autre O, porte des séries

de trois dents séparées par des arcs égaux X};, @,, ... qui corres-

pondent a I'arc de conduite de 'engrenage.

Au commencement et 4 la fin de chaque période de repos, la roue a
conduire occupe done une position analogue a celle indiquée sur la
figure, et la roue O, se met en mouvement, quand unc dent de I'une des
séries précitées vient engrener avec sa conjuguée sur la roue Os.

b) La figure 186 est relative au cas ol la roue motrice O, est petite
et tourne avec une grande vilesse dans le sens de la fleche /i, par
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exemple. L'ergot E qu’elle porte partant de la ‘position A;, n’exerce
{out d’abord aucune action surla
dent conjuguée de la roue O,
laquelle reste i)ar conséquent
immobile jusqu'au moment ol
il vient occuper la position A,;
apres quoi, agissant sur le flanc
AqB,, 1] force cette roue a tourner
jusqu'au momenl on la dent
considérée a pris la place de la
précédente. 11 occupe alors de
nouveau la position A, et les

mémes phases de repos et de Fig. 186.
mouvement se reproduisent.

Pour la denture de la roue O,, on peut employer le profil demi-circu-
laire P; ou bien encore le profil P; moins onéreux. -

142.Systéme Clément. — Changement de vitesse adapté aux hicy-
clettes « CLEMENT ». — Le mécanisme du changement de vitesse de
la bicyclette « Clément » est logé & l'intérieur du moyeu arriére qui exté-
rieurement a absolument I'aspect ordinaire.

Le moyeu (M) porte sur la face ol se trouve ordinairement vissé le
pignon de chaine, 4 axes tirés de la masse, dispos¢s en croix 4 égale
distance du centre et qui servent de pivot & 4 petits pignons satellifes
{E) qui ronlent fous sur les dits axes.

Le pignon de la chaine (P) est évidé et porte a4 I'intérieur une den-
ture qui Jui permet, une fois mis en place surle moyeu, de venir engre-
aer avec les 4 petits pignouns satellites (E).

Un pignon allongé (H) intercalé dans l'espace laissé libre entre les
4 satellites engréne toujours avec ceux-ci sur une portion de sa lon-
gueur, I'axe (C) du moyeu qui traverse le pignon (H) est fixé sur la
fourche arricre de la bicyclette.

Le pignon de chaine (P} étant mis en place sur le moyeu, si nous le
faisons tourner, il actionnera par sa denture intérieure les 4 satellites
qui étant fous entraineront a leur tour le pignon (H), le moyeu restera
immobile ; mais si par un moyen mécanique quelconque nous rendons
le pignon (M) solidaire du moyeu, fout I'ensemble formant bloc, le
moyeu sera entrainé par le pignon de chaine & la vitesse de celui-¢i
eomme un moyeu ordinaire. Dans ces conditions, la multiplication sera
celle donnée par le rapport existant entre la roue dentée du pédalier et,
le pignon de chaine.
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Pour arriver & ce résultat un manchon (A) engréne intérieurement
avec le pignon (H), il est taillé & sa partie extérieure et engréne égale-
ment avec une denture intérieure du moyeu.

Cette denture est constituée par des petits cliquets (x poussés par
des ressorts) qui engre-
nent lorsque c’est le man-
chon qui les actionne
mais gui échappent lors-
gue le moyeu tourne plus
vite que le manchon;

nous obtenons donc Ia
roue libre lorsque nous

Fig. 187. sommes en grande vi-
) tesse.

Le manchon (A) n’est taillé intéricurement que sur la moitié de sa
longueur.

Dans la position qui nous occupe, tous les organes formant bloc, si
nous déplacons sur I'axe le manchon (A) et que nous le fassions échap-~
per de la denture intérieure que porte le moyeu, le dit manchon com-~
mandé par le pignon (H) tournera fou sur I'axe fixe du moyeu, mais si
nous immobilisons le pignon (H) sur ecet axe, la roue dentée (P) com-
mandée par la chaine forcera, par sa denture intérieure,les 4 satel-
lites & tourner sur leurs axes et & rouler autour du pignon (H) rendu
fixe.

1l en résultera que Vensemble des 4 pignons satellites dont les axes
font corps avec le moyeu eniraineroni celui-c¢i mais 4 une vitesse
moindre que celle du pignon de chaine, ce qui revient & dire que lors-
que le pignon de chaine aura décrit une révolution complete, le moyeu
n’aura pas encore terminé sa révolution, nous obtenons donc ainsi Ia
démultiplication.

Pour immobiliser le pignon (1I) sur I'axe central du moyeu, il nous
suffira d immobiliser le manchon (A) et de le laisser engrener avec le
pignon (II); pour arriver & ce résultat, un petit pignon (F) de méme
denture et de méme diameétre que le pignon (H) fait corps avec I'axe
central du moyeu; si nous déplacons le manchon (A) sur I'axe de facon
& amener sa denture intérieure en prise avec le pignon (F) nous aurons
obtenu le résultat désiré.

Le réglage du mécanisme est tel qu’en déplacant le manchon (A)
pour le faire engrener intérieurement avec le pignoo (F), on dégrene
simultanément le manchon du moyeu.

Dans les explications précédentes, nous avous vu que le manchon
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(A) était la seule piéce gui dans tout le mécanisme devait se déplacer
le long de 'axe du moyeu.

Le dispositif de commande de ce manchon est tres ingénicux : I'axe
central (C) est creux et dans son intérieur se trouve logée une petite
tringle (T) qui se visse dans un ergot (R) formant croix avec elle. Les
deux extrémités de cet ergot traversent deux fenétres longitudinales
praliquées suivanl les générairices de 1'axe du moyeu et viennent
immobiliser une bague (D) qui par cet artifice peut coulisser le long de
I'axe du moyeu mais ne peut tourner sur lui.

. Fig. 188.

Le manchon (A) vient recouvrir la bague (D) et une petite portée
ménagce & son extrémité a Vintérieur de la partie non dentée sert de
butée & celle-ci. )

On concoit donc qu’en tirant la tringle, la bague coulissera sur 'axe
du moyeu et entrainera le manchon avec elle. Un ressorl & boudin (0)
tend & repousser le manchon & sa position premiére aussitét qu'on
cesse toute traction surla tringle (T).

Un cable souple en acier commandé par un petit levier pouvant se
déplacer sur un secteur est relié a la tringle de commande intérieure
de Paxe du moyeu.

Le secteur est fixé sur le fube supérieur du cadre de la machine a
portée de la main.
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TROISIEME CLASSE

APPAREILS OU LE SENS DE LA TRANSMISSION EST
VARIABLE ET OU LE RAPPORT DES VITESSES DES
ORGANES EN LIAISON EST GENERALEMENT VA-
RIABLE. :

CHAPITRE XIII

CAMES ET EXCENTRIQUES

143. Définition. — Nous donnerons indifféremment lenom de came
ou d’excentrique 4 toute piéce saillante calée sur un arbre et permet-
tant de transformer son mouvement de rotation en un mouvement rec-
tiligne alternatif. Dans certains cas, la came communique seulement &
Porgane qu'on se propose de déplacer son mouvement direct et il prend
celui de retour sous 'influence de la détente d'un ressort contre lequel
il vient buter pendant la premiére partie de sa course.

144. Cames des marteaux frontaux, 4 bascule et a 1’alle-
mande. — Les cames de ces marteaux représentées par les figures sui-
vantes, se distinguent les unes des autres par la maniere méme dont elles
saisissent le levier fixé au marteau: c¢’est par lextrémité située du
¢Oté du marteau dans le premier cas, par I'extrémilé opposée daus le
second, ct enfin par le milieu dans le troisiéme.

FEn supposant le levier rectiligne, nous pouvons toujours assimiler
son profil a celni du flane d'uine dent d'un engrenage extérieur en con-
tact pendant la retraite avec celui de la came ; a ce dernier correspond
donc un are d’épicycloide.
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En pratique, entre la came et le levier, on dispose fréquemment un

Fig. 189.

galet invariablement lié au levier. Assimilé & une dent d’engrenage a
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Fig. 190.

lanterne, extérieur dans le cas de la figure 190, intérieur dans le cas de

¥

R

Fig. 191.

la figure 191, il conduit pour la came & un contour analogue & celui
trouvé § 25, pour le profil des dents du rouet.

145. Distance de deux cames successives. — Pour que la
transmission de mouvement soit assurée, il est nécessaire que le levier,
abandonné par une came, ne puisse venir en prise avec la ‘came sui-
vante qu'apres le retour du marteau sur 'enclume.
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Pour iraduire cette condition par une relation, désignouns par e I'arc
TA de retraite, par n le nombre de tours que fait en une minute, d'un
mouvement uniforme, I'arbre porte-cames et par Z le nombre de cames
distribuées sur le pourtour du disque.

La vitesse du point I, égale sur les deux circonférences O,1 et O;l,

ayant pour expression
=Ryn

30

’

le temps mis par le levier pour se soulever a pour valeur :

¢ 30a

nRan

€elui qu'il met pour revenir a sa position premiere, sous l'influence
«de son propre poids, pourrait se calculer en appliquant, par rapport a
Paxe projeté en O, sur le plan de la figure, le théoreme des quantités de
mouvements. Toutefois, comme il est inconnu des éleves auxquels
s’adresse ce cours, nous nous bornerons & la recherche d'une solution
approximative. Nous admettrons que le levier revient a sa position pre-
miére aprés un temps égal & celui que mettrait un mobile pour parcou-
rir un espace a d'un mouvement uniforme avec une vitesse égale a
celle qu'il posséderait & la fin de sa course s'il tombait en chute libre
de la hauteur %-

Dans ces conditions I'expression de ¢ étant :

g

e levier se déplace pendant un temps qui a pour valeur:

30a a
'K.'R'-)n - ¢§ '

Comme d'autre part la fraction %) exprime le temps mis par une
n

came pour venir occuper la position de la précédente, I'équation cher-

<hée peut s’écrire :
60 _ 30a ,  Ja
n/Z.  =wlyn q

Elle donne pour I'expression de R, :

Rz:¥30a .

‘60 a)
It (E — \/5)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CAMES ET EXCENTRIQUES 225

146. Cames des bocards et des pilons. En agissant soit
sur un menlonuet M, soit sur un galet G (fig. 192), la came des
bocards ou des pilons permet
de soulever verlicalement une T
tige guidée T qui porte a sa %
partie inférieure une picee en

T
i
i
i
j
!

fonte P connue sous le nom de
sabot.

Dans le premier cas, d'apres
les théories exposées relative-
ment aux pignons et crémail-
leres, le profil de son contour est
épicycloidale; c’est au contraire

une développante de cercle dans
le second.

147. Remarque. — Dés (_T_HP
!

que le poids de la tige ne s'op- Fig. 192 ‘
pose plus au mouvement de la o

came, sa vitesse s'accélere. L'on remédie 4 cet inconvénient en dispo-
sant, sur le contour porte-cames, plusieurs cames destinées a faire
mouvoir plusieurs pilons et entrant en action les unes apres les autres
de telle sorte qu'a chaque instant une résistance s’oppose a I'accéléra-
tion de la rotation de 'arbre O,.

En faisant exception des cames que nous venons de décrire, nous
diviserons I'étude de celles qui vont suivre en deux parties:

a) Etudes des cames ou excenirigues @ galets; b) Etude des cames -
ou excentrigues a cadre.

a; ETupE DES CAMES OU EXCENTRIQUES A GALETS.
«) Les axes des mouvements se rencontrent a angle droil.

148. Probléme général, — Délerminer le contour d’une came
animde d’'un mouvement de rotation uniforme de telle facon qu’elle
imprime i une tige guidée un mouvement rectiligne alternatif dont la
direction rencontre l'axe de rotation de lu came sous un angle droil.

Le mouvement rétrograde de la tige étant en général identique au
mouvement direct, nous supposerons qu'ils s‘accomplissent I'un et
l'autre ‘pendant une demi-révolution de 'arbre moteur.

BoursrigNon. — CGinématique appliquée. 13
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Ceci posé, prenons pour plan de la figure un plan perpendiculaire a
I'axe O de rotation de la came et désignons par QA le plus petit rayon
de cet organe.

Sa rofation uniforme s’effectuant, par exemple, dans le sens de la
fleche £, nous pourrons toujours sur
un graphique faire correspondre la
longeur deT'arc Ab au temps qu'elle
met pour fourner d'un ﬂnglem
égal a 6; moyennant cette condition
l¢ développement de la circonfé-
rence OA correspondra a la durée
" d'un tour de I'arbre moteur.

Ceci posé, imaginons que lune
des extrémilés de la tige 4 conduire,
supposée réduite a un point géomé-
trique, coincide avec le point A au
moment ot 'arbre motfeur va four-
ner. Supposons aussi que la courbe
des espaces OPQRS de son mouve-

ment soit telle qu'a tout point P de I'arc 0Q, relatif au mouvement
direct, corresponde un point R de I'arc QS, relatif au mouvement rétro-
grade, lié au précédent par les relations:

Op =gqr, pP=rR

qui expriment gie les mouvements direct et rétrograde sonl identiques.

B (iirde Fas SOCEIETLANS

Fig. 194.

Pour obtenir un point quelconque B du contour cherché, il nous suffit
alors de prendre larc Ab égal & labeisse Op du point P, et la lon-
gueur 6B égale & son ordonnée pP. '

En répétant nn certain nombre de fois eette construction et joignant
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[}

par un trait continu tous les points obtenus nous obtiendrons ce con-
tour ABC lui-méme. En agissant sur I'extrémité A de la tige, il Iui com.
munique son mouvement direct et sinous la supposons sectionnée en
deux parties AA', CC' invariablement reliée entre elles et entre les-
quelles peut tourner la came, aprés une demi-révolution, elle lui com-
munique son mouvement rétrograde en agissant sur la seconde exiré-
mité C'.

Toutefois, si le sens de la rotation vient & changer brusquement a un
moment quelconque, la tige reste immobile. Pour éviter cet inconveé-
nient, nous complétons le contour ABC, en lui adjoignant un arc CDA
déterminé par la condition que le contour complet soit”en contact a
chaque instant avee les deux galets ou ce qguirevient au méme qu'il ait
tous ses diametres égaux. .

Dans le cas ol la partie OPQ de courbe des espaces se compose de
deux arcs OP, PQ occupant la méme disposition, le premier par rap-
port & I'axe des temps, le second par rapport a la parallele menée a cet
axe par le point Q, les deux arcs ABC et CDA du conlour de la came
sont symétriques par rapport a la direction du mouvement du rectiligne
de la tige et cette derni¢re posscde toujours le méme mouvement quel
que soit celui qui travaille.

Sl n'est pas possible ou sil'on ne veunt pas sectionner la tige, on la
dispose alors tout entiere d'un méme coté de I'arbre et on I'assujettit,
pendant sa course directe, & venir buter contre un ressort qui, en se
détendant, maintient son extrémité A gn contact avec la seconde par-
tie du contour e} I'oblige & prendre son mouvement rétrograde. Le con-
tour complet n’a donc pas forcément dans ce cas tous ses diamétres
éganx. '

En pratique, les points A et G sont les projections, surle plan de la
figure, des axes des galets dont sont munies les extrémités de la tige.
En sorte que Ie contour réel de la came peut étre envisagé comme une
partie de l'enveloppe d'une circonférence de rayon égal i celui du galet
dont le centre parcourt le contour trouvé précédemment.

Dans Iexamen des cas particnliers qui vont suivre, nous conserve-
rons les notations employées dans le cas général.

4° CAME LN COEUR RELATIVE AU CAS OU LES MOUVEMENTS DE L'ARBRE MOTECR
ET DE LA TIGE SONT UNIFORMES.

149. Recherche du contour théorique. — La courbe OPQRS
du mouvement de la tige se compose de deux segments de droite OQ
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et QS symétriques par rapport a l'ordonnée Qg du point Q dont les

coordonnées sont :
Oq = =0A, gQ=1.

En supposant(fig. 197) que I'arbre O tourne dans le sens de la fleche f,

x

T
i
]
|

J 1]

Fig. 193.

les construetions qui permettent d'obtenir I'are ABC du contour théorique
reviennent & partager la demi-circonférence OA située a gauche de la

direction zy du mouvement rectiligne, en huit parties égales, & porter
sur les rayons correspondants, a partir de leurs extrémités, les longueurs
{2t 3l

§  ®' 8 , puis a joindre par un trait continu les points obte-
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nus. La seconde partie CDA du contour est symétrique de la premicre
par rapport a la direction du mouvement rectiligne et le contour complet
se compose de deux arcs de spirales d’Archiméde.

Pour I'établir, prenons le point O pour pole, la demi-droite OX pour
axe polaire et désignons par g, la longueur du segment OA, par w la

X}

Fig. 197

vitesse angulaire de I'arbre, par ¢ et 0 les coordonnées polaires d'un
point quelcongue B du contour.

Pendant le temps — qui correspond & la durée d’un demi-tour de
O]

I'arbre moteur, la tige se déplace d’un mouvement uniforme de la lon-
gnenr I; sa vitesse V a donc pour expression :

y—to

™
Ceci posé, observons que la figure méme nous conduit & la relation :
£ =fo 1 bB.

Mais B réprésentant le déplacement de la tige pour une rotation §
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de 'arbre ou bien encore pendant un temps ¢ égal a —e~, nous pouvons
w

écrire :
1]

IB=Vx{=-—
™
et I'arc ABC ayant pour équation :
L]
f— —+ —
P=po
correspond bien & un arc de spirale d’Archimede puisque les accroisse-
ments p—p, des rayons vecteurs de ces différents points sont propor-
tionnels aux angles polaires 6 correspondants.

150. Recherche du contour pratique. — Pour 'obtenir nous
devons prendre 1'une des parties de Penveloppe d'une circonférence de
rayon constant dont le centre parcourt 'arc ABCDA, le compléter entre
les points A, et A, ou il présente une discontinuité par un are de cir-
conférence AjA;et lui supprimer les deux ares v,Cy, v,C; qui se croisent
en v; sur la direction du mouvement rectiligne et qui s’opposeraient au
mouvement de la tige. La distance v,C des pointes des deux cames est
donc supérieure au rayon commun des deux galets.

151. Probléme. — Le mécanisme occapant la position indiquée
sur la figure 197, par quel poin{ le contour de la came touchera-t-il
le galet supérieur aprés une rolation 0 inférieure & un demi-tour ?

Considérons, a cet effet, le point B du contour théorique qui corres-
pond a l'angle A0B = 5. Puisqu'il vient en coincidence avec le centre
du galet supérieur, dont le profil est circulaire, aprés une rotation 6 de
T'arbre moteur, le pied B; de la normale BB, au contour pratique sera
le point cherché.

152. Probléme.
supérieur s’étant transporté de A, en B, trouver la rotation corres-

Le point de contact de la came avec le galet

pondante de U'arbre moteur et évaluer sa durée.

La normale B,B au contour pratique issue du point connu B, venant
couper au point B le conlour théorique, I'angle A0B mesure la rotation
cherchée, et asa durée nous pouvons faire correspondre 'arc Ab de cir-
conférence OA, si nous convenons de prendre pour représenter celle
d’un tour complet de I’arbre moteur O le développement de cette méme
circonférence. '

153. Etude du mouvement de la tige.
came, menons la normale au contour A;Biy et désignons par E (fig: 197),

De la pointe vy, de la
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le point ou elle vient couper le contour théorique. L’arbre O tournant
dans le sens de la fleche f, 1a came vient en contact avec le galet supé-
rieur par sa pointe vy, aprés une rotation correspondante a langle m
ou bien encore aprés un intervalle de temps mesuré par I'arc Ae de
circonférence OA, § 152, Pendant ce méme temps, le mouvement de la
tige dont un point A semble se déplacer sous 'influence du contour théo-

. . . lo
rique est uniforme et correspond & la vitesse- -
ke

Aprés quoi la came oceupant la position indiquée par la figure 198,

Fig. 198. Fig. 199.

sa pointe v, pousse le galet supérieur jusqu'an moment ou elle vient se
placer sur la direction du mouvement rectiligne. Comme d’ailleurs elle
n’est soumise a aucune loi géométrique le mouvement correspondant
de la tige est varié et cela pendant un temps mesuré par I'arc ce.

A la fin de cette période, la disposition de la came est celle indiguée
par la figure 199. )

Le centre du galet supérieur se trouvant en un point F situé entre les
pointes C et vy, celui du galet inférieur occupe une position H non
située sur le contour de la came théorique, puisque AH=CF. Il en
résulte alors que la came ne touche pas le galet inférieur et quil y a
immobilité de la tige jusqu'au moment ot Ia rotation de l'arbre moteur
ameéne le point G du contour théorique en coincidence avee le point F,
¢’est-a-dire pendant une durée mesurée parl'are f(} de civeconférence OA.
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154. Courbe des espaces du mouvement de la tige. — Surla
direction du mouvement rectiligne, prenons pour sens positif celui de
la fleche f; et cherchons & représenter la courbe des espaces du mouve-
ment de la tige en prenant pour origine du temps le moment ou la
came occupe la disposition indiquée par la figure 199. Elle correspond
alors a la ligne brisée OPQRS ou a la courbe OM,P,N,Q,R,S suivant
que le mouvement est communiqué a la tige par la came théorique ou
par la came pratique. Cette derniére se compose alors: 1° d'un segment

P Q
S| ; ;
0 H
2, 7 L iINGR 5
8 1 =z a3 % 5 & 7 B 83 10 1 12 18 1§ 15 5 7
0, Courbe des vitesses ERL
Fig. 200.

de droite OM, situé sur 'axe des temps et d'une longueur égale a celle
de l'are [ﬁg; 2° d'un second segment M;N, de droite parallele a4 0OQ et
limité au peint N, d'abcisse On, égale a nOA’Z’E; 3° d'un arc dc courbe
N;Q, limité au point Q, d’ordonnée I-—CF; 4° enfin d'une partie Q,R,S
occupant par rapport a la parallele a I'axe des temps mence par le
point Q, la méme disposition que la précédente par rapport a cet axe
lui-méme.

155. Inconvénients. — La came en cceur présente les inconvé-
nients suivants:

a) Son contour constamment en contact avec les galets produit a
chaque tour de I'arbre moteur un frottement considérable.

b) Agissant sur les galets dans une direction oblique a Ja tige, elle
presse fortement cette derniére contre ses guides et oceasionne, par ce
fait, une nouvelle perte de travail.

c) Enfin comme le mouvement de la tige est a la fois alternatif et
uniforme, a la fin de chaque course sa vitesse passe brusquement d'une
valeur positive a une valeur négative, phénomene qui se traduit par un
choc considérable.
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2° CAME A MOUVEMENT UNIFORME INTERMITTENT.

158. Le contour de la came 4 mouvement uniforme intermittent se
déduit de la courbe des espaces OPQRS (fig. 200) du mouvement de la
tige par des considérations analogues aux précédentes. L'arec B,C; du

Fig. 201.

contour obtenu qui correspond 4 la phase de repos de la tige est un
arc de circonférence.

3° GaME MORIN RELATIVE AU CAS OU LES MOUVEMENTS DE L'ARBRE MPTEUR ET
DE LA TIGE SONT RESPECTIVEMENT UNIFORMES ET UNIFORMEMENT VARIES.

157. Recherche du contour. — En imposant a la tige, pendant un
demi-tour de I'arbre-moteur, un mouvement varié accéléré, puis ensuite
varié retardé avec vilesse nulle au commencement et 2 la fin de sa
course, Morin st arrivé a4 la suppression particlle des choes dont nous

venons de parler. Toutefois comme il y avait une infinité de contours
répondant a ces conditions, il fit choix de celut qui correspondait au
mouvement uniformément. varié et pour lequel la courbe des espaces
OPQRS du mouvement de la tige se composail (fig. 194) :
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1° D’un premier arc OP de parabole définier par son sommet O, son
axe Os et un point P de coordonnées :

!
Op=="%3" pl=x;

2° D'un second arc PQ de parabole définie elle aussi par son axe Qgq,

son sommet Q de coordonnées :
Og ==0A, ¢Q=I

et le méme point P que précédemment.

3° D’'un arc QRS symétrique de celui que nous venons de définir
par rapport & 'ordonnée Qgq. ’

Le contour de la came obtenu par les considérations développées
§ 151, correspond a la figure 193 et est symétrique par rapport & la
direction du mouvement rectiligne de la tige.

158. Courbes des vitesses et des accélérations du mouve-
ment de la tige. — Pour obtenir ces courbes, recherchons tout
d’abord Iéquation de la parabole OP. Elle est de la forme :

s = at?

) é du point P,

T

€

: 2 w? L 2w

ce qui donne pour a la valeur —-, elle peut s’écrire :
T

2lw?
§ =
752
et conduit aux équations snivantes :
Alw?
v =
2
bl
=0

qui donnent les expressions des vitesses et des accélérations du mouve-
ment de la tige pour le premier quart de tour de I'arbre moteur.
a) Courbe des vitesses. — La courbe des vitesses se compose :
1° D'un segment OP de droite qui passe par 'origine O 'des coor-
données et par le point P de coordonnées :
{— T _ 2l

v
2w T

’

que nous pouvons confondre avec le peint P en faisant choix de

9
I’échelle qui, a la longueur "lm» fait correspondre sur le graphique la
T

] l
ongueur 5

2° D'un second segment de droite Pq symétrlque du premier par
rapport & I'ordonnéc pP.
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3° Enfin de la ligne brisée ¢TS symétrique de la précédente OPq par
rapport au point g.
b) Courbe des accélérations. — A Paccélération de valeur absolue

L leo? . .
; , nous pouvons faire correspondre a une échelle convenable :
T

1° Deux segments O,P;, RS, paralleles & I'axe des temps, d'ordon-
née Zl et symétrigues par rapport & I'ordonnée ¢Q.

2° Un segment Py(Q, paralléle aux précédents et d’ordonnée — !

4

4> CAME IMPRIMANT A LA TIGE UN MOUVEMENT VARIE A ACCELERATION
CONTINUE.

159. Recherche du contour. L'accélération du mouvement

_des o
S D (N 52 L
‘o _E W,.___ 8,
i i % al
/. /',;W_"-- A 7 ls
L Oié ;57'54,9:10?112':13:;15515!
NS o N | /
e acrglirat |
Q; Ry
Fig. 202.

communiqué par une came Morin & une tige guidée étant discontinue,

Fig. 203.

dans le fonctionnement du mécanisme la suppression des choes n'est
gue partielle et non totale comme on aurait pu tout d’abord le croire.
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Elle est toutefois totale dans le cas ou I'on imprime a la tige un mou-
vement varié correspondant, par exemple, au mouvement circulaire
uniforme de diamétre / projet¢ sur un diametre: ce dernier répond, en
eflel, a toutes les conditions précédentes el & une accélération continue.

Le contour qui s’en déduit fig. (203) differe peu de celui obtenu pré-
cédemment.

5° (AME POUR MACHINES A VAPEUR OU POUR MOTEURS CHARON.

160. Dans la plupart des moteurs modernes, le tiroir n’existant
plus, T'admission et 1'échappement du gaz se font par des orifices

Vue deface Plan
' +
|
!

!
|

— g
r._..--_......._.........,._... B --...!
| |

Mancron porte-cames

T !

Schéma de 'Admission

] Point fixe ]

\
N

L (,/-\IH\ JL T
o)
[ \

=

Fig. 204.
distinets. Comme l'indique Ja figure 204, 'admission se fait par suite

de l'ouverture d’'une soupape S solidaire d’'une tige T terminée par un
galet G lequel, par U'intermédiaire d'un ressorl, appuic constamment

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



"GAMES ET EXCENTRIQUES 237

sur le contour d’'une came C montée sur un arbre O qui fait un tour
en méme temps que la manivelle.

Si nous désignons par T la durée de cette révolution, nous pouvons
imposer a la soupape :

) . . 2T
1° Qu'elle se souléve de son siege pendant un temps ; d’'un mou-
-

P S

r

Fig. 205.

vement varié accéléré tout’ d’abord, puis varié retardé ensuite et par-
court ainsi la longueur [;

2° Qu'elle reste ouverte pendant un temps 2;1(‘),
3° Qu’elle revienne ensuite a sa position premiére au hout d'un nou-
27

20
mouvement varié retardé ;

4° Qu’elle reste immabile jusqu'a
la fin de la révolution de I'arbre O.

vel intervalle de temps -~ par un mouvement varié accéléré suivi d'un

Nous sommes alors conduits & repré-
senter sur la figure 205 la courbe
des espaces de son mouvemenl et
sur la figure 206 le contour de la
came qui lui correspond.

Dans les moteurs Charon, ccite
came affecte la forme tronconique et
se trouve de plus invariablement
reliée au régulateur. Sila machine
marche trop vite, le régulateur
s'¢leve et avee lui la came dont la
section par le plan de la figure est

calculée de facon gu'elle commu-

nique & la soupape un déplacement Echelle dela came }’z
d’autant plus faible qu'elle est plus Fig. 206,
élevée. )

- Avec ce dispositif, 'admission du gaz est plus ou moins grande sui-
vant que la vitesse de Ia machine est inférieure ou supérieure a sa vi-
tesse normale.
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6° CAME COMMUNIQUANT A LA TIGE DES MOUVEMENTS DIRECT ET RETROGRADE
DIFFERENTS.

1641. Daus le cas ou la came doit communiquer a la tige des mou-

P SR
[ PR,

Ty RS

i

i

i
7

- %) AR,

7, S

Fig. 207.

vements direct et rétrograde différents, la tige se trouve disposée tout
entiere d’'un méme coté de 'arbre et si on lui assigne un mouvement

Fig. 208.

auquel correspond la courbe des espaces indiquée par la figure 207,
le contour de la came destiné & lui communiquer sera celui de la
figure 208.

‘

7° CAME COMMUNIQUANT A LA TIGE DEUX COURSES COMPLETES PENDANT
UNE REVOLUTION DE L'ARBRE MOTEUR.

162. La courbe des espaces OPQRS du mouvement de la tige repré-
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seniée par 209 la figure correspond & une demi-révolution de l'arbre
moteur. La tige s'¢léve done pendant le premier quart de révolution et

vient buter contre un ressort qui en se détendant la rameéne & sa posi-
tion premiere aprés une demi-révolution.

B) Les axes des monvements se coupent sous un angle quelconque.

163. Recherche de la surface dela came.
ral de la transformation de mouvement restant le méme, nous désigne-
rons par OX I'arbre moteur, par OY I'axe du mouvement de translation
de la tige, par OXY le plan de la figure, par A I'extrémité de la tige sup-
posée pour l'instant réduite & un simple point géométrique et nous sup-
poserons que cette tige vient buter contre un ressort pendant qu'elle

Le probleme géné-

effectue sa course directe et qu'elle prend son mouvement rétrograde
sous l'influence de la détente de ce dernier.

Pour obtenir le contour de la came & caler sur I'arbre OX et qui im-
prime 4 la tige un mouvement connu & Pavance, considérons le cone
engendré par le segment de droite OA tournant autour de l'axe OX. Si
au lieu de le limiter & la circonférence décrite par le point A nous pro-
longions ses différentes génératrices jusqu'a leur rencontre avec une
courbe (C), il nous suffirait de faire tourner 'arbre OX d’un angle AIB,
par exemple, pour que le point A et par suite la tige s'élévent de la
longueur BM. 11 en résulte que la courbe (C) n’est pas arbitraire et
qu'elle est lice au mouvement connu de la tige. ,

Pour la déterminer, développons le cone primitif OA de la came sur
T'un de ses plans tangents, celui, par exemple, qui contient la généra-
trice OA et convenons que la longueur de l'arc de circonférence qui
limite le secteur obtenu correspond sur un gréphique au temps d'une
révolution compléte de ['arbre moteur. Puis, construisons la courbe des
espaces OPQ.... du mouvement de la tige et reportons ensuite ses
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différentes ordonnées sur les rayons correspondants du secteur obtenu
précédemment, a partir de lears extrémités. La courbe M;N; que nous

Fig. 214

obtenons en joignant par un trait continu les différents points que nous
venons de déterminer n’'est autre que la transformée de la courbe (C).
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Elle permet de construire cetie courbe elle-méme en appliquant les
principes exposés en géométrie deseriptive dans la théorie des déve-
loppements.

Pratiquement, la tige se termine par un galet tronconique dont la
section par le plan dela figure est un trapeze EFGH dont 'un des cotés
EF passepar le point A. En le déplacant de telle facon que la droite
EF s’appuie conslamment par le point A sur la courbe (C) et rencontre
I'axe OX sous un angle constant et en prenant la partie de surface qui
I'enveloppe en le laissant 4 son extéricur, nous obliendrons la surface
de la came qui imprime & la tige le mouvement que nous lui avions
assigné a 'avance.

164. Remarque. — Pour réduire autant que possible le frotte-
ment de glissement, nous avons donné au galet une forme tronconique,
la forme cylindrique convenant seulement an cas ol il doit se trouver en.
contact avec une surface parfaitement plane sur laguelle il peut rouler.

1) Les axes des mouvements ne se renconirenl pas mats sont
rectangulaires.

165. Cette transformation de mouvement se rencontre dans certaines
machines soufflantes qui, réduites & leur plus simple expression, se
composent de deux cylindres C et ¢/ munis de soupapes R et R’ s’ou-
vrant comme 1'indique la figure 212 de maniére 4 permettre & l'air at-
mosphérique de s’introduire dans chaeun d’eux pendant la descente du
piston. Ils communiquent tous deux avec une tuyere T par une chapelle H
ouverte ou fermée par les soupapes S et %'. L'un des pistons monte
tandis que l'autre descend et la durée de l'ascension du premier est
légerement supérieure & celle de la descente du second de maniére a
obtenir un jet d’air continu. Pour déterminer la forme des excentriques
a galets qui permettent de leur communiquer les mouvements qu'on
leur assigne 4 'avance, nous distinguons deux cas:

w) Les mouvements de Uarbre moteur O et de la fige sont uniformes.
—- Nous prenons pour plan de la figure celui qui contient I'axe AX de
I'un des pistons et qui est perpendiculaire a I'arbre O et nous adinettons.
tout d’abord que 1'une des extrémités de la tige se réduit & un point géo-

métrique A, que sa course directe ! s’effectuc pendant les 16—0 du temps
mis par I'arbre moteur pour faire un tour et que sa course rétrograde
s'accomplit pendant les i% restants.

Ceci posé, du peint O comme centre avec OA pour rayon, décrivons

Bourcuieyox. — Cinématigque appliquée. 16
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une circonférence et divisons-la en dix parties égales; puis par les

points de division obtenus Ay, Ap, Aj,..... , menons-lui des tan-

gentes et portons respeetivement sur chacune d'elles a partic de leurs
21 3

points de contact les longueurs 5 %, z—l, ----- La courbe que nous

obtenons en joignant par un trait conlinu tous les points obienus

"R H R’
S QTS -
P
c’
c
———]|
Fig. 212.
By, By, Byyenn s , correspond a la partie du contour théorique qui permet

de communiquer & la tige sa course directe; celle qui la guide dans
sa course rétrograde s’obtient par des considérations analogues.

Du contour théorique, nous déduisons le contour pratique par des
considérations identiques & celles déja exposées maintes fois; elles’
nous conduisent aux constructions indiquées sur la figure 213.

Si nous choisissons 'arbre O de facon que le rayon OA satisfasse a la
relation :

6
_— 2‘ p=—
10>< 70A =1
de laquelle nous déduisons :
- 51
0= 6x

la partie AB;..... B; du contour pratique n'est autre qu'une déve-
loppante de eercle qui vient presser la tige normalement.

B8) Le mouvement de Uarbre O seul est uniforme. — Nous tracons
la courbe des espaces du mouvement de la tige, nous porions ensuite
les longueurs de ses différentes ordonnées sur les tangentes dont nous
venons de parler & partir de leurs différents points de contact et nous
achevons comme précédemment le tracé du contour de la came.
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b) ETUDE DES EXCENTRIQUES A CADRE.

166. Nature du contour d’un excentrique & cadre. — La
transformation du mouvement cir-
culaire continu en rectiligne alter- ] [
natif, dans le cas o1 les axes sont
réctangulaires, peut encore s'ob-
tenir par l'intermédiaire d'une sur- A
face eylindrique calée sur 'arbre O
de rotation et se mouvant a I'in-
térieur d'un cadre ABCD, invaria-
blement lié & la tige soumise au
mouvement rectiligne, et dont la
hauteur est calculée de facon que
ses deux cotés paralleles AB et CD D
lui soient constamment tangents.

La section droite obtenue dans
cette surface en la coupant par le
plan de la figure doit donc jouir Fig. 214.
des propriétés suivantes :

1° Ses rayons OM, OP, 0Q, OR, dont les extrémes font enire eux un
angle de 180°, doivent aller en croissant ;

2° Elle doit admettre une infinité de couples de tangentes paralleles
distantes I'nune de I'autre de la hauteur du cadre.

Si donc nous prenons le point O pour péle, 'axe 0X du mouvement
rectiligne pour axe polaire et si nous désignons par p la distance OS
du point O a celle des tangentes au contour cherché qui correspond &

" Tangle @:6, Féquation de la directrice de l'excenirique pourra

P= f(e)’
4 la condition que la fonction f(8) soit croissante lorsque 8 varic de 0

a 180v et qu’elle satisfasse de plus & la relation :
J(® + f(6+=)=AD

s’écrire @ -

quel que soit I'angle 6.
Dans l'exposition qui va suivre, nous nous occuperons seulement de
ia théorie des excentriques}a contours circulaires ; leur théorie repose

sur le théoréme généralgsuivant :

16%7. Théoréme.- ~ Lorsqu’un excentriyue circulaire tourne aulour
d’un axe paraliéle & ses généralrices et qui ne coincide avec son axe
de figure et agit sur le cété AB d’un cadre ABCD jouissanl des pro-
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priétés précédentes, tl communique & lz tige un déplacement égal & la
projection sur la direction du mouvement rectiligne du chemin cor-
respondant parcouru par le centre du contour,

Soient, en effet (fig. 215) O le pied de l'axe de rotation de 'excen-
trique sur le plan de 1a figure, G la position oecupée par son centre
au début du mouvement et AB celle du c6té du cadre sur lequel il exerce
son action.

Au bout du temps £, 'arbre ayant tourné, par exemple, d'un angle §
dans le sens de la fleche £, le centre C s’est transporté au point C; satis-
faisant a la condition :

TOG, = 8.
et le ¢oté AB du cadre, constamment perpendiculaire a la direction XY
du mouvement rectiligne, est venu occuper la position A,B, distante du
centre C,; d'une longueur C,D, égale au rayon de I'excentrique.

Les deux segments CD et C,;D; sont donc égaux et de plus comme
ils sont paralleles la figure CDC,D,; est un parallélogramme. Nous
pouvons done écrire relativement a-des projeclions faites sur la direc-
tion XY du mouvement rectiligne :

Proj. (DD;) Proj. (CCy)
ou bien encore :

Chemin parcouru par la tige = Proj. du chemin parcouru par le
cenlre de lexcentrigue.

1° EXCENTRIQUE TRIANGULAIRE.

168. Recherche du contour de ’excentrique.— Désignons par
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O le pied de I'axe de rotalion sur le plan de la figure, par XY la direc-
tion du mouvement rectiligne de la tige et par I la course a produire.

Ceci posé (fig. 216), du point O comme centre aveec ! pour rayon,
décrivons un are M;N, de circonférence et désignons par M, le point ou
il vient couper I'axe XY ; puis de ce point comme centre, avec le méme
rayon, décrivons un second arc ON, et prenons son point de rencontre
N, avec le précédent. Ce sera le centre d'un troisicme arc OM, de cir-
conférence, de méme rayon que les précédents, qui complétera le con-
iour triangulaire OM,N, de 'excentrique assujetti & se mouvoir a l'inté-
rieur du cadre A,B,C,D,. :

169. Etude du mouvement de la tige. — Le mouvement uni-
forme de I'arbre s’effectuant, par exemple,
dans le sens de la fieche f, prenons sur la
direction XY du mouvement rectiligne le
sens [f. comme sens positif.

Premiére phase. — Au début du mou-
vement, I'excentrigue occupantla position
OM,N; indiguée par la premiere figure 216,
le coté ON, travaille jusqu'a ce que son

extrémiié N, entre en prise avec le c¢olé
C;D; du cadre. A ce momeni, le rayon
M,N,, qui passe par son point de contact

vient en coincidence avec le second coOté
M,N, de I'hexagone régulier qui a M;N,

pour premier c6té et qui’est inscrit dans
la circonférence OM;.

Pendant cette premiére phase, le centre
M, du contour qui travaille a done par-
conru d'un mouvement uniforme 'arc M,N,

et ]la tige s’est déplacée de la longuear

{ . e
M.n, = 5 d’un moavement varié accéelére

identique au mouvement circulaire uni-
forme du point M; projeté sur le dia-
métre XY,

Deunriéme phase. — Au dcbut de la

deuxieme phase, ['excentrique occupe la Fig. 216.
positionindiquée surla deuxieme figure 216

et le sommet N, travaille jusqu'ay moment ou il vient occuper la
position N; pour laquelle le e¢oté MyN, devient tungent au ecété C.D,
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du cadre. Comme nous pouvons toujours le regarder comme une cir-
conférence de rayon nul, la tige, pendant cette deuxieme phase, a un
mouvement identique au mouvement circulaire uniforme du point Ny
projeté sur la direction XY ; il est donc varié retardé el correspond i
une course nyNy = L . ) !

2
Trotsiéme phase. — Au début de la troisieme phase, 1'excentrique

occupe la position indiquée sur la troisieme figure 216; il laisse done le
cadre immobile puisque le cdté MyN; a tous ses rayons égaux et cela
jusqu’au moment ol le mécanisme vient occuper la position indiquée
sur la quatricme figure 216 pour laquelle le c6té ON, se trouve en con-
tact avec le coté supérieur A,B; du cadre. Sa disposition par rapport
a ce coté étant identique & celle qu'il occupait au début par rapport au
coté C,D,, au mouvement rétrograde de la tige correspondent trois
phases analogues aux précédentes. La durée de chacune carrespond au
termps mis par 1'arbre O pour effectuer un sixieme de tour.

170. Courbes des espaces, des vitesses et desaccélérations
du mouvement de la tige. — Ces courbes indiquées sur la figure

217 s'obtiennent en appliq.uant les principes exposés en einématique
théorique.

Celle des vitesses présente des points anguleux par suite de la dis-
continuité du mouavement uniforme projeté sur le diametre XY.

171.Inconvénients. — Cet excentrique présente deux graves incon-
vénients :

1¢ Ne pouvant se caler sur 'arbre, il doit étre rendu solidaire d'un
plateau que l'on dispose en porte & faux surl’axe de rotation.

2° Ses sommets M et N qui frottent sur les bords AB et CD du cadre
s'usent rapidement.

On peut d'ailleurs y remédier en le modifiant comme nous allons
I’exposer.
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¢ - .
2 EXGLNTRIQUE TRIANGULAIRE POUVANT SE CALER SUR L'ARBRE

172. Recherche du contour. — Avtour de 'arbre moteur 0, nous

A A,

D,

Fig. 218.

ménageons & l'excentrique une certaine épaisseur de métal de facon
que son plus petit réyon p s0it ]égéreinent supérieur & celui de] arbre
moteur et nous composons son contouravec des ares de cercle de centres
respectifs M;, Ny, O et de rayons {+2p, [+ 25 et [ 4.

173. Etude du mouvement de la tige. — La corde M,N, ayant

G,

Fig. 219.

une longueur [+ 2p supérieure & { +p, I'angle M;ON; vaut plus de 60°;
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la durée de l'immobilité de la tige est donc supérieure & celle qui cor-
respond & un sixieme de tour de I'arbre moteur. A part cette particula-
rité les différentes phases du mouvement de la tige sont analogues
aux précédentes et les trois figures 218 correspondent aux positions
occupées par l'excentrique au début de chacune d'elles.

174. Courbes des espaces, des vitesses et des accélérations
de son mouvement. — Ces courbes sont représentées sur la figure
219,

3° ExcenTrIQUE TREZEL.

175. Recherche du contour. — L'excentrique précédent auquel
nous allons arrondir les angles constitue I'excentrique Trézel.

Les données qui conduisent a la détermination de son contour sont
des suivantes :

@) Le plus petitrayon s dela came;

b) La course [ de la tige;

¢) L’angle M,0N, formé parles droites qui joignent le pied de 'axe de

Fig. 220.

rotation aux centres des arcs de raccordement que nous cherchons; il
correspond 4 la période de repos de la tige.

Cet augle interceptant sur la circonférence OM; de rayon p—+1 un
arc M;N,, les centres des arcs de raccordement se trouvent sur les rayons
OM, et ON, en des points I, et J,, par exemple. Pour les déterminer,
remargquons que le contour M;N,P,Q,R,8; composé desix arcs de cercle
devant jouir de la propriété générale des contours d’excentriques a
cadre, les arcs M,S;, P;Q, qui se correspondent doivent avoir méme
centire I, ; pour la méme raison, le point J, est le centre commun des
ares N;P;, R;S,. Il s’ensuit que la droite S,P, qui joint ces deux points
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et qui est limitée au contour de 'excentrique, a une longueur égale a
I+ 2p; sa moitié S,T, vaut done é—+p.

La parallele «,3; a4 la bissecirice (;e I'angle M,ON, menée ala distance

é+p de cette derniere fournit alors une seconde tangente a l'are

-

M;S; de raccordement. Elle le touche done au point 8, satisfaisant a
la relation: '

3181 - ﬁ1Mu

et la droile P,S,, perpendiculaire au point S, a la tangente que nous
venons de déterminer vient couper les rayons OM, et ON; aux points
I, et J, cherchés.

176. Etude du mouvement de la tige. — Promicre phase. —

S

Fig. 221.

L’arbre O tournant dans le sens de la fieche fet I'excentrique occupant
au début du mouvement la position M;N;..., son c6té P,Q, travaille pen-
dant un temps égal & celui que met son cenire I, pour parcourir I'are
[,1,. Le cadre descend donc de la longueur Lizy d’un mouvement direct,
varié, accéléré.

Denxiéme phase. — Au début de la deuxitme phase, l'excentrique
occupant la position MyN,..., son coté Py, travaille pendant un temps
¢gal & celui que met son cenlre J, pour parcourir I'arc J,J;. Le cadre
descend done de la longueur j,J; égale 4 I.iy, mais cette fois d’un mou-
vement direct, varié, retardd.

Troisiéme phase. — Pendant la troisieme phase la tige reste immo-
bile. ) .

Aprés quoi elle remonte et son mouvement rétrograde comprend lui
aussi trois phases identiques aux précédentes. ’

17%. Courbes des espaces, des vitesses et des accélérations
du mouvement de la tige. — Ces courbes représentées sur la
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figure 221, ont été construites, comme dans les exemples précédents,
en faisant correspondre & la durée d'une révolution de 1'arbre moteur,
le développement de la circonférence OI,.

4° EXCENTRIQUE CIRCULAIRE.

1'78. Recherche du contour. — Désignons par O le pied de I'axe
de rotation sur le plan de la figure, par I la course & produire, par XY

3

A P B
|
e I’l‘ .
€O C

Fig. 222,

la direction du mouvement rectiligne de la tige & conduire et indiquons
par la fleche f lc sens de rotation de I'excentrique.

Ceci posé, sur la droite XY, & partir du point O, portons une lon-
gueur OP égale a I; la circonférence décrite sur ce segment comme
diametre correspond au contour de I'excentrique circulaire. )

179. Etude du mouvement de la tige. — Par suite du déplace-
ment de l'excentrique, son centre I, parcourant la circonférence Ol
d’un mouvement uniforme, le mouvement de la tige est identique au
mouvement circulaire uniforme projeté sur la direction XY, mouvement
dont I'étude a été faite en cinématique théorique.

180. Modification apportée au contour. — L'excentrique que
nous venons d’étudier doit étre disposé en saillic sur un plateau placé
en porte a faux sur 'arbre moteur. Pour remédier a cet inconvénient,
nous lui ménageons un ceil dontle rayon OB est légérement supérieur a
celui Ox de l'arbre et nous portons ensuite de B en P, sur la direction
XY, la course ! & produire. La circonférence décrite sur le segment
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vP comme diametre correspond au contour d’un excentrique circulaire

A % '

que nous pouvons caler sur I'arbre moteur, mais qui produit toutefois
un frottement plus considérable que le précédents

5° TIGE A COULISSE.

184. Nous pouvons encore réaliser la transformation du mouvement

X &

R

Fig. 22k.
circulaire continu en rectiligne alternatif, en disposant sur l'arbre

moteur O, un disque D portant perpendiculairement a4 son plan un bou-
ton B qui agit, comme l'indique la figure 224, sur les cotés d'un cadre
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étroit ou coulisse et qu’on arme, pour réduire I'usure provoquée par le
frottement, d’un coussinet rectangulaire C glissanf
4 frottement doux le Iong de la coulisse.

Ce dispositif communique & la tige un mouve-
ment identique au mouvement circulaire uniforme
du centre B du bouton projeté sur la direction XY
du mouvement rectiligne.

6° CREMAILLERE DOUBLE.

182. Nous pouvons encore réaliser la méme
transformation de mouvement au moyen d'une cré-
maillére double représentée par la figure ci-contre.
Le pignon O, denté seulement sur une partie de
son contour, tourne a l'intérieur d’un cadre et peut

A engrenei avec les cotés AB et CD qui jouent le réle
de crémailléres.

Cw
MECANISMES A RAINURES.

183. Lorsque les efforls & vaincre sont peu con-
sidérables, la ﬁransfo;mation da mouvement circu-
laire continu en rectiligne alternatif peut s'obtenir
par l'intermédiaire de rainures pratiquées dans des

disques circulaires, cylindriques ou coniques suivant la disposition des
axes des mouvements.

a). Les axes des mouvements se rencontrent et son! rectangqulaires.

Sur I'arbre O en mouvement de rotation (fig. 227), calons un disque D

- S
g P
© -

5]

i
18 13 20

[ SO
&

&

-

3

P L TR

5 p——

[ —

<33

Fig. 226.

et pratiquons dans sa surface unerainure servant de guide & un bouton B
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solidaire de la tige guidée T a laquelle nous devons communigquer un mou-
vement rectiligne alternatif connu. Son tracé s’effectue comme suit: OB
désignant son plus petit rayon, nous construisons la courbe des espaces
du mouvement de la tige (fig. 226) en prenant pour représenter le
temps d'une révolution complete de I'arbre O le développement de la
circonférence OB et 4 I'un quelconque P de ses points, répondant aux

T

— — _r_.,,

Fig. 227,

coordonnées Op et pP, nous faisons correspondre le point M de la ligne
moyenne (C) de la rainure; il est déterminé par les relations :

Bm =0p, mM=—pP.

Nous répétons un certain nombre de fois cette construction; puis
nous joignons par un trait continu tous les points obtenus et nous
prenons finalement Uenveloppe du bouton B lorsque( son centre
décrit ]Ja courbe que nous venons de déterminer.

b) Les axes des mouvemends sont paralléles,

Nous avons rencontré une transformation de ce genre § 89 ; elle
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correspondait au cas ou le mouvement de la tige était uniforme. Nous

allons la généraliser et supposer 4 la tige un mouvement rectiligne
alternatif varié.

7
&

5 ¢
Fig. 228.

Sur I'arbre moteur (fig. 229), nous calons un cylindre de révolution
OA et nous tracons la courbe des espaces du mouvement de la tige

Fig. 229,

(fig. 228) en faisant correspondre au temps d’une révolution de 'arbre
moteur le développement de la circonférence OA. Comme elle coincide
avec la transformée de la ligne moyenne de la rainure, nous obtien-
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drons un point quelconque M de cette dernitre en prenant pour son

. . L~ 70A
abscisse circulaire Am la longueur 3 et pour sa cote, au-dessus du

plan horizontal H, la longueur de l'ordonnée pP. Les constructions
s’achévent ensuite comme précédemment.

¢). Les axes des deux mouvements se coupent & distance finie
sous un angle quelconque.

En pratiquant sur la surface obtenue § 163 une rainure admettant

pour ligne moyenne la courbe C, nous réaliserons la transformation
demandée.
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DEUXIEME GENRE
TRANSMISSIONS PAR LIEN RIGIDE

CHAPITRE PREMIER

GENERALITES SUR LE3 SYSTEMES ARTICULES PLANS

184.Définition. — On appelle systeme articulé plan, un ensemble de
tiges assujetties & se mouvoir dans un méme plan et articulées les unes
aux aufres par des pivots normaux & ce plan.

Cette définition, bien que n’étant pas générale, nous suffira pour
LI'exposition du programme gue nous avons a remplir.

Comme les systemes articulés formés par- la réunion de deux ou de
trois tiges ne permettent de réaliser aucune transformation de mbuve-
wment, nous les laisserons de coté et nous commencerons notre étude
par celle du quadrilatére. Nous désignerons par A, B, G, D ses sommets
et par a, b, ¢, d leslongueurs de ses cOtés dans L'ordre ol on les ren-
contre en parcourant son périmeétre dans le sens ABCD.

185. Pivot 4 révolution compléte.
d'un quadrilatére articulé ABCD est a révolution complete quand 'angle
variable 0, formé par les deux tiges qu’il articule, peut prendre toutes
les valeurs possibles de 0 a 360°,

Un sommet ou pivot A

186. Probléme. — Trouverlescond.tions nécessaires el suffisantes
qut dotvent exister entre les cétés a, b, ¢, d, du quadrilatére articulé
ABCD, pour que saa sammel A soit 4 révolution compléte.

BourgureNoN. — Cinématique appliquée. 17
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Construisons avec les quatre longueurs données, le quadrilatére con-
vexe ABCD (fig. 230); menans sa diagonale BD et considérons le trian-
zle ABD. Il nous donne : '

BD? = a? + d? — 2ad cos 8.

D’autre part, le c6té BD du triangle BCD étant plus petit quelé somme
des deux autres cotés et plus grand que leur différence, nous pouvons
écrire, ne sachant pas I'ordre de grandeur des ¢6tés b et ¢:

(b— )2 <<BD*<C (b—+ ).
Par suite:
(b—e)t<<a*+4d*— 2ad cos 0 << (b+ c)%.

Ou bien encore :

a“’—+—d2—(b+c)2<coso<a2—f—d2—(b—c)2_
2ad

2ad

Pour que le pivot A soit 4 révolution complete, il faut que son
cosinus puisse prendre toutes les valeurs possibles entre — { et + 1,

> . c Cc'est-a-dirc satisfasse aux nouvelles

inégalités :
— 1 <Cecos 6<C1,

5 ce qui exige, qu'entre les eotés a, b,
¢, d, existent les relations ;

a? 4-d*—(b+¢)?
2ad <—h

et

A : :
Fig. 230. @ bd?—(0b—e)_ 4
2ad

qui peuvent encore s’écrire :
(d—+a)*—(c+6)2<0,
(d—a) —(c—5b)2>0.

Elles expriment : la premiére, que Uexcés du carré de la somme des

et

cotés qui aboulissent au pivot considéré sur le carré de la somme des
deux autres est négatif ; la seconde, que Uexcés du carré de la diffé-
rence de ces mémes colés sur le carré de la différence des denx autres

est positif.

18%. Théoréme. — Tout quadrilatére articulé, dontla somme du
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plus petit et du plus grand célés est inférieure o la somme des denx
aufres, a deux pivols arévolulion compléte situés aus exlrémilés du
plus petit coté.

Pour fixer les idées, raisonnons sur le quadrilatere satisfaisant, par
exemple, aux conditions :

a<<d (), b<<e (2),
et admettons quele pivot A soit arévolution complete. Les inégalités :
(d+a+c+b)d+a—ec—b)<C0,

et
d—atc—6)d—a—ec+b)>0,

sont donc satisfaites et comme les sommes algébriques a-+-b—+c +d,
d — a et ¢ — b sont essentiellement positives, elles se réduisent a:

d4-a—c—b<0, < 3
et

d—a—c +0>0, (4)
et conduisent a la suivante :

a <<b.
En effet, les inégalités (3) et (4) pouvant s’écrire:

(d—c)—+(e—h)<0,
et
d—c>a—5b.

il est impossible gue la différence a — b soit pos-i,tive, sans quoi la diffe-
rence d — c le serait également etla somme (d—c)—+ (¢ — b) ne pour-
rait étre négative.
1l en résulte que le pivot A que nous avons supposé & révolulton
compléte est a U'vne des extrémités du plus pelit cété du quadrilatére.
Ceci posé, supposons les cotés du quadrilatére rangés par ordre de
grandeur croissante et satisfaisant aux inégalités :

a<b<le<ld, €?)
a-+d<b+e, ®

Dans ces conditions, les pivots A et B sont & révolution complete.
a) Le pivot A est @ révolulion compléle; autrement dit, les inégalités:

d4+a—c—b<<0,
(d—a+c—b) d—a—c-1-b)>0,

sont vérifiées.
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La premicre l'est d’apres I'bypothese (3); d'autre part les hyPo-
théses () permettant d’écrire :

d—a>0 d—e¢>0
c—b>0 b—a>0

il en résulte que les deux sommes algébriques :
d—a -+ c—b, d—c+b—a

sont positives. Il en esl done de méme de leur produit.
b) Le pivot B est & révolution compléte ; autrement dit, les inéga-
lités
(b+4-a)? — (d-i-¢)> <0,
(b—a))—({d—c)2>0.
sont vérifiées.
En effet, elles peuvent s'écrire :

b+a+d+c)(b+a—d—c)<0,
b—a+d—c)(b—a—d+c¢)>0.

Or, lasomme a—b& +-c + d étant positive et d’aprés I'hypothese (v),
a—+h—d—c<0,

e premier membre dela premiere inégalité est un produit de deux fac-
teurs, I'un positif, l'autre négatif; il est done bien négatif.

Le premier facteur (b— a) + (d —c¢) de la seconde inégalité est
positif d'aprés les hypothéses (y); le second I'est également d’aprés
I'hypothése 3. Leur produit I'est donc aussi et la seconde inégalité est
bien vérifiée.

Avec des hypotheses différentes sur la grandeur des cotés du quadri-
latére, nous vérifierions de la méme facon I'énoncé du théoreme qui est,
par suite, tout & fait général.

Il en résulte que toul quadrilaiére qui a des pivots o révolulion
complele, en a au moins deux.

188. Quadrilatéres ayant trois ou quatre pivots & révo-
lution compldte. — A priori, il est facile d’établir qu'en recherchant
les quadrilateres & trois pivots a révolution complete, nous obtiendrons
ceux qui en ont quatre. .

En effet, en écrivant que le pivol A est & révolulion compléte, nous som-
mes assurés, d'apres la théorie qui précede, que I'un des pivots B ou D
I'est aussi: mais ne connaissant pas l'ordre de grandeur des cotés,
nous ne pouvons préciser lequel.
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Dans celte ignorance, nous devons assujettir le troisigéme pivot C a
étre a révolution compléte et les nouvelles inégalités que nous sommes
conduits & c¢crire expriment encore que les pivots B ou D sont & révo-
lution complete.

Dans le cas ou les deux groupes d'inégalités expriment en méme
temps que le pivot B est & révolulion complete, le quadrilatére corres-
poundant a seulemenl les trois pivots A, B, G a révolulion complete.

Dans le cas au contraire ot le premier groupe d'inégalités exprime.
que les pivots A et B sont & révolution complete et le second que ce
sont les pivots G et D qui satisfont 4 la méme condition, le quadrilatere
correspondant a quatre pivots a4 révolution compléte.

Ceci posé, écrivons les groupes d'inégalités dont nous venons de
parler :

(d+4ay —(c-+ 5?2 <0 M
%(d—a}ﬂ—(c—@“’ >0 @
(e+b?—(d+ap<C0
3 (e —b) - (d—a) >0

et substituons a ce dernier le suivant qui lui est équivalent:
(d+a—{(c+b)2>0 3
(d—a)®—(c—b2 <0 )

obtlenu en changeant les signes des deux membres de chaque inégalité.

Si nous comparons d'unec part les inégalités (1) et (3), d'autre part les.

D

Fig. 231. Fig. 232.

inégalités (2) et (4), comme elles expriment qu'une méme expressiorr
algébrique doit étre a la fois positive et négative, elles conduisent anx
équations suivantes :
(d+a@—(+b=0
(d—a@—(c—bi=0
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qui peuvent s'éerire:

d+at+c+b){d+a—c—0b)=0
(d—a+ec—b)d—a-—c+b)—=0

¢t se partagent alors en deux groupes:
d+a—c—b=20 d+a—c—b=0
® _ an _
d—a—c+b=0 d—a+c—b=0
équivalents respectivement aux deux suivants:
a=1" a=—==c
r II/
3e=y aniy Ty
Le premier correspond aux quadrilateres fer de lance ou cerf-volant
(fig. 231 et 232) qui ont trois pivels a révolution:compléte et deux
cotés consecutifs égaux.

A a B
Fig. 233.

Le second correspond aux parallélogramme et conire-parallélo-
gramme (fig. 233 et 23%4) qui ont quatre pivots a révolution compléte
et deux célés opposés égaux. '

ENUNIEI{A’I‘ION DES TRANSFORMATIONS DE MOUVEMENTS OBTENUS A L'AIDE D'DN
QUADRILATERE ARTICULE.

189. Partant d’'un quadrilatére articulé et rendant {ixe I'un de ses
membres appelé pont, nous obtenons un mécanisme qui nous permet
de réaliser certaines transformations de mouvement. Aux denx membres
qui aboutissent aux extrémités du pont nous donnons les noms de
manivelles ou oscillateurs et a celui qui est articulé a leurs extrémités
celui de bielle. )

Nous laisserons de cdté les quadrilatéres absolument arbitraires pour
¢tudier eeux qui ont deux ou plusicurs pivots a révolution compléte.

@) QUADRILATERES A DEUX PIVOTS A REVOLUTION COMPLETE. — Les deux
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pivots O et O (fig. 233) étant, par exemple, a révolution complete,
00’ est le plus petit ¢6té du quadrilatere OAQ’A’ ef sinous désignons par
¢ le plus grand, entre ses quatre eotés
existe la relation:

a—+c<<b—+d.

«) Le pont est le cité a. — Le méca-
nisme obtenu permet alors de transformer

une rotation continue de 'arbre O en une
rotation continue de I'arbre O’ avec un Fig. 235.
rapport variable de vitesses angulaires.

B) Le pont est Uun des cotés b ou d. — Dans les deux cas nous réa-
lisons le méme méeanisme, car le membre & se comporte par rapport
au pivot O comme le membre d par rapport au pivot O'. 1l permet de
transformer le mouvement circulaire continu de l'arbre O en un mou-
vement circulaire altérnatifde ’arbre A ; ses membres 00’ et AA’ consti-
tuent la manivelle et Poscillateur.

v) Le pont est le c6té c. — Le mécanisme correspondant permet
de transformer le mouvement circulaire alternatif de l'arbre A en
un mouvement circulaire alternatif de I'arbre A’; ses deux mem-
bres OA, O’A’ sont les oseillateurs.

b) QUADRILATERES A TROIS PIVOTS A REVOLUTION compLETE (fig. 231 et
232) — «) Le pont est le c6té a. — Le mécanisme correspondant per-
met de transformer une rotation continue de 'arbre A en une rofation
continue de 'arbre B avec un rapport de vitesses angulaires variable ;
ses deux membres b et d sont les manivelles.

Le membre b, rendu fixe, se comportant par rapport aux pivots B et
C comme le membre a se comportait par rapport aux pivots A et B, le
mécanisme correspondant réalise la méme transformation de mouve-
ment que le précédent. :

B8) Le pont est Fun des cités d ou ¢. — Le-membre d jouant par
rapport aux pivots A et D le méme rdle que le membre ¢ par rapport
aux pivots C et D, le mécanisme obtenu en fixant I'un d'eux, CD par
exemple, permet de transformer une rotation continue en une rotation
alternative ; ses membres BC et AD sont respectivement la manivelle et
l'oscillateur.

¢} QUADRILATERES A QUATHE PIVOTS A REVOLUTION cOMPLETE (fig. 233 et 234).
— Les quadrilateres & quatre pivols & révolution complete permettent,
quel que soit le pont, de transformer une rotation continue en une
rotation continue. Les mouvements obtenus se distinguent cependant
les uns des autres comme nous allons I'établir.
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a) Parallélogramme. — a ¢tant par exemple le pont, la bielle CDr
lui est constamment paralléle et le rapport des vitesses angulaires des
arbres A et B reste constant pendant tout le mouvement. Le mécanisme
correspondant, le seul que nous ayons rencontré jusqu'alors, permet
done de transformer une rotation continue en une rotation continue
parallele avec rapport de vitesses angulaires constant.

B) Contre-parallélogramme. — Les cotés de ce quadrilatere élant
deux & deux égaux, nous pouvons en déduire deux mécanismes :

@) LE PONTEST LE COTE @. — Le mécanisme correspondant permet de
transformer une rotation continue de I'arbre A en une rotation continue
de méme sens de 'arbre B avec rapport de vitesses angulaires variable.

b) Lk poxt EST LE COTE b. — La transformation de mouvement réa-
lisée dans ce cas est idenlique & la précédente, mais les deux rotations
sont toutefois de sens contraires.

190. Mécanismes déduits du quadrilatére articulé. — Repre-
nons le quadrilatére articulé transforméen mécanisme par l'immobilité du
coté d et supposons qu'il permette de

'A' transformer une rotation continue de
/5/ I'arbre O en une rotation alternative de
A'\“/ l'arbre O’ ; ses quatre cotés vérifient alors

c . > . N -

a\ la relation:

a+d<<b—+e.
0 d_

Fig. 236. Si nous le modifions en substituant a

I'oscillateur ¢ un coulisseau assujelii a
se déplacer dans une coulisse pratiquée dans le membre d nous obte-
nons le nouveau mécanisme indiqué par la figure 237. 11 permet

A Z
7, "

Fig. 237.

de réaliser la méme transformation de mouvement que préeédem-

ment.
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Si alors nous supposons au eoulisseau un rayon infini, le systeme
articulé précédent se transforme encore, devient celui de la ﬁ;;ure 238 et

___________ A
%%

o

Fig. 238.
permet de réaliser un cerfain nombre de transformations de mouve-

ments que nous allons étudier.
@) Le pont est le cité a. — Le mécanisme obtenu (fig. 239) permet

de transformer, par I'intermédiaire d’une coulisse et d’un coulisseau,

une rotation continuc et uniforme d’un arbre O en une rotation con-

tinue mais variée d'un arbre O’ parallele au premier.
8) Lepontestle coté b. — Le coulisseau (fig. 240) peul alors simple-

ment tourner autour du point O’ et la coulisse, tout en prenant un mou-

- __ A
P
L\ c
! 7 PP
[ N g 2E
|\ - T s, g’,-
\ 0 (44

Fig. 240.

vemenl rectiligne alternatif suivant sa propre direction, osecille autour
de ce point. Le mécanisme correspondant, permettant de transformer un
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266
mouvement continn de rotation d’un arbre O en un mouvement oscilla-
toire d'une coulisse, porte le nom de mécanisme a coulisse oscillante.
Si I'on échange les membres ¢ et d (fig. 241), le membre ¢ prend

alors un mouvement rectiligne allernatif et la coulisse oscille autour

P T~
- ~
Re ~ c
p .
A *\ d
{ S o @,
\ -
/ \ B o
! -
] a \ T
| — — T
) e |
' o ]
] i
1 !
\ N
\ ’
N l
AY 4
\ ’
\\ //
\\ ,/
../,

Fig. 24d.

de I'arbre O’. Le mécanisme correspondant se rencantre fréquemment

dans les machines a4 vapeur.
Rien ne s'oppose d'ailleurs & ce que le coulisseau soit solidaire du
bouton A de la manivelle OA (fig. 242). S'il en est ainsi, on obtient

Fig. 242.

un nouveau dispositif tres employé dans les petites machines a raboter
et qui permet de communiquer a I'outil un mouvement a retour ra-

pide.

Y) Le pont est le c6té c. — Le membre b prend alors un mouvement
circulaire oscillatoire auquel correspond un mouvement rectiligne alter-

natif de la coulisse.
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3) Le pont est le c6té d. — Le mécanisme correspondant (fig. 243) per-
met de transformer le mouvement rectiligne alternatif du coulisseau

Fig. 243.

en un mouvement circulaire continu de l'arbre O ou inversement.
Il trouve son application dans un grand nombre de machines.
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CHAPITRE II

GENERALITES SUR LES POINTS MORTS DANS LES
MECANISMES.

191. On appelle point mort dans un mécanisme toute position du
systeme pour laquelle la force motrice ne produit sur lui aucun effet
ou bien encore se comporte & son égard comme si elle agissait sur un
corpsinerte. En général, siau moment dela mise en marche de la machine
le mécanisme occupe une telle position, il peat ou rester immobile ou
conduire & des mouve-
ments différents de
celii qu'on se propose
de réaliser et qu'il
faut par suite évincer.

Pour I'établir, con-

sidérons en premier

Fig. 2%k.

lieu le systéme bielle
et manivelle (fig. 244) permettant de transformer un mouvement recti-
ligne alternatif en circulaire continu. Dans la position A,C, d’'un point
mort, la force motrice, agissant sur le coulisseau C; dansla direction OC,,
se trouve détruite par la résistance de I'arbre O et ne produit aucun
effet sur la manivelle OA;. Il n’y a donc pas possibilité de mouvement.
Considérons, en second lieu, le systéme bielle el manivelles (fig. 245)
permettant de transformer un mouvement circulaire continu en circu-
laire continuavee rapport de vitesses angulaires constant. 8i la position
OA,0'A’y, ou tous les membres du mécanisme sont en ligne droite,
correspond a celle de la mise en marche et si la manivelle motrice OA;
vient & tourner dans le sens de la fleche f, par exemple, 'autre mani-
velle peut ou tourner dans le méme sens et on réalise ainsi la transfor-
mation demandée, ou tourner- en sens inverse et ce mouvement, tout
différent de celui qu’on se propose d'obtenir, doit éfre évité.
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On remédie 4 ces inconvénients par l'introduction dans le mécanisme
d’'une nouvelle chaine cinématique reliée 4 la premicre comme I'indi-
quent les figures et assujettie 4 se trouver dans une position active
toutes les fois que la pre-
miere correspond & une po- P ~
sition des points morts ou /

inversement. Elle  permet 4

done de les franchir avec le . uF
mouvement demandé.
On peut encore obtenir ee

Fig. 243.

résultat par l'introduction de nouveaux couples d'éléments conjugués.

Pour le bien faire comprendre, étudions, par exemple, la transfor-
mation, par lien rigide, d'un
mouvement ecirculaire continu
en circulaire continu avee rap-
port de vitesses angulaires va-
riable. Elle comporte deux cas :

a) Les deux rotalions sont
de sens conlraires. — Les deux
manivelles OA, O'A’, la bielle
AA’ et le pont OO’ forment un
contre - parallélogramme  (fig.
246) et si 4 la position 0A,0’A’, du mécanisme, ol tous ses membres
sont en ligne droife, correspond sa mise en marche, la manivelle O'A’
peut scdéplacer dans deux sens
différents.

Fig. 246.

Pour éviter celui qui ne cor-
respond pas a la transforma-
tion de mouvement demandée,
étudions, par exemple, le mou-
vement relatif de la mani-
velle OA par rapport 4 la ma- ;
nivelle O'A’. 1l correspond a [

cclul d'un systéeme invariable

Fig. 247.

dont deux points décrivent des

* circonférences égales, et peut s'obtenir, comme nous I'avons établi en

cinématique théorique § 150, en faisant rouler I'ellipse de foyers O’
et A’ et de grand axe OO0’ sur une ellipse égale de foyers O et A.

Il en résulte que si nous considérons chacune de ces ellipses comme

lites invariablement aux maunivelles qui leur correspondent, il suffira

que la premiére OA recoive son mouvement de l'arbre moteur pour
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qu'elle communique a I'auntre manivelle et par suite & Parbre O’ le mou-
vement demandé.

Dans les pesitions OA,0'A',, OA,O'A’s des points morts, ees deux
ellipses viennent en contact d'une part par les points B et B/, d’autre
part par les points C et /. Si donc nous pratiquens sur la manivelle
OA une dent B et si nous cherchons son enveloppe lorsque 'ellipse OA
a laquelle elle est inva-
riablement liée roule sur
T'autre, nous obtenons la
forme du creux B’ que
nous devons ménager sur
la manivelle O’'A" pour
franchir la premiére posi-
tion; par analogie la dent
¢ et le cremx G per-
mettent de franchir la
deuxiéme position des
points morts.

Nous aurions pu (fig.
24T), par un raisonne-

Fig. 248. ment identique, trouver

la forme de mouveaux

couples d'éléments (B.B"), (C.C") qu'on peut disposer sur la bielle et
le pont pour obtenir le méme résultat.

b) Les deux rotations sont de méme sens. — Les deux membres du
parallélogramme qui 'sont accouplés dans ce cas sont les plus longs
(fig. 248). Comme précédemment, nous recherchons les mouvements
relatifs de la bielle par rapport au pont et du pont par rapport 4 la bielle.
Puis nous pratiguons une dent en B sur la biclle AA’ et nous cherehons
son enveloppe lorsque I'ellipse AA’ roule sur l'ellipse 00 ; elle nous
donne la forme B’ du creux & ménager sur le pont pour assurer la con-
tinuité du mouvement transmis. Nous déterminons d'une fagon ana-’
logue le second couple d'éléments (G . C") qui permet au méeanisme de
franchir la seconde position des points morts.
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PREMIERE CLASSE

LIAISON DE DEUX ROTATIONS

CHAPITRE III

TRANSFORMATION D'UNE ROTATION CONTINUE EN UNE
ROTATION CONTINUE AVEC RAPPORT DE VITESSES
ANGULAIRES CONSTANT.

192. L'¢tude faite précédemment des transformations de mouvement
qu’on peut réaliser avec un quadrilatere articulé, nous a montré que le
parallélogramme seul permet d’obtenir celle qui nous occupe. Comme
d’ailleurs la bielle est conslamment paralltle & la ligne des centres,
I'arbre moteur et I'arbre 4 conduire tournent constamment avec la méme
vitesse angulaire et l'on s'affranchit des points morts comme nous
Favons indiqué § 191.

On trouve, dans la pratique, une application de cette théorie dans les
roues couplées des locomotives.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DEUXIEME CLASSE

LIAISON DE DEUX ROTATIONS

CHAPITRE IV

TRANSFORMATION D'UNE ROTATION CONTINUE OU AL~
TERNATIVE EN UNE ROTATION CONTINUE OU ALTER-
NATIVE AVEC RAPPORT DE VITESSES ANGULAIRES
VARIABLE.

TRANSFORMATION D’UNE ROTATION CONTINUE EN UNE ROTATION CONTINUE.
1° Par quaririlaléres articulés, plans.

193. Pour transformer par lien rigide une rotation continue en une
rotation continue, nous pouvons utiliser tous les quadrilatéres articulés
qui ont au moins deux pivots a révolution compléte. Nous nous conten-
terons d’employer, dans 'analyse qui va suivre ;: 1° celui pour lequel les
wanivelles el la bielle ont une méme longueur inférieure & celle du pont;
2¢ le contre-parallélogramme, et nous distinguerons le cas ou les rota-
tions sont de méme sens de celui on elles sont de sens contraires.

a) Les deux rotations sont de méme sens.

{° EMPLOI DU QUADRILATERE ARTICULE AYANT StS TROIS MEMBRES OA, O'A’, AA’
£GAUR. — Si dans le quadrilatere articulé OAQ’A’ (fig. 249) pour lequel :

0A = 0N =AA" <00/,

nous choisissons comme pont le ¢6té¢ O0’, nous obtenons un méca-
nisme qui permet de transformer une rotation continue de I'arbre O en
une rotation continue de I'arbre O'.

«) Elude du mouvement de U'arbre & conduire. — A liastant consi-
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déré, désignons par Ble point de rencontre de la bielle avec la ligne des
cenfres, par V' la vitesse linéaire dubouton A’ et par w et v’ les vitesses.
angulaires des arbres O et O’; nous pouvons alors écrire :

o _ BO.
w BO/
ou bien encore:
w — w>< % .
La vitesse du bouton A’ a done pour expression:
BO
' — oy ) N ]
V= 0A=w OA'BO’

et comme les deux triangles BOP et BO'A’, obtenus en menant parle

point O la parallele OP ala bielle O’A’, sont semblables, les deux rap-

ports 11338—, et 60’% sont égaux et 'expression précédente peut s'éerire:

V' =w><0P.

Graphiquement, 4 une échelle convenable, la longueur QP peut re—
présenter la vitesse du bouton A’ a 'inslant considéré.

Dans I'hypothése ou I'arbre moteur O est animé d'un mouvement de
rotation uniforme, I'étude des variations de la vitesse duo bouton A’ re-

L BO
vient a celle du rapport Lo

Pour fixer les idées, supposons qu’a l'origine du mouvement le bou-
ton A’ se trouve au point 0’ sur la ligne des centres ; le point B coincide
alors avec lui, puis s'éloigne ensuite vers le bas. La distance BO aug-
mente donc et comme le rapport précédent peut s’écrire :

BO __BO 1 |
BO' BO4-d d

il augmente loi aussi jusqu’au moment ol le point B est & linfini,
position pour laquelle la bielle est parallele ala ligne des centres.

Aprés quei, le point B passe de 'autre coté du segment 00’ et se rap-
proche ensuite de ['arbre O’. Comme nous pouvons écrire :

BO _ BO i
B0 BO—d ,_ d
BO
et que BO décroit jusqu'au moment ou le bouton A vient a4 nouveauw
sur la ligne des centres, le rapport précédent croit encore.
Le mouvement du bouton A’ ou bien encore celui de U'arbre O est

BouncurieNoN. — Ginématique appliquée. 18
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donc varié, accéléré depuis le moment ot la manivelle 4 conduire coin-
cide avec la ligne des centres jusqu’an moment ou la manivelle motrice
vient en coincidence avec cette ligne apres une rotation supérieure a
180° : aprés quoi il devient varié retardé.
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Fig. 249.

B) COURBES DES ESPACES ET DES VITESSES DU MOUVEMENT DU BOUTON A'. —
a) Courbe des espaces, — La rotation de l'arbre moteur s'effectuant
dans le sens de la fleche f, du point (V comme centre, avec la longueur’
de la bielle pour rayon, décrivons un arc de circonférence et prenons
son point de rencontre 0 avee la trajectoire du bouton A. Divisons-la
ensuite, & partir de ce point, en seize parties égales; puis de chacun des
points de division 0, 1, 2,3, 4, ..... obtenus, aveclalongueur de la bielle
pour rayon, décrivons des arcs ‘de circonférence et marquons les points
0, 1,2, 8,4, ..... ou ils viennent couper la trajectoire du bouton A’
Enfin sur un graphique marquons le point M dont les coordonnées, par
rapport aux axes of, os, ont pour expressions :

VOmA:ﬂ, mM =04,
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et répétons un certain nombre de fois cette construction. En joignant
tous les points obtenus par un trait continu, nous déterminons ainsi la
courbe des espaces du mouvement du bouton A’.

b) Courbe des vitesses. — Nous pourrions la déduire de la précédente
comme nous I'avons établi eu cinématique théorique § 52. Mais nous
pouvons aussi procéder plus simplement :

La formule :

V =w>x0P,

établie précédemment, montre, qu’a I'instanl considéré, la vitesse du
bouton A’ est proportionnelle 4 la longueur OP. Si done, sur un gra-
phique, nous lui faisons correspondre 'ordonnée mM’ égale &4 OP, les
différentes ordonnées de la courbe des vitesses auront des longueurs res-
pectivement égales 4 celles des rayons vecteurs de la courbe licu du point P.

2° EMPLOI DU CONTRE-PARALLELOGRAMME. — Nous pouvons encore réaliser
la transformation de mouvement précédente au moyen du contre-paral-
lélogramme transformé en mécanisme en prenant pour pont l'un des
deux plus petits cotés 00’ que nous supposerons égal a 2a.

a) Etude du mouvement de Uarlire & conduire. — En conservant les
notations précédentes, nous pouvons écrire :

1138, ;me’A’xgi,:meP.

Il en résulte que la position occupée par le point B sur la ligne des

centres nous permet de

V —w' > 0'A' =w < 0'A >

conclure la nature du
mouvement du bouton A’
ou bien encore celle de
T'arbre & conduire. Pour
ja délerminer, remar-
quons que la différence
BO — BA ¢tant égale 4 2a
nous pouvons, 4 chaque
instant, la regarder
comme l'intersection de --
la ligne des centres avec
une hyperbole de foyers O
et A, de grand axe 2q,
tangenie au point B & la
droite IB et invariable-

ment liée & la manivelle Fig. 250,
motrice. Par analogie, la
différence BA'— B0’ étant égale aussi a 2a, nous pouvons encore la
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regarder comme l'intersection de la ligne des centres avec une seconde

hiyperbole de foyers O’ et A', égale & la précédente, tangente au point B

4 la droite IB et invariablement liée & la seconde manivelle O'A’.
Comme d’ailleurs la relation :

0 >< BO = o' >< B0/,

est safisfaite & chaque instant, ces deux courbes roulent 'ane sur 'auire
et au mouvement du mécanisme, nous pouvons donner le nom de mou-
vement hyperboligue.

Ceei posé¢, désignons par 2¢ la longueur commune des denx mani-
velles que nous supposons pour fixer les idées dans le prolongement
I'une de T'autre al'origine du mouvement. Les boutons A et A’ occupent
alors les positions 0 et 0" et le point B coincide avec le point C. La

et la

. BO . c—a
jistance OC valanl ¢ —a, le 1z b ——— ¢ eXpression -
distan valant ¢ — a, le rappor 5O’ a pour expression i a

vitesse du bouton A’ a au départ la valeur:

c—a
c—+a

Vi—w > 0'A' >

Aprés quoi le point B s’éloignant versla droite jusqu'a I'infini, posi-
tion pour laquelle la bielle AA’ est parallele a la ligne des centres, le

segment BO’ augmente et comme le rapport BO. peut s’écrire:

BU'
BO _BO'—2_, 2
BO/ BO' BO’

il augmente lui-méme et le mouvement du bouton A’ est varié accéléré.
Ensuite le point B passe a gauche sur le segment OO0’ et se rapproche
du point O’ jusqu'a ce gu'il atteigne sa position limite D. Le segment

BO’ diminue done et comme le rapport ]I;%
BO __BO'+00'_, , 2
BO/_ BO, —1+B0,1

peut s'écrire:

il augmente encore et le mouvement du bouton A’ est encore accéléré.
La valeur limite de sa vitesse est:

c+a

c—a

V =uw > 0A

Apres quoi, il devient reiardé.

En résumé, le mouvement du bouton A’ est accéléré pendant la pre-
miere demi-révolution dela manivelle motrice, retardé pendant la demi-
révolution suivante et ainsi de suite indéfiniment.
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Pour ne pas faire double emploi avec I'exemple qui va suivre, nous
laisserons de coté les courbes des espaces et des vitesses du mouvement
de ce bouton.

b) Points moris. — Pour que le mouvement éludié se produise quelle
que soil la position initiale du mécanisme, nous lui adjoignons deux
nouveaux couples (C. "), (D. D) d'éléments conjugués obtenus parles
considérations développées § 191.

4) Les deux rotations sont de sens contraires.

{° EsPLOI DU CONTRE-PARALLELOGRAMME. — o) Etude du mouvement de
larbre a conduire. — Nous réalisons la transformation de mouvement
demandée en employant encore le contre-parallélogramme et en placant
le pont sur 'un de ses grands cotés (fig. 251).

Comme précédemment, I'étude des variations du rapport BO con-

BOY

duit & la détermination de la nature du mouvement du bouton A’ on
bien encore a celle de I'arbre & conduire. Pour la faire, remarquons que
la somme BO 4+ BA étant constamment égale & 2a, nous pouvons re-
garder le point B comme I'un des points d’intersection avec la ligne
des centres d'une ellipse de foyers O et A, de grand axe 2a el invaria-
blement liée a la manivelle OA. Paranalogie, commela somme BO' + BA’
est aussi constamment égale & 2g, nous pouvons encore le regarder
comme I'un des points d’intersection de la ligne des centres avec une
seconde ellipse de foyers O et A, égale a la précédente et invariable-
ment liée & la manivelle O’A’. Elles sont tangentes I'une et T'autre &
la droite IB et comme les vitesses angulaires des arbres O et Q' sont
lies par la relation :

0w >< OB = ' >< 0'B,

elles roulent T'une sur l'autre.

Si done nous faisons rouler 1'ellipse OA mobile autourde 1'arbre O sur
I'ellipse O’A’ mobile autour de ’arbre O, nous reproduisons le mou-
vement du systeme articulé auquel nous pouvons donner le nom de
mouvement elliptique.

L)

Comme précédemment, le rapport %)7 partant de la valeur Z—

augmentant pendant la premiéere demi-révolution de la manivelle OA
jusqu’a la valeur 3 7C ot decroissant ensuite, le mouvement du bouton

A’ est varié, accéléré pendant la premiere demi-révolution de I'arbre
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moteur et retardé pendant la demi-révolution suivante et ainsi de suite
pendant les révolutions suivantes.

Fig. 251.

[ SHVURRI,
[ S,

-

Fig. 252.

positions (0 .0"), (8.8"), le mécanisme se trouve dans celles des points
morts et pour que son mouvement soit bien celui étudi¢, quelle que soit
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.
sa position initiale de départ, nous avons disposé en (C. G') d’une part,
en (D.D) d'autre part deux couples d’éléments conjugues.

v) COURBES DES ESPACES, DES VITESSES ET DES ACCELERATIONS DU MOUVEMENT
ps BoUTON A’. — a) Courbes des espaces. — Pour obtenir cette courbe,
nous opérons de la facon suivante : Nous partageonsla circonférence OA
en seize parties égales et nous numérotons 0, 1, 2, 3, 4, ..... les points
de division obtenus; puis, de chacun d'eux comme centres, avecla lon-
gueur de la bielle pour rayon, nous décrivons des arcs de circonférence
et nous prenons leurs points de rencontre 0/, 1/, 2/, 3, &, ..... avee la
trajectoire du bouton A’. Nous déterminons ensuite le point M qui, par
rapport aux axes Of et Os, a pour coordonnées: Om=— 0.2, mM = (7.2
et nous répétons un certain nombre de fois cette construction. En
joignant par un trait continu les différents points obtenus, nous déter-
minons la courbe des espaces du bouton A’.

b) Courbe des wvitesses. — A Ulnslant considére, la vilesse du bou-
ton A’ étant proportionnelle au segment OP, nous pouvons prendre
pour ordonnée correspondante de la courbe des vitesses le segment OP
lui-méme. Avee cctte condition, le point M’ dont les coordonnées sont :

Om=0.2, mM =0P,

appartient a la courbe cherchée.

¢) Courbe des accélérations. — La courbe des accélérations se déduit
de celle des vitesses d’apres les régles élablies en cinématique théo-
rique § 85.

2° Par la linison d’une manivelle @ bouton el d’une manivelle
a coulisse.

194. — Nous pouvons encore réaliser la transformation de mouve-
ment demandé au moyen du mécanisme représenté par la figure 233 ;
il correspond & la liaison de deux manivelles, I'une & bouton, I'autre
a coulisse.

«)Etude du monvement de Uarbre i conduire. — Supposons que I'arbre
O tourne d'un mouvement uniforme avec une vitesse angulaire » et
proposons-nous d'étudier celui de I'arbre a conduire. Désignons, & cet
effet, par w’ sa vitesse angulaire a l'instant considéré, par = et § les
angles AOX, AO’X, par a la distance OO’ et par r le rayon de la mani-
velle OA.

La définition méme de la vilesse angulaire d'un point nous permet
d’écrire :
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_ da ,_dB
CT A T
Par suite:
o __dj
) da

Pour évaluer ce rapport, considérons le triangle OAO’; il nous com-
duit a I’équation :

r

LA 4
el it e § —_— T —
TN sin(B—a) sinf
y
/ \ ou :
i A
! £ TX . . .
— —A:-— B /2 (v asin f = r(sin 8 cos « — sin z cos B).
\ 1 1 - i .
\ ; / De laquelle nous déduisons la sui-
N /
Sl i vante :
T A, rsin o
: " t _ . e
Fig. 253. gp rcosa—da

En différentiant ses deux membres, il vient:

A8 (r? —arcoyo)da

cos® B o (rcos z — a)?

. 9 (reosa —a)?
<t sl nous y remplacons cos? 8 par sa valeur — —, >0
r¢sin? ¢ +(rcosa — a)?

nous sommes finalement conduits a I'équation:

w' r:—areosa

® r? — 2ar cos a + a?

Pour la discuter, posons cosa = son second membre peut alors

s'éerire :
f(x) = _r(r—az)

r? — 2arx + a?

et nous étudions ses variations, résumées dauns le tableau sulvant, en
faisant varierx de - 1 a -+ 1

z| —1 0 +1

fla)= & —a%)

(r2 —2arx +a??

positive

14 2
2] r . r . r
f@)=— | —— eroit - ——  croit —-—
w | r+a r*4a r—a

L) e . -
Pendant que le bouton A parcourt I'arc AjA A, de sa trajectoire, la
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maunivelle a coulisse a donc un mouvement retardé et sa vilesse angulaire
or

varie de la valcur

s . N . wr . o .
» supéricure a w, i lavalear — —> inférieure &
r+a

cette méme valeur ; aprés quoi son mouvement devient accélérs.

11 existe par suite deux positions de la manivelle & coulisse, symé-
triques par rapport au diameétre qui passe par la position initiale A, du
bouton A, pour lesquelles sa vitesse angulaire est égale & w. ’

Elles sont fournies par I'équation :

r®—arcos e« =r2—2ar cos x -+ a?,
de laquelle nous déduisons :

a
COS o — —» o
r

el corfespondent par suile aux poinis A, et A;.

B) Vitesse de glissemment da coulissean. Le bouton A consldére
comme appartenant a4 la manivelle mo-
trice OA a une vitesse or représentée par
le vecteur (AP).

Comme nous pouvons le regarder
comme la résultante du vecteur (AQ)
perpendiculaire a la manivelle a coulisse

et du vecteur (AS) dirigé suivant sa

propre direction, nous en concluons que
ce dernier vecteur représente la vitesse
de glissement cherchée.

Fig. 254.

Son expression est donc:

V, =wrcos [00°—(8 — «)] = wrsin( — «).

TKEANSFORMATION D'UNE ROTATION GONTINUE EN UNE ROTATION ALTERNATIVE.

1o Par quadrilatére articulé.

195.
volation continue en une rotation alternative doit avoir deux pivots &
révolution complete situés aux extrémités de la manivelle motrice OA—R
calée sur I'arbre moteur O. Elle coincide parsuite avec le plus petit coté
dun quadrilatere OAO’A’ (fig. 255).

Pour fixer les idées, désignons par R, R/, d et I ses quatre cotés et

Tout quadrilatére articulé permettant de transformer 'une

supposons qu'ils svient tels que :

R<R <d<x 1.
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Comme de plus le pivot O est & révolution complete, ils satisfont en
outre a I'inégalité :

R+ <R +d.

«) Etude du mouvement du bouton A'. — Recherchons tout d’abord les
points extrémes de la course dc ce bouton et figurons, en OAO'A’ la
position occupée par le quadrilatere 4 I'époque t. Puisque le triangle
OAA’ existe, son c6lé OA' salisfait aux inégalités :

Il —R<<OAN <I+R.

8i done, du point O comme cenire, avee des rayons respectivement
égaux & [+ Ret [ — R, nous décrivons des arcs de circonférence, ils

Fig. 255.

viennent couper la trajectoire du bouton A" aux points cherchés A'; et
A’s. Nous avons en effet :

l—R>d—R _-0D,
l+R<<d i R =0C.

Ceci posé,‘ désignons parw el w’ les vitesses angulaires des deux arbres.
A l'instant considéré, elles sont liées par la relation :

(l)/ EO

w RO

E désignant le point de rencontre de la bielle AA’ avec la ligne des centres.
Comme d'autre part la parallele OB menée & la bielle par le point O
. détermine deux triangles semblables 0’OB, O’EA’, nous pouvons éerire:

EO _ BA"
) E0 OA
Par suite :
BA'
w 1w TIA/ .
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Ou bien encore en désignant par V' Ia vitesse du bouton A’:

/
Vi ' S OAT = 3¢ /A7 S DA L SeBA.

En supposant v constant, la vitesse du bouton A’ est donc¢ propor-
tionnelle au segment BA’ et comme nous pouvons le construire pour
chaque position du mécanisme en répétant la construction précédente,
la courbe (A) lieu des points B aura la forme indiguée sur la figure 255.
Comme d’autre part nous pouvens déerire du point O’ comme centre

Fig. 256.

deux circonférences qui lui sont tangentes, les rayons O'I et 0'Q des
points de contact corvespondent aux positions de la manivelle O’A’ pour
lesquelles la vitesse du bouton A’ est maximum ; la premiere est rela-
tive au mouvemenl dircet, la seconde au mouvement rétrograde.

11 résulte de cette étude que le mouvement du bouton A’ est direct
varié accéléré jusqu'au moment ou la manivelle O'A’ prend la position 0’1,
puis ensuite retardé; apres quoi il devient rétrograde: acceéléré jusqu'an
moment ou la manivelle O'A’ prend Ja position O'Q ; retardé ensuite,

B) Courbes des espaces et des vitesses du mouvemen{ du boutan A’.
— Les droites OA'y et OA's venant couper la circonférence trajectoire
du bouton A en des points Ay et Ag satisfaisant aux relations:

ANy =O0A+R—I ~-R4+R=]
AAg==0As—R=Il+R—R=1;
lorsque le bouton A occupe les positions Ay et Ag, le boulon A’ se trouve
en A’y et Al
Pour fixerles idées, supposons que le mouvement commence lorsque

le bouton A se trouve en A,. Supposons aussi que le sens de la fleche /7
réponde au sens positif sur la trajectoire du bouton A’. Si alors nous
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délerminons les points M et M’ dont les coordonnées, par rapport aux
axes 0t, Os, sont:

Om=2AKA, mM=2AA,
Om —AA, mM —A'B,

nous aurons deux points appartenaot: le premier & la courbe des es-
paces; le second a celle des vitesses, et si nous répétons nn certain
nombre de fois cette construction, en joignant d'une part tous les points
M obtenus, d’autre part tous les points M', nous obtiendrons ces courbes
elles-mémes.

2¢ Par la liaison d’une manivelle ¢ bouion el d’une manivelle a

coulisse.

196. — Nous pouvons encore, comme l'indique la figure 257, réaliser
la transformalion précédenle par la liaison d'une manivelle & bouton
et d'une manivelle a coulisse.

Fig. 257.

En conservant les notations du § 194, nous pouvons écrire :

o _ r{r—acosx)

) r’+ a®—2arcos «

s
avariantde 0 a 180°, le rapport *- toutd'abord négatif, s’annule pour:
w
cosa—="_,
a

puisque a>>r; aprés quoi il devient positif.
Pendant que le bouton A parcourt I'arc A,AA; la coulisse tourne donce
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tout d’abord en sens inverse de la manivelle motrice d'un mouvement
vari¢ retardé jusqu'an moment ol les deux organes sont rectangu-
laires, ensuite dans le méme sens d'nn mouvement varié accéléré. Son
mouvement est d’ailleurs symétrique par rapport & la droite O0’.

Cas particuliers. — ¢) Supposons que le centre O de la manivelle

a bouton soit rejeté a 'infini sur la ligne 00, la trajectoire du bou-
lon A devient alors une droite XX’ perpendiculaire 4 OO0’ el le méca-
nisme obtenu (fig. 258) permet de transformer un mouvement circulaire
alternatif en un mouvement rectiligne alternatif.

b) Sinous supposons au contraire que le centre O de la manivelle &
bouton reste fixe et que celui de la manivelle & coulisse soit rejeté a
I'infini sur la droite 00/, cette derniére passant constamment par un point
fixe a 'infini, se¢ déplace parallelement a4 elle-méme et le mécanisme
obtenu (fig. 259) permet de transformer un mouvement circulaire
continu en un mouvement rectiligne alternatif.

"TRANSFORMATION D'UNE ROTATION ALTERNATIVE EN UNE ROTATION ALTERNATIVE.

196. —Surles arbres O et 0’ perpendiculaires au plan de la figure 260,
calons deux manivelles OA, O’A’, articnlées aux extrémiiés d'une bielle
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AA’ et choisissons leurs longueurs de telle facon que les pivots O et O’
du quadrilatére OAO’A’ ne soient pas a révolution ecompléte. Pour fixer
les idées, supposons que le pont 00’ = d soit le plus grand de ses cdtés,
la bielle AA’=—1le plus petit et que la longueur commune R des deux
manivelles satisfasse & la relation suivante

d+1>2R €))

«) Positions limites des boutons A el A’. — Pour que le bou-
ton A’ puisse occuper une position quelconque A';, il faut que le
triangle OA,A’; existe, c’esl-a-dire qu'on ait:

R— Il <COA<CR 4L
Or, de I'inégalité (1) nous déduisons :

R—1<<d—R
et nous avons aussi :
R—+{<<d-+R.

Si done, du point O comme centre, avec des rayons respectivement
égaux a R—1 et R—+-/, nous déerivons des arcs de circonférence, nous
voyons que le premier ne coupe pas la circonférence O'A’, tandis que le
second la rencontre aux points A’y et A’; qui coincident avec les extré-

Fig. 260.

mités de la course du bouton A’. Par analogie, les points A; et A; de
la circonférence O, situés a la distance R—1 du point O', sont les
exirémités de la course du bouton A.

L]

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



TRANSFORMATION D'UNE ROTATION ALTERNATIVE 287

B) Etude du mouvement du bouton A’. — Celui de I'arbre O
étanl supposé uniforme, sur la ligne des centires 0O0’, convenons de
regarder les segments comme positifs lorsque leur sens est celui de O
vers O’ et comme négatifs dans le cas contraire; convenons aussi de
regarder les vitesses angulaires comme positives lorsque les rotations
se fonl dans le sens de la fleche f, par exemple, et comme négatives
dans le cas contraire. Nous pouvons alors écrire, w et w’ désignant les
vitesses angulaires des deux arbres a I'époque considérée :

ou : BO
BO

L’¢tude du mouvement du bouton A’ se raméne donc a celle des
variations du rapport %lorsque le bouton A de la manivelle motrice

parcourt larc A A;A;A-A;; nous les avons résumées dans le tableay

suivant : )
o <2 = ) VALEURS
5 L= 9. .7 POSITIONS du VALEURS SENS DE ROTATION
E32|E28 da 130 , de
@ 172} _ DE ’
s 818 3 rovt B RAPPORT —== © LARERE O .
A B|& &
Les deux manivelles
Ay A Q I 4+ ® tournent:
4 droite de O’ +
4 Vinfini & droite A
As A 1 » dans le méme sens
4 P’infini & gauche
A; A, 0 0 0
A, Ay B —1 —w en sens inverse
— —®
Ay Ay o'
+ ® + ®
4 Pinfini 4 droite dans le méme sens
A A's ' +1 w
a Pinfini & gauche
A, A 0 0
As A's B —1 —w en sens inverse
Ay Ay o — ® w'=—®
|

En pratique ce mécanisme est employé pour le guidage en ligne
droite ; toutefois comme on n’admet pas de vitesses angulaires infinies,
on n'utilise qu'une partie de l'oscillation des nﬁa})ivellcs.

e
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v) Trajectoire du milieu B de lu bielle. — La bielle constituant un
systeme invariable plan qui se déplace dans son plan, le centre instan-
tané de rotation qui correspond & une quelconque de ses positions se
trouve 4 la rencontre des deux manivelles, En appliquant le théoreme
de Chasles, nous pouvons donc obtenir autant de tangentes que nous
voulons & la courbe licu du point B. Sur la figare 260 nous avons
tracé celles qui correspondent aux points de contact 1, 2, 3, 4,5, 6,7.

La courbe ainsi déterminée, symétrique par rapport a la droite 00/,
ala forme d'un huit et porte le nom de courbe  longue inflexion. Elle
présente au point 4 un premier point d'inflexion et deux autres surla
banche 3, 4, 5, dont la courbure peu prononcée permet de la confondre
sur une certaine étendue avee une ligne droite.

20 Par systémes articulés gauches ou joints.
19'%. JOINT UNIVERSEL.

Le joint universel est un mécanisme qui permet de transformer un
mouvement de rotation en un autre eoncourant avec lui.

Il se compose de deux fourchettes calées respectivement sur chacun
des arbres de rotation et réunies, comme lindique la figure 261,
aux branches égales et rectangulaires AB et CD d'un croisillon.

Le point de croisement de ces
" derniéres coincide avec le point

de concours O des axes OX et OY

et I'une d’elles se trouve per-
pendiculaire a la fois a l'autre
branche et a 'arbre de rotation
qui lui correspond.

Si done, I'arbre moteur OX se

met en mouvement, il eniraine

Fig. 264.

avec lui la branche AB du eroi-

sillon, 'autre branche CD qui lui est invariablement lide et cette der-
niere communique & son tour son mouvement & I'arbre OY & conduire.
«) Etude du mouvement de ’arbre OY.-—Prenons pour plande
la feuille de papicr celui des deux axes OX et OY et communiquons au
premier son mouvement de rotation. Les extrémités A, B, G, D, des

hranches du croisillon, toujours situées a la méme distance du point O,
se déplacent alors sur une sphere de centre O et de rayon OA et tracent
sur elle des grands cercles dont les plans sont respectivement perpen-
diculaires aux axes précités; leur droite d'intersection CD, perpendicu-
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Qaire au plan XQY, coincide donc avee 1a position qu'occupe la seconde
branche du croisillon, lorsque la premieére se trouve en AB,

Ceci pos¢, prenons pour origine du temps l'instant ol le méca-
nisme occupe la position
indiquée sur la figure 262.
Au bout du temps £ les ex-
trémites A et C des branches
-du croisillon ont parcouru
par exemple les chemins
AR =z, CC ==y et comme
I'arc de grand cerele GG/, vaut
toujours un quadrant, la
position du point ¢’ est dé-
terminée des gue celle du Fig. 262.
point A’ est connue. Il existe

donc entre x et y une certaine relation & laquelle nous parvenons en
-considérant le iriangle sphérique A’CC’. En supposant le rayon de la
-sphére OA égal 4 I'unité, ses cités ont respectivemen! pour valeurs :

AN T 7T
(,A_%—;c, CC =y, A(/_%

et son angle A'CC vaut 180° — « si nous désignons par « l'angle XOY.
Nous pouvons alors peser 1'équation :

-

CoS %:: coSs (%—x) cos y -+ sin <g~——x> sin y cos (180° — ).
Simplifiée elle devient :

tgx =1tgy.cosa. ¢€))

Si nous désignons alors par w et w’ les vitesses angulaires des arbres
-de rotation a 'époque considérée, en combinant les définitions de la vi-
tesse angulaire et de la vitesse linéaire d'un point en mouvement de
sotation, nous pouvons poser :

_dz . 51.‘/
w = dt’ W — dl
Par suite :
o _dy,
o dr

Pour obtenir I'expression du rapport z;{: différentions I'équation (1);
mous obtenons alors :
dy _eosty 1
dxr cos*xr” cosa

BouscuiaNon, — Cinématique appliquée. - 19
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1 tgx
ou, en remplacant eos? ————— et remarquant que t = r
. pragan mypar1+rtg2y 4 a 8Y cos a
w’ Ccos «

w 1 —cos?xsin®a

cos? x repassant par les mémes valeurs dans le méme sens lorsque 'are
. . . . T, 3n .

a varié de =, il nous suffit de.faire varier cet arc de — & 9 pour obtenir

2
4
les variations du rapport 2 - Elles sont résumées dans le tableau suivant:
(D]

o)

x “ . Rl
2 2
cos? x 0 1 0
1 —cos?xsin?a 1 décroit  cos?a crojt i
wl
— | CoSa croit décroit cos o
) | cosa

11 en résulte qu’a partir de I'instant ou Ia branche AB du croisillon est
perpendiculaire au plan XOY, le mouvement de V'arbre & conduire est
varié accéléré jusqu'a la fin du premier quart de tour, retardé ensuite
jusqu'a la fin du deuxidme quart et les mémes phases se reproduisent
ensuite dans le méme ordre pendant toute la rotation. Ce mouvement

s P . ) T
correspond donc 4 un mouvement périodique de période —
[L\]

in2
B) Remargue.— La différence Zlon a

des valeurs limites et cos «

Sa cos

de la vilesse de 'arbre & conduire est minimum pour « = 180° et maxi-
mum pour « = 90°.Si donc nous réunissons par un joint universel deux
arbres situés dans le prolongement 'un de l'autre, la vitesse angulaire
de I'arbre moteur se transmet intégralement & I'arbre 4 conduire. Dans
les ateliers, on utilise cette propriété en sectionnant en plusieurs parties
un arbre d'une longueur considérable dont la direction serait faussée
si on I'installait directement et en réunissant les différents troncons par
des joinls universels.

En pratique, I'angle « ne dépasse pas 50°. Dans les cas ou il atteint -
cette valeur ou une valeur plus grande, on peut assurer la transmission
de mouvement an moyen du double joint de Hooke que nous décrirons
dans la suite.

v) Construction de la courbe des espacesrelative au mou-~
vement de I'extrémité C de la branche OC du croisillon. —
Pour représenter la courbe des espaces du mouvement de U'extrémité C
de la branche OC du croisillon, prenons pour plan vertical de projec-
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tion un plan perpendiculaire a 1'axe OX et pour plan horizontal un plan

parallele & celui des deux axes ; leur an-
gle XOY —=ase projette alors horizon-
talement en vraie grandeur (fig, 263).

La trajectoire de l'extrémilé A de
labhranche OA étant une circonférence
dont le plan est de front, se projette
en vraic grandeur en o’a’ sur le plan
verfical. Quant aux extrémités de la
deuxieme branche, elles se déplacent
sur une circonférence de méme rayon
dont le plan PaQ)' perpendiculaire a
I'axe (oy, o'y") passe par le point
(0.0") ; sa projection verticale est
donc une ellipse dont nous détermi-
nons les axes en appliquant les regles
établies a cet effet en géométrie des-
criptive.

A Torigine du mouvement, les
extrémités A et G des branches du

Fig. 263.

croisillon élant projelées verlicalement en a’ et ¢/, au bout du temps ¢
elles occupent, par exemple, les positions a'y et ¢/, si I'angle a'10'¢/, vaut

un droit. Si done le mouve-
ment de rotation de I'arbre 0X
est uniforme, pour déterminer
un point M de la courbe cher-
chée (fig. 264), il nous suffit
de prendre son abcisse Om
égale a la longueur de I'arc

/,'\ .

a'a’; et son ordonnée mM
égale a la vraie grandeur CC,
de l'arc (ccy,c’c’y) obtenue en

rabattant le plan PaQ’ sur le

plan horizontal qui contient
le point {0.0"). En répétant
cette construction un certain

ay a, 7

Fig. 264.

nombre de fois et joignant par un tirait continu tous les points M ob-
tenus, nous déterminons la courbe des espaces elle-méme.

198. DousLE joiNnT DE HOOKE.

Le mécanisme connu sous le nom de doable joint de Hooke se réalise
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comme suit : A partir du point de rencontre O des axes OX et OY de
rotation (fig. 265), nous porlons sur chacun d'eux deux longueurs égales
OA et OB; puis nous joignons AB et nous regardons le point A comme
le point de croisement des branches d’un eroisillon d’un premier joini
universel qui permet
detransformerle mou-
vement de rotation de
I'arbre OX en un mou-
vement de rotation de
I'arbre AB. Nous ima-

ginons ensuite un se-
cond joint symétrique
du premier par rapport au plan bissecteur OC de I'angle XOY et per-
mettant de transformer le mouvement de rotation de 1'arbre AB en un
mouvement de rotation de I'arbre OY. L'ensemble de ces deux joints
invariablement liés I'nn a l'autre constitne le double joint de Hooke,
et comme nous pouvons toujours regarder I'arbre intermédiaire AB
comme transmettant son mouvement, soit a I'arbre OX, soit a I'arbre OY,
il en résulte qu’a chaque instant ces deux arbres tournent avec la méme
vitesse angulaire par suite de la symétrie signalée précédemment.

199. Jownt pe CaRrDaN.

Placons-nous dans le cas particulier ou OA=0. Les deux branches
AE et BG coincident alors et si,
pour empécher les deux autres
de se géner dans leurs mouve-
ments, nous les remplacons par
deux cercles métalliques dont le
plus petit OC est réuni au plus
grand OA par lintermédiaire de
deux pivots C et D situés aux ex-
teémités d'un méme diametre CD,
nous aurons réalise le jornt de
Cardan (fig. 266).

200, Joixt GOUBET.

Le joint Goubet a, sur le précédent, I'avantage de communiquer a
I'arbre a conduire un mouvement de rotation identique a celui de I'arbre
moteur et cela quel que soit leur angle.
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. Pour le réaliser (fig. 267), sur les deux arbres concourants OX et OY,
prenons deux points A et B tels que OA = OB ; puis joignons AB. Con-
sidérons ensuite le point A comme le point de croisement des branches du
eroisillon d’un premier joint universel dont la secconde fourche coupe la
droite AB en son milieu C et
qui est invariablement lié a
un second joint dont la dis-
position esl symétrique de
la précédente par rapport au
plan perpendiculaire a Ia
droite AB au point C.

Un raisonnement analo- Fig. 267.
gue au précédent prouve
que les deux arbres OX, OY, tournent a chaque instant avec la méme
vitesse angulaire quel que soit leur angle. Si done, nous prenons
I'arbre OX pour l'arbre de couche d’un navire, 'arbre OY pour arbre
de son hélice, en déplacant ce dernier, tout en conservant la symétrie
du mécanisme par rapport au plan P, nous pouvons faire jouer a I'hé-
lice le role de gouvernail et cela sans modifier sa vitesse angulaire.

Ce dispositif permeitait & Goubet de faire mouvoir et de diriger a la
fois le sous-marin pour lequel il 'avait construit.

201. Jornt CLEMENS.

Le joint Clemens permet lui aussi de transmettre un mouvement de
rolalion d'un arbre IX 4 un arbre I'Y concourant avec lui.

Comume l'indique la figure 268, les manchons M et M’, clavetés sur
les arbres de rotation, portent des
tourillons O et O’ sur lesquels vien-
nent s'articuler les bras d'un lo-
sange OAA'Q’; I'une de ses diago-
nales OO’ est fixe et l'auire est
constamment bissectrice de I'angle
des axes. Les deux bras OA et O'A
sont réunis I'un a I'antre par l'in-
termédiaire d’'une enveloppe sphé-
rique qui termine le bras OA et qui

vient s’engager dans une spheére
creuse terminant le bras O'A;
I.’ensemble de ces deux spheres constitue un joint a rotule et la réunion
des deux autres bras s'obtient par un procédé analogue.

Fig. 268,
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Pour toute position du mécanisme, Ja diagonale OO0’ étant fize,
{'autre AA’ se meut dans le plan P qui lui est perpendiculaire en son
milieu. La rotation de l'arbre OX entraine donc tout d’abord celle des
bras OA et OA’, ensuite celle des deux autres O'A et O'A’ et se
transmet ainsi intégralement a4 l'arbre OY & conduire par suite de la
symétrie du mécanisme par rapport au plan P.

202. Joint p'OLDHAM.

. Le joint d’'Oldham, employé seulement dans le cas d'appareils légers,
permet de fransformer un mouvement de rotation continue d'un arbre
OX, enun mouvement
de rotfation coniinue
d’un arbre Q'Y paral-
lele au premier.

Il est formé de deux
fourchettes liées in-
variablement aux ar-
bresderotation etdont

1és extrémités percées
d’eilletons livrentpas-
sage aux branchesrec-
tangulaires AB et CD
d’un croisillon.Comme

Fig. 269.

I'indique la figure 269, ces dernieres, pour assurer la transmission de
mouvement, doivent pouvoir glisser suivant leurs propres direclions.
a) Etude du mouvement de Uarbre & conduire. — Pour plan de la
figure, prenons celui des axes OX et QY et désignons par O et O' leurs
points de rencontre avee les branches correspondantes du eroisillon.
La premiére passant constamment par le point fixe O, la deuxieme par
le point fixe O’, le lieu de leur point de rencontre I est une circon-
férence décrite sur OO’ comme diameétre. Si donc nous prenons un nou-
veau plan de figure perpendiculaire aux arbres eux-mémes, et si nous
figurons en O la position occupée par la premiére branche & I'époque ¢,
celle occupée par la seconde sera en O'I.
Ceci pose, désignons par « et B leurs angles avec la droite O0’. Leurs
vitesses angulaires ont alors pour expressions :
de d
rA
et comme la considération du triangle rectangle O0'I fournit la relation

B = a—+ 90, ’
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de laquelle nous déduisons : )

dp __ da

di dt
il en résulte que les deux arbres de rotation ont & chaque instant la
méme vilesse angulaire. Pour cette raisonle joint d’'Oldham devrait ap-
partenir au premier genre et & la premiere classe de la classification
Willis. 81 nous en avons exposé ici la théorie, ¢'est afin de ne pas le
séparer des autres joints.

b) Expressions des vitesses de glissement des branches du crotstl-
lon. — 8i pendant le temps dt qui suit 'époque £, la branche Ol a
tourné de I'angle ﬁ)\l’, I'autre branche est venue occuper la position O'l’;
en sorte qu'elles ont glissé suivant leurs propres directions, la premiere
de O vers 1, la seconde de I vers O'.

Ceci posé, désignons par [ et U les longueurs des segments Ol et 0’1
et considérons le triangle rectangle OOl ; il nous donne

l=dcosa,
! =dsina.

Les vitesses de glissement cherchées ont donc pour expressions :

vg:g—iz—dmsinz
1
v,/ :%: dew cos o.

Elles sont de signes contraires, ce que nous savions déja ef de plus
comime :
v+ v,/ = dw?

la somme de leurs carrés est constante toules les fois que Uarbre
moteur {ourne d’'un mouvement uniforme.
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TROISIEME CLASSE

APPAREILS OU LE SENS DE LA TRANSMISSION EST

PERIODIQUEMENT VARIABLE ET 0oU LE RAPPORT
DE LEURS VITESSES EST CONSTANT OU VARIABLE.

CHAPITRE V

LIAISON D’'UNE ROTATION ET D’'UNE TRANSLATION

203. Engrenage de Lahire. — L'engrenoge de Lahire, décrit.
§ 118, fournit un premier procédé pour transformer un mouvement de

rotation continue en un mouvement rectiligne alternatif. Le systeme
bielle et manivelle en fournit un second.

204. Systéxﬁe articulé bielle et manivelle. — Le systeme
articulé bielle et manivelle est constitué par une manivelle OA calée sur -

I'arbre moteur et articulée a I'une des extrémités A d'une bielle AB inva-
riablement liée, comme l'indique la figure 270, a la tige guidée & la-
quelle on désire communiquer un mouvement rectiligne alternatif.

a) ETUDE DU MOUVEMENT DE LA TIGE. — Nous avons établi en cinéma-
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tique théorique. gu’a I'instant ¢, ol la biclle occupe, par exemple, la
“position AB, ]a vitesse de la tige du piston avait pour expression :

YV = o> 0P.

Si alors, nous supposons le mouvement de 'arbre moteur uniforme, et
si nous adoptons sur la direction du mouvement rectiligne le sens de
la fleche f comme sens positif, le mouvement de la tige est tout d’abord
direct accéléré jusqu'au moment ou la tige occupe une position inter—
médiaire entre celle ou elle est perpendiculaire a la bielle et celle ou
elle est perpendiculaire a la direction du mouvement rectiligne, retardé
ensuite jusqu'a la fin du premier demi-tour de la manivelle motrice ;
puis il devient rétrograde avee des phasecs identiques a celles que nous
venons de rencontrer et cela jusqu'a la fin du premier tour de I'arbre
moteur.

b) Ponts morts. — L’étude des points morts du mécanisme a été
faite § 191.

¢) RECHERCHE DES COUKBES DES ESPACES KT DES VITESSES DU MOUVEMENT DE LA
1168, — o) Gourbe des espuces. — Divisons la circonférence trajectoire du
bouton A en huit parties égales et numérotons 0, 1, 2,3, 4, .... les points.
de division obtenus; puis de chacun d’eux comme centres, avec la

iy Cou{bE’ U’ESI €S20

Fig. 271

longueur de la bielle pour rayon, décrivons des arcs de circonférence
et prenons leurs points de rencontre 0/, 1/, 2", 3', &', ..... avec I'axe du
mouvement rectiligne. A la position AB de la bielle (figure 271), nous
pouvons alors faire correspondre un point M de la courbe des espaces
qui a pour coordonnées, par rapport aux axes O¢, Os :

Om="0.2, mM=0.T.

+
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Le lieu des points M obtenus en répétant un certain nombre de fois
cette construction correspond a cette courbe elle-méme.

B) Courbe des vitesses. — En faisant de méme correspondre a la
vitesse de la tige de piston, pour I'époque considérée, une ordonnée
mM’ de méme longueur que le segment OP, nous obtenons facilement
la courbe des vitesses de son mouvement.

d) RECHERCHE PRATIQUE DU MOUVEMENT DE LA TIGE. — Pratiquement, la
longueur de la bielle est assez considérable pour qu'il soit impossible de
déterminer les différentes positions du point B. On peut cependant tourner
la difficulté en remarquant que le point A, (fig. 272), défini par la relation

BA; =, a un mouvement identique & celui de la tige du piston. Si done
nous pouvons l'obtenir & chaque instant, nous aurons par cela méme
les déplacements du point B.

Désignons a cet effet par r le rayon de la manivelle OA, par = la
longueur aA, et considérons le triangle OAB, il donne:

{2 —r2 4 OB”— 208 3< Ogq,
ou bhien encore:
B=r?++ I+ 042 — 2+ O0A) (z+ 0A).

Développée cette équation conduit a la suivante:

' r?— OAf =2z ({ + OAy).

De laquelle nous déduisons :
_ r2—0A] .

2(1+ OAy)

x
ou bien encore:
r2 — 0A?

2r2—+—20A,><L;- ¢y

N[ﬂ“ 8
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Ceci posé, parallelement & la direction du mouvement rectiligne,
2
construisons un segment de droite CD de longutur %— s'appuyant d'une

part sur la circonférence trajectoire du bouton A, d'autre part sur le
rayon Oz qui est perpendiculaire a celle du point B; puis joignons les
points D et a ainsi que les points C et A, et considérons le triangle OA,C.
11 donne:

2
A,C* = 0A2—r? 4 20A, ><;~-
ou:
2
MG — DA = r* 4204, >< s
Il en résulte que I'égquation (1) peut s'écrire :
x r"—()_A? - rQ—UKf
" AGOA® MO AER
{
et comme :
AE* = FA <A,
elle prend finalement la forme:
T rz—(TA? rz—ﬁ_ﬁ __FA,

™ AC .+ FA,><AC ACACHFA) FC’
!

et nous permet de conclure que les droites Da et CA, se coupent au
point F sur la trajectoire du bouton A.

La position du point A, peut alors s'obtenir comme suit : Nous con-
r2
1l
placons en CD comme nous l'avons indiqué précédemment ; nous joi-
gnons ensuite les points D et o et nous prenons le point de rencontre
F de la droite obtenue avec la circonférence OA. La droite FC vient
alors couper au point A; cherché la direction du mouvement recti-
ligne. '

struisons, comme nous l'avons fait en AK, le segment —-, puis nous le

205. Excentrique circulaire & collier. — Dans la pratique, on
réalise encore la transformation de mouvement précédente au moyen
d'un excentrique circulaire a collier.

C'est un disque circulaire C(lig. 273), calé sur un arbre O ne coincidant
pas avec son axe de figure, dont le contour est creusé d'une gorge dans
laquelle s’engagent les deux parties boulonnées d’un collier. L'une d’elles
est invariablement liée A une barre AP appelée barre d’excentrique a
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laquelle on articule en P la tige du piston et leur serrage est lel que
. le disque glisse sur le collier

& frottement doux.
Le mouvement produit par
"ce mécanisme est analogue
au précédent, car nous pou-
vons regarder le segment OC
comme le rayon d’'une mani-
velle articulée en C a la bielle
CP dont la longueur reste
constante puisque le systéme

est invariable.

Cet excentrique produit tou-

tefois un frottement considé-
‘_‘ rable et a en plus le défaut de
3 ne pas étre réciproque.

—]; 206. Machine & cylin-
! dre oscillant.
: taines machines & vapeur
(fig. 274), la tige du piston
est articulée directement a la

Dans cer-

manivelle et le cylindre peut
osciller autour d'un axe pas—

sant par le point O’ et perpen-

Fig. 273. diculaire au plan de la figure.
, Eiude du mouvement
de la tige du piston.— Proposons-nous d'étudier le mouvement de
la tige du piston en supposant uniforme celui de I'acbre moteur O.

A chaque instanf, la vitesse w ><0OA du bouton A, représentée par
le vecteur (AP) tangent a la circonférence OA, peut se décomposer en
deux autres : I'une d’entrainement & laquelle correspond le vecteur (AQ)
normal a Ia tige O’A du piston ; 'autre relative représentée par le vee-
teur (AR) perpendiculaire au précédent.

a) ETUDE DU MOUVEMENT D'ENTRAINEMENT. — Pour obtenir, 4 I'instant
considéré, 'expression de la vitesse d’entrainement (AQ), du pied O de
I'arbre de rotalion, menons la perpendiculaire OC & la tige du piston et
considérons les deux triangles PAQ, AOC dont les c6tés sont respecti-
vement perpendiculaires et qui sont semblables. Ils donnent la relation :
AQ AP
AC OA’
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de laquelle nous déduisons :
AQ —w><AC.

8i donc nous convenons de regarder le segment (AC) comme négatif
4 l'intérieur des deux circonférences marquées sur la figure et comme
positif dans le cas contraire, et si nous prenons
pour position initiale du mécanisme celle
figurée en traits mixtes, son mouvement,
symétrique par rappdrt a la droite OO’ sera
varié, rélrograde relardé jusqu'a ce que la
tige du piston occupe la position O’A’, direct
accéléré ensuite jusqu’d ce qu'clle vienne en
coincidence avec 00'.

En faisant correspondre (fig. 275) a la posi-
tion considérée du mécanisme un point M, dont
les coordounées, par rapport aux axes Ot, Os,
sont :

Om —,—ﬁ, mM, — AC,
et en répétant cette construction un certain
nombre de fois, puis joignant par un trait

continu tous les points M, ainsi déterminés, |
nous obtenons [a courbe des vitesses du mou- Fig. 274.
" vement d'entrainement du bouton A.

b) Erupe pu MouveMENT RELATIF. — A linstant considéré la vitesse
relative de la tige, représentée par le veeteur (AR), a pour expression:
V,=w>0C.

Elle varie donc proportionnellement a la longueur OC. Nulle tout
d’abord, elle augmente et devient maximum pour la position Q'A’ occu-
pée par la tige ; puis elle diminue et redevient nulle lorsque le bouton
A occupe sur sa trajectoire la position 4.

«) Courbes des espaces relatifs du bouton A. — Imaginons qu'a
I'origine du temps, le bouton A se trouve dans la positibn 0 et qu'a
I’époque ¢ il occupe la position indiquée sur la figure. -

8i la tige ne s’¢tait pas déplacée suivant sa propre direction, 4 la méme
¢poque, le bouton A se trouverait au point B défini par la relation :

0'B=200
Le segment AB mesure donc son déplacement relatif pendant le

temps £, et sur un graphique nous pouvons lui faire correspondre un
point My dont les coordonnées par rapport aux axes précédents sont :

Om:ﬁ, mM,; = AB.
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En répétant cette construction un certain nombre de fois, et joignant
par un trait continu tous les points M, ainsi déterminés, nous cbtenons
la courbe des espaces relatifs parcourus par la tige du piston.

o8 rela I[I/:S' %,

es
5 M
0
G et e,
i3 M ; &,
YN A : s -

Fig. 275.

8) Courbe des vitesses relatives du bouton A. — En déterminant de
méme un point M de coordonnées :

—

Om=10.3, mM;=0C,

et joignant tous les poinls M; obtenus pour chaque position du méca-
nisme, nous obtiendrons la courbe des vitesses relatives du bouton A.
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CHAPITRE VI

MECANISMES A RETOUR RAPIDE

207. Bielle reliant deux manivelles égales. — Si nous
reprenons le mécanisme étudié § 193, et si nous articulons aux extré-
mités A’ et B’ d'une bielle, d’'une part la manivelle 0'A/, dautre
parf une tige guidée pouvant se déplacer seulement suivant la direction

- 00'. nous obtenons, comme nous allons 1'établir, un mécanisme a
relour rapide.

L’arbre moteur O tournant d’'un mouvement uniforme, prenons I'un
des points de rencontre 0’ de I'axe du mouvement rectiligne avec la

Fig. 276.

trajectoire du bouton A’ et cherchons la position correspondanie 0 du
bouton A; puis, & partir de ce point, partageons la circonférence OA
cn seize parties égalés, par exemple, numérotons 0,1,2,3,4%, .....
les points de division obtenus et déterminons-en 0/,1°,2/, 3 4/, .....
ceux qui leur correspondent sur la circonférence O’A’. Enfin de ces
derniers comme centres, avec la longueur de la bielle pour rayon,
décrivons des arcs de circonférence et prenons leurs points de ren-
contre 0",1",2", 3", 4", ..... , avec l'axe du mouvement rectiligne.
Nous obtenons ainsi les positions du point B de la tige du piston qui
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correspondent a celles occupées par le bouton A pendant un tour de la
manivelle motrice. En particulier quand le bouton A’ se trouve aux
points 0 et 10%*, le point B’ est au commencement et a la fin de sa
<ourse : I'arc 0, 6.10* de ¢irconférence OA correspond donc au temps
de la période active de l'outil; I'arc 0.12.10% correspond, au con-
traire, & celui de son retour. Comme le premier est supérieur au second,
Ia propriété du retour rapide est démontrée.

Recherche des courbes des espaces et des vitesses du
mouvement de la tige du piston. — a) Courbe des espaces. —

S|

Fig. 277.

A la position oecupée surla figure précédente par le mécanisme, faisons
correspondre sur la figure 277, le point M, dont les coordonnées,
jpar rapport aux axes Ot et Os, sont :

Om=10.6, . mM,=0".6"

et répétons cette construction un certain nombre de fois. La courbe
lieu des paints M, ainsi déterminés correspond 4 celle des espaces du
mouvement de la tige.

b) Courbe des vitesses. — Pour obtenir la courbe des vitesses du
‘méme mouvement, désignons par V4. Va', Vg, les vitesses des pointé
A A, B, al'époque considérée.
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La bielle A’B’ constitnant un premier systéme invariable plan qui se
déplace dans son plan et auquel correspond le centre instantané I’ de
rotation, nous pouvons écrire :

Vo I'B

V. TA”

La bielle AA’ en constituant un second, nous obtenons pour lJa méme

raison la proportion :
Vo Iy

Vi 1A

Le produit memhre & membre de ces deux équations, nous conduit &
la suivante:
Ve I'B ><IA .
Vi TAXIA
Or:
I'B_ 0P
FA' OA”
v AR
IA OA
Par suite : :
Vs OP AR
V. OAT0A]

ou: .
o'p A'R O'P/>< AR
Ve =0 OAXG > 08 > " on

Si donc nous posons:
[— o'P XA’R’
0’

la vitesse du point B’ aura finalement pour expression:
Vrr—w>< L.

Lalongueur I étant une quatrieme proportionnelle facile a construire &
chaque instant, nous pouvons prendre ses valeurs respectives pour
ordonnées de la courbe des vitesses et représenter cette derniére surla
figure 277.

208. Retour rapide au moyen du contre-parallélogramme.
— Reportons-nous a I'étude du contre-parallélogramme faite § 193 et
articulons (fig. 278) aux extrémités d'une bielle A’B’, d’une part la
manivelle O'A’, d’autre part une lige de piston guidée stiivant la direc-
tion B’C’; nous obtenons un nouveau mécanisme qui permet de trans-
former le mouvement de rotation continue de I'arbre O en un mouve-
ment rectiligne alternatif &4 retour rapide de la tige guidée B'C'.

BocreuieroN. — Ginématique appliquée. 20
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Marquons, en effet, cn ' et 4 bv les points de rencontre de I'axe du
mouvement rectiligne avec la trajectoire du bouton A’; puis, de chacun
d’eux comme centres, décrivons des arcs de circonférence de rayon AA’
et marquous leurs points de rencontre 0 et 4b* avec la trajectoire du
bouton A. Si alors nous supposons uniforme le mouvement de rotation
de I'arbre O et si, pour représenter le temps d’une révolution compléte
de la manivelle motrice OA, nous prenons le développement de la cir-
conférence OA, a l'arc lﬁ"i\s, inférieur aune demi-circonférence,corres-
pondra la durée du retour de la tige ef & I'arc restant celui de la période
de travail. Comme le premier est inférieur au second, nous avons bien
Ia un mécanisme a retour rapide.

Recherche des courbes des espaces et des vitesses du
mouvement de la tige B'C'. — a) Courbe des espaces. — Comme
précédemment, aprés avoir divisé la circonférence OA en seize parties
¢gales et déterminé les positions correspondantes du point d’articulation
B’ de la tige du piston, nous pouvons, sur un graphique, faire corres-
pondre, & la posilion de la figure, un point M, dont les coordounées,
par rapport aux axes Ot, Os, sont:

Om:(T.\i, mM, —0".1".

En répétant cette construction un certain nombre de fois el joignani
par un trait continu tous les points M, ainsi déterminés, nous obte-
nons la courbe des espaces du mouvement cherché.

b) Caurbe des vitesses. — A T'époque considérée, désignons par V4,
VA, Vi, les vitesses des points A, A’ et B. La bielle A’B’ constituant un
premier systéeme invariable plan qui se déplace dans son plan auquel
correspond le centre instantané 1' de rotation, nous pouvons écrire :

Voo 1B
Vo TA

En envisageant de la méme facon la bielle AA’, nous obtenons:

Vo IAT
V. 1A

si donc nous éliminons entre ces deux équations la quantité V,r, nous
obtenons la relation suivante :

Ve _IB<IN _ 0P __OA _ 0P
Va TA <IA O'A AB AB

P désignant le point de rencontre de la bielle A’B" avec la ligne des
centres 00’
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Nous en déduisons :
. ‘P
VB'*OJXOAXE'

Si alors, nous posons:

S
1—0Ax2P

1

AB

16

T

I3
&
.
&

———————

3
&
5

Q-

Fig. 278.

la vitesse du point B’ a finalement pour expression :
Ve =—=w>< .

La longueur ! étant unc quatrieme proportionnelle facile & obtenir a
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chaque instant, nous pouvons prendre ses valeurs respectives pour
ordonnées de la courbe des vitesses du mouvement de la tige du piston
et tracer cette dernitre comme 'indigue la figure 278.

209. Mécanisme a retour rapide appliqud aux limeuses.
— Si nous considérons lemécanisme étudié § 193, et si nous articulons
(fig. 279) les extrémités d’une bielle BC, d'une part au point B de la
coulisse O’A, d’autre part 4 un point C que nous supposons invariable-
ment lié¢ 4 un outil animé d'un mouvement rectiligne alternatif d’axe
XX’, nous obtenons, comme il est facile de le justifier, un mécanisme
a retour rapide.

Partageons, en effet, & partir du point 0, la trajectoire du coulisseau

A en seize parties égales et numérotons 0,1,2 3,4, ..... les points
de division obtenus ; puis menons les rayons 0'.1, 0".2, 0.3, 0" 4, .....
ct prenons leurs points de rencontre 0,1', 2,3, &, ..... avec la tra-

jectoire du bouton B; enfin de chacun d’eux comme cenires, décrivons
des ares de circonférence de rayon BC et marquons en 07,17, 2", 3", .....
leurs points de rencontre avee I'axe du mouvement rectiligne.

Le mouvement de l'arbre O étant supposé uniforme a Parc Om,
nous pouvons faire correspondre la durée de la période active de 1'outil
et a 'arc §%# 130 celui de sa période de retour. Comme le premier
est supérieur au second, le mécanisme que nous venons d’obienir est
bien & retour rapide.

Recherche des courbes des espaces et des vitesses du
mouvement de 'outil. — a) Courbe des espaces. — A la position
occupée sur la figure 279 par le mécanisme, faisons correspondre sur
le graphique un point M, dont les coordonnées par rapport aux axes O,
Os sont: I

Om—0.1, mM, —0". 17,
puis répétons cette construction un certain nombre de fois. En joignant
ensuite par un trait continu tous les points M, ainsi déterminés, nous
obtenons la courbe des espaces du mouvement de la tige.

b) Courbe des vitesses. — La bielle BC constituant un premier sys-
teme plan qui se déplace dans son plan auquel correspond un centre
instantané I de rotation, nous pouvons écrire en conservant les nota-
tions du paragraphe précédent :

Ve __IC
Vs 1B
D’autre part, da'prés la théorie des rotations, nous avons :
Viy_ OB,
Vi, 0A
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En éliminant entre ces deux équations la quantité V', nous sommes
conduits & la relation suivante :

Ve __1C. OB
v, 1B~ OA

Ceci posé, remarquons que la vitesse V4 = w0 > 0OA du coulisseau,

g

Fig. 279.

représentée par le vecteur (AR) perpendiculaire a OA, peut étre décom-
posée en deux autres : I'une est représentée par le vecteur (AT) porté
par OA; Tautre Vo, par le vecteur (AS) perpendiculaire 2 O'A, et
a pour expression w >< OA >< cos OBU .
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Par suite :
= . 1C __ O'B
J _— A ! - ki
V¢ == o >< 0A >< cos OBO < B 0A
ou:
OP >< AE
Ve =0 0'BXx “T)’A— .
Si alors nous posons :
— OP >< AE

l

L]

O'A
la vitesse du point G a finalement pour expression :
Ve=tw><0BxI.

"Elle varic donc proportionnellement a la quatrieme proportionnelle £
que nous pouvons facilement construire & chaque instant. Nous pouvons
alors prendre ses valeurs respectives pour ordonnées de la courbe des
vitesses et tracer cette derniére comme l'indique la figure 279.

210. Retour rapide dans les machines a raboter. —
Si nous nous reportons au mécanisme étudié au § 196 et si nous arti-
culons (fig. 280) Ies extrémités d'une bielle BC, d'une part au point B
de l'oscillateur O’A, d'autre part a 'extrémité¢ C d'une tige guidée et
assujettie 2 prendre un mouvement rectiligne alternatif d’axe XX’, nous
obtenons un mécanisme a retour rapide comme nous allons I'établir.

Les tangentes issues du point 0" ala circonférence OA trajectoire du
bouton A, correspondant aux positions extrémes de la coulisse, l'are
0.1.95% de circonférence OA correspond a la durce de la période active
de 1'outil, tandis que I'arc 0.13 . 9% correspond & celle du retour.
Comme le premier est supéricur au second, la proprié¢té du retour rapide
attribuée précédemment au mécanisme se trouve justifiée. )

Recherche des courbes des espaces et des vitesses du
chariot. — a) Courbe des espaces. — Pour obtenir la courbe des
espaces du mouvement de chariol, identique a4 celui du point C, nous
divisons la circonférence OA en seize parties égales a partir de son point
de contact 0 avec I'une des tangentes qui passe par le point O, et nous

numérotons 0, 1,2, 3 Ies points de division obtenus; puis nous

g e
déterminons les positions correspondantes 07, 17,2, 34/, ..... de l'ex-
trémité B de la coulisse et de chacune d'elles comme centre, avec la
longueur de la bielle pour rayon, nous décrivons des arcs de circonfé-
rence qui viennent couper la trajectoire du point C en des points 07, 17,
l)’ ‘3(/

273, ...

Ceci posé, ala position oceupée sur Ia figure par le mécanisme, fai-
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sons correspondre sur un graphique le point M, dont les coordonnées
par rapport aux axes Ot, Os sont :

Om:ﬁ, mM, —0".3",

et répétons un certain nombre de fois cette construction ; puis joignons

10" 4" 12 L, Y
=y & 7 [ I3
S
I3
,‘}C
s &
o
Ry ;
o
n
R
s,
M7 i L
EEEE
: My ; !
Pom o
"] 1 2 3 * 5 ) 2
)

Fig. 280.

par un trait continu tous les poinis obtenus. La courbe que nous obte-
nons ainsi correspond & celle des espaces du mouvement du chariot.
b) Conrbe des vilesses. — Pour obtenir la courbe des vitesses du

f

méme mouvement, remarquons gue nous pouvons écrire :

Ve 0D
SR e 1
Vg OB O

Comme, d’autre part, nous pouvons décomposer le “vecteur (AP),
égal & o >< OA, en deux antres: 'un (AR) perpendiculaire a la cou-
lisse et qui exprime la vitesse de rotation du bouton A autourdel'arbre
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0’ ; l'autre (AQ) qui lui est perpendiculaire et gqui exprime la vilesse
de glissement de ce méme bouton ; nous avons la relation -

Vs OB,
AR OA
de laquelle nous déduisons :
o OB
Ve = AR X oA

Cette valeur de Vg substituée dans 1'équation (1) nous conduit a

I'expression suivante pour Vg :
O'B_ 0D 0'D
Ve = AR ol > oo = AR > o=
¢ =ALXEGR o8 <O

Et comme entre les segments de la figure nous avons la relation :

oD _ O,
O'A OE
elle devient :
O'F
Ve=AR -
¢ “OF
Or, les deux triangles semblables APR, OAE donunent la proportion :
AR AE
AP - 0A
de laquelle nous déduisons :
_ AR:mXOEX%E—f w>< AE.
En sorte que la vitesse du chariot a pour expression finale :

4 Al
VC:mXAEX%,-]I;:(-)XDI*‘.
Elle est danc proportionnelle 4 la longueur du segment DF que nous
pouvons prendre a chaque instant pour ordonnée de la courbe des
vitesses. -Avec cette convention, nous avons tracé sur la figure 280

cette courbe elle-méme.

211. Dispositif 4 retour rapide avec phases de repos aux
deux extrémitds dela course®. —Dansle disposilif représentésur les
figures 281 et 283, la glissiere danslaquelle se meutle maneton présente
deux parties circulaires concentriques a la circonférence décrite par
I'axe du bouton ; leur longueur commune dépend de la durée qu'on
s'impose pour la période du repos de I'outil. Dans le cas ol son retour

1. Génie civil.
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est rapide, les angles au centre qui correspondent & ces parties circu-
laires ne sont pas opposés par le sommet (fig. 281); ils le sont au con-
traire dauns le cas ol la période active de l'outil a méme durée que la

Lourse de loutd

i 1

! '
\_A :

Fig. 282,

période de retour (fig. 283) et les deux mécanismes obtenus permettent
de transformer un mouvement circulaire continu en un mouvement
rectiligne alternatif avec phases de repos aux deux extrémités de la

2. . _—
\9(7102, o I_‘Lﬁ'uf/ Course deloati!
i
Fig. 283. Fig. 284,

course. Toutefois pour éviter qu'a fin de course le chariot, dont la
vitesse n'est pas nulle, ne continue & se déplacer en vertu de la vitesse
acquise, on dispose un ressort qui I'oblige a I'immobilité dans ses posi-
tions extrémes.
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MANIVELLES MULTIPLES

212.
quiilya de mécanismes a actionner;leur ensemble constitue une mani-

En pratique, on cale sur un arbre moteur autant de manivelles

velle multiple dont 1'ordre de multiplicité correspond au nombre des
mécanismes a mettre en mouvement.

Lorsqu'une manivelle produit un rendement pendant une course seu-
lement, elle est dite a stmple effef ; dans le cas contraire, elle est &
double effet.

It résulte de cette définition que la manivelle d'une pompe aspirante
est 4 simple effet puisque I'eau ne jaillit que pendant I'une des courses
du piston, tandis que celle d'unc machine a4 vapeur est a double effet
puisque la vapeur agit sur les deux faces du piston et le force a tra-
vailler pendant ses deux courses.

On appelle travarl d’une manivelle son rendement effectif. Dans une
pompe, par exemple, c'est le volume d’eau débité pendant un certain
temps. Son expression étant :

V = =rih,

r désignant le rayon du cylindre et & la hauteur dont s’est élevé e pis-
ton, la courbe que nous obienons en portant en abceisses les temps eten
ordonnées les travaux correspondants ou les quantités A qui leur sont
proportionnelles, prend le nom de courbe du travail de la manivelle
et plus elle se rapproche d’'une droite, plus le travail de la manivelle
est régulier.

En pratique, les constructeurs qui ont plusieurs manivelles a caler
sur un méme arbre cherchent toujours la disposition qui donne le moins
de résistances ; elle correspond par suife au débit le plus régulier. Nous
indiquerons la maniere dont ils procédent dans quelques cas parti-
culiers.
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213. Courbes du travail d'une manivelle simple marchant:
1° 4 simple effet; 2° & double effet. — a) La manivelle simple
est a simple effet. —Pour obtenir la courbe du travail d'une manivelle
simple & simple effet, nous faisons correspondre 4 chaque position OAB;

i
i
1
.
)
,
104
1
I
1]
12{4
]
|
I
.
\

=

Fig. 2835.

du mécanisme (fig. 285) un point M dont les coordonnées par rapport
aux axes Of, Os, sont :

Om —;ﬂ , mM =0 % ,

el nous joignons par un trait continu tous les points M ainsi déterminés.
La courbe obtenue QMNP comprend un segment NP de droite parallele
a Yaxe des temps; il correspond a la durée de la seconde demi-révolu-
tion de la manivelle pendant laguelle le débit reste stationnaire. Comme
elie s’¢loigne beaucoup de la droite OP qui joint ses points extrémes.
nous pouvons conclure que le travail de la manivelle qui nous occupe
est tout & fait irrégulier.

b) La manivelle simple est & donble effet. — - Avee la convention preé-
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cédente, la courbe OMNQRS du travail d’'une manivelle simple & double
effet se compose de deux parties: I'une OMN obtenue précédemmnent;
I'autre NORS, lieu des points Q qui ont pour coordonnées par rapport
aux axes Of, Os:

0g=0.6.8, gQ==0A~+6.8.

Comparée a la droite OS qhi joint ses extrémités, elle monire que
le debit d’une manivelle simple a double effet n’est pas encore tout a
fait régulier, mais qu’il 1'est cependant beaucoup plus que dans le cas
précédent.

214. Courbes du travail d’une manivelle double 4 simple

..,
CCX

o
3

«
@

Fig. 286.

effet travaillant en montant. Proposons-nous de construire la
courbe du travail d'une manivelle double a simple effet travaillant en
montant, dans les deux cas suivants :

a) Les deux manivelles OA, OB, sont dans le prolongement Uune
de Vautre. — La premicre travaille seule pendant une demi-révolution
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et la partie OMN de la courbe du débit qui lui correspond (fig. 286) est
identique a celle du cas précédent. Apres quoi, la manivelle OB tra-
vaille & son tour dans les mémes conditions que la précédente et la
seconde partie NPQ de la courbe du débit qui lui correspond occupe,
par rapport & la parallele 'axe & des temps menée par le point P, la
méme disposition que la premiere, par rapport a cet axe lni-méme.

La courbe entiére, comparée a celle du travail de la manivelle
simple a double effet, montre que le débit de la manivelle double
a simple effet est plus régulier gque celui de la manivelle simple a
double effet.

b) Les denx manivelles sont a angle droit. — La courbe OM'N'P(
du produit se compose dans ce cas :

1° D’un premier ar¢c O'M’ oblenu en joignant les poinis dont les
ordonnées respectives valent :

0.7 +3%, 0.7 +3.79, 03 -+3.¢6.
Il correspond au iravail des deux manivelles OA et OC pendant le
premier quart de tour de I'arbre moteur.
2° Dun second arc M'N’ obtenu en joignant les points d'ordonnées :

mM’ + 3747, mM’ —+ 3.5, mM’ —+ 3.6,

Il correspond au tiravail de la manivelle OA pendant le deuxicme
quart de tour du méme arbre.

3° D’un segment N'P de droite qui correspond au troisieme quart de
tour de V’arbre moteur pendant la durée duquel le débit reste constant
puisque aucune manivelle ne travaille.

4° Enfin d'un dernier arc PQ obtenu en joignant les points dont les
ordonnées au-dessus de la droite N'P ont pour valeurs respectives :

o, vy, Uu7y.

En faisant la comparaison des courbes obtenues dans les deux cas
que nous venons d’examiner nous sommes conduits & conclure que
deux manivelles 4 simple effet placées dans le prolongement l'une de
Pautre ont un débit beaucoup plus régulier que si elles sont disposées
a angle droit.

215. Courbes du travail d’'une manivelle double 4 double
effet. — Proposons-nous de constroire la courbe du travail d'une
manivelle double & double effet, dans les deux cas suivants :

a) Les deux manivelles sont dans le prolongement Pune de Pautre.
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— Elles travaillent alors toujours ensemble et pour un demi-tour, les
ordonnées de la courbe du produit(fig. 287) ont pour valeurs respectives:

VA6 T, 0.2+68, 08469, 0. #4610, 0.5 46117, 0.6 +6.0

Il y a ensuvite échange dans les positions qu'elles occupaient au
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départ et la seconde partie PQR de la courbe du produit occupe par
rapport ala parallele 4 I'axe des temps mence par le poini P la méme
disposition que la premiére ONP par rapport a cet axe lui-méme.

La comparaison de la courbe complete & la droite OR, montre que le
de¢bit est aceélére pendant les premier et troisieme quarts de tour et qu'il
est au contraire retardé pendant les deuxiéme et quatricme quarts. La
résistance est donc plus grande vers la région des poinis morts; en
langage ordinaire, on dit : ¢a tire dur aux poinis morls.
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b) Les deux manivelles sont @ angle droif. — Les ordonnées de la
courbe du produit sont alors :

Pour le premierquart de tour: 0.4+ 3%, 0.2+ 3.5, 0.3+ 3.6,
Pour le deuxieme quart : T4+ 6T, 354+ 6.8, 36+ 6.9,
Pour le troisi¢me quarl : 6.7 +9°10, 6.8+ 911", 6.9 + 912,

Enfin pour le dernier quact: 0710+ -1, 94T+ 0.2, 912 + 0.3
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Fig. 288.

La comparaison des deux courbes obtenues dans les deux cas que
nous venons d'examiner conduit aux résultats suivants :

f° Le rendcment total rR est le méme dans les deux cas ;

2° L'uniformité da débit est plus grande dans le cas ou les manivelles
sont & angle droit.
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216. Courbesdu travaild’une manivelle triple 4 120° 4 sim-
ple ou a double effet. — La disposition la plus heureuse & donner
aux manivelles correspond au cas ou elles font deux a deux des angles
de 120° (fig. 288); on peut s'en convaincre par la comparaison des
tracés des courbes du travail qui correspondent aux différentes inclinai-
sons qu’on peut leur donner ; pour celles que nous venons de signaler,
clles sont & peu prés droites en sorte que le débit est sensiblement
régulier.
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CHAPITRE VIII

THEORIE DES PARALLELOGRAMMES

21'7. Définition. — Tout systeme articulé permettant d'assurer le
mouvement rectiligne allernatif d'une tige de piston ou d'un organe
quelconque, constitue un parallélogramme.

218. PARALLELOGRAMME SIMPLE DE WATT.

Imaginons un quadrilatere articulé OAO'A’ (fig. 289) permettant de
transformer la rotation alterna-
tive d’un arbre O en une rotation
alternative d’un arbre O’ qui lui
est parallele ; dans son mouve-
ment, un point quelconque P de
la bielle ou de son prolongement
décrit une courbe en huit, symé-
trique par rapport & la ligne des
centres et dont les branches sont

plus ou moins fermées suivant e
la position du point choisi. Fig. 289,
Dans le cas particulier ou

les manivelles et la bielle sonl suffisamment longues et que le
“point décrivant se trouve au milieu de cetle deuxieme tige, l'une des
branches, dans le voisinage du point double, se confond avee une
figne droife sur une certaine étendue. On peut done le prendre pour
joint d’articulation d'une tige de piston et avec une conflance d'au-
tant plus grande que. les dimensions des tiges dont nous venons de
parler sont elles-mémes plus grandes. Toutefois comme Ia course du
piston est toujours limitée ainsi que l'emplacement dont on dispose
pour ['élablissement du mécanisme, Watl a cherché, en fonction de la
course I de I'organe & guider en ligne droite, les dimensions minima qu’il

Botreuienon. — Cinématique appliquée. 24
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convenait de leur donner pour réaliser le gunidagedemandé. llena conclu

- . {
3)—1 devait ¢tre la longueur commune des deux manivelles et celle

de la bielle.
Les deux manivelles du mécanisme portent parfois les noms de fléau.r,
barres d’attache ou demi-bulanciers, la bielle celui de bride etles points

que

&

fixes ceux de poinis d’atiache.

Tracé du mécanisme dans un cas particulier. — Proposons-
nous d'effectuer le tracé d’'un parallélogramme simple de Watt quand
I'on connait en grandeur ct
position la course a8 = [, de
la tige & guider en ligne droite
et qu'on asireint la bride &
coincider dans ses positions
extrémes avec la direction du
mouvement rectiligne.

Pour déterminerles centres
d’oscillation des balanciers qui
sont les inconnues du problé-
me, divisons (fig. 290) la couy-
se aBenquaire partieségaleset

o portonsla longueur de 'une

G des divisions obtenues de « en

s \ Aid’uncpart,deBenA’sd’autre
¢ ﬁﬂ part. Les segments AA’,
A AoA’y, de longueur commune

Fig. 290. é correspondent alors, d’apres

. I’énoncé, aux positions extré~
mes de la bride. La trajectoire du bouton A coincide donc avecun arcde
circonférence de rayon %l et qui contient les points A, et A, il ‘a par
suite son centre sur la p:erpendiculaire élevée au milieu A’, du segment
AsA; en un point O tel que OA, :; . Par analogie celui de la trajec-

toire du bouton A’ se trouve sur la perpendiculaire élevée au milieu
A; du segment AA’; en un point O distant du point A’y de la lon-

3
gueur L.
Si nous figurons en QAO’A’ la position moyenne du mécanisme
et si nous articulons an milieu P de la bride AA’ une bielle PB arti-

culée elle-méme & I'exirémité d’une manivelle 1B de longueuor o, nous
2
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pourrons guider ¢n ligne droite la tige du piston et transformer son
i
mouvement rectiligne alternatif en circulaire continu.

219. PARALLELOGRAMME GOMPOSE DE WATT.:

Considérons le parallélogramme simple précédent et prolongeons la
barre d’attache OA de sa propre longueur
jusqu’'au point B, puis sur les eétés AB
et AA’ construisons le parallélogramme
ABCA’. Dans toutes les déformations du
mécanisme il reste parallélogramme et si

B

nous désignons par P le point de ren-
contre de la bride AA’ avec la droite Fig. 201.
OC, nous pouvons écrire, a cause de la

similitude des triangles OAP et OBC:

0C__0OB_,
OP 0A 7

La-trajectoire du point C est donc la courbe homothétique de celle
décrite par le point P par rapport au centre O d’homothétie et aun rapport
2 d’homothétie. Si donc nous choisissons les dimensions du mécanisme
précédent, de facon que le point P décrive une courbe a longue
inflexion, nous pourrons articuler au point ( ]a tige d'un piston et
nous aurons ainsi assuré son guidage.

Tracé du parallélogramme. — Proposons-nous avec Watt d'ef-
fectuer le tracé de son parallélogramme
dans le eas on l'on supposc au point
d’articulation C de la tige du piston
une déviation nulle aux extrémités et
au milieu de sa course et ou on
Tastreint par conséguent i se trouver
dans ces positions sur la droite C,G;
perpendiculaire au milieu T de la fieche
AoIT bissectrice de I'angle A,0A,; formé
par les positions extrémes du balan-
cier; oul'onadmetlarelation O1—3A,lI
et ou l'on adople pour longueurs des cdtés du parallélogramme des di-
mensions satisfaisant aux conditions suivantes :

0A,
2

Fig. 292.

AB, =
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{ . l
3?‘<A1(41<§1

! désignant la longueur de la course du piston.

a) Calcul de VPamplitude du baluncier. — Soient a la longueur du
balancier, « son amplitude.

Le point 1 étant par hypothése le milien du segment A,I, nous pou-
vons écrire :
ol -- 0A, + 0Ol

—

92

&

et comme le friangle rectangle A,OH donne :

OH=—=acos«, Al =asing,

I'équation Ol — 3A,IT devient : -
a(l t-cosa) 34 sin o
2 k]

ou :
1+ c0s a=06sina.

Résolue par rapport & «, elle donne :

« 1
S
Par suite :
x = 18°.55.28",
b) Calcul de la longueur du balancier. — La course C;Cy du point

d’articulation € de la tige du piston étant égale a la corde AA,, le

segment A,H vaut l et le triangle A;OH permet d’écrire :

2
Ly
5 = asina,
ou:
L
 2sinc
Mais puisque tg % = %,
-4
. 2189 o
sin @ == ==
37
14 tg? g
Par suite :
371,
¢~
¢) Calcul de la longueur 111. — Sur la figure nous lisons

2IH = 0A; — OI1,
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oa 't I« ;
_ —C0Sa) , .,
IH= 2—7—7~lsm2 5"

Mais comme :

tg®
sin? z = — 2 L]
1 9 7(1
1+tg 9
nous pouvons finalement écrire :
!
IH =
37

d) Recherche du point O’ d’altache.— Le point d’attache O’ coincide
avecle centre de la circonférence qui passe par les trois points D,, D,, Ds.
Pour le déterminer remarquons que le point I étant le milieu du seg-
ment A,H, nous avons les relations :

CoH — CyA; — B,D,.

Mais ecomme les droites A,C, et C,H sont paralléles, la figure B,HC,D,

est un parallélogramme et nous pouvons écrire :
G.Dy — 1B,
D’autre part, dans le friangle rectangle A,OH, la médiane HB, étant
moitié de Yhypothénuse, nous avons :
CQDj — CQDQ.
Par analogie :
CzDz - C2D3y
et le point O’ d'attache coincide avec le point Cy.

Des résoltats que nous venons d’obtenir et de la connaissance du
segment C,C;, nous pouvons déduire la position du point H, celle de la
corde A,A;, le centre d'oscillation O du balancier et figurer le parallé-
logramme dans ses positions extrémes el moyennes,

Relations 4 une méme époque entre les vitesses lindaires
des quatre sommets du parallélo-
gramme. — Soient OABCDO’ (fig. 293)
Ja position du parallélogramme a 1'époque
considérée ¢ et E le point de rencontre de
la droite CD avec la parallele menée par
le point O a la droite AD.

La figure OBCE étant un parallélo-
gramme, dans toutes les déformations du Fig. 293.
mécanisme, la distance OE demeure con-
stante. La tige CD de grandeur fixe se déplace donc dans le plan de la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



326 TRANSMISSION PAR LIEN RIGIDE

figure, et ses points E et C décrivent des circonférences de centres O
et O'; le point de rencontre I des rayons O'C et OE coincide par suite
avec le centre instantané de rotation de l'époque considérée et nous
pouvons écrire : '

'VC VD
e __ b, 1
1G iD M

D'autre part, les points A et B tournant autour de l'axe O, leurs
vitesses V, et Vg sant lices par la relation :

Va Vs, 9y-
0A OB @)

De méme, dans le systéme invariable BC, les rayons OB el 0'C rela-
tifs aux trajectoires de ses points B et C se coupant au centre instan-
tané J de rotation, nous avans la relation :

Ve __IB
Ve JC
qui peut s'écrive :
Vs __ V¢
OB IC @)

par suite de la similitude des triangles JBC, J10.
T.a comparaison des proportions (1), (2) et (3) nous conduit alors
aux suivantes :
Va _ Vg V¢  Vy

0OA OB IC 1D

Ce sont les relations cherchées ; elles expriment qu’'a un méme
instant, les vitesses des points A, B, C, D sont proportionnelles aux
segments OA, OB, IC et ID.

220. PARALLELOGRAMME POUR BATEAUX.

Le parallélugramme pour bateaux est un parallélogramme de Watt
légerement modifié.

Le balancier, formé de deux piéces sembhlables OA (fig. 294) et symétri-
quement disposées par rapport au cylindre, se trouve placé a la partie
inférieure de la machine pour ne pas nuire & la stabilité du bateau. A son
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estrémité A, on articule une tige AB qui constitue 'un des cotés d’un
premier parallélogramme ABCD '
et au lieu d'astreindre le som-
met C a tourner autour‘ d'un

point fixe comme dans le paral-
lélogramme précédent, on arti-

cule Jautre balancier O'E au
point E du cété CD. On peut
ainsi réduire la hauteur a la-

quclle se trouve l'axe O sans
modifier le principe du méca- |
nisme. Enfin une barre BB’ &

Jaquelle on articule la tige du B S
piston réunit les sommets B Fig. 294.

et B’ de deux parallélogrammes

symétriquement disposés par ra})port au cylindre.

221. PARALLELOGRAMME DE TCHEBICHEFF.

Imaginons un quadrilatere articulé OAQ’A’ (fig. 295) permettant de
transformer la rotation continue
de I'arbre O en une rotation gl-
ternative de P'arbre O et adjoi-
gnons-lui le triangle articulé
AA'M. Dans le mouvement du
meécanisme, le sommet M décrit
une courbe fermée qui admet
pour axe de symétric Ja droite
OM obtenue en joignantle point

0O a la position gu'occupe le
point M quand la manivelle (A’

Fig. 295.

se¢ trouve en coincidenceaveele . :
pont, Suivant les dimensions données aux tiges du mécanisme, elle a

B A
]
o
E D ¢
Fig. 296. Fig. 207.

des formes trés variées et Tchébicheff, par un calcul dans [e détail
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duqnel nous n'entrerons pas, a conclu que lorsque les trois barres OA, °
AA’; A’M avaient méme longueur, elle coincidait sensiblement avec
une ligne droite. Lorsque ces conditions sont remplies son systeme
articulé peut donc se classer dans la catégorie des parallélogrammes.

Des considérations analogues aux précédentes 1'ont conduit & un
autre parallélogramme représenté par les figures 296 et 297, dans deux
de ses positions et composé de cing tiges comme celui de Watt.

222. PARALLELOGRAMME DE BOURDON.

Le parallélogramme de Watt présente deux inconvénients: Le point

- N\
/.’ 1
— ]
AT "
B Al
e |
N
A R
(- + B
!
— 1
= \_Azé :
e TOI@D
- /S~ :
~— '
Tl i
-~
TC
1) B,

e \
~ —-aD,

Fig. 208.

d’attache occupe une position génante pour le graissage et le bati du
mécanisme est irop grand.

Le parallélogramme de Bourdon donne & la barre d’attache une posi-
tion plusavantageuse ; son tracé repose sur les considérations suivantes :

Imaginons un parallélogramme de Watt dans sa position moyenne
et marquons en D, Dy, D, (fig. 298), les positions moyenne et extréme
du point d’articulation de la barre d’attache; elles appartiennent,
comme nous l'avons établi, 4 une circonférence décrite du point C
eomme centre avec CD pour rayon.

Ceci posé, du point O abaissons la perpendiculaire 00’ sur CD, puis
de son exirémité O/ comme centre, avec un rayon arbitraire, décrivons
une circonférence et prenons ses points de rencontre E;, Ez, avec des
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arcs de circonférence de centres D, et Dy et de rayon ED. Calons ensuite
sur 'arbre O’ une manivelle O'E articulée en E a la bielle ED laquelle
est articulée par son autre extrémité au sommet D du parallélogramme ;
nous assujettissons ainsi ce sommet & déerire une courbe qui passe par
les points D, Dy, D, et le gnidage obtenu, quoique n'étant qu'approxi-
malif, est aussi rigoureux que celui de Watt.

Pour qu'aux positions extrémes du balancier correspondent bien
celles E,D,, E;D,, de la bielle on communique & 'arbre O’ son mouve-
ment par le procédé suivant ; on mesure les angles « et o’ d'oscillation
du balancier et de la manivelle OE; puis 'on cale sur les arbres Oet O
denx secteurs symétriques par rapport a la droite O0’, d'ouvertnres
égales & ces angles et dont les rayons R et R’ satisfont & la relation :

Ra = R'a’.
Le mouvement du secteur O, identique a celui du balancier, commu-

nique alors au secteur O’ et par suite 4 la manivelle OE le mouvement
que nous lui avions assigné.

223. PanaLvéLocraMME p'OLIviER Ewans.

Le parallélogramme d’Olivier Ewans repose sur le théoréme suivant :

8

- | | S

Cylindre

Fig. 299. 0

quand les extrémités A et Bd'une droite ABde longueur constante (fig. 299)
glissent sur deux droites rectangulaires, un quelconque de ses points, C
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par exemple, décrit une ellipse dont les demi-axes ont des longueurs

égales a celles des segments CA et CB. Si donc CA = CB, TI'ellipse
AB

devient une circonférence de centre O et de rayon —

&

1l en résulte que si par l'intermédiaire d’'un balancier dont le centre
d’oscillation O’ est aussi éloigné que possible, nous assujettissons le
point A a déerire la droite Ox et si, par I'intermédiaire de la manivelle
OC calée sur 'arbre O, nous astreignons le point C a décrirela circonfé-
rence OC, le point B & son tour décrica approximativement I'axe Oy et
le mécanisme obtenu entrera dans la catégorie-des parallélogrammes.

Remarque. — Le parallélogramme d'Ewans est un cas particalier
de celui de Watt. Nous pouvons, cn effet, envisager les tiges OC et 0'A
comme des balanciers articulés aux extrémités de la bielle AC sur le
prolongement de laquelle nous articulons en B la tige d'un piston et
regarder la trajecloire de ce poinl comme une courbe en huit dont les
deux branches sont trés voisines I'une de I'autre.

224. ParaLifrocraMmMe pE Krgriry.

Le parallélogramme de Klérity (fig. 300) est un guide rigoureux de

i
D

/

Secteur five

Fig. 300,

mouvement rectiligne. Il differe du précédent par la maniere méme

dont on astreint le point A a décrire la droite Ox.
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On cale, a cet cffet, sur un arbre A,, choisi sur Ox de facon que
OA, = AB, une manivelle A,I dont le bouton I sert d’axe a4 un secteur

" qui peut rouler sur un secteur fixe de rayon double et qui est invaria-
blement lié au point A par une tige IA de méme longueur que la mani-
velle. Dans ces conditions, d’aprés le théoréeme de Lahire démountré en
cinématique théorique § 149, le point A a pour lrajectoire la droite Owx.

225. PABALLELOGRAMME DE PEAUCELLIER.

Le parallélogramme de Peaucellier (fig. 301) est un inverseur. 1l se
compose de six barres : guatre
d'entre elles forment un losange
articulé ABCD; les deux aulres
0A, _QCG, d’tgale longucur, sontar-
ticulées d'une part aux deux som-
mets opposés A et C du losange,
d’autre part a un point fixe O auquel
on donne le nom de centre d’oscil-

lation.
Daus toutes les positions du iz’
mécanisme, les points B et D Fig. 304.

sont inverses 1'un de l'autre. Considérons, en effet, celle de la figure ;
par hypothése nous avons:

0A=0C, DA =DC, BA =BC.

Les sommets O, D, B sont donc équidistants des points A et C; ils
appartiennenl par suite a la perpendiculaire ¢levée au milieu de AC.

D’autre part, la circonférence décrite du point A comme centre avec
AD pour rayon passant par le point B, le produit OD >< OB exprime la
puissance du point O par rapport & cette courbe ; iladone pour valeurla
quantité constante OA” — OD”.

Il en résulte que si au moyen d'une manivelle O'D, calée sur unarbre
quelconque O, onastreint le point D & décrire une circonférence passant
par O, le mouvement du sommet B sera recliligne et on pourra
T'articuler & la tige d'un piston.

Positions remarquables du systéme. — Les positions remar-
quables ou critiques du mécanisme sont celles pour lesquelles deux’
barres au moins sont en ligne droite.

a) Premiére position. — Considérons le triangle O'DA ; son angle
O'DA est variable et ses deux cotés O'A et DA de longueurs constantes
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viennent dans le prolongement I'un de P'autre lorsqu'ils vérifient la
relation :

O‘A = 0'D + DA.
Par suite, si du point O’ comme centre avec la longueur O'D + DA
pour rayon, nous décrivons un are de circonférence et si nous prenons
son point de rencontre A, (fig. 302) avee la trajectoire du point A,
dans la position A,B,CD; le méeanisme aura ses deux tiges O'D et DA

4

Fig. 302.

en ligne droite et la barre A;B; sera en particulier perpendiculaire & la
direction za' du mouvement rectiligne.
En effct, les triangles isoceles B,AD,; 00’D, nous donnent :
AB,D; =ADB;,
0D =D,00'.

Mais les angles m, m sont égaux comme opposés par le
sommet; par suite :
— e —
A,B,D; = D,00'.

Le c6té A,B, est done paralléle a OP et par suite perpendiculaire a
la trajectoire du point B.
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b) Deuxiéme position. — La deuxieme position remarquable du
mécanisme correspond a celle pour laquelle les trois eétés du triangle
déformable OAB satisfont & la relation :

OB =0A -+ AB.

Nous l'obtiendrons donc en OA3BsCyD; en décrivant du point O comme
cenfre avec OA + AB pour rayon un arc de circouférence et prenant
son point de rencontre B, avec la droite zz'.

La rotation de I'arbre O ayant lieu dans le seuns de la fleche f, par
exemple, il nous est facile d’établir que la position critique examinée en
premierlieu est atteinte avant l'autre ; il nous suffit pour cela de vérifier
I'inégalité :

OB; > 0B;.

De ses deux membres, retranchons le segment OA; elle pcut alors
s'écrire :

AgBs > E(B,.
ou bien encore, puisque A,B, = A;B; :
AB, > EB,,

et comme le triangle A;B,I¥; est rectangle, son hypoténuse A,B, est
plus grande que le c6té F,B, de I'angle droitet a fortiori plus grande que
le segment E,B,. .

En pratique, pour éviter les chocs et tiraillements qui ne manque-
raient pas de se produire, il est indispensable de ne pas atteindre les
positions critiques que nous venons d'étudier. Il suffit pour cela de
donner au mécanisme de 1'élasticité et d'obliger le point d’articulation
de la tige du piston & se mouvoir dansun espace qui ne renferme pas
le point B, .

Construction du parallélogramme pour une machine i
action directe connaissant en grandeur et direction la
course of de la tige du piston. — Une machine est dite a action
directe lorsqu’elle permet de transformer par leur systeme bielle et
manivelle le mouvement rectiligne allernatif d'une tige de piston en
un mouvement circulaire continu.

Soicnt (fig. 303) «B la course du piston en grandcur et position,
O un point situé aussi loin que possible sur la perpendiculaire élevée
au milieu B du segment précédent et que nous prendrons pour centre
d’oscillation du mécanisme.

Ceci posé, au-dessus du point «, prenons un point B, et faisons-le
correspondre a la pusi}tion qu’occupe le point B d’arliculation de la tige
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du piston lorsque le mécanisme se trouve dans sa premiére position
critique A,B,C,D, ; puis prolongeons le c6té AD; jusqu’a sa rencontre O’
avecladroite OB. Nous obtiendrons ainsi le centre de rotation de la ma-

Fig. 303.

nivelle O'D et tous les éléments du parallélogramme nous sont des lors
connus ; nous pouvons donc le figurer, par exemple, en OABCD dans
sa position moyenne et transformer par I'intermédiaire de Ja bielle RB

et de la manivelle IR = 9‘; le mouvement rectiligne alternatif de la tige

du piston articulée & la bielle au point B en un mouvement circulaire
continu de l'arbre I.
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Remarque, — Dans le mécanisme précédent, les sommets B et D
d’articulation des tiges se trouventd’'un méme c6té du centre O d’'oscilla-
tion; le produit OB >< OD est donc positif et le losange est dit positif.

(o
Fig. 304

Dansle cas de la figure 304, la puissance d’inversion est négative et le
losange est négatif. .

Pratiquement, le losange de Peaucellier permet de tracer des circon-
férences de grands rayons a la condition de ne plus assujettir la trajec-
toire du sommet D & passer par le centre O d'inversion.

226. PARALLELOGRAMME DE HART.

Le parallélogramme de Hart n'est aufre qu'un contre-parallélo-
gramme ABCD (fig. 305), assujetti ase
mauvoir autour d'un pointfixe O pris $ur x
la tige BD et dans lequel on astreint le
point Q qui partage la tige CD dans le

oB ., ., . .
rapport oD a décrire une circonférence

qui passe par le point fixe.
Le mécanisme ainsi obtenu est un

inverseur. Désignons, en effet, par 1 le
point qui partage la tige AB dans le ha

Fig. 305.

rapport %% et considérons la droite OI;

comme elle partage les coiés AB et BD du triangle ABD dans un méme
rapport, elle est parallele a sa base AD. Pour la méme raison la droite
0Q est parallele a la base BC du triangle BCD et comme dans toutes
ses positions le contre-parallélogramme est toujours contre-parallélo-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



336 TRANSMISSION PAR LIEN RIGIDE

gramme, ses deux bases AD et BC sont paralléles et les trois points
0, I, Q sont constamment en ligne droite.

D’autre part, les triangles semblables IBO et ABD, OQD et BCD
donnent les proportions:

oL_B0,
AD BD
0Q _DO,
BC BD
Par suite :
_BO . DO
OIfADxBD‘ OQ—BCXBD
Ou bien encore :
_ 15 BOSXDO
OI>< 00 = AD > BGX Bt

Mais, comme d'aprés un théoréme de géométrie plane :

BD® — RKB* — 2AD > 5¢ — AD >< BC,

le produit 01>< OQ a finalement pour expression :

2 ___ 2
%XDO.BO.

i

0l><0Q =

Il est donc constant et le parallélogramme de Hart est bien un inver-
seur. Il est négatif dans le cas de la figure 305, positif dans celul de la

|

Fig. 306.

figure 306 et le point I inverse du point  posséde un mouvement
rectiligne alternatif ; on peut donc le prendre comme point d’articulation
d'une tige de piston.

Positions remarquables du mécanisme. — Pour fixer les
idées, supposons que le sens de rotation du systéme soit celui de la
fleche f et que son centre d'oscillation O soit an milien de la tige RD.
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Les extrémités de cette derniere se déplaceront alors sur la cireconférence
gui a OB pour rayon et le point O pour centre.

a) Premiére position. — Considérons le triangle déformable 0'QD ;
son angle en Q est variable et les deux”cdtés qui le comprennent vien-
nent dans le prolongement l'un de l'autre lorsque la relation :

0D =0Q+QD

est vérifiée. Si done du point O’ comme centre, avee 0'Q + QD pour

v} S

-

— —

Fig. 307.

rayon, nous décrivons un are de circonférence ef si nous prenons son
point de rencontre Dy avec la trajectoire du point D, nous obtiendrons
en A;B,C,D, une position critique du mécanisme pour laquelle les tiges
0'Q et QD sont en ligne droite et la barre A,B, perpendicnlaire a la direc-
tion XX’ du mouvement rectiligne.

En effet, dans toutes les positions du systéme, la drofte IQ fait des
angles égaux avec les colés non paralléles du trapéze ; par suite:

B1L0 =000.
D’autre part, le triangle Q0'Q, étant isocele :
0'0:0 = VOQ,

Bourcriecnon. = Cinématique appliquée. 22
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Par suite :
T e —
B.1,0 = (Y0Q;.

Ces deux angles ayant un c6té commun, leurs seconds cdtés I,B, et OO’
sont paralleles et par suite perpendiculaires a la direction zx’ du mou-
vement rectiligne.

b) Deuxiéme posilion. — La deuxiéme position critique du mécanisme
correspond au cas ou les deux cotés IB, OB du triangle IBO sont en
ligne droite, c’esi-a-dire satisfont & la relation : '

10 — 1B+ BO.

Nous obtiendrons done celle I, du point I en prenant le point de ren-
conlre de sa trajectoire avec un arc de circonférence de centre O et de
rayon IB -+ BO et avec nos hypothéses, nous pouvons affirmer gu'elle est
atteinte apres celle I, que nous avons examinée en premier lien.
Le triangle OI,B, donne en effet la relation :
01, << OBy + L;B;.
Mais comme :
OB, — OB,, I,B, — 1,B,.
Elle peut s’écrire :
O, < OB, + 1,B;,
on:

Ol, << Ol

Construction du parallélogramme de Hart pour une ma-
chine 4 action directe, connaissant les longueurs des tiges
et la course du piston en grandeur et direction. Soit «f

le segment de droite qui mesure en grandeur et position la course

donnée. En son milieu 1 élevons la perpendiculaire et prenons sur elle
un centre d'oscillation O aussi éloigné que possible; puis, au dela du
point «, prenons un point 1, el faisons-le correspondre & la position
particuliére occupée par le point I lorsque le mécanisme se trouve dans
sa premiére position critique. Le segment A,B;, perpendiculaire au
point I, & la direction XX’ du mouvement rectiligne, fournira celle du
coté AB etla circonférence de centre O et de rayon OB, serala trajec-
toire des points B et D. Le point D, diamétralement opposé au point B,
appartient donc au cé6té ;,Q; et son point de rencontre O’ avec la droife
10 n’est autre que le centre d'oscillalion de la manivelle O'Q).

Tous les éléments du parallélogramme nous sont done connus. Nous
pouvons par suite le représenter en OABCD dans sa position moyenne
et transformer par l'intermédiaire d'une bielle et d'une manivelle le
mouvement rectiligne alternatif du point d’articulation I de la tige du
piston en un mouvement circulaire continu.
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22" . PARALLELOGRAMME DE PERROILAZ.

Le parallélogramme de Perrolaz est un systeéme articulé formé de
deux barres égales AA’ et BB’ invariablement liées I'une a l'autre,
oscillant autour de leur milieu O et aux extrémités desquelles sont arti-
culées les tiges égales AC et B'C d’une part, BD et A'D d’autre part.

Dans le cas o, par I'intermédiaire d’'une manivelle O'G, on assujettit
le point C & décrire une circonférence passant par le point O, il permet
de transformer le mouvement circulaire de ce point en un mouvement
rectiligne alternatif du point D.

En effet, dans toutes les positions du systeme, les deux cordes AB’
et BA’ sont foujours paralleles el les perpendiculaires OE, OF, élevées
en leurs milieux coincident. La premiére passant par le point C, la
seconde par le point D, les trois poinis O, C et D sont en ligne droite.
Comme de plus :

OE — OF, EC=FD,

nous pouvons ¢erire :
0C=EC— IO,
0D = OF + FD = EO - EC.

Par suite :
0C>< 0D = (EC + EO)(EC — EQ) = EC? — EQ?
- BT — (A0® — AE?) = EG? -+ AB? —AQ? — AC* — A0”.
Le produit OC >< 0D est donc constant et le mécanisme est bien un
inverseur.

Positions remarquables du mécanisme.
aux cas on deux des barres du mécanisme sont en ligne droite et s'ob-

Elles correspondent

tiennent par des raisonnements identiques aux précédents.
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LIVRE III

TROISIEME GENRE

TRANSMISSIONS PAR L'INTERMEDIAIRE D'UN LIEN FLEXIBLE

PREMIERE CLASSE

LIAISON DE DEUX ROTATIONS

CHAPITRE PREMIER

TRANSFORMATION D'UNE ROTATION CONTINUE EN UNE
ROTATION CONTINUE AVEC RAPPORT DE VITESSES
ANGULAIRES CONSTANT.

228. — Entre deux arbres dont 'écartement est trop grand ou qu'il
estimpossible de conduire par roues dentées, les transmissions de mou-
vement se font par l'intermédiaire d’un lien flexible. C'est en général
une courroie, une corde, ou bien €0CoTe une chaine qui vient s’enrouler
sur deux tambours circulaires appelés poulies et calés sur les arbres de
rotation. Leur description faisant partie du cours de technologie de
troisieme division, nous ne nous y arréterons pas.

Lorsque [a poulie menante, calée suri’arbre moteur, se met en mou-
vement, elle entraine avec elle la courroie par suite de 'adhérence de
leurs surfaces ; cette derniére, a son tour, pour la méme raison, commu-
nique son mouvement a 'autre poulie et par suite a I'arbre a conduire.

Le brin d'une courroie qui s’enroule sur une poulie menante est dit
conducteur, celui au contraire qui se déroule est appelé brin conduit.
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229. Théoréme. — Dans une fransmission par courrotes, le
rapport des vitesses angulaires des arbres de rolaiion est constant.

Soient, en effet, R, et R, les rayons des deux poulies, w, et w, leurs
vitesses angulaires & I'instant considéré.

Pendant le temps d¢ la longueur w;. R,.d{ du brin qui se déroule
étant égale a la longueur wy.R;.d¢ du brin qui s’enroule, entre les
vitesses angulaires des deux arbres existe la relation :

w,Rl == (x)zRg 5
de laquelle nous dédnisons:
w__ By
(1] R;

Autrement dit: Dans une {(ransmisswon par courroies les vitesses
angulaires de deux arbres de rotation sont inversement proportion-
nelles aux rayons des poulies.

1l est d'usage de diviser I'éfude des transmissions de mouvement par
courroies en deux parties : La premiere correspond aux courroies qui
se guident elles-mémes ;-la seconde, a celle dont le guidage nécessite
I'emploi des poulies auxiliaires appelées poulies-guides.

230. TRANSMISSION PAR COURROIES SE GUIDANT ELLES-MEMES.

I.’expérience prouve que la transmission de mouvement par courroies
se guidant elles-mémes est assurée sila ligne médiane du brin qui

Fig. 309. Fig. 310.
vient s’enrouler sur une poulie se trouve dans le plan moyen de cette

poulie. Ce principe admis nous diviserons ’étude des transmissions par
courroies se guidant elles-mémes en plusieurs cas :
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a) Les arxes de rotation sont paralléles. — Dans le cas ou les
arbres de rotation sont paralleles (fig. 309 et310), la condition préce-
dente se trouve réalisée si les plans moyens des deux poulies coincident
et sil’'on fait usage soit d’une courroie droile, soit d’'une courroice croisée
pour obtenir des rotations de méme sens ou de sens contraires.

Calcul de la longueur d’une courroie qui embrasse deux
poulies. — Proposons-nous de calculer en fonction des rayons R, et
R, de deux poulies, de la distance de leurs centres, la longueur d’une
courroie qui les embrasse.

a) Cas de la courroie droile. — La .courroie étant symétrique par
rapport & la ligne des centres, si nous désignons par [ sa longuecur,
par a son inclinaison sur cette ligne, nous pourrons écrire (fig. 311):

T N
1 —2A A, + 2arc A,D, + 2 arc A,D,.

Pour évaluer les différents termes de cette somme, menons par le
centre Op la parallcle O,C &4 Ia tangente commune A,A, et considérons
le triangle rectangle 0,0,C;
il donne d’une part :

AA =V — (R, — Ry)?;
d’autre part:

. R,—Rs
SN o — - )

ou:
R.—R,
d

T ——
Les angles A,0,D;, AO,D,,

@ = arc sin

Fig. 314.

. ™ T - .
ayant respectivement pour valeurs — —+ a et — — a, les ares qu'ils inter-
2

ceptent sur des eirconférences de rayons R, et Ry ont pour valeurs :

ﬁ:(»?—+a)m,

ne

En substituant ces valeurs dans 'expression de {, elle prend finale-
ment la forme: )

I=2yd (R, — R)® = (R, R+ 2 (R, ﬂm).amsin“‘—;—ﬂz-

b) Cas de la courroie croisee. — En conservant lcs notations précé-
dentes, nous pourrons écrire (fig. 312):

1 =2AA,+ 2are XE -2 are KZ—D\I
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Pour évaluer les différents termes de celte somme, considérons le
triangle rectangle 0,C0,, il
donne:

AAs = /d* — (R, + Ry)
ef

. _ K+ Ry
Sipo == ="
ou:
: o R+ Ry
Fig. 312, @ =arcsin - ———-

. PN . .
D’autre part, les angles A,0,D,, A;0,D, qui ant pour valeur commune

ki3 . . . .
2~+1 interceptent sur les circonférences qui leur correspondent des

arcs E—D\l, ﬁz qui ont pour expressions :
Ab=(3 ﬂ) R,

Si done, nous substituons ces dillérentes valeurs dans I'expression
de [, elle prend finalement la forme :

1=2y/d* (R, 1 Rp® (R, +Ra)+2 (R, + Ry)are sin B*%&- O

£
Fig. 313.

t

Elle ne dépend done que de la somme Ri+ R, des rayons des deux
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poulies et non de leur somme et de leur différence comme dans le cas
précédent.

b) Les axes de rotation se coupent. — Dans le cas oi les arbres
derotation se coupent, la transmission est impossible par 'intermé-
diaire de poulies se guidant elles-mémes.

c) Les axes de rotulion ne sont pas sittués dans le méme plan. —
Dans le cas ou les arbres de rotation ne se rencontrent pas, il est possi-
ble de transmetlre le mouvement de I'un & l'autre par courroie semi-
croisée, disposée de telle facon que la droite d'intersection des plans
moycns passe par les points ol la courroie abandonne les deux poulies.
La premiére figure 313 se rapporte au cas oli les deux poulies doivent
tournerdans le méme sens, la
suivanteaucas ouelles doivent A
tourner en sens contraires.

Dans toutes ces transmis-
sions, 1l est nécessaire d'ad-
mettre que la valeur minima de
la distance des arbres est au
moins égale 4 deux fois le dia-
meétre de la grande poulie. On
concoit en effet que dans le cas
ou cctte distance est par trop
réduite, l'adhérence dela cour-
roie sur la petite poulie est in-

férieure a ce qu’elle doit étre
pour assurer la transmission.

2341. TRANSMISSION PAR COUR-
KOIES AVEG POULIES-GUIDES.

Dans I'étude des transmis-
sions par eourroics avec pou-
lies~guides nous examinerons
le cas général ou les axes de
rotation ne sont pas dans un
méme plan. Soient (fig. 314)
P, et P, les plaus des cercles
moyens des deux poulies O, et O,, AB leur droite d'intersection sur la-
quelle nous choisissons deux points quelconques et 8. De chacun d'eux,
nous menons aux cercles moyens les tangentes zA,, zA,, BBy, B, et nous

Fig. 314.
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considérons les plans qu’elles déterminent comme les plans moyens de

Fig. 315.

deux poulies-guides dont les cir-
conférences moyennes auront les
dispositions indiquées sur les
figures.

La courroie dont la ligne
moyenne coincide avec le contour
A3A,B,BsA; permet alors de réa-
liser la transformation de mou-
vemenl demandée. Elle a la dispo-
sition indiquée sur la premiére
figure 314 dans le cas ou les deux
rotations doivent étre de méme
sens, et celle indiquée sur la figure
suivanie dans le cas contraire.

Cas particulier. — Dans le cas particulier ou la ligne d'intersec-

- Fig. 316.

tion des plans moyens des deux poulies se trouve tangente aux deux
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circonférences moyennes, figure 315, une seule poulie-gnide esl néces-
saire pour assurer la transmission de mouvement.
Application. — Efablir une transmission par poulies entre deux
arbres paralléles dans le cas ot les plans moyens ne sont pas con-
fondus.

Fig. 817.

Pour avoir la solulion compléte du probléme, nous examinerons deux
cas; .
a) La courrote doit fonctionner dans les deur sens. — La ligne
d’intersection des plans moyens est alors rejetée a l'infini; il en est
par suite de méme des points « et f. Les tangentes désignées précé-
demment par oA, BA, devenant parali¢les, leur plan coincide avec
celui de Ia circonférence moyenne de I'une des deux poulies-guides et
leur distance mesure son diamelre ; les deux autres tungentes BBy, 8B,
déterminent de la méme maniére le diametre el le plan moyen de la
seconde poulie-guide. 11 en résulte qu'il y a une infinité de procédés
pour réaliser la transformation demandée. Pratiquement, on prend pour
plan moyen des deux poulies-guides, les deux plans verticaux tangents
a la fois aux deux poulies, et I'on obtient alors une disposition analo-
gue a celle indiquée sur la figure 316.

b) La courroie ne doit fonctionner que dans un seul sens. — On
adopte la disposition indiquée par les figures 317 et 318 et on la préfere
a la précédente 4 cause de [a plus grande facilité d’installation des poulies.
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Les deux poulies-guides ont leurs plans moyens P; et Pz, qui coin-

Fig. 318.
cident, par exemple, le premier avec un plan parallele?a la droite 0,0,

M
11

[N

Fig. 319,

et tangent a la poulie Oy, le second, avec un plan paralléle a la méme
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direction et tangent 4 la poulie O;. Comme de plus leurs axes sont
paralleles, on peut & volonté les supposer folles sur un méme arbre.

La figure 317 se rapporte au cas ou les deux arbres de rotation
0, et O, doivent tourner en sens contraires, la suivante au cas ou ils
doivent tourner dans le méme sens.

Application. — Eltablir une transmission par poulies entre deuzx.
arbres se coupant a4 distance finte. — Les axes se coupant déter-
minent un plan H, que nous supposons horizontal. Les plans P, et Py

Fig. 320.

des cercles moyens des deux poulies sont alors verticaux et se coupent
par conséquent suivant une verticale. Nous pouvons alors disposer les
axes des deux pouligs-guides A; et A, dans le prolongement l'un de
lautre, perpendiculairement au plan I, et dans le plan bissecteur du
diédre P,, P,. Comme d’auire part, nous avons montré comment on
pouvait transmeitre un mouvement de rotation enire deux arbres rec-
tangulaires ne se rencontrant pas, en adoptant la disposition correspon-
dante de courroie, nous obtiendrons les deux transmissions de mouve-
ment représentées sur leslfigures 319 et 320. La premicre est relative au
eas ou les poulies doivent tourner dans le méme sens, la seconde au cas
ou elles doivent tourner en sens contraires.

232. TRANSMISSIONS PAR GABLES TEXTILES ().
Les transmissions par cables, fréquemment employées aujourd’hui,

() Corderies de la Scine (Le Havre).
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présentent de nombreux avantages au point de vue de la facilité d'ins-
tallation, de la sécurité et de I'économie.

La manille, le chanvre etle coton, matiéres textiles employées dans
lear fabrication leur donuent des propriétés si différentes qu'il est utile
de les connaitre.

Le cable manille s’emploie de préférence pour les transmissions bicn
montées, a grandes poulies et 4 vitesse normale.

Dans le cas ou la transmission est irréguliere ou trées rapide, comme
dansles machines électriques par exemple, on emploie le cable en chan-
vre et surtout le cable en coton.

a) Diamétre des cdbles. — Le diametre d’un cable est variable, le
plus employé est celui de 50 millimetres ; en général on n'atteint pas
60 millimétres. L'on préfere augmenter le nombre de gorges des pou-
lics et par suite celui des cables, et utiliser des cables de moindre dia-
meétre.

b) Distance des axes. — La lransmission est excellente tant que la
distance des axes reste comprise entre 10 et 20 metres.

¢) Diametre des poulies. — Les poulies utilisées dans de telles
transmissions doivent avoir des diametres supérieures & 1200 millimetres
pour des cables en chanvre blanc, 2 1500 millimetres pour des cables
en manille de 60 millimétres.

La souplesse des cables en colon conduit & des poulies d'un diametre
moindre.

d) Sens de la marche. Fléches des cables. — Le¢ sens de la
transmission de mouvement correspond a celui qui permet de passer
de la petite a la grande poulie.

En général les cdbles ne sont pas tendus car on ne peut admettre

rs
+dngle de
7 chute

qu'ils sont dénués de poids. Ils suivent alors, en passant d’une poulic
a l'autre une certaine courbe, connue sous le nom de chainette qu'il
est possible de remplacer pratiquement par un arc de parabole; leur
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flcche, proportionnelle a la distance des axes, élant de 4 & 6 pour 100
quand cette distance est de 15 metres.

e) Charge moyenne. — On admet une charge moyenne de 8 kilo-
mebtres par metre carré.

f). Vitesse.
circonférence et N le nombre de tours qu'elle fait en une minute, le
déplacement du cable pendant ce temps est CN. Sa vitesse est donc:

En désignant par V la vitesse d'une poulie, par C sa

CN
V=%

g) Formule nécessaire 4 la détermination du nombre de
cibles pour une installation donnée. — En désignant par P
I'effort & transmettre, par R la charge
moyenne, par z l'inconnue, la for-
mule & appliquer est la suivante :

V<R

——k

Le nombre des cables est done in-
versement proportionnel a la vitesse.
h) Cibles carrés. — La flexibilité
limitée des cables ronds, leur allon-

e

gementinégal, et par suite I'obligation
dans laquelle on se trouve de les

raccourciv ont fait donner depuis Fig. 322,

quelque temps la préférence aux ci-

bles earrés (fig. 322) non sujets aux inconvénients que nous venons de
signaler.

233. TRANSMISSIONS PAR GABLES METALLIQUES.

Lorsque la distance des arbres devienl supérieure a 20 métres, on
fait usage pour les transmissions de mouvement, de cables métalli-
ques qui travaillent non par traction, mais par leur propre poids. Elle
ne doit pas toutefois dépasser 130 métres, sans quoi il faut établir une
ou plusieurs stations de poulies-supports ou décomposer la transmission
en plusieurs autres.

Dans le premier cas, on est obligé de construire des pylones et-1'on
dispose, comine l'indique la figure 323,.les poulies-supports deux par
deux Pune au-dessous de I'autre. .
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Dans le cas de la décomposition en petiles transmissions, les stations
intermédiaires comportent soit deux poulies clavetées sur le méme

arbre, soit une poulie a double gorge.

Fig. 323.

a) Diamétre des poulies. — Le diametre d'une poulie doit élre
au moins égal 4 150 fois celui du céble.
b) Grosseur des cibles. — Pour déterminer la grosseur des cables
on fait usage de la table suivante :
Avecunetension de: 30.60.70.85.100.145.130.445.160.175. 190. 210.235. k.
1l faut un cablede: 9.10,44.12.43.44.45.16.47.18.19.20, 94, mm.
Avec une tension de: 248.270. 300. 330. 360. 400. 443. k
11 faut un cable de : 22.24.26.28.30.32. 34. mun.

¢) Gorge des poulies. — La forme indiquée sur Ja figure 324 est .

1
== =l
Fig. 324

celle qu'on doil adopter pour la gorge des poulies. Son fond est muni
d’une garniture en hojs ou de préfé-
rence en cuir afin d’éviter le glisse-
ment du cable.

d) Disposition des poulies.
— Les poulies doivent se monvoir
dans un méme plan vertical si 1'on

ne veut pas que le cable saute en
Fig. 323. dehors des gorges. -
¢) Sections des cibles métal-
liques. — Un toron se compose de plusieurs fils tordus autour d'une
dme métallique ou en chanvre. Plusieurs forons conslituent un céable
(fig. 326); leur torsion est inverse de celle donnée aux fils.
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234. TRANSMISSIONS PAR CHAINES.

Les grandes forces se transmettent avec vitesse modérée par I'in-
termédiaire de chaines. La plus connue est la chaine dite de Galle
représentée par la figure 327. Ses dents sont des fuseaux ; celles dela

roue sont, comme nous 'avons établi § 26, a profils de développantes
de cercle.
Pour les petitecs forces on se sert de la chaine de Vaucanson,

(fig. 328); toutefois ses bouts de mailles étant simplement recourbés,
elle offre peu de solidité.
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Pour les automobiles on se sert beaucoup des chaines 4 rouleaux

¥Fig. 328. Fig. 329.

Fig. 331,

dans les appareils de levage ainsi que les chaines Simplex a maiilons
détachables (fig. 331).

¢
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Les roues qui doivent recevoir les chaines 4 maillons sont munies
d'une rainure. Elle est simple ou double et les maillons ont F'une ou
l'autre des dispositions indiquées (fig. 332).

Fig. 332,

Elles affectent aussi la forme de la figure 333 dans le cas ou l'on
veut réduire la flexion sur chacun des maillons.
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235. TRANSMISSION PAR CONES,

Dans les ateliers, pour communiquera I'arbre i conduire une vitesse
plus ou moins grande, on cale sur lui et sur I'arbre
moteur deux cénes (fig. 335), formés I'un et I'autre
d’'une série de poulies venues de fonte d’une seule

piece; puis l'on dispose la courroie sur le couple
de poulies qui permet d’obtenir pour I'arbre XY’
a conduire, la vitesse la plus favorable au travail
qu'on se propose d'exécuter.

Il y a donc lieu de rechercher dans quel sens
nous devons déplacer la courroie qui embrasse
ces cones pour que l'arbre a4 conduire XY’ ait,
par exemple, un mouvement accéléré, celui de
I'arbre moteur XY étant uniforme.

Fig. 334.

Désignons 4 cet effet par « et w’ les vitesses angulaires des arbres,
par R et R les rayons des deux poulies associées.
Entre ces quatre ¢léments existe la rela-
lion suivante :
w_ R

© R’
de Jaquelle nous déduisons:

, R
w :“’XE/'

w ¢tant constant, pour que o' croisse, il faut

1 t L ug t bi n
que le rappor ® augmente, ou bien encore

que R aille en croissant puisque les rayons
R et R’ varient en sens inverse.
L’arbre moleur {ournant d'un mouvement Fig. 335.

uniforme, si nous voulons augmenter la vitesse

de I'arbre & conduire, nous devrons doue déplacer la courroie sur 'arbre

XY, dans le sens ou les rayons des poulies vont en eroissant.
Condition pour que la longueur d’une courroie ne change

pas lorsqu’on fait varier les rayons des poulies. — a) Cour-

roie croisée. — La formule (1) établie (§ 230) montre que la

longueur d'une courroie croisée ne dépend que de lasomme R - R/ des
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rayons; si done, nous aAssujettissons cette somme & demeurer constante,
il en sera de méme de la Jongueur de la courroie.

b) Courroie droite. — Nous pouvons écrire 'expression de la lon-
gueur de la courroie droite :

L_Q‘/dz—x2+wy+2arcsin£-

d

En posant:
Rl—'RQZm, l“—FRZI.’Ij

La recherche des valeurs associables de R, et de Ry, pour que la
longueur de la courroie de-
¥ meure conslante, revient alors 4
la résolution de 'équation pré-
cédente, Comme elle est trans-
cendante, nous aurons recours
a la méthode graphique.

La courbe qui lui correspond
est coupée en un seul point par
une paralléle a ['axe des y; elle
est de plus symétrique par rap-

port a cet axe, car I'équation
précédente ne se modifie pas

parle changement de x en —z.

Fig. 336. . Nous pouvons donc, pour étu-

dier les variations de ¥, nous

contenter de donner a la variable z des valeurs positives, inférieures

toutefois 4 d pour que 'expression d?-— x? soumise au radical reste

positive. Comme, d'autre part, la dérivée de y, prise par rapport a x, a
pour expression :

. 2 .z
— — —arcsin —

y b d

et reste constamment négative, la fonetion y décroit 4 mesure que x
augmente et la courbe (C)qui lui correspond a la forme indiquée par la
figure 336.

¢) Courbes représentalives des vartalions de Ry ef Ro. — Les équa-
tions précédentes conduisent aux valeurs suivantes:

Tty

Ry==_"
Yy ==
R2 2
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A une valeur OP de x correspond par exemple une ordonnée y =PM
de la courbe (C) et par suite les valeurs suivantes pour les rayons R,
et Rg.

R, —OP-+PM
2

PM —OP

Rng’ 7‘) —

Nous pouvons les construire facilement et les porter, la premiére de
P en My, la seconde de P en M,. En répétant cette construction un cer-
tain nombre de fois, et en joignant parun trait continu tous les points M
d'une part, tpus les points M, d’autre part, nous obtiendrons deux
courbes SM;..... , SM..... représenlatives des variations R, et R,. Elles
se coupent sur l'axe des y au point S milieu du segment OA, car nous
avons supposé que les poulics moyennes des deux cones avaient méme
rayon. '

d) Recherche de R, ef Ry. — Pour déterminer les rayons R, et Ro des
poulies qu'il faut associer pour transmettre a l'arbre a conduire une
vitesse angulaire w,, connaissant celle w, de 1'arbre moteur, nous de-
vons satisfaire a 'équation :

ou bien encore a la suivante :

w0 Ry Ry

w;—w; R;— R,

Comme son premier membre est une constante connue K, avec la
notation précédente, elle peut s’écrire :

=k.

8 ke

En sorte que le point M, précédemment arbitraire sur la courbe AM...,
se trouve dans le cas qui nous occupe, a la rencontre de cette courbe
avec la droite d’équalion :

y = IL‘.’L‘.

Aux deux points M; et M;trouvés précédemment correspondent alors les
Jongueurs PM, et PM, des rayons R, et R,.
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THEORIE DE LA POULIE DANS L'ELEVATION DES FARDEAUX.

Une poulie destinée a I'élévation des fardeaux (fig. 337) se compose
d'un disque circulaire dont la surface latérale est percée d'une gorge
dans laquelle vient s’engager une corde. A l'une de ses extrémités, on
suspend le fardean & soulever et a I'autre on applique la puissance.

La partie de corde comprise entre la poulie et le point d'attache du
fardeau porte le nom de gorant, 'autre
celui de courant.

La poulie est de plus embrassée par
une chape traversée par un tourillon dont
I'axe eoincide avec celui de la poulie.

236. Poulie fixe. — Si nous fixons
la chape au moyen d'un crochet A atla-
ché & un clou, la poulie ne peut plus
prendre qu'un mouvement de rotation
autour de son axe et son déplacement
longitudinal est nul.

Relation, & un méme instant, enire

Fig. 337. ' les vitesses V, et V,de lu puissance el

du furdeaun. — Si pendan! le temps d,

le garant se raccourcit d’'une longueur d1I, le courant s'allonge de la
méme quantité ct les vitesses V, et V, de la puissance et du fardeau,

ont toutes deux pour expression d%lt ; elles sont donc égales.
[#

23%. Poulie mobile. — Sinous fixons le fardeau & la chape et si nous
suspendons la poulie par l'intermédiaire duane corde fixée a 'une de
ses exirémités A et passant en B sur uoe poulie auxiliaire (fig. 338),
elle ne peut prendre qu'un mouvement vertical de translation, d'on
son nom de poulie mobile.

Relation, 4 un méme inslant, entre les vilesses V, et Vyde la puis-
sance et du fardeau. — A un instant ¢, désignons par I, la longueur
de corde ACDB, par « son inclinaison sur la verticale, par R le rayon
de la poulic mobile, par s la distance de son centre & I'horizontale AB
el par 5 la longueur du segment FB.
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Nous pourm.ns alors éerire :
. ds _.dl
V= Vg
Par suite:
dl

Vo 4t
vV, ds

Pour évaluer ce rapport, nous allons exprimer [ et s en fonction
de l'angle «. Considérons a
cet effet le triangle rectangle
FGO, il donne :

s=FG colg a.
Or:
- FG=¢—GB,
et
R
" cosa
Par suite :
FGT—IS-“ R b
. coS &
et Fig. 338.
R R
= (85— tr o« — 8 cotg ¢ — ———- {
s ( cosa)coga colg « sine M

Pour obtenir I'expression de [, remarquons que la verticale qui passe
par le centre de la poulie divisant la corde AEB en deux parties égales,
nous pouvons éerire :

é:ﬁ)+BD,

et comme :

BD —=BK — KD = _8 — R cotg a,
sina
il en résulte que:
23
=(z—20)R+-——2Rcoiga.
l=(= ) +sina cotg« ®))

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



362 TRANSMISSIONS PAR L’INTERMEDIALRE' D'UN LIEN FLEXIBLE

En difféerentiant les équations (1) et (2), nous obtenons:

ds = (—— 8 + BC}Sﬁ)dz = 4= (R cos a —8);

sin? sin® « sin? a

di— (% QR_'@Oia,ﬂ;_ 2R ->d1 - ?;(M(R cos o —9).

sin? a sin? g sin%a

La relation que nons cherchons peut donc s'éerire :

v

- F=2cosa.
s

Nous pouvons d’ailleurs l‘interf)réter géométriquement. Considérons,
a cet effet, le triangle isocele COD, il donne:

CD = 2R cos .
Par conséquent :
Y, _CD
V., R
Cas particalier. — Dans le cas particulier ot les deux brins de

corde sont paralleles, la corde CD
devient égale au diametre de la pou-
lie, et la relation précédente peut
s'écrire :

vV, =2V,

238. Equipage de poulies. —
Lorsque les arbres entre lesquels on
désire transmettre le mouvement sont
a des distances par trop considéra-
bles, on peut faire nsage d'un dispo-

sitif analogue au train de roues den-
tées et auquel on donne le mnom
d’équipage de poulies {fig. 339). Si nous comscrvons les conventions
et notations employées dans ce cas et si nous suppesons que l'équi-
page utilisé renferme seulement des courroies droites, sa raison a pour

expression :
W R()B.l ..... Rk'i
Wy Filg.eees. Tk

Elle est done égale au quotient du produit des rayons des poulies
menantes par le produit des rayons des poulies menées.

239. Moufles, Mouflettes, Palans. — Une moufle cst formée
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par la réunion de plusieurs poulies montées sur une méme chape. La
figure 341 correspond a la moufle pro-
prement dite: les poulies ont méme
rayon et sont montées sur le méme
axe; la précédente correspond i 1a mou-
[lette ou moufle plate : les poulies ont
des rayons inégaux et sont montces
sur des axes différents.

Laréuniondes pouliesde deux moufles

par l'intermédiaire d'une corde donne
lieu & un palan (fig. 340). Pour l'utiliser
dans 1'élévation des fardeaux, on fixe
la moufle supérieure et I'on suspend le
fardeau a élever a la moufle inférieure.

Le palan est dit simple, double, tri-
ple..., suivant que chacune de ses cha-

pes contient une, deux, .trois poulies.
a) Relation entre la vilesse de la

puissance et la vilesse du fardeau. —
s désignant le chemin parcouru pen-
dant le temps £ par le centre de gravité
du fardeau, nous pouvons écrire :

, ds
Nl
Fig. 340. Fig. 341.

Comme d'autre part le centre de
chaque poulie se déplace aussi de la longueur §, pendant le méme
temps, chaque brin de corde, en admettant qu'ils soient tous paralléles,
se raccourcit de la méme quantité. Si donc n désigne le nombre des
poulies de chaque moulle 2ns mesurera le raccourcissement total de la
corde et par suite le déplacement de la puissance. Sa vitesse a donc
pour expression :

9 —
V,=2 = 2nV,.

L
dt
¢) Expression de la vilesse de roulement ¢ lu circonférence de Uune

quelconque des poulies. — Supposons que le mouvement de la corde

par rapport & I'une quelconque des poulies soit un roulement et recher-
chons dans ces conditions sa vitesse a la circonférence de I'une

quelconque d’entre elles, C par exemple. Elle est évidemment égale a

celle du brin AB qui, en conservant les notations précédentes se rac-

courcit de la longueur 3s pendant le temps ¢

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



364 TRANSMISSIONS PAR L'INTERMEDIAIRE D'UN LIEN FLEXIBLE

Par suite :

nds
V—3E—3V1.

Il en résulte que la vitesse circonférentielle d’une poulie quelcongue,

est égale & celle du fardeau multipliée par le nombre de brins de corde

compris enire le point d’attache et la poulie considérée.

240. Equipage de palans. — Considérons n palans réunisentre

Foint fxe

/

]
T
Fig. 342.

cux comme l'indique la fizure 342; le premier P, étant
supposé fixe et tous les autres mobiles y compris le
dernier auquel on attache le fardeau & soulever, pro-
posons-nous de rechercher la relation qui existe, & un
méme instant, entre la vitesse de la puissance et celle
du fardeau, sachant que le nombre de poulies de chaque
moufle est égal a p.

Désignons, & cet effet, par V,, Vi, Vs, Vo V, les
vitesses de la puissance et des palans Py, Ps;... P, qui
peuvent étre regardés successivement comme des far-
deaux. Ainsi envisagés, ils permettent de poser les

équations :
¥ =2p,
1
v,
=2
VYZ p)
Vg
VS ‘p)
V.
T l 2P'
7

En multipliant ces équations membre a4 membre,
nous obtenons la suivante:

Ve capy
\7f (ZP) "

qui n’est autre que la relation cherchée.

241. Palan de Whitte. — Les moufles du palan de Whitte
sont des poulies venues de fonte d'une seule piece.
‘Précédemment, pous avons montré comment nous pouvions évaluer

Ia vitesse circonférentielle de 1'une quelconque des poulies, et nous
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avons établi qu'elle était fonction de celle du fardeau. Dans le cas actuel
comme les poulies d une méme moufle tournent avee
la méme vitesse angulaire, il en résulte gu'il existe
enfre leurs rayons des relations que nous allons
établir.

Désignons, a cet effet, par v ef ' les vitesses des
moufles O et O, parry, ro, rs, pi, p2, £3, les rayons
des poulies qui les constituent.

En appliquant, a chacune d’elles, le théoréme pré-

cédent, nous obtenons :

oo =V, 0 =3V, =5V,

Par suite : ,
TR
1 o’
pr__ Vs
3 o ’
P3. V.
5] '

Les rayons gy, g2, ps, sont donc liés par les rela-

tions:

fs __ P2

2:
3

-

..
W[

autrement dit, ils sont proportionnels aux nombres vmpairs 1, 3, 5.
Des relalions: wry=2V,, wr;=4V,, wr;=6V,, nous dédui-
sons de méme :

I __Ie__ T,
1 2 3

Autrement dit : Les rayons de la moufle supéricure sont propor-
tionnels & la suite naturelle des nombres entiers. .

242. Palan Moore. — Le palan Moore (fig. 344) se compose d'une
poulie A 4 empreintes, 4 laquelle on communique un mouvement de
rotation par Iintermédiaire d'une chaine sans fin. Sur son axe se trouve
calé un pignon R” excentré gqui cngréne avee deux royes intérieures
folles R et R/, de méme rayon, dont les nombres de dents different d’'une
unité et auxquelles correspondent par suite des pas P et P’ inégaux:
celui P' de la roue R” est pris égal a leur moyenne arithmétique. La
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corde, aux extrémités de laquelle on suspend un plateau auquel on
attache le fardeau & soulever, vient €enrouler comme I'indique la
figure sur deux poulies C et C' solidaires
des roues R et R'.

Relation entre la vitesse de la puissance
et celle du fardeau. — Pour fixer les idées,
supposons que les roues G et G aient res-
pectivement 20 et 19 dents; le pas P est
alors inférieur au pas P tandis que le pas
P’ lui est supérieur.

Ceci posé, imaginons (fig. 343) que le pi-
gnon R"tourne autour de son arbre de telle

facon que l'une de ses dents en contact en
avec sa conjuguée ait cédé sa place a la sui-
vanteJ. La dent L. de laroue R vient alors en
contact avec elle et comme les déplace-
ments 1J et 1L du point de contact sur les
deux circonférences primitives sont iné-
gaux, 1l s'est nécessairement produit un
glissement relatif correspondant & I'arc KL

et tel que:

IK=1.

Ce glissement, occasionné par les dents du
pignon qui cherchent & pénétrer dans les

creux de la roue, se traduit par une rotation
Fig. 3%k de la roue dans le sens de la fléche f et
correspond a un are: )

PP L P—P

’ Pl—P =" 2

Un raisonnement analogue, relatif 4 I'engrenement des roues R’ et R/,
montre que le déplacement relatif de leur point de contact, se fait dans
le sens de la fleche /' et a pour expression :

Py P __P—P
! v __pl b -,
PP—P' =P 5 9
Si done nous 1mprimons un mouvement de rotation a la poulie A, elle
le communique au pignon R’ et par suite aux roues Ret R’ qui tournent
alors dans un méme sens. Le brin de corde auquel est attaché le far-
_deau descend, par exemple, tandis que I'autre monte, et dans le cas o
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les pas sont égaux, le déplacement du fardeau est nul. Dans le cas ac-
tuel, il provient uniquement des mouvemenis relalifs du pignon par

Fig. 345,

rapport aux roues et comme ils sont de sens contraires, les deux brins
de corde se déplacent alors dans le méme sens. '

Pour évaluer la vitessg V, du fardeau, désignons par o la vitesse
angulaire de la poulic A, par r son rayon, parZ, Z-- 1, Z”" les nom-
bres de dents des roues R, R', R’, par R le rayon commun des deux
premieéres et parp celui des deux poulies P et P'.

Nous pouvons alors écrire :

~

V,=or.

Pour une fraction de tour correspondant a l'arc P’, le pignon R”
/

imprime a la roue B un déplacement relatif P ,)_ P; ‘pour un tour com-

plet, c'est-a-dire pour Z” fractions de lour analogues 4 la précédente,

4 _
son déplacement se traduit parlarc Z’ - P—;)—Ij compté sur la circon-

4 »]

. \ s Pr—F . . .
férence de rayon B ou par l'are 2" —_)R—compte sur la circonférence

de rayon uuité.
Pour un tour de la poulie A le déplacement du fardeau est donc:

PP—P
" 2R

P'Z"
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Par suite :

P

ZI/_

\Y% _F = — 7//.]).'_—P L,
7= 2r T YT 2R 2

La relation eherchée entre la vitesse du fardeau ct celle de la puis-

sance est donc:
Ny _ o 2P P)

v, 4wRr
Or:
27R 2=R
Pl = 3 p — . —
/ Z 41
Par suite :
TR A
Vo, 2hZ(Z+1)
Remarque. — Si & un moment quelconque, la puissance cesse de

s'exercer sur la poulie A, le fardeau reste en équilibre : une dent du
pignon R” se trouve ea effet sollicitée en sens contraires par les deux
roues R et R'.

ETUDES DE QUELQUES MOUVEMENTS DIFFERENTIELS.
243. Visde Prony.-— La visde Prony (fig. 346) comprend deux par-

ties filetées dans le méme sens, mais dont fes pas P et P’ sont diffé-
rents et deux écrous E, E’ qui leur sont réciproques. Le premier est fixe;

——\
| M//W//%\/\/}WMW////WM

Fig. 346.

le second est guidé de manieére & ne pouvoir prendre gu'un mouve-
ment de translation parallele 4 son axe et sa vilesse, qui dépend de la
difference P-— P, peut étre rendue aussi petite que possible comme nous
allons 1'établir.

Imprimons, en effet, a la vis un mouvement de rotation dans le sens
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de la fléeche f, et faisons-la tourner de 360° par exemple. Comme I'écrou E
est fixe, elle se déplace alors Jongitudinalement dans le sens de la fieche f;
d’une longueur égale & P et entraine avec elle I'écrou E’. Mais celui-ci,
d'apres la théorie exposéc § 88 se déplace a son tour dans le sens
de la fleche f; d'une longucur égale & P’. En sorte que si, pour fixer les
idées, nous supposons P > P’, pour un four de vis, I'écrou E’ se déplace
vers la gauche d'une longueur P — P’. Sidonc les pas des deux vis son
peu différents, la différence P — P’ est tres petite et I'écrou E' prend
un mouvement différentiel.

Dans le cas ot P= P’ I'écrou E' reste immobile; il se déplace au
contraire vers la droite si 'on suppose P < P'.

244. Vis a4 pas contraires. — Dansle tendeur d’attelage des wa-
gons, on rencontre des vis a4 pas contraires (fig. 347)5 les deux dépla-

Fig. 347.

1 . ‘A :
cements simultanés que subit I'écrou au lien d’'étre de sens contraires
sont de méme sens et pour un tour de vis 1'écrou mobile se déplace

alors de la longueur P+ P’.

245. Palan différentiel. — Le palan différeniiel représenté par
Ja figure 348 se compose de deux moufles réunies par une méme
corde : la plus basse se réduit & une poulie a laquelle on suspend
le fardeau a soulever; la plus haute se compose de deux poulies de
rayons r et R venues de fonte d'une scule piécce.

Relation enire la vilesse de la puissance et celle du fardean. —
Imaginons que les deux brins de corde AB, CD soient paralleles et que
la puissance s’exerce au point E dans le sens indiqué par la fleche. La
moufle supérieure prend alors un mouvement de rotation de vitesse
angulaire w, par exemple, et nous pouvons écrire :

V,=w.R.

D’autre part, comme pendant le temnps d¢, le brin CD se raccourcit de

BovreuigNoN., — Ginémati(fue appliquée. 2%
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la longueur wRd¢, tandis que le brin AB s’allonge de la longueur wrdf,
le raccourcissement de Ia corde ABCD est égal 4 w (R — r)d! et celui
des deux brins de corde AB et CD a pour expression :

m(R——r!dt'

2

=

¥ w(R—r
\,/:‘__(,24_).

Il en résulte que:

Par suite :
vV, _R—r
o 2R

v,

Si done la différence R — r est trés faible, le fardeau se déplace tros

lentement.
Dans les mines, on fait usage d'un palan différentiel, un peu différent

.
e
%

Fig. 3i8. Fig. 3%9.

du précédent; il est représenié par la figure 349 et permet a la fois
d’élever un fardeau, et d’en descendre un autre. Actionnons, en effet, la
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corde au point ( dans le sens de la fleche, la poulic mobile O s’éleve
alors comme nous venons de le voir, tandis que le brin de corde HG s’al-
longeant de la longueur wRd?, et le brin EF se raccourcissant de la
longueur wRdt, la corde HGEF s’allonge de la longueur w (R — r)dt. .

La poulie ' descend done pendant que la poulie 0" monte et, a un
méme instant, leurs vitesses sont égales.

246. Treuil différentiel. — Le tambour du treail différentie] se
compose de deux cylindres de rayons R et r sur chacun desquels 1'on
fixe I'une des extrémités d’une corde gque 'on enroule ensuite dans des

Fig. 351.

sens différents ; comme l'indique la figure 351, elle soutient une poulie
mobile a laquelle on suspend le fardeau a sounlever.

Relation entre la vilesse de la puissance et celle du fardeau.—
Pour fixer les idées, désignons par L le rayon de la manivelle mo-
trice, et par w la vitesse angulaire du tambour ; nous pouvons alors
écrire :

Vp::l;).L.

La rotation du treuil s'effectuant par [exemple dans le sens de la
fleche f, pendaunt le temps dt le brin de corde ED se raccourcit de la
longueur wRdt, tandis que le brin AB s’allonge de la longueur wrdt.
Comme nous avons supposé R >>r, le raccourcissement total du brin
ABCD a pour expression : '

[D] (R.% T') dt’
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et comme nous pouvons toujours supposer les deux brins de corde pa-
ralltles, le racourcissement de chacun d'eux & pour valeur :

) “’_@O_—J) di.

Il en résulte qu'a I'instant considéré la vitesse du fardeau a pour ex-
pression :
) w(R—r
V_,: 5

La relation cherchée peut donc s'écrire ;

N _R—r
A% 2L

»

Elle est analogue 4 celle trouvée dans le cas du palan différentiel.

247. Machine 3 aléser horizontale. — Une machine a aléser
(fig. 352) permet de rendre parfaitement réguliere la surface intérieure
d’un cylindre.

Le cylindre C a aléser est fixe et disposé de telle facon gue son ane
XY coincide avee celui d'un arbre creux auquel on peut communiquer
ainsi qu’au disque porte-outil un mouvement de rotation au moyen des

poulies P, P’ sur lesquelles on dispose a volonté par U'intermédiaire de
la poulie folle P’ ou une courroie droite, ou une courroie eroisée.

Le disque porte-outil D se trouve invariablement lié, par U'intermé-
diaire d'une languette L qui vient s’engager dans une rainure longitu-
dinale pratiquée dans I'arbre ereux, & un ¢erou E, solidaire d'une vis V.
Cette derniére, astreinte & pouvoir seulement tourner autour de son axe,
peut recevoir son mouvement d'un train de roues dentées R, R', R", R”,
disposées comme I'indique la figure, et ayani respectivement Z — 1,
7", Z' et Z dents.

Cecl posé, communiquons au ¢ylindre ereux un mouvement de rota-
tion de sens f et de vitesse angulaire o.
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Le disque D se met aussitot en mouvement, tourne dans le méme
sens et force 'écrou E & se déplacer dans le sens de la fleche f” avec
une vitesse ggale 4 :

V= P2,
27

Mais la vis V tourne elle aussi, dansle méme sens que le cylindre

creux, avee une vitesse angulaire w' qui a pour expression :
Z—-0v7Z I

o =—w -

.2 "

Elle communique & I'écrou un second mouvemneni de translation pa-
rallele a son axe, de sens f7, et de vitesse :

. Z—1
v =P .
2x Z

Sous l'influence de ces deux mouvements simultanés, le disque porte

S
S
E
o W —
-

outil prend done un mouvement de translation résultant, dont la vitesse,
a I'instant considéré :

4 Z—1 pa 14
Vv =Py ~>f~._,
?m( Z 2 Z

est d’autant plus faible que le nombre Z est plus grand. Il est donc
animeé a la fois, d'un mouvemeni de rotation autour de L'axe XX’ et
d’'un mouvement trés lent de translation paralléle & cel axe.
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A fin de course, on peut le ramener dans sa position premiere *par
Tintermédiaire de la manivelle M, aprés avoir déplacé longitudinale-
ment, les roues R” et R’ de facon qu'elles n’engrénent plus avec leurs
conjuguées.

. i 4
S st

2
Z o ]
A4 U
N |
\\/ f\ Se— s
e\%é TS
& {
‘§ |
Z Z Cylindre. dd/e.ser
% % \\\§ ,,,,,, TR s
nn A :
g B N anw
/ / § Lisque T orieould N
% é gue| || X
"= -
8 (:F:’zi? R

ANRN

N

—
i N N &
0
47

/.// ,7///1/'”}‘ e

N

N

Fig. 355.

Dans certaines machines, on communique au disque porte-outil un
mouvement différentiel au moyen de Ja disposition indiquée sur la
figure 353. Une vis tangente engréne avec deux roues R et R’ ayant
respectivement n et n + 1 dents. Comme précédemment I'écrou, soli-
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daire du disque, prend deux mouvements de translation simultanés de
sens conlbraires dont les vitesses ont pour expressions : )

po ot I
—— 1
2xn 2n(n—+1)

© w désignant la vitesse angulaire de la vis.

G — fiﬁ
|

La vitesse du mouvement résultant :

ypo(t 1 >:P_‘°.f,_71_,
2r\n  n-—+1 2 n(n+1)
peut done étre rendue aussi petite que 'on veut en prenant n suffisam-
ment grand.
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24 8. Machine & aléser verticale, — Le principe surlequel repose
la machine a aléser verticale (fig. 354 et 353) est le méme que le pre-
cédent. Les deux machines different cependant I'une de l'autre par la
maniere méme dont se fait la transmission du mouvement différentiel
au disque porte-outil.

Le disque D est supporté verticalement par des tiges invariablement
liées & une crémaillére TT’, qui recoit un mouvement rectiligne alter-
natif par suite de son engrénement avec une roue R qui appartient &
un train de roues dentées R, R, R’, R” dont les axes sont solidaires de
I'arbre ereux et tournent, par suite, avec lui. La roue R” engrenant avec
un écrou fixe E, son mouvement de rotation autour de I'axe de cet écrou
I'oblige & tourner sur elle-méme, et par suite du dispositif, & communi-
quer son mouvement a la roue R, lagquelle a son tour obligela crémail-
lere a se déplacer longitudinalement.
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DEUXIEME CLASSE

APPAREILS OU LE SENS DE LA TRANSMISSION EST
CONSTANT ET OU LE RAPPORT DES VITESSES DES
ORGANES EN LIAISON EST CONSTANT.

CHAPITRE II

ETUDE DE QUELQUES TREUILS

249. Treuil ordinaire. — Le treuil est un mécanisme destiné &
transformer un mouvement circulaire continu, en un mouvement recti-
ligne alternatif. A

Il se compose (fig. 356) d'un tambour circulaire T de rayon R que
I'on peut mettre en mouvement par l'intermédiaire de Ja manivelle M
de rayon [ et sur lequel vient s’enrouler une corde fixée sur lai par'une
de ses extrémités et portant & I'autre le fardeau a soulever.

Relation entre la vilesse de la puissance et celle du fordean. —
ATinstant considéré, désignons par w la vitesse angulaire de 'arbre XY.
La vitesse V, du fardeau, évidemment la méme gue celle du brin de
corde qui vient s’enrouler sur le fambour, a done pour valeur:

Vf:b).R.

D'autre part, le déplacement de la puissance correspondant & celui
d’un mobile animé d’un mouvement circulaire de vitesse angulaire w
sur une trajectoire de rayon I, nous pouvens écrire :

V,=w.l
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La comparaison de ces deux équations conduit finalement a la sui-
vante :

A/ /N
R l
o
4 by
! T
] )

Elle exprime que dans un treuil simple, les vitesses de la puissance
et du fardeau sont entre elles comme les rayons de la manivelle et
du tambour.

250. Treuil composé & double engrenage. — Sur un arbre XY
(fig. 357), auquel on communique un mouvement de rotation par I'in-
termédiaire d’une manivelle M de rayon [, se trouvent calées deux roues,
r; et r, qui peuvent engrener respectivement avec deux autres roues B,
et Ry calées sur un arbre X'Y' paralléle au premier et que I'on peut dé-
placer longitudinalement. Sur un tambour T de rayon r', fou sur I'axe
XY et solidaire d'une roue R qui engrene avee larouc r calée sur X'Y/,
vient s'enrouler la corde destinée a soulever le fardeau.

Comme l'indique la figure la hauteur de la roue r est déterminée de
telle facon que les deux roucs r et K engrenent ensemble quel que soit
le couple (ry.Ry), (r2. Ry) qui transmet le mouvement de rotation de
I'arbre XY & I'arbre X'Y'.

Relation enlre la vitesse de la puissance et celle du fardeau. —
Pour obtenir la relation qui existe, & un méme instant, entre les
vitesses de Ja puissance et celle du fardeau; désignons par w et w' les
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vitesses angulaires de la ranivelle et du tambour. Nous pouvons alors
éerire:

V,=w.1,
V,=uw'.r'.
Par suite :
/N
v, w !

i '
Mais le rapport £, qui représente la raison du train de roues den-
(O]

tees ry, Ry, 7, R, a pour expression:

w  re.T
©w R;.R
,:{L,L _ R
k=N i
£ ] | R,
3 i
I
— 4 _

Xq

et

R U S PO

£

Fig. 357.

La relation cherehée peut par suite s’écrire :

ou bien encore:

dauns le cas ou ce sont les roues r, et R, qui engrénent ensemble.

ry Ira
L :7é =z
l{l Rg
nages, nous pouvons communiquer au fardeau deux vitesses différentes,
suivant que nous faisons engrener le couple de roues (ry, Ry), ou le

couple (r;, R,); dans le second cas le fardeau monte plus vite que dans

Comme nous avons supposé , avee un treuil & double engre-

le premier.

- 251. Trouil employé dans les mines. — Le tambour du treuil
employé dans les mines (fig. 358) présente la forme d'une bobine a
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bords relevés de maniere & empécher le glissement du cable plat qui

vient s’enrouler sur lui, et & 1'une des extrémités duquel se trouve atta-

ché le fardeau & soulever. )

Expression du déplacement 3 du fardeau aprés n tours de tam-
- bour. — Désignons par r le rayon

du tambour i Porigine des n tours

D S Y. et par e I'¢paisseur du cable.

Aprés le premier tour, le ecable
T j s’est raccourci de 2nr
Fig. 358. Au commencement du second tour
le rayon du tambour étant devenu
r—+e, alafin il s'est enroulé sur lui une longueur de cable ¢gale a
2% (r—+-e).
En raisonnant ainsi de proche en proche, nous concluons facilement
que
2x[r+(n—1)e],
représente la longueur de céble enroulée pendant le ni¢me tour du
tambour. ' '
Par suite:

8=2ar+2r(r+e)+ 2n(r—+ 2e)+ 2r [r+{@m—1el],

ou:
=2nrn+42ze[1 +24+-3+..... +n—1],

8:27rn[r+L-_21Le]-

Si nous convenons de regarder ¢, comme un nombre algébrique, po-
sitif dans le cas de l'enroulement, négatif dans le cas contraire, la for-
mule & laquelle nous venons de parvenir sera tout a fait générale.
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CHAPITRE IlI

COMPTEURS DE TOURS, CINEMOMETRES
ET TACHYMETRES

252. Dans I'industrie, la mesure des vitesses angulaires des arbres de
rotation se fait 4 1’aide de compteurs de tours, de cinémomeétres ou bien
encore de lachymeétres.

COMPTEURS DE TOURS.

253. Les compleurs de tours sont des instruments que 'on met
directement en relation avec I'arbre dont on veut évaluer la vitesse
angulaire et qui enregisirent chacun de ses tours au fur el 4 mesure
qu'ils se produisent.

Ils peuvent se classer en deux groupes :

1° Compteurs de tours sans compte-secondes ;

2> Compteurs de tours avec compte-secondes.

Comme ils sont fort nombreux, dans I'étude qui va suivre, nous nous
bornerons a la description d'un appareil de chacune de ces catégories.

254, Compteur de tours Schaeffer et Budenberg. — Le méca-
nisme du éompteur de tours Schaeffer et Budenberg est une application

de la roue et vis sans fin. Il se compose de deux roues de méme dia-
metre, folles sur le méme axe el placées I'une au-dessous de l'autre
comme l'indique la figure 359. Elles portent I'une 100 dents, I'autre 99
et engrénent toutes deux avec une méme vis sans fin rendue solidaire
de I'arbre moteur dont on veut évaluer la vitesse angulaire.

La roue supérieure R; porte deux graduations de cent divisions
chacune et les déplace dans son mouvement devant une grande aiguille
fixe ; une division de la plus grande correspond & un tour de I'arbre
moteur et une division de la plus petite & cent tours du méme arbre.
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La roue inférieure R, constitue, comme nous allons !'établir, un
totalisateur. Elle est invariablement lice
a une petile aiguille qui parcourt les di-
visions de la seconde graduation.

De cette disposition, il résulte que la
roue R, qui avance d'une dent par tour de
vis, rameéne, au boul de cent tours, le
zéro des deux graduations devant P'extré-
mité de la grande aiguille. La petite
aiguille, dans les mémes conditions, s’est
avancée de cent dents; elle a donc fait
un tour complet plus un guatre-vingt-dix-
neuvieme de tour et son extrémité est
venue se placer sur la division 1 de la
petite graduation.

La petite aiguille de I'instrument per-
met donc d’apprécier, a un instant, les

centaines de tours faits par I'arbre mo-
feur: la grande au coniraire indique les dizaines et les unités.

255, Compteur de tours Deschiens. — Le mécanisme du comp-
teur de tours Deschiens (fig. 360) est une application des engrenages
intermittents. Il se compose d'une suite de tambours T, , Ty, ... de méme
rayon, fous sur un méme axe et portant surleurs contours, a intervalles
réguliers, la suite naturelle des nombres de 0 jusqu’a 9; une série de
fenétres ménagées dans le boitier de I'instrument et en regard de cha-
cune des roues laisse entrevoir un nombre qui correspond an nombre de
tours effectués par l'instrument pendant une période de temps égale
a celle qu'indique le compteur & secondes qui accompagne 1'appareil.

. Lebord de droite de chague tambour présente dix dents ; celui de
gauche au contraire présente une simple échancrure dont la disposition
est J]a méme par rapport au zéro de la graduation quel que soit le tam-
bour considéré.

Un arbre parallele a celui des tambours porte une série de petits
pignons P,, Ps,... dont les dents de deux en deux sont taillées sur la
moitié de la hauteur seulement et dont les dimensions sont calculées
de facon que I'arc de conduite de I'un des engrenages (T, P)) soit

1
de 10 de tour.

Le premier tambour est relié a I’'arbre moteur an moyen d'une étoile
dont les dents s’engagent dans les creux de sa denture et qui regoit,
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par l'intermédiaire d'un excentrique, un mouvement oscillatoire dont
Vamplitude correspond, pour chaque tour de J’arbre moteur, & une
division du tambour.

De celte disposition, il résulte qu'a chaque tour de 'arbre moteur

1 . o ST
correspondl—ﬁ de tour du premier tambour T,, si bien qu’apres dix
déplacements conséeutifs son échancrure de gauche vient en prise avee

unc longue dent du pignon P;. Comme de I'autre cété cette méme dent

Fig. 360.

"
se trouve engagée dans un creux de la denture du tambour T,, ces
deux tambours sont rendus solidaires et cela pour une période de temps

égale & celle qui correspond a 1 de tour de Parbre moteur. Le tam-

10
bour Ty avance donc d’'une dent; apres quoi le pignon Py se trouve

immobilisé par suite de la rencontre de sa denture avec le contour du
tambour T, et comme I'une de ses petites dents se trouve engagée dans
un creux de la denture du second tambour, celui-ci se trouve aussi
immobilisé jusqu’a ce que I'échancrure du premier tambour vienne de
nouveau en prise avec une dent du petit pignon. Le phénomene se
reproduit ensuite constamment aprés chaque période de dix tours de
T'arbre moteur.

Le raisonnement que nous venons de faire pour le couple d'organes
(T . Py) est valable pour les autres couples; en sorte que les chiffres
présentés devant chaque fenétre du boitier par les tambours T, , Ta, T, ...
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correspondent aux unités, dizaines, centaines, ... du nombre de tours
effectués par 'arbre moteur.

Un second boitier adjacent a celui qui contient le mécanisme ren-
ferme un chronometre qui se met en mouvement en méme temps que
le compteur de tours proprement dil et I'instrument permef ainsi d'ap-
précier le nombre de tours effectués par 1'arbre d’'une machine pendant
un temps déterminé.

CINEMOMETRES.

Les cinémometres sont des instruments qui font connaitre le nombre
de tours effectués par une machine en mouvement de rotation.

256. Cinémométre Duveau.-—Le cinémometre Duveau (fig. 361)
comprend deux plateaux circulaires Py et Py paralleles : le premier tourne
dans le sens de la fleche f; autour d'un axe O; perpendiculaire a son
plan avec une vilesse angulaire w; égale a celle de I'arbre dont on
¢tudie le mouvement; le second tourne en sens inverse du précédent
c’est-4-dire dans le sens de la fléche f; autour d’un arbre O, parallele
au premicr avec une vitesse angulaire constante cw;.

Une molette M, placée a I'extrémité d'une manivelle OM calée surun
arbre O parallele aux précédents et équidistant de chacun d'eux, se
trouve disposée entre les deux plateaux P, et P, et recoit de ce fait
autour de l'axe O, deux mouvements de rotation de sens conlraires. Au
bout d'un certain temps, elle finit par prendre une position d'équilibre
d’autant plus éloignée de la perpendiculaire CM,' élevée au point C an
segment 0,0, que la différence vw; — o, est plus grande.

Pour I'établir, désignons par 2a la distance 0,0, des deux arbres dc
rotation O; et O,, par b le rayon de
la manivelle OM, par M la position
d'équilibre de la molette sur sa tra-
jectoire et par « l'angle m

Le vecteur (MQ,), perpendiculaire
ala droite O,M et égal a o, ><0O,M,
correspond a la vitesse que commu-
nique a la molette M le plateau P, et
donne naissance & deux autres vec-

Fig. 361. teurs (My,), (Mp,)quisont portés: le

premier par la tangente en M 4 la

circonférence OM trajectoire de la molette; le second par la normale
a cette méme courbe. '

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



COMPTEURS DE TOURS, CINEMOMETRES ET TACHYMETRES 383 .

Par analogie, le vecteur (MQ,), égal & w,>< 0, M et perpendiculaire
& la droite O,M, correspond a Ia vitesse que communique & la moletie
Mle platcau P, et donne naissance a deux autres vecteurs (Mq,) et (Mpy)
portés par les mémes droites que les précédents.

Il en résulte que Ia molette M se déplace sur sa trajectoire sous 1'in-
fluence de deux mouvements simultanés qui lui communiquent deux
vitesses contraires (Mgq,) et (Mg¢,) et comme nousavons supposé qu'elle
¢tait en équilibre dans cette position, c’'est que :

Mg — (Mgy).

Pour traduire algébriquement cette condition d’équilibre, projetons
les points O, et O, en o, et 0, sur la droite OM et considérons les deux
groupes de triangles semblables Mg ,Q, et O,0,M, Mg,Qs et O0.M; ils

donnent :
Mg, = w, >< oM,
Mg, == w; > 0,M.
Par suite:
my > O M = wy >< 0,M,
Comme :

oM =& —asing,

o oM —b - asina,
I’équation d’équilibre peunt finalement s'éerire:

w; (h— a sin @) = wy (h -+ a sin ).
Elle donne:
. b Wy — iy [) )y — (233
sing=— -1 — 2= " . TR,
a o+ wy  a(w—wy) + 2w,
ou bicn encore :
‘ i

iy

sin g = b .
1+
e O

Il en résulte que l'angle « croit en méme temps que la différence
w; — w,; il est donc d'autant plus grand que la vitesse angulaire w,
Yest elle-méme.

La molette M est solidaire d’'une aiguille qui se déplace devant un
quadrant gradué par comparaison ct qui indique pour chacune de ses
positions d’équilibre le nombre de tours faits par minute par l'arbre
dont on étudie le mouvement. ‘

257. Cindmométre Richard. — Le mécanisme du cinémométre
Richard est une application de I'engrenage rouc et vis sans fin.

Bovrsuisnon. — Cindmatigue appliquée. 25
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Entre deux plateaux circulaires P; et P, tournant autour d’'un méme

PO LT UL B AT LT LTI
?////I/II///II/II/IIII//II///I.VIIII/IIIIII/IIIIII/IIIII/ /A

Fig. 362.

axe avec des vitesses an-
gulaires égeles mais de
signes contraires, se trou-
ve placée une molette M
calée sur l'arbre d’une
vis sans fin; cette der-
niére, comme l'indique la
figure 362, peut tourner
entre deux galets G, et G,
qui recoivent Jeurs mou-
vements de la machine en
observation et tournent
avee des vitesses propor-
tionnelles a celle que nous
nous proposons de me-
surer.

Pour fixer les idées,
communiquons au pla-
teau inférieur un mouve-
ment de rotation de vi-
tesse angulaire © et de
sens F;'autretournealors
en sens inverse et ils
communiquent tous deux
a4 la wmolette un mou-
vement de rotation de
sens RR.

La vis considérée par
rapport aux galets sup-
posés fixes se comporte
alors comme une vis par
rapport 4 son écrou, et
se rapproche du centre O;
considérée par rapport
aux galetsen mouvement,
elle se comporte comme
une crémaillere par rap-
port au pignon qui la

conduit et s'¢loigne de ce méme centre. La molette M qui, de ce fait,

est soumise a deux mouvements
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sens contraires se tient alors en équilibre lorsque ses vitesses sont
égales.

Pour trouver cette position, désignons parr le rayon de la molette et
par d sa distance a l'axe de rotation des plateaux. Ses points de con-
tact avec les plateaux ayant des vitesses égales a wd, elle force la

vis & tourner avec une vitesse angulaire égale 4 « ><— et prend ainsi
r

une vitesse de translation qui, 'a 'instant considéré, a pour expression :

P d

T XoX —:

2 r

Comme d'autre part, les deux galets tournent avec la vitesse angu-
laire ', la vis qui engréne avee eux tourne avee la vitesse w, lide a la
précédente par la relation:

)y

N

o’
Z désignant le nombre de dents de chacun d’eux et la molette est sou-

mise a une secondc vilesse de translation d’expression:

i S > L.
2

Il en résulte que l'équation d’équilibre peul s’écrire :

P d
P oL P
. 2x r 2r
Elle donne:
o'
d=—x<Zxr

m/

La distance d est donc proportionnelle au rapport — ¢'est-a-dire au

w
quotient du nembre de tours effectués par la machine par le temps qui

leur correspond.

On concoit done comment ['instroment permet d’évaluer le nombre
de tours faits par une machine en mouvement de rotation : il suffit de
rendre la vis solidaire d’une aiguille qui se déplace devant un quadrant
gradué par comparaison et qui indique pour chacune de ses positions
d’équilibre le nombre de tours que 1'on cherche & évaluer.

TACHYMETRES.

Les tachymetres sont des instruments qui permettent, comme les
précédents, d'évaluer une vitesse angulaire, ou bien encore d'observer
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les mouvements de certaines machines. Basés sur les déplacements que
communique la force centrifuge 4 certaines masses placées dans des
conditions déterminées, ils conduisent a des résultats moins rigoureux
que ceux fournis par les cinémomeétres.

258. Chronotachymétre P. L. M. — La Compagnie P. L. M.
possede depuis une dizaine d’années 400 chronotachymetres, construits
dans scs ateliers.

Ces appareils, qui ont pour objet d’enregisirer toutes les ecircon-
stances de la marche des locomotives, fournissent des relevés graphi-
ques tres lisibles tant que la vitesse ne dépasse pas 80 a 90 kilométres
a I'heure. Aux vitesses supérieures, qu'on atteint couramment aujour-
d’hui, les frappes des marteaux sur le tambour enregistreur sont trop
rapprochées.

Pour ces vitesses, il a fallu augmenter la vitesse de rotation du tam-
bour, et pour y arriver on a été conduit & I'entrainer, non plus par une
horloge remontée périodiquement a Ja main, mais par un mouvement
d’horlogerie remonté automatiquement par le mécanisme de la loco-
motive.

Outre cette modification essentielle, le nouveau chronotachymetre
P. L. M., type de 1900, présente certains perfectionnements de détail
concernant le mode de liaison du tambour enregistreur avec le tube
qui I'entraine, et la frappe des marteaux qui laissent leurs traces sur
les feuilles de relevés.

Description. — Les figures 363 et 364 représentent le montage de
I'appareil sur la locomotive. Le chronotachymétre proprement dit est
contenu dans la caisse en tole A dont toutes les portes peuvent étre
fermées et plombées pendant le fonctionnement de I'appareil.

Le mécanisme contenu dans cetie caisse se compose de deux parlies
bien distinctes : d’'une part, le tambour enregistreur et tous les organes
qui le mettent en mouvement avec une vitesse proportionnelle au temps;
de I'autre, quatre marteaux dont les coups impriment sur le tambour
quatre séries de marques différentes, et une .partie des organes qui
transmetfent & ces marteaux le mouvement de la bielle d’accouple-
ment B.

Entre la caisse du chronotachymetre et la bielle d'accouplement B,
la transmission se fait par l'intermédiaire de la manivelle équilibrée G,
de P'arbre horizontal ab et de 'arbre vertical ed.

Il résulte de cette disposition que le nombre de tours de la manivelle
et de l'arbre ab est rigoureusement égal au nombre de tours de roues
de la locomolive.
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Fig. 364.

COUPE SUIVANT CGD

Fig. 365.
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Fig. 366.
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Sur Yarbre ab est clavetée une vis sans fin D qui entraine arbre
vertical ed au moyen du pignon hélicoidal E. Lie nombre de dents de ce
pignon étant de huit, I'arbre cd fait un tour pour huit tours de roues
de la locomotive.

Suspension du chronotachymétre proprement dil.— Les figures 364,
365, 366 et 367, représentent le chronotachymetre proprement dit et font
voir en méme temps comment il est porté par le tablier de la locomo-
tive. Les quatre longues tiges verticales FF qui le fixent sur ce tablier
le maintiennent entre deux séries de ressorts & boudins GG et HH,
dont le but est de le soustraire autant que possible aux vibrations et
aux chocs produits par la marche de la locomotive.

Le chronolachymetre pouvant, d'apres ce qui précéde, se déplacer
verticalement par rapport au tablier de la locomolive, I'arbre vertical ¢d
(fig. 363), qui lui donne le mouvement a di étre fait en deux
pitees J et K (fig. 367), fixées la premitre an pignon hélicoidal
E et la seconde an chronotachymetre Ini-méme. Ces deux piéces

+sont réunies par un manchon L qui est claveté a poste fixe sur la
piece J et dont le clavetage sur la piece K permet le déplacement lon-
gitudinal de celle derniere.

Transmission du mouvement aux martecux (fig. 364, 365, 366
et 367). — L’arbre verfical K commande, par deux roues d’angle
égales, l'arbre horizontal ef. Celui-ci porte un manchon goupillé g et
deux manchons fous A et j. Ces deux derniers sont syméfriques I'un de
V'autre par rapport au manchon g, et ils en recoivent le mouvement &
tour de role, 'un d’eux ki étant entrainé pendant la marche en avant
de la locomotive et I'autre j pendant la marche en arriére. La transmis-
sion de mouvement se fait au moyven de deux encliquetages, systéeme
Dobo. De chaque c6té du manchon g sont articulées quatre cames £, [,
que des ressorts appuient contre les {aces inféricures des couronnes
faisant corps avec les manchons 4 et ;. La forme de ces cames est telle
que snivant le sens de la rotation du manchon g qui les porte, clles
s'arc-boutent contre la couronne voisine et l'entrainent avec elles, ou
"bien elles n'exercent sur elle que le léger frottement dit & la pression des
ressorts et la laissent immobile pour peu gue la résistance 4 vaiucre
ait une certaine valeur. Afin d’étre sir qu'aucun mouvement de recul
ne se produise dans ce dernier cas, chacune des couronnes porte une
denture avec laquelle engréne un cliquet qui ne permet le mouvement
que dans un sens.

Ce systeme d’embrayage est irés str; il a de plus I'avantage de ne
comporter aucun jeu pour passer d'un sens de rotation a l'autre et de
ne produire aucun choe. Mais il y a lieu de remarquer que si, grace a
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l'are-boutement, le manchon porte-cames ne pcut jamais devancer la
couronne qu'il enfraine, il ne peut, d'autre part, quand il ralentitl sa
marche, empécher celle-ci de le devancer en vertu de son inertie. Pour
éviter que ce dernier effet ne se produise, il faut donner 4 la ecouronne
une résistance assez grande a vaincre ; ¢'est pour cela que 'on a monté
contre chacune des couronnes un sabot-fyein en gaiac pressé par un
ressort. L'un de ces sabots se voiten « sur la figure 367. La vis o sert a
bander le ressort gui l'appuie. ‘

~ Chacunedes couronnes porte & sa surface extéricure un filet de vis
sans fin au moyen duquel elle entraine I'un des pignons & et m (fig. 364
et 367). L’arbre de chacun de ces derniers porte un doigt qui agit a
chaque tour sur l'un des marteaux qui frappent les styles impri-
meurs. Les pignons /& et m ayant vingl dents, il se produit un coup de
marteau chaque fois que I'arbre ef a [ait vingt tours dans le méme sens
et par conséquent chague fois que lalocomontive a fait 20 ><8 — 160 tours.

Outre la conronne qui fait corps avee ni, chacun des deux manchons
h et j porte, goupille avee lui, une manivelle double net o, dont chacun
des bras vient successivement agir sur un second marteau. Ce marteau
frappe ainsi deux coups par tour de I'arbre e/, et par conséquent un
coup pour quatre tours de roues de la locomotive, soit environ 1 coup
tous les 25 metres, si les roues ont 2 metres de diametre.

11 est facile a I'inspeetion de la figure 367, de se rendre compte de la
maniére dont les manivelles n et o d'une part, et les arbres des pignons
I; et m d’autre part, agissent sur les quatre marteaux. On voit que les
premiéres, en poussant les bielles p, et les secondes en tirant les
bielles g, soulévent leurs marteaux respectifs, et que c'est en retombant
sous L'action des ressorts r que ceux-ci viennent frapper les styles.

Pour éviter que les marteaux, aprés avoir frappé une premiére fois
les styles, ne vieunent imprimer en rehondissant une deuxiéme em-—
preinte a coté de la premiere, on a placé au-dessous des marteaux une
tame de ressort pour supprimer cet inconvénient. .

Transmisston du mouvement au tambour.— Alextrémité de I'arbre
horizontal ef est fixé un plateau excenirique M (fig. 364, 363, 366
et 367) qui donne un mouvement de va-et-vient au levier vertical N par
I'intermédiaire de la bielle coudée N'.

Le levier vertical porte a sa partie supérieure un cliguet qui, sous
['aetion du ressort & boudins O, tend toujours a faire tourner le rochet
avec lequel il est engagé. A chague mouvement de ce levier, le rochet
remonte le ressort enfermé dans le barillet auxiliaire P et ce dernfer
entraine, a son tour, les roues d'engrenage quf font tourner le tambour
enregistreur. Le déroulement du barillet auxiliaire est réglé par une
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horloge régulatrice Q, qui donne en méme temps I'indication des
heures. Cette horloge est munie, dans ce but, d’'un échappement d'un
genre particulier appelé « échappement d’égalilé ».

Le ressort du barillet de I'borloge régulatrice se remonte a la main
a b tours ef marche 24 heures; celui du barillet du mouvement auxi-~
liaire n’a pas besoin d’étre remounté a la main, il se met de lui-méme en
mouvement dés les premiers tours de roues de la locomotive, mais il ne
fait avancer le tambour que lorsque l'horloge régulatrice fonctionne.
Au bout de 30 a 35 minutes de marche, le ressort du mouvement
auxiliaire est remonté, a fond de course; & partic de ce moment, ce
ressort cesse d'agir et I'entrainement du tambour se fait directement
par 'action du ressort & boudins O.

Mais si, dans cet état, la locomotive vient a s’arréter en cours de
route, ce qui arréte le remontage automatique, le ressort du barillet
auxiliaire faitde lui-méme tourner encore le tambour pendant 3 heures,
au minimun.

Organes commandds par le mouvement auxiliaire d’horlogerte. —
Les organes commandés par le mouvement auxiliaire d'horlogerie
déplacent une feuille de papier devant les martcaux avec une vitesse
déterminée, de telle sorte que l'espacement des marques imprimées sur
le papier & chaque coup de marteau puisse servir de mesure a la vitesse
de la locomotive.

Montage da tambour enreqistrenr. — La fenille de papier sur Jagquelle
on veut ainsi obtenir le relevé graphique de la marche de la locomotive,
est enroulée sur le tambour R. Celui-ci est porté par uun arbre fixe SS
dont la moiti¢ de droite (fig. 365 et 366) est filetéce. Le tambour
repose directement sur cet arbre par son extrémité de droite. A Iextre-
mité opposée, un tube TT est interposé entre 'arbre et e tambour. Le
tube TT et le tambour peuvent tourner librement autour de V'arbre fixe;
mais ils sont liés entre eux, dans leur mouvement de rotation, par un
petit galet qui glisse dans un tube longitudinal ménagé a l'intérieur du
tambour. Ce dernier peul d’ailleurs se déplacer librement le long du
tube; celui-ci au contraire ne peut se déplacer le long de Parbre
fixe. ’ .

Le mouvement auxiliaire d’horlogerie donne nn mouvement de rota-
tion uniforme au tube TT, et par son intermédiaire au tambour I, au
moyen des engrenages U et U’ ou V et V. Le rapport des engrenages
U et U’ est 0,6; les engrenages V et V' sonf égaux. D’apris cela, et
comme l'arbre de commande du mouvement auxiliaire fait un tour dans
douze minutes, I'emploi des premiers engrenages fait faire au tamhour
un tour dans dix minutes et celui des seconds un tfour dans six minutes.
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Les premiers conviennent pour les trains express et les seconds pour
les trains rapides.

FEn méme temps que le tambour R tourne autour de I'arbre 88, il se
déplace lentement le long de cet arbre sous I'action d'une clavette qui
s’'engage dans son filet de vis et que I'on peut embrayer ou débrayer a
volonté. Quand la clavette est en prise, le tambour est animé d'un mou-
vement hélidoidal donl le pas esl précisément égal a celul de la vis qui
le guide. Il en résulte que toutes les marques tracées sur lui par un
méme marteau s'alignent suivant une hélice de méme pas ; apres dérou-
lement du papier, cette hélice devient naturellement une ligne droite,
trés peu oblique par rapport au bord du papier, si celui-ci a été placé
suivant une génératrice du tambour.

Précautions pour annuler Ueffet des jeuw. — Pour que les margues
s'aligneni bien, 1l est nécessaire que la claveile d'embrayage soit bien
fixée au tambour et bien ajustée surla vis. Pour qu’elles se suivent
bien régulierement, il fant que le tambour ne ballotte pas par rapport
au tube qui Uentraine, ni celui-¢i par rapport aux engrenages de 'hor-
loge. On ne peut pourtant pas supprimer toute espece de jeu entre ces
divers organes, mais on fait en sorte, par une combinaison de ressorts,
que les picces ne ballottent pas malgré ce jeu.

Montage du papier sur le tambour. — Sur le tambour s’enroule une
premiére feuille de papier noircie au moyen d'une composition grasse
spéciale, et qui est destinée a teinter en noir les empreintes des coups
de style sur Ja feuille de papier blanc enroulée par-dessus. Les deux
feuilles sont fixées & chaque extrémité du cylindre au moyen d'une
aiguille et d'une agrafe.

Il est possible d'imprimer plusicurs relevés a la fois ; il suffit pour
cela de superposer, en les alternant, plusieurs feuilles de papier gras et
de papier blane.

Misc en train de Pappareil. — Quand le tambour est garni, on le
débraye de la vis et on le pousse & la main jusqu'a I'extrémité de sa
course vers la gauche. On peut également le fourner autoug de son axe
pour I'amener dans la position qu’on désire, ce qui se fait sans entrainer
I'horloge & cause du mode de montage avee rondelles de friction séche
desroues V et V. Enfin on embrayelaclavette du tambour, on remonte
I’horloge et 'appareil entre immédiatement en fonetion.

Relevés graphiques oblenns. — La figure 368 donne un spécimen
des relevés obtenus. Quatre sérics de marques ou frappes figurent sur
ce relevé. La plus nombreuse est celle des frappes correspondant &
quatre tqurs de roues et a la marche en avant ; elles sonl de forme rec-
tangulaire el sont alignees sur des droites tracées préalablement sur la
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feutlle de papier. Au-dessous de ces frappes rectangulaires, se trouvent
les frappes triangulaires tracées comme les premieéres pendant la marche
en avant, mais dont I'espacement correspond & 160 tours de roues.
Au-dessus et dans l'interligne, se frouvent les frappes de la marche en
arriere, d'abord les frappes rectangulaires, puis les frappes triangulaires
dont 'espacement correspond respectivement a 4 et 4 160 tours de roues.

Le relevé a é1é obtenu avec la combinaison d’engrenages qui fait faire
‘au tambour un tour dans dix minutes. Par canséquent, chaque ligne du
relevé correspond a dix minutes, et comme elle a 314 millimétres de

. 314 .
long, chaque intervalle de %% ou de 31 4 correspond & une minute.

D'aprés cela, T'inspection du relevé montre que la machine C-36
chargée de faire le train 2 du 18 avril 1900 de Larvoche & Paris, a quitté
son poste de remisage 24 minutes avant le départ du train et que pen-

dant ce temps elle a fait les manw®uvres suivantes :

18 >< 4 =172 tours en avant. . . . »

Arrét., . . . . . . . . . . A3 minutes,

20 >< 4 -—=80 tours en avant. . . . »

Arrét.. . . . . . . .00 14 secondes.

5 >< 4 — 20 lours en arriére. . . . »

Arcét.. . . . o o o L Lo 2 minutes 46 secondes.

Pour transformer les nombres de tours de roues en espaces parcourus
par la machine, il faut connaitre la circonfeérence cxacte des roues.
Cette circonférence varie avee I'usure des handages et, par conséquent,
il faut la mesurer de temps en temps. On la mesure en faisant avancer
Ia machine d’un nombre déterminé de tours de roues surune des voies
du depdt et en mesurant 'espace parcouru. Si I'on procede tous les
mois & celie opéraiion, les différences constatées d'une mesure 4 I'autre
sont & peine sensibles. )

‘Quand la machine C-36 a fait le service auquel se rapporte le relevé
de la figurg 368, la circonférence de ses roues motrices était égale a
6™,1920. Par conséquent, l'intervalle compris entre deux frappes rec-
tangulaires du relevé correspond exactement 4 6w, 4192 > 4 = 24m 768

. ¢t l'intervalle compris entre deux frappes triangulaires & 24= 768 ><40

—= 990 72. 11 est facile, d’apres ces chiffres, de traduire en metres par-

. courus dans un sens ou dans Uautre les maneuvres qui ont précédé le

départ du train: il est également tacile de repérer sur le relevé Tes points

kilométriques intéressants el notamnment les stations. C'esl ce qui a été
fait sur la figure 368.

Pour calculer la vitesse de la machine a4 un moment donné, il suffit
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de mesurer U'intervalle en millimetres ¢ compris entre les deux frappes
triangulaires les plus voisines. Le femps écoulé entre ces deux frappes

est, d'apres ce que nous avons dit plus haut, égal a 3{4 minutes ou
t )
—— heures.
W E<60 ,
Pour vérifier rapidement si la vitesse permise sur chaque section du

chemin n’a pas été dépassée, il est utile de préparer a I'avance une

¢échelle en papier sur laquelle sont indiqu‘és les espacements des frappes
triangulaires correspondant aux vitesses maxima. En faisant courir
cette échelle le long de chaque ligne du relevé, on voit d'un simple
coup d’eeil si le mécanicien est resté dans les limites autorisées.

Comme on le voit, les indications du chronotachymetre P. L. M. sont
d'une nelteté et d’une régularité tout & fail remarquables. Elles sont en
méme temps d’une exactitude absolue: en calculant d'apres le nombre
de frappes et la circonférence des roues la distance des deux stations
extrémes du relevé, on retrouve avec toute 'approximation désirable
leur distance réelle.
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APPENDICE

NOTE DE M. RICHARD
SUR LES MACHINES A TAILLER LES ENGRENAGES

On sait que les machines & {ailler les engrenages peuvent se diviser en
deux classes, au point de vue du travail méme de leur outil, suivant qu’elles
emploient la fraise ou le tranchant des raboteuses, et, dans chacune de ces
classes, en trois variétés, suivant que I'on peut y tailler des dentures droites,
coniques ou hélicoidales ; cette classification n’a d’ailleurs, comme la plu-
part de celles de la technologis, rien d’absolu, car certaines machines,
assez compliquées il est vrai, peavent tailler & volonté les trois dentures.
Comme il fallait s'y attendre, les machines a fraises étaient & ’'Exposition,
de beaucoup les plus nombreuses, sans compter, bien entendu, les frai-
seuses universelles; il n’y a, en ecffet, aucune raison de ne pas profiter,
pour ce genre de machines, des avantages généraux et bien connus de la
fraise. Néanmoins, principalement pour la taille des pignons coniques, le
principe de Pélau limeur, avec outil dun affilage facile et guidé par un
gabarit ou son équivalent, se préte & des solutions cinématiques trés élé-
gantes, qui lui ont permis de soufenir honorablement la luite. Nous en
trouverons plus loin un exemple dans 1a machine de Los Rice (1).

(1) Un exemple trés remarquabhle et extrémement original se rencontre dans la
machine Fellows Gear Shaper Ce, dont on trouvera la description dans la Revue de
Mécanique,
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Macurve pe GouvLp ET EBERHARDT. |

Les machines & tailler les roues ef pignons hélicoidaux de Gould et Eber-
hardt sant bien connues aujourd’hui (*). Je me bornerai & en rappeler le
principe général et & en décrire avec quelques détails deux types récents.

Ainsi qu’on le voit par la figure 369, toutes ces machines comprennent
essentiellement deux chariots : I'un mobile surune colonne verticale, porte
la breche sur laguelle on monte la roue en taille ; I'autre, mobile sur une
table horizontale, porie la broche porle-fraise.

Fig. 369.

La broche porte-roue est commandée par vis sans fin au moyen d'un
mécanisme diviseur fort ingénieux, dont nous déc¢rirons tout i 'heure un
exemple, et qui fonctionne sans jeu par entrainement & friction ct arrédi par
cliquet. Pour la taille des roues droiles, la rotation de la broche s’arréte
aprés chaque diyision, pendant le travail de la fraise; pour e iravail des
pignons hélicoidaux, cette rofation continue au contraire, de maniére i
suivre rigoureusement Pavance de la fraise hélicoidale, dont le mécanisme
de rotation est alors conjugué avec celui du diviseur.

(1) G. Richard, Traité des muchines-outds, vol. 11, p. 74.
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La machine représentée par les figures 370 & 391, permet de tailler d’une
facon entiérement automalique les pignons droits ou hélicoidaux.

239
&

]
ST

Le chariot D, qui porte la fraise taillante u, est commandé¢, sur sa glis-
sitre A, par la vis a, dont I’écrou ¢ tourne tantot dans un sens, tantot dans
l'autre, suivant que son pignon est mis, par V'embrayage ¢/, en connexion

Fig. 371.

avec I'un ou l'autre des deux trains d’avance commandés de J, par JL.
L’embrayage ¢’ esl commandé par le renvoi gg'gs, & bulée ¢ (fig. 381) le
maintenant par le loquet ¢’ dans sa position de débrayage (fig. 377). Le
levier g2, commandé, du chariot D, par la butée Py, les toes PP’ et la tige P,
entraine autour de g’ le bras nn', avec verrou a ressort { passant (fig. 374)
sur le double plan incliné fixe I', qui assure & u sa slabilité dans ses posi-
tions extrémes d’embrayage.

La broche porte-roue A'G, porlée par le monlant K, est commandée par
JKIl', avec entrainement par friction |y, et ce méme arbre 1 commande,
par le train variable 1,5, (fig. 370) les cames dd' et dy (fig. 377). Pendant Ia

Bovreuienon. — CGinématique appliquée. 26
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taille de la roue, le cliquet ee, enclenchant d en d’, arréte la rotation de [.
Aprés I'exécution de celte taille, la chalne p, attachée en Py au chariot D,

ull) LA
I'e‘ ‘r‘H i
7= I, x
ME
‘ o
W
; ok
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(| s P — e
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18 1 e
1ﬁ' i ."L{]
I Nk

i )sefl o ©
Gz 4 i [ '\VL—"I.‘U S]f(;z
PR it g S
Z " ‘)92 793

Fig. 372.

tire par fq la détente hoh (fig. 376) de maniére & lui faire déclencher e de
d’, puis dépasser e, comme en figure 377, el, d se mettant alors & tourner,
dy rameéne, par la bulée élaslique f, ¢ & renclencher d' 4 la reprize de la

Fig. 373. Fig, 374.

nouvelle taille. En outre, le bras ¢ de e, & rappel ny (flig. 370) com-
mande, par Mm et le toc ajustable m/’, la tige N, verrouillant en Oy la barre
Oy, relevée par ' au levier g, ainsi maintenu dans sa position neutre
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tant que N n’est pas relevée par ¢/, el empdchant & coup slr toule avance
de la fraise avant le calage de d.

7N

Fig. 375.

Quand Darrive (fig. 370) au bout de sa course de gauche & droite, n légeére-
ment déplacé vers la droite, est prét & entrainer dans le méme sens le

Fig. 378.

levier ga, par la réaction du verrou a ressort I sur I', dés que N, lachant O,
le permettra, comme nous venons de expliquer, ce qui embraye Péerou b

| Iﬁ\ }

M

Fig. 380.

de 1a vis a de maniére que le chariot D commence sa course active, de droite
a gauche, jusqu’a son arrél el renversement par le toc P,
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En figure 374, le rappel ny (fig. 370) est remplacé par un axe f* de e, pris
dans une rainure dyde d qui, bien entendu, est contournée de facon & ne pas
empécher le fonctionnement précédemment décrit de la délente hgh, &
rappel h'.

w

g 4;\(\\\ S \\\\\\\\\\ Y Z é {Z/‘ 7/ % Z
S S
A

Zi SNNERNNRRTUARNNN AN > 7
Ay Y whd

. Fig. 382.

Pour pouvoir tailler les pignons hélicoidaux, au moyen d’'une fraise de
forme u (fig. 372) on commande la broche Y par le train S-vg-t-wg-w'-z'2w
(fig. 372, 373 et 374), & manchon V, rainuré sur ¢, par lequel Y tourne dans
un rapport constant avec 1. Il suffit d’enlever & pour annuler l'aclion de
I'arbre ¢, quand on en a besoin. .

Ces machines de types trés variés alteignent parfois de trés grandes

"dimensions, susceptibles de tailler par exemple des roues de 29,50 de dia-
métre et de 300 de large (*) avec des fraises de 300 de diamétre.

La machine représentée par les figures 383 4 391 différe de la précédente
par quelques perfectionnements ingénieux destinés principalement a assu-
rer la fixité rigoureuse de Ia roue pendant sa taille.

On reconnait sur les figures 383 et 384, en A, le socle supportant le cha-
riot D de la fraise u et en L la colonne, a poupée I, pour la broche G du
mandrin, ajustable verticalement par F'F, (fig. 330) et qui regoit, de la visl
et de la roue I, un mouvement de rotation périodiquement interrompu.

v

() American Machinist, 2 septembre 1897.
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Le va-et-vient du chariot D est commandé, de la vis a, conduite par le

Fig. 38%.

méme mécanisme N2 que dans la machine précédente; actionné par le train
J2JL, avec le levier de renversement g,, ef ce méme arbre J commande

) WA y ." =)
.S

N
-
L=

aussi la vis I par l'engrénement KK,, avec cutrainement par frottementl,,
pour éviter les ruptures et simplifier les transmissions.
Comme piéce nouvelle, la colonne E porte laléralement, en N, une glis-
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siére MM, pivotable sur N, et ajustable (fig. 383) par les boulons £ et les

N

Fig. 387.

coulisses k. Cette piéce porte, en glissiéres, deux machoires ¢ et ¢’, que son

pivotement permel d’ajuster au diamdétre variable des roues en
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I'une de ces mdchoires, ¢/, se fixe par un tasscau réglable d & I'appui de la
roue (', sur laquelle vient se serrer au moment voulu I'autre machoire c,
ajustable par I'écrou b’ de la vis b, qui se termine par un coulisseau eé
(fig. 384) mobile dans la glissitre D de N, et tiré par un ressort ps, qui

~

T

I

appuie le galet e sur la barre oo, commandée par l'excentrique b'; celte
barre serre ¢ sur G’ quand elle se trouve dans la position figurée, et la des-
serre quand son encoche oy arrive au droit du galet ¢, comme on le voit
en figure 387. A cet effet, le pignon J de l'excentrique # est commandé, de

Tarbre S, par un pignoni (fig. 389) deux
fois plus pelit, appuyé sur le manchon m
de S par le collier s, et entrainé par la
cale nn’ tant qu’elle reste maintenue par
son ressort pg (fig. 384). Ce loquet p' est
commandé (fig. 384) du chariot D, par le
taquet gq¢’ qui, aprés que Ja fraise a terminé
sa passe, el quand D revient & droite, re-
pousse le premier levier p; de maniére a
embrayer ¢ par le déclenchement momen-
tané de p qui, au bout d’un tour de ¢ ou un Fig. 301.

demi-tour de Vexcenlrique h, redébraye i

en retirant (fig. 389) n de m'. Ce demi-tour, en amenant 'encoche oz de f
devant e, desserre ¢, puis le mécanisme diviseur fait pivoter la roue d’une
dent, et le taquet ¢ repousse le second levier py, qui fait faire a l'excen-
trique k un second demi-tour serranl Jla machoire c.

On peut d'ailleurs remplacer ce mécanisme par le dispositif plus simple
Dpihahghg (fig. 387) dont la marche se comprend d’elle-méme, ou par celui de
la figure 390, dans lequel, au moment du serrage, le taquet v, déclanche
par Vp le train pyps du genow ww’, qui rappelé par son ressort U, serre,
par b, ¢’ sur G; au retour de z a droite, son toc Iy raméne par p le ren-
clenchement de V, qui maintient ¢ desserré jusqu’au nouvel aller de u.

On a indiqué en figure 385 comment les machoires c¢’ pouvaient serrer
facilement des roues de différents diamétres G,Cylly, avec le centre du man-
drin en ccye3. Dans le dispositif (fig. 388), M peut se fixer par sa base M’ a
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différentes hauteurs sur la plaque N par les houlons coulissés n3, de maniére
a l'adapter plus exactement aux variations méme considérables du dia-
métre de C.

Macuine pE Los Ricke.

Le principe de cette remarquah.e machine est facile & saisir sur la fig. 392
ou l'on voit la petite roue a tailler fixée au bout d’un arbre horizontal, pi:
voté autour d’un axe vertical passant par le sommet du cone primitif de la
roue en taille, dans le prolongement duquel cone se trouve celui du grand
pignon calé, a droite de la figure, sur le méme arbre. Ce pignon sert de
gabarit, et ses dents sont appuyées sur un guide dont la face est dans le

Fig. 392. .

méme plan que la fraise qui taille et qui passe par le sommet du cone pri-
mitif des pignons et par 'axe de leur arbre. Il s’ensuit que, si I'on fait
pivoter cet axe autour de son pivol vertical, tout en maintenant toujours
la dent du gabarit en prise avec son guide, la fraise taillera la face d’une
dent semblable A celle sur laquelle appuie ce guide.

On reconnaitra facilement (fig. 393), en L, la fraise du modéle de démons-
tration (fig. 392) en D2 le pignon gabarit, en K son guide, en D' le pignon
en taille, préalablement ébauché.

La broche D (fig. 395) porte la roue en taille D, (fig. 397) et son gaba-
rit Dy, de diamétre cing fois plus grand au cas figuré, et tourne dans les
paliers excenlrés d’une fourche (:C, appuyée par un tasseau réglable C; sur
le bloc C', que méne par un galet la came B de I'arbre Ag. L’'un des paliers
C; de D porte une cale Cg, permelttant d’y fixer D de maniére & 1'empécher
de tourner pendant la taille, et cet arbre porte a son aulre extrémité un divi-
seur K, avec encoches ¢’ et double rang de touches e (fig. 396). Un levier &
contrepoids F est articulé (fig. 398) sur un manchon F’,fou sur D, et dont
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le bras F s’enclenche avec les encoches ¢' par un cliquet F; et f,, puis s’en
déclenche quand f; vient, par la descente de C, heurter le taquet F,. Ce
taquet est (fig. 398) constitué par deux touches en V, ajustables de manicre
que, suivant que l'on finit le flanc droit ou gauche d’une dent, la touche

i
\\\\\M
i

. a~m\w‘*‘ i \\\\

U\\

\\m\ \M i

Fig. 393.

droite ou gauche repousse d’abord Fy & droite ou & gauche de sa position
verticale et le fasse tourner avec I de I'angle sous-tendu, dans la circonfé-
rence primitive de la roue en taille, par Ia demi-épaisseur de sa dent.

La came B souleve C d’abord rapidement, puis lentement pendant la
coupe, el il faut que, pendant cetle levée, le conlre-poids ne tende pas &
faire tourner D, ce qui empécherait la fraise de tomber juste dans la rai-
nure primitivement entaillée au milieu des pas de D'. A cet effet, la came Fy
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ber pendant la coupe, de maniére que la dent correspondante du gabarit D,
soil alors constamment appuyée sur le guide K (fig. 395).

72

S

'
\w

1
=

L’arbre vertical A; (fig 397) porte (fig. 398) deux cames G, qui comman-
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dent par les renvois G’ et Gg, & fourches Gy le carrelet Gy, pivoté dans G
et appuyé sur un guide Gyo. C'est tantdt Fune tantot I'autre de ces cames
qui agit, suivant quel’on taille un flanc gauche ou droit, el 'on écarte a cet
effet, de Gy, I'une des deux fourches G;, par la manette G:2 et ses bielles G, 5.
Les cames G impriment ainsi & G et & D le pivotement autour du sommet

VAN
K3

ol
K2
X
'; . 7 EEY T | )
i iy e &
T
l'
| G

-

'\-1\ =5

Fig. 39%6.

du cone primitif commun & Dy et & Dy nécessaire pour la taille des pignons
coniques.

Ainsi que nous 'avons vu, aprés la coupe et pendant la desceunte de G,
le diviseur K est séparé par le déclenchement £, de F et du levier F, puis
la came diviseuse E’ (fig. 397) de E; enfraine par (fig. 402) le renvoi E;EE,
et le ressort L5, le manchon e, dont le taquet e, fait pivoter £ d’une divi-
sion, en repoussant la tige correspondante e de T'une ou l'autre rangée
suivant que I’on taille le flanc gauche ou droit des dents, et que le plan
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incling Ey (fig. 402) de (:'* a mené, en conséquence, par KgEr, €3 au droit
de la rangée correspondante des touches e. Kn méme temps, pendant sa
descente de (i et son retour & sa position centrale, la came H (fig. 397) de
Ag reléve par HH, le poids F de maniére qu'il n'appuie pas inutilement le
gabarit Dy sur K.

1

-

Fig. 397.

Le guide K, situé dans le plan de la fraise, peut (fig. 397) s’ajuster dans
1és coulisses K’ du chariot Ky, réglable latéralement par les vis K, sur la
barre K; de maniére & changer sa position suivant le sens droit ou gauche
de la taille. ' ;

Le chariol porte-fraise Ly (lig. 399 et 401) peut glisser dans des limites
fixées par Pécrou L7, ajuslable sur la glissiere inclinée Ly, et Ly se fixe
sur L4 dans la position correspondante au sens de la taille, par la pressiony
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surses laquels Ly, de l’excentriq'ue Lg (fig. 400) de Yarbre Lg. pivoté sur Ly,
et & contrepoids Ly. '

27 R
N\
SR\
2
N
® \I

AN
EL

Fig. 398.

.Z” £ 5 »; \\ ‘ :\
Fig. 399. Fig. 400.

exemple, le rochet M, (fig. 398) que G’ fail, par M, tourner d'une dent par
dent de Dy, bascule le passe-courroie My, qui arréte la machine.
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La fraise de grand diamétre (490 millimetres au cas figuré) est constituée
par un grand nombre de denis maintenues entre deux plateaux et serrées

par des vis de pression. Ces dents £

sont affulées, sjustées el calibrées au 3 ’@%‘1
moyen d’un petit outillage spéeial qui ~—

en assure l'exécution et le montage -un JVZ{
absolument précis (*). Elle marche 3 %ﬂ"a

la vitesse de 40 tours par minute et ,

s'use trés peu. Cette machine peut
tailler des pignons jusqu’a 430 milli-
métires de diamttre et se préte parfai-
tement & la fabrication rapide et en

Fig. 402.

séric d’engrenages de mémes dimensions et rigoureusement interchan-
geables.

(1). American Machinist, 20 Mai 41900,
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