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Snnto. - Si studiano, coi pvocedimenti intvodotti dall'A. r ~ e l  Calcolo delle Vaviazioni,  alcuni 
particolavi funzionali e, fva l'altvo, s i  ritrouano con metodo diretto t a h m i  clussici ri- 
sul ta t i  relatiui a i  cosicletti nuclei simmetrici. 

Mi proponyo di mostrare, in cib che segue, come i procedimenti da nie 
introdotti ne1 Calcolo delle Variazioni, per 10 studio dei classici funzionali 
che in esso si presentano, si possano applicare utilmente anche a funzionali 
che di solito non si considerano ne1 detto Calcolo, pur avendo importanna 
per certe teorie ed in particolare per quella delle equazioni integrali del 
tipo di FREDHOLM. Insieme con nuove proposiaioni, dimostrerb cosi, per via 
diretta, alcuni ormai classici risultati relativi ai  noti nuclei simmetrici. 

I l  presente lavoro va considerato come un primo avviamento al10 fitudio 
dei funzionali della forma 

1. Considerato in un piano TC un sistema (x, z) di assi cartesiani orto- 
gonali, indicheremo sempre con Q il quadrato di tale piano che ha per 
vertici opposti i punti (O, 0) e (1, 1). 

Sia K(x, s) una funzione (reale e ad un valore) definita in Q ed ivi 
integrabile (ne1 senso del LEBESGUE (')) insieme con il suo quadrato K2(x, 2). 

Sia poi (e) la classe di  tutte le funzioni cp(x) (reali e ad un valore) definite 
sull'intervallo (0, l), ivi integrabili insieme con i loro quadrati cq2(x) e tali 
che risulti sernpre 

1 

(1) !qs"x)dx = 1. 
O 

(1) Intenderemo seinpre, ne1 seguito, l'integrabilitit ne1 senso del LEBESOUE. 
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Per  ogni funzione ~ ( x )  della classe (@), consideriamo il funzionale 

il qua1 ,, in virtù delle ipotesi fatte, ha  - per ognuna delle y(x) indicate - 
uii valore finito, risultando integrabile in & il prodotto K(x, ,z)cp(x)y(,z). 

2. Per  studiare gli estremi di l [ y ]  in (e), consideriamo l a  classe (a) di 
tutte le funzioni y(x) (reali e ad un valore) definite sull'intervallo (0, l)? ivi 
assolutamente continue e con derivata prima, considerata soltanto là dove 
esiste finita (e quindi quasi-ovunque), a quadrato integrabile, e soddisfacenti 
alle condizioni 

Corrispondentemente ad ogni y(%) della, classe (a), costïuiamo il funaionale 

che, per ogni y(x) di  (a), ha sempre un valore finito. 
Dalla nota disuguaglianza di BUNIKOWSKY-SCHWARZ, segue, se y(x) ap- 

partiene ad (a), 
(3) 12[y] , [ / / k y ( x ,  ~)dxdz]~~~'(x)yl'(z)dzdz 

Q" Q 
1 

< Ky%, a)dxdz. IL Q 

Pertanto I [y ]  risulta limitato in tutto (Us, ed ha percib finiti i suoi estremi 
in  tale classe. 

3. Dimostriamo che: 
I[y] è in (a) un funaionale continuo, anzi uniformewzente continuo, 

ne1 senso che, preso ad arbitrio un E > O, si  pub sempre trovare 
un 6 > 0 in modo che, se y(x) e y,(x) sono due qualunque funzioni di  (O) 
soddisfacenti in tutto l'intervalle (O, 1) alla disuguaglianza 

I Y&) - Y!%) I < 6, 
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Per ogni numero intero positivo n, definiamo in Q la funzione K,,& z) 

ponendo 

K,,(x: z )  = K(x, z) ove è 1 K(x, z) 1 < n, 

K,,(x, z) = - n » K(x, a) < -- n, 

K(x, Z) = 9% )> )> K(x, z) > fi. 
Abbiamo allora, qualunque sia la  y(x) di (a), 

dove abbiamo indicato con E,, l'insieme dei punti di Q in  cui è 1 K(x, z) 1 > PL 
Siwome la  misura di E,, tende a zero al tendere di n all'infinito, per un fi 

sufficientemente grande è 

e percib, per tutte le 

Sia ora P,(x, z), 
sempre 

v = 1, 2, ..., una successione di polinomi tale che sia 

e che P,(x, z)  convergn quasi-ovunque in Q, per v - i- CO, verso Ki,(%, z )  ('?). 

(9 Per una successione corne la P,(s, z),  v = 1, 2, ... , vedi L. TONELLI, Sulla rappre- 
sentazione analitica delle fitnzioni di pi& variabili ( K  Rendiconti del Circolo Matematico di 
Palermo », T. XXIX (1910, Io seru.), pp. 1-Y6). 
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Avremo allora, per ogni v t! per qualsiasi y ( x )  di (a), 

I j /k (x ,  a)yf (x)  y f ( z )dzdz  - a)z/(z)y'(z)dxdz 1 
Q 

l 

E siccome per un sufficientemente grande 8 

per tutte le  y(x) di (a) risulta 

I 1 [kn(x7 e)yf (x )y f ( z )dxdz  z)y f (x)y ' (z )dxdz  < - 
b Q 

1 6  
ed anche 

Dopo di c i3  consideriaino due qualsiasi fun~ioni  di (a), y ( x )  e y,(x), tali 
che, in tutto l7intervallo (O, 1), risulti 

6 essendo un numero positivo che determineremo fra poco. È 

Integrando per parti, si ha 
1 
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da cui 

dove con L si é indicato un numero positivo maggiore dei massimi 

Pi(%, B)  1 in tutto Q. Abbiamo allora I 

ed anche, per essere 
1 

e analogamente per l'integrale di (yO1(x) 1, 

E 
abbiamo ( A 1 < , e quindi 3 

I  YI - I[YJ l < E7 

e l'uniforme continuità, del funzionale I[y] 6 provata. 

4. Indichiamo ora con M l'estremo (O confine, O limite) superiore di I [ y ]  
in (a), estremo superiore cbe, per la  (3), e finito, e sin 

una successione massimante per I [ y ]  in (a), tale cioé che, per n-oo, risulti 

Essendo, per tutte le y, ,(~),  verificate le (2), le y , , ( ~ )  sono, nell' intervallo (O, l), 
tutte equiassolutamente continue (9 ed egualmente limitate. 

Si pub dunque estrarre dalla successione delle y,,(x) un'altra successione 
(che, per semplicità di scrittura, supporremo coincidere con quella delle y,,(x)) 

'convergente uniformemente, in tutto l'intervalle (O, 1)) verso una funaione 
y..(x) assolutamente continua f") e tale che y,(O) = 0. 

(3) V. II. TONELLI, Fondamenti di Calcolo delle Variaaioni, Vol .  I I ,  p. 283 e seguenti. 
(4) Loc. cit. in (3). 
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Per  la semicontinuith inferiore dell' integrale 

e y,(x) appartiene percib alla classe (a). Dalla continuità del funzionale I[y] 
in (a) (n.0 3) segue poi, in virtù della (41, 

Dunque y,(%) dh effettivamente i l  massimo assoluto di I[y] in (a). 

5. Supponiamo che s ia  M > O. Allora se fosse 

osservando clle non potrebbe mai essere 

percha da questa ~gua~gl ianza seguirebbe z~',(x) = O  quasi ovunqiie nell'in- 
tervallo (O, i) e qiiindi M = I[y,] = O, posto 

1 

onde cZ > 1, ne verrebbe 

i l  che è impossibile perchè a.nche la funzione cy,(x) appartiene alla classe (a). 
Dunque 6 

1 

e poich6 la  y,(%) dà il massimo di ][y] in (a), la  yf,(x), assiinta come fun- 

( 5 )  L. TONELLI, Fondamenti di Calcolo delle Vavia,zioni, Vol. 1, pp. 397 e 443. 
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zione ~ ( x )  (la quale si porrà uguale a O ove la yl,(x) non esiste finita) dà il 
massimo di 3[v] nella classe (@), perchè ogni elemento cp(x) di (@) dà, un 
elemento 

0 

della classe (a) e di  conseguenaa l 'eshemo superiore di 3[y] in (@) non pub 
superare quel10 di I[y] in (El). 

È cos1 dimostrata l'esistenaa del massimo di 3[cp] in (@), nell'ipotesi M >  O. 
Possiamo dunque concludere che : 
Se l'estrerno superiore d i  3[cp] in (e) è maggiore d i  zero (=), esiste in (C?) 

i l  ntassimo (assoluto) d i  3[rp]. 
I n  particolare, abbiamo : 
Se la  funzione K(x, z) costituisce un nucleo defll~ito positivo od anche 

soltanto semidefitito p o ~ i t i v o ,  me2 senso noto della teoria delle equazioni 
integrali d i  Fredholm, i l  funzionale arnmette nella classe (@) i l  massinzo 
(assoluto). 

A conclusioni analoghe si giunge per il minimo (assoluto), se l'estremo 
inferiore di 3[y] in ((3) è minore di zero e, in particolare, se E(x, z)  6 un 
nucleo definito negativo od anche soltanto seddef ini to negativo. 

Se poi il funzionale 3 [ ~ ]  non  è in (@) n è  sempre > O nè semnpre < 0, 
allora tale funsionale a?nmette in ((2) tanto il rnassimo (assoluto) quanto i l  
wzinirno (assolzcto). 

(6) L'estremo superiore di fl[cp] in  (@) non pub mai essere negativo. Iiifatti, posto 
1 1 

V,(X) = 2/12 per 0 5 x == - e cp,(x) = O per - < 3~ 5 1) questa cp,(~) appartiene alla classe (@) 
- n  n 

(! !). Ma B dove con q, si B indicato il quadrato di vertici opposti (O, O), n,  

e percib 
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6. Sia rg,(x) una funzione della classe ((9) massimante (O minimante) 3[y] 
nella classe stessa. 
. Considerata una qualsiasi funzione g(x), definita snl17intervallo (0, l), ivi 
integrabile insieme con il suo quadrato g'(z), formiamo la nuova funaione 

dove y e E sono :due parametri indipendenti da m. Questa funaione risulta 
integrabile insieme col suo quadrato, in  tutto (O, 1), e cib qualunque siano-i 
valori di e E. Determinkmo y in funaione di E, y =y(&), in tutto un in- 
torno di E =O, in modo che si abbia sempre 

1 

(5) j ~ o ( 4  +- ? ( P o t 4  + d 4  1' dx = 1 
O 

e che risulti ~ ( 0 )  = 0. Cib A possibile perche & 

e questa deïivnta per a = O, 7 = 0, è = 2 (+ O). Dunque la  funzione y = y(&) 
si pub determinare, e in modo unico, in tutto un intorno di E = O ;  e tale 
funzione risulta continua e derivabile. È poi 

Siccome, in un certo intorno di E - O, la funzione cp,(xj + y(~)rq,(x) + ~ g ( x )  
appartiene, in virtù della (5), alla classe (e), e per E = O essa si ridiice 
alla y,(%), dalla propïietà massimante (O minimante) della cp,,(x) seyue 

e percib 
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onde 
1 1  

Per l'arbitrariet8 della g(x), questa uguaglianza richiede che sia, quasi 
ovunque nell' intervallo (0, l), 

Infatti, se su un insieme E di (O, 1), di misura positiva, fosse 

assumendo g(x) ugnale al primo membro di questa disuguaglianza su E e 
nulla altrove ( l ) ,  il primo membro della (6) sarebbe maggiore di zero e l a  (6) 
non potrebbe esser soddisfatta. E nello stesso modo si vede che il primo 
membro della (8) non pub esser minore di zero in un insieme di  misura 
positiva. Cosi la (7) è provata quasi-ovunque su (O, 1). 

Se è Ql[cp,] + O, la (7) mostra che 1:3[y,] e rp,,(x) sono, rispettivamente, un 
t r  u to  ~vcZor*e ed un' { r  r ~ f o  f lrnxione (corrispondente all' autoualore) relativi al 

K(x, a)  4- K(z, x)  
nlccleo 2 . Sotto la stessa ipotesi, e se, i n  più, K(x, a) è simme- 

trica rispetto ad x e a, essi sono anche u n  autovalore ed un'autofunaione 
relativi al nucleo K(x, a). 

Osserviamo ora che, per o p i  funzione y(x) della classe (e), vale l 'ugua- 

Se percib A, è un autovalore per il nucleo Eix, 4 + m, 2) 

2 e 'P*M 6 
l'autofunzione corrispondente, appartenente alla classe (@): si  ha, quasi- 
ovunque sull' intervallo (0, l), 

(7) La funaione g(x) cosi definita risulterebbe evidentemente integrabile su (O, 1) in- 
siernc col suo quadrato g'(xJ. 

Annali d i  Matematica, Serio IV, Toino XVIII. 
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con 

se y,(x) é una massiinante assoluta per 3[rpJ. Ne segue che: 
Supposto che yo(x) sia una ~~aassimxnte assoluta per l[cp], con 3[vo] > 0, i l  

rapporto 1 : a[cp,] dei i l  *minore degli autovalori positivi per il nucleo Ktx, z) + K(z, x) 
2 

(e quindi anche per K(x, a),  se questo nucleo è simmetrico). 
Analogamente : 

supposto che cp,(x) sia una vninirnante assoluta per 3[cp], con l[cpO] < 0, 
il rapporto 1 :31cpo] da il  ~mtggiore degli autovalori negativi per i l  nucleo 
K(x, a )  -+ K(a, x) 

2 (e quindi per K(x, z), se questo nudeo è simttzetrico). 

Viceversa : 

se i l  nucleo K(xl - + K(z' x' amntette um autovalore 1, magiore di zero, 2 
fra questi autovalori unaggiori d i  zero ne esiste uno ,mimirno A,, ed il rapporto 
l:A, da il  mass6mo assoluto d i  3[y] in ((2). 

Infatti, nell'ipotesi qui posta, detta rp,(x) l'autofunzione corrispondente 

a 1, e appartenente a (e), vale la (9) e l'integrale che figura in  tale ugua- 
glianaa 6 maggiore di zero. Dunque l'estremo superiore di 3 [ ~ ]  6 maggiore 
di zero e, per il n . O  5, 3[.+] ammette il massimo (assoluto) in (e); l'inversa 
di questo massimo dh, per quanto precede, il minore degli autovalori positivi 

di  K(x, 4 + 4% x) 
2 

K(2, a) + K(a, 2) 
Analogamente, se 2 

aminette un autovalore minore d i  zero. 

7. Dai risultati dei n.' 5 e Ci segue Che: 
Se K(x, z) non è nul10 quasi dappertutto in Q ed è u n  nucleo siunmetrico, 

esso atmnette almeno u n  autovalore reale (Y). 
lnfatti cib è evidente, in virth dei n.i 5 e 6, se 3[y] ha in (@) un estremo 

superiore maggiore di ~ e r o ,  oppure un estremo inferiore minore di zero. 

(8 )  Questa proposizione e alcime di quelle stabilite nei n.i precederiti sono di solito 
dirnostrate per altra via. 
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Resterebbe il cas0 del funzionale 3[cp] sempre nullo; ma .questo caso non 
pub verificarsi essendosi supposto che K(x, z) non é nullo quasi dappertutto 
in Q. Ed invero, se fosse sempre, in ((31, 3[y] = O, ogni funzione y(%) di (C?j 
sarebbe una funzione massimante per 3[y] e varrebbe per essa la  (7), vale a 
dire, trattandosi di un niicleo simmetrico, si avrebbe quasi dappertutto sul- 
1' intervallo (O, l), 

K(x, s)cp(e)da = 0. 1 
O 

Questa uguaglianza sarebbe allora soddisfatta quasiovunque anche da 
ogni funzione S(x) definita su (O, 1) ed ivi integrabile insieme col suo qua- 

Detto E l'insieme dei punti di Q in cui'b K(x, s) > O e supposto che la 
misura di E sia > O, scegliendo un n intero positivo sufficientemente grande 
anche l? insieme E,, dei punti di Q in cui é O < K(x, z) < n risulta di 
misura > O. Indichiamo con Ex l'insieme dei punti 5 dell'intervallo (0, 1) 
dell'asse delle z tali che 1' interse~ione di E,, con la retta x = [ sia un 
insieme linearmente non misurabile, oppure tale che l a  funaione K(E, z), 
della z, non sia integrabile s u  tutto 1' intervallo O < s < 1. La misura (lineare) 
di E, risulta nulla. 

Consideriamo tutti i polinomi nella s, a coefficienti (reali e) razionali: 
essi costituiscono un insieme numerabile e possiamo percio ordinarli in una 
successione 

(1 1, P,(z), PAZ). . * - ,  Pm(4 - * -  * 

Dovrà. essere, per ciascun P,,(z), 

per quasitutti gli x dell'intervallo (0, 1). E se indiohiamo con E,, ,,, l'insieme 
dei punti x di (O, 1) in cui non vale la  (12)' l'insieme somma di tutti 
gli E,, ,, per m = 1, 2, ... , sarà un insieme E,' di misura (lineare) nulla. 

Sin ora x, un punto dell'intervallo (0, 1) non appartenente nè a Es né 

a Ex' e tale che l'insieme E,,'"' dei punti di E,, che si trova,no sulla retta 
x = x, a,bbia una misura lineare > O; e formiamo l a  funzione +(a) ponendola 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ugriale ad 1 nei. punti dell'asse delle z che sono proieaioni ortogonali su 
tale asse dei punti di  Enc0),  ed uguale a O altrove. È, evidentemente, 

D'altra parte, si pub scegliere, corne é noto, uiia successione pareiale 
della (11): 

Pwt1(z), Pm&), a.. , Pm,.(4, 

l a  quale verifichi in tutto l'intervnllo (0, 1) la disuguaglianza 

e converga quasidappertutto in (O, 1) verso ln +(z). È wllora 

1 

7-00 
Kh, 4 P m , ( z ) d z  

lim i 
e per la (12) 

1 

oontro la  (13). Dunque la  misura dell'insieme E non pub essere > O ;  e con 
10 stesso ragionamento si dimostra che, suppostn valida la (10) ne1 senso 
detto, non pub essere > O  neppiire la misurn dell'insieme dei punti di Q 
in cui é K(x, s) < 0 (=). 

Cib prova che, nelle ipotesi fatte, il funzionale g[cp] non pu6 esser sempre 
nul10 i n  (@). 

Possiamo aggiungere che : 
Se K(x, z) è u n  nucleo simmetrz'co e il funsionale 3 [ y ]  pub assunzere i n  (@) 

valori positivi (negatiui), il nucleo K(x, s)  alnmette almemo zcn aatovalore reale 
positivo (negativo). 

8. Sia H(x) una funeione (reale e ad un valore) definita sull'intervallo 
(0, 1) ed ivi integrabile insieme con il suo quadrato H2(x),  e per ogni fun- 

(9) Il ragionamento, qui fatto prova che, se K(z, z) & una qualüiasi funsione integrabile 
in Q, e se Fer ogni funzione +(x) integïabile e limitata in (O, 1) la (IO) vale per quasi tutti 
gli x di (O, 1), la K(x, 8) b nulla quasi dappertutto in Q. 
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zione cp(a) della classe (@) consideriamo il funzionale 

il quale, per ciascuna delle cp(x) indicate, ha  sempre un valore finito. 
Consideriamo pure, per ogni funzione y(x) della classe (a), il funzionale 

1, [y] = H(x) y1(3c.)dx i- K(x, ~)y'(x)y'(a)dzdz, J 
O JI Q 

i l  quale ha  anch'esso un valore finito per ogni y(%) di (a) .  
Corne il funzionale I[y] considerato ne1 5 1, anche I,[y] risulta liwitato 

in (a), ed i suoi estremi, in (a), sono pertanto ambedue finiti. 
Inoltre, un ragionamento analogo n qu&lo del n.O 3 mostra che il fun- 

eionale 

b uniformemente continu0 in (a), ne1 senso indicato ne1 n.0 rammentato; 
percib anche I,[y] risulta, in (a), uniformemente continuo. 

Se M, è l'estremo superiore di I,[y] in ,(a), con considerazioni analoghe 
a quelle del n.O 4 si prova che esso & un massislzo (assol?~fo), vnle a dire, 
clie esiste in (a) (almeno) una funzione y,(x) tale che sin, 

9. Supponiamo ora che la funeione Kjx, z) costituisca u n  nucleo (definito 
positiuo O anche sobtanto) semidefinito positivo e che H(x) non sia nullo quasi- 
dappertutto (i"). I n  questa ipotesi, risulta M, > 0, perchè esistono sicurainente 
in (a) delle y(x) per cui è . 

jH(x)yYx,dx =,= 0 
O 

e quindi anche di quelle per cui I'integrale scritto è > O; e pertanto, se fosse 

(40) S e  H(x) fosse nullo qiiasi dappertutto i funzionali 3,[cp] e Ii[y] coinciderebbero 
rispettivamente con 3[q]  e I[y]. 
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indicato con c il numero positivo tale clle 

U 
ne segnirebbe 

1 

Dunque, nelle ipotesi sopra poste, è 

j J ; 7 x j d x  = 1, 
O 

e si ha I' esisfewa del massimo (assoluto) d i  3,pql in (@). 
Analogamente per il miniino assoluto. 

10 Supporremo seinpre, da ora in poi, che la funzione K(x, z )  sia continua 
in tutto i l  quadrato Q e sempre maggiore di zero. Esisteranno pertaiito due 
costanti K,, e K , ,  tali da aversi in tutto Q 

(14) 0 < Eo K K(x,  4 L Ki. 

Per ogni funaione cp(x) della classe (C?'), vale a dire (reale e ad nn valore cl 
integrabile sull'intervallo (0, l), insieme col suo quadrato (pz(%), considerinrno 
il f unzionale 

che ha  vdore  finito per ogni elemento della classe detta,. 
Indichiamo con (U') la classe d i  tutte le fnrizioni y(x) (reali e ad un 

valore) definite sull'inteîvallo (O, l), ivi assolutamente continue e con derivata 
prima, considerata soltanto là dove esiste finita, a quadrato integrabile, e 
soddisfacenti alla condizione y(0) = 0. 

(fi) Anche qui non pub essere 
1 

perchè da questa uguaplianza discenderebbe yl(x) = O quasi dappertutto e quindi M, = O .  
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Consideriamo, per ogni funzione y(x) della classe (a), il funzionale 

il cui valore è sempre finito per tutti gli elementi di (8'). 
È evidentemente, per ogni y(%) di (Ut), 

Dimostriamo che : 

12]y]  è in (El') un funaionale sernicontinuo inferiormente, ne1 senso che, 
considerata una qualsiasi funsione y,(x) di (Ur) e scelto ad nrbitrio un E > 0, 
si  pub sempre trovare u n  6 > O in modo che, se y(x) B una qualunque fun- 
zione di (U') soddisfacente in tutto l'intervalle (0, 1) alla disuguaglianza 

1 Y(%) - gdx) 1 < 
risul ti 

(16) UYI > I2CzjOl - E- 

Fissiamo una g o ( ~ )  di (U'). Siccome, qualunque sia E > 0, la disuguaglianza 
(16) risulta immedjatamente verificata da ogni y(x) della classe (a') tale clie 

I~[YI 2 I 2 7 2 [ ~ 0 1 ?  

basterh limitnrci a considerare quelle y(x) di (a') per le quali é 

(17) I&I < I,[YIII, 
suppoiendo ¶,[yo] > O. 

Fer  le y(x) ora indicate è allora, in virtù della (15)) 

Per  le stesse y(x) è poi 
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Considerato un numero positivo R, indichiamo con ER l'insieme dei 
punti dell'intervallo (O, 1) tali che per ogni x coincidente con uno di questi 
punti l a  derivata yo'(x) esista finita e soddisfi alla disugnaglianza 1 y,'(x) 1 < R. 

Indichiamo poi con CB l'insieme complementare di ER rispetto all ' in- 
tervallo (O, 1). Per R-CO, la misura di CR tende n zero. Inoltre, dalla 

/jK(%, ~ ) y ~ ~ ( x ) z ~ ~ ~ ( s ) d x d z  < K, 
0 CR u CR 

segue, per R - CO, 

jiK(x, r)y~z(x)u,,'2(e)dxdi -0; 
CR 

e quindi, fissato un E > O, si pub determinare un R, in modo che sin 

e percib, analogamente a quanto si 6 fatto per la  (19), 

i yf(xl - y,'(x) I dx. 

e fissiaino una successione di polinomi Q,,(x), n, G= 1, 2, ... , in modo che sia, 
in tutto (O, 1)) .  

I Qh) I < Rn + 1, 
con 

Q n ( 4  ---Q(@, 

per n -CO, quasidappertutto in (O, 1). Fissiamo, inoltre, un' altra successione 
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L. SONELLI: Su nlcuni fulzzio.ncdi 17 

di polinomi ( n e l l e  due variabili x e a) P,,(a, s), n = 1, à, ... , in modo ehe sia, 
in tutto Q, 

1 Pt&, 2) 1 < + 1, 
con 

P,l (x, z) - K ( x ,  a), 

uniformemente in tutto Q, per n-m.  
È 

i 1 i 

1 'a l T 1  [[~(x, . e ) g ( ~ )  - P,, (x, z) Q,,(z)I2dz 1' 
1 K,, 

O 

L 1 - i 

1 " :- ' [ 1 ) - ) 1 + 1 Q I (  1 1 Klx7 4 - pjt(~, 4 1 ]'da I' 
i K ,  ! i 

O 

per ogni n maggiore O uguale ad un certo no. Na si ha, integrando per parti, 

e si indica con L un numero positivo maggiore dei massirni moduli, in Q, 

dnnali d i  Macematica, Serie IV. l o m o  XVIII. 3 
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a a 
di Pdx7 4 Q4% PnO(x7 2) Q&4 I P%(x, 2) Qd4 i , 1 P%(,x, 2) Qno(x) I , si puù 

scrivere 
1 

onde, per 

Supposte dunque verificate (21)  e (22), si ha 

I I/y,,'*(+r<~ K ~ X ,  z)yOt(x)  ! y'(%) - y,'(%) dz < E : 8 ; 
ERO ERO 

I 

e perciù dalla (20) si deduce 

IJYI - IJ~lll > - E. 

Cosi B provata la semicontinuità inferiore del fnndonale &[y] sulla fun- 
zione yo(x).  

I l .  Consideriamo ora, per ogni y(%) della classe (@'), il funzionale 

doye a é un numero tale che O < a < 4 e P ( x )  è; una fuaaione (reale e ad 
un valore) definita sull~intervallo 10, 1) ed ivi integrabile insieme col suo 

quadrato P y x ) ,  e d o ~ e  si intende di considerare per sempre un 1" 
valore reale, e precisainente: se è a = 0, costantemente il valore 1 ; se a è 

raaionale e > 0, l'unico valore reale di tale potenm qualora essa ne ammetta 
uno solo, e sempre quello di segno positivo (O sempre quello di segno negativo) 
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qualora ne ammetta due; e in ogni altro caso di prendere il valore reale po- 
1 

sitiio di ~(x)cp(io)d-sla 3,[y] ha un valore finito per ogni elemento di (C.). 
O 

1 .  
Insieine con questo funzionale, consideriamo anche 1' altro 

(dove conserviaino per la potensa aesfma qui indicata 10 stesso significato 
detto più sopra) il quale ha, per ogni y(x! della classe (a), un valore finito. 

Dimostriarno che &[y] h a  in (a') an minima a s ~ o l ~ t o .  
Poichb, per y(x)O, b 13[y]=0, se a>O,  e l,[y]=-1, se a = O ,  

l'estremo inferiore di IJg] in (U') non pub essere positivo. Queeto estremo 
inferiore é poi finito, perchb, avendosi sempre 

ed e O < a < 4 .  
Detto i 1' estremo inferiore di l,[g] in (El'), sin 

Y,(x), ~ 2 i 4 ,  a.. , yn(x), a.. 

una successione di funnioni di (Ut) tali che risulti, per ogni n, 

Da (25) segue, per ogni n, I,[y,] < 1, e di qui e da (23) e (24) si deduce 
l'esistenza di un numero positivo H tale che sia, per tutti gli n, 
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Le y,,(%) risultano percib tutte equiassolutamente continue ed equi- 
limitate nell'intervallo (0, l), e si pub pertanto estrarre dalla successione 
delle y,,(x) un'altra successione (che, per semplicith di scrittura, supporremo 
cbincidere con quella delle y, , (x))  convergente uniformemente, in tutto (O, 1), 
verso una funzione y,(x) assolutamente continua e- tale che y,(O) = O. 

Inoltre, dalla (27) segue (come al n.O 4) che è 

1 

il che assicura che la y,(x) appertiene alla classe (a'). 
Con un ragionamento analogo a quel10 del n.O 3, si prova che l'integrale 

é uniformemente continu0 nella classe di tutte le funzioni y(x) di (a') che 
soddisfano alla disuguaglianza 

e da cib e dalla proposisione dimostrata ne1 n.O 10 siil funzionale 12[y] si trae 

e per la (26) e per il significato di i, 

Cosi b provato che I,[y] ha in (a') un minimo assoluto. 
Ma agni funzione y(%) di ((a') dà, ponendo cp(x) = y'(x) 1% dove la y'(x) 

esiste finita e cp(x) = O altrove, una funnione y(%) della classe (P), con 

e viceversa, ogni funzione cp(x) di (è') dh, ponendo 

una funnione y(x) della classe (a'), con 
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Pertanto risult,a provato che anche i l  fu,nziomale 3,[.g] ha, 12eZla classe (C), 
i l  minilno assoluto. 

12. I n  tutto il 5 3 abbiamo supposto che K(x, a) sin ne1 quadrato Q una 
fnneione continua e sempre maggiorc! di zero. È facile persuadersi che questa 
condizione pub esser notevolmente allargata senza nuocere alla verità delle 
proposizioni climostrate nei n.' 10 e il sulla semicontinuità inferiore di &[y] 
in (a') e sul17esistenza del minimo assoluto di IJy] e di a,[+], rispettivamente 
in (U') e in (Q,'). Fer  esempio, la  condiaione indicata puo esser sostituita 
dalla seguente: << clie esistano due costanti K,, e K, in modo che, in tutto Q ,  
valga sempre la  (14), e che, scelto comunque un numero a > O, si possa 
trovare in Q un insieme chiuso di  punti di continuità per K@, s) tale che 
le sue intersezioni con le parallele all'asse delle x e quelle con le parallele 
all'asse delle s abbiano tutte una misura limeare > t - a ». 

La stessa condizione pub anche esser sostituita dall'altra: « che esistano 
due costanti K,, e K, in modo che, in tutto Q, valga sempre la  (14), e che i 
punti di discontinuità di K(x,  z) giacciano tutti su un numero finito di rette 
pamllele S .  
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Iiitorno ad uua classe ~iotevole di cicli forinati da quattro 
t ra  sforiiîa,zioiii di Laplace nello spazio ordinario. 

Memoria di H. JONAS (a Borlino). 

Alla memoria di LUIGI RIANCBI 
iiel docimo anniversario della siia morte. 

Prelirninari. 

Preliminari. - Un c i d o  d i  LAPLACE, nell' accennato senso ristretto che 
varrh pel seguito, comprende quattro superficie su cui si corrispondono i 
doppii sistemi (a. P) di curve fra loro co&ugate, le rispettive tangenti, non 
omologhe s'intende, coincidendo a d,ue a due secondo l'ordine del ciclo e 
formando cosi un quadrilatero sghembo variabile. Saranno dette, per brevith, 
reti opposte quelle descritte dai vertici opposti, le rette che li congiungono 
chiamandosi diagonazi del ciclo. Ne1 presente lavoro riprendo a trattare la  
classe particolarmente interessante, già segnalata corne un primo esempio ne1 
1922 ('), dei cicli di LAPLACE connessi alla deformazione del paraboloide iper- 
bolico equilatero, e che viene caratteriazata da1 distendersi le reti opposte 
de117 iina coppia sopra una medesima sfera, donde intanto, con nna proietti- 
vità, si pub passare ad una quadrica generale a punti ellittici (*). Tale ciclo 
di LAPLACE si genera in modo intuitive ne1 rotolamento del paraboloide z = zy 
su una sua deformata, tirandosi da1 punto fiaso O i raggi paralleli tanto 
all'asse trascinato ne1 movimento coine a1 suo simmetrico rapport0 al piano 
tangente. Questi sulla sfera rappresentativa di centro O, segnano due sistemi 
ortogonali (a,  P), corrispondenti alle asintotiche della deformata ed aventi a 
comune i loro trasformati di LAPLACE, talchè viene a nascerne il ciclo desi- 
derato. Giova notar qui che il sistema differenaiale da  me preso a base ana- 
litica dell' indagine 8 dovuto al DARBOUX (3), il quale 10 diede risolvendo un 
altro problema, bensi congenere, sema constatarne l'intimo legame colla 

(') JONAS,  Untersuchunyen über d i e  a l s  Gelcebe bezeichmeten Kurvennetze  z~nd über eine 
Reihe v o n  Problemen, d i e  m i t  der Verbiegung des gleichseitigew hype~bol i scheu Paraboloirls 
zusammenhr%ngen, u Math. Annalen 2, 87 (1922)' p. 157. 

(') Pel caso della qiiadi-ica rigatn vrggnsi nna prima c-omiinicazione: J O N A ~ ,  [Jeber 
d e n  Zusanme i zhaq j  me i e r  h'lasseit vierglierlriyer T~nplacesclter Zyklen.  a Joiirnnl f. d. rrine 
il. m g .  JIatli. 8 ,  179 (l938), p. B. 

(9 DAIEBOUX, Leçom sur l a  t8éo>.ie y&. des surf. ,  8, p. 471. 
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24 H. JONAS: Idorno ad uncc classe ~otevole di cicli forn~ati da quattro 

deformaaione paraboloide. Io vi sono poi ritornato più volte, fra l 'altro per 
dedurne sotto un nuovo aspetto la teoria delle trasformazioni Bk di BIANCHI 
per le superficie applicabili su1 detto paraboloide (4). L'argomento d' un ulte- 
riore studio recente, riguardante il comportarsi dell' associato ciclo di LAPLACE 
nell'applicaaione della Bk, mi fu  porto dalla scoperta di un teorema generale 
che il sig. BA~KES è stato i l  primo ad enunoiare (5 ) ,  l a  di lui pubblicaaione 
avendo preceduto di poco la  mia propria indipendente ('j). Un ciclo di LAPLACE 
cioé gode della proprietà che le sue diagonali costituiscono due congruenze W, 
nelle quali le asintotiche delle fa.lde focali (reali od immaginarie coniugate) 
corrispondono alle reti (cc, P) del ciclo. Partendo da questo fatto fondamentale, 
ho mostrato che un ciclo della classe speciale in considerazione, se 8. assog- 
gettato all'operaaione Bk, si trasforma in maniera tale che le  congruenae W 
formate dalle diagonali subiscono trasf~rrnaaioni asintotiche simultanee delle 
falde focali. Sorse di qui spontanea la dornanda se tali trasformaaioni pote- 
vano estendersi ai  cicli di LAPLACE in generale; il Che giunsi a stabilire in 
una seguente Memoria ( 7 ) 7  adattando a questo scopo le trasformazioni armo- 
niche delle reti e la  noaione di rete derivata. 

I n  quanto all' attuale ricerca, avvertasi prima che ne1 ciclo di LAPLACE 
legato alla. deformata del paraboloide z = xy vi 8 corrispondensa f ra  le svilup- 
pabili delle due congruenae di  diagonali, qaeste ultime essendo polari reci- 
proche sispetto alla sfera cui pub sostituirsi, corne già si disse, una qua- 
drica. Paremo vedere che la  pensata proprietà riesce caratteristica pei cicli 
di  LAPLACE aventi due rcti opposte su  una stessa quadrica. Dopo di cib, 
tornando a l  caso della sfera per studiare nuovamente 1' effetto del processo 
B, , discorreremo deila sirratificabilità in un senso ossia unilaterale, avente 
luogo tra le congruenae I' e C delle diagonali, il raggio generico di I', inter- 
seaione dei due piani tangenti alla sfera, ainmettendo una semplice infinith 
di punti, per le superficie luogo dei quali i piani tangenti formano fascio col 
raggiu di C, corda di contatto, coin'asse. Rammentiamo che secondo FUBINI ('), 

(" JONAS,  Ricerche sulle trasfonnaaiorii delle superficie applicabili su1 paraboloide 
iperbolico equilatero, a Annali di Nat. A ,  (4 )  2 (1934-%), p. 161. 

(5) BACKES,  Sur les réseauz conjugués qui se reproduisent après quatre tralzsformatio~s 
de Laplace, « Bull. Ac. Roy. de Belg. B, (5) 21 (1935), p. 883. 

(6) JONAS: Ein allyemeiner Sata über W-Kongruenzen mit Anwendu.itgen auf Lapla- 
cesche Zyklen, Biegunysfiacheu des einschaligen Hyperboloids und schief e Weilzgartensche 
Systeme, « Math. Anrialen a ,  114 (19371, p. 237. 

(7) JOXAS, Allgemeine Transformationstheorie der konjugierten Systeme mit uierylie- 
drigen Laplaceschen Z ~ k l e n ,  * Math. Annalcn o ,  114 (1%7), p. 749. 

(y ) [ J I ~ I N I ,  1% alcune classi cli congruenze &i 1.ette e sulle trasforwaeioni delle sztper- 
ficie R, u Annali di Xat. 8 ,  (4) 1 (1923-24), p. 241. 
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mantenuta l'ipotesi che si corrispondano le sviluppabili, una siffatta relazione 
geometrica vige quando inoltre i piani focali della prima congruenza conten- 
gono i fuochi non omologhi della seconda. Orbene ne1 caso nostro presentasi 
il fatto assai singolare che tra le oo' snper£icie della stratificazione ne esi- 
stono due segnalate, aventi le (a, p) per linee asintotiche, e che si  trasformano 
appunto corne le falde focali della congruenza I' per trasfordazioni asintotiche. 
È da osservarsi che la proprietà in questione sta fuor di  quanto consegue 
dalla stratificabilità bilaterale da cui si trovano vincolate la  F e la  sua tra- 
sformata 1',, essendo congruenze R nelle condizioni indicate da1 PUBIRTI (S), 
cioé contigue per trasformaaioni asintotiche delle falde focali. Dopo trattenu- 
tici su qnesta stratificazione per esaminarne più da vicino l'assetto analitico, 
procediamo a determinare le più generali superficie che abbiano i loro punti 
situati sui raggi della congruenza I' e prendano parte ne1 modo di sopra alla 
trasformazione. Sebbene, propriamente, tale problema pure rientri nella teoria 
generale delle congruenze R, le particolari circostanze che ne accompagnano 
la risoluzione appaiono d e p e  d' attenzione, tanto più che c' imbattiamo cosi 
in un sistema difierenziale, generalizzazione di quel10 di DARBOUX, al quale 
pub ridursi, per conveniente scelta dei valori iniziali, la deformazione del 
paraboloide rigato generale. Anzi, con cib, saremo in .grado di  dire da qua1 
ente geometrico venga surrogato allora il ciclo di LAPLACE. Rimandando pei 
dettagli alle righe che seguono, basti qui avvertire che i nuovi sistemi di 
quadrilateri sghembi risultano identici a quelli ottenuti risolvendo il problema 
con cui termineremo la  nostra ricerca,, di trovare cioé le coppie di doppii 
sistenii di linee (a, p), appartenenti ad una medesima sfera, e per cui si con- 
fondano i piani osculatori alle curve non omologhe nei punti corrispondenti. 

1. Generrtlitil sui cicli di Laplace. - Comincio coll'esporre in succinto il 
metodo metrico di cui mi sono servit0 per la  ricerca dei cicli di LAPLACE in 
due Memorie anteriori ('O). Indichino x (cioé x, y: z) e x' i punti descriventi 
due opposte delle quattro reti (a, p) del ciclo domandato, essendo 

le relative equazioni di LAPLACE. Sarh necessario in primo luogo che, posto; 

(9) Ibid. 
('O) Cf. il 3 3 della ùilem. citata in nota (6).  

Annali d i  Matematica. Serie IT. Tomo XVIII. 
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26 W. JONAS: I d o r n o  c d  .uncc classe notevole d i  cicli fowtcctû d a  yuattro 

le quattro funzioni a, b, a', b' soddisfino alle condizioni seguenti: 

(3) A, i- bA = SfB -+ a'B = A B ,  Bg t aB = A', + UA' = BA1. 

I n  virtù di queste risultano illimitatamente integrabili le segrienti equazioni 
a derivate parzhli (delle quali la, seconda della (1) é conseguenza): 

~ , g  = U X ,  4- bxB, 

4- aAf(d - s), 

le quali, riguardate corne sistema lineare ed omogeneo per la  terna di fun. 
aioni incognite x,, xp, x1 - x, posseggono tre soluaioni linearmente indipen- 
denti, in guisa da definire un ciclo di LAPLACE in modo univoco n meno di 
trasformazioni affini. Pe r  le  reti intermedie (X) e (g), trasforrnate cornuni d i  
LAPLACE delle hsupsrficie (x) e (x'), avrsmo: 

Dalle (2), 1.3) deduconsi le formule ausiliaris, utili più tardi: 

(7) (a +- al + A -t A'), = (b + b' i B + B'jp, 

A proposito della relazione (7) notisi che. introducendo i l  determinante: 

D7 altra parte, in virtù delle (S), coine fa.cilmente confemnasi col tener conto 
della forma del sistema differenziale (4), sar;i scmpre possibile c1ispori.c delle 
vnriabili a e S in modo da averai con E , ,  E, unith positive O nsgative: 
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Ricordiamo ancora l'importante proprieth dei cicli di LAPLACE che le  

diagonali xx' e & 2 formano due congruenze W con a, /3 para.metri asintotici 
delle falde focdi, le sviluppabili determinandosi rispetfivamente dalle eqiia- 
zioni differendali : 

( 12) 

Per una ben nota 
coordinate di retta 

proposizione di DARBOUX in ogni congruenza W le sei 
soddisfano ad un' equazione di LAPLACE. Questa per la 

congruenza delle rette xx', con 0 = x' - x, ... , yz' - zy', ... , assume la forma: 

valendo l'analoga per quella delle rette x X : 
( 14) O,p = (A + A1)O, + (B + B')OP - (AB t ArB')O. 

2. Una proprieth caratteristicn dei cicli d i  Laplace con dile reti opposte 
aoprr iina medesirna qiiadrica. - Ci proponiamo ora di dimostrare il teorema 
s e p e n t e :  Se in un ciclo d i  LAPLACE ho luogo corrispondenza fra le svilup- 
pabili delle due congrzcenze W forgnalie dalle diagonali, le reti opposte dell'una 
coppiu appartengono ad usna medesima quadrim. 

Poiché, nell'attuale ipotesi, dalla (12) si ha: 

bb' BB' -=-  
aa' AA" 

ammesse le (11) e cioè per causa di' realitk con E, = E ? ,  si ottiene: 

Sarh lecito, per Semplificare la  scrittura e senza pregiudicare l'esattezza 
dell'argomentaaione, supporre reali nelle due congruenze liT le sviluppabili, 
date allora da:  

(15) a t s = cost. 
Avepdosi dunque 

( 16) au1=bb', AA'=BB', aa 'AA1=bb 'BB '=~=t1 ,  

poniamo per un moment0 : 
aa' = bb' = p. 

Derivando 0011' aver riguardo alla (2) troviamo : - = b + b' - (B  + B'), 5 = a -1- a' - ( A  + A'). 
P P 
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indi da1 confronto colla (7): 

(17) ( a  + a'), = (b + bOB, (A -t- A')% = ( B  + %. 
È manifesto che nelle due congruenze W le curve a t p = cost, intercettate 
dalle sviluppabili su ciascuna delle falde focali (anch'esse reali com'b ovvio). 
costituiscono un sistema isotenno-coniugato; ne segue che le diagonali xx' 
e 2 H percmrono congruenze R. A conferma di cib si osservi altresi che per 
le (1'7) le equazioni di LAPLACE (13), (14) risultano ad invarianti uguali. Segna- 
liamo di passaggio una proposizione generale che si deduce dalla sola (7): 
Se in un ciclo d i  LAPLACE u n a  delle due congruense d i  diagonali è R, l a  
proprietà sussiste per l 'o l lra.  Tuttavia tale ipotesi sarebbe diversa dalla nostra, 
non discendendone generalmente l a  oorrispondenza delle sviluppabili. 

Eseguite le derivazioni nelle (17) coll'uso di (2), (3), otteniamo la  seguente 
equazione in termini finiti da aggiurigersi alla (16): 

la quale, elimina,ndo p. es. a' e A', viene a scriversi 

Resta con cib spiegato il differente comportamento delle due coppie di reti 
opposte ne1 ciclo rioercato. Abbiaino in conseguen?a le relazioni: 

ovvero : 

completata dalla terza delle (16). Basta ora, come si vede senz'altro, che pren- 
diamo a fondamento degli ulteriori sviluppi l'un0 di questi gruppi di  formule, 
p. es. le (tg), l'altro corrispondendo allora soltanto ad uno scambio delle due 
coppie di reti opposte. 

Combinando le (19) colle (2) avremo: 

onde appare che le reti (a, P) descritte dai punti x a d saranno ad invarianti 
uguali. Introduciamo, osservnndo le (20), due funzioni 9, 9.' col porre: 
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Deve aversi na'= bb', cioè 9,9', = 98881, onde potremo fare: 

Dalle (21) si ricavano per memo delle (2) le espressioni: 

compatibili peraltro colle rimanenti (19). Ci resta adesso da  esprimere che i 
va,lori di a) b, a', b' dedotti dalle (23) mediante le (3) devono identifiearsi colle 
formule (21). Per  questo, presa l a  relaaione. 

e sostituitevi per b e B' le espressioni (21) e (23), scriviaino: 

indi integrando ed unendovi le  formule analoghe: 

Tenendo prcsenti le (23)) si avrà: 

Delle due costanti cos1 introdotte 1' una e ci06 p. es. la prima potrà ridumi 
all'unità positiva, munendo a ta1 fine le funzioni 9 e h del10 stesso moltipli- 
catore costante opportunamente scelto, in guisa da laaciar inalterate le (22), 
rnentre allora la seconda costante per effetto della terza formula (16), con cib 
verificata, riesce identica alla E = t- 1 che vi figura. Essendo: 

bisogna infine parngonare colla seconda (24) i due valori di 9',, dedotti dalle (22). 
Siamo cosi pervenuti al sistema differenziale: 
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ove alle equazioni della seconda riga si potrebbero sostituire le equivalenti: 

Alle (26) riconosciamo associarsi in ogni caso la condizione: 

soddisfatta la quale il sistema differenziale risulta illimitatamente integrabile. 
In quanto alla (28), trascurando qui le particolarità di geoinetria immnginaria, 
ci contentiamo di ricordare che essa in sost,anza, non B altro che 1'eqa:iaione 
differenziale delle superficie a curvatura costante. 

Assumendo ora le terne 5,  y, 5 e 5', y', 5' col porre: 

avremo invece delle formule ( 5 ) :  

mentre il sistema differenziale (4) verrà a mutarsi appiinto ne1 sistema (26) 
soddisfatto da  9, a', valendo cosi adunqiie per !e quattro coppie di  funzioni 
5 ,  5 ' ;  y, y'; 5, 5'; 9, W. Considerandolo corne lineare e completo nelle funzioni 
incognite 8, Y, a,, 9@, riesce facile a vedersi che esso ammette quattro solu- 
zioni linearmente indipendenti, onde il determinante 

sarb diverso da zero. Si  verifica per derivadone il sussistere di  un gruppo 
di dieci relazioni integrali quadratiche, presentanti i dne tipi: 

Denotiamo con c,,(i, k = 1, 2, 3, 4 ;  ci, = ch,) le dieci costanti, intendendosi 
presi yli indici 1, 2,  3, 4 nell'ordine delle lettere 5 ,  7, 5, 8, e formiamone il 
determinante del 4 O  ordine : 

(33) C i k  II = 0. 
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Quadrando ô, cib che si fa coll'applicare ln consuetn regola a1 deterininante 
indicato dalla prima riga : 

e tenendo conto delle 

(34) 

(32), otterremo la relazione : 

Importa avvertire che, calcolate le c , ~  inediante le (32) dai valori iniziali delle 

sedici fuiizioni 6, y, E x ,  El?, ... , arbitrarii pur che ne risulti ô =/= 0, si ha per 
la  (34): E = - sgil C. 

Indicansi con Cik i coinplementi algebrici degli elainenti G,, ne1 deterini- 
liante (;JI), onde verrB: 

(35) C = / /  Cik / /  = c3. 

Orbene, per provare che ne1 qundrilatero sghembo variabile xx; x' $, generaiite - - 
il ciclo di LAPLACE, i due vertici opposti x e x appartengono ad m a  mede- 
sima quadrica, consideria.mo la  £orma quadrica quaternaria: 

la quale scrittn nelle c, ... denoteremo con @', essendo inoltre 

la rispettiva forma polare. Se deriviairio la (36) rapport0 ad u e /3' giungeremo 
per effetto delle (32) a, stabilire quattro relazioni della forma: 

da cui, avendosi 6 +O. si ricavano le seguenti: 

(39) @ + c = O ,  O Ofi=O, II=O. 

In modo simile si ottiene: 

(40) @ + ec = O, a', = O, W 8  = 0. 
Dopo di cib, derivando le @, = O, @$ = O nn'alra volta e sostituendo per 
E x , ,  ... , tEs, ... le espressioni date dalle (26), avremo coll' osservare la II = 0 :  

(41) 
\ cti(Ea)' + 2C12E%7% f "' C41(8?)2 = 

1 C,,(S,)" 2Ci2Sp~fl + ... + C44(BB)? =.O. 
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32 K. JONAB: Intomo ad  z c ~  clusse woteuole d i  cicli  forrrtati dcc'qzcattro 

Notiamo d7altronde vhe si ricadrà nella prima formula (40), quando si calcoli 
Qap col far uso delle (26) e (33). Ora, il teorema enunciato al principio del 
presente numero risulta pienamente confermato dalle (41), siccome queste in 
in virtù delle (30) si convertono nell' equazione della quadrica: 

- - -  
soddisfatta altresi da  x, y, s. 

Come ben si ah,, il segno della cu~va tura  totale della quadrica 6 quello 
di - C, cioè tenuto conto della relaaione (35), di - c; onde, osservando la (34), 
possiamo dire : Secondochè nelle equasioni differensiali (26), (28) è E = + 1 O 

E - -- 1, restando pur nell'ipotesi di sviluppccbili reali, la quadrica ricopertn 
dalle due reti opposte 6) e (3 del ciclo saria rispettivamente a punti ellittici 
O rigata. Quanto a117ipotesi fin qui esclusa che nelle congruenze W delle dia- 
gonali le sviluppabili sieno immaginarie coniugate, ci lirniteremo ad accennare 
che allora nell' equazione differenziale (28) della funzione h il segno E si 
collega a quello della curvatura. totale in modo opposto, vale a dire che 6 
E = + 1 ne1 cas0 della quadrica rigata. 

3. Caso della sfera ; deformate del paraboloide iperbolico eqiiilatero ; 
ntratificabilità, unilaterale delle due eongriienze di diagoiiaii. -- Passiamo 
ora a completare i risnltati conseguiti nelle mie Memorie precedenti rispetto 
ai  cicli di LAPLACE per cui due opposte delle quattro superficie coincidono 
nella stessa sfera unitaria col centro nell'origine. A tale uopo, per maggior 
chiarezza, scriviamo di nnovo, con E = i- 1, le equazioni differenziali: 

Data the sia la h, supponiamo di conoscere inoltre una coppia di soluzioni 
9, 9' del sistema (44), per la  quale la  prima relazione (32) prende la forma: 
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frasfornmzioni di Laplace %el10 spazio os-dinccrio 33 

Occorre ricordar qui rapidamente il metodo con cui se ne deduce il sistema 
completo delle soluzioni. Notiamo che dalla forma differenziale quadratica 

viene definito l'elemento lineare di iina sfera (z) di raggio unith riferita alla 
rete ortogonale (a,  P); onde se ne deducono per 5, E', ... le formule: 

(47) 5 = SX + 8'@xE,  5' = 8'X + 4,$,. 

Sono da aggiungersi, col sommatorio esteso alle lettere 6, q, 5, le relasioni: 

Vale quindi la seguente rappresentasione del ciclo di LAPLACE: 

giacendo i punti 3 e 'X sulla sfera X' + Y" ZZe = 1. 
Al tempo stesso si determina con tre quadrature una superficie 

applicabile su1 paraboloide iperbolico equilatero a = xy, avendosi dalle (48): 
1 

(51) E ( d ~ " ) ~  = d9." i- d9'" [d(99.')]P. 

Ropra di essa le curve (a,'p) sono le asintotiche. Badisi perb che la deforma- 
zione, nelle condizioni di realità da noi osservate, riesce di prima specie, ci06 
a sistema coniugato permanente reale, corrispondendo questo alle sviluppa- 
bili a t j3 = cost delle congrueme di diagonali del ciclo. 

Seguendo la  convenaione fatta nei preliminari, diremo la congruema W 
formata dalle rette xx' e C quella delle rette 23. Dobbiamo ricordar qui 
che i fuochi, corrispondentisi fra di loro al modo stabilito dalle sviluppabili, 
vengono dati dalle formule : 

.t ï t ~ '  ,g,q - Ea * EB . = .- 
9 &  hW' 9 ,  * 8, 

Notisi ancora che sulle quattro falde focali le curve (a ,  ) formano le asinto- 
tiche, ed anzi che i piani tangenti alle superficie ( S V ) )  e (mg)) contengono 

Annali d i  Matemotica, Serie IV, 'Porno XVIII. 5 
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34 H. JONAS: Iatormo ad uaa classe aolevole di cicli fovntati da quccttro 

rispettivarnente i punti X E )  e x(c"J. Cib premesso, consideriamo su1 raggio sx' 
di I' il punto definito da:  

(53) 
5 +- xS' &l = - 
8 + xB' 

con x costante arbitraria. Dico Che, per ciascuna superficie (x[") di questa 

schiera, il piano tangente passa per 1' altra diagonale X X  del ciclo; il che si 
prova facilmente coll' uso di  coordinate omogenee, essendo : 

( [ S  + %S'la E + 4 ' 7  Ex 9 SB) = 0, ([t + xS'1~ 5 + XE', L 1 Sa) = 0. 

Dondei La congruenza T delle infersezioni xx' dei piani tangenti alla sfera é 

stratificabile in un senso colla C delle rette x X, corde di contatto. 

4. Applicazione della tritsformazione Bk di Bitlnchi. - Denotando con 
a, b costanti vincolate dalla relazioiie ("): 

calcoleremo le nuove quaderne 5, , rli,  Ci ai e E r I ,  ... mediante formule : 

ove t denoti un integrale del sistema di  RIOCATI: 

Coll' assumere inoltre la  fiinaione 
ht' 

h, =- 
2ab ' 

soddisfacente anch' essa l'equanione differenziale (G), risulteranno verificate 
per 1' indice i tutte le relaeioni del numero precedente. Da1 processo analitico 
B(a, 6 )  cosi definito, equivalente al170perazione Bk di BIANCHI con Tc = - Zab, 
avremo il ciclo trasformato : 

le superficie (x,) e (x,) confondendosi ancora nella sfera LX2 = 1. Lasciando 
da parte l'effetto ben noto della B, sulla deformata (50) del paraboloide 

(1') Non comparendo più a, b ne1 significato attribuito loro al no 1. la nuova conven- 
zione non pub produrre equivoco. 
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a = xy, osserviamo che col porre B(a, b) = Bk si ha B(b, a) r B'*, essendo 
le Bk, Bfk trasformazioni di BIANCHI a costanti uguali e di  classe opposta (*y. 
La principale proprietà geometrica della Bk operata su1 ciclo di LAPLACE sta 
in cib che: Le due congruense I' e C delle diagonali si trasformano eon trasfor- 
maaioni asintotiche delle loro falde focali. Per  la dimostraaione, già data nella 
min Memoria citata in (7, sarà necessario accertarsi che 

(5, t- h,S', , 5 =!= hS', 15 -r- hS'l,, [E + hS18) = 07 

onde la proprieth, con cib verificata per le congruenze I' e ï,, estendesi alle 
C, C ,  in forza della reciprocità rispetto alla sfera. 

Rivolgiamoci alla schiera delle .superficie (xrx] )  che si collega alla strati- 
ficazioné della congruenza I' colla C ed associa.n~o 17 analoga a1 ciclo trasfor- 
rnato, scrivendo per cib conformemente alla formula (53) :  

con xi costante arbitrarin. Incominciamo da1 mostrare che: T l  piano tangente 
ad una superficie (x[xl) confiene semnpre il punto corrispondemtte di una deter- 
minata superficie (x,[xll), non valendo in generale la reciproca per la stessa 
coppia di superficie. Basta esprimere la condizione perche il punto x , [ x J  appar- 
tenga al piano x[xlXx. Usando coordinate omogenee ed indicando corne dianai 
la sola prima linea del determinante, abbiaino la equazione: 

da cui col sussidio delle (55)) traiamo la relazione bilineare in x, r., : 

a a x - b  
X X ,  + - ( x  - x , )  -- 1 = 0, quindi : x ,  = b - bx + a' 

Ora, implicando le formule (55) le altre: 

B palese che la  trasformazione inversa 6 ancora nna B(a, b) cogli stessi valori 
di a, 8. Riflettendo che la (61) non 13 simmetrica in x e x , ,  troviamo che la 
proprietà della congiungente i punti x[" e ex,] di essere tangente alla super- 
ficie (x[xl) non ha l'analoga rispetto alla (rx;,["l]). Fanno eccezione i casi in  cui 
si abbia x = x ,  = + 1 ovvero x = x, = -- 1, sicchè ne1 sistema: collegato alla 

(") Cangiando a,  b arnbedue di segiio, la trasformaxione rimane inalterata. 
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36 R. JONAS: lntorno i d  una classe notevok d i  cicli formnii da quattro 

stratificanione converrh introdurre come particolarmente notevole la coppia 
delle superficie : 

(62) 

a ciascuna delle quali si associa ordinatamente ne1 ciclo trasformato 1' altra: 

Si ha dunquc l'importante risultato: Le due rette che si nppoggiano alle 
quattro diagonali del dato ciclo d i  LAPLACE e del suo trasformato per mewo 
della BI, toccano rispettivawzente le coppie d i  superficie (X), (xi) e (2)) (<), luoghi 
dei loro punt i  d'incontro colle rette xx, e x,xf, d i  J? e di  ri. 

Cornpletiamo la  proposinione ottenuta provando che: Le due superficie (X) 
e (x) i cui punti  dividono arrnonicumente la diagonale HX' del ciclo d i  LAPLACE 
sono polari reciproche rapport0 alla sfera uni taria d i  centro 0 ;  sopra esse le 
curve (a, p) corrispondenti alle reti del ciclo, sono appunfo  cogne sulle falde 
focali le asintotiche, con che i l  passaggio alle superficie (si) e (xi) connesse al ciclo 
trasformato si yreselata sotto forma di  trnsfowzazioni asintotiche simultanee. 
Dalle (48) infatti si avrb: 

onde resta assodata la  reciprocità polare. Che le linee (a,  S) traccino sulla (x) 
il sistema delle asintotiche, si riconosce osservando che il vettore 5 - Ê', ... 6 

quello della direnione normale alla superficie (x) e verificando con un Sem- 
plice colcolo che 

L a,(t0 - y,) =O, L &(jF - j tP)  = O. 

Non 13 fuor di luogo accennare alle Bk singolari con 

per cui - sappiamo - si  confondono le  due classi del BIANCHI. Se pren- 
diamo p. es. a = - b, troveremo per mezzo delle (55), (61) le  formule: 

- 
e formule simili valgono ne1 caso a = b per x, x ,  . Di qui:  Per le trasfomna- 
sioni Bk singolari k = t 1 le diagonali non  omologhe dei due cicli di  LAPLACE 
sono complunari; i relativi due punti  d' incontro, cioé i punt i  comuni alle rette 
d i  l? e di  C, ed a quelle d i  C e d i  F I ,  percorrono le falde foccili d i  u n a  con- 
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trasformccziorzi di Lc~plccce netto spa~io ordinario 37 

gruenza W, l a  polare reciproca della p a l e  uiene descritta dall' intersesione dei 
rispettiui piani, avente i suoi fuochi sui raggi di l? e d i  Y,. Questo risultato, 
all' infuori della teoria della trasformazione, sembra notevole, perche esso stabi- 
lisce un nuovo vincolo geometrico tra le congruenza I' e C del ciclo originale. 
Se  ne deducono infatti, note le  soluzioni generali dell' equazione di RICCATI 
(56) per a = =t 6 ,  due sistemi di superficie trasforrnate asintotiche, l 'uno 

della (k) e 1' altro della (X)! giacendo i loro punti corrispondenti su1 raggio X X  
della congruenza C;  vi si aggiungono le superficie polari i cui piani tangenti 
passano per la retta xx' di I' e che riescono anch'esse trasformate asinto- 

tiche delle superficie (X) e (&), scambiate fra loro per l a  reciprocità. Avver- 
tiamo intanto che, col presentarsi d'un siffatto sistema di trasformate asin- 
totiche, a punti allineati e che pur non si riduca ad un fascio lineare di 
trasformazioni asintotiche, ci troviamo di fronte ad una configura~ione suscet- 
tibile di  realizzarsi in  modo generale per le superficie R. 

5. Csngriicnze di ùiagonali omologhe dei cicli dato e trrsforniatn nella 
(~trati ficabii i t h  bilat~raI(1. - Riprendiamo 10 studio della Bk generale con 
a+ b e cerchiamo di esprimere la stratificazione mutua che ammettono, quali 
congruenze R, la I' e la  1',, contigue per trasforma~ioni asintotiche delle falde 
focali, dispensandoci di stabilire le relazioni analoghe, cioè duali, che varranno 
per le congruenze C e Ci.  Assunto su1 raggio zx' di I' il punto 

ed esigondo che il piano tangente alla superficie (Z) da esso descritta con- 
tenga la  retta corrispondente LE,$', di I',, bisognerk che si abbia: 

Ne risulta per l a  funzione incognita p un' equaaione a differenziali totali del 
tipo di RICCATI, illimitatamente integrabile a causa delle (56): 

' P e r  quanto riguarda la stratificazione in senso contrario, cioè della con- 
gruenza I', colla I', basterà, riportarci alle formule (61) della B@, b) inversa, 
onde si ricava: f i  = - 2ab/t, cosicchè, posto al par della (64): 
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38 H. Joxas: intorao c d  una classe ~ o t e u o t e  d i  cicl i  f o ~ r î t c ~ t i  d a  qtccdtro 
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sarà manifesto che nell' attuale processo la p, viene fornita dall'equazione di 
RICCATI analoga alla (65): 

Pare  notevole che l 'una si trasforma nell'altra colla sostituaione lineare: 

a p - b  
Pi= - bp -a'  

Se ne rileva adunque un certo modo di  corrispondenza fra le superficie (5) 
e (Xi)  dei due sistemi, pur suseistendo la evidente proprieth che ogni super- 
ficie dell' uua schiera con una qualunque dell'altra sta in trasformazione 
asintotica. Questa corrispondenza, col .tener presente i l  significato della (GO), 
potremo interpretare geometricamente colla costruzione seguente: Nota la 
superficie (E) della prima schiera di stratificazione, cerchisi il punto d' interse- 
zione del piano contenente il punto 9 e la retta x x  di C con la diagonale 
x,xri del ciclo trasformato, allora il suo couiugato armonico sulla x,x', descri- 
uerà una superficie (%,) della secolzda schiera. Pacendo poi: 

t ut -bT  
p = - quindi: 

T' P = b t - 9  

ed avendo riguardo alle (56) cui soddisfa l a  funzione t arriveremo a cangiare 
le equa~ioni  differenziali (65) nelle seguenti: 

le  quali, come si vede, non sono che le (56) colle costanti a, b invertite e 
costituiscono per cib la equazione di RICCATI da cui dipende la B(b, a) = EB',. 
Onde possiamo dire: La stratificazione bilaterale, avente luogo tra le con- 
gruenze di diagonuli omologhe dei due cicli d i  LAPLACE che s tanm in trasfor- 
waazioue Bk, viene effettuata adoperando la più generale B'k, cioè colla stessa 
costante k e  di classe opposta. Tralascieremo di addentrarci nelle conseguenze 
geometriche, ricordando solo l'importante fatto che da1 comporsi la Bk colla 

risulta la trasformazione Gk data da1 GUICHARD. 

6. Determinazione delle più generali eoppie di superficie, aventi i loro 
piinti sulle diitgonali oiiiologhe dei cicli legati dalla Bk e contigue per t i w -  
forinaniona asiritc~tica. - Dobbia,mo anche qui premettere la osservazione che 
l'argomento cui miriamo, suggerito dai risultati finora conseguiti, e compreso 
come caso particolare nella teoria delle reti e congruenze R. Ritenendo le 
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notazioni, introdotte colla (65) in senso pih ristretto, designeremo con 

ancora un punto del raggio xx' di ï. Proponiamoci adesso di determinare il 
fattore p in guisa che sulla superficie (3) i l  doppio sistema delle curre (a, P) 
sin formato dalle asintotiche, corrispondenti cos1 a quelle delle falde focali 
della r ed alle reti del ciclo. Notiamo per incidenza, e senza 1' intento di farne 
un uso diretto, che dalle linee u =!= P = cost verrà tracciata sulla (X) una rete 
coniugata, alla quale, secondo la  terminologia di GUICHARD, sarà coniugata la  
congruenza l?, onde desumesi che la  intera catena di LAPLACE uscente da 
questa rete per l'un0 e 1' altro verso riesce inscritta nella catena adereute 
alla ï. Ora, siccome deve aversi: 

la funzione richiesta p viene assoggettata alle equazioni differenziali: 

un po' complicate, ma che cib nonostante si prestano al nostro scopo. Ain- 
messo che sieno soddisfatte, avremo in pari tempo: 

2 0 (F) 2 P(P) 
h  h a  , PT-- h6 h h ,  

Il++ (ip Y p 2 - h  - - + T l  

(E) - l 
Indi, dall' essere ( p , ) ~  - (A,), , si conclude : Ogni superficie descritta d a  un 
punto d i  u n a  diagonale del ciclo considerato e che abbia le linee (a, P) per a s i w  
totiche è u n a  superficie R, la relativa rete R essendo da ta  d a  u =+ p = cost, 
cioè corrispondendo alle sviluppabili della comgruenza R formata dalle diagonali. 
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Dopo cib, prescindendo dai casi p = & 1, stiidiati al numero 4 ,  eseguiamo 
In sostitudone : 

(73) p3 = op i- 712, pg = TP + oh, 

per mezzo della quale le reladoni (72) si convertono nelle più semplici: 

Da qiieste, sottraendo, si trova: 

alla quale si p~ ib  unire la condinione d'integrabilità, delle (73) 

Quindi, poichb pz - h"0, supposta ]a (Z) distinta dall'una e l'altra delle 
due falde focali, otteremo le equazioni : 

La prima di qiieste ci induce ad assiimere una nuova funzions incognita y' 
col porre: 

con che la seconda viene a prendere la  forma: 

Indicando con 9 un7 altra fun~ione richiesta, scriviamo: 

onde, derivando col tener conto delle (73) e (78), verril: 

(81) Y ,  = cpB = hcpt, . 
Ci conviene in fine introdiirre uns quantith c dit rigwrdarsi previatnente 
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come funzione di a, p, facendo in  base alle (79): 

dopo di che l7 una o l 'altra delle (74) ci fornirà 

Esprimendo ora le condizioni di integrabilità pel ~ i s t e m a  differenziale costi- 
tuito dalle (80)-(83), troviamo c, = O, cp = 0, qnindi : c = cost . Con leggere 
modficazioni, e ci06 attribuendo ne1 processo analitico cosl definito la parte 
principale a.lla funzione y ,  perverremo a dare al sistema differenziale l'assetto 
seguente, con c costante arbitraria : 

le (82).(83) potendo aggiungersi come conseguenze. Qui ancora vale una rela- 
zione integrale quadratica: 

2 
acyy' = cost. I ,  (Pz%? - (PI - Y'' - 

Notando che, scelta l a  c, la integrazione del sistema (84) introduce tre costanti 
disponibili essenaiali, ciob i rapporti dei valori iniziali di y, p', y,, rps, pos. 
siamo enunciare il risultato colla proposizione: II problema d i  determinare 
sulla diagonale xx' del nostro ciclo d i  LAPLACE un punto (8) tale che esso 
descriva u n a  superficie ( X )  colle asintotiche (a ,  p), corrispondenti alle reti del 
ciclo, e che per ci6 stesso sarà u n u  superficie R, possiede oo4 soluziorzi, la ( X )  
calcolandosi d a  y, 9' ne1 modo seguente : 

Ormai riesce facile trarre la  conseguenza importante : L' ap&aaione della Bk, 
nella, q u d e  le funzioni azcsiliarie y, y' s i  trasformano appu.nto coule 5 ,  5', ... 
ncediante le formule (58), fa passare dalle superficie (Z) al la  sua onzologa (3,) 
collegata al ciclo trasfornzato : 

(87) - S I C P I '  - S,'(P< 
' - $,(Pi1 - $,'Y, ' 

l a  (3) e la  .(Z,) essendo contigue per trasforrnazione asintotica. 811' uopo consta- 

dnnali d i  Ma&matseq, Serie Il', Tom0 XVIII. 6 
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43 H. JONAS: Intorno ad wna classe wotevole d i  cicli formccti da quattro 

tiamo, in primo luogo, che le  f u n ~ i o n i  y , ,  y',, calcolate dalle (55): 

(88) 
2ab 

'Pi = trp, - arp - bp', y', = - y', - bcp - acp', t 

soddisfano al sistema differenaiale (84) scritto per 1' indice 1, i l  che ci dimostra 
che la superficie (Xi) ainmette ancora le curve (a, P) per asintotiche. Olt're a 
questo, col10 stabilire la relazione : 

ci si persuade che la retta XE, tocca la superficie (E), la medesima proprietà 
relativa alla superficie (9,) ricavandosi in modo analogo. Ora, considerando 
che i l  punto X I  B quel10 in cui i l  piano tangente alla (X) viene intersecato 
dalla retta x,x', di ï,, si avrà a l  tempo stesso la  conferrna Che: Col metodo 
accennato, cioè integrando i l  sistema diferensiale (841, si ottengono le pi& gene- 
ral i  covtgrzcenze W con a, p parametri asintotici delle falde focali ed aventm i 
rispettivi fuochi sulle rette corrispondenti d i  I' e d i  r,. 

Per  le cose teste esposte dovevansi escludere le particolari superficie (E) 
trattate al numero 5. A proposito di queste, possiamo aggiungere un'osserva- 
zione che pare importante: L a  schiera delle superficie (E) con cui viene ind i -  
viduata l a  strafificaaione della congruensa r con u n a  pua lwque  l', , appurte- 
mente quale sua owaoloya ad un nuovo ciclo d i  LAPLACE dedotto dall' originale 
per mesao d i  una Bk, si determina integrando i l  sistema differenziale (84) nella 
condisione speciale che sia nul la l a  costante che forma i l  secondo membro dellu 
relasione quadratiaa (85). Affinchè la Bk, applicata a2 ciclo, risulti  reale, occorre 
che si abbia Ici > 1. Procedendo alla verifica, facciaino corne sopra p = - y/$. 
Deriviamo col tener oonto delle dne prime (84) ed ~sservia~mo che la supposta 
relazione omogenea 

2 z (P,cpfi = y2 -1- y'* + 2cyy' 

con 2ab = a" bZ = 1, pub scriversi ne1 modo seguente : 

onde, assunto un fattore t, avremo le formule: 

Orbene da queste segue immediatamente la  equazione di RICCATI (65) per 
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la funaione p, mentre le tre rimanenti relaaioni (84) portano all'equaaione 
di RIOCATI (56) da  soddisfarsi colla t e da cui venne definita l'operaaione 
B(a, b) = Bk. D' altronde, come era prevedibile, riconosciamo essere la  (87) 
attualmente in difetto, avendosi cp, = O ,  cp' = 0. 

7. Sistemi di qriadrilateri sghembi connessi alle deformwte del parabo- 
loide rigato genersle. - Le equazioni differen~iali (84) alle quali ci ha  con- 
dotti il problema del numero precedente possono riguardarsi da un altro 
punto di vista. Dimostreremo che : Da1 sistema differenziale (84), nell' ipotesi 
Ici < 1 e per un' opportunu scelta dei valori inixiali, viene a dzpendere la costru- 
xione della superficie applicabili sut paraboloide iperbolico generale, le linee (a, p) . 

essendo ancora le asintotiche. 
Scriviano, per inaggior chiarezza, nuovamente il sistema: 

e partiamo da una coppia di solnzioni 9, 9' soddisfacente alla relazione: 

(90) 

BisognerL assodare che ln forma differenziale quadratica 

generaliaaazione della/46), definisce anche qui in modo intrinseco una sfera (XI 
di raggio 1. A ta1 fine, notando che con Ici < 1 diverrd e > O, f > O, eg-fg> O ,  
indicati con e,  f, g i coeffficienti della forma (91), esprimiamo la curvatura: 

con 
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44 H. JONAS: l~i!owo ad una classe aotevole di cicfi forntccti da qzw?tro 

e da qui K= 1. Conosciuta la, sfera (3) sulla quale, per 1' essere f/4,= c, 
le linee (a, p) tracciamo un sistema isogonale, ne deduciamo 5, y, 7, v', 5, 51 
mediante le formule seguenti che ora tengono luogo delle (47): 

in  guisa da completare il gruppo delle soludoni linearmente indipendenti del 
sistema (84). Dalle (92), la  somma estendendosi alle tre lettere, discendono le:  

(93) ZEe=Qe+ 1, r i y = W +  1, Zky=$.W-c, 

mentre la  seconda e la terza riga delle (48) restano inalterate: 

il punto 3 gi~cendo sulla stessa sfera unitaria EXg = 1, ed assegniamo come 
superiormente sull' interseaione dei piani tangenti i due punti : 

Conserveremo le notadoni I' e C per le congruenBe delle rette xx f  e kg. 
Prima di discutere la figura formata di Y e C, giova c~ns ta t~are  che con- 

temporaneamente viene fornita da  tre quadrature 

(97) X* = (t'da + SdQ1) I 
una superficie (x*) d'elemento lineare 

(98) 2 ( d ~ * ) ~  = (r2 + 1)dW + 2129.9' - c)d9dB1 + (9' + 1)dW2, 

la quale è dunque 1' annunciata deformata del paraboloide rigato generale : 

Sembra superflu0 riportar qui la  verifica, priva di difficoith, che riguarda le 
asintotiche. Avvertiamo perb che, resta,ndo la deformaeione d i  prima specie, 
il sistema coniugato permanente sarà, pure dato da a t. P = cost ; esso corri- 
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Sponde alle sviluppabili delle oorigruenze I' e C. Sussiste peraltro la  proprietà 

che i raggi X e x della sfera di centro O sono paralleli d l '  asse del para- 
boloide ne1 rotolamento sull' una e l'altra faccia della deformata. 

Ci resta da esaminare i l  modo secondo cui si scompone nell' attuale gene- 
ralizzazione il nostro ciclo di LAPLACE, legato esclusivamente al caso del 
paraboloide iperbolico equilatero. Vediamo anzi tutto che si  conserva la  strati- 
fica,bilità unilaterale della congruenza I' con l a  C, come anche la  formula (53) 
che definisce la schiera delle superficie (x[~J!l). ,Ora, fissando due qualunque 

valori di x, b bene evidente che il quadrilatero sghembo x [ x i l ~ x [ x ~ ~  verrà Sem- 
pre a descrivere un sistema dotato della proprietà che i lati sono tangenti 
comuni alle superficie luogo dei vertici. Fra  questi sistemi ne esistono due, 
in generale distinti e confondentisi per c = O ne1 ciclo di LAPLACE, quelli 

cioh generati dai quadrilateri ~ % E ' x  e x[c].%?dl~c~X, avendosi: 

Si consideri difatti sopra le superficie (x) e (x') i doppii 
oramai non coniugati. Le loro tangenti non omologhe, 

sistemi di curve (a, P), 
come facilmente desu- 

mesi dalle (90), (96)' concorrono nei punti e X della sfera. I n  connessione 

del tutto analoga stanno i sistemi isogonali (a,  P) segnati dai punti e 
sulla sfera, essendo xtll" e xt" i punti d' incontro delle tangenti, i l  che si 
dimostra subito per mezzo delle (92). È da notarsi intanto che ambedne i 
sistemi appa,rtengono ad una classe importante ed a'bbastanza generale, pre- 
sentandosi quando per una coppia di superficie coincidano i piani osculntori 
non omologhi alle ciirve (a, P) di riferimento. Tale classe, secondo un teorema 
stabilito nella mia Memoria citata nella nota (6), gode della notevole proprietà 
che le rette congiungenti i punti e formanti in tempo stesso le  interseaioni 
dei piani osculatori percorrono una congruenza W con a, parametri asin- 
totici delle falde focali; cib che vale adunque per le congruenze T e C in 
discorso. I n  quanto alla giacitura relativn dei due quadrilateri, aggiungiamo 
la  osservazione che le qnattro tangenti alla sfera uscenti rispettivamente 

da ciascuno dei punti e X si ordinano in due coppie mutualmente perpen- 

dicolari. Per  convincersene, senza calcoli, bastn riflettere che p. es. la  %x e - 
la  % d ' i ~ l ,  di direaione x, e X, ,  sono tangenti alle curve sferiche corrispon- 

denti alle sviluppabili della congruenza di raggio %r, per cib coniugate, vale 
a dire ortogonali. Avverhmo da ultimo che qui ancora le congruenze r e C 
sono R e che le sei quantitii 

9.5' - 9'5, .., , 7s' - Svf, ... 
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(circolando le lettere 5, y, 5 )  figura.no come coordinate omogenee di retta per 
la congruenza r, le due terne scambiandosi fra di  loro, con opportuna scelta 
di segno, ne1 passaggio alla C. La equazione di LAPLACE soddisfatta dalle 
coordinate di rette, conformemente al menzionato teorema di DARBOUX, risulta 
del tipo di MOUTARD: 

coincidendo cos1 con quella associata alle asintotiche della deformata (x*), 
per le  quale la direzione della normale e data da1 vettore T E ' -  5 ~ ' .  Riguardo 
a117 altra terna 8-51 - 9'5, ... si constata che essa rappresenta la direzione nor- 
male alla superficie ausiliaria: 

riferita del pari alle esintotiche (a, P) e che viene generata da1 punto d'inter- 
sezione del piano tangente alla deformata (x*) coll'asse del paraboloide roto- 

lante. I l  legame geometrico esistente rispettivamente fra le superficie (CE"), (&) e 
le congruenze C e I' é quella ben nota reciprocità di superficie R e congruensa R, 
caratterizzata da1 parallelismo della normale all'una colla retta de117 altra, pro- 
prietà che sussiste, e ci06 invertendosi, per le tangenti alla rete R, formanti 
congruenze R, e le falde focali della congruenza R, formanti superficie R, in 
modo da mantenersi indefinitamente nell' applicazione successiva della tmsfor- 
mazione di LAPLACE. 

8. Determinazione delle coppie di sistemi sferici corrispoiidentisi con 
coincidema dei piani osculatori non omologhi. La ultima parte della nostra 
ricerca sarà dedicata ad un problema che 6 spontaneamente suggerito dai 
risultati or ora conseguiti: Trovare i pi& generali doppii sistemi di curve, 
tracciati sopra una medesima sfera e per cui si confondano i piani osculatori 
non omologhi ed in conseguenza i rispettivi circoli osculatori. Riusciremo a sta- 
bilire che il caso segnalato al numero 7 ne abbraccia la soluzione completa, l a  
proposizione da  dimostrare enunciandosi cosi: I sistemi sferici richiesti sono 
tutti e soli puelli dedotti dalle deformate del paraboloide rigato, costruibili col 
rappresentare le asintotiche (a, P) sulla sfera per mexzo di raggi paralleli ail' asse 
del paraboloide rotolante sull' una e l'altra faccia. 

Per  la verifica, alquanto lunga, riesce utile studiare in primo luogo la  
rappresentazione della sfera sopra se stessa per la quale snll' intersezione dei 
piani tangenti vi abbia almeno un punto descrivente una superficie il cui piano 
tangente passi per la corda di contatto. Indichiamo coi vettori X e X', fun- 
zioni di una medesima coppia di variabili, i due punti della sfera EX2 = 1, 
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trasforlnuzioni di Laplace ne110 spcuio ordirccrrio 47 

effettuando cos1 un cambiamento di notazione in vista della maggiore gene- 
ralita dell' attuale questione. il punto generioo x sull' intersezione dei due 
piani tangenti pub espriinersi mediante u n  parametro o ne1 modo seguente: 

1 
x= - [X + X' - o(YZ1 - ZY')], cos 20 = 2 XX'. 

2 cos2 0 

hffinchb il piano zXXf, colla direaione normale data da1 vettore: 

o(X - t X') i- YZ' - ZY', 

diventi piano tangente ad una superficie (z), occorre che si abbia: 

do  - - - l Z (YZ' - ZY1)(dX + dXf). 
a' + 1 - sin-0 

Di qui, ammessa la  integmbilith ed essendo o0 una soluaione particolare: 

a = --- =O + ( C  = cost). 
1. con 

Dunque: Perché nella rappresentcczione della sfera sopra se stessa esista uaa 
superficie (x) colle rette xX e xX' tangenti colnuni alla sfera ed alla (x), e 
necessario e sufficiente che l' espressine 

risulti un differenziale esatto. llla allora ui è nna sewzplice infinitic di tali 
superficie, sicchè la congruenza generata dall' interseaione dei piani tangenti 
sarà stratifiabile unilaterak~ente con quella delle co~de di contatto XX' ( 1 3 ) .  

Due qualunque delle rispettive tangenti alla sfera uscenti da1 punto X O da1 
punto Xf fanno angolo costante, cib che si verifica in base alla (102), essendo: 

- t_l - & 1 = sgn (1 - Cao). 
Vcztl '  

('3) L a  condisione equivale a quella avvertita nella Xenioria citata nella nota (2) pel 
caso della quadrica riferita ai parametri delle generatrici rettilineo, corrispondendo u, u 
e u', v' ai due punti, la quale consiste in cib che 

du clv 
w t - U  2)'-V 

deve essere differenpiale esatto. 
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Ora, considerando che il piano xXXr è osculatore alla curva sferica toccata 
dalla retta Xx e che un primo sistema di tali curve sferiche potrà scegliersi 
ad arbitrio, riconosceremo che : L a  rappresentazwllone richiesta dalla sfera soprn 
se stessa pub operarsi mediante le rette intersezioni dei p iani  osculatori d i  un 
qualsiasi doppio sisterna isogonale d i  curve sferiche. 

Dopo cib, per rieolvere il problema propostoci al principio del presente 

numero, designeremo con X, X i punti della sfera descriventi due sisterni (a, P), 
esigendo dunque che per questi si confondano i piani osculatori non omologhi. 
Segue da quanto f u  previamente osservato che tali sistemi sono isogonali e che 
vale la  stratificabilith della congruenan I' colla C. Inoltre, col riportarci all'ar- 
gomentaaione utiliaaata al numero 7, concludia~no che anche le superficie (x) 
e (XI), luoghi dei punti d'incontro delle tangenti alla sfera, uscenti dai punti 

XI e ortogonalmente a quella dei sistemi ( a, P), appartengono alla schiera 
della stratificadone e che, di più, le curve di (x) e di (x'), toccate da queste 
tangenti, costituiscono ancora due sistemi (a, p) a piani osculatori comuni. 
Con cib il nostro problema si riduce all'altro: Costruire le c q p i e  d i  super- 
ficie (x) e (xr), riferite alle curve (a,  p), per cui concorroszo le tangenti non omo- 
loghe verso i due , p u n t i  x e x della sfera uni taria d i  centro 0, p u r  essa toc- 
cata d a  queste tangenti. 

Pacciamo come manifestamente é lecito: 

(105) Z 5 G 8 2 +  1, E512=81Z+ 1, 

notando che, in virtù delle (105), i valori assolutori di  '1, e d i  '/,, significano 
i segmenti tangenziali rispettivamente frit i punti x e X' e la  sfera Z X L  1. 
Affinchè la  retta x~ sia tangente alla sfera ed in  tempo stesso tangente di 
direzione x, alla (x), deve aversi: 

indi per effetto della (105) : p = Proseguendo questo ragionamento, giun- ' 
geremo a stabilire le formule: 

completate dalle relazioni 
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Derivate le (105) e tenuto conto delle (108)) verrà: 

con c costante. Avvertasi intanto che jcl < 1, poichè, indicando w 1' angolo 

format0 dalle rette Xx; zz', risulta con semplice calcolo: cos w = t- c, 
z!= 1 = - sgn (9.9') ; evidentemente e da escludersi 1' ipotesi I C I  = 1. 

Dobbiamo ora esprimere le. derivate seconde d i  5, y, t;, 9 per menno delle 
quaderne 5, Y, E x ,  Se ecc., il determinante 6 = (5, y, c, , SB) non potendo esssere 
niillo. Pe r  tale scopo torna agevole l'uso del soinmatorio S esteso alle quattro 
lettere, l'ult,imo termine prendendosi col segno mutato, onde invece delle (105) 
(1 IO), (1 Og), (107) scriveremo più brevemente. 

hggiungiamo le relazioni dedotte per derivaaione 

Notando che con 8 + 0 si ha necessariamente SS,ts + O, le formple volute, 
deducibili dalle (112)) presentano 1' aspetto seguente: 

e concordano cosi col fatto che i piani xzx' e x%' riescono piani oscula- 
tori comuni alle curve (a, p) descritte da; punti x e x'. Occorre paragonare 
alle (113) la relaaione tratta dall' uguagliare i due valori di calcolati dalle 
(1081, il che ci darà: - 

(114) 
72, A - h ---. 
h " h  

Dopo di cio, per condurre a termine l'attuale ricerca, basterebbe formare le 
condizioni di integrabilità pel sistema (113); dovremmo perb, come ci si per- 
suade col calcolo effettivo, supporre c +  O. Per  evitare tale restriaione, giova 
prima invocare le relaaioni : 

da cui, derivando la seconda e la teraa rispettivamente rapport0 a u ed a P, 
avremo : 

1 1 
S5*,Sf- - SS& =O, S S p p S '  - , sg,c,3 =O, 

h 

A n ~ a l i  d i  Matsmatioa, Serie IV, 'L'omo XVIII. 
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Delle eqiiazioni fornite dalle condizioni di iiitegrabilità conviene notare in 
primo luogo le due: hp = O, v, = O. Esse, coll'aver rignardo alle (113) rendono 
manifesto che si pu6 dispome delle variabili a,  P in modo da ridurre A e v 
all' unità positiva O negativa. Anzi di più, cangiando all' occorrenza i segni 
di 5' e di c, sa& ammissibile di fare p. es. v = 1 e porre A = E' = 31 1 ("). 

Segue allora dalla teraa (114): h = ~ ' h .  Resta finalmente come sola condi~ione 
da soddisfare la equazione a derivate parziali imposta alla funzione h: 

E' 
(log h),B= h -  -- 

h ' 

Vale adunque il sistema differenziale sotto la  sua forma definitiva: 

col17 aggiunta delle relazioni ( I l l ) ,  compatibili, poichè, aminesso E' = 4- 1, 
abbiamo ritrovato appunto il sistema (91)) (93)) (94) del numero 7. Osserviamo 
d' altronde che la  estensione al caso E' = + 1 risponde soltanto all' altra ipo- 
teri, ivi trascurata, che le sviluppnbili delle congruenze I' e C risultino iinina- 
ginarie coniugate, date allora da a f iS = cost , vale a dire che l7 associata 
deformaaione del paraboloide rigato (99) sia di seconda specie. Cosi trovasi 
compiuta la prova della nostra assemione. 

(14) Distinguendo per tale denotazione la E' = * 1 dalla .s = * 1 che figura con aliro 
significato ne1 sistenia (26) del no 2. 
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Determiiia,eioiie e studio di superficie di S, 
le cui linee principali presentano uila notevole pnrticolarità. 

Memoria di PIERO BUZANO (a Torino). 

Siinto. - Ridottasi l a  ricerca dei 5-tessuti d i  curue piane d i  rango massimo a quella d i  super- 
ficie d i  S,  con 5 sistemi d i  linee (principali) ad iperpiano tangente fisso, l a  detervnina- 
aione d i  ta l i  superficie, già effettuata in parte da1 BOL e da1 TERRACINI, riceve un 
nuovo contributo da1 presente lavoro con l a  scoperta d i  due soluzioni particolarmelzte 
notevoli. Per ta l i  soluzioni vengono rilevate proprieth proiettivo-differenziali dei sistemi 
di linee principali  e proprietà. topologiche dei corrispondenti 5-tessuti. 

Introduzione. 

La presede riceïca si ricollega a due recenti Note del TERRACINI (') 
« su una possibile particolarith delle linee principali di una superficie ». 

Essendosi diinostrato (') che la ricerca dei 5-tessuti di curve piane di rango 
niassimo si riconduce a quella delle superficie di S, dotate di cinque si- 
stemi w' di linee (necessarianzente principali) tali che i piani tangenti nei 
punti di ciascuna di esse stanno iu un S, e avendo il BOL (3) dato un esempio 
di tali superficie, fu posta da1 BOMPIANI (9 la quistione di stabilire se la 
supe~ficie del BOL fosse l'unica a godere deila proprietà indicata. Inoltre il 
BOMPIANI (') osservi) che in ogni cas0 sulle superficie in quistione ciascun 
sistema'di linee principali doveva esser segato dagli S, di una sviluppabile 
(compresi i casi degeneri dei sistemi conici). 

Alla domanda posta da1 BOMPIANI rispose negativamente il TERRACINI, 
nelle Note suddette, lasciando anzi adito alla convinzione che la  classe delle 
superficie cercate dovesse essere notevolttzente vasta. Poiche la determinazione 
globale delle soluzioni si presentava estremamente difficile, il TERRACINI 

( 1 )  Nota 1 e Nota II a Rend. Iiincei n, S. ôa, 2" scm. 1937. 
( 9 )  W. BLASCHKE, Ueber die Tangenten eiaev ebenen K w w e  fünfter Klasse (!P. 50), = Abh. 

Nathem. Sem. Hamburg *, 9 (1933). 
( 3 )  Ueber e i n  bernerkensrver-tes Fiinfgewebe itz der Eberae (9. 64), bbh. Matheni. Sem. 

Hamburg s, 11 (1936). 
(9 Rzcerche sulle superficie del10 spazio a cinque dimensiorci e nuove caratterissaaioni 

della supevficie d i  Veronese (in collab. con E. Bortolotti), a Matli. Zeitschr. D, 42 (1937). 
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pensb di staccarne a priori una parte mediante qualche adtra condiaione 
geometrica e precisamente imponendo che tre dei sistemi CO' di linee richiesti 
fossero sistemi conici, ossia segati sulla superficie ciascuno da  oo' 8, passanti 
per un piano fisso, coi tre piani vertici dei coni appartenenti  a d  un medesimo 
iperpiano 8,. La particolarizzazione del TERRACINI appariva suggeri ta dalla 
duplice circostanza di esser verificata, per l'esemyio del BOL e di condurre 
a notevoli semplifi&zioni da1 punto di vista analitico. Cosi delimitato i l  pro- 
blema, il T E R ~ A O ~ N I  trovb oltre a quella del BOL tre nuove soluzioni con 
cinque sistemi dis t int i  di linee principali : due delle soluaioni risultarono 
algebriche, a n d  raaionali. 

Adottando 10 stesso punto di vista del TERRACINI io mi sono proposto di 
determinare altre solu~ioni modificando la  condiaione geometrica scelta per 
circoscrivere i l  problema. Mi sono quindi proposto la  determinazione delle 
superficie d i  S, che amrnettono cinque sisterni CO' d i  linee (principali) con iper- 
piano tangente f i s o ,  tre dei quali  coniç i ,  ossia segati d a  oo' S ,  passanti  per un 
piano fisso, coi tre p i a n i  vertici dei coni a due a due incidenti  (secondo punti) 
ma u o ~  contenuti in u n o  stesso iperpiano S,. 

La particolarizzazione da me scelta non pub più essere giustificata con 
la  conoscenza a priori di un esempio che assicuri l'esistenza di soluaioni, 
ma si presenta tuttavia in modo spontaneo dopo la ricerca del TERRACINI. 
Da1 punto di vista analitico invece, le semplificazioni ottenute con la mia 
condi~ione .non sono altrettanto notevoli cosicché la  determinazione delle 
soluzioni presenta ancorn rilevanti difficolth e laboriosi sviluppi corne risul- 
terà da1 seguito. Nonostante tali difficolth sono riuscito a dimostrare clle vi 
sono due sole superficie soluzioni (proiettivamente distinte) trascurando natu- 
A m e n t e  le superficie con ~ i s temi  di linee principali non tutti distinti. Le 
superficie trovate non sono algebriche e sembrano presentarsi per la prima 
volta in questa ricerca: i due altri sistemi di  linee principali che si hanno 
su di  esse, oltre ai tre già supposti conici, risultano segxti da S:, tangenti a 
coni di 2" specie (passanti quindi per la  retta-vertice). Le due soluzioni danno 
poi luogo, con le  iinmagini piane delle loro linee principali, a dei 5-tessuti 
topologicamente distinti da qnelli del BOL e del TER,RACINI: di  essi ho deter- 
minato le terne a configuraaione esabonale e ho dato dei nzodelli clle mi 
sembrano notevoli. 

La ricerca si divide in quattro parti. Nella la parte traduco analitica- 
mente il problema e trasformo le condizioni ottenute giungendo a un certo 
sistema d i  equazioni dif fwenziali .  Nella 2& parte discuto e riduco il sistema 
precedente valendomi delle condizioni d i  integrabilità. Nella 3% parte completo 
la  risoluzione del sistema determinando tutte le soluaioni. Nella 4" parte svolgo 
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alcune considerasioni geo~>zrztriche snlle solnzioni trovate e sui 5-tessuti a cui esse 
danno luogo: le proprieth più salienti sono esposte in un breve riassunto finale. 

Tutta la ricerca si svolge ne2 campo analitico. 

PARTE PRIMA 

Traduzione del problema in un sistema 
, di eqnazioni differenziali. 

Riferendoci alle generalità indicate da1 TERRACINI (op. cit., Nota 1) per 
la determinazione delle superficie che possiedono cinque sistemi coi di linee 
con iperpiano tangente fisso, ricordisrno anzitiitto che se sopra una di tali 
superficie, 2,  adottiamo le linee di due tali sistemi corne linee u e v, essa 
apparirii integrale di un sistema alle derivate parziali del 3" ordine del tipo: 

dove a, P, ..., W, p  sono'funaioni di u e v e non abbiamo scritto csplicita- 
mente i termini in x e nelle derivate prime. Si  dimostra allora che, posto 

dv 
T = -  , gli ulterieri tre sistemi di linee principali si hanno integrando l7equa- 

du 
zione differenziale : 

i2) A - I - B T + C T ~ $ - D T ~ = O  
dove si & posto: 

(3) A=P;  B = 3 6 - 3 y - a ;  C = 3 A - 3 y - p ;  D = w .  
Affinchh i tre nuovi sistemi di linee principali siano distinti dai due 

precedenti occorre che sin : 

(4) P*O, m + o ;  
affinclib siano distinti fra loro occorre che sia diverso da zero il discrimi- 
nante della (2) come equazione cubica in T ,  che non staremo a. scrivere. 

Imponendo che le linee principali dei tre ulteriori sistemi definiti dalla (2) 
siano esse pure ad iperpiano tangente fisso il TERRACINI perviene a condi- 
zioni che noi trascrivia,mo ne1 seguente modo (formalmente poco diverso) : 

1 Du -+ 3D(2y - A) D O 
Du + C, + 3D(p + u - 26) + 2C(2y - A) C D  
C,, + B, - 3DS + 2 C(p +- a - 28) c B(2y - 1,) B C 
B,+A,-2CS 1 - B ( p + a  -26) A B  

Au - BS O A 
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Ora imponiamo una parte clelle nostre iilteriori coiidizioni e cioP che le 
linee 1~ e v siano contenute in S, passanti per due piani fissi n, e x , ,  inci- 
denti in un punto. Si  pub supporre che alcuni vertici della piramide fonda- 
mentale siano scelti in modo che sia x ,  = (A,, A,, A,), xl  r (A,, A , ,  A,) e allora 
- sostiluendo ai  parametri u e v loro opportune funzioni - si pub adottare 
per la  superficie Z la seguente rappresentazione parametrica : 

(6) 2,:x,:x,:x,:x,:x, s= 1:u:v: U(u): V ( v ) : y ( u ,  v) 

dove rzessuna delle tre funzioni U, Q deve essere lirpeare, affinchè Z non 
stia in uno 8,. Si possono ora. calcolnre in basse alla (6) i valori di a, p, ... , w, p 

e si ottiene : 

(Puua 1 - 'XP v . (9) 6=-,  - , (10) P = Y U U U  V u u  Qvav (Pvv . a - ,  O-- P-7 

Y u  v vJuv 'Puv Q UV Q u a  (Pua 

le (7) dicono che a B funaione della sola u e p funzione della sola v ;  le (9) 
dicono che 6 ,  = A,. Se nella (5) sostituiamo i valori (3) tenendo presente l a  (8) 
e inoltre sommiamo alla 1 a colonna l a  2" moltiplicata per 3A e la 3" inolti- 
plicata per 36 - a, otteniamo : 

Completiamo ora le nostre ipotesi chiedendo che vi sia un 30 sistema di 
linee principali segate da S, passanti per un pia.no fisso x, incideute a x ,  e x,  

ma non appartenente a l  loro 8,. Non B restrittivo siipporre n, = (A,A4d5) e 
v allora le linee principali suddette saranno le - = cost. e la funzione cp(u, ~j 
U 

dovrà, soddisfare d l 7  equazione : 

(12 )  Ucp, +- vqv - (P = o. 
Derivando due volte la  (12) e tenendo presenti le (10) e le (9) si ricava: 

ora per seinplificare /3 e w conviene porre: 

(13) cpuv  = eeuvU"V" (dove 9 B una funzione di u e v), 
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06 P. Buza~o :  Deterrr~irtazione e studio cEû superficie d i  S, 
- -- - 

inoltre conviene fare un cambiamento di variabili ponendo: 

opportune trasformazioni (tenuto conto della (20) e delle sue derivate) alle se- 
guenti tre equa~ioni : / 

(19) u = e W ,  v = e z .  
Allora la (16) diventa: 

la (23) è somma di (dl) e (22) e si pub quindi abbandonare (7. Siamo cosi 
ridotti al10 studio del sistema costituito dalle equazioni (20), (21), (2%) dove 0 é, 

funzione di tv e z, S funzione della sola ni e T funzione della sola O. 

(20) 

PARTE SECONDA 

1 
0,+0,+-S+ ? T = O  9 2 1 

Discussione e riduzione 
del sistema. di equazioni dlfferenziali. 

e la (17), ove si annullino i tre minori contenenti la 

0,w 0, * Le equazioni (21) e (22) sono lineari nelle derivate logaritmiche - e - . 
Brn 0 2  

da esse si possono dunque ricavare tali derivate se il deterininante dei coeffi- 
1 

cienti che vale - (S - T)' è diverso da zero. Esaminiamo subito il cas0 ecce- 
4 

zionale in cui esso si annulla. In  ta1 caso, essendo S funzione della sola 1.0 

e T funzione della sola O, si deve avere: 

S = T -= cost. (e le (21) e (22) coincidono). 

(6) Una ridusione del numero delle condizioni era  presumibilo a pl-iori, dato che per 
uno dei sistemi definiti dalla (2) e ra  gih assicurata la validità della proprietà in  marne. 
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v .  
Dico che in ta1 caso - è radice alsneno doppia della (2) (7 e quindi il caso 

U 

B da  escludere poichè corrisponde a superficie in cui almeno due sistemi di 
linee principali coincidono fra loro. Infatti, tenuto conto di (3), (8)) (14)) (15), 
v 
- è radice almeno doppia della (2) quando 3u0, -+ 3v0, + ~ U U  + 4vp + 9 = 0; 
U 

ma da questa e dalla (16) si ricava uu - up = O  che per le (18) equivale proprio 
a S = T = cost.. 

Escluso pertanto il caso del deterininante nullo, risolviamo il sistema 

0ntm 6sz (21), (22) rispetto a - e - e avremo : 
8, 0,  

O z ,  - 2StuT + Tz(T - 3 s )  S(1 + T )  Soz+ T0,u 
- - - 2  oz (T-  S)" T - S  T-S ' 

Dalla (20), eliminando O,, fra le sue derivate rispetto a w e a z, si  ricava: 

sostituendo in questa per O,, e O,, i valori tratti rispettivamente da  (24) e (25) 
e tenendo ancora presente il valore di O ,  + 0, dato dalla (20) si ottiene : 

2TzS + Sgv(S - 3 T )  + T ( l  - T )  1 (T-  15')~ T - S  

La  (20) e l a  (27) sono Eineari in  0 ,  e 0, : da esse si possono ricavare 0, e O,  se 
i l  determinante dei coefficienti 13 diverso da zero. Tale determinante vale: 

Supponiarno ora A + O : il caso A = O verrà esaminato in seguito. Allora 
da (20) e (27) si  ha  : 

(7) Selnplice 10 b già in ogni caso in virtù della oondizione (16) che si suppone verificata. 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XVIII. 8 
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58 P. BUZANO: Determinazione e s tudio d i  superficie d i  S ,  

Conviene ora introdurre dueifunnioni s(S) e t (T)  tali che sia: 

(31) S,=S(S-l)-+s, T z = T ( T - 1 ) + t ,  
cosicchb le (-9) e (30) assumono la seguente forma: 

1 valori (32) e (33) si possono ora sostituire nei secondi membri di (24) e (25) 
che, tenuto conto anche delle (Si), diventano: 

O " m  - -- 
O," 

- - (1 - S)(T2-SY)(t- s) + BS(C - s)' - 3s(T-S)(t -5) + 4ST(T- S)"3(T"S)'(sT-tS) 
(T- S)'(t - S )  

Noi dobbiarno ora studiare il sistetua costituito da (311, (3à), (33), (341, (35) (RI. 
Osserviamo ancora che dobbiamo supporre : 

T - S + 0  e t - s + 0  

in quanto si  6 già visto che non pub esseïe T - S = O, mentre la  seconda 
disuguaglianza corrisponde all' ipotesi A + 0. 

Ora facciamo intervenire le condi~ioni di inteyrabilità del sistema. Per 
brevità scriviamo le equanioni (321, (33, (34), (35) ne1 seguente modo: 

III) 

da 1) e II) si ha la condiaione : 

V )  Lz - M,"=o; 
da 1) e III) si ha : 

V I )  Lw - LH= 0; 

I l  fatto che le equazioni del sistema siano aurnentate di numero non dà qui alcuna 
noia: quel che importa 15 che esse si presentano sotto un aspetto pia agevole per la di- 
scussione. 
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da I I )  e I V )  si ha : 
V I I )  M , - M K = 0 ;  

ma noi sappiamo che sommando 1)  e I I )  si ha identicaqnente: 

da cui : 

cosicchb V I )  e V I I )  assnmono il seguente aspetto: 

snttraendo queste membro a membro si ha:  

ma il secondo membro della X )  è identicamente nul10 in virtù della (26) che 
è già verificata (9). Quindi la X) si riduce alla V )  che è pertanto conseguenaa 
di V I I I )  e 1x1:  si conclude che delle tre condizioni V),  V I I I ) ,  I X )  ana pub 
essere abbandonata. Percib noi scriveremo ora per disteso le  condizioni V) 
e I X ) ,  tralasciando la  V I I I )  (che d'altro lato si  deduce dalla I X )  con ovvi 
scambi di lettere). Indicherelno con s' e t' le derivate d i  s ( S )  e t(T) rispetto 
a S e T assunte  corne nuove uariabili. Otteniamo per le due condi~ioni 
suddette : 

(37) t ' (TZ - T+ t ) [ 4 S T  - 3 ( T  + S)s](T- S)3 = 
= (T -  S)(T" T + t )  1 (T - S) - ( t  - s ) ( 4 S  - 3s) - 4 S Y ( t  - s ) ~  + ( T  - S)yt - s)" + 

+ { (T - S ) [ 4 S T  - 3 ( T + S ) t ]  + 4 T e ( t  - s) 1 { (1 - T)(T" S 2 ) ( t  - s) t 
+ 2 T ( t  - ~ ) " 3 t ( T  - S)(t - S )  + 4ST(T-8)'-3(T"SSe)(sT-tS) \. 

Ora emerge tutta l'opportunith di aver eseguito le posizioni (31)  perché 
in ta.1 modo siamo giunti a due condizioni in cni di tv e a non c'é più traccia 
e che devono servirci a determinare le fumaioni s (S) ,  t(T). 

Lo studio delle condizioni (36) e (37) appare ancora notevolmente corn- 
plesso, quindi noi cercheremo di valerci n o n  delle (36) e (37)  direttamente, 
ma piuttosto di  loro conseguenae meglio utilizzabili. 

- 

(9) Lo s i  pub controllare anche materialmente con un calcolo piuttosto lungo. 
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60 P. BUZANO: Determiuznzione e studio di supevficie di S ,  

Prernesso che le (36) e (37) devono essere delle identith in ,S e T e che 
queste vi compaiono come varia.biii indipendenti, è lecito trarne ilelle conse- 
guenze per T = S ( ' O ) .  L a  (36) e la  (37) per T =: S danno subito: 

ossia s e d sono una stessa funsione, di cui perb nelle (36) e (37) compaiono i 
valori s e t calcolati in  corrispondenza a differenti valori S e T della variabile., 

Ora dividiamo la  (37) per ( T - S ) 3  e poi facciamo nuovauiente T =  S :  
il l0 membro 6 senz' altro divisibile per ( T -  S)3, il 20 invece diviso per (T- S)3, 
ove si tenga conto della (38)) si  presenta per T=S sotto forma indeterminata; 
tuttavia si pub effettuare il passaggio al limite per T = S con gli ordinari 
metodi del calcolo differenziale, di fronte ai  quali l'indeterminazione scom. 
pare. Si  perviene in t d  modo ad una condizione, consegueiiza di (37) e di (38), 
che si spenza nelle seguenti : 

Dunque le funaioni s(S) che ci interessano sono da cercnrsi fra quelle cùe 
soddisfano la (39) oppure la (40), restando poi da verificare che soddisfino 
la (36) e la (37) di cui si B tenuto conto solo in parte. 

Esaminiamo prima le solueioni della (39) : questn 6 un'equazione diffe- 
renziale lincare del 10 ordine in s che integrata d h :  

dove c è una costante arbitraria. Pe r  la (38) si lia poi: 

Ora, corne si  é detto, bisogna sostituire i valori dati da (41) e (42) nelle (36) 
e (37) e vedere se si  ottengono del!e identità in S e T.  Sostituendo in (36), con 
un calcolo che non staremo a riprodurre, si perviene a stabilire che per avere 
un' identith occorre e basta che sia c = O. Allora le (41) e (42) si  riducono a : 

Si vede poi che per tali vitlori di  s e t anche la (37) risulta identicamente 

('0) Non sarebbe invece a priori lecito il dedurre delle conseguenm da (36) e (37) per 
particolari valori delle vsriabili, ad es. per S=O, non potendosi escludere che la fiin. 
~ i o n e  s(S) abbia proprio per S=O una singolarità. 
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soddisfatta, mentre il sistema delle equaeioni (31), (32), (33) si ~ i d t s c e  a , :  

e le (34) e (35) risultano di oonseguenza verificate. Abbiamo cosi operato la 
preannunciata ricluzione del sistema delle nostre equazioni differenzisli: quel10 
ora ottenuto non presenta pih sostanziali difficolta e ad esso torneremo nella 
parte terza. 

Esaminiamo ora l'equaaione (40). Si  tratta di  vedere se fra le  sue solu. 
zioni ce i l7& qualc.una che soddisfi anche a,lle condiaioni (36) e (37). Ora ve. 
dremo che cib  non pub essere, dimostrando che dalla (36) si  pub trarre una 
conseguenza ohe è incompatibile con (40). A tale scopo dividiamo la (36) per 
(T-S)" poi facciamo T= S :  i quozienti che si  ottengono, tenuto oonto 
di (38), si presentano per T = S  sotto forma indetermiriata, tuttavia anche qui 
si pub facilmente effettuare i l  passaggio a l  limite con gli ordinari mezzi del 
calcolo differenziale e si perviene cosi alla condizione: 

Dico che la (40) 6 incompatibile con la (46) ("). Derivando la (40) ed eli- 
m i n a d o  opportunamente sr', s'", s'vfra l'equazione ottenuta, la (4G) e la  (40) ("1, 
si pervieni: con calcoli alquanto lunghi alla seguente equaaione, conseguenza 
(algebrica e differenaiale) di  (46) e (40) : 

basterà dunque dimostrare l'incompatibilità di (40) e (47). Ora eliminando s' 
fra (47) e (40) si ottiene la seguente equazione algebrica frn s e S: 

(45) 9s' + 48s3 t S?(21S2 - 46s  + 21)s" 
+ 2S"3S3 - 13s' + 13s - 3)s - 4S5(S - l)* = 0. 

(fi) Dopo qnanto s i  è detto circa l'equazione (39) è ovvio osservare che questa, a dif- 
ferenza della (40) B invece perfettamente compatibile con la (46). 

(i*) Le varie eliminazioni esegnite comportano I'eventiialitti d i  casi eccezionali i n  cni si  
annullano coefficienti d i  quantità da eliminare: si vede perb che anche tali casi non con- 
diicono ad alcuna soluzione. 
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- 

Basta quindi provare l1,incompatibilith di (47) e (48). Ora la  (48) definisce s 
come funzione implicita di S  e da essa si trae : 

eliminando s' fra (47) e (49) si ottiene una seconda equazione algebrica che 
qui indichiamo brevemente con : 

(50) F(s, 8) = 0. 

Si tratta ora di far vedere che (48) e (50) sono incompatibili : interpre- 
tando s e S come coordinate cartesiane in un piano, tali equazioni rappre- 
sentano due curve algebriche rispettivamente del 70 e del S0 ordine di cui 
bisogna provare che non havtno componenti comutzi (nè la  la 6 componente 
della 2 9 .  Questa dimostrazione, dopo di aver chiarito il comportamento delle 
due curve all'infinito e nell'origine, si pub fare esaminando le loro inter- 
sezioni con la, retta 2 8 -  3s = 0 che si presta opportunamente al10 scopo. 
Trattandosi perb di ragionamenti geometrici che per la loro delicntezza non 
sono suscettibili di un' esposiaione abbreviata, ci dispensiamo da1 riprodurli. 

Resta pertanto dimostrato che la (40) non conduce ad alcuna soliizione, 
cosicche, sempre supposto diverso da zero il determinante A dato dalla (281, 
il sistema da noi considerato si riduce îcnicawzente alle equazioni (44) e (45). 

Prima di passare al10 studio dei casi in cui A = O  vogliamo far vedere 
come dalle equazioni (45) si possa giB dedurre una notevole p~oprietà geome- 
trica delle soluzioni. Scriviamo l'equazione (2) dei t,re sistemi di  linee princi- 
pali clie si hanno oltre a quelli delle linee u e v ;  tenuto conto di @) ,  (14) 
e (15) essa diventa : 

v 
questa, in virtù della (16)) è verificata come gih sappiamo per .c = -:  divi- 

U 

v 
dendola allora per z - - si ottiene la  seguente equazione di 20 grado in 7 ,  

u 
che ci dB il 40 e 50 sisterna di linee principali che ancora dobbiamo deter- 
minare (i primi tre essendo gih noti): 

Ora cowdisione necessaria e sufficiente perche le linee principali dei dne 
sistemi determinati da (82)) uscenti da un generico punto della superficie, 
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separino annonicamente quelle dei sistemi conici u = cost. e v = cost., uscenti 
dallo stesso punto, 6 che in (52) si  annulli il coefficiente di 2 ossia: 

1 
che per le (18) e (19) equivale a : 0, = - - T ;  ma allora da  questa e da  (20) 2 

1 
si ha pure 0 ,  = - - S. Dunque le equaaioni (45) esprimono che nelle corrz'spon- 

2 
detmti superficie soluzioni le linee princippnli del 4O e 5O sistema, usçenti da 
ciascun p n t o ,  separano annonicarnente quelle del Io e 2O sistema (u = cost., 
v = cost.). 

Da tale proprieth si pub dedurre un' altra oonseguenza. Poichè nelle nostre 
ipotesi i tre sisteini di linee principali: 

v 1) u = cost. I I )  v = cost. I I I )  -=cost .  
u 

intervengono in modo simuzetrico, ne segue che esistendo delle soluzioni per 
oui il 40 e 50 sistema separano armonicamente il 10 e il 20, dovranno esisterne 
altre per cui 4O e 50 sistema separano armonicamente 10 e 30 oppure 20 e 30; 
e poiché le une sono date da1 sistema (44), (45) a cui si perviene per A =+ 0, 
le altre dovranno ottenersi quando A = 0. 

Occupiamoci dunque del caso in cui A = 0. 
I n  ta1 caso si possono avere soluziorii solo in quanto la  (27) coincida con 

la (201, ossia oltre alla oondizione : 

ottenuta annullando A, sussista pure la condizione: 

ottenuta annullando un altro minore della matrice dei coefficienti e termini 
noti delle due equazioni lineari in 0, e 0, [(20) e (Yi)]. Si tratta quindi di  
esaminare i casi in  cui va,lgono le (53) e (54). Da (53) si h a :  

(55) S , , = S ( S - 1 ) t c ;  T,= T ( T - l ) + c ;  

dove c é uiia costante. Sostituendo i valori di  S, e T, dati da (55) in (54) si 
ha (tenuto presente che T - S += O) : 

e derivando questa si ottiene : 

(57) (4T-3c )SW=0;  (4S-3c)TZ==;  
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da cui si deduce che O S  e T  sono entrambi costanti, oppure solo unu delle 
3 

due 6 costante, ma in ta1 caso ha i l  valore - c. 
4 

Se S e T sono entrambi costanti, nelle (55) sono nulli i pritni inembri 
e percib S  e T  sono radici dell' equazione di 20 grado : e2 - x + c = O ; si  
dediice che S + T = 1, ST= c' e quindi sostituendo in (56) si ha c= O. 
Dunque S I- T = 1, ST = O e quindi : 

$ = l  T = l  
oppure 

\ T = O  

Se invece solo una delle due quantità S, T 6 costante, supponiamo che 
3 

sia per es. T e avremo T = - c. Sostituendo in (56) ottengo c = O e quindi 
4 

anche T  = 0, per cui in  definitiva si ha : 

(59) 
1 Sm = S(S-  1) , oppure T, = T(T - 1) 
I T - O  scambiando S con T  

Ciascun sistema (59) comprende un sistema (58) corne caso particolare. 
Basta quindi studiare i sistemi (59) : faremo vedere che essi caratteriaaano i casi 
irz cui le linee principnli del 40 e 5 O  sistema separuno armonicamente quelle 

( 
v 

) ( 
v 

del 10 e 30 u = cost., - = cost. oppure quelle del 2O e 3 O  v = cost., - = cost. . 
U u 1 

A tale scopo osserviamo che le linee principali del 40 e 5O sistema corrispon- 
dono ai valori T,  e T ,  di T, radici de117equazione (52): affinchè esse separino 

v 
armonicamente quelle del Io e 30 sistema, corrispondenti a z - oo e z = - 

24 ' 
2v 3 

occorre e basta che sia T,  + T. -- e allora la (52) dB senz'altro : 2p + - = 0, 
L- U v 

ossia per le (18) T = O. hllora le equazioni (24), (26)) (26) si riduoono a : 

eliminando fra queste O,,, e Ozz si rionva: 

1 
ma dalla (20) per T = O si ha : 0 ,  = - 0, - - S e sostituendo 2 
di O , ,  nell' equaaione precedente e dividenclo per 0 , + 0  si ottiene: 
Si  6 cosi ottenuto il l0 dei due sistemi (69). Analogamente si 

questo valore 

SI ,  = S(S - 1). 
diinostrs clie 
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l'altro corrisponde al caso in Cui le linee del 40 e 50 sistema separano armo- 
nicamente quelle del 20 e 30. 

I n  seguito a questa constatazione possiamo concludere che le soluzioni a 
cui conducono i sisterni (59) devono ottenersi d a  quelle a cui si  perviene coi 
sisterni (44) e (45) mediante un cambianwnto d i  coordinate curvilinee che, la- 
sciando fisso %no dei due sisterni u = cost., v = cost., scambi il rimanente 

con 1 = cost.. Si  tratta dunque di solueioni che sono diverse solo da1 punto 
u 

di vista analitico : da1 punto d i  vista geornetrico tutte le soluzioni s o m  già 
ottenibili da i  sistevni (44) e (45) ed è percib inutile proseguire 10 studio dei 
sis temi (59). 

PARTE TERZA 

Determinazione delle superficie-soluzioni. 

La determinazione delle superficie-soluzioni, per quanto si Q visto nella 
parte seconda, si  pub fare esclusivamente per mezzo delle equa~ioni  (44) e (45). 

Avendo già osservato che in conseguenza d i  (4) è 0, + O e 0, + O, dalle (44) 
segue S + O e T + O ; supponiamo inoltre per ora : 

(60) S + l + O  e T + 1 + 0  

e integrando le (44) avremo : 

1 
dove h e k sono costanti arbitrarie non  nulle. Possiamo dunque porre = p ,  

1 
- = q, e, r i~r is t inando le variabili u, v mediante le (19) otterremo: 
k 

Ora osserviamo che l'ipotesi (60) si pub abbandonare poichb anche i casi 
in  cui essa non b verificata [casi possibili per le ( 4 4 1  rientrano nelle (61) 
per p=O oppure q = O  : osserviamo perb che u n a  sola delle due costanti p, q. 
pub annullarsi poichè altrimenti si avrebbe S= T=- 1 mentre si  è escluso 
(al principio della parte seconda) che 8 e T possano essere una stessa costante 
(volendosi avere superficie con Cinque sisteini distinti di linee principali). 

Partiamo dunque dalle (61), compresi i casi in cui una delle due costanti p, p 

A ~ n a l i  di Matematica, Seri8 IV, Tomo XVIII. 9 
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13 nulla. Dalle (61), tenute presenti le (18) e (7) si ha :  

dove p, e q, sono costanti arbitrarie non nulle, essendosi gih escluso (parte 
prima) che U e V siano funzioni lineari. 

Dalle equazioni (45), ripristinando Ic variabili M e v e tenendo conto 
di (61), si ha:  

1 1  i l  0 - - . .  "==2'u-p; " -  2 v-q '  

da cui si ricava : 
1 

O = lg (M - p)(v - q)  t cost. ; 
' 2 

e quindi, tenuto anche conto delle (62), dalla (13) si ricava: 

dove c, è m a  costante arbitraria e f(u) e g(u) sono funzioni per ora non de- 
terminate. Perb bisogna tener conto del fatto che la y ( ~ ,  v) deve soddisfare 
la (12) (di cui finora si sono utilizaate solo conseguenze differenaiali). Scri- 
vendo tale condiaione, le funzioni f(u), g(v) della (64) si particolarizzano e si 
ottiene : 

(65) rp = coul/~v'/~ + Ci% + CzV , 

dove c,,, cl ,  c, sono costanti arbitrarie di cui la l a  non è nulla, essendosi gia 
escluso (parte prima) che y sia una funzione lineare. 

Per determinare le superficie-soluzioni non resta che integrare le (62). 
Su queste superficie le linee principali del 4 O  e 5 O  sistema sono date dal- 
17equazione (52) che ora per le (61) e (63) diventa (tenute presenti le (18)) : 

('7 Appare qui di noovo i n  modo evidente che le linee principali del 4 O  e 5" sistema 
separano armonicamente quelle del l0 e '2" (T = w, z = 0). 
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Le linee principali del 4 O  e 5 O  sistema si  ottengono quindi integrando 
le equaaioni : 

Si presenta ora la necessità di distinguere due casi: 

Caso A): p+O, q+O; 
C a s o B ) :  $ = O ,  q + 0 ;  

il caso p + O, q = O  non è geometricamente distinto da1 caso B), potendosi 
ridurre a quel10 inediante u n o  scambio delle coordinate cu,rvilinee u e v (14). 

Caso A) (p + O, q + O). - L'integrazione di (66) conduce alle seguenti 
equaaioni : 

ossia : 

(67) (40 sistema) u - V u(u - p) - u - V U(V - q) - 

(68) ( 6 O  sistema) v - V1u(v - q) - u - V u(u -pl - 

L'integrazione delle (62) conduce al segiiente risultato : 

dove p,, q,, pi, q,, p,, q, sono costanti arbitrarie di cui le prime due non nulle. 
Le formule (65), (69) sostituite nelle equa~ioni  (6) danno un primo gruppo 

di  superficie-soluaioni. Con una trasformazione omografica non degenere 
possiamo ridurci a considerare le sole soluzioni per cui : co = p ,  = q, = 1, 
ci =pi = qi = c, =@r = qa = O (15). I n  tali soluzioni conviene inoltre operare 

('4) Invece le  soluzioni relative al caso A) sono mutate i n  S B  da  tale scambio. 
( ' 5 )  Si noti che questa omografia e le altre che interverranno i n  seguito non alterano 

gli elementi prefissati di riferimento (i piani n i ,  x , ,  n3 e i loro punti d i  inciden~a)  i n  
quanto trasformano soluzioni corrispondenti a valori generici delle costanti di  integraeione 
in soluzioni corrispondenti a valori particolari delle costanti. 
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il seguente cambiamento di coordinate curvilinee : 

dopo di che con una nuova oinografia possiamo ridurci a considerare la  sola 
- - 

soluaione per cui p = q = 2. Scrivendo inoltre u. e v in luogo di u e v, otte- 
niamo per essa la seguente rappresentaaione: 

Dunque : tut te le superficie-soluzioni ottenibili lnel caso A) sono proietfiva~vzente 
identiche alla superficie A). 

Su tale superficie le linee principali dei cinque sistemi si ricavano tra- 

(u 1- 1)2 . (v + . x,:x,:x,:x,:x,:x,= 1:--- ----. 
2u - 2v 

1 : (?A i- l)(v - 4 -  1) (1-242 
p i -  + l g u /  : jq + l g v  \ 

2 v u v  

v 
sformando le equazioni: u = cost., v = cost.; -= cost. e le (67) e (68) con la 

U 

- 

- 

trasformaeione (70). Scrivendo poi u e v in luogo di u e t i  si hanno i seguenti % 

cinque sistemi di linee principali : 

l 1") u = cost.; I.IA) V = cost. ; l 
(v + l )% v 1 IIIA) = CO&; IV*') UV = cost.; VA) - = cost. 
( u  + 1)'v U 

Delle proprieth geometriche ci occuperemo nella parte quarta. 
Caso B) ( p  = O ,  q =+ 0). - In  questo cas0 le (62) e (66) diventnno rifipet- 

tivamente : 

L'integraeione di (72) dà : 

l g u  *lg v - Vv(v  - q) - - = cost. [ 2 ql 
ossia : 

(73) (4O sistema) v -Ih(v - q ) -  = cost.; 

-- 
(74) (5O sistema) v -  VV(V - 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



le cui hhee pritwipali presentnno una rzotevole p n r t i c o h d &  60 

Le (65) e (75) sostituite nelle equazioni (6) danno un nuovo gruppo di 
soluzioni. Anche qui con una, trasformaaione oinografica ci si pu0 ridurre 

alle soluzioni per cui : -po  = q, = e, = 1, p, = q, = p z  = q, = C, = 6, = 0. 
I n  tali soluaioni conviene inoltre operare i l  seguente cambiamento di coordi- 
nate curvilinee : 

L' integrazione di (71) dA : 

dopo di che con un'ulteriore trasformaeione omografica ci si pub ridurre al 

(75) 

- - 

caso in oui q = 2. Scrivendo inoltre u e u in luogo di u e u avremo: 

U =  - p , l g u  + p , u + p , ;  
2 

V =  qo-  Vv(v - q )  + q  v- Vu(v - q)- 
Q 

Dunque : tutte le superficie-soluzio~zi ottenibili nez cuso B) sono pvoieltivamente 
identiche alla superficie B). 

Su tale superficie le linee principali dei Cinque sistemi si ricavano tra- 
v 

sformando le equaeioni : u = cost., v = cost., - = cost., e le (73) e (74) con la  
U - - 

trasformaaione (76). Scrivendo poi u e v in luogo di u e v si linnno le seguenti 
equaaioni : 

IB)  u = cost.; I I B )  v = cost.; 

v (v + 1)' = Co& ; IVB) = cost. ; VB) - = cost* IIIB) - 
UV U 

Delle proprietà geometriche ci occuperemo nella parte quarta : da tali pro- 
prietà risnlterb pure che le superficie A) e B), che costituiscono Ee due solu. 
aioni del problema, sono proiettivamente distinte. 

PARTE QUARIA 

Considerazioni geornetriche. 

Per  i primi tre sistemi di linee principnli delle soluaioni A) e B) trovate 
vi B poco da aggiungere. Sappiamo già che si tratta di sisteini conici segati 
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da S, generatori di coni di  3" specie: si piib ora osservare che mentre i coni 
relativi ai  primi due sistemi sono trascendenti e di natura non molto sem- 
plice, quel10 relativo a l  30 sistema Q un cono quadriw (16) che sia per A) che 
per B) ha  1' equazione : x,x3 = x:. 

Passando ora alle linee principali del 4 O  e 50 sistema, scriviamo anzi- 
tutto esplicitamente le loro equazioni parametriche quali si ottengono tenendo 
conto delle lVA), VA), IVB), VB) (parte terza) e delle equazioni paraine- 
triche A) B) delle superficie stesse (parte terza): 

x,:x,:x3:x,:x,:x, = 

IV*) ~CU:C(U-E 1 ) y c  + U ) ~ : I C ( I  -2.2) + ~ C U I ~ U ~ :  

: lu?  - c ~ + 2 c u l g c -  2culgu]:{ vcue-l-Vc(c+l)u+cvc 1 

(dove c 6 una costante arbitraria). 

Dall'esame di tali equazioni risulta annitutto che in ogni caso il punto x 
che descrive una delle linee considerate pub esprimersi ne1 seguente modo : 

dove 3 6 un punto fisso e precisamente nei casi IV4) e IVR) il punto: 

v = (O, O, O, 1) - 1) O) 

e nei casi VA) e VB) i l  punto: 

V" = (O, O) O, 1) 1, O), 

mentre y è un punto, diverso nei var2 wsi, le cui coordinate si leggono facil- 
mente nelle equazioni precedenti e che in ogni caso descrive una  conica. 
Dunque la (77) ci dice che le Zinee principali considerate appartengono a dei 
coni quadrici (ordinari): i coni relativi alle linee principali d i  uno stesso si- 
stenza kanno tutti lo stesso vertice e precisamente V per i sistemi IVA) e IVB) 

('6) La dissimmetvia che si presenta qui e più innanzi fra le proprietà inerenti ai 
sisteini 1) e II)  e quelle inerenti al sistema III)  è dovuta al fatto clle i sistemi IV) e V) 
devono separare arinonicamente due dei primi 3 sistemi i quali, per nostro assunto, sono 
proprio i sistenii 1) e II). 
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e V" per i sistemi VA) e VB). 1 due vertici stanno sulla retta A,A, che con- 
giunge l'intersezione A, di xi e n, all'intersezione A, di n, e n,: inoltre V 
e V* sepwano arrnonicamente A, e A, ( I l ) .  

Si considerino ora tutte le linee principali di un sistema ed i corrispon- 
denti coni quadrici: questi appartengono a degli S, i quali, contenendo cia- 
scuno una linea principale del sistema, secondo una già riferita osservazione 
del BOMPIANI ( l a )  sono gli S, di una sviluppabile (compresi i casi degeneri 
dei coni di l a ,  2a, 3" specie). Per determinare la  natura delle sviluppabili 
(O coni) che intervengono, osserviamo che ciascuno deyli 8,-generatori puo 
pensarsi individuato da1 vertice 2: del cono e da1 pia,r_o della conica descritta 
da1 punto y(u): questo piano pub determinarsi a sua volta per es. mediante 
i punti y(O), yl(0), y"(0) (iS).' 

Si  pub allora constatare facilmente che gli S, dei sistemi IVA) e VA) con- 
tengono tutti il punto fisso : y(0) - y"(0) - (1 + c)a, che i n  entrnînbi i casi ri- 
sulta essere il punto: 

w = (O, 1, - 1) O, O ,  O). 

Si conclude che gli S, relativi al sistema IVA) passano tutti per la retta 
fissa VW e quelli relativi al sistema VA) passano tutti per la retta fissa V" W. 
S i  esclude poi facilmente che al di fuori di quelle rette vi siano altri ele- 
menti fissi per cui passino gli S, considerati i quali sono pertanto tangenti 
a coni d i  2 a  specie aventi come rette-vertici rispettivainente le V W  e VeW, 
incidenti in W: il piano di queste rette incontra n, e n, rispettivameiite nei 
punti A, e A, e x,  nella retta A,A,. 

Per  quant0 riguarda invece gli S, dei sistemi IVB) e VB) tutto procede 
in modo ancora pih semplice. Infatti, facendo u = O, risulta senz' altro ' che 
per le curve di quoi sistemi il punto x(0) =y(O) è un punto fisso (*O) i l  quale 
ne1 caso 'IVB) 6 il punto : 

U=(O, O, 1) O, -1, O) 
e ne1 caso VB) il punto: 

U" = (O, O, 1' O, 1, O). 

Dunque lutte le linee del sisterna IVB) passano per U e tutte quelle del si- 

("9 Ricordiamo in proposito che nella parte la abbianio chiamato con n,= (A3, A S ,  A6) ,  
ni = (A2, A4, A6),  np = (Ai, A4,  As) i piani per cui passano rispcttivamente gli 8% che 
segano sulla superficie le linee principali dei sistemi 1), II), III). 

(i" Cfr. 1' Introduaione. 
(19) Gli accenti indicano qui derivate rispetto al parametro u. 
(eo) Occorre tener presente clie lim (u log u) = O. 

u-O . 
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stema VB) passano per U* ("1 (invece le linee dei sistemi IVA) e VA) non 
passano per punti fissi): i punti U e U* sono allineati con A, ~ ( n , ,  n,). 
Quindi tutti i wni quadrici relativi alle linee del sistema IVB) hanno in co- 
mune la generatrice VU e quelli relativi al sistema VB) hanno in comune la 
generatrice P U * .  Allora gli S, relativi al sistema IV) passano tutti per la  
retta VU e quelli relativi al sistema VB) passano tutti per la retta V*U*. Si 
esclude poi facilmente che al di fuori di quelle rette vi siano altri elementi 
Pissi per cui passino gli S, considerati i quali sono pertanto tangenti a coni 
di 2 a  specie aventi come rette-vertici rispettivamente VU e V*U* : queste due 
rette sono incidenti perchè si incontrano ne1 punto T r (O; O, 1, - 1, 0, O) e 
stanno ne1 piano UA,A, che incontra ni ne1 punto A,,  TC, nella retta UA,(= ASA,) 

I e n, nella retta A,A,. 
Le proprietà proiettivo-differenziali delle soluzioni A) e B) ora determi- 

nate provano che le  due superficie sono proiettivamente distinte : tali pro- 
prietà verranno raccolte, insieme ad altre che ora troveremo, ne1 riassunto 
posto in  fine al presente lavoro. 

Esaminiamo ora le  soluzioni A) e B) da1 punto di vista dei 5-tessuti di 
linee piane che esse offrono come immagiiii dei loro sistemi di linee princi- 
pali in un piano (u, v). Ci oonviene perb adottare come nuove variabili le z 
e y, legate ad zt, v dalle relazioni : 

(78) w = e e x ,  v = e e v .  

Allora le eqnnaioni dei cinque sistemi assumono il seguente aspetto : 

1 

x = cost. 

2 = cost. 

11 1 III 1 IV 

y = cost. 

Risulta cosi che in  enhambi i casi A) e B) i l  4-tessuto 

eV + e-V 
y = cost. l ex  

= cost. 

x - y= cost. 
e* + e -g  

= cost. 
ex  + e-x  

x + y=cost. 

costituito dai si- 

x $- y=cost. 

stemi 1), II), IV), V) 6 format0 da tepne tutte esagonali : esso appartiene dunque 
a quel tipo di  tessuti che la Scnola di Amburgo chiama « Sechseckgefleclzte » 

e che noi chiameremo 4-tessuti esagonali. I l  MAYRHOPER ("') ha studiato tali 
tessuti dimostrando che sono sempre rappresentabili su  tessuti costituiti da 
fasci d i  rette di guisa che i modelli proiettivanzente distinti risultano anche 

( P L )  1 p n t i  U e U* sono dunque piinti eccesioriali per la aiiyerficie B). 
("1 (11. 3)- Kuwensysteme azçf Fliichm, * Math. Eeituchr. ., 28 (1923). 
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topologican~enle distinti: si hanno cosi 3 tipi a, P, y di 4-tessuti esagonali 
secondo che ne1 mode110 costituito da fasci di  rette i fasci che si possono 
rendere impropri sono 4, 3, 2. I l  4-tessuto 1), II), IV), V; appartiene a l  tipo a) 
del MAYRHOFER. 

Ne1 caso A) risulta pot che, oltre alle terne comprese ne1 4-tessuto sud- 
detto, sono ancora esagonali le  terne IA) ,  IIA), IIIA) e I I I A ) ,  IVA), VA) : 1' esa- 
gonalità della la risulta subito scrivendo l'equadone del sistema IIIA) nella 
forma : 

lg ch y - lg ch x: =  COS^.; 

l'esagonalità della 2a terna si pub verificare eseguendo 
x + y = 2 x f  

aione per cui al sistema IIIA) si pub dare 
y-x=2y' 1 '  

1g tgh x' + lg-tgh y' = cost. 

mentre IV*) e VA) diventano : x' = cost. e y' = cost.. 
Cosi si A trovato che sei delle dieci terne che si 

per es. la trasforma- 

la forma: 

possono formare coi 
sistemi del tessuto A) sono esagonali: si pub poi verificare che le rimanenti 
quattro non sono esagonali, constatando che per esse non è soddisfatta la 
condiaione del THONSEN ('9). 

Ne1 caso B) le cose vanno diversamente poichA si pub ancora estrarre un 
secondo 4-tessuto esagonale e precisamente quel10 format0 dai sistemi IIB), 
IIIB), IVB), VB). Infatti eseguendo la trasformazione : 

= e-tx+y) y' = ey-x 

risulta che le equazioni dei sistemi suddetti possono assumere le forme seguenti : 

Y' IIB) 7 = cost. ; IIIB) a' +y'  = cost. ; IVB) *'= cost.; VB) yf= cost. 
X 

si ha cioé un 4-tessuto esagonale del tipo P) di MAYRHOFER. Inoltre 6 esago- 
nale la terna IB), IIB), lIIB). 

Cosi si è trovato che otto delle dieci terne che si possono formare coi 
sistemi del tessuto B) sono esagonali: si pub poi veri£icare che le rimanenti 
due non sono esagonali, constatando che per esse non è soddisfatta la condi- 
zione del THOMSEN. 

A questo punto si pone 1% quistione di stabilire se i tessufi A) e B) siano 
topologicamente distinti da quelli ottenuti da1 TERRACINI (2J). Dall' esame delle 
terne a configurazione esagonale risulta che queste sono uguali per numero 

('3) UN teorema topologico sulle 'schiere d i  curve e u n a  caratterisaaaiolze geometrica 
delle superficie isotermo-asiutotiche, = Boll. U .  M. 1. B, Vl (19.27), p. 80. 

(2" Cfr. l'lntrodilzione. 

Annali d i  illacsmatica, Serie IV. Tomo XVIII. 10 
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e per distribunione ne1 nostro tessuto A) e ne1 tessuto H,) del TERRADINI, 
come pure ne1 nostro tessuto B) e ne1 tessuto D) del TERRACINI : in quest' ul- 
timo caso perb la cosa si rende più evidente scambiando i numeri II e III 
dei sistemi nella numerazione del TERRACINI Dunque tutt'al pi& si  po- 
trebbe avere identità topologica di A) con H,) e di B) con D):  si pub  perb 
vedere che cib non avviene. Infatti an~i tut to  per quel che riguarda B) e D) 
si pub verificare che mentre i 4-tessuti esagonali contenuti in B) apparten- 
gono uno al tipo a) e l'altro al tipo P) di MAYRHOFEB, quelli invece conte- 
nuti in D) appartengono entrambi al tipo P) ( ' 6 ) :  e cib basta per concludere 
che B) e D) sono tessuti topologicamente distinti. Per  quel che riguarda in- 
vece A) e H,) bisogna osservare anaitutto che in entrambi vi B un solo 
4-telrsuto esagonale e che questo é sempre del tipo a): cib si vede eseguendo 
un'opportuna trasformazione che muti la quaterna 1), I I ) ,  IV), V) relativa, al 
tessuto H,) nella quaterna omonima relativa al tessuto A) con la trasforma- 
aione eseguita risulta che i l  nuovo sistema IIIH1) assume la  forma x2- y2 = cost.. 
Ora se  vi fosse una trasformaaione topologica mutante il nuovo tessuto H,)  
ne1 tessuto A), questa dovrebbe mutare cornplessivamente in SB il 4-tessuto 
1), II), IV),  V) in quanto esso é l'zcnico 4-tessuto esagonale contenuto in en- 
trambi: si pub perb dimostrare che una trasformazione siffatta 6 necessa- 
riamente un'affinità e allora essa non pub trasformare il sistema I I I H . )  costi- 
tnito da coniche ne1 sistema IIIA) costituito da curve trascendenti. Quindi 
anche i tessuti A) e H,) gono topologicamente distinti. 

(05) Poichb nelle proprietà d a  lui  indicate i sistemi 1) e II) intervengono simmetrica- 
mente, al TERRACINI non occorre specificare se i l  suo sistema 1) sia u = cost. oppure v = cost. : 
ne1 fare il confronto con i tessuti d a  noi considerati possiamo quindi assumere che i l  si- 
stema 1) sia corne per noi u = cost.. 

(26) L a  verifica consiste ne1 trasformare, previo i l  cambiamento d i  numeïazione indicato, 
i tessuti ID), I D ) ,  IVD), VD) e IID), IIID), IVD), VD) in tessuti costituiti da  fasci d i  rette: 
a tale scopo per i l  l0 tessuto, tenute presenti le equaeioni del Terracini, conviene applicare l a  
trasformazione: x= i l  - 2eu+Q.e-u, y =e-" e per  il 2O tessuto : x =  il - 2eu-l-v-e-0, y=e-s. 

('7) Tenute presenti l e  equazioni del Terracini, la trasformazione che conviene eseguite 
6 l a  seguente : x = ii, y = i VÜ. 

(28) S e  ABCD sono i centri dei 4 fasci impropri 1), II) ,  IV),  V), una trasformazione 
topologica del tipo richiesto potrà permutarli in un modo imprecisato. Perb, siccome la qua- 
terna ABCD è armonica, esiste sempre un'affinità che muti una sua permutazione qualunque 
i n  una delle seguenti t re :  ABCD, ACDB, ADBC. Quindi l e  trasformaaioni topologiche con- 
siderate si possono pensam come prodotti d i  affinith e d i  trasformasioni topologiche mu- 
tanti ABCD i n  una delle t ï e  quaterne suddette: vi sono qiiindi da  considerare 3 casi diversi. 
Mediante consideraeioni funsionali si dimostra che gli ultimi due non possono verificarsi e 
che il  primo dB luogo solamente ad  omotetie che combinate con affinità danno i n  ogni caso 
delle affinità. 
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Infine, per quanto riguarda il tessu to A) vogliamo ancora far vedere come 
di esso si possa dare un' altro mode110 costituito d a  fasci d i  rette e d i  coniche, 
il quale ci sembra particolarmente notevole. A tale scopo partiamo dalle equa- 
zioni del tessuto A),' non nella forma (79), ma come erano scritte (nella parte 
terza) prima della trasformazione (78) ed eseguiamo su di esse la sostitimione 
seguente : 

otteniamo le seguenti equazioni (dove o A una costante. e x,, x,, x, sono 
coordinate omogenee) : 

IA) x, = CXS ; IIA) XI = cx, ; IIIA) x,(x, - x,) = cx,(x, - z,) ; 

IVA) (xi-x,)(xi-x2)=CX,X,; VA) x,(x,-x,)=cx,(x,-x,). 

Tale tessuto B costituito da 2 fasci d i  rette e 3 fasci d i  coniche: questi 
ultimi hanno oiascuno come punti-base due delle tre coppie d i  vertici opposti 
del quadrilatero : 

cosicchb due qualunque dei tre fasci hanno una coppia di  punti-base in co- 
inune; inoltre i centri dei due fasci di rette I A )  e I I A )  stanno nei due punti- 
base comuni ai  fasci IVA) e VA). 

Diamo ora un riassunto delle proprietà relative alle superficie A) e B) 
ed ai  tessuti che da  esse traggono origine. 

Tutte le solwaioni del problerna si riducono a due  tipi poiettivamente 
distinti A) e B). 

Proprieta comuni alle superficie A) e B): 
1°) Su d i  esse u i  sono cinque sistemi d i  linee (principali) 1), II), III), 

IV), V) ad iperpiano tangente fisso. 
2 O )  1 sisterni 1) e II) sono separati arvnonicanmente dai  sistemi ITT) e V).  
3O) 1 sistemi I), II), III) sono segati da  S, c h  appartengono a coni d i  

3& specie aventi conze vertici tre piani  rc,, n2, 7t3 a due a due incidenti 9na 
non contenuti in uno stesso S ,  : i l  cono relativo a l  sisteilza III) è un cono 
quadrico. 

40) Le Zhee dei sisterni IV) e V) appartelzgono a coni quadrici (ordinari) 
aventi tut t i  uno  stesso vertice V per le linee IV) e uno  stesso vertice V* per 
le linee Y): i vertici V, V* stanno nella retta A,, A, che congiunge le inter- 
sezioni A, e A, d i  n, con n2 e xi ; e separan,o arrnonicamente tali interseaioni. 
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5 O )  I sisterni IV) e V) sono segati d a  S, tangent i  a coni d i  2& specie 
avent i  corne vertici. d u e  rette passan t i  rispett ivamente per V e V" fra loro 
ilzcidenti (il loro piano è incidente R z, secondo la retta A,A,). 

60) N e i  5-tessuti i m m a g i n i  dei  sistesni d i  lirzee principali  sono esagonali  
tu t te  le quattro terne estratte da1 4-tessuto 1), II), IV), V) ed inoltre 1), II), III)  
e III), IV), V). 

Proprieta ulteriori della sola superficie B) : 
70) L e  curve del sistetna IV) passano tutte per  u n o  stesso p u n t o  U e 

quelle da1 sisterna V) per  u n o  stesso p u n t o  U* : i p u n t i  U, U* sono al l ineat i  
con A,. L e  rette-vertici de i  coni d i  2& specie sono le VU e V*U*, appartenenti 
al piano UA,A, che incontra secondo una retta sia n, (nella A,A,) che n, 
(nella UA,). 

8 O )  Ne1 5-tessuto irnnzagine dei  sistemi d i  linee pr incipal i  sono esagonali  
anche le terne' II), III), IV) e II), III), V) cosicchè anche i l  4-tessuto II), III), 
IV), V) è costituito d a  terne tutte esagonali. 
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Plane Sections of the Tangent Surface of a Space Curve. 

BY BUCHIN SU (Taiho, Kiangsi, China). 

1. I n  the study of projective invariants of a space curve it is often con- 
venient to consider the tangent surface of the curve. WILCZYNSKI (') was the 
first one who utilized the plane section of the tangent surface T of a space 
curve r made by the osculating plane at an ordinary point P of I' and called 
the osculating conic of the section at P the osculating conic of I'. Certainly, 
P is also an  ordinary point of the section. 

On the contrary, if we consider the other plane section made by a plane n 
passing through P, then P is an inflexion or a cusp of the section according 
as the tangent of I' at P is or is not contained in  n. I n  the former case we 
have obtained (2) a projectivity 33 between a plane n through the tangent t 
and a point P, on t such tbat the plane section of T made by n has P, for 
its BOMPIANI osculant O, (7. 

I t  seems of some interest to investigate the remaining case lphen the plane 
section has P for a cusp. For this purpose we have to represent the neiyh- 
bourhoods of various orders of the curve at P by means of POPA osculants (1) 
and then arrive at certain correspondences which are intimately related to 
the projectivity $3 and the polarity 3 with respect to the osculating conic 
of I' nt P. 

I n  a recent paper BOMPIANI (7 has enriched the projective differential 
geometry of a space curve in the neighbourhood of an ordinary point by 

(4 )  E. J .  WILCZYNSKI, Projective differemtial gcometry of curves and ruled sur-faces, 
(Leipzig, Teubner, 19û6). 

(9 B. Su, 0% certain quadratic cones projectively conlzected w i t h  a space curve and a 
surface, c TBhoku Math. Journ. 2 ,  38 (1933), 233-244. 

(3) Concerning BOMPIANI osc~lants of a piane cilrve with an inflexion cfr. E. BOMPIANI, 
Per lo studio proiettivo-differenziale della singolarità, a Boll. dell' Unione Mat. Italiana », 

6 (1986), 118-120. See also my paper:. Note m the projective differemtial geomet~y of space 
curves, a Journ. Chin. Math. Soc. D, 2 (1937), 98-137. 

(4) 1. POPA, Qeornetria proieftivo-differenziale delle singolarità delle curve piane, a Rend. 
dei Lincei a, (VI), 25 (1937), 220-223. 

(5) E. BOMPIANI, Sulle curve sghembe, a Scritti matematici offerti a Luigi Bereolari B, 
Pavia (1936), 515-582. 
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introducing the plane section of the tangent surface T made by a general 
plane. As a suppleinent of his investigation we will show that the two corre- 
spondences obtained by BOMPIANI just coincide with 6% and 3. 

The remaining part of this note is devoted to certain configurations pro- 
jectively connected with a space curve and a surface. These results were 
obtained during August, 1937 and the publication has been delayed by war. 

'2. Let P be an ordinary point of an analytic space curve I'; the non-homo- 
geneous coordinates x, y, B of P are analytic functions of x so that, taking 
the tangent t of I' at P for the x-axis and the osculating plane at the same 
point for xy-plane with origin Pl we have 

where ar+ O and (n) denotes the terms of degree 1 . n  in x. 
The tangents of I' describe a developable surface T, namely, the tangent 

surface. The equations to T are evidently of the form 

i 5 = x + ! 4  
'1 = Y + PL/', 

( c = s + pz', 

dy ds where y' = - s' = - ; y denotes another parameter and 5, ri, 5 the current 
dx ' dx 

coordinates of a point. 

In order to obtain the plane section of T made by the osculating plane 
of l' at P we have merely to put 5 = 0 in (2), which gives the value for p: 

It follows tha,t the expansion of Ï' at P takes the form 

The neighbourhood of the 4th order of I' at P determines a polarity 5 
between a point P, on the tangent t and the line t,, through P and in the 
osculatig plane 5 = 0 such that the corresponding elements are pole and polar 

with respect to any four-point conic of T at P. In virtne of (3) we easily obtain 
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the equation to the four-point conic, namely, 

k bing a parameter. Let the line t,, be given by 

and P, of the coordinates (x,, O, O), the polarity 8 is then given by the equation 

3. Suppose now that a plane n through the tangent t be different from 
the osculating plane. The plane section of T made by n has an inflexion at P 
and consequently determines BOMPIANI osculant O, on the tangent t .  Deno- 
ting x by the eqnation 

(7) C + h q = O  
and O, by the coordinates (x,, O, O), we have f )  

This projectivity will be denoted by the letter 8. I t  shall be noted that the 
point P and the osculating plane of I' at P correspond to each other. 

As the definition or the equation (8) shows, the projectivity 8 is delermined 
by the neighbourhood of the 4th order of I' at P,  but it is connected with the 
osculating linear line complex of r, which is determined by the neighbourhood 
of the 5th order. I n  fact, we can show that the nul1 plane of any poid P ,  
on t with respect to the linear complex coincides with the correspondig plane n 
of P, under 8. 

To prove this, let us denote the line coordinates of the join of two 

points (5, q, 5) and (Y, qf, 5') by 

r ,  = Sq' - S'y, r ,  = - YS, r ,  = S - S', 
r-,=qlc-q'c, r 5 = q 1 - q ,  r6=C-  5'; 

the equation to the osculating linear complex of I' at P is easily found to be (') 

(9) 3ar3rL - arlr, i- rnr, + a%%, = G, 
where 

(10) Z = 3br - 2as, rn = Bart - 6as2 - 9r2c + 9rbs. 

( 6 )  For the details cfr. m y  paper: On the àrtersection of tnio eurves in. space, K f6hokii 
Math Joiirn. B, 39 (1934), 226-232. 

(7) Cfr. e. g. my paper: Invariants of intersection of ttvo curves in space, u Sci. Rep. 
T6hoku Imp. Univ. B, (1), 26 (1936), 23-33. 
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Consequently, we obtain the equation to the nul1 plane at the point Pi(&,, O, O), 
namely, 

(1 1) (ar i- lx,)S - 3r2x,y = O.  

Putting this in the form (7) we have the relation 

which is equivalent to (8). 

4. We come now to consider the plane section of T made by a plane n 
which passes through P but does not contain the tangent t of r at P. The 
equation of n is 

(12) 5 -+ A('1 - nt) = 0, 

where A denotes a. paranieter. The li-ne of intersection of .n and the osculating 
plane of I' at P i s  evidently t,, given by (5). 

I n  order to obtain the plane section C in consideration we have to substi- 
tute (2) in (12) so as to determine p. The result of computation is as follows: 

These equations represent the projection of the curve C in  the 75-plane. 
Substituting (1) in (13) and putting 

for the sake of convenience, we obtain 

I t  follows that the  curve C has u czcsp ut P and therefore that we c m  repre- 
sent the neighbourhoods of various orders by means of Popa's method. 
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For this purpose it is convenient to rewrite the expansions (15) and (16) 
in the form used by POPA, namely, 

I n  virtue of (15) there is no difficulty in expanding z into a power series 
of t. A simple calculation suffices to dernostrate that 

( l8)  x = t + At" + Bt3 + CtJ + (5),  
where 

Substituting (18) in the right-hand side of (16) and reducing, we obtain that 

Q = 2 r ,  8 = 6 A r + 3  

abr ar' rs 
-1- 21 +21 - ,+i7- .  

rb lmL An 

5 W e  need to recall some notions due to POPA for a plane curve C 
with a cusp P (y). If the curve be represented in the form (17), then ocQusped 
cubics determined by six coneecutive points of P on C are representable by 
the equation 

(21) ( ~ - z L x - v Y ) Y ~ - u ~ ( x -  y ~ ) 3 = 0 ,  
u, v and y  being parameters. The value of p and consequently the line (d) 
joining P and the only inflexion of the cubic (21) will be determined when 
we impose the condition in order that the cubic should pass through a new 

(8) 1. POPA, loc. cit, fj 1. 

Annali di Matentatica, Serie IV, Tomo XVIII. 
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consecutive point of C. I n  fact, we have that 

and therefore that the line ( d )  has the equation 

(22)  3U% + 2 3 Y  = 0. 

That i s  to Say, the neighbourhood of the 6 t h  order of C at P determines the 
covariant l ine  (d).  

I n  virtue of successive neighbourhoods of C we can easily determine u 
and v and, in consequence, the cusped cubic (21) which osculatw. C at P. Thus 

I n  particular, we obtain the inflexional tangent 

(24) a X + v Y - l = O ,  

a covariant l ine deterwzined b y  the fieighbourhood of the 8 t h  order of C at P. 
This line intersects the line ( d )  and the cuspidal tangent at the princzpal 
points 0, and 0, respectively, the former being the only inflexion of the 
osculating cusped cubic. 

6.'Let us now apply the above result to the configuration considered 
in $ 4. From (141, (iy), (20) and (22) it follows that the covariant line ( d )  for 
the plane section C of T made by the plane (12) is given by the equations 

(12)  5 + q?1 - nt) = 0, 

Since fhe latter does not contain A, we have the following theorem: 
Le t  t, be a n y  l ine in the osculating p lane  n of a space curve r at P a n d  

through P, but distinct f r o m  the tangent  t. I f  uve consider al1 the p lane  sections 
of the tangent surface T m a d e  b y  planes through t,, t7ten every section h a s  a 
cusp  at P a n d  the covariant l ine  (dl of POPA describes a p lane  6,. T h e  corre- 
spondence between t ,  a n d  oj, i s  projective. 

This projectivity can also be defined by the following method. 
Elirninating x, from (6) and (8) we have 
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The plane (7) has then the eqnation 

which is precisely (25). I n  other words: The projectivity between th,e line t, and 
the plane 6, is the product of 3 and $3. 

7. Before we proceed to stndy the loci of other POPA osculants it is con- 
venient to give here some xemarkable properties of plane sections of T made 
by a general plane a, as BOMPIANI (7 has shown. 

Suppose that the plane a does not paw throuyh P so that its equation 
is of the form 

(26) al[ + a,q + a& + a, = O (a4 + 0). 
I n  order to express the representation for the section r, of T made by a 

we have as before to substitute (2) in (26) so as to determine y :  
- - - 

,x -+ a,y + a,# + a, y = - - - 
1 + aZyl  -t- u3z1 

where & = a,/a, (k = 2, 3, 4). 
Therefore the projection of I', in the y<-plane is representable in the form 

In  virtue of (1) the right-hand sides of (27) are expansible in power series of x. 
The result of carrying out the computation is as follows: 

Expanding further t; in power series of y we have 

(28) 

where 

(9) El. BOMPIANI, Satlle curve sghembe, loe. cit. 
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Now, let us project the curve I' £rom P in the same plane a, the pro,jec- 
tion being denoted by Ca. If X and Y be the points on a at which a inter- 
sects the tangent of I' at its generic point M and the line PM respectively, 
then they describe the curves I', and C,, and X must lie on the tangent of C, 
at Y. When M approaches P along l? both X and Y approach the point P,, 
i. e. the intersection of a and t. Henoe C, and I', touch at Pa and the common 
ta,ngent is the interseotion of a and the osculating plane of I' at P. 

Let M have the coordinates (s, y, 2 ) ;  then those of Y are 
4 

S =Px, UI = PY, 5 = PZ. 

Since Y must lie on a, we have 

Therefore the projection of C, in the y<-plane is given by the equations, 

Expanding the right-hand sides in power series of x hy means of (1) and 
expressing then 5 in power serier of r ) ,  we have 

where 

(32) 

9. In virtue of (28) and (31) we can easily prove the two theorems due 
to BOMPIANI and appreciate his result by showing tliat the two correspondences 
there obtained coincide with 8 and 3. 

From (29) and (32) it follows that 

3 
That is, the invariant of SEGRE of l?, with respect to C, is equal to - as C. 

4 ' 
Servais and BOMPIANI have shown. 

The neighbourhoods of the 3rd order of both curves Ca and l?, at the 
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point P, of contact determine a covariant line r,, of the equation (26) and 

The latter can be written as 

if we substitute the values of a k ,  ak given by (29) and (32). Noticing that the 
coordinates of Pa are 

we can further put (35) in the form 

provided that 

1 - s b r i  - - 2 - - 3 - - 3 - -  
ZN, ,r a ah '  

Thuq we have the following theorem: 
For a point P on the curve I' and cd' planes a in space there are only -' 

covariant lines r, formimg w' pencils, each of w h i ~ h  has point P ,  on the tan- 
gent t of I' at P for its centre, and a plane 7~ through t for its base. me cor- 
respondence between P ,  and n .is the projectivity 83. 

The neighbourhoods of the 3rd order of Ca and ï, also determine a cova- 
riant point Q, in such a manner tha.t the ramaining common chord of any 
two four-point conics of C, and Fa always passes through the fixed point Q,. 
The coordinates of Q, are given by 

3aer2i 
- - -  

3a'ra,a, - Xar - ma, ' 
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Denoting the join of this point and P by t , , :  

we obtain that 

and therefore that the correspondence between P, and t,, takes the form 

Thus we obtain the following theorem: 
For apoint P on r and w3 planes a in space al1 the covariant points Q, 

lie in the osczclating plane o f  I' at P .  The correspondence between Pa, the point 
of intersection of a alzd t, and the Eine PQ, is the poiarity 3. 

From what was stated above i t  follows that the polarity 3 and the pro- 
jetctivity 33 are fundamental in the study of plane sections of the tangent 
surface of a space curve. 

9. We are now in a position to study the other POPA osculants of the 
plane section of T made by the plane (12). I n  order to siinplify the calcultition 
it is necessary to use some canonical expansions of I' instead of (1). Take, for 
example, one of the fundamental tetrahedrons associated at P of I' for the 
tetrahedron of reference, so that the expansions of I' become ('") 

Thus, putting 
1 2 a = $ ,  b = c z O ,  d = - - 0 .  

15 3 '  

1 1 ' = a ,  "="O, a=-- 0 
10 

in  (19) and (20), we have 

(") Cfr. B. Su, Note 0 1 2  the projective differential geometry o f  space curves, loc cit., p. 113. 
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Therefore the plane (25) becomes 

(38) 4nq -3<=0 

which corresponds to the line t,: 

The quantities u and v given by (23) now take the values 

and consequently determine the line 0, O,, namely, the inflexional tangent of 
the plane osculating cusped cubic of the section in consideration. From (12), 
(24) and (40) we obtain the equations of the line 0,0,: 

I t  follows that the principal point O, has the coordinates 

and therefore that the correspondence betnieen 0, and the plane of the section 
as projective. 

Especially when O? coincides with P, ,  the other intersection of t , ,  and 
the osculating conic of I' at P 

8 
we have A = - -cn and therefore the corresponding plane 

3 

The latter can, however, be constructed in the following manner: Denote 

by P, the pole of t,, with regard to the osculating conic (43) and construct 

the corresponding plane PP,P, of P, with respect to 8 ;  then the BOMPIANI 
line 1, of the plane section of T made by this plane must lie in the plane (44). 
I n  other words : 

The plane (44) i s  one face of  the fundawental tetrahedron T(P,). 
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I n  fact, the coordinates of P, are 

Therefore the corresponding point P, of the coordinates (") 

satisfy (44), which was to be proved. 

10. Let ué, attend to the principal point O,. The coordinates of this point 
must satisfy (38) and (41) so that 

From t h k  we infer that when the plane revolves about the line t, the corre- 
sponding principal point O, describes a range of points and the correspondence 
is projective. . 

There is no difficulty in finding the base of the range. Elimination of A 
from (46) gives the required: 

Here we give a coristruction for this line. We notice first that it 

intersects the tangent t of I' at P , ,  namely, the pole of t,, with respect to 
the osculating conic. In  order to determine another point on (47) it is conve- 

nient to eonsicler the line PP,, i. e., the BOMPIANI line Z,, On the latter w e  

(1') Cfr. B. SU, h70te o n  . . . , loc. cit., p. 115. 
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have geometrically defined ooZ points QI. depending on a parameter h (:?), whose 
coordinates are 

Substituting (48) in (47) and remembering that 

we have that Q , lies on the line in consideration. Thus follows the result: - - 
Z 

For a fixed line t, the line described by the principa2 point O ,  i s  the join 
of P ,  and  Q ,. - - e 

Further elirnination of n from (47) gives the raled surface of order 3: 

11. If A be eliminated frorn (41), then we obtain the locus of the line 0,0, : 

a quadric corresponding to the line t,. This result follows also from the fact 
that 0, and 0, describe two projective ranges of points on the lines (47) 
and t,. The principal points 0, and 0, are therefore the points of contact of 
the quadric with the 'planes (38) and (12) respectively. 

W hen the line tn varies the corresponding quadric (50) envelopes an  alge- 
braic surface of order 6, as it may easily be seen by eliininating n from (50) 
and its derived equation with respect to n. 

- --- 

('y Cfr. B. Su, Note on . . . ; loc. cit., p. 118. 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XVIII. 
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I n  the same way we can show that the locus of the osculating cusped 
cubic is a cubic surface when the plane of the section revolves about the 
line t, and that this cubic surface envelopes an  algebraic surface of order 10. 

12. As an application of the above results we shall derive some cova- 
riant figures for a pair of intersecting space curves and, in  particular, for 
the asymptotic curves passing through a generic point on a surface. 

Let C and C be two space curves having O for their point of interse- 

ction with distinct tangents t ,  7 but with the same osculating plane ( t ,  7). If 
t and i b e  taken as axes z and y, then the expansions of the two curves in 
the neighbourhood of O are of the form (1) for C and 

(51) I x = ay2 i- Pg% y$' + 6y5 + (6), 

B = py3 -I- 5y4 + r y 5  + qy6 t ( 7 )  
for CC 

For every line t ,  through O and in the plane (t, t) there exist two planes, 

each of which passes through one of t and t; and corresponds to the tangent 
surface of the curve in the manner quoted in 5 6. Denoting 1, by the equa- 
tions (5)) we obtain these plane s 

E8pecially when t, coincides with t the plane (52) becomes 

Siinilarly, when t ,  coincides with t there is obtained the plane 

These planes intersect in the dual line of BOMPIANI ('9. Thus we have a new 
definition of this covariant line. 

In  general, the pla,nes (52) and (53) coi~esponding to the same line t, 
intersect in a line through @ whose locus is a quadric cone of the equation 

(13) Cfr. my paper: Invariants . . . , loc. cit., p. 24. 
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I t  shali be noted that the polar of the plane (t ,  t) with respect to (56) it3 also 
the dual line of BOMPIANI. 

Especially when the curves C and C a r e  the two asymptotic curves through 
a non-parabolic point O of a non-ruled non-degenerate surface S, then, using 
usual notations, we have the cone 

where P, y are fundamental quantities of- FUBINI and 

a log PY a log py @ = -  - y = -  
a z ~  ' au . 

This cone being covariant with respect to projective deforrn~~tions was obtained 
by R. CALAPSO and thus possesses a new definition. The above result gives 
fnrther significances for the first edge of GREEN. 

13. We proceed to establish certain further configurations projectively 

connected with the curves C and c 
The projectivity between a plane through t, and the principal point O, 

of the section made by 6 saggests us to researclr what position on t, the 
point 0, should take in order that the corresponding planes with-respect to 

the .  tangent surfaces of C and C always coincide. 

For a plane through t, there are in  general two points O, and 6, ou t , ,  each 
of which stands for the second principal point of the plane section of the tangent 

surface of each curve made by a, so that the correspondence between 0, and 0, 
is projective. Hence the position we have to determine must be one of the 
double points of this projectivity. O is evidently the double point, since the 

corresponding planes coincide with ( t ,  t). I t  follows that there exists anotlier 
point D on each line t ,  and therefore one plane 6 through t ,  satisfying the 
required condition- 

For the purpose of calculating the coordinates of D we have merely to 
consider the principal point O, of the plane 

(59) 5 + h(y '- nS) = O 

with respect to the curve C, for the principal point O, of the saine plane 

('4) R. CALAPSO, Sugli elî ti pvoiettivi leyati  al geaevico punto di  una superficie, . Atti 
Acad. G i ~ e n i a  », Catania, (.5), 19 (1933), Mem. XIV, 1 - 6 1  was not aware of the cone of Calapso 
until a paper of E. Bortolotti appeared. Cfr. ENEA RORTOLOTTI, Quaclriche d i  Moutard e 
fnscio canonico, u R,end. R. Accad. dei I incei  », (VI), 1 (1937), 1158-165. 
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rnay easily be obtained by interchanging a, 6, c, d,  ... : r ,  s, t,:..; n and h with 
1 

a, p, y, 6, ,..; p, 5, 7, ...; - and - An respectively. 
?% 

$rom (19) and (20) we obtain 

Further substitution of these values in (23) g i ~ e s  

C t 21s" 1 9aP 'r (61) ~ = - 9 -  +4;--- - - ---  6 -  
a 4 r e  ar n 4n" An' 

The coordinates of 0, are consequently given by 

In the same way MW have that the coordinates of 0, are 

where 

From (62) and (65) it follows that these point8s 6 and O, coincids ea.ch 
other when, and only when, 

(65) anw = au. 
This gives the value of A :  

('3 
1 9  9 1 

G(ap -I- ar)  1 -- aaPn2 - - ata - -t 
4 n 

Substituting this in (61) and (62) we have that the coordinates of O, e 6- r D 
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are given by the equations 

t 21 s" 
+ p  ( C a  9 - - 4 - + - - - 9 k ) + r r ~ - 6 ~ )  r 4 r z  ar 2 P 

ri = nt, 5 = O.  

Therefore the locus of D is a nodal cubic in the plane (t, t): 

(67 J 9 2 9 (ap + ar)[q - - a p t 3  + - aPrq3 4 4 

whence m-e obtain that three points of inflexion lie on the line of the equa- 
tions 1;= 0 and 

+ ap + ar = 0, 

a covariant line determined b y  the neighbourhoods of the 5th order of both the 
curves C and The lines joining D and each inflexion are 

(69) a2pt3 - a 2 q 3  = O 

and therefore apolar to the tangents t and 5 
If the corresponding plane 6 of D be denoted by the equation 

('10) ZG,k + ZC,q + ZC35 = 0. 
then we have 

/ ZG, = - 6(ap + ar)n, 
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and therefore the envelope of 6 is a cone of the 3rd class: 

T h i s  cone, being determined nlso hy the neighbourhoods o f  the 5 t h  order o f  C 

a n d  C, h a s  three cuspidal  tangent planes,  nihich are  concurrent in the 1in.e 

(73) S : q : b =  

: - 6(ap -+ ar).  

14. Having thus obtained several remarkable configurations, we shnll now 

apply them to the interesting case where C and are asyinptotic ciirves of 
a surface and then derive certain new elements projectively associated nt a 
generic point O of the surface. 

Setting, as usual, O == log py and 

the nodal cubic (67) in case is given by 

Therefwe the three points of in f lex ion ara the intersections of tlze trcvqpn,ts of 
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SEGRE u n d  the covariant l ine:  

< = O ,  

I n  the same way we obtain a cone of the 3rd class, namely, 

Pu, 5 23 + 37 ) - 2L + 50, (log y), t - - - Q2 +-- B I  1 u:u, = 0. 1 P 4 6 1 

T h e  three czcspidul tangent planes are concurrent in the covariawt l ine 

: - 40Py 

a n d  euch of them infersects the tangent p lane of the surface in one tangeitt o f  
SEGRE. 

15. W e  shall conclude this paper with a remark on the clements deter- 

mined by the neighbourhoods of the 6t8h order of both curves C and C[ As 
was shown before, there are two quadrics, each of them being con- 

structed with respect to each curve and to the saine line t ,  in the plane ( t , t ) .  
These quadrics intersect in t, and a twisted cubic fio that there is such 
a twisted cubic corresponding to ta. I t  is easily seen that this element may 
be found by using the value of u given by (61)  and that of u derived from 
(19), (20) and (23): 
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Without expressing the equations of these qnadrics we merely note that 

one constructed by means of C G d  t is given by 

I n  the same way we obtain anot,her quadric for 0 and t :  

I t  follows that these quadrics intersect in t ,  i a n d  a conic, whose plane passes 
through O when, and only when 

I n  the case of two asymptotic curves of a surface the last condition is 
evident, so that we are led to a conic through O projectively connected to 
the surface at O. 
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Note oii the Projective DiffereiititiJ Geometry 
of Space Curves. 

By TE-CHIH FON (Saiho, Kiangsi, China). 

G. SANNIA has established ( i )  the projective theory of space curves by 
introducing a set of tetrahedrons, especially the fundamental tetrahedron P 
associated to a point of a curve, and has given a certain geometrical con- 
struction for F. I t  seems of some interest to simplify the construction of 
SANNIA by other auxiliary figures covariantly connected to the curve. 

I n  a reoent paper Prof. BUCHIN SU r) has reconstructed the theory by 
a purely geometrical method and has obtained among other things that the 
projective invariants of a curve can simply be expressed by certain double ratios. 

The purpose of the present paper is to give a certain geometrical con- 
struction for the fundamental tetrahedron of SANNIA and to express the 
projective invariants in terms of double ratios alone. The' covariant figure 
which we have utilized to establish the theory is a quadric determined by 
three consecutive projective principal normals at a point of the curve. We 
will cal1 these quadrics the projective pri.ncipal quadrics o f  the curve. 

1. Let P(x), Pt(€) ,  P,,(n), P,(b) be the vertices of the fundamental tetra- 
hedron P of SANNIA so that the edges PP,, PP, are the projective principal 
normal and the projective binormal respectively and the faces [PPtPb], 
[PP,P,] are the projective rectifying plane and the projective normal plane 
respectively ; the projective FRENET-SERRET form ulae established by SANNIA 
take on the form (7 

LE' = t, 
t' = n - Mx, 

(1) d= (SI' - 2 6 , ) ~  t 6, 
b' = (231% - KK)x -- (51' + 20,)t - 51% 

(') G.  SANNIA, Nuova trattazione della geometria proiettivo-differe&ia~e delle curve 
sghembe. Memoria la, U: Annali di Mat. D, (IV), 1 (1924), 1-18; Memoiia 2", a ibid. P, 3 (1926), 1-25. 

(') B. SU, Note on the projective differential geometry of space curves, . Journal Chinese 
Jlatli. Soc. B, 2 (1937), 08-137. 

(3) Cfr. SANNIA, loc. cit.. 

Arinali di Matsmatioa, Serie IV, Tomo XVlII. 13 
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with the condition 

(2) (x t n b ) = i ,  

where Kt= J + 31" + 912 O, = O or = 1 according as the tangents of the 
curve belong to a linear complex or not; the dash represents the derivative 
with respect to the projective arc 5 ;  I and J denote respectively the first 
and the second projective curvatures of SANNIA. 

Consider the ruled surface generated by the projective principal normals 
of C: 

(3) Z = x t w n ,  

where o and w are independent parameters. The asymptotic curves of this 
surface consist of the projective principal normals and the integral curves 
of the following differential equation, 

(4) L d o  -t 2Ilildw = 0, 
where we have placed 

L = (Sua 3 2, XW,), M = (Zaw Z Xa Zw), 

Differentiating (3) and using (1) and (2), we obtain 

Z, = ~(51' - 2 0 , ) ~  + t + wb, 
5," - n, 
Z,, = (51' - 2 0 , ) ~  -1- b, 
2,, = ( * )x - 403wt -1- ( it. )n, 

so that 
L = - 4 0 , ~ ,  M = - 1. 

Consequently, (4) becomes 

The coordinates of a point on the tangent drawn from (x) to the curved 
asymptotic line are 

d 2  
X + A - -  

do '  

A being another parameter. 
Prom (3) and (5) we have 

Hence (6) becomes 

(7) { 1 + Aw(W - 20,) \ x + At -t- ((n, - 20,Aru2)n i- Awb. 
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If we express the projective homogeneous coordinates of any point M(Y) 
in space by the form 

(8) Y = y , x  + y,t + y31z + y4b, 

where y , ,  y , ,  y,, y, denote the local coordinates of M with respect to the 
fundamental tetrahedron P { PP,P,,P, with the unit point (x + t + n + b), 
then the parametric equations of the pro.jective principal quadric Q are 

rYi = 1 + h ~ ( 5 I '  - SO,), 
r y ,  = A, 
r y ,  = w - 2103w2, 
ry4  = ln,, 

where r is a factor of proportionality. Elimination of r, A, n, gives the 
equation to Q: 

(9) y2y3 - giy4 + OIiy( = O. 

I t  is easily seen that the osculating plane y, = 0, the projectiwe normal 
plane y, = O and the projective rectifying plane y, = O touch the quadric Q 
at the poiult P(1, O. 0, O), P,(O, O, 1, 0) and Pt(O, 1, 0, 0) respectively. 

Thus we arrive at the 
THEOREM. The edges P,Pt and PPb are conjugate lines wi th  respect to the 

projective principal quadric. 

2. Let (Z,, Z,, Z,, 2,) denote the local coordinates of any point M ( Z )  
with respect to the osculating tetrahedron O of the curve at a point P. 
Then the relations between ( y , ,  y,, y , ,  y,) and (Z,,  Z,, Z 3 ,  2,) are as 
follows : 

The equation of the quadric Q with respect to O now takes on the form 

On the other hand, the parametric equations of the osculating cubic C, 
of the curve C at the point P are 
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Substituting (12) in the equation (il), we have 

2m3 + 21112 -1- - II + - fi, = o. 
3 'i 

Let m i ,  m,, m, be the roots of (13), then the three points M,(sn,), M2(m,), 
M3(m3) as well as P are the points of intersection of C, and Q. I n  virtue of 
the relations between m, , m,, m,, namely, 

me can express the plane x throngh Mi ,  K ,  M3 by the equation 

Tlierefore the plane x intersects PI', and PP,, at Pt and Px(-41, 0 ,  1, 0) 
respectively. Moreover, we have that the line PP,, intersects the osculating 
conic of the curve in the point Pa'(- 21, 0, 1 ,  O )  so that 

(17) (PP,', P,  P,) = - 1. 

Thus the vertex P, of the fundamental tetrahedron F is completely 
determined. 

I n  the next place we shall determine the fourth vertex Pb .  
From (14) it may easily be seen that t7ze three osculating planes of t7ze 

cubic C, at M , ,  M , ,  M ,  nzeet at a point G on the projective rectifyi?tg plane. 
The line PP, intersects the quadric Q at the point P and 

From (1) we have that the tangent of the locus of P, meets the line PP, 
at the point 

(19) N(51' - 20,, 0, 0, 1 )  

and that the plane (16) intersects the line PP', nt the point 

From (18)) (19) and (20) it follow~ thnt the double ratios of the four 
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points, P, M, H, N; P, M , ,  Po, N are 

D = (PM, Hm) = 203 . 
38 '  31' + gS 

(22) 
20 D, (PM, PbN) - 4. - 51 

I n  virtue. of (21) and (22) we can determine the vertex Pb such that 

(23) 3(PM, HN)  { 2 -t (PM, PJV) 1 = lO(PM, PbN). 

Hence the fundamental tetrahedron P is thus determined geometrically. 

8. W e  come now to express the projective cusvatures I and J in terms 
of certain double ratios. 

- For this purpose we observe that the plane (16) meet the line P,P, a t  

and, therefore, that the equation of the 

plane TL* through A and the tangent PP, is 

On the other hand the principal plane x,  of the curve C and C, at the 
point P is 

The double ratio of the projective rectifying plane n,, the osculating 
plane n, , the principal plane n,, and the plane is equal to 

We have to find another simple relation between I and J. , 

It is well known that any seven-point quadric of C at a point alwiys 
passes through the eighth fixed point S, namely,.the point of SANNIA. The 
local coordinates of S with respect to the osculating tetrahedron O is 

where 
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The transformation (10) suffices to show that the coordinates of S with 
regard to F is 

S(y, , 6me + 21, 3m, 1). 

Therefore the equation of the plane 7c.s E [S; PP,] i s  

The latter touches the quadric Q at the point 

TXThenoe we obtain the double ratio of the four points P,, P, Pm', 8': 

25 J" D, s (P,P, S'P,,') = - 1 - -- 
480,ll' 

or 

I n  virtue of (231, (26) and (28) we obtain finally I and J in terms of 
these double ratios: 

4. Let us now interpreta the curvature form Ida%£ the curve C. 
For this purpose we take the point T(x(o t- da)) infinitely near P(x(o)); 

then the coordinates of any point on the tangent of C at T are 

(30) t %(a -+ da) 4 %'(O + da), 

p being a parameter. In  virtue of the TAYLOR expansions and the formulae (i) 
these coordinates take the form 
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Any line 1 in space meets the faces [P,P,Pb], [PP,P,], [PPtPb], [PPtP,,I 
of the tetrahedron F in the points P,, P,, P,, P, respectively. Then by the 
theorem of von Staudt the double ratio (PiP,, P,PJ is equal to the double 
ratio of the planos [ l p ] ,  [ZP,], [ZP,,], [zPb] and will be called the v o n  S t a u d t ' s  
double rat io  of the line Z with respect to the tetrahedron F ('). 

Hence the von Staudt's double ratio of the tangent of C at T with 
respect to the t e h h e d r o n  % is given by 

(33) A = ( ~ 1 ~ 2  ~ 3 ~ 4 )  

where p i  (i = 1, 2, 3, 4) are determined by the equations 

(34) 
namely, 

2 5 
pa = - - (1  - I d a 2 )  + i f ) ,  

da 

1 
i 

p, = - - (3 - I d a g )  + (2). 
d o  

Substituting (35) in (33) we obtain 

Thus we obtain the following 

f c 
u t  T inf in i te ly  near  P w i t h  respect to the ficndarnental tetrahedron F.  T h e n  

THEOREM. Le t  A be the v o n  S t a u d t ' s  double rat io  o f  the tangent O, 

9 3 
the principal par t  of the infinitesinzal - A - i s  the curvature  form 

8 - 

5. Let us now confine ourselves to consider the intersection of two 
consecutive pt jec t ive  principal quadrics. 

( 4 )  After the nomination o f  Prof. B. SU,  loc. cit., p. 12'2. 
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From (8) and (1) w-e can ea.sily find the conditions of immovability: 

dzl,%- - 
do Ys. 

Therefore the curve of intersection of two consecutive projective principal 
quadrics is given by (9) and 

Denoting by p , ,  p, the roots of the equation 

(39) (51" + 251' - K)p2 - 1 = 0, 

so that pi = - p,,  we infer that the curve of intersection of Q and its 
consecutive consists of four straight lines, namely, the projective principal 
normal, counted twice, and the lines 

These lines intersect the projective principal normal at the point B',(l, O, pi,  O) 
and the point &(1, 0, p,, O), such that 

(40) (PP,%, F,RJ = - 1. 
Thus we arrive at the 
THEOREM. - The characteristic curve of the projective principal quadrics 

at P consists of the projectifle normal at P and two other lines. The latter 
two intersect the former at the points Fi and F,, such that 

(PPn, F1fln) = - 1. 

In  other words: The vertex P, of the fundamental tetrahedron F at P of a 
curue C is the harmonic conjugate of P with respect to the fiecnodes on the 
generator PP ,  of the ruled surface generated by the projective principal 
norrnals. 
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This theorem gives us another geometrical construction of the vertex P,. 
The equation of the tangent plane to Q at the point (a, b, O, O) on the 

tangent PP, of C is 

(41) 3bz, - az ,  == 0. 

Prom this and the null system of the osculating linear complex of the 
curve C 
(42) (J i = a,, t2=-3z37(53=3z27 5 4 -  -- 8 1 7  

we have the 
THEOREM. - T h e  tangent p lane  of the yuadvic Q a point  o n  the tangent 

o f  C i s  tlze nul8 plane of tlze point  w i t h  respect to the osculating l inear  
cotnplex of C.  

From (15) we further have t,hat the n u l l  point  of the plane .x lies o n  the 
projective recti fying plane. 

6. Since the osculating plane to the curve at the point P touches the 
projective principal quadric, we are led to the consideration of the p e n d  
of quadrics 

(43) O;, = y,y, - y,y, + 5 ( I f  + ?,)y: = 0. 

When h is fixed, the curve of intersection of & with its consecutive 
may be represented by the equations 

The latter equation represeuts a cone, C)., of the second order on which 
the curve of intersection KA lies. The cone 4 is decomposed into two plitnes 
when and only when A = O, or in other words: 

THEOREM. - T h e  cone Cl i s  decomposed i n t o  tlvo planes  w h e n  a n d  on ly  
îvhen the quadr ic  is a projective principal quadric  ( 5 ) .  

If the parameter h be now regarded as a variable, then al1 the 
curves KA lie on the cubic surface 

The osculating plane y,  = O  touches S, at the tangent of the curve and 
further intersect 8, at the projective principal normal. The eqiiation of the 

( 5 )  This property is analogous to the one concerning the pencil of DARBOUX. Cfr. E. 
BOJIPI.ANI: Fascio di quadriche di Darboux e ~zormale proiettiva in un p u d o  di uiaa superficie, 
« Rend. Acc. Lincei ., (VI), G (1947) 187-190. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



106 TE-CHIH FON: Note on the P,rojective Differelztinl Geonûetry of Spuce Curves 

tangent planeto  S:, at the point (a, O, b, O) is 

(46) by, - ay4 = O, 

which also touches the projective principal qundric Q at the point (a, O, b, O). 
Therefore we obtain the 

THEOREM. - The cubic surfaces S, touclfies the projective principat quadric 
along the projective principal normal. 

7. We  hall conclude this paper with a characteristic property of the 
curve whose first projective curvature is constant. I n  virtue of the equa- 
tion (9) follows immediately the 

THEOREM. - If the fundame.lztal tetrahedron F at any point of a space 
curve is ivzscribed in the corresponding projective principal quadric, then the 
first projective curvature of the curve 1wusl necessarily be constant asd 
vice-versa. 
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Sopm un compleineiito all'equazione dei t re  momenti 

per una, trnve continua, inflessa e sollecitata assialinente ('). 

Memoria d i  FABTO CONFORTO (a Roma). 

Sunte. - S i  stabilisce un'equazione dei tre mamenti  pei' u n a  traue continua nella quale agni 
campata è a flessiorigidezza EI  vaviabile linearmente, é compressa O tesa d a  un carico 
costante, é inflessa d a  un carico costante e d a  un n.umero qualunque d i  carichi con- 
centratd, comunque distribuiti. S i  dimostra che i l  calcolo numerico dei coefficienti della 
nuova  equaaione dei ti-e momenti  pud eseguirsi con gli stessi calcoli necessari per i l  
calcolo dei coefficienti, ~zell'ipotesi in. cui  manchino i carichi concentruti: i n  quest'ultiruza 
ipotesi le tabelle numeriche sono in corso d i  s tampa in altro lauoro. 

Introduzione e posizione del problema. 

Or son poco pih di vent' anni i tecnici e gli studiosi di Costrusioni Aero- 
nautichedWsi imbatterono nell'interessante problema delle travi continue inflesse 
e sollecitate assialmente. A questo problema portava il calcolo delle « f i l a p e »  
di dirigibili rigidi e dei longaroni di aeroplani di vario tipo: invero un l m .  
garone 13 un organo destinato a funzionare ne1 suo insieme come una trave 
continua inflessa, mentre le singole sue campate funzionano come aste di una 
tmvatura reticolare e quindi sono sollecitate assialmente. 

TJna delle soluzioni del problema sopranominato 6 rappresentata dall' epua. 
zione dei tre  molnenti  di G. ALBENGA (:), i l  quale generaliasb al nostro caso l a  
classica equaaione dei tre momenti di CLAPEYRON, ben nota nell' ordinaria 
Scienza delle Costruzioni. 

L'equazione dei tre monienti di ALBENGA applica ad una trave con- 
tinua, composta di un numero qualunque di campate, separate da  nppoggi, 
supponendo che in ogni campata siano:costanti i l  carico flettente p: i l  carico 
assiale P e la flessiorigidessa EI. Essa permette di scrivere un certo numero 

(') Lavoro eseguito nell'Istituto per le Applicazioni del Calcolo. 
(7 Cfr. G. ALBENGA: Su l la  trave continua inflessa e sollecitata assialmente; a R. Acc. 

delle Scienze d i  Torino w ,  vo11. 51, 52 (1016); ristampata ne1 a Bollettino Tecnico a n. 12 
della Direzione Sperimentale dell'Ariazione, Montecelio, fcbbraio 1920, con l'apgiunta d i  
abachi, per il pratico impiego, coinpilati ditll'ing. 1. PERSE~ANI.  
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108 P. CONFORTO: Sapa un comptenze.ni?o all'equnx.ione dei i r e  mornenti 

di equazioni lineari, ciascuna delle quali lega tra loro i momenti su tre ap- 
poggi eonsecutivi; e queste equazioni, con 17aggiunta delle condizioni alle 
estremith della trave, permettono il calcolo dei momenti su tutti gli appoggi. 

Ora l'ipotesi della costanza di p, P ed EI si pub ammettere anche se 
qualcuna di queste grande~ze non vari molto. Inoltre va osservato che da1 lato 
pratico aeronautico h a  poco interesse di considerare una variazione di p O di P. 
Cib che inrece, proprio nelle Costruzioni Aeronctutiche, varia in modo talvolta 
imponente e quindi non trascurabile é il prodotto EI. Sorse cos1 la  questione 
di generalizzare l'equazione dei tre momenti di ALBENGA al caso in cui i l  
prodotto EI è variabile. Un  primo passo in questo senso fu  compiuto da  
C. MINELLI ('), il quale, considerando i l  caso di ET variabile Einearmente, pervenne 
ad un' equaaione dei tre momenti, generalizzazione di quella di ALBENGA, alla 
quale daremo ne1 seguito, per brevith, il nome di eqzcasione ALBENGA-MINELLI. 

Da1 punto di vista pratico 1' equazione di  ALBENGA-NINELLI B certamente 
più complicata di  quella ~ 'ALBENGA, giacchh i suoi coefficienti dipendono da 
funzioni di BESSEL, ci06 da  funzioni di  pih difficile maneggio delle funzioni 
trigonometriche circolari od .iperboliche, che invece intervengono in quella di 
ALBENGA. Occorreva dunque, per rendere pratico l'iiso della nuova equazione, 
la compilazione di opportune tavole numeriche, per le quali i l  MINELLI richiese 
1' intervento del17 Istituto per le Applicazioni del Calcolo del Consiglio Nazio- 
nale delle Ricerche. Cos1 fummo tratti ad occuparci della questione L. CESARI 
ed io stesso (2); noi riuscimmo tra l'altro a semplificare notevolmente l'espres- 
sione letterale dei coefficienti data da1 MTNELLI scrivendo l'squazione ALBENGA. 
MINELLI in una forma al  tempo etesso elegante e compatta da1 lato mateina- 
tico ed accessibile da1 lato numerico. Successivamente 1' Istitiito passb alla 
compilazione effettiva delle tavole numeriche; cib costb un duro lavoro di cal- 
colo numerico, durante il quale si incontrarono delle notevoli difficoltk sia 
da1 lato concettuale che pratico. Ciononostante la  cosa fu condotta in fondo 
ed ora é in corso di pubb!icazione un ampio lavoro, il quale riassume, com- 
pleta e sistema tutta la ricerca in ogni suo particolare, rendendo possibile ne1 
modo più semplice, mediante le tavole numeriche, la  sollecita scrittnra del- 
1' equazione ALBENGA-MINELLI in qualunque cas0 pratico. 

(4) Cfr. C. MINELLI: T ~ a v e  continua inflessa e sollecitata assialwzente, con flessiovigi- 
dezza vaviabile linenrmede lungo agni campata; a Rend. R. Acc. dei Liiicei r, serie VI, 
vol. 29, 1936 (pp. 115-124). 

(2) Cfr. II. CESARI ed P. CONPORTO: Sulla equazione dei tre mowzenti per una trave 
continua inflessa e sollecitata assialinente, con. flessiorigidezza variabile livtearmente Zzcngo 
ogni campata; u Rend. R. Acc. dei Lincei 3 ,  Nota 1 e I I ,  S. VI, vol. 29, 1936 ipp. 273-277 
e 354-337). 
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F u  durante la redazione dell' anzidetto lavoro in corso di stampa che io 
intravidi come si potesse pervenire ad una semplice ed elegante equazione dei 
tre momenti supponendo che oltre al carico flettente uniformemente distri- 
buito p, ogni campata della trave continua fosse inflessa altresi da u n  numero 
pualunque di carichi concptrati. Riprendendo piu recentemente la  questione 
ho potuto non solamente dare una forma semplicissima ai coefficienti di  questa 
equaxione dei tre nzotnenti ALBENGA-MINELLI generalixzata, ma altresi provare 
che per rendere 1' equazione utilizzabile nella pratica non occorrono ulteriori 
calcoli numerici oltre a quelli già eseguiti dall' Istituto per il caso di assenza 
di  carichi concentrati. Poichè d' altra parte la questione pub presentare, a 

quanto sembra,, interesse da1 lato tecnico, mi sono deciso a pubblicare la  mia 
ricerca. Cosi ha avuto origine questo lavoro ne1 quale dunque: 

a) si  stabilisce un'equazione dei tre momenti per una trave continua: 
per la quale ogni campata: 

1) è dotata di  flessiorigidezza variabile linearmente; 
2) è sollecitata assialmente da. un carico costante P; 
3) b inflessa da  un carico uniformemente distribuito p ;  
4) è inflessa da  un numero qualunqae di carichi concentrati Qi in 

posizione qualunque ; 
b) si dirnostra che i coefficienti di questa equazione sono sostanzial- 

mente già calcolati, il loro calcolo non importando nuove difficoltà rispetto al 
calcolo dei coefficienti dell'equazione ALBENGA-MINELLI nell'ipotesi in cui 
manchino i carichi concentrati. 

I l  lavoro è diviso in tre parti. Le prime due si riferiscono alla questione a), 
l'ultima alla questione b). Precisamente nella parte prima si studia, nelle nostre 
ipotesi, la linea elastica di una campata; nella parte seconda si  calcolano in 
particolare le inclinazioni della linea elastica alle estremità della campa,ta. 
Questo calcolo sarebbe laboriosissimo, se non si procedesse opportunamente, 
in modo da non smarrirsi ne1 calcolo letterale. Invece, come il lettore potrà 
wiudicare, il risiiltato finale pub essere messo in una forma notevolmente sem- a 

plice. Nella parte terza si perviene anzitutto all' enunciata equazione dei tre 
momenti, imponendo che due campate consecutive abbiano la  stessa inclina- 
zione nell'appoggio comune. Indi si  chiarisce la  questione b);  ed a questo scopo 
si dimostrano analiticamente alcune proprietà di una certa equazione trascen- 
dente, che si b già, presentata nella pubblicazione in corso di stampa dianzi 
citata; ma ivi le proprieth di cui si discorre rimanevano acquisite soltanto 
empiricamente, attraverso il calcolo numerico diretto. 
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PARTE PRIMA 

1: Equazione differenziale de lh  lines elastica in  uiia ca.inpata. - Consi- 
deriamo una campata qualunque della trave continua. Supponendola, per fissare 
le  idee, orizzontale quando essa sia scarica e senza dislivelli, immaginiamo che 
nell'estremo destro (d) nulla sia alterato, mentre all'estremo sinistro (s) sia 
eseguito un taglio, applicando poi alla sezione libera le forze interne esistenti 
prima del taglio, e cioè: un momento flettente M,, una forza tagliante R,, uno 
sforzo assiale di  compressione O di trazione, d7intensità senzpre posilriva P. 

Assumiamo, in accordo con le ricerche precedenti dianzi citate, le nota- 
zioni compendiate nelle figg. 1 e 2, delle quali la  prima si riferisce ad una 
campata compressa e la seconda ad una campata tesa. Precisamente: il carico 
flettente uniformemente distribuito p e i carichi concentrati sono positivi se 
diretti verso il basso, il momento flettente è positivo se tale da comprimere 
le fibre superiori e tendere le inferiori, 10 sforzo tagliante è positivo se tale 
da f a r  crescere il momento ne1 senso positivo dell' asse x. L' asse x si suppone 
oriazontale e si orienta da sinistra, a destra, con l'origine nell' estremo sinistro, 
parallelamente al primitivo asse della campata (cioè all'asse della. campata 
scarica e priva di dislivelli); 10 sforzo assiale è parallelo a tale asse. 

Diciamo 1 la lunghezza della campata e a,, x,, ... , x,, le ascisse dei punti 
in cui sono applioati i carichi concentrati. 1 punti di ascisse x, ,  z,, ..., x,, 
dividono la campata in uz 4- 1 parti : indichiamo con 3, , y2, ... , y,l+, 1' ordinata 
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per u/na trave continua irtfiessa e sollecitata assialntente i l 1  

.... della linea elastica ne1 tratto 0'-'a,, x,'-lx,, x ,,-, '-lx,,: x,,'-'1. La y ,  (i = 1 
2, ..., n + 1) b dunque una funzione della x, definita nell'intervallo 2,_,'-'xi, 
dove per estensione si é posto 2, = 0 ed x,,,, = l .  

Fig. 2 

Con queste notazioni e convenaioni, il moment0 flettente in un punto della 
campata b dato dalle formule seguenti: 

Mx=- pz2 E I ~ ~ = M ~ + R , ~ - ~ * P Y ,  dx2 se O < X < X ,  

d2 y P2 
JIx = - BI -2 = M ,  + R,x - -- * Py, - Q,(x - x,) dx" 2 

se x , ~ ~ x ~ x ,  

-Ms+R,m- @ +Py.3-Q,(x - xi)-QJz-s,) se x,<x<x, Mx=-BI- -  
dx2 - 2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
dbyi PX-  i-1 

ni, = - EI- = M, + R,x - - - =t Pyi - Lh.Q,(x-xh) 2 se xi-,<x<x, dx? i 

d2y,+, - PX' 
i 

Ills = - EI --- - M, + R,x - =1: Pyi+, - & & h ( ~ - ~ n )  se xi<z<xi+, 
dx2 2 1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

PX* n d2y11+' - M ,  +R,x- +Pÿ,,+,- B,&(x-%) M ---EI--- se x,, < x & 1. 
x- dx- 1 
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i l  F. CONFORTO: Sopra u n  conqden~ento nll'equcczione dei tre wzomenti 

I n  queste formule E è i l  modulo di JOUXG, I il momento d'inerzia nella 
sezione x e valgono i segni superiori od inferiori a seconda che la campata 
sia compressa O tesa. 

Derivando due volte la (i 4- 1)-esima delle 1.1 si ha:  

Per evidenti ragioni di continuith materiale 6 :  

(i = 1, 2, ... , n). 

Poi, sottraendo la (i  + 1)-esima delle 1.1 dalla i-esima, dopo aver posto 
% = x i ,  tenuto conto delle 1.3 e del fatto ohe la  EI è una funzione continua 
si trova: 

( i=l) 2 )..., n). 

La 1.4 esprime la continuità del momento flettente ne1 passaggio attraverso 
la sezione x , ;  e, tenendo conto a priori di questo fatto meccanico, avrebbe 
potuto esser scritta direttamente. 

Indi denotiamo con I8 ed Id il momento d' inerzia agli estrerni della cain- 
pata. Allora, poichè EI varia Zinearmente, 8 :  

- Id - Is 
con a=-. 

1 8  

Deriviamo una volta la (i i- 1)-esima e la i-esinia delle 1.1; poniamo x = xi;  
e sottragghiamo la seconda dalla prima., tenendo conto delle 1.3, 1.4. Otteniamo: 

La 1.6 esprime che Qi b la  quantith di cui decresce 10 sforzo di taglio ne1 
passaggio dalla senione immediatamente a sinistra a quella immediatamente a 
destra di x =  xi; e, partendo a priori da questo fatto meccanico, si sarebbe 
potuta scrivere direttamente. 

I n  fine chiamando M, e Md i momenti all' estremità sinistra e destra della 
campata e con yb l'abbassamento del17appoggio destro rispetto al sinistro, si ha:  
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per urca trccve continm inflessa e sollecitata c~ssialmente 113 

Ora, al10 scopo di diminuire il numero dei paranietri che entrano ne1 
problema, poniamo : 

( x = 15, xi=&& (i = 1, 3, ... , n)(O< 5 < 1) 
Pl" 1 ? 

) Allora le 1.2, 1.3, 1.4, 1.6, 1.7, si possono aompendiare nelle formule se- 
guenti, nelle quali l'apice è usato per indicare la derivazione rispetto alla 
variabile 5 : 

- -., pz2 ( i z 0 ,  1, 2, ..., %) 
1.9 [(i  + &''i+,]" + p'yf t i f i  = p- p 

6 -5z t t i + d  

La 1.9 rappresenta n i- 1 equazioni 2ifferenziali lineari del qiiart'ordine, 
nella cui integrazione intervengono 4n + 4 ,  costanti arbitrarie. Queste 4% +- 4 
costanti debbono venir determinate in base alle 1.10, 1.11, che forniscono preci- 
sarnente 4n + 4 re la~ioni  fra di esse. Vedremo che in ta1 guisa rimangono 
effettivamente determinate le y i ,  per modo che ~i puo pervenire alla linea 
elastica (in ciascun tratto) della campata. 

2. Determinaaione di un primo gruppo di costanti d'integrltzioiie. 
Poniamo : 
2.1 d t i+ i  = Bi+< - 

La 1.9 diviene: 
- -;. pl" i = 0 ,  1, 2 ,..., n 

[Il+ .~)zi+,I' * PZZi+i = p p 
! é . ~ E < S i + i  

Denotiamo con T(E) e V(t) due integrali linearmente indipendenti del- 
l'equazione 2.2 resa omogenea. Essi saranno funzioni regolari in  tutto l'inter- 
val10 0'-'1. Invero la  2.2 resa omogenea è un'equazione differenziale del 
second' ordine lineare ed a coefficienti variabili, il cui nnico punto singolare 

Annali d i  Matematioa, Sarie IV. Tomo XVIII. 15 
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1 
al finito è ne1 punto d'ascissa x = --. Ma è, per la 1.5: 

a 

- I '  a- I s - !L1>- l ,  
a = --- - 

Is 1, 
e quindi: 

1 -- 1 < O O - -- > 1 (secondo che a > O O a < 0). 
u CL 

I l  punto singolare non cade diinque nell' intervallo 0'-'1. 
Cib posto la integrazione della 2.2 fornisce: 

ove le c,,, , di+, sono 2n + 2 costanti da  determinare. Esprimiamo all' uopo che 
sono soddisfatte le 1.1 1. Troviamo : 

Le ultime due delle 2.4 si possono considerare oome un sistema di due 
equazioni lineari nun omogenee nelle due incognite ci+, -ci, di+, - d,. I l  
determinante di questo sistema 6 :  

ed e certo diverso da  zero, essendo i l  determinante wronskiano di due inte- 
grali linearmente indipendenti di un' equaaione lineare ed omogenea, calcolato 
in u n  punto regolare per l'equazione. Anzi, poichb i l  determinante wronskiano 
si esprime per i coefficienti dell'equazione ne1 modo notissimo, troviamo ne1 
nostro caso: 

ove : 

Risolyendo allora i l  predetto sistema di due equazioni lineari nelle due inco- 
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yer una trase contifiuc~ ififlessa e sollecitata assiairnefite 116 

e quindi, sommando rispetto all'indice i da 1 ad h :  

In particolare 15 dunque: 

Sostitniamo queste espressioni di c,,,, , d,,,, nella seconda delle 2.4. Asso- 
cinndo all'equazione cos1 ottenuta la prima delle 2.4 ottenianio il seguente 
sistema di  due equaeioni 1inea.ri nelle incognite c i ,  d, : 

Poniamo : 

2.8 ' 

e s~pponianzo che sia A $= O, riservandoci di  discutere più avanti 1' ipotesi op- 
posta. Possiamo allora ricavare le c, ,  d, e troviamo precisamente: 
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116 P. GONFORTO Sopra urt co,mplemento all'equaaione dei tre momenti 

Trovate cosl le c , ,  d, ,  per sostituzione nelle 2.7, si perviene senza diffi- 
colt& alle seguenti eepressioni definitive di ch+, , dh+l (h = 0 ,  1, 2, ... , n) : 

- 

2.9 { 

h 
i- A W,,EIs " [ ~ ( l )  ftQi(1 +;LI 1 :[::) ;!i 1- ~ ( o ~ ~ ; ~ t ( l - + ~ E i )  l ' ( E t )  V(Si) l 1 

I h=O, 1, 2 ,..., n. 

Sono cos1 determinate le prime 2n +- 2 costanti d'integranione. 

3. Determinazione delle residue costanti d'integraxione. - Riprendiamo 
la 2.1 ed integriamola due volte, tenendo presente la 2.3. Otteniamo: 

( + A,+i(E - E t ) . +  Bi+, @ = O ,  1, 2 ,..., W) 

dove le  Ai+, ,  B,,, sono costanti d'integranione e le c,,, , di,, sono date dalle 2.9. 
Poichd le 1.11 sono già soddisfatte, quando le ci+,  , di+,  siano calcolate a 

norma delle 8.9, per determinare le A,+, , Bi+, imponiamo che siano soddisfatte 
le 1.10. ,4bbiamo cosl: 

Nella terza della 3.2 sommiamo rispetto all'indice i da 1 ad h. Otteniamo: 

3.2 A;-, - Ai = C ,  T ( s ) ~ s  + d ,  Ir(s)ds J 
té-1 

J 
ki-I 

? 1 
pl" 

c . + d ( l -  s)T(s)ds + d , , + , / ( l -  s)V(s)ds*=+ A, ,+ , ( l -  L1-l- Il,,+, =y, 

En Eta 

I i =  i l  2 , , . . ,  n. 
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yer una trnve c o n t i n u a  iwfîessa e s o l l e c i t a t a  nssicclmmte I l 7  

ossia : 

D'altra parte, sommando nella seconda delle 3.2 rispetto all'indice i da 1 ad h, 
viene, tenuto conto che B, = O :  , 

h 

Ba+* - &Ai(ti - Si- , )  + - s ) T ( s ) ~ s  t -  &di (Si - S) V(s)ds 
1 1 1 

Si-i L-1  i' 
ovvero, per la 3.4: 

h i-l 
5k 

h i-1 

Bh+i = A i L  +Xi2k(Si - T(s)ds +rii zk(ti - 
1 1  1 1  

Ck-i Ek-1 

Ma., corne si vede facilmente, è 

h i-l h -1 h 

xi  Z k  = 2 *  x i ,  
1  1 1 k+l 

e quindi: 
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Da cui, infine: 

Dalle 3.3, 3.5, facendo h = n si deduce in particolare: 

Sostituendo questi valori di A,,, , B,,,, nella quarta delle 3.2, si ha un' equa- 
sione che ci permette di determinare A , .  Precisamente si trova senen alcuna 

Ottenuto cos1 A, ,  sostituendo nelle 3.3, 3.5, si ~ttengono tiitte le A h + , ,  
B,,,. Precisamente, con facili calcoli, si trova: 

1 kk-i ç k - i  

1 

i k - i  i k - i  
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per uuza trave corzhzda iwfiessa e sollecztrcta ccssinlwzerzte 119 

Rimangono cos1 completamente determinate tutte le 4 n  + 4 costanti d'in- 
tegrasione. Riassumendo possiamo dunque dire: 

Lu linea elustica ne i  v a r i  t ra t t i  della campatu s i  ottiene facendo vur iure  
l' indice  h nel la  formula 3.1 : 

e 

dove le costanti A,+,, Bh+,, ch+,, d,,, sono date  rispett ivamente dalle 3.7 e 
dalle 2.9. In tutte queste forntule v a l g o m  i segni superiori od i n f e r i m i  a seconda 
che l a  sampata  è compressa O tesa;  e le T(5) e V(5) sono due  in tegral i  qualsiasi ,  
l inearmente irzdipendenti, dell' equusione dif ferenziale : 

- - 
[(i -1- a&]'' t p2s = O 

in c u i  pure  valgono i segni superiori O in fer ior i  secondochè s i  t r a t f i  d i  campata  
compressa O tesa. 

PARTE SECONDA 

4. Priina esprossione delle inclinazioni alle estremità della campata. - 
Dobbiamo ora passare al calcolo delle inclinasioni della linea elastica alle 
estremitb della campata. Dobbiamo in sostanza calcolare le due quantità yl,(0) 
e y',,,., (1). Ora dalle 3.1 si ha: 

pl' 
t - 5 + A ,  

O 
P 
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O P. CONFORTO: Sopra u.n con~plencedo all'equasio.ne dei tve whowzewti 

ossia : 
Y,'(') = 

l. 
PZ" yr..+,p) = c..+++)d.i.r, + d,t+i/ud*.i.r, * - p + A.,+< . 

f n t n 

Tennto conto del valore di A, ed A,,,, quale risulta dalle 3.7, viene: 

I n  queste espressioni le c h ,  dk sono date dalle 2.9. Occupiamoci da prima 
del calcolo esplicito della y',(O) e precisamente della parte di essa dove inter- 
vengono gli integrali. Tenute presenti le 2.9 abbiamo: 

Xa, invertendo le due sommatorie, si vede facilmente che é: 
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e quindi: 

Ne segue: 

Ora, gli integrali che compaiono in  quoste formule si possono calcolare espli- 

Annali d i  Matematioa. Serie IV, Tomo XVIII. 16 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



i22 P. CONFORTO: Sopra un complen~ento ~Zl'eqzcaaione dei t r e  mowenti  

citamente. Basta all' uopo calcolare i 6 integrali: 

Rammentiamo all'uopo che T(S) t: V(e) sono due inteyrali dell'equazione dif- 
ferenziale : - 

[(1 + qz]" t p2z = 0. 

Sarh dunque ad esempio: 

ed, integrando per parti: 

Da questa formula, facendo Ei = 1: si trae poi 1' (1 - s)T(s)ds. In modo analogo 

si calcola poi 1' integrale : 
!! 

O 

1 

JI1 - s)T(s)ds 

E i  

e gli integrali simili in cui entra la funzione V(0.  Si trova in fine: 
1 
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p e r  z lno t r o v e  coniinua in f tessa e so&Zecituta ass iu~nzen te  12:3 

1 
1 - 

[(l - s)V(sids = : [(1 + .)V(l) - (1 - i  ., V(0) - v'(O), 

O 
p2 

Da queste formule, tenuta presente la 2.8, segue: 

E quini& sostitirendo nella 4.2: 

- 
M z2 1 + - a - +--1 1 1 T ( o ) ~ Q )  i]+x[TT+F- M,12 1 +- a 1 1 T(I) ~ ( 1 )  \ = &[* u. p' "(0)~(0) -- - " I "(O) V'(0) il- 
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scritta combinazione di deterniinanti é, in fine: 

Allora, ponendo : 

1 

- PIP 
tenuto conto che per la 1.8 : pz = -. , 

Er, 
la 4.1, per la 4.3, fornisce: 

I n  modo del tutto simile si  arriva ad una formula semplice, che esprime 
esplicitamente y',,,,(l). Possiamo limitarci ad accenna,re alla cosa. Partendo 
dalla seconda delle 4.1, tenute presenti le 2.9, eseguendo l'inversione delle 
sommatorie doppie, si perviene anzitutto ad una formula analoga alla 4.2. 
Precisamente : 
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Indi, tenuta presente l'equaaione differenaiale alla quale soddisfa tanto 
la T(t) che la V(t), con una integranione per parti, si trova: 

- 

e quindi: 
1 

O 
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Queste formule, sostituite nelle 4.6, permettono il calcolo della espressione: 

1 1 
th-; Ca-i 

Dopo cib, poneudo: 

tenendo presente la seconda delle 4.1 

A 

si ha:  

Riassumendo possiamo durique dire : 
Le inclinazioni della campafa sulle estremità sono date dalle 4.5, 4.8, dove 

si sono fatte le posizioni 4.4, 4.7. In queste formule T(Q e V(5) sono due p a l -  
siasi integrali indipendenti dell' equazione differenziiale: 

[(l + .~)q + $z = O 

e vanno presi ovunque i segni supr ior i  od inferiori, a seconda ehe s i  tratti di  
canzpata compressa O tesa. 

5. Generalità del]' ipotesi cc > 0. - Ricordiamo che a si esprime in funzione 
dei momenti d' inerzia all'estremità della campata, con la formula 1.5: 

Secondo che sia Is < Id ovvero I, > Id b dutique positivo O negativo. 

Ma, in sostanza ci s i  pu6 litnitare a considerare i l  cuso a > 0. 
Per  convincersi di qnesto, inconiinciamo con la seguente osservazione. 

Per  ogni campata introduciamo, accanto a i  due parametri: 
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i due parametri, semnpre positivi : 

a =  Imax - Imin  Pl2 , pz=- 
Imin EImin 

essendo Imax e Imi, rispettivamente la  più grande e la più piccola delle quan- 
tith Is, Id.  

Se Is < Id si ha sena'altro, a = a, = p. 
- 

'8  - I d  Se I,, > Id 6 a <O,  a =--- . Troviamo allora: 
I d  

Cib premesso, consideriamo 1' equazione differenziale : 
- 

5.3 [(i + à&3]" * p2b O 

e sostituiamo i valori 5.2. Otteniamo: 

ovvero, posto 1 - 5 = c(0 < 5' < 1): 

d" 
- [(1 i- a[')z] ir pez = O. 
dya 

Se ne deduce che, se T([) e V( t )  sono due integrali linearmente indipen- 
denti della 5.3, le funzioni T(1- 5) e V(1- 5) sono due integrali linearmente 
iudipendenti dell' equazione : 

- 
dove la a, p ,  sono legate alle a, p ,  dalle 5.2. Ma allora, nelle 4.4, 4.7 possiamo 
ritenere che T({)  e V([) siano sempre integrali dell'equaaione differenaiale 5.4, 
salvo a sostituire T(Q V(S) rispettivarnente con T(l - t), V(l - 5) e a tener 
conto delle 5.2, se I, > I d .  Si  trova cosi senaa alcuna difficoltà: 
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dove : 

essendo T('(5) e V('(5) due integrali indipendenti dell'equazione differenziale: 

dg 
- [ (1  + a'(5)aI +- p% = O 
dS2 

Si vede dunque che riferendosi al parametro a anziché al parametro cc, si 

pub sempre supporre a positivo. Giacché, per le formule che precedono, sup- 

porre negativo é lo stesso che cambiare A, B, C, D rispettivamente in D, C, B, A. 
Cib per quanto riguarda le A, B, G, D. Veniamo al coefficiente di Qi nelle 

formule 4.5, 4.8. Poniamo. 

- - 
Le quantità R, S dipendono da a, y, ki e non dalla particolare coppia di 

integrali T(()  e V(S) prescelti, corne risiilta evidente dalla loro forma. È dunque: 

Se invece é I8 > Id bisogna nelle 5.7, a norma di quanto precede, sosti- - - 
tuire ad a, p i valori 5.2 ed al posto di T(E), V(() immaginare posti T ( l -  E), 
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V(1- c), passando cosi dall' equazione differenaiale 5.3 alla 5.4. Abbiamo allora: 

essendo qui T(E) e V(5) due integrali dell'equazione 5.4.. 
Introduciamo ore una quantità Ai tale Che: 

Per le 5.7 si ha allora: 

Riassumendo ora tutto quanto si 6 detto in un solo enunciato, ne1 quale, 
per completema e comodità del lettore, riscriviamo anche qualche formula 
precedente, tenute presenti le 1.8, 4.4, 4.5, 4.7, 4.8, 5.1, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 
5.9 5.10, si ha: 

Introdotti per la campata i due parametri sempre positivi: 

le inclina~ioni al17estrerno destro e sinistro della canzpata si esprimono con le 
f o rw le  : 

&!!!!- y b + ! ! d , l + ~ a l  D-&!K-'$.Q.S1l$. 
Z - 1 E18 EI ,  P P?' * 

dnnali d i  Matematioa, Serie IV, 'Porno XVIII. 
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Le quantità A, B, C, D7 H, K, R(hi), S(Xi) risultano da1 seguente pospetto: 

ln  queste formule è: 

wentre T(€J e V([)  sono due integrali lircear9nente indipendenti qualsiasi del- 
17 equaeione differe~eiale : 

d " 
- [(l + uE)e] & p'a = 0. 
de2 

Ovunq.ue valgono i segni s~periori od inferiori a seconda che la campata sia 
compressa O tesa. 
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6. Forma definitiva delle inclinazioni della campata alle estremità, me- 
diante funzioni di Bessel. - Ne1 seguito faremo costante riferimento all'enun- 
ciato, con il quale si chiude il numero precedente. l n  base a questo enunciato, 
per calcolare le inclinazioni alle estremith della campata basta sa.per calcolare 
i determinanti ivi indicati con 

A cib perveniamo esprimendo T(S) e V(5) mediante funaioni di BESSEL. 
Partiamo dall'equazione differenziale 

d' 
- [(1 + a&] dz y% = O  
dS2 

a cui soddisfanno le T(& V(7(5), ed eseguiamo il seguente cambiamento di varia- 
bile e di funzione incognita: 

radicale positivo. 

Quando 5 varia tra O ed 1, la u varia tra i due limiti positivi 3 e 
a 

9 VG. 
a 

La precedente equazione si muta, per la 6.1, nella: 

ossia nell'equazione differenziale delle funzioni di BESSEL d'ordine 1 ('). E 
precisamente nell' equazione differenziale delle funzioni di BESSEL d' argo. 
mento reale se valgono i segni superiori, ovvero nell'equadone differenziale 
delle funaioni di BESSEL d' argomento immaginario se valgono i segni inferiori. 

Fer il caso della campata compressa potremo dunque prendere come 
sistema d'integrali indipendenti della 6.2 le note funzioni Ji@), Y,(u), ment;e 
ne1 osso della campata tesa interverranno le I,(zc), K,(u). Tutte queste quattro 

(1) Per le proprieth pih cornuni delle funzioni di Bessel, che intervengono ne1 seguito, 
rimandiamo alla Theory of Bessel F~netions di Gt. N. WATSON, Cambridge 1922. 
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funzioni si  possono considerare real i ,  quando zc 6 reaEe e positivo ('). Ma cib 
Sp 2p --- 

avviene precisamente ne1 caso nostro, dove la u varia da - a - V 1 -t a .  
a a 

Tenute presenti le 6.1 possiamo dunque assninere per le T(E), V(E,): 

ne1 caso della campata compressa 

ne1 cnso della campata tesa ( 

Cib posto, si pub passare sendaltro a l  calcolo dei determinanti A , ,  A,, 

4, 4, 4 
T(O) V(0) T('i) V(Ai) . 1 T t  ) 1 1 Tl11 9 1 )  1 '  

e quindi delle A, B: C, D, H, E, R(hi), S(Ai). Importa solo tener presenti le 
aeguenti formule per la derivaaione delle funzioni di BESSEL: 

A calcoli eseguiti troviamo : 

(1) Diciamo si possono considerare reali e non sono reali, percha di fatto la Yi(%) e 
la Ki(%) sono polidrome ne1 campo complesso, per la presenza di un termine logaritmico. 
Queste due funzioni diventano reali se per il logaritmo si prende la determinazione prin- 
cipale, corne sempre intenderemo ne1 seguito. 
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Per la campata compressa: 

con : 
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Per la campata tesa: 

con : 
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PARTE TER5A 

7. Equazione dei tre monienti. - Abbiamo ormai tutti gli elementi per 
scrivere l'equazione dei tre momenti ALBENGA-MINELLI, generaliaaata al cas0 
in oui ciascuna campata della trave continua sia sollecitata, oltre che da un 
carico flettente uniformemente ripaztito e da un carico assiale costante, anche 
da un numero qualsivoglia di carichi flettenti concentrati. 

Riportiamoci percib all'enunciato alla fine del n. 5 e pensiamo due cam- 
pate consecutive della trave continua. Denotiamo con l'indice 1 tutto cib che 
si riferisce alla campata più a sinistra, con l'indice 2 tutto cib che si rife- 
risce alla campata più a destra. Chiamiamo perb Mo, M, i momenti sugli 
appoggi alle estremità sinistra e destra della prima campata ed Mi, M, i 
momenti sugli appoggi alle estremità sinistra e destra della seconda campata. 
Per  la continuità materiale deve essere l'inclinaaione a117estremità destra 
della prima campata uguale all' inclinaaione a117 estremità sinistra della seconda 
campata, ossia: 

ovvero, tenuto presente l'enunciato alla fine del n. 5:  

O, cib che 6 10 stesso: 

L a  7.1 é l'equazione dei tre momenti alla quale volevamo pervenire. Le 
A,  B, C, D, H, K, R(A,), S\Ai) che compaiono in essa risultano dalle 6.3, 6.4, 
6.5, 6.6, tenuto conto che si è posto: 
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La 7.1 si riduce all'antica equazione dei tre momenti trovata nelle pre- 
cedenti ricerche di C. MINELLI, L. CESARI t d  F. CONFORTO, citate nell'intro- 
duzione, se non ci sono carichi concentrati, o ~ s i a  se tutte le Qi sono nulle. 

Ma per quanto riguarda la possibilità pratica di applicare la 7.1, ha 
importanza fondamentale la proposidone seguente : i l  calcolo dei coefficienti 
dell'equaeione dei tre snomenti generalieaata 7.1 si  pub conseguire, se si  è già. 
eseguito i l  calcolo dei coefficienti della 7.1 ne1 caso che tutte le Qi sono rzulle. 

Se invero le Qi sono tutte nulle la 7.1 si riduce all'equazione (di AL- 
BENGA-MINELLI) : 

e per calcolare i coefficienti che compaiono in essa, basta possedere le tavole 
numeriche delle A, B, C, D, le quali, attraverso le 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 ap- 
paiono funzioni delle due variabili a e y; e sono quindi le stesse sia per 
l'equazione 7.1 che per la 7.2; queste tavole numeriche sono appunto con- 
tenute nella pubblicazione in corso di stampa che abbiamo citato nell' intro- 
duzione. Ora si pone la questione: 1 calcoli numerici eseguiti per la tabella- 
oione delle A, 3, C, D sono sufficienti per costruire le tavole numoriche delle 
R(Ai) ed S(Ai)? 

A questa domanda si deve dare risposta affermativa. Ecco perch8: Tabel- 
lare le R(Xi), S(hi) significa in sostanaa per le 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 tabellare i 
determinanti : 

Ora questo problema si presentb già nell'ambito della equazione 7.2, 
quando, immaginando di aver calcolati i momenti sugli appoggi si vollero 
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dare delle formule per i l  calcolo del moment0 flettente in un punto generico 
della campata: in guisa ohe il problema si  deve già considerare risoluto nella 
pubblicazione in corso di stampa, citata uell'introduzione. Siamo perb riesciti 
recentemente a dimostrare analiticamente qualche punto del procedimento ivi 
tenuto, che prima era stato acquisito solo etnpiricamente attraverso i l  calcolo 
numerico diretto. Stimiamo percib opportuno di riprendere la  questione. 

Eoco andtutto corne si ragiona nella pubblicaaione in corso di stampa. 
P e r  quanto riguarda il calcolo dei determinanti A', A" esso interviene, per 
l e  6.3, 6.5, anche ne1 calcolo delle A, B, C, D e quindi è stato già eseguito 
nella costruzione delle tavole numeriche delle A, B, C, D. Ma il calcolo degli 
altri 4 determinanti si  riporta suai60 a quel10 di A', A". Poniamo invero: 

da queste relazioni si  ricava: 

"'(Ai) a 
7.5 W V i )  - 2 p  -- 2p"(hi) y 1 + a"(h,) = 3 Y m. 1 a' &"(hi) . a 

Si ha  quindi per i determinanti 7.3: 

e due formule aualoghe per i determinanti dove intervengono le funzioni 1, 
e Ki. 

Insomma, fissati a e p, il calcolo dei prirni 4 determinanti 7.3 viene 
riportato al calcolo di  A' e A" per altre coppie di argomenti a', p' ovvero a", pu. 

Mn si  é detto che si possiede la tavola numerica di l ' (a ,  y) O A"(&, y). 
Questa tabella é estesa ad un certo campo di variabilità di  a e p, che indi- 
chiamo con G. Se, dunque, yualunpue siano a e y in G e qualunyue sia Ai 
positivo e < 1, Ee coppie cc', p' e a", p" date dalle 7.4 sono seîtzpre colztenute 
in G, si sanno calcolare tutti i determinanti 7.3. 

Aonnli di Matenoatim, Serie IV, ~ o m o  XVIII. 18 
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Ora questa proprieth si é potuta verificare empiricamente. Ma essa è 

suscettibile di una dimostrazione analitica. Occorre naturalmente specificare 
quale sia il campo G ;  e poichb G B legato all'equazione trascendente A = 0, 
passiamo a parlare anzitutto di questa equazione, sciogliendo cos1 una riserva, 
che abbiamo fatta a1 n. 2 dove abbiamo supposto ih modo essensiale A $=O. 

8. Sull'equazione trascendente A = 0. - Per l'ultima delle 6.4 e delle 6.6, 
1' equazione A = 0 equivale ne1 caso della campata compressa all' equazione : 

e ne1 caso della campata tesa a117equazione: 

Ora nella pubblicazione in corso di  cctampa più volte citata viene dimo- 
strato che la  8.2 & impossibite per valori positivi di  a e y. Invece l'equa- 
aione trascewdente 8.1 atnnôette, per ogni a reale e positivo, infinite radici 
reali e positive. Cib si dimostra facilmente ne1 modo seguente. 

Anzitutto, ponendo : 
2~ - - - 2, p = y lttl ,  a 

la  8.1 si pub scrivere: 

e, per provare il nostro asserto, basta evidentemente dimostrare che la 8.3 
ainmette infinite radici reali e positive per ogni p reale e maggiore di 1. 
Ricordiamo ora (') che per ogni integrale reale y(x) (x > 0) dell'equasione di 
BESSEL : 

(1) In una ricerca di Fisica Dlatematica anche A. KALAHNE si è imbattiito in questa 
equazione, calcolandone alcune radici: cfr. &ber die Wurzeln einiger Zylinderfunktionen 
und yervisser aus ihnen yebildeter Gleiehungefl, a Zeitschrift fiir Mathmnatik und Physilc 2 ,  

1907. 
( 2 )  Cfr. M .  PIUONE: Appunti di analis$ superiore, pag. 497. 
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esistono due quantitb reali a e b, delle quali l a  prima positiva, per le  quali 
riesce : 

a 
y(%) =. - cos (x + b) + y (x) v x  

essendo y(x) una funzione, il cui modulo é infinitesimo per x tendente all'in- 
finito d'ordine 312, rispetto ad llz infinitesimo principale. Questo teorema 
afferma in sostanza che, per ogni integrale male y(x) dell'equazione 8.4, il 

prodotto V&y(x) +i comporta asiwtoticamente come un coseno, eseguendo cosl 
infinite oscillazioni non smorzantisi. 

Cib premesso, applicando la  proposizione citata alla J,(x) ed alla Y,(x), 
abbiamo, asintoticamente : 

8.5 

e quindi: 

a Ji(%) = -= cos (x + b) + y(%) 
vx  
a' 

Y ,  (x) = -= cos (x i- b') + y '(x) 
vx  

a' 
Y, (PX) = -= cos (px 4- b') + yl(px). 

\PX 

Ne viene che l a  8.3, moltiplicata per x v F 7  si pub scrivere: 

aaf[cos (x + b) cos (PX + b') - cos (x + b') cos (px + b)] -t 

+ avG cos (x + b) + a'vz y(%) COS (PX + b') - 
.- a f ~ ' &  y(px) cos (x -t- b') - al& yf(x)  cos (px + b) -t- 

+ y(x)yf(px) - Y'(X)Y(PX) = 0. 

Tenuto presente i l  carattere asintotico di  1 y(x) 1, 1 yl(x) 1, vediamo cos1 clie 
la 8.3, moltiplicata per x y p t s i  comporta all' infinito come l'equazione: 

aal[cos (x + b) cos (px i- b') - cos (x; +- b') cos (PX + b)] = 
=aaf sin (V- b) cosx(1 -p) = O  

e quindi possiede per ogni p(> 1) infinite ra.dici, a meno che non sin 
sin (6' - 6) = O, ossia 6' b + k z  con JC intero. Ma quest' ultima ipotesi si pub 
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escludere, giacchh, se essa si  verificasse, per le 8.5, sarebbe: 

a 
J,(x) = cos (x + 6) + y(x) 

vx  

e quindi; 
a1J,(x) - (- l)AaY,(x) = afy(x) - (- l)ky'(x); 

ma cib é assurdo perchè 
alJ,(x) - (- l)kaY,(x) 

sarebbe u n  integrale reale del17equazione 8.4 che moltiplicato per V'z tende- 
rebbe asintoticamente a ~ e r o ,  mentre esso, per un'osservazione precedente, 
deve comportarsi asintoticamente corne un coseno. 

Risulta cosi che l a  8.3 possiede infinite radici reali per > 0 ;  e quindi, 
fissato cornunque a > O, la 8.1 ammette infinite radici positive y,, y?, p,, ... 
S e  poi ct - O l a  8.1 perde a prima vista di  significato; ma si vede facil- 
mente che il suo limite per u -0  13 l ' equa~ione:  

sin y = O  
CL 

le  cui radici sono n, Sn, 3n, ... Per la dimostrazione di questo fatto riman- 
diamo al lavoro in corso di stampa più volte citato. 

Consideriamo ora la  8.1 Rome l'equazione di una curva in un piano 
(a,  p) e scriviamo brevemente 

f (a, = 0 

17equa5ione di questa curva. Ogni volta che si fissa a > O si hanno infiniti 
valori positivi di y che insieme ad a danno le coordinate di un punto della 
curpa. Diremo y, i l  più piccolo di  questi y, cioè l a  prima radice della 8.1. 
Al variare di a, y, varia in modo continua, a meno che non si passi per un 

af punto in  cui -=O,  (panto in cui l a  tangente alla curva B parallela all'asse 
a y 

delle y, ovvero punto multiplo della curva). I n  uno di questi punti la  prima 
radice della 8.1 si confonde con la  seconda radice della 8.1, e potrebbe 
essere discontinua. L7esisten5a di questi punti non pub essere esclusa. Tut- 
tavia, per i nostri scopi, si pub supporre O < a < 9. 

Cib equivale, per la 5.1, a supporre che per ogni campata i l  momento 
d'inerzia massimo sia al pih 10 volte più grande 'del momento d'inerzia mi- 
nimo; e cib è largamente sufficiente a tutti i bisogni della pratica. Ora, se 
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si suppone O < a < 9, il calcolo numerico diretto dimostra che la  prima ra- 
dice della 8.1 é sempre distinta dalla seconda. radice della 8.1; e quindi si 

,pub parlare di una funzione p, di a, variabile nell'intervallo 0 '-' 9, continua 
insieme alla sua derivata prima. Arriviamo cosi alla situazione 
fig. 3):  

Pig. 3 

In un piano (a, p) si considera la curva C, la cui equnsione A data dalla 
8.1 che scriviamo brevemente f(a, p) = O. Più precisamente la curva C consta 
dei punti (a, p,) tali che p, A la prima radice della 8.1 ed O < a 1 9 .  Per 
a = O si ha p, = 7c ed al crescere di a nell'intervallo 0 '-! 9, il calcolo nume- 
rico dimstra che p, cresce sempre. 

Cib posto, tornando alla questione posta alla fine del n. 7, osserviamo che 
il  campo di variabilità G dei due parametri a e y, del quale si diseorreva 
alla fine del n. 7, consta dell'area,compresa tra l'asse delle y e la parallela 
p = 9 da una parte e l'asse delle a e la ourva C dall'altra. Fer quanto ri- 
guarda il contorno, si deve ritenere che i tratti rettilinei facciano parte di G, 
mentre il tratto curvilineo non fa parte di G ('). Fissato comunque un punto 
(a, y) in G, si tratta di prova.re che qualunque sin hi(0 < Ai < l), i punti di 

(i) Non ci  dilunghiamo qui ad esporre le ragioni per cui conviene scegliere il campo G 
a questo modo. Ci limiteremo ad affermare che per  ogni a il valore di P che si trae dalla 

P1P 
formula pe = - quando p = pz corrisponde, ne1 caso della campata compressa, ad un  

E L i n  e carico critico; yer  cui nella pratica dovrà non solo essere p < v a ,  ma anche il valore di y? 

per ogni a, non dovrà essere troppo viciiio a pz. P e r  maggiori particolari rimandiamo alla 
piibblicanione in corso di stampa. 
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coordinate (a', p') e (a", p"), da.ti dalle 7.4, sono sempre compresi entro G. 
Più precisamente, i punti (a', y'), (a", p") .al  variare di hi tra O ed 1 descri- 
von0 un tratto di  curva che congiunge il punto (a, p) con l'origine : e si * 
tratta di provare che tutto questo tratt6 è compreso entro G. 

All'uopo osserviamo che ci si pub limitare a dimostrare ' l'asserto per i 
punti (a, p,) che stanno sulla C. Invero, se i punti 

a(1 - hi) a' = ~ ( 1  - hi) p'= - 
1 -j- ah, ' V l t a h i  

a" = ah,, p" = pli 

dove (a, p) sta su  C, sono sempre nell'interno di G (O sulla curva C), cib 
succede a fortiori anche per i punti (a', p'), (a", pu) per cui a si mantiene 
inalterata e y è minore di p,, ci06 del p che compete al punto della curva C. 

Supponiamo dunque che a, p soddisfacciano alla 8.1 ed ammettiamo che 
per un valore di l i (O  < hi < 1) il punto (a' y') stia ancora sulla C, corne deve 
certo avvenire se non sussiste la proprietk che tutti i punti (a', p'), (a", p") 
stiano in G O su C. Sarh allora, per la 8.1 e per questo valore determinato 
di Ai, tenute presenti le 7.5: 

Ma per la 8.1 

) (% ("a-) (Y) Ji - Y, - ~ l + a  - J, - V 1 + a  Y, - =O; 

quest'ultima relazione non pub essere soddisfatta essendo simnltaiieamente 

invero, in ciascuna di queste due ipotesi esisterebbe un valore 2 di x per cui 
si annullano contemporaneamente J,(x) e Y,(x): e cib 9 assurdo sia in base a 
note proprietà delle funzioni di BESSEL, sia pewhè tutti gli integrali della 
8.4 sarebbero allora nulli per x = x, mentre si pub sempre iinporre ad un 
integrale della 8.4 di  avere per x = 2 un valore non nullo prefissato. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ma. allora dalla 8.7 si puo ricavare: 

essendo p un numero finito e non niillo. Verrà dunquc: 

e, per sostituzione nella 8.6': 

J,  (a - vl  ) + ahi Y, (a) - - J i  (y )  - Y ,  r($ - V I  ,-) +-ahi = 

Ne segue che il punto (ah,, phi) appartiene anch'esso alla curva C ('). 
Analoga conclusione si trae dall'esame delle coordinate a", p" se si am- 

mette che per un opportuno valore di h,(O < hi < 1) il punto (a", $"' stia 
siilla C. Osserviamo ora che il punto (ah,, phi) 6 un punto della retta che 
congiunge l'origine con il punto (a, p). Riassumendo possiamo dunque dire : 
se qualunque essendo hi(O < h, < 1) i punti (a', pl), (a", p"j non cadono sempre 
in G (O tutt 'al pih sulla curva C che come si  è detto non si ritiene come 
facente parte di G), la curva C gode della proprietà che esiste qualche suo 
punto P che congiuAto con l'origine dà luogo ad una retta che interseca 
la C in P ed in qualche altro punto, diverao da P. 

Se dimostriamo che questa proprieth non si verifica, i l  nostro asserto è 
dimostrato, è ci06 dimostrato che i punti (a', y'), (a", p") dati' dalle 7.4 sono 
sempre in G. 

Ora supponiamo (cfr. fig. 3) che esista una retta uscente dall'origine e 
passante per un punto P di C: la quale intersechi ulteriormente la  C in P'. 
Esisterà allora, per continuità, una retta uscente dall' origine e tangente alla C 
in un punto T d7 ascissa a > O. Mostriamo che cib è assurdo. 

(i) Si potrebbe i n  realtà dubitare che il  punto ( d i ,  phi) non st,ia sulla C, ossia che pji, 
non sia l a  pri9ncc radice della 8.1 quando l'ascissa sia di. Ma 1s nostra consideraeione 
conserva cib nonostante i l  suo valore probativo. Invero, per il seguito, interessa soltanto 
dedurre che la  retta congiungente il punto (a, p) con l'origine intersechi idteriormente la C 
rio1 tratto compreso tra l'origine ed (2, y). E ciù succede certamente anche se il  punto 
(-*hi, ,di) non stia sulla C ma sopra un  altro ramo della ciirva rappresentata dalla 8.1, 
essendo O < À < 1. 
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All'uopo calcoliamo il coefficiente angolare della tangente in un punto 
generico della C. Esso sarà: 

T 

dove la f(a, p) = O  13 la 8.1. 
F 

Sarh dunque: 

ossia, per la 8.8: 

1 due determinanti che compaiono in quest' ultima formula sono dei deter- 
minanti ~ronskia~ni ;  e tenendo presente la 8.4 ed esprimendo il wronskiano 
di due integrali della 8.4 yer mezzo dei suoi coefficienti ne1 modo solito, 
troviamo : 

8.10 

e quindi: 

Indi si ha: 

ossin, peï la 8.8 e la 8.10: 
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Se poi l n  tangente alla C passa per l'origine, sarà: 

ossia, per la 8.9, 8.11, 8.12: 

l i a  questa eguaglianza b assurda perche da essa si ricava: 

a=O 

mentre & a $- 0. 
Vediamo dunque che i punti (a', 1-1'). (a", p") cadono eff'ettivcmbente in G e 

quindi, in base all' enunciato alla fine del n. 7: tutti i deteruninawti 7.3 sono 
culcolabili non appena si sappiano calcolare i determinanti A1(a, p), L'(a, p) 
per (a, p) variabile in G; e ci6 qualunque sia ?.,(O < X i  c; 1). 

Annal6 d i  Matematica, Serie I V .  'Porno XVIII. 
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8ullst clttssificazione proiettiva delle varieth 
n superficie-sezioiii raziondi. 

lMemoria d i  UGO MORIN (a Padova). 

S~into. - Delle uarie tà  algebriche M:) (ud  1 - 2 3  dimensioni e d i  ordine n) a superficie-sezioni 
raz ional i  s i  danno  i t ip i  pvoiettivamelzte dis t in t i  e s i  verifica che (per  n* 3) sono 
raziolzali. I relativi  sistemi Zineari rappresentatiui fnrniscono tu t t i  i sistelni lineari 
(semplici e d i  yrado f 3) cremonianamente distimti d i  ipersuperficie d i  u n o  spazio li- 
neare, a superficie-caratteristica razionale ; i n  particolare per r = 3 i sistemi l ineari 
d i  superficie raz ional i  del10 spazio ordinal-io. 

0 

I n  questa Nemoria effettuo la  classificaaione proiettiva delle varieth 
algebriche irriducibili M,. (ad r>3 dimensioni) a superficie-sezioni razionali. 
Questa classificazione completa quelle già note delle varietà a curve-seziorii 
raaionali, ellittiche e iperellittiche ('), ('). 

I l  FANO (y), per il cas0 r = 3, ha dimostrato che le M, a superficie- 
sezioni razionali sono raaionali (ad eccezione dell'ipersuperficie cubica ge- 
nerale di presunta irrazionalità) trasformandole in alcune di tipo particolare. 
11 mio criterio di indagine (n. 6), che si ispira a procedimenti classici nella 
teoria delle superficie algebriche, mi h a  non solo permesso di dimostrare che 
le M,.(r 3) a superficie-sezioni raaionali sono razionali (col solito Gubbio 
per 1' ipersuperficie cubica), ma anche di assegnarne tutti i tipi proiettivamente 
distinti (e i relativi sistemi lineari rappresentativi). Ecco i risultati: 

U n a  varietà algebrica irriducibile n o n  covzica M,, ad  r 2 3 dirnensioni, a 

(') ENRIQUES F., Swi sistemi l ineall  d i  superficie algebriche ad intersezioni variabili  
iperellittiche [ R  Math. Annalen D, Bd. 46 (1896)l pagg. 179-199; ove sono anche raccolti ri- 
sultati di NOETHER,  SEGRE, BERTINI, GUCCIA,  JUNG, MAKTINETTI ,  PICARD, DEL PEZZO, 
CASTELNUOVO. 

(') SCORZA GAETANO, Le vavïetà a curve-sezioni ellittiche [ c  Annali  d i  Mat. 2 ,  t. 15 (3), 
(1908)], pagg. 217-973. 

(3) FANO G., Sulle varietà algebriche a tve cdime~zsioni a supe~$cie-sezioili rezionali, 
[ U  Annali d i  Mat. P, t .  24 (3), (lUIB)], pngg. 49-88. 
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superficie-sesioni ruz ional i  è d i  u n o  dei seguenti t ip i  (O è una loroproiezione): 

per r 2 3  

1) l a  quadrica dell 'S,+~; 
I I )  una M, che cotiene una congruenza raaionale, d i  indice  1, d i  spaai 

l ineari  S r p z  (in particolare un fascio raaionale d i  Sr-1); 
I I I )  una M, che contiene un fascio razionale d i  Sr-*-coni d i  VERONESE (n. 1); 
I V )  una M, che contiene un fascio vaaionale d i  quadriche;  
V )  la M,'8) dell'S,+c intersezione d ' u n  Sr-2-cono d i  VERONESE con una 

quadrica dell' Sr+4 ; 
V I )  l a  M,'g) deZl'Sr+d intersezione res idua dell'S,-rcono, i c u i  Sr-gene- 

r a t w i  proiettano le generatrici d ' u m  r iga ta  rasionale normale  del 4 O  ordine  
a direttrice rettilinea, con ~ n ' i p e r s u p e r f i c i e  cubica del17Sr,-4 che passa  per 3 
degli Sr-generatori ; 

V I I )  1' ipersuperficie cubica deZ1' S,+I ; 

per  r = 3  

V I I I )  la M,'") dell' S ,  imag ine  del  s is tema delle quadriche del l '&;  
I X )  la M,(S1l deEl's,, imag ine  del sistenza delle superficie cubiche de l l ' s , ;  
X )  l a  M,(L61 dell' S I ,  imag ine  del doppio del  s is tema delle superficie- 

sezioni della quadrica deEl's,; 
X I )  la M,'") dell 'S, ,  imag ine  del doppio del sistema delle superficie- 

sesioni d ' u n  con0 d i  V E R O N E S E :  
X I I )  l a  M,(36' dell'S,, i m a g i n e  della differenza t r a  i l  trip10 del sistema 

delle superficie-sezioni del cono dell' S ,  (che proietta le generatrici delln r iga ta  
rasionale normale  del  4 O  ordine  e a direttrice retf i l inea) e tre de i  p i a n i  gene- 
ratori  del con0 ; 

per r = 4  

X I I I )  l a  M,(16) d e l l ' s , ,  imag ine  del sistenza delle quadriche dell' S , ;  

per r 2 4  

X I V )  l a  3i,'11 deEl'S,+2 base d i  un fascio d i  quadriche;  

per r = 6, 5, 4 

X V )  l a  vurie th  grassnzanniana M,(5) dell' S, che rappresenta le rette del- 
I' S, , O uwa s u a  O M 4 ( 5 ) - ~ e a i ~ n e .  

Queste varietà sono tutte raaionali ,  con eccezione dell'ipersuperficie CU- 

bica generale di presunta irraeionalith. La Md(" del tipo XV si pub consi- 
derare corne proiezione della Mdci6) del tipo X I I I .  Per r = 3 i tipi 1, V ,  V I  
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si poseono considerare coine proiezioni rispettivamente dei tipi VIII, XI, XII. 
Considerando i sistemi lineari rappresentativi delle M8 nelll S, , abbiamo 
potuto concludere : 

U n  sistema lineare semplice di  superficie raaionali del10 spazio si pub 
trasfornuwe crewçonianamente in uno  dei seguenti tipi (O in uno in essi contenuto): 

Io) sistema d i  saperficie d'ordine n con un punto (n - 1)-plo; 
SO) sistema d i  superficie d'ordine n con u n a  retta 1 multipla dell'or- 

dine n - 2 Mer n = 2 i l  sistema delle quadriche; se invece i l  sistema possiede 
inoltre unu curva base seguta im due punt i  dai  piani  per 1, esso è a curvn- 
caratteristica iperellitticaj ; 

3O) sistema delle superficie del 30 ordine; 
4 O )  sistema delle superficie del 4O ordine con conica doppia; 
5O$ sistema delle superficie del 4O ordine con tacnodo; 
Go)  sisterna delle superficie del 6 O  ordine con un punto quadruplo e in 

esso 10 stesso piano tangente quadruplo, e due rette doppie inf ini fmime mei 
szcccessivi intorni del punto e nella giacitura del piano tangente; ed inoltre 
due punti  doppi infinitumente vicini. corn u n a  retta doppia infinitesima nel- 
I' intorno del secondo. 

A questi sistemi si dovrebbe aggiungere il sistema rappresentativo del- 
1' ipersuperficie cubica generale dell' S, , ove questa (in contrasto con l e  attuali 
previsioni) fosse razionale. Comunque verifico che questo sistema non pub 
essere contenuto nei sei sistemi qui considerati (n. 26). 

1 sistemi rappresentativi delle M,.(r > 3) sono dati ai nn. 27, 29, 30, 38. 
Ho considerato anche le  irrazionalita nunzeriche (n. 2) che intervengono 

nella rappresentazione delle M,. nelllS,.; di modo che ad una parte dei risultati 
di questa memoria si pub dare In seguente suggestiva interpretaaiono pura- 
mente algebrica : 

Se un '  equazione 

(1) f (xo , X, , m.. x,.) = O, (r 41, 
3 

in cui  f è u n a  fovtna d i  grado n $= 3, con le posiaioni xi = Ljyjxi(j), (i = 0, 1, ... r), 
O 

si trasforma in un ' equa~ ione  Fjy,, y , ,  y,, y,) = O che per valori generici 
delle xi'j) si possa risolvere con delle equazioni parumetriche razionali d i  due 
parametri essen~ial i ,  allora la  (1)  s i  pu6 risolvere con delle equasioni parame- 
triche ruaionati d i  r - 1 parametri essenzinli 

(2) xi = rpi(t, , t ,  1 ... L,), ( z = O ,  1, ... r), 

razionahzente invertibili. I coefficienti delle funzioni razionali Ti appartengono 
al campo d i  razionnlità individuato dai coefficieszti della (l), aw~pliato con 
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radicul i  quudrut ic i  e cubici, e con le radic i  dell'equasione per l u  bisesione del- 
l 'urgomento delle funzioni  abeliune d i  genere 3 O 4, O delle funsioni iperellit- 
tiche d i  genere p 2 1. 

1. 111, curve-sezioni ruzionali O ellittiche. 

1. Si abbia in uno spazio lineare S,,, una varietà algebrica M 3 ,  irridu- 
cibile e di tre dimensioni, a superficie-sezioni F rasionuli .  Di consegiienza 
la M3 b completamente regolure e coi generi tu t t i  nu l l i  (9. 

S e  le curve-sesioni C della M3 sono ras ional i  è noto (') che Za M, è 
Io) un fuscio r a ~ i o n a l e  d i  p i a n i ;  
2 O )  O unu quadr ica;  
3 O )  O un cono d i  VERONESE (6)7 O una s u a  proiezione. 

Queste varietà sono dunque razionali e si possono rappresentare birazional- 
mente nell' S, con un sistema lineare di superficie di uno dei seguenti tipi: 

1°) sistema di  superficie d 'un certo ordine n con retta-base (2% - l j p l a  
(ed eventualmente altri elementi base); 

2 O )  sistema delle quadriche per una conica; 
30) sistema delle quadriche tangenti in un punto ad un piano. 

- 2. Vogliamo assegnare le  i rruz ional i tà  numeriche che intervengono nella 
rappresentaaione nell7S, di una M, a curve-sezioni razionali. Cioè, supposto 
proiettata la  A l 3  in modo generico in un S, e che 

sia l a  sua equazione e considerato corne campo di razionalità. (ne1 senso di  
KRONECKER) quel10 definito dai coefficienti de117equa5ione (3), vogliaino in. 
dicare le irrazionalitk numeriche che figurano nei coefficienti delle equaeioni 
parametriche che riferiscono birazionalmente la  M3 all' 8,. 

Il problema delle irrazionalità numeriche è stato posto per primo da1 
NOETHER (7), il quale ha  verificato che nella rappresentazio di una curvu  

(4) FANO, loc. cit., (3), n. 1. 
(5) ENRIQUES, loc. cit., ('): n. 9 e per l a  successiva rappr. nel19S3 il n. 10. 
(6) Chiameremo St-con0 di VERONESE i l  con0 che si ottiene proiettando da  u n  St: 

indipendente da  un S5 ,  una superficie d i  VERONESE contenuta nelllS,. P e r  Se-con0 diremo 
sernplicemente cono. 

(7) NOETHER M., Ueber Plachen nielche Schaaren rationaler C u ~ v e n  besitzen [s Math. 
Annalen », Bd. 3 (1871)], pagg. 161-227. 
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razionale sopra una retta interviene (al più) un radicale quadratico. Questo 
problema é stato ~ ~ ~ ~ ' E N R I Q U E S  (a) esteso alle superficie razionali, e comple- 
tamente risolto. 

3. Quali sono le irrazionalità numeriche che intervengono nella rappre- 
sentazione nellJS, delle M, del ri. 1 ? 

10) Ne1 riferire un fascio razionale di piani ad un fascio lineare in- 
terviene (al più) un radicale quadratico (n. 2). 

20) Per rappresentare una quadrica in uno spazio lineare, basta proiet- 
tarla da un suo punto ; la cui determinazione introduce un radicale quadratico. 

30) Nella rappresentazione del cono di VEBONESE in un S, non inter- 
viene alcuna irrazionalith aritmetica, poichè la rappresentazione di una 
superficie di VERONESE sopra un piano si e fe tha  razionalmente (essendo 
individuata nella superficie la rete omaloidica delle sue coniche). 

Possiamo quindi concludere : Nella rappresentazione birazionale di an' M, 
a curve-sezioni razionali wll' S ,  interview (al più) un radicale quadratico. 

4. Se le curve-sezioni C della M , ,  d'ordine n > 3, a superficie-seeioni 
raeionali, sono ellittiche 13 pure noto ( 9 )  che la M, 6 razionale ed è rappre- 
sentabile nell'S, da  un sistema lineare di superficie di uno dei seguenti tipi 
(O da un sistema contenuto in uno di questi): 

per n = 4  

Io) il sistema di  superficie cubiche determinato da una quintica inter- 
sezione par5ia.le di nna quadrica (Che pub degenerare); 

per n= 5, 6, 7, 8, 9 

go) il sistema cmn+' di superficie cubiche con un punto-base doppio, 
9 - n rette-base per esso, ed in esso 10 stesso con0 quadrico tangente (questo 
sistema, rappresentativo d'un cono, per .n = 4 rientra ne1 10 tipo); 

oppure : per n = 5 

30) il sistema oo6 di superficie cubiche determinato da una quartica 
di 2" specie (Che pub degenerare); 

(R) ENKIQIJES F., SuZle iwasiot?alità d a  cui pub farsi dipetzdere la  risoluaiolze d'un'equa- 
zions algebriea f(x, y,  8) - 0 cotz funzioni raaionali di  due p a m ~ n e t ~ i  [ u  Math. Annalen ., 
Bd. 49 (1897)l. 

(9) ENRIQUER, loc. cit., (i), n. 20. Che la nostra M3 possa essere un fascio ellittico di 
piani b escluso da117ipotesi che la superficie-seeione sia razionale. 
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per m = 6 

4O) il sistema ca7 delle superficie cubiche passanti per 3 rette sghembe; 
5O) il sistema m7 delle superficie cubiche aventi un punto base doppio 

e contenenti una cubica gobba (che pub degenerare) passante semplicemente 
per esso; 

Bo) il sistema co7 delle superficie cubiche con un punto-base biplanare 
ed in esso il piano osculatore fisso, passanti per una cubica piana di cui il 
nominato punto é doppio; 

per n = 7, 8 

70) il sistema co8 O c d  delle quadriche con un punto-base O risp. di 
tutte le quadriche; 

per n.=8 anche: 

80) il sistema delle superficie del 40 ordine con punto-base triplo, due 
rette-base doppie per esso, ed in  esso 10 stesso con0 tangente. 

O. Per conoscere le irrazionalith numeriche (n. 2) che intervengono nella 
rappresentazione nell'S, delle M, del n. 4, basta osservare ('O) che nella 
super£icie-sezione generica P della M,'") normale del17S,, (a curve-sezioni 
ellittiche) esiste una curva irriducibile d' ordine n-3 O d' ordine n-4 dalla 
quale la superficie vieno proiettata biunivocamente sopra u n  piano O una 
quadrica (dell'S,), e quindi da quella curva la M,'") viene proiettata univo- 
camente aopra un S, O una quadrica (dell' 8,). 

Le irrazionalità numeriche cho intervengono nella rappresentazione bi- 
razionale, sopra un piano O in un S,, di una superficie O di  una M,'") (n> 3) 
a curve-sezioni ellittiche sono dunque le stesse, cioè I l i ) :  

L e  irrazionalità aritmetiche c72.e intervengono nella rappresentazione bira- 
sionale nell' S, , d i  %na Matn) (11 > 3 )  razionale a curve-sezioni ellittiche, sono 
radicali  quadratici,e cubici, e le radic i  d 'u~n 'equaz ione  per l a  tisexione delle 
funzioni  abeliane d i  genere tre. 

II. 171, a superficie-sezioni razionali 0 a curve-sezioni 
di genere 7t > 1. 

6. Supponiamo ora che le curve-sezioni C della M, abbiano il genere n> 2. 
Consideriamo nella M, (regolare e coi generi nulli, n. 1) il sistema IF i- pP'I 

('O) ENRIQUES, loc. cit., (i), n. PL. 
(ii) ENRIQUES, loc. cit., (a), n. 8. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



il quale sega sopra una P (depurato dalle eventuali componenti fisse) i l  sistema 
completo /C'Pl, p-aggiunto al sistema C della F ('7. 

Poiché la  P è raaionale, per un certo valore v di p, il sistema 1 C ' y )  / é 

un sistema lineare, di dimensione s> 1 di curve irriducibili razionali O ellit- 
tiche, O un sistema costituito di gruppi di  curve irriducibili di un fascio 
raaionale di curve raaionali (i3). 

7. l a  IPOTESI : C(vl B razionale, cioé le superficie (F+ vP') sono a curve- 
seaioni razionali; e di queste superficie potremo considerore un fascio lineare. 
Oppure le Cc") siano composte con le curve raaionali d'un fascio, quindi 
la  M3 contiene un fascio raaionale di superficie a curve-seaioni raaionali. 
Le superficie di questo fascio razionale (O lineare) possono essere rigate, 
allora l a  M, stessa è una rigata, rappresentabile nel17S, con un sistema 
lineare di superficie d'ordine n con un punto base multiplo dell'ordine uz- 1 
(ed eventualmente altri elementi base). 

Oppure la superficie generica del f a 4 0  pub essere una superficie di 
VERONESE (O una sua proieaione). Allora la M, si puo rappresentare nelllS, 
con un sistema lineare di superficie d'ordine .n con una retta multipla del- 
1' ordine n - 2 (n. 3). 

Oppure la superficie generioa del fascio pub essere una quadrica, e allora 
la M3 é a curve-sezioni iperellittiche. Essa pub rappresentarsi nel17S, con 
un sistema lineare di superfcie d'ordine n con una retta 1 multipla delll or- 
dine n - 2, e curva-base incontrata in  due punti dai piani per 1 (punti che 
possono essere anche nelllintorno di  I )  ("). 

8. 2" IPOTESI: C'Y' é una curva ellittica, ci06 la generica (P+vFf)  B una 
superficie a curve-seaioni ellittiche. I n  questo cas0 i l  sistema 1 F + (v -t- 1)P' 1 
ha, la dimensione zero, ed il sistema ( F +  pF '  1, con p 2 v .+ 2, è virtuale. 

( tz )  SEVERI El., Fondamenti per la geomet~ia sulle variet8 alyebriche [« Rendiconti del 
Circolo Mat. d i  Palermo D ,  t. 28 (1909)], pagg. 32-87. 

(L3)  S e  1 C M  1 15 un fascio di cnrve ellittiche, la F s i  pub rappresentare ne1 piano i n  
modo che a 1 C(v) 1 corrisponda u n  fascio d i  cubiche. Qiiindi a l  sistema 1 Cb - 1) 1 corrisponde 
il  sistema o d d e l l e  sestiche con 8 punti-base doppi, composto con un' involuzione I2 [ENRIQUES, 
loc. cit., ('), n .  5, FANO, loc. cit., (3), n. 61. Né possono essere l e  1 C ( v )  1 composte con curve 

' 

ellittiche d i  un fascio, poiché ne1 piano i corrispondenti gruppi d i  cubiche di un  fascio s i  
comporterrebbero rispetto i punti-base corne u n  fascio d i  HALPHEN, che non pub essere u n  
sistema aggiunto. S e  s = 2 e C(v) sono ellittiche, nella rappresentazione piana della P 
a ( C(4 s i  pub far  corrispondere una rete di cubiche. 

(i4) ENRIQUES, loc. cit., ('), n. 22. Si  osservi che i n  questo ultimo caso la dimensionc 
del sistema d i  quadriche non pub essere > 1, per l'ipotesi che il genere della ciirva sezione 
sia x ) 1. 
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Se la dimensione del sistema lineare 1 F + vP1 1 é s > 2, la  curva-carat- 
teristica di  1 F + vP' 1 ha l'ordine s (tale essendo l'ordine della serie carat- 
teristica del 1 C'v) 1 della 3). 

Se è s > 2, poiché su  ana F il sistema complet0 1 CW 1 di curve ellittiche 
di  dimensione s > 2 è semplice, ove 1 P + vF' 1 sia composto con una con- 
gruenna di curve, queste dovranno essere rette: ciob la  M, è una rigata (n. 7!. 

9. Se cib per s > 2 non si verifica, osserviamo che il sistema 
( 2(F + vF') 1' = 1 P t  (2v t -  l ) P f  1 è virtuale (n. €9, ci06 la  curva-caratteristica 
del sistema ( P i -  vF1 1 è razionale. L' imagine proiettiva del sistema ( F -1- vF' 1 
è dunque una M,* d'ordine s - 2, d' uno spazio lineare ad s dimensioni, a 
curve-sezioni ra~ionali .  

10. Se é s = 3, poiché le curve-caratteristiche del sistema omaloidico 
1 F + vF 1 sono cubiche (n. 8), la  M3 viene rappresentata nell' S3 da1 sistema 
lineare delle superficie del t k z o  ordine (con eventualmente degli elementi 
base). Si tratta dunque di una M3(") del17Si, (O di una sua proiezione). I n  
questo cas0 é quindi v = 2, e le  (F + 2F'), a curve sezioni ellittiche, sono 
del 90 ordine. 

11. Se è s = 4, la  M,* è una quadrica dell' 8,. Poiché le curve caratte- 
ïistiche di 1 F + vP' 1 sono quartiche e le superficie della quadrica dell' 8, 
sono le  interseaioni complete della quadrica alle forme dell'S, (15), la M, é 

rappresentata sulla M,* da1 sistema delle sezioni con le quadriche del11S4. 
Si tratta dunque d' una M3(i6) dell' Si,, rappresentata nell' S3 da1 sistema 
lineare delle superficie del quarto ordine con oonica doppia. S i  constata cosi 
che in questo caso é v = 1 .  

12. Vogliamo far vedere che non è possibile avere s 2 5. Infatti poiché 
i l  sistema 1 C'P' 1 ,  p < v ,  è semplice (16) la  C avrh il genere x 2 4. Allora se 
& s > 5, la  serie gs,,, segata dalle 1 C'y) 1 di una F su una C, avrh 1' ordine 
m )  9 ;  cib che per una (F + vF') raaionale (n. 9) a curve-sezioni ellittiche 
non è possibile. 

Se  6 s = 5 e v = 1, 1 C") / staccherebbe sulla C la serie canonica g5,,, 
cib che conduce all'assurdo precedente. 

(f i5)  SEVERI F., Sulle varieta che rappresentano gli spazi subordinati di data dimensione, 
imnzersi i n  uno spazio lineare [ a  Annali di Mat. D, t. 24 (3)' (101!5)]. pagg. 89-120 (pag. 91). 

('6) Vedi cit. ('3). 
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Se infine s = 5 e v > 1, rappresentiamo la F sopra un piano in modo 
che a 1 ) corrispondono le cubiche per 4 punti P, , P, , P,, P,. A1 sistema 
delle C delle F corrisponderà ne1 piano un sistema di curve d7 ordine N >  9 
(poichb v > 1) coi punti P, di molteplicità ri. Da r, +- r ,  -t v9 + r4 < 2N 
(come si vede considerando i punti Pi come base di un faecio di coniche) 
segue rn = 3N - (r, + r, + r, + r,) > N 2 9, cioh la serie gS,,, avrebbe ancora 
l'ordine m > 9, cib che abbiamo visto essere assurdo. 

13. Supponiamo ora s = 2. Allora su una F il sistema ( C'Y) 1 6 una rete 
di curve ellittiche. La F si pub dunqus rappresentare sopra un piano me- 
diante un sistema lineare di curve il cui v-aggiunto b il sistema delle cubiche 
con 7 punti base ('7. La curva-caratteristica di 1 F-t vF' 1 ,  in quanto ha 
con P due punti in cornune (ove non si spezzi in due rette, ne1 yual caso M, 
B rigata, n. 7) b una conica. Abbiamo cosi nella M, una congruenza di CO- 

niche C , ,  di indice l. 

. 14. Se per s = 2 B v > 1, allora il sistema ( F + (v - l)P1 1 non 6 corn- 
posto con la congruenza di coniche C , ,  perche il sistema 1 C(u-" 1 è semplice 
(n. 6). Su una (F + [v - l)Ff) ra~ionale (le) il sistema 1 P -I- vP' 1 sega 
(a meno di eventnali corqponenti fisse) il sistema cowpleto (n. 6) aggiunto 
a.1 sistema delle curve-sezioni della ( P + ( v  - 1)F'). Ma poichb il sistema 
1 / P + (v  - i)P1 1 + 1 P + vPf 1 \' = 1 F + 2vF1 1 è virtuale (n. S), la curva inter. 
sezione variabile di 1 F + vBf ( oon la (F + (v - l)R1) 6 razionale. Ciob il 
sistema 1 P + vF' 1 determina sulla 1 F + (v - 1)P' 1 una rete omaloidica. Da 
cib segue in particolare che le superficie (3 + (v - 1)P1) sono unisecanti le 
coniche C,. 

Inoltre il sistema 1 F + (v - 1)F' 1 b a curva-caratteristica razionale, 
poichb { 2(P + (v - 1)F') 1' = 1 P + (2v - 1)F' 1 B virtuale. Percib la M,* imagine 
del sistema 1 P + (v - i)P1 1 B una varietà a curve-sezioni razionali e in essa 
le C,* imagini delle coniche C, sono rette. 

La superficie normale F *  dell9M3*, corrispondente ad una generica P 
de117 M,, ha' come sistema delle curve-sezioni i l  sistema corrispondente 

('7) Vedi cit. (43). 

(48) Infatti poiohb il sistema 1 F + (v - l)P1 1 ha almeno la dimensione 3 (n. 6) la 
(F+ (v - l)P1) B reyolare 1 in base ad un noto teorema di CASTELNUOVO-ENRIQUES, Sw les 
intégrales simples de premiére espéce d'une szcrfaee ou d'une vardeté algebriques à. plusieurs 
climensions [ a  Annales Sc. de l'l!lcole Nae. sup. 2 (Paris), t. 23 (3)) (1906), pagg. 339-3663 ) 
e una sua eventiiale biaggiunta, (2vF1), sarebbe iina Sv-aggiiinta della F. 
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del ( C'v--l) 1 di F, il cui aggiunto C'V) 13, per ipotesi, una rete di curve ellit- 
tiche. L a  F" si pub quindi rappresentare sopra un piano col sistema delle 
bestiche con 7 punti base doppi. Essa B la Fs) dell'S, intersezione d 'un 
cono di VERONEBE con una qusdrica (non pasmnte pel vertice del cono). 
Le generatrici di questo cono congiungono le coppie dell'involuzione indivi- 
duata su F*, ci06 coincidono con le rette C,*: e in definitiva il cono di 
VERONESE coincide con la M3*. 

Dunque la M3 è rappresentata dentro al cono di VERONESE M3* da.1 
sistema delle sezioni con le quadriche dell' S,. Essa ha quindi l'ordine 32, 
appartiene all' S,, ed B rappresentata nell' 8, 'da1 sistema lineare delle super- 
ficie del quarto ordine con un tacnodo, cioh punto hase doppio con retta 
doppia infinitesima nell'intorno del primo ordine (sistema doppio del sistema 
rappresentativo del cono di VERONESE, n. 1). 

Dalla relaeione 1 PI = 2 1 F + (v - 1)F' 1 segue 1 P + 2(v - 1)P' 1 = O, cioé 
2 ( v  - 1) = v -I- 1. Dunque se 6 v > 1 si ha  v = 3. Qnindi le superficie (P+ 3F') 
risultano dell' ottavo ordine. 

15. Infine se v = 1, la  P generica. é la superficie de1170ttavo ordine in- 
contrata a l  n. precedente. Quindi la M ,  é dell'ordine 8, appartiene all'S,, e 
si  ottione segando un 8,-con0 di VERONESE con una. quadrica & non passante 
per la, retta 1, vertice del cono 

Le o c b o n i c h e  C, della incontrano percib la retta 1 negli stessi due 
punti A, B (distinti O coincidenti) cornuni alla rettn 1 e alla quadrica Q. 
Questi punti sono quadrupli per l a  M3@) (essendo tali per i l  con0 di VERONESE). 

Da1 punto A la  M,(R) si proietta in un cono M3* dell'S,, i l  cui vertice è 

il punto B* proiezione di B, e le cui generatrici sono le proiezioni delle 
coniche C, . Questo cono dell' S, è del quarto ordine, e non contenendo un' in- 
finità di piani, ê un cono di  VERONESE (n. 1). 

Sopra il con0 .il!,* la M3(S) é rappresentata da1 sistema delle intersezioni 
colle quadriche dell' S, che passano per la  curva dell' ottavo ordine e di 
genere tre, traccia del cono intersezione della M3(8) colIo spazio S, tangente 
alla M3@) ne1 punto A. 

16. Questa M,(8) si pub dunque considerare oome una proieaione della M,(3P) 
(n. 4) fatta da una C(L6), di genere tre, in essa contenuta. 

('9) CASTELNUOYO G., Sulle snperficie algebtiche le cui sezioni sono cwrve di gewere 3 
[K Atti della R. Acc. delle Gcienm di Torino =, t. 25 (1890)], n. 7. 

("O) FANO, loc. cit., (3), n. 8. 
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Se scriviamo L'equaaione del sistema lineare di superficie del quarto 
ordine con tacnodo, rappresentativo della M,'3e) nell'S, (in coordinate affini 
x,  y, s), ne1 segucnte modo 

(4) ad + 2g,(x, y)z -+ h,(x, y) = 0, 

dove g, e h, sono polinomi generici in x ,  y del 20 e 40 grado; ottieniamo il  
sistema lineare rappresentativo della Ma") assumendo coslranti i coefficienti 

di hAx7 Y)- 

17. Supponiamo ora che (sempre nell'ipotesi del n. 8) sia s = 1, cioé che 
il sistema 1 C'Y' 1 d'una F sia un fascio di  curve ellittiche. 

La F pub allora venire rappresentata sopra uii piapo in modo che a l  
fascio 1 C'") 1 corrisponda un fascio di cubiche; e che al sistema precedente 
1 C'w-" 1 corrisponda il sistema zo3 delle sestiche con 8 punti-base doppi (2i), 

composto con un'involuzione 4.  
I l  sistema di superficie 1 F + (v - l ) F f  1 ,  che sega su una superficie- 

sezione F il  sistema ( C'V-') [ composto coll' involuzione 12, è dunque composto 
con unn congruensa di coniche C, (oppure con coppie di  rette di  una con- 
gruenza di rette di indice 1, ne1 qua1 caso la M3 A ancora rigata, n. 7). 

18. Se A v > 3 il sistema 1 P + (v - 1)P' 1 sega sopra una !P + (v - 2)P') 
ra~ionale  (22) un sistema lineare completo di curve razionali, poichè 

é virtuale. Questo sistema completo di curve razionali essendo semplice, la  
superficie (F + (v - 2)F') é unisecante le coniche C, . 

Se v = 3, dalla (5)  segue che i l  sistema 1 P 4- 2 F f  1 det,ermina su una 
iP +- P') un sistema di curve ellittiche. Poichè la dimensione di 1 F -+ 227' 1 
é 3 (n .  17), quel sistema completo di curve ellittiche sa,& semplice, cioé una 
superficie (P  +- F') é unisecante le  coniche C,. 

19. I l  sistema 1 P + (v - 2 ) P r  1, di  dimensione 2 3, poichè 

ha per v > 4 la curva-caratteristica ellittica O raaionale; quindi il sistema A 
semplice. P e r  v = 3 segue dalla (6) che 1 F + P' ( ha la curva-caratteristica C* 
di  genere 2. 11 sistemn 1 C* ) di una ( F  + P') pub interpretarsi corne aggiunto 

(") Vedi cit. (13). 

(22) Vedi cit. (1"). 
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del sistema determinato nella (F + F') da1 sistems 1 P - F' 1, I l  sistema 
1 C* 1 deve quindi essere semplice, poichè il silo ultimo aggiunto (2')  Q un 
fascio di curve razionali (determinato da 1 Pt 3P' 1). Dunque in ogni cas0 il 
sistema 1 P + (v - 2)P' 1 13 semplice. 

L' imagine proiettiva del sistema lineare semplice 1 P + (V - 2)P' 1 é 

una M3*, che contiene una congruenza di rette C,*, imagini delle coniuhe C, 
della M, (unisecanti una superficie (F i- ( v  - 2)F')). 

Alla generica F di M, corrisponde nell'M,* una superficie P*, rappre- 
sentata ne1 piano da1 sistema lineare delle curve del nono ordine con otto 
punti-base tripli. Questa superficie P* A del nono ordine, ed B l'intersezione 
del cono K dell7S6 proiettante da1 vertice O una rigata razionale normale, 
del quarto ordine .e a direttrice rettilinea, con una ipersuperficie cubica pas- 
sante per tre arbitrari fra i piani generatori di quel con0 K ('7. 

Le generatrici di  questo con0 K congiungono le coppie dell'involu- 
zione I, individuata nella F*, coincidono dunque con le rette C,", ci06 la  M," 
coincide col con0 K. La M, è dunque rappresentata ne1 cono K da1 sistema 
lineare 1 P *  1 delle superficie sezioni del cono con le forme cubiche dell'S, 
passanti per tre piani arbitrari di quel cono. Le coniche C, della M ,  passano 
per un punto; imagine del vertice del con0 K ;  ne1 quale le forine cubiche 
hanno I'S, tangente fisso. 

20. I l  sistema lineare di superficie rappresentativo del con0 K (n. 19) 
nel17S8(x, y, z)  si pub dare con la  seguente equaaione 

dove cp, é la  generica forma del terzo grado in x, y. Ai piani di K corri- 
spondono nell'S, i piaui per l'asse s. 

Per  ottenere il sisterna lineare rappresentativo della M3 basta ohe al 
sistema lineare triplo del sistema (7) imponiamo la condizione di conteneïe 
tre generici piani fissi per 1' asse z, rappresentati complessivamente da un' equa- 
zione +,(x, y) =O. I l  sistema lineare triplo di  (7) é 

dove fi P una forma in x, y di grado i. Se ora il primo membro della (8) si 

('3) FANO, loc. oit., (3), n. 14; ove & dimostrato in modo diretto ma laborioso che il 
sistema 1 F + P '  1 nen pu6 essere composto con un'involuzione di piinti. 

(24) Vedi oit. ('3). 

( 2 5 )  FANO, loc. cit., (3), n.  9. 
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scompone in un prodotto del quale un fattore e +,(x, y), i l  fattore residuo, 
posto uguale a zero, cioé 

(9) azZ + z(Y'~, + YJ + y3 + Y ' C P ~  + Y Y ~  + ~n = 0, 

dove cp., é una forma in x, y di grado i, dà l'equazione del sistema lineare 
di  superficie rappresentativo della 1% (n. 19). 

Si tratta di un sistema lineare di  superficie rappresentabili doppiamente 
su1 piano (x, y) con curve di diramaaione 

( 10) ayY+ y2(yC - CP:) + Y(% - Z ~ P , Y , )  + ?6 - Y: = 0, 

cioé sestiche che hanno nell'origine (e nella direzione dell'asse x) due punti 
tripli infinitamente vicini. Abbiamo cosi una conferma che la  superficie ge- 
nerica del sistema lineare (9) è razionale. Ed é noto (',) che il sistema (9) é 

un sistema di superficie del 60 ordine che hanno il punto Z imyroprio del- 
17asse .e quadruplo, col piano improprio quadruplo tangente in  2, e due rette 
doppie infinitesime nei successivi intorni di Z e nella giacitura del piano 
improprio; ed inoltre nell'origine e nella direzione dell'asse x due punti 
doppi infinitesimi, con una retta doppia infinitesima nell'intorno del secondo. 

La  dimensione del sistema (9) é 22,. ciob la  M, appartiene all'S,, . L a  
superficie-sezione P appartiene qnindi all'S,, , dunque é rappresentata ne1 
piano da1 sistema delle curve CLi8', del 1 8 O  ordine, con 8 punti base sestupli 
(n. 17). L'ordine della B', quindi della M , ,  é dunque 36. Siamo arrivati a 

queste conclusioni nell'ipotesi v 2 3, ma ora abbiamo constatato che il solo 
caso possibile é v = 5 .  

21. Se infine A v = 2, la  superficie-se~ione F stessa A la snperficie del 
9 O  ordine incontrata a l  n. 19. Quindi la M, é pure dell'ordine 9, appartiene 
al17S,, ed b l'intersezione residua del c m o  K,, i cui 8,-generatori proiettano 
da1 vertice S, le rette d 'una rigata razionale normale del quarto ordine a 
direttrice rettilinea, con un'ipersuperficie cubica r, dell' 8, che passa per 3 
degli 8,-genemtori del cono ("1. 

Questi 3 S, stanno in un S,' che é tangente alle I', lungo tutta la retta S,. 
Percib la r, ha sulla retta S, due punti doppi A e B, quindi sega i pia,ni- 
generatori 'del cono K, nelle coniche C, della M3'9) che passano per A e B; 
e sega gli 8,-generatori di K, in superficie cubiche ï, coi punti doppi A e B. 

(26) ENRIQUES-CAMPEDELI~I, Leaioni szclla teovia delle supevficie algebl-iche [Cedam, Pa- 
dova 19321, pagg. 371, 382. 

(97)  FANO, loc. cit., (3). n. 9; dove si fa uiio studio eeauriente di questa varietà, del 
quale qui do un sunto. 
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I l  con0 quadrico tangente alla r, ne1 punto doppio A contiene i tre 
S3-generatori di K appartenenti all' 8,. Percib la  sua intersezione colla M3(9) 
si spezza in due seaioni iperpiane 8,' e 8,". L'intersezione de117S6" è data 
da1 con0 d'ordine 9 e genere 4 luogo delle rette della M3(9) che escono da A. 

Da1 punto A la si proietta sopra S6 in  un con0 K (n. 19) i l  cui 
vertice e la proiezione di B. Su K la M3'9) viene rappresentata da1 sistema 
delle superficie F2(9) che hanno in comune una sezione iperpiana di K(traccia 
nell' S6 del con0 delle rette della M3Cg) per A e contenute nel17S,").. 

Questa si pub dunque considerare come proiezione della da  
una sua curva U9), di genere 4. Da1 sistema lineare (91, rappresentativo 
della si ottiene quel10 rappresentativo della attribuendo valori 
costanti ai  coefficienti delle forme y,, y,, rp,: 

22. Riassumiamo i t ipi d i  varietà algebriche M, a superficie-sezioni razio- 
na l i  e a curve-sezioni d i  genere x ) 1 che abbiamo riscontrati: 

10) M, rigata razionale (m. 7,  8, 13, 17); 
20) M, che contiene un fascio razionale d i  superficie d i  VERONESE (n. 7 ) ;  
30) M, che contiene un fascio d i  quadriche (n. 7 ) ;  
40) M,(27) dell'S,, rappresentata nel17S, da1 sisterna delle superficie del 

terzo ordine (n. 10);  
5O) M,3"6' del l 'S ,3  imagine del doppio del sistema delle superficie-sezioni 

d i  u n a  quadrica dell' S ,  (n. 11) ; 
Go) M,(32) dell'S,, imagine del doppio del sistema delle superficie-sezioni 

d i  un con0 d i  VERONESE (n. 14) ; 
7O) M,@) dell'S, intersezione d i  un S,-wno d i  VERONESE con u n a  qua- 

drica non passante pel i l  vertice del con0 (proiezione della M,(32) precedente 
d a  u n a  sua curva jn. 15); 

8O) M,'") dell' S - ,  rappresentate ne1 con0 dell' S ,  che proietta da1 vertice 
u n a  superficie rignta raziottale normale, del quarto ordine a direttrice rettilinea, 
da1 sistetna delle s e ~ i o n i  col17ipersuperficie cubiche dell' S ,  che passano per tre 
piani  genemtori del con0 (n. 19);  

90) iC13(9) deEl's, intersezione del S,-cono, i cui S ,  generatori proiettano 
u n a  superficie rigata (come a l  tipo 80), con un '  ipersuperficie cubica dell' S ,  
passante per tre degli S ,  generatori (proiezione della M,'36) precedente da una 
sua curva C") (n. 21). 

23. I relativi sistemi l i n e w i  rappresentativi d i  superficie ra.eio+tali dell' S ,  
sono : 

Io) sistema di  superficie d'ordine n con un punto (n - 1)-plo; 
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20) sistema d i  superficie d' ordine n con una retta rnultipla dell'ordine n-2 ; 
30) sistema d i  superficie d 'ord ine  n con u n a  retta 1 rnult ipla dell'or- 

d i n e  n -2, ed una curua-base segata in d u e  p u n t i  d a i  p ian i  per  1; 
4 9  sistema delle superficie del 3 O  ordine;  
50) sistema delle superficie del 4O ordirce con conica dopp ia ;  
60) sistenza delle superficie de11'4O ordine  cofi un tacnodo P; 
70) sistesna che si deduce da1 60) imnponendo u n a  quartica base in un 

p iano  n o n  passante  per P ; 
80) sistema E i ~ e a r e  rappresentato d a  (9); 
90) sistenza c72e s i  deduce da1 precedente imponendo l a  sestica intersezione 

col p iano  xy corne curva  base. 
Nell'introduzione abbiamo tenuto conto che i sistemi 3O), 7O), 90) sono 

contenuti rispettivamente nei sistemi 2O), 60), 80). Anche i sistemi dei nn. 1 e 4 
sono contenuti nei sistemi Io), 20) e 40); precisamente quelli di quadriche 
ne1 20) per n = 2. 

Si pub anche osservare che un sistemà lineare di superficie raaionali 
del 4O ordine, dei tipi P4"' e F4(3) della classificazione del NOETHER si possono 
trasformare in particolari sistemi lineari. dei tipi 80) e 20). 

III. Irrazionalith numeriche nella rappresentazione nel19S, 
delle Ji3 a superficie-sezioni razionali. 

24. Analizziamo quali sono le irraeionalità numeriche (n. 2) che interven- 
gono nell'effettuare di una M3 del n. 22 la rappresentazione nell'S, del n. 23. 

10) Le irrazionalità numeriche che intervengono nella rappresentazione 
nell' S, di una rigata sono quelle che . intervengono nella rappresentaaione 
piana di una superficie-sezione razionale, ciob radicali quadratici e cubici, 
e le radici di una equazione per la bisezione degli argomenti delle funzioni 
abeliani di genere 3 O 4, O delle funzioni iperellittiche di genere p 2 1. 

20) Una superficie di VERONESE si pub riferire ad un piano senza 
l'introduzione di alcuna irrazionalitti. Invece per riferire gli elementi del 
fa.scio razionale ai piani di un fascio dell'S3 bisognerà (eventualmente) intro- 
durre un radicale quadratico. 

3O) Per rappresentare nell' S3 1' M, (a curve-sezioni iperellittiche) che 
contiene un fascio raeionale di quadriche basterà determinare una curva 
(razionale) unisecante le quadriche del fascio, e riferire questa curva ad una 

(28) ENRIQUES, lec. cit., (3), n. 11. 

dnnali di   ma ce ma tic a. Serie IV. Tomo YVIII. 
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retta. L'esistenza di una tale curva B stata constata da1 NOETHER ("Y, e le 
irrazionalità numeriche che intervengono nella sua determinazione son; state 
precisate ~ ~ ~ ~ ' E N R I Q U E S  (30). Si tratta delle radici dell' equazione per la  bise- 
zione degli argomenti delle funzioni iperellittiche di genere p > 1 (ed even- 
tualmente un radicale quadratico). 

40) La M,(") dell' Sig si rappresenta razionalmente nell' S3, poiché in 
essa 6 individuato un sistema omaloidico. 

50) La M,"" dell' S,, si rappresenta razionalmente in una quadrica 
dell'S,. Per rappresentare la quadrica nell'S, basta determinare un suo 
punto, cioè introdurre un radicale quadratico. 

60) La M,'") dell' S,, si rappresenta razionalmente su1 con0 di VERONESE, 
e poichb questo con0 si rappresenta razionalmente nell' S, (n. 3),  in definitiva 
la M3(3L) si rappresenta ne117S3 senza l'introduzione di alcuna irrazionalità 
numerica. 

70) Per rappresentare la M3'S) dell'S, nel17S3 basta fissare uno dei due 
punti nei quali la retta, vertice dell7S,-cono di VERONESE, incontra la qua- 
drica (n. 17)' cioh introdurre un radicale quadratico. 

80) La Mx'"" dell'S,, (per gli stessi motivi della M,'") del tipo 60) si 
pub rappresentare nell'S, senza l'introduzione d'irrazionalittt numeriche. 

90) Per rappresentare nell'S3 la M,'g) dell' S, basta (n. 21) individuare 
uno dei due punti A e B, cioé estrarre un radicale quadratico. 

25, Possiamo cosi enunciare il seguente teorema (raccogliendo anche i 
risultati dei nn. 1, 3, 4, 5) :  U ~ t a  N, algebrica a superficie-sezioni raxionali 
(che non s ia  l'ipersuperficie cubica generale de l l lS , )  è razionale; e s i  pu6 rap-  
presentgre birazionalmmte n e l l l S ,  estraendo radicali  quadratici e cubici, e 
risolvendo un' equt&ione.per l a  biseziane degli nrgomenti delle funsioni a,beliane 
di genere 3 O 4, O delle funsioni iperellittiche d i  genere p > 1. 

Questo teorerna ammette un7 interpretazione puramente algebrica che 
(per r > 3)  A stata scritta nell'introduzione. 

IV. Un' osservitzione sull'ipersuperficie cubica generale dell'S,. 

26. Vogliarno constatare che in nessuno dei dieci sistemi lineari di su- 
perficie raaionali, del n. 24, pub essere contenuto un sistema lineare rappre- 
sentativo dell' ipersuperficie cubica generale I' dell' 8,. 

(29) NOETHER, loc. cit., (8). 

(30) ENRIQUES, loc. cit., (g)7 n. 9. 
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Il sistema 10 si esclude perche riferito ad una rigata. Tutti i sistemi 
rimanenti, tranne il 4O, si escludono perché l'ipersuperficie I' non contiene 
una congruenza di coniche trasformabile in una stella di rette. 

Per escludere anche il tipo 40, osserviamo che se un'ipersuperficie eu- 
bica I' B rappresentata nell'S, da un sistema di superficie cubiche, essa 
contiene un sistema omaloidico 1 P* / di superficie a curve-sezioni ellittiche. 
Ora è noto che una superficie razionale a curve-sezioni ellittiche ha al  più 
l'ordice 9 ;  ed A noto che le superficie della I' sono le intersezioni complete 
della I' con le forme dell' S,. l 

Dunque le F* potrebbero avere gli ordini 3 O 9. Tre si esclude, poichè 
per una I' priva di punti doppi non si pub generare un sistema omaloidico 
mediante le superficie-sezioni. 

I l  sistema omaloidico 1 P" 1 ,  di superficie a curve-sezioni ellittich@, non 
pub essere segato su r neanche da un sistema lineare 1 M 1 d'ipersuperficie 
cubiche dell' S, . Infatti, consideriamo una superficie-sezione generica F della I' 
e rappresentiamola sopra un piano mediante i l  sistema delle cubicho per 6 
punti-base P, ,... P,, imagini di 6 rette Y , ,  ... r, della I'. 

Poich6 le rette r, , ... r, non possono appartenere (per la genericith delle P) 
alla curva-base, contenuta in I', del sistema ( M  1, le ourve-sezioni di questo 
sistema con la P saranno rappresentate ne1 piano da un sistema co3 di curve 
del nono ordine C'g), coi punti tripli P,, ... P, ed altri punti multipli, non 
a.ppartenenti agli intorni di P, , ... P, , tali da Pare abbassare il genere delle C"' 
da 10 a 1. Ora si vede che cib non è possibile, perche già ne1 caso piu favo- 
revole Che le C''' avessero, oltre ai 6 punti tripli Pi, un punto quadruplo e 
un punto triplo, la dimensione del sistema C'" sarebbe 2. . 

V. M,.(r 2 4) a carve-sezioni razionali O ellittiche. 

27. Si abbia nello spazio lineare S,, una varieth algebrica M,.(r > 3) a 
superficie-sezioni F razionali. 

Se le curve-sezioni C della Ur sono razionali si vede faciknente (n. 1) 
che la M, è 

1°) un fascio rezionale di Sr-, ; 
20) O uua quadrica; 
3O) O un Sr-,-con0 di VERONESE. 

Queste varietà sono dunque razionali e si possono rappresentare nel17S, 
con un sistema lineare di ipersuperficie a,.-, di uno dei seguenti tipi: 

10) sistema delle @?!.-1: d' ordine n, con un &-,-base (lz - 1)-plo (ed 
eventualmente altri elementi base); 
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20) sistema delle quadriche dell'Sr per una quadrica d'un S,.-, ;. 
3 O )  sistema delle quadriche de117 S,. che hanno un Sr-,-tangente fisso 

nei punti d'un S,.-, . 
Le irrazionalità numeriche che intervengono in queste rappresentasioni 

sono evidentemente (come al n. 3) al più un radicale quadratico. 

28. Se le curve-sesioni C della M, sono ellittiche è noto ("') che u n a  
M,(r > 3) non  conica è 

10) l a  M,'" dell' Sr+, base d ' u n  fascio d i  qzcadriche; 
20) O la  varietà grassnmnniana Mec5) dell 'S,  che rappresenta le rette 

del? Sa, O u n a  M,(5) O M p ( 5 )  che si ottiene seyandola con. uno  spazio a 8 O 7 
dimensioni ; 

3 O )  O l a  dell 'S,  d i  S E ~ R E  che rappresenta le coppie d i  punt i  d i  
due piani  ; 

40) O la  V,(=) dell' S, intersedouze residua d i  un S,-cono d i  VERONESE 
con u n a  qhadrica che ha in comune con, es80 uno  dei suoi me coni qundrici 
a quattro dimensio.ni ; 

5 O )  O un '  ipemuperficie cubica dell' Sr,, . 
Si osservi che queste varietà sono al più del 60 ordine. 

29. Con 1' esclusione del tipo 5") queste varietà sono certamente razionali. 
Diamo dei tipi ln) e 2 O )  i sistemi lineasi rappresentativi ne117S,.. 

Consideriamo la M,.(4) dell' S,.,, base d'un fasoio di quadriche, e siano cp 
e + due quadriche del fascio. In un punto generico P della conside- 
riamo l'Sv-, comune ai due spaai S,.-, e S',.-, tangenti in P rispettiva- 
mente a cp e 4. 1 due coni quadratici intersezioni rispettive del19S,.-, con y 
e + hanno delle generatrici in comune. Una di queste, r, é dunque una retta 
appartenente alla M,.'*) e dalla quale essa si proietta semplicemente sopra 
un Sr complementare. 

Scelta la retta r come lato O , ,  O,  della piramide fondamentale delle 
coordinate nell's,.,, , le equasioni di cp e 4 saranno 

dove a , ,  b , ,  c i ,  d ,  sono forme di x ,,... x ,.-, di grado uguale al rispettivo 

(3') SCORZA, loc: cit., (i),  (qui si esclude il fascio ellittico di S,.-, per il fatto che la 
superficie-seaione è razionale). 
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indice. Rivolvendo le (11) rispetto ad x,, xi si ottengono le equazioni para- 
metriche della Mr'"'. Essa 13 dunque rappresentata nel17S,. da1 sistema linenre 
delle ipersuperficie czcbiche @!!I che hanno come varietà-base una @pl2, ulte- 

riore interseaione d i  una puadrica, 1 ai b 4 '  = O, e di un'ipersupwficie cubica, 
1% d,l 

1 '4 bz 1 = 0, le quali hanno in cornune un Sr-,, di equa~ioni a, = ci  = O. 
I C I  dzl 

Le irra~ionnlità numeriche (n. 2) che intervengono i n  questa rappresen- 
taaione provengono dalla determinazione della retta r, ci06 dalla risoluzione 
d i  un sistema di due equazioni di 2 O  grado, dunque radicali quadratici e cubici. 

30. L a  varietà grassmanniana dellJS, imagine delle rette de117 S, é 
razionale, e si  proietta semplicemente da un suo piano S, (imagine di un 
piano rigato a dell' S,) sopra un S,. Un S4 generico per 17S, sega la fil6''' 
ulteriormente una conica incidente i l  piano 8,. Alle stelle di rette del17S4 i 
cui centri appartengono a l  piano a: corrispondono s p a ~ i  S, della M6(5) incidenti 
i l  piano S, in rette e contenuti nel17S8 tangente alla M,'" lungo 1'8, (S, rap- 
presentativo del complesso speciale delle rette dell'S, incidenti il piano a). 
Questi 8, determinano u n  insieme o o V i  spazi S, per 17 AS',, segati dall' S, in 
una rigata razionale normale (appartenente all'S, intersezione del17S8 
tangente coll' 8,). La Mcc5' viene quindi rappresentata da1 sistema lineare delle 
quadriche dell' S, per la 

Anche una M5(5) O una M,(3 senione della M,'j) rispettivamente con un 8, 
O un S, contiene (almeno) un piano S,, da1 quale si proietta quindi sempli- 
cemente sopra un $,-O sispettivamente un S,. Anzi una M,(5)-sezione generica 
contieno un determinato piano 8,. 

Infatti i piani totali di un complesso lineare di rette del17S4 passano per 
il suo punto singolare ("'), quindi i piani totali comuni a due complessi pas- 
sano per la  retta 1 congiungente i loro punti singolari. Un S, generico dell' S4 
taglia la 1 in un punto P da1 quale esce nell'8, una retta comune a i  due 
complessi. Questa retta individiia, assieme alla Z ,  il piano totale comune ai 
due complessi di  rette. Dunque: 

La MSc5) I3 rappresentata dalle quadriche dell'S, che passano per una 
rigata cubica del17 5,; e la Mac5) è rappresentata da1 sistema delle quadriche 
dell' S4 per una cubica de117 S, . 

(32) Si ricordi che in uno spaaio lineare di dimensione pari un complesso lineare ge- 
nerico di rette possiede un punto singolare, tale che tntte le rette per questo pnnto Panno 
parte del comylesso. 
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Nella essendo individuato il piano S,, queste rappresentazioni 
delle M,'51, M5(51 e M4(j) nei rispettivi spazi lineari si effettua sazionalmente. 

Le di SUORZA (tipi 3O e 4O) contengono una congruenza razionale 
di piani di indice uno, percib fanno parte del tipo. 1 0  che incontreremo al 
n. 32. 

Fra. i sistemi lineari noti di ipersuperficie dell' S, (r 2 4) a curva-carat- 

teristica ellittica ci sono ancora i l  sistema delle ipersuperficie cubiche @?LI 
dell'S, con ana @O2 base, intersesione complets di una forma quadrica e una 
fornuz cubica dell' S, (rappresentativo dell' ipersuperficie cubica dell' S,.,, con 
almeno un punto doppio); e, per r = 2m, (33), i l  sistema delle ipersuperficie 
del 4O ordine @FA-, deEl' S h ,  con una ~E-z-base dotata d i  due spasi doppi 
indipendenti Sr,-, e Sm-, (doppi anche per le @$LA) interse~ione completa di 
due forme cubiche dell'S2, che hanno rispettivamente uno spasio Sm-, doppio 
e 1' altro semglice (rappresentativo di una N E  dell'S,,,,, con due spazi lineari 
S', e Su,,, priva di yunti doppi). 

VI. 112,. ( 4 . 2  4) a superficie-sezioni razionali e a curve-sezioni 
di genere n > 1. 

31. Supponiamo di avere una varieth algebrica M,. (r 4) a superficie- 
sezioni l- razionali e a curve-sezioni C di genere TC) l. 

Io) Se la M,,-sezione è del tipo Io)  (n. 221, cioé rigata razionale, la M,. 
contiene una congruenza razionale di indice uno di spazi lineari Sv- , ;  e 
quindi B razionale. 

2O) La M3-sezione sia del tipo 2O), ci06 contenga un fascio di super- 
ficie di VERONESE, razionale O lineare. Se il fa,scio 13 lineare, la M, 6 rappre- 
sentabile nell' S3 sema 1: introduzione di irrazionalità, numeriche (n. 24), quindi 
la M, B razionale. 

Se il fascio è razionale, si considerino le  M,-sezioni che contengono una 
medesima superficie-sezione F. 1 fasci di ~uperficie a curve-se~ioni razionali 
delle diverse M3 per P individuano su P 10 stesso (n. 7) fascio razionale di 
curve (razionali). 11 radicale quadratico che interviene nella rappresenta'zione 
della M3 per 1 7 F  nel17S, non dipende dunque dai parametri variabili della M,; 
ci06 la M,. B razionale (riferite le M, per F agli S3 d'un 8,. per un S,, della M, 
generica si ~ o t r k  effettuare la rappresentazione su1 corrispondente 8,). 

(33) NORIN U., Un problewa d'analisi indetermi~ata d i  ter80 grado [ a  Bollettino del- 
runione Matematioa Italiana *, t. 1 (21, 19391. 
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30) Supponiamo che la dl3-sezione contenga un fascio di quadriche, 
le quali individuano su una superficie-sezione F un determinato, fascio di 
coniche (n. 7). Considerando allora le M3-sezioni per una P generica, ed in 
questa u n a p r v a  unisecante le coniche del fascio, si pub, come al tipo 2O), 
concludere che la M,. è razionale. 

40) Se la M3-sezione B del tipo 40) (n. 22) la M,. 13 razionale, poichè 
la M3 si rappresenta razionalmente nel17S3 (n. 24). 

50) Se la M3-sezione 6 del tipo 5 O ) ,  essa si pub rappresentare razio- 
nalmente sopra una quadrica dd17 S, (n. 24). Se consideriamo allora le N3 
per una medesima P (sulla quale abbiamo fissato un punto) possiamo con- 
cludere ceme al tipo 20) che la M.. è razionale. 

60) Se la M3-senione è del tipo 60), la M,. & razionale poichè la M3 si 
rappresenta razionalmente nell'S3 (n. 24). 

70) La M,-sezione sia del tipo 70), cioè 17intersezione d'un 8,-cono di 
VERONESE con una quadrica de117 S,, non passante per 1' 8,-vertice del cono. 
Allora la M,. appartiene all7S,.+, ed è l'intersezione di un S,.-,-con0 di VERO- 
NESE con una quadrica Q,.,, dell' S,.,, non passante per 10 8,-,-vertice del 
cono. Cos1 anche in questo cas0 la M,. B razionale. 

80) Se la M,-sezione B del tipo 80), la M,. è razionale, poichb la M, si 
rappresenta razionalmente ne117 S, (n. '24). 

90) Infine se la ii-sezione è del tipo go) (n. 21), la Al,. 13 del 90 ordine, 
appartiene al17S,.+, ed 6 l7 intersezione residua del17S,.-,-cono., i cui Sr-gene- 
ratori proiettano da1 vertice SI.-, le rette d'una rigata razionale normale n 

direttrice rettilinea, con un' ipersuperficie cubica I',.,, dell S,.,, che passa 
per 3 degli S,.-generatori. 

Questi 3 S,.-generatori stanno in un S,.,, che risulta tangente alla I',.,, 
lungo tutto l'S,.-,-vertice. Percib la I',.,, possiede dentro 17S,.-, una qua- 
drica &,.-, luogo di punti doppi. Da uno A di questi la M,.(9) si proietta sopra 
un S,.-,-con0 (del solito tipo), percib la MI."' 15 razionale. 

0 

32. In  una M,. (r 2 4 )  a superficie-sezioni P razionali e a curve-sezioni C 
di genere K > 1, quindi razionale (n. 31), consideriamo le M,.-,-sezioni. Il 
sistema V$!I = 1 (r - 2)M,.-,  + yM1,.-, 1 ,  depurato dalle eventuali componenti 
fisse, sega sopra uns P il sistema 1 CW 1, p-aggiunto al sistema ( C / della F (n. 6). 
Per un certo valore v di y, 1 1 sark (n. 7) un sistema lineare, di dimensione 
s 2 1, di curve razionali O ellittiche irriducibili, O un sistema costituito di 
gruppi di curve irriducibili di un fascio razionale di curve razionali. 

Se le C ' y )  sono razionali, O composte con curve razionali, abbiamo nella M,. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



168 U. MORIN : Sulla classificasZone proiettiva delle vurietil 

(almeno) un fascio (lineare O razionale) di vPL~ a curve-sezioni razionali (n. 27). 
Quindi l a  M,. contiene : 

10) una congrzcenza razionale di spazi lineari Sr-, ; 
2O) u n  fascio di Sr-,-coni di VERONESE; 
3O) un fascio di quadriche (ed è quindi a curve-seeioni iperellittiche). 

33. Se le C'Y) sono ellittiche, la  M,. contiene un sistema di dimensione 

s < 4 (n. 13) di  V% a curve-sezioni ellittiche. 
Supponiamo s = 3 e r = 4. I l  sistema 1 V3(v) 1 determina su una M3(")- 

sezione un sistema omaloidico (n. IO), quindi 1 V3(v) 1 è composta con un sistema 
di rette di  indice uno. Ma la  V8(v), a curve-sezioni ellittiche è del 90 ordine 
(n. IO), quindi un cono (n. 4). Cioè la M4(57) stessa. é il cono che da un punto 
proietta la  M3'") del tipo noto (oppare una sua proiezione). 

Quindi per s = 3 ed r > 4 la  M,. & il cono i cui S,.-,-generatori pro- 
iettano da un s,.-, una M,'") del tipo 4 O ,  (34).  

34. Le C'Y) essendo ancora ellittiche, sia s = 4 ed r =4. Sarh allora 
(n. 11) v = 1. Il sistema 1 V,(I'I non b compost0 con un sistema di curve, 
poichè esso determina in una M3-seaione un sistema lineare di  superficie 
semplice. E poichè i l  grado di questo sistema é 2 (n. Il), le curve-caratteri- 
stiche del sistema 1 1 sono corniche. 11 sistema 1 1, d i  dimensione s = 4 ,  
è dunque semplice: cioè un sistema omaloidicq. Mediante questo sistema 
omaloidico la M, B rappresentata nel19S, da1 sistema lineare delle quadriche. 
Si tratta quindi di  una del]' Si,. Le varieth 1 V,"' 1 risultano  COS^ del- 
l'SO ordine. 

Supponiarno ora r > 4. Allora il sistema 1 fi?i 1 ,  che determina in una 
Md-sezione un sistema omaloidico, Sarh compost0 con un sistema razionale co4 

di spazi lineari S,.-, . 
Sia in particolare r = 5. Le V4(I) sono segate da una Md-seaione ne& V3(" 

(34) A questa conclusione si pub arrivare direttamente applicando un teorema del10 
Sco~za G., Su una certa classe di uarietà. raaionali [ a  Rendiconti del Circolo Mat. di 

Palerrno D, t. 28 (IQOQ), pagg. 400-4011 in cui si afferma che se le sezioni di una 311:~ 

di ,+r con. gli S ,+, tEello spazicr ambiente sono delle MC rappresentate sopra ( )+ i -1  ( =  )p i ,  
Ln. Sr cial sistema lineare di tutte le swe forme d'orrléne n allora la MS 6 un Si-l-eono 

prokettante da1 vertice una cosiffatta M$. 
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del17 80 ordine. Ma le V,'*) a cnrve-sezioni ellittiche e de11'80 ordine sono 
coni (n. 28), quindi la M, stessa 6 un cono ("1. 

Dunque per r > 4 la A un con0 dell'S,.,,, i cui 8,-,-generatori 
proiettano da un S,.-, la M4(a6) d'un Si, imagihe del sistema delle quadriche 
de117 S, (oppure una sua proiezione). 

36. Supponiamo ora s = 2. Allora il sistema 1 V% 1 B composto con una 
congruenza di quadriche Q,.-,, di indice 1. Per v sono possibili i valori 3 
oppure 1 (nn. 14, 15). 

Se v = 3, e per ora r = 4, le 1 1 sono del17 80 ordine (n. 14), quindi 
dei coni, oppure sono rappresentate ne117 S, Clal sistema lineare di tutte le 
quadriche (n. 4). Ne1 primo caso la M,. stessa B un cono. 

Il secondo cas0 non è possibile, poiche una 1 V3(3) 1 dovrebbe oontenere 
un fascio di quadriche Q , ,  cib che non è possibile (poichh le superficie d o r -  
dine minimo in essa contenute sono del 4O ordine). 

Se v = 1, la M,. è la M,.(8)  del17S,+, considerata ai nn. 15, 16 (tipo 7O). 

36. Supponiamo infine s = 1. La MT conterrh allora una congruenza 
raziionale di indice 1 di quadriche O,.-,, e per v saranno possibili i valori 5 
O 2 (nn. 20, 21). 

Supponiamo v = 5 ed r = 4. Le quadriche Q, della M, hanno una retta 
in comune (essendo segate da una M,-se~ione in coniche per un punto, n. 19). 
La Va(", a curva-sezioni ellittiche, contiene un fascio di quadriche &,. Se 
la V3(j) è un cono, la M, stessa é un cono. 

Constatiamo che questo e il solo cas0 possibile. Infatti, se la V3(5' non 
fosse un. cono, sarebbe rappresentata nel19S, (n. 4) dalle superficie cubiche 
con una quartica-base di 2& specie (che pub degenerare i n  una cubica e in 
una retta semplicemente appoggiata, in due rette sghembe che si appoggiano 
ad una conioa, in due coniche che hanno un solo punto in comune (eventual- 
mente degeneri)). Orbene, si ,verifica direttamente che in nessuno di questi 
casi la V3'5' pub contenere un faaoio di quadriche le  quali abbiano una gene- 
ratrice fissa in comurre. 

37. Se v = 3, la M,. è la M,.'9) dell'S,.,, considerata al  n. 31 (tipo 9'3). 
Possiamo cosi concludere : Uwa zrarietà algebrica non conica M,, ad r > 3 

dimensioni, a superficie-sezioni raaionali e a curve-seaioni di genere 7~ > 1, è 
di uno dei seguenti tipi (O è uwa loro proiezione) : 

(35) SCORZA, loc. cit., (e). 
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10) M, che contiene u n a  congruenna razionale, d i  indice 2, d i  spazi li- 
neari Sr-,  ; 

20) Mr che contiene urc fascio razionale d i  Sr-,-coni d i  VERONESE; 
30) MF Che contiene un fascio rasionale d i  quadriche (cc curve-sesioni 

iperellittiche) ; 
40) la Mf(8) del,?' Sr+, intersesione d ' u n  Sr-,-con0 d i  VERONESE con u n a  

quadrica del l 'Sr+,~non passante per l 'Sr-, ,  vertice del cono; 
50) la  M,'g) dell' Sr+, interseaione residua dell' Sr-,-con0 i cui Sr-gene- 

ratori proiettano le generatrici d i  a n a  rigata razionale normale, del Po ordine 
a direttrice rettilinea, con un'ipersuperficie cubica de1l'Sr+, che passa per 3 
degli Sr-generatori ; 

60) ta M4[L" dell lS, ,  imagine del sistema delle quadriche dell' S,. 

38. Coneideriamo i sistemi lineari rappresentativi delle 116,. del n . O  prece- 
dente. Arriviamo cosl al seguente teorema: 

U n  sistema lineare sempbice d' ipersuperficie @El, d' ordine n, dell' S r  (r > 4): 
a superficie-caratteristica razionale e a curva-caratteristica d i  genere 7~ > 1 
(non rappresentativo d ' u n  cono) s i  pu13 trasfonnare cremonianamente in uno 
dei seguenti sistemni (O in urc sistema in essi contenuto) : 

1°) sistema delle @FI con un Sr-,-base rnultiplo dell'ordine n - 1 ; 
2O) sistema delle @pil con un Sr-,-base multiplo dell'ordine n - 2, se- 

gate d a  un Sr- ,  generico per l's,-, in zcn sistema d i  quadriche che in un Sr-, 
dell'S,-, hanno un Sr-,-tangente fisso; 

3O) sistema delle con un Sr-,-base multiplo dell'ordine n - 2, e 
u n a  Vr-,-base semplice, ir~contrata in quadriche dagli Sr-, per 1' Sr-,  (even- 
tuaknente degevteri e nell' intorno dell' Sr-,) ; 

40) sisterna delle con un Sr-,-base doppio lungo i l  p a l e  hanno 10 
(4) stesso Sr-,-tangente doppio, ed inoltre un cono-base Kr-2 semplice, i cui Sr-,- 

generatori proiettano da1 vertice Sr-, (contenuto nell' Sr-,-base) i pun,ti d i  u n a  
quartica d' un piano indipendente dall' Sr-,-base ; 

(6) 50) sislema delle con un Sr-,-base quadruplo, lungo i l  p a l e  le 
hanno Zo stesso Sr-,-tangente puadruplo, e due Sr-,-base doppi nei due suc- 
cessivi intorni dell'S,-, e nella giacitura dell' Sr-,-tangente; inoltre due punt i  
doppi infimitamente vicini e wna retta infinitesima nell'intorno de2 secondo 
(il cui  piano a è indipendente dall'S,-,-base); ed infîne un cono-base semplice 
i cui  Sr-,-generatori proiettano, d a  un Sr-, dell' Sr-,-base, u n a  seslica del 
piano a. 

È immediato che i sistemi Io), 20) e 30) sono rappresentativi delle ri. 
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spettive varieth del n. 32. Per rendersi conto che cib accade anche per il 
tipo 401, da un punto A comune alla quadrica Q e al17S,.-,-vertice del cono 
di VERONESE (n. 31) proiettiamo la M,.@) in un S,.,,. La proiezione 13 un 
S,.-,-con0 di VERONESE, su1 quale la JI,.@) è rappresentata da1 sistema delle 

intersezioni colle quadriche dell' Sv+, che passano per ln rL?8 traccia del cono 
intersesione della M,.'s' coll'S,.-tangente alla & ne1 punto A (n. 15). Quindi 

al sistema lineare di @'!.!I dell'S,., doppio del sistema rappresentativo del- 
l7S,.-,-con0 di VERONESE (n. 271, basta imporre la condizione di avere per 

ulteriore base il cono K?L~ imagine della I$L2, per avere il sistema rappre- 
sentativo della N,.(s). 

In  modo analogo si giustifica il sistema 5 O ) ,  tenendo conto dei nn. 31, 21, 20. 
Si osservi infine che le irraaionalità numeriche che abbiamo incontrate 

nelle rappresentazioni nell' S,. delle M,. per r > 3 sono le stesse che abbiamo 
incontrate per r = 3 (nn. 27, 29, 30, 31, 38). 
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Sui teoretni di  reciprocità nei fenomeiii dipendenti 

da1 tempo. 

Memoria d i  DARIO GRAFFI (a Bologna). 

Suufo. - Si  estendono? sotto opportune ipotesi, i teoremi d i  reciprocitd d i  BETTI e MAXWELL 
al la  dinamica dei corpi ~2ast ic i  e i teoremi d i  LORENTZ-SOMMERFELD neli'elettroma- 
gnetismo a fenomeni non sinoidali. Vengono anche stabiliti teoremi d i  reciprocità per 
la  trasmissione del calore non staaionavia. I resultati sono conseguiti mediante siste- 
matica applicaaione della trasformaaione di LAPLACE. 

Introduzione. 

Numerosi sono i teoremi di reciprocità (') che si incontrano nei varî 
capitoli della meccanica e della fisica-matematica ma, almeno i più noti, 
sono validi per fenomeni indipendenti da1 tempo. Cod i l  teorema di BETII 
si riferisce all'equilibrio elastico, i teoremi di VOGTERRA e DONATI princi- 
palmente alle correnti elettriche stasionarie, ecc.. 

& ovvio come lJestensione dei teoremi di reciprocità a fenomeni varia- 
bili ne1 tempo, presenti, talvolta, notevole interesse. Percib sono già state 
fatte numerose ricerche in proposito ("). I n  a lcu~le  di queste si completano con 
opportuni termini le equaaioni valide per fenomeni indipendenti da1 tempo. 
Cosl, ad esempio, il teorema di BETTI si estende alla dinamica dei corpi ela- 
stici aggiungendo alle forze applicate le forse d'inersia col segno cambiato. 
Ma, corne si comprende anche da questo esempio, detti termini complemen- 

(') 1 principali teoremi di reciprocità stabiliti i n  Italia sono ottimarnente esposti nella 
comunicazione del PUPPINI al Congresso Internaaionale dei Matematici d i  Toronto, 1924, vol. II 
dei * Pioceedings *, pag. 429. I l  prof. LELLI (. Annali di Maternatica pnra e applicata D, 
serie IV, tom0 111, pag. 133, 1925) h a  dimostrato come i teoremi d i  reciprocitb più noti 
possono farfii discendere da alcune equasioni fondamentali da  lui stabilite. 

(2)  Il teorema d i  reciprocith sulle acqiio liltranti (incornpressibili) dovuti al PUPPINI 
per qnanto mi consta è l'unico valido tanto se il moto delle acqiie dipende da1 tempo quanto 
ne1 caso contrario. Ma qui  si presenta la fortunata circostanza che le equazioni differenziali 
che reggono il fenomeno sono indipendenti da1 tempo 
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tari sono, in generale incogniti, quindi 1' utilizzazione pratica del teorema di  
reciprocità é, di solito, assai limitata ('). 

Altre ricerche invece presuppongono il fenomeno variabile col tempo in 
modo periodico O meglio sinoidale. Ad esempio se il moto é sinoidale il teo- 
rema di BETTI é valido senza aggiungere le forze d'inerzia. Un gran numero 
di teoremi di questo genere si trova enunciato nella « Theory of Sound » di 
Lord RAYLEIGH, dove sono stabilite anche relazioni dj reciprocith per le 
oscillazioni libere dei corpi elastici (2). Ad essi bisogna aggiungere i teoreini 
di DONATI (7 ssulle correnti alternate e quelli della radiotelegrafia dovuti a 
LORENTZ, SOMMERFELD ( I ) ,  CARSON (j). Ricorderemo infine il recente teorema 
di  E. FROLA (7. 

Ci proponiamo, in questo lavoro, di stabilire teorelni di reciprocità validi 
per fenomeni variabili in modo qualunque col tempo. Per  raggiungere i resul- 
tati useremo sistematicamente la  trasformazione di LAPLACE che ci permet- 
terà stabilirli in modo semplice e rapido. È ben rero che per applicare questa 
trnsforniazione dovremo fare alcune ipotesi sulle funzioni che rappresentano 
alcune grandezze. Ma tali ipotesi sono, corne si vedrà, cosi intuitive da1 punto 
di vista fisico, che non sarà difficile ammetterle. E del resto vedremo in 
appendice che, almeno in on caso particolare, esse sono superflue e forse si 
avrebbe potuto farne sempre a meno, a prezzo pero di appesantire inutil- 
mente il nostro lavoro. 

Si potrebbe obbiettare che certi teoremi stabiliti in  queste pagine pos- 
sono dedursi da quelli validi per fenomeni periodici con una opportuna appli- 
cazione dell'integrale di FOURIER. Ma se si vu01 spingere a foiido la questione 
col dovuto rigore, sono necessarie ipotesi molto meno intuitive delle nostre (7. 

( 4 )  Non B escluso perb che i n  qualche caso, anche questi teoremi possano rendere utili 
servigi. Cosi il teorema di reoiprocità esteso alla trasmissione del calore non stazionaria h a  
permesso a l  PUPPINI ( e  Monitore lecnico = 1916) d i  ottenere interessanti risultati sulla tra- 
smissione del calore nelle condotte i n  pressione. 

(') Vol. 1, pp. 131-38, 150 e segg. È da notare che tutti i teoremi sono p o v a t i  per sistenii 
discreti e sono eniinciati senea dimostraeione per  sistemi continui. L'nltimo teorema che 
veramente vale anche per fenomeni non periodici, non B provato dall'Illustre Scierieiato e 
sarà da  noi dimostrato più innanei. 

(3) L e  correnti a l temat iwe e l a  legge d i  reciprocità, e Rendiconti dell'Accademia delle 
Scienze d i  Bologna 9,  1917. Memorie e note Scientifiche (Bologna, Zanichelii, 1925), pag. 261. 

( 4 )  R I E M A N N - W E B E R ,  Differential Gleichungen der Physik, (1987), vol. II, pag. 575. 
( 5 )  = Beil System Technical Journal  s, 1924, pag. 393. 
(6) = Rendiconti Lincei a, 1937, 1 seni., pag. 586. 
(7)  W. ALEXANDER, (Het Recipvocteitstheorema i n  de electricitet, a Tijdscrift von het Ne- 

derlandisch Radio geneatscap >, 5, 69, 1931) ha  studiato con l'integrale di POURIRR alcuni 
teoremi d i  reciprocità riell'elettromagnetismo ma, se interpreto bene questo lavoro scritto i n  
lingua olandese, senea yreoccupaeioni di rigore. 
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Poi varie funzioni che incontreremo (come ad esempio 10 spostamento di. un 
punto di un corpo elastico senza resistenze passive) non sono sviluppabili in 
integralo di FOURIER. 

Veniamo ora ad esporre brevemente i resultati conseguiti ne1 presente 
lavoro. 

Considerato un corpo elastico su1 quale possano agire due sistemi di 
forze attive pF,, R , ,  pF,, R, (le p F  volumetriche, le R superficiali, p densità 
del corpo) tali che il loro valore sia rispettivamente G(t)a,, G(t)b,, G(t)tt,, 
G(t)b, con G(t) funzione continua del tempo t, a, a,, b , ,  b, vettori indipen- 
denti da1 tempo ma anche variabili da punto a punto; per questi sistemi 
di forze e i relativi spostamenti vale ancora, istante per istante, il teorema 
di  BETTI, purché il corpo, all'istante t = O, si trovi al10 stato naturale e la 
sua energia cinetica sia nulla. 

I n  particolare se il primo sistema si riduce ad una forza Hi npplicata 
ne1 punto A, i l  secondo ad nna forza H, applicata ne1 punto B, vale l a  rela- 
zione (peïfettamente analoga al teorema di MAXWELL): 

H, X &(A) = H, X S,(B), 
dove #,(A), S,(B) sono gli spostamenti di A e B rispettivamente causati 
da H, e H l .  

Si vedr8 poi che alla espressione delle forze si potrà sostituirne un7altrs  
un po7 diversa, e si potrà anche in questo caso stabilire alcuni tememi di 
reciprocità. Passeremo poi a considerare un corpo che all'istante t = O non 

al10 stato naturale. Limiteremo perb Io studio al caso particolare di un 
corpo per valori negativi del tempo in equilibrio sotto l'azione di  alcune 
forze, che vengono rimosse a117 istante t = O ( l ) .  

Considerando allora due stati, ne1 primo dei quali i l  corpo è in equilibrio 
per t < O  sotto 1' azione delle forze pF, e R I ,  ne1 secondo sotto l'azione di pP, 
e R, , se SI (t), N,(t) sono gli spostamenti del corpo a117 istante t vale il teorema : 

dove v è il volume del corpo, cs la superficie che 10 limita. 
Questo teorema si semplifica ne1 cas0 in cui le forze pP O K. siano con- 

centrate in qualche punto e si ritrova cosi per altra via, forse più rigorosa, 
un teorema di Lord RAYLEIGH. 

Passeremo poi alla trasmissione del calore per conduzions. Come é noto 
questi problemi si possono schematizzare nei seguenti modi. Ne1 corpo si 

( l )  Ciob in sostnnaa ai coiisiderauo le oscillaaioni libere da una posiaionc di  equilibrio. 
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trasmette calore perchè si trova a contatto con altri corpi di temperatura 
diversa, O perche entro i l  corpo si trovano alcune sorgenti di calore, O per 
l 'una e per l'altra delle cause ora enunciate. 

Ne1 primo caso sono, in generale, note le temperature del corpo su al- 
cuni pezzi O, della superficie o che 10 limita, mentre gli altri peazi di o sono 
a contatto con l'ambiente esterno che verrà, supposto sempre alla stessa tem- 
peratura ('). Allora se T, e T,  sono due distribuzioni di temperature ne1 corpo 
riferite all'ambiente esterno (2 )  corrispondenti a due diverse distribuzioni di 

temperatura su o, dirnostreremo, qualora 3, 5 indichino le derivate di T, 
an an 

e Tz normali a o,, che vale la  formula : 

aT /TL 2 do, =pz $ do,. 

Equazione questa valida perb supponendo le temperature Tl e Tz nulle 
per t = O in tutto il corpo e tali che si1 o, sia : 

dove ip,(P) e ip,(P) sono due funzioni arbitrarie dei punti P della o, e G(t)  una 
funzione continua qualunque del tempo t. 

L'equazione ora scritta è analoga a quella che si incontra ne1 caso sta- 
zioilario e da essa si possono trarre utili conseguenze. 

Se invece la  trasmissione di calore avviene per effetto di alcune sorgenti 
di oalore, poste ne1 corpo di volume u, mentre tutta la sua superficie 13 a 
contatto dell'ambiente esterno noi troveremo la  seguente relazione analoga 
al caso stazionario. Se Q, e Q, sono due sistemi di sorgenti, T, e T2 rispet- 
tivamente l e .  corrispondenti temperature ne1 corpo, supposto QI = G(t)S,(P),  
Q, = G(t)+,(P) con +,(P), (Ci,(P) due funzioni dei punti P del corpo, vale, 
ammesse le Ti e T, nulle all'istante t = 0, l'equazione: 

Dalla relazione ora scritta scende, in particolare, che se una sorgente 
posta ne1 punto A genera in B all'istante t una certa temperatura T(t)  la 
stessa sorgente posta in B genera in A al10 stesso istante l a  stessa tempera- 

(') Cioh sono a contatto con nn ambiente al quale cedono calore secondo la legge New- 
toniana. 

(4)  Ossia si prende corne zero della scala termoinetrica la temperatura dell'ambiente 
esterno. 
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tura T(t) .  Questo teorema 6 stato enunciato da Lord RAYLEIGH in un caso 
più particolare, ma in cui la T non Q nulla all'istante iniziale. Noi perb ve- 
dremo corne si possano estendere le nostre considerazioni e provare i l  teo- 
rema in discorso. 

Abbianio invece omessa qualsiasi ricerca ne1 caso in  cui il calore venga 
trasmesso da altri corpi e da sorgenti, per non complicare troppo il nostro 
studio, sebbene le diff'icoltl, a questo proposito, siano più formali che con- 
cettuali. 

Passeremo poi a~ll'elettromagnetismo. Qui interessa generalizzare il teo- 
rema di LORENTZ-SOMMERFELD valido per dipoli alternativi, teorema che, sotto 
certe condizioni, si applica alle antenne radio. Abbiamo percib creduto oppor- 
tuno stabilire piuttosto una relazione di reciprocità fra le correnti in due 
antenne e i campi da  esse genernti; relazione valida anche se le correnti 
nelle antenne non sono sinoidali, purche in ogni punto soddisfino alle stesse 
condiaioni delle forze in elasticità, e il campo e1et;tromagnetico sia uguale n 

zero per valori negativi e nulli del tempo. Ne1 cas0 in cui l'antenna abbia 
piccole dimensioni, le nostre formgle diventano analoghe e anzi generalizzano 
quelle del SOMMERFELD. Cosi in particolare il teorema di reciprocità rimane 
esteso, per antenne a onde sinorzate, per antenne che emettono impulsi, per 
i fenomeni transienti ecc.. Non solo, ma ci selnbra che le nostre considera- 
zioni permettano di eliminare certe questioni un po' sottili ne1l'arinull;irsi 
all'infinito di alcuni integrali ('). I l  teorenia di reciprocith risulterA perb. 
provato solo per antenne con onde di tipo stazionario, ma ne mostreremo la  
validità anche nelle antenne a onde progressive. Con i nostri metBodi sarebbe 
possibile estendere il teorema del CARSON, ma ometteremo la ricerca che, dopo 
quanto diremo, non offrirebbe alcuna difficoltà. Non 13 perh inutile notare che 
tale estensione richiederebbe ipotesi ancora più larghe di quelle che ci sa- 
ranno necessarie per generalizzare il teorema del SOMMERFELD. 

Teoremi di reciprocità nella dinamica dei corpi elastici. 

1. Consideriamo un corpo elastico, isotropo, di volume v limitato dalla 
superficie a, con densità p (che pub essere anche variabile) eventualmente 
soggetto a vincoli fissi. Ad esso siano applicate l e  forze attive di massa FE' 

(1) Tali questioni si presentano appiinto ammettendo senz'altro sinoidale il canipo elet- 
trornagtietico corne s i  fa nelle ricerche piii coinimi. . 
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e le f o r ~ e  attive superficiali R in generale variabili col tempo. Sappiamo 
che se Y & 10 spostamento di  un punto generico P del corpo, B l'omografia 
delle tensioni valgono in ogni punto di u le equazioni ( l ) :  

d2S 
(i) p - = pF - grad B, (2)  B = - I I ,  dS 

dt2 
(d,:) - 2tnD - 

d P '  

dS dove 1 e nt sono le costanti di LAM& del corpo, - ovviamente l'omografia 
d P  

delle deformaaioni, t i l  tempo; gli altri simboli il significato ben noto dal- 
1' analisi vettoriale. 

Si ha poi sulla parte di ci non vincolata 

(3) Bn = R, 
qualora n indichi il vettore unitario normale a o diretto verso l'interno di v. 

Le forze di massa e superficiali saranno supposte funzioni, finite e con- 
tinue di  t, oltre che dei punti P del corpo, ma le supporremo nulle, per t 
maggiore di un certo istante k positivo e del resto cornunque grande. Questa 
ipctesi non é affatto, come pub sembrare a prima vista, restrittiva. A noi 
interessa per la pratica stabilire delle relazioni valide un intervallo (0, I c , )  di 
ampieaza qualunque, ma finito. Ora se scegliamo Tc > k ,  gli spostamenti ela- 
stici e di conseguenza le deformaaioni nell'intervallo (0, k,) non dipendono (O) 

da1 valore delle forze per t > Ici che si possono percib supporre, per t 2 k, nulle. 
Noi supporremo inoltre la S e le sue derivate prime continue e limitate 

e le derivate seconde generalmente continue e limitate per ogni punto di u 
e per ogni valore di  t compreso nell'intervallo (0, +oo) (7. Questa 6 l'ipotesi più 

( a )  BURGATTI, Teoviu Mutematica della elasticita~ Bologna, Zanichelli, 1931, pag. 133. 
I n  seguito questo volume verrà indicato con a T. M. E. ». 

È opportuno aggiiingere che noi supporremo il corpo vincolato, O che il  suo moto sia 
relativo ad un  opportuno sistema d i  riferimento, cosi da  potere escludere un moto rigido 
globale del corpo stesso. I n  altre parole supporremo che se il  corpo fosse rigido le forze 
applicate lo manterrebbero i n  una  posizione di equilibrio rispetto s'intende al nostro riferi- 
mento. Ammetteremo inoltre p, 1, m val-iabili con continuità. Cib per evi twe qualche compli- 
cazione tarito più che il caso d i  p, 1, m variabili con discontinuità si pub considerare caso 
limite di quel10 che ora trattiamo. 

(2)  Infatti  dalla dimostraxione del  teorema di unicith segue subito che S E deternii- 
nato in tutto l'intervalle (O, k,) dagli spostamenti e loru derivate per  t = O  e dalla conoscensa. 
delle forze in  (O, k,)  estreino incluso. Quindi S e di conseguenxa le  sue derivate lion dipen- 
dono da1 valore delle forze per  t 2 k > k,. I n  altre parole, meno precise, ma più efficaci, 
i valori futuri delle forze non hanno alcuna influenza sui  valori attuali dello spostamento. 

(3) Cioè noi inteiidiamo che le  derivate seconde siano cnntinue ad ecceaione. di alcune 
superfici dello spaxio-tempo C costituito da  valori di (x, y, 2) compresi entro v e dagli istanti t 
f ra  (0, 00). Supporremo perb queste superfici siano i n  numero finito i n  ogni pezzo di C O 
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restrittiva che noi faremo, ipotesi gih accennata nell'introdusione. I l  sup- 
porre S, le sue derivate prime e seconde finite e almeno generalmente con. 
tinue in  tutto v, per ogni valore de1 tempo compreso in  un intervallo finito, B 
ipotesi che si ammette spesso nelle questioni della fisica-matematica e del 
resto si  potrebbe controllare con i teoremi di esistensa. Meno usuale invece é 

i l  ritenere 10 spostamento e derivate limitati anche se i valori del tempo sono 
compresi in tutto l'intervalle (0, +CO). Perb anche questa ipotesi é conforme 
all'intuizione fisica, perchb, potendosi ritenere le forze nulle da un certo istante 
in poi, si intuisce che gli spostamenti, le loro derivate prime e seconde siano 
limitati; tanto più che le derivate prime e seconde rispetto al tempo rappre- 
sentano rispettivamente le velocità e le accelerasioni dei punti del corpo, quelle 
rispetto alle coordinate le deformazioni e le derivate di tali deformazioni. 

Del resto per la nostra trattazione sarebbe a rigore soltanto necessario 
che gli spostamenti e le loro derivate moltiplicati per e r g t  con a, male, posi- 
tivo e qualunque restino limitati per t - i- oo. 

I n  altre parole perchè le nostre considerasioni non siano valide bisogne- 
rebbe ammettere, per es., che 10 spostamento di un punto e le sue derivate 
tendano all'infinito in modo più rapido di un esponenziale mentre le f o r ~ e  
da un certo istante in poi sono nulle, il che ripugna alla più elementare 
intuizione fisica ('). 

Per  qiieste ragioni, e anche percha almeno ne1 cas0 particolare che verrh 
esarninato in appendice, queste ipotesi sono superflue ci sembra non valga-la 
pena, verificare in base alle equasioni (11, (2), (3) il comportamento all'infi- 
nit0 di S e delle sue derimte. 

Cib posto considerianio lin corpo elastico che all'origine dei tempi si 
trovi al10 stato naturale e abbin energia cinetica nulla. Poichè escludiamo 

ineglio: che si possa dividere ogni pezzo finito di C i i i  un  numero finito d i  parti iii ciii le 
dorivate seconde di S siano continue. Ammetterenio poi il  contorno di questi campi che è 
foimato dalle superfici di discont,inuith in  discoiso sia incontrato in due punti al più da una 
rotta parallela all'asse delle t .  Cib equivale in sostanza ad  ammettere l'ipotesi, ben intoitiva 
da1 punto d i  vista fisico, che in  un  punto Y d i  v passi, i n  un intervallo di tempo finito un  
numero finito d i  superfici d i  discontinuith. Notiamo che questa ipotesi è giustificata da1 fatto 
che le  superfici d i  discontinuità coincidendo con le  caratteristiche sono, come discende dalle 
ricerche del LAMPARIELLO (Propagaaione delle onde nei mezzi elastici isotropi anche tlo+z 
omogenei, a Rendiconti Lincei D ,  1931, Io Sem., pag. 856) variabili col tempo, sicchb una su. 
perficie caratteristica non pub rimanere fissa i n  u n  punto P. 

(') È opportun0 aggiungere che le ipotesi sopra enunciate sono necessarie solo per tiitto 
le  derivate prime e seconde rispetto alle coordiuate e per le derivate prime e seconde pure 
rispetto a l  tempo ciob non è necessario considerare le derivate miste iispeito idle coordinate 
e al tempo. 
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a8 
moti d i  corpo rigido sarà per t = O in ogni punto di v S = - = O. Allora 

at 
se p b u n  numero reale positivo O un numero complesso con parte reale 
positiva, avremo per ogni punto P del corpo (poichb fissato P per le nostre 

ar s as 
ipotesi -- 6 funeione generalmente continua e lirnitata del tempo, 8 e - in- 

at2 at 
vece funsioni sempre continue e limitate) con due integranioni per parti: 

dove, ovviamente : 
M 

(5) a = e-PtSdt ,  I 
b 

ciob s è la trasformata di LAPLACE di S. 
Sarh inoltre, poichb le derivate prime di S rispetto alle coordinate sono 

in ogni punto di u e per ogni t di (O, + oo) limitate e continue come S, le- 
gittimo 10 scambio del segno di derivazione con quel10 d' integrazione nelle 
formule che ora scriveremo. Dunque : 

Quiridi indicando con P i l  primo mernbro di questa ult,ima equazione ci06 
la trasformata di LAPLACE di B sarà:  

equaeione in p e s formalmente identica a (2). Noltiplichiamo ora la  (1) per e - P t  

e integrinmo da (0, +CO). Tenendo presente che le derivate seconde (') di S 

[') Richiamiamo soinmariainente la dimostrazione del teorema che ora applichiamo. 
Si;% ftx, y,  a, t) una derivata di una generica delle componenti di S. Vogliamo provare la 
rcln~ione : 

b0 

(z) 
a - l e - p t f ( x ,  y ,  a, t)dt = 

S x  
O O 

A questo scopo osserviamo che la f(x, y, z, t) 6 ,  per ipotesi, continua e limitata per ogni va- 
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sono generalmente continue e limitate ne risulta lecito scambiare qualuiique 
derivata rispetto alle coordinate con il  segno d'integrazione, ossia il segno 

lore d i  x, y, z i n  v e per  t compreso fra O e t- oo ossia per ogni punto del10 spaeio-tempo C. 
a f Invece - non B sempre continua, ma per  quanto si B ammesso, B possibile dividere Io 
ax 

spaxio-tempo Ck costituito da valori d i  x, y, B compresa entro v e da t compreso fra  (0, k) 
(k > O )  i n  un  numeio finito di parti  in  cui tale derivata B continua. Allora possiamo scri- 
vere per un  punto d i  coordinate (ao ,  .y0, zO, t) 

a.. + 0-Pt f  (5, 7 30 ,  2 0  , t)dt, i 
tn 

dove t , ,  t2 ,  t,, sono i valori di t i n  cui una parallela all'asse t e passante per x o ,  y,, z, 

a f incontra i contorni dei  campi i n  cui - b continua. E si noti che per  le nostre ipotesi n b a% 
finito. Ora t 4 ,  t,, ... t, sono funaioni d i  x, y, z e, corne si potrebbe provare t e n e d o  conto 
delle proprieth delle caratteristiche, i n  u n  intorno d i  a,, y,, z, funaioni continue e de- 
rivabili rispetto a x, y, z. Allora derivando la (p) rispetto a x, supponendo x, variabile, 
applicando i ben noti teoremi sulla derivaaione degli integrali dipendenti da nn parametro, 
resta provata la (a) quando i n  luogo d i  + w si metta lc. 

Cib posto osserviamo che : 

f(": + h, Y,, 2 0 ,  t )  -f(x,,  e(o,zo, t) & -  e-Pt f(xo+h,  Y o ,  8 0 ,  t):f(xo, y o p o ,  t ) &  (y, Pt-- h -1 h 

O O 

a f Ora poiché le  - sono per ogni valore di x, y, z i n  v e per  ogni t i n  O, +co limitate e 
ax 

generalmente continue, Sarh limitato ogni rapport0 incrementale della f(x, y, z, t )  rispetto 
a x sicchb sarh (indicato con M un  numero opportuno indipendente d a  h e d a  t  e con p, la  
parte reale d i  p) : 

CO 1 je_,, f(x.+h, Y09 o., t) - f h 9  Y., 20, t) < M  e - h ' d t < ~ e - p i x *  
h 1 -  / A 

k 
P 1 

k 

Quindi scelto k maggiore d i  u n  numero ko sufficientemente grande l'integrale ora 
scritto è inferiore d i  u n  numero positivo arbitrario E e cib per ogni h. Ma si pub sce- 
gliere k, in  modo che per k > k, s ia :  

a f il che Q lecito essendo - limitata. Inoltre poichb il limite per h - O  del primo integrale a 
ax 
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g a d  con i l  segno d'integrazione. Allora ricordando la (6) e (7)) (4) e (5) si  ha :  

(8) 
dove : 

Noltiplicando per e-Pt la  (3)  e integrando da zero a + oo si trova ana- 
loghe considerazioni : 

( 10) /3n = i. 
con : 

(11) r = e - p t i t d f ,  .i O 

sicchb f e r sono rispettivamente le trasformate di LAPLACE di F e R. 

as 
2. Consideriamo ora due stati del corpo ambedue con S e - nulle per t = 0, 

at 
tali che ne1 primo le forze impresse siano p,F,, R I ,  ne1 secondo p2P, e R,. 
Avremo in corrispondenza due sistemi di spostamenti S, e S, e di omografie 
di  tensione BI e B,. Siano poi R,  e s , ,  p l  e P,, f ,  e f , ,  r, e r, le trasformate 
di LAPLACE di S, e S,, B, e B,, II, e R, definite rispettivamente dalle (5),  (ô), 
(9) e (il), in oui si deve porre l'indice 1 e 2. Avremo percib dalle (8) e (10) 

secondo membro d i  (y) vale dx si pub trovare in  ho tale che per 1 hl < ho sia : 

O 

Allora per ogni 1 h 1 < ho si ha : 

o ci6 dimostra che i l  limite del primo membro di (y)  per h-O ciob y , ,  a , ,  t)dt 
00 O 

/ af (xO'  " '  " d t  conformemente ad (a). È ovvio ohe tale relarione vale  per ogni vale  e-Pt 
ax 

n 
piinto d i  v e scarnbiando nella derivazioiie y O z a x. Si noti poi clie s e le siie derivate 
prime e seconde soiio continue rispetto alle coordinate x, y, z. 
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Moltiplichiamo scalarmente la  prima delle (12) per s,, la seconda per si,  
sottragghiamo meinbro a membro e integriamo il resultato su tutto il volume v 
del corpo. Con le stesse trasformazioni che si fanno a proposito del teorema 
di BETTI (l) ,  tenendo presente che i vincoli sono fissi e che fra P, e s,, P, e s, 
vale l a  (7) (in cui si deve porre gli indici 1 O 2) si trova: 

relazione perf jttamente analoga a l  teorema di BETTI perb valida fra le trasfor- 
mate di LAPLACE delle forze e degli spostamenti. 

- Supponiamo ora : 

(15) ! pF, = G(t)a,, Ri -7 G(i!jbi, 

PF, = G(t)%' R, = G(t)b,, 

dove b, ,  b,, a, e a, sono vettori indipendenti da1 tempo, perb eventualmente 
variabili da punto a punto di o O v, mentre G(t )  é una funzione finita e con- 
tinua del tempo che, per quanto si Q osservato, si pub sempre supporre nulln 

per t > k.  Sostituendo nella (14) e-PtG(t)dt  viene a fattor comune ad ambo i i O 

membri e percib 10 si pub sopprimere ('). Si ha allora con semplici passaggi: 

e poiché questa uguaglianza deve valere per ogni p con parte reale positiva 
per note proprietà della trasformatn di LAPLACE si deduce 17annullarsi della 
funzione sotto il segno d'integrazione al primo membro di (16). Moltiplicando 
q ~ ~ e s t a  funzione per G(t) si ha, istantq, per istante. ricordando le (15) 

formula che estende i l  teorema di BETTI al caso dinamico, s'intende con 
condizioni iniziali nulle e con forze del tipo (15). 

( t )  Cfr. BUROATTI, a 'P. M. E. B, pagg. 151-153 e pag. 16û e segg.. 
(') L'integrale ora scritto rappresenta una funzione analitica regolare ne1 semipiano 

po~i t ivo  delle p (anai una funaione intera perchè se t > 7c G(t) = 0) che non è identicamente 
nulla, altrimenti 10 sarebbe anche G(t) .  Quindi l'integrale in discorso avr& almeno, ne1 serni- 
piano positivo, solo seri isolati e l a  (16) var rà  perciù per ogni p con parte reale positiva. 
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Supponiamo ora che pP, e Ri siano ovunque nulle, tranne in un piccolo 
intorno del punto A mentre pF, e R, siano nulle tranne in un piccolo in- 
torno del punto B. Ci06 ne1 primo caso, corne si su01 dire, vi è una forza. 
concentrata in A, ne1 secondo una foraa concentrata in B. 

Allora le integraaioni al primo membro di (7) si debbono estendere ad 
un piccolo intorno di  A, quelle a l  se'condo membro a un piccolo intorno di B. 
Ma ne1 primo membro si pub supporre S, costante e uguale a &(A) sicchb 
rimane &(A) inoltiplicato scalarmente per la  resultante del primo sistema di 
forze che indicheremo con H,.  I n  modo analogo se H, é il resultante del 
secondo sistema di  forze, i l  secondo membro vale S,(B) X 8,. La (17) diventa 
allora : 

(18) S,M) X H, = S,(Bj X H,, 

che eatende il teorema di MAXWELL al  cas0 dinamico. Si noti che le H l ,  H, 
che si considerano forze concentrate in A, B devono essere, per le (15), sempre 
unidirezionali e identiche in modulo. 

3. Vediamo ora un'altra estensione delle nostre formule. 
Supponiamo che le forze FI ,  F,, Ri ,  R, si possano porre nella forma: 

dove a, ,  b,, a,, b, hanno i l  solito significato, le  T, e T,  sono numeri positivi 
O nulli indipendenti da1 tempo, perb anche variabili da punto a punto. Suppor- 
remo poi le G(t) nulle per valori negativi dell'argomento, inoltre supporremo 
gli spostameriti H i  e S, nulli per t < 0, ciob, in sostanza, arnmetteremo di aver 
a.pplicato al nostro corpo le forze negli istanti superiori O a l  più uguali a 
zero. Del resto questa ipotesi é in moIti casi necessaria per assicurare, nel- 
l'istante inifliale, l'energia cinetica nulla e i l  corpo al10 stato naturale. 

Osserviamo perb che essendo G(t - Tl) = O per t I; T, potremo scrivere: 

dove si  B posto : 
a = t  - T 

4' 
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Siccome analoghe forniole valgono per f,, r, e r, sostituendo nella (14) 
semplificando e ricordando l'espressione di s,  e 8, si ha,: 

e - ~ ( ~ + ~ W , ( t ) d t  d v  e -~(~+Ts)S , ( t )d t  do. 

Ora si noti che, posto in un punto generico : 

dove .u B una nuova variabile indipendente, si ha:  

Abbiamo potuto mettere come limite inferiore in luogo di T, 10 zero 
perche l a  S, di un argomento negat.ivo é nulla. Sostituendo questo resultato 
nella (21) e ponendo anche in luogo di t + T, la variabile indipendente u si ha:  

E siccome questa equazione vale per ogni p si ha, ponendo t  in luogo 
di u, 1' nguaglianza : 

t b, X S,(t - T2) do. .J 
relazione che pub assumere forma semplice ne1 caso in cui le forze siano 
concentrate in qualche punto. 

4. hupponiamo ora S non nul10 per t = O. Ci lirniteremo a l  paso delle 
oscillazioni libere O meglio delle oscillaaioni di un sistema che per t < O  era 
in equilibrio c dall' istante t = O sono state tolte le forze che 10 mantenevano 
in tale stato, senzil perb imprimere al corpo alcuna velocità iniziale. 
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fi facile stabilire 17equazione di questo moto. Poichb per t < O il corpo 
era in equilibrio se indichiamo con So 10 spostamento dei suoi punti con pF, 
e R, le forze nttive ad esso applicate, s' intende per t < O, si pub ~cr ivere  per 

le (11, (219 (3) 

relazione questa valida, nella parte non vincolata di O, essendo Bo 1' ornografia 
degli sforzi interni per t 7 O. Ora se S & spostamento B 1' omografia degli 
sforzi interni per t > O, si pub porre : 

dove S' O una niiova incognita, nulla assieme alla sua derivata prinia rispetto 
a1 tempo per t = O. Se poi poniamo : 

(271 B1=B - B o  
avremo subito per la  (1) 

a.81 
(28) p.=-g rad B' - grad Bo = - grnd Br - pl?,. a l  - 

Mentre per la (2), la (24), la. (26) e la (27) si lia: 

(29) 

e per la (3) 

(30) B'n = - Bou = - Ro 

Cioh abbiamo ottenuto, (cosa del resto ben nota) equazioni per S' m a -  
loghe alle equaGioni peï S in cui le forae impresse sono - pF,, - R,, . 

Consideriamo ora, per t < O due stati di equilibrio manteniiti rispettiva- 
mente dalle forze pFo,, R,, , pl?,,, R,,. Avremo in corrispondenza due sistemi 
di spostamenti S,, e S,,. Togliendo le forze all'istante t = O  e indicando con 
Si e S, gli spostamenti ne1 primo e ne1 secondo caso per t > O potremo porre, 
analogamente a (26) : 

Ora S,', SLr soddisfano le (28), (29): (30) purchb si aggiiinga rispetfivamente 
1' indice 1 e 2. Queste come si é già osservato sono' del10 stesso tipo della 
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(1), (2), (3). I n  altre parole le S', e S', corrispondono agli spostiimenti di un 
corpo elastico con condizioni iniziali nulle, soygetti rispettivamente alle forze 
- pF,, , - R O I ,  - pF,, , - R,, che essendo indipendenti da1 tempo soddisfano 
alle condizioni (15) ('). Quindi per la  (17): 

e da questa formula per i l  teorema di BETTI scompaiono i termini in S,, 
sicchè si ha : 

che B la  formola cercata di reciprocitk. I n  particolare se il sistema delle 
prime Porze si  riduce ad uns forza Hl concentrata ne1 punto A il secondo 
ad un' altra forza H, concentrata in B con le stesse considerazioni fatte a 
proposito della (18) si ha in ogni istante : 

dove S , ( A ) ,  S,(B) sono gli spostamenti doviiti rispettivamente al primo e al 
secondo sistema di foree. Quest'ultimo teorema B dovuto a Lord RAYLEIGH. 

Considerazioni analoghe potrebbero farsi supponendo per t = O nulli gli 
spostamenti, ma diverse dallo zero le velocità iniziali e si ritroverebbe cosl, 
per via diversa,, un altro teorema di Lord RAYLEIGH. 

C A P I I O L O  II. 

Teoremi sulla trasmissione del calore. 

1. Si abbia un corpo solido d i  volume v limitato dalla snperficie a. Indi- 
cliiarno con T l a  temperatura (2) di un punto yenerico del corpo e supponiamo 
che in alcani pezzi o,  di O la T sia nota. Invece ammettiamo la  parte rima. 

(4 )  Si pub osservare che i n  questo caso non esiste un  k tale c h e ' p e r  t> k le  forzc 
siano nulle. Ma, s e m a  cambiare i valori degli spostamenti per t < k , ,  si pub sostituire, per 
quanto si b già notato, alle forze per t > k,, altre, nulle per t 5 k. 

(2) T non b l a  temperatura assoluta, ma la teiiiperatura riferita all'ambiente esterno 
al corpo, corne si vedià. 
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nente a, di  o a contatto con un ambiente esterno l a  cui temperatura abbia 
il valore costante di zero gradi ('). Supponiamo inoltre che attraverso O, i l  
corpo ceda (O riceva) calore secondo la  legge di Newton; cioh su ogni punto 
di o, valga 1' equadone : 

aT 
dove - Q la  derivata della temperatura fatta in direzione normale a O, (e di- 

an 
retta verso il suo interno) 72, K rispettivamente, i coefficienti di conduttività 
esterna ed interna del corpo. È ovvio che se o, è impermeabile a l  calore 
h = O o che a, O o, possono, in qualche caso, coincidere con 1' intera o. 

Poichb ne1 presente capitolo indiclieremo il tempo con z, per evitare con- 
fusione di simboli, 1' equazione di propagazione del calore avrà la forma: 

cp - = div (K grad T) + Q az 

dove Qdvdz rappresenta la  quantità di calore che una sorgente posta nel- 

1' elemento d,o genera ne1 tempo dz, c B il calore specifico del corpo e p, al 
solito, l a  sua densità. Come ne1 caso dell' elasticità possiamo ammettere, sema 
alcuna restriaione per i l  nostro problema, Q e i valori di T su a, nulli dal- 
1' istante k (k finito, ma grande comunque) in poi. Allora con ragionamenti 
analoghi a quelli del capitolo precedente possiamo ammettere che T,  le sue 
derivate prime e le sue derivate seconde rispetto alle coordinate siano limitate 
e continue in tutto u per ogni istante fra (O,-) (e). Supponiamo infine le  
condizioni iniziali nulle ci06 T = O in tutto v per T = O. Cib posto moltipli- 
cando la  (36) per e-p; integrando da  O a +oo, con passaggi analoghi a quelli 
fatti ne1 cnpitolo precedente, si trova : 

(37) cppt = div (K grad t )  i- q 

dove : 

(') Cioé, come si B detto, la temperatura sia riferita a quella dell'ambiente esterno. 
(2) È noto che ne!la trasmissione del calore non si presentano superfici di disconti- 

nuith. Naturalmente dovremo animettere Ic, cp variabili con coiitinuità da punto a punto. 
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Eseguendo analoghe operazioni su (35) troviamo : 

2. Consideriamo ora due diverse distribu~ioni T, e T, della temperatura 
in v corrispondenti, per trattare i l  caso più generale, a differenti valori della 
temperatura su 5, e a due sistemi di sorgenti Q, e Q,. Le  trasformate di 
LAPLACE t,,  t,, q, ,  q, rispetti~amente di T,, T,, Q,, Q, definite dalle (38) (nelle 
quali si devono mettere gli indici 1 e 2) soddisfano come B facile mostrare ra- 
gionando in modo analogo al pa,ragrafo precedente, alle (37) ci06 : 

cppt, = div (K grad t,) + q, 
cppt, = div (K grad t,) i- q, . 

Moltiplicando la prima delle (40) per t,, !la seconda per t , ,  sottraendo 
membro a membro, integrando su tntto il volume v si  trova dopo alcuni 
ovvi passaggi : 

2 - t ,  -)do 3% =/(q,t, 1 y,t ,)d~.  

Ora su a,, t ,  e t ,  soddisfano la  (39) ponendo, s' intende, in luogo di t, t, e t,. 
E allora si ha (su o,) : 

a t a t Kt, -' - Kt, 2 - ht,t, - ht,t, = 0. 
an an - 

Rimane percib : 

l(~t.2 - Kt, 
51 

Studiamo ora alcuni casi particolari. Supponiamo Q, = Q, = O quindi 
q, = q2 = O e che su o, si possa porre : 

(42) T, = G(t)cp, (Pl , T2 = G(t)cpz(P) 

dove P è un punto generico di O,,  cp, e cp, due funzioni indipendenti da1 
tempo, G(t) una funaione continua variabile solo col tempo. Sostituendo in (41) 
si ha come ne1 caso dell' elasticittt : 

0 1  01 

Allora ricordando le espressioni (38) per t, e t2 (nelle quali si deve mettere 
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rispettivamente 1' indice 1 e 2) sostituendole in (43) si ottiene, ragionando in 
modo analogo al precedente capitolo : 

relazione valida in ogni istante. I n  particolare se 5,  si  pub dividere in un 
certo numero di pezzi - per fissare le idee in due o' e ou - dove Tl e T ,  
siano costanti (*) e eguali rispettivamente a Ti1, Tl", T,' T2" la (44) diventa : 

dove a,', Q,", Q?', sono rispettivamente i flussi di calore nell'unità di 
tempo (7 attraverso a' e o" nelle diverse distribuzioni di temperatura. La (45) 
generalizza una nota formula della trasmissione stazionaria, ma vale, ripe- 
tiamolo, quando le temperature soddisfano alla (42). I n  particolare se T," e T,' 
sono costanteinente nulle ed è invece in ogni istante T i r =  T c  (il che si puo 
ottenere dalle (42) particolarizüando cp, e y,) si h a :  

ciob il flusso attraverso o' supposta a temperatura zero, mentre o" B a tem- 
peratura Tir vale il flusso ne110 stesso istante attraverso l a  o" qualora a' sia 
n temperatura T,' e o" a temperatura nulla. 

Supponiamo ora la superficie o, niilla cioh il corpo a contatto con l'am- 
biente esterno, sicchb il corpo riceve calore solo dalle sorgenti. Nella (41) 
sarà intanto nullo il primo membro. Pacciamo ora 1' ipotesi : 

dove +,(P), +,(P), sono funzioni dei punti P di v, indipendendenti da1 tempo, 
mentre G(t) B irivece la solita funaione del tempo. Con i ragionamenti già 
fatti più volte si trova: 

equazione valida istante per istante. 
I n  particolare, il sistema di sorgenti Q, e Q, sia nullo in tutto v, al- 

l'eccezione di due piccole regioni intorno ai punti A e B, cioè, le &, e Q, 

(l) S'intende in ogni piinto, ma eventiialmente variabili col tempo. 
(2) O pih precisamente il rapporto fra il flusso di calore attraverso o' O o" ne1 tempo dz 

è il tempo dz stesso. 
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si riducano a due sorgenti rispettivamente concentrate in A e B di va- 
lore N,, N, ('). 

Allora le stesse considerazioni che ne1 capitolo precedente ci hanno per- 
messo di passare da (17) a (18) ci conducono alla formula : 

N,T*(A) = fl,T,(B) 

dove T,(B), T9(A)  sono rispettivamente le temperature in B e in A dovute 
rispettivamente alle sorgenti Ni e N , .  Quindi si  ha  subito il teorema: se la 
temperatura all' istante T = O B nulla e se una sorgente posta in A genera 
una certa temperatura in B, la stessa sorgente posta in B genera la stessa 
temperatura in A. Cib comunque varino ne1 tempo le sorgenti purclrd si an- 
nullino, a l  più, in un numero discret0 di istanti. 

3. Consideriamo ora 
miteremo corne ne1 cas0 
ficie B a contatto con un 
termico sotto 1' aaioni di 
pendente da1 tempo, per 

qualche caso di condi~ioni iniziali non nulle. Ci li- 
della elasticità alIo studio di un corpo, la  cui super- 
ambiente a temperatura O0 e per z < O B in  equilibrio 
aorgenti Q,. Indichiamo con To la temperatura, indi- 
T r; O. Avreino : 

div K grad To = - Q, ~ 5 3  = hTo . 
an 

All' istante z = O supponiamo di togliere le sorgenti Q,,. Allora poniamo T' ugnale 
alla differenma 7'- To sicchè T = I" i- T,. Sostituendo nel17 equaaione del 
calore troviamo : 

(50) - a~ = div (K grad T t )  - Q, . 

Cib posto, consideriamo due diverse distribuzioni di sorgenti per T < O  
Q,, e Q,, e siano (sempre per % < O )  Toi e T,,, l e  corrispondenti temperature 
del corpo. Avremo intanto per cose note: 

Se all'istante T = O aopprimiamo le sorgenti avremo (per .z: > 0) due di- 
stribuzioni di  temperatura Ti e T,. Posto T,' = T ,  - T,,, T,' = T, - T,,  ' le 
Tl' e T,' sono nulle per T = O e soddisfano la (50) per T > O qualora si metta 
in  questa equazione gli indici 1 e 2. Cioè le Ti1, T,' si possono interpretare 

( 1 )  N, e N ,  non sono altro che l'integiale di Q I  e Q,  rispettivnmente esteso all'intorno 
di A e B in cui queste ultime grandeme non sono nulle. 
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corne distribuzioni di temperatura ne1 nostro corpo, dovute alle sorgenti 
- Q, ,  e - Qas,  e nulle per z = 0. Allora a~pl icando la  (48) (tali sorgenti 
soddisfano alla (47)) 

(52) j k I 1 ~ , ,  d v  = [ T ~ Q , ,  
v 

e ricordando la  (51) 

(53) /Ti Q O 2  d v  =b Q,, dv. 
V 2) 

Particolarizeiamo ora la (63) ammettendo che Q,, e Q O e  si riducano rispet- 
tivamente n due sorgenti uguali concentrate in A e B. Avremo in niodo 
analogo a (48) : 
(54) T2(A) = Ti@). 

Cioé se il corpo era in equilibrio sotto 1' azione di una sorgente posta in  A, 
rimossa questa sorgente, la  temperatura in B è uguale alla temperatura in A 
qualora sia scambiato l'ufficio dei punti A e B. Qaesto teorema, come si & 

detto, è stato enunciato da  Lord RAYLEIGH. 

CAPITOLO III. 

Teoremi di reciprocità nell'elettromagnetismo. 

1. Per stabilire i teoremi di reciprocità nell'elettromagnetismo ci riferi- 
remo al caso concret0 della radiotelegrafia, sebbene molte delle presenti con- 
siderazioni potrebbero riportarsi anche all'ottica fisica. Consideria.mo il ca,mpo 
elettromagnetico F e H (F campo elettrico, H campo magnetico) generato da 
una antenna radio percorsa da corrente (di conduzione) con densità U,,. Sup- 
ponendo il campo elettromagnetico nul10 assieme a U, per t < O  abbiamo 
provato (') altra volta come F e H debbano soddisfare (qualora si voglia tmer  
presente che nell' alta atmosfera vi sono gas jonizzati) le  equazioni : 

(55) 
aF 

rot H = e - + OF -t- v ( t  - z)F(z)dr: + U, 
at i 

('1 Cfr. D. GRAFPI, 
conti Istituto Lombardo 
d i  isteresi dielettrica. È 

S o p r a  a l c u d  fenomeni e r e d i t a ~ i  clell'elettrologia (Nota V)? a Rendi- 
., 1936. Noi ora escludiamo, per sernplificare le case, l a  presenaa 
ovvio che F non si confondera con la forza della elasticith. 
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dove E, O, p sono rispettivamente la  costante dielettrica, la  conduttività, la 
permeabilità. del mezzo, v ( t  -T) 13 un& funzione che caratterizaa le proprieti 
del gas jonizzato (') sicchb in questi gas E e o devono ritenersi la costante 
dielettrica e la conduttività quando la jonizzaaione B nulla. Siccome esclu- 
deremo la presenzn di  corpi ferromagnetici potremo supporre E, 5, v, p indi- 
pendenti da1 campo inagnetico e da1 tempo, perb in generale variabili da punto 
a punto ('). È poi ovvio che TT,, sark diversa dallo zero solo ne1 volume u 
dell'antenna, e che in qualche regione dello spazio potrà eesere o O v nulla. 

duimetteremo F e H continue per ogni (x, y, z, t )  e le loro derivate 
generalinente continue, ne1 senso precisato a proposito della elasticità, cioè le 
derivate di F e H sempre continue escluse alcunc snperfici d'onda. Siccome 
ragionando come ne1 primo capitolo, potremo s e n ~ a  alcunn restrizione sup- 
porre nulla la U, da un certo istante Ic in poi, sarà dunque lecito ammettere 
le F, H e le loro derivate prime limitate per ogni x, y, a di tutto 10 spazio 
e per ogni t in (O, -1- 00). 

Percib F e H e le loro derivate aminetteranno trasformata di LAPLACE 
commutabile con la derivazione rispetto alle coordinate. 

Poniamo allora, se p é un numero complesso con parte reale positiva: 

Orn supponendo v(t - z) limitata per ogni t - T > O si per il teorema del 
<< Faltung » 

(') A rigore, siccome su1 gas jonizzato agisce il  campo magnetico terrestre, la v ( t  - 5 )  

andrebbe sostituita da  una omografia. Sembra anzi che l a  parte dilataeione d i  questa omo. 
grafia rirnanga invariata invertendo il verso del campo magnetico, mentre carnbia d i  segno 
la. parte assiale. E d a  queuta proprieth sarebbe possibile stabilire un teorema di reciprocità 
valido anche su1 gas  agisce un campo magnetico (cfr. per  es. l a  mia Nota: Sul teorenza d i  
reciprocità della radiotelegrafia, a Bollettino dell 'unione Matematica Italiana r ,  1929). P e r  
semplicità trasciireremo perb l'influenza del campo magnetico terrestre, osservando che in  
base alle ricerche ora citate sarebbe facile tenerne conto. Irascureremo poi i fenomeni di 

. 

tipo non lineare corne l'effetto Lussemburgo. 
(?) Analogamente i n  capitoli precedenti supporremo E, a, p, v variabili con continuith. 
(3) Cfr. Gt. DOETSCH, Theorae u n d  anwendung  de^ Laplace-Transformation, Springer, 

1937, pag. 1ô.2. 
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dove : 
00 

o(p) = le-9% (s) ds. 
O 

Allora integrando le (55) e (56), moltiplicate per e-Pt, da O a +- oo tro- 
viamo con i soliti passaggi qualora u, indichi la  trasformata di 'LAPLACE 

di U, : 
(59) rot h = ~ p f  + of -1- +(p)f -+ u, 

(60) rot f = - pph. 

Possiamo poi provare chc f e h tendono, quando i l  punto in cui sono 
calcolate si allontana indefinitamente dall'antenna, al10 zero in modo espo- 
nensiale. Consideriamo percib una sfera di centro O e raggio R, sia a la  mas- 
sima distanza di O dai punti dell'antenna. Sia invcce r la distanza di un 
punto generico P della sfera, da1 punto più vicino dell'antenna. Ora noi pos- 

'r 
siamo provare F = H = O in P fino almeno all'istante - se c B il massimo 

c 
l 

in tutto 10 spasio di -- ('). Infatti sappiamo che il campo è nullo in tutto 
VG 

10 spazio per t = O. I n  questo istante si eccita 17antenna, ogni punto di essa 
1 

genera delle onde, il cui fronte abbiamo visto si propaga colla velo'cità -- (Y) 

VECL 
'r 

velocità al massimo uguale a c. Percib fino al17istante - nessuna onda ha  rag- 
C 

giunto i l  punto P e allora, fino a questo istante almeno, è nullo i l  campo in P. 
Siccome poi l a  F é limitata per ogni x, y, z, t esisterà un numero JI tale sia 
sempre 1 F ( t )  1 inferiore a M. 

Allora avremo se p, B la parte reale di p: 

Siccome analoghe considerazioni possono farsi per h resta provato che f 
e h tendono per R - CO al10 zero esponenzialmentt?. 

2. Consideriamo ora due antenne, percorse dalle correnti U,, e U,, clie 
gerierino rispettivamente i campi Fi ,  H, ,  F,, H,. 

(1) Noi animettiamo conformemerite all'esperiensa E e :I positivi in  tutto 10 spasio. 
(9 Cfr. la mia Nota, citata a pag. 192. 
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Siano f ,  , f2, hi ,  h,, u,, , I I , ,  le trasformate di LAPLACE di questi vettori 
espresse dalla (57) con, s'intende, gli opportuni indici. Questi vettori soddi- 
sferanno le (59) e (60), ci06 si avrtt: 

rot 11, = ( ~ p  + O + +(p))fi + u,, rot h, = (ep  + O + +(p))f2 + II,, 
rot f i  = - pph,. rot f, = - pph, . 

Moltiplicando scalariiiente la prima di (62) per f, ,  la seconda delle (62) 
per h l  e sottraendo rnembro a nlembro si ha:  

(63) div(h,  A f,) = ( ~ p + o + $ ( p ) ) f ~ X f ,  + - u , , , X f 2  + p p h , X h , .  

Invece moltiplicando scalarmente per f ,  la  prima delle (62), per h, la 
seconda delle (61) e sottraendo membro a membro .si h a :  

P4) div (h, ,A fi]= ( ~ p  + O + +(p))f, X f2 + X f i  + pphi X h e -  

Integrando le (63) e (64) su tutto lo spado otteremo due equazioni col 
primo membro nullo. Cib si prova in base a l  teorema della divergenza e all'an- 
nullarsi di f e h all'infinito. Allora confrontando i secondi membri delle 
equazioni in discorso si trova subito : 

dove v ,  e v, sono rispettivarnente i volurni della prima e seconda antenna 
in cui non sono nulle il,, e I I , , , .  Ora la (65) si pub ridurre ad una forma 
più seinplice. Le antenne sono, corne é noto; filiformi. Divisa percib l a  linea 1, 
asse della prima antenn.a in elementi dl, e .tirati per i punti di divisione le 
sezioni 1, normali all' asse de117 antenna potremo ammettere, essendo la  sezione 
molto piccola, dv, = d1, dl,. Quindi: 

Essendo la sezione 2, molto piccola, rispetto alla distanza della seconda 
antenna si potrà aupporre F, e quindi f, costante sopra 2 ,  (') percib: 

(') A rigore per ammettere fy costante su 2 ,  non basta la piccolezza delle dimeiisioni 
d i  8, rispetto alla distanaa dalla seconda antenna, ma occorre anche iiii'altra condizione che 
nello stato di regime sinoidale si ridiice ad  ammettere le  dimensioni di E ,  piccole rispetto 
alla lunghezza d'onda A. Comunqiie possiamo ritenere, i n  ogni caso la nostra ipotesi siiffi- 
cientemente approssimata. 
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dove t, è un vettom unitario normale a L I  e diretto ci06 tangensialmente 
all'asse l, ,  i,, la trasformata di LAPLACE della corrente Il attraverso 2 , .  
L'ultimo passaggio nella (66) si giustifica cosi: Decomponiamo u,, secondo la  
direzione normale e tangenziale a X I .  Sia u,, la prima di queste componenti, 
ut la seconda. Ammettiarno che l'integrale di  ut su 2 ,  sia trascurabile il cbe, 
almeno ne1 caso della sezione ciroolare, s i  intuisce per simmetria. Ma u,, 
vale (u,, X t,) quindi l'integrale di  u,, su Z, vale il flusso di u, ,  attraverso 2, 
ossia i,, moltiplicato per t,  conformemente alla (66). Poichè l a  (66) vale anche 
scambiando gli indici la (65) diventa: 

Ora se si puo ammettere, come nelle antenne in onde stazionarie, che le 
correnti 1, e II, abbiamo la forma: 

dove G(t )  l a  solita funaione del tempo, m,(l , ) ,  rn,(l,) due funzioni di 1, e l,, 
si trova con i soliti passaggi : 

che & la forma più generale del teorema di reciprocith, per le antenne in 
onde stazionarie. 

Ne1 caso particolare in cui le due antenne siano rettilinee e abbastanza 
corte, in modo da poter ritenere F,, F, abbiamo valori uniformi (') si1 tutto 1, 
e 1, l a  (69) diventa: 

(70) F, X t, b ( l , ) d l ,  = F, X t, /72(4)dl , .  
11 k 

Ora è noto che, in un intervallo di tempo in cui le antenne oscillano 
sinoidalmente cioè quando si piio scrivere: 

I, = cos (wt + cp,)wz(l,), I ,  = cos (wt t cp,im,(l,) 

si chiamano altezze equivalenti, rispettivamente della prima e seconda anteniia, 

( i )  Cih avviene, i n  u n  intervallo di tempo in cui l e  F, e F2 sono sinoiddi se le  dimen- 
sioni dell'antenna sono piccole rispetto a A. Queste considerazioni valgono anche per campi 
non molto diverae dai  sinaidali (canipi modulati, smoreati con smorzamento non eccessivo, ecc.). 
Negli altri casi B difficile dare criteri generali per la nostra ipotesi. Notiamo perd che essa 
è sernpre esatta qualora la lunghezza delle antenne fosse infinitesima cioh s e  l e  antenne s i  
riducessero a dipoli infinitesimi. 
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le espressioni : 

dove Io, e Io, sono i valori massirni m,(l , ) ,  vz,(Z,). Generalizzando questa defi- 
niaione, cioè applicandola in ogni caso, la (70) si puo scrivere : 

che 6 la forma più comoda del teorema di reciprocith. 
I n  particolare se le due antenne sono identiche e nz,(l,)=wz,(l,) si ha da (71) 

(72) P, X t, = F i  X t , .  

Abbiamo cosi generalimato le principali espressioni del teorema di  reci- 
procith della radiotelegrafia. Percib varie conseguenze del teorema in discorso 
provate finora per campi sinoidali, vengono estese sena'altro a campi che 
variano col tempo in modo qualunque ('). 

Ne1 caso delle antenne in onde progressive, cioh antenne per le quali 
si possa scrivere jc costante) : 

le stesse consideranioni fatte a proposito della teoria della elasticità ci per- 
mettono di  dedurre da  (67) 

che è la forma pih generale del teorema di reciprocità per antenne in onde 
progressive. Essa ai semplifica se Z,, 1, sono cos1 piccole da potersi supporre 

= F,(t) e allora si ottiene, una formula analoga 

a (72). Si  deve perh notare, che nei casi pratici, quest'ultima supposizione si 
pub fare di rado. 

Terminerelno questo capitolo con la seguente ovvia osservazione. Molto 
spesso le antenne sono percorse da correnti sinoidali. Perb tale condizione si 
raggiunge dopo un periodo transiente, i n  gbnerale, brevissimo. Siccome arrivati 
a regime anche iI campo, si pub supporre, almeno sulle due antenne, sinoidale 

, ( 1 )  Cfr. !P. ECKERSLEY, œ Proceedings Institute Electrical Engeeneer *, 1927; D. GRAFFI, 
u Xuovo Cirnento =, 1932 ; G. LATMIRAL, e Alta Prequen~a 5 ,  1938. 
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resta provato dalla nostra ricerca il teorema d.i reciprocità ne1 cas0 sinoidale, 
e cib ha  i l  maggior interesse pratico. Come è noto i l  teorema in discorso si 
dimostra, in generale, supponando sinoidale il campo in ogni punto, ma si va 
incontro a qualche difficolth nell'eliminare certi integrali di superfice, che 
devono essere nulli quando la superficie si allontana, alllinfinito ('1. I l  nostro 
metodo evita, come si é visto, queste difficoltà e ci sembra stringa più da 
vicino i fatti. 

A P P E N D I C E  

Riprendiamo il problema della trasmissione del calore in u n  corpo, la 
cui superficie esterna sia a contatto con un ambiente a temperatura zero, e 
a117interno si trasmetta calore, dovuto a sorgenti distribuite ne1 corpo stesso. 
Vedremo come il teorema di  reciprocità stabilito, supponendo le  temperatura 
iniaialmente nulla si possa, dimostrare senea ammettere, per la temperatura, 
quel particolare comportamento all'infinito (e )  che ci ha permesso di applicare 
la  trasformazione di  LAPLA~E. Si abbiano due sistemi di sorgenti tali che: 

I n  corrispondenza di Q, e Q, avremo, ne1 nostro corpo di volume zi limitato 
dalla superficie a, le temperature T,  e T2 che soddisfano alle equazioni: 

= div (K grad T,) + Q, 
C P  -2, 

cp 2 = div ( K  grad Ti,) + Q, a, 
integriamo queste equazioni da O a m (m > O) dopo averle moltiplicate per e-pT. 

Una integrazione per parti al primo membro ci da : 

(77) cp(e-Pm T,(nzj + pt,(m)) = div (K grad t,(m)) + q,(îîz) 

(78) c p ( e - P T & )  + pt,(m)) = div (K grad t,(tn)) + q,(m) 

(1) Cfr. BALLANTINE, = Proceedings Radio Engeeneers D, 1928. 
(2) Ciob faociamo per la temperatura le solite ipotesi della fisica matematica la tempe- 

ratura assierne alle sue derivate sia finita e continua entro tutto il corpo e in ogni inter- 
val10 finito di tempo. 
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moltiplicando la (77) per t,(w) la (78) per tl(nz) e sottraendo membro a membro 
si h a :  

cpe-Pn'(T,(nz) t,(m) - T,(mn)t,(m)) = div ( K t ,  grad t, - Kt, grad t,) + 
+ q,(m)tAm) - q,(m)ti(m4. 

Integrando questn equazione su tutto v e osservando che su O 

Passiamo ora a l  limite per m - m. Possinmo ora dimostrare che i l  limite 
del primo membro è nullo. 

A questo moltiplichiaino la (78) per T, integrando su tutto v troviamo: 

l a / T: dv = /diu (T,K grnd TJdv K grad' Tl du + 
c p 2  iG 

u u 

Ora, per ipotesi da un certo istante, che ora indicheremo con k, in poi 
l a  QI si  puo supporre nulla, ci06 da quell'istante in poi la derivata rispetto 

Tidv B negativa O al più nulla. Percib questo integrale A in tutto 

1' inter-~allo (0, +oo) inferiore O al più uguale a l  suo limite superiore M, in (O, k). 

E analoga considerazione pub farsi per Tedv che sarh inferiore in (O, + oa) J 
al  tiuo limite superiore M, in (O, Tc). 

Ora si  ha, se p, é l a  parte reale di p, M il maggiore fra Ml e M,, 

Poichè le stesse considerazioni possono ripetersi scambiando gli indici 

(4) Per  semplicità, sebbene sia facile liberarsi da questa ipotesi, supporremo cp costante 
su  tutti i punti di v. Si ricordi poi che cp corne K sono sempre positivi conformemente al. 
1' esperienna. 
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l'integrale a primo membro di (79) A per ogni m limitato, sicchb passando a l  
limite per rn - oo il primo membro di questa equazione è nullo, corne si  
era annunciato. 

Si  ha allora, ricordando le (74) 

lim ! G(r)e-p~dz ($,T, - +,T,)dv = O. 
m - w  n 

Ora scelto nz > k, G(z)=O per z > m, quindi, per questi valori di z i l  
primo integrale rimane costante e si pub per cib anteporlo a1 segno limite. 
Sicch6 con ovvia semplificazione si ha:  

Da cui scende subito il teorema di reciprocità già stabilito. Forse con le 
desse considerazioni si avrebbero potuti stabilire gli altri teoremi di questo 
lavoro, ma abbiamo creduto opportuno evitare questo metodo troppo complicato, 
rispetto all'altro da noi seguito, che richiede ipotesi cosi intuitive da1 punto 
di vista fisico. 
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Application of Orthogonal Tchebycheff Polyiioinials 
to Lagrangean Iliterpolntion 

and to the Geueral Theory of Polynomials. 

By J. SHOHAT (Philadelphia - United States of Amerioa). 

Introduction. 

Research activity dealing with LAGRANGE Interpolation Formula (LIF) 
exhibits, as it often happens, a succession of maxima and minima. Consi- 
derable interest in LIB marks the beginning of the century [l, 2, 31 ('). This 
topic then lay dormant for several years. I n  1914-18 appeared papers by 
BERNSTEIN, FABER, FEJÉR and HAHX [5-81. Then we had a new period of 
minima for about twelve years, when interest in interpolation awakened, 
and a period of maxima started which is still going strong. I n  recent years 
a number of papers and books appeared dealing with various aspects of 
interpolation : convergence and divergence, mean-convergence, mechanical 
quadratures, etc. [il, 34, 521. 

The present paper is d o n g  the same lines. l t  consists of three parts. 
I n  Part  1, having first marshalled the necessary formulae, we derive, in 
a, new way, the so-called second orthogonality property D of orthogonal 
polynomials ( O P )  [35], which in  parts dates from TCHEBYCHEFF, but seems 
to have been overlooked. This yields a new representation of L I F  employing 
for abscissas the seros of OP, which i s  the main object of our discussion, 
also of the fundamental Lagrangean interpolation functions, whence many 
important properties follow directly. An. important role is being played here 
a certain horizontal step-function, with a finite number of steps. A strong 
parallelism is exhibited betmeen L I F  under discussion and the expansion of 
a function in series of OP. - Part II deals with convergence and mean- 
convergence of our L I F  for general OP, and-with more details - for the 
elassical OP - of JACOBI (J), LAGUERRE (L) and HERMITE (H). Here-we give 

(i) Numbers in [ ] refer to the bibliography at tho end of the paper. 
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necessary and sufficient conditions for mean-convergence, involving the cor- 

responding mechanical quadratures formulae (MQF).  Tbe results obtained 
supplement those previously established by the author [18,26]. - I n  Part  III 
we make use of the aforesaid step-function in dealing with polynomials in 
pneral .  The main result is an  estimate of an  arbitrarily given linear com- 
bination of the coefficients of any polynomial G,(x), of a given degree s, if 
we know the upper bound of 1 G,(x) 1 at s + 1 properly specified points. 
Numerous applications follow, dealing with the coefficients of G,(x), its 
derivatives, etc., in a ready and elementary way, by cipecifying the above 
linear combination, the set of points employed, and so on. While. the results 
obtained are not the best possible in al1 cases, they go, in  many respects, 
beyond those established by various writers, where max. 1 G,(x) 1 over a n  
interval is involved. Our results have also the advantage of being derived 
in an elementary fashion, from a single source. - Throughout this paper the 
quantities dealt with are real, unless an  explicit statement to the contrary 
is made. At the 'end of the paper we give a considerable (by no means, 
complete) bibliography on interpolation. 

NOTATIONS USED. - For O P  we use the notations of my Nonograph: 
Thborie gbnérale des polynomes orthogonaux de TCHEBICHEFF, « Mém. Sc. 
Math. », fasc. 66 (1934) (to which the reader is referred for further details). 

8 

G,(x) = 2: g,xi stands generally for an  arbitrary polynomial, of degree s s  
i=O 

(subject, in some cases, to certain explicitly stated conditions). (8, E, E', ...) 
and N, A denote sufficiently small resp. sufficiently large, but fixed, positive 
quantities; T-properly fixed positive quantity (different in different formulae) 
independent of n, in some cases-an absolute constant. (v)c(H) means: the 
infinite sequence of positive integers v ,  , v , ,  ... v, , ...dm is a subsequence 
of (uz = 1, 2, 3, ...) ; (54-J), (51-L, H) means : the corresponding formula refers 
to JACOBI polynomials resp. to LAGUERRE, HERMITE polynomials. 

PART 1. 

The « second orthogonality property » for general O P .  

1. Forinulae frorn the theory of  O P. Representation of LIF ('). - Consider 
the sequence of O P  

(1) x ;  a 6 ;  @ , , ( x ;  d+)rcD,,(x)=xn-S,xn- '  +... @=O, 1 ,... j, 

( e )  I J ~ P  means here and hereafter an interpolatioc formula based on the aeros of OP. 
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with the orthogonality property 

Here +(x) is monotone non-decreasing in the finite or infinite interval 
(a, bj having al1 moments 

(3) 0 1 , .  j, with a,>O (+(a)=O) 

(the integrals are RIEMANN-STIELTJES integrals). 
For the normalized O P  we have: 

y&; a, b ;  d+) = cpl1(x; d+) = y&) = a,,@,&), 
a,, - a,,(d+) > 0 (n = O, 1, ...) ; 

Note that the construction of { @,(x) 1 ,  k = 0, 1, ..., n, requires the use 
of the fiïst 8% moments a,, a , ,  ..., a,,, -, only, while the construction of y ,,(x) 
requires, in addition, the use of a,,, . Denote the aeros of (1) by x,, ,, . with 

They given rise to a Gaussian MQP 

with « degree of precision B 2n - 1 [XI, i. e. 

(8) 
I n  particular, 
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Introduoe the horinonta1 step-function S,,(x), whioh plays an important 
part in the theory of OP, defined as follows: 

+,,(a) = O, +,,(x) is constant for xi < x < xi+, , 
(10) +O)  - +,,(xi -0) = H ,  (i = 1, 2, ... , n), 

$,,(x) is constant outside (x,, x,,). 

We have, in view of (9), 

In fact, by the very definition of a (R-S) integral, 

Forwwlae (il), (12) are fundamental for the subseqzcent discussion. 
Thus, M&F (7) may be rewritten now as 

The orthogonality properties (2)) (5) may be restated as 

.J 
a 

Incidentnlly, this give, 
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(14) leads to the following important conclusion: the finite sequence 1 rq,(x), 
Q,(x), ..., T,-~(X) i s  a n  orthonormal sequence ruith respect to dS,: 

(16) y k ( x ; a , b ; d + , , ) = c p k ( x ; a , b ; d + )  ( k = O , l ,  ..., n-1). 

This yields the following representation for polynomials: 

where we may use DARBOUX formulae: 

2. The a second orthogonality property n of  OP. - We now state 
THEOREM 1. - Any norwzalised sequence o f  OP satisfies the following 

relations : 

(30) is (14) combined with (11). I t  expresses the n: second orthogonality 
property > of O P  (3 ) .  I t  is due to TCHEBYGHEFF [50] who derjved it in a dif- 
ferent weay. (21) follows directly from (18), (19), if we substitute x = x,, x,, 
and make use of the known formula 

(3) Cf. [36], where it is derived - see also [24, 

Annali d i  Matematica, Serie IT, 'Porno XVIII. 

(i = 1, 2 ,..., n). 

271 - for trigonometric polynomials. 

n 
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3. Construction of  IJF. - We now turn to LIF, where the above x i  are 
used as absoissas: 

f unda mental Lagrangean interpolation functions. 
We write : 

The functions f(x) we are dealing with are assumed to be defined at every 
finite point of (a, b). We further assume, in view of subsequent appli- 
cations, that 

0 b 

(27) /f2(x)d+ (henoe, also f(x) 1 dJi) exists. 
a a 

By virtue of (26)) combined with (12), 

for any exponents s for which (28) has a meaning. 
For a further study of I,(x), L,-,(x) it seems advantageous to represent 

Ln -,(x) in terms of { yk(x) (making use of (20), (23)): 

This rqresentation i s  valid for any sepuence of OP. 
It takes the simplest form for trigonometrio polynomials, where 

dx 
(a, b )  1 d + =  - V I -  $2 '  

- - 
1 

y,,(") = i,, 'pn(x) = 1/: cos la arc cos x (n  2 i). 
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Here and only here [47] 

and (29) becomes 

2 "  6, ,, = - L f (cos 0,)  cos i O k  
n k=i 

We see at once that for every fixed i 2 0  

- 

lim hi,, = 2/f(cos 0) COB i 6  do, 
n-cc 'II; 

U 

so that, in this case, we may say tha.t Ln-,(cos 0) becomes, as n - a ,  the 
Pourier cosine-expansion of f(cos 0)  [35]. 

It will be shown below (Part II, $j 2) that a strowger conclusion holds 
for a niide class of OP. 

Turning to (29), write: 

and this leads directly to 
THEOREM II.  - The Lagrange Interpolation polynomi,rl Ln-,(x; f) based 

on the oeros of yn(x; dS) i s  identi~al with the expansion of f(x) in terms of 
the finite set { (pk(x; a+,) j, k = O, 1, ... , n - 1, of  orthonorwcai polynomials 
with respect to d+, (9 : 

h 

(4) I n  [-261 the author considers L,-,(a; f) as an expansion cf f(x) in terms of the 

finite set of orthonormal polynomials , k = 1, 2, ... , A, with 

After '51 and its applications have been derived, I learned that J. MATCINK~EWICZ [29] 
has treated trigonometric interpolation in a similar fashion. 
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(35) naturally raises the question of comparing this finite expansion with 
the infinite one: 

b 
03 

(36) f (4 i=o 2 f i ~ < ( x ) >  f< =Sf(x)Y<(X)d+. 
a 

4. Parallelism between the two expansions (35) and (36). - We write 
these side by side, so as to exhibit the many properties they have in 
common, including extrema1 properties, the expansion in each case being in 
series of OP. 

Expansion (36) 
12-1 

f(x) = 2 f iy i (x)  + r,  = S.-,(x) + r,; 
i=o 

b 

8,-,(E,)=f(S,); acS,<E2< ... <E,<b 
(if f(x) is continuous; follows from) 

In particular, 6'): 

b b 

F - & ) d +  = " , f f , 2 ~ / f  2(r)d+ 
i=U 

a a 

(BESSEL inequality for f (x) )  
b 

S,-&) = jf ( t ) ~ , - t ( x ,  tt)d+(f)- 
a 
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How closely are these two expansions connected? In  other words, what 
is the relation between the corresponding coefficients h,, ,  and f,? This will 
be taken up in Part II, where the discussion is based upon the following 
relations : 

b 

(37) f i  - hi,. =jf (4 - Ln-&)IdJi 
a 

b 

(BESSEL inequality for f(x) - Ln-,(x)). 

5. The fundamental Lagrangean interpolation functions Lk(x). - Com- 
paring (23) and (29) (or applying (17) to Zk(x)) yields: 

( 1 ,  2 . .  ; x arbitrary). . 

This enables us to estimate Eh(x) in a very simple manner, particularly, 
for the classical OP .  By CAUCHY inequality, we get at once: 

I Ux)  I 2 HR VEn-,(x)K,&4 

(40) l th(%) I 5 V\IHkKn-i(x) 
(by (22); k = 1, 2, ... , n;  x arbitrary). 

This is the best possible estimate, for it becomes an equa 
Writing cp,(x) = y,($) - ya(xh), we get from (39) 

(41) 
a,+ h&) = - C P ~ ( S R ) F ~ - ~ ( X J  
an. 

(k = 1, 2, ... , n; c, between xk and x)). 

Conversely, we may express Kn-,(x) in terms of the lk(x) [18]: 

for x=l(ik. 

" h2(x) K,,+(x) = h'(~)K~-~(~ch) = - - 
k=l k=l Hf, 

lh(x) V z ,  we get now, by (42) and (9)) Writing lk(x) = ---- v HA 
(x arbitrary). 

The estimate (43) is of importance in the study of the convergence 
properties of LIF. 
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We proceed to discuss the various quantities involved in the above 
formulae. 

(i) Hk = Hk, I n  view of (9), 

(44) H k , ,  = O(l), (n--), 
for any sequence of O P  (k = 1, 2, ... , n). 

Moreover, 

(45) Hk,, = o(l), (n--), 
uniformly in k, if +(x) is continuous in (a, b), in particular, if d+(x) =p(x)dx, 
p(x) 2 0  in  (a, b) 

For the classical O P  we have more precise results [37-391. We give 
here a few illustrations. 

(i-J) JACOBI polynomials cp,(x ; - 1, 1 ; (1 + x)"-l(1- x)e-l), a, > O (certain 
authors use a, p in place of a - 1, fi - 1). 

Hic, n < w r 8  min. (a, 6)  p, or a and p 5 

Hi, n < ~ n - ~ ~ ,  Hm, , < w - ~ P  (CL, P > 0). 

(i-L) LAGUERRE polyno?n%aI~ y,(%; O, m; e-x~d-l), a > O (certain authors 
use a, in place of a - 1). 

i -- 
Hn-k+l, ,, = B k ,  w < Wb 

e (k= 1, 2, ... , a )  

([cl means the greatest integer contained in c; c > 0). 

(5) Cf. [36], for (a, b )  finite. For (a, b)  infinite this is proved in a book ou the Moment- 
Problem, in the course of preparstion jointly by J. D. TAMARKIN and the author. 
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I n  the general case we may utilize TDHEBYCHEFF inequalities [36], whence 

Thus, 
d+(x) =g(x)dx, p(x) 5 M < ca in  (a, b) implies 

W e  may also utiliae (c)), whence 

(49) 
U!Z$ us 

Hk,ta( 7;  Hk,n<,-, 
Xk, n SIC, ta  

if al1 xk, ,, are positive (2s resp. s 5 2n - 1). 
1 REMARK. - (47) enables us to improve the order, with respect to -, n 

of fik,, for HERMITE and LAGUERRE polynomials, if k is close to n. I n  fact, 
for such k the said order becomes exponentially infinitesimal (6). 

(ii) = (7. Here we know that 
a n  

(50) (a, b) finite implies a- = O(l), n- co, 
a n  

for any sequence of OP. 
Less can be said about A,, if (a, b) is infinite. It may behave, with 

respect to n, in any conceivable manner (always remaining > O). We  do 
know that one at least of the two sequences { c, 1, { A, 1 is unbounded. For 
HERMITE and LAGUERRE polynomials it follows from the known explicit 
expressions of An: 

a,-1 a,-i - 
(51-L, H) - < lm ( I d ) ,  -< .cVn (H). 

an a n  

(6) Thus, for LAGUERRE p'olynomials, Zn, n> rn, BO that 

( 7 )  This I n  entera iiito the characteristic recurrence relation for OP: 

@,,+,(x! = (z - cn+e)@n+i(~) - &++&'n(x) (n 2 O ) .  
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(iii) cp,(x). For a wide class of O P  

y,(%) = O(l),  n-00, whence, 

KM = O(%) ((a, b) finite ; x inside (a, b)). 

Such, for  ex., is the case of 

q(x) properly specified [40, 411. 
W e  have for the classical OP:  

(iv) K,(x). In addition to the preceding estimate, bounds for K,,(x) can 
be readily found, in  very general cases, making use of the following extrema1 

Consider the sum on,s = 1" + 2 s  + ... -t n s .  Then, 0%,-1< L log n ;  on,. = O ( i ) ,  

(9) Cf. [4-2, 431, m-here an estimate of Y,(%) is  given, for the polynomials of HERMITE, 
x increasing indefinitely with n. 
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property [44] : 
b 

(55) [ l  + (x - x)G,-,(~)]~d+(x) (z arbitrary). 

I t  follows, with d+(a) ==p(x)dx, p,(x)dx, p,(x)dx: 

This R: comparison-test », combined with the following known results [44] : 

T I ( ~ ) - ~ o l ~ n o m i a l ,  implies 

e-root of II(x), of multiplicity 2 m 2 0  in  (- 1 + E, i - E), yields an upper 
bound for K,(x; p), if p(x) does not have « too many, too strong D ~eror', 
inside (a, b). I n  particular, 

Ine(57), (58), (-- 1, i) rnay be replaced by any finite (a, b). The case of 
an infinite interval may be treated in a similar faschion. 

The extrema1 property (55) leads £urther to 

THEOREM III. - If  d+(x) = p(x, t)dx, t-parameter, and  aq 2 O (S O), 

for a certain range of values of t and  for as x _I b, (a, b) finite or infinite, 
then K,(x; p) decreases (increases) as t increases, for a l l  x i n  (a, b). 

COROLLARY. - If p(x) = x"-l(l - x)f-'q(x), (a, b) r (O, 1) or p(x) = 

= (1 - X ~ ) " - ~ ~ ( X ) ,  (a, b) = (-- 1, l), a, p > 0, then K,(x; p) increases for al l  x 

i n  (a, b), as a or p increaes. 
1 

The before-last inequality in (54-J) nom follows, since a = P = S ,  (a, 6) 

finite, corresponds to trigonometric polynomials. 
Using once more the above cornparison-test for K,(x; p), we get the 

following results : 

a -  ~ ( . - ) = ( l - i - d " ' ( ~ - x ) ~ - ~ ~ b )  ( a , P W  )*(x))ln>(-, 
(59) (a, 6 )  = (O, cm), p(x) = ~ ~ - ' e - ~ q ( x )  (" > O) \ in (a, b)  

(a, b) = (--,-), P(X) = e-@q(x) 

Annal; d i  Matematicm. Serie 17'. Tomo XVIII. 28 
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implies resp. 
K+,(x;p)<zn ( - l - t - ~ ~ x S l - ~ )  

O i 

(60) K , ( ~ ; ~ ) < . r n "  ( E I x S A ) ;  K,,(O;p)<.rnz 
1 

K,(x; P) < m' ( 1 %  1 S A ) .  

UTe now return to the lk(x). 

(i) h(x) = 2 lk(x). The above estimates for K,(x) and (43) give: 
k t  

The same inequalities hold for OP in (57). The first inequality holds, 
if p(x) satisfies (58) or rvhenever (52) is valid. 

i 

(61-L, H) A(x)<zn5 ( E ~ X ~ A ,  L ;  I x I S A , H )  
A (O) < .cria (L). 

The first inequality holds if p(x) satisfies (59). 
(ii) lk(x). Here we use (40)) (41) and the above estimates for K,(x), Hk, , :  

(62) Zk(x) = O (K!-I(~)) , 
+(x) continuous in the finite or infinite interval (a, b). 

For the classical O P  we get more precise results. 

\ (7c = 1, 2, ... , n ;  Z,(x) refers to E 5 x 2 A) 
(63-H) 1 Zk(x) I=0(1) (k=1, 2 ,..., n ;  / X I S A ) .  
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A further study of the behaviour of lk(x) at various points of (a, 6)  may 
be made by means of (39) and of the preoeding estimates of the quantities 
therein involved. We get the following results. 

1 lk(x) 1 < zn- a min. F )  
1 

'-$ -2min.(a, P) 
a+p;  cc or and /31- 

2 1 lk(* 1) 1 < w 

Note that 'in formulae (61-64)r is  independent of 'k. 
W e  thus conclude that for a wide class of OP, lk(x) tends to zero, as 

n-oo, uniformly in k, as specified above, i f  me stay away from the corre- 
sponding sero xk, provided, x and xk stay away from the end-points a, b 

What happens if x stays close to xk?  Here we expect tR(x)  == 0(1), since 
Zk(xk) = 1. 

We make use of (41), applied to Jacos1 polynomials, where [46] 

Combine this with the preceding estimates of Hk, n 9 c~n(x) : 
a, 

( 4 0 )  For LAGUERRE polynomials we get the same or worse results compared to (63-L), 

due to the presence of the faotor an-(=O(n) in (39). (64-H) could be also derived form the 
a% 

original expression li(x) = rqn(x) observing that here 
(X -xi)~n)(xi) 

1 - 
T,'(x) = o(l&h,-,(x), I vn'(x) I < ~n~ in ( -A,  A). 

( 4 1 )  C f .  [34]! where an entirely different method is employed for the study of Zk(x), 
applicable, it seems, only to (a, b) finite. 

('2) Bor HERMITE and LAGUERRE polynomials we do not improve upon (62-L, H). 
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6. E~timate  of the distance xk - x ~ - ~ .  - Following the ingenions device 
of GRUNWALD and TURÀN [BI, we write: 

whence, by MARKOPP-BERNSTEIN Theorern for derivatives of polynomials, 

- 1 
Note the presence of the factor H L ,  which generally tends to zero with - 9% ' 
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(70-H) x k - x , - , > ~ n - '  ( - A ~ x ~ - ~ ,  x k 5 A ) .  

I n  the above formulne z depends on A, e ( i3) ,  but is independent of n 
and of the values of Tc under consideration. 

REMARKS. - (i) Any improvement in the estimate of l , (x )  brings an  
improvement in the above estimate of x, - x,-,. 

(ii) Using the asymptotic expressions for the classical OP, we may locale 
their zeros asymptotically and thus obtain estimates for x, -x,-, superior 
to those given above. Note, however, that our method does not require the 
asymptotic .expression of cp,(x), only its order with respect to u z ;  it is there- 
fore, applicable to a wider class of OP. Thus, d+(z) =p(x)dx, as given in (559, 
implies resp. 

i - -. 
xlr - x,-~ >  TH^ %-"a > rn-'l~ (-lt~S::,-~, x k S l -  E) 

i 5 5 -- -- - 

xk - X, .i > TH, % ' 4>rn  (- A -5 x ~ - ~ ,  xk 2 A). 

(iii) For particular classes of O P  a closer estimate of x ,  x,-, may be 
obtained by means of their special properties. Thus, for HERMITE polyno- 
mials the differential equation has been used [45]. 

(iv) For a wide class of O P  one may estimate x, - x,,, by means of 
TCHEBYCHEFF inequalities for the coefficients fi, (cf., for ex. [26]). This we 
intend to develop elsewhere. 

(v) In case of HERMITE and LAGUERRE polynomials we may let z range 
in the above formulae over an  interval which increases indefinitely with n, 
making use of the proper asymptotic expressions for cp,(x). We shall not 
dwell here upon this extension. 

PART II. 

Convergence and mean-convergence of LIF. 

1. Convergence - W e  follow here, with certain modifications, the rea- 
soning employed by the author in [18]. Assume 

(71) f (x) is continuons in (c, d), (c, d) finite, fixed, (c, d) c ( a ,  b); 
(a, b) finite or infinite. 

(43) If, for ex., (E, A) is fixed, we apply MARKOFF-BERNSTEIN lheorem to 
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218 J. SHOHAT : Appliccctiol~ of Orthogowal Tchebycheff' Poly~ornials 

Deno te by 

(73) v = N(m; c, d)-nurnber of zeros of '9n(x) in (c, d) .  

Let pv-,(x) denote TOHEBYUHEFP polynomial, of degree 2 v - 1. of best 
approximation Eu- , ( f ) ,  to f ( x )  on (c, d ) .  Then, by (26), 

(c 5 x d ;  see (43)). 

2,' throughout this section denotes summation extended over such i that 
c 2 xi d P4). 

Assume further that the system of OP under discussion is such that 

K = K(al, b') independent of 12 ; (af, b') arbitrarily fixed, finite. 
Let f (x )  satisfy in (c, d )  the following condition: 

(78) f ( f ) (x )  is continuous in (c, d), or 1 f({)(xf)  - f(i)(x" 1 < A 1 x' - x" 1 

(iz0; c l x ' ,  x " 2 d ;  O < y s l ;  h independent of x ;  f ( O ) ( x ) f ( x ) ;  (c, d) 
as in (72)). 

Then, as is known fron the Theory of Approximation, 

Eu-,(f) = o(v-9 resp. O(n-'-r)? 

mhich, in view of (77), becomes 

(79) Eu-i(f)  = o(n-'P) resp. O(n-*(i+~'I. 
Hence, 

i i - 

(80) (p,(x; ~ ) J L O ( W - ~ P ) K : - , ( X )  resp. o ( ~ c - P ( ~ + Y )  )KT,I(x) ( c l x s d ) .  

When is (77) satisfied? Assume the validity of the following asymptotic 

('4) 1 am indebted to Dr. P. TURAN for calling my attention to an oversight in [18], 
where En-i(f) is writton in place of E,- i ( f ) .  A11 formulae given therein require this change. 
In  view of (81) and (82-II, H) below, the conclusions reached in [18, p. 1461 remain valid 
for JACOBI polynomials without any change. The corresponding concliisions for HERMITE 
and LAGUERRE polynomials require non-essential changes as given below. (The reader is 

nsked to correct a misprint: a = 8 51, in place of a, P < 1). -a 
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expression : 

(81) cp,(x) = Ic(x)n-9 cos (1nPxP' + cc) + O ( w r )  (r, p, q, p' > O), 

uniformly in (a', b') arbitrarily fixed, finite; (a', b') c (a, b), r > q; r, 2, p, q, p', 
k(x) independent of n. 

W e  may assume (using, i f  necessary, a linear transformation) a'> O. Put  

1 - 
(ln - u)pr 

xL  = A-integer > O (a' S x~ 5 b'). 
,~&PIP' ' 

We see that, for n suf£iciently large, 

and the inequalities (a')"' 5 xl 2 (bt)P' give a t  once :. 

A,,,  independent of n; (c, d) as in (72). 
Thus, (81) itnplies (77). I t  follows: 

(83-J) also holds for the generaliaation (53) of JACOBI pol.ynomials. 
We have now, under assumptions (78): 

also for the generaliaation (53); 

1 pn(x; f )  1 = ~ ( n - ~ + ' )  resp. O(n-(t+r)+' 1 
( c  d)  = (- 1, 1 ; a, /3 2 (16) .  

Hence, LIF for such OP, converges to f(x) uniformly in (c, d), i f  f(x) 
1 

satisfies therein Lipschits conditzon of order > . For Jacobi polynomials 
2 ' 

('5) This is the best possible estimate for v, as 1 learned from E. BILLE. 
(i6) Other criteria for convergence in the whole interval (- 1, 1) may be formulated 

on the basis of (64-J). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



220 J.  SHOHAT : Application of Orthogonal Tchebycheff Polynominls 

1 
with a, p l- the convergence is uniforrn i n  the whole interval (- 1, l ) ,  

- 2 '  
i f  f'(x) is therein continuous. 

i "Y++ ( $1 resp. ~ ( n -  T ) (see (54-L, HI), P A X ;  f )  I = o n  
( a  2 1 ; (c, d) = (O,  A)). 

i --+a i+r+i -- 3 p , (x ; f )=o(n  ' ) resp. ~ ( n  4 ( -  A 5 x I . A ) .  

Hence, for Laguerre polynomials LI77 converges unifornzly in ( E ,  A) to 
1 

f(x), i f  it satisfies therein Lipschitz condition of order > -. I f  a 2 1, the 2 
convergence is uniformm i n  (O, A), i f  f(x) is continuous therein and such 
that lim Enna/" O. Thus, for a = 1, uniform convergence in (O,  A) is assured 

n-cc 
1 

if f(x) satisfies therein Lipschitz condition of order > if a = 2, continuity 
2; 

of f'(x) in (O,  A) assures therein the said uniform convergence, etc.. 
For Hernzite polynotwials LIF converges uniformly in  (- A, A), i f  f(x) 

1 
satisfies therein Lipschits condition of  order > 2 .  

Similar convergence criteria may be formulated for various other classes 
of OP. We give here the following illustration. 

d+(x) = (1 + 2)"-'(1 - x)F-lq(x) ; q(x) 2 m > O, a, p > 0 ; 

f (x)  satisfies (78) in  ( - 1, 1):  

( -i+'j resp. o(n(i+~~+ :. Ip,(x; f ) I = o n  1 

@+Ti+ g 
resp. )> 

(c, ( 1  1 ,  - 1 I x S l ;  a, 

Hence, LIF, for such OP,  converges unifonnly to f(x) i n  (- 1 + E, 1 - E), 

for any a ,  p (> O), i f  f(x) satisfies i n  (- 1, 1) Lipschits condition of order > 1 
2 '  

1 
and in  the whole interval (- 1, 1), if a, P 2 .  

The discussion of convergence properties of LIF, for general OP, maÿ 
be carried out on the basis of formula (q), Table P. This we intend to 
develop elsewhere. 
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lim. [f(x) - L,,-,(x)lYd+ = O ("). 
IL-m. / 

We innke two preliininary observations. 
(i) (86), by HOLUER-MINKOWSKI ineqiialitiee, ililplies 

(ii)  ($Ci), by virtuu of (E, Table P), implies 

PARSEVAL Formula for f (x). 

Hence, the convergence of MQP ( 7 )  and the validity of Purwual For~r~ulu 
for f(x) are both necessary for mean-convergence of our LIE: 

We proceed to show that the mean-convergence of LIF is closely related 
to the convergence of the corresponding MQF ( 7 )  for f2(x), i .  e., to the validity of 

3! 
iim. Q J ~ )  = J f21û)d+. 

n-w 
a 

(17)  Certaiu writers C23-a] have studied the validity of the liiiiitiiig relatioii 

LIF agaiii being based upon the zeros of @,,(xi n, b ;  d+) .  
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il. 1011 : Our atarting point ia the fullowing important rel t' 

derived by writiug f - L ,,-, = f - S ,,-, -t S ,,-, - L ,,-, and wing  (ô, Sable 1'); 
this holds, with S,,-,(x) replaced bg G,,-,(x), and proves the extrema1 pro- 
perty ($, Table P). (91) may be rewritten as 

,a-1 

(!I3) /if (a - L ]  - 4,-i(je)]'d+ + L: (hi, 8 8 -  f , ) ' ,  
i=O 

It was observed above that the validity of PARSEVAL Forniiila fur f(x) 
is necessary for the mean convergence of LIK 011 the other hmd,  if the 

b 
Moinunt-Probleui (3) is it~deterit~itmte, the valtic! of I[f(a) - L,L-,(x)ltd+ ge- 

a 

~iorally depvnda 011 the solutioli $(x) uf (3), whiuh we eiiil~loy. Henue, wu 
ninke the followiny assiimption : 

h 

(93) The hloruer~t-Problerr~ (Y) : a, - xudS(s) (n = 0, 1, ...), is dete~rtcined. -1 
Tlieu P w e v n l  foriwulcc l~olds for m g  f(x) (nnturally, ~ r u l i  that /p(x)d$ 

CL 

exista) [&]. I ~ L  yarticular, Parseval fovn~ula alîuays holds, i f  (ta, b) is firtite. 
Deuo te for brevity 
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Tt follows, that the Iwo sequence 1 II, j and 1 z, \ cire eitlrer hoth houn.ded 
of .  hoth unbomded : nmnely, 

and vice Y ~ I R R  

(A, R botIli finite) ; ( v )  C (97) ("). 
b 

niid again apply SCHWARTZ i i l ~ q ~ l a l i t ~ ~  to t81ie intepral on the riglit: 

Consider nom the difference 

(iR) The niilhor iiitends to treat (98) more fiilly elsen-1iei.e. 
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MTe get, by (1021, 

which, combined with BESSEL inequality for f(x), ,' ulves : 

(106) shows nt once that 

a-1 
hence, L fi'- sqLe - I r  (1.2.-oo). 

i=O 

Now turn to (104). From the already cited mork on the Noment-Problein 
(TAMARKIN-SHOHAT) me may state the following results. 

(i) If a subsequence (v) t (n) exists such that Q,( f") - lyv -oo), theii 
Q.,(f), Q v ( ( f  (), Qv(fxA) (k-positive integer, arbitrarily fixed) al1 converge to the 
corresponding integrals, as V-oo. SO does, therefore, Q,[(f(x) - Gk(x))'], Gk(2)- 
polpomial  of arbitrarily fixed degree k: with coefficients independent of m. 

(ii) &,,(f")-1' (Y-cm), if I I -  Qv(ff))=O ( v ~ N ) .  The latter ineqiialit'y 

certainly holds, if -,- d's(f') = > 0 , for / 1; 1 and 8 sufficiently large. 
d x  

Assume now for f(x) under discussion 

( 108) QV(f ') - T2 ((v) c (n) ; v -+ CO). 

By hypothesis (see (95)), PARSEVAL Formula holds for f(x), wliicli is q u i -  
valent to the existence of a polpomial  P(x) such that 

b 
- - 

(109) I = 1 f2(x)d+ < E, f(x) = f(x) - Pix). 
0, 

The degree of P(x) aiid its coefficients are fixed after E has been fixed. 
By (Z(i), for 1% siifficiently large, 

- - b. 

(1 10) p,, ' P.,(" ; f )  ' pql(x ; f ) ;  W.,. = J?,,<df# = lqpq.>dt#= 1(, . 
c1 LI 
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By the iabove remarks, 

- - - 
and ( to i ) ,  written for u,, .G,, 1, shows, E being arbitrarily sinall, 

- 

(il2) u,-O, hence, u,-O (by (110)), a s  v -+W. 

Morcover, (112) implies by (103), (1051, 

11-1 ? 

(113) I hi, v - f 1 S $=O (hi, w -f,).'=][L-,(x) - Sw-,(~)l'd$-O 

W e  su inmar i~e  the results obtained in  form of 
'i 

THEOREM IV. - (i) The iwo sepuences 1 Qn(f2) 1, 1 /[f(x) - Ln-,]Yi+ 1 ore either 
Ai 

hoth bounded or  both unbounded (in the sense of (98)). (ii) If the Mo~uent-Problem 
b 

(3) is defermined, therz for the niean convergence: lim. \[f(x) - L.-,(s)]'dJ( = O 
v - 10 

R 

if is necessnry a n d  sufficient that the corresponding MQF for f'(x) shal l  
b 

converge, i. e, lim. QV(fz) =Sf'(x)d+. ~ h e n  also each coefficient in the expansion 
Y - m l  

a 

v - 1  

L,-,(x) = L hi, ,rqi(x) tends, as v - CG, to the corresponding coefficient f i  an the 
i=O 

01) v-1 
expansion f(x) cu Z fi'gi(x), i n  the strong sense of lim. Z (hi,v - fij2 = 0. 

i=O v -CO i=O 

COROLLARY. - Mean convergeme for LIF alsva2/s holds, if (a, b) is finife. 
REMARKS. - (i) The last statemnt in Th. IV answers the question raised 

in Par t  1 ($ 4). 
(ii) The reasoning employed above, in  deriving ( I l l ) ,  (112), i s  the same 

a s  that used by the author in  [26], where, however, only the sufficiency of 
the convergence Q,,(f")-I' (n-cm) was established, under the assumption 
that the said convergence holds for aEl f(x). Here the validify of Q,(fZ)-1' 
((v) C (II), v - 00) is required only for the pcnrticular f(x) under consideration. 
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(iii) Write 

b 1 L. - ,<O~S~- ,C~~+  = -I@I - S . - I M I ~ ~ J  1 . 2 / 
a n 

\Ve conclude that, under t,he conditions of Theoreni TT. 

? v-1 ? IL.-  ,(X)S,-,(.)~+ = 2 hi, vfi-jf2(x~d+ 
i=O 

a cc 

(iv) PARSEVAL Formnla for f(x) is equivalent 

(v) I n  the nbove consideratioii we used the property that 

Hence, the corresponding resulfs remain vulid for L I 3  based on the zeros 
of the sepuence ( cpn(x) +- Ay,-,(x) ). Here A is a constant (dependiiig ewn-  
tiinlly on n), such that al1 the said eeros lie in [a, b] (n= 1 ,  2 ,  ...) (19). 

(vi) If the Noment-Problem (3) is indeterminate, then in Theorein IT' (i) 
liolds for nny solution +(x), and (ii) remains valid if nre start i t  thus: let +(x)  
be such a soliition of (3) that for f(x) under consideration PARSEVAL Porniiila 
holds B. 

PART III. 

Polynomials in general. 

1. Estiniate of r l inerr  combination of the  coefficients of r polpnomia1. - 
We start mith the soliition of the following 

n-1 

PROBLEM. - For al1 poZynomia.k Gn-,(x) = 'l gixi, of degree 5 n - 1 ,  
i-O 

il giuegz, such tlzat 

('9) At most one of t,liese rems may lie outside the open intervd (a,  b) [36]. 
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find an upper bound for t c v ~  ccrbitrnrily preassigned linear corrtbinatio~l, of 
i l s  coefficient gi: 

(Pi given). 

SOLUTION. - Wt: make use once more of the step-function S,(x) intro- 
duced above. 

The solution is  given by 

n-1 

equality attained only for G,,-,(x) = const. 2 w(y,)cpi(r). 

The structure of (118) is qnite similar to that given in  [49], wliere the 
same problem is solved under the condition 

and ib: more general, for it enables us to treat polynoinials whose values are 
given nt certain discrete points in (a, b)-the points xi (set? Introduction). 

Nre derive (115) as  follows [49]. Construct l i (x) ,  polyiiomial of deyree & e l ,  
oiich that 

b b 

dpplying to (120) SCHWARTZ inequality yieldb: (118), with the equality 
sign possible if and only if 
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(C-const., independent of i) that i ~ ,  both II(%) and G,,-,(x) (r1:O) being of 
degroe L n  - 1, and al1 H, +O, 

(118) offers a n  inexhaustible supply of application, by specifying the Pi 

i l 6  (117) and d+(x), i. e. the points xi ewqloyed. Solne such application are 
giuen below. 

, 2. Applications. - For the poly~zornial (;l-,-,(x) = g,-,xn-' + g,,-2x1i-d + ..., 
of degree 5 n - 1, n given, let it be lcnolvn t7zat 

( i  21) 1 G A 4  1 5 My 
xhere the xi are: 

seros of Legendre polynowial 

seros of  the trigonometric polynomial 

xeros of Lccguevre polz/norniaZ 

{122-,4 y,,(x; O, CO; e-"xZ-'), ( x  > O ) ,  

aeros of Hermite poly raorrdinl 

Find estitnafes for. a )  gn-, , b) g,--, c) 1 Gn-i(~) 1 ,  d) 1 G'n-i(~) 1 ,  z yizlen 
arbitrarily. 

The required estimates are furnished at once by (118), putting therein 
correspondingly 

w(GpZ-I) gqt-i , gn-2  9 Gl1-i(z)) G'n-i('). 

We thus obtain: 

This hoZds for nng OP, a,,-, being the « normalizing factor ». The first 
« 5 » sign becomes « = », if and only if G,,-,(x) = const. cp,-,(x), for, 

b 
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(123a) shows orict! mort! thnt 

Making use of the known explicit expressions and properties of the poly- 
nomials in  (122, CA), we get very readily the following results. 

-- 
1 . 3  ... (2n-5) 1 - 3  ...( 2n-6) ---- 

'JI I n -  ( n T  211 V 2 n - 3 M  

( -0)  Tlie followirig proof is siniplo and differs from the oiie iisiiallp given. Writc 
h 

<I',,-~(X) dd, and apply S u w v ~ a ~ z  ioequality : 
Sn-i 

b 

d... 

a a 

(fl) Here we use the known estinlates: 

( 1 ; - 1 < x < 1) P,, - LEGENDRE polynomial. 
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.- 
- sin (2~1-  1)0 ' 

5 sin (2% -1)0 
1) 1 Gll-l(z) 12 TG sin 0 ]Q~(G:-I) S va-+ ,+ sin t) A l  

(-1 < g = c o s Q <  1) 

a 

3 

- Zn' sin (Zn + l)H sin2 0 + 2% cos nt) sin 8 - sin 2nH cos fl ' a 

8 sin" 1 
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R,EMARKS. - 1.O The constants r in the above formulae clo not depend 
on M, nor on n. They mrty be given in more explicit form. Our foriniilae 
a re  applicable, mutatis inutandis, in case s ranges over a n  interval increasing 
indefinitelg with 11, for HERMITE and LAGUERRE polynomials. For thc Iattev 
we nlay add other estimates. Thiie, for LAGUERRE polinoinials 

whence. 

9 O -. y ,,+. y ,,-,,... can be estiinated in a similar fashion, also 611,-,(z), ... . 
3 . O  I n  some of the above estimates. the order, with respect to ut, cannot 

be improved. (e. g. 124P, a, b, c.  3), while in some, like (124a, d), this can 
be improved and has been given in better form (RERNSTETN-MARKUF Theorem 
gives the orcler n, in place of n"). However. this latter form requires the 
use of the Sheory of Approximation and the effective construction of the 
polynomials of Best Approxiination. It  is seen, that our  estimates al1 derive 
from a single source-formula (118), applicable to a finite, a s  Weil a s  to a n  
infinite interval, and thici formula, in  turn, is but an elementarg application 
of the orthogonalitj p r o p e r t ~  of the po lpomia l  cp,(x) which furnishes t,he 
points xi uniler consideration. 

3. Applicrition to LIF. - I n  (23) 

MTtl t,hus apply the above estimatc in  (123) to Tl,,-,(x), Zkje). Ive p t :  

(This iriay be also derived froin (43)), 

1 l x )  15 1 K i  (x) (k = 1, 2. ... , n : x arbitragr) 
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(whicli is again (4G)), 

I n  particulai., with al1 f(xi) = t 1 and f(xi)@',,(x,) > O (i = 1, 2, ..., 1 1 )  

or  f(q) - 1, f(xj) = 0 for j$= i, 

( i z l ,  2 ..... n), 

This gives a lower bound for H i .  
Note that (126) is the best possible ineqiiality foi. arhitrarily preas- 

signed f(x,),,f(x,) ,..,, f(x,,), for it becomes :in cyiiality if, and onl r  i f ,  

f ( r i )  = CQ~,-~(X,) for  i = 1, 2, ..., 12 (C -= const.). 
In fact, in tliis case (126) leads to 

- n relation which readily follows froin (22), (IO), (15). Thus, (126) sliows 
.... that the following qiiaclratic form, in  the n variables X I ,  X 2 ,  X,, is 

never nega tive : 

equalitÿ if, and only if, Xi = CO ,,-, (x,) (C = const.; i = 1, 2, ..., n) .  
I n  other words, the quadratic form X is semi-definite. Heiice. the di- 

scriminant of X vanishes, and the point (@ ,,-, (x,), ..., @ ,,-, (x,,)) is its vertex [el]. 
I n  symbols, 
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The aforegoing relations (126-130. 1) hold for any sequence of OP.  The 
last three of these ~ h o w  the connection between the general theory of O P  
and the theory of qu:dratic forms. This connection is also manifested on 

the MQF (7). I n  fact, applied to G:-~(X), (7) yields 

and this may be treated a s  a fransfo~mation to the canonical forna of the 
b 

puadrolic f o m  /~.-~(x)d+(x), in  the n car iabl~s  g,,, g, , ... , g,,-, , coefficients 
a 

of CLi(x) .  
This new approach to Gaussian mechanical quadratures, as well as 

fiirther disrucsion of the quadratic form X in (129). we plan to develop 
elsewhere. 

4. An estimwte of 1 G,,-,(x) 1 froni ~ ; - , ( t ) d + ( r ) .  - In  closing we give ,i 
several inethods for obtaining the above estimate which frequently occiirs 
in applications. 

1. METHOD. - By (123c), 

II. ME'PHOD. - This is applicable in the special case 

(132) d+(x) = p(x)dx; p(x) 2 P, > 0 in (c, d) 
(c, d) finite ; (c, d) C (a, b). 

We have here 

Q@) = p,,[G:-~(t)dt SfG:-~(t)d+(t) SjG;-$)d+(t) ( c s x s d ) .  
c O a 

Apply to the polynomial Q(x) MARKOFF-BERNSTEIN Theorem. We get : 
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I n  particular, 

d$ = p(x)dx, p(a) satisfy ing (132). 
III. METHOD. - Assuming (a, b) finite? let 

(135) 1 Gn-Axo) I = P,,-~ = max. 1 Q,,&4 ' (x, in (a. b) ) .  
a s s b  

By Markoff' s Theorem, 

whence, 

and, with 

(137) 

(1381 I G , ~ - i ( x )  I 2 ~ , ~ - i ~ , ,  ( / x - x O 1 ~ ~ , , :  x in (a, b ) )  

- - 
(139) 1 G,,-~(x)  15 pq1-t = < ~ / G ~ - l ( M $ ( d )  k-'(F$(t)) ' . 

n 4, 

i,,-subinterval of (a, b), of length '6-n)ll-8.,)7 with end-point n t  s,. 2n2 
REMARK. - If x, in (135) is known to lie inside (a, h) .  then. in place 

of (136). we make use of MARKOFF-BERNSTEIN Theorom 

and, proceeding as  above, we get again (139), where now i,, denotes a m b -  

l , s i t h  end-point a1 r o  . s h o l l y  lgi'ne interval of (a, b). of length 

inside (a, O). 
This methoil is due to D. JACKSON, who in (130) replaces O,,  by n nu- 

mericd constant (< l). I t  is often more ndvantageous to treat %,, as a function 
ince x,, of n to be so determined a0 to maximine the denominator in (139). S' 

in (135) is generally unknown, it seems proper to introduce the following 
DEFINITION. - Let +(x) be effèctively inereasing in (a, b). Denote by ix a 

variable inberval of length 6 (3 0) whose end-points range over (a. b ) .  
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The preatest loww bound ( d n i » l u » ~ ,  if $(r) is colttinuous) of /d$(t) n e  
15 

call a I ~ L O ~ L L ~ ~ L S  of in~rec~se » of +(x) i n  (a, b); vue denote it by ~ ( 8 ) .  Thus, 

In the special case of 
,x 

( l41) $(&) = const. + p(t)dt, p(z) 2 O in (a, b), j- 
> O for a s a  < P S b ,  _ 

the above definition yields 
.+" 

(142) ]p(tjdt 2 x(S) > 0: rnin.lp(t)dl = ~ ( 6 )  > O (x, s i ) ,  in (a,  b)). 
u x 

Here rr(6) way  he clesiynnted nlso as « kodulus of positiseness 2 in  (a b] 

of the taou-negatiue function p(x), with > O for a 5 a < P 5 b. 

We may now rewrite (139) w 

(regarding tl,,, see the rema.rk made above). 
In particiilar, 

(144) 1 ï~,~-~(x; a, b ;  d+) 15 O,,-'n 
212" 

n(6)-modulus of increase in (a, 6) of +(x). 
ILLUSTRATIONS. 
(i) d+(x) = p(x)dx ; p(x) 2 p, > O in (a, b). Here 
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- 

i 

and since tl,,(l - O,,)' is maximized by O , ,  = 2 3, we gel ; 

The same reasoning yields 

(a 2 a 5 b). 

(CI x 2 d ;  p(z )  2 p u  > O in (c, d) C (a, b)). 

[Applying (146) to y,,-,(x; a, b;  p) gives again' (134)l. 
(ii) coimider the more general case 

Heïe, with T independent of y, and 6, 

and the above formulae give (with a different 3 

(a i- ~ ( x s b  - E) 

(148) 1 G,-,(x) I < 
(a 5 x z  b). 

Note that this method makes no use of the theory of OP. 
The Uniueixity of Pennsvluania. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



BIBLIOGRAPHY 

1. RUNQE,  Ueber empirische Funktionen ..., c Zeitschr. fiir Math. u. Physik B, v. 46 (1902). 
2. BOREL,  Leçons sur les fonctions d'une variable réelle, Paris (1904), Ch. 1V. 
3. VALLÉE-POUSSIN,  S u r  la  convergence des formules d'iu terpolation.., , s Bull. Acad. r. 

Belgique, Cl. Sc.  s, (1908), 319-403. 
4. MONTEL, Leçons sur les sa'ries de polylzotnes à u9ae variable compleze, Paris (19iO), Ch. I I .  
5. FABER, Ueber die interpolationische Darstellung stetiger Fztnktionen, x Jahresber. Deutch. 

Math. V e r .  2, v. 23 (1914), 192-210. 
6.  S .  B E ~ N S T E ~ N ,  Quelques remarques sur l'interpolation, u Comm. Soc. Math. Kharko f f  ., 

V.  14 (1914), 1-13. 
7 .  F E J ~ H ,  Ueber Interpolation, Gottinger Nachricliten. Math. Phys. Classe S ,  (1916), 66-91. 
8. H .  H A H N ,  Ueber das Problem der Interpolation, a Math. Zeit,schr. B, v. 1 (1918), 115-143. 
9. FRÉL'HET, Sur  u n  défaut de l a  méthode d'interpolatiow,., a Nouv .  Ann .  Math B, ( P ) ,  

v. 20 (19'20), 1-9. 
10. Al. FEKETE,  Ueber Interpolatiore, 5eitschr. f .  angew- Math. u. Mech. B, (1926), 410-413. 
11. S .  B E R N S T E I N ,  Sur  la  litnitation des valeuvs ..., a Bull. Acad. Sc. U. R. S .  S .  s, 8 (1931), 

1025-1050. 
13. FEJER, Uebcr Weierstvassche Approximation ..., u Math. Aniialen D, v. 102 (1930)) 707-725. 
13. Id.,  Lagrangesche Interpolation ..., ibid., v. 106 (1932), 1-59. 
14. Id., Die Abschatzung eines Polynomes ..., a Math. Eeitschr. 2 ,  v. 32  (1930), 4.26-456. 
15. Id., Bestitnmung clerjenigen Abscissen ..., . Annali R. Sc.  Norm. Sup. ., Pisa, Sc. Fis. 

e Mat. ( I I ) ,  v. 1 (1932), 1-16. 
16. Id.,  Ueber einige Identitdten ..., a Acta U t .  Ac. Sc. *, Szeged, v. 3 (1932), 145-152. 
17. Id., On the Infinite Sequences ..., a Bull. Amer. Math. Soc. D, v. 39 (1933), 521-535. 
18. J .  SHOHAT, On Interpolatiolz, a Annals Math. ., v. 34 (19333, 130-146. 
19. Id., On Itaterpolation, u Euonometrica *, v. 1 (19331, 148-158. 
20. S Z E G ~ ,  Ueber geruisse Interpolations-Polynome ..., * Math. Zeitschr. D, v. 35 (19321, 579-602. 
21. E. P E L D H E I M ,  S u r  C'orthogonalité des fonctions fondamentales ..., 6- C. R. D ,  v. 20.3 (1936), 

650-652. 
22. P. ERDOS et  E. FELDHEIM,  S u r  l a  mode de conue9yence ..., ibid., 913-915. 
2% a )  P.  ERDOS et P. TURAN,  On Interpolation. 1. Quadratwe and mean-convergence ... , 

u Annals Math. n, v. 38 (1937), 14'2-155. 
b) Id., On hterpolation. II., ibid., v. 39 (1938), 703-724. 

24. G. G R ~ N W A L D ,  Ueber Divergemerscheinunge n..., a Acta Litt. Ac .  Sc.  ., Szeged, v. 7, (1935), 
207-%21. 

25. Id., Ueber Divergenze~scheinungen ..., 4 Annals Math. D, v. 36 (1937), 908-918. 
26. J .  SHOHAT,  On the Convergence Properties ..., ibid., v.. 38 (J937), 758-769. 
27. G. G R ~ N W A L D  and P. FURAN, Ueber Interpolation, a Ann.  R. Sc. Norm. Sup. D, Pisa, Sc. 

Fis. e Mat. ( I I ) ,  v. 7 (1938)) 1-10. 
28. J .  MARCINKIEWICZ,  Quelques remarques sur l'interpolation, « Acta Litt .  ac. Sc. », Szeged, 

V. 8 (1937), 127-130. 
29. I d ,  SUT l'interpolation, B. Studia Math. D ,  V .  6 (1936), 1-17. 
30. Id., Sur  l'interpolation. I I ,  ibid. 67-81. 
31. D. JACKSON, The Theory of Approximation, u Amer. Math. Soc. Colloqnium Publi- 

cations B, v. 11 (1930), \ 
33. J .  B. STE-FFENSEN, Imterpolation (Baltimore, 1987). 
33. W .  II. 6-ONTCHAROFF, Theorg of Interpolation and App~oximat ion  ( in  Russian; Le-  

ningrad, 1934). 

Antudi di Matematim, Ssrie IV, Tomo XVIII. 31 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



$38 J .  SHOHAT : Appliccltiott of Ortlbogonccl ï'chebycheff P o l y ~ ~ o ~ ~ ç i ~ ~ E s ,  etc. 

34. a )  Y .  E m o s  and B. A. LJHGYEL, On Pui~cla~tzei~tol  i h ~ c t i o r i s  of Layrungiari. i n t e r p .  
lation, a Bull. Amer. Math. Soc. s, Y. 44 (1938), 828-834. 

b)  P. ERDOS and 6. G R ~ ~ N W A L D ,  Note o n  ait Elernentary Probleln of btteipolatio/a, ibid., 
515-518. 

35. C. IJANCZOS, Triyono~netric Interpvlwtioii ... , a J. Math. and Pliys. a ,  Y. 17 (1938), 123-IQ!,. 
36. J .  SHOHAT,  O12 Mechartical Qaadi.atures ... , a Trans. Amer. Matli. Soc. D, Y. #Z (1'38i), 

461-496. 
ili. C .  WINSTON, 0 1 2  Necharaical Quatliwtiwes li'o~wzulae... , a Am. Math. ., Y. :35 (i!)34), 65(3-(ii'i. 
38 J. SHOHAT and C. T\'INSTON, On  Mechai~icul Qwdra tures ,  n Rendic. Circ. Mat. Paierino a, 

v. 58 (19'34), 1-13. 
39. X. WEBSTER, 0 1 8  the seros of Jacobi Pvlgnowzials ..., * Diike IlaIIi. J. B, Y. 3 (l937),  

428-463. 
40. S z ~ t i o ,  Uebev cleu usginptotisckcn Atistlriick ... , a Math. Amialun ., Y. 86 ( IWL) ,  114-140. 
41. S .  B E R N ~ ~ E I N ,  S u r  les polg~i.o?neu orthoyolzazcx ..., Par t s  1, II, a J. des Math. u ,  v. 10 (19311. 
#2. Il. P L A N C H E R H L  e t  W. ROTACH, S u r  les valeurs asymptotiques des poly~tomes tl'Herrttite, 

a Cornnierit. Nath. Helvetici B ,  v. 1 (10'29), 927-254. 
4:1. S. C. VAX VEEN,  Asy~nptotische Entwicklungeit ..., K Mat,h. Anrialen ,,, v. 105 (1931), 408-J:!(:. 
44. J. SHOHAT,  O n  the L)euelvpineict o f  a Continttous E'icwction ..., (( Traiis. Bnicr. Jlatli. Suc. , 

V .  27 (19;35), 53-050.  
45 E. H I L L E ,  Ueber die iVzcllsteZlelz der Hw~ni te scher~  Polyitoiiie, c Ja1ircsl)cr. Ueiitsc.11. Maili. 

Ver. 8 ,  v. 44 (1934). 
46. J. S H O H A T ,  O12 the 1)eveloprnent of Fu i zc t io~~s  ..., B~11. Aiiier. ,\lath. Soc:. 8 ,  V. 41 (lHJU), 

49-82. 
47. R .  B A I L E Y ,  Cotauergeiwe of sequerLces..., c< Dukc i\ialli. J .  ., Y.  3 (l93H), '>Hi-303. 
4% M. R , i w e ,  S u r  le problèine des ~noine~cts  ... , a Acla Litt. aü Sc. a ,  Szeged, Y. 1 (l9$ii), 3G9-?2;. 
49. J .  S H O H A T ,  O n  a General F o w ~ u l a  ..., a T r a n s  Aincr. Xatli. Soc. =, v. 29 (1027), 869-583. 
50. TCHEBYCHEFF,  012 C ~ n t i l W ? d  F V U C ~ ~ O M S ,  u Collected h p 9 i . s  a, v. i, 203-230 (in Rtiseinii); 

also, a J. des Math. u ,  s. II, v. 3 (1%8), 289-313. 
51. bl~xinm B~CHEIL,  Introduction to Higher Algebva, (Rew York,  l907), Ch. X I .  
.?2. E. F E L D H E I M ,  Théorie de cofiuerye+ace des p~océrZt% d'i+atwpolutioic et de quatli.utttre rite- 

cunique, e Xéiii. Sc. Nath  », fasc. 95 (1030). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Siille cwiidizioiii di  v;i.liditk dei metotli di somiii;izioiie 

di Gronwall (*). 

81iiito. - S i  stutliano le condizioni d i  val idi tà  dei metodi d i  sownaaione ( f ,  g )  d i  G R ~ N ~ A T . ~ . ,  
con ipotesà assai meno vestrittive per le funzioni f e g d i  quelle fatte da1 GRON~VAI.~ ,  stesso. 
Si mettono in luce, successiuamente, varie proprieth gemerali relatiue ni nzetodi ( f ,  g), sotto 
le nuove condizioni, e s i  applicano questi a l la  teovia del prolungnlne+ztn nnalitico di  x n n  
serie d i  potenze. 

Introduzione. 

Cna vasta classe di procedimenti di  sommazione delle serie A stata defi- 
nita da T. H. GRONWALL [il, con le seguenti considerazioni. 

Una funzione zr = f(n$ definita e continua per 1 uv 1 < 1, sia analitica per 
lwl< 1, eccetto a l  più per IV = 1, e dia la rappresentazione biunivoca e 
conforme di 1 rv 1 < 1 in un campo aperto D interno a 1 sl < 1, facendo corri- 
spondere z = O a w = 0, s = 1 a ni = 1 ; la  funzione inversa sia a sua volta 
regolare anche lungo il contorno 1 di D. eccetto a1 più per z =. 1, e si abbin 
precisamente 

(11 1 

con A 1, +(a) analitica in D 
Sin poi g(w)  una funzione 

(2) 

e aven te l7 espressione 

e su 1, +(l) > 0, + (0) = 1. 
analitica, rappresentata per ( N T {  < 1 dalla seric 

00 

g(w) = S,b,nl" 
O 

b, * 0 

(31 g(w) = (1 - IV)-" + y(w) 

c.,n a ) O, y(w) analitica per 11211 < 1 :  si abbiii inoltrc g(w) += O per 1 1 < 1. 
C'hiameremo q u ~ s t e  le condisioni d i  Gronwall per le funzioni f (w)  c g(n1). 

m 

Ciù P O R ~ O ,  iina scric E,U, O dettn da1 GRONWALT, s01111nabi1~ ( f ,  g )  qiiando 
O 

(*) Laroro esdguito piesso il Seminario 3Iatematico della Scuola R'ormale Superioro 
di Pisa. 
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840 L. ANERIO : Sulle corzdizion,i d i  vnMditci dei metodi 
-, 

le quantità U,, U , ,  ... Un, ... che si ricavano dall'identihh 

tendono, per .n - oo, a un limite finito s che si assume come somm% gene- 

ralizzata della serie data. 
Corne si  vede, le operaaioni con oui si p:issa dalle u, alle Un sono due. 

OQ 

I n  una prima, con la trasforrnaaione z = f(w), si muta la serie Z,u,a~ in iinn 
O 

Successiramente, dalla (4) si ricava 

da Cui, per la  (2)) 

00 

cioè si applica alla serie Z,,,y,,, un procedimento di sommazione di NOERLUND. 
O 

S i  fioti, a proposito della (71, che siccome é f(0) = O, Io sviluppo di av se- . 

condo le potenze di ru coniincia con la  v-ma potenza: si ha  percib 

dove le a,, , dipendono dai coefficienti di  f (w) e g(w), ma non dalle u,. 
1 metodi di GRONWALL sono molto generali e comprendono vari procedi- 

menti di sommaaione presentatisi nell'analisi. 
Ad esempio, il metodo (TU, (1 - 927)-b) è il metodo (C, a - 1) di CESARO, 

i 
1 - (1 - Pu). 

con a > O ;  il metodo 
1 )  

1 - 2 )  6 stato studiato da1 DE LA 
1 + (1 - w)Z ' i  

VALLÉE POUSSIN e successivamente generaliezato da1 GRONWALL. 
Un altro metodo di  GRONWALL si é presentato in un mio recente lavoro [2] 

ed é sta'to stridiato e ampliato da1 BIRINDELLI; in  esso ~i ha, 

1 
cih che equivale a, porre, come si dimostra, tv .= se1-", g(w) = -- . 

1 - z  
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d i  sonminaione di  G~ouzrunil 241 

I l  GRONWALL ha provato pei metodi (f, g) vari teoremi importanti. No. 
tiaiuo fra questi il primo in cui si dimostra che se ' i l  lim U, esiste finito, 

n - oa 

al10 stesso valore tende la  funeione 

quando 8 - 1, restando in un campo angoloso col vertice in z =  1, di aper- 
7C 

tura < - e avente per bisettrice il segment0 l'-'O. 
h 

I n  un secondo teorema si prova che, se é A > 1. e il contorno 1 di D 
ha in comune con la  circonferenza la 1 = i il solo punto a = 1, è sommabile 
(f, g) ogni serie sommabile (C, 6) con 6 > - 1. 

Suocessivamente il BIRINDELLI [3] ha ripresi e accuratamente studiwti i 
metodi di GRONWALL, applicandoli fra l'altro alla sommazione della ~ e r i e  

00 1 
geometrica L , e  verso la somma - e determinando i l  relativo campo di 

O 1 - 5  
sommabilità. Di qui ha  ricavato, sfruttando la formula integrale di CAUCHY, 

'V 

un campo aperto in cui b certamente sommabile una serie di potenze L,a,<v 
O 

ottenendone cosi il prolungamento analitico. 

In  questa Memoria si sono ampliate le condizioni di GRONWALL relative 
alle funzioni f(w) e g(n7); si é potuto cosi provare che le ipotesi (1) e (3) pos- 
sono essere grandemente allargate, soprattutto se ci si limita al problema del 
prolungamento analitico di  una serie di potenze. 

Inoltre si  è dimostrato, sotto condizioni larghissime per l a  f(m) e la g(w),  
un teorema analogo a1 primo teorema di GRONWALL.. 

Infine si è completato i l  risultato del BIRINDELLI, perche si  é indivi- 
duato per una serie di  potenze un campo aperto Q, internamente al quale 6 
possibile l a  sommabilità, mentre non 10 é esternamente (almeno ne1 cas0 in 
cui la funaione rappresentata in  un intorno dell'origine dalla serie stessa sia 
uniforme oppure quando il campo D risulti interno ai suoi omotetici rispetto 
all'origine, TD, con T > 1, cib che avviene, ad esempio, nei metodi preceden- 
temente ricordati). 

I n  quanto segue ammetteremo sempre che la fonzione z = f(w) sin ana- 
litica per 1 ni l < l, continua per 1 ru l < l e stabilisca una corrispondenza 
biunivoca e conforme tra 1 uv 1 < 1 e un campo aperto D semplicemente con- 
nesso in  modo che sia f(0) = O, f(1) - 1. 
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dz 
Essendo poi - + O per 1 PU 1 < 1, la funzione inversa 9z7 = ~ ( z )  sarA :ina. 

d9v 
litica in tutti i punti di D. 

Indicheremo con 5 il campo chiuso costituito dai punti di D e del con. 
torno 1, di equazione z = f(eie), che supporremo sia una linea di JORDAN, la 
quale, per noti teoremi [4], risulterà percorsa in  un determinato verso da1 
punto x = f(eia), al variare di 9 tra - n e TC; inoltre la corrispondenza tra i due 

campi chiusi 1 IV 1 < 1 e 3 sarà biunivoca e continua. Diremo infine che una 

proprietà vale in D, O in D, quando é verificata in tutti  i punti di D, O di D .  

1. Condizioni relative alla funxione x = f ( w ) .  - Cerchiamo in lin primo 
tempo di ampliare le condiaioni relative alla a = f(n$ considerando metodi di 
sommazione del tipo If, (1 -TC)-*) con a > 0. 

e inoltre 

dimostriamo il seguente 
TEOREMA 1. - Se il  conforno 1 di D è una c w v a  veftificcrbila e y(z) è ana- 

litica nez campo D ,  si ha 
lim Vw = ~ ( 1 )  

n-00 
qunlunque sia a > 0. 

DIBIOSTRAZIONE. - Posto z = x -1- iy ,  ~ ( z )  = cp,(x, y) + i y , (x ,  y )  dimostriamo 
che le due funaioni cp,(x, y), cp,(z, y) sono a variazione limitata su1 contorno 1. 

Infatti essendo cp(z) analitica in tutti i punti del campo chiuso 3, per 

ogni di 5 si  pub costriiire un oerchio di raggio > 0, finito, in nloilo rhe 

per l z - a l  < p  sia cpjz) analitica. Si  ottiene cos1 nna famiglia di  cerchi c 

ogni punto di 3 risulta interno almeno R un0 di essi ; essendo l'insieme D 
chiuso e limitato è possibile allora, per il lemma di PINCHERLE-BOREL, co- 

struire con un numero finito di  qnesti cerchi u n  campo chiuso B tale che 

ogni punto di D sia interno a B. 
Sin A il contorno di B e 6 > O la minima distanna dei puiiti di 1 da 

quelli di A. Dividiamo la curva 1, di lunghezaa finita, v,  in n parti, rispetti- 
vamente di Iiinghezze v,  , v , ,  ... v , ,  in modo che sia vi  < 6, mediante i punti 
P , , = l , P , , P  ,,..., P ,,-,, P , = l = P , ;  sarh evidcntemente v , + v , i -  ...+ v , = v .  
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- - 
Orit il segment0 P,.-,P,., eswndo di langhezza d,. < v,. < 6, risulta interno 

;i, B; inoltre in B la funzione cp,(z, y) O armonica e quindi esistr! niin costitnte 
positivn *41 tale che sin 

Siccolne poi è 

dove T,. é un punto interno del segmento P,.-,P,. e s,. ne P la direzione, si 
ricava per la  (13) 

2~ 2 1 = i 2 cos (s'x)  + +- cos p,y) 1 * 231. 
ay 

I'er la (15) si ricava dalla (12) 

relazione che vale qualunque sia n :  infatti se per un numero no di divisioni 

qualcuno dei segmenti P,.-,P,. risulta di lunghezza d,. 2 6, è sempre possi- 
hile, coll'aggiunta di un numero finito di  punti, sostituire al segmento stesso 
una speazata i cui lati abbiano ciascuno lunghezza < 6. 

Compiuta la  stessa operazione per tutti i segmenti P,.-,Pr di lunghezzii. 
2 6 e indicando con n, il niimero di punti che cosi si ottengono, si  ha  evi- 
dentemente 

o,, < (O,, < 2 J l v .  

Per la variazione o di y,(x, y) su 1 si ha pereii, 

w I 2Mv 

ci06 cp,(x, y) è a variazione limitata su1 contorno stesso. 
Al10 stesso modo si ragiona per rq,(x, y). 
Col cambiamento di variabile s = f ( tu)  la ~ ( f  (tu)) risiilta analitica per 

1 iu 1 < 1 ; inoltre la sua parte reale e quella immaginaria risulteranno a va- 
riaaione limitata sulla circonferenaa lu = em, in  virtù d i  q u a n t ~  si è ora di- 
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mostrato e del fatto che essendo 1 una linea di JORDAN, ai  punti Pi corri- 
sponderanno sulla circonferenza IV = ei* dei punti Qi che si seguiran~io i ~ i  un 
determinato verso al crescere di -8. 

Posto allora 
00 

(17) ipif(tv)) = Z,ynwn 
O 

00 

il teorema sarh provato qnando avremo dimostrato che la serie &y, L. ~oii i-  
n 

mabile (C, a - 1)  con a > O. - 

Ora, posto = an - iP.) w = pi@, si ha per p < 1 

w 

(18)  -+ i L,pn ( - Pa cos (na) + a, sen (na) 1 
O 

dove èI 

Dalla (18)  si ricava in particolare 

e quindi 
TI 

77 

1 
an = - \$,(p, il) cos (na)& 

EP". 

Ma, essendo S,(p, 9) continua per p s 1, le (19) valgono anche sa in esse 
si pone p = 1 ; lie segue che le costanti a, e p, sono i coefficienti di FOURIER 
della funaione S , ( l ,  9.) la quale é, per quanto si 6 visto, continua e a varia- 
limitata per - x < 8 < n. 

Per un noto teorema 151, la  serie 

B allora soinmabile (C) a -  1 )  con a > 0 e vale +,(1, 9). 
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dllo stesso m8do si prova la  somrnabilith di 
Ca 

(2 1) - p,, + Z,, - PW cos (na) + a,, sen ( I L Q )  
1 

che vale +,(1, 8.). 
M 

Posto poi nelle (20) e (21) 9 = O  ne segue che lit serie Y,y, B soirimitbile 
O 

(C, a - 1), con a > O e vale +,(1, O) + i+,(l,  O) = ~ ( 1 ) .  
I l  teorema 6 percib dimostrato. 
Facendo ora su a delle ipotesi piii particolari possiaino provare altri due 

tcoremi c precisamente: 

TEOREMA II. - S e  è a = 1, ~ ( z )  c~~&al i t i~a  ne1 cnrryo D B ta liriea 1 è ret- 
tificabile i n  un intorno d i  5 = 1, si ha 

lim V, = cp(1). 
n-oc 

DIMOS'PRAZIONE. - Per le ipotesi fatte le funzioni S,(p, 9), +,(p, 8) risnl- 
tano continue per p < 1 e inoltre le +,(1, 9), +,(1, 9) sono a variaaione lirni- 
tata in un intorno di 9 = 0. 

Ne segue che le (19) valgono anche per p = 1 e le serie (20) e (21) sono 
convergenti per 9 = 0 ;  da questo si deduce la  tesi. 

TEOREMA III. - Se è a > 1, ~ ( a )  ancllitica ne1 campo D, continua ne1 
cccirqo D, si ha 

lim V, = y(1) (*). 
%-Co 

8 

DIMOSTRAEIONE. - Bisognerh provare che la serie Y,y, i? sommabile 
9 

(C, a - 1) con a > 1. 
Per questo osserviamo che, essendo s = f (w )  analitica per Iîv 1 < 1, con- 

tinua per Iw 1 < 1, 10 sarà, per le ipotesi fatte, anche la cp(f(~));  sono percib 
funzioni continue per p < 1 tanto +,(p, 8) quanto +,(p, 9). 

Ne segue che le (19) continuano a valere se si pone in esse p =  1 c 
quindi le a, e p, sono i coefficienti di FOURIER del10 sviluppo di +,(1, 9). 
Essendo questa funzione continua, per un noto teorema [6] l a  serie (20) è 

sommabile (C, a - 1) con a > 1 e vale S,(l, 9.). 
Allo stesso modo si  ragiona per la 4J,(1, 9). 

8 

Ponendo poi 8 = 0 si ricava la  sommabilità di &y, che avrà per valore 
O 

4J , (4 0) -+ 441, O) = YU). 

dnnali di ~Vatematiea, Serie IF, !Corno XVIII. 
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O~SERVAZIONE;. - Ne1 caso in cui eia soddisfatta la cdtidizione di GRON- 
WALL relativa alla z = f ( w )  si pub facilmente dimostrnre che valgono i teo- 
rerni 1, II, III. 

Infatti la z = f o u )  é, in  tale ipotesi, analitica per 1 l u  1 < 1, ru + 1, C: 

della (1) segue che in un intorno di  l u  = 1 vale ilno sviluppo del tipo 

1 
dove per (1 - w ) l  si prenderà quel ramo che si riduce a 1 per lu = 0. 

Per  la (22) la s = f o u )  è continua ne1 punto IU = 1 ; y(z) è percib ana. 

litica in D, continua in a ed é applicabile il teorema III. 
Dimostriamo ora ohe il contorno Z di D è rettificabile. 
lnfatti dalla (22) si ricava 

dz " ) I = L  k - (1 - P O ) ? -  
1 

dru 1 l2 A 

d z  
e, siccoiue peï I U  = ei5 si ha Il - rc 1 = à , se ne deduce che di- 

venta infinita come 9:-' i n  pmssiniità di 8 = 0. 
Osservando poi clle per gli altri valori di 8 la z = f(ei5) ù analitica ne 

segiie 1' esistenza dell' integrale 

che rappresentrt la lunyhezza della linea Z. 
Vale percib il teorema 1, e quindi il teorema II. 

2. Coiidizioiii relative alla fanzione g(tra). - Cerchiaino ora di ampliare 
lo condizioni relative alla g(w). 

Per qnesto, tenendo presenti le (10) e (il), ponianlo 

6;i 

ci06 sommiaiiio la serie L,uv col metodo (f, (1 - l v ) - ~ )  t: col inetodo (f, g). 
O 

Ammesso cht! sin lim V,, = s, finito, cerchiamo le condizioni per ciii b 
Il -Ca 

anche lim U,, = S. 
n e 0 0  
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Posto allora 

dove Ana) S il coefficiente di wn nello wiluypo di (1 - vu)%. 
Cib premesso, e ricordando che é A!:' > 0, possiaino dirnoshare il se- 

puente 
TEOREMA IV. - Se Io, successione 

b , , , b  ,,.... b W,... 

soddisfu per a 2 1 ,  alle con,dizion.i 

bn-1 - b )  lim - - 1 
n - m  6% 

ed è l im Vn = s, finito, si  ha pave 
n - r m  

liin U , = s .  
n-a> 

DIMOSTRAZIONE. - Si  ricava dalle (24) e (25) 

'n A L  4 An-, (4 
u n  = 2 ,  v m  

O ba . 
e l e  condi~ioni necessarie e sufficienti perché, essendo l im Va = s, sia anche 

n-00 

l irn 'U, = s ,  corne è noto [7], sono : 
n-M 

la ($1 
2) ~ , A ~ ( ~ ; ~ ( < K > O  O per n=0,1,  ... 

12 (4 AR-m 
3) lim zrn AL'- = 1. 

n-oc O b* 
La condinione 3) B identicamente soddisfatta per ln  (27). 
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i Y !  
[W -1 [Z - (Z - t ~ ) ]  [W -- (1 - MC)] 
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fi poi r - 1 < a < r ,  con r intero positivo; ne segue che per O c. m < r 
i termini della successione Ah-") = 1, A l " ) ,  ... , A$*', ... hanno segni alternati, 

mentre per m > r ,  A i a '  ha 10 stesso segno di AC?) (oppure è nul10 se è 

a = r). 
Inoltre si ha (") 

00 

(37) 2&aka) = O 

e preso E ) 0 si  pub determinare p > r in modo che per N > p  sia sempre 

c yuindi, pi. la (37) 

Ora si ha, per N T p ,  

e quindi, per la (33), 

Siccome poi è 

si ricava, per N 2  1, 

(*) Osserviamo che, per + - 1 < x < r, m > Y, si ricava dalla formula di STIRLING 

con O < 9' < 1, O < 8" < 1. 
Ne segue 
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250 II. AUERIO: Sulle condiz iod  d i  t d i d i t d  dei rvrefodi 

e quindi, per l a  (40), 

in virtii della condiaione b) e della (32). 
Si pub d o r a  determinare N , > p  in modo che per N >  No sia, per la (39), 

e quindi il teorema é completamènte provato. 
Ne1 cas0 in  cui sia O < u < 1 vale il seguclnte 
TEOREDIA V. - Se la SlhCCt?~6'i0lle 

bO, b , ,  ..., b , , , o . .  

soddis fa, per O < a < 1,  alle condi~ion.i  a)  e b) de$ ireol-entri Il' e inoltre nll« condieiolte 

se è lim V,, = s, finito, è anche 
n - oo 

lim U,, = S .  
n-00 

DIMOSTRA~IONE. - Basterh provare che, mediante le condizioni poste si ha 

lim = O  
N - 0 0  b N  

cib che 6 immediata conseguenza della condizione c)  e delle (40), (41), (421, 
(43), (4-4): nelle quali si ponga K, in luogo di  K. 

OSSERVAEIONE. - Dimostriamo che se la g ( ~ )  soddisfa alla condizione (3) 
di GRONWALL, 80ddisfa anche alle condieioni a) e b) ,  se 15 a 2 1 ;  a), b),  c )  
se è O < a < l .  

Infatti in un ta1 caso I5 b,, = A(,"' 4- p,, con 1 p,, 1 < BT", B > O e O < z < 1,  
per l'analiticith di y(w) per Iru 1 < 1. 

Ne segue immediatamente che B soddisfatta la  condizione b). 
Quando alla c)  osserviamo che è 
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ed 8 lim j; =O. Percib il numeratore 13 superiormente limitato; q u a n t ~  
m-a, A,Z,' 

al denominatore, ricordando che è b, ,+ O, si pub affermare che rimane supe- 
riore a iin numero 6 > 0;  la  condizione o) è percio Gerificata. 

Considerando la  condizione a) si ha, per In (25) 

e, per la convergenza assoluta degli sviluppi di (1 - w)Q e di  y(w) per w = 1 
00 

nt! sogiie ln convergensa di L,, 1 A:' 1 ; per un noto teorema la serie stessa sarR 
O 

percib sommabile (C, a - 1) con a 2. 1. 
Dimostriaino che è anche soinmabile ((7, cc - 11) con a > 0. 
Per  qiiesto basterà [8] dimostrare che 8 nl A?)/ = O (1), cioh, per la (47), 

dove k b nna costante positiva. 
12 

Ora si ha, indicando con q il più piccolo intero ;> -, a 

dove B, é un numero positivo (*). 
La (48) è percib diinostrats. 
Ritornando alla condizione a) osserviamo che deve essere 

.- - . -- .- 

(*) V. teorenia IV, (*). 
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203 L. AMERIO : Sulle colzdizioxi d i  vnlidità dei trhetodi 

cib che avviene certamente perché il numeratore - 1 (ed è b,, +O) e il denolui- 
50 

natore resta lirnitato essendo la serie L,,, 1 A:' [ sommabile (C, a - 1) con cc, O. 
O 

3. Proprietà generali dei nietodi ( f ,  y). - c c )  Tenendo conto dei teo- 
remi IV e V si possono generalizsare i teoremi 1, II, III. 

Si  ha  cos1 : 
TEOREMA VI. - Se il contorno 1 di D è una curva rettificabile e la g(w) 

00 

soddisfn alle cowdiaiorzi del teorelna V, la serie L,u, è somnabile (f, g) e uale .g(l), 
U 

supposta la cp(z) analitica ne1 campo B. 
TEOREMA VII. - Se i l  contorno 1 è rettificnbile in u n  inforuo d i  5 = 1 e 

la g(w) soddisfa alle condizioni 
- lim - - 1 , - oa b, ,  

ln serie E,u, è somwzabile (f ,  g) e vale cp(l), supposta la y(5) analitica nei 
O 

punti d i -  D. 
TEOREXA VIII. - Se la g(w) soddisfn alle concli~ioni del teorema IV  per 

00 

u n  valore a > 1, Za serie 8,uV è somtnabile ( f ,  g) e vale 
O 

cp(1) = lim cp(zj 
8-1 

quando la 4 5 )  sia analitica i n  D, continua in D, e z - 1 restando in  D. 
b) Una notevole consegaenaa del teorema VI11 è il segaente 

TXOREMA IX. - Se i l  contomo 1 d i  D ha tutti i punti, eccetto 5 = 1, in- 
terrzi alla circonferenza I z 1 -= 1, e inoltre i l  canzpo D è intemo a u n  campo 
nrtgoloso T col uertice in z = 1, d i  atlzpieeaa < 7 ~ .  e avenle per bisettrice il 

00 

segmenta 1 '-IO, è so~n~~zctbile (f, g) ogni serie Y ,  u, la qunle sia sowwtabile 
O 

(C, ô) (con u n  valore ô > - i), quando la g(w) soddisfi alle condizioni del teo- 
+ewta IV per un valore a > 1 .  

w 

DIMOSTRALIONE. - Supposto che la serie Lvu, sia sommabile (C, ô), con 
O 

ô > - 1, e converga al valore s, sarà, per un noto teorema, lim y(z) = s, 
2-1 

quando a - 1 in T e quindi, a maggior ragione, restando ne1 campo B. Es- 

sendo poi tutti i punti di B, escluso a= 1, interni alla circonferenaa 1 a 1 = 1, 
si pub affermare che la  y(z) é continua in D, analitica in D. 
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Applicando il teorema precedente si ricava allora 

lim U,, = S .  
%-CG 

OSSERVAZIONE. - A proposito del teorema IX bisogna notare che due 
metodi (f,,  g,) e (f,, g,), soddisfacenti entrambi alle condizioni in esso richie- 
ste con due valori a, > 1, a, > 1, possono attribuire valori diversi a una 

00 

serie Z,u, la quale non sia sommabile (C, 6)  per nessun 6 > - 1. 
O 

1 
Si ponga ad escmpio u, = (- 1 ) ~  9, sicch& sarà. p ( 3  = 1/- - i ,  e 

2 

supponiamo che il campo Di relativo alla f,(s), pur soddisfacendo alle conclizioni 
1 

del teorema IX, non contenga il punto singolare z - - - 2  ma sia tale che per 

1 
R(z) = - si abbia pei suoi punti I(z)  > 0. 2 

Ora quando z - 1 in Di la  funzione - -g analitica nei punti di B, , v r  
-i _ __. y %, si ha  percib 

Se adesso supponiamo che il campo &, relativo a f&), sia costituito 

dai punti coniugati di quelli di Di,  quando 8-1, restando in  z,, la  fun- 

i 
zione vi - e, analitica nei punti di &, i - e quindi si Ncava 

V! 

c) Nei teoremi VI, VII, VI11 si pone in reladone l'analiticità d i  cp(z) 
m 

in D o in Dcolla sommabilità (f, g) della serie Z,u,, relazione che è ulterior- 
O 

mente precisata da1 
TEOREMA X. - Se lim U,, esiste finit0 e la  funziorce g(w) è analitica e 

n-w + O per 1 w 1 < 1, la  cp(z) è analitica in tutti i punti del campo D. 
DIMOSTRAEIONE. - Siccome esiste finito il lim U,,, esiste una costante 

n - co 
positiva M per cui è 

I ut, ( 5z M 
e quindi 

(49) 1 U,,bnwn I sz M l b,,wn 1 .  

Alznali d i  Matematiea, Serie IV. Fomo XVIII. 
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254 L. AMERIO : Swlle condiaiovzi di validith dei metodi 
- - --  - -  

Siccome poi per 1 tu 1 < 1 converge la  serie 

per la (49) sarà, pure convergente ln - 

e rappresenterà iina f uiizione 
Ne segue, ricordando che 

analitica per j w < 1. 
A g(w) += O per 1 w j < 1, 1' amli ticita rie110 utesso 

campo di 

ciob, per la (6), di 

e quindi di  cp(a) in 
i l  cerchio tu 1 < 1 

D, a causa della corrispondenaa biunivoca e conforme tra 
e il campo D. 

d )  Sia o una linea continua, aperta, avente un estremo in s = 1. Dire- 
O0 

mo che la serie L,u, t: sommabile con un metodo di POISSON yeiieralizzato 
O 

( P ,  O),  quando esiste finito i l  
lim cp(z) 
z- . i  

supposto che s- 1 lungo o ;  come valore della serie si assumera 
stesso. 

Cib premesso. un'estensione del Io teorema di GRONWALL è 

seguente 
TEOREMA X I .  - Se la g(w) soddisfa alle condiaioni del teorema 

il limite 

data da1 

X e per 
i coefficienti b,,=P,, + i 6 ,  del suo sviluppo si ha P,, > O  per n > no sufficien- 

00 w Ca 

temente grande, X,, P,, = + cal L, 16,1= k ,  finit0 ; e se la serie L,u, è sowuna- 
O O O 

bile (f, g), essa è anche sommabile ( P ,  (T), con to stesso valore, quando come 
Linea a si prenda quella d i  equasione 5= f(w), con O <  w < 1. 

DIMOBTRABIORE. - Pnsto s = lim U,, , pel teorema X la  fun~ione  cp(a) è 
n - w  

analitica in D. Col cambiamento di variabile z =  f(w), essa risulta analitica 
per I P U  < 1 e si ha 
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d i  somrnazione d i  Grorcwail 255 
-- 

da cui 

E 
Fissato E > 0, per n > ni sarà 1 U,, -8 1 < ; preso N maggiore del pih grande 

-- 
tra i numeri no e n, , siccome é lim L,, ~,VU'~ = -+- oo q u a n d ~  w - 1 assu- 

w-1 N 

M N-1 
msndo valori reali, per 0 I nl, -S w < 1 Sarh 2,, P,,Wn > k + Z,, / b,, 1 e si avrA 

I 
N O 

N-1 E N-1 

Yosto A = L, )(Un - S)  bn 1 i- - le, B = k: -t- Zn ( bn 1 ,  sarà allora 
. O 3 O 

quando sia w, < W ,  <TV < 1. 
Ricordando che la  funaione B = f ( w )  B continua per 1 rv 1 5 1, e quindi 

per ni, < w < 1, ne segue la  tesi. 
Da questo teorema si ricava che, nelle ipotesi fatte, i l  rnetodo di somma- 

eione (f, g) non é più potente del metodo di POISSON generaliaaato. 
Inoltre se una serie é sommabile coi metodi (f, g,) e (f, g,) i d o r i  che 

si  ottengono sono eguali, mentre, come risulta dall~osservazione che segue al 
teoreina IX, non sono eguali in generale i vnlori ottenuti con due metodi 

( f , ?  $741, ( f 2 3  g2). 
Bisogna perb ora osservare che nella grande maggioran~a dei metodi di 

sommazione usati in pratica (ad esempio in quelli ricordati nell'introdueione) 
i coefficienti del10 sviluppo di z = f(w) te cos1 pure i b,), sono reali e quindi 
la linea o B costituita da1 segment0 0'-'1. 

Ne segue che, se si fa una tale ipotesi su f , ( ~ v j  e f2(9v), supposta la serie 
8 

S,U, sommabile ( f i ,  g , )  e (f,, g,), i valori che si ottengono sono eguali, quando 
O 

naturalmente g,(?v) e g,(w) soddisfino alle condiaioni del teorema XI. 
Ora queste, per quel che riguarda i b , ,  sono certo verificate se i b,, 
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206 L. AMERIO : Szclle cortdisiouzi di tdidità dei nzetodi 

sono reali e si h a  

Li 1 i m . - - = l  I ~ , I > H A ~ )  
n-bo ba 

a > O  

dove H è una costante positiva, cioè quando abbiano luogo le b) e (33) del 
teorema IV O le b) e c) del teorema V. 

Infatti in ta1 cas0 per n ) n ,  sufficientemente grande i b,, avranno tutti 
10 atesso segno, per esempio positivo (se fosse b,, < O, bssterebbe cambiar segno 
alle g(w), il che non altera i l  valore di  Un) ; sarà allora per w > m,, 

b,,  >  HA^) 
m 

o ln serie L,, b,, divergerà a + oo. 
a 

4. 1 metodi (6 g) e i l  prolungamento analitico d i  una serie d i  potenze. 
- Ne1 trattare l'applicazione dei metodi ( f ,  g) a1 prolungamento analitico di 
una serie d i  potenze faremo l'ipotesi che le funzioni f(w) e g(w) soddisfino 
rispettivamente alle condizioni del teorema 1 (contorno 1 rettificabile) e dei 
teoremi V e X. Si supporrà inoltre che tutti i punti della linea 1 esclnso Z= 1 
siano interni alla circonferenza (2:  1 = 1. 

S i  abbia ora la serie di potenze 

e si  dia a O un valore 5+0. Indicando con [D e 55 i campi che si 0 t h -  
gono da D e C moltiplicandone i punti per 5, possiamo dimostrare il 

Ca 

TEOREMA XII. - S e  la funzione F(a) è analitica in D la serie L,avSY 
O 

è sowwnabile (f, g) e vale F(Q 
Se i n  S D esiste yuulche singolarità della F(z) la- serie stessa nofi è sonb- 

mubile (f, g). 
DIMOSTRAZIONE. Se F(a) 6 analitica in [ D ,  posto u, = a,[,, la funzione 

b0 Ca 

y(s) = X,uvsV è analitica in e pel teorema V I  la  serie L,uv B sommabile 
O O 

( f ,  Y) e vale ~ ( 1 )  = W). 
Se in D esiste qualche singolarità della P(z), in D esisterà qualche sin- 

00 

golarità della y(a)  e, pel teorema X, la serie Suu ,  non sarà sommabile ( f ,  g) .  
O 

Supponiamo ora che la  F(a) abbia una sola singolarità al finito ne1 
punto s = 5 , .  
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Indicata con Z-l l a  linea di equaaione 

00 

dimostriamo che la serie E,,a,p é sommabile ( f ,  g), e vale F(E), per 5 apparte- 
O 

nente al campo aperto A , ,  avente per uontorno la  linea EOZ-', mentre non 6 
sommabile (f, 9) se E è esterno ad A , .  

Infatti, pel teorema X, la sommabilità si ha nei punti 5 per cui 13 S f(w)+So 

per ogni valom nr con 1 w 1 < 1, cioh + e quindi appartenente ad A,;  
f (m! 

la  sommabilità viene a mancare nei punti 5 per cui esista un TU,,  con 
1 YU, 1 < 1 ,  tale che si abbia Ef(wl) = t,,, ci06 per 5 esterno ad A,. 

Ne1 cas0 in cui la funaione P(s) abbia più di  un punto singolare, ma sin 
uniforme, si indichi con Si un generico punto singolare e con A, il campo 
aperto costituito dai punti interni alla linea gil-' e con Q llinsieme costituito 
dai punti comuni a tutti gli A i .  

Si dimostra [9] che L? 6 un campo aperto semplicemente connesso. 

Se 5 A in 8, nessun punto singolare 5, della F(z) cadrà ne1 campo E D  e 
00 

la serie .XvavE~ sarà sommabile (f, g) e varrà F ( [ ) ;  se 5 è esterno a Q almeno 
O 

un punto singolare Si della F(s) cadrà in  g ZI e verra a mancare la  somma- 
bilità ( f ,  g) della serie stessa. 

Inoltre, per l'ipotesi fatta sulla linea Z, ad 52 appartengono i punti di 
analiticità. della P(s) non esterni alla circonferenza di convergenza della serie 
CT> 

z, CG, a' . 
O 

Ne1 caso in cui la F(a) (considerata corne complesso di tutti i suoi ele- 

menti) non sin uniforme potranno esistere dei suoi punti singolari En che. 
cadano internamente alla circonferenza di convergenaa, di raggio R, della 

00 

A questi punti si giunge perb esegucndo i l  prolungamento analitico lungo 

linee 4 che partano da ~ = 0  e avvolgano dei punti singolari non interni 
alla circonferenaa stessa. 

Sia 5, unpunto singolare della F(s), soddisfacente alla condizione 1 ci 12 R 
e 8' il campo aperto, semplicemente connesso, costituito dai punti comuni a 
tutti gli A, relativi ai punti Ei. 

I l  campo P' contiene manifestamente i punti tp, perb siccome non si pub 

tracciare nessuna linea che non sia parzialmente esterna a Q', gli & non 
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sono da considerare come punti singolari e in $2' la F(s) risulta analitica e 
uniforme. 

Se allora 5 appartiene a Pr,  siccome ne1 campo C D  non pub cadere nessun 
m 

punto Si, ne segue la somrnabilità (f, g) di L,a,&' che varrà P([). 
O 

Un altru campo 8 "  in cui B sicuramente possibile l a  sommabilitA (f, g) 
della serie data, è stato indicato da1 BIRINDELLI [IO]. 

Precisamente si  ha  Che, se l'elemento di funzione analitica si pub pro- 
lungare analiticamente in  un campo semplicemente connesso 2, dando luogo 
a un ramo monodromo F(E), l a  serie data sarà sommabile (f, g) verso la 
somma P(c) per 5 interno all'insieme SA,,  dove S & l'insieme complemen- 
tare di L, rispetto al piano z. 

Ne1 caso in cui Z è la stella rettilinea, S è costituito dai punti zEi, 

dove i punti 5, sono certi punti singolari del ramo (quelli che si incontrano 
ne1 prolungamento analitico della F(z) lungo semirette spiccate da z =  O), ed 
è T 2 1. La sommabilità sarà allora possibile per 5 interno a tutti i campi kiA,, 
e ai loro omotetici rispetto all'origine con rapporto T > 1. 

È chiaro che il ragionamento del BIRINDELLI equivale a l  considerare 
come punti singolari tutti i punti di S. 

Se P è il campo aperto, costituito dai punti appartenenti a uno almeno 
C a  

dei campi Q' e Qu, possiamo affermare Che, per 5 in Q, la serie L,a,cv B som- 
O 

mabile (f, g) e vale F(<).  
Supponiamo ora che i l  campo D sia interno ai  suoi omotetici rispetto 

all' origine, con rapporto T > 1. I n  ta1 caso, assumendo come campo Z la  stelln 
rettilinea, 62" sarà costituito dalla parte comune a tutti i campi t i A ,  ; inoltre 
conterrh Q' e quindi coinciderh con B. 

w 

Se allora 5 appartiene a Q, la  serie L,a,kv è sommabile (f. g) e vale F(E): 
O 

se invece 5 13 esterno a Q, cade entro ED almeno lino dei punti 5, e il raggio 
vettore che 10 congiunge a 5 = 0 : ne segue, pel teorema XII. che la serie 
data non & sommabile (f, g). 
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Lie Drrivatioii in Geiier:tlized Metric Spaces. 

E. I. DAVIES (London). 

- -- 

The reinark is' made by DELENS (6) (0 that the theory of generalized 
inetric spaces, developed mainly by FINSLER (hence called PINSLER spaces) (91, 
SYNGE (I l ) ,  ~ ' A Y L O R  (13)) and- BERWALD (1)) may be said to have reached a 
f i~ ia i  form with the publication of CARTAN'S tract (4) on the subject. The 
parallel transport of vectors as introduced by BERWALD does not possess the 
property of preserving the lengths of the transported vectors. CARTAN imposes 
the a priori condition that this property must be a feature of his parallel 
transport, thus imposing a first set of conditions upon his otherwise arbitrary 

two sets of functions I'jk and cjk defining absolute derivation. Again the 
restriction imposed in the Geometry of BERWALD, of having the parallel 
transport defined only in the case in which the element of support » [ele- 
ment-d 'appui  (CARTAN), ausgeseichnetes Linieizelerr~ent (BERWALD)], i s  transported 
parallely to itself does not appear in the Geometry of CARTAN. HOWEVER, the 
imposition of the condition of syrnmetry with respect to the lower indices of the 

set of functions f'jk which enter into the expression of the absolute derivative 
of a vector when its element of support is transported parallely to itself con- 
stitutes one of the five (') conventions which are necessary in  order to deter- 
mine the Euclidean connection of the space. 

An es~ent ia l  point in which the geometries of CARTAN aild BERWALD 
coincide, however, is that in both cases, when the element of support is taken 
to be the tangential element to an extrema1 curve, the absolute derivation of 
the unit tangent vector vanishes. This is implied in the remark made by 
CARTAN (p. 19) that in the two geometries, the parallel transport of the ele. 
ment of support (x, x') obeys the same laws. Consequently the extension of 
Levi-Civita's work on geodesic deviation which have been carried out by 
BERWALD (2), DUSCHEK-MAYER (8), and KNEBELMAN (IO), are valid for the 

(1) Shese nurnbers Tefer to the Bibliography at the end of the paper. 
(7 Cartan has stated in a lecture that the nuinber can be reduced to four (see Cartan). 
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geometry of CARTAN. The same applies to the extension of the parallelograni' 
moid of LEVI-CIVITA which has been given by BERWALD. 

As a consequenoe of the removal by CARTAN of the restriction with re- 
gard to the parallel transport of the line element itself, there are, in his casv, 

three types of curvature lensors. One of these tensors, the ~ ; k l  corresponds 

to the K& tensor of BERWALD, and is obtained by transporting a vector 
round an infinitesimal circuit, with the element of support tramported paral- 
lely to itself. This tensor of Cartan's may be expressed fairly simply in ternis 
of the correspondiny one of Berwald's geometry. 

I n  the first part of this paper we give some formulae which have dready 
been given by BERWALD, in the slightly modified form which they take in 
the CARTAN Geometry. SINGE, with the publication of Cartan's tract, the theory 
of generalized metric space attains the degree of completeness (in essentials) 
possessed by the rcstricted metric spaces of RIEMANN, we may now consider 

4 

the extension to the more general case of certain useful notions and opera- 
tors from the RIEMANN Geometry. Accordingly in  the second part of the paper 
we extend the operators which have been already used bg SCHOUTEN in his 
treatment of deformation problems. The notation, except mhen slight modifi- 
cations have been necessary for the particular purpose in view, is that of 
CARTAN. 

1. Let US consider a contravariant vector Xi@, a') homogeneous of degrec! 
acro in the z'j. Its covariant derivative as defined by CARTAN is 

1 Since the G' occiirriup in Cartan' 8 work correspond to the , y' ocourring 
i 

in BERWALL), and consequently thc 

we can m i t e  the corresponding B E R W ~ ~ ~  derivative 

so that (CARTAN, eq. XV, XVII). 
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Before proceeding to the consideration of the second covariant derivative, we 

first express the K;kh of B E R W A T ~  in the notation of CARTAN. We have first 
of al1 that (CARTAN, eq. (12)l. 

and since, b ~ -  convention D, the x t r ~ { , . = O ,  we have @ARTAN. q n .  X). 

We can therefore write 

With dhis notation, we have 

and correspondingly for the CARTAN covariant derivatives 

+firi  f i c m  
mh jk- mk ~h 

so that (CARTAN, eq. XIX') 

From this equation and the identity XXII of CARTAN, we may easily deduce 
* .  

the cyclic symmetry of this tensor R j k h  with respect to its lom-er indices. For. 
using Csrtan's remark (p. 36) that the tensor Rijkh is skew-symmetric in tis 
first two indices, the identitg XXII may also be written in the form 

On using the symmetry of the Aihn, in its three iiidices, raising the index i ,  
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and using (7), we deduce immediately 

* .  
I n  view of the similarity in the construction of Rjkh and ~ j r h  from f'jk 

and ~j~ respectively, one would expect a fairly simple relation to hold bet- 
ween then. I n  fact, on using 

. * .  
G ; ~  = rjCk + ptjlc 

we get 

On contracting this equation with I I ,  and remarking that Pi, = O, we 
shall have 

i 
&kh = K W h  

so that the tensor of cimponents 9R:kh coincides mitli the fundainental tcnsoi. 
of curvature (Grundfensor der kl.u.rîtmung) of BERWALD, the vanishing of whicli 
characterizes absoliite parallelism of the elements of support. This coincidence 
is also evident from the expression for ~ l l & ~  given by CARTAN. But it is a 
well-known featnre of the BERWALD Geometry that the components of the 
four-index Curvature tensor are the derivatives of the components of the fun- 
damental tensor of Ciirvature with respect to x'j, i. e. 

and (8) may therefore be written 

so that we may regard (10) as expressing the R tensor in terms of the cor- 
responding fundamental tensor and of the torsion tensor and their derivatives. 

The equation (5) and (6) may nom be re-written in the forms 
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where we notice that the expression X i I h  + A i h X n l  in the coefficient of wh 

(CARTAN, p. 14) in the expression for the absolute derivative of Xi)  and, in 
order to shorten some of the expressions coming later, we write 

with obvious extensions to tensors in general. With this notation, therefore, 
we should have 

D X i  - Xill,,Wh -+ X t  1 

The forinula given by BERWALD (1, p. 53) for the interchange of the order 
of covariant derivation and partial derivation with ~espec t  to xl"becomes 
modified in this case to 

. . 
For a genernl tensor xi::::: the equation (12) and (14) becoine 

2. Let us nov consider an infinitesimal transformation of the form 

( 1 3  2.' = xP -1- vi(x)dt 

where ui(z) is a vector field defined over the region of the space considered, 
and where dt is to be treated as an  infinitesiinal constant. The points of the 
space therefore undergo a small displacement of amount d z i  = vi(x)dt and 

the parametero di (= $) of direction of the element of support have the 

corresponding increment 
dui 

dx" = vl'(x)dt = -- dt. 
d ~ :  
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The value taken on by the vector field X f ( x ,  z') at the new element (x -t dx, 
rf + dx') will be given to first order by 

(16) 
ax axi Xi(x, 2') = Xi(x, T') + - d r h  + - dxfh. 
Sxh Clxfh 

TJsing the fnct that 

and taking 
wri te 

(17) 

Taking the 

Schouten' s 

( 18) 

where 

xccount of the lioinogeneity of degree zero of the Xf(x, z'), Ive van 

particular values of dxh and of dzf1?n this case, a n d  usiiig 
i 

notation d X i  for the difference Xi(%, 2') - X i ( x ,  xf )  we can write 

so that the last term on the right hand aide of (18) map also 1)e mritten 

If we now denote by X(x ,  xfll%, 2') the vector transported by parallelism 
from the element (x,  x') to (Z, 2') then since 

* .  fivh 
(191 Ixf = Xi(x, xf 11%) 2') - Xi@, x') = - I'ihXjvndt - A > X ~  -- dt.  

ds 

If, finally, we denote by Xi(%, 3') the transform of the .vector field Xi by 
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-- 

the infinitesiinal transformation (151, we shall have 

- 

(20) 
ax i  aui 

Xi(2,  2') == X h  - = .X i + Xh dt. 
axh ax 

We shall cal1 Xf((z, 2) the vector X i  u displaced » (mitgeschleppt) from (x, x') 
to (X, Z), and we write 

aut dxi = Xi@,  z') - Xi(x, ac') = Xh - dt. axh 

me shall have three invariant derivatives 

which are the generalisations to PINSLER space of the covariant, the Lie, 
the apparent » (scheidare) derivatives of SCHOUTEN and van KAMPEN 
in ordinary Riemannian space. 

. . 
2,...2,. (133) (293) 

For a general tensor X j ,  ...js the D and D respectively become 

Since the field values and the displaced values exist also for geoinetric objects 
whose laws of transformation do not happen to be the tensor laws, Ive max 
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apply the Lie derivation, whicli does not involve any law of connectioii i n  
* .  

the space, to such quantities as the rSk with *the Iaw of transformations 

and re-writing the last terin on the right-hand side in the form 

we have 

dt. 

and consequently 

afik i)vh 
where the last term may also be written C - - - .  The tensorial character 

axfh ds 
* .  arjk 

of the f a x , ,  i s  pointed out by CARTAN (p. 33) and henca the Lie derivative 

of the f'ik is a tensor although the fik itself is not. When the coefficients of 
connectiori are functions of position only, the last term on the right haud 
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sido of (30) vanishes, and we obtain the corresponding expression for the Lie 
derivation oE the connection paraineters in ordinary affinity-related spaces 
(see 7, p. 114). 

We next consider the e£lect of interchanging the order of the two ope. 
(13) 

rations D aiid the covariant derivative as defined by CARTAN. We have in 
fac t 

(1931 33) 
(3l) D (Xili) -- (BXi ) l j  -- eh(Xi l ih  - X i  i hl) . + 

On nsing (12) aiid (14), and afterwards taking accoiint of the expression just 

giveri for the Lie derivative of the lye ~ a n  obtain 

the right-hand side of which retains only the Eiïst term when the X i  is a 
fuuction of position only (see 7,  p. 118). 

(4'4 
The corresponding result for the interchange of D and covariant deri- , 

vation is 
(2,3) ( ~ $ 3 )  

(33) D(Xi ,)- ( D X ' )  j = X%ilhj + Xilhvhlj  +- 

S. Applying the general expression for the Lie derivative of a tensor to 
the fundamenhl metric coefficient o~,~(x ,  id), we have 

On using g , l h = O  and hence the fact that the order of covariant derivation 
and the raising and lowering of suffixes may be interchanged, we shall have, 
on rernarking further that gij:h = 2AGh in place of (34), the following siinpler 
equation 
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The eqnations 

(36) 
l f ,JI  
Dg, = O 

are therefore the generalizations to FINSLER spaces of the well-knowri equa- 
tion of Killing giviiig the necessary and sufficient conditions for a motion in 
Riemannian spaces. The conditions of integrability of these equations in gene. 
ralized metric spaces have been investiyated by KNEBELMAN (10). 

If we consider the effect of the displacement vf(x)dl upon the element of 
arc of a curve xi = x i ( r )  in FINSLER space, the tangential eleiiient being taken 

ds 
as the element of support, we have, on reconstructing - at the point 

dr 

and on quoting 

and retaining terins of the firüt ordtbr oiily in (Et, tlic followiiig equation rem 
sults: 

If me now ninlie use of the convention D of CARTAN, t l ~ t  JiAl,ih = O, the 
equation (37) becomes 

mhich inay bo flirtlier iiiodified to 

so that 

ds  5 ,i -- - 1- J i -  dt. 
ds ds  

These correspond to the result giveii by DUSCHEK-I\IAYER (8, eqn. 23) in the 
form 
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rid 
with = 1,- measiiring the « dilatation ». This quaiitity will vanish if 

d.9 
the conditions giveii by SYNGE (1.3) in the Riemannian case are ~atisfied. The 
conditions are 

5 v f  
(i) thnt - = O  along C, i.r. tliat the variation vector is propagated pa- 

ds 

Dvi 
(ii) that -- is normal to C a t  every point of the curre. 

ds 
On writing 0 in the form 

wherr p' is the first ciirvatiiro vector of the ciirve, can say further that 
@ = O  if 

( i i i )  the rui-rc is g~orlesic ( p i  =O) ,  niid thr pro,jection of the variation 
vector on the tangent vector is constant. 

4. The varioiis kinds of invariant depivatives are not exhausted by the 
three whicli me have already named. For, as is pointed out by SCHOUTEN 
and Van KAMPEN (11), a geometric object defined in a certain mny nmy take 
on a value nt the new point Zi = xi + v"x)dt which is neither the natural 

i 
value (corresponding to the  incrernent d), nor the parallely-transported (cor- 

2 3 
responding to d), nor the displaced (corresponding to d). In siich a case me 
shall refer to the zwried value, and denote the corresponding increment, assii- 

v 
ining the continuity of the coinponents of the geometric object, by d. Let UR 
consider as an example of t,his the first ciirvatiire vector of a ciirre, which me 
shall write in the forin 

. .  d%i * d x j  d d  
p' " - nn. -+ G -& -& 

*.  
wliere the inay a180 Iw i*eplaced by the Gfk or again by the three-index 
simbols of CHRISTOFFEL. The value takeii hy this vcctor at the new element 

To obtain the expression for the right-hand side of @O), we have 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



272 E. !@. DAVIES: Lie Derivation i n  Geszerctlized M e t ~ i c  Spaces 

so that to first order 

Similarlg 

If these valnes from (41), (42)) and (4.3) are inserted on the right-hand sidtl 

and the equa.tion (El), we shall have, on taking out the finite terni p i ,  that 

* .  * 
W .  * i  Dvz 1 d d  dxh 
dpt= [Id,,, + R,,ivz+ -- - - - - asrz d~ I d s  d s  

d a  d x i  - 2DFi - - . - + - . p j  dt. 
d s  da ] 

On substracting from this the expression 

we shall have an invariant derivative which is very siinilar to the Lie deri- 
3 

a d - d  
vative and which we shall denote bÿ D =- 

dt 
so thnt 

If we are dealing with an extremal curve, with p"0, the deformed 
a 

curve will also possess this property of being' extremal provided Dpi = O, i.e. 
provided 

. (48) 
* .  . d@ 

vi o o  + R:, j ~ l  - - 1' = O d s  

and if any of the conditions for @ = O are satisfied, then we have the simple 
form of the equation of the geodesic deviation already given byv CARTAN, 

* .  
since R:, = R:,. 
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If s is not taken an the parameter along the curve, i t  would be conre- 
nient to take the equations of the paths in  the form which is preserved for 
al1 changes of parameter, namely 

(46) 
dûi [ d 2 d  + dxR d x l ]  dxi  [ d 2 d  - -  
d7. dt' h l - - - -  di dt dl 

we shall obtain 

as the conditions for an infinitesimal projective collineations which have 
been investigated in detail bi KNEBELR~AN (10) 

' ir, 9 )  

5. J i ~ t  as in the case of ordinary Riemannian Geoinetry, the D may 
serve in this case also to define orthogonal ennuples, and hence analogues 
of the Prenet formulae for curves, where the elelnent of support is always 
taken to be the tangential element to the curve. 

The set of vectors 

do not forin an orthogonal and normed set of vectors. Such au orthogonal 
set of unit vectors ik(p = 1, ... , n) can by dednced from thein by the iisnal 

P 
Schmidt method. The corresponding Frenet Formulae are of the same form 
as in the Riemannian case (see 5). 

These equations wiil simplify for the case r = 1, s = 2, in virtue of the gene- 
ralized RICCI identity, since in that case 
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and when the displacernent vector v k  is tangential to the curve, me get the 
generalized FRENET formulae as given by CARTAN for a FINSLER space of 
3-dimensions? ancl by TAYLOR for n diinensions. 
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Suiitu. - L a  Meeinoriu è detlicuta prir~ciyalirzeiite a l la  riceica del tnassimo v e del i ~ i ~ z i t n o  
nutnel-O IL delle equazioni cl'ordi~ie s - 1 ( l h .  i?tclip.) a clci pu6 sodtlisfure uwa Ti( che 
posslede w ~ E ,  di yr. (ak - 1 5  6 < 3k - 2: O < r < s - l), cloue k ,  6, r, B sono asse- 
gnati ,  e al10 studio delle V k  sotldisfacetzti a 11 O a v eqzcueio+zi d ' o r d i m  s - 1 e che 
posseggotto oo8E2 d i  yr, S. 

1. Alla teoria delle ciirve quasi-asintoticlit?, sortit dalle ricerche di BON- 
PIANI, sono dedicati alcuni iniei lavori reccnti ('). 

Nella ricerca delle varietà V,, clle posseygono curvt! quasi-asiiitotiche 
(di indici assegnati) e che forniano totalità pure di tipo assegnato, seguendo 
le direttive esposte in lino dei iniei lavori predetti ('1, il 11i.oblt.iiiit yiii iinpor- 
tante che si presentit per primo è il segiieilte: 

Ricercare  le  TTk clbe yosseggouo -QE, d i  y,+,, cioè che ~ z e  poss~ggoico 
o c ~ 2 k  b1 per o p i  E,  (2k - 1 < ô  < 3k - 2;  s > 2). 

Q~iaiiclo unit Vh possiede ooW2 di y,., (r < s - 1) soddisfa il 

eqiiitaioni d'ordine s linearmente indipendenti (n. 2 ) ;  invace il nuinero delle 
eqiiazioni lin. indip. d' ordine s - 1 a ciii tale Vh soddisfa  no^ è scinpre 10 
stesso, p:.r gli stessi valori di k, 6, r, S.  

La Nemoria e dedicata principalinente alla ricerca del inassirno v e del 
ininirno numero y delle predette eqiiazioni d'ordine s - 1 (k, 6, Y, s essendo 
assegnnti) e al10 studio delle Vk soddisfnc,enti a y od n v equazioni d'ordine 
s - 1, e ohe posseggono oos Ei di y,., , . 

Ne1 caso del miniino p 6 notevole sopratutto l'intervento dei sistemi a 

(') Ricordero qui i seguenti: Ricerchs sulle cuvve qtcasi-asirztotiche, Note 1 e 11, . Reii- 
cliconti dell'accademia dei Lincei B, vol. SYVIII, ser. Ga, 1938, pp. %'!, 302: Iltcerche szclle 
var i e tà  V k  clze posseygono = S E ,  d i  7 , .  3 ,  con particolave vigztavtlo al caso K = 4, e = 8, 
u Memorie dell'Accadeniia dei Lincei D vol. VII, sei .  Gn, 1939, p. 863. I l  piiiiio di qiiesti lnrori si 
richiamerà con IT ed il secondo con 11. Pcr le  nozioni di ciirva y,., , e di  E,, di y,., , di 
iina Vk, rimando ai suddetti lavori. 

(') VILLA, N, n. 1. 
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caratteristiccc di Bowzpiani (q, corne B precisato ne1 teoremn del n. 3. Questo 
fatto attribuiece agli stessi sistemi a caratteristica del BODIPIANI nuovo inte- 
resse per I'applicanione che se ne fa e se ne pub fare alla teoria delle c u v e  
quasi-asintotiche (nn. 4, 16). 

Ne1 cas0 del massimo v le T/k che posseggono cas E, di y,-,, , vengono 
determinate tutte (n. 7 ) :  esse sono le Vk dell'S,, 3k-S-l i cui S(s - 2) osc~~atovi  
riempiono 1' Sp1.3k-6-1 ambiente, dove p è la dimensione dell'S(s - 2)  osculatore 
y enerico. 

Fra le V, che posseggono c d  E, di y,.,, , queste V,  sono le uniche che 
presentano un comportameuto ordinccrio rispetto agli E2 di y,-,,, che pos- 
seggono (n. 8). 

L a  conoscenna dei numeri p e v é essenaiale per la ricerca della massima 
e della minima dimensione che pub competere al10 spctzio arnbiente di una I.Tk 
che possiede cos E8 di y,.,*; questo problerna viene risolto nelle sue linee 
principali nei nu. 13, 14, 15. 

Fra i risultati ivi ottenuti espongo qui i seguenti: 
a )  L' unica Vk che possiede ms E, di y , ,  , , e per cui 10 spazio am- 

biente raggiunge la massisna dimensione cowpatibile con tale ipotesi, è il 

rappresentante le quadriche di S3k-S-1. 

b) Le uniche Vk che posseggono ooS E, di y ,,, , e per cui 10 spazio ~ I W -  

biente raggiunge la minima dimensione compatibile con tale ipotesi, sono le V k  

deZl'S4k-6-t i cui S k  tangenti rientpiono 10 spazio ambiente. 
E più in generale: 

c) Le uniche V k  che posseggono oos E, di ~ ~ - 2 , ~ ~  e per cui 10 spaaio 
ambiente ha la minitna dirnensione corî~patibile con tale ipotesi, sono le V k  

dell' Sm, 3k-s-l i cui S(s - 2)  osculatori hnnno dimensione p, e rie~npiono 
1' Soo+3k-& 1 ambiente (dove p, si sa calcolare). 

Lo studio delle predette VA de117 S,, 3kPS-1 mi ha permesso di risolvere 
una questione che interessava un punto delicato della teoria delle curve 
quasi-asintotiche : 

(3) U n  sistema d'equazioni (lineari, ornogenee, alle dcrivate parziali) dicesi, con BOM- 
PIANI, a cara t te r i s t i ca .  quando i coni che si possono asvociare alle singole eqiiazioni del 
sistema s i  speszano tutti  i n  un iperpiano fisso e nella parte residua  ariab bile d a  equtizione 
ad equazione. Si vecla: BOMETANI, S i s t e m i  d i  equazio iz i  s i vzu l ta~zee  a l l e  d e r i v a t e  p a w i a l i  cc 
c a r a t t e r i s t i c a ,  * Atti dell'Accademia d i  Torino U, vol. 49, pp. 84, 113; 1913. Questo lavoro si 
richiamer8 con A. 
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Corne ebbi già occasione di rilevare in  miei precedenti Iavori, in tutti i 
casi finora noti (fra oui il caso generale per k < 5 )  di Vk che posseggono 
oo2"P-' E, di y{ ,  (O < p  < k - l), gli E2 di y{, della V, sono organizzabili 
in curve y,., e p e s t e  dipendono da p funaioni arbitrarie. 

Sorgeva cosi spontanea la  domanda: per s > 3, le y,-,, , di una Vk cl18 
possegga o d A + p - '  (O < p  < ?i - 1) E, di y,-,, , dipendono necessariarnente da 
fiindoni arbitrarie ? 

Orbene: l a  risposta a questa d o w c n d a  è negativa (nn. 11, 12). 
Dalle Vk del11Sp+3k-6-1 precedenti si hanno infatti, per s > 3, esempi 

di Vh che posseggono coqE', di y,-,,, e le cui y,-,,, nolz dipendono da fiin- 
~ i o n i  arbitrarie: cosi una V, deZl'S, , ,  i c u i  S(2) osculatori so~zo  regolari e 
r i~wtp iono  Z'S,, ambiente, possiede w6 E ,  d i  y,,, e le y,., d i  essa n o n  dipen- 
dono d a  una fu~zs ione  arbitraria.  Le se~ ion i  iperpiane di tale V, sono infatti 
superficie dell'S,, e una superficie del17S,, non pub possedere oo' y,,, (n. 11). 

Ritornando al caso del minimo p, ho dimostrato (n. 4): 
L ' u n i c a  Vk che possiede coqE, d i  y,,, (2k - 1 c; 6 < 3k - 2 ; O ( r < s - 1), 

e soddisfacente al miniwzo numero  p d'epuazioni  d'ordilze s - 1 (l in.  indip.)  
e ( p e r  s > 3, 6 > 2k - 1) a l  rnassivno numero  c l ' equa~ion i  d i  Laplace 
(l in.  indip.) cosnpatibile con tale ipotesi, è fqualunque siu Y) il cono c>" 

+qk-8-1 
S f i ( ~  +i) .... .(s+3k-o - 2) proiettante d a  un So-2B ZG T3k-a-i r u p -  

(3k-8-1) ! +8-2k 

presentante le forme d 'ord ine  8 - i d i  un. S3k-8-1. 

Questa proprietà caratterizza i coni c:'; ad essa ero già pervenuto 
per s = 3 (4). 

Per  caratterizzare, per s > 3, i coni c$' é dunque occorsa un7ulteriore 
condidone (che l'S(2) osculatore a V ,  abbia dimensione minima), come ap- 
punto prevedevo in altro mio lavoro. L a  diversità fra i casi s = 3 e s > 3 é 

spiegata (n. 16) dai sistemi a caratteristica che intervengono e la  necessita 
per s > 3 di que117ulteriore condizione é provata ne110 stesso n. 16. 

1 coni ~ 2 "  porgono un notevole esempio di Vk che possiede oos E, 
di y,.,,, qua lunque  s i a  r, le cui y,.,, dipendono da 6 - 2k + 1 funzioni arbi- 
trarie. Esai vengono studiati ne1 n. 6. 

I n  miei precedenti lavori (j) ho collegato l a  ricerca delle varietà che 
posseggono cos E, di y,-,, , a,l problema dell7 abbassamento della dimensione 

( 4 )  VILLA, Proprietb differenziale caratteristica dei coni proiettanti le varieth che rap- 
presentano la totalith delle quadriche d i  uno spazio lineare, u Rendiconti dell'Accademia 
dei Lincei a,  vol. X X V I I I ,  fier. Ga, p. 3, 1938. Qiiesto lavoro si richiamera con P. 

(5) Si veda specialmente N, nn. 7, 8. 
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p w  la varietà 1.1'1o - 2)' luogo degli SIS - 2) osciilatori a iina V k  (S > 21, 
che per s > 3 f u  posto per la  prima volta da1 BOMPIANI ( 6 ) ;  e pervenni i 
risultati seguenti : 

( s  = 3) Se una Vh possiede ooW2 di y,,,,  lit varietà formata dagli Sh 
tangenti ad essa lia esattamente dimensione 2k - (6 - dk + 1). 

(s > 3) Se una Vk Ck tale che la dimensione di W ( s  - 2 )  s7aE3bas8it 
di 6 - 2k + 1 uiiità rispetto a qiielln chc ha in genernle, Vk soddisfa a parte 
delle condizioni che comporta l'esistenza sopra di essa di  oos E, di y,-,,, . 

Rimaneva naturalmente da  vedere fino a che piiiito qnest'ultiina propo- 
sizione si potesse invertire. 

Ora, nell'ipotesi che TTk soddisfi cd wccssiwho v O al ~ ) L ~ ~ L ~ I I L O  I L Z C I I L ~ ~ O  p 
d' eyicnsioni d' ordim s - 1 ( h h .  indip.), *cet 11. 17 s' imuerte la poposizio~w 
precletlta yeruenethdo pet. s > 3 ed mz risultato cwalogo cc qtrcllo precetleute 
yer s = 3. 

Non mi trattengo qui su altri risultati minori ottennti lie1 prewnte lavoro, 
nt! solle applicazioni che veiigono fatte (nn. 18, 19, 20) al problemii dell'ab- 
bassamento della diniensione di 1V(n~), e ad altri probleini, che si collegano 
ad un teorenia di SCORZA e ad una proprietà delle varieth di SEGRE. 

Degno di esserc rilevato è infine il contribiito vcr:iineiite notevole portato 
anche qui, alla diniostrazione dei teoremi, da1 fatto che ogiii y,.,$ di i i t i ; i  

Vk (r < s - 1) & pure ys-2,S per Vk ('1. 

$ 1. Sulle Vk che posseygono -aE2 di Y , . ~  e che soddisfaiio 
al minimo numero d' equazioni d' ordine s - 1. 

2. I n  Lins mia Xota recente ('1, applicando le clirettive gelle~ali  esposte 
nella Nota stessa, pervenni al segizente teorema che dà Iiiogo ad importaiiti 
applicazioni : 

Se ogrd E ,  di zcna V1i è E, di y,.,, , Vk ayycwtierbe rceçesscwiaruente n l l ' S ( s  - 1 )  
osc;ulatore in un su0 puni0 g@n@rico (qualunyue sia r ;  r < s ) .  

Segue che i piinti derivati sesimi appartengono tutti a1l9S(s - 1) oscu- 

latore, ossia clie Vk soddisfa (k -k - ') e&aadoni d7odine  s lineavmente 

indipeudenti. 
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essa avviene appunto che ogni E, è E, di y,.,, e quindi valgono i risultati 

precedenti; in particolare si ha clle la Vk soddisfa a (k .+ J - equazioni 

cl' ordine s linearmente indipendenti. 
Invece il numero delle equazioni lin. indip. d'ordine s - 1 a cui tale V,  

soddisfa non b sempre il medesiino, pub cioé assumere valori diversi per gli 
stessi valori di  k7 6, r7 S .  

I l  nzinimo per il numero delle equazioni d'ordine s - 1 (lin. indip.) a 

cui pub soddisfare nna V ,  che possiede mWE, di y,.,, B indicato ne1 numero 
seguente; per il rnassimn,~ si veda invece il n. 6. 

Avvertiamo che più equazioni d'ordine s -  1 si riterraniio lin. indip. 
quando e solo quando sono lin. indip. le espressioni che da esse si ottengono 
considerando soltanto le derivate d'ordine s - 1. 

3. Sussiste i l  teorema: 
Se m a  TTk possiede msE, di y,,s ( S k - 1 < 8 < 3 k - 2 ;  O < r < s - 1 )  

l i t s - - 2  3 k - 8 - 1 - s - 3  
essa soddisfa alnreno p = ( 8 - 1  - s - 1  

) eptaaioni d' ordine 

s - 1 (lin. indip.); e tale minimo è raggiunto. 
'Se Vk possiede m s  E, di  y,., , e se soddisfa a p equazioni (lin. indip.) d'or- 

dine s - 1 esattatrzente, peste compongo~.~ 6 - 2k t 1 gruppi a caratteristica 
ne1 senso di Rompiani e del tipo (8) (taiiti gruppi cioè quant3& la  dimensione 
degli E, di y,.,, aventi in comune ilno stesso E , )  (y). 

Per 6 = 2k. - 1 é iioto che iwa Vk pub possedere O&-' E, di y,.,, senza 
soddisfare ad alcuna equazionc d' ordine .q - 1 (p =O). È noto anzi che 

(s-l)k 1' nnica & per cui cib avviene t? la Y p  che rappresenta le forme d7 ordine 
s - 1 di Sk (cfr. teorema di Bomnpictni esteso, n. 15). 

Supporremo quindi 8 > Sk - 1 c dimostrereino dapprima il teoreiiia 
pCLr 1*=s-2.  

Determiniamo le condizioni necessarie c snfficienti perché Vk possegga 
w s E ,  di y ,-,,, ( 2 1 ~ - 1 < 6 < 3 k - 2 ,  s > 2 ) .  

L7S(s - 2) osculatore in un punto x(r, , ... , T ~ )  a Vk & 10 spazio di z e 
d i  tutti i punti derivati d'ordine < s  - 2. 

L'S, osculatore ad iina ciirva di Vh in x B individiinto dai puiiti 
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- - 

gli indici i, i ,,..., i ,  assumono in  tutti i modi possibili i valori 1, 2 ,..., k 

( 
ax 

s' 6 posto - = xi e analog. : 
a T i  ) 

Affinch& 1'S(s - 2) osculatore e 1'8, precedenti abbiano uno spaaio inter. 
seaione di dimensione > s - 2  (oppure 1'8, sia indeterminntoj deve essere 
niilla la matrice (ci06 niilli tutti i minori d70rc4ine massimo estratti da essa) 

( I I  
S(8 - 2) 
2 xi1i2 .., is-id~ild~i2 . .a. d ~ i ~ - ~  , 

l 
2 xili2 ... i sd~i ld~i2* .... dri, + SL xiiil ... i , - , d ' ~ ~ , d ~ ~ ~ *  .... d>,-, I )  

Affinchè VA possegga c d  E, di y,-,, , esnttamente (ci06 oo8-'"+ ' matta- 
mente per ogni E, )  (2k - 1 r~ 6 < 3k -- 2) é necessario e sufficiente che siano 
nulle, identicamente rispetto ai d ~ , ,  le  matrici che si ottengono dalla (2) 
sopprimendo 6 - 2k 1- 1 delle ultime k + 1 orizzontali e che non siano tiitte 
nulle, identicamente rispetto ai dr i ,  le matrici che si ottengono dalla 

dove S(s - 2) sta ad indicare le orizzontali costruite con le coordiiiate ilri 
punti che d o  determinano. 

PerchP: le (1) siano conipatibili considerate corne equazioni linpari nei 
differenziali d ? q ,  deve essere 

l 

(3) 

S(s - 2) 
E xlél ... is-?d~ile ... d~i$-- 

... 2 X2il...i,y-~d7il* d ~ i , - ~  
. . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . .  
2 ~ki~ . . . ( , -~d~i ,  . . a . .  d~ i? ,  

sopprirnendo 6 - Sk + 1 delle ultime k orizaontali. 
Da queste condizioni segue, in particolare, che, per ô = 2k - 1, la ma- 

trice (3) è =+ O, e, per ô > 2k - l, che sono tutte nulle, identicamente rispetto 
ai d q ,  le matrici c7%e s'ottengono dalla (3) soppriwzendo ô - 2k delle ultime k 
orizzontali (mentre non sono tutte nulle, identicamente rispetto ai dzi, quelle 
che si ottengono sopprimendo 6 - 2k 4- 1 delle ultime k orizzontali). 
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Se 6 = 2k (k > 2) 6 dunque necessario che la (3) sia identicamente nulla 
rispetto ai  d ~ ,  . 

Intanto osserviamo che, annullando nella (3) i l  coefficiente di (d+* ( I o ) ,  

si ha  

(4) (xii ... i, x ~ i  ... i ,  x ~ i  ... à,  S(S - 2)) = 07 

indicando con (xii..,i, ... , S(s - 2)) una combinazione lineare omogenea, a coeffi- 
cienti funzioni di -cl ,... , T ~ ,  dei punti derivati d'ordine S- 1  XI,...^, ..., x/,-i ... i e 
dei punti che individuano 1'S(s - 2) osculatore. 

Si  supponga che, dopo un eventuale cainbiamento di variabili, snssista 
un' eqiiazione d' ordine s - 1, del tipo 

Annullando nella (3) opportuni coefficienti si esprimono tut te le 
derivate d'ordine s - 1 del tipo xii ,... i,, (dove i l ,  i ,,..., i,-, assumono in  
tutti i rnodi possibili i valori 1, 2, ... , k) mediante combinazioni lineari omo- 
genee di  altre derivate d'ordine s - 1 e di S(s - 2). 

Si  hanno cos1 appunto 

equaaioni d' ordine s - 1 lin. ind.. 
Se non esistono equazioni d'ordine s - 1 che non siano cornbinazioni 

lineari delle precedenti, annullando convenienti coefficienti della (3) ('7, si  

( 1 0 )  P c r  il  calcolo su queste matrici e avvertenze relative, si  veda: BOMPIANI, P,ro- 
prietà differemiali caratteristiche di enti algebllci, a Memorie dell' Accademia dei Lincei 3, 
vol. XIII, ser. 5a, p. 455, 1922. 

(fl) Con la scrittura (a2  ... %, ... , S(s - 2))  $ 0  si vu01 significare che non esiste la 
(x, 2 ... 2 > ... , S(6 - 2))  = o. 

("bis) P e r  s = 3 s' annulleranno i coefficienti di  (dr#-Adri ( i  = 1, 3, ... , k) ; per s = 4 
s'anniilleranno i coefficienti d i  (dr2)9k-idsi e i coefficienti di ( d ~ ~ ) ' k - W t & ~  ( i ,  j=l, 3, ..., k) ;  
e analogamente. 

('2) Cosi, a d  es., ne1 caso significative piii semplice per s > 3, cioé per s =4, k = 3:  
S i  ha ~ i p p  = SPI, ( a 2 2 2  X e j s  i S(2)) $0. 

Annulliaino, secondo quanto si disse nella ("bis), i coefficienti di (dt2)5dt3,  ( d ~ ~ ) 5 d r ~ ,  
( d ~ , ) ~ ( d ~ , ) ? ,  ( d ~ ~ ) % r , d ~ , ,  (cZT~)A(~T,)P. Si ha  rispettivamente: 
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trova che le p equazioni precedenti debbono ridursi ii 

identicamente rispetto a i  
Ponendo ne11a (6) dr, = O e ragionando per essa corne si é fatto prece- 

dentemente per la  (3) (ci6 che P lecito essendo L > 3) si  coiiclude che, l 'an- 
nullarsi della (6), identicamente rispetto ai d ~ ,  , d ~ ,  ,..., dz, . iinpone almeno 

... (5) xiilig i,-2 = S(S - 2), 
ciob comporre un sisteina a caratteristica di BOMPIANI. 

Ed B evidente che, inversaniente, se sussistono le (5) la (3) & sempre 
nulla, qualunque siano i d s , .  

Se poi non esiste un'equaaione del tipo x,, ,,, , = S(s - 2), ossia, per le (4), se 
sussistono le xii... i = S(s - 2) ; oppure se, pur esistendo un' equazione (d' ordine 
s - 1) del tipo xii ... i = S(S - 2) (i $= l), 6 sempre (xni ... i, ... , Xki ... i ,  S(S - 2)) = O  : 
si verifica che l'anniillarsi della (3) impone pih di p equazioni d'ordine s - 1 
lin. indip.. 

Se  6 = 2k +. 1 (k > 3), per le predette condi~ioni, 6 necessario che siano 
tutte nulle, identicamente rispetto ai  d ~ , ,  le matrici che s'ottengono dalla (3) 
sopprimendo una delle ultime k orizzontali. I n  particolare, dev'essere: 

( L - l ) + s - 3  
equazioni d'ordine s -  1 (liu. ind.) e che, se sono esatta- 

i S(s - 2) 
l .... ri ...i,-rdri,* d ~ i , - ~  

... 
(6) 

2: XJ~, ...is-,d~i1' *d~i ,~--  
. . . . . . . . . . . . . .  

mente in tale numero, possono supporsi clel tipo 

= O. 

Xip,pr ...Ps-2 = SIS - 21, 
dove p , ,  p z )  .... JI-, assumono i n  tutti i modi possiliili i valori 1, 3 ,... , h*. 

dove i coefficienti a, p, 1, w sono funzioni di r i ,  r,, r,; le xiij (i, j= i ,  2, 3) sono cou1 
espresse mediante le  rimanenti derivate terze ed S(2). 

Orbene, se non esistono e q u a ~ i o n i  diverse dalle comhinazioni lineari delle precedenti, 
ciob se 

(**) (xeo2, zzz3, x3327 x333. S(W =t= 0, 

annullando il  coefficiente di ( d ~ , ) c  si vede, per  la (**), clle nella Ra delle (*) niancarin 
I'x,,, e ltxep3. E da1 coefficiente d i  (rZ~,)-i(ds,)2 s e p c  a = != 0. Annnllando il coefficientc 
di si vede che nella 4" delle (*) inancano 1'xe2, e l'x,,,. Da1 coefficiente d i  ( d ~ , ) ~ ( d r ~ ) ~  
segue o) = O e d a  q u ~ l l o  di (~Er~)4tls,~I~, 1 =O.  Infinc ani~ullando il co~~fficientc di  (d~,)"(dt~)~ 
Rpparc che nell'ultima delle (*) inancano l'xZ1? c I9xfY3. Si ~ o n e l u d e  ~ p p u n t o  tcii.j= S(2) .  
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Teneiido conto che devono essere nulle anche le iiiatrici che s'ottengono 
dalla (3 )  sopprimendo una delle ultime k '2 orizzontali, si conclude: l' an- 

nullarsi (ident. rispetto ai  d ~ , )  delle k - 1 matrici che s'ottengono dalla (3) sop- 
k + s - 3  

priinendo una clelle ultinie k-1 orizzlontali impolie almeno ( - ) equaaioiii 

d'ordine s - 1 (lin. indip.) e che, sc sono esiittainente in tale nnniero, possono 
supporsi del tipo 

( ' i l  x,i,i :.,. i8-2 = S(s - 2) 

(love i , ,  i,, ..., i,-, assumuno iii tutti i mudi possibili i valori 1, 2 ,..., Ic. 
Infine: deve essere iiulla la  matrice che si ottiene dalla (3) soppriinendo 

l a  la  delle idtirne k orizzontali. Ponendo in talu niati-ice le  espressioiii clellv 
derivate date dalle ('7) e rxgionando per essa corne si  B fatto precedentemeiite 
pur la  (3) (uib che O lecito essendo k > 3), si conclude clie se essa i: nulla, 

(k  - 1) i- s - 3 
identioarnente rispetto a dz,, ... , dz,, siissistono alineno equa- 

s - 2  
zioni d' ordine s - 1 (lin. indip. fra  loro e ovviainente dalle (7)) e che, se sono 
esattainente i n  tale niimero, possono supporsi del tipo 

tlove q , ,  q 2 ,  ...) assumono in  tutti i nlodi possibili i valori 2, ..., k .  
Concludendo : 
Debbono sussistere almeno 

k + s - 3  ( k - - 1 ) t s - 3  k i - S - 2  k - t - S - 4  '=( 8 - 2  )+ (  S - 2  )=(  S - 1  ) (  0 - 1  ) 
c~cluazioiii d'ordine s - 1 (lin. indip.) e, se queste sono esattainente p, coin- 
pongono due gruppi a caratteïistica e possono supporsi del tipo 

E cosi, per 6 yualunque (dk - 1 < 6 < 3k - 2)) s i  verifica che: 
Perchè siano nulle, identicanbente rispetto ai dq, tulte le matvici che si 

ottengono dalla (3 )  soppritî~enclo 6 - 2k delle ultime k orizzontali, debbono 
'sussistere alvneno 

equazioni d'ordine s - 1 (lin. indip.); e, se queste equazioni souo 11 esatta- 
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noente, esse. compongono 6 - 2k + 1 gruppi a caratteristica e yossono s z y ~  
porsi del tipo 

xii1i 2..,is-2 = - 2)  

(8) 
. . 

%il& ... i,-, = S(S - 2) ( 8 , ; ~ ~ ;  ...;is-2=l, 2,...7 k) .  
. . . . . . . . . . . . .  

Viceversa: è evidente che se sussistono le (8) le matrici predette sono 
nulle, qualunque siano i d ~ ,  . 

E il minimo p pub essere effettivamente raggiunto: ne1 n. 5 vedremo 

infatti una notevole & (il cono c?") che possiede oos E, di y,.,, e che socl- 
disfa esattnniente a p equazioni d'ordine s - 1 (lin. indip.), qualunqne sirt 
I @  s s - 2). ' 

Siccome poi una y ,.,, ( r  < s -- 2) di Vk é seinpre una y ,-,,, lier &, 
l'asserto é cosi dimostrato in ogni caso. 

' 

4. Sussiste i l  teorema: 
L'unica Vk che possiede oos E, di  y,, , (2k - 1 < 6 < 3k - 2 ; O < r < s-1) 

e soddisfucelzte al  wzininzo numero p di equazioni d'ordine s - 1 (lin. indip.) 
e (per s > 3, 6 > 2k - 1) al ~îzussitno numero d'equazioni (lineari omogenee 
del 20 ordine, cioè) d i  Laplace (lin. indip.) compatibile cor2 tale ipotesi, è 

(qualunque sia r) il  cono dell' S,(,+-q. .... (, +;3k-~-2) proiettante da 
'(3k-6-1) ! +6-2k 

(s-l )3k-8- 1 
un S8--2k la  Vak-8-1 dell' S s + . , . s +  ragpresentaute le forme 

(3k-8 -1) ! -1 

d' ordine s - 1 di un S B ~  -8 -1 .  

Per 6 = 2k - 1. non si ha più un cono ma la stessa v:-"' rappresen- 
tante le forme d'ordine s - 1 di  Sh ed il teorema è noto (cfr. n. 15). 

Supporremo quindi 6 > 2k - 1 .  
Per il teorenia del 11. 3, siccome Vh possiede oos E, di y,.,, e soddisfa 

a p equazioni d70rdine s - 1 (lin. indip.) esattarnente, queste equazioni coin- 
pongono 6 - 2k +- 1 yruppi a caratteristica del tipo (8). 

Se s > 3, una V,, in queste condizioni soddiafa al più a $ ') - j3kg ') 
equazioni di LAPLACE (lin. indip.); e siccome, per ipotesi, Vh raggiunge ap- 
punto qnesto massimo, si  conclude, per s 2 3, che Vk soddisfa esattarnente 
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k + l  3k-6  

a ( ) - ( ) equazioni di LAPLACE (lim. indip.) e che queste compon- 

gono 6 - 2k + 1 gruppi a caratteristica, di k- equazioni ciascuno (',bis). 
Per un noto teorema di BOMPIANI sulle Vk che soddisfano a gruppi di 

equazioni a caratteristica di 2 O  ordine e di tipo parabolico ('7, si conclude 
che V,  6 un cono proiettante da un S& una V3k-6-1 (il cui spazio ambiente 
si pub supporre sghembo con 19S6-2k). 

Rileviamo fin d70ra che la V3~5ic-6-1 non pub soddisfare ad equazioni di  
ordine s - 1 perche VI, soddisferebbe a più di y equazioni d'ordine s - 1 
(lin. indip.). 

Sia P  un punto del cono V,, e t una tangente in esso. Siccome, per 
ipotesi, Vh possiede oos E, di y, . , , ,  ne possiede oo8-ak+1 che hanno in comune 
il punto P e la 'tangente t .  Sia L una curva di Vh che passa per P che ivi 
ù tangente alla t e tale che il suo 8, osculatore in P e l'S(r) osculatore 
in P a Vk stiano in  un S,,,+,-,.-, (dove m B la dimensione dell' S(r); di ta 
non ci interessa il valore effettivo): l'E, in P di L B quindi uno degli 
m 6 - 2 k + l ~  , da i y,.. , precedenti. 

Proiettiamo dall'S8-zk singolare di V,, sopra V3k-8-i il punto P e la 
curva L :  siano P f  e L' le proiezioni. L'S, osculatore a L' in P' e l'S(r) 
oscidatore in P' a V3k-6-1 stanno nell' S, ,,-. 8+,k-i,+ ,-,.-, in cui 1' Sm+ ,-,.-, 
precedente (che contiene 1' 8s-sk) sega 10 spazio ambiente di v3k-6-1 : 1' E2 
in P' a L' B quindi un E, di y,,, per v3,+&l, essendo m - 6 t- 2k - 1 la 
dimensione dell'S(r) osculatore a V3k-8-1 (14). 

La v3k-6-1 possiede dunque per ogni El un E, di y,., ,: siccome non 
soddisfa ad alcuna equazione d'ordine s - 1, per un teorema già ricordato, 

(s-l)3k-8-1 
essa 6 la Vsk-6-1 di Ss(, .... . -2) rappresentante le forme d' or- 

(3k-B-1) ! - 1 

dine s - 1 di &3k-8-1. 

Inversamente : il cono dell' Ss(s+l) ..,. . (, + 31ç-8-2) proiettante da 
(3k-6-1) ! + 8-2k 

3L-6-1 
un  86-2k l a  predetta V!&I possiede odE ,  di y,., ,, come apparirà, ne1 n. 5. 

(''bis) Le p equazioni d'ordine s - 1 si ottengono derivando queste 

equazioni di LAPLACE. 
(i3) BOMPIANI, A, p. 104. Si noti che l'applicazione che si fa di questo teorema di 

BOMPIANI é lecita perche 1) (4 - 2k + 1) + 1 essendo 6 < 3k - 2. 
(i4) L'S(r) osculatore in P al cono Vk è infatti Io spazio individuato dall'S8-2k sin- 

golare e dal19S(r) osculatore in P f  a V3k-6-1. 
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O ~ S E R V A Z I O N ~ :  - Pt:r s = 3 it questo teoreina ero yià pervenuto in altrtt 
Nota ('j). Si osserverh subito ne1 teorema precedente la  profonda differenaa 
fra i casi s = 3 e s > 3, avendosi per s > 3 un'ulteriore condizione (che 
l'S(2) osculatore a Vk abbia diniensione minima); sicchb i l  teorema che 
precede non è certamente iin'esten~ione immediata di quel10 relativo al 
caso s = 3. Per  caratterizzare, per s > 3, i coni predetti è dunque occorsa 
un'ulteriore condizione, come appunto prevedevo già in altro mio lavoro. 

, E  l a  neoessità di questa ulteriore condizione é posta in luce ne1 n. 16. 

5. Studiamo ora i coni c?" ossia i ooni dell'Ss(s+li,~~~.~s+3~Ictt2~ 
(dk-8-1) ! - +-6-2k 

8k -6-1 
proiettanti da un SoP2k la V$i,'6.-1 , che rappresenta le  forme d' ordine s - 1 
di S3-s--i; essi sono caratterizzttti da1 teorema del n. 4. 

(s-1)k Se 6 = 2k - 1, le curve y,., , di V s  (= sono, q ~ a l ~ r u p e  sic' r 

( O  < Y < s - 1), le ooZk-' ciirve P6-' raaionali norniali di 8,-, iinmagini delle 
rette d i  Sk ('O). 

Gli ooek-' E di y ,.,, sono gli E, di queste curve Rb-" 13E2 di y,., re- 
lativo ad un piinto P e tangente t B cioh quel10 costituito da P, dalla t e 
da1 piano osculatore alla FS-' che passa per P ed & i v i  tangente a t. 

Se 6 > 2k - 1, le y,, di ~ 2 '  clipeidolso ir~vecc clcc ô - 2k + 1 fitruioili 
arbitrarie. 

Si  ha  infatti: 

Le cztrve y,, , di  C? ': (ô > 2k - 1) sorto, yualur&yue sin r ( O  < r < s - 11, 
tutte e sole le curve tracciah sopra i cowi d'ovdilae s - 1 (di verlice S641i) 

situccti sopra ckH. 

Yk-5-1 
sghemlio con 1, Sh-2k si  ottiene infiltti uns v g ~ f - 1  ehe rappresenta le foriue 

d' ordine s 1 di S3X.-6-1. 
(8-i13k-h-l 

Siccome una y,., , di c?' si proietta in una y,., , di V31<-&1 , cioh in 

una curva ,F-l razionale normale di fi,-,, la  y,.,, appartiene al cono v : I ~ ~ + ~  
(d'ordine s - 1) proiettnnte la FS-' dall'so-2k. 
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E inversamente : ogni curva tracciata sopra il cono v&, 2 Q y,., r. per ~ 2 ' .  
1itvei.o l'S~sC,_:kl, a cni appai.tiene v [ ~ S G T $ A + ~  (che contime l'S, osciilatore di 

qnalunque curva di ~ ; ~ k k + z )  e l9S(r)  oscnlatore: in un piinto P di v[~SGISP., 2 ,  

a stanno in un S,,+,-,.-, (m essendo la dimensione dell9S(y) osciilatore 

in  P a c:") avendo in cornune Y S ( r )  osculatore in P a v[iSG&,2 il quale hii 
diinensione 6 - 2k -+ r + 1 ('?). 

Segue il teorema: 

Gli E, d i  y,, , di  ci" (6  > 2k - i) rela,tivi ad un punfo P e tatzgente t 
(il8 esso) sono cost ihi t i ,  qmkunque sia r (O < r < s - l), oltre che d a  P e d a  1 ,  

rlayli piani,  per t, che appcwtengono all'S12) osculutore in P crl 

cono V;Z~~+-.A, situato SM ck>" e d i  vertice S&2k, che passa per P ed è tangente 
iv i  a l la  t;. 

Siccorne vS~_L.+~ proietta la c u v a  razionale normale PS-L dal17 SX-21,. , 
l 'S(2) osculatore in P a v;&.~% & un ~!?$-~k.,3, essendo 10 spazio clie contiene 
il piano osculatore a Fs-' (ne1 punto P' proiezinne di  P) e l'Ss-~k. 1 piani del 
precletto S(2) passanti per t sono quindi appunto cos-2k+1. 

2 Se s = 3, l'h'(2) osculatore in P a1 cono Vs-a,++a A Io spazio ambiecte di 
questo cono e si ha un risnltato a cui ero giR pervenuto ('7. 

Da1 precedente teorema Eegue : 

Gli E, d i  y , ,  d i  ~ 2 "  sono gli E, delle c?mie Fa-' ragionali nortnnli 
dell'S,-, poste s u  d i  esso. 

Infatti, nell'S8-Bl, a.mbiente del cono v ~ I ~ + ~  che passa per P ed 6 ivi 

tangente alla t, gli 8,-, per t segano 1/':1&+~ in una Fe-' e 19S(2) osculatore 

in P a v[iSG1;kl 2 ne1 piano o~lculatore in P a questa ourva. E variando 1' 8,-, 
per t si ottengono cos1 tutti i piani per t appartenenti all'S(2) (19). 

Dunque: anche per 6 > 27c - 1,  corne giR per 6 = 2 k -  1, gli oos E, di y,., , 
d i  ~ s ' h o n o  gli E, delle curve FI-', ma, per 6 > 2k - 1, contrariamente n 

qnanto avviene per 6 = 2k - 1, gli E2 di y,.,, di ~ $ \ i  possono ordinare in 

3k-6-1 
(17) Infatti: iI con0 v:&+~ si ottiene proiettando iina F e - '  di v!'-') dk-s - dall'Ss-zk. 

- L9S(y) osrulatore a v;&, in P è 10 ~panio dell' S, osciilrttore a F8-1 (ne1 piinto P' pro. 

ierione di P) e del17Ss-zk ed è perciù lin Ss-2k+r+ 1. 

(1s) VILLA, P, p. 8. 
("9 Gli Es di y,., , di 122' sono qiiindi tutti e soli gli E, di y,, , delle V3~3lcs-t wzioni 

con gli S,(8+1)~,.(s+3kpS-~, del10 spario nmbiente. Ciù d'accorda col fatto che le y,.,, 

( 3 - - 1  ! -' ' 

di ~2 dipendono da 8 - 2k +- 1 funzioni arbitrarie. 
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ciirve y,.,, anche in a l t ~ i  infiniti niodi (dipendenti da 6 - 3k + 1 flinzioni 
arbitrarie). 

Miln se le proprieth dei coni ~ $ \ i s t e  in questo n . O  sono per s > 3 iina 
estensione di quelle a oui ero già pervenuto per s = 3 in una mia Nota re- 
cente (20), vi sono anche profonde divergense fra i casi s = 3 e s > 3. 

Cosi per s = 3 ho dimostrato nella Nota ora ricordata che le coniche del 

cono ~2~ formano un sistema regolare (1'). 
Orbene : per s > 3 e 6 > 2k - 1, le curve rarionali nor#nalz' Ps -' d e l l ' S , - ,  

del c o n 0  c:" non f o r m a n o  invece un sistema rego lare .  

Infatti: sopra 172" consideriamo due punti P, Q infinitamente ~ i c i n i  e 

il con0 vE&+~ passante per essi. Le ciirve FS-4 che passano per P, Q 
- ~ J - ~ N ~ - P A + U  , tante ci06 quanti sono gli 8,-, dell'Ss-,k+, ambiente 

di v&~: passanti per P, Q: mentre i piani osculatori a tali curre in P 
sono W S - ~ ~ + '  poiche l'S(2) osculatore in P a v;1tk, ha dimensione 6 - 2k -+ 3. 

Siccorne gli E, di y,.,, di c?' sono tutti e soli gli E, clelle curve Fa-1, 
per s =: 3, il sistema delle coniche di ~2~ 6 un sistema regolare di y,,, di 
dimensione riiassiriia 6 - 1, mentre, per s > 3, un sistema regolare di  y,.,, di 

dimensione massima 6 - 1 si pub ottenere sopra ~2"taccando opportuna. 
mente dal sistema lineare IFS-'1 o ~ ~ ( ~ ~ - ~ - ~ ) + ~ ( ~ - ~ ~ + ~ )  un sistema O&-' ( . ~ i , , ~ ~ ) .  

Perb se 6 = 2k - 1, sia per s = 3 come per s > 3, il sisterna 1 PS-i 1 6 

1' unico sistemn (regolare) di y ,., , di dimensione massima della vt-llk. 
Per  il teorema del n. 4 si ha pure: 

Il cono c:' d Z'unica VI che p o s s i e d e  un siste@na regolare -8-1 d i  y., 
(e non un sistema analogo ooS) e che sodctisfa al minimo nwmero p d1equa. 
zioni d ' o r d i n e  s - 1 ( l i n .  i n d i p . )  e (per s > 3, 6 > 2k - 1) a l  massimo nzc+tzeyo 

d ' e q u a z i o n i  d i  Laplace ( l i n .  indip.) (2k - 1 < 6 < 3k -- 2 ed r è q u a l u n q t r e  

p u r c h è  0 < r < s - 1). 

( 'O )  VILLA, P, p. 6 .  
PL) H o  chiamato, i n  miei piecedenti lavori, r e g o l w e  u n  sistema E ooa di  curve d i  

una  Vk (-216 - 2 5 d 5 3k -- 3)  quando i piani osculatori i n  u n  punto generico P d i  Vk alle 
c w v e  di  2 passanti per P e aventi  i v i  la tangente t sono w[Z-2k-+0 (quante sono cioè le 
ciirve d i  E per P e tangenti  i v i  alla t). 

("bis) A d  u n  tale sistema regolare -8-1, per s > 3' si pub pervenire piii precisamente 

ne1 modo che seguo: si consideri ne110 spasio ambiente d i  c$' u n  generico sistema s 

comple~sivamente  008-1 ciirve FI-1 componenti u n  sistema regolare. 
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Per  s = 3, si  ritrova un risultato a cui ero già pervenuto 
OSSERVAZIONE. - Si rileverà per le curve quasi-asintotiche y,.,, del 

cono cks che 1' indice r è arbitrario (O < r < s -- 1). 

5 2. Le  V, che posseggono -8 E, di y,-,,, e che soddisfano 
al massimo numero d'equazioni d'ordine s - 1. 

6. Sussiste i l  teorema: 
S e  u n a  Vk possiede cos E, d i  y,-,, , (2k - 1 < 6 < 3k - 2 ; s > 2) essa 

ûoddisfa al p i ù  

equazioni d 'ordine  s - 1 lineamaente indiyenclenti;  e tale snassimo è r a g g i m t o .  
. Infatti, per le condizioni viste ne1 n. 3, affinché Vk possegga cosEl 
di y,-,,, 6 necessario che n o n  siano tutte nulle, identicamente rispetto ai  d ~ , ,  
l e  matrici che si ottengono dalla (3) sopprimendo 6 - 27c -+ 1 delle ultime k 
orizzontali. 

Ora : se Vk soddisfacesse a v -+ 1 equazioni d' ordine s - 1 (lin. indip.) 
sarebbero invece tutte nulle queste matrici perche i punti derivati d'or- 
dine s - 1 s' esprimerebbero tutti mediante combinazioni lineari di 3k - 6 - 2 
di essi e dei punti che individuano 1 7 S ( s  - 2) oscidatore. 

E i l  massimo v & raggiunto com'é provato da1 na0 seguente dove s i  de- 
terminano tutte le Vk che posseyono cos E, di y,-,,, e che soddisfano esatta- 
mente a v equazioni d'ordine s - 1 (lin. indip.). 

OSSERVAZIONE. - Siccome una y,., , (r < s - 2) b senipre una y ,-,,, da1 
teorema precedente segue : u n a  Vk che possiede c d  E, d i  y,, , n o n  pub soddisfare 
n p i ù  d i  v equazioni d 'ord ine  s -- 1 l ineamtente  indipendent i  (2k-l < 6< 3k -2 ; 
O < r < s - 2). Rimane tuttavia da  vedere, per r-< s - 2, qual' B il massimo 
effettivamente raggiunto. 

7. Sussiste il teorema: 
Le uniche Vk che posseggono c d E ,  d i  y,-,, , (2k - 1 1; 6 < 3k - 2, s > 2) 

e che soddisfano a l  massinzo saumero v d 'equazioni  d 'ordine  s - 1 ( l in .  ilzdip.) 
compatibile con tale ipotesi, sono le Vk de12'So-tSk-S-l i cuz S(s - 2) osculatori 
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rielnpiono Z'Sp+3k-8-1 ambiente, dove p è la dimensione de l l lS(s  - 2) osctdatore 
(9-  i)* ... . ( Y  + k -2) 

p, 4 p s --- - 1) y). k ! 
Infatti 10 spaaio ambiente di  una tale V k  è l'S(s - 1) osciilatore generico (n. 2). 

Per il teorema del n. 6, Vk soddisfa 2, - (3k - 8 - 1) equarioni 

d' ordine s - 1 lin. indip. ; i punti derivati d' ordine s - 1 (lin. indip.) di V,, 
sono quindi 3k - 6 - 1. 

Siccome, per ipotesi, l'S(s - 2) osculatore generico. ha dimensione p, B 

dunque necessario che Vk appartenga all' Sp , sa-,y-l. Ed 8 piire necessario 
che gli S(s - 2)  osculatori alla Vk riempiano 1'Sp+3k-6-1 ainbiente: infatti, SP 

la varieth M'(s - 2) luogo degli S(s - 2) osculatori a Vk avesse dimensione 
p i- 3k - 6 - 2 (24)), sarebbero tutte nulie, identicamente rispetto ai dt,, le 
matrici che si ottengono dalla (3) sopprimendo 6 - 2k +- 1 delle iilt,iine k 
orizzontali, contrariamente all' ipotesi che I/h possegga coW2 di y,-,., (cfr. n. :3). 

Inversamente, una Vh de117 Sot S t - S - ~  per cui I'S(s - 2) osciilatore generico 
abbia dimensione p e tale che i moi  S/s - 2) osciila tori riempiano 1' S p ,  sk-8-1 

ambiente, possiede c o s  E, di y,-?,,. Infatti, per una talc 17,, i punti derivati 
d'ordine s - 1 lin. indip. non possono essere più di 3k - 6 - 1 perc2iP TTk 
appartiene a11'Sp,3n--s-~ e non possono essere meno di 3k - 6 - 1 perchP 
gli S(s- 2) oscnlatori non riempir~bhero 10 spaaio ainhionte ($7): essi sono 
quindi 3k - 6 - 1 esattamente. 

L 'S(s  - 1) osculatore generico a VA B quindi 1'So+3k-6-1 ambiente. 
Segue ohe Vk annulla, identicamente rispetto a i  &, tutte le malrici clie 

si ottengono dalla (2) sopprimendo 6 -- 2k +- 1 delle ultime k i- 1 orizzontali. 
E V,, ,on annulla (identicamente rispetto ai  d-c,) le matrici che si otten- 

gono dalla (3) sopprimendo 6 - S k i -  1 delle ultime k  orizzontali perche i 
suoi S(s - 2) osculatori rieinpion0 1' /, 3a-6-1 ambiente ( e 6 ) .  

(23) Il numer0 p0 si calcola cosi: Qiiando l'S(s - 2) osciilntore geiierieo di iina Irk non 
il regola;e, Vk soddisfn ad  equazioni d'ordine s - 2  e quindi soddisfa alle equazioni d'or- 
cline s  - 1 che si ottengono per derivazione. S e  x 13 i l  nnmero d i  queste equazioni rl'ordinc 
s - 1 (lin. indip.) e se  vogliamo che sia x 5 v (r i .  fi), l n  dinicnsione dell'S(s - 2) non potrii 
scendere oltre un certo limite (i,. Se, ad FIS., k = 2. s = 4. 8 = 3 i n  p, = 4 (<.fi.. n. 10). 
Per s = 3 è sempre p = p, = 7c. 

(24) VILLA, N, n. 8. 
(8) VILLA, W, n. 8. 
(26) S e  s = 3 ciù è evidente. P e r  s > 3, quando VA soddisfa esattainente a v equazioni 

d'ordine s- 1, se sono niille (identicamente rispetto a i  chi)  tiitte le matrici che si ottengono 
dalla (3) sopprimendo 6 - 2 k + -  1 delle ultime k orizzontnli 10 sono anche (identicamente 
rispetto ai vi,i,. . .  i,-e) tutte le matrici che si ottengono dalla (10) del n. 17 sopprimendo 
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Vh possiede dunque ooS E, di y ,-,,, (n. 3). 
Se s = 3 & senaaltro p = Ic e da1 precedente teoreina segue il risaitato, 

a cui ero gih pervenuto in altro mio lavoro ("'1: 
Le uniche V ,  che posseggono oo8 E, di y,. , (2k - 1 < 6 < 3k - 2) e che 

soddisfnno a l  massiino niimero v d 'equa~ioni di LAPLACE (lin. indip.), coin- 
patibile con tale ipotesi, sono le Vh d ~ l l ' S ~ ~ - ~ - ,  i cui SR tanyenti riem- 
piono 1' SdR-fi-, ambiente. 

Su  questo risultato si  ritornerà ne1 n. 14. 
O S ~ E R ~ A Z I O N E .  - Abbiamo visto che: le Vk dell' Su i cui S(s - 2 )  OSCU- 

latori ~ i e m p i o n o  Z'S, ambiente posseggono oo~-"*~~-~E, di y9-2,S (p  essendo la 
diu~ensione delZ'S(s - 2 )  generico: 1 < n - p < k ;  s > 2). 

N a ,  siccome oyni y ,.,, di unit VA ( r  < s - 2) B anche y ,-,,, di V h ,  cib 
non esclude che gli E, di y,-,,, della predetta Vh del17S,, possano essere 
pare E, di y,.,, di essa con r < s - 2. 

Nasce cos1 l'importante questions di sapere. data iina VA dell'S,, i cui 
S ( s  - 2) osculatori cli dimensione p riempiono 1' S,, ainbiente, se e quaiido gli 
oop~-n I 3~-1 E, di y ,-,, , della Vh sono pure E, di y,., , di essa (dove r < s - 2) .  

S. Le VA dell9S,, ,  i cui S(s - 2) osculatori di dimensione p rieiiipio~io 
1' S,, ambiente (1 < - p < k), sono caratterizzate da1 teorema del n. 7. .A 
queste varietk sono dedicati i iiii. 9, 10, 11. 

Osserviaino intanto che l'esistenza di oo~-~'J"-' E, di y ,-.,,, per le V A  
predotte dipende soltanto dalla diinensione del10 spazio a cui appartengoiio 

8 - 2/E t -  1 delle ultiiiie Ic oriszontali (oicchb gli S(s - 2) osculatori u Vk forinano uiia 
varietà di dimensione p + 3k - 8 - 2). Per verificare oib conviene procedere ne1 modo se. 
giiente (ad es. pei. B i 2k) : se Pi, P,, ... , Pk-, sono k - 1 punti lin. indip. che insieme 
iill' S(s -2) osculatore iiidividiiano 1' S(s-1) oscidatore, sicché xi,i2 ... j,-2 = (Pi, ... , Pk-, , S(s -2))' 
1:b (3) (oppure la (10) del n. 17) diviene del tir0 

lu. 6 .  c a0110 coefficienti). E I'ilnuulluroi della niatrice che si ottieiie dalla (*) sopprinieiitlo 
;1 i1  es. I'iiltima orizzontale implica rliiello del determinante 
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e dalla dimensione p delllS(s - 2) osculatore generico (e che cib avviene per 
esse solamente). 

Queste si dirà quindi che presentano un comportamento ordi.nario 
rispetto agli E, di y,-,,, che posseggono. 

1 coni cks ad esempio, caratterimati da1 teorema del n. 4, stndiati ne1 
n. 5, sono invece varietà eccezlionali rispetto agli E, di y,.,, che posseggono 
in quanto non rientrano ne1 precedente tipo di l/;i; e in tale eccezionaliti2 
risiede appunto il loro interesse. 

9. Fra le predette V,  delllS,, sono notevnli quelle relative a1 valore 
( S A ) .  ...q S - a + q  

massimo di pl cioé p = - 1. 
k! 

Si ha  diinque in particolare: 
L e  Vk dell 'S, ,  i cu i  S(s - 2) osculatori sono regoluri (2" e riewqiono 

(8-1) a.. sis-2t-k) . . 
k! 

-ri+- 3k-2 
1' Sn andiente ,  posseggono CO E, d i  Y S - ~ , S  

E, fra le Vk delllS,, del n. 8, assai importanti sono quelle relative al 
minimo valore di p, p = p, , perchè sono le uniche Vk che posseggono oos E, 
d i  y,,, e per c u i  10 spazio a ~ ~ ~ b i e n t e  ha l a  uziniuzn dimensione compatibile corl. 
tnle ipotesi (cfr. n. 16). 

10. Ritornando a l  caso di  p qualunque, per n - p = k, si ha (s 2 3): 
L e  Vk dell' Sk,  ?, i cu i  S(s - 2) osculatori h n n n o  dimensione p e riempiorlo 

Z'Sk ,, atnbietzte, posseggono esattamente C Q ~ ~ - ~  curue y,-+. 
Per  s = 3  6 p = k  e si  ha:  
L e  Vk dell' Szk, i cu i  Sà tangent2 rie,tnpiotzo Z' S Z ~  ambiente, posseggono 

esuttatnente O&-2 curve y,,  , ('7. 
Fer  le superficie (k = 2) essendo 1 < n - p < k, 6 necessariamente 

t a -p=2 ,  e si  ha: 
L e  superficie dell' Sp+z, i c u i  S(s - 2) osculatori h a n n o  dimensione F e 

riewtpiono 1' S,+2 ambiente, posseggono oo2 y,-z,, . 

(28) L'S(m) oscnlatore generico a una Vk dicesi, con BOMPIANI, regolare qiiaiido ha 
(m+ 1) ... (m  t k) 

diniensione - i, cioh quando Vk non socldida ad equnzioni d' oidine < rn + 1. 
k! 

( 2 9 )  Quest'iiltimo teorema si trova &à ne1 n. 26 di M. 
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Fer s = 3 B p = 2 e si  ritrovano le superficie del19 S, (non sviluppabili) 
le quali, com'6 noto (30), posseggono coZ y,, , . 

Per s = 4 pub essere p = 5 oppure p = 4 ( 3 i )  e si hanno corrisponden- 
temente le superficie seguenti, che posseggono od y, , , :  

a) Le superficie dell'S,, i cui S(2) osculatori sono   ego la ri e riernpiono 
1' S, ambiente. 

b) Le superficie dell' S ,  , soddisfacenti ad un'equusione di Laplace e i 
cui S(2) osculatori rientpiono Z'S, ambiente. 

11. Per  n - p < k vi 6 invece profonda differenza fra i casi s = 3 
e s > 3, come ora vedremo. 

Per  s = 3 (p = k) ho dimostrato infatti, in altro mio lavoro (34), che: 
Gli oo4k-n-l Ep di y l t3  di una Vk dell'S, (k < n < 2k), i cui Sk tangenti 

riempiono l'Sn ambiente, sono tutti e soli gli E, di y,,, delle Vn-k dell 'S~(~-k) 
situate su di essa. 

Queste V,,-* dell'S,,,-h, sono del tipo delle predette Vw dell'Szkr (n. 10) 
perche i loro Sn-h tangenti riempiono l'S,,,-k, ambiente; e esse posseggono 

oo2(n-R)-L curve y,,, esattamente le q u d i  sono y,,, anche per Vk (33). 

E da1 precedente risultato seg.ue: 
Le curve y,,, di una Vk dell' Sn (k < n < 2k), i cui Sk tangendi riempiono 

Z'S, ambiente, dipendono da 2k - n funzioni arbitrarie (tante ci06 quant7& l a  
dimensione del sistema degli E, di y,., aventi in comune uno stesso E,). 

Orbene : per s > 3 si presentano fatti completwnerzte diversi dai precedenti. 
C~nsideria~rno ad es. il caso s = 4, e mettiamoci nell'ipotesi pih semplice: 

k(k + 3) f i - p = k - 1  e p massimo, p=- 
2 

S i  tratta dunque di  una V k  dell'Sk(k+g) i cui S(2) osculatori sono re- --- 
2 

golari e riempiono l'Sk(k+a)-l ambiente. - 
2 

(30) BOMPIANI, Sul20 spazio d'immersione di superficie possedentà dati sistemi di curue, 
Reridiconti dell'Istituto Lombardo a, vol. 47, p. 192: 1914. 

( 3 9  È qui po = 4 (cfr. n. 7). Infatti non pub essere p = 3 perche una tale superficie 
soddisfa a due equazioni di  LAPLACE e quindi almeno a tre equazioni di 3 O  ordine (lin. indip.), 
mentre una superficie che possiede oot y,, , soddisfa, per il teorema del n. 6, al più a v = 2 
equazioni del 3 O  ordine. 

(37 VILLA, M, n. 34. 
(33) Queste curve assorbono tutti gli E2 di y,, , di Vk. Cib non esclide affatto che 

esistano y,,, di Vk diverse dalle precedenti e ohe sarebbe interessinte ricercare. Ad es.: 
una V3 del19S5 possiede oo6EI di y,, e sono y,, di essa le y,, , delle superficie dell1S4 sue 
sezioni iperpiane. Ma esistono y,,3 di V3 appartenenti al17Ss? Quaii sono? 

Annal* di Maternatim, Serie IV, Tomo XVIII. 38 
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Questa Vh possiede wVh E2 di y*, , . 
Se le y,,, di Vk dipendessero da 1 fun~ione arbitraria, le sezioni iper- 

piane di Vk dovrebbero possedere oouk-"-" y,, , esattamente. 
Per  la  grande liberth che vi é nella scelta di Vh e per i l  fatto clie l'esi- 

stenza sopra di  essa di cSh E2 di y,,, dipende soltanto dalla dimensione del10 
spazio ambiente e da quella dell'S(2) osculatore (n. 8), altrettanto clovrebbe 
avvenire per le V,+, sezioni iperpiane riguardo alle oo'k-2 y,, , poste su  di  esse. 

Insomma, l'esistenza di oo2k-Ys,, sulle Vh-, sezioni iperpiane di Vk 
dovrebbe dipendere soltanto dalla dimensione del10 spazio ambiente, e da  
quella dell'S(2) osculatore (corne appunto avviene per s = 3). 

Le Vh-, predette dovrebbero percib rientrare ne1 tipo del n. 10: rte- 

cessarianzemte gli S(2) osculatori ad una , 
- 

tale I.k-t dovrebbero riempire 
1' Sk,kf-a, ambiente. -- -2 

2 

Cib invece non avviene: infatti l1S(2) 

più dimensione I k  - ')(lz + 2' e quindi la 
2 

osculatori a Vh-, , ha al più dimensione 

osculatore ad un;t VA-, ha  a l  

variet% W(2), luogo ' degli S(2) 

(k- l ) ( k +  2) -- + k  (3 ' ) ;  ctd es- a 

lY(2) non pub coincidere con 

1' &(k+5) ambiente (k  > 1). 
2 

È dunque assurda l'ipotesi clze le y,, , di  Vk clipetadano d a  una fufisiotze 
arbitraria. 

Pacciamo il caso k = 3 che permette di arrivart! alla  tess sa conalusioiie 
ma in  modo piii semplice: 

Consideriamo una V3 delllS,, i cni S(2) osculatori sono regolari t! riem- 
piono 1' Si, ambiente. 

Essa possiede oo6 E, di y z , a  (n. 7). Le sezioiii iperpiant! sono superficie 
dell' S,, . 

Ora, u.na superficie del17S,, s z o ~  puo yossedere oo2 y , , ,  perche 10 oyazio 
ambiente di  una superficie che possegga oo2 y,,, 6, per il teorema del n. 2,  
1'813) osculatore i l  quale ha  al più dimensione 9. 

È cosi escluso che le y,, , della V3 dipendano da 1 funzione arbitraria. 
L'interesse notevole delle precedenti conclusioni è posto in luce ne1 nu- 

mero seguente. 
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Sarebbe desiderabile, per s > 3 e n - p < k, uno studio approfondit~ 
delle varieth irr discorso in relaaione alle loro curve y,-,,, . 

12. Corne ebbi gih occasione di  rilevare in miei precedenti Iavori, in tutti 
i casi finora noti di  Vk che posseggono C O ~ ~ + ~ - ' E ,  di y,,, (O < p  < k- 1)) 
gli E, di y,,, della Vk sono organiziabili in  curve y,:, e queste dipendono 
da p funzioni arbitrarie (quant' é la dimensione del sistema degli E, di y,, , 
aventi in comune nno stesso E,). E si noti che ho potuto dimostrare che cib 
avvienelsempre se k < 5. 

È sorta cosi la  questione, ancora insoluta, di sapere se, per k > 5 ,  
le y,, , di una Vk che possegga ooPk+p-' (O < p  < k - 1) E2 di yi, , dipendano 
necessariantente da funzioni arbitrarie e se queste sono sempre i n  numero p. 

;Ma cohtemporaneamente a questa questione si poneva quest'altro pro- 
blema (che interessava in un punto delicato la teoria delle cyme quasi- 
asintotiche) : per s > 3, le y,-,, , cli unn V,, che possegga oogk+P- '  (O <p < k - 1) 
E, di y,-,, , dipendono necessariamente da funzioni arbitrarie ? ("1. 

E questa domanda era lecita perche non si conoscevano esempi in cui si 

pr~sentasse il contrario: e anche i coni ~ k ~ - ~ ~ ~  caratterizzati ne1 n. 4, e 
stiidiati ne1 n. 5, porgono un esempio notevole, per tutti i possibili valori 
di p, Y, s ( s>  2), di V,  che possiede C Q ~ ~ + P - '  E, di y r l s  organizzabili in 
curve y,., , dipendenti da p funzioni arbitrarie. 

Orbene: per i risultati del n. i l  la  risposta alla precedenfe dowanda è 
negativn. 

Insomma, per s > 3, una Vk che possegga cazk+9-'E, di y6-Z,,  pub pre- 
sentare entrambi i casi: 

1 . O  Le y,-,,, della Vk non dipendono da fanzioni arbitrarie (come, ad 
esempio, per una V, dell'S,, i cui S(2) osculatori hanno dimensione regolare 
e riempiono l'S,, ambiente (n. il)). 

2 . O  Le y,-,,, della Vk dipendono da p fnnzioni arbitrarie (come per i 
coni ~ ; k  I P - ~ . "  studiati ne1 n. 5). 

. , 

g 3. Bulle Vk clie posseggono ms di y,,. e il' cui 
spazio ambiente ha la massima O la minima dimensione. 

13. I l  teorema ricordato ne1 n. 2 e i teoremi dei nn. 3, 6 relativi al 
numero d'equazioni d'ordine s - 1 (lin. indip.) a cui pub soddisfare una V,, 

, (35) Si noti che bastava poire il problema per le y,-,, , essendo qiieste le più gene- 
iali r,, , ( 1 . 5 s  - Sj  (cfr. VILLA, N, n. 1). 
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che possiede cos E, di y,., , , permettono (eventualmente con l7 aiuto di altre 
considerazioni) di determinare la massima e la  minima dimensione che pub 
competere al10 spazio ambiente di una V A  che possiede oos E, di y,, , (k, 6, r,  8 

essendo assegnati). 
F e r  il teorema del n. 2, 10 spazio ambiente delle nostre Vh 6 1'S(s - 1) 

osculatore generico: per s > 3, la  dimensione d i  questo spaaio non dipende 
soltanto dalle eqnazioni d'ordine s - i a cui Vk soddisfa ma anche da quelle 
d7 ordine s - 2, d' ordine s - 3, ... , djpende ciob anche dalla dimensione del- 
1' S(s - 2) osculatore generico. 

Invece per s = 3 le  cose procedono diversamerite perche non interviene 
la  dimensione del17 S(i)  che B sempre k ;  e cpindi la  determinazione del 
massimo O del minimo per la  dimensione dello spaaio ambiente della V,  
segue sena7altro dai teoremi predetti, corne appare ne1 n.O seguente. 

Per s > 3, si  hanno i risultati del n. 15. 

14. La massima e la minima dimensione che pub avere 10 spazio am- 
biente di una V,, Che possiede oos E, di y,, , (2k - i < 6 < 3k -- 2), B asse- 
gnata, per tutti i possibili valori di k e di 6, da1 teorema seguente: 

Se una Vg possiede oos E, di y,, , (2k - 1 < 6 < 3k - 2) essa appartiene 
ad un Sd. dove è 

lnfatti, se una Vk possiede oos E, di y ,,,, ogni E, di  V h  B E, di y,,, e 
quindi, per il teorema ricordato ne1 n. 2, essa. appartiene al17S(2) osculatore 
in un suo punto generico. 

Ma per i teoremi dei nn. 3, 6, una Vk dotata di aoS E, di y,, , soddisfa 1 
equaaioni di LAPLACE, dove 

v 

Siccome la dimensione d dell'S(2) osculatore a V h ,  e quindi dello spazio 

ambiente di V h ,  A la differenaa fra il massimo possibile k(k ' 3, della di- 
2 

mensione di un S(2) osculatore ad una Vh e il numero 1 delle equazioni di 
LAPLACE lin. indip. a cui & soddisfa) si  conclude appunto che 

Sono note le Vk dotate di cos E2 di y,, relative ai valori estremi di d, 

cogne risulta dai teoremi seguenti. 
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Sussiste il teorema : 
L7zcnica Vk che possiede oos E, d i  y,,, (2k - 1 < 6 < 3k - 2), e per cvti 

10 spuaio ambiente raggiunge l a  massima dimensione compatibile con t d e  ipotesi, 
è il cono ~2~ (36). 

Infatti, per il teorema ricordato ne1 n. 2, 10 spazio ambiente della Vk 13 
l'S(2) osculatore in un punto generico e, se questo ha  dimensione massima, 
VA soddisfa al minimo numero d'equazioni di  LAPLACE (lin. indip.) e percib, 

per il teorema del n. 4 ( s  = 3), essa è il cono ~ 2 ~ .  
Sussiste pure il teorema: 
Le uniche Vk che posseggono oos EP d i  y,, (2k - 1 K 6 < 3k - 2), e per 

cui 10 spazw ambiente raggiunge l a  min ima dimensione compatibile cola tale 
ipotesi, sono le Vk dell'Spk-s-l i cui Sk tangenti riewtpiono l'S,k-s-i ambiente. 

Infatti, per il teorema ricordato ne1 n. 2, 10 spaaio ambiente di una 
tale Vk A 11S(2) osculatore in un punto generico, e, se questo ha  dimensione 
minima, Vk soddisfa al massimo numero d7equazioni di LAPLACE (lin. indip.) 
e percib, per i! teorema del n. 7 ( s  =3), essa appartiene all' S4k-8-l e i euoi Sk 
tangenti riempiono l'Sak-s-i ambiente. 

15. Sussiste il teorema: ' 

S e  a n a  Vkpossiede ooQ2 d i  y , ,  (2k-1 < 6< 3k-2 ; r<s-1), e se EIS(s - 2 )  
(8- 1). ...a( s i- k - 2) 

osculutore generico d i  essa h a  dinzensione p k !  - l), 
la  dimensione d de210 spazio ambiente d i  Vk soddisfa alle disuguaglianze 

Infatti 10 spazio ambiente della V, 6 l lS(s  - 1) osculatore generico (n. 2). 
Per  i l  teorema del n. 3, la VA possedendo ooSE, di y,..,, soddisfa almeno 

k t s - 2  3k - - ') equazioni d7 ordine s - 1 lin. indip. ; i punti 

3 k - 6 t s - 3  
derivati d' ordine s - 1 (lin. indip.) di  Vk sono quindi a l  più ( .-1 

E per il teorema del n. 6, Vk soddisfa al più (k::~~) - (3k-6-1) 

equazioni d' ordine s - 1 lin. indip. ; i punti derivati d' ordine s - 1 (lin. indip.) 
di  V, sono quindi almeno 3k - 6 - 1. 

(36) Per 8 = 2k - 1, sussiste un teorema pih generale (teorema di BOMPIANI esteso): 
cfr. n. 15. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



298 M .  VILLA: Nuove &el-che lzella feol-in delle c w o e  qwsi-crsintotiche 
- - 

Siccome, per ipotesi, l 'S(s-  2) osculatore generico ha  dimensione p, 

l'asserto é cos1 dimostrato. 
Il minimo valore indicato per d è raggiunto, almeno per r = s - 2, e 

le V,, relative a questo caso sono note. 
Da1 teorema del n. 7 si ha  infatti: 
Leuniche Vk cheposseggono oo8E, di y,-,, , (2k-1<8<3k-2), tali che l'S(s-2) 

(8- 1)- ....( s + k - 2 )  
osculatore generico abbia dimensione p p, < p < --- k !  

- 1) e 10 

spazio ambiente abbia la unininza dimensione compatibile con tali ipotesi, sono 
le V k  dell'Sp+3k-6-1 i cui S(R - 2) os~ulatori ~ientpiono 1 ' S p + ~ k - ~ - l  ambiente. 

Infatti 10 spazio ambiente di  una tale lTk è l 'S(s  - 1) osculatore gene  
rico (n. 2). . . 

Siccome 1'S(s - 2) osculatore generico ha  dimensione p, 1' S(s  - 1) ha la  
minima dimensione compatibile con questa ipotesi quando Vk soddisfa al 
inassimo numero d'equazioni d'ordine s - 1 (lin. indip.). Per  il teorema del 
n. 7 l'asserto é cos1 dimostrato. 

I l  massimo valore indicato per d B cwtamente raggiunto, qzlalunqwe si0 r, 
(S - 1)- . . . a (  s + % - 6  - 3) 

per p =  -+ ô - 2k perchè cos1 avvient. appunto per 
(3k - 6 -  l ) !  

i coni (12' (IL 5). 
Se s > 3, per i valori di p diversi da1 precedente non b noto invece se 

il valore pih alto indicato per d é effettivamente raggiunto; per quanto cib 
debba ritenersi probabile, l'esistenza di varieth siffatte rimane da assodnre. 

Si ha  pure il notevole risultato: 
Se ulza Vk possiede cos E, di y,, , (2k - 1 < 6 < 3k - 2 ; r < s - 1) essa 

appartiene ad uno spazio al pi& d i  dimwtsione 

( s - l ) . ~ .  . . . a (  s + k - 2 )  3 k - Ô + s - 3  
w =  

k !  +( 8 - 1  
qualunque sia r. 

Infatti la  dimensione p dell'S(s - 2) osculatorr ad una Vk é al  piil 

Da cui, ponendo ô = 2k - 1, si  ha  il risultato (che segue del resto im- 
mediatamente da1 teorema del n. 2 e che ho già esposto ne1 n. 4 di N): 

Se ogni E ,  d i  u.na Vk è E, di y,,,, Vk appartiene al pi& ad un 

gualunque sia r. 
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E questo massimo t? raggiunto, qualunque sia r ;  anzi si sa che l'unica V,, 
1s-l)k per cui oib avviene 6,  qualunque sia r, la VI,  rappresentante le forme 

d'ordine s - 1 dell'Sk (teorema di BOMPIANI esteso) ("7). 
Per  s = 3, corne gi8 si disse ne1 n. 14, le Vk che posseggono mSE2 di y, ,3 

c d i e  appnrtengono ad S, sono soltanto i coni ~ 2 ~ .  
Per  s > 3 e 6 > 2k - 1 non si conoscono invece esempi di Vk che pos- 

seggono mWE, di y,.,, e che appartengano ad 8,. 
Si ha inoltre: 
Se una Vk possiede c d E ,  di y.,, ( 8 k - 1 < 6 < 3 k - 2 ;  r < s - 1 )  essa 

apprtiene ad uno spccsio aZine.no di dir~tensiom? 

E, per un risultato precedente, si perviena al teorema: 
Le uniche Vk che posseggono cos E,  di y,+, (Bk - 1 s: 6 < 3k - 2) e per 

cui 10 spa~io ambiente ha Zcç minima dimemiome compatibile con tale ipotesi 
sono le Vk dell'Spo+3k-6-l i CU& S(S - 2) osculatori hanno dimensione p, e 
riertbpiono Z 7  SpoM~-~-l  ambiente. 

9 4. 1 sistemi a caratteristica del Bompiani 
0 I l  loro intervento nella teoria delle curve quasi-asintotiche. 

16. Per il teoreina del n. 3 intervengono nella teoria delle curve quasi- 
asintotiche i sistemi a caratteristica del BOMPIANI. 

Questi sistemi ineritano diinque di essere studiati anche per l'applica- 
zione che se ne pub fare alla teoria delle curve quasi-asintotiche, perchù 
dalla integraaione di tali sisterni seguirebbe la determinazione di nuove varieth 
dotate di curve quasi-asintotiche ( O  E, di tali curve) componenti totalità 
opportune. 

Alcuni riaultati notevoli ottenuti da1 BOMPIANI (3') sui sistemi n caratte- 
ristica hanno già trovato applicazione nei miei lavori (40);  la presenza di coni 
ne1 teorema del n. 4 ha  la sua origine appunto nella presenza d i  sistemi a 
caratteristica e ne1 teorema di BOMPIANI sui coni che vi si collega (cfr. n. 4). 

Le Vk che rappresentano 6 - 2k + 1 gruppi d'equadoni di 20 orcline a 
caratteristica (ciascun gruppo essendo compost0 da k equaaioni) e non altre 

- - - 

(37) Si veda VILLA, N, n. 5. 
(3s) Il numero po si sa calcolare (cfr. II.  '71. 
(39) ROIIIIJIANI, A. 
(49 VILLA, N, M, P. 
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equazioni del 2 O  ordine lin. indip. dalle precedenti, sono, per il teorema di 
BOMPIANI ora ricordato, soltanto i coni proiettanti da  un Ss-ak iina VB-a-l 
(che non soddisfa ad equazioni del 20 ordine) (2- 1 < 6 < 3k - 2). 

Invece, per s > 3, le  Vk che rappresentano 6 - 2k + 1 gruppi d' equazioni 
d'ordine s - 1 a. caratteristica della forma (8), e non altre equazioni d' ordine 
s - 1 lin. indip. dalle precedenti, sono di  tipo diverso; solamente ne1 caso 
assai particolare che Vk soddisfi al massimo numero d' equazioni di LAPLACE 
(lin. indip.) compatibile con l'ipotesi predetta, si ritorna ai coni proiettnnti 
da un S63k una V3k-a-1 (che non soddisfa equaaioni di LAPLACE). 

Consideriamo, ad esempio, il caso s = 4 e 6 = 2k : si hanno k(k  + 1) 
2 

equa- 

zioni del 30 ordine (lin. indip.) a caratteristica (e non altre equazioni del 
s0 ordine lin. indip. dalle precedenti). Il BOMPIANI, nell'ipotesi che esistano a 

equamioni del 2O ordine lin. indip. (2 < a < k) componenti un sistema (neces- 
sariamente a carattbristica) parabolico, ha  trovato che (4'): 

Vk si conzpone di ook-.r coni di prima specie aventi i Zoro vertici sopm 
un Sk-a (2 < a s k). 

Ora, se a = k (ci08 quando le k(k  + l' equazioni del 3 O  ordine s i  otten- 
2 

gono derivando le k equazioni del 2O ordine componenti i l  sistema para- 
bolico), l a  Vk B diinque un cono di  la specie (I'); mentre se a < k ecco 
che Vk non B pih u n  cono. 

Da1 teorema del n. 3 e da un risultato a cui pervenni in una Nota re- 
cente studiando l a  predetta Vk composta di &-a coni di la specie (13), segue 
(cfr. anche il n. 17): 

Se una Vk possiede ooQk E, di e se soddisfa al minitno numero 
d'equazioni del 30 ordine (lin. in di^.) comnpatibile con tale ipotesi e ad a equa- 
zioni di Laplace cornponenti un sistema parabolico (2 < a < k),  essa è weces- 

5k-31,4 sariamefite una Vk dell' Sk(k -+2) , situata szcl con0 (n. 51, 
i -k-a  

formata da ook-l rette poste negli S B - ~ + ~  del cono (e componenti m k - a  coni 
di la specie). 

E il risultato appare notevole anche per se stesso perche esprime una  
proprietà carntteristica di  questa varietà. 

(4') BOMPIANI, A, p. 126. 
( 4 9  In verith, Vk potrebbe anche comporsi di un numero discret0 di tali coni, ,na noi 

intendiamo sempre escluse siffatte varieth (varie& riducibili). 
(43) VILLA, N, n. 9. 
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Per  cc massimo, a - k, la predetta Vk è, essa steesa un cono, e precisa- 

mente un con0 cfk'' (n. 5)) e cib d7accordo col teorema del n. 4. 
Dunque: vneiztre per s = 3, le Vk che posseggono oos Ep di e che sod- 

disfano esattatnente al nzinitno .nurne9-O p d' equagioni del 20 ordine (lin. inclig.) 

sono soltanto i coni c:', già per s = 4, i l  cono e la predetta Vk (a < k )  
posseggono entrambi oozk E, di y,,, e soddisfano entrambi esattatnente al nu- 
tnero minimo p d'equaaioni del 30 ordine (lin. indip.). 

Cib spiega la profonda differenaa fra i casi s = 3 e s > 3 ne1 teorema 
clel n. 4 e dimostra che la condiaione ulteriore posta in tale teorema, per 
s > 3 e 6 > 2k - 1 (cioè che la Vk soddisfi a l  massimo numero d'equazioni 

di LAPLACE), è realmente necessaria per ca.ratterianare i coni ne1 modo 
del n. 4. 

5 5. La varietà W(s - 2). 

17. I n  miei precedenti lavori (44) ,  ho mostrato corne la ricerca delle va- 
rietà Vk che posseggono ocs E, di y,;, si  colleghi a quella delle Vk per cui 
la  varietà, W, luogo degli Sk tangenti a Vt,  ha dimensione minore del170rdi- 
naria 2k. Piu precisainente ho dimostrato che: 

Se una Vk possiede c o s  E, di Y, , ,  (2k - 1 < 6 < 3k -2)) la varietà W for- 
mata dagli Sk tangenti ad essa ha esattamente dimensione 2k - (6  - 2k + 1). 

Per le varieth Vk che posseggono O& E, di y,-,, ,, considerando più in 
generale la  varietà W ( s  - 2) luogo degli S(s - 2) osculatori a I r k  , ho dimo- 
strato in N (n. 8), per s > 3, Che: se una Vk è tale che la dimensione di 
W(Y - 2) s'abbassa di 6 - 2k + 1 unità rispetto a quella che ha in genertxle, 
Vk soddisfa a parte delle condisioni che comporta Z'esistenaa sopra di essa 
di oo8 E, d i  y ~ - a , ~  e che sono indicate nella N stessa. 

E nella N aggiungevo che rimaneva da vedere fino a che ponto questa 
proposizione si potesse invertire. 

Ora, per i teoremi dei nn. 3 e 6, siarno in grado di invertire la  propo- 
sizione precedente, nell'ipotesi che Vk soddisfi al minimo O a l  massimo nu- 
rnero d' equanioni d' ordine s - l (lin. indip.) compatibile con ' l' esistenza 
di  cdE2 di y ,-,,, . 

Sussiste i l  teorema : 
Se una Vk possiede croS E, di y,, . (2k - 1 < 6 < 3k - 2) e se soddisfa al 

minitno nwutero d'  equaaioni d'ordine s - 1 (lin. indip.) coiîzpatibile con tale 

(44)  VILLA, N, n. 7;  M. 

Annali d i  Matematica, Serie IV ,  Tomo XVIII .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



303 M. VILLA:  iVuo~ie ricerch.e nellu teovia delle czcrve quasi-ccsidotiche 
- - 

ipotesi, Eu vnrielh N7(s - 2) luogo clegli 81s - 2) osc~tlcrtori CG Vk 1tcb esctttci- 
mente ditnemiorte 

D-(6 - 2k+ 11, 

doue D = ,G + k e p è la d k ~ e m i o r a e  de l l 'S(s  - 2) ptzerico ('j) 

Infatti, per il teorema del n. 3, Vk soddisfa a 6 - 2k + 1 gruppi d ' q u a -  
zioni, d70rdine s - 1, a caratteristica che possono siipporsi del tipo . 

2,,, &-i = Sp - 2)  

(9) 
. . 

~2hh...i,-~ = S ( s  - 2) ( h i ;  z 2 ;  ...; i8-2=l ,  2, ..., kj. 
. . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . .  
xs-21~ 4 ii,i,...i,-9 = S(S - 2). 

D'al tra  parte (cfr. N, n. 8): 
Condiaione necessaria e suificiente perché la W ( s  - 2) di Vk abisiil di- 

ineiisioiie D - (8 - 2k t 1) è che siano tiitte nulle, identicamente rispetto ai  
parametri vil,, ... i,-, , le  ma trici che s' otteiigono dalla 

soppriinenclo 6 - 2k delle iiltimtr k orizzontali (inentre non sono tiitte nulle, 
iclenticamente risyetto ai ~ i , ~ . . , ~ , - , ,  quelle che si ottengono soppriineiîdo 
6 - 2k + i delle ultime k: orizzontali). 

Ora, è evidente clie per  le  (9) queste condizioni sono soddisfatte. 
S e  uncc Vk possiede ooW2 d i  ~ ~ - 2 , ~  (Sk - 1 < 6 < 3k - 2)  e se sotltlisfa 

al rrmxi?~ho wurnero d'eqzcazior&i d'ordithe s - 1 (lin. indip.) cor)hpatibile cou 
tale @otesi, l a  vccrietic W(s  - 2) luogo degli S(s -- 8 )  osculatori a V k  h c ~  esal- 
tnrraente dimensiorce 

D - (6 - Sk + 1). 

Infatti, per il teorenia del n. '7, si  tratta d i  una Vk dell'S,+3k-8-.1 i ciii 
S(s - 2) osciilatori riempiono lu spazio arnbiente ed é, appiinto D - (6 - 2k +- 1) = 
= p + 3k - 6 - 1 essendo D = p + k.  

(45) In generale la dimensione della W ( s  - 2) di iina Vk b appuiito D (VILLA, N, ri.  8).  
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Corne gik si  disse, per s = 3 i precedenti risiiltati valgono in ogni caso, 
prescindendo cioh dall'ipotcsi che 1.k soddisfi al minimo O al inassimo nu- 
mero d'cquanioni d'orcfiiie s - i ,  mentre pei. s > 3, a~l'jnfuori dei due casi 
considerati, la questione rimane aperta. 

O S S E R V A ~ O N E .  - La presenza dei sistemi a cniwtteristica nella ricerca 
delle variefk TG tnli clie la varieth M'(ln), luogo degli S(m)  osculatori7 
ha dimensione minore dell'ordinaria~ f u  osservata per la prima volta da1 
ROMPIANI (I"). 

Invece la  comparsa dei sistemi a caratteristica nella teorin delle curve 
quasi-asintotiche si verifica col teorema del n. 3. E il legame che ne risulta 
fra le Vk clie posseggono ooW2 di y,.,, e le Vk per cui la  W ( s  - 2) ha  di- 
mensione minore dell'ordinaria é precisato da1 primo teorema stabilito in 
questo numero. 

La trat ta~ione del n. 9 della min Nota N acquista cos1 maggiore inte- 
rcssc poichb il risultato di BOMPIANI sui ~ i s temi  a caratteristica del 3 O  ordine 
che viene ivi a.pplicato si pub ora collegare direttamente [senza cioh i l  tramite 
della Mr(2)] al problema sulle quasi-asintotiche: cib é stato fatto ne1 n. 1'6 
(love si b potnto in ta1 modo completare il rimltato del n. 9 di N. 

I R .  Dei risultati precedenti si possono fare alcune applicaeioni al pro- 
blema dell'abbassainento della, dimensione clella Itr(nk) di una Vk . 

Si ha il teorema: 
Se ln R(m) di un,a Vk 72a dimen.sione D - 1 ,  Vk soddisfa olweno a 

eyunxioni d'ordine m + 1 lin. indip. (D = p + k,  doue è Zn diq~zensione del- 
1 ' S(m) osculatore generico ; 0 < 1 < k). 

Se Vk soddisfa a p eyuazioni lin. indip. d70rdine m + 1 esatfamente, con- 
dixione necessaria e sufficiente perchè la W(m) di  Vk nbbia dimensio~ae D - 1 
è c7ze quelle p equcwiotti comportgctno 1 gruppi a caratteristicn di Bompiani e 
del tipo 

(1 1)  XI^ ,.,. i , , , = S ( ~ - 2 ) ,  ..., X Z ~  ,,.. i , , , = S ( ~ - 2 ]  (if; ...; in,=1,2 ,..., k )  

Infatti si ricordi la conclusione a cui siamo giunti, verso la  fine del n. 3. 
per l'xnniillarsi delle matrici che si ottengono dalla (3) sopprimendo un certo 
numei.0 delle ultime k orieeontali (iiell'ipotesi che il numero delle equazioni 

(46) BOIPIANI, A, nn. la, 28. 
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d'ordine s - 1 lin. indip. fosse il minimo) e si tmgano presenti le condizioni 
necessarie e sufficienti perche W(m) abbia dimensione D - 1 esposte ne1 n. 17 
(in cui si ponga 1 = 6 - 2k + 1,  tu == s - 2). 

Se il minimo numero d'equazioni d'ordine ~ l o  -t- 1 (lin. indip.) a cui VA 
soddisfa, compatibilmente all' ipotesi che W(m)  abbia dimensione D - 1, fosse 
< p altrettanto avverrebbe per l'annullarsi delle matrici che si ottengono 
dalla (3) sopprimendo 6 - 2k delle ultime t'û orizzontali (in cui si ponga 
1 = 6 - 2k + 1, W L  = s - .2) (cfr. N, n. 8), cib che invece non B. 

E cosi, nell' ipotesi che Vk soddisfi esattamente p equazioni d' ordine  IL -1- 1 
(lin. indip.), se W(m) avesse dimensione D- 1 senaa che le p equmioni coinpo- 
nessero Z gruppi a caratteristica altrettanto avverrebbe (cfr. N, n. 8) per 
l'annullarsi delle predette mntrici estratte dalla (3), cib che invece non e.  

La condizione eniinciata é dunque necessaria. 
Ma essa B anche sufficiente come appare subito osservando che i gruppi 

possono supporsi del tipo (il) .  
Da1 teorema ora dimostrato seguono i risliltati dei 1111. 12, 29 della 

Nota A più volte citata del BOMPIANI. 
Si ha pure: 
Se la W(m) di una Vk lm dime~wiogze D - 1, Vk soddisfn crl piif 

equazioni d' ordine m i- 1 (lin. indip.). 
Tenendo presenti le condizioni necessarie e sufficienti perche W(1n) atibia 

dimensione D - 1 esposte ne1 n. 17, vale 10 stesso ragionamento del n. 6 
(si porrà inoltre 1 = 6 - 2k + 1, tw = s - 2) ("). 

1: 6. Applicazioni. 

19. La teoria delle curve quasi-asintotiche dh liiogo a svariate e notevoli 
applicazioni. 

Accennerb qui a due di queste: 
Si supponga di voler ricercare le vnrieta Vk le cui sezioni con spazi 

lineari di data dimensione sono varieta di tipo assegnato. Ora, se quest'ultime 
varietà posseggono una certa totalità di y,., , (O E,, d i  y,;,), siccome le y,,, , 

(47) Segue che se la W ( m )  di una TTk ha dimensione D - 1, i l  minimo per la dimen- 
sione p del19S(tn) osculatore generico a Vk è p,, dore po si calcola come ne1 n. 7 (ponendo 
inoltre 1 = 8 - 2k +- 1, m = s - 2). 
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(O  gld En di y,, ,) di una varieth situata sopra un7 ultra sono tali anche per 
quest'ultima, la Vk cemata dovri~ possedere ana certa totalità E di y , ,  

( O  En di y,, s). 

La ricerca si  pub cos1 ricondurre a quella delle V k  che posseggono la  
totalità, Z (le Vk cercate sono fra di  esse). 

I n  questo modo, nella Memoria Lincea citata (n. 40)) pervenni ai risul- 
tati seguenti (del primo dei quali specialmente sarebbe interessante trovare 
un' estensione) : 

a) Una V ,  tale che la sua sesione iperpiana generica sia una O ,  cg) è 
necessarianzente la VJ di S, di Segre, oppure un, con0 proiettante dal suo 
vertice una tale 0,.  

b) Una V, tale c7ae la sua seaione iperpiam gepzerica sia una @, è neces- 
sariawzente la a, oppure un con0 proiettante da1 suo vertice una tale @, (49). 

c) Escluse la V: di S, di Segre, la a, e le V, del.!' S, (i cui S, tangenti 
riempiotio 10 spnsio ambiente), una V, tale che la sua seaione iperpiana gene- 
rica sia una V, che possegga 00' y,, , è necessariamente un cono proiettante 
da1 suo vertice una tale V,.  

In  altro mio lavoro ( jO)  dimostrai pure ne1 modo predetto il noto teorema: 
Una Vv+, tale clie le sue sezioni con gli Sr(r+3) del10 spazio ambiente 

2 

siano v r  rappresentabili su  un 8,. mediante il sistema delle quadriche di 

questo s p a ~ i o ,  6 necessariamente i l  cono proiettante da un 8,-, una tale vfr (5'). 

Più in generale, per i coni proiettanti le varietà che rappresentano 
le forme d'ordine 9% di un 8,. vale un teorema analogo del10 SCORZA ( 5 ' )  che 
ritengo probabile sussista anche ne1 campo più vasto in cui si svolgono le 
pcesenti ricerche (e non ne1 solo campo algebrico). Ma la deduaione di tale 
teorenia per n > 2 non B altrettanto agevole oome per n = 2 e l a  ragione di 

(4s) Indichiamo con 0, la seaione iperpiana generica della V46 di Sg di SEGRE rappre- 
sentante le  coppie di punti di  dne piani. 

(49)  H O  indicato con @, la V, deIl's, situata sopra il con0 d i  VERONESE (dell'S8) 
incontrata dagli S, del cono in superficie; e a, é una sezione iperpiana generica di a,. 
Avrebbe un certo interesse vedere se  la proprieth b) si puô estendere (e entro quali limiti) 
alle ~ ~ a r i e t h  assai piii gonerali a>" considerate in un mio lavoro recente: Sulle variefù 

situate sui coni proiettaati la v:' ehe rappresenta la totalità delle quadviehe d i  Sr ,  Rote 1 
e II, G Rendiconti dell'Accademia dei Lincei z ,  vol. XXVIII, ser. 6a, 1938, pp. 365, 3%. 

(50) VILLA, Pl p. 11. 
( 5 4 )  Per r = 3, ,i = 1, questo teorema rientra ne1 risultato c). 
(9 SCORZA, Sopra una  certa classe d i  varietà vazio~aali.  Rend. del Circolo Mate- 

matico di Palermo *, vol. 28, 1909, p. 400. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



306 M .  VILLA:  Nuove vicerche nella koritc delle cwwe qlccrsi-crsintotiche 
-- - 

cib risiede ancora nella profonda differenza, di cni si disse ne1 n. 16, fra i 
casi 12 = 2 e n > 2 per le Vk che rappresentano gruppi il' equazioni d' orclinc n 

a caratteristica. 
Si ha infatti ("): 

l< + 11 - 2 
fonne d'ordine n de11'8k-i (n  2 2 ) .  Vk sodclisfn esnttuntenie p = 

equazioni ( l in .  indip.)  d'orditze n e possiede esutfcrwr~nle c d k  E1 di  y,, ,,+i (r  < n) : 
per Vk vale quindi i l  teorewn del 11. 3. 

Dimostriamo inhnto  clie Vh non pub soddisfare a più .di p equaaioiii 
d'ordine n. Invero se Vk soddisfacesse a p + 1 eqiianioni d'ordine 17 

(lin. indip.), l 'S(n)'  osculatore geneiico a Vk avrebbe al piii dimensione 
(n + 1). ...*( n + k)  

- p - 2 e quindi 17S(n) osculatore generico ad una. seaionc 
k !  

( 1 2  + 1). ..:( n t k )  
iperpiana di Irk nvrehhc al piii dimensione - 

k !  

rib non avviene percli& l l S ( n )  osculatore ad unn V$yl & regulare. 
D'altra parte V,; possiede iilineno co2VE, di y,.,,,+, perchè le sue sezioiii 

iperpinne (le vfyl) ne posseggono esattnmmte ao2"-"-1 e ogni E, d i  y,.,,,,, 
,Li 

di  Vk-.i Io 6 anche per Vk; ina & non piib ~ossedere  cdk+' Eo di y,.,,,, 
percha per il teorema del n. 3 soddisferebbe ;i piii di p equazioni d'or- 
dine n, contrariamente a qiianto abbiaino giit dimostrato. (Juindi: lik pos- 
siede oo" E2 di y ,.,,, +, esattainente. 

Per  il teorema del n. 3, Vk non pu0 quindi ~oddisfare a ineno di p equa- 
zioni d'ordine n (lin. indip.) e pcrcib soddisfa esattamente a IL equazioni 
d'ordine n. L'asserto é cos1 dimostrato. 

Per  il teorema del n. 3, si ha: 

Se Zci sesione iyerpinno f iwerica d i  u n a  Vt è u n a  v;fii ~npprese, t tanfe  le 
f o m e  d' o ~ d i n e  n dell' Sk-1 (n 2 S ) ,  Vk soddisfa esattamente p eqzrasioni (5'01.- 

dine n lin. indip.  cowponenti un sistema o caratteristica. 
Se n. = 2, per il teorema del n. 4? si conclude che Vk è un con0 (il cono 

sh-1 
cioè proiettante la Vh-l da un piinto esterno al sno spaaio ambiente), coine 
giA feci ne1 inio lavoro citato, e si ha il teorema di S ~ O R Z A  (per n = 2). 

k-1 
(53) Ci limiteremo a conwiderare Vk per cui le  sezioni iperpiane sono Vn-l , ruppre- 

sentanti le forme d'ordine a dell'Sk-,, poichh il problema per sezioni con spazi lineari di 
dimensione iriferiore si rioonduce al precedente. 
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lnvece per u > 2 un oistenia a caratteristica di p = jk T!T ') equazioni 

d'ordine ~t non porta necessarianienttb ad un coiio (j4) e quindi non si pub 
dedurre senz'altro, corne si B fatto per îz = 2, i l  teorema di SCORZA (qualorn 
questo continui a valere per > 2 anche a l  di fuori del campo algebrico). 

20. Un'altra ricerca che si puo ricondurre ad un problenia sulle quasi- 
xsintotiche & la oeguente: 

Si voglia~zo ricercare le varietà Vk che posseggono una lolalità Q cli tipo 
ccsseyizato di uarietà V,(p < k )  appartenewti a spazli lineari S,,, dove p, q sono 
assynati. 

Ora, se p = 1, una V,  di S,, e stmpre quasi-asintotica y ,.,, +, di VL , 
dove r è qualunque (0 < r < y + 1) ; e quindi il probleina si pub ricondurre 
senz'altro ad un problema sulle quasi-asintotiche (55). 

Ad es., le superficie degl'iperspasi che posseggono oo%curve dello spazio 
ordinario, che vennero deterininate tutte da C. SEGRE ('7, sono fra le su- 
perficie che posseggono oo2 y,.,, (O < r < 4) e porgono quindi esempi di 
quest' ultime. 

Se p i  y > 1, una V, cli S,, possiede sempre, entro certi liiniti, totalith 

di curve quasi-asintoticht! (O E,, di cnrve quasi-asintotiche) di indici conve- 
nienti. Le Vk cercate che posseggono la totalità P di V, di S,,  posseggono 
quindi uns  certa totalità 2 di quasi-asintotiche y (O E,, di y) poichè, essendo 
le VD situate soprs Vk, gli E,, di y dello Vp sono tali anche per Vh . 

Anche per p > 1 la ricerca si  pub dnnque ricoidurré ad una sulle qnasi- 
asintoticlie. 

Ad es. in quusto mudo si pub yervenire ad u ~ i  teorenia che yeneralizsi~ 
una notissima proprieth della superficie di VERONESE ("), e che del resto 
segue subito da qiiesta proprieth della superficie di VERONESE e da1 teoremn 
di SCORZA ricordato ne1 n. 19. I l  teorenia é il sepiente: 

(54) Per I L  = 8  si veda: BOAIPIANI, A, p. 126. 
( 5 5 )  Naturalmente una volta risolto il  problema sulle qiiasi-usiiitotiche, bisogiierà ricer- 

care fra le VP trovate quelle che posseggono ln totulith P di curve di S,. 
(5" CC. SEGI~E, Le superficie degli iperspazi  colt utia doppia  ilzfinitic d i  c u w e  pialte o 

spaz ia l i ,  Xote 1 e II, Atti dell'Accndcniia di ~ o i i n o  8 ,  vol. 56, p. 157, 1921. 
(57) C. SEGRE, op. cit., p. 145. Fra i casi di superficie che posseggono m g  ciirve pianc, 

il SEGKE considerfi ivi quel10 di una coppia di coni aventi 10 stesso vertice; questo caso 
non si deve naturalinente considerare se si escludono le varietà t iducib i l i .  Cfr. pure: BERTINI 
I~ztroduaiov~e a l l a  geoimt+ia proiett iva deyli  ipempazi,  2" ed., Messina, Principato, 1923, p. 393: 
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308 M .  VILLA:  Nuove ricerche wella teoria delle curve quasi-asirctotiche 

L'urzica Vk che possiede oog Vk-1 deZZ'Sk, e il cui spazio nlrtbieieltie ha di- 
.rtzensione > k + 2 (j*), è il cono di Veronese delZ'Sk,8. 

Infatti per una VA-, del17S, ogni E2 b E, di y , , , ,  sicchb tale Vk-, pas- 
siede oo3R-5 E2 di y,, 3. La Vk , contenendo oo2 Vk-, dell' Sk , possiede quindi 
oo3A-3 E di y,, , . Orbene, ho dimostrato in un altro lavoro (j9), che le uniche V ,  

che posseggono E, di sono il con0 di VEROXESE dell'Sk.,g e le Vk 
dell'Sk ,z (escluse le sviluppabili ordinarie). 

Siccome d'altra parte il cono di VERONEBE dell'Sk,s possiede effettiva- 
mente oo2 Vk-, del17Sk ( i  coni proiettanti le coniche della superficie di TE- 
RONESE dall'Sk-3 singolare), l'asserto è cos1 dimostrato. 

Consideriamo ancora il seguente esempio : 
Si  uoglialzo ricercare le  V, che posseggono cc4 sz&per@cie del10 spazio 

ordinario. 
Per una superficie dell' 8, ogni El 13 E, di y , , , ,  sicchb tale siiperficie 

possiede oo4E, di  y , , ,  . La Ir4, contenendo w4 superficie dell' S,, possiede 
quindi ooS E, di y, ,  e andrà ricercata fra le quattro V, dotate di oo8 E, di y,, , 
da me determinate (Bo) .  

Fra quest'ultime vi é la V: di S, di SEGRE l a  quale possiede CO' super- 
ficie dell'S, (le quadriche provenienti dalle coppie di rette dei due piani) ed 
é qnindi una delle V, cercate. Rimane da, vedere se, fra gli nltri tre tipi 
di V, dotate di ooS E, di y,, , , vi sono V, che posseggono oo* superficie dell' 8,; 
in ogni modo, é chiaro che s i  perviene cosi a caratterizzare la  V,6 di  SEGRE. 

E si badi che superficie dell' S, (e precisamente: quadriche dell' 8 , )  esi- 
stono 3u tutte le vaïietà, di  SEGRE. Fatti analoghi si presentnno pure per le 
varietà di GRASSMANN r6'). 

( 5 5 )  Nell'Sk+,, per l c = 2  si hanno proieaioni della superficie di VERONESE e per k > 2  
i coni che le proiettano (e quindi, in delinitiva, ancora coni di VERONEBE). 

(59) VILLA, P, p. il. 
(Co) VILLA, M, n. 28. 
("1 Ij'idea & caratterimare énti  algebrici, in particolare le vaiietà di S~usic c le 

variet& di GRABSMANN, rnedianto curve quasi-asintotiche (a oui si collegario le considera~iorii 
del testa) b di BO.\IPIAKI. Si vedano (oltre i lavori già citati) gli Atti  del Prinzo Congresso 
delEJ Unione ,Mateitzatica Italialza, Bologna, Zanichelli, pp. 97, 08; 1938. 
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Sulle eyuiizioiii differenziali liiieari socldisfatte da1 prodotto 
di i i i  tegrali pal-ticolnïi di due eqiiazioi~i differenziali liiieari 
oinogeiiee assegnate e sin alcune formule iiltegrali dei 
polinomi di Laguerre e di Hermite. 

Mernoria di GIC'SEPPE PA LA AI^, (a  Lecce). 

Santo. - Stabilita Z'equazione soddisfatta da1 prodotto degli itztegrali particolari d i  dite 
generali equazioni differenziali l ineari omogenee del Z0 ordine assegicate, con procedi- 
meiito che h a  carattere generale, si deducono poi particolari epuazioni soddisfutte 

d a  CL;)(X)L~)(X), cH,(x)H,(x), ecc., (c = costante). Infine si utilizza,zo alcune d i  esse 

per determinare delle formule integr-ali degli L:)(X), H,(x). 

Da vari autori (') sono state stabilite eqiianioni differenziali lineari, sod- 
disfatte da1 prodotto d i  due solumioni di particolari equadoni differenziali 
linenri del 2 O  ordine. 

Sorge quindi spontaneo il pensiero di studiare la seguente questione 
generale: Qual'è Z 'equaz ione  differengiale lineare d'ordine wtininzo cui 

( i )  11 modo d i  risolvere l a  questione che ci interessa fu indicato da1 CLAUSEN i n  Crelle's 
Journal,  Vol. III, p. 89, (1828). B. E. NEUMAN i n  BeitrQe zur Theorie der Kuyelfunctiong?~, 
p r i e  II, p. 91, (Leipzig 18'78), risolve la questione ne1 caso in cui le (1) e (2) dsl testo sono 
oquazioni d i  Legendre e tale procedimento é riprodotto da  E. W. H o s s o ~  i n  The ~ h e o r ~  of 
Spherical a n d  Ellipsoidal Hurmonics, (Cambridge, 1931), pp. 83-M. 

N. NIELSEN s i  occupa della stessa ricerca, ne1 caso i n  ciii le (1) e (2) siano le  eqiit- 
zioni differenziali d i  due differenti funzioni metasferiche, ne1 suo libro: Fonctions Métasphe- 
ripues, (Paris, 191i), pp. 129-130. Inf ine 10 stesso NIELSEN ne1 cap. 1.X del suo Hundbuch 
dev Theorie der Zglinderficnktionen, tratta il caso i n  cui . ~ c  e 21 siano funzioni cilindriche 
di la specie. 

Qneste ricerche sono utili per determinare alcune interessanti formule integrali. 
Nielsen ne1 1. c., pp. 131-133 e 133-159 f a  un'altra applicazione delle equazioni soddisfatto 
da  y = cuv, c = costante, per determinare 10 sviluppo d i  alcune funzioni mediante il  prodotto 
di due particolari funzioni metasferiche. Un'analoga ricerca, potrk farsi, serl-endoni dei 
risultati d i  questo lavoro, nei  casi i n  cui 16 e v siano altre classi di notevoli funzioni, e 
itgevole sembra anzi questo studio quando u e v sono polinomi d'Hermite di diverso 
indice. 

A~zflali  di Matematiea, Serie IV,  Tomo XVIIl .  40 
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Y10 G. PALANA: Sulle eyzlazior~i difierenzinli li,fieari soddisfntte da1 prodotto 
-- - 

soddisfa y = cuv, cssetdo c costa~ote ed u e v rispeCtivaraeute iroteyrati parti-  
colari delle 

(Il u" = f o ,  p' f- f o ,  2% 

(2) vrl = f o ,  Lw1 + f o ,  eu, 

ove f , , i ,  y,, i ( i  = 1, 2) SOUO. fu~mioui ( ~ U C C ~ S ~ C C Y . ~  della x che coutnzettono tutte le 
derivate che ci occorra considerare? 

G'rediamo interessante la questione prospettata, peïchè, da1 risultato ottenuto 
dalla risoluzione di essa si possono trarre equazioni differenziali cni soddi- 

sfano prodotti di clnssiche funzioni, quali ad es. L~,"'(X)L$'(,), H , , ( z )H, , , ( z ) ,  
[ ~ n ' ( z ) ] h c c . ,  indicando a l  solito con L?'(X),  H,,(z )  rispettivamente i l  polino- 
mio di LAGUERRE generaliazato e quel10  HERMITE d'indice n. Queste par- 
ticolari equazioni differenziali poHsono alla loro volta avere importanti appli- 
casioni. Due di esse le crediamo ad es. iitiliazatt: per determinare 

J - ~ H E , ~ )  Hmppx,  
-CO 

e a mezzo di una formula ricorrente 1' altro integrale 

quest' ultimo perb a 
Gli autori citati 

w 

O 

mezzo di  formula ricorrente. 
nella nota (') hanno tutti risolto le questioni particolari 

di cui si  sono occupati con un metodo Che opportunameute generalizzato dk 
luogo, se noir a difficoltà ceoncettuali, a serie difficoltA pratiche di calcolu 
nei cnsi in cui l'ordine delle due equazioni (1) e (2) sia superiore al 20. Le 
dette difficoltà derivono da1 yran numero di  parametri che occorre eliiniuare. 
Pertanto noi abbiamo seguito un altro metodo ohe, iina volta assicurata l'esi- 
stenza e il tipo dell'equasione ciii si vu01 pervenire, permette di  risolverc! 
con perfetta uniformith, speditamente e, crediamo, con eleganza la riferita 
questione, anche ne1 caso che le u e v siano solu~ioni di equazioni differen- 
ziali del tipo delle (1) e (2) ma di ordine qualsiasi. 

1. Occupiamoci della inclicata question? generale, cioé detterminiamo 1' e- 
quasione differenziale che ha per integrale generale 

y = C,UIV1 + c,U,V, + c,u,v, + c,u,o,, ,ci costanti) 

ed u, , zc, e v ,  , v, iiitegrali particolari linearmente indipendenti rispettiva- 
mente di (1) e (2). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Rilevianio innanzi tutto che l'equazione che si cerca é linerire, omopnea 
e del 4 O  ordine ('1, ci06 essa O del tipo 

(3) n,,yw + a, y'" + a,y" i- a,,y' -1- c x , ~  = 0. 

ore a, sono delle funaioni delle f , , , j ,  y,,.j da deterininarsi. 
Se deriviamo la (1) e teniamo presente la (1) stessa, abbiamo un'eqiia- 

zione che si pub scrivere cos1 

(4 1 ut" = f , ,  ,Ur + f , , 2 U  

essendo 

(5) f, , ,==f:, ,  + f ' , . , + f o , 2 ,  f , , P  =f0,1fOi2-1-f'.o>P' 

Invece derivando la (4) ed ntilizmndo ancora la (1). ~i ha 

1 valori d i  y , ,  ,, cp ,,,, y,, , , y,,, si ottengono rispettivamente da quelli d i  

fi,, , f i ,  ,vp,, , f2. ~ambiando nelle (3). 17) f , ,  , in (90. ,. 

(y I l  metodo clegli autori citati ci dice che l'equazione P del 4 O  ordinc. 
L a  determinazione effettiva dei eoefficienti ai della (3) B perb piil agevole col nietodo 

segiiito ne1 test0 d i  qiiesto laroro, che iiioltre ha, come si è detto, rnrattere generale. rhe 
con il proccdirnento dei citati autori. 

Nel caso che zc e v sono integrali particolari di equazioni del tipo di (1) e (2) rispetti- 
vamente, ma del 3" ordine, l 'equazione analoga alla (R), o t tmuta con il metodo dei detti 

Quindi s'induce clie in generale, ne1 caso ci06 clie u e v siano integrali particolari di 
equazioni del tipo dello (1) e (2). ma di ordine quansiasi m. l'analoga alla (3) assiinie l 'aspdto 

esaa B poi aiirlie qa~l l r t  di ordine minimo, coiiie i! facile convincerrri, f ra  tutte quelle ch@ 
sono soddisfatte d a  ciasciino dei posuibili prodotti di uno qnalsiasi degli integrali particolari 
linearmente indipendente u, p r r  ilno qualdnquo degli altri integrali particolari linearminte 
indipendenti v delle due dette equazioni differenziali del tipo d i  (1) e (2), ma dello n-mo ordinc. 

La (3) del testo é l'equazione differenziale d'ordine minimo sc  vc,v,, u,vJ, utv,,  uev2 
Rono linearinmte indipendeiiti. 
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Ors l a  (3), sc vi poniamo UV a1 posto di y cd effettuiaino le derivmioiii, 
pub scriversi 

Sostituendo nella precedente al posto di uw, u"', u", vIV, v"', v" i valori 
dati rispettivamente dalle (61, (41, (i), (9), (8), (2), si ha il seguente sistema li- 
neare nelle incognite a,, se annulliamo i coefficienti di u'v, UV'? u'd, UV e 
poniamo a, = 1 : 

Se i l  determinante A del sistema (IO) non é nul10 (3) ,  da esso ~i h a  essendo 

A = 2(0% l - '4, i )  + 0% A f o ,  , - Y,, 1)  

La (3) sostituendo ad a, i trovati valori, ci dà  17eqnazione differenziale 
richiesta. Essn ha per integrale generale 

y = ciUiVi + c2u,v, + c3u1v, + c4u,v,, c, costanti, 

se indichiamo con u , ,  u, i due integrali particolari linearmente indipendent.i 
di (1) e con v,, v, quelli della (2). 

(3) Per il caso A = O ,  cfr. il n. 2. 
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2. Considerinino in  qnesto N. due casi particolari: 
l0 caso. Sia 

(13) C P o , , = f o , , ,  c p o , * - = f o , 2 .  

Le (1) e (2) sono identiche e quindi hanno gli stessi integrali particolari 
linearmente indipendenti. Pertanto la  (3) si deve ridurre ad una equaaione 
differenziale del 30 ordine, perche il siio integrale.generale B ora, conservando 
i l  significato attribuito alle u i ,  ci ne1 N. precedente, 

Na si noti che per le (13) 13 A = O  ed il determinante seguente invece, 
estratto dalla matrice dei coefficienti del sistema (10)) reso omogeneo traspor- 
tnnde O, ,  , al l0 niembro ed attribuendo questo O,, a coefficienti di  a, in 
ciascima equazione, 

è diverso da zero. Qiiindi le  ultiie tre equazioni del sistema (10) ci foi-ni- 
scono iinn doppia infinità di solueioni assegnanclo alla a, e alla a, valori ar- 

bitrari, e la (3) risiilta del 3O ordine se facciamo, corne .è lecito, 

Percib, la soliieione che a noi interessa del sistcnia (IO), B 

od anche 

2 O  caso. Sia 

%, , = f o ,  i . 
Sostitiiito f,,, , al posto di (p,, , nelle formule del n. 2 e ponendo 

SI = f 0 , 0  + Yb29 $2 = f O , ?  - ~ 0 , 5 2 7  
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314 G. PALAMA: ,%lie equasiorci differenxinli lineari soddisfutte du1 prodotto 

- - - 

ove ë,, , , 0 ,,,, O,, ,, O,,, sono cib che diventano rispettivamente 0,. , , O,, ,, O , ,  , , 
O,,, quando nelle espressioni (11) che danno i valori di quest'ultime, si fa 

90, , = fo, 4 

Alcune classiche equazioui del tipo della (1) hanno f , , ,  , costa~te .  Ne1 caso 
che quest'ipotesi si verifichi sia per l a  (1) che per la (2), le ultime for mi il^ 
trovate ad es., possono piii semplicemente scriversi 

3. Se si vuole scrivere l 'equa~ioiie differenziale ciii soddibfa u 'P 'u '~ '  si 
pub procedere in questo modo. 

Si divida (1) per f,,,? poi si  derivi e si ha  

Invece la (17) dividendola per f',, , -+ 1 e derivandola poi, ci di3 

Tt. = (f4, ( - f ")u'I1 4- (&. , + l)ul', 
essendo 
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d i  i+ategr.nli particolnri d i  due equneioni differenzinli linecwi, ecc. 315 
- - -- 

ed in generale abbiamo 

1 f": l 
f , , o = - 0  

f o ,  2 

Ora si noti che la (18) pu0 scriversi cosi 

Analogamente dalla (21, si ha 

Le due ultime (211, (22) sono del10 stesso tipo delle il), (2) ma ammettono 
rispettivamente per sduaioni u ' p ) ,  v'q'. Quindi uua volta che si B calcolati 

- 
fiervendosi delle (191, (20) fp, , ,  f,, , e le anatoghe G,,; cp,, , , utilizzando i ri- 
siiltati ottenuti a i  11. 1, 2 si pub scrivere l'eqnaaione cui soddisfa CU'P)V'~', 

c costante. 
11 inetodo precedentemente indicato, per determinare l'equazione cui 

soddisfa c z c ' % ( g ) ,  si semplifiaa ne1 caio particolare che soritte le  (1) e (21, 
liberandole bai doniinatori, sotto la  forma (') 

fossero 

yO, 2 ,  f O , *  polinomi di grado zero nella x, 

yO, , f o ,  polinomi al massimo di grado 1 nella x, 

' p 0 , 2 , f O > l  » >> )> ». » 2 7, », 

(4) Cfr. a questo proposito A. MAMBRIANI, Equazioni differetzziali lmeuri aventi solu- 
sloni polinomiali, Boll. dell' Un. Mat. It. ., fasc. del febbr. 1938, pp. 29-31 (t eor. 11). 
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316 G. P A L A M À :  Sulle eqzlazioni differercziali lineari soddisfatte dnl prodotto 

perche dalla (1') si avrebbe subito 

e dalla (2') l'analoga per la v. 
Con le considerazioni svolte precedentemente, si otterrebbe percib subito 

l'equazione che a noi interessa. 
Quanto si é detto in questo N. pub ovviamente estendersi anche per il 

caso generale ne1 quale u e v siano solu~ioni di equazioui del tipo delle (1) 
e (2) ma di ordine qualsiasi. 

4. E passiamo alle applicazioni. 
Come primo esempio scriviamo l' equaaione differenzinle cui soddisfa 

~L!?(x)L~(x), c costante. 
1 calcoli da eseguire in questo caso sono laboriosi, percib noi scrivismo 

sen5'altro il risultato dopo d'nver osservato che, essendo L:'(X) soluzione 
dell' equaaione 

(23) EU'' i- (a - e + 1)u' t nu = 0, 

x - a - 1  n 
f o ,  1 = x , f o , s = -  - x 

e quindi analogamente 
x - p  - 1 m 

' P o ,  I = 9 CPo,s= - -. X 

La sostituzione dei detti valori delle f,, , nelle (5), (7) e di quelli delle 

y,,, nelle analoghe ci danno rispettivamente f,, i ,  f e ,  e y,, i, rpn,, . A mezzo di 
quest'nltiuii e delle (il) si determinano le Oj,, . Si hanno cosi tutti gli ele- 
menti per ottenere con le (12) le a, e quindi la (3). 

L'equazione differenziale cui si perviene pub scriversi cosi 

ove pi , j  sono dei polinomi interi in x di grado j .  
Precisamente 6 
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di integrali particolari di due equnz.io.ni differenz.in1i lineari, ecc. 317 

essendo 

I ao,a = A, a,, 1 .= B, a,,  0 = - 4-43 
a,, , = (2y, + 538 - 4B, a,, ,  = 26,B, a?,,  = 5A7 
cc,, , = 15B - 24q, i- 16r2 + %y, + 4p2(2p, - 13)? 
a,,, = yi(F- C )  + A(aP - 2) -+p,y: + AD - y,(CS, + 'B,L),  
a, ,=B(D+G),  a ,,. = -U, 
a,, = Sy,(-4y, + 523,) + 2E(p,- 4 - 4p2(3p,- 4) - ~ A ( P , -  3) + 4q , ,  

a,, , = B(q, + p l )  - 43r,  +Ba? + 5) + y J V 3  -p l )  - Y , P , ( ~ Y ,  + 18) - 
- 4y,F + 4azn - 4P'm + 2p,(3q, - 443 + 5r, + 4p,) - (10y? + Sr,), 

a,,,= y,[G(- 4y, + GP,) t F 6 ,  - H +  y,(p2 -r,)l, a,,, =Bs ,G,  
a,,,=Bp,A, cc,,,=-pi6,A+2L(3q, +r ,  -2p,), 

2 = Y ~ [ P , P Z Y ,  + (ql + P , ) ( ~ P ~  - 4 ~ i )  - P I ' Z ~ ] ,  '4 3 - 

in c ~ i i  si é posto 

Come si vede i coefficienti delle tfi' nella (24) sono molto cornplicati, ma 
essi, in alcuni casi particolari interessanti di  cui ci occuperemo ne1 N. suc- 
cessivo, si  semplificano ed anche notevolmente. 

Per stabilire l'integrale generale della (24) occorre una preinesna. 
KUMMER (j) ha studiato 1: fun~ione  G(p, y, x) defiriita dalla 

È facile determinare, tenendo presente la precedente, I'equazione diffe- 
renaiale seguente, cui soddisfa la G(p ,  y, x), 

aB 4. + WB + 1) =* + 

(j) Cfr. KUMMER, Über die hyperyeometvische .Reihe 1 + - x + 
1.y  1.2-y(.: + 1) 

' < '>  

. Journal v. Crelle ., Vol. XV (1836), pp. 138-14'2. Cfr. inoltre APPELL e KAMPÉ DE PURIET, 
Fo'onctions hypergéometviques et hypersphéviqwes, polylzolnes d'Hermite (19261, yp. 121-123. 

Annali di Matemalica, Serie IV, Tomo XTIII. . 41 
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318 G. PALAMA: Sulle equazioni differenziali lineari soddiafntte dal ~ r o d o t t o  

che ha per integrale generale, se y non é intero, 

NI =c,G(p, y, e)+c,üi-rG(p + 1 - y ,  2- y, x), ci uostanti. 

Ora la  (26) si identifica con la (23), ponendovi 

quindi l'integrale generale della (23) è, se a non é intero, 

e percio analogamente 

Si pub subito verificare che i l  Io dei due integrali particolari che corn- 

paiono nella (29), coincide a meno di un fattore costante con L:)(x). Oifatti 
tenendo presente . che 

(a, tn)  x"' 
Glp, y, ü) = Z -- - 

(Y, 4 
ove 

(a, m) = a(a + 1) ... (z + rit - i), 

e lo sviluppo di L;'(Z), si ha  subito che 

I l  20 integrale particolare x-"G(- n - a, i - a, x), a mezzo della (30) 
assume la forma 

x-aG(- n - a, 1 - a, a) = 

Se indichiamo questo secondo integrale particolare con K:'(X), l'integrale 
generale della (24) pub scrivarsi, se a e fi non sono interi, 

ci = costanti. 

5. Consideriamo in questo N., corne si é detto precedentemente, alcuni 
casi particolari. 
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l o  caso particolare. 
Sia 

a=p.  

Dalle (26) si ricavn 

Sostituendo questi valori nelle (25), dalla (34), se si divide per 4p,x, si  irae 

i l  cui integrale generale si ottiene da  (31) ponendovi = a- 

2 O  caso particolare. 
Sia 

tn = n. 

Utilizzando i risultati del N. precedente, a semplificaeione effettuate, si 
ricava 

(32') (- 2x: + y,)3e3yw + [8xe - 2(4y, +- 5 ) ~  i- tyI6,]xPy"' + { - 10x3 + 
+(15y,-8n -t 26)x?+[yt(4n- 7y, - 25 ) -2 (4  + 4 ) ] x + y , ( D + G ) 1 ~ ~ " +  
+ 1 4x4 + 8(2n -y, - 2)x3 + [- 12n .I- 4ap + 10 I- yI(5y, - 1Gn + 21)]xP -+ 
+ y,[- 4 6  - ny: + 6,(- y, + 6n - 3)Ix -t y,s, G 1 Y' + 
+ (- 8nx" 12n6,x2 - 6nyi6,x i- n y , ~ , ~ , ) y  = 0. 

Anche l'integrale generale di questa si ottiene dalla (31) facendovi n z z  n ,  

Si noti che la (32), servendosi delle (15), pub controllarsi mediante c a l ~ o l i  
non molto laboriosi, e che la stessa (32) e quest'ultima per 

possono rispettivamente scriversi 
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-- -- - - 

Ma si deve notare che i due integrali particolari della (23)' per a = O  
coincidono e quindi ora si pub solamente affermare che cL,,{x)L,(r), [ C T , , , ( T ) ] ~  
sono rispettivamente due integrali particolari delle due prccedenti. 

6. ,Un caso particolare assai ititeressante, si lia quando a = p, ~ I I  = n. 

Na questo caso è preferibile trattarlo direttamente a memo delle formule (14), 
perchè ora si deve avere un'equazione differenaiale del 3 O  ordine e non una 
del 40, come si ricaverebbe a mezzo dei risiiltati stabiliti ne1 N. precedente. 

Dalle (14)' si ha  
x - a - 1  

a , = O ,  a,=-1, a , = 3 . .  î: 3 

e quindi l'equazione dilferenziale è 

(33) x2y'" + 3x(a - x. -+ 1)y" + 
+ [2x2 + 4(n - a - 1)x  + ( a  + 1)(2a + 1)]yr + 2n(2x - 2x i-- 1 )y = O 

che ha per integrale generale, se a non è intero, 

Osserviamo che l'equazione del 40 ordine cui soddisfa [~t'(x)]"he si 
ottiene dalla (32) per m = n ,  pub ricavarsi aggiangendo alla derivata del pro- 
dotto di x per la (33) questa stessa moltiplicata per a -- x - 1. Invece la (32'), 
ne1 cas0 di  a = p, si pub ottenere aggiungendo alla detta derivata moltipli- 
cata per 2(- x +- a) l a  (331 moltiplicata per 2[(a - x)? i- x]. 

5'. I n  questo N. ci occupiamo di altri esempi notevoli. Scriviamo ci06 
le equasioni che ammettono come- integrali particolari rispettivamente 

Hn (x)Hm(z), Hn '(x). 
Per  stabilire la prima si osservi che (1) e (2) diventano ora rispettiva- 

e quindi 13 
foti=cpo,,=2x, f o . e = - 2 n ,  cpo , e= -Bnt .  

A mezzo delle precedenti, dalle (15)' si ha la seguente equazione diffe- 
renziale cui soddisfi cH,(x)H,,,(x), essendo c costante. 

(36) y" - 8x.y"' + 4(5x% ty, - 2)y" -+- 
-+- 4x(- 4%" 4p, -t 5)y1 + 4(4p,x2 +pi - 2pJy = O, 
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di  aiintegmli particolari d i  due equa~ion/i differenziali lineari, ecc. 321 

Per scrivere l'integrale generale di  quest7ultima occorre fare qualche 
ossrrvaaione preliminare. 

Si noti che l'equazione di KUMMER si identifica con In (34) cambiando 
1 n 

nella (28) x in x' e facendo y = a >  p = - S .  Perciù 

della (34) è 

1' integrale generale 

1 due integrali particolari 

si riducono rispettivamente a dei polinomi quando n è pari e qnando n & 

dispari. Difatti si verifica subito, cambiando n in  2 n  ne1 l0 integrale che 

se si muta invece n in 2 n t  1 ne1 2O, si ottiene 

L' integrale generale della (35), é : 

per n pari ed nz dispari; 
in  tiitte le precedenti ci sono costanti. 

Fe r  stabilire l'equazione differenziale che ammette corne integrale parti- 
colare H,,"x), basta utilizzare le (14), da esse si  ha subito 

(36) y"' - 6 4 '  + 2(4xP + 4 n  - l)yr - 16nxy = O 
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cire ha per integrale generale 
(-A) 

y = c, H,,'(x) + +c,H,,(x)K -. (xe)+ c, , se 12 é pari, 
n - 
2 

Y+) 
+c2K ( ~ ' ) H , , ( x ) i - c ~ H , , ~ ( x ) ,  sef iédispar i ,  

n -1 
2 

(ci costanti). 
Se ne117equa5ione (35) si pone m = n, si ha un'equazione del 4O ordine 

di cui é soluzione H , , P ( ~ )  che si ottiene dalla precedente sottraendo dalla sua 
derivata il prodofto di 2% per la (36) stessa. 

8. Occupiamoci ora della determinazione di alcuni degli integrali di cui 
si é fatto cenno nella introduzione. 

Prima di  tutto utilizziamo la (36), cui soddisfa 

(37) ZJ = H,,'(X) = 2 a,,H (x) 
i=O Zn--2i 

e teniamo presente che 
(2n - 24 ! 

H ( ~ )  (x) = (- 1)~2'. H (e). 
2n-zi (2% - 2i - r )  ! 2,+.&). 

8 

Inoltre la seguente formula ricorrente degli H,,(x): 

H,+,(x) + 2xH,,(x) + 2nHn-, (x)  = 0, 
dà successivamente 

A mezzo delle (38) e (39) la (36), puo scriversi 

(2n - 2i) ! 
+La2i--- [12H (x)  + 24(2n - 2i - 2)H (x)]  i- (2n - 2i - 2) ! 2%-2i-i 2n-21-3 

+ B a2,(2n - ai)[- 4H (x) - 8(4n - 4i - l )H ( z )  - 
2n-2i+l 2n-2i-1 

- 1612% - 2i  - 1)(2n. - 2i - 2 ) H  (x)]  - 4(4n - 1)  L a&rz - 2i)H (x) t 
212-2i-3 Zn-26-1 

+- L a,,Sn[H (x )  +- 2(2n - 2i)H (x)] = O 
On-.-2i+l Zn-2i-1 
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e da questa annullando il coefficiente di H (x) ,  si ha a semplificazioni 
Bn-21--1 

effettuate 
2(i + l)a,i+n = (2% - 2i)2a,i 

moltiplicando la, precedente con le  formule che da  essi si traggono cam- 
biando i in  i + 1, i + 2, ... , i + s - 1 ,  si ricava 

da cui per i = O  

(401 265! a,, = (2n - 2s) ! ! 

Da1 confronto poi dei coefficienti di x?" dei due membri di (37), si. trae 

Pertanto la (40), pub scriversi 
' 

e quindi, per quest'ultima, la (37) diventa 

[ (2n)! !  '1' 1 
H,,¶(x)  = Z - H (x). 

,=O (2% - 2s) ! ! 2's ! 2 ~ - %  

Se ora moltiplichiamo la  precedente per e-x'H,,(x)dx e integriamo da 
- ca a + oo, abbiamo 

L'integrale del S0 membro è $= 0, per 

oesia per 

e poiché 6 

Per  p = rc,Ldalla precedente si trae 

e-xzHq,"(x)H2,(x)dx = (4%) ! ! vn. s -03 
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Se invece 6 p > n, risulta 

Infine, se ca.mbiamo nella (41) n in 2p, si ha  

9. Per  lo stesso scopo perseguito ne1 N. precedente utilizaiamo ora la (33) 
cui soddisfa 

y = [z'Z'(x)]'. 
Questa volta poniamo 

a indichiamo 
L(?)(x) con y. 

an-6 

Dalla (23) abbiamo, se cambiamo u in y ed n in 2n  - i 
(43) ey" + (a - x + 1)y' + (2% - i)y = 0,  

e da questa derivando 

xy"' + (a  - x + 2)y" + ( S N  - i - l)yl = O. 

Dalla precedente e dalla (43, si ricava 

Se ora nella (33) si  mette a l  posto di y e x'y"' + 3x(a - x + 1)yU, rispet- 
2tt 

tivamente Z a,L(a) (x) e il valore che si ricava dalla precedente uguaglianza, 
i=B an-i 

si trae 

(44) 2, ai[(2tz + i)xyl - (2x - 2a - i)iy] = 0. 
Ma è 

(43) 
d 

x - [ L ~ ) ( X ) ]  = ~ L ? ) ( X )  - (a + n ) ~ f l i ( x ) ,  dx 

quindi se nelle (45) e (46) cambiamo rt in 2n - i, eliminiamo poi fra esse a 

la (44) rispettivamente xy' e xy ed anniilliamo infine il coefficiente di 'L(")(X), 
Zn-; 
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di  integrali pnvtieolavi di due eyuaxioni diffwen~icrli li.neat.i, ecc. 32.5 

si ricava la seguente formula ricorrente 

che permette di ricavarsi successivamente a , ,  a, ,  ... , tenendo presente che 

coine subito si trae confrontando il primo termine degli sviluppi, secondo le 
p o t r n ~ e  di x, di nmbo i membri della (4%). 

I n  particolare dalla (47) si lia 

l a , = -  ( 2 4  ! per i = 0, 
(49) 

n ! ( n -  l ) ! '  
nu,, 

a, = [(Zn. -- 3)(2n - 1) -1- 2(a t Sn) - 11, per i = 1. 1 4(0n - 1) 

Se ora rnoltiplichinmo ln (42) per e-?c"L~)(x)dx ed integriamo da O ad oo, 
abbiamo, se a > - 1, 

e - x x ~ ~ ~ ) ( . r ) [ ~ ! : ) ( x ] ~ d ~  = 0, i. per p ) 292, 
O 

se invece b p = 292, poiché 

risulta, tenendo anche presente la  (48) 

(1 

I n  generale è 

per a >  - 1, 

ove a,,,-, si calcola a mezzo :della formula ricorrente (47), tenendo presente 
le (48)) (49). 

Annali di Matematica, Serie IV, Fomo XVIII. 
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