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Bestiminulig eiiier absoluten Koiistnilteii a m  der Theorie 

der trigoiiometrisclieri Rei heri. 

Von KARL GILANDJOT (in Paris), VOJTECH J A R N ~ K  (in Prag), 
EDMUND LANDAU (in Gottingen) und JOHN EDENSOR IJITTLEWOOD (in Cambridge). 

E I N L E I T U N G .  

Heir FATOU (') hat zuerst bemerkt, dass die für O < x < dn offeiibnr 
koilvergen te trigonome trisclie Reihe 

bei x-O keinem etidlichen Greiizwert zustrebt. 
Der ( F ~ ~ o u s c h e )  Origii~iilbeweis ist nicht so ejiifttch wie der fblgeiide, der 

zeigt, dass die Funktioii gegeii +. oo strebt. 
Durch A e ~ ~ s c h e  partielle Suinination erliiilt tnitti bekniintlich : d u s  

t 

Ferrier ist bekaniitlich fur O < x < Bn, u C v 

v - s i  ( +  :)30 + sill(v +S)x 
(2) COS 91s =. 

X 
7 

fl=u+l 2 siii 
2 

nlso 

(') Sur le déoeloppetneizt e n  série trigotbotrtétriqice d e s  fonctions n o n  itztégrnbles, Comptes 
rendus hebdomadaires des séances de l'Acad6mie des Sciences, Paris, Bd. 112 (1906). S. 765-76'7. 

Annali di Matentatica, Serie lV, Tomo TI. 1 
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2 K. GRANDJOT U. a. : Best inzmung eircer absoluten Konstcmten 

Dalier ist für jedes 121 > 1 

Für rn = - ist nlso 
[;SI 

1 1 
f(42- C - i- O ( ] ) - m .  2 n-, 12 log 72 

Offenbar ergibt sich wortlich ebenso der Satz: Aus a,  zn,z ..., a ,  = O - (3 
und der Divergenz von Z a, folgt 

n =l 

bD 

f(x) = ': a,, cos ?m - m. 
n=1 

TL 
I n  der Tat ist für O < xi-, l i t  = , s,, = a ,  + ... + an - 3  

1 
f (x) 2 3 s,,, - - 

X 
sin 

Ili dieser Aiissiige kniiii ofleiibnr die Voraussetaii~ig n,, = 0(3 diircli die 

scli wachere 

ersetzt werdeii. Uiid statt (4) genügt augenscheiiilicli iliich 

Leicht erkeiiiit m a n  feriier, dass (5) diirch 

na,,,, 1 lim sup - 
a=W S, < a  
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aus  der Theovie der trigonometl.ischem Reihen 3 

ersetzt werdeii kaiiii. Denii nach eirier bekaiiuteii !~'SCHEBYSCHEFSC~~~~I Unglei- 
7C 

chung ist für O < $ < - ,  rn= 
- 2  

m m 
am+, f (z)> Z a n  cosna; - n a 2 " x e o n n o  - - 

n=i . LK- qj)s=i . X Slll n Si11 n 

(6) 
stets 

Aiidererseits ist offeubar, aeim 

a . . .  a,,-O, s r , -m ,  

Es eiitstehen ~ i u i i  die füiif Frageii : 
1) Folgt aus (6) nlleiii 

(7) f (x)-w? 

2) Weiiii neiii, folgt (7) etwa aus (6) ziisninmen mit 

na"+,( 11 liin sup - , 
m=m. S n  

3) Wenn iieiii, welches ist die (daiiii offeiibnr existierende uiid dein 
1 

Iiitervall - ( P < 1 niigelitirende) Weltkonstniîte I', so class (7) zwtir aus (6) 
2 =  

folgt, jedoch für keiii P' ) P fius (6) zusninineii iiiit 

4) Folgt (7) sclion aus (6) zusaiiimen mit 

6 p? liin sup- - A 

n=m S n  
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1 
5) 1st Pz-? 

2 
Wir werden in dieser Abliaiidluiig alle diese Prageii beanlworteii uiid 

fiiideii : 
Ad 1)  Neiii. 
Ad 2) Neiii. 

Ad 3) yP siii ny dy = 0. S 
O 

Ad 4) Neiii. 
Ad 5) Neiii. 

Es sei 
- 

I ( a )  = yz siil 7cy dy für O 5 a 5 1 .  S 
O 

Oîïeiisiclitlicli fallt I ( a )  inonotoii für wachseiides a ;  demi 

yZ log y sin zy dy  = - yz 1 log y sin ny 1 dy  < 0. 
O s O 

Feriier ist 

Also gibt es  geiinu eiii P mit 

1 1 
Dnbei ist P > -. Deiiii für O < y 5 - ist 

2 2 
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nus der Theolle der trigonometlrschem Reihen 5 

also 
1 - 
2 

92an+, y = liin sup --- 
n=oo S n  

< P  

f(x)- 00 bei rx-O.  

Reweis: Für X) O, "in i- - wld v23112.t 1 kt nilch (2)) gleichilîassig iii v, [LI 
.- sin(3m + S)x + s i i i  (0 +;)s 

cos 91% = 
n=3m +1 X 

2 siii - 
2 

- sin (: -+ O(%)) - 1 
> - = O(x). 

11; 
2 siii - 

2 

Nncli (1) ist also 
00 

a,, cos nx z'O(as,,lx) = 0(1), 
n=3m I l  

uiid es geiîügt, 
3m 
2 a,, cos nx-oc 

r=l 

zii zeigen. 
r + P  Nach (8) ist für 7z 2 sz, , wenn wir x = - 

2 
setzeii, 
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Daher ist, wenii s, = O und s, = SI,, für z > O defiiiiert wird, 
+ 

3m 3m 
COS n a  = X (s,, - s,,J cos vix = Z: s,, (cos 11x - cos (12 t l )x) ,+ ~3~ COS (3nz + 1 ) s  

n=l nz1 

3Tl 
3m i 1 

S = x s, siii zx clz + SJ, cos zX siri zm tiz + o ( s ~ ~ )  
O O 

~i 3n 

wegeii 

Salx 2 : Es g ib t  ein Beispiel mit  (6), y = P u l~d  f (x) nicht - oa bei x-O. 
Bezoeis : Es sei 

D a m  ist 

a.,Zcc,>= ..., a,,-O. 
Für k g _ ,  < 12 _I k ,  ist 

daher ist 
< P. Y = 
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nus der Theorie der  t r igonometr ischen Reihew 7 

3n W 
Nun sei x = X, = %. Wegeii . l ' ( a )  < O t - ( 1 , )  > - -  W eine 

Q 

positive absolute Konstante ist. Daher k t  mai l  beachte P, > I' > 

1 1 
da. für alle grossen q offenbar k3-8 > k p Z  > q 2 ;  man merke sich 

P 
- kqq I(PQ)-W. 

Ferner ist iiach (1)  und (3) 

r;P 

a ,  cos 1 1 %  5 O = O(h,c,+,) = O(1). 
%=kq t1 

Schliesslich ist 

k, 
'q cos nx kq cos 11% C n , , c o s v 2 X = C g  C ,=p_i~,z_1=Pn7 

7c k COS v 
da,  lx l - fiir 11 5 kg-, wegeii h,-, < 3 ; i i ~ d  hierin ist, da - 

3 
fii r 

- 2 V1-ps 

3 x 
O < 05- i i i  zwei Abteilungeii monoton ist, 

2 
3n 

Zusanlmeiigefasst ergib t sich 

lim iiif f(x)= - W. 
x=o 

8 

Aus (9) folgt 1) die Divergeriz von Z a,,, 2) f ( x )  ilicht - + bei - 07 
n = l  

also 3) y 2 P, also 4) y - P. 
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St,udio geometrico dei sistemi niioloiioiiri. 

Mernoria di GIORGIO VRANCEANU (a Jassy - Romania). 

INTRODUZIONE 

L'idea di cercare una iiiterpretazione geometrica dei sistemi anolononîi 
della hIeccanica, mi é stata suggerita da una questione postaini da1 prof. LEVI- 
CIVITA, e cioè : 

Dnto un sistemn meccanico anolonomo, a vincoli indipendenti da1 tempo, 
la cui forza viva ha la forma 

1 " dx, dx, T= - C. .n  
d t  d t  2 I V  U-- 

e i cui rincoli di aiiolonomia siano 

rimane iiidividuata unn varieth nietrica V,, il cui ds2 e dato dalla espressione 

e dove sussistano le (a) corne vincoli di mobilith per il punto rappresentativo 
del sistema in V,,. Le traiettorie spontaiiee del nostro sistenia anolonomo sono 
delle curve in V,,. Godono esse effettivamente la proprietà che la loro curva- 
turn geodetica nella V,,, risulta minima subordinatamente ai vincoli (a)?  

Si noti che il cosiddetto principi'o della dii'ettissima di HERTZ ('), riferisce 
tale proprietk non alla V,,, ma alla varietk (euclidea) corrispondente alla forza 
viva del sistelna iu coordiiiate cartesiane, cioé alle 

( l )  Vedi HERTZ, Die Prinzipien der Mechanik, pp. 100.119. 

Annali di  Matematiccc, Serie IV, Tomo VI. 
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10 G. VRANCEANU : S t u d i o  geometrico de i  sistemi ccucolofiorni 

che presuppone il sisterna sostituito da 1 -  punti materiali e in cui si indica 
con ut i :  la inassa dell' ieSimO punto e con xi, yi ,  zi le sue coordinate cartesiane. 

Era percib ben presun-iibile che il principio di HERTZ si iiiterpretasse 
nellsl V,, appunto coine iniiiima della curvatura geodetica compatibilmeiite 
colle (a). Ma coiiveniva verificarla in inodo diretto, in base alle equazioni del- 
moto in coordiiiate lagrnngiane e alla metrica di V,. 

Risoliito questo problema (l); mi sono accort0 che k possibile uno studio 
geometrico dei sistemi anolonoini, che, oltre alle applicazioni che ha nella 
Meccanica, a011 è privo di interesse per se stesso. 

Lo scopo di questo lavoro é precisnmente di esporre i risultati, ai quali , 

io sono arrivato in questa direzione, lasciando per un'altra occasione le 
applicazioni alla Meccaiiica. 

Cosi, in questa prima parte, dopo aver dato nei paragrafi 1 e 2 ln defi- 
iiizione di ilna varieth anolonoma, delle sue coiigruenze fondameiitali e di 
anolonoinia, iiitroduco nei paragrafi 3 e 4 la nozione di parallelismo ne1 seiiso 
LEVI-CIVITA e la nozione di geodetiche di queste varietà. 

In quello che riguardii il calcolo differenziale a.ssoluto, esposto nei para- 
grafi 5, 6, 7, 8 e 9, vedremo che si pub coiiveilieiiteinerite applicare a queste 
variet8 quello che io ho chiamato il calcolo differenziale assoluto delle con- 
gruenze. Fer le varieth riemanniane V,, ,  questo calcolo è a.ssolutamente equi- 
valente al solito calcolo differenziale assoluto delle coordinate. Esso coiista 
precisnmente ne1 fatto che si introduce i n  V,, un sistema di n congriieiize 
ortogonali, cosa che é stata fatta da Rrcc~  e LEVI-CIVITA iiella trattazione di 
diversi probleini, e poi si cercano i sistemi che hanao proprietA tensoriale 
rispetto alle trasfoimazioni del sistema di congruenze dato, in un altro sistema 
di congruenze pure ortogonali. 

Questo ultimo problema e stato considerato esplicitameilte da1 RENE LA- 
GRANGE (2) e da me in relazione colle vnrietà anolonome (3). 

Siccome questo calcolo delle congruenze è poco ~ioto, ho creduto oppor- 
tuno di esporre siiccintamente come si passano le cose ne1 caso delle varietà 
riemanniane, e poi di passare alle varieth anolonome. 

(1) Vedi la mia Bota: Sopra le equazioni del moto di un sistema anolonomo, « Rend. 
della R. Accademia dei Lincei », vol. IV,  serie 6", p. 508. 

(2) Cfr. REN* LAGRAWE, Caictd différentiel absolu, pubblicato ne1 a IUmorial des 
Sciences Mathématiques B. 

(3) Vedi le mie Note: S u r  le calcul diffërentiel absolu pour les variétés lzon holonomes, 
a Comptes rendus », t. 183, p. 1083 e Sur quelques tenseurs dans  les variétés n o n  hobnomes, 
a Comptes rendus D, t. 186, p. 998. 
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Ci. VRANCEANU : S t u d i o  geometr ico dei s i s temi  arcolorton?;i il 

Irifiiie ne1 5 10 si danno le  equazioni alle variazioni delle geodetiche e 
si mette in evidenza il loro carattere invariantivo. 

Nella seconda parte di questo lavoro saranno trattati i seguenti argomenti: 
seconda forma fondamentale di una Vm, parallelismo esteriore, O parallelismo 
di WEYL di uila Vr,  iiiterpretazione geoinetrica dei tensori priiicipnli e pro- 
bleina di equivaleiiza di due varieth aiiolonome. 

Uiia parte dei risultati esposti in questo lavoro soilo già stati pubblicati 
in Piçcole Note, e ssranno indicati a l  loro posto. 

Mi sia perinesso ora  di esprinlere al  prof. TULLIO LEVI-CIVITA i miei piii 
vivi riiigraziaineiîti per il modo geiitile col quale si è iiiteressato a questo 
lavoro. 

PRIMA PARTE 

8 1.  La definizione delle varieth snolonome. 

Corisideriamo unn varieth inetricn Vfi il cui elenieiito lineare sia defiiiito 
dalla espressioiie (') 

12 

e supponiaino di piu che in questa varietà siano date le pz - n~ (rn > 1) equazioiii 

1 coefficienti a,  e c p ~  si suppongano funzioiii delle x, coiitinue e deriva- 
bili quante volte occorre, iii un campo D ciii si riferiscoiio le nostre coiiside- 
razioai. Abbinmo escluso il cas0 111 = O e 1.~2 = 1, perché ne1 primo caso le 
equazioiii (2)) ctie sono a considerarsi iiidipendenti t ra  loro, iioii haiino che 
le soluzioiii baiiali x = costante, e iiel secoiido caso le equazioni (2) defiiii- 

scono una famiglia di curve in V,,, 
Vogliaino studiare iii questa Meinorin le proprieth 'delle variet8 V,,, viii- 

colnte dalle relazioiii (2) e che indicheremo per  semplicitk con V n .  Siccome 

(') Le notazioni relative alle-rarietà metriche, usate ne1 corso di  qiiesto laroro, sono 
quelle adottate da1 prof. LEVI-CIVITA nelle sue Lezioni d i  CaEcolo diffevenziale assolztto, rüc- 
colte da1 dott. E. PERRICO (Roma, A. Stok, 1923), clie iicl segiiito saraiirio iiidicate seinpli- 
cemente Lep. Leui-Civifa. 
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12 G. VRANCEANU: Studio  geovnetrico dei sisterim nnololzonti 

qiiesti spazi si presentano in modo del tutto naturale nello studio dei sistemi 
aiiolonoini della Dinainica, li chiameremo anche spazi, O varietà aiiolonome. 

L e  eqiiazioiii (2) formaiio un sistema di n - rn . equazioni a differeiiziali 
totali, O, corne si dice talvolta, un sistema di PFAFF. 

Se  questo sisteina e illiinitataineiite integrabile, si possoiio ricava,re: 
dalle (2) 92 - ?n delle x, in fiinzioiie delle al t re  x, e di n - m costaiiti 
arbitrarie C,, C2, ... , C ,,-, : 

iii modo che per un puiito del10 spazio passa una ed uiia sola di queste va- 
rietk iiitegrali. Fissati in un modo qualutiqiie le  costaiiti di iiitegrazioiie C, 
per  eseinpio di far passare l'integrale genertlle per LW puiito dato ad  arbitrio, 
10 studio del10 spazio anoloiiomo V z  si  riduce al10 studio di unn varieth me- 
trica Vm, i l  cui ds-i ottieiie iiitroducendo iiellu formula (l), i valori dati 
dalle (3). Lo studio di V z  si riduce iii questo caso al10 studio di OQ"-',~ vn- 
rieth nietriche V,,, . 

Supponiaino ora che il sistema (2) non sia illimitatamente integrabile. 
Esso pub ammettere anche i i i  questo caso un certo iiuinero di combiiiazioni 

.iiitegrabili, c, si dirnostra (') che si pos.soiio inettere iii evidenza queste coiii- 
biiiazioiii integrabili, trasformando il sistenia in uii altro della foriiia 

( z = l , 2  ,,,., n - p ) ,  

?Uj = O ( j  = n - p, ... , n - ni). 

L e  prime equazioiii (4) sono dei differeiiziali totali esatti, e le  ultime dei 
pfaffiarii, che non ammettoiio piii riessuiia combiiirizioiie iiitegrabile. Dalle 
prime equnzioiii (4) si possoiio ricnvare n - p delle x in funxioiii delle nltre x 
e di n - 1 )  costaiiti di integraziorie, e con 10 stesso ragionaineiito di sopra, 10 
studio di V r  si riduce al10 studio di =on-+ varieth inetriche Vp, dove sussi- 
star10 le ultime (4), ossia ad  xn-f' varieth niioloiioine V T .  

Iritroduceiido 1111 liiiguaggio già usnto per le varietà metriclie e per gli 
spazi euclidei, possiamo dire che la vnrietk niioloiioma V:, é immersa iiella 
varietli. inetricn V,, . L' ultiino risultnto si pu0 esprimere dicerido, che il piu 
piccolo iiumero di dimeiisioni di iina varieth inetrica., iii cui VII" si pu6 coii- 
siderare iminersa, é y. Percio il iîumero p - m espriine il grado di aiiolo- 
rioinia della varietà V T .  

(1) Cfr. E. GOURSAT, TJe~ons sur le problème de Pfccff. (Hermann, Paris), p. 296. 
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G. VRANCEANU : Stud io  geometrico dei .  sistemi ccuzolouzomi 13 

Se le re1:tzioiii (2) ilon ammettono nessuna combinazione integrabile, siamo 
indotti a intuire, che Vn coritiene tutti i puiiti di V,,, ne1 senso che si pub 
nndare d a  un puiito qunlsiasi di V,, a d  un punto pure qiialsiasi, sopra delle 
curve iiitegrali, (soddisfacendo itlle (2)), ossia rimanendo sempre in Vn. Non 
so se esista un% dimostrazioiie geiierale di questo fatto, m a  per certi sisi.eini (2) 
la diiuostrazioiie é iinmediatn. L a  reciproca e vera, e cioè, se le equa- 
xioiii (2) aiilinettoiio iina combiriaxione iiitegrabile, due puiiti possono essere 
coiigiiiiiti con delle curve integrali, solo quando essi appartengano alla stessa 
ipersuperficie deterininata dalla combiiiilzioiie integrabile. 

Dopo cii, che si è detto piu soprn, ci si potrebbe sempre riferire :i delle 
varietA Vp, dove le  equazioiii di anolonon~ia noil hniiiio piu 1iessuri:t conlbi- 
nazione iiitegrabile. N a  dato iiii sisteina di equnziorii n differenziali totnli (2), 
il porre qiiesto sisteina sotto la  f o m a  (4) é uiia questione assai difficile in 
generale. 

Percii, noi riferiamo l e  iiostre considerazioni a l  sistema (2), senzn pensnre 
al  fatto che esso pub aminettere delle combiiiaziorii integrali. 

5 2. Sulle congruenze fondamentali e di anolonomia. 

Cominciamo col richiamare qualche iiozione ben nota sopra i sistemi 
di n coiigruenze ortogonnli in una varieth inetrica V, (i). 

Dato un sistema d i  n quantith controvarianti At, le equaziorii 

defiiiiscono un sistetna di ciirve in V,,, che si chiama uiia congrueiizn. 
Per  qualunque puiito, in cui iion tutte le  Ai soiio nulle, passa una ed 

unn sola di queste cusve. Siccome la inoltiplicazione delle A L  con uii fattore 
diverso da  zero, non cambia la  nostra congruenzn, possinmo sempre supporre 
che essa sia defiiiita dalle qiiantith 

che soddisf'ziio l a  relazione 
n 

(') Vedaui in ispecie, Lee. Levi-Civita, cap. X. 
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14 G. VRANCEANU : Studio geometrico dei sisterni n~olo.nolîzi 

il che equivde a determinare o con la formula 

Le A ï  ccd  definite si chiainaiio i parametri della coiigrueiizn. Le quaii- 
titk covnriaii ti 

n 

si chiamaiio i momenti della detta congruenza. 
Si dimostra che in una V,  si possono sempre scegliere (ecl aiiclie iii 

uiia infiiiitit di inodi) n congruenze ortogonali tra loro, e ci06 indicairdo 
con A h  (h = 1, 2, ..., n) i parametri di queste congruenze, si hanno in qua- 
lunque punto di V,, le relazioni 

Da queste si deducoiio le relazioni tra paranietri e momenti 

e le rela.zioiii tra momenti 

dove le ai-l sono i seciproci del determinante' delle cc l i .  
Un fatto notevole d a  osservare é che dati, sia i momenti, sin i parametri 

di un sistemn di iz congruenze ortogoiiali in V,, lit iiietrica di questa varieth 
rimane completameiite determinata in base alle foriniile 

Pesci6 la metrica di V,, si pu6 considerare compeiidiata nelle iz con- 
gruenze ortogoiiali A. 

Dato uiio spostnmento infinitesirno ds di componeii ti dz, , dx,,  ... , dx,, , 
le sue proiezioni sopra le congruenze (A,) sono dati dalle formule 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G. VRANCEANU : Studio  geometrico dei s is temi anolouzomi 15 

dove sh non è altro che l'arco della congriieiiza (1,). Dividendo per ds si 
hanno le  relazioni 

dsh - " dx ,  
a h  = - Z & h , i  x,  

1 

nelle quclli uh sono i coaeni che 10 spostamento d s  forma colle coiigruenze (A). 
Dalla formule (6) si possono ricavare le d x ,  sotto la  forma 

vale a dire che 10 spostamento d s  è completaiileiite determinato dai differeii- 
ziali degli archi ds,. Introducendo questi valori nella forma qiiadrntica (l), 
si ottiene, in base alla (5), la formula 

Questo detto, passiamo alla nostra varieth ariolonoma Pr. Dalle equa- 
zioni (2), che valgono in questa varieth, si possono ricavare n- 1 7 1  delle dx, 
in funzioni delle altre V I L ,  e piii in generale le dx ,  sotto la forma 

indicando coi1 dah, nt combiiiazioni lineari iiidipendeiiti delle dx;, (i). 
Queste formule (in cui le da, si riguardano arbitrarie), esprimono che gli 

spostamenti possibili del pun to (x,, x,, ... , x,,) iiella varieta anolonoma T'n, 
seguono in tutte e sole oom-' direzioni di unn giacitura, la quale pub rite- 
nersi individuata da 971  sue direzioni qualurique, purch6 iadipeiideiiti tra, loro. 
Nella forma (5"), ove si assumono successivamente tutte le do, uguali a zero, 
salvo la  prima, la secoiida, ecc., si presentano come tali le direzioiii cui corri- . . 
spondono incrementi delle xi proporzionali a 1'1, EL, ..., ecc., rispett.ivainente. 

Possiamo introdurre i parainetri delle corrispondenti direzioiii secoildo In 
forma fondamentale (l), scrivendo le (5") sotto la forma 

dove si é posto 

(1) Cfr. la mia Nota: Sopra una classe cli sistemi anolonomi, s Rend. della R. Acca- 
demia dei Lincei B, vol. III (19'26), serie 6"' p. 649. 
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16 G. VRANCEANU : S t u d i o  geometr ico de i  s i s temi  amolomnzi  

e prendendo le ph in modo che risulti 

il che equivnle a determiriare le ph in base alle formule 

Prendiamo, come B pur lecito, le rn direziorii (A) ortogoriali tra loro. Le 
espressioni delle dx, possono cosi presentarsi (e anche in una infinit8 di modi), 
sotto la forma 

dove i parametri Aih. soddisfano le relazioni di ortog O onalit5i. 

( h )  k = 1) 2, ... , 112.). 

Bisultn di qui che le equazioni (2) non fanno altro che introdurre in 
quslunque putito di V, uiia giacitura di oo9"-' direzioiii, dentro la quale si 
trovano tutti i spostanienti di Vn. Le nt direzioiii ortogonali (A) che determi- 
nano questa giacitura ilel punto (x,, x,, ..., x,,), defitiiscono in tutto V,, 
9î2 congruenze che diremo fondarîzentali. 

Completando le nh congruenze h con altre 12 - nt congruenze, per formare 
un sistema di 18 congruenze ortogonali iii V,, le equazioni (2) sono equivaleriti 
alle equazioni 

12 

(9) x lhhr l idxé  = 0, (h' = m i- 1, .,, , n) 
1 

che esprimono precisamente ehe le proieziorii del10 spostameiito di Vn, sopra 
le ultime 12 - nh congruenze A, sono nulle. Queste ultime 12. - nz congrueiize 
si dicono anche congruenze di anolo~lomia. 

Le equazioni (9) esseiido uiin coiiseguenzn delle formule (8), possiaino dire 
che la varieta anolonoina VF è completainente determinata dalle formule (1) 
e (8). Dividendo le formule (8) per ds, si hanno le segueiiti 

(') Ne1 corso di questo lavoro gli indici che variano da m + 1 a rz, saranno indicati, 
per maggiore chiarema, con lettere accentate. 
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G. VRANCEANU : Stz~dio geometrico dei sistemi amlonomi 17 

dove uh sono i coseni clie 10 spostamento in V n ,  forina colle prime rn con- 
gruenze, gli altri esserido seinpre nulli. Tenendo conto delle (8) e (77, ne g a i -  
sulta ancova che Etc nzel?.ica d i  Vn é dala dalla folwula 

Cowiizioni d i  integmbilità. - Si sa che le condizioni 'di integrabilit& 
di un sistema di PFAFF della forma (9) si esprimo110 coll'aiiilullarsi del cosi- 
detto covariante bilineare 

per qiialiinque scelta dei due spostamenti di compoiienti dx, e 6xj, soddisfa- 
ceriti alle equazioiii (9) stesse. Iii virtu di questa ultimz condizione gli sposta- 
menti si possono esprimere per le formule (8) 

ed i covarianti bilineari assumono la forma 

I n  questa formula ds, e Esk sono le comporienti secondo l e  n h  corigruerize 
foridatnentali di due spostamenti situati in V r .  Le dsh e Ôsk, essendo arbitrarie, 
ne risulta che le coiidizioni iiecessarie e sufficienti per l'iritegrabilità delle 
equazioni (9), sono date dalle formule 

Fer dare una forma piii espressiva s queste coiidizioni, ricordiamo la 
defiiiizione dei coefficieiiti di rotaziorie di Rrccr, dei quali faremo sempre uso 
ne1 seguito. 1 coefficienti di rotazione di Brccr relativi ad un sistema di W. 
congruenze h di V,,, ortogonali trn loro, sono dati dalle espressioni 

Annali d i  Matematica, Serie I V ,  Tomo VI. 
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18 G. VRANCEANU : Stznclio geonzetrico dei sistenci arcolononti 

dove ' i' 1 sono i siinboli di CHKISTOEFEL di seconda specie, relativi d l i i  fornxi I 7. \ 
quadratica (1). Questi coefficieiiti sorio einisiininetrici rispetto ai  priini indici, 
e sono degli invarianti alle trasforma.ziorii di coordinate. Coiisiderianio ora 
le quantith 

(10') 
h 

V k l  = YhM Yhlk, 

che sorio, evideritemente, emisinîmetrici riegli iiidici iiiferiori. Tenuto conto 
delle formiile (I l? ,  e della simmetria dei simboli di CHILISTOFFEL, abbiamo 

In  virtu di questa formula, l e  condizioiii di iiitegrabilith tg'), assiimono lii. 
forma semplice 

Dalle formule (10'). si ottengono le seguenti 

che in base alle (10") definiscono le Ynht  in funzione degli eleineiiti delle cori- 
gruenze h solameiite. 

3. Parallelismo in VT. 

Sia in un punto P della varietk V,, un vettore R, caratterizzato, per 
esempio, dalle sue componenti controvnrianti R< L e  proiezioni di questo vet- 
tore sopra le n congruenze ortogoiiali (1) sono date dalle formule 

n 

r ,  =xi ~ ~ A h ~ i  ( h = l , 2  ,..., n), 
1 

dove 7., sono degli invarianti alle trasforinazioni di coordinate. 
~;iversnmerite, il vettore R è coinpletaineiite deterniinato d a  questi inva- 

rianti, e le componenti controvarianti Ri si esp&rnoiio in funzioni delle rh,  
mediante le formule 

n 

(1 1') Ri = &.,hk (i = 1, 2, ... , fa). 
1 
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I l  vettol-e R s i  dii-d situato nella val-ietà unoEono?na VE, se l e  n - n z  pro- 
iezioiii ?*,, sopra le n - n t  coiigruenze di anoloiioinia, sono nulle, e cioe se  si h a  

(h' = m i- 1, ... , n). 

Dato uii vettore situato iii VT e uiio spostamento, pure situato in V r ,  
di coinponenti ds,, e che lega il puiito P ad  un purito vicino P', vogliamo 
trasportare il vettore R da1 puiito P al punto P' per  parallelismo in senso 
LEVI-CIVIT. Per  questo ricordiaino che le equazioiii del par:illelismo iii V,, 
si otteiigono dalla equazione siinbolica (') 

che deve valere per 
si halilio le  seguenti 

tutti i spostsiiieiiti iiidipendenti 8xh,  e corne consegueiiza 
equazioiii del parallelisrno 

Per trovare le equazioni del parnllelismo ne1 caso della nostra V,", si  
deve osservare che le  non soli0  pi^ arbitrarie, nîa sono date dalle for- 
mule (S), cosiuché 17 equazione simbolica (12') si scrive 

e data 1' arbitrarieta 
assuinorio l a  forma 

(13) 

delle dsh ne1 caso nostro, le eqiiazioni del parallelisino 

Si tratta di esplicitare queste equazioiii iiella doppia ipotesi, che il vet- 
tore R e i l  segmenta iiifiiiitesimo PP'. di conipoiie~iti d s i ,  si troviiio iiella 
vmietb anolonoma V I ,  e cioé coesistaiio le formule 

(') Cfr. Lez. Levi.Cz'aita, p. 187, formule @). 
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20 G. VRANCEANU : Studio geonzetrico dei sistemi a~zolononzi 

Differenziamo l a  priina di queste formule secondo PP' 

m m 
fi di.,': 

1 1 

e i ~ i t r o d u c i ~ m o  questi valori iielle equaziorii (13). 
Teiietido conto dei v:ilori di T, dati dalle (11") e portaiido le soiiiiiiatorie 

che vanno da  1 a 112 ne1 primo posto, si ottiene 

Il primo termine di queste equaziorii si riduce a drh  in base alle formule 
di ortogoiialit& (7"). Quaiito alla seconda soininatoriii del secoiido termine, 
introduciamo i moineiiti della corigruenza h, che sono dati dalle formule 

e teniamo coiito aiiche della formula 

che si ottiene derivando la  formula (Y), che lega i parainetri e i iiîomenti. 
Cosicché le rrostre equazioni si scrivorio 

I n  virtu della furmala che lega i siinboli di CHRISTOFFEL di priina e di 
seconda specie, si h a  aricora 

e i n  base alla formula (11) di defiiiizione dei coefficienti di rotazioiie di Rrcc~, 
le equazioiii del parallelismo in V r  assuinoiio la forma defiiiitiva 

Queste m equazioni determinano gli incremeriti che debbono siibire le nl 

coinpoiieiiti (iiivariaiiti) 7., che iridividuaiio il vettore R di V:, quando si 
trasporta questo vettore liiiigo il segmeiito irifinitesinio PP', i i i  inodo che 
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l'angolo tra  il vettore R in 7' e il vettore R in Pt,  sin iniiiimo coinpatibil- 
nieiite coi vincoli di anoloiioiiîia (9). 

Si deve osservare che, s e  non esiste iiessunn relnzioiie di ariolononiin, 
tutti i calcoli che stianlo per fare sono vnlidi iiel sisteina di n coiigrueiize 
ortogonali di V,,, inettendo semplicemente 7 1  a1 posto di 1 2 1 ,  e le equazioiii del 
parallelisino nelln varietlt metricti, V, harino la fornia (') 

(lt = 1, 2, ... ? n). 

Coinpariliido queste eqiiiazioiii con le  soli te equazioni del parallelismo 
rapportate alle coordiiiate x, si verle che al  posto dei simboli di CHRISTOFFEL 
si iiitrod~icono ne1 calcolo di congruenze i coeRcieiiti di rotazione di Rrccr, 
e questa. osservazione vale in geiierale, come si vedrk iii seguito. 

' h chiaro che il parallelismo definito dalla equazione (14) è diverso da1 
parallelismo di V ,  , defini to dalla equaeioiie (14')) perci0 possiariio chinmare il 
primo anche pai~allelisii~o viiicolato, O, seinplicemerite, parallelismo in V z .  

Ora se si corisidera un tratto fiiiito di uiia curva situata in V:, il 111odo di 
variare delle ?a,, quaiido si trasporta il vettore R per  pnrallelisino lungo questa, 
curva, è defiiiito d d l e  equazioni differenziali (le equazioni (14) divise per ds) 

che formano uii .sisterna di 171 equazioni differenziali lineari nelle T, e servoiîo 
n definire le  r, in furizione di s. Si deve tener conto che tanto le x, e per  
consegueiiza le  y, qunnto i cosetii ul, sono, lungo T, funzioni ben determinate 
dell'arco s di 1'. 

Si dimostra facilmerite che il trasporto per pnrdlelismo non cambia ln 
luiighezza del vettore, O l'angolo di due vettori. 

,Per<:ii, basta conoscere come si cainbiano in un trnsporto per pnrallelismo 
i coseni ch del vettore R, ilel qunle caso le equazioni (15) si scrivoiio 

Queste equazioni haniio evidentemente l ' i i i tegrde primo quadratico 

(1) Vedi signorina CARPANESE, Parallelismo e eurvatura in. und vavietà yualunque, 
a Annali di Matematica D, vol. XXVIII, 1919, pp. 147-169. 
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Esse forinano poi un sistema di equazioni differenziali a deterininante 
emisimmetrico, in causa della proprieta di. emisiinmetria dei coefficienti y 
rispetto ai primi due indici. 

Dalle proprietk delle equazioni differeiiziali lineari sotto forma iiormalr, (15), 
risulta che, data uiia direzione in un piliito e uiia curva passante per quel 
punto, rimango!io univocaineiite deterinitiate le sue parallele vincolate liingo 
la curva. 

§ 4. Le geodetiche di Y:. 

Per trovare le equazioni delle geodeliche della varietk V n ,  partinino 
dalle curve autoparallele. Si dicorio cosi quelle curve, le cui direzioiii formano 
in qualunque punto un sisteina di vettori pn.ralleli i i i  V n ,  luiigo la curva 
stessa. Fer avere le equazioni di queste curve, facciamo iielle equnzioiii del 
pnrallelismo (15'), v = u. Associarido a queste equazioni le equazioni (IO), si 
pervieiie a1 sistema 

Questo sisteina di ?n + 9~ equaziorii differeiiziali sotto forma normale, 
serve a definire le 41% + r z  incognite x e u iri funzioni dell'arco S .  Si vede 
dalle (16) che assegnati un qualsivoglia purito (x,, x,, ..., x,) e uua direzioiie 
in quel purito (u,, u,, ..., u,), esiste uiia ed uiia sola curva autoparallela, che 
passa per quel punto, secondo quella direzione. 

Vogliamo dimostrare adesso, che le equazioiii (16) forniscono nello stesso 
teinpo le geodetiche della varietà V z .  Pei. brevitA, ricordiamo che dati due 
piiriti A e B di uiia curva C, situata nellil vai.ietA V,, la variazioiie dell'arco AB, 
per uiia variazioiie infinitesima della curva C, in uiia. curva vicina c, gli 
estremi A e B esseiido fissi, si esprime per la formula (') 

( l )  Vedi Lez. Levi-Civita, p. 153, formule (44). 
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dove le quaiitith p sono date dalle espressioni 

Per le geodetiche, la variazione dell'arco deve essere iiulla, cosiuchè 
1' equazione simbolica delle geodetiche preiide la forma, 

che deve valere per tutti gli spostainenti compatibili coi vincoli. 
Nella varietà Vl,, data l'arbitrarietà delle 6xk, si haiiiio le equazioiii delle 

geodetiche ugunglistndo a zero le p k .  Ne1 caso della nostra V," supponiaino 
evide~iteniente che 1 : ~  curva C si trova in V,", e poi che la ciirva vicina c si 
ottiene da Cl con degli spostamenti 6 s k  situati in V n ,  e cioe dati dalle espressiorii 

dove le Es, si riguardano arbitrarie. I n  generale la curva vicina c non sarh 
situata in  V r ,  e vedremo piti tardi che questa 6 in generale una proprieth 
ca,ra.tteristica delle varietà Vn, per le quali le relazioiii di anoloiiomia jion 
sono completamente integrabili. 

III virtii delle (17'), l'equazioiie sirnbolica (17) diviene 

Ne risulta senz'altro che le geodetiche di V," soddisfaiio le F I &  equazioiii 

Tenendo conto delle prime formule (16), che sono sempre valide iii Vn, e 
delle formule (16"), si trova facilmente, che queste equazioni non sono altm 
che le ultime (16). 

Vale a dire che le equazioni (16), forniscono delle curve in V n  cosiffatte, 
che la distanza tra due puiiti sopra una di queste curve è miiziwa, per rnp- 
porto a tutte le curve vicine passaiiti per questi due punti, che si ottengono 
con degli sposlanzeliti compatibili coi vincoli' d i  mzolonomia (9). Iii q~iesto 
senso le curve autoparallele dellà V n  sono anche le geodetiche e inversainente. 

Si deve osservare, che di qui non risulta che dati due piinti ad arbitrio, 
esista una geodetica cha passii. per questi due punti. 
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5 5. Calcolo differenziale sssolufo delle congruenze 
i n  una Vm. 

E ovvio che data una varietli, nletrica V,,, il modo di riferire questa 
varietit ad un sistema dl n congruenze ortogonali X non è uiiico. E poi noto 
che dato un altro sisteina di congriienze ortogoiiali, diciamo 1, tra i due 
sistemi esistono delle relazioni lineari della forma 

(18 = l 7  27 ... , n), 

dove le ck sono degli invarianti alle trasforrnazioiii d i  coordinate. 
Le formule (19) definiscono per noi una 

Tenendo conto delle formule (6), si trovano le 
i differenziali degli archi 

trasfoi.inazione di congrueJize. 
formule di trasformazione tra 

di, = X,chds,. 
1 

Siccome le nostre trasformazioni (19') devono lasciare invariante la forma 
quadratica (1'), ne risults che le ch sono i coefficienti di una sostituzione 
ortogonale, e cioè soddisfano le relazioni 

Questo fatto si pud esprimere anche dicendo che le formnle (19) non 
cambiano, in base alle formule (Y), i valori delle aij e per consegueiiza la 
forma quadratica (1). Teriendo conto delle formule ohe legano i painarnetïi ed 
i inomeiiti, si trova per i parainetri la stessa legge di trasformnzione. In virtu 
delle formule (19)  si trovano le forniule inverse 

Risolvendo adesso la forinule (19) per rispetto alle ch, si ottiene 

Vogliamo far vedere che le c i  soddisfano ad un sistema di equazioni 
differenziali del primo ordirie, che involve i coefficienti di rotazione di RICCI 
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relativi alle 1 e h .  Per questo ricordiamo la formula che fornisce la derivata 
iiitrinseca di una funzione qualsiasi u del posto 

e deriviamo la (20) rispetto all'arco s , ,  cosichè si ha  

Il secondo termine del secondo membro di questa formula si pub trasfor- 
mare in base alle (19), e poi in base alla formula (13"), e possinmo scrivere 

Siccome dalla formula di definizione dei coefficienti di rotazione (11) si 
pub trarre 

d&d ed una formula analoga si ha per le -, introducendo nella (207, i termini 
d*j 

contenenti i simboli di CHR~STOFFEL si riducono, e si ottiene la formula. cercata 

Vettovi. - Dato un vettore R iii V,,, le sue componenti (invarianti) r ,  se- 
condo le congrueiize A sono date dalle formule (9"). Iiidicando con y, le com- 
ponenti del10 stesso vett0r.e secondo le congruenze 1, legate colle A dalle 
formule (19), si hanno le formule di trasformazione 

Inversamente, dato un sistema di quaiitità invarianti alle trasformazioni 
di coordinate, e che si cambiano secondo la legge (20") per utia trasforma- 
zione di congrueiize, queste quantith iiidividuano un vettore in V,, le cui 
componenti covariaiitj, O controvarianti, sono date dalle espressioni 

Annali di Matematica, Serie I V ,  l omo  VI. 
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Tenso7.i. - Dato un tensore qualunque R, e per seniplicitB supponia.mo 
che  sia un tensore misto del secorido ordine di componenti II'?,, le sue com- 
ponenti invarianti ne1 sistema di congruenze A, sono damte dalle espressiorii 

Indicando con r,, l e  componenti del10 stesso tensore R ne1 sistema di 
congrueiixe À, si liarino immediatamante l e  formule di trctsformazione 

Inversamente, dato un sistema di 12? quanti tB invarian ti alle trasformazioni 
d i  coordinate, e cambiandosi q l l a  legge (21') per  una trasformaziorie di con- 
gruenze, esse individuano in V,, un tensore Cal secondo ordinc. Cosi i simboli 
di RIEMANN di prima specie, che sono, come sappiamo, le componenti di un 
terisore covariante del quarto ordine, determinano ne1 sistema d i  coiigruenze A 
gli invarianti 

che sono proprio i coefficienti di R r c c ~  a quattro indici. Ne risulta che questi 
coeficienti di RICCI, formario, ne1 calcolo differenziale a.ssoluto delle corigruenze, 
un tensore del quarto ordine. Questi coefficienti si esprimono in funzioni dei 
coefficienti di rotazione per le formule note 

Si deve osservare che lion tutti i sistemi di invarianti possono indi- 
viduare un tensore, e abbiamo come esempio i coefficienti di rotazione, 
che sono degli invarianti, m a  non formano un tensore, come prova la for- 
mula (21). 

Ddrivazione temoriale. - Dato il vettore R di curuponenti (invariaiiti) Y,, 
deriviamo l a  legge (20") di trasformazione di questo vettore, per rapport0 

- 
a s l ,  teriendo coiito delle formule 
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Ne1 risultato appniirarino le derivate dei coefficienti ck. Eliminando queste 
derivate con l'aiuto delle formule (21), e indicaiido coi1 rhlz le quaritità ( l )  

si trovano le formule 

Questo sigiiifica, che le 1-h;z individuano iii V,, uii terisore del secondo 
ordiiie e le chiatneremo derivate tensoriali del vettore R. Derivarido adesso 
la formula (22'9, e teiieiido corito delle (21), si trovano le secoiide derivate 
tensoriali del vettore R, clie sono date dalle formule 

In modo analogo si possotio trovare le deiivate tensoriali di un tensore 
qudurique. Coiisiderando infiiie le diffeieiize delle seconde derivate si trovaiio 
le formule 

n 

@3') YhZk - rhlk l=  x a l ' a ~ r h ,  l k  
1 

dove yah,zk sono i coefficieriti di R I C ~ I  a quattro iridici sopra indicati. 
Si potrebbero trovare le derivate teiisoriali, facendo uso delle equazioni 

del parzrllelismo, ma preferiarno questo metodo, perché si puo esteridere facil- 
n e n  te alle varie ta anolonome. 

Si vede di qui che i due punti di vista di  considerare il calcolo diffe- 
renziale assoluto, sono equivalenti per una, varieth metrica V,,, vale a dire, 
si pub passare in qualunque moment0 dali'uno all'altro. 

Uiia sernplicitk, nlmeno forrnale, si' preseiita ne1 calcolo delle congrueiize, 
perché possiamo considerare solaineiite delle trasformazioiii ortogoiiali. Percib 
lion B iiecessario di distiiiguere tra covari:riiza. e coritrovariaiiza, perché esse 
si cotifondoiio. 

(1) Questo metodo di formare le derivate tensoriali 6 analogo a quel10 usato in I ~ v a ~ i a n t s  
of quad~atic differential forms, by OSWALD VEBLEN, a Cambridge, University Press B, London, 
(1927), pp. 36-40. 
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5 6. Calcolo differenziale assoluto delle varlet& anolonome. 

Una varieth anolonoma V c  15 caratterizzata, come abbiamo visto ne1 5 2, 
da una parte dalle prime 911 congruenze A, che abbiamo chiamate anche 
fohdameiitali, e d'altra parte dalle ultime n - 1 1 1  coiigruerize 1, che abbiaino 
chiamnte anche coiigruerize di anolonomia, per il fatto che sono i momeiiti 
di queste ultime coiigruenze che individuano i viiicoli di anolorioinia (9). Ne 
risulta senz'altro che le congrueiize di V z  sono divise in due gruppi distiiiti. 
E evideiite niiche qui che il modo di scegliere le congruenze che formario 
uiio di questi due gruppi non e unico. 

Possiamo in primo luogo prendere al posto delle m congruenze A, che 

formano il primo gruppo, altre 972 congruenze 
date per le formule di trasformazione 

A della stessa giacitura, e ci06 

(h  = 1,  2, ... , na), 

k dove le 172 quantita c h  sono degli invarianti. In virtù di qiieste formule lie 
risultano delle formule aiia]oghe di trssformaziorie dei differeiiziali de@ archi 

Siccoine la forma quadratica (1'7, che defiiiisce la inctrica. di V r ,  deve 
rimanere invariante per queste trasfoi.mazioni, ne risulta, coine ne1 caso di 

una V,,, che ct  sono i coeficienti di una sostituzioiie ortogonale. Percib val- 
gono, come ne1 caso di unn Ir,,, anche le formule 

Passiaino ora :il secoiido gruppo di congriieiize deter'iiiiii;iIk dalle rqiin- 
zioni (9), per le qunli ln situaziorie è aonîpletaiiierite differ'eiite. 
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Infatti, il sistema di equazione (9) amnlette come gruppo le seguenti 
tra sformazi oni 

n 

h ' / i  = ~ k t ~ h : ~ k t l i  (h'=nz-t- 1, ..., n), 
m+l 

dove le qumtitk invarianti, c i :  soddisfano solamente la condizione che il 
loro deteriniii;~iite sia. diverso da zero. Con ci6 le formule (25) sono reversibili 
e per coiisegueiiza si lia iLlICOrR 

le Ch: essendo i reciproci del determiiiante delle ci;. 
fi interessailte osservare che le trasformazioiii (24) e (251, pur lasciando 

invariaiite la metrica di V r ,  non lasciitiio iii geiierale iiivariante quella di VR 

e cioè i coefficietiti aii della forma quadratica (1). Infatti, indicando con ÜZi 
i coefficienti della irietrica corrispoiideiite alle n coiigrueiize 1, si ha, iii 
base alle (Zr), 

Iri virtii delle (24) e (25) e della ortogoiialith, delle c;, questa formula si 
pub scrivere 

e basta teiier coiito dei valori delle au stesse, per mettere qiieste relazioni 
sotto la forma 

ffl 

a, = a,  t ~,.,,,,(ch:cL - ~ C ) h ~ , ~ ~ l ~ ~ , ~ .  
m t l  

Di qui si vede che la  nietrica di V,, resterebbe invariante solo lie1 caso 

in cui le ch: fossero anche esse i coefficieiiti di uiia sostituzioiie ortogonale. 
Per trovnre adesso le formule di trasformazione dei parametri delle con- 

gruenze di anoloiiomia 1 e A, teninmo corito delle relazioni tra momeiiti e 
parame tri 

ffl 
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che derivano da1 fatto che i parainetri sono i reciproci del determinante for- 
mata dai tnoinenti. Se  ne trovaiio facilmente le  segueiiti formiile di trasfor- 
niazi one 

E forse siiperfluo notare ancora, che le  trasformazioni (24) e (25) noii 
disturbano l'ortogonslit21 dei due gruppi di coiigrueiize, ne1 senso che sono 
sempre soddisfatte l e  relaziorii 

( h  I rn, h' > în). 

T e n s o ~ ~ i .  - Un sistelm di  ce?-te qziantità funxioni delle x, invnrianti  
alle t ~ ~ a s f o ~ ~ n t n x i o n i  di  coordinate, si d i n i  che fol-nra u n  teusore 1-elativo 
alla val-ietà Vn, quando, eseguendo le due t~.n.sfo~wztlzioni (24) e (25), le 
nuove q u a d t à  si posso~o espj%nere in funzioni 1inen1.i e omogenee delle 

k ' vecclzie, coi coeficienli ftcnzioni onzogenee del10 slesso gmtlo nelle ch e ch., 
senza invoZve~.e le (le)-ivate delle c. 

Si vedr& meglio che vu01 dire questa defiiiizione, dopo gli esempi che 
considereremo in seguito. 

Sia un vettore R situato in V n  (vedi 5 3), determinato dalle sue proie- 

zioni lah sopra le 1 7 ~  congruenze fondamentali di V" È evidente che In tra- 
sforniaxione (25) iioii cambiaiio affatto qiieste proiezioni, perché esse non 
cambiano le  rn coiigruerize fondameii tnli, e le  trasformazioni (24) cambiaiio 
le vh secondo le formule 

Vetlore derivato d i  un vettore lzmgo una cumct. - Sia iina curva C 
situata in V r  di coseni I I ,  e di arco s, e consideriamo le  quaiititb 

(h  = 1, 2 ,..., m), 

dove .I-, sono le  componenti del vettore R di V n .  Vogliamo dimostrare che  

le ( D î j , )  individuano i i i i  vettore in V n .  Per  questo osserrinmo in primo luogo 
che l e  trasformazioni (25) non dist~irbnno le (26'). 
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Irifatti esse non crmbiario evideiitemeiite le componeriti r, e i coseni u, ,  
e, in virth della formula (IO), esse lasciniio invarianti miche i coefficienti di 
rotazione di R r c c ~  yhkl (h, k ,  I < m). 

Consideriamo percib le trasfornlazioni (24) e indichiamo con 

le quarititk (26') corrispondenti alle congruenze X. Tenendo conto della for- 
inula (26) derivata rispetto all'arco s e della curva C e della formula 

che dimostreremo ne1 5 7, formula (30), si arriva seiiza difficoltA alle relazioni 

che esprimono precisamente le (Drh)  e forniano un vettore V r .  Chiaineremo 
questo vettore, il vettore derivato di R lungo la curva C, corne 6 chiamato 
il suo corrispondente ne1 caso di una varietà. V,,. Dalle eqiiazioni del paralle- 
lismo (15).iie risulta che il vettore derivsto è nul10 quando il vettore R si 
trasporta per paral'lelismo vincolato lurigo C. Di qui risulta anche che le equa- 

ziolii del parnllelismo in V r  hanuo ctirnttere invariantivo rispetto alle trasfor- 
masioni (24) e (25). 

Curvatut-a geodetica. . - Supporiiaino adesso che il vettore R sia uriitario 
e tangente alla curva C, ne1 qua1 caso le formule (26') assumono la forma 

e continuano evidentemente a formarre un vettore in V m ,  chiamato curvatura 
geodetica. Coiifroritando coi1 le equazioni delle geodetiche (16), ne risulta che 

le geodetiche di V r  sono delle curve in V,", che hanno la curvatu?-n geode- 
tica nulla, e che le equazioni di queste geodetiche hanno forma irivarinntiva 
rispetto alle trasformaziorii (24) e (25). Questo vettore curvatura geodetica è 

precisamente la proiezione in  V E  del vettore curvatura geodetica di C in V,, 

ma calcolato in base alle formule (IO), che valgono in V n .  Moltiplicando le (26") 
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con u, e sommando, si ottiene 10 zero, vale a dire che il vettore curvatura 
geodetica della curva C A normale alla curva stessa. 

Tensoî-i intej iori  ed estelaio?.i divetli O inversi. - Nelle leggi di trasfor- 

mazioni sinora considerate figurano solamente i coefficienti ck delle (24). 
1 vettori O tensori che hanno questa proprietb, si diraniio in seguito che sono 

vettori O tensori interiori a V,". 
Un tensore, le  cui leggi di trasformazione sono del grado p nelle c l  e 

grado q iielle ch:, si dirà interiore di ordirie p ed  esteriore di ordiiie q. Di 
piu: un tensore, supponiamolo esteriore del primo ordine, si dira esteriore di- 
retto se l e  sue componenti si cambiaiio coine i momenti delle .congruenze A, 
formule (25), e si dir8, al  contrario, esterioro inverso, se le  sue coinponenti si 
carnbiano c,ome i parametri, formule (25"') (*). 

E intel-essante osse~.vave clze queste varietci anolononze sono delle va- 
9-ietd metriche solamente i n  vispetto alle congvuenze fondarnentali, ma llon 
più in lispetto alle' congvuenae d i  anolonornin, che possono subi?-e unn 
trasformnzione ligzeai-e gene~.ale del tipo (23). Percib non si pub parlare 
delle componenti esteriori dirette O esteriori inverse dello stesso .tensore. 

L e  n - rn componenti di un vettore qualuilque in V,, secondo l e  con- 
gruense di anolonomia, forniscono un esempio di vettore esteriore diretto 

in V,", e le derivate secondo le  congruenze di anolonomin di una funzione 
del posto, formano un vettore esteriore inverso. 

Caratte1.e tensoriale delle condizioni d i  integigrabilita. - Supponia,mo di 
aver  fatto le trasformazioni (24) e (25), e siano (vedasi le  formule (10")) 

le  condizioni di integrnbilitb ne1 sistema di congruenze A. In  virth delle deri- 
vate delle (25) e delle prime formule (2411), si trovano le relazioni 

(') Ne1 seguito per maggiore chiarezxa gli indici accentati che stanno ad indicare la pro- 
p i e t à  di tensore esteriore diretto saranno messi in alto e quelli relativi ai tensori esteriori 
inversi saranno messi in basso. 
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che esprimono precisamente che le condizioni di integrahilitlt (12) rappresen- 
tsno in V r  uii teiisore del terzo ordine, due volte interiore e una volta este- 
riore diretto. 

5 7. Formule fondamentali in VZ. 

Abbialno visto che ne1 cmo di uria varietb V,, , i coeffkieiiti delle trtzsfor- 
mazioni (19) soddisfano alle eqiiazioni (21). Vogliamo adesso trovare delle 
equazioni an~loghe  per i cocfficienti ck e G;; delle (24) e (25). 

Corninciaino colle trasformnzioni (24), dalle quali si hanno le c: per le 
formule 

Derivando rispetto a s, ( 1  < rn), si arriva in modo aualogo (vedi la (20') 
alla formula 

Facciamo anche qui uso delle formule 

ma tenerido çonto, in questo caso, del fatto che gli siniboli di CHRISTOF FELL 

si riferiscono a due metriche diverse, legate dalle formule (26). 
In virtu di queste formule e della (28) stessq la (28') si pu0 scrivere 

dove si é indicato con il tensore del terzo ordine (due volte covariante e 
un& volta controvnriante) 

Annali di  Mateneatlca, Serie IV, Tomo VI. 
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Seriza fare tutto i l  calcola che compete a questo tensore in base alle foi- 
mule (26 ) )  si pub rendersi conto che tutti i termini di que$to tensore avraiino 
iii fattore almeno uiio dei parnmetri O momeuti delle congruenze di.anoloiiomia, 

che, combinati cor1 il prodotto hhl&h{ (h, k, 1 < rn), darà come risultato sempre 
Io zero. 

Cosicché le nostre (29) preiidoiio l'nspetto delle (21), e cioè 

(h, k,  1 < Ni). 

Le formule (30) non ci darino che le prime 111 derivate intrinseche delle ck. 
Per  trovare le altre dobbiamo derivare rispetto a S ~ I  ( l r ) m ) ,  e cioh mettere 1' 
al  posto di 1 nella formula (28'). I n  questo caso il prodotto 

non è piii nullo. Per arrivare direttamente a l  risultato, osserviaino che, data 
l'ortogonalità dei due gruppi di congruenze, si haniio le formule 

le quali, derivate rispetto a sk ( k <  nt), si P O S S O ~ O  scrivere 

Sottraendo questa formula dalla (28'), nella quale si è posto 1'> 111 al 
posto di I,,si otliene, teiieiido conto anche delle formule (10") e delle (28) 
stesse, la formula cercata 

la quale, cotne si vede, è esserizialmente differente dalla (30). 
Passiamo adesso alle trasformazioni (25), dalle quali si hanno i valori 

delle c;: nella forma 

Dobbiamo anche qui cercare in primo luogo le prime nz derivate intrin- 
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seche, e, con un calcolo analogo al precedente, si trovano le formule 

It1 quella che. riguarda le ultime n - nt derivate intrinseche delle ci:, 
nessuiia setnplificazione si pub portare alla forma (29), e percib la scriveremo 

d6ve si è posto per semplicità 
n 

Le quaiititi E&, che non si possoiio eliminare dalle (33)) haniio un irite- 
resse particolare ilel seguito. Esse stnnno a provare che, nell'iiiteriore de!le 
congrueiize di :tiiolonomia, non esiste una metrica.. 

Se adesso si cerca iiivece delle derivate interiori delle ch:, quelle delle 
-kt chr, si arriva alle formule 

che saranno anch' esse utili ne1 seguito. 
Data la siminetria delle E&,, rispetto a.gli iiidici iiiferiori, abbiarïio le for- 

mule 

f 33') 
de;: dc;' " " 
---- CL' a' - ,.,, W::plcO:ds' -- ~, .wrnch ,  ; 
~ S P  d ~ y  nz+l m+l 

che deterinitiano le differetize delle derivate esteriori delle ci: con formule 

nelle quali lion cornpariscono pih le E&. 

5 8. Derivltzione tensoriale. 

Definizioni ('). - Dato un tensore interiore di V n  e la legge di trasfor- 
mazione delle sue coinpoiieriti rispetto alle trasformazioiii (24), deriviamo 
questa legge secoiido un arco delle congruenze foiidnineritali. Ne1 risultato 

(i) Vedi nota a pag. Zï. 
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appariranno le prime rn derivate intrinseche dei coefficienti ch. Elimiiiando 
queste derivnte con l'aiuto'delle formule (30), e combinando da uiia parte le 
quaiititii che si riferiscorio alle congruenze h e da una parte quelle clie si 

riferiscono alle corigruerize A, si trovano le leggi di trasformti.ziorie di uii 
iiuovo teiisore interiore, le cui componenti saraiino chiamate le derivate 
tensoriali interiori del tensore dato. L'ordirie di questo tetisore derivato è 

maggiore con una ui~itit di quel10 del tenore dato. 
Se deriviamo 10 stesso tensore secondo un arco delle corigrixerize di 

anoloiiomia ed elimiiiiarno le derivate delle ch con 17aiuto delle (31), si tro- 
vano le leggi di trasforinazione delle derivate tensoriali esteriori, che indivi- 
duano un tensore tante volte interiore come il tensore dato e iii  piu una 
volta esteriore inverso. 

Dato adesso uii tensore, una O pih volte, esteriore, si possono trovnre con 
10 stesso metodo le derivate tensoriali interiori di questo teiisore; ma se si 
vogliono le derivate esteriori, allora si devoiio usare anche le forn~ule (33), e 

percib ne1 risultato nppariranno le quaritith E&, cib che sigiiifica che le de- 
rivate esteriori non sono dei teiisori. Ne risulta che, partendo da uil teiisore 
interiore, lion si possono trovare per derivazioiic che dei tensori una volta 
al piu esteriori, e, partendo da un terisore esteriore O inisto, noii si pub 

aumentare per derivazioiie l'ordine esteriore. Si coiiosce iiella varieth V r  sola- 
mente un tensore due vo1l.e estcriore, individuato dalle condizioni di iiitegrabilitA 
delle congruenze foiidameiittili, che si trasformano secondo ln legge 

el secoiido l'ultiina osservazioi~e, hnnno la stessa proprieth anche le sue 
derivate tensoriali in teriori. 

Esewpi. - Sia dato un vettore R interiore, determiiiato dalle sue com- 
poiieilti r,. Derivando ne1 primo luogo lit legge di trasforinazione (26), di 

questo vettore, rispetto ad un arco &, delle corigruenze fondnmeiitali 1, e 
teneiido conto delle formule (30), si trovano le reln zioni tensorinli 

dove le derivate interiori rwlk sono date dalle formu!e 
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e sono della stessa forma come se 10 spazio fosse completaiiîente riemanniano 
(vedi la (22')). 
. Per  trovare le derivate esteriori di R, deriviaino la (26) rispetto ad un 

- 
arco skf, sicche si lia 

Teiieiido coiito del ft~tto che le derivate iiitrinseche esteriori sono dei 
vettori esterioii iiiversi, e delle formule (31), si pu0 dare alla (35) la forma 
tensoriale 

(35') 

In  questn formula le q y k r  stanilo a, indicare le ultime n - nh derivate 
tensoriali del vettoie h', deteriniiiate i i i  base alle espressioni 

Coine si vede, queste derivate, che sono le cornporieriti di un teiisore del 
secondo ordine, una volh  interiore e una volta esteriore inverso, sono essen- 
zialinente differeiiti dalle deiivnte che si avrebbero se Io spazio fosse riemanniano. 

Passiamo adesso a determinare le derivate seconde tensoriali del10 stesso 
vettore R, vale a dire le derivate prime dei tensori 9:hlk e rhlk,. 

Fissiamo dapprima la iiostra attenzione sopra le prime m derivate del 
tensore (34'). Derivaiido questa formula rispetto a s,, e faceiido uso delle (30), 
si trovano facilmente le espressioiii delle derivn.te seconde tensoriali iiiteriori 

clle sono, evidentemente, le qompoiienti di uii tensore interiore del terzo ordine. 
Derivando adesso le formule (34') rispetto n sk,, basta tenere conto 

della. (31), per arrivare alle segiieiiti derivate tensoriali del secondo ordine 

Esse sono le componenti di un tensore del terzo ordine iiî V T ,  due volte 
interiore e d  una volta esteriore inverso. 
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Passiamo adesso al tensore rhlk' e deriviamo la  (35') rispetto a .ik. Tenendo 
coiito delle (32'9, si ottengono seiiza difficoltà le segueiiti derivate tensoriali 

che sono le coinponeiiti di un teiisore di terzo ordiiie, due volte iiiteriore ed 
uiin volta esteriore iiiverso. 

Le formule (36'), (37) e (37') rappreseritano tutte le derivate tensoriali 

del secondo ordine del vettore R, che iiidividwiio in V n  dei tensori. 

5 9. Tensori principali di nna v:. 

Voglinnîo adesso trovare le espressiorii di due teiisori del quarto ordiiie, 
coiisiderimdo le differenze delle derivate seconde del vettore R, trovate ne1 
pi~rn~grafo precedeiite. Uno di questi tensori e interiore, e 1' altro e tre volte 
interiore e unn, volta esteriore iiiverso. 

Fer arrivare alle espressioili del primo tensore, consideriamo le differenze 
delle derivate seconde (36') 

Per evitare calcolis troppo lunghi, osserviamo che ne1 caso di una V,,, 
questa differenza é espressa dalla formula (23'). In questo caso, i termirii 
non scritti del secoiido membro della formulib (38), sono gli stessi che per 

una vnrietk V,, determinata dalle 911 congrueiize fondnmentali h di V n .  Ma 
non é pih cosi dei terrniiii scritti, che per uiin foimula nota in V,,, si possono 
scri v ere 

dPrh d27'h drh  VZ 

-- - -- dl.h a' = --W&-X -Wkl, 
dsZdsk dsktlsZ "J ds,  ds,r 

dove, ne1 secondo membro, abbia.mo diviso la sominatoria in due parti, per 
mettere in evideriza gli elementi relativi alle congrueiize di anolonomia. Se 
le relazioni di anolonomia (9) sono illiinitatameiite iritegrabili, le condizioiii 

di integrabilith w $  sono tptte nulle,. e si ha la formula 
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nella quale i coefficieiiti di Riccr a quattro indici si rjferiscoiio solo alle 9 1 2  

coiigrueiize foiidaineiitnli, e cioe sono dati dalle espressioni 

Ne1 caso generale le (38) si possono scrivere - 

e s' jntende evidenteineiite che le y,h,kl sono sempre determinate dalle (38"). 
È evidente che le differenze AL individuano un teiisore interiore del terzo 
ordine, ma per mettere in evidenza questo fatto anche ne1 secondo membro 
della (39), ricordiamo la  formula (36)) che fornisce le derivate esteriori del 
yettore R, dalla quale si h a  

forma defiriiti va 

nella quale si 8 posto per semplicità 

Dato il fatto che 1' ultimo termine del secondo membro della (39') é evi- 
dentemente la componente di un tensore interiore del terzo ordirie, 10 stesso 
risulta dalla prima parte, pesci6 le quantith A,h,kl, jndividuano un teiisore 
interiore del quarto ordine. Questo tensore é emisimmetrico iiegli ultimi due 
iiidici, perche sono emisimmetrici negli indici k, 1, tanto le yzh,kl, quanto 

l e -  w$. Ma non è pih emisimmetrico nei primi due iiidici, avendosi la formula 

Ne risulta che le quantith vh,,,,, individuano anche esse un tensore del 
terzo ordine, due volte interiore ed una volta esteriore inverso. 
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Per trovare il secondo tensore del quale si è parlato ne1 principio di 
questo paragrafo, consideriamo le differenze 

dove le 'i'hifikr e g'hlk'k sono definite dalle formule (37) e (37'), percii, queste 
differenze si possono scrivere 

Ricordiamo adesso le formule (34') e (36), che definiscoiio le derivate 
tensoriali prime del vettore B, e consideriamo in primo luogo ne1 secorido 
membro della (41'), i termini che contengono le derivate prime e seconde 
delle Y,, e che si possono scrivere 

dskdskr d%an m m 

-- - -- - dl*, 
Wakr - -- dg., h 

d?,, dskldsR dskr 

Tenendo conto della formula (38'), che fornisce la  differenza delle derivate 
seconde, e riduceado i termini simili, tutti questi termini si riducano al seguente 

dove le quantitA b&kr Sono date dalle (40'). 
d7.h 

Iritroducendo al posto di - le derivate teiisoriali prime, i i i  base alla (34"), 
ds a 

ed eseguendo i calcoli, si pub dare alla (41) la forma 

dove si è posto 

Ne risulta senz' altro che le quantità individuano un tensore del 
quarto ordine, tre volte interiore e una volta esteriore inverso. 

. . 
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5 10. Eqiiazioni alle variazioni delle geodeticlie ('). 

III  questo paragrato voglio coiisicler~ire succiiltainente le eqiiazioiii alle va- 

riazioiii delle goedetiche clella varieth aiioloiioiiia V?, sotto la fornia geiierale, 
e mettere iii evideiiza il loro carattere iiiv:triaritivo rispetto alle trasforina- 

zioiii (24) e (25) di 1':. 
Sia uiia C I I ~ V A  (C) clella varieta. V: definita dalle eqiiaxioiii 

dove o iiidicn I'arco d e h  curva. 1 coserii di questa ciirva coi1 le congrueiize 1, 
di Vm soi10 forliiti dalle espressioiii 

Uiia cui'va (c), viciiia a (CI, pu6 essere senipre deteriniiiata da equsziorii 
del tipo 

dove si iiidicniio coii eh le compoiieiiti iiivariaiiti del vettore scostainento, che 
fa il passaggio dalla (C) alla c u v a  viciiin (c). 

1 coseiii di questa curva (c) coii le coiigriieiize A di I r ,  soiio dati clzille 
formule 

(42') 

iielle qmli s illdica l'arc0 di (c) e le to liaiiiio i valori 
Iiiiigo la curva (G). Queste foriiiule sono evideiiteiliente 
che le E, siaiio qaaiitith del priino ordiiie. 

Iii base alle fOrniule che defiriiscono le compoiieiiti 

che loro coinpettoiio 
calcolate nella ipotesi 

iiivni.i:rnti del vettore 

(1) Vedi la inia Eota : St~l lo  scosful~~euto geocletiro rzelle ,varieth a~zololroine. c Rend. della 
R. Accademia dei Lincei B, vol, VII ,  serie ô", Io sem. (1928), p. 134. Ne1 mio lavoro: S w  
l'écart yéoclésique duws les espuces m.i$ holonomes, e Annales scientifiques de  1'LTniversit6 de  
Jassy o .  t. XI. fasc. 1-2, pp. 7-24, in  causa dell'ipotesi che Io scostainento (2) è un vettore 
interiore a V n ,  ipotesi che nori è compatibile in generale colla relazione d i  anolonoinia, non 
t,rovo vere equaaioni alle variaaioni che per certi casi particolari, ma il  calcolo preparatorio 
e i l  metodo da seguire sono valicli. Vedasi anche unn mia Nota, riferentesi a qiiesto lavoro, 
ne1 numero seguente deila stessa Rivista. 

A n m l i  di  .fitematiccl, Serie l V ,  Tomo VI. 6 
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pp -- 

derivato di (E) lungo (C), q~ i e s t e  forinule si possono aiiche scrivere 

Iiitroduceirtlo questi valori iiella relazioiie qiindratica dei coseiii, si ottieiie 
il valore del rapporto 

da 
- = 1 - p  
r l s  

dove si è iiiclicato coi1 IL la. quaiititii. del primo ordine 

Suppoiiiaiîîo i~desso d i e  (C) sia uiia geodetica di T',, e vogli;iino t h e  ((.), 

sia ililcorsi, ~ i i i a  geodetica di T7,,. Per  questo basta iinporre ai coseiii cli (c), for- 
iiiti dalle formule (4%"), la coiiclizioiie di soddisfare le equazioiii delle geode- 
tiche di I:,; ;~rr iviaino cosi clalle segueiiti eqiiazioiii alle vttrinzioiii 

che iioii soiio al1i.o che  le coiilponeiiti iiiva~riiiiiti del vett0i.e clie foriiisce le 
equazioni alle variazioiii del prof. LEVI-CIVITB (0. 

Passiairio adesso alle varieth aiioloiioiiie e suppoiiiaino clie 1;) curva (C) sia 

situatn in 1-T, vale a dire che  gli ultiiiii u - nt coseiii P J ~ ~ ( I L '  ) 111) siaiio iiiilli. 
1 coseiii di uiia curvrt viciiia sono cltiti clalle slesse foriniile (4P'), Io scosta- 

meiito essendo seinpre 1111 vettore qualiiiique iii 1 7 , , ,  e i i i  ispecie le ultiiiie w?ti 
formule (42') si scrivoiio 

L-lo(kht " nc 
f l c  

Il' 
= - ( + x,, ~ , , . t c ~ i r < * h ~ r r  4- ~ , , . , , , . t i . ~~~  , 

cl' d5  nt i I 1 1 1 
the dicoiio precisaiiîente clie i coseni d i  (c), colle coiigrueiize di aiioloiiomia, 
soiio quaiititk del primo ordine. 

Se  si vuole adesso che la curvn (c), si:% aiiclie essa situatn in Tc, si de- 
vono a r e r e  le  equazioni 

( 1 )  Vedi T. TJEVI.CIVITA: The absolute differential calculils, edited  IF dott. E. PERSICO, 
Hlackie, London (1927). p. 215, forniille (57). 
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le quali rappresentaiio ? z  - nt equazioiii differeiiziali 1ine:i.ri iielle n - nl qunii- 
titk E~~(IL'  > u t ) ,  dove i termini iioti sono lirieari ed oniogeiii rielle prime ~ , ( h  < 172). 

Si vede iininediatamente che  queste equazioiii differenzinli iion possoiio am- 
mettere la  soluzione ehl = 0, che esprime the 10 scostnmento é esso stesso si- 
tuato in V T ,  che ne1 caso in cui si  hanno lungo (C) le relaziorii 

Queste relazioni noii possoiio essere valide, qualuiique sin la. curvrt (C) e 

10 scostaineiito (E), che ne1 caso in cai le zut; siaiio nulle, O, ci6 che è 10 stesso, 
che le relazioni di t~iioloiiomin. siai10 illinlitanlente iiitegrabili. Percid in un& 
varieth aiioloiioina eflettiva, si devono seinpre associare ad unit c u r ~ ~ a  vi- 
cina (c) le equ:izioiii differeiiziali (43'), per determiiiare le 1, - 912  Q, i i i  funzione 
dell'arco o, quando 'le 111  E, son0 riote. 

Suppoiiiaino adesso clie (C) sia uiin geodeticn di V p ,  e cioh i coseni c,, sod- 

disfino le  equazioiii (16). P e r  essere miche (c)  uiia geodetica di V n ,  i suoi co- 
seni u, devono soddisfare pure essi alle equazioiii (16)' e si trova a calcoli 
fatti le segueiiti equazioiii Ale variazioiii 

rielle qiiali le (D2&,) rnppresentnno le componenti del secondo vettore derivato 

in 1-R (vedi le formule (2Cir)), della proiezione del10 scostanieiito (E) i i i  TT:, se- 
coiido la nostra curva. (C), e le l h l u , l r  e vhk.lrf  soiio l e  coinpoiieiiti dei teiisori (40) 
e (40'). Quaiito, alla quantith p, essa si determiiia seinpre dalla relazione qua- 
d r a t i ~ a  dei coseiii e si scrive 

L' equazioiie (44J insieine nlle (439, formano uii sistema d i  eqiiazioiie diffc- 
reiiziale dell'ordine n - 911 per deteriniiiare le n iiicogiiite E. 

Per  affermare che questo sistemu ha carattere invariniitivo rispetto ~ l l e  
trasformazioni di corigrueiize (24) e (28), basta osservare che  taiito il primo 
ineinbro delle (44), quarito il secondo soiio le coinpoiieiiti di uii vettore iiite- 
riore. Quant0 alle (43') esse, conie coseni esteriori, soiio le conîpoiienti di un 
vettore esteriore diretto. 
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LUIOI BIANCHI E LA SUA OPERA SCIENTIFICA 

di GUIDO PUBISI (a Torino). 

LUIGI BIANCHI, di cui l'ltalia mateina.tica piaiige la perdita recente; e 
stltto uno dei piu gloriosi rappreseiitanti della scuola Pisana. Coiitiiiurttore degli 
iudirjzzi di ricerche, clie trovaroiio taiito inipiilso iiell'opern del BETTI e del 
DINI, alla cui Memoria rimase senlpre taiito devoto, il BIANCHI trovb ben 
presto una via affatto personale; e le sue Neinorie, che rapidnnleiite acqui- 
starono un carattere di sera  origiiialith, resero in breve volger di teinpo ce- 
lebre il nome del geometrn Pisano. Della sua vit% 110 scritto altrove ('). Qui  
voglio render coiito dei suoi lnvori di Aiialisi e di Geonîetrin differenziale, 
lasciaiido ad altri il coinpito di parlare delle sue ricerclie di iiidole prevalen- 
temente algebrica od aritmetica ('). Questo rstpporto si chiiidertt con 1' enuiiciato 
di diie problenîi generali che, a. buon diritto, si potrebbtro chiamare a pj.oblenli 
d i  Uiaiachi P, perché stadiati da Lui iri tanti c ~ s i  particolari. Il lettore, iiel 
leggere queste pagine, voglja cortesemente ricordare clîe è spesso difficile 
risssumere anche uiio solo dei lnvori geoinetrici del RIANCHI: i quali quasi 
seinpre trattaiio numerosi casi particolari, clîe iioii -di rado 1ia.niio inîportaiizn 
rilevaiite perché I.iaiiiio giiidato ri. iilteriori scoperte. E aiicorrl pih arduo è 

dare iiii quadro coinpleto delln sua produzioiie: le siie profonde e geiîinli 
intuixioni, le siie inolteplici risioiii di iiiia stessa, verith iiîateinatica haiirio 

( l )  « Bollettino dell'Unione Xatcinatica Italiana u ,  iiiino V1Z. il. 4, 19%. 
(2) ni t re  alle cominemorazioni da  h i  scritfe di WEIKGARTEX. J O R ~ A X  e dei s imi  illaestri 

U. DINI e F. KLEIX (di (wi qui non par l~ iwno)  forse iin solo 1avoi.o si sottrae a questa 
classifiraaione: la Nota in R.  II . .  serie 5,  ~ o l .  2t5r, in m i  si ctiuino riiriosi iapporti tra l c  
forme qiiadratiche diffcrenziali a ciirvatura niilla (generirhe) per citi i simholi di CHRISTOFFEL 
di specie sono rvxtanti e i sistemi cominiitativi di niiineii a piil iinith. 

Scriverh R. L. per u Rendiconti del111 R. Arcridernia dei Lin& B, M. L. per Meinorir 
della stessa ilccademia », G. B. per n Giorn;ile di Maternatica del Battaglini B. A .  M. per . Annali di M~tematiea a, M. A. per s Mathein. Annalen n. X. SL per . Nemorie delln 
Società Italiane delle Scienze d ~ t t a  dei XL a ,  P. per « Renriironto (Ir1 Circolo Matematico 
di Palermo D, T. per . Atti della R. Arcademiii delle Arienze di Tnrino a, Quando saranno 
scritti più numeri, il primo (che potrh anche essere racehinso tra parenteai) indics IR serie. 
gli altri i ~ol i i ini .  Di iarlo è indicato il millesirno (tra parentesi qiiadra). 
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saputo trovare i più riposti legaini tra i problemi piii .disparati ('). Cosiccliè 
1' opera del BIANCHI lumeggia, per cos1 dire, un vastissimo territorio, di cui i 
singoli lavori mettono in luce molti dei punti pih notevoli; ma tra questi 
viene costruita utla rete fittissima di strade che li collegano i'uiio all'altro. 
E, poichè noi visitiamo u u  tale paese, percorrendo certe strade di maggiore 
importanza, lascieremo purtroppo ignote al lettore tntte le altre vie secoildarie 
che servono a foiidere i i i  un tutto armonico tante teorie e tante ricerche. 
Queste sono cosi numerose che, sebbene io speri di poterle citare tutte O 

qws i  tutte, non posso darne l'eleiico, che riuscirebbe di una luiighezza ecces- 
siva. Basti pei1stii.e che quasi tutti i voliinii dei R. L. e degli A. M. dell' ultimo 
quaraiiteiinio contengono uiia O piii Note O Meinorie del BIANCHI, cosi che 
senlbra iinpossibile che uii uoino solo abbia compiuto taiita inole di lavoro. 
Ma, per quaiito sia grandissima la fi-i.iria e 1':~iii1iiir~zione che i l  BIANCHI si é 

ncquistato con le Siie ricerche, 1'Uoino valeva piii t l i  qnaiito ci nppaia dai 
suoi scri tti; ai suoi discepoli che 10 hnriiio ainato conie i i i i  padre, d ie  lo haiiiio 
amniirato coine cittadiiio, coine iiisuperato Maestro, piaiige il cuore per averlo 
perduto: essi, clie cosi soveiite debbono a Lui tnnte idee clie l i  liaiiiio giiidati 
nelle loro ricerche, ricordaiio con quale prof'oiida iiitiiizioiie, coi1 qiiale potenzn 
e prontezza d' iiidagine, Egli sapesse parlare delle qiiestioni piii disparate, 
aiiclie loiitaiiissiiiîe dalle sue perso:iali ricerche. E questa siiii coiupeteiizn 
iiegli stiidii iiiateiiintici piil srariitti appare soltniito pamialiiieiite dalle Sue  

pubblicazioni. La sua iiiinieiisa ciiltiira è provata, noii solo dagli svsriatissinii 
corsi uiiiversitnrii svolti oltre a quello di Geometria Aiialitic:~, iiln aiiche dai 
suoi ii~iiiierosi triiittati: di Geoiuetrin Differeiixiale, di teorii~ delle fuiizioiii di 
variabile cornplessa e delle fuiizioiii ellittiche, di teorin dei gruppi coirtiiiui e 
discontiriiii, oltre a. qiielli siilla teoria aritiiietica delle forme qiiadraticlie e 
dei nuineri algebrici. . 

Mi si consentit ora uiia breve parentesi dedicata agli studii piiranieilte 
annlitici del BIANCHI, prima di giuiigere allii parte piii importaiite di qiiesto 
rnpporto, relativa alle foiidaiiieiitali riceiche geoinetriche del riostro Autore; 
del resto iiiolte di queste si potiebbero intei'pretare corne ricerche di Aiialisi, 
perche haiirio coiidotto alla scoperta di iiuore e ~ i o t e ~ o l i  proprieta di iuolti 
tipi di equazioiii diff'ereiizinli, specialiiieiite delle equazioiii di LAPLACE e di 
 O OU TARD. Dei lavori di Aiinlisi piira ricorder6 quello dei hlntli. 4iiii. =, 17, 

(1) Pciisi il Irttoie p. es. yiianti legaini il BIAS(.HJ 11% scopeito trli la teorin delle tiiis- 

forniazioni :isintotirh~, l i i  tcwria delle deforinasinni infinitesinie d'iina siipei.firie. ln  tcoriii 
del rotol~iiie~ito r qii;isi tutti i C~pitoli  dellii Geoinrtrii~ iliffrrcriziale. 
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i i i  ciii 1' A. sviliippa per alcuiii iiitegrali ellittici l ' idea del KLEIN di coordiriare 
i varii tipi di tali iiitegrali ai varii sottogruppi coiigr~ieiiziali del gruppo 1110- 
diikiwe. Ricorderi, le iiotevoli applicaziorii del iiietodo delle approssimazioiii 
successive per le eqiiazioiii di tipo iperbolico i n  R. L. 5, 3, e le estensioiii del 
iiietodo c l 7  integiwioiie che RIEMAXN aveva dnto p& tali eqiiazioiii (K. L. 5, 4, 
e seg.). Pure  noteroli soiio la  nota iii R. L. 1, j2 in cui si claiiiio seniplici e 
iinportniiti teoreini di uiiicitk per le equaxioiii di tipo ellittico, e le tre note 
iii R. L. 4, 2 in cui si stiidia il sistenia, di due equazioiii alle derivate parziali 
del secoiido ordiiie con vwiabili iiiclipeiideiiti, api-eiido cosl la viii alla piii 
receiite teoria dei sistemi i i i  iiivoliizioiie. Uiia iiota iii R. L. 5, 9,, tra. 
17altro, risolve iii inodo assai elegniite il probleiiin di DIIIIUI-TLET iiello spaaio 
iperbolico iiidefiiiito (i). 

IJii gruppo di ricerche é ded ica t ,~  alla teoi-ia dei gruppi coiitiiiiii: la Me- 
inoria di JI. XL, 3, 1 1 1111 uii iiiteresse forse prevaleiitemeii te geoinetrico, 
perche trova tiitte le iiietriclie di RIEMANN a tr'e diineiisioiii che ainiiiettoiio 
uri griippo coi~t i l i~io di ~novirneiiti, iiisieine ad alcuiie proprietà gei ien~li  dei 
gruppi, clie si possoiio coiisiderare gruppi di movimeiiti, ed agli spazii corri- 
spoiidenti. Iii T. 38 soiio c:~ratterizzati i griippi siiiiili a gruppi che coiisersaiio 
i voluini, O li alteratio i i i  iiiodo proporeioiittle. E veraineiite brillante è la nota 
dei R. L. 5, 12,, iii ciii si esteiide a uii gruppo coiitiiiuo G la, iiozioiie di 

G 
jir~ippo coinpleiiieiitare rispetto n iiii suo sottogruppo r, con iiotevolissiine r 
applicaeioiii a1 griippo derivato di G e alla ricerca dei gruppi traiisitivi oloe- 
dricmieiite isoinorfi a G. 

Esnurita questa breve pareil tesi, parliaino dei coi1 tribiiti del BIMGHI alla 
Geoinetria Diflei~eiiziale; i quali, per  uiiiversale conseiiso, soiio l 'opera Siia 
piil iinportniite e a Lui, aiicora giovaiiissiiiio, liaiiiio assicurato riiiomanztt 
vasta e sicura. Iii questi stiiclii, i fatti aiialitici piu semplici ricevoilo le piu 
iriaspettate 'applicazioiii geoiiietriclie; probleiiii clie sembraiio .itiaffroiitnbili 
veiigoiio risoluti coii estreiiia 'facilita, perché uii'osservazione geoinetrica li 
tritsforina e seinplifica in modo ihsperato (2). Nella esposizioiie il lato intuitive 

(') Xoii ho pwlato né di una nota in R .  11. .5, 19, [in cui estende alle estremali dell'in. 

tegrale !p l'l+zl'~7~. ( p  > O), cioè alle geodetiche di y?P(d;rg + dy2)  un teorema del LIS. J' 
DELÜF], n& di una Kota in R. L. 4. ,5, in cui studia certe notevoli coppie di sistemi di equa- 
zioni ai differenziali totali. 

(-) A titolo di es. rioordo lit diinostraeione del teoreina di esistenza per le  famiglie di 
LAME di superficie a rurvatura costantc. (P. VIII). le tante proprietà scopeite per l e  super- 
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passa soveiite iii secoiida liirea., per qil;tiito seiiipre le proprieth niialitiche 
sittiio illitstrate geoinetricaineiite con coiisiderazioiii spesso iiriprevedute ('). 

Ci6 che talvolk é clovuto a l  fatto che il teorernn erri, stato previsto per 
iiidiizioiie g-uiclata dnli'esriine prelitiiiiiare di casi p:irticolari. Tnlora i l  lato 
iiitiiitivo del problenia trattato ci appare riassuiito in iiiia sola frase, in uiia 
sola citaxioiie; a1ti.e volte iiivece 1' A. polie Al' iiliprovviso itiis doinziiid;~, iiii 
probleina preliiiiiiiare, seiizn clie il lettore riesca subito a capire quaiito sia 
essenaide tale questione per la ricerca clie l'A. si e proposto. Noriostante 
questo è iiidubbio clie jl BIANCHI iioii nffroiitavn ~i i ; i i  1111 cdcolo, aiiche seiii- 
plice, se iioii era guiditto dalla iiitiiixioiie geoinetrica (7. 

L'opera del Erssc~rr  lia fiitto progredire qiiasi tutti i Cayitoli clella Geo- 
rnetriii DiWereuziale: e chi voglia a\-ere uii'idea ordiiiata di iiiiti. parte impor- 
tante delle sue ricerclie d e r e  coiisiiltare le site clnssiclie Lezio?ti cli Geoinetria 
I)ifïeretiziale, iielle loro varie edizioiii itn.liaire e tedesche. Noi cerchereiiio 
solo di vedere, aliiieiio i i i  parte, 1ii storin delle sue scoperte, cli iiiettere iii 
liice le idee che 10 haiiiio giiidato: trn queste. specialinenie diie irotevolissiine, 
che predomiiiaiio, si pu6 dire, i i i  tutts 111 sua attivit8. 

L' itiin è quella cli trattnre anche probleiiii relntivi alle geometrie iioii 
euclidee, aiiche iiidefiiiite (p. es. di eleiiieiito liiieme dx? -+dl/< - dz". Nessuno 
potrlil. perd credere clle il BIANCHI li stliiii solo per gusto di geiierniizzazioiii, 
soveiite iioii clifficili. Per i l  BIANCEI le inetriche iioii euclidee sono tiii  efficace 
struineiito di ricerca clie g1i permette aiiclîe di coiiseguire si8 iritovi risullati 
ztiialitici, sin iiiiovi teoreini di geoiiietria eiiclidea. Ricorderi> p. es. solttiiito la 
iinportaiite scoperta delle trnsfoi~iiinzioiri geiieralizzate 7' delle superficie iso- 

ficie per cui lit onrvatura totale 7C vale - ( U +  V)-~-" oove U è f u n ~ i o n e  della sola M. V 
rlella v (essendo tt, v i parametri delle asintotiche), la determinazione dei sistemi tripli orto- 
gonali con una fainiglia di superficie a linee di c u r m t ~ i r e  piane (dedotta dai sistemi ciclici 
osculatori), quella delle superficie a curvatura nulla ne@ spazi non euclidei, delle Z non 
pal-aboliche (AM& 24) dedotta dalla costruzione delle E paraboliche, l a  geniale inversione dei  
tcoremi di G U I ~ H A R D  per le  yuadriche rotonde dedotta dallo studio geometrico della corii. 
spondenztc tra le deforruate d i  tali quadriche e le  con-ispondenti superficie a curvatura 
media costnnte, le applicazioni del metodo di VC'EIWARTEX al problema dell'applicabilith 
delle superficie, e infine il inernviglioso uso clelle quadriche confocali e della affinith di 
11-ORY nella teoria delle trasformazioni delle superficie applicabili su quadriche. 

( 1 )  Cfi', p. es. la Nota in R. I I .  24, [Settem. 19151 e le Memorie sol rotolameiito. 
(7 Cosi p. es. i l  BIANCHI? sebbene avesse le forniole relative alla composizione d i  due 

trasfornmzioiii di B A C K L U ~ ,  non fece il semplice calcolo relativo alla composizione d i  due 
tali trasformazioni complesse coniugate (cib che 10 avrebbe subito condotto alla scoperta 
di trasformazioni reali di snperficie a c i i i ~ a t u r a  costante positiva) prima che i metodi geo- 
metilci non 10 illuininassero snlltl teoria clelle trasforma~ioni. che cosi avrebhe oftenute. 
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G. FUBINI : h i g i  Bicmchi e lcc szca opera scientificcc 49 - 
terme (8 9 di A. II. 3, là  [1905]), le geiiiali applicazioiii della rappreseiitazioiie 
d i  CLIFFURD iiegli spnzi ellittici al problenla delle deforiilazioiii di unn super- 
ficie euclidea e ad altre ricerche del piii alto iiileresse, ecc. ('). 

L'altra idea foiidameiitale del BIANCHI é quella di tmsfo1.n2aaione. Sia 
per opera siia, sia per opera dei suoi coiiteinporaiiei e dei suoi discepoli, . 
esss è peiietrata iii t~itti  i Capitoli della Geoiiietria Differeiiziale, e li l1it per- 
fezioiiati e talvolta complettriiîeiite riiiiiovati. 1 piii illustri geoiiietri se ne 
sono occupati; niiche le ricerche piii iiloderiie ed inspirate a iiuovi iiidirizzi 
haiiiio trovato coi nletocli del BIANCHI risultati iiuovi e fecoiidi. Ma, per beiie 
vedere l'iiiiportaiiza delle idee del BIANCHI, dobbiitiilo peiisare alle idee che 
piii appassioiinvniio i iiiateuîittici iiel tempo della sua gioviiiezza. E r s  l'epoca 
iii cui, per operrr sia di S. LIE, sia di imteiiiatici specialineiite fraricesi, 
fervevano gli studii per l'iiitegrazioiie delle equnzioni differeiiziali. Si creavaiio 
con la teoria dei sisteiiii iii iiivoliixione e delle trasformazioiii di coiilatto 
iiuovi metodi a tale scopo. Col BIANCHI si preseiits per la priiiia volts un 
inetodo coii ciii da uiin soluzioiie iiota di uiia certa equazioiie. alle derivate 
parziali (l'equazioiie delle superficie pseudosferiche) si potevario dedurre altre 
hifinite soluzioni coiiteiieriti iiri certo iiumero di costaiiti nrbitrarie. Tale tras- 
forinazione ern di tipo assolutamente iiuovo, iioii esseiido lie uiis trastbrnia- 
zioiie di piinti, lie uiitt trasforiiiazioiie di contatto, ne altrimenti esteiidibile 
al10 spazio; e In riovitA del risultiito rese ben presto nota sizt tale trasforiiia- 
zioiie, che i l  suo scopritore. S. LIE, BACKLUND se ne occuparoiio tosto sia per 
superare le difficoltà inerenti alla successiva applicazioiie del metodo del 
BIANCHI, sia per studiarla da un piiiito di vista pih annalitico. Il priiiio rico- 
nobbe che, se di una superficie pseudosferica si coiioscevano le trasformazioiii 
del BIANCHT, le successive applicnzioiii di tali trasformazioni non richiedevano 
piii l'iiitegrazione di alcuiia equazione differeiiziale; ricoiiobbe che nessuiio 
dei nietodi noti riusciva a integrare 1' equazione delle superficie pseudosferiche, 
oggetto degli studi del BIANCHI; e trovo aiiche uiia iiuova trrtsformazioiie, 
semplicissiina da  un piiiito di vista analitico, ma la cui iiiterpretazione geo- 

(i) Ricordo ancora le relazioni tra le deformilte dell'iperboloide rotondo euclicleo sia 
con le superficie di VOSR nello spazio ellittico (R. L. 5, 44, sia con gli studii da lui  con^ 

piuti nella geometria eiiclidea indefinita; le nuove superficie isoterme eiiclidee dedotte dalle 
superficie ad area minima non euclidea in 31. L. 4, 4 (Cfr. anche A. M. 3. 12); I'interpre- 
tazione euclidea (T. 38) delle superficie a ciirvatura niilla del10 spazio iperbolico, le iinpensate 
relazioni tra alcune classi di superficie non eiiclidee e certe classi di siiperficie eiiclidee ap- 
plicabili (A. M. 3, 2) con applicaaione al problema delle superficie npplicabili su qiiadriche 
(P. 22). E l'enumerazione potrebbe continuare. 
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metrica veiiiie assai piu tardi per via affatto indiretta (cfr. p. es. la Nota 
del BIANCHI in R. L. 5, 1,). Il BACKLUND studii, da uii purito di vista molto 
geiiernle il foiidaineiito aiiditico di tale trasforinazioiie, poneiido aiiche un 
problema ( i l  p-oblenzn d i  BiEchlud) che fu  oggetto fino ad oggi di luiighe 
ricerche da parte di GOURSAT e dei suoi allievi Di piii, scopri uiia iiuov;~. 
trasforinazioiie, di cui quella del BIANCHI e caso particolare, e che i l  HIANCHI 
trovb scoinpoiiibile in trasforinazioiii del BIANCHI e del LIE. Il BIANCHI i i i  1111 

d t r o  modo molto semplice e üuggestivo (M. L. 4, 5) iiiterpretb analiticameiite 
siiiiili trasforinazioiii, ed assai piii tardi (cfr. il § 39 del Vol. III delle siie 
Leziofzi) pose iin probleiiin. :iiialitico geiierale (suscettibile di iiltcriori geiie- 
ralizzazioni) che, sotto qiialclie 1-igunrdo, si pui, avviciiiare a1 probleina di 
BACKLUND. Da1 lnto geoiiietrico il BIANCHI portb uii coiitributo esseiiziale, 
ricoiiosceildo che l i ~  trasfor~nnzioiie del B . ~ K L C R T D  era iiiin trasforiuazione 
asintotica (') deteriuiiiata da uiin coiigrueiiza pseiidosferica di rette ('). Sc lit 
coiigriieiiza è !iornlale, si ritoriia alla priinitiva, trasforinazioi:e del BIANCHI. 
PiU tardi, Iasciwti i inetodi del LIE, il BIANCHI col celebre teovenia d i  l m B -  
q~iutnbilità [1892] cliinostra che, se di unn. superficie pseudosferica si coiio- 
scoiio tutte le trasformszioiii nsiiitotiche (per il d i e  bnsta integrare nii'eqiia- 
zione di RICCATI), le successive applicazioiii di t n l i  trnsforii-iazioiii lion ricliie- 
doiio che del-iunzioui e cnlcoli nlgeb18ici. Coii queste sole operazioiii si 
possoiio otteiiere cosi siiperficie pseudosfericlie, dipendeiiti cln tante costanti 
arbitrarie quaiite si vuole; e tutte queste siiperficie iioii sodclisfaiio ad altra 
equazioiie differeiiziale che iioii sin, qiiella delle superficie pseudosferiche. 
Si 6 quasi teiitati di dire che cosi si è 'otteiiiito l'integrnle generale di 
questa e clie il inetodo del BI AN CH^ e 1111 ~lietoclo di effettiva integrazioiie. 
E cosi iiiftitti sarebbe, se si potesse provare clie tutte le trasformazioiii asiii- 
totiche di tiiia superficie pseudosferici~ geiierica e le loro superficie liiniti 
esauriscoiio tutte le superficie pseudosfericlie. 

Certo uria graii parte dell'opern del BIANCHI si basa, su questi due priii- 
cipii: t ~ m f o v n z a z i o ~ ~ i  e teorema d i  pernzutnbilità. Egli iioii solo ha  trovato 
ainplissilne classi di eiiti geoiiietrici, per cui ha dato trasforii~azioiii asiiitotiche 

(1) Ciob il passaggio dall'una all'altra falda focale di iina congrucnzn 11' (clie fa cioi. 
corrispondere le asintotiolio di tali due falde). Se iina tale congriienza B normale. le falde 
sono applicabili su una snperficie di rotazione, e le snperficie normali sono IF (i loro raggi 
di ciirratura sono fiinzioni iino dell'altro). I l  noinc W (iniziale di WEIXGARTES) P stato 
dato dal Braric~r in omaggio ai celebri teoremi di qiiesto geometra. 

(7 Queste congruenze (R. II. 2, 3, ed A ,  N. 2, 15) sono caratterizzate dall'arer costanti 
sia la distanza di fuochi che qiiella dei piinti limiti. 
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ed ha  dimostrato il teorema di permutabilith, m a  ha  trovato aiiche molti 
nuovi metodi d i  trasformazione, per  parecchi dei qunli vale un teorclna di 
pernlutabilitb. T r a  le varie trasformazioni studiate ricordero le trasformazioni 
di RIBAUCOU~~ (psssaggio dall' una all' al tra fnlda dell' iii viluppo di un sistema 
di sfere, se tra l e  due falde si corrispondono le linee di curvntura). E, se 
tali trasformazioni si possoiio dedurre dalle trasforniazioiii asintotiche ne1 caso 
di superficie, valeildosi della iiota trasfornmzione di coritntto di LIE di rette 
in sfere, altrettanto non si pub senlpre affermase ilel cas0 che si studino 
trnsformazioiii delle fitiniglie di LAME di siiperficie. Tutte queste trasforins- 
zioiii, tutte le relazioni trovate t ra  enti a prima vistn affsztto dispnrati, ci 
reiidono ben chiiwo il perché la Geometria Differenziale sia stata d a  Lui iii 
gran parte conipletanlente rinnovata. 

Vogliamo seguire piii da  viciiio il corso delle sue ricerclie. Ln  prima 
idea di trasfosmazioiie compare giA iiella sua  tesi di Abilitazioiie (a Aiin. della, 
R. S c ~ i o l ; ~  Noriiî. Sup. di Pisa n, 4, 2 ( j ) ;  cfr. anche G. B. 17, G. B. 20, u Math. 
Anii. B, 16). Ivi chiama complewzeulari due superficie S, S' che  insieine costi- 
tuiscano l e  due fnlde dell'evoluta (falde focali delle rette norniali) di uiia 
stessa superficie E. E, se  Z è TV, nllorn LS? S sono applicabili su superficie 
di rotazione. Oltre a molti altri casi particolari, il BIANCHI stuclia specialineiite 
il cas0 che S ed S' siano eiitranibe pseudosferiche, per fissar le idee, a cur- 
vatura costalite - 1. II passaggio d a  S dn S' e chianîato trasformazione con$- 
pZeiuzenta9.e (2); punti oinologhi di S, S' haiino uiia distaiiza uguale :id 1; e 
quindi ogni puiito A' di S' si trova su1 cerchio che ha. per centro il punto 
omologo A di S, giace ne1 corrispoiideiite piano taiigeiite ed  h a  per raggio 1. 
A m i  le  ooi superficie pseudosfericlie S', che si possoiio dediirre d a  S con 
unn trnsforniazioiie coinplemeiitare sono le  traiettorie ,ortogoiiali del sistema 
ciclico (3), forniato d a  questi cerchi. Questo sisteina ciclico era  giA studiato 
in lavori del R r ~ ~ u c o u i t ,  ignoti a l  BIANCHI. Ma aiiche se cosi noii fosse stato, 
iioii sarebbe per  iiulla siniiiuito il vnlore della ricerca del BTANCHI, precisa- 

( i )  Per brevità non par10 della sua tesi di laurea (ibidein) (cfr. anche Ci.  B. 16) in cui si 
stiidiano casi particolari di superficie applicabili. 

(?) I n  ta1 caso la differenza dei raggi di curvatura di 2: rale 1; più tardi [180] in  R.  L. 4,6, 
il BIANCHI osserva che, in  virtii di un teorema cli WEIKGARTEX, la determinazione di tali 2 

equivale alla ricerca degli elementi lineari sferici del tipo EcW + dus. 
E 

(y Ciclico, perchè format0 da cerchi tagliati ortogonalmente da oci superficie 8'. Per 
un qualsiasi sistema ciclico, le superficie ortogonali Sr formano una famiglia di LAME. Le 
altre due Pamiglie di LAM& che con quella formano un sistema trip10 ortogonale, sono gene- 
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mente conie noii è sininuito da1 ftltto che il BIANCHI conosceva i teoremi del 
WEINGARTEN. La iiovitit dell'idea del BIANCHI 6 di aver rcviito il pensieso di 
coiicepire questi fr~tti geoinetrici come defiiieiiti un metodo di t ~ - a s f o ~ ~ . i ~ ~ a z i o ~ z e .  
Ma è ben liaturaie cile il BIANCHI sia tosto passato a studiare i sistemi ciclici 
e piii i i i  geiierale i sistemi t~aipli o~~togonali. I priini lavori sono editi 
i n  G. 'B. 21 e 22 ( l ) ,  iii cui si da iiita teoria geuerale dei sistenli ciclici e si 
studi:zno casi particolari (tra cui quello in cui i cerchi del sisteilla sono tan- 
geiiti ad uiia stessa superficie), alciltii dei q~iali furoiio pih tardi studiati per 
altrtt via iii 8. 11. (2) 18 e 19. Passato poi alIo studio piii geiierale dei sistenli 
tripli ortogoiiali, iii R. L. (4) 1 e 2, i i i  A. DI. (2) 13 e 14, l'A. sfrutta in modo 
mirabile l'eqiittzioiie del CAYLEY per In distaiiza di due superficie iiifinitaineiite 
vicine di una stessa fainigliiz di LAME. Oltre a inolti cnsi iiotevoli (p. es. 
quello di uiin fainiglia di LAME formata di elicoidi) il BIAKCHI scopre fainiglie 
d i  LARIE formate coii superficie a c~irvatiira costante li (la quale piio anche 
variare dall' una all' altra superficie della stessa .fainiglia). Meiuorabili sono i 
teovemi d i  esistemu di tali fainiglie, ivi dedotti per via intuitivn, e che solo 
pii' tardi il BIANCHI riuscirlt (P. VIII) a diinostrare con rigore, con la consi- 
dernzioiie delle superficie seconda~.ie del sistema (quella delle due farniglie 
che insieine alla fainiglia di superficie a curvatura costmte formai10 il sisterna 
trip10 ortogonale coiisidemto). 

L' irnportanza di queste Memorie è assai grande : ivi per la, psirna volta 
si da 1' iiiterpretazioiie della trs.sforiilazioiie di BACKLUND come trasformazione 
asintotica e si dimostra che tali sistemi tripli ortogondi costituiscono una 
classe d i  enti geo~tzetvici, a cui si pub estende?-e En teoriu delle tl.asf02~- . 

nznzioni. Se la famiglia è composta di superficie aveiiti tutte uiia stessa cur- 
vatusa R (p. es. se K= - 11, il sisteina é detto di WEINGARTEN; e ad esso 
si pu6 applicare in due nlodi iiiia trasforninzione cornplernental*e (geiieraliz- 
znzione delle trasforma.zioiii coiiiplementari delle superficie pseudosferiche) e 
si ottiene cosi una successione, illimitata nei due versi, di famiglia di LAME 
del tipo precedente, tale che ogni famiglia è compleiiientare delle due famiglie 
coiitigue. Vi é pero scoperta una classe di tali famiglie specialmer!te notevole 

rate dai coi-chi dcl sistenia clic escono clai piinti di iina liiiea di ciirvatiira di S' (dell'iino 
e dell'nltro sisteiiia). Ecco percliè In t m - i r ~  ( le i  sistemi cielici è easo pniticolave della t e w i a  
dei  s i s t e m i  tripli ortogondi .  

(i) 111 qiiesti Voliimi v i  sono anche altre duc Note: l ' m a  clle caratteriexa le  coppie cli 
BOSSET (li mperficic a d  arca ~ n i n i ~ n a  applicabili una siill'altra: l'altra clie estende a ciirre 
qiialsiasi risiiltati clie il LIE a w v a  dedotto per 1~ c i i r ~ ~ e  a torsione costante dalla trasfor- 
  na ta eoinple~il~ntare delle siiperficic pseiidosfei.iclie. 
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(le famiglie di LAME del tipo di T ~ E I N G A R T E N  a flessione costante): quella per 
cui ilna, e quindi tutte le traiettoric ortogonali delle superficie della famiglia, 
haiino una flessione costante, uguale ad 1. Ciascima, -di queste fainiglie am- 
mette una sola trasformaziotie complerneiitare. Se in pih la torsioiie di queste 
traiettorie é iiulla, queste trniettorie sono cerchi, e si ritoima ai sistemi ciclici 
(con cerchi di ugoal raggio). In R. L. 5, 26, egli caratterizza geometricaineiite 
le  già citate superficie secondarie; le quali, ne1 caso di fan~iglia a flessione 
costante, diventano superficie ipe~ecicliche (cioè con uii sisteinn di linee di 
curvatura a flessioiie costante). E anche queste superficie costituiscoiio una 
nuova classe di enti, a cui si pu6 estendere zma teo~*icc di tvusfoivncuione. 

I n  una Memoria assai posteriore, in A. 81. 3, 24 [1915], egli studia tutti i 
sistemi tripli ortogoiiali paralleli ai (ossia trasforinati di COMBESCURE dei) sisteini 
tripli ortogonali con una famiglia di superficie a cui'vatura costante, non solo 
estendeiido loro la, trasforinazione di BACKLUND, ma anche trovando nuove 
ti~asfo~rnazio?zi, che con sole derivazioni faiino passnre da un tale sistema 
a un sistema parallelo, e indagando poi i rapporti clie intercedono tra tutte 
queste trasformazioni. Si approfondisce jl caso particolare dei sistemi paral- 
leli a quelli di flessione costante (trovando per loro notevolissime proprietk 
geoinetriche) insieine ad altri casi particolari di grande interesse. 

In questg gruppo di lavori compare, f in  da1 principio, un teoreina che 
prelude al teorema di pe~~mutnbilitd dimostrato solo piii tardi [1892J i n  R. L. 5, 1, 

sia per le superficie pseudosferiche, sia per i sistemi qui corisiderati. Ne si 
deve dimenticare ctie il BIANCHI in R. L. 5, 3,, sfr~ittarido l'eqiiazione di 
MOUTARD, dimostrs in generale i l  teorema di permiitabilitk per due trasfor- 
inazioni asintotiche qualsinsi di una stessa superficie, provando (se SI ed S2 
sono trasformate asintotiche di una stessa, superficie S )  l'esistenzn di CO' 

superficie S', trasformate asintotiche sia di SI che di S2 (ami di oo' altre 
superficie E, al sistema delle quali appartengono Si ed 8,) ('). Se S, S, ,  AS, 

( l )  È qiii il luogo d i  ricordarr i r i d t a t i  di R. L. 5, 332. Siano date ciiie congrucime d i  
rette i n  corrispondenaa biiinivoca. Consideriatno gli co"1rinenti (ne1 senso d i  S. LIE) for. 
mati da lin punto d i  iina retta della prima r diil piano d i e  lo proietta tlalla retta oniologa 
della seconda. Se tali elementi O faccettn si possono distribuire in mi  siiperficie. le diic con- 
gruenze s i  dicono (sempliceniente) stvatificabili; se  la proprieth siinsiste anche scalnbiando le 
d ~ i o  congrlieme, queste si dicono doppiamente sti-atifioate. D i  qiieste un esempio 6 tliito clal 
teorema d i  perinntabilith: piinti ornologhi d c l k  S' giacciono un iiiia retta. piinti oinologlii 
delle Z giacciono su nii'altrn rettn. Qiieste cliic rette geneinno due congrilense doppinmrntp 
stratificate. L'Aiitore cerca le coppie d i  congriienze doppiainente stratificate tali che la norinale 
comiine a due rette ornologlie qnalsiasi passi per iin punto fisso (e quindi dne rette ornologlie 
siano norinali) trovando noteroli riarviciilainenti con le drformaeioni eiiclidee del paraboloiclr 
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sono p. es. pseudosferiche, tra queste W.' superficie S' esiste generalmente 
una e una sola supej-@cie pseudosfe~*ica. E in ci6 consiste il particolare teo- 
rema di pemutabilitli, che il BIANCHI in principio svevs  trovato per queste 
superficie e per le famiglie di LAME formate con esse, e che estenderli. poi a 
inalteplici classi di eiiti geometrici. In  P. 23 [1908] si studiano poi notevoli 
configurazioni geometriche, che si deducono da tale teoremn ('). 

Si affollano, si succedono ora le generalizzazioiii di tali risultati, e insienle 
lo studio dei problemi piu svariati. Ma da questi priini lavori sorge e per- 
inane ilel BIANCHI 17amoi.e alla ricerca delle famiglie di LAM&. E, colne ri- 
sulterk da quaiito segue, il BIANCHI, quamdo scopre una classe di superficie, 
subito cerca se con esse si pub forn~rire unn tale ftmiglia. Ben numeroso è 
pertanto l'eleiico dei sistemi tripli ortogonali, scoperti da1 BIANCHI; per 
molti di essi Egli ha saputo costruire uiia teorin di trasformazione e dimo- 
strare un teoreina di permutabilith. Sulle più inqîortunti gmeral izzaz ioni  
d i  queste vice7.che s i  ?.ife?%d negli tdtinzi pa7-ngm@ di queslo ?bappo?bto 
(pag. 70 e segg.; cfr. anche pag. 63). 

U ~ i a  p ~ i i n n  ge~~eml i z znz io?ze .  -- Un primo tipo di ricerche di questo 
indirizzo è svolto in alcuiii lavol'i (R. L. (4) 6, e 7 , ;  R. L. 5, l , ,  A. 11. 2, 18) 
in cui l'A. si occupa delle deforinazioiii iufiiiitesime d' iiiia superficie (supposta 

rotondo e con le superficie a oui7ratiii.a niilla non eiiclidee. Invece lo stiidio delle congruenBe 
seinplicemente stratificate, di ciii la prima normale, eqiiivale alln stiidio dei sisteini ciclici. 
S e  iina coppia di csongriienze, entramhe norrnali, è semplicernente stratificata, la prima con- 
griienza è formata dalle normali ad  una siiperfiüie rli ciinratiira costante. 

(1) Due ciir~-e si dicono trasformate asintotiche l'iina dell'altra se intercede tri1 i 

loro printi iina corrisponilenza biuniroca tale che la congiiingente di due piinti ornolpghi è 
anche intersezione dei relativi piani osciilatori. Se C i ,  C, Nono trasforrnate asintotiche d i  
iina stessa ciir~-a Cl si piib sceglierc (in G* iiiodi) una ciirra C , z  trasforinata asintotica 
d i  entrarnbe. Qiiattro punti oinologhi 31, M, , &, M12 delle -2 ciirve e i corrifipondenti piani 
osculatori formano lin sistema 42 di J16~1r-s di 1 piinti e 4 piani: ogni piinto giace in  3 
dei 4 piani, ogni piano passa per 3 dei 4 piinti. Se CI, C,, C:, sono trasforinate asintotiche 
d i  Cl sceglianio similinente iina Cl-, lin% CZ1, m a  CJ1. 1 piani osciilatori i n  3 piinti ornologhi 
Jfi,, a&,, X3,  di qiieste danno un piinto Xi2, che geriera iina cnrva C123 di cui il piano 
M4ZM23M31 è oscillatore. r o s i  ogni sistema di 8 piinfi onlologlii e dei corrispondenti piani 
osculatori delle 8 ciii7-e qui considerate forma iin sistema 8, di 8 punti ed 8 piani: ogni 
piano contiene 4 degli 8 piinti e diialnwnte. Cosi continiiando si giunge a sistema 16,.  
32, ecc. d i  piinti e piani siisecttibili d i  cc' posizioni. Si pub stiidiare il cas0 clie tali sistemi 
d i  piinti e piani siano tc-, corrioponderiti a piii superficie dedotte da unn stessn S con tras- 
formazioni asintotiche, e a quelle che se ne deducono iisancio del t e o r e m ~  d i  permiitabilit8. 
Rinrio alla blenioria originale p ~ r  rnappiori particolari. 
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flessibile e inestendibile ('). Si trovaiio le relazioni tr-a tal i  p~.oblenzi e le 
t~mfo~wzc t z ion i  asintotiche d ' u m  supel-ficie, usufruendo di molti risiiltati del 
GUICHAHD, si defitiiscouo le superficie nssocinte e le congvzce~zze 2-ettilinee 
di Ribnucou?* (cfr. le Lezioni per maggiori notizie). Detti u,  v i pnramctri 
delle asintotiche d'uiia superficie, si stlidiiiiio le siiperficie, la ciii curvatura 
totale K vale - ( U t  V ) 3 ,  esselido U funzione della sola zc, V della v (le 
quali superficie si riducoiio alle pseudosferiche se Zi e V sono costaiiti). Queste 
siiperficie si dimostrarono cosi importaiiti clie iioii possiaino non soffermaici 
uii po' sulle proprieta che il BIANCHI lie ha. scoperte. Esse souo ccrmt te~~ i z za le  
p. es. dalla pvop~'ielh d i  esselne associnle nlle supc?l.ficie clte si possono de- 
forma)-e i 7 2  mi wodi, C O ~ Z S B ~ L U I Z ~ O  coniugnto u n  siste~na c07~izcgnto [cosi coine 
le superficie pseudosfericlie soiio associate delle siiperficie S di Voss, cioè 
delle superficie che liniiiio due sistemi di ocji geodetiche tra loro coiiiugati; 
si noti che alle m' deformazioni di iiiia tale Z che coiiservaiio coniugato 
tale sistema corrisponde la tms fo~*maz ione  d i  Lie pel. ln szipe~.ficie pseudo- 
sferica associatu]. Esse sono caj.ntterixzate a m h e  dalla pvopvietd clze c o ? ~  
le 107.0 defojwmzioui znfinitesime dnnno luogo a eongvuenze d i  Ribaucou~. 
cicliche (fortnate dagli assi di uii sisteina ciclico); e qzceste conglueme soj~o 
de sole infinite volte cicliclie (cioè esistono oo sisteiiii ciclici, per cui iiiia 
tale coiigriieiiza è ln coiigriieiiza degli nssi dei cerclii). E il BIANCHI stiidib 
aiiche le frilde focali di queste coiigruenze e le superficie iiorinali 21 sistemn 
ciclico corrispoiideiite. (Iii R. L. 5, 26, trovb altre proprieth geometriche ca- 
ratteristiche di qiiesie superficie, che qui non riassomo). Foiidaineiitale è 
1' ulteriore propriet~ clie pub pure da sola servire a defiiiire tali superficie : 
esse sono le uniche superficie S che posseggouo zma tr-asforsnaz2one nsinto- 
tic& S' tale che i n  punti oînohglzi S, S' hnnno zcguctl cui.vtrtu?-n. Data 8, 
la Sf dipende da due costaiiti arbitrarie. Ecco il teoreina da ciii il RIANCHI 
h a  dedotto che per tali superficie si pub cint~e sia u m  teoria d i  tl-asfor- 
mazio~ze (asintotica), sia u n  teop-ema di  pet-mutabilitci. 

Il BIANCHI si é occ~ipato aiiche dei teoremi di esisteiiza per tali superficie. 
III R. L. 5, 3, aveva dimostrato, col inetodo delle successive approssiiiiaziorii 

(') A qiiesto argomeiito si riattnccano due Kote in  R. L., 5, 28, siille superficie appli- 
cate su superficie spirali (cioé sii superficie che aminettono un  griippo conforme d i  trasfor- 
mazioni i n  sè). Esse, insieine alle siiperficie d i  rotazione, sono le  uniche che aminettono una 
funzione caratteristica per le  loro deformazioni infinitesiine in~mriaiite per tutte le flessioni 
della superficie. Esse sono le  sole siiperficie S per  ciii esiste una superficie Sr, che loro cor- 
risponde per ortogonalith d i  elementi (e che è un piano se  la S stessa é spii-ale) tale che i l  
piano tangente i n  un piinto di S passa per i l  piinto corrispondente di S'. 
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di P I C A ~ ~ D ,  l'esisteiiza, d' uiia superficie pseudosferica, di cui eraiio prefissate 
due asiiitotiche di diverso sisteina (purchè fossero soddisfatte alcuiie coiidizioiii 
necessarie (')). Iri R. L. 22, il BIANCHI costriiisce lit teorin delle superficie 
riferite al trieclro (mobile) principale delle asiiitotiche di u n  sistema. E ne 
deduce (almeno iiel caso aiialitico) .l'esistenza di uiia e urin sola superficie, 
per cui soue date due casiiitotiche Cl I' di diverso sistema, e l'espressione 
K(u ,  v) della curvaturd siferita ai parainetri zt, v delle asiiitotiohe, che si 
suppoiigono p. es. sidussi su C, 1' agli archi di queste curve (e ci0 purchè 
siaiio soddisfatte le evideiiti coiidizioiii necessarie). Queste condizioiii rieces- 
sarie determinaiio K(u, v) se si prefigge che K = - ( U t  V ) - 2 ;  ne segiie 
percib che, date  due culsue C ,  I' che ne1 pztnto d ' inco~itvo hcmno 10 stesso 
piano osculatove e torsioni ztgunli e d i  segno opposto, esisle z t m  e m a  sola 
delle superficie qui considemte p a n  cui  Cl I' sono asintotiche (di diverso 
sistema) ('). Iiifiiie in A. JI. 3, 19 il BIANCHI esteiide a queste superficie alcuiii 
risultati otteriuti per le superficie pseiidosferiche, di cui parleremo piii avaiiti. 

Sulle congruenze cicliche il BIANCHI ritoriia in A. JI. 2, 19, ridiniostrando 
anche alcuni dei precedeiiti risultati. Il punto di partenza é l'osservazioiie 
che l'essere u n n  congmenzci ciclicn O 710 d ipende solo dalla sua imnzagine 
s fw ica  e che lo studio delle cougrueme  ciclichc ~ l o m t u l i  eqzcicale a quel10 
delle szcpeg.ficie che con u n n  supet-ficici pseudosfe'el-ica hanno c o m m e  1' i m -  
ntngine sfet-ica delle l i m e  d i  c zwun twa .  So?zo dnti teol*enzi d i  esistenZa 
assai notevoli per le supei.bcie con uu sistema d i  linee d i  crwvatu~-e  piune 
e per le fmuiglie d i  Lnmé formute con tal i  supeî-ficie: dove 8 molto singo- 
lare l'uso dei sisteini ciclici (di cui tali'famiglie sono uiia ge~ieralizzazioiie) 
come di uno strumento di ricerca. Lo studio del cnso, i l& cu i  le supel-ficie 

(') Che cioè le ciirve avessero torsioni costanti iigiiali c di  segno opposto e ne1 punto 
vomime avessero Io stesso piano osculatore. 

(9 Altri studii siille asintotiche d'una superficie sono svolti in T. 40 [ISS] i n  cui si 
dimostra che iina snperficie si pub deformare in  guisa chc due cnrve prefissate iiscenti da  
lin si10 piinto O e i~- i  non tangenti diventino asintotiche. S e  la snperficie e le ciii-ve sono 
reali, la c1eforniar;ione è reale se in  O l a  cui-vatura K è negativa. I n  modo simile vi si di. 
mostra 1' esistenza su iina snperficie data d i  nna rete u, v di CEHICEF (che dir ide la  superficie 
i n  parallelogramnii infinitesimi), quando siano prefissati iina cuma inieiale per  ciascuno dei 
sistemi u, v. 

Altri stiicli siille asintotiche d'ma snperficie sono svolti in  R. L. 5, 27, ricorrendo 
all' iininagine sferica della snperficie. Vi si dimostra che esiste m a  e un& sola superficie, 
la ciii curvatiira K è iina funsione prefissata della diresione (dei coseni direttori) della 
normale, qnando siano date le immagini sferiche di due asintotiche d i  diverso sistema. Se 
ne deduce l'esistenza di ilna classe di snpeificle per cui si pub tanto costruire unu teoria 
di t~.asforirtazio~zi, qualzto cliinostrave un. teorenta rli pevi~ztttabilitb. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dell 'nltra famiglia d i  Lamé, ortogoiiale alle liiiee piaiie di ciirrntura della 
fainiglia, di superficie coiisidernta, i n c o n t ~ m z o  i pinui d i  qzieste linee sotto 
angolo costnnte é 9-idolto n quel10 delle coppie d i  szqevficie pseudosfe~%dze 
tvnsfomîante nsifttotiche 1' zma ~~~~~~~~~~a. Ché, se tale aiigolo, pure essendo 
costailte luiigo uiia stessa s~iperficie, varia da uiiit superficie all'altra della 
famiglia, si ci vicondotti cdle supevficie precede~zti,  per cu i  zmn delle fun- 
z ioni  U ,  V t costante. Tmte soiio le applicazioni clle i l  BIANCHI ha saputo 
fare della teoria delle superficie pseudosferiche e delle superficie piil genernli 
da lui scopeïte! 

Nuove gene~wl i z znz iou i ;  le equnzioui d i  hlozdccrld. - Il BIANCHI ha 
i i i  A. M. 3, 22 geiieralizzato le conçrueiize pseudosfericbe cou 10 studio delle 
coogruenze a paranietïo costaiite ('). 

Piii iinportaiiti e di piii vasta portatcz sono perb le tr&$orliiazioui, che il 
BIANCHI lia saputo dedurre dczi precedeiiti risultati geoinetrici, per le eqiia- 
zioiii di MOUTARD con un gruppo di soluzioiii legate d a  uiia relazioiie qua- 

(') Talo piiiniiietro lf vale l/@ - A" se  d & la distarisa dei piinti lirniti, h quella dei 
fiiochi. Il BIAXCHI stiidia il caso H =  a- cost. (che coniprende il caso delle congrii~nze 
pseudosferiche, per ciii cl = cost., 2. = cost., e il caso delle congruenze norinali, per cui a = 0). 
Dato cc, nna tale congruenza, di ciii sia prefissata una fslila focale a ciirr;itiira K f  cost., s e  

1 
esiste, è iiiiica. Se  fosse K - cost., ma K* - - tale congruenza dipende invcce da dile 

a2 ' 
1 

costanti arbitrarie (se invece fosse K = - - lit congruenza si rirliice a qiiellri delle norniali 
a2 ' 

principali delle asintoticlie dell' 11110 O dell' altiv s i~tenia)  : e la integrnzione, ne1 eus0 a f O, 
delle eqliaeioni da ciii dipendono tali congruenze, si  ridiice al caso a = O  inetlimte iina tras- 
formazione d i  LIE (O di LIE.BOXXET) delle falda focale assegnata. Alle coflyiuewe cosi otte. 
i d e  si pzcb applical-e la trasfomzazio9ze di BRcklufzd. 

Xentre  l'eqiiaaione di Moc~aao (relativa alla faltla focale a ciirvatiira K  osta tante) lia 
tre soluzioni legate d a  una i-elazione quadratica, l'equazione d i  ~ ~ ( J I - T A I ~ D  della secoridn 
falda ne lia qiiattro legate da una tale relazione. L e  congriienze per  ciii H= cost. e per ciii 
alle due falde focali corrisponde una s t e s ~ a  equazione di MOI'TARD O,, = O  si ottengono dalle 
siiperficie di traslazione, l e  ciii cur re  generatrici hanno torsioni costanti di segno opposto, 
prendendo l a  intersezione dei piani oscnlatori alle due curve generatiici iiscenti da  un piinto 
variabile A della superficie. Oltre ad  altri risultati, si  giiinge al teorema che sole le snperficie 
applicabili snl paraboloide rotondo sono tali che l 'eqnadone d i  Xou~aiu, corrispondente non 
~ w i i a  col flettersi della superficie (ne1 qiial cttso si riduce neressarianiente alla OUv - O ) .  Esse 
sono le  falde focali delle precedenti congruenze, quando le torsioni delle cui-ve çeneratrici 
sono uguali ed opposte; cas0 in  oui la congruenza è norinale (precisaniente a d  una delle su- 
perficie W determinate da WEIXUARTEN). L e  precedenti siiperficie d i  traslasione sono 
(A. M. 4, l), insieme alla superficie d'area niininin, le  sole siiperficie di traslazione, per cui 
l a  corigruenza delle rette intersezioni dei piani osciilatori i n  un  punto A della superficie alle 
cui7.e generatrici che ne escono è iina congibiienza normale. 

Bnrbali di Matematica, Seile IV. Toino 1-1. H 
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(a iiivariaiiti di panto uguali); anche p w  queste supe?$cie viene cos1 w e u t n  
unn teoria d i  t?~nsfo?mnzione, di  cui veiigoiio studinte le propriet8 geome- 
triche. E se ne deducono iiotevoli conseguenze per certe coppie curiosissiine di 
superficie applicnbili in geoinetria eudidea, sfruttando le proprietk delle loro 
iininn,gini di CLIFFORD con metodi di cui pa,rleremo piii nvaiiti. Oltre ad nlcuiie 
tzpplicazioni al10 spazio iperbolico, sono notevoli le relazioiii tra certe superficie 
di Voss iiello spnzio ellittico corsispoudenti alle deformate euclidec? dell'ellissoide 
genernto dalla rotaziono dell' ellisse (inlinagiilaria) a%' + P2y2 +- 1 = 0, alcune 
delle quali haniio iiotevsli re1:iziorii con le superficie pseudosferiche euclidee. 

Coi1 questi studii il BIANCHI ha giA edificato uii edificio geometrico cospiciio, 
completaiido capitoli esseiiziali della Geometris l)iffereiiziale, e scopreiido in- 
time relazioiii tra essi e la sila teoria di t?.as/o?.î~iazione. E la terza ediaioiie 
delle sue Lezioni rende conto di uiia buoiia parte dei risultati conseguiti. 

Altre applicnzioni delle szcpe?-/?cie e delle c o n g w e m e  pseudosfeviche. - 
Ora è necessaria una digressione, che, trn l 'dtro,  ci fark vedere come il 
BIANCHI nbbin scoperto sin nuove fanliglie di LAME, sia nuove applicazioni 
delle congruenze pseiidosferiche. Comincieremo col ricordare quel caso parti- 
colare (gib studiato riella Menioria sopra cita.ta di A. M. 2, 18) delle con- 
gruenze di RIBAU~OUR, che, avendo uria superficie pseudosfericn coine gene- 
ratrice, sono cicliche. Sulle superficie S nornîali ai cerchi di un sisteina ciclico 
corrispoudente le linee di livello (') tagliano le liiiee di curvatura sotto an- 
goIo costante. Yrescindendo da.1 sistema ciclico, tali superficie S si possoiio 
considerare coine superficie su cui un doppio sistema d i  tmiettovie isogonali 
(sotto nngolo opportuno) delle linee di  curvatuva detel-nzinaazo zin sistema d i  
infiniti pavallelogr.at~~mi infinitesimi equivalenti. Questa propriet8, se tra- 
scurinmo le superficie sviluppnbili, appartiene inoltre soltanto alle superficie 
che da un opportuno sistema di piani paralleli sono tagliate secondo liiiee 
isogonali delle linee di curvatusa. Anche con queste superficie (la cui deter- 
minazione è ridotta, per nlezzo dell'immagine sferica, alla integrazione del- 
1' equazione pu, + p = 0) si possono f o r m w e  fa,ntiglie d i  Lam&. Il BIANCHI 
osserva che la precedente proprieta dipende solo dtill'iiiiniagine sferica delle 
linee di curvatura ed 13 cosi condotto al problema di dividere In sfera in 
infiniti parallelograrnmi infinitesimi equivalenti mediante due sisteini di oo' 
linee, che si intersecano sotto angolo costante; e trovn che tale problema 

(i) Cioé l e  linee, lungo ciii é costante la distanza da uns delle superficie consideiate 
ad m a  siiperficie infinitamente vicina. 
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è risoluto iiel inodo piii geiiernle dnlle tmiettop-ie o~.togo?znli delle imnlngini 
sfericl~e delle sviEicppnhili d i  una congl-uenm pseudosfe~.icn (1% rete orto- 
gonale deteriniiiata dai sisteini bisettori corrispondeiiclo poi alle asiiitoticlie 
delle falde focali). In una nota di R. L. 5,  3, trova che alclme superficie 
coiisiderate da GUICHARD, ami piii geiieralnlente quelle pe?. czci è coslnnte 
il gwppo19o delle distnnze dcc Z C I L  punt0 fisse O ai due p imi  pl-i?&cipaEi, 
sono casi particolari delle precedeiiti. Aiiche per qlieste si ha una tl3asfov- 
n~azio~ze, che le porta in superficie della stessa specie; qiieste si ottengono 
coiiie superficie iioriiiali ai cerchi clie tngliaiio ortogon:ilineiite la superficie 
data e uiia qualsiasi sfera di ceiitro 0. Il BIANCHI stiidia aiiche le fimiglie di 
Lnnlé forinate con tali siiperficie, ed altre superficie di tipo analogo. 1 prece- 
deiiti risultnti sono sovente utilizzati i i i  ricerche posteriori. 

Altre applicazioiii delle congriienze pseudosferiche si troraiio ii i  P. 40 
e iii R. L. 5, 24,. Rispetto al triedro principale ( ' )  (mol~ile) di iiiia superficie A' 
si coiisideriiio le coordiiiate (vnj'iabili) di iiii piinto psso W,, W,, TV3. La 
superficie x= W,, y =  W,, z= TV,, che si pu0 considerare essere la super- 
ficie tracciata da1 puiito fisso eiitro i l  trieclro mobile, si dirit la superficie 
trnccin (e). Il BIANCHI studia quaiido essa è una quadrica avente i piani prin- 
cipali coine piani di simiiletria., diinostraiido che le iininagiiîi sferiche delle 
liiiee di carvat~ira di S si possoiio otteiiere parteiido dalle colzgrzrenze psezc- 
dosfe7-iche n fnlde focnli reali, im~nagimwie O coincide~zti. P. es. iiel cas0 
che ln quadrica si rid~ica a uii coiio retlo aveiite per asse iiiia taiigeiite prin- 
cipale (3 )  (se si esclude il caso eleineiitare di certe superficie nlodanate) esse 
sono le lip2ee che cowispondo~ao alle nsigatoticlze di  rmn superpcie pseudo- 
sfevica ne12u ?~uppvesenlnzione sferica otteiiuta tiraiido clnl ceiitro della sfera 
iinmagiiie le parallele a un sistenia di tnngenti asiiitotiche clelln superficie 
pseudosferica coiisiderata. Le titiigenti alle qui coiisiderate linee di ciirvatura 
di S geiiernno uiia coiigruenza di GCICHARD (le cui svilnppabili tagliaiio le 
falde focali secoiiclo le liiiee di curvatura): la. secoiids frildn focale di questa 

(') Triedro pigzeipale per una superficie in un silo piinto A Èt que110 detern~inato (lslln 
norinale e dalle tangenti di riirvatiira in A. Le siie diie fiiccie che passano per la normale 
in A sono i piagzi principuli .  

(2) Piire con l'niisilio di qiieste coordiimte 11; il BIAWHI ne1 Fasc. 4 O  (Anno III) delle 
Eswcitaaioni del Circolo Natematico di Cntania [1!)1?3] diinostra clie le siiperfirie rhe sono rap- 
penentritc co~ifornieineiite riella regione corrispoiidente della podaria rispetto ad 1111 piinto O 
sono (particolari) siiperficie di rotnzione con l'asse p:issante pets O.  

(::) Ci06 ogni linea di C I I ~ T - ~ ~ I I I - A  di S tnplin sotto angolo costarite le generatrici ùcl corio 
clie la proietta da1 piiiito fisso O .  
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1 

é uiia superficie dello stesso tipo. Alle inversioiii di centro O (che portniio iiiia 
delle sciperficie qui considerate in uiia superficie del10 stesso tipo) corrispoiidono 
trasformnzioiii asiiitotiche della corrispondente superficie pseudosferica. 

Sistenzi t l - ip l i  ortogonali  e loro t ~ . n s f o ~ * n ? a z i o n i .  - 1 iiietodi usati iii 

questi studii sono analoghi a quelli usati iielle ricerche di A. M. 3, 23 e di 
uiia Nota in R. L. 5, 24, (genendizzata agli iperspnzi iii R. L. 5, 24,). IL 
BIANCHI parte dall'osservnxioiie che, date le ~ 7 0 t a z i o n i  pi, di un sistema trip10 
ortogoiiale, l a  determiiiazioiie di questo si pub compiere nssuineiido coine inco- 
giiite O le Hi (se Iljclzc~ + Hidu; i- Hidu: è 1' eleineiitare liiieme), O le distaiize 
Wi (variabili) da un punto fisso O a l  triedro priiicipale (niobile) del sistema. 

1 due sistemi di equazioiii differenziali cosi ottenute godoiio di tnli propi'ietk 
aiialitiche clie si possoiio cliinmare aggizmti  1' iiiio dell'altro. E, coine esistono 
sistemi tripli ortogonali (quelli con iina faniiglia di superficie a ciirvatura 
costante) per cui H (  -1- CH: = cost. (c = cost.), l'A. si doinanda se esistono 

3 
sistemi per cui W i  + c Wi = cost. (O piii geiieralineiite Shi Wf -- cost. [ h i  = cost.]). 

1 

Studia tali sisteini ed i sistemi ad essi paralleli (cioé trasfornxiti di COMBE- 
SCUHE, cioe con le stesse v o t n z i o ~ & i )  e dh i relntivi teoremi di esistenzn. 
Uns par t icol~re  classe di questi sisteiui coiitieiie uiia famiglin di snperficie 
(del tipo sopra citato), per cui é costaiite il rapporto delle distaiize d a  uii puiito 
fisso ai  due pisiii principnli; le loro traiettorie ortogonali sono pime. Trova 
poi clie i sistemi studiati e quelli ad essi paralleli sono seiiipre formati di tre 
fitnliglie di superficie, ciascuiin delle quali, coine altre citate poco sopra, soiio 
di vise in pa~rallelogrammi infini tesimi equivrilenti da opportune traiettorie 
isogoirali delle linee di curvature. Di yiii con sole del - ianzioni  si defiiiiscoiio 
delle t ~ . a s f o m l n x i o n i  che faiino passare da uiio dei sistemi studiati n un 
sistema parallelo ; si trovaiio n.1 tre t~ . ccs fo~ .mnz ion i  nncilogl~e n guelte d i  
Büchlrnzd e d i  Lie, si definisce qualche t m s f o m m z i o n i  del  t i p o  d i  Rihnucouv. 
Ci è iiiipossibile riassumere tutti i legami scoperti da1 BIANCHI tra qiieste teorie 
e quella delle congrueiize pseudosfericlie c dei sisteini obliqui, che il BIANCHI 
chiamn di WEINGAIWEN, di ciii parlereiiio ben presto e le generalizznzioiii clie se 
ne possoiio dnre corrispondenti alle possibili geiieralizzazioni di questi ultimi ('). 

( i )  Dei sisteini tripli ortogonali l'A. tratta anche in u Ann. de la Fac. de Toulouse » 

(11, H.) in cui parla dei ri~iiltati conseguiti in A. X. ') 13 e 19 e dei sistemi tripli oi~toponali. 
che posseggono iina fniniglia di superficie, che si ottengono d : ~  iina particolare superficie 
della stessa famiglia con un moto elicoidale O con u n  griippo di timfoi-iiiazioiii confoimi. 
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Si debbono poi ricordare i lavori i i i  R. L. ( 5 )  vol. 24,, 25, ,  26, ed in 
A. 11. (3) vol. 27 e 28, che studiaiio le t ras fomiaz ioni  di Ribaucow per i 
sisteiiii tripli ortogoiinli. Vi si dimostrs che una costri~zione data da RIBALCOUI~. 
esauris&e tutte le trasforinazioiii di questo tipo; e che, se le superficie di uiia 
faiiiiglia di 1111 sistema triplo ortogoirale si otteiigono con trasforinazioni di 
R I B A U ~ O U R  dalle superficie di uiia filniiglia di un altro sisterna triplo ~r to~oi ia le ,  
allora aiiche le superficie delle altrc due famiglie del priino sistema si otteii- 
goiio con trasforii~azioiii di RIBAUCOUR dalle superficie oiiiologlie del secoiido ('). 
Sali trasforinazioiii (clie si coii~poiigoiio di trasforinazioiii parallele e di inver- 
sioiii per raggi rettori reciproci) si possoiio r ig~~ardare coine niiovi enti geome- 
trici, ineiitre le trasforinnzioiii niialoghe per le superficie isolnte si otteiigoiio 
dalle trasforniazioni asiiitoticlie mediniite la trasforinazioiie di coiitatto di rette 
in sfere. Cioiioiiostante i l  Bimzchi dineostm anche pela yueste t ~ ~ a s f o m ~ n a i o n i  
pi.ic g e n e d i  un teop-ema d i  peîmutabilitlt, che eniiiicia iii foriim molteplice. 
E sono iiuiilerosi e inlportmti i easi particolari clle vengoiio studinti: i sistenii 
tripli ortogoiiali simnzehici (le cui rotazioiii P soddisfaiio alle Pik = Pki), certi 
sisteini Q çhe soiio imt geireralizzazioiie delle fainiglie di LAM& forinate di 
superficie coi] la stessa ciirvatnni. costante, ecc. ecc. Per ciascuiio di questi 
sisteini il teoreiiin di periiiiitabilitA acqiiistn uiin foriiia pih precisa, coine avvieiie 
del teoreiiin malogo relativo alle trssforinnzioiii asiiitotiche delle superficie 
pseudosferiche e loro geiiei'aljzzaziorii. L'A. tratta i probleini aiia.loghi ~iegli 
spazii a curvatara costante, il caso particolare delle famiglie di LAM& formate 
con superficie par:\llele: ci6 che si collega alle Meinorie, di cai parleremo piii 
tsrcli, si11 rotolaineiito di soperficic applicabili e sulle trasforinazioiii d i  DARBOUX 
delle superficie isoterine. E i metodi che servono in questi sludii si posso?zo np-  
plicure anche alZe supe?-pcie isolate, qaaiido siniio prefissate alcuiie proprieth 
dell'eleineiito Iiiieare riferito alle linee di curvatui'a. Si trovano cosl i n  R. L. 5, 25, 
inolti risultati tiuovi, e iiisieme nuove clnssi di  supe@cie e d i  ipemuperf icie  . 

pel- cu i  si pub cash-zci?-e zcnn teolNia d i  h-asfovnznzione (per iiiviliippi d i  sfere) 
siidoga a quella d i  DARBOUX per le superficie isoterme. 

. Cosi iii a Comptes Reiidus B , 170, considers per 1' elemento lineare 
H>Iz{ +- HEdtL: di ona superficie riferita alle linee di ciirvatura le votnaioni 

1 aH, p. - - -- che sono uguali per la superficie e per lit sus iininagine sfe- 
I k  - Hi aui ' 

( l)  Ogni coppia di punti A , ,  A, omologhi nei due sistemi determina quindi tre sfere 
tailgenti in A , ,  A.2 rispettivamente ad iina superficie di ciascuna delle tre famiglie di LAME. 
1 loro tve centri descri~rono, al variare dei punti A, tre sistemi tripli coniugati. 
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rica. E studia il caso che per le rotazioni P ,  fY di due superficie S, S' val- 
gatio le P i k  = P r k l .  

Trova inolti casi di tali coppie di superficie (a liiiee di curvature associate): 
alcune si collegano alla teoria delle superficie pseudosferiche, alle falde focali 
di una congrueiiza di GUICHAHD, ecc. Anche per tali coppie di superficie stabi- 
lisce unu teoria d i  t ~ m f o r m a z i o n e .  

A l h i  sistemi d i  superficie. -- Aiialoghi alle fainiglie di LANE foriiiate 
coi] superficie a curvaturtt costante soiio altri iiotevoli sistemi di superficie, 
che il BIANCHI ha scoperto con metodo geiiiale, che sar& setiza dubbio fecondo 
miche iii altri Capitoli della Goonletria differeiiziale. Presciiiderido da uiia 
iiotn in R. L. 5, 20,. (') soiio dit ricordnrsi iiisieine le Meniorie di A. M. (3) 18 
e 19, R. L. 5, 21,, M. XL 3, 18. Da una superficie pseudosfevica S si pub 
passaj-e n u d a l t r a  superficie pseudosferica i~ifiiiitaiiieiite vicina in tre niodi 
specialmen te notevoli : 

1") Col metodo di WEINGAICTEN si pub passare ad uiia superficie pseiido- 
sfericn infinitaniente vicina di uiia stessa famiglia di LAME, che le corrisponde 
percii, con coiiservazione delle asintotiche (e del loro arco) e delle liiiee di 
curvatiira ; 

2") si pub deforinare S (pe!isata flessibile e inestendibile) in niodo che 
ogiii punto descriva uii segmeiito iiifiiiitesinio parnllelo alla normale ilel p~into 
omologo di unn superficie S' trasformnta di S mediaiite uiia trasformazione 
asintoticn (di BACKLUND) . U V .  Tali segnienti fbrmaiio con S un angolo co- 
staiite CS, cioi: la defomazione è isogonnle; 

3") si pub deforinare S coi1 unn trasforn~azioiie infinitesima di BACKLUND. 

Supposto cioè p. es. che la ciirvatiira di S valga - 1, coiisideriamo S conie 
dedotta da uila S' (pure a curvittura - 1) mediante uiia trasforninzioiie U ,  di 
BACKLUND (cosicchè COS a è 1% d i ~ t c ~ ~ i ~ i ~  di due puiiti omologhi di S, 8'). E tra 
le oûl trasforniazioni di S' mediaiite uiia B, (iina delle quali è la S) coiiside- 
riaino quella S,  iiifiiiitaiilente vicii-ia ad S, che cliiamereino tr:isforiuata di S 

(') I n  qnesta si diiiiostraiio e cornpletano :ilcime foilnole di WEISGAI~TES, e si studiario 
i sistenii di superficie generati ne1 niodo segiiente. Si& S iina siiperficie, si1 ciii sia s e p a t i i  
iina rete d i  ciirve u, v. Il BIASCHI cerca se essa si pub deformare (generalnieiite llo+h al 
modo d i  Gauss) cosi clle le curve u, v restino rigide (ma possa variare l'anpolo da esse 
determinato) e ogni piinto della S e delle siiperficie clie se ne  'ottengono con tali trasfoi- 
niaaioni si rnuova nornialinerite alla siiperficie si1 ciii giace. Abbandonata poi soltanto qiiecsta 
iiltima co~itliaione, stiiclia i l  caso i n  ciii S sin nn piano che scorra in si. stesso: in tiil caso la 
reto Q iina rcte di CEHICRF. 
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mediailte la trasforinazione iiifiiiitesiim Bxdedotta d a  B,). Aiiclie qui le di- 

rezioiii in cui si inuovoiio i puiiti di S forii~aiio uii augo10 costante - - o con S (a ) 
(cio che ravvicina uiia Bi acl uiia trasforinazioiie isogoiiale) ('). 

La c~~rispoiideiiza stabilita tra S ed Si non è perb (corne avveiiiva per 
le trasformazioiii isogoiiali) uiia corrispoiidenza di applicabilità; invece, coine 
rie1 primo tipo (di WEINGARTEN), su 8, 8, si cosrispoiido~io le asiiitotiche (coi1 
ugunglianza d'arco) e le liiiee d i  curvatura. 

Applichinino osa ad S una trasforimzione iiifiiiitesiina del primo tipo, alla 
superficie cosi ottenuta applicliiaiuo di iiuovo ana tale trasformazioiie, e cosi 
via indefiiiitnmeiite. Riuscirenlo cosi a provare per via intuitiv;~ (proprio 
quella seguita iiiizialiiieiite da1 BIANCHI) 1' esisteiiza dei sisteini tripli ostogoi~ali 
di WEINGAR~EN. Coii 10 stesso procedimeiito, applicato alle trasforinaeioiii del 
secoiido tipo, costruireiuo i sisteini isogonnli di superficie pseudosferiche, iii 
cui le curve luogo di puiiti omologhi tagliaiio i i i i ; ~  di queste superficie sotto 
uno stesso angolo (aiictie variabile da uiia superficie all'altra) e stwbiliscoiio 
tra tali superficie uria corrispondenza d'applicabiiith. 11 BIANCHI dC1 teof'emi 
di esislenza per tnli sisteini, esteiide la teoria delle t?*asfo?wmzio?ti di BlickEe~?zd 
(inclusa la trasforinazioiie cotnpleineiitare). Notevole 1'osserv;izioiie che uiiu 
tale trasformazioiie (che tra due superficie pseudosferiche, uiia trasforiuata del- 
1' altra, iioii da uiia corrispoiideiizzt d' apylioabilith) lion coiiserva le traiettorie 
isogonali. Lo studio del come variai10 queste trniettorie iii tali trasforiniizioiii 
si riattacca, a quella affiiiità di IVORY clie, coine vedreilio, il BIANCHI ha sa- 
piito cos1 genialnieiite sfruttnre per le tr-asforinazioiii delle superficie applicabili 
sulle quadriclie, per le quali del resto l'A. prevede l1esteiidibilitA miche delle 
ricerche orn rlassuiite. Seiiza ricordare altri risultati che ci è impossibile 
riassumere, accennero solo alle esteiisioiii iii g-soinetria iioii euclidea, al10 
studio dei sistemi isogoiiali con superficie a curvatura iiulla sia euclidea che 
iioii euclidea; e ricordero clle il passaggio dit uiia superficie pseudosferica 
alle altre di uiio stesso sisteina isogonale si puo ridiirre a uii semplice mo- 
vlmeiito solo i i i  un caso particolare, i i i  cui tutte le superficie sono elicoidi. 

Applicaiido 10 stesso procedimeiito (coi] cui i l  RIANCHI ha cosî costruita 
iii via iiltuitiva i sisteini di WEINGAIZ~EN e i sisteini isogoiiali) alle trasforma- 
zioni irifinitesimali del terzo tipo, il BIANCHI costrui~ce i sistemi che chiarna 

(1) l n  yuesta trasforniazioiie e in qiiella isogoiiale corrispondente alla stessa triisfor- 
maxione asintotica Bo si han110 per ogni piinto di S due spostamenti di iiguale ampiema 
rtormali tra lovo e norniali anche al mggio della corrispondente congruema pseiidosferica. 
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obliqui d i  TVeinga~.ten di superficie pseudosferiche. Le traiettorie di un piiiito 
7C 

tagliaiio uiia delle superficie sotto uiio stesso aiigolo - o ('); se questo an- 
L 

go10 15 10 stesso per tutte le superficie, sl otteiigoiio sisteini che il BIANCHI 
iiidica coi1 8,. Il caso elenze?ztnve di tali sisteini é dato dalle 00' superficie 
pseiidosferiche A': trasforinate di una S' pure pseuclosferica inediaiite le  tra- 
sforniazioni nsintotiche B,; in ta1 caso le traiettorie di un piiiito di S sono 
cerclii di raggio cos o. Per i sisteini qui stiidiati il BIANCHI, oltre a dimoatrare 
coi1 rigoi'e i teoremi di esistenzcl, esteiide ln  teovin delle Ims formuz iou i  
d i  B ü c k l u ~ d  e i l  teoî-emn d i  pelvnutnbilitil. E in R. L. ( 5 ) )  21,) 22,) 22, si 
diiiiostra clze questi s lwli i  si posso;~o este?zdere alle piic volte citate supegbficie 
pej- c a i  1< = - (U + Y)-? Uolto iiotevole il passa.ggio dai sistenii di WEIN- 
GARTEN iiegli spazi a. curvatura oostaiite ni sisteini P, inediaiite l'uso di tras- 
forinazioiii di LIE e di qiiella trasformazione iiivolutorin (di cui parlereino 
piii nvaiiti) che il BIAKCIII ha scoperto e chiaiimto coniztgio i n  defomnnzione. 
Per i sistenii 9, euclidei le traiettorie dei siiigoli piiiiti sono c w v e  d i  Bel-- 
tvcc~zd, e le nownali  nlle sz~peg$cie psezcdosfe?~icl~e d i  zm tule sistema lungo 
uîza di esse sono tcpplicnbili sztil' ipevboloide ~ o t o n d o  ad z c m  falda; per 
questa via il BIANCHI avrebbe potuto giungere nlle tvnsfo~.~nuzioszi d i  qlseste 
supe7.ficie (di cui discorriaino piii avaiiti). E i inetodi qui riassuiiti possoiio 
condurre a nuovi eiiti geoinstrici, a Cui si pub npplicare Eu teorin delle 
t m s f o w z a z i o n i  d i  Backlund. Cosi p. es. applichiamo a un sisteinn trip10 or- 
togonaie di WEINGARTEN uiia trasformazione iïrfinitesimcc del BACKLUND, ripe- 
tendo, come sopra, iiifinite volte un tale procediineiito : otterremo cosi certi 
sistemi Sl di CO' famiglie di LAMÉ di superficie pseudosferiche: uii purito del10 
spazio geiiere una curva di BERTRAND) una traiettoria oi'togonale della fainiglia 
iiiiziale descrive superficie che coiitengoiio mi  geodetiche di BERTEAND; per 
le quuli  supevficie 6 possibile dunque d u ~ e  u n a  teovin d i  t?-asformcziom. Se 
iiivece che da uii sisteina di ~ ~ E I N G A R T E N ,  fossiii~o partiti da  1111 sistema Qu,, 
applicaiido le trasforniazioni infinitanlente corrispondenti a uiio stesso an- 
go10 O,, aviemmo ottenuto un sistema Q,,,, di m2 superficie pseudosferiche. 
Una traiettoria del primitivo sistema avrebbe descritto uiia superficie O,,,, , 
conteiieiite due fainiglie di curve di BERTRAND, tali che le due curve, usceiiti 
da uno stesso paiito d'una superficie, haiino coinune il piano osculatore delle 
loro coniugate. A queste superficie si possono n a t u m l m e n t e  estendere le t m s -  

(') Le superficie si corrispondono con conservazione delle asintotiche (e dei loro archi) 
e delle linee di cuivatiwa. 

Annali d i  Matematica. Serie Il7. Tonio TI. 9 
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fovrnnzioni studiute daE Binnchi ;  si possono studiare sistemi @,,,,,, foriiiati 
coi1 tali superficie ecc. ecc.; e iiaturalineiite si trovaiio nuove relnzioiii con 
le deformate dell'iperboloide rotondo. 

R t c e ~ d z e  d i  geotîtet7ia non  euclidea. - Di alcuno abbiamo gih parlato 
iiicidentalinente. 1 priliii lavori i i i  questo jiidji-izzo sono jn 31. L. 4, 4 ( i )  (se si 
trascura una nota in R. L. 3, 2 siille superficie di rotazione iioii euclidee). In 
queati studii si sviluppa per 1st priina volta coinpletamente la teoria delle 
superficie negli spltzii a curvatura costaiite, si esteiide la teoria dei sisteini 
tripli ortogonali coi1 uiia fainiglia di superficie a ciirvatiirri, costaiite in detti 
spazii, e si studiaiio iii questi spazii le superficie ad ares iniiiiim (dimostraiidoiie 
la deforinabilitLt coi1 coi~servaziorie dei raggi di ciirvatura), deducendone, con 
iiiia rappresentaiiza conforme, iiiiovi risultati per iiuove classi d i  szcpet-/icie 
i s o t e m ~ e  euclidefi. Nello spazio eiiclideo indefinit0 (di elemeiito lineare 
t ix"t-dyZ-dz2) (iii R. L. 4, 4, e M. L. 4, 5) è sviluppntn pure sin la teoria 
delle supev@cie a czu~~atzc7.n costcc7zte e delle l o ~ o  t ) . a s f o ~ w z a z i o ~ ~ i ,  sia quella 
delle supel-ficie ccd cweu ~uin inzn .  III questi lavori vi soiio due idee est~emci-  
mente  ~zotevoli. La prima consiste iiella deduzioiie dellii. trasforrnazioiie di 
BACEILUND dalla risoluzioiie del seguerite semplicissimo probleiiia : Qun~zdo m a i  
due eqwnzioui z, + t, = F(z, t) e z, - t ,  = @(z, t) [oppure a, +ta= F(z ,  t )  e 
z, - t ,  = @(z, 1 ) )  hnnuo co?uAWo?zi d' integmbilitic del t ipo z,,+ z,, = y(z) e 
t,, i- t,, = +(t) [oppure z,,= cp(z), t,, = +(t)j secondo che si coruide?wzo coule 
incognile la z o la t ?  Ed è iniportaiitissiliia l'applicazioiie che piu tnrdi il 
BIAXCHI farà dei risultati ottenuti trlln t r n s f o ~ m a z i o n e  delle superficie euclidee 
npplicabili sul puraboloide. L'altra idea che si sviluppa iii queste AIemorie 
e una singolare generalizzazioiie del probleiiia di PLATEAU. Corne 6 iioto, 10 
SCHWAI~Z, studiaiido quel particolare probleina d i  PLATEAU che consiste rie1 
determiiittre una superficie ad area miiiiiiîa passante per uii dato contoriio 
foriiiato da segmeiiti di retta (trascurando qui per brevita il caso di piani di 

siininetria prefissati), e ln sua riduzione al groblenia della rappreseiita7' ,101ie 
conforme di uii poligoao sfevico su1 piano, ha trovato curiosissinie superficie 
ad  area minima in relazione coi gruppi finiti discoiitiiiui dei poliedri regolari. 

('1 Della stessa epoca è una Nota i n  cui la trasformazione asintotica di una superficie 
pseudosferica non eiiclidea è trovata, partendo da considera~ioni analitiche affatto analoglie 
a quelle del B ~ C I C L U N D  stesso, e un' altra i n  ciii si clinlostra che l'eqiiazione del CAYLEY 
per una superficie pub avere iina soluzione invariante per  tutte le deformazioni della su- 
perficie stessa, solo se questa è di  rotazione. 
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Nella geometria eucliden indefinita il problema nnalogo si riduce similmente 
a quel10 della rappresentazione conforme di un poligono pseudosferico su1 piano. 
L'A. pervierie cosi alla rappresentazione di larghe classi di gruppi fuchsiani 
mediante superficie, che nella metrica non euclidea sono ad ares  minima, e i 
cui punti hanno coordinate esprimibili mediante funzioni zetafuchsiane. 

Si occupano pure di geometria non euclidea l a  nota di T. (30) e la Me- 
moria in A. M. (2) 24, in cui si determinano le supeq-ficie non euclidee a cuv- 
vatug-a nulla. Per 10 spazio iperbolico egli trova: Consideriamo i cerchi che 
incontrano i l  piano della variabile x + i y  in due punti che si corrispondono 
in una trasformazioni conforme diretta. Le superficie ortogonali sono tutte e 

sole le superficie a curvatura nulla nella geometria iperbolica di elenlento i 
d x 2  + d y 2  + d z e  

lineare .. Per 10 spazio ellittico a curvatura + 1, dimostra che 
z2  

le superficie a curvatura nulla sono superficie di scorrimento generate da due 
ciirve, l 'una a torsione t 1, 1' altra a torsione - 1, che hanno a comune 1111 

punto e il relativo piano osculatore. Oltre. a nlolti studii relativi alle loro 
evolute, alle superficie rigate, alle curve, trova che la ?*icema delle fawhiglie 
di Lame fovrnnte da tali szcpe~~ficie a cu~ .va tu?~n  nulla equivale a quella 
delle coppie d i  supe~~ficie'pseudosferiche euclidee ed estende sin a tali 
supevficie che n tali fun~iglie d i  Lamé ln teoria delln tmsfomzazione. 

I n  R. L. 5, 21, diinostra che le superficie cerchiate euclidee ad area mi- 
nima di RIEMANN in una rappresentazione conforii?e del10 spazio euclideo su uno 
spazio non euclideo diventano seinplicemente il liiogo delle binornlali ad una 
certa curva di torsiorie costante. 

In A. M. 3, 10 studia le congruenze non euclidee di rette di data prima 
falda focale (che riferisce alle linee di curvature ed alle nsintotiche). Genera- 
lima le congruenze pseudosferiche, le congruenze di THIBAUT con falde ad 
area minima e le loro relaxioni con le deformate del paraboloide rotondo, le 
congruenze di GUICHAKD, dimostrando che ogni tale congruenza è deterininata 
da ana coppia di superficie pseuclosferiche euclidee e che un sistenia trip10 
ortogona.le di cui una famiglia 15 formata con superficie a curvatura nulla ha 
le altre due fanziglie formate con superficie di GUICHARD. h impossibile rias- 
sumere i tanti risiiltati ottenuti: ini basterit ricordxre che egli ha scoperto le 
sùperficie (analoghe a quelle euclidee per cui K =  - ( U t  Y)-?) che sono 
falde focnli di una congruenza IV, quaiido in piinti ornologhi le due falde haiino 
uguali curvature. Ecco cosl trovata unn nuomx classe di szcpe).ficie, a czii 
si pub estende9.e la teovia delle tvasfo~-mazioni del B i n d z i .  
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Di singolare importanza per le applicazioni alla geometria eiiclidea sono 
alcuni lavori in T. 38 [1903], R. L. (5), 12, e 13,. Le due ilniilagini di CI,IFFOIZD 
d'uiia. superficie isoterma 2 dello spazio ellittico sono le inimagiiii sferiche 
di due superficie eiiclidee applicabili coii coiiservnzione della curvatura 
media; e viceversa. Data ri le S, S si costruiscono con quadrature; altrettanto 
nrviene per le S, S quando 8 data 2 .  Se 2 è ad aren minima, le 8, S sono 
n curvatiira media costante trnsforiiiate di HAZZIDAK~S. Alle trasforinazioni 
nsintotiche (di THIBAUT) per t d i  superficie ad area minima col's~isposzdo?~~ 
quelle tvnsfownazioni delle S ,  che il BIANCHI h a  dedotto (cfr. piu avanti) 
in altro niodo, e che nv~*ebbe cosi potuto, forse piii semplicemente, tvovave 
pel' questn via. Se r3 è a curvatura media costante, altrettaiito avviene per 
le S, S clie sono trasformate di LIE-BONNET. Si trovnno cos1 nuove relazioni 
Ara trasforniazioni gih scoperte negli spazi euclidei .e nor, euclidei. Altre re- 
lazioiii si deducono da ci0 che le inanzagini sfej-iche delle asisztotiche d i  due 
superficie pseudosfeviclie euclidee ts-asfownate d i  Lie danno le i.,îz?)lugini d i  
CZifo9.d delle nsinlotiche d i  u ~ c  szcperficir a czt~.vatul.a costmzte dello spazio 
ellittico. Si diniostra anche che, se un. sistenm coniugnto d i  2mn superficie S 
si conselva co12iugato in U I E U  d e f o m ~ a z i o n e  finita della S, ln  szm immc~g ine  
sfel-icu co iwide  con l'imnmgi?ze d i  Cliff01.d delle nsintotiche d i  ima supev- 
ficie L del10 spnzio ellittico e v i c e v e ~ x x ,  ecc. ecc. 

Trovn che i n  g e ~ t e ~ u l e  uiia superficie del10 spazio ellittico B determinata 
dalle iininagiiii di CLIPFORD delle sue asintotiche (naturalnieiite a nieiio di 
uiio scorrimeiito). Di tutti questi ' teoreini l'A. fa nunierose applicazioni alle 
coppie d i  superficie euclidee npplicnbili (p. es. ne1 caso che alle nsiiitotiche 
di iina corrispouda 1111 sistema couiugato siill'altra, oppure ilel caso che le 
iiormali in punti on~ologhi formino un angolo costante, ecc.) e scopre, tra 
l'altro, iiiiove proprietà per le superficie euclidee associate alle superficie a 
curvatura costante. Si stiidiano sia le coiigruei-ize di GUI~HARD nello spazio 
ellittico, che le congrueiize isotrope, e le isotrope iiormali (necessariainente a 
una superficie di curvatura nulla). E iiifiile si ridin~ostrano direttamente molti 
dei risultati cos1 ottenuti per la geoinetria eucliclea. 

Studi i  d i  geometria iperspaziale .  - In R. L. 5, 7, diinostrs in modo 
semplice l'applicabilità di due spazi coii uiia stesss curvatura costante; in 
R. L. 5, 11, diniostra 1' ideiitità che lega le derivate covarianti dei siniboli 
n quattro indici di RIEBIANS, deduceiido!ie iina semplice diinostrazione di 1111 

teorema di SCHUH; i i i  B. L. 5, 25, prova che gli spazii a tre dimeiisioiii clie 
hanno costanti le curvature priiicipali, e le ciii coiigriienze priiicipali sono 
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normali, appartengoiio a classi di spazi, gitt determinati da1 BIANCHT, che am- 
mettono un gruppo contiiiuo di movimenti. Questi studii sono generalizzati 
in R. L. (5), 25, e 26,, in cui si studiano le corrispoiideiize tra due Sn di 
RIEMANN, tali che le congruenze principali siano iiormnli e i nioduli principnli 
siaiio costanti. (Sono principali le I Z  congrueiize di liiiee, generalniente deter- 
ininate in modo univoco, che si conservano ortogonali nella corrispondenza; 
e principali sono i corrispondenti nioduli di dilatazione liiieare). 

Se 92 = 2, t ra due Sn, cioè tra due S,, si pi16 sempre porre una corri- 
spondenza siffatta; e, studiaiido il caso di due piani O di due sfere uguali, si 
trovano j,elazioni con l e  cong~*ucinze pseudosfe'el*ic?ze. Piii iiotevole 10 studio 
di due S,, specialniente ne1 caso clie essi siauo a curvatura costaiite. Anche 
per t d i  corrispoiidenze esiste u~zu t e o m h  d i  t ~ . a s f o ~ m n z i o n e  e un. teof-enia d i  
pewmtab i l i cd  in intima connessione con  le t ~ B a s f o i * n m s i o n e  di Ribcmcou?. 
negl i  s p n z i  n c u ~ ~ v n t u m  costante.  

Un caso particolare di qiiesti studii conduce ni sistemi di WEIKGARTEN, 
e :uiche a qiielli di flessione costnnte. Noteroli risultnti sono otteiliiti con 
1' ausilio delle geometrie non euclidee. 

Iiifiiie nei Rend. della R. Accad. di Napoli B, 3, 28 [1922] e ne1 Vol. 1, 
del s Boll. deli' Un. Matein. Ital. B, il BIANCHI studin il parallelisnio di LEVI- 
CIVITA, definendo per 1111 sistema di direzioni t uscei~ti dai punti di ilna curva r 
un d t r o  sistema di direzioiii, che dice associato alle t (indeterininato se le t 
sono parallele, e coiiicideiite con le noriîîali principali di I', se le t soiio tan- 
genti a I'). Notevoli le npplicazioili, specialniente quelle alle reti di CEBICEF. 

8ul wetodo  d i  W e i ~ z g a t - t e n  ne1 problema dell 'uppiicnbili th.  - Sono 
assai notevoli le  ricerche in R. L. 5, 5 , ,  A. M. (2), 24 e (3), 2 relative a qiiesto 
metodo e alle sue generalizzazioiii non euclidee. Seiiza purtroppo poter rias- 
sunlere le osservaziani generali sulle superficie Z clie con tale nietodo si 
deducono dalle superficie applicabili su uiia superficie di rotazione, ricordiaino 
che, se questa é cornpleinentare di opa pseudosferica, le Z corrispoiidenti 
possono essere di tre tipi; per il tipo ellittico e iperbolico le congruenze delle 
iiormali alla Z è tale che le sfere descritte coine diametro su1 segment0 
ternîinato ai fiiochi di uiia sua rettn tagliaiio una sfera fissa P ortogonalmente 
oppure secoiido un cerchio n~assiino; se ln Z è parnbolica, tali sfere passano 
per un punto fisso F. Le congroeiize (:~iiche iioii nosixali) che godoiio di questa 
proprieta, sono cicliche. E i cerchi del corrispoiidente sistema ciclico O tagliano 
la sfera P ortogoiialinente O in due punti dianietralmente opposti, oppure 
passaiio per 1111 poiito F. Le superficie ortogoiiali ai cerchi sono ': paraboliche. 
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Se ne trae unn costruzione, mernvigliosa per semplicith, delle 2 non pnra- 
boliche, partendo dalle paraboliche; la costruzione delle qunli si riconduce 
allu tvasfomnazione cotnplementare delle sztpevficie pseudosfeviche. Si di- 
inostra, l'esistenza di fanaiglie d i  Lccd composte d i  supevficie pa?.aboliche. 

Nelle applicazioni del nletodo di WEINGARTEN il BIANCHI osserva che la 
ricerca delle classi di superficie applicabili euclidee si pub anche ridurre n 
quella delle superficie n o n  euclidee clie soddisfano a un'equazione analoga a 
quella di WEINGARTEN. E 10 stesso A. osserva che tale risultato non dice 
nulla di essenzialmente iiuovo. Ma il silo genio geometrico gli permette di 
dedurre magriifici r j su l t~ t i  anche da nn'osservazione quasi insignificnnte : cosi 
p. es., dcllle superficie non  euclidee n om-va tum nulla. dednce quelle superficie 
applicabili dello spazio euclideo, che sono evolute delie superficie W d i  TITEIN- 
GARTEN, e complernentari delle superficie applicabili su1 parabolico rotondo ('). 
Altre superficie euclidee deduce dalle superficie non euclidee ad aren minima. 

E viceversa da cei-te auperflcie euclidee deduce le superficie dello spnzio 
iperbolico ( a  curvatura - 1)  per cui la somma delle curvature principali rale 2. 
E ne trovn notevoli proprieth geometriche, partendo da1 teorema che in 
tale spazio solo la sfera e le superficie per cui la ciirvatura media rale t 2 
sono in corrispoiidenza conforme con l'iminagine sferica (ottenutn al' modo di 
GAUSS, ma usando delle parallele di LOBACEVSICIJ). Con una rnppresen tazioiie 
conforine si trovano le szcpeg$cie euclidee S caratterizznte dalla seguente 
proprieth (aiia1og.a. n qoelln già citnta per le superficie euclidee inlinagini di 
quelle a corvntura nulla iiello spazio iperbolico) : tiriamo i cerchi ortogonnli 
alla S e ad un certo piano; delle due  rappreseiitazioni cosi ottenute della S 
su1 pinno unn è conforme. 

Le supel-ficie npplicnbili sulle qztnclviclze. - Una parte cospic~ia di lavori 
del BTANCHI trnttn di queste superficie; e tme i'inizio dai celebri teoremi di 
GUICHARD per le quadriche rotonde (nonostante che, conle abbiamo giB visto, 

(1) Inspirata dai  niotodi d i  WEINGARTEN & piire la Bleinoria sui sisteini ciclici negli 
K Ann. de 17*cole Norin. SiipBi-. . 3, 19. Vi  si stiidiano i sifitemi ciclivi, i cni piani sono tan- 
genti ad iinn sfera. Si prova che le  siiprrficie noimali agli assi (che hanno I'immagine 
sferica delle linee di ciirvatiira a cornune con le  superficie a ciimatura costante) soddisfano 
a un'eqiiazione d i  AMPERE, a ciii corrisponde, per i risiiltati d i  WEINGARTEN, una r l ~ s s e  di 
superficie applicabili, le  qiiali, O sono complenientari d'una superficie a ciirratiira costante, 
O sono applicabili s u  iinn certa. qiiadrica tangente all'assoliito. L a  cofitruzione di queste su- 
perficie applicabili su qz~utlriclze è esegiiita con elegante inetodo geometrico partendo d:illc 
ftimiglie di LANÉ coiupostc con snperficie a cnrwtiira costante. 
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il BIANCHI avrebbe potuto giungere coi siioi metodi e per vie molteplici e 
senlplicissinie agli stessi risultati). Coiniiiciamo da1 ricordare alcurie definiziorii. 
Sia S uiia superficie (supposta flessibile e inestendibile). Da ogui siio puiito A 
esca una retta Y (ogiii suo puiito O sia centro di una sfera 7 % ) ;  quando la, 

superficie si flette, ogni elemeiito di S trasciiii iiivariabilniente connessa la 
retta O la sfem 9. .  Noi direnlo che la congrueriza. delle rette (O delle sfere) 
r ha subito uiin flessione O deforinazioiie (al modo di BELTRAMI). Se la retta 
(non la sfera), aiiziché uscire (la A giacesse ne1 corrispondente piano taiigente a, 
parlereinino di una deformrcoione di IZibmbcou~. ('). Il teorema di UUICHARD 
affernia che, deforiiiando (al modo di B E L T I ~ A X I I )  In congrueiiza delle rette che- 
proiettano dai puiiti di uiia qundrica rotoiidn S' 11110 dei suoi fuoclii, la coiigrueiiza 
resta iiornlale ad ulia superficie di curvatura media costaiite (che é il Iuogo 
delle 11110\~e posizioni del fuoco coiisiderato, se questo è a distaiiza fiiiita; se 
il fuoco è a distaiiza infiiiita, coine pub avvenire per il paraboloide rotondo, 
fra le superficie iiorniali raggi vi è una superficie ad area nliiiiiiin). Ogiii 
deformata della quadrica d a  percib due tali superficie corrispondenti ai due 
fuoclii; e queste due superficie si possoiio ottenere anche corne inviluppo 
della coiigrueiiza di sfere ottenuta deforiiiando uiia congruenztl di sfere nventi 
il ceiitro sulla quadrica considerata. Si iioti poi che le superficie a curvatura 
inedia costante sono parallele a superficie di curvatcira (totale) costaiite; 
esistoiio percià due tali superficie reali per es. per ogui deformata dell'ellis- 
soide alluiigato rotondo; ci0 che ha fr~tto subito prevedere al BIARCHI che da 
questi teoremi si potevano dedurre trasforrnazioni ~ ~ e a l i  anche per le superficie 
a curvatura costante positiva. Questi teoremi, oltre agli studii del BIANCHI, 
haiino provocato moltissinie ricerche (specialniente del DARBOUX e del10 stesso 
GUICHARD)  il1 varii iiidirizzi : 

Io) Studiare in generale gli inviluppi dei sisteini di sfere conforini di 
R r ~ a r i c o r n t ,  cioé di quei sisteini che, coime i precedenti, rappreseiitaiio le due 
fitlde dell' iiiviluppo conforinenlente 1' uiia sull' altra con coriservazioiie delle 
linee di curvatuie. Ne è sorta uiia teovin di ts.asfommzioni pe7* le supe~ficie 
isoterme con applicazioni nlle superfZcie npplicabili su quadriclze (DARROUX, 
BI ANCHI). 

(1) Se  la retta r fosse inrece in posieione generica rispetto dl'elemento (A, *) che la 
trascina con se, il BIANCHI in R .  Ii. 5, 11, diinostra che, se tale retta genera una congruenza 
che resta normale qualunque flessione sia data ad S, allora S è applicabile su una super- 
ficie S, di rotazione. Una congi-uenza siffatta è data p. es. dalle co' posieione dell'asse cli Soq 
quando S, rotola sulltl S. 
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2") Studiare in geiierale le deforiiiazioiii al modo di BELTRAMI O di 
RIBAUCOUR delle coiigriienze di rette, invertire i teoreiiii di GUICHARD, studinre 
le trasformazioni geiieraIi delle superficie applicabili su qandriche, e scopririie 
le relazioni coi1 trasforinazioiii asintoticl-ie (RIANCHI). 

3") Si osserva che p. es. uii  teoreina di GUCHARD si pub eiiuiiciare 
cosi: Un ellissoide rotondo alluiigato Q 7.ritoli sa aila superficie applicabile 8; 
se F lie è uii fuoco, le oo"osizioiii di P foriiiniio uiia superficie a cimattira 
media costailte, che percio si potrh cliiaiiinre superficie di ~ ~ o t o l a ~ u e n t o .  Sorge 
spoiitanea l'iden di sostitiiire alle Q, S due superficie applicabili qualuiique e 
al fuoco un qualsiasi puiito P iiivariabiliiieiite legato a &, studiaiido poi la 
superficie di 1-otolcc.r~aento cosi geiiera.ta. Se al piiiito P sostituiamo 1111 piaiio n, 
O uiia retta 9. legata a Q, otterrenio LUI iiiriliippo O iiiin. coiigriieaza di ~ o l o -  
l a m e ~ t o  per cui S sara cliianiata la superficie di appoggio.  Ecco cos] sorgere 
la teoria degli enti di rotoiaiilento (BIANCHI). 

Noi coiisiderereino separatamente qiiesti tre iiidirizzi di st~idii, iioiiostitiite 
che essi siano intiiiismerite coiiiiessi cra loro. Ma i ~ i i ~ i t l i t t ~  dovremo parlnre 
di uiia geninle scoperta del BIANCHI: i l  coniugio i72  defomnazio7ze (R. L. 12, 
[1903]). Due superficie si dicoiio coniugate i n  deforinazioiie se è stabilita tra 
i loro punti una corrispoiidenza che cotiserva le asiiitotiche virtuali (cioè le 
linee che con una opportuiia, Aessione della superficie possono diventare asin- 
totiche). k iiecessario e siifficieiite a ta1 fine che la corrispoiideiiza conservi 
asiiitotiche e geodetiche; e i i i  ta1 caso i problemi delle flessioni per l'unn O 

per l'altra delle due superficie sono eqiiivalenti. Le due superficie sono appli- 
cabiIi su due quadriche omofocali che sono pure coiiiugate iii deformazione. 

E voglio anche ricordare un altro teorema iii R. L. 5, 22,, della cui graiide 
importaiiza per altri campi della geonietria differenziale (per il problemn 
della deformnzioiie proiettiva) forse iieanche 10 stesso A. ebbe un chiaro con- 
cetto. Il sistema coiiiugato u, v perinaiieiite su uiia superficie applicabile su 
uua quadrica non solo è isotermo, ma è R; cioé le tangenti sia alle liiiee zc 

che nlle liiiee v geiierano due congruenze W. 
Cominciaiido dalle ricerche del secoiido dei tipi sopra citati, esse coinpreii- 

doiio moltissiini lavori i i i  R. L. (5) S,, S,, 9,, 14,, 14,, 16,, 18,, 20,, 23,, 232, 
in Comptes Rendus 142 e 143, in T. 38 [1903], P. 22 [1906], iii A. 11. (3) 3, 4, 
5, 6, 9, 12, 23, iii 11. XL (3) 14 [1905], in a Aines. Math. Society n Bull. 23 e 
in u Traiis. of the Amer. Math. Soc. », 16 e iiifine in . BIéiiî. pres. par divers sav. 
A 1'Acadéni. des Sciences de I'Iiist. de France D, (Paris [1909] 31). 

L'A. comiiicia a chiedersi quando per ogni deforniata (al modo di BEL- 
TRAMI) di una congruenza di rette normale esista u n n  superficie Y norinale 
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alla congruenza, i cui raggi di curvatura sono legati senipre da una stessa 
relazioiia. E deve preinettere uiia trattaaioiie speciale per il caso che tutte 
queste coiigruenze otteiiute per deforinazioiie abbiario un sistema di sviluppabili 
format0 di cilindri. Il ris~iltato ottenuto è che, oltre ai casi segnalati da1 GUI- 
CHARD, ve ne sono altri pochi relativi al caso clie Z sin pseudosferica. Questo 
studio é esteso sia agli spazii iion euclidei, sin alla deforms.zioiie al modo di 
RIBAUCOUR (la quale porta n qiialche tipo asseiizialinente iiuovo). Dopo ci6 il 
BIANCHI cerca, inverterido i teoreini di GUICHARD, di risalire da iiiia superficie 
a curvatura media O totale costaiite alle superficie applicnbili su uiia quadrica 
rotoiida di cui parlario i teoremi di GUICHARD O alle nltre superficie, di cui 
qui sopra è stato f'atto rapido ceiiiio. Per le deformate di RIBAUCOUR soiio 
eslremaineiite riotevoli le relazioiii che si scoprorio con le faiiliglie di LANÉ 

di superficie a curva,tui.a costante. Per cio che riguarda le deforiiiazioiii al 
inodo di BEI~TIZAMI, ci06 l'iiiversiorie vera e propria dei teoremi di GUICHAHD, 
le gravissiine difficoltà aiialitiche furoiio vinte con la notevole scopeita. clie 
le liiiee di curvatura delle due superficie a curvatura costante coriispoiidoiio 
al sistema coriiugato permaiieiite sulla deformata della corrispoiidenza. quadrica 
rotoiida e che le asiiitotiche delle superficie a ciirva.turn costitiite si corrispoii- 
cloiio tra loro. Fu nllorlt ben facile risalire da uiia superficie a curv. A t ~ r a  
costaiite positiva ad uiia defortnata di u n  ellissoide alluiigato rotorido e da 
questo ad uiia nuova superficie a curvatura costaiite positiva, ?.ec~,le se la 
superficie da,ta era male .  

Ln parte aiialitica della trattazione ern grandeiiieiite fi~cilitatib clai teoremi 
sui sistemi ciclici, e si trova che le trasforniazioiii cosi scoperte sono prodotto 
di trasfoiinazioni asiiitotiche immaginarie. Viene spoiitaiiea la domaiida se 
qiieste trasforinazioiii possorio estendersi alle superficie applicabili su quadriche 
rotoncle (da cui esse hanno origine) e ad essa il BIANCHI risponde tiffermativa- 
meiite iii un modo assai sernplice, che gli vieiie suggerito da1 risultato pre- 
cedeiite. Siaiio S,, S due superficie coiiiplenieiitari applicabili p. es. su110 
stesso ellissoide rotoiido; le due coppie di superficie a curvatura costante, clie 
se ne deducoiio col inetodo di GUICHAND foriiiaiio uiia quateriia gel teorema 
di permutabilitk Alle trasfoiinazioni asiiitotiche di tale quateriia corrispoiidoiio 
trasforinazioiii asiiitoticlie per S0. Le defoïnmte dell' iperbolico rotoiido si 
possoiio porre iii relazioiie coi1 le eyÙnzioni di Mocctnvd con zm gruppo 
quad?wtico di sol~czioni ,  cosiccliè la loro ricerua eqnivale :L quella, gih stiidiata 
da1 HIANCHI, delle superficie di Voss iiello spii~io ellittico. 

Il priiiio passo iille trnsforinazioiii per le superficie applicabili sii qua- 
ciriche noii rotoiide è stato fatto per le deforinate del paraboloide con inetodi 

Snriali d i  .Wdemuti~rr, Serie IV, Ton10 TI. 10 
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affatto distinti, sfruttaiido ci06 il sisteina coiiiugato periiîaneiite iiel modo giCt 
teiiuto da1 CALAPSO. Le eqiiazioiii a cui giiiiige soiio affatto simili a quelle da 
lui trovnte per le superficie a curvatura costarite nella metrica eiiclidea, inde- 
finita. Giunge cosi a trasformnzioni defiiiile pero soltan to iii modo analitico. 
Ma, nonostante i bei teoremi otteiiuti sui sisteiiii ciclici iiiri1iipp:iiiti uii 
paraboloide (la ciii ricerca si diinostra potersi ricondurre alla. coinposizioiie 
di traeformazioni di BACI<I,I!KD ne110 spazio euclideo defiiiito O iiidefiiiito), 10 
spirit0 geoinetrico del Brawc~r noii potevil ncconteiitarsi dei risiiltati otteiiiiti. 
E, cominciniido dall'esame di alcuiii casi particotari r e l n t i ~ i  a pani.boloitli 
taiigeilti all'nssoliito, e coiifrontniido i risultati otteiiiiti col silo metodo coi1 
quelli che col inetodo di WEINGAK'I'EN si dediicoiio dalla teorin. delle superficie 
pseudosferiche degli spazii euclideo ed ellittico, ïiesce a provnre che clmlie 
le nuove t m s f o r t m a i o n i  S O H O  I ~ ~ ~ s f o ~ ~ ~ ~ z u z i o l z i  cisi?itotiche! 

E taccio della scoperta di coiigrueiize W le cui fiilde focali soiio appli- 
cabili su quadriclie distitite. Mancavano ora soltnnto le qiiadriche generali a 
centro. II BIANCHI aveya beii osservato le trasforinazioiii che pei esse si 
potevaiio dedurre dai teoremi di Daiz~ovx (di cui parlerelno piii tarcii); ni:i 
tali trasfornxizioiii dovettero subito apptirire a Lui non essere quelle trasfor- 
inazioiii più seinplici, clic avrebbero costituito la base della teoria, e ehe nii- 
cora erano igiiote. Egli non dubitava che queste ti.nsforrilazioni esistessero, e 
che fossero trasforïniizioiii asiiitotiche, coine nei casi particolari gik studiati da  
Lui. E, parteiido appurito dai risultati gih acquisiti, egli riesce ad iiituire e 
dimostrare quaiito segue. Ogiii superficie AS, applicabile su uiia quadrica Q, e 
f'a1d:i focale di m2 eoiigriieiizt! W, di ciii la. seconda falda è aiicora applicabile 
sii Q. Deforiniaino S fino a sovrapporla n Q, tetiendo fissa la priina delle co- 
staiiti da cui dipeiide la coiigrueiiza. Qiiestn resteril deforrilata (6 iiidifferente 
dire se al modo di BELTRA~II  O di RIBAUCOTTR). E i siioi secondi filochi si 
tlisporraiiiio su uiia qiiadrica Q ,  oinof'ocale a Q ;  aiizi, a l  variare della seconda 
costarite da cui dipende la. coiigruenza, essi clesci'iveraiiiio tutta la Q,;  gli 
putiti di Q ,  che corrispoiidono ad uii puiito A di Q, saraniio siilla coiiicn iiiterse- 
zioiie di &, col piaiio laiigetite iiî A alla Q. E le punteggiate descritte sii queste wz 

coniche di Q ,  snraiino proiettivnnieiite ideiitiche, il che spiega coinc iiella. deter- 
iniiiazione di queste b ~ l  coiigiteiize si preseiiti uiia equazione di RICOATI. 

Costruite cosi queste congriieiize IV d i  ciii S era priina filld>i focale, erii 
diflcilissinto prorare che :iiiche la secoiida, faIda focale era applicabile su Q ('). 

(1) Corne già ne1 caso delle superficie pseuclosferiühe. la coirispondciizt~ il~fiiiita dai 
raggi della congriienza non è una corrispondenza di applicahilitk. 
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Al solito qlcestn gvavissinza diflicoltà è superatn con unu sztpedm iutuizione 
geometricn relntiva alla corrispoiidenza che  su  Q, QI e r a  l 'iinmagine della 
corrisporidenza per  applicabilitk tra. le citat'e due falde focali. E'hbene puestu 
corrispontlenzu t7-a Q, Q,  non é  ch^ uun nfinità (la ttfinitk di IVORY)! 
La leolaitr. delZr. tl-a~fa?~rnuzioni nsintotiche e del teorema d i  pe~*li~ulabilild 
pu6 raggiuiigere ora l'assetto definitivo anche per le superficie ccpplicabili su 
quadrichr. Vi si nggiuiige il teorema che i sistemi coniugati pevsistenti (le 
linee di curvaturn ilel caso di superficie a ciirvntura costniite) si corf.ispon- 
dono su due tali superficie S, S' tmsfovmate asintotiche l'uns dell'altva e 
l'osservazione d ie ,  se  S si deforina coiiservando rigida uiia sua asiiitotica, 
anche la. S' si clefoima coiiserv;iiido rigida 1' asintotica corrisponderiza. Cosicché 
tale tmsfor inazio?~e si pub concepit-e corne unu t ~ m f o ~ n z u z i o n e  d i  culsue 
(le iisintotiohe delle siiperficie considerate). Cito soltaiito gli stiidii i-elativi a1 
cas0 siiigolare, al ctiso che QI si ritluca. a uiia coiiica focale, quelli per le 
deforniate ~ i g u l r  dell'iperboloide rotoiido, e del paraboloide iperbolico; cosi 
ricordo soltniito clie i i i  R. L. 27, ed A. AI. 3, 26 il BLANCHI scop7.e nuoui enti, 
n. crci si possom applicnl-e le sue t~~asfol .mazioni (le coiigrueilze iiormali di 
rette foriunte d a  CO' rigate ciasciina delle quaii é applicabile sri un iperboloide 
rotoiiclo). L e  trasforinazioiii dedot,te clal nletodo d i . l ) ~ a ~ o u x  e alineiio 1:i prinîa 
classe delle ti'asform~izioiii scoperte d a  GUICHARD SOIIO prodotti di tl.cisfo~.- 
1ncizio?8i nsintoticlre, le quali appaiorio percib coiiie il piii seinplice e i l  foii- 
tlaiueiitale elemeiito della teoria. E taccio delle distiiizioiii tra superficie reali 
o coinplesse, t ra  npplicnbilità efrettivt: od ideuli, che il BIANCHI Iin st,iitiiato 
con tniita c i ~ r a !  Il RIANCHI inizia in R. L. 5, 23, ed A. Al. 3, 23 iiiio studio 
(che iioii ha coiidotto a ternîiiie) sui sisteini tripli coiiiugn.ti, di ciii uiia delle 
faiiiiglie é forinata da  superficie applicabili sii qiiadrictie su  cui si corrispoii- 
doiio le asiiitotiche e i sisteini coiiiugati yerilîniieiiti; questi studii soiio l'esteii- 
sione i~aturitle a.1 caso attiiale delle fhrriiglie di LAMÉ foi'inate coi1 supeiSficie 
a curvnturn costaiite. Cosi, a qiiaiito io so, il BIANCHI si è accoiitentato di 
accenriare alle posaibili esteiisioni della teoria dei sistemi isogoiiali e dei si- 

' EINGARTEN. stemi obliqui di W 
Ricordero ancora che in R. L. 5,  23 i l  BIANCHI cercn le superficie 2, ): 

applicabili tali clie sia costaiite il rnpporto delle distniize d a  uii piinto psso O 
ad uiia coppia di puiiti oinologhi. Trova che eiitrainbe soddisfano ad iina 
equa.zioiie di AMPERE, da cui, coi metodi di WEINGAHTEN, si deduce una coppia 
di superficie applicabili su una quadrica a centro, e trasforinate di COMBESCUIIE 
di due superficie S, S a curvatura costaiite positiva. Ad uiia iiiversioiie per  
raggi vettori reciproci di polo 0, che porta L i i i  uiia superficie del10 stesso 
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tipo, corrispoiidoiio per le S proprie le trasformazioni dedotte dai teoreini di 
GUICHARD. Il BIANCHI studia anche le famiglie di Lamé formate con su- 
perpcie L. 

Studii sulie supevficie isoteîwze (R. L. 6,  13; A. Al. (3), 11, la). - Di- 
inostra il teorema di  pe?mutabiZitib per le tritsforiiiazioiii clie DARBOUS ha 
trovato per le superficie isoterine, e clie soiio trasforinazioiii conformi di 
Rrs~ucorr~<. E approfondisce il caso delle superficie isoterine che il D~i t~or r r r  
chiaina speciali. Per ogiii superficie S isoteriila speciale con sole derivazioni 
si deducoiio tre trasformate di DARDOUX, clie si dicoiio le superficie conlple- 
inentari di S. 1 piniii dei cerclii iiormdi iii puiiti ornologhi ad S ed a d  uiia 
delle coiilplemeiitari iriclividuaiio uiia superficie npplicn.bile sin iiiia qiindricii. 
Abbiaino gih pnihto  delle trnsforiuazioiii, che coii qiiesto iiietoclo si cleùucoiio 
per tnli superficie. E sorvoliaiiio sui cnsi particolari stiitliati aiiclie con l'aiisilio 
della geometria nori euclidea. Foiidaiilentale è perb In scopet-tn di  nuove l î w s -  
foj.)i2aaioni T (clie ralgoiio aiiclie iiel solo caiiipo delle superficie speciali, e 
d a  çiii si pi16 di iiuovo dediirre I'esisteiiza di qiiiicl~iclie coiiiiigate iii defor- 
iiinzioiii) r d i  l ~ . n s f o ~ - ~ n n z i o ~ ~ i  m r c o ~ ~ ~  piN genevali, che certo iioii avrebhe 
trovato seiiait l'nusilio della geometrin non euclidea. 

Stzdii su2 ~~otola~nento e sulle congj.ueuac di sfere. - Questi soiio iin- 
portniitissiini perchè servoiio :L collegare iiisieine risultati del RIANCHI stesso 
coi1 q~ielli di DAKROIJX, CALAPSO, EISENHAIIT, CAL& ecc. ed il. conipletarii 
(sei ilote in R. L. (5)) 2 3 , ,  24 , )  21,; P. 38 e 39; 11, L. (n), 12; 11. XL (31, 19 
oltre ;id iiiia r lei noria postiirii:~ editii dallo Znniclielli). Sia d a t i ~  1111a. coilgrueiwa 

- 
di sfere; la superficie S, sia il luogo dei centri, le siiperficie I;, S ne siaiio 
1' iiiviliippo; ne sia, R il raggio fiiiizioiie delle coordiiiate ciirvilii!ee u, n. Al 
deforinarsi di SOS,, seiiza inutare K, 1:i coiigriieiixa si deforina. Lo studio di 
qiieste deformazioiii porta ai teoreini di BELTRAMI e DUPIN sulle coiigruenae 
iioriniili di rette. La ragioiie geoinetrica di qiieste relazioi~i tra coiigrueiize di 
sfere e di rette sta i i i  cib che le rette coiigliiiigenti i i i i  punto di S,, al punto 
oniologo di Z formaiio iiiia coiigrueiiza normale; che (qaando la congrueiiza 
di sfei:e si deforma ilel modo citato) si defornia piire al  iiîodo di BELTRAMI. 
L'A. cercn poi quaiido esiste rina flessioiie cli S, tale che ln congriienza di 
sfere si riduca. a unlt coiigrueiiza di sfere passaiiti per uii puiito fisso -4, O 

tarigeiiti a iin piano fisso (1;) deterniinazioiie di tnli congiueiize si riduce natii- 
ralmente alla ecliinzione dell'applicabilità per 8,). Qiiesto studio equivale a 
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queil'o delle superficie e degli iiiviluppi di rotolainerito. Se, fletteiido Sn in iiiia 
superficie applicabile Q, le sfere veiigono a passare per A, uiia delle falde 
del loro iiiviliippo si pub generare coine superficie di rotola,meiito, facendo 
rotolare. Q (a ciii A si iinrnagiiiit rigidamente coniiesso) sopre. S,. Uiia proprieth 
niialoga vale se le sfere diventano tangenti ad i i i i  piano fisso. RZentre & rotola, 
su Sn, ad ogrii istaiite il suo atto di movimento si ridiice a, uiia seniplice ro- 
tazioiie; e iiaturalineiite si de re  coiisiderare a. parte il c a . d  che (3 ecl S,, siario 
rigate e quiiidi & assuriin solo roi posizioni. 

Si trova.iio eleganti proprieth del sistoina. di linee clie sulla superficie ro- 
tolante corrispondoiio alle liiiee cli curvatrira della. siiperficie O dell'inviluppo 
di ro'tolameiito. Data uria siiperficie S si risolve il problenin di trovare iii 
quali iuodi esss si possa geiierare come superficie di rotolamento: iiel caso 
che 5 sia uiia sfera O uii piano si ritrovaiio alciiiie forinole del  CAL^ che 
ricorrono a.lla teoria. delle fiiiizioni di v:i.riabile complewi: il risiiltato, iiiter- 
pretato in geoinetria iioii euclidea, porta alle superficie (gik citnte) di curvatura 
media 2 iiello spazio di cnrvntura. -- 1. Ritrova i teoremi di GC'ICHAI~D sin 
cercaiido quaiido il sistenia coniugato comuiie di S, e Q corrisponde a un si- 
steina coniugato su L, sia cercaiido quaiido uiia coiigrueiiza di sfere di Rr- 
BAUCOUR (') resta di R~RAUCOUR i i i  tutte le flessiorii della siipei%cie dei centri 8,. 

* 

Studia le coiigruenze di sfere di R ~ B A U ~ O ~ J R ,  le riduce con trasforniazioiii di 
COMBESCUEE (7 a seniplicissiini tipi cniioiiici, e ne trova, iniportmti proprieta 
geoinetriche caratteristiclie. Trova infiiie nuoôe classi notevoli d i  superficie, 
cou le quali s i  possono pure fo'ol-mn?*e frtniiglie d i  Lnn16. Riixova le lvasfog-- 
mazioni  di Um-bo?ca pev I P  supa'ficie i so t e~ww dimostraiido che la teoria di 
cllieste trasformazioni equicnle n cousidwave le swpevficie i s o f e r ~ z e  come su- 
pet-ficie d i  rotolamesato (la superficie di appoggio essendo il liiogo dei oeiitri 
della coiigri~eiizn di sfere che definisce l a  trasforina.zioiie, e le linee di curvnturn 
delle superficie isoterme corrispoiideiido al sisteina coiiiiignto .perinaiieiite, 
ci06 coiiiuga.te sulla. superficie d'appoggio e siilla rotolailte). Tutte e sole le 
ti*asforinate di .COMBESCURE delle coiigriienze di sfere di D~ iz~or rx  restaiio 
coiigriieiize di R i ~ ~ u c o u i c  per xlineiio niia flessiorie della superficie dei ceiitri. 

(') Una congruenea di sfere è di R ~ ~ a r r c o c ~ ,  se si corrispondono le linee di ciirvatum 
delle due falde focali (le quali allora corrispondono necessariamente a un sistema coriiiigato 
siiila superficie luogo dei centri). 

(?) D u e  congruenze d i  sfere sono trasformazioni di COIVIRERCURE, s e  le  falde focali della 
prima hanno comune l'immagine sferica delle linee d i  cul-vatura con le f a l d ~  focali dcll'altra. 
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Noii possinmo pn,rlare di tan te altre proprie lit geometriche, né dei risultati 
(che chiariierei quasi duali) per le superficie di EISENHART a. rappresentazione 
sferica isoterma delle liiiee di curvntura,. Alle generazioiii per rotolamento 
delle superficie isoteriiie ed ai sisteini coiiiugati permanenti O ciclici (4) di uiia 
qu~drica si collegaiio certi elemeiiti lineari sferici (R. L. 5, 17,). 

Per le congruenze (di rette) di rotolamento (?) l'A., oltre ad nver deter- 
minato quelle a sviluppainenti coincidenti, trovcz proprietk geometriche che le 
caratterizztino; e le pone in relazioiie coi1 la teoria delle congrueiize di st'ere 
ilel modo seguente, Ogni isetta di uns congruenza. di rotolainento ha una sim- 
metrica rispetto al piano tangente iiel puiito oinologo della superficie di 
appoggio; la coiigruenza di queste rette simiiletriche si dice lu s imnetr ica  
della congrueiizn iniziale, e coi1 questa, ha  coinnne iiiia falda f'ociile. Le altre 
due falde focali delle due congruenzc costituiscorio 1' iiiriliippo di uiin con- 
gruenzn di sfsre coi ceiitri sulla superficie d'appoggio. L'A. deterniiiin le 
coiigrneitze di rotolainento n pnrainetro medio costaiite, qiielle per cui è 
costaiite l'aiigolo 6 dei piani focali (clle sono norinali se 6 è retto), e alcuiie 
classi di coiigrueiize IV di rotolaiilento. Trorn. che le sole coiigriieiize che 
sono iii iiitiniti iuodi di rotolztinento soi10 le coiigrueiize pseudoskriche e quelle 
generate dalle taiig'eiiti allc liiiee di C I I ~ ' V Z I , ~ L ~ ~ ~ L .  (di 1111 sistema) delle superficie 
di JOACHIMSTHAL (Y), generate da1 rotolaii~eiito di (lue superficie di PETERSOS (') 
applicabili. A questo iiidirizzo di studii appnrtieiic la Menlorin postuirin iii cui, 
oltre ad alcuiie esteiisioiii iiori eiic'lidee, si studiaiio iiegli spnzii euclidei e iiori 

euclidei certe coiigrueiize t l i  sfere clie riinniigono di R r ~ ~ u c o u i t  per m' fles- 
sioni della superficie dei ceiitri. Q~iesta é iina superficie d i  PETEI~SON, le fiilde 

('1 Cosi si chiaina il sistenin coiiiugato veule permmente tii rina superficie reale S i n  
iina sun deformaxione picramente ivwwagiwavia, perchè esistono ~ % i s t ~ i n i  riclici reoli foi.. 
inati d i  cerchi posti s i ~ i  piani taiigciiti ad S, tali uhe le siiperficie ad esai noriiiiili lianiio pela 
l i n w  di curvatiii-a quelle ehe corrispondoiio a l  dato sisteinti coniiigato. 

(2) -4 qiieste congriirnxe si rinllaccia un bel teorema nei . Comptes Rendus n, i ï 6  e 
R .  L. 5, 32,. Se un qi~:idrilatero Il[,-W2M.,M, a lnf i  uguali si deforma con ln sols condieione 
che opnuno dei vertiri  desci-i~-ii iina snperficie toccata dai duc siioi lati ü h ~  concorrono i n  
quel vertice, 1s retta conpiungente i punti nietlii delle diagonali descrive iiiiti congruenm 
iinrmaIe IV, ~nent re  i lati descrivonn congrnenxe che, in  doppio modo, si possono considerare 
congiwenze d i  rotolaineiito. Ogiii roiipriienza noi~iiialr 11- si pub in c c 4   nod di generare col 
procedimento qui ritatti. 

(:') Che haniio un  aistrriiii coiiiiipato foi.iiiato dalle swioni della superficie coi piani pas- 
saiiti pei. nna retta fisaa (asse) P coi piani ad essn norniali. 11 Braxrni ne t i ~ v a  noteroli 
proprieth. 

(') Che lianno iin siutcina tli linco d i  c~urv:itiir:i in  piani peib l! asne. e 1' altro sii sfeio 
col ceiitro sull' asse. 
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focali sono superficie di JOSCHIMSTHAL; e (pei' iina coiireiiiente flessione della 
superficie dei ceiitri) uiiii. delle falde si riduce al proprio asse ('). 

Due plmoblemi del Binnchi. - II primo consiste iiel trovare t l ~ t t e  E B  
equnaioni diffei~enziccli, p. es. del tipo f(x, y, u, $1, y, i., s, t )  = O (7, le clci 
soluzion< sono supe~zficie z = z(x, y) isoteivlse, cioè soddisfano anche all'eqirn- 
zioiie (del quarto ordine) carntteristica di queste superficie. Qiiesto problema 
è stato risoliito dltl BIANCHI iii iiiolti casi particolari. E altrettaiito si pu0 dire 
per il secoiiclo che si pub eiiuiiciiti-e cosi : PB?. q m l e  delle pvcedel t t i  equa- 
oioui (ivuielw clze con superficie, che le soddisfano, si pub cost?wive tcim 
fiimiglin d i  Lmn& (3), per cui si possa scegliere ad arbitrio almeno iiiia 
superficie iiiizinle (tra le superficie che soddisfano alla equltzioiie coiiside- 
rata)? E, se iioi ci iiispirii~~no ai nietodi clie ii i  taiiti casi il BIANCHI lia, 
segiiito iieil'iiiiziare i suoi studii, possiaino trovare iiel seguente inodo uiia 
coiidizioiie necessu?+itc ' (a cui deve soddisfare iiiia t d e  equazioiie f = O); 121 

quale, quasi certainente, è aiiche suficiente. Sia z = z(x, y) uiia soluzioiie 
di f = O. E sia EU la distaiiza, tra tale superficie e una iiifinitamerite vicitia 
cli uim hiniglia di LAMÉ ( E = C O S ~ .  infinitesilna; n fiiiizioiie di x, y). Sarh 
socldisfattn I'equ;izioiie del CAYLEY 

Coii i l i h  indichiaino le clerivate secoiide, rispetto alle s, y, della 18 che 
i i i  qiiesto caso si ~)ossoiio sostitiiire d l e  derivate covarianti. 

Le coordiiiate dei puiiti della superficie iiifiiiitaiiieiite viciii:~ sar:~iiiio coi1 
le abitudi iiotazioiii del BIANCHI: 

(1) Il BIASCHI trova anche la seguente proprieth delle congruenze di rotolamento: Se  
non si varia la superficie rotolante e si flette l a  superficie d'appoggio, i fuochi e i piani 
focali d i  uiia retta della congruenza variano, restando perb inrariabilinente connessi a l  cor- 
rispondente elemento della superficie d'appoggio. E questn proprietà P anzi caratteristira 
per le congruenze di rotolarnento a sviluppabili distinte. 

(3 Nelle solite notazioni del MOSGE. 
(3) Si potrebbe anche porre f = a (a = cost.) e supporie clle a ~ a r i a s s e  dail' una all' altrn 

superficie della famiglia [generali~zaaione delle t'aniiglie di L\ME formate cla superficie pseudo- 
sferiche, stiidiate da1 Brauct~~ ne1 caso più g e n e ~ l e ] .  
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Porremo 
ô x = = ~ n X ,  6 y = ~ n Y ,  ~ Z = E I I Z ,  

d a  cui si deduce: 

ove : 

La iiuova superficie soclclisferit pure alla, f= O, se per tali valori delle 
Zx, Ey, .... vale la: . 

ar al' y8, + . ~ ~ y +  a f  ~ Z - ~ - - € ~ + . . . . + Z ~ L = O  
a x  al/ a2 a?? 

a f a f al' af a f 
t- - N n  f - -1- - N,r, t - 1V f- - ATy, -. 0, a~ aq " 1 -  as at 

ove 

e mialogt~ineiit~e per . Esseiido f' ideiitica.iiieiite iiiillo, questa eqiiazioiie ($) 
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cliveiitii pertniito : 

E il iiostro yroblelna diveiitn qiiello di ricoiioscere per quali equazioiii 
f = O  avvieiie che per ogiii loro soluzioiie qiiesta ultiina equazioiie, ove e 

- - 

posto N =  11'11 1 3- p? + qe, è compatibile con 1' equazioiie del CAYLEY ; meglio 
aiicora, se le soluzioiii coiiiuiii dipeiideraiiiio da costaiiti arbitrarie. 

Le ricerche di carrtttere algebrico ed aritmetico (-). 

Vasta è pure l'opera aiitiiietica ed algebiica del BIANCHI. Essa ha  lin 
diiplice citrattere, oioe: di purn Aritmetica, di piira Algebra, e di Aritinetica- 
geoiiivtiicii, di Algebra-geoii~etrica. 

Occ~ipiainoci, i i i  priiiio liiogo, della prodiizioiie clie riguarda l 'Ag- i t l~~e t ica ,  
che lie è la parte piii cospicua,. Ha iiiizio iiel 1890 coii uiia Nota dei Liiicei 
( l h e i n . )  i n  cui veiigoiio assegnate, per le forme di DIRICHLET, iiel corpo 
~(vx), le relazioiii tra i niuneri delle classi di forine primitive di seconda, 
di terza specie ed i l  iiiiinero delle classi di forine primitive di priina specie. 
11 metodo è quellol di GAUSS, cioè fondato sulla composizioiie delle forme. 

Iii segiiito, il peiisiero del Maestro vieiie rivolto a questioiii di iiat~ira beii 
piii elevata e piii coiiîplessa : iii uii primo tempo, al problema della deterrni- 
iiazioiie dei cninpi foiidaineiitali del gruppo niodulnre iiei corpi quadratici 
iininagiiiari ~(\'-d) ( c l  = 1, gruppo di PICARD; d > 1 gruppi di BIANCHI) e 
delle app1ic:tzioiii :illa teoria aritinetica delle relative forine di DI RI CH LE^ e di 
HERMITE. A qiiesti studi vengoiio dedicati: le Note dei Liiicei: 1890, (1" sem.); 
1891, (2" sein.); le Meiriorie dei g. Math. Aiiii. B, 1891, T. 38;  1892, T. 40;  e 
qualche parte di quelle dei a Math. Aiiii. W ,  1893, T. 42 e 43. 

Qui  iippiiiito si haniio , i  lavori piii ii~iportniit~i della sua produzione aritine- 
ticil. Dopo aver stabilito il cainpo foiidaiileiitale, il BTANCHI, coi1 l'iiitrodiizioiie 
del circolo iiidicntore per la farina di DIIEIUHLET, dell'iiidice e della sfera 

(') Essa di(v1 soltanto (*lie Iii superficie z '= z i- EN soddisfa alla f = 0. coine si  poteva 
fiiviliiientch pi.e\-edere u priori. 

(') Lii parte rhe segiie della Coiiiiiieinorasioii(~ di Lcr~r BIAXCHI, e che riferisce sui 
1iwoi.i ii ri tinetiro-iilpelri.i(~i tlrl coiiipii~nto Niiesti .~. i~ doviito iil prof. A .  ;Ci. BEDAHIDA, di 
Cionora. (*V. d. R.1 

Slinali di Muteinatica, Serie I V ,  Tomo VI. 11 
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iiidicatrice per le foriiie di HEIZ~IITE, lia potuto, iii modo molto elegaiite, stnbi- 
lire la  teorin aritmetica di qiieste fornie. Si trovaiio aiiche niiovi iisiiltati 
aritmetici : la  corrispoiideiiza tra 1' equiviileiizn dei iiiiiiieri frazioriari di uii 
corpo R(\ - d) e 1' equivaleiiza dei suoi ideali; corrispoiideiiza che piii tardi 
HURWLTZ cliiiiostrb esistere iii ogiii corpo algebrico K(0);  la  circostaiiz:i che, 

i- 

per i corpi K ( V -  d) considerati da1 HIANCHI, il iiiimero dei vertici siiigolari 
del poliedro foiidaineiitnle, dopo 1' niiipliameiito per i.iflessioiie, iiguaglia il 
iiuinero delle classi degli ideali clel corpo. Questo fatto, ben iiotevole, iion e 
stato aiicora ditnostrato iii gciierale: la  cosa sciiibra alqiiaiito riposta. 

In  uii secondo teiiipo, si trova uii altro iiisieiiie di lavori iiiiportmiti, cioè 
quelli che riguardaiio un' esteiisioiie del priiicipio di POINCARÉ della traduzioiie 
del griippo aiitoinorfo nrittnetico di uiin forina iii uii gruypo G di proiettivitk 
$11 uila variabile coinplessa, e la. ricerca de! relativo campo foiidaineiitale. Le 
forme coiisiderate sono le qua.clratiche quaternarie a coefficienti iiiteri razioiiali. 

II BIANCHI trorb che il gruppo G coi'rispoiideiite è kleiiiiaiio (il coeficieiiti 
coinplessi), iueiitre iiel cnso di foriiie quadrntiche teriiarie, si trovaiio griippi G 
fuchsiaiii (a coefficieiiti reali). Soiio dedicnte it qiieste ricerclie le Metnorie dei 
a Math. Aiiii. w ,  1893, T. 42 e 43; clegli « Aiiiiali di i\lateiiintica W ,  1893, 1893 e 1t1, 

Nota dei Liiicei del 189-2 ( 1 "  sein. . Rieiitra iii qiiest'ordiiie di  stutlii la  Nota. dei 
Liiicei del 1912 (1° sein.), iii cui vieiie iiotata iiiih forin:~ seinplice del gruppo 
inodulitre ordiiinrio, i i i  &i è tradotto il gruppo autoti10rfo i~ r i t i i l e t i c~  delle 
forme qiiadratiche teriiarie siiscettibili di rappreseiitare Io zero. Pe r  qiieste 
forme vieiie iiitrodoltti. 1 ; ~  iiozioiie di deiisi tA r;ippreseii tata dall' a rea  (iioii 
euclidea) del poligoiio foiiditiiieiitale; iiozioiie che sostituisce quella gik i i i  trodotta 
da E~SENSTEIN per le foriiie yiiadratiche ternarie definite. HUMBERT, coi1 1'Arit- 
metica aiialitica, diede poi d l i t  iiozioiie iiitrodotta da1 R I A N ~ H I  qiiella geiiera- 

lizzazioiie iiidicata, da1 BIAXOHI stesso. 
Il  iiostro RIaestro si occiipo aiiche della questioiie i i i ~ e r s a  a quellit che 

domina iiei lavosi di ciii ora si 15 parlnto e cioé, invece di defiiiire l a  natura 
aritmetica, del griippo e ricercariie il cntnpo foiidaineiitale, clefiiiisce la specie 
di questo e determiiia i c:tratteri ;uiIinetici dei gruppi comispoiideiiti: 9: Rend. 
hcc.  Liii. D, 1893 (2" sein.); 1909 (1" seiii.). Queste ricerclie fiiroiio poi riprese 
da1 SANSONE. 

1 riinaiieiiti lavori di Aritinetica, esclusa lu Nota dei Liiicei del 1890 (1" sein.) 
che si collega ad iiiia Iilenioria del Prc~i ln sopra le foriiie di HERMITE, iigiiai-. 
daiio la  teoria degli ideali. 

Iii ii i i ik Metnoria del Jouriittl de I\l;~tliéiiiaticlues (1922) e iiella Nota dei 
Liiicei del 1923 (1" seiii.), il RIANCHI coiisideri) gli ideali d a  Loi chiaiiiati ideali 
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prima.ri assolati, qnelli ciok in cui la  ilorma. coincide col piii piccolo iiitero 
rnzioiiale iii essi conteiiiito. Ne trova interessnnti e caratteristichc proprieth 
e iie sviliippn delle applicnzioiii, fra cui l a  dimostrazione elenieiitare del 
teorema dell'iiifiiiita degli ideali priini di priino grsdo iii ogni corpo algebrico, 
tliinostrazioiie che vieiie poi coinpletata iiella Nota dei Liilcei 1922 (2'  sein.). 
Altra applicnzioiie si ha iielln riduzione, iii i i i i  corpo algebrico, clel simbolo 

di DII~ICHLET - a1 siinbol0 di LEGENDRE, per gli ideali priini di primo grado. l"P1 
Qiiesta ricerca e ra  giii, stata eseguita, iii modo completo, per i corpi quadisa- 
tici, iiella. siia Nota dei Liiicei 1920 (2" sein.). DII<ICHLET si e r a  o ~ c u p a t o  di 
tale questioiie riel caso particolare del corpo ~ ( v - 1 ) .  

Il BIANCHI coinpleto, per  i corpi nlgebrici, la ricercn dell' esisteiizrt O ineiio 
delle radici primitive col coiisidernre, per iiioduli, gli ideali coiiiposti ( a  Rend. 

,4cc. Li!icei n ,  1923, 1" sein.). Qiiesti risiil tati e qiielli i'elntivi alle formule di 
i'idiizioiie del siiiibolo di DII~TCHLET soi10 stati iiiseriti iiel silo Tratta to : I,eaimi 
sldlr~, !Z1tio7-in. de i  Nic~~te?ai cclgetwici (Za:iichelli, Bologiin, 1923i, clle riprodiice, 
i i i  iilodo mollo esteso, il corso litografitto di Aiialisi Siiperioi'e tenuto all'Uiii- 
versita di Pisa iiell'aiiiio 19i'O-21. Ne1 1911-12, il I ~ A N C H I  teiiiie piire U I I  corso 
(litografato) di Teorin dei Nuineri e precisamciite: Leuioni sulln Teog.icc mai l -  

weticct delle forme quad~.nt iche 6incwie e t e ~ v u w i e .  
Andiaiilo orn a parlare della prodiizioiie del & . ~ N C H I  clie rigiiarda i'dlgehn. 
L'opera p i i ~  iinportaiite, in questo raino, è il Trattnto: Leaiol~i  sulln 1eoq.i~ 

d ~ i  g?-uppi  d i  sostituaioni e delle equnzioni algebviche seco~ldo Galois (Spoerri, 
Pisa, 1900). Si h a  iiioltre la Memoria degli ~An i i a l i  di rclateinntica 3,1852-83 (T. XI), 
sopra ln. risolveiite di LAGRANGE per  le eqiiazioiii di grndo priiiîo risoliibili per  
radicali. Iii 'questo lavoro viene coinpletata ana  ricerca del BETTI, col deter- 
niiiiare la, struttura di tale risolvente. A base di queste ricerclie il BIANCHI 
poile iioove coiisiderazioiii sopra il griippo inetaciclico (gi'iippo di GALOIS delle 
equazioiii i i i  esaine). 

lnoltre si Iinniio due Note del a Giornale di Battagliiii ., 1878, vol. 16 e 1859, 
vol. 17, iii cai il Maestro d h  uii metodo geoiiletrico pe; otteiiere iiifiiiiti sistenii 
piaiii oiiialoidici di ciirve di grndo qualuiique; e, dimostrn, pure per  via geoine- 
tricn,, che ln trnsformnzioile per  raggi vettori reciproci ilel piano è l'iiiiica 
trnsforiiiazioiie birszioiiale (oltre alle similitudiiii) che coiiservi gli aiigoli, 
esteiideiido poi tale pi'oposizioiie aiiclie alIo spazio ordiiiario. 
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Sui gruppi di corriipoildeuae (2, 2) sopra una cuyva. algebrioil. 

Memoria di GUIDO ASCOLI (a Torino). 

11 concettp di gruppo di operazioni iiella sua, fornia ordiiiaria pufi esteii- 
dersi alle operazioni non aventi risiiltato iiiiico, e iii particolare .alle corri- 
spoiidenze non univoche tra i puiiti di uiia ctirva algebrica. Na tale estensio~ie 
non seinbra di  grande iiiteresse, principdmente percliè in iin gruppo cosi 
costi;&to debboiio ~ X O V A ~ ' S ~  corrisp~ndeiize con indice (nunlero dei corrispon- 
denti di nii elemerito) gra.nde , a  piacere. 

Nella presente Meinoria. mostrerb corne, pei7 le comispoiidenze su uiia 
curva dg-ebrica., si possa,, iii ïnodo assai semplice, rnoc1ific:ire i l  cioiicetto di 
gruppo, coi~servniido di questo le ilote esseiiziali, ma retideiido possibile di 
evita,re l'accrescimento indefiiiito degli indici. Della iiuova defiiiizione darb 
poi subito un'applicazione trattaiido il problema che primo si preseiita ne1 
nuovo ordiiie &i idee e cioè ILL costruziorie dei griippi di corrispoiideiixe aventi 
indici non superiore a 2 (e che risultaiio coinposti solo di corrispoildeiize (1, 1) 
'e (2, 2)). Mi senibra iiotevole il risultato cui giuiigo in questa parte del lavoro : 
e cioè la possibilita di otteiiere seinpre siffatti gruppi trasformniido medialite 
una eorrisponaenza (1, 2)' O u*ia (2, l), esisteiite tra uiia certa curva W e la 
curva data C, un grrippo di eorrispondenze birazioiia1i"tra i piiiiti0 della W. 

Le  ultime pagine della Memoria soiio dedicate principalmente al caso 

delle curve razionali, sulle qiiali si deterininaiio iinmediatamerite i gruppi di 
eorrispoitdenze (2 ,  2 )  ricorreiido a UIIR  W razionale od ellittica. Doiide, ilel 
secoiido. caso, che è il piu intvressaiite, uu prevedibile leganle cou la teoria 
delle fiinyoni ellittiche; esso si manifesta nelln forma piU seinplice ii i  qumto 
i gruppi di (2, 2) propriameilte discoiitiiiui risultaiio fini& ed amrnettono 
come funzioiii iiivarin'nti fondaineiitali (le andoghe delle ordiiiarie funzioni 
poliedriche) le funzioiii razionalicoii cui si opera la trasforinazione dei pe- 
riodi nella @(u) ellittica. 

Risulta cosi che qiiesti riuovi gruppi non coiiducoiio ad un ampliainento 
essenziale della' teorin delle funzioni ttutoinorfe; ci6 che vale probabilinente 
anche iiei casi pih' elevati. 
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86 Ci. ASCOLI :  SM^ grwppi di corrisponden~e (2,2) sopra zcna czcrva algebrica 

IL inetodo usato per i gruppi di (2, 2) è suscettibile di pareiale esteiisioiie 
anche ai cn.si superiori ; rna. preseiita allora difficoltk clie iioii soiio siiiora 
riiiscito n superare. Si otteiigoiio beiisi faciliiieiite griippi di striittura analoga 
a quella dei gruppi di (2, 2) qui determiiiati; peid 11011 seinbra che essi 
possaiio esaurire t~it t i  i casi possibili. 

L'argojiieiito della preseiite Ivfeiiioria non risulta aver forinato oggetto di 
precedeiiti rieerche; qua.lche raffroiito pub fttrsi perb tra nlciiihi particolari 
della trattazione e risultati di varî Autori ; si veda su ci6 la Nota bibliogra- 
fica in fine del lnvoro. 

1. Gruppi di co~ris~ondenze su ana curva algebrica. 

1. P~iiiaiiio a base delle nostre c~iisitlera~zioni uiia 'varieth, nlgebrica irri- 
ducibile cmt, ad eseinpio iina. ci,rvcz algebrica C, e le trasforiila.zioiii algebriche 
della varietà i i i  sè, O, cio che é sostaiizidmeiitt: 10 stesso, le corrispoiiderize 
algebriche- tra gli eleiiieiiti della varieth.. Riteiiiniiio iioto tiitto ci6 che ri- 
guardn le operiieioiii di somnza e pi-odolto di c o r r i ~ ~ o i ~ d e n z e ,  conle pure ln 
iiozioiie di ~.iducibilità delle corrispondeiize ('). 

Coine d i  coiisiieta, diieino (p8inzo)'  indice di uiia corrispoiideiiza i l  iiumero 
dei puiiti che essa, operaildo in senso diretto, fa corrispoiidere a 1111 ' piiiito 
geiierico della curva. Secondo indice potrA dirsi l'indice della corrispoii- 
cleiizn i i i  versa. 

2. Uii aggregato G di corrispoiideme i i i  iiiiti. corva G si dirii 1111 g?.zcppo, 
se, prese due corrisporideiize S e T nell';ig$zgn,to, ogni parte irriducibile 
del prodotto 5'1' 12 anche pnrt,e (irridocibile) di 6n:i. corrispondeiiza U del- 
1' aggregn to. 

Questa defiiiizioiie coiiserva evideiitemsiite' ci6 che si coiisidera coiiîe il 
carattese esseiizii~le della nozioiie ordiiinria di g m p p o .  Se iiifatti l'eleiiieiito P 
è miitato cla S i r i  P' e questo da 1' i i i  Pu, esiste uiia parte irriducibile di Sl '  
che inuta. P i i i  P", e qiiiiidi uiia certa corrispoiideiiea U di G che muta 

(') Si  vegga per qiiesto il recente trattato di P. SEÏERT: Trattato di  Geometria Alge- 
brica (vol. 1, parte la, Zaniohelli, Bologna, 1926) di oui seguiaino la nomenclatura e le nota- 
zioni; in particolare il cap. IV, § 2, ove i concetti suindicati vengono ricondotti ai concetti 
genernli della teoria delle vai-ieth algebriche, in qnanto le corrispondenze yengono identifi- 
cate a varietà siiburdinate alla varieth delle coppie clell'ente algebrico. I l  Capitolo contiene 
anche iin'anipia bibliografia. 
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pure P iii P .  Iri altri teriniiii, iiitrodotta anche per questi gruppi la nozioiie 
di eleineiiti equivnlejati ibispetto ad u1i gruppo, si pub aiicora n.ffermare che 
la relàzioiie di equivalenxa è t7m~sit ina.  

Alla defiiiizioiie di gr~ippo si pub dare anche ln segueiite forma, iiidipeil- 
dente da1 coiicetto di pal-te im-iducibile: G è iiii. gruppo se il prodotto di due 
corrispoiidenze di G é coiiteliuto in uiia somma di corrispoiideiize (distinte O no) 
di G. Si verifica iiifatti frtciliileiite l'eqiiivalei~za delle due defiiiizioili. 

3. Ddl'unn O dall'nltra delle precedeiiti definizioili segue che se due 
aggregati G e G' di corrispoiideiize tra i priiiti di C soiio tali che ogiii parte 
irriducibile di uiia corrispoiidenztl di G é parte (irriducibile) di uiia. corrispoii- 
denza di G', e viceversa, e B è un gruppo, aiiche G' è uii gruppo. 

Cotisidererenlo due gruppi siffatti coine iioii essenziaImeiite distiiiti: In 
particolare, un gruppo potrà sempre ridursi a coiitenere solo corrispoiideiize 
irriducibili, e cib in un modo solo. In quest'ultiino caso la proprieth gruppale 
preiide la forina seguente: il prodotto di  due corrispondeiize di G è somma 
di corrispondeiize, distiiite O no, di G. 

4. Gruppi finiti. - Corne facile esenipliflcazione non priva tuttavia: di 
uii certo interesse, tratteretno breveineiite dei gruppi coiiteneriti corrispoii- 
denze S,, S ,,..., Sn,  in iiumero finito. 

Le Si potramo supporsi irriducibili; si indichera coii s, I'iiidice di 8,. 
Sussisterituno allora formule del tipo 

dove i yi.jk saraiiiio interi positivi O ilulli ('). 
Sia P un punto generico di C, Q , ,  Q,, ..., Qh i suoi equivaIeiiti rispetto 

a G (h  = si -+ s, -t- .... + s,,) ; essehdo le S, distiii te e 'irriducibili, . essi smaiiiio 
tutti distinti. Lo stesso potrà. dirsi per gli equivalenti di lino dei Q , ,  i quali 
percib, doveiido essere il1 iiuinero di h ed equivalenti anche a P, coiiwide- 
ranno con i &, stessi. Siechè i Q, soiio tra loro equivalenti, cioè l'equivalenza 
è anche proprieth  ifl lessiva e sis1inzeZ7~ica : u n  g ~ u p p o  fznito contéene sempre 
1' identità e E'inversa d i  ogni sua cowispo~~demrn.  

(') Xotianio di pasvaggio che ad oghi gruppo finito ai coi.rispoidenae viene cosi ad 
associami iina particolare algebra, costituita dagli eleinenti delia forma' SciSi, ove i ci pas- 
sono supporsi elementi ciel coipo razionale o di a1ti.o corpo più ampio. 
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Segue anche che uiio dei punti Q, deteriniiia l'iritero gkppo,  sicehé. i 
punti equivalenti rispetto cr, uu glauppo fzuito descriuono un'involuzione ( I ) .  

Sia 1 qiiest' iiivoluzioiie, H = ZS, la corrisporidenza che ad un punto di C 
associa il gruppo di I che per esso. 

Si ha subito, per ilna da,ta 8,. : 

iiifatti ad uii puiito P di C eorrispoiidono in 8,. certi s,. puiiti, appartenenti 
a1 gruppo di I che passa per P, e a' questi, in Il, il gruppo stesso,. cori- 
tato s,. volte. 

Preilderido le inverse dei due ineinbrj, e detta S, l'inversa di 'S,., che 
appartiene auch'essa al gruppo G, otteriiaino : 

dovraiino d o r a  essere iiguali gli iiidici dei due meinbri, cioé hs,=s,h, st=s,.: 
le  com.ispo~zdeme d i  en g9'uppo finit0 sono tut te  ad indici  zcgunli, ossia del 
tipo (.A, m). , 

Segue anche HS, = s,H. Le relazioiii trovate, che possono seriversi anche 

e l'altra che se lie deduce sommaiido rispetto ad 1-: 

costitiiiscoiio altrettaiite proprieth, iiiteressaiiti del quadro di i~ioltiplicazioile 
del gruppo G .  

5. Iii versaiiieii te, sin osa Z un' iiivol~izioiie sernfiliceiiieii te iiifiiiita di pun ti 
di C, di oriline 12, e H 1% corrispoiideiiza (la, h) che associa ad ogni puiito di C 
il griippo di I che 10 coiitieiie. Le par t i  iwiducib i l i  d i  H costitzcisco~~o uu 

gl~u]Jpo. 
Cio risiilta ilel inotlo piii completo osservaiido che si ha evideiiteineiite 

(') La concliisione è iininediatainente estendibile ad ogni gruppo infinito contenente 
I'identitB e l'inversa di ogni sua corrispoiidenea, ne1 senao che un punto di C determina 
tiitti i snoi eqii identi .  Ne1 casa di lin griippo tlisçontiniio si pot& parlare d o r a  di un'in. 
voluziorie (trascendente), (Li ordine iafinito, i ciii gi-iippi siirnniio c.ostitiiiti (la iin'infiniti di- 
~ c r e t a  di piinti tlistinti. 
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ossia, essendo S,, 8 ?,..., S,, le parti irriducibili di H: 

Da ci0 risulta che cii~scuiio dei prodotti S,Sj 15 soinina, di alciine S,, 
ossia che le Si forinaiio uii griippo. 

Iii ta1 modo ad ogiii gruppo fiiiito di corrispoiideiize vierie associata uiia 
iiivoluzioiie seinpliceineiite iiifinita., e viceverse. Cio lion seinbrtt perb di grande 
utilitk per 10 studio dei gruppi fiiiiti ; generalrneiite iiifatti la ' I I  si spe%zeh, 
iiell' identitb e iii irna (h - 1, h -- 1) S, irridiicibile, cmo di iiessuii iriteresse. 
Noii seinbra facile iiidagare diretttmeiite qiiiirido la, S preseiiti ca,si di ridu- 
cibili th. 

Si pub ad ogiii i11odo osservare che, olt,re'che' ne1 caso dellti, iiivoluzione 
costitiiita dai cicli d i  il11 grirppo di trasforiiia.zioiii birazioiiali di C iii sé, si, 
ottieiie iiria S ridncibile ' quziiido 1' iilvoluziaiie I sia compost:s con uil7 altra 
iiivoluziorie 1'. III ta1 caso la. H contieiie ln H' corrispoiideiite Aila 1: la 

H f  e n sila volta riducibile; sicchè il gruppo contieiie allora alrneiio 
t?.c corrispoiide~ize, E si potrebbe proseg&re G U  questa via. 

Giova pero nvvertire, per i'iiiteresse da t~ttribiiire alle preseiiti ricerche, 
che t d i  cnsi sono ben lontaiii da esaurire tutte le possibilith, corne pots& ve- 
jersi dallo studio dei gruppi di çorrispondeiize (2, 2) a eiii 8 dedicnta la  parte 
priiicipnle della Memoria. 

11' legaine dei gruppi fiiiiti' coii le invohuioi~i prende forma particolar- 
ineiite seinplice rie'l caso di uiia curva. C razioii?Ie, L'iiivoluzione 1 e i i ~  ta1 caso 
iiiia serie liiieare gl, forinat,a'dsli gruppi di liveilo di  una fuiizione razionale 

e l'equazioiie della corrispondeiiza H prende Ia forins Fcx) = q$) ci06 

.(@(Y) - 4y)P(@ =I 0: 

La costruzioiie dei gruppi fiiiiti vieiie cosi ridotta alla decomposizione in 
fi~ttori irriducibili di un poliiiomio. della forma a(rx;)B(y) - a(y)$(lic). La fuiizione 
rimioiiale F ( x )  assuine l'ufficio di funzione invaviçcnte foiidarne~itde per il 
gruppo. (i). 

(*) In particolare, la deter~uiriaziona dei gruppi fiuiti di sostituaioni lineaii viene ridotta 
alla iicerca dei polinomi del tipq indicato decomponibili in fattori bilineari ; formulazione piti 
ciiriosa oerto che utiIe che non trovo notata dai va19 Autori. 
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6. Gruppi con indiei limitati. - Tra i gruppi di corrispoildeiize, sein- 
braiio dotati di iiiaggior interesse qiielli iiei quali i due indici di ogni corrispoii- 
deiiza rioii siiperwiio nini uii certo iiitero N. 1 gruppi fiiiiti lie soiio l'esempio 
piii seinplice. 

Si pub assegiiare uiln seinplice proprieth di questi gruppi, giA verificats 
per  i gruppi fiiiiti: TI'L rclz c~>~16ppo c o ~ ~  i n d i c i  l i ~ ~ l i t n t i  ogn i  c o ? - ~ . i s p o n d e ~ ~ z t r  é 

c d  indici zdguali. 
Iii h i  tale gruppo esista iiiia corrispoiideiiza (21, q), e sin. AS, ove è p + q .  

Se N è l'iiidice nisissirno del gruppo, le poteiize S'' per 9 -  abbastat1z:i. graiide, 
dovrariiio essere riducibili, e precisaiiieiite spezzarsi iii termiiii 7; di iridici ai, Pi 
ilon superiori ad N. Sia 

5"" = Ti + 7; + .... + Tk 
e quindi 

p q ' = a , + a 2 +  .... +ak ,  q 9 ' = ~ , + P r +  .... Bk. 
Poicliè 1 < a, < N, 1 < P, < N, risulta : 

k < 21' < kN, k,< q" < k N  
e quiiidi 

Orw cio iioii pu0 valere per ogni 7 * ,  nell'ipotesi posta p + q  : chè pub 
scegliersi uii 9 -  tale che sia (p/q)>' > N se p > q ; (plq)" < 1/!V se p < q. È 
duiique p = q coine si e r a  asserito. 

II. Gruppi di corrisyondenze (2, 2) soyra una curvai algebrica,. 

7. Pei* I'ultiiiio teoreiiia dimostrato (il." 6) i gruppi di corrisporideiize tra 
punti di oiia ciirva wlgebrica, aveiiti iiidici (primo e secoiido) noil superiore 
a 2, potraiiiio coiiteiiere soltaiito corrispoiideiize (1, 1) e corrispoiideiize (2, 2). 
Escliideiido iiaturalineiite clie 1111 gruppo coiiteiiga solo corrispoiideiize biuni- 
vnclie, useremo breveiiierite la locuzioiie a gruppi di corrispoiideiize (2, 2) 
per iiidicare uii gruppo che coiiteiiga (2, 2) irriducibili, ed eveiitualiileiite 
delle (1, 1). 

111 uii siiiiile gruppo, il prodotto di uiin. (1, 1) per  iiiia (2, 2)) O viceversa, 
e aiicora uiia (2, 2) del gruppo ; iiivece i l  prodotto di due (2 ,  2) del gruppo, 
esseiido uiia (4, 4), 11011 sark coiitei~uto ilel griippo, ina vi saraiiiio contenute 
le sue parti irriducibili; qiieste clovi.aiiiio diirique essere delle (1, 1) O delle (2, 2). 
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Si ricoiiosce dunque la riecessit8 di uno studio accurato dei casi di ridu- 
cibilith del prodotto di due corrispondeiize (2, 2); il problema presentaiîdo per 
sè un certo interesse, cercheremo di darne uiia trattazione esaurierite, ferman- 
doui anche su qualche particolare che lion sarebbe necessario ai fini del 
presente lavoro. 

Premettiatno una distiiizioiie iiel campo delle (2, 2), seinplice applicazione 
di uii coiicetto generale, già rioto per corrispoiidenze di  indici qualunque ('). 
Diremo che uila corrispondenza (2, 2)  tra due curve C, C' distinte oppur no, 
è composta se essa pub essere geiieratn da u n i  corrispondenza biur~ivoca tra 
le coppie di un' iiivoluzioiie di 2" ordine y su C e quelle di un' iiivolbxione 
di Su ordiiie y' su G'; in altre parole, se ai puiiti di C corrispoiidono su C' 
coppie di y' e ni puiiti di C' corrispoiidoi~o su C coppie di y. Si prova facil- 
merite che uiia di questc condizioiii porta di coriseguenzs l 'al tra;  se  iiifatti 
la (2, 2) S fa corrjspoiidere al puiito P di C la coppia Q,Q, di y', coiisideraiido 
il punto P' che irisieme con P corrisponde a, Q ,  nella Ski e cercando i corri- 
'sporideiiti di P' iii S, si troverà uiia coppin di y' contenerite Q, ,  e cioè lit &,a,. 
Sicche 2'' è anche corrispoiideiite di Q, in S-'. Dopo ci0 e chiaro che P 
determiiia razionalmeiilo e in modo simtnetrico P', ossia le coppie PP' de- 
scrivoiio un' involuzioiie, 

R e s h  aiiche cosi provato impli~itaineiite e h e  S e composta se per ogni 
elemeiito P esiste un elemeilto P.' tale che P e P' haiiiio iii S gli stessi cor- 
rispondeiiti. 

Chiamereino talvolta p.imcc e secondn. involtizione di una (2, 2) composta 
le due~involuzioni di 2" ordine trn le quali opera la S. ' 

8. Riducibilità del prodotto di  due corrispondenze (2 ,  2). - Si coiisiderino 
tre curve algebriche C, C ,  C" e due corrispondenze (2, 2) irriducibili, una, S, 
tra C e C', l'altrit, T, tra C' e C". Ci proponiaino di deterininare i casi in cui 
la (4, 4) ST é riducibile. Proverelno anzitutto che: 

II prodotto ST pub spexeami sqlo in u n o  dei filodi seijuenti: 

dove U, V souo (2, 2) iwiducib i l i  distinte, A, y sono (1, 1)  disiinte.' 

(1) SEVÉRI, loc. cit., n. 88, pag. 215. 
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' 
Sia infatti P un punto géiierico di C, Q,, Q, i suoi cori.ispbiidenti i i i  S, 

R , , ,  R,,; R,,, R,, i corrispoiideiiti di Q,  e Q, iri Y. Cid pub sn,ppresentarsi 
schematicamente iiel modo seguerite : 

' Q,--(fi&l,RiZ) 
SZ'; P ' ' Q* -(&, 

Comincieremo s provare che ST non pub coiitenere delle ( j e ,  1$ delle (1, 1 . )  

che non siano (1, 1). Conteiiga infatti S T  la (Y,  1) 1, la  quale iiluti P, per 
esempio, in Ri,. Considerando la AT-" essn muterh P in uiia coppia di ele- 
menti, uiio dei quali è Q ,  ; ;na aiiihe S muta P iii Q, (e Q,) ed.6 irriclucibile; 
dunqiie AT-' coiitiene S. Ora 17'-' è iiiia. ( 2 9 ~ ~  2) e S u n s  (2, 2) ; quindi 6 
9. -= 1 (e A Yi = S). 

Contenga invece Sl' ~iiia, (1, 9.); T-'8-' coiiterrh uiia ( p . ,  l), e sarà n.11- 

cora v =  1. 
Segue di qui chc S T  non pub conteiiere' che (1, l), (2, 2) e (3, 3)  irriduci- 

bili. Escluderemo 1' ultiino caso, e ci06 la decoinpoiiibilita di ST jii uiin (3, 3) 
irriducibile e iri uiia (1, 1) provaiido che se SI' contieiie uiin (1, 1) coiitieiie il 
suo doppio. Dopo ci6 il teoreiiîn potrà dirsi coinpletanlerite diinostrnto. 

Coiitenga 87' la (1, l j  À la  quale innti P in R,, ; corne si e gii~ visto, 
sarà Ai1- '  = S da  cui' Th-' = S-'. Operaiido boii i due membri su Q,, risul- 
terk che uno degli eleinenti R,, ,  R,,, è inuti~to dn A-' iu P. Sia .esse R,, ; 
allora -1 muta P in R,, , ed è quindi R,, = R,,. I l  prodotta S T  coiitiene per 
ci0 A due volte, e la  (2, 2) sesidoa rioii potih piu conteiiere 1, doveiido per 
questo essere R,,'= R,, O R,, = R,,, contro 1' ipotesi della irriducibilittL di T. 
Dovrà quindi, se è riducibile, coiitenere un' altm (1, 1) p, a m i  ridimi al si10 
doppio. 

9. Manteiieildo le precedeiiti iiotazioiii, propniii~tnoci di '  vedere coine gli 
eleinenti Ri,, corrispondenti di P in ST, si ripartiscano trn le varie coinpo- 
iieiiti di dl', iiei varî casi di riducibilità di questo prodotto. 

Cib è immediato riei casi b), c), d) e i risiiltati possoiio. siinboleggia.rsi 

ilel modo seguen te : 
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(3. ASCOLI: Su/i y.ru.ppi di cor?.ispom&mze (2,2) sopra wna curua algebricu 93 
* -  

Vedreino che iiel caso a;) la ripartizioiie è la segueiite : 

dove, come del resto negli altri casi, si e scritta, iinn soln delle ripartizioiri 
posibili,. le altre esseiido sostanzinlineii te ideiiticlie. Rasterit che escludinmo 
l' altra ripartiaione : 

dove gli Ri,, essetido O' e V distiiite e irriducibili, sono tutti distiiiti. 
.Coiisiderinirio iiifatti l a  UT-' ; in essn tra i corrispoiideiiti di P compa- 

risce due volte Q,, ineiitre in AS, ctie B irridiicibile, P lia per corrispoiideiiti 
Q, e Q2. Ne segiie UT-" 2s e II'U:' = 2s'. Applicarido i due meinbri a Q,, 
risultn che 1' cosrispoiide iii UVL sia A RpL che i-L R,,, cioè che U muta I' 
in A?;,, K,,. È avora U =  V contro l'ipotesi. 

La  ri partizione escl i~sa è iiivece cara ttkristica del  cas^ c). 

10. Ci sarit titile ora la, considei.azioiie della cuwn (O, iti geiierqle, vurield) 
dé c o w i s p o n d e ~ z z a  relativa ad  niia data corrispoiidetiza S tra due curve C, Cf. 
Corne e iioto ('), si dB tale nome alla curvit [SI, determiiiata a meiio di tra- 
sformazioni birnzioiiali, nei puuti della qunle si rappresentniio biuiiikocameiite 
le coppie costituite d a  un punto p di C e da. un putito Q di C', corrispondenti 
iii S. Se S è isriducibile, tale è miche [SI; e se  S è iiiin (2,2), t ra  i puiiti di C 
e di [SI,' coine pure t ra  i punti di C" e di [SI, iutercedoiio due corrispoii- 
deiize (1, 2) poichè 1111 guiito di C .(O di C') ha due corrispoiideiiti s u  Cf  
(O su C )  e d a  quiiidi luogo a due puiiti di [SI. Queste due carrispondenae 
potraiiiio opportunaineilte iiidicarsi coii i siinboli as, as-I, e s i  hh subito 

Se, conie ~i è supposto iielle coiisiderazioiii precedenti, si hanno due cor- 
rispondeiize (2, 2)) uiia S tra G ' e  d', una  T tra C' e Cr', iiascerk t m  l e  curve 

(i) Cfi-. SEVERI,. loc. cit., n. 61, ove, come si & avvertito, il concetto & posto a base della 
definizione stessa di corrispondema. È da avvertire che la considerazione delle varieth di 
corrispondenza risale al S E ~ R E  (Imtvodusione alla Geometria s o p r a  wz elzte calgebrico sempli- 
cemente infimito. Ann. di Mat. B, la), t. 22, 1894) che la diede in foima astratta, mentre se 
ne deve al BERTISI un semplice modello proiettivo. 
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di corrispoiidenza [SI, IT] la corrispoiideiiza (2, 2) espressa d a  a&a,. Il suo 
sigiiific;ito é chiaro : se P è iiii piiiito di C, Q un siio corrispondeiite iii S, 
fi', ZZ" i corrispoiideiiti di Q i n  T, la (2, 2) considerata fa oorrispoiidere al  
puiito (I'Q) di [SI i puiiti (QR'), (OR") di [Tl. Diremo bievemeiite che essa é 

la  (2, 2)  s ~ ) o ) * ~ ~ ~ L c c I c G  dallil coppitt di corrispondeiize S, 1' tra le rispettive 
curve di corrispoiideiiza. 

Se, dopo cio, ripreiidiaino a colisiderare il cnso a) di riducibilitA, sclieiiia- 
ticanieiite rappreseiitato da  : 

SI1= U +  v, 

vedinnio clle, iioti P e QI,  è deteriuiiiato razioiit~lineii te RI,  , coine u?~ ico  
eleiileiito di C" ctie è irisieine coriispoiidente di P in U e di Q, iii 1'; e 
cosi R,,. Siccliè il puiito ( I ' Q , )  di [SI determiiia. rnzioiinlineiite i puiiti (&,II,,), 
(Q,R,,) di [Tl e li i .  (2, 2) subordiiiiitn da S e 7' t ra  le rispettive curve di cor- 
rispoiideiiza risulta riducibile. 

Coiiie subito si ricoiiosce, 10 stesso pub dirsi iiei casi b) e d). 
Il risultato pub iiivertirsi: se  l a  detta (2, 2) t ra  [SI e [Tl è ridwibile, e 

si ha  cioè 
a & ! , u T = P + ~  

d o r e  p e y  sono (1, 1) ,  sarà  

e 85" si spezierh in due (2, 2). 

La dediizione precedeiite iioii vale per la riducibilità di tipo c), per la 
quale iiifatti i l  fatto stesso iioii sussiste. Se pero si osserva il relativo schema: 

ST;  P 
/ Q , - ( A ,  BI , u; p / A  ' Q,  - (A,  B) \B 

si ricoiioscerh subito che S e 5" soiio composte e che ln se coi id:^ iiivoluzioiie 
di S coincide con la. prima di 5". Ed iiifatti T è composta perché iii essa QI 
e Q, hairiio gli stessi corrispoiideiiti (n." 7 ) ,  e (QI, &,)(A, B) descrivono l a  sua 
prima e secoiida iiivoluzioiie; e S è allora composta perché i corrispoiideiiti 
di 1' desciivoiio uii'involuxioiie, clie é la. seconda di S e l a  priilli~ di 7'. La 
deduziorie è applicabile aiiche al cas0 d). 
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Viceversa, se  si hanno S U  C, C', CI1 le iiivoluzioiii di 2" ordine y, y', y'! 

e S è composta con y e y', T con y' e y", si vedra subito che S?' risulta il 
doppio di uiia corrispondeiiza U, coniposta con y e y", ed eventualmente 
riducibi le. 

Si preseiitaiio duiique coine possibili due soli tipi d i  riducibilitk: uno (a), 

caratteristico dei cnsi a )  e b), 11110 (p) che avviene iiivece ne1 caso c);  ne1 
caso d )  i due tipi si verificaiio iiisieine. 

Concludianio : se S e T so12o c o w i s p o n d e n z e  (2, 2) ir.l.iducibili, l n  p - i m c ~  
t m  C e C', ln, seconda tl-a Cr e C", cond i z ione  ntxessar-in e s u f i c i e n t e  a f i n c h 8  
i l  pvodotto ST s ia  r iduc ib i l e  é che  ntiuenga u n o  a l m e n o  d e i  d u e  futt i  seguent i :  

a) l n  co?.~.ispo7tdenza (2, 2) che  S e T subordinano i7-CL le 9-ispettive 
c w v e  d i  corn-ispondenea [SI, [Tl sia ?-idtccibile; 

j)  S e T s iano composte,  e la  seconda invo luz ione  d i  S coi?tcida c o n  
l n  p?.ima d i  T. 

S e  avv ieue  i l  caso a)  e no11 i l  j), ST s i  sc inde in d u e  (2, 2 )  d i s t in te ,  
zcna delle q u a l i  pub r i d u m i  a l  dopp io  d i  unn ( 1 ,  1 ) ;  se atiuiene i l  caso P) e 
n o n  quel10 u), ST & i l  dopp io  d i  u n a  (2 ,  3) i~v . iducibi le  ; se uvvengono ins ie tne  
i cusi  rn) e p), ST s i  s p e z x a  ne l  dopp io  d i  zbnn (1, 1) e ne1 dopp io  d i  zcn'altrct 
( 1 ,  l), d i s t i n t a  da l la  p l i m a .  

11. In  particolare, una (2, 2) irrid~icibile S tra i punti di iina ciirva C 
avra  quadrato riducibile quarido avvenga Lino dei fatti segueiiti: 

a) l a  corrispoiideiiza (2, 2) t ra  i piiiiti di [SI, che si ottiene associando 
i punti del tipo (PQ)(QR) è riducibile; 

j) 8 è composta, ed opera tra, le coppie di uiia involuzioiie di 2" ordine 
esisteiite su  C. 

Ne1 primo caso si pub dare di 5" uiia iiotevole caratterizzazione. Si con- 
sideri 10 schemn di trasforrnazioiie relativo ad S2: 

ne1 quale abbiamo iiidicato aiiche l'el'eiiieiito P, che iiisieine a P corrispoiide 
a Q, iii S-'. Esiste una corrispondeiiza biunivoca o t ra  i puiiti di [SI che 

inuta ( P Q , )  in ( Q , M , , ) ;  essa iuutera ( P , & , )  iii 11110 dei puiiti (&,Ifi,), (Q,lll,,), 

qliiridi iiecessariaineiit,e ilel secondo. Ne segiie subito, coi1 le iiotazioni tidottnte: 
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coine si vede operaiido coi i due inembri su  Q,.  E poichè S= a s a g ,  risulta 

ü = aSoa;' . 
Poiiendo a;' = w, risulta 

cioé S è ts;isfoi'mata di  o inediaiite la (2, 1) w operaiite tra [SI ed S. 
Viceversa, se  o è niin, (1, 1) trn i puiiti di uiia curva W, o uiia corri- 

spoiideiiza (2, 1) trn TS' e 1% curva data C, ed .S  h a  ln, foriua iiidicata, S% 
riducibile. Si ha  iiifiltti wu-' = 1 i- p, dore p è la (1, 1) sussisteiite sii W tra 
i due corrispoiicleriti di 1111 puiito di S, e quiiidi : 

Mn anche lie1 cnso p) siissiste 1111 fatto a i ~ d o g o .  Si colisideri iiifatti la 
curva W,  iii cui si rappreseiitniio biuiiivocaiueiite le  coppie dell'involuzioiie y 

coii cui é coinposta l i ~  S ;  tra IV, e C intercederit una corrispoiideiiza (1,  2), 
e sia essa w , .  L a  S, d'nltroiide, coine corrispondenza (2, 2) conlposta (:on y, 
jnduce su W,  iiiin corrisyoi~deiiza biuiiivoca a, ,  e si ha-subito:  

e cioè S è la trasfoi'inntn di 5, iilediaiite w,. 
Viceversa, se sùssiste uiin corrispondeiiza (1, 2) w, tra uiia certa  curva W, 

e la data C, e 5 ,  e ona (1, 1) tra i piiiiti di TV,, ed è S = w , - ~ u ,  w, , sara :  

verificaiidosi subito che w, w,-' = 2. 
Coiicludeiido : le co~.~ . i spo~sdenze  (2, 2) i?.~.iducibili t7.u i ptrnti d i  uncc 

czu.vn C, (c qul idmto ?.iducibile, sono, tu t te  e sole, quelle che possono otte- 
elel-si I ~ - a s f o ~ * ~ ~ i a ~ z d o  zmn col-r-ispondenzn biunivoca esistente s u  tuta c w v n  W 
?nediccnte zma co~v.ispolzde~z;n (1,  2)  oppuve zma (2, 1 )  avente luogo t?-a ln 
e l n  c w z m  data C. 

12. Costitiizioiie dei gruppi di cori.isponùenze (2, 2). - St~idiereino aiizi- 
tiitto yiiei griippi di corrispoiideiize (2, 2)  irei quali i l  prodotto di cliie ('3, 2) 
del griippo preseiita seii1pi.e il cils0 ( x )  di riduci1)ilitli; cib (.lie iioii escliide il 

coii teinporaiieo vei-ificnrsi del caso (p) .  
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G. ASCOLI: Sibi gruypi di corrisponclerzze (S,2) sopra zc?tu ctçrtlcc cdgebrica 97 

Si formi per il prodotto ST di due corrispondenze (2, 2) del gruppo il 
soli to schenia : 

dove anche qui Pi indica l'elemento che insienie a P corrisponde a Q, in S-'. 
Come ne1 11." 11, si vedrà che la  corrispondenza biuriivoca /3 che lega il 
purito (PQ,) di [SI col puiito ( Q i R , , )  di [Tl lega anche i l  punto (PiQ,) di [SI 
col punto ( & , R i , )  di [Tl. Ne segue 

come si vede operaiido coi] i due membri su Q , .  
Iii modo arialogo, l a  slipposta ridiicibilitlt di tipo (a) del prodotto T S  porta 

a scrivere: 
CCs = U T - I ~  

dove y é pure Lina (1, 1) tra [Tl e [SI, mentse per quella di S' si ha, corne 
si è visto: 

US-' = us0 

dove (T é una (1, 1) ti'a i punti di [SI. 
Ne segue: 

T = a  T a-' T-1 --a - 8-1 / 3 y c l s l = ~ ~ o / 3 y ~ s l  

Tutte le  (2,' 2) del gruppo nppaiono cosi corne tsasforinate di corrispo::- 
denze biunivoche esisteiiti su iina medesima curva [SI = W mediante la  (2, 1 )  
o esistente tra W e C. L a  precedente rappresentazione non è perd unica: se 
ad ixna data a~ coirisponde una determinata T, ogni T determiria invece 
qunttj-o (TT, come pub vedersi anche dalla deduzione esposta. In modo piu 
diretto, si osservi che se si iiidica con p la  ww-' - 1, cioè la  (1)' 1) involutoria 
che associa i due corrispoiidenti in o di urio stesso elemento di C, si h a  
w p  = w e quiiidi da T= wdioTw segue anche : 

onde la 7' è rappresentata, oltre che da  os ,  anche da  P ~ T ,  O T ~ ,  p o ~ p .  E si 
verifica facilmente che sorio questc le miche  rappresentazioni che ammette la T. 

Altnali di  Matemcctica, Serie IV? Toino VI. 13 
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0% G. ASCOLI : Sui gruppi cli corrispondenze (2,2) sopra ?incc ctrran ulgebricn 

Vediamo ora se uri'analoga rnppreseiitazioiie aiiîiilettoiio le (1, 1) che 
eveiit~ialineiite fossero coiiteiiute rie1 gruppo. Premettiaino irn'osservazioiie. 
Se  h è iinn (1, 1) su W, ln W-'hm noil pub spezzarsi altriineiiti che corne 
doppio di uiia. (1, 1). Se  iiifatti si pone 

dove 5 e y soiio (1, 1 )  trn i puiiti di C, saril 

cioè il prodotto dellii (1, 2) 5 - ' ~ - ~  per la. (2, 1)  Am, ambedae irriducibili deve 
coiiteiiere l'ideiitità. Si oedrh subito che cib pub avveiiire solo se esse soiio 
inverse, e in ta1 caso il loro prodotto vale 2. Ne viene 5-'y = 1, g = ~ .  

Sia ora L uns (1, 1) appartenente al  ilostro gruppo Q:  se S è la  (2, 2) 
del gi'uppo, gik coiisiderata, aiiche CZ I,S dovrà essere iiiin (2, 2) irridiicibile 
del gruppo. l3 si avrk percio 

dove ou ê uiia (1, 1) trit i puiiti di TV. Ora si ha: 

dove X è uiia (2, 2), quiiidi sostitueiido 

o-'~~ww-~a;'w = 21, + LX 

ossia 
o-'(o,as~)o + w- ' (oUpoz)o = 2L + LX. 

Ed allora, per quanto si è prima osservato, si pu0 afferlnare che i~i ia  
delle (2, 2) del primo membro vale 2L. Sicchè sostit~ieiido ne1 gruppo (1, 1) 
L con il silo doppio, pub dirsi che aiiche questa speciale (2, 2) è trasforinata 
di una (1, 1) di W mediaiite la W. 

Siftmo ora iii grndo di dedurre il risultato finale di questn parte della 
iiostra ricerca. Si ha  aiizi tutto : Sulla W, le c o ~ . ~ * i s p o n d e l ~ z e  hiunivoche col-- 

9-ispondenti alle (2: 2) del g?-uppo  G (quattro per ogiii (2, 2)) costituiscono U I ~  

g, ,zqpo. Ed iiifatti se  U, V soiio corrispoiide~ize di G, e si ha :  

dove X e Y SOIIO elemeiiti di G, ed eveiitualiileiite doppi di (1, l), si h a :  
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G. ASCOLI: S u i  yruppi d i  c o ~ ~ i ~ p o ~ c L d e ~ ~ e  (-2,S) sopa ana ruma algebrica 99 

1 due termiiii del primo rnembro coincideranno, in un certo ordine, coi1 
quelli del secondo; e se, per esempio, sarà 

e d'altra parte, X appartenendo a G:  

e cioè ouav snrst uguale a una delle quattro (1, 1) coïsispondenti ad  X. 
Viceversa, se si ha su V- u n  g ? n u p p ~  I' d i  c o ~ - v i s p o n d e n z e  biunivoche 

tale  che, h appal - te iwzdo  a T, vi appar tengano  anche  Ay, ph, pAp, I) aggi'egato 

d i  co l . j* i spo~~cle~ ize  (2, 2 )  sullcc C é anco9.a un g ~ u p p o .  La verifica è iminediata. 
Se ci liinitiamo, coine si fa ordin~riaineiite, ai gruppi coiitenenti l'identith 

e l'iilversa di ogiii loro corrispondeiiza, 1' enuiiçiato precedeiite si seinplifica, 
bastalido anlmettere che l? coriteiiga p, coine é evideiite. . 

Possistmo cosi ritenere completaiyiente caratterizzati i gruppi di corriipon- 
denze (2, 2) esistenti su una curva dgebrica C e tali che il prodotto di due (2, 2) 
del gruppo presenti sempre il cas0 (cc) di riducibilith : il pi& generale  g r u p p o  d i  
qriesta specie s i  o t t iene t m s f o j w a n d o  m e d i a n t e  una corrispondenaa (2, 1, w, f 
esistente t r a  uncc culSvcc W e Zn C '  un arbi tmg-io  gi.uppo d i  corj-ispondenxe 
hivazionul i  t9.a i p u n t i  d i  W ,  vincolato soltaiito a coritenere quella involu- 
zione che lega i due corrispoiidenti di uiio stesso puiito di C nella citath ccrl 

23. Quasi iininediata è In costruzione dei gruppi di (2, 2) nei quali i pro- 
dotti presî,ntaiio il caso @) di riducibilith. Ed infatti le (2, 2) del gruppo do- 
V ~ A I I ~ I O  essere composte, ed aiizi ridursi a corrispondeiize (1, 1) tra le coppie 
di un'iiivoluzioire; e questa involuzione dovrà essere la stessa per tutte le (2, 2) 
del gruppo. 1 

Se, coine al 11.' 11, introduciamo 1s curva W i ,  immagine dell'involuzione, 
sicchè tra questa e la C si abbia una corrispondenza (1, 21, o,, ogni (2, 2) del 

gsiippo potr5t scriversi sotto la forma 

dove TS é UIIR ben determi~~atn  (1, 1) tra i punti di W,. La rappresentazioiie 
è qui unica.. 
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100 Cl. ASCOLI: Seti gruppi di corrispondenae (.L,.L) s o p m  m a  cl4rvcr alyehiccr 

Vediamo aiiche qui se  una forma aiialoga pub dmsi  alle ( 1 , l )  eventiial- 
mente esistenti ne1 gruppo. Se L è unn siffittta (1, 1) e S uiîa (2, 2) del gruppo, 
anche S L  deve apparteiiere a l  gruppo. Ne segue .  subito che  L deve inutare 
iii se l'involuzione. Se quiiidi A4 e la  (1, 1) geiierata dall'iiivol~izione, deve 
essere : 

LM = ML. 

Dopo cib si vedrh che l 'aggiunta eveiitunle della. LM a l  gruppo iion 
d t e r n  la  proprietk gruppale ; ed iiifatti é 

e i prodotti, per ipotesi, a.pparteiigoiio a l  gruppo. 
Fornlando allora l a  U = L i- LM, essa in ut;^ iii se i' iiivoluzioiie, deternii- 

naiido quindi t ra  le coppie di essa una TU biuiiivoca ehe permette di scrivere 

Otteiluto iii ta1 modo 1'a.ggregato delle T U  corrisporideriti ad  u i ~  dnto gruppo, 
si verifica subito che  esse costituiscono pure uii gruppo (ilel seiiso ordiiiario), 
giacchè se U, V, X sono (2, 2) di G, e si ha  

e TI   TUT^. Viceversa uii gruppo di trasformiizioni biuiiivoche su W ,  genera 
su C un gruppo di (2, 2) composte. 

Si p ~ i b  osservare anche qui che  se  il gruppo G contieire lcideiltitk e l 'in- 
versa di ogiii sua  corrispoiidenza, esisterh iiel gruppo la  iM, aveiidosi facil- 
inente SS-' = S-'S= 2 + 2144, sicche iion si reiiderk necessario alcuii arnplikt- 
mento del gruppo, ma soltanto l'associazioiie di ogni (1, l), Z,, coi1 LMT,, opera- 
eione che  fu.  inteso di corisiderare sempre . lecita. 

Dopo ci0 rimangono caratterizmti aiiche i gruppi di (2, 2) esistenti salla 
curva C, e tnli che i prodotti delle sue (2, 2) presentiiio serripre il tipo (P) di 
riducibilità: i l  pi& g e ~ z e ~ d e  gl-uppo d i  questn specie s i  ott iene t ~ ~ c t s f o ~ ~ î n a n d o  
median te  u n a  c o w i s p o n d e ~ z z a  ( 1 ,  2), o,, esistelrte t m  zma c u r v a  W ,  e C ,  u n  
twbitî-a?*io g?*uppo d i  co~v- i spondenxe  bi7-nzio~zcrli t ~ ~ n  i p u n t i  d i  W , .  
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14. Potrebbero a pg.io?.i peiisarsi gruppi di 2) per i quali l a  riducibilitk 
del prodotto di due corrispoiideiize avvenga talvolta sec,oiido 10 scheiiîa, (a), 
ta1 altrn secondo Io scheina ( p )  diinostrando l'iinpossibilitk di griippi cosi fatti 
la nostra ricerca potrii dirsi esaurita. 

Iiitrodiiciaino per un moinento oiia con~oda loc~izioiie, diceiido pl.odotti (a) 
e p~bodot t i  ( P )  qiiei prodotti di due corrispoiideiize (2, 2) che soiio riducibili 
secondo il tipo (a) O il tipo (P), rispettivi~meiite. Si ha allor;~ : 

a)  S e  ST 2 i l z  parsi t e m p o  (a) e (P), è ST = 2A i- 2p, doue A e y souo (1, 1 )  
d i s t in t e  (II." 10j. 

b) Se SX, SY so~zo plwdot t i  (a) oppzclz (P), ancl le  X-'Y, Y-{X soîlo 
pl-odotti ( a )  o2lpm.e (S). 

1 prodot1;i SX, S'Y siaiio (a); sia P uii puiito di C, Q i i i i  suo corrispoii- 
dente in 8, M,, 1% i corrispoiideiiti di Q iii X, Y,, N ,  i corrispoiideiiti di Q ii i  Y. 
Vi è allora, corrispoiideiiza biuiiivoca tra il puiito (Z'Q) di [SI e il piinto (&LM,) 
di [XI, coiiîe piire tra 10 stesso (PQ)  di S e (&Ni) di Y; vi é duiiqiie corrispon- 
deriza biunivoca tra (QM,) di [XI e (QN,) di [ Y ] ,  O, cib che e 10 stesso, tra 
( d l , & )  di [X-'1 e (QN, )  di [Y]. Ci6 prov:i. che X-'Y e un prodotto (a); 10 stesso 
vale per  il su0 iiiverso Y-'X. 

Se  iiivece SX, SY sono (P), X,  Y, S sono coinposte, e la secoiida involu- 
zione di S coincide con In prima. di X e di Y, Onde la seconda iiivoluzioile 
di X-' coincide con la  prima di Y;  e X-iY è uii prodotto (P). E 10 stesso 
pub dirsi di Y-iX. 

C) Aiialogameate : S e  XS, YS sono pjsodott i  (a), oppu î -e  (P), a u c h e  XY-', 
YX-' sono pl-odott i  (a), oppu?-e (P). 

d) Se S, T sono (2, 2) i lvmiducibi l i  di un g?-uppo d i  (2, 2), i pvodol t i  S?, 
ST, TS sono ins i en te  ( a )  O ins ienie  (P). 

Coiisiderati i prodotti S" ST, amiiiet.tiamo che potesse essere 

8\11 prodotto (a), e iioii (P), 

ST uii prodotto @), e iioii (a). 
Ne verra 

BT = 2X 

dove X è irridacibile, e appartieiie al gruppo. Percib $X deve essere ridii- 
cibile. Se SX è (a), S h s s e n d o  (a), s ~ r k  (a) a.iiche S-'X. Orn S-'X = 2T, 
coine facilinente si verifica (i), qiiiiidi T deve essere ridiicibile, coiitro 1' ipotesi. 
Se SX e (P), S-'X esseiido piire (P), risiilta S h s s e r e  (P), coiitro l'ipotesi. 

(') L o  si derliice considerando le ('2, 2) corne (1, 1) tia uoppie di inroliixioni. 
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1 
Sin invece 

Shi1 prodotto (P), e iioii ( a )  

XT un prodotto (a), e iioii (PI.  
Sarh 

S 2 = 2 Y  

dove Y è irriducibile e nppartieiie a1 gruppo. Percib YT deve essere ridu- 
cibile. Se YI' e (a), ST essendo (a), risuIta che YS-' è (a); m a  YS-' = 28, 
ci06 YS-i è uii prodotto (P); deve percib essere S riducibile, coiitro l'ipotesi. 
Se YT è (P), YS-' esserido (P), risuita ST un prodott8 (p), coiitro i'ipotesi. 

La dirngstritzio;ie è aiialoga per  il prodotto 1'8, e pub miche evitarsi, 
ricorreiido a l  gruppo inverso del dato. 

Da quest'~i1tiino lemina risulta &a seiiz'altro che la specie del qua- 
drato 5'"etermiiia quella di ogrii prodotto ST, 7'8; questa quella di ogni 
quadrato T" e poi di ogni prodotto TU di due qualaiique corrispoiideiize del 
gruppo; e viceversa. E cosi, se  8" uii prodotto (a), oppure (P), tutti i pro- 
dotti delle (2, 2) del gruppo sarztiiiio m c o r a  (a)  oppure (P), e a d  essi saraiino 
itpplicabili le i'appresentnzioiii dei ~iunier i  precedeiiti. Né è escluso (e  si haiii~o 
aiiclie facili esempi) che  esistario gruppi iiei quitli tutti i prodotti soiio iii- 
sieme (a) e (p). 

114: Applicazioni. 

15. GIruppi d i  corrispondenze (2, 2) sopm una curva r;uionale. - Appli- 
chiaino i risultati precedenti al caso di uiia curva C razioliale, seizîpre limi- 
tandoci a i  gruppi contenenti l ' inversa di ogtli loro corrispoiidenza, e con par- 
ticolare riguardo ai g?-uppi p . o p v i a m e n t e  discontinui,  e a i  gvuppi  continui. 

Per  costruire i gruppi di tipo (a), do vreiiio deteriniiiare iiiin curva  W clle 
possa porsi in corrispoiideiizn (2, 1) coi1 uiia curva r:izionale, e i gruppi di 
corrispoiideiize birazioii~li  esistenti su di essa. Uria ta1 curva, possedeiido 
uiia gé, noii pub essere che razioiide, ellittica O iperellittici~. L ' d t i m o  caso è 
perd d a  escliidere, poichh le trasforinazioni birszioiiali di uiia curva, iperel- 
litticcz iii sè  muta110 iii sé la sua g: e dniiiio qiiiiicli luogo srilla C, corne siibito 
si vede, a doppi di proiettivita ('). 

(i) S i  pu13 clel resto osservare che la w deve essere birmionalmente equivalente alle 
curve di c~~rispondenza delle (2, 2) del gruppo, le quali sono qui rappresentate da equazioni 
cloppiamente qiiadratiche nelle vmiahili. Esse sono qnindi qunrtiche piane con due punti 
doppi (almeno) e quindi ciirre di genere O 0 1. 
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Sin W razioiiale; ogiii griippo ordiiiario di proiettivita su W d a  luogo a, 

uii gruppo di (2, 2) su C. Voleodo dnre alla dipeiideriza tra i due gruppi 
uii'espressiva fornia analiticn., si chiamino x e t le coordiiiate correiiti su C 
e W e si suppoiiga,, conie è lecito, che la  corrispondeiiza (2, 1) trit W e C 
sia data da  t L  LX. Ad ogiii proiettiviih: 

ut  i - b  
1' = - 

ct -+ d 

Uii seinplice mode110 proiettivo si av rà  poi assumeiido coiiie eiite IV uiia 
conica, coine eiite C u i i  fascio d i  rette ad  essa complniiare, e il cui ceiitro 
non appartenga alla conica; la corrispoiideiiza (2, 1) risultando dalla coiidizioiie 
di appnrteneiiza di due eleinenti corrispoiidenti. 

1 gruppi propriamente discoiitiiiui di (2, 2) su  C si otterraiiiio dai gruppi 
propriameiite discoiitiiiui di proiettivitk su W. Poichè questi debboiio coiiteiiere 
l'involiizioiie t '=  - t ,  uiia funzioiie automorfa corrispondente ii.vrk la  forma 
F(te) ;  l a  F(x) sark funzioiie autoinorfa per il gruppo delle (2, 2) sa C. 

I n  modo atialogo i griippi contiiiui di proiettivitk su W, che soiio tutti 
iioti, determiiieraiiiio i gruppi coiitinui di corrispoiideiize (2, 2) su C, del tipo (a). 

16. Uii caso pih iiiteressrtnte si h a  dnli'ipoiesi di uiia W ellittica: iioi 
potrenlo riferirci per seinplicita alla cubica di WEIERSTRASS 

Le gp sulla curva soiio nllora segiiate da.i fnsci clie haiiilo per  ceiitri i puiiti 
della curva e soiio tutte eqiiivaleiiti rispetto alle trasforn~azioiii birazioiiali 
della curva iii se. Potreiiio percib assuinere per il iiostro scopo l a  gi segiiata 
dalle rette X = cost. e come curva C coiivieiie allora assuinere 1' asse delle X. 

. Ci6 posto, un gruppo di corrispondeiize biunivoche sulla cubica, conteneiite 
la simmetria (X' = X, Y'= -- Y), subordiiierà t r a  le ascisse X iiii griippo 
di (2, 2) del tipo piii geiierale iiel campo che stiaino studiaiido. 

La  determiiiazioiie dei possibili griippi di corrispoiideiize biiiiiiroche tra 
i 'piiiiti di uiin cubicn piaiia iioii offre difficoltk, ïicollegniidosi ai risiiltati 
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classici di WEYL e SEGRE ('); ttmto piil se con 17ii1tr0d11zi011e del pwi'aiiietro 
ellittico u per i l  qiiale si lia 

la si trasfornîa iiell:~ ricei'cit di particolari griippi di iiiovimeiiti. Voglianlo. 
percio soltanto indicare soiniilariamente qualche carattere dei gruppi che si 
ottengoiio, e in nlodo speciale dei griippi coiitiiiui e proprinmeiite discoiitiiiui. 

Ne1 caso di un& cubica a moduli generali, esistoiio diie soli tipi di corrispon- 
denze, rappreseiitate, rie1 piano della u, iSispettivainente da ts*aslazioni e sinz- 
,metlaie. L'identitk per la X corrispondeiido al complesso v = z t  u -4- 2 m o  t- 2110' 

conteneiite ambedue le specie di trasforinazioni, Io stesso avviene iii ogni 
gruppo. Il gruppo piii geiierale risulta subito generato da quaiite si voglioiio 
traslazioni e dalla siinmetria v .= - u. Sylla X, coordinats su C, quest'ultinm 
non lia effetto, e riinangono cosi (2, 2) della forma 

e che sono quindi simmet~. iche.  Esse si iiiterpretano fhcilineate sulla cubica 
di T V E r ~ n s ~ a ~ s s ;  iila sarR aiictie da ricordare che esse si connettono diretta- 
ineiite alla costriizioiie dei poligoiii di PONCELET (JACOBI, HALPHEN) ('). Preci- 
sainente, assuineiido coine curva C una coiiica y, la S si ottieiie facendo 
corrispoiiiiere due piinti di C quaiido la loro coiigiuiigeiite é tangente a una 
seconda coiiict~ y,, complaiiare con y. Al vtwiare di cc, la y, descrive uii 
fascio a cui appartiene y. 

1 gruppi propriainente discontinui si ottengono liiiîitnndo a tre il nuinero 
delle trasfoi'mazioni geiieratrici : due traslazioiii indipendenti v = zc t 25, 

v = ze + 27, e la siminetrii~ v = - 16. Al griippo clehboiio appartenere le tra- 
slazioiii v = u + 2w, v = u + 20', sicclie tra 5,  7 ,  w, a' dovranno sussistere 
relaeioiii liiieari : 

nt  i- by = o, CE + tEq = W' 

a coefficieiiti interi e a determinante ad - bc = N non iiullo. Dopo ci6 si 
vedrk faciliiieiite che la piii geiierale'trasformazioi~e del gruppo i i i  1 1 :  

(') SEGKE: Le cowispoîzdenze u?zivocke 9lelle curue ellittiche. « Atti Acc. Sc. 'Porino ». 24, 
pag. 734, (1889). V. anche HEVEKI, loc. cit., n.i .S4 e 59. 

(2) Cfr. per lina estesu trattaaione dell'argomento, HALPHEX : Traité (les fowctions elli- 
ptiques. 2e partie, C h p .  X, pap. 367 (Paris, Gaiithiw-Villars, 1888). 
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dk luogo, a l  variare di U L  e di II ,  a uii numero fiiiito di trasformati d i  

X = pu. Cioé i groppi propriainente discontinui di qiiesta specie sono tutti 
fiuiti. 

Dalla teoria della triisforiiiazioiie delle fiiiiziuiii ellittiche risiilta (') clle 
lii fuiizioiie p ( u l S ,  7 )  è fiiiizioiie razioiiale di P ( u  Io,. w') (di grado 3). Posto 
allora : 

p h  15, y )  = I J [ p ( ? d  1 w, w')] 

sii.rk & ( X )  fuiizioiie iiivariniite foiidnmeiitnle per il gi'uppo delle (2, 2). 
Se  uiia delle 

supporre che sia, 
quaiit.itli. 25, 23 è uii l~eriotlo, per  esemyio 2y = dm', si pub 
1VS = o, e le (2, 2) del gruppo hniiiio l a  forma: 

coi1 l t ~  legge di coiiiposizioiie : 

Nella. citata rappreseiit~zioiie d i  JACOBI i punti equivalenti rispetto a l  
gruppo soiio iii ta1 caso i vertici di uii poligoiio di PONCELET, cioe di uii po- 
ligoiio iiiscritto iii y e circoscritto a uiia certa conica y'. Si iiiterpretario itllora 
facilinente le singole (2, 2) del gruppo. 

Ne1 caso geiierale si haiiiio coiifigurazioiii aiialoghe, ma  più complesse. 
Quanto ai gruppi coiitinui di questo tipo, è chiaro che essi si ottengono 

facendo variare il paraiiietro a iiella espressioiie di S 

nella rappreseiitazione jacobiana essi sarniiiio percii, geiierati d a  una co- 
nica y, che descrive un fascio conteneiite l a  coiiica foiidaiilentale y. 

17. Un particolare csaiiie richiedono i casi iii cui la cubica W sia ariilo- 
iiica O eqiiiaiinriiîonica, poteiido a.llorn intervenire iiel gruppo di corrispoiidenze 
biuriivoche da  considerare s u  W le cprrispoiideiize singolari. UII:L facile di- 
scussioiie dh i segueiiti risultati : 

a) Se W è armoiiica, ne1 piaiio della u si otteiigoiio iiuovi gruppi 
ainpliaiido i precedeiiti niediante una rotasione del tipo u = iu + a .  Ad essi 

(i) Cfr. p. es. BIAX(SHI : E I ~ u a i o w i  di uaviabiie coînplessa e fimz-ioai ellittiche, pag. 423. 
(Pisa, Bpoerri, 1901). 

Aizncili di M@tenmtica, Srrie I V ,  Toiiio TI. 14 
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corrispoiidono gruppi di (2, 2) ove conipariscono niiche corrispoiideiize dis- 
simme triche. 

1 gruppi proprinineiite cliscoiitiiiui richiedoiio aiizitiitto 

ove (1 e b soiio iiiteri e a" 1 I O (niod. O). Essi si ottei:goiio aiiipliaiido 
quelli del iiuiiiero precetlente inediaiite ln. v = iu oppare la v = izc + [ (in 

quest'ultinio cas0 esseiido tc clisp;iri, b pari). 1 corrispoiideriti gruppi di (2, 2) 
sono aiicora fiiiiti; iiel primo cas0 é filnzioiie iiivariaiite la  R7(X), quiiclrato 
della R(%) gih coiisiderata; iiel secoiido la K:(X),  essetido t l , ( X )  l a  fuiizioiie 
lineare fratta di R(X) definita da  

1 gruppi coiitiiioi si otteiigoiio aggiliiigeiido alla schiera 5' del caso ge- 
iierale uria riuova schiern T defiiiita  di^ 

che deriva dalla prinia inediante l' itivoluzioiie 

b )  Se W è equiaiiarinoiiica, i iiuovi gruppi risultaiio dall'aggiuiita di 
una rotazione del tipo v =  E U  -t- a ( E  radice cubica priinitiva dell7uiiitA) ni 
gruppi del caso geiierale. Si ottengoiio anche qui (2, 2) dissinimetriche. 

1 gruppi propriainente discontinui richiedoiio che sia 

con a, b interi e a' + (G + 1 z O (mod. b) .  La rotazione d a  aggiungere e 
la v = EZC O la v = E U  + 6. 1 corrispoiidenti gruppi di (2, 2) soiio fiiiiti ; furi- 
zioiii invariariti soiio, iiei due casi ltt R3(X) O 1 ; ~  Ri@), R e K i  avendo i si- 
giiificati gia iioti. 

1 nuovi griippi coritiiiiii si ottei~goiio aggiiiiigeiido a l  gruppo delle S del 
caso generale due schiere T, U che derivaiio d:illa prima nioltiplicaridoia per 
l a  proiettivitk ciclicn di 3" ordiiie . 

e per il suo quadrato. 
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a. A s c o ~ , ~ :  &.ici grq~ppi di corrispondense (2,2) sopra a n a  curva algebriccr 104 

18. Pe r  l a  costruzioiie dei gruppi di tipo (P) su ui-ia curva C razioiinle si 
osserverb clie le iiivoluzioiii di 2" ordine sii C esseiido liiieari, W* sark pure 
razionale e che  quiiidi tutto si riduce a costruire su W, gruppi ordinari di 
proiettivitk. S e  x è l a  coordinata. su  C, t quella su W,, possiaino supporre 
che la corrispoiideiisa (1, 2) t r a  W e C sia espressa d a  t = x2. , alla proiet- 
t,i v i tit 

su G; ecc. 
Si l-in [ I I I '  evideiite reciprocità, t ra  questa costriizioue e quella dei gruppi 

di tipo (a )  per W razionde (II." 15). Essa é generale: posta iiiiia coriispoii- 
deiizn (1,  2) trn due ciirve Cl,  C,, i griippi di coïrispoiideiize birazioiiali 
su C, ( O  C,) geiieraiio gruppi di corrispoiidenze (2, 2) su C, (O C,); su C, i 
gruppi sono di tipo (a), su C, di tipo (P). 

19. Gruppi continui di corrispoiidenxe (2, 2) aii iina cirrva algebrica. - 
Abbiaino gik iiicoiitrato nella precedente ricerca. va.ri esempi di gruppi coii- 
tiiiiii di (2, 2) e cioè quelli che possoiio esistere su u i ~ a  curva  razionale; pochi 
coinplementi ci perinettoiio di esaurire l a  questione per le  cui've slgebriche 
di geiiere qiinluiique. E d  iiifatti, si tratti di gruppi di tipo (a) O (Pl, essi cor- 
rispoiideraiiiio a. gruppi coiitiiiiii di corrispoiidenze birazionali sulla W O W , ;  
e qiiesti possoiio esistere solo se  questa, TF O W, e riizioiiale O ellittica.. Coii- 
verra. percib 'che, allnrgando leggeiinente la. questioiie, ci diamo a ricercare 
tutti i gi'iippi, coiitiiiiii O no, corrispoiideiiti a queste due ipotesi. Distiriguiamo 
allorn qiiattro cmi : 

a) Tipo (a) ,  I V  razioiinle. - L a  curva  C, iininagine di uiia iitvoluzioiie 
si1 TI: è p i r e  razionale, onde ricadiaino nelle ipotesi del n." 15. 

II) Tipo ( x ) ,  W ellittica,. - L a  c i ~ r v i ~  C é razionale O ellittica; ricer- 
cniitlo iiifiitti le iiivoluzioiii di 2" ordiiie su una curva  ellittica, che sono date 
dalle corrispoiideiixe biiiiiivoche iiivolutorie sulla ciirva, si  trovano le g:, averiti 
u 4- v = cost. corne relazioiie corrispondente tra i valori del parainetro ellittico, 
e ti'e iiivoliizioni irrnzioiinli, date d a  v - zc = semiperiodo. Esse sono ellittiche, 
poicliè, pei- eseinpio, a. uiia, coppia del tipo u, u i- o corrisponde biunivoca- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



iiietite il puiito 71 della cubica defiiiita da  

Se C è rnzioiiale, si ricade ne1 caso corisiderato ni 11.' 16 e 17. Se C è 
ellittica e coiilcide con l a  citata cubicn, rioii si haiiiio iii geiiernle effettivi 
gruppi di (2, 2) perche le corrisponderize a. valeiizii, su TTr (v  = -t ? L  + a) inu- 
tano in sé le iiivoluzioiii irrxuioiiali e qiiindi diiiiiio origiiie su C a (2, 2) ri- 
ducibili. Cio iioii avvieiie invece per  le corrispoiideiize siiigolwri, quaiido 
esistono, le qua.li daiiiio percio i l  modo di forniare griippi di (2, 2) iioii tiitti 
riducibili. Tali grLippi esistorio diiiique su C se, TV esseiido arinoiiica O equi- 
aiiarnioiiica, il ra.pporto dei periodi della 8911 corrispoiideiite a C ha, nno dei 
valori 2i, - 1 -t- i ~ 3 ,  O un valore equiva.leiite. Ln  ,costruzioiie dei gruppi 
propihnieiite discoiitiniii non offre dificolrk; essi soiio iintiiralineiite fiiiiti. 

Quail to ai gruppi coiitinui, 11011 si hi1 che un gruppo per ogiii cas0 : il 
gruppo totale, ti'nsf'orinato del gruppo di tiitte le  corrispoiidciize biiiiiivoche 
esist,eiiti su W, a valeiizn O singolari. 

6) Tipo ( S ) ,  W ,  razionale. -- L a  C, possctleiido iiiia gS s;irk razioiiwle, 
ellittica O iperellitt.ica. II primo caso fu trattato a1 II." 18; iigii;ilii~eiite sein- 
plici - e di scarso iiiteresse - soiio gli altri due. A tuthi i casi si applica 
la, segueiite rappresent;izioiie aigebricii. 

L'equa.zioiie della, C sin posta sotto ln forinn. y? = P(x) ;  l a  g: esseiido 
da.ta da  x = cost.; alla pioiettività 

corrisponde sii C l a  trasforniazioiie (2, 2) che muta, cinscuii puiito della coppis 
(rx;, t_ l'm) riella coppia (x', t V P ( ~ ) ) .  Si formaiio subito i gruppi propria- 
mente discoiitinui e i gruppi contiiiui. 

d) Tipo (fi), W, ellittica. - La C dovrk possedere iiii'iiivoluzioiie el- 
littica di 2" ordiiie, e a1 solito i gruppi di corrispondetize biiiiiivoche trst le 
coppie di essa darniino i griippi di (2, 2) cercati SU C. 

3-ota bikliografict~. N.' 4 e 5. - Ha. qualche legaine con 10 studio dei 
gruppi finiti uiia. ricerca. del sig. A. B. COBLE ('). III essa. si pa.rte da. 1111' e q w  

(') Multiple binary Fol'ms ruith the closiwe Proper ty .  . ,4rnei.icrin Joiirnal of Math. ., 
XLIII. 1921. pagg. 1-17). 
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zione f(t7 T)= O di grndo k io t e x in T, e, asseguaco a t uii valore t,, si 
iininaginano determiiiati i x valori di T ad esso corrispoiideuti, poi i valori 
di t corrispoiideiiti ai valori trovati, e cosi via. Se coii iiii iiiimero finito di 
operazioiii si giuiige a gruppi di n valori di t e di v valori di .c tnli che le 
ulterio~i operazioni diaiio valori coiitenuti i n  questi gruppi, si dice che la cor- 
rispoiideiiza defiiiita dalla data equazione aininette uiia coiifigurazioiie A:;'. Se 
ci0 avviene per ogiii valore di t , ,  la  corrispoiidenza e detta pog.istica. 

Il sig. COBLE dii unn condizioiie perché 17 esistenza di uiia coiifigurnzioiie 
porti seco il carattere poristico della corrispoiidenza, e trova la coiidizione 
affinch6 1' equazioii e f (t, 2) = 0 defiiiisca una. corrispondenza poristicn : la fun- 
zioiie f ( t ,  T) deve essere tiii divisore di uiia funzioiie del tipo ct(t)P(~) - y(t)6(s), 
a, p7 y, 6 essendo simboli di fuiizioiii ra,zioiiali intere. Seg-~ioii3 svariate appli- 
cazioni e casi particolari. 

Da1 iiostro puiito di vista la ricerca pub pr.eseiita,rsi ilel modo segueiite. 
Esseiido A' la corrispoiideiiza tra gli enti ( t )  e (T) defiiiita da. f(t, T) = 0, si 
costruiscoiio le corrispoildenze SShi: SS-'&', SS-lSS-i,... cioè le (SS-')" ope- 
raiiti su ( t )  e le (SS-')l'S operanti tra ( t )  e (T). Se le prime, che costituiscoiio 
uii gruppo, daniio per ogiii valore di t uii numero finito di corrispoiideiiti, 
esse potranno formarsi con un iluinero finit0 di corrispoiideiize irriducibili 
Y',, T,, ... T,, che costituiraaiio pure uii gruppo (il.' 2). 1 punti equivalenti da- 
raniio i gruppi di uiîa &; uiia aiialoga g: si avrh su ( t )  e le due serie sarai-iiio 
proiettive. Fra  le rispettive fuiizioni invariaiiti si avrA perci6 uiia relazione 
bilineare, riducibile alla forma K(t) = R,(z). 01jde il risultato del sig. COBLE. 

La. cosa è esteiîdibile a curve algebriche qualunque e consente qualche 
iuteressan te sv iluppo. 

N.' 8-11. - Le coiidizioiii per la  riducibilita del prodotto di due corrispoii- 
denze (2, 2), ilel caso ra,zionale, haiino format0 oggetto di studio da parte di 
FOUCHI? ('). Il risultato otteiiuto da questo Autore pub enunciarsi : Coiidizioiie 
necessaria a.ffinchè la risultarite rispetto a y delle relazioiii doppiaiueiite qua- 
dmtiche, irriducibili : 

f (x ,  Y) = 0, g(y7 g) = O,  

si sciiida i i i  due fattor,i distiiiti, è che i valori critici di y (radici semplici O 

triple del discriminante rispetto a.lllaltra variabile) sia,iio i iuedesiini per le 
due equazioni. 

(i) Sur la traasfownatiolz doublemwnt quarlratique, les polygones d e  Poncelet et l'illco- 
lution multiple. (« Bull. Soc. Math. de Pranre ,>, XLIV, 1916, pagg. EO-IBO). 
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11 teoreiiltt del sig. FOUCHE si pu0 facilineiite estendere a,1 caso geiiera.le 
mediaiite seinplici coiisiderazioi~i topologiche. Si coiisitleii, corne al i i .Y2 ,  il 
piodotto di due (2, 2) irridiicibili S, 7' e i l  relativo sclieiun 

dove Pr rappreseiita ancora il puiito che iiisierne a. P coriispoiide.a Q, i i i  S-'. 
Si consideriiio i varî puiiti coine app;~rteiieiiti, iiivece che alle ciii've dge -  
briche C, C', Cu, alle loro iieint~iiiiiniie 2, Lf, Y', e si segiiiiio su 2' i punti 
di diramazioiie della S-* e della T, cioè i puriti tali che uii ciclo che ;tvvolga 
uno di essi, descritto da  Q, scainbi s a  3, O Y, le due deteriniiiazioiii di P, O 

di R, rispettivainente. 
Se P descrive uii ciclo su 2, tale da portnre CS, i i i  Q,, il puiito II!,, di Y' 

ztiidrit iii lZ,, O IZ,,, sicchè, se S I ' è  inidiicibi!e, RI,  e R,, oppure R, ,  e I2,, 
corrispoiidoiio cei'taineiite a I' iii uiia stessn parte irriducibile di ST. Ne segiie 
che due casi esseiizi~linente distiiiti soiio solo possibili : 

a) 1 cicli descritti da  P portaiio R i ,  iii sè  O iii R,, ; si llailiio allora le 
due corrispoiideiize : 

eveiit,ualmeiite riducibili a doppi di (1, 1) ; 
b) E R,,  =Rai e Ri,= li,,, poteiido O iio i cicli di P coiidurre R,, iii Ri,. 

I l  caso cF,) fu gi& discusso ilel testo e porta :i.ll'ipot.esi P) dell'enunciato 
dato a l  11.O 10. Ne1 caso a), si è visto (11." 12) clie la U che muta P iii Zi,, 
muta aiiche 1'' in R,,. 

Ne vieiie che se 9, descrive sii 2' uii ciclo che su E porti P hi P', su L" 
aiidrk II,, i i i  R,,. La corisiderazioiie della 7'-'8-' porta ugualineiite a coiiclii- 
dere che on ciclo di QI che su 2" porti Ri, in RI,  portera, su L, P iii P'. 

D a  cib r i su l t ;~  subito che i puiiti di diraimizioiie di S-4 e di l ' s u  2' coiii- 
cidono; c h e  se uii piilito di dirainazioiie di iiiia delle corrispoiideiize noii 
fosse tale per 1';~lti.a~ esisterebbe iiii ciclo di Q ,  iiitorno n ta1 piiiito tale da 
dar luogo al10 scanibio delle deteriniriazioiii su uiia delle superficie L, 2" e 
iioii sull' altra. 

Questo risiiltato da iiel caso razioiiale il teoreina. del sig. FOUCHE, teorema 
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di ciii egli stesso, e priina di 1 ~ i i  il sig. FONTENI? ('), diinostrano facilmeitte 
l'iiiverso. Si h a  perb ra,gionc di riteiiere che l'iiiversione non possa farsi ne1 
caso geiierale. Occorrerebbe iiifsttti provare che ogiii ciclo descritto da  P, 
clle porta P in sè, porta in se aiiche R, e ci6 coine conseguenza dell'identitk 
dei punti di diratnazioiie. Ora ci0 pub dimostrarsi facilinente per i cicli ridu- 
cibili a zero (cioé riciucibili a piii cicli elelneiltari - c n p p i  - ititorno ai 
patiti di dirn,rnazioiie); ma iioii e escloso che per i cicli non riducibili a zero, 
certainetite esisteiiti se Cr noii 6 razionale, il coinportatnento di P e di IZ 
su L e 2" possn essere diverso. In altre parole, in~iiiagiiiaiido Z' Pesa seinpli- 
cemente coiinessa con iiiia serie di opportuni tagli, iioii é escluso che ai 
tagli S-i e 2' si coinportiiio differentemeiite (cioè per iina e noii per l 'a l t ra  
vi sia scambio di determinazionij. 

N.' 15-16. - 1 gruppi di corrispoiideiize algebriche su uiin variabile, cioè 
ne1 caso razioiiale, sono stati studiati sotto l'aspetto della teoria dei gruppi 
di LIE, da1 sig. K. C A R D ~  ('). N ~ i i  seinbra che questa ricerca nbbin legami 
iniinediati con la  iiostra perché, scegliendosi pei: le trasformazioni uiia speciale 
determiiiazione, non entra in questione la loro non anivocit& ilel campo totale. 
Precisamente, sin 

f ( X ,  Y, c i )=o  (i = 1, 2, .... n) 

t 
l'equazioiie di uii gruppo ad n parametri (che per brevitk suppoiiiaino ad  ana  
sola schiera) del tipo iiidicato. Poste le  eqiiazioni 

dovrh, almeno per uiin coppia di deteriniiiazioni di y e a, esistere un si- 
stema c/ di costanti tali che si abbia: 

iii altre parole, dovrh la risultante delle due prime equazioni rispetto a d  y 
contenere un fattore di qoesta forma. 

Ci0 equivale alla segueiite forniulazioiie geoinetrica del coiicetto di  gruppo, 
applicabile anche a curve algebriche qualunque e it gruppi discoiitiiioi: 1111 

aggregato G di corrispoiideiize è iin gruppo se il prodotto di due corrispon- 

(k) c Bull. de la Soc. Math. de France », S X I ,  1897. 
(") Zwr Thenrie der algebraischen Grwppe*r der Gevade u ~ d  rlw Ebelze. ( x  ;\.loiiahh. fiir 

Math. u. Physik u, XI, 1900, S.  31-58). 
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deiize di G c o n t i e ~ ~ e  una corrispondenza di G. E ~ s n  e duiique ben piii larga 
di quella che ha forinato og-getto del preseiite lavoro. Cosi, una corrispoii- 
denxa S siininetrict~ (5'-L =.S) e l'ideritith formctiio un gruppo ilel setiso ora 

iiidicato, non in geiierale ne1 riostro. 
Ad ogiii modo, la, Nota del sig. CARDA si presta a qualche coiifroiito 

iiiteressaiite, i n  quaiito pu0 (lar luce SU cio ohe potrà risultare per i l  caso 
rrtzioiiale ne110 studio dei gruppi continui pii2 generali, ne1 seiiso da noi adottato. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Siigli iiivitriaiiti differenziali di uua forma bilineare mista. 

Mernoria di V. HLAVATY (a Praga). 

In questa nilemoria voglian~o studiare la  teoria degli invarianti algebrici 
e differenziali di un affinore misto PI i cui elenienti siano funzioni assegnate 
di n variabili iildipendenti Ei, ..., Sn (n > l), liinitandoci al  caso in cui l 'equa- 
zione caratteristica II P: - 08ill= O ci fornisce n radici distinte, diverse da  
zero w,, O,, ..:. , O,, . In tale supposizione 1' affinore Pl individua in ogni punto 
dello spazio rappresentativo degli argomenti 5 una omografia vet toride e n 
direzioni unite, linearmente indipendenti, cosicchè iiello stesso spazio riman- 
gono univocameiite definite n congruenze Ci, ...., C,, di curve. 

Partendo soltanto dai dati della questioiie, (cioé dall' affinore Pa, i vettori 
tangeliti di tali curve risultano definiti ognuno a meno di un fattore a plviori 
arbitrario risp. p , ,  p,, ...., p,, (§ 1, 2). Ad ogni scelta di tali nloltiplicatori cor- 
rispoiiderh una connessioiie rienianniana ben determinata V?', nella quale le  
congruenze risultano ortogoiiali (5  3). Fra tali connessioni ce n7 è una (definita 
a meno di condizioni iiiiziali) per la, quale le  congruenze Ca soiio solenoidali (9 5). 

D'al t ra  parte, supponendo 10 spazio delle 5 dotato di uiia connessione 
lineare generale, saremo ancora in grado di fissare le  funzioni p basandoci 
unicamen te alle proprieta delle congruenze Ca, (senza far intervenire - conie 
nei casi precedenti - l e  connessioni ausiliarie) (§ 6, 7). 

Riassumerido i risultati più irnportanti, vedkmo che gli iiivarianti alge- 
brici dell' affinore P). si riducono alle n radici w, , .... , w,, , iioiichè alle dire- 
zioni unite, spicoate da  ogni punto dello spazio ambiente, rnentre l a  connes- 
sione v:), nella quale le  congrueiize ortogonali Ca risultano solenoidali pub 
essere riguardata corne sintesi di tutti gli invariaiiti differenziali (iiel senso 
di RICGI) dell' affiriore Pi. 

Rimane con cio, corne sarA specificato ilel 5 8)) risolto il problema della 
determinazione di t~ i t t i  gli invarianti algebrici e differenzlali spettanti all'af- 
finore misto doppio Pji, problema che, se certo non ne  h a  l'iinportanza, 8 
forse il più vicino a quel10 classico, coiiceriiente l 'invarianti assoluti di un ds' 
riemanniano, ossia di un tensore covaviante doppio g).,, = g,,).. Uii tale pro- 
blema, per quaiito mi è consta, iioii e ra  ancora stato preso in coiisidc?razioiie, 

Annali di Matematica. Seric Il'. 'Porno TI. 15 
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114 V .  HLAVATY : Sugli iuzunriadi differem~iali d i  uuza forma hilimeare nds tn  

meiitre oltre alle ricerche piire classiche, concernenti invarimiti O tensori as- 
sociati ad un ds', sono stati istituiti studi recenti su altre teorie invariantive, 
suggerite dai problemi della geometria del trasporto ('). 

1. Immagiiiiamo dato uno spazio a dimensioni, dotato di una connes- 
sione lineare generale coi coefficienti i'f, (z). Tale spazio chianleremo vn- 
rietà Ln. Ad ogni vettore generico conlrovariante c? risp. covariaiite (7 
pub associarsi in modo intrinseco i i n  affinore v,vV risp. v,zo,. niediante le 
formule 

dove Sv desig11a.110 le Coordiiiate della varietà L n .  
Se i coefficienti I';, si riducono ai simboli di C H ~ T O F F E L  (spettanti ad 

uii tensore g,,,,=g,,. assegiiato di rango 11) 

ogni spazio dotato di tale connessione dicesi va?.ietà ?.iemanniana e si de- 
sigiia con F:, . 

2. Sin P: un affinore assegiiato iii un campo a II dimeiisioni, il che sigui- 
ficn che in  ogni puiito di tale campo sono date le nZ sue componenti, fun- 
zioni del posto Pi([) ,...., PE(S). 

Consideriaino dapprinla l'iiitoriio iiifiiiitesiiiiale del punto generico P del 
campo. Ove si imiilagirii un sistenla di increinenti d p  attribuiti alle coordi- 
iiate, questi definiscoiio notoriainente uiia direzione spiccata da P, aiizi, in  
modo piu preciso, possono interpretarsi conie componenti di uti vettore infi- 
riitesimo ~ontrava~riaiite, spiccato da P. 

(1) T. THOMAS-AKISTOTLE D. N I ~ H E L  : Differeîztial i~zvuvia~zts of affi+zely cow+,ecterl 
~nanifolcls. ( *  Annals of Natematics m, vol. 28, n. 2, pp. 196-230). Cfr. anche O. TEBLEN: Inva- 
~ i a &  of quaclvatic diffeventialfo~ins. ( X  Cambiidge University Press  x,  London, lRS7). 

(2) Gli indici greci percorrono i valori 1, 2, ...., n. A l  solito sottointendiamo il segno di 
,c;nniina (da 1, .... a n) rispetto all'indice muto greco. 

(3) Adoperereino di regola il criterio uniforme d i  designare gli affinori con lettere latine 
niunite di indici preci (tanti qiianto è il rang0 dell'affinore). Solo per i vettori iiseremo anche 
lettere grassette designando, per esempio, i vettori contravarianti con v, e, E nonchè i vet- 

- - -  
tori covarianti con w, r>, r ,.... . 
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L'affiiiore Pi consente di far corrispondere iiivariaiitivaiileiite al  vet- 
tore dgv uii nuovo vettore contravariante (egualmente jnfinitesiiilo) a?, defi- 
iiito dalle formule 

8e = PidE).: 

Se (coine vogliamo supporre) il determiliante II Pi 1 + 0, la corrispondeiiza 
fra e è biunivoca. 

La interpretazione geometrica d i  vettore (spiccato da P) si p u b  nstrntta- 
mente esteiidere da1 campo infiiiitesi~iîale al campo fiiiito, attribueiidola ad 
un geiierico sistema contravariante v i .Cui elementi siano futizioni delle 5. 
L'affinore Pi ci consente di associase ad ogni vettore geiierico coittravu- 
riante v uii vettore. contravariante *LI (associato di v) 

Moltiplicando entrambi i membri di questa - equazioiie per una fiiiizioiie 
qualsiasi del posto p ,  si h a  

(p " U V )  = P ; (p VI.). 

Vediamo cosi che alla dii.ezioiie, individuata dai vettori p c; cioè dai 
rappor ti 

2)' : v e :  v 3 :  .... : vn, 
rimane associata univocainente uiia direzioiie individuata da uno qunliiiique 
dei vettori p * r ;  cioè dai iapporti 

P:V" :;VA: .... : P~v'.. 
È iiaturale di domandarsi se fra tali direzioiii associate ne esistoiio di 

unite, tali cioè che sussistono le relazioni 

esseiido w un moltiplicatore a priol-i arbitrario (fuiizione del posto al pari 
dei d'ati della qaestione). 

Per risolvere il sistema onlogeiieo (2j con valori non nulli, è necessario 
e sufficiente che si annulli il determinante Ii 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



116 V. HLAVATY : Sugli iwmrianti  differew~inli di fornza bilinenre nzista 

Iii seguito supporremo seinpre che l'equaziorie (3) (di grado n in w) pre- 
senti il cas0 generale, cioè abbia le n radici wafn= 1, ..., n) distiiite ; per l'ipo- 
tesi che IIP{II+ O, esse risultano ztltresi diverse da zero. Tale supposizione ci 
conserite di assegnare n direzioiri unite, liiiearniente indipendenti, individuate 
da n vettori contravarianti e,, i quali sono defiiiiti - a nieno di un fattore 
scnlare (che riinaiie indeterminato) - dalle equazioni 

Scegliendo (con criterio a.rbitrario quanto al fattore iiîoltiplicativo p) sif- 
fatti vettori e,, ogiii altra soluzione della (2) pub scriveki 

dove le p sono fuiizioni arbitrarie del posto. 
Ogiii rettore P, iiidividua - nello spazio rnppresentativo delle 5 - una 

coiigruenza di curve Ca mediaiite le equazioiii differenziali 

Giova definire queste curve in rappreseiitazioiie parametrica, pensandoiie 
le coordiiinte 5 funzioni di uiia variabile ausiliaria sa, il che pu6 farsi, natu- 
rrtlinente, in iiifiniti modi. Noi converrenio di assumere ds, eguale al valore 
comune degli n membri della (6) ponendo coiiiplessivainente 

Scegliendo un altro parametro Sa, le curve della Ca possono essere defi- 
iiite anche niediante le posizioni 

Uiin direzioiie tangente ad L ~ R  curva qualsiasi della congruenza Ca risulta, 
in base alle (6), direzione unita, clonde segue che la congruenza Cs rimane 
iiivariantivamente associata all'afnnore Pi. 

Ci serviremo di tali coiigruenze invarianti per individuare iiello spazio 
delle 5 delle connessioni riemariniiti!e, pur esse irivariariti. 
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3. A ta1 uopo iiitrodurremo accaiito ai vettori coiitrnvarianti sa, Eu i 
- - 

vettori covariaiiti c,, Eu le cui componenti, attesa la indipendenza degli 71, ca 
e qiiindi anche degli Eu, riinangono univocnineiite defiiiite dalle equazioni 

- - 

e, X t.0 = Zab,  Ica X Zb = sao (i), 
col solito sigiiificato di 6, ,  (=O per a+B, =1 per n=b). Ne segue 

- - 

(5') e a =  p a z a .  

1 vettori eu ci coiisentono di  costruire i tensori . 

(i quali risultano reciproci, ne1 senso che si attribuisce a tale designnzioiie 
nella teoria dei determiiinnti) ineiiti'e i vettori Eu daiino luogo ni tensori 

1 tensori g),, gl.r P O S S O ~ O  essere riguardati come assegnati, mentre G;.,, 
G)+ dipendono, oltre che dni vettori c, i, anche delle fuiizioni arbitrnrie'p, 
risultando dalle ('if), per le (5) e (5'): 

Possiaiiio costruiriie i simboli di CHRISTOFFEL 

i quali sono legnti dalle relazioni 

dove l'nffinore Ti, dipende dalle fuiizioni p ne1 segueiite modo : 

(') Con P, x 'U) designererno l' invariante v'. 
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Vedianio cos1 che : 
Un generico alfzuo9.e P; dà luogo ad i@zite connessioni viemamicine 

definite mediun te (87, (9), ( 10). 
Designerenio con 17;) il nostro spazio, in quanto dotato della corinessione 

rienianniana (8') (ln quale - ricordiainolo - dipende dalle indeterminate p), 

ed analogamente scriverenio V,, per designare la varietk riemaiiniaiin indi- 
viduata dai coefficienti (8) (che sono ben determinati). 

Osse?vazione I. 1 vettori e, possorio essere riguardati coiiie versori (cioe 
vettori di lungliezza 1) ortogonali fra loro nella V,, rispetto a l  tensore nie- 
trico g).,. Infatti si ha 

D'altra parte si deduce (sempre nella V,) 

donde segue che ealy, e,,. sono le componenti contravarianti risp. covarianti 
del10 stesso versore P, = la di V,, . Tutto ci0 vale naturalmente anche per i 
vettori Eu nella varieth v;). 

Osse~*vazione II. Anche se i moltiplicatori p sono tutti costanti, le coii- 
nessioiii sono in generale distinte, cib che risulta dalla (10). Infatti, la parte 
dell'affinore TI,,,, la quale dipeiide soltanto algebricamente dalle funzioni p 

pub scriversi anche 

# 

donde segue che, essendo le p costanti e distinte, le connessioni V,, v;' coin- 
cidono soltanto se i vettori eu sono gradienti. 

4. Ogni scelta delle funzioni p ci conduce ad u m  coiinessione pa.rticolare. 
Vogliamo intanto indicarne qualche esempio, iimitandoci a scelte, le quali 
posseggono uaa interpretazione geometrica espressiva. 

Un primo modo semplice, per quanto particolare, di vincolare le p, è il 
seguente : Supponianio che fra tutte le trasformazioni possibili delle coordi- 
nate 5 siano anmesse sollanto quelle, il cui jacobiano è costante. Sotto tale . 
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-- 

O 

restrizione le espressioiii I':p, IY& si ~oiiiportano corne componei~ti di vettori 
covariaiiti, i quali designeremo coi] G, 

Ci proponiamo di trovare tutte le 
zero. Badando alle (9), (IO), otteniamo 

varietà v)' per cui il vettore G risulta 

D'altra parte,, in base alle (IO), si ha 

O a ' r,",, = g, = 1/2 - log g a p  

donde npparisce che e lecito porre 

O, il che è 10 stesso, 

e con tale scelta soddisfaciamo le coiidizioiii che ogni G,, si annulli. 

5. Le coiidizioiii prescritte ilel iiuinero precedeiite non ci foriiiscono le 
equazioni per tutte le funzioiii p, cosicché dovremo scegliere 92 - 1 fuii- 
zioiii p i n  modo arbitrario. 

Qui voglianio iudiciire u11 procedimento intrinseco il quale ci fornirh tutti 
i iiioltiplicatori p, basandoci sulla iiozione della divergenza vettorinle. 

A ta1 uopo ricordiamo aiizitutto il significato geometrico delln diver; O ~ I I Z ~  

vettoriale del versore tangente n uiia curva di uiia congruenza assegnata (0. 
Esseiido data una congruenza C di curve in m a  varieta. riemaiiniann, lie 
scegliamo uiia generica c e su tale curva fissiamo due punti vicinissimi P, I", 
nonche le giaciture n, n' [ ( ~ h -  1)-dimeiisioi~nli] ortogonali a. c nei punti P, P t .  
Per ogiii puiito Q vicinissiiiio a P iiella giacitura n passa uiia delle curve 

(') Questa interpretazione geoinetiica della divergenza vettoriale è donita al siy. Dc- 
BOIIBDIEH. Cfi.. : SUT les coqp%ences cles couvbes. s Rend.  Acc. Lincei D, vol. TT, fasc. 4 
(20 febbraio 1927) pp. 2652271. 
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della C la quale iiicontra la giaciturn 4' iii un punto Q'. La congruenza C ci 
conseiite di stabilire cosi una corrispondenza fra n e n' la quale pub essere 
riguardata come una deforinnzioiie infinitesimale H. Ora, designando con r  il 
volume di un elemento infinitesimale a n - 1 diinensioni della TC iiitorno al 
punto P, tale volume siibisce per H uiia variazione d r ,  definita dall'equazione 

essendo s l'arco rnetrico della c e TL jl suo versore tangente. Ne segue iii 
particolare che per div T L  = O la variazione B zero. Noi chiaineremo, secondo 
CISOTTI ('), le congruenze, le cui curve soddisfaiio a tale equazioiie a coii- 
gruenze solenoidali D. 

Ci6 posto, sceglieremo le funzioni p iii ta1 modo che ogiluiia delle coii- 
gruenze Cu (u=1, ...) 12) risulti solenoidale. In ta1 caso devono sussistere le 
equazioni 

le quali, in base alla (9)) possoiio scriversi anche 

Ora, designando con 7 ,  la divergenza 

a O 

Yla = @ eaP + r:,l eaip, 

(la quale pu0 essere riguardata come assegnata) si ha pei ( 1  1) 

Per risolvere questa equazione ci occoire risolvere il sistema 

D'altra parte, sappianlo che la congriienza Ca é definita dalle (6') 

( I )  CISOTTI : Sopra le cotryvuewe .iUettililtee sole~toiduli. a Rend. Acc. Lincei p, vol. SIS, 
(-O marzo 1910) pp. 325.529. 
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Corifrontaiido (Ci') con (12), risulta 

Se si suppoiigoiio assegnate le p iiei punti di una varietà o a n - 1 dinîeii- 
sioni che tagli tutte le Ca (ch0 cioè 11011 sia costituita da linee delle stesse Ca) 
basta iina quadratura per otteiiere dalla (13) 

dove l'integrale del secoiido meinbro e calcolato lungo la Ca (che passa per 
il punto generico che si viiol considerare), partire dalla intersezione della 
stessa Ca colla a .  

Allora, poneiido 

Vedianio cos1 che con questo procedinîento possiamo fissare iii modo 
intriiiseco tutte le fiiiizioni p a ineno di condizioni iiiiziali (O di portata equi- 
valente) che rimaiigono tuttora arbitrarie, e che (nei casi singoli) si dovreb- 
ber0 esaminare ulteriormente, per esaurire la discuisione. 

Ad ogni aflnol-e Pj[ i l  qunle da Zuogo a n congruenze invarianti C, pub 
nssociavsi univocamente (a meno d i  condizioni iniziali) unü  connessione 
î-iewlnnniana, nella quale ognzsna delle conggquenze Ca risulla solenoidale. 

II. 

6. Nei nuineri precedenti abbiaino indicato criteri differenziali per sce- 
gliere le p nell' ipotesi che sia, dato ~oltii,iîto l'afiriore P;.. 

Qui vogliaino siipporre che oltre a questo nffinore Py,, sia data uiia con- 
iiessione 1inea.re geiierale 11011-metrica., cosicchè l'afinore I': possa essere ri- 
guardato conie assegiiato nelia varieta Ln (vedi gj. 1). Ne segue che in tal 
caso sarebbe astificiale di fare interveiiise le ausiliare coiinessioiii rieman- 
iiiniie v:); ma é preferibile attenersi unicaineiite allit assegiiata coiiiiessione 
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liiieare, ed uiiicaineiite iii base ad essn, iiidividuare le p mediante proprieta 
delle coiigruenze invarinuti. 

Desigiîaiido con v,, il siinbolo della derivazioiie covariniite nella Ln 
(vedi 5 1) introdurreiiîo i simboli 

Il vettore 9,eb pu6 essere niesso sotto la forma 

O 

essendo Aba i coeficieiiti, defiiiiti dalle relazioiii 

' 

Dall'ennupla c. si deduce l'ennupla geiierale inediaiite (5), (5'). Portniido 
tali valori nella (16) e badando alla (15) si .ricava 

donde segue 1' equazione 

la quale pu6 scriversi anche (per f+ h )  

Ora Rsseremo i coefficienti in  ta1 modo che per ogiii a = b il vettore 
0, i?, sin contenuto iiella giacitura dei vettori E,, E, ,... Ea-, , IC",,, ,... 13,, 
ci0 che rappresenta una condizioiie intrinseca. Poiiendo a = b nella ( 1  7) si 
ottiene (per f + a) 

- 

(') Qiiesta eyiiazione segiie subito clalln posiziorie 
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V. HLAVATY : Sugli invavin.nti d~iffwemxiccli di unn forrjzcc bilinecire iizista 1-23 

Allora, per soddisfare la iiostra coiidizioiie, basta porre 

O 

- A:, = log pu 
O, i l  d i e  è 10 stesso 

O 

- ha - a 
c<a - ea 1' - log p, a g ~ ~  

Per risolvere questa equazioiie, ci occorre risolvere i i i  priiiio luogo il 

D'nltra parte, si lia il sistelna (67, il qunle defiiiisce la uoiigriiciizn Ca. 
Coiifroiitaiido entrniiibi i sistemi si ricava 

O 

d log p, = - A~ai isa l  

doiide segue, iiitrodiiceiido, corne al iiuinero precedeiite, uiia superficie a clie 
seghi tutte le Cu, ed i valori p t )  delle p su tale superficie: 

e tale scelta risolve il nostro problema, 

7. Uii'altra scelta delle fiinzioiii p si preseiita nella ricerca degli a nrchi 
affini D di curvc delle' coiigruenze C, , ... , C,, . Ho già aviito occasione di ino- 
stra.re l'esistenzn di ta1 arco1 studiando le proprietà didereiiziali delle curve 
in iiiia varieth C, ('). 

Essendo data unn c-urra qualsiasi C iii iiila L, inediaiite le equazioni para- 
d 

metriche S v  = [ ~ ( t ) ,  si introduce in primo luogo il vettore tangente u , , ~  = - 
dt 

noiichk i vettori deriva.ti 

2 C l , P V P  & - I I v  = u,,Y, (x = 2,'..., I I ) .  

(l) C f r .  HLAVATY : Pvopvietdc differeneiali delle cuwe in uno spaeio a cownessione lineare 
yenerale. (. Rendiconti Palermo 3, in corso di stampk) nonchè : Ancora sulle propvietà diffe- 
renziali .... ( a  Rendiconti Palermo », in coiso di stampa). 
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Se i rettori IL,, ..., u n  i'is~1ta110 lirienriiieiite indipeiideiiti, designeremo 
con 8 + 0 il deteiii~iiiaiite deIl' eiiiiupla v i l  ,..., PL, ,  . L) R.I'CO i~fi i ie  s é definito 
iiiediai~te la posizioiie 

O, il chc e lo stesso, 

Ora, desigiiaiido coi1 9, i l  clelertniiiaiite dei cettori 

(da. siipporsi liiienrrueiite iiiclipe~ideiiti) nssociati alle cuive della coiigriieiiza Ca, 
l 'arc0 ;iffilie &,, delle ciirve d i  tale coiigrueiizn é defiiiito dalla rel;izioiie 

Cio posto, preadiamo ii i  coiisiderazioiie le equezioni ( ( i l ) ,  (6"). I)a esse i'i- 
siilta che i parametri sa e Sa sono legati dall'equazione 

E naturale di scegliere pa in  ta1 modo clie i l  parainetro Sa risulti come 
arc0 affilie : per ci6 bastn porre 

1 coetTicieiiti p risultano cosi defiiiit,i iiitrinsecamente. Coiiie lie1 cas0 pre- 
cedeiite,- aiiche qui i l  vettore @,Ba 6 combiiiazione liiieare dei vettoi'i E,,  ..., 
Ba-, Ba+, y... ,  En . 
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Osselvazione. Qiiesto criterio foriiisce per i moltiplicatori iiiia espressione 
forinalmente ~ i l d 0 g i l  a quella iiidicitta ilel nuinero precedeiite. Vale la pena 
di rjlevare che, meiitre ln priiiia fil iiiterveiiire soltziiito elementi differenziali 
del primo ordine, spettanti alle coiigruenze Cu, quest'ultiina iinplicn. iiivece 
eleineiiti differenziali fino all'ordiiie 72. 

8. Ill~istriamo irifine i nostri risultati da1 puiito di vistn della. teoria degli 
invariaiiti. lh quarito slbbiaino visto, si pub desuinere il sistema completo 
degli iiivarianti algebrici e diflereriziali spettariti a l  nostro affiiiore Pj.. 1 prinîi 

si riducono alle I L  radici distinte w, =l= O ( a  = 1 ,  ... , I L )  dell' equnzione caratte- 
ristica, noncliè alle 7~ direxioni unit?, iinearmente indipendenti, spiccate da 
ogiii piinto dello spaxio nmbiente. 

F r a  gli iiivarianti differeiiziali vaiino anliovernti sia quelli che si dedu- 
cono dalle o, sia quelli che esprimoiio proprieth iiitriiiseche delle n con- 

gruenze Ca di curve, definite dalle direzioni unite. 1 vettori taiigenti e, di 
tali ciirve sono determinati a menu dei fattori a priori arbitr~iri  p u ,  il che ci 
consente di associare a l  nostro affiiiore una infiiiitk di. coniiessioni rieman- 
iiiane v?', tnli cioé che  le congruenze aveiiti p a r a ,  per oersori tmgeiiti, ri- 
sultaiio ortogoiiali in ciascuna delle VI'. L e  coniiessioni v$) non possono 
ancora essere rig-uardate corne invarianti differenziali (ne1 seiiso di RICCI) 
dell' affinore PI, perche in terveiigoiio n funzioni p, del posto (a  priori arbi- 
trarie) che nori figurano tra i dati della questione. Tuttavin è possibile fare 
di queste pa uiia scelta con criteri intriilsechi. 

In particolare, per esempio, si pub convenire di assumere le  pu in modo 
(ben definito n ineno di condizioni iniziali) che nella connessione ~ k )  corrispoii- 
dente, le 11 congruenze ortogorinli (=, risultino solenoidali ('). 

Di qua  risulta che per  l'affinore Pi il sisteina completo di invarianti 
(algebrici e differenziali) fino ad un assegriato ordine m è costituito: 

Io) dagli iiivarinnti differenziadi (fino all' ordine rn iiicluso) spettaiiti 
i i i  v?) all'ennupla di congruenze solenoidali. 

2") dalle derivnte delle o, (fino all'ordine m jncluso) secondo gli nrchi 

inetrici delle stesse C a .  

( 4 )  Confrontando tali risultati coi risultati classici di RICCI. vediamo che (per n> 1) 
l'affinore P;. di rango n da luogo ad un nuiiiero maggiore di invarianti differenziali che 
non il classico tensore g7.+=gcr,. (dello stesso rango), ciù che si spiega con il fatto che l'affi- 

n -+ 1 
nore Pj, ha ~"Ieinenti, inentre il tensore g+ = gp,. ne ha soltanto n -- , , e si ha 

n + i per r c >  1. n e > * - .  
2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Che se, gih iiiizialnieiite si siippoiie l'aîfinore P i  nssociato ad iiiia coi)- 
riessione lineare ge~iernle  di coefficieiiti rIP, nllorn la iinpostazione dellii. ri- 
cercn coiiipletn degli iiivnrimti potrebbe I I  tilineii te riattakcarsi- a qiiaiito pre- 
cede, teiieirdo conto dei risultnti esniirieiiti, precedentenieiite otteiiiiti dni 
sigg. T. Y. THOMAS e A. D. MICHEL a proposito delle coniiessioiii liiieari ( l ) ,  

Mi riservo di approfoiidire qiiesto nrgoinento in  iina pi'ossima occasioiie. 

('1 T. Y. THOMAS-AKISTOTLE D. M I ~ S H E L  : Differeiltial i~tvariants  o f  affijtely coivnected 
tnunifolds. ( c  Annals of Matlieiiiatics. vol. 28, n. 2, pp. 196-236). Cfr. anche O. VEBLEX: Iqzva. 
riants of quadvatic rlifferee,.entialfo?.)ns. (« Cambridge University Prefis s, London. 19" 1. 
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Lit risoluzioiie apiristica delle çonyiwueuz<: cubiche. 

Xemoria 1 di GIOVANNI SASSOSE (a Firenze). 

PREFAZIONE 

Il prof. M. CIPOLLA con u11a brillante serie di Note (') riusci a stabilire 
uiia formula di risoluzione apiristicn delle congruenze biiiomie. S~iccessiva- 
inerite il prof. G. SCORZA ('), faceiido uso della formula di interpolazione di 
LAGRANGE, diede iri una sua Nota assai rapidamen te ra.gione della struttura 
della formula del prof. CIPOLLA. Riprese ancora la questione il prof. G. MI- 
GNON (y :  egli, mercè un fortuilato impiego della serie binomiale, pervenne 
assai eleganteinerite alla costruzioiie' di un@ formula risolutiva per le con- 
gruenze biiiomie di grado e modulo potenza di uii iiumero primo. 

La lettura di queste interessanti Note ci spinse a studiare il problema 
della risoluzione delle congrueiize ciibiohe e biquadratiche, e in queato lavoro 
esponianio tutto quaiito riguarda la  risoluzione delle coiigruenxe cubiche. 

Questa questione sembra a prima vista assai facile, perché é d a  prew- 
mere che sia possibile superarla t r~spor tando in uii campo di iiitegrith fiiiito 
qualcuno dei noti procedimenti di TARTAGLIA, EULERO, LAGRANGE, CAYLEY 
per la risoluzioiie delle equazioni cubiche ('). Pero ciascuno di questi proce- 

( 1 )  X. CIPOLLA: a) Formule di risoluzione della congruenza binomia quadratica e biqua- 
clvatica. (. Rendic. della R. Accad. delle Scienze fisiche e matem. di il-apoli ., gennaio 1905): 
b) a Sulla risoluzione apiristica delle congruenze binomie seco+zdo zc?z modulo primo. ( a  Nath. 
Ann. a, Bd. L S I I I ,  1906) : c) Sulla risoluzime apiristica delle congruenze binomie. Kote la e 2a. 
( S  Rendic. dalla R. Accnd. Naz. dei Lincei n ,  fasc. €4' e 9" del volume S V 1  della fierie SA, 
1" sem. 1905). 

(3 G. Sco~z.4, L a  visoluzioiie apiristica delle congruewe bigzonzie e la  formula di  inter- 
polazione di Lagrange. . Rendic. della R.  hccad. Naz. dei Lincei ., fasc. Io del vol. III, 
serie 6a8, 1" sem. 1926). 

(") G. MIGNOSI, L a  conueryenza i l& ulz cawzpo di integrità finito e la risoluzione apii'i- 
stica clelle congruenze binontie. ( e  Rendic. del Circolo Matein. di Paleinio n, tom0 L, 19-6). 

( I )  Il prof. U. SCARPIS in una sua Kota: Intorwo a l la  ~.isoluzione per radicali di tors 

equazione algebrica i n  u n  campo di Galois. ( u  Periodico di Matematiche », serie I II ,  vol. IS. 
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138 G .  Sawsoru~ : La risolwio?te  ctpivisticn delle c o w ~ r u e w e  czcbiclie 

diinenti suppone I'esislenza di uiia radice ciibica dell'iiiiitk, e percio lit possi- 
bilith di risolvere la congrueiiza: 

con p primo. Per la risoliibilit8 di questa. iiel cainpo razionale dovrà aversi 

(lj3) = 1, e di  oonseguenza il modulo p della per il simbolo di LEGENDRE - 

forma 6h + 1, si ha  percio che nessuna delle vie ilote pu0 seguirsi quaiido 
sia p della forina 6h + 5. 

Viene ancora spontaneo pensare che passando ne1 campo di GAUSS, sup- 
posto p della forma 612 + 5, sia ancora possibile seguire qualcuna delle vie 
indicate; ma ne1 campo di GAUSS, siipposta 'la congriieiiza precedente possi- 
bile, deve essere p della forma 12h i- 11; essa è invece impossibile per p 
della forma 12k + 5 ('). 

Concludiamo che 10 studio generale delle congruenze cubiche richiede 
una trattazione sua propria, e.questa iioi ci proponiamo ora di esporre. 

Riassumiamo per comoditii del lettore i risultati. 
Data una congruenza cubica rispetto ad un niodulo primo p,  con p 4=2, 3 (') 

essa pub sempre ridursi con una conveniente trasforinazione lineare O ad uiia 
congruenza biiiomia, O ad una congruenza del tipo : 

( 1 )  X% -+x i- cc O (mod. p), coii a+O. 

Se il siinbolo DJn) indica il determinante ortositnmetrico (di HANKEL) 

p. 73, 1911) cercù d i  applicare la formula cardanica alla risoluzione di iina congruenza cubica 
e constatb che in certi casi essa diventa illusoria quando la congruenza ammette tre radici 
ed  efficace quando ne possiede una sola, mentre i n  certi casi succede il contrario, ma non 
affront6 la questione generale della iisoluzione delle congruenze cuhiche. Successivamente 
in un altro lavoro : Intwno al2'int~-pretazione della Teoria d i  Galois in un campo d i  razio. 
nal i tà  finito. (. d m a l i  d i  fikdtematica », tom0 XXIII, serie 111, 1914) riprese 10 studio gene- 
i d e  delle congruenre col proposito di accennare alle modificazioni che potrebbe subii-e la 
teoria d i  GALOIS ove s i  volesse applicare ad equazioni d i  un  campo finito di integrità. Con. 
viene perb a questo proposito notare che b possibile, corne faremo vedere. costriiire la for. 
mula apiristica d i  risoluzione di una congruenaa çnbica, s e m a  che la siia iiuoliizione si possa 
Iar dipendere dalla t~isolnzione d i  congmenze hinomie (cfr. n.' 16). 

(') Cfr. L. BIASCHI, Lezioni sulla Teovia dei iVu~neri ulgebrici. (Bologna, Zanichelli, 19'23), 
p. 87 e seg. 

(2) Col linguaggio della teoria dei Corpi Xumerici [r. G. Scoaza, Corpi Xuuzevici e Al- 
yebve (JIessina, Principato, 1921)l equazio+ii in un colpo ~rtcwzerico filzito costituito da un si. 
stema completo di resti rispetto al modulo. 
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G. SANSONE : Ln risolzlziovze npiristica delle cowgrzcevzee czcbiche 129 
- 

la coiigrueiiza (1) ha tre radici iiicongrue inodulo p, allora e d o r a  soltaiito 
che si abbia 

D,_-(n) = O (tnod. p). 

Si cleterniiiia poi la coiidizioiie ciii deve soddisfare a perché la  con- 
gi.ueiiz,z (1) abbiii, soltanio iiiia rtidice e si assegnn. in fiiiizioiie di a l a  sua 
espressioiie (II." I l ) ,  si trovano iiifiiie le coiidizioni ciii deve soddisfate a perché 
la coiigrueiiza (1) sia iinpossibile ('). 

Quaiido 121. (1) abbia t re  radici iiicoiigrue, col metodo del prof. Scoiaa si 
iiitlicti il procediineiito per ln co.st~-uzione di tutte le forinule distiiite di riso- 

p - 5  1 , -7  
luzioiie della coiigrueiiza iii iiuinero di 311 coi] h -= ,- , -- 6 6 

secoiidoclie 

e p r 5, 7 (inod. 6), (II." 10). 
Si preseiita. poi la pih nrdua questioiie di assegiiare iii fuiizioiie esplicita 

di a iiiia formula, risolutiva della coiigrueiiza (l), ilel caso che essa abbia tre 
radici ; si ottieiie allorst il segiieiite se~nplicissinio risultato : Se le  tre radici 
della (1) noii liaiiiio 10 stesso carattere quadrntico inodiilo p, quella. radice che 
iioii Iis il carattere delle altre due è data dalla formula: 

(inod. 11) .  

Iii iiiia prossima I\Ieinoria studiercmo le coiigraeiize ciibiche le cui radici 

(') Lo condi~ioni  trovate per a pcrclil. la congriienza (1) sia possibile ed abbia tre radici 
o iina radice, oppiire pemhè essa sia iinpossibile sono notevolissime. in  qiianto forniscono 
dei criteri per decidere a priori, dato lin corpo cubico, della possibilith d i  scoiiiporre un 
numei% primo razionale non critico in  fattori primi ideali. (Cfr. Ii. BIANCHI, loc. cit. (j), p. 402 
e seg. ; -od anche J. SOMMER, I+ttroCEwction (n la théorie des ~zoutbres algébriques, trad. par  
-4. LEVU (Paris, Hermann, 1911, p. 283 e seg.). 
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130 G. SANSONE : La r isolzizione cfpiristica c l ~ l l e  c o n g r w n z e  cubiche 

liaiino 10 stesso carattere quadratico rispetto a1 iiiodulo e le congrueiize cu- 
biche riferite ai nloduli jvn con 17 priino. 

3 1 .  Generalità sixlla risoluzione delle congrueiize cubiche. 

1. Data la coiigruenza 

con a , ,  a,, cr,, p interi razioiiali, p primo, a, :l= 0 (mod. p) ( e ) ,  l'algebra ci 
fornisce il seguente procediinento per trovare se essa, esseiido priva di redici 
inultiple, possiede tre radici incongrue, unn, O nessiiiia ( 3 ) .  

Si divida il polinomio xp-' - 1 per x3 + a,x2 + a , %  + u, e si abbia : 

ove con Qix) ed R(x) abbiamo indicato rispettivamente il quoziente ed il 
resto della divisioiie. 1 poliriomi Q(x) ed R(x) hanno coefficienti interi, ed R(x)  
è un poliriomio di grado non superiore a1 secondo, 

Suppoiiiaino che la coiigrueoza, ( 1 )  abbia tre radici incongrue (noii nulle 
perche si ha a, O), esse soiio radici della, coiigruenza x*-' - 1 = O  (inod. p) 
(teor. di  FERMA^), quindi per la (2) radici della congrueiiza R(x;) O (mod. p)  ; 
ne segue che i l  polinomio R x) ha  i suoi coefficienti iniiltipli di p. 

Inversameiite, se R x) ha .  i suoi coefficienti inultiyli di p, dall'identitk 
inodiilo p 

xP-' - 1 = (x3 i- U,X -t upx + a,)Q(x) (inod. p )  

segue che aii.iiullaiidosi x*-' - 1 per p - 1 valori incongrui di x, la con- 
gruenza ( 1 )  deve avere tre radici incongrue. 

. Quaiido non sia. Rtx) identicainerite iiiillo niodulo p, le eventuali radici 
della congruenza 1) sono radici della congriienza di grado non superiore al 
secondo 

R(x )  r O (mod* p )  

(') Abbiamo supposto, corne è lecito, il priino coefficiente uguale ad 1, in caso opposto 
basta rnoltiplicare In congruenza per il iiumero socio del primo coefficiente. 

(!) Per a,-O (inod. p) la conpriirnza (1) si ridiice al caso noto delle congriienze qua. 
dratiche. 

( 3 )  Cfr. J. A. SERRET, COUI'S d'algèbre supe'rieure (toino II, l i l l e  ed., 1879), p. a e seg. ; 
oppure P. L. TCHEBICHEV, Teoria delle congruetize (tratl. ital. di 1. MASSARIXI. Roma, Loescher, 
1H%), pp. 52, 33. 
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G. SANSONE : La ~ i s o l u z i o n e  apiristiccc delle conclrmenze czcbiclw 131 

che iioi sappiamo disciitere e risolvere, e il probleina si riduce quindi teori- 

caniente ad uiia verificn. 
Le qiiestioiii che ci siaino nllora proposte sono le seguenti : 

1" 7li.ovm.e come debbono esuere nssegiiati i coefficieiiti a, ,  a,, a,, 
perche la coiigrueiiza (1) abbin : 

a )  t w  ?,adici inco?lg?*ue modula p [siil ci06 identicaiilente R(x) = O 
(mod. p)] ; 

b) u ~ z u  soln ?sadice [R(x) r O (inod. p) deve aiiiiiiettere uiin radice CL 

comuiie coi1 la  ( l )] ;  

c) nessztna qadice [K(.x) r O (inod. p) è iinpossibile, oppure essa e la  (1) 
iion haiiiio radici coiniiiii]. 

2") Nei cusi a) e b) tla7.e le fowaule risoiutiue della congrucnzcr. 

5 2. La  congruenza x3 + n;n; -t a E O (rnod. 21). Determinazione 
del numero dei valori di r t  per i quali la congruenza ha 
tre radici incongrue, O una radice, O nessuna. 

2. Nella coiigrueiiza (1) supponianio il nlodulo p #= 2, '3 (l). 

Colla trnsformaziorie x = y - indica i l  socio di 3 modulo p 

diventa 
y a + a y + ~ = O  (3 (~nod.  p )  

con 

Se cc = O  (niod. p) la (4) si riduce a d  una coiigriieiiza biiiomin, ciiso iioto (9; 
se 6 p = O (mod. p) In (2) é riducibile ; supjhnianio d ' o j ~ ~  i n  aunuti a riz 0 
e -1: O (mod. p). 

Vediamo subito conle debbono esser dati a e p perché la (4) abbin. upa 
radice multipla (e quindi t re  radici reali). 

(') P e r  p = 2 la (1) h a  la soluzione x = 0 (rnod. 2) se a, 3 O (rnod. 2) e la soluzione 
x - 1 (mod. 2) se a,+a,+a,.+ l e 0  (rnod. 2) ed entrambi le solueioni se è a,=O (rnod. 2), 
a ,  t a ,  -1 (rnod. 2). 

P e r  . p  = 3 s i  ha x3 - x (mod. 3) e la (1) diventa a,x% (a, + 1)x + a, = O (mod. 3) ; 
questa congruenes avrà le radici x - 0, 1, 2, secondochè sia rispettivainente a3= O, 
a,+a,+a,+i=O, a I + 2 a , + a , + 2 z O  (mod. 3). 

(') Cfr. M. CIPOLLA, loc. cit. (') ; G. SCORZA, loc. cit. (') ; G. MIGXOSI, loc. cit. (7. 
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Se y é uiia radice doppia della (4), deve essere : [ f ( y )  = O, f'(y) = O ]  

(5) y3 + a y  -t- /3 = O (mod. pl, 3ye + a = O (inod. p). 

Da queste, moltiplicaiido la seconda delle (5) per y e tenuto conto della 
prima, si ha  

y G - (2a)-i3P, (2a è per ipotesi ~ 1 ~ 0 )  

e ln secoiida delle (5) diventa. 

cioè, corne è ben iioto, é coiigruo zero inodiilo p i l  discriininante della con- 
graenza - 4a3 - 27P2. 

Inversameiite soddisfatta. la (6), due radici della coiigrueriza. (4) soiio 

e per 1' altra radice y, si ha : y, = 6/3(2a)-'. Esseiido poi j3 E I Z  O (inod. p )  si lia 
pure y, = y, =/z y, (inod. p). 

Concludianlo : l u  conglvie1,za y Y i - a y  t P z O (inod. p)  ha  ?-adici w.ultiple 
nllo~.n ti ccllol-a soita7ito che sin c o n g ~ u o  zer.0 modtclo p i l  suo d iscr io t i~mzte ,  
cioè : 

- 4a3 - 278" O, (mod- P)  
e le sue t.adici sono : 

y, y = - 3j3(2a)-' ; y 6;(2a)-', (inod. p). 

3. La congrueiiza, (4) che è trasformata a sadici auinentate della con- 
gruenza (l), coi1 lit trasfosinr~aioiie A sadici multiple 

diventa : 

(7) 
con 

(mod. p) 

27(3a, - 
CC - cc3!-' = , . - 27(3n,  - cr;)"27a3 -- 9a,a, + 2ni )p-3  (inod. p), 

(270, - 911,a, + 2aJ- 

e iioi ci proponiamo di col2lar.e quanti  sono i vnlori incongvui d i  a pel1 i qz~al i  
ln  com.isponde~~te eqzmziotze ( 7 )  ha 19-e m d i c i  incotzgme, unn, O  essu su na. 

Possinvzo suppowe  che sin a E)= O (inod. p ) ;  pet- a. = O (mod. p) la cow 
gg.ueruu ( 7 )  1 ~ i c  In 2-adice l1iplu z = O, e invet*sa?uent~.  
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Possinmo anche suppowe  che sin 4n i- 27 =[=O (mod. pj, iii caso opposto, 
per qnanto si é visto ne1 nuiiiero precederite, le r t~dici  deli'equn.zione sono: 

3 z,=z2 - - z ,  = 3 (niod. p), ed anzi soltaiito per 4u i- 27 - O (niod. p )  
. 2' 

lJequazione ( 3 )  ha  radici multiple. 
Dalla (7) si ha poi 

(8) o(z+ 1) 53 - z" (iiiod. p) 

e questa ci dice clîe è seiîipre z =l= p - 1 (niod. p) ,  e percio clalln (8) si ha : 

(9) u = - z"z + 1)-1 
(love z percorre i vnlori 

(10) 1, 2, 3 .  p - 2 .  

Ln (9) ci dB, quando z percorre il sistenm (IO),  tutti i valori di n per i 
qanli ln congriieiiza (7) è possibile (eccettuato il vnlore u = O corrispoiideiite 
al caso z = 0)  e andiaino ad esainiiiare qiiaiiclo accade clle a due valori i i i -  

coiigriii di z che iiidichiaino coi1 x ed .y scelti ilel sisteinrt (10) corrispondo 
uii iiîedesiino valore n inodulo p .  Dovrli. aversi : 

(11) z3 +ax -t n = O (iuod. p ) ;  y3 + n y t n  r O (inod. p), 

ed anche effettoaiido la  differeriza : 

(12) (2y + 2)' = - 4n - 3x2 (mod. p). 

E iiitaiito 4u -t 3xZ + O (inod. p), [iii caso opposto da  4n + 3xz r O (iilod. p),  
avendosi n r - x3(x + 1)-' si h a  niiche - 4 x 7 ~  + 1)-' + 3 x k  O da  cui x 3 
e percib 4n -t 27 = O (111od. p )  clie è il cnso escluso delle radici inulti yle] e cib 
porta che debboiio escludersi per x iiella successione (10) i valori iiicoiigrui 3 

j1 - 3 
e -- 

2 
e percio i valori leciti di x soiio d a  scegliersi iiella successione : 

Ad LUI valore di x scelto iiella successione (13),  quando per il simbolo 
- 4n - 3%" 

di LEGENDRE ( ) si abbia 
P  

corrispoiidono per la (12) due valori y,, y, e i tre iiuineri x, y , ,  y, sono 
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tra loro iiicoiigrui. Iiifatti s e  è (15) - 4n - 3 x k  x s  (inod. $1) si h a  per la. (12) 
2y = - x t 3 (inod. p) e poiclié a-I=0 (iiiod. p)  si coiicliide che è y, +y, (111od. p). 
1 due valori di y soiio iiicoiigrui con x ;  se fosse - x t a = 2x si avrebbe 
3x = t a e per l a  (15); 3x"- cl r 0 (111od. p) e per la prima della (11) segue 

p-3 
che e x -= -- 

2 
e quest.o e iin vdore  clie iioii é preso da s. 

x3 + C(X + cl = O (inod. p). 

Dalla (14) tenuto conto della (9) si ha. : 

percib i valori di x del sistema (13) per i qiinli si lia 

foriiiscono con IR formula 

(9') a - - x3(x i- 1)-i (inod. p )  

tutti i valori di n per i quali la congrueriza x3 -t ax + a  -0 (mod. p)  lia tre 
radici incongrue, e ogriuno di questi valori a, quando z percorre i l  sisteina (13) 
soddisfncendo lit (16), si otterrtt tre volte e tre volte soltanto. 

Poniaino 

(17) x = 4(1 - ZC)-' - 1 (inod. p)  

od anche 

( 1  7') ' Z L  EE 1 -4(1 +x)-' (inod. p). 

Pei. esse, se  x percorre un sistemn di valori iticongrui aiiche u percorre 
un  sistelna di valori iiicoiigiui, e a l  sisteina dei valori (13) per x corrisponde 
per  I r  il sisternit di p - 4 vtt1oi.i 
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La, (16) diveiita poi 

DovrA essere quindi 

e percih (17") u = a' (mod. p) ove a' percorre ora il sistema di  p z 5  di valori 
2 

P - 1  con esclusioiie dell'eventuale nuinero a  positivo iniiiore od uguale di  - 
2 

a ' r p - 3  (iiiod. p). 
per i l  quale si h n  

(19) 

Sia allora p =. 612 i- 

bile, e percio i valori d 
valori d i  x per i qiiali 

1 )  - 3 
- 7 : aveiidosi (p) = 1 la  congrueiiza ( 19) é possi- 

i 14 del sisteint (18) cui corrispoiidoiio per  ln (17) dei 
la (9') foriiisce dei valori di tc per i q u d i  ln. congruenza 

a3 + ax .+cc = O (mod. p)  

23-5 
2 

- 7; ma ad  ogni a corri- ammette t ie  radici incongrue soiio - - 1 = --- 
2 

spoiide una determinata terna di valori di x;, percio la congl.uenzn 

'- = h onioq-i qucmdn sia p = 6h + 7 anlîlzelte tg.e ?-adici  incongvue pel- -- 
6 

inco?agrui di  a .  

Se invece è p = 6h + 5, è (P -- p 3, = - 1 e percih la (19) è impossibile ; 

71 - 5 
qiiindi i valosi leciti di u sono -- 2 ed aiicora la congrueiiza 

P - 5 -  ammette tre radici incoiigrue per - - - - I L  valori iiicongrui di a. 
6 
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Coiicludianio : la coagv-ue~lon x3 + nx + a = O (ii-iod. p)  ammetle tre 1%- 

dici incongme per h ïnlori incongrui d i  a, ove d 11 = PL', se p s 7 (mod. 6), 
6 

e h = * se p = 5 (inod. 6). 6 
Per  determinare i l  nuiiiero dei valori di a per i quali la  congrueiizn, 

aminette unn sola radice, si osservi che se scegliamo x ne1 sistema (10) ir, 

guisa che  si abbiit - 1 la  conçrueiiza (12)  è impossibile e 

percio per  il corrispondente valore di a [calcolato coi1 la. (9)] a - - x3(x.+ 1)-' 
la  congrueiîza (20) ammette iina sola radice. Con In trasfori-iînzioiie (17),  la 
condiziune prececleiite diventn : 

e 16 deve percorreie il sisterna di 11 - 4 valori 

(21) 2 ,  3, 4 ,  5 ,  6 ,  7 ,  8, 10, 11, ..., p-4, p - 2 ,  p - 1 ,  

j l  qiiale esclude dei piairni p - 1 iiiiineri iiaturali i iiiiii-ieri 1 ,  9, p - 3 .  k 

quando p percorre il sistenia (21), iiell' ipotesi p = 6h 4- 7, preiide il valore - 1 ,  * = 3 h  + 3 volte, nieiitre se è p  = 6 h  + 5, :iveiidoai 
2 (y) = - 1  aiiche 

per il iiuniero p - 3 escliiso iiel sisteiiia (21)) ribbiamo clie il siinbolo quando I L  (3 
P - 1  y> - 3 percorre il sistenia ( 2  1 )  preiide il valore 1 , - - 1 =--- 

2 
-= 316 + 1 vol te. 

Coiicludeiido : ln congmenztt (20)  qunndo sia p = 611 - t -  7 ammette unn 
soln j*adice per 3h + 3 valori incongj-ui d i  a, e qzcnndo sin p = 612 -1- 5 
pel- 3h i- 1 zjrclo?*i ilzcolzgrui di  a. 

Per  qunnto si è fiiiorii detto segiie il teorema: Data En cong~.zcrl~zn 

~ ~ + n x + n s O  (n~od.  p), 

se 2 a = O (inod. p )  essn ha le vadici x, = s2 = x3  - O (inod. p) ; 
2 7  3 

se 2 a. - - (niod. p) essa Ilcc le ?.adici s, 3, s, x, = - - (mod. p); 
4 2 
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se è p = 611 -+ 7 (p = 6h + 5) essa ammette t?.e vadici incongrue pe?- h 
valori incongrui d i  a, ammelte una sola ~ a d i c e  pet. 3h + 3 (3h + 1) valot-i 
incongr& di a, ed è quindi i~npossibile pe?, 2h -+ 2 va1oi-i incongrui de a ('). 

5 3. Condizione cui deve soddisfare n perché abbia tre radici 
incongrue, la congruenza a3 + nx + a = O (mod. p). 

4. Dividiamo, corne abbiamo detto a1 11." 1, i l  poliiionlio xP-' - 1 per 
x3 +. nx + a, e sin 

(22) xp-? - 1 = (x3 + GLX t a)&(%) + A(u)xe + B(a)x -t- C(a) - 1, 

ove rl(aj, B(a), C(n) soiio polinoini razionali iiiteri iii a. Se la congruema pro- 
posta aminette per uii dato valore di a tre radici incongrue, deve essere 

il(a) O, B(a) O, C'(cc) - 1 = O (inod. p). 

Facilineiite si prova per iiiduzioiie che per p = 6h + 7 si h a :  

K I !  PA ~~1 

(23) A(n) = a A,(a), B(a) = n ",(a), C(a) = n C',(a) 

e per p = 612 + 5 si lia : 

ove i polinouzi A,(a), B,(a), C,(a) sono del gq-ado h 1-ispetto ccd a (2).  

Allorn se a è un iiuinero tale che per esso la congrueiiza x3 + a x  + a n O 
(inod. p) abbia tre radici iiicongrue, poiché è n ~ 1 :  0, sar.4 

A,@) = O, B,(a) = O, asC,(a) - 1 (mod. p), 

P - 1  dove conte furen20 setizp~~e nel seguito, pe7- p = 6h + 7 poraiamo 6 = --- 
3 ' 

Iiiversaineiite se n soddisfa siinultaiieamente qiieste coiigruenze, per esso 
la congruenza proposta aminette tre radici iiicoiigrue. Ma abbiaino detto ne1 
numero precedeirte che i valori di n per i quali la congrueiiza data ainimette 

(l) Vogliaino osservare che per la conpiieiixa xS -i- m + p E O (mod. p) qiiando sia 
p = 6h + 5, con la trasforinazione x = p-"h+i)y, diversa da  qiiella indicata ne1 numero 2, 
diventa y3 + ~ @ ( ~ ~ l + ~ ) y  + 1 = O (niod. p)  che è del tipo y3 + ay  + 1 E O (inod. p). Ragionando 
anche su questa congriienea, si  arriva ancora ai  r i~i i l ta t i  ara  eniinciati per il casa p =6h+5.  
Ritroveremo in parte qiiesto i.isultato al n.O 24. 

(9 Ritroveremo questo risiiltiito direttamente a l  n.' 8. 

A ~ t m l i  di  Matewatica, Serie Il7, Toiuo VI. 18 
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tre radici incongrue sono h, e poichb i poli~zomi A,(a) e B,(a) sono d i  grado h 
in  a, ne segue il teorenla : 

Condizione necessavia e sumciente pelschb la congvuenza 

abbia tve radici incongrue, è che i l  n u m e ~ o  a soddisfi la congwenza 

B,(a) = O (mod. p )  

[O, cib che è 10 stesso, lu coagruenza A,(a) r O (mod. p)]. 
Il ragionainento fatto ci dice a m i  che i due polinomi A,(a), B , ( ~ L )  diffe- 

riscono modulo p per un fattore di proporzionalith (') e che il polinomio 
aW,(a) - 1  è divisibile modulo p per B,(a) [oppure per A,(a)]. 

§ 4. Dimostrazione di una formula fondamentale. 

5. Dei poliiiomi A(a), B(a), C(a) vogliamo trovare la loro espressione, 
stabiliremo per questo una formula fondamentale cui converra ricorrere spesso 
ne1 nostro studio. 

Rispetto al modulo x3 + ax + a, qualunque sia 1' intero h > 3 sussistono 
le h - 2 congruenze : 

x 3 =  - a % - a  

x - - - - a x Z  - ax 
x5 + ax3  r - a x 2  (mod. x% ax t a ) .  

x + a x 4 + a x 3 = 0  

e da questo sistenia lineare rispetto x3, xi, x5, ..., xh risolvendo si ha :  

i ax-t-CL 0 . . . . 0  O O O 1  

ax2+a.x 0 . .  . . O  O O 1 O 

ax 0 . . . . 0  O 1 O a 
O O . . . . O  1 O a a 
O O . . . . l  O a a a 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
O O 1 O a a 0 . . . 0  

O 1 O a a 0 . . . . . 0  

O O n  a 0  . . . . . . .  O 

(nlod. x3 + ax + a) ,  
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e indicando con Pi, P,, P, i .coinplementi algebrici degli eleineiiti di posto 
(1, l), (2, l), (3, 1) i i i  questo detertniiiaiite, si ha: 

h(h-1) - 
(25)  (- 1) hh r a(P2 + P,)x2 + c i (P i  + P2)x + ciP, (inod. x 3 - t - u ~  + a). 

Se indichianzo con Dh(a) il detelminante 07-tosinlmehico (di HANKEL) 
d i  ordine h 

per h = Y, 4, .... . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
O 1 O a cc 0 . . . . . .  0 

1 O a u  0 . . . . . . . .  0 

O n a 0 . . . . . . . . . .  0 

trovianio facilmente che è:  , 

P,=Dh-,(a), Pz=(-  l)h+iDh-,(u), Y,=-Dh-5(a), 
e percib 

h(h-1) 

(25') (- l ) 2 ~ h  = a[( - l)h+LDh-, (a) - D,- j(n)]x2 +- 
+ a[Dh-,(u) + (- l)h+'Dh-,(a)]x + aD,-,(a), (mod. x3 + a ~  t a). 

I 

Dall'espressione di D, si ha facilmente 

e si verifica anche facilmente la relazione ricorrente ( l ) :  

(i) Sviluppiamo infatti il determinante Dh(a) per i minori del secondo ordine della ma- 

trice formata cou le prime due righe. Essa contiene soltanto i minori non nulli i :  : l = %  
O 1 

Il O / - -  
1, che Iianno per coinpleinenti algebrici il primo Dh-,(a) e i l  secondo un deter. 

minante di ordine h - 2 che sviluppato per gli elementi dell'ultiina colonna 6 uguale 
a : (- l)haD,,-,(a). 
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111 virtu di questa formula dalla (25') si ha  la fowzuln fondan,e?ztale: 

6. La (1) per / L  = p - 1 diventa [p primo dispnri] : 

P '  

(28) (- 1) xp-l = - D p - 3 ( n ) ~ 2  t D,-,(a)x -t aDp-,(a) [inod. x3 + a x  +a] 

e confrontando coii In (22) del iiuinero 4, si ha: 

Abbiaino allora per i risultati del nuinero 4 stesso: 
Tutti e solta~zlo i ua101.i d i  n p u -  i quuli Zn congruenzrr 

ka t1.e  mii ici incongî.ue, souo i vn,lori d i  nzjzO (mod. p) i qtcnli soddisfano 
lcc comy5ue.lzza : 

Dp-,(a) E O (inod. p) 

[O, cib che é 10 stesso, I'altva conglaue?zza D,-,(a) = O (inod. p)]. 

5 5. Sviluppo dei determinanti D,(n). 

7. Le formule (26), (26') e la (27) soiio sufficienti per determinare gli 
sviluppi dei determinanti D,(a). 

Noi vogliaino diinostrare che haiino luogo i seguenti sviliippi : 
Pe?. k 2 . 2  P: 

IL- 1 k-2 k - 3  
, 2 9 , ~ 2 k ~ u ~ = f ~ ) a h - ( 2 ) a k - i + ( ~ )  ( 6 )  ~~-~.+...-t (-1)'- 
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ove 2 o m  

e dove i coeficienti .sono i noti simboli Oiltoîjlinli. 
Si osservi che le (29) e (30) sono vere per 1z = 1, 2, 3; basta infatti teiier 

coiito delle (26') e (27). 
Procediaino allorn per indimioiie, siippoiiiainole vere per k e diiuostria- 

mole per il valore k + 1. 

Cominciaiiio dalla (30). Siipposto dnppriinn [' - 3 '1 = [il = ? *  per la (27) 

1?L + 1 
e poicliè si h a  ( ) + ( )  = ( ) si irova per B,h+3(n) Io svilrippo (30) 

qiiaiido in esso si iiîuti k in k + 1. 
k - 1  k 

Sia iiiveee = 1. = [3] - 1, percid à = 3(1- + 1); si nvrh corne prima : 

quando in essa si inuti k in k t 1. 
Analogainente si ragiona sulla (29), percib la (29) e (30) sono vere in  

generale. Dalle (29) e (30) si ha ad es. 

Dg(") = a3  - a 2 ;  D7(a) = - 3a3; D,(a) = a* - 3a3; D,(cc) = - 4a4 + u 3 ;  

D,,(n) = a5 - 6n4 ; Dl,  ( a )  = - 5n5 + 4a4 ; D,,(a) = a6 - l0a' + a' ; 

D,,(a) = - 6a6 3- ion5 ; D,,(Lc)  = a7 - 15a6 + 6a5 ; D,,(a)= - 'in7 + 20a6 - n5; 
D',(a) = as - 21a7 + 15a6; D,,(a) = - 8a8 + 35a7 - 6a6;  

D,,(a) = a9 - 28a8 + 35a7 - a6. 
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8 6. Forma definifiva della coiidizione cui deve soddisfare rc 
perche la congrnenza x3 + az + cc - O (mod. p)  abbia tre 
radici incon, o ~ u e .  

8. Dalla formula (28) si h a  

Comiiîcirtino da1 ierificare lit proprieth, dipostratit ne1 II." 4, ohe i due 
polinomi D,-,(a), Dp-,(a) differiscoiio iiiodiilo pl di un fattore d i  proporziona- 

lit&, che è anzi 

(mod. p). 

Distinguiamo i due casi p = 6 h  t. 7, p = G A  + 5. 
Se  è p = 6h -1- 7 per  le (29) e (30) si lin : 

e basterk provare che é 

3 1 ~  -+ il - 1 312 + 2 - 
= ( 6 h + l j (  21 ') (mod. 6h+ 7); 1 = 1 ,  2 ,..., h. 

Infatti si ha 
3h - 3t + 2 = (3h + 2)(2t + 1 )  (iiiod. 6h -t- 7), 

e moltiplic$ndo i due inembri per e dividerido per 21 + 1, primo 

con 6h + 7, si ritrova la (34). 
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G. SANSONE : L n  risol?rzione npiristica delle congruenze czcbiche 143 

Aiinlogamente si  prova In (32) per  p = 6h + 5 ; e d  è ors : 

E siccome per  la (31) tutt i  e soltanto i vnlori di a per i quali In con- 
gruenza x3 + a x  + a = 0 (mod. p) aminet te  t r e  radici  iiicongrue sono le 

1 

- D&a) = - - D,-,(a) - O (mod. p) p e r  le (33) e (35) abbiaino il saguente 2 1 
x 3 - t a x  +a=O (inod. p) 

ahbia tre vadici incongme è che a sia ratiice della congruenza 

O dellu congvuelzaa equioalente : 

essendo 

p-i - 
9. Abbinmo visto a1.n." 4 clle il poliiiotilio ciD,-,(a) - (- 1) 2 è di\iisibile 

iiiod~ilo p per il polinoinio - D,_,(cc)/nfi o v e  poniailio : 
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144 Ci. SANSONE : L a  risoluziolze apiristica delle cofigrzcemze cubiche 

Ilzdicando con O(a) il guoziente della divisione vogliamo trovare, essendoci 
necessaria per il seguito, la legge di fortnazione dei coefficieriti. 

Se é p = 6h i- 7 abbiamo : 

percib O(a) e un polinomio in a del grrtdo Bh + 2, e si l ia:  

Tenuto conto che deve essere 

troviamo 

e per il coefficiente c,. il determinante di ordine 9- -t- 1 
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G. SANSONE : La risolu#ione apiristicn delle corcgrzcettze cubiche 140 

III generale qualuiiqiie sia p  ctbbiamo : 

3 7. Costruzione delle formule apiristiche risolutive della 
congruenza x3 .i- (lx '+ (8 = O (mod. p) ne1 caso che essa am- 
metta tre radici incongrue. 

10. La coiigrueiiza x3 + ax + a = O (~nod. p )  abbict tre radici incongrue 
x,, x,, x,. Nota uiia di esse, possiamo determiriare le nltre due. Infatti in  
questo caso j l  discriminante della coiigruenaa : 

e residuo quadratico di p  [(- 48 2'i) = 11 e posto h' - A (inod. p) per le due 

Annali di Matenaatica, Serie lT. Tomo TI. 19 
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146 G. SANSONE : L u  risolusiolze apirisficcr delle congruewe cz~hiche 

radici x,, x ,  si lia i i )  : 
h 

x, i-x3=-XI> xz-X - -- 
- f'(xJ 

[fr(xl) = 3x: i- n z/i O (rmod. p)l 

e percio 
k 2% = - k 

- /'(XI) 
x i  2x =-- 3 - - xi (mod. p). f'(~1i 

Rasterà qiiiiidi costriiiie iiiia iadice della coiigruenza proposta. 
Per  risolvere apiristicameiite l a  congrilennt 

(38) X" f(i% 3- (1 z O 

posto h = 1 ~ ~ 1 ,  dobbiaino costrilire i ~ i i  poliiioinio di grado h - 

(39) x =  CL) = A. + A l t i  -+ A 2 a 8  + ... -+ An-,cth-i 

tale che ogiii vnlore di cc radice della congrueiiza di grado 12 (2 )  

(inod. p), 

1 

(inod. p) 

foi-riisct~ uiiti. ritdice della coiigrueiiza (38). 
Segueiido il prof. SCOI~ZA ( 3 )  osservial~io clte l'espressioiie (39) ~ o d d i ~ f i l  

alle iiostre coridizioiii a1loi.n e allora soltniito clie s in :  

dove a,, a,, ..., t i h  ii~dicaiio le I L  radici iiicoiigi.ue dellit (1) e xi Liiia qiialiiiique 
delle tre radici dell'eqiimioiie (1) corrispoiideiite a l  valore ai. 

Ora fissati xi, x 2,..., z,, e percio ci,, cc, ,..., crh [ a ,  = - x,"(xi + 1)-'1 le (40) 
iiidi~idiiiiiio iiiiivocameiite f (x ) ;  il sisteimi x, ,  x,, ..., x , ~  pub fissarsi iii :ih lnotli 
differeriti, percio pela le e q i t n z i o ~ t i  cubiche (38)  le quci l i  ccnznlettono t1.e solzt- 
z i o u i  i?xo?~g~.c te ,  d i  pol inomi  a t t i  n 7-isoiuedn u p i ~ i s t i c ~ ~ r m m l e  n e  esistouo 3h 
e lcc delevmi?znzionr  di t d i  po2i1zomi si oltietze con l c n  p - o b l e ~ m  d i  i1zte9.- 
polnziom. 

(') Con l'ngpiont;~ tli 1'1 1' equazione di trrxo g r n h  coincidc con lu s i i i i  risolvente di 
CTar.ors e perciii due radici possono esprimersi raxion;ilineiite per la term. Cfr. ;id es. 
H. WEBER. T r a i t e  d'algèbre stcp61-ieitl-e. ( P R I ~ R ,  1898, Criiiithici-.Vill;irs. 1). BO?). 

(') Cfr. 11." 8. 
1" Cfr. G. S(-OKZA, Lw. cit. (:). 
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Si- ha pes ln formuln di LAWANGE 
h (a  - aI) ...( a - c(~-,) (u  - ai+I) ...( a - alJ m) = Ci xi -- 

( a ,  - a,) ...( a,  -aid,)(ni - ( t i t i )  ... (ui - ah) 

e poiché si lia 

ove ribbiaino itidicato per la (II) 

In (41) diveiita 
1-1 h qoui"+qini"-'+ ... + q,. . 

/'(CI) = Cr Ci X, 7 

O 1 8'((li) 

Per i resultati del 11." 3 [(l?) e (17")l si ha per xi l'cspressioiie 

ove a,' pseiide h coiiveiiieiiti ralori della successioiie 

con 1' esclusione, ne1 caso p = 6h + 7, del qiiadrato a? per il qiinle si liii 
a? = 21 - 3 (inod. p). 
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Vogliamo precisnre conle debbono essere scelti h vnlori iiel sistema (43") 
in guisa che la. (43) ci foriiisca h valori xi ai qiiali per la (43') corrispoiido~io 
gli h va,lori iiicoiigrui a i .  

Si osservi che essendo xi uiia radice della coiigriieiixa (38), tenuto conto 
del procediinento iiidicato ne1 11." 3, poiclie si ha 

per le nltre due radici y della coiigriienza è :  

22/ +si =t aixi  (inod. p) 

percib i tre vnlori di xi ai q u l i  la (43') fa. corrisponrlere uiio stesso a,  soiio: 

3 i- a: 
- - 

3 + ai2 3 i- a,' 
(44) 1 - aiP? 2(1 -I- ai)? 2(1- a;) ? 

e il valore n, corrispoiitleiite e :  

3+ a' 
Oix frtcilmeiite si prova che se iiell'espressioiie - poiiiiimo per a? 

1 - a' 

otteiiinmo i tre iiumeri (44), e allor:~, coiicludeudo, segue i l  teorerila: 
Per fownave la soluzione upivistica drlle conp-ueme  

(38) x3 + nx + a = O (iuod. p), [p=6h+5,  6 h + 7 ]  

le quali amnteltono t9.e ladici  incongl-ue, si liberi la successione 

ne1 caso d i  p = 6h + 7 del qundrato pev il quale si ha a" - 3 ((iiiod.'p) e 
con i 3h  aum me ri ?.estanti si f ~ r m i n a  le 3h successioni d i  quadvat i :  

(43) a:, a: ..., ah2, 

nelle qzcnli non v i  sicrno mai due termini clivej*si ai, aJ ( i ,  J = 1, 2, ..., h) pel. 
i quali si abbia : 

(inod. p ) .  
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Allo2.n la  so1u;ione npil-isticn della congrzcenacr (38) è : 

(39') 

ove s i  h a :  

con 

essendo in p e s t e  ai pwso nelln szcccessio~le (45)) erl esselido i u p ~ i e  Q(;i) i l  

pl-imo memb9.o della (II). 
Ad es. pe r  p  = 19, h =2, possiaino foriiiare 3 ? = 9  successioiii (dû), esse  sono : 

[Y, 7 7 ,  [227 VI, [22, 9" 1; [3?, 7 7 ,  [[6?, 8?], [j2, 9 9 ;  [62, 7-3, 16') 8'1, [P,  9?]. 

8. Condizioni cui deve soddisfare cc perche la congruenza 
138) X" -1- (IX! + +z = O (mod. p) 

abbia unn sola radice, O riessuna. Formula risolutiva ne1 
caso che la congruenza abbia una sols radice. 

I I .  ~ b b i a n i o  visto iiei 11.' 4, 8, 9 rl ie posto 8 = se p = 6 h  + 5, e 
3 

O - '- --- s e  p = 6 h  + 7, l e  eveiitiiali i.adici del la  uoiigrueiiza (RH) debboiio 
3 

socldisfnre la  coiigiueiiza : . 

p - 3  ' Dp-3(CL)1 0(a) G O (inod . p) ,  - Il,-,(a)x2 i- , [- D,-,(e)lx i- 
a s  

od anche  110sfo CL' = CL-', iiell' ipotesi che sitr Dp-,(a) 51- O (iiiod. p) (e  percib 

l 'equazione proposta. lion pub a v e r e  t r e  radici  iiicongrue) l e  eveiitriali rndici 
della congriienza (38) debboiio soddisfare l a  congruer iza:  

(1) L a  forma della congruenza (46) .& assai semplice, e questo ci  ha  reso possibile Io 

studio complet0 del caso i n  esaine. A d  es. si osservi che per a = -fl la (38) ailimette le 
4 

radici xi - 3 ; x2 - x3 - - - 3 
e peioib la (46) ha le rsdioi x ,  = 3, z2 = - ; e il eecondo 

2 
coeffioiente della (46) è proprio uguale alla somma d i  queste radici. 
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Si ha  poi ideriticaineiite 

e percib se I:L (38) iioii i~iiiiiiette ti'e radici iiicoiigriie iiia possiedc radici, esse 
debboiio soddisfiwe la coiigrueiian di 1' grado : 

p - 3  
x + n + -,- nl"i(u) I= O 2 

(iiiod. 1)). 

Quest:~ coiigrueliza è ideiitica se sodrlisfa sirnnltaiienii~ente le due con- 
grueeiize 

(48) 
p - 3  - cLIfiR(a) r 0, a + s- c~'"i(n) r O (nl~cl .  7 2 )  

p - 3  
dalle quali inoltiplicaiido la pi'imn per - 

2 
e ~ ~ i i i i i ~ i i i i d ~  si h a  : 

4n+27=O . (iilod. p )  

cioè In coiigrueiim proposta (38) ha radici iiliiltiple (ofla. 11." 2). Iiiversa~neiite 
se 4u + 27 O (inod. p), In  (38) aininette due radici iiicorigrrie le qiiali sod- 
diafaiio I;L uoiigrueiixa di 1" g r d o  (47), percio questa é ideiiticn. 

Szqyosto, comv abbicmo gin dichiwwto,  4.3 +- 27 ~ ( 5  0 (iiiod. p), Zct (47) 
?ton b ideïztictr, e poiche le coiigriieiiae (48) soiio eqi~ivaleiiti rispettivaiiieiite 
alle altre due : 

4fl(cc) = n74n t 91, 2fl(n) - n 8  l 1  = O (itiod. p) 

coiicludiaiiio ctie se 6:  
aj i l - d a )  riz O (i-ilod. p) e 40(a) = ah'[4a + 91 (inod. p)  ; 
b) oppuve D,_s(a)slsO (inod. p)  e %(a) s 2a" (mod. p), lu co?zg~*ue?zxa (38) 

4 impossibile. 
Se invece 6 D, 3(<1) E(- 0 ; 40(a.) :(= (4a + 9)a6 ; 30(:~) L(Z Si\' (inod. p), se 10 

co~zg~uenxu p~opostcc é possifde, essa ammette zma solo vadice x d a t a  dallci 
fo?*rnula : 

(niod. p). 

Se poiiiamo ora 

20((i) + 9u6 = cp(a), 
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G. SANBONE : La risolu~iome apiristica delle colûgruewse cz~biche 101 

ove ?(cc) é u n  poliiiomio iii a di gmdo 6, la (49) diveiita 

(mod. p). 

2 7 
Sicconie per a = - - 

4 
abbiaino visto che la (48) é identica,, segue che il 

poliriomio cp(a) è divisibile per 4n -+ 27, e posto 

cp(a) = (4n t 27)+(cc) 

+(a) è un poliiioinio di grado 6-  1 in a. Si ha, allora 

e l i t  (50) diventn : 

(inod. p). 

Qriesto valore soddisfn la coiigrueiiza proposta se è : 

(52) [.27 4- 4~19~(a) - [27 -t- 4n]a"(n) -t 19 -t-a]nf8+(a) - nZS = O (mod. p). 

Si verifica facilineiite che se ( t  soddish qriesta coiigrueiiza iioii pu0 es- 
,$ 

sere n E O (iuod. p) ( l ) ,  1115 $(a) = -, -;- (1110~1. 21) ;  psovei.emo ilel iilimero se- 
2 3 

giieiite clie lut t i  i valoi'i di n Z]E O (iiiod. p) clle niiiiullniio D,-,(a) ai~iiu11a110 
aiiche +(a) e percio iioii soddisfiriio la (52); abbitbino allorn il seguente teoreinn : 

Ln comyue?lza x3 -t nx + 2% r O (inod. p )  lm rma e unrt soltc q+adice, 
allo?n e cclloi-cc sohauto che pev i l  mlove t~ ~ o d c l e ~ . a t o  sin 4n -+ 27 + O  
(niod. p)  e i l  v n ! o ~ - e  del polinonlio +(a) espresso dalla fo~-muia (cfr. il." 9) 
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- - -- - 

na1 teorema enuiicia.to al II." 8 e da1 teorcma ora diinostrato segue l'altro: 
La congrztenzn x" a x t  a r 0 (iiiod. p) c? impossibile per  tulti i vnlovi di  a 
i quali nou s o d d i s f m o  né la ( I I )  del  12." 8,  né la ( I I I ) ,  e non sinuo c o n g m i  

2 7 
con  10 z e m  O cou - - modulo p. 

4 

12. 1 teorenii osa enuiiciitti si basano sulla, proprieta che dobbiamo dimo- 
strare, che se per LUI valore a E~E O (inod. p )  si ha D,-,(a) = O (nîod. p) per 
10 stesso valore di CL e +(a) . O (inod. p) ,  od iiiiche, poichè per un tale valore 
è 4a + 27 E ~ F  O (inod. $1) ('), deve essere 

y(a) = O (inod. p). . 
Con le posizioni dei n.l 9, 11 si ha : 

cioè 

e per provare che 

7&,-3(a) - - grueiiza - - 
a fi 

l'equazione ~ ( n )  5 O (inod. p) lia tutte le radici della con- 

O (mod. p), basterk provnre che è 

od anche 

Supponiamo dapprimit p6 = h 4- 5 ; abbiaiilo : 

1 1 B[riD,-,(a)]' - 9»',-,(<~) / = - (3h + 1 )  [ 2 r:)+g(3hO'i)]ah + 

312 - 1 3h - 1 ++( ) + 9 ( 3 : ) ] a h - ' - ( 3 h - ~ ) [ ~ ( 3 : ) - + 9 (  )]ah+'+ 

312 - 3 3h -2 + (ah - 2)[2( ) + 9( 
)]ah-' + ... + 

2h -4-2 
i- (- 1)"2h + 2) (1 + 9(- l )h-1(2h + 1 )  

( i )  Xipotesi Dp-3(a)=0 (mod. p)  che la congi-uenea proposta ha tre radiüi in- 
congrue, mentre l'altra da  + 27 O (mod. P) porta che la congriienm ha una radice doppia. 
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E poi : 

ed A subito visto che i secoiidi membri di qiieste ultime uguaglianze differi- 
scoiio per il fattore - 6 modulo Cih + 5. 

Fer  questo baster& veïificare che è 

ovvero 

( 2 r  + 1 )  ! 
od anche inoltiplicando per (i fattori del 

(311 - ~ ) ( 3 h  - I* - 1) ... (3h - 39.3- 2 )  
iiumeratore e del denominatore sono primi con 612 + 5 )  baster8 provare che è : 

(6h - 2.1. + 1-)(3h - 3 r  + 1)(3h - 31.) + 
+ (27h - 91. + 15)(3h - 1. + 1)(2r + 1 )  = O (mod. 6h +5), 

5 
la quale è subito verificata sostitueiido a 3h i l  valore coiigruo - -. 

2 
Analogamente si ragioiia iiel caso r, = 6h + 7. 

5 9. Relazioni di secondo grado fra i determinanti Dr,. For- 
mula risolutiva della congruenza x3 t rrx + n = O (mod. p), 
ne1 caso che le tre radici non abbiano 10 stesso carattere 
quadratico niodulo p. 

13. Ricordiaino la  f'orinaln fondamenttile (1) (cf. II." 6)  

h(h-1) - 
(1) (- 1 )  xh (- l ) h + i D h - p ! f i ) ~ 2  + Dh- , (x )  + aDh-,(a)  [rnod. x3 + C(X -t $1. 

Cainbiaiido iii questa h in 2h si ha : 

Anituli di Matencatica, Serie Ir, Toino VI. ?O 
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Elevaiido al qiindrnto la (Il e riduceiido rispetto al  iiiodiilo .r? + n x  -C n 
otteiiiaiiio : 

e confrontniido con la  (I), lie dediiciaino per i detei-iniiiaiiti Dh(n) le relazioiii 
del secoiido grado cercate : 

U D \ - ~ ( ~ )  - 2a!- l)h+lDh-e((~)L)h-,(c~) - D2,-,(u)=( l)1'D2(Il-,), 
(IV) - nD2,-,(a) - da(- l ) 'L- t l~h- , (a )~h- , (n)  + ~ ~ D ~ - , ( u ) D ~ - , ( ( I ) =  (- l)hD2h-i, 

- 2n(- l)h+'~,-,(cc)D1,-,(ci) + azD?,-,(n) =(- 1)7bccD,h-,(tc). 

14. Snppoiiiaino d i e  l e  t re  radici i, x, x, della coiigrueiiza 

(111od. p) 

(iuocl. 1,) 

(iiiod. p). 

Teiiiito coiito delle ipotesi (3) in virtu della (1) si ha  d i e  il  secoiido inenibro 
di essn deve assiimere qunluiique sin x 10 stesso valore modiilo pl cioe: 

(5) Dzh-,(~)-O, D,,L-,(a)=O, (~nod.  p), 

e queste portauo' per la (27) del 11." 6 aiiohe : 

(3) DZk+,(a) E O 

Le  fortuule (IV) diven taiio : 

(mod. p) .  

uDZh-,(CI) - yu(- l)h+L Dh-,(n)DI,-,(a) - D\,_,(cL) r O 

(IV') -aDzh- ,(cc) - 2 0 -  i)h+iL)h-,(n)D,-,(a) + 2anh-,(n)Dh-,(a) = O  (inod.-p). 

-2n(- l)"+'D ,,-, (a)D,-,(cc) + cl2LYh-,(n) = (- l)h(tcD,, -,(a) 

Si h a  da. qui che per i l  v;clore di a considei'ato non pu0 aversi I)h-,(n) O, 
perché dalla seconda delle (IV) si avrebbe Dh-,(a) - 0  e percio per la (1), 
xiTL = x , ~  r x," coiitro 1' ipotesi. 

Aiialogameiite iioii pu6 essere Dh-2((1) 0, percliè la prima delle (IV) dn- 

rebbe Dh-,(a) r O  e si avrebbe 10 stesso assurdo. 
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Poniamo 

(6) Dh-,(a) r (- l)h+iXD,-,(~r) 

Le prime due delle (IV') diventano 

(mod. p). 

ed nvendosi D,-,(u)~jsO, lie segue che per il vslore di X coiisidei'z~to deve 

aversi : 

(iiiod. p), 

ciok tt inotivo della (6 ) ,  iielle ipotesi fatte uiia rlidice della coiigriieiiza pro- 
~ o s t n  é 

(mod. p). 

Abbianîo cos1 diinostrnto il segueiite teorenîa generale : 
Se t~ è l m  inter0 tale, che pet- esso la congvuenzcc 

(2) x " - t x + a r O  (inod. p )  

possiede tv8e radici i n c o n g ~ w  x i ,  x,, x,, ed h zcn espomnte lcile che pev 
esso s i  abbiu 

X,?h ? R  = Yh 
2 - X 3  (iiiod. p)  

ment?,e non S si~î~ultaneanaente 

O cib che t? lo stvsso n è 

lb. 1 0  Si osservi che 
ineri .xi, x,, x, si h a  : 

x,I1 55 xZh 3 s, h (iilod. p), 

tale che si hn : 

nrh-e (~4) -0 ,  ,,-, (n)+O, D1,-2(a)+0 ( lnodp) ,  

cougrzlenzn (2) ha ln  f o?wn  : 

per il teorelna, di FEIMAT, cliialniique sin110 i nu- 

(inod. p )  

(inod. p) ,  
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156 G. SANSONE : Ln.risoltc~ione opiristiccc delle congrire?zze cttl~iclre 

se ci06 noil è (:) = (P) = e), $ors uiia rndice dellii coiigrueiizii (2) ha 
. . 

l a  foriuti 
p cl 

(V') x=(- 1 ) T  2 Dp-da) - ' 

2 

Abbiaino qiiiiidi il teorenia : 
SP le t re  ? . d i c i  della congruenzci 

(2)  x3+ux+aa0 (inod. p )  

I Z O I Z  l znmo  lo stesso ca?.cbttelbe quadmtico mod?clo p, se cioé si ha : 

ul1ol.a mit m d i c e  della c o ~ i g ~ ~ z c e m u  (2), (e coiiîe p r ~ \ ~ e r e i i i o  al IL" 17 quella 
che iioii lia il carattere qiiaclrntico delle nltre due) si ottiene con lu f o ~ w m l a :  

(inod. pj ('). 

Diiiino qiialclle esempio. 
Si:i p = 17, i r d o r i  di a lier i qunli ln congrueiizn 

lin t re  radici iiicongrue, sono i valori ilon niilli di a clle soddisfitiio la coi!- 
grueiiza 

ossia (II." 7) 
(inod. 17) 

(rnod. 17). 

Si ha per qiiesla a = 7, a = 8, e applicando la (V') troverenio per la coii- 
gruenza x3 + 7% + 7 = O (inod. 17), la radice 

Analogamen te per la corigrueiiza x3 + 8% + 8 r O (mod. 17) la  (V') for- 
iiisce ln radice x = 1. 

(') Tralaaciamo per i resultati del n.O 8 la seconda condizione (7) Dp-,(a) = O (mod. p). 
(3 Q~iiesta formula, se  valgono le (S), si applica anche per p 12k + 5, ed abbiamo 

risto nella prefazione che la risoluzione delle congruenze (2) non si pub far dipendere in 
questo caso dalla risoluzione di congruenze binomie. 
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Cosi pure, applicairdo l a  (V') alle eongrueiize : 

X" ttx + a  r 0 (inod. 37) 

si . trova . che per  a = 5, 10, 18, 28 la congruenzn ha rispettivaiiieiite la radice 
a = 24, 10, 1'5, 33; mentse per la coiigrueiiza 

la foimula (V') noii è applicabile. Si lia iiifatti iii questo caso 

D,,(n) r O, D,,(n) = O (inod. 37). 

. - Del resto pei. le t re  r d i c i  2, 6, 29 della coirgrneiizn proposta si lia-: 

coiisiderare il pi i l  piccolo espoiieiite positivo 21 per il quale le radici della 
coiigrueiiza (2) soddisfa iio la coiidizioiie 

fi subito v i s to  d i e  1 6 uii divisore di , e se per uii nltro espo- 
2 

iieiite 2h si ha : 
$,?h - ,&eh = rh - 3 3  (inod. p), 

h 6 inultipIo di 1, ossia posto h = hq, deve ayersi perché sia lecito applicare 

la. (V) 
X , e ~ o  n q  = r. 81.q 

2 - 3  (inod. pl, 
e n o n  deve essere 

$,).9 X Ag *i.q 
e (inod. p). 

Si ha allora glie se 2h è il pi6 piccolo espone~zte (pnvi) positivo per i l  
quale si h a :  

,q2). x PI X 3 2 7 .  (mod. P I ,  

[cioé se 21 è il pi& piccolo indice pa,,i positivo pe?. i l  quale si ha  sirnulta- 
neamente : 

Del - i (~~ )  0, - O (1nod. PI ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



168 Q. SANSONE : La risolzczio~e api&tica delle co.ngvuercze eubiche 

a1lov.a si pub applicave la (V);  se invece si ha :  

D a ) O ,  DL, 0 (mod. p), 

allovcc yualunque sia E'esponente h conside,-ato nou si pot?-à mai npplicare 
la fo'ol.mulu (V).  

Per  eliminare questa dificolth, faremo vedere ilel 11." 25, che si pu6 tro- 
vare UIIR trasformata lirieare della corigruenzn (2) nelln quale le tre radici 
non hanil; 10 stesso carnttere quadratico modiilo p, e per la quale è percib 
lecito applicare la (V'). 

Vogliamo iiifine osservare che se il modulo p è un nunlero primo di Gauss 
si pub sempre npplicnre l a  forma (V). 

Si rtbbia iiifatti 
p = 2 " + 1  

PLI PA PA 
e ammettiamo che sia x, 3 x 2  " xx, "niod. p). Coiisiderercino le poteiize 
PA PA PL' P_- PA P ! A  

4 4 xi , X, , X, e se nccade iiiicorn  ch^ si h a  xi = X, 4 = X, 4 (mod. p);  
continu&emo a considerare le poteiize successive 

e al piii quando 1. = n -- 2 troverenio che. iioii si l in conteiiipo~ai~enrnerite 
x: = x: = xi (inocl. p), gincché in caso opposto si dovrebbe avere  coii i tre 
n ~ ~ n i e r i  incongrui x,, x,, x, ; x: + x, = xi+ x, = x: t x, (mod. p), e cib non 
pu6 essere. 

PLI 

Q I O .  La formula x = (-1) I )p -3 ( ( t ) /Dp-5 ( (~ )  -- applfcata ad una - 
2 2 

congruenza .r" (LX +- a = O (mod. p) le cui radici non ab- 
biano 10 stesso carattere quadratico modulo p, fornisce la 
radice che non ha il~carnttere quadratico delle altre due. 

16. Se  iiella foimiila. foiiilaineiitstle (1) del 11." 6 poiiianio .il: = ?? essa diveiita : 
h(h-Il 

(- ? y *  h, ( ~ ) h + i ~  h - 2 ( ~ 1 ) ! / 4  + Dh-,(n)!jz + anh -,(a) [iiiod. ~/+t-ay% 0 1 .  

yG +ay" + a O (mod. p), 
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G. SANSONE : La rnYsol~~,~io~te npiristica delle co+zyruat,ne cz~biche 159 

La  coiigrueiiza (3) x'j -1- nx t n O (ii~od. 1 1 )  non nObicc. le sue tl-e ~ - n d i c i  
cou lo stesso cw-cit te~v qundraatico modulo p, qiiesto porta coine abbiamo cletto 

cioè la  (2) iioii è ideiiticameiite sotldisfatta, O cib che è 10 stesso (cfr. 11." 1) la (1) 
ha uii iiuinero di radici iiiferiore al suo grado [4 a l  picil. 

Posto per conîoditA 

P t-1 

diviclinmo il priiiio ineinbro della (1) inoltiplicato per (- 1) p per i l  primo 
ineinbro della (2); otteniaino . 

~ 4 - '  A 
e il resto di questa divisione, sicconle per ye= (- 1)2 - si riduce a :  

P 

e per le cose dette al n." 15 a) e coiigruo zero modulo p. 

Ci6 prernesso, iiella (3) sin. ( - 1 ,  ossia la  eongrueiiaa abbin due 

radici residuo qundratico del ii~&lo e uiin noii residuo quadr~ t i co .  
III qiiesta ipotesi In (1) ha  quatt,ro radici le qunli soddisfmo la (2) e percio il 

resto iielltr (5) e identicamente nullo nlodulo p ;  abbinnlo quiiidi qualuiique sia y 
P+' 

( - 1 )  p[y6 + a y Z + a ]  r 
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I I  primo riiembro lia, qiiattro radici inodulo p, le  q u d i  sono radici del 
primo fattore del secoiido ineinbro, quindi la congruenza 

PE! A P A  
è impossibilc, cioe (- 1) - = (- 1 )  Dp-3(n)/Dp-5 Ilon è residuo quadratico 

P - 
2 2 

di p, ossia è vero cl-ie i i i  questo caso la formulu (V) dti della congruenza (3) 
la rudice che non ha il carattel*e quadwtico delle riltjse due. 

Sia invece (y)= 1) la  congriienza (3) lia t re  radici, di çui una è 

residuo quadratico del modulo. e due iioii residuo quadratico ; la con- 
gruenza y6 + ay2  4- n = O (mod. p) ha, due sole mdici, le quali sono radici 

P* (P -1(@-3) 

di (- 1) py* i- Ay" + U V  - (- 1) h O (mod. 21) e quindi del resto della 
loro divisione che lzou pub essere ora identicamente niillo. Ma il resto si 

p* 1 
annulla per  y' = (- 1)  - (mod. p), quindi questa coiigrueiiza deve essere 

P 
PLi P*I 

possibile, ci06 (- 1) - = (- 1) Dp-3(u)/Dp-&) 8 residuo quadratico del mo- 
P z 2 

du10 p, ossia 2 ver0 che anche in questo caso la f o ~ w m l a  (V') dà della con- 
gruenza (3)) la radice che non ha i l  cartcttere quadrntico ,delle alt1.e due.  

Abbiamo cosi dimostrato il teorema: Se ln congPBuenza 

possiede tre radici che nopz hanno 10 stesso cal-altelBe qundvatico, la for- 
?nula (V') 

P 11 

x = (- 1) D,-da)l Dp-5(a) 
2 2 

foiwisce ln 2-ndice chc ha lo stesso cn&lleime puadrbaticu d i  (y), [O cid che 

è 10 stesso, essendo ) )  1 radice che 11011 h a  i l  carattere 

quadratico delle altre due . 1 
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Sur la ruioiiogétiéité des foiictioiis d' une variable complexe. 

Par M. WLADIMIR FEDOROFP (8, Jvanovo-Vosnesensk). 

5 1. Rappelons d'abord la définition bieii connue de la monogén6ité des 
fonctioiis uiiiforrnes d'une varinble complexe : 

Urie foiictiori f(z) d'une va.riable coinplexe z sera dite rnonogène au 
point z = u, lorsque cette fonction est bien déterininée et uniforme pour tous 
les poiiits d'un cercle (u, R>O) (') et si, quelque petit que soit E > O, il 
existe un nombre 6 > 0 tel qu' on ait 

f('<zl)-f(U> fî(z)-f(u) I z1-u Z - U  /CE>  

pour tous les points z et 2;' du cercle (u, 6). 
Il en résulte que cette fonction f(z) est continue au  poiiit z = u et  qu'il 

existe ln dérivée, fl(u), définie comme il suit 

f (u) = lim f (4 - f (24 
se,' Z - U  

Nous eiaployons toujours dans la suite le mot a moriogèiie D au selis 
classique, donné plus haut. Ainsi, lorsqu'oti dit qu'uiie foiiction est mono- 
gène sur uii ensemble Il!,' il s'eiisuit que cette fonction est bien déterminée 
non seulement sur ,Il, inais de plus dans le voisinage de chaque point de M 
(c'est-à-dire dans uii cercle autour de chaque poiiit de M). 

Le but de cette Note est de déterminer une fonction P(z) qui possède 
les proprkétés suivantes : 

a) cette foiiction F(z)  est uniforme e t  coiitiiiue sur toute la sphére 
complexe. 

b) P(z) est monogène sur un eiisemble M qui est partout dense sur la 
sphère complexe (c'est-8-dire dans chaque aire il y a des points de M) et  
qui contient une infinité de domaines (coniiexes et ouverts) 

D,, D,, D,,.... 

(i) Nous d6signons toujours par (u, R), (u, a), ... etc., un cercle de centre u, ... et de 
rayon R, a, ... etc. 
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16-2 W. FI~DOROPF : Sur la fi~omogéméité des fomctiorcs ci' m e  variable c o t q . h z e  
- 

saris points corninuns deux k deux. De plus, oii peut unir deux points quel- 
conques de l'enseinble M par un arc simple de JORDAN dont tous les points 
ttppartieniieiit A. M. 

c) La foiiction P(z )  coïncide daiis chaque domailie Dk avec une foiictiori 
aiialytique f,(a) polir laquelle Dk est 8011 domaine 1~1,turel d' existence. 

Aitisi cette fonctioii P(z)  réalise 1111 proloiigemeiit bieri naturel des fonctions 
aiialytiqueu au delit de leur doinaiiie d'existeiice. 

On sait que M. fi. BOREL découvrit des f o ? x t i o ~ ~ s  mo~zogRnes nou analy- 
tiques définies dans les dor~tn i~les  C (ce sont des eiiseinbles coiiiiexes d'une 
nature spéciale). Mais la défiiiitioii de ln inonogéiiéité doiiiiée par cet illustre 
analyste est plus large que la définition classique ('). 

5 2. Quelques remarques préliminaires. - Co~xiddroiîs sur la sphère Q 
de ln variable complexe z un enseinble parfait E ne contenant ~ I I C U I I  point inté- 
rieur ( E  peut être partout ~iscoiitiiiu ou peut conteiiir des coiitiiius liiiéaires). 
Nous supposoris que E adinet le diamètre 6 <+ oo et que chaque portion de E 
est de mesure (superficielle) positive. 

Cela posé, coiisidérons l'intégrale (au sens de 31. H. LEBESGUE) 

oii u est la variable d'intégration ; z est 1111 point de 9 - E ;  
do est s 1' élément d' aire 3 ; 
cp(u) est une foiictioii bornée sur E: 

L'intégrale (3) est 1'intégra.le bjen coniiue de N. M. A. DENJOY-D. POM- 
PEIU (7. 

Nous aurons besoin dans la suite des propriétés suivantes de l'integrale (3): 
a) L'iiitégrale J(zI cp) tend vers une limite unique bien déterminée, quelle 

que soit la. facon dont a tend vers un point u de 1' eiiseinble E, et iious posoiis, 
par défiiiitioii, 

(5) J(u 1 rq) = li in J(z  1 y ) .  
a-U 

( l )  Voir, par ex., É. BOREL, Leçons sur les fonctions monoyènes u~biformes d'une ~ariablc 
coînplexe. (Collection Borel, Paris, 1917), pp. 151-163. 

(2) Voir, par ex., L. ZORETTI, Leçons sur le prolongement alzalytique. (Collection Borel, 
Paris, 1911), p. 89. 
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W. FÉDOROFF : Sw ln rrtonoyéwéité des forzct io~s d'urze variable conqdexe 163 

Ainsi J(.z  cp) définit iiiie fonction de ln variable complexe partout oi-iiforrrie 
et continue sur la sphère con~plexe. 

b) Pour chkque point z de la sphère complexe nous avoiis, en vertu 

de (4), ( l )  

(6) I J ( z 1 ~ ) 1  < K . N . 6  

oii K est une constante absolue. 

g 3. Coiistruction de l'ensemble M .  - Considérons dans un carré, dont 
la di:igoii:ile est < 1, iiiic infinité dénonibrable de courbes simples fermées de 
JORDAN, deux a deux extérieures. 

Soient Q l'eiiseinble foirilé de tous les points de ces courbes et S l'en- 
semble des points d'acciiiiiulation de ces courbes (cela veut dire que dans 
chaque cercle dorit le ceiitre est ~ i i i  point de S il y a une infinité de points 
npparteiiant aux courbes diRéreiites). Nous supposons que I'eiiseinble S est 
fornié d' U I I  iiornbre fini de points. Couvroiis ce cari.& d'une infinité déiioiii- 
bi'able de reseaiix ayant des niailles carrées iiifiiiiineiit petites et déteriiiiiions 
tlmis chaque inaille, qui coiitieiit des points de l'eiiseinble Q+S, un ensemble 
parfait putictiforme de mesure (superficielle) positive. Désignons par E la somme 
des eiisernbles Q et S et les eiiseinbles puiictiforines aiiisi obtenus. 

L'eiisenîble E est 1111 ensemble parfait, sans point intérieur, et dont chaque 
portioii est de iiiesure (siiperficielle) positive. De plus l'eiiseinble Q - E est 
coinposé d'uiie infinité d6nombrable de domaines (ouverts et connexes), sans 
points coinmuii deux A, deux, que nous désigiions par 

Di ,  D,, D,,.. - .  
Détermiiioiis enfin un eiiseinble dénombrable 12, qui est partoiit dense sur 

l'eiiseinble E et qui ne coiitieiit aiicuii point de l'eiiseinble S. 
Posor1 s 

M=R+Di+D,+D,+  ..... 
011 peut évideinmeiit uiiir deux poiiits quelcoiiques d e  l'eiisemble M par 

u:1 arc siinple de JORDAN doiit chaque point appartient a il4. 

(1) L'inégalité (6) est due à 31. D. POMPEI~.. Pour la d6inonstration il suffit de remarquer 
que 1' intégt-ale (3) atteint son ~norlule-maximum siir 1' ensemble E et qii' on  a 
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164 W. F~DOROFF : Sur la moscoyéucéité des foactiolzs d'une varirrble conzplexe 

Nous désignoiis dans la suite les points de  l'ensemble R par 

et  par u nous désigiioiis toujours un point quelconque de l'ensemble B. 
Cela posé, nous avons toujours pour deux valeurs quelconques ut et u" de 

la variable u 1' inégalité suivante 

(*) (u t  - utlI < 1 ,  

puisque le diamétre de l'eiisemble B est < 1. 

Cj 4. Construction des ensembles auxiliaires ~h et Eh ( h = 1 ,  2, 3, ....). - 
Pour obtenir l'ensemble E: excluoiis les points de l'ensemble E, situés A 
l'intérieur des cercles ayant pour centres les points 

c'est-&-dire chaque poiirt u, pour nt 2 h. 
L'ensemble E: est, par détiiiitioii, l'ensemble des points de E, situés à 

l 'extérieur de ces cercles, doiit les rayoiis soiit supposés assez petits pour 
qu'on ait - 

(7) mes ~h > O, 
e t  

(8) r n e s ~ h - m e s E  pour 11-CO 

Eh est, par définition, l'eiiseinble des points d'épaisseur superficielle de ~h (') 

et  des points dlacciimulat,ioii de ces points. II est évident que chaque portion 
de Eh est de  mesure (superficielle) positive et qu'un poirit u, de R est situé 
iL distance positive des ensembles E ,,,, E ,,,-, , E, -,,...., E,. 

5 5 .  Fonctions ipl,(tr) et .J(zI y],) (h=l ,  2, 3:....). - Posoiis 

v , ( 4  = 

et, en général, 

!9) 

(') On dit qu'un point u est point d'épaisseur superfirielle de E ; ,  lorsqu' on a 

E(p) Btant la partie de E: dans (u, p). 
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Coiisidéroiis les iiitégrales (voir 5 2) 

Il est évident que l'intégrale (10) représente une fonction holdinorphe 
daiis chaque domaine situé hors de l'ensemble Eh. Il s' ensuit, en particulier, 
que J(z]Q,) est monog8ne aux points uh, u ~ + ~ >  u , + ~ ,  .... . 

Supposons m;iinteiiant h fixe et coiisidérons uii poiiit zc,, pour 71% < h. 
Posons 

oii l'on a, en vertu de (5) et (6) (voir 8 2), 

eii désignant par Eh(€) la partie de Eh? située A l'extérieur du cercle (u,,, E). 

Il en résulte pour uii point x, situé hors de Eh, 

1 u-'& qh(% um)dw 
( l3 )  @ n ( ~ ? ~ m ) = - - ~ ~ h ( ~ ~ ~ m ) ' ( ~ - ~ ) ~ ~ = ~  z - %n u-a  

Eh Eh 

1 
Le diawhtre de 1' ensemble Eh étant < 1, il s7 eiisuit que 1 g h ( ~ 7  u ,  1 < 3, 

sur Eh. Par suite on peut définir Parr. continuilé les v;i.leurs de @,(z7 u,) sur 
toute ln sphère complexe (voir 8 2). En particulier, il existe la limite suivante 

quelle que soit la f a ~ o n  dont z tend vers un, (z peut coïiicider avec des points 
de l'ensemble Eh). NOUS avons ainsi démontré que J(z lyh)  est monogène au 
point u,  (rn < h). 011 peut énoiicer le théorème suivant: 

L' intégvale J(x 1 y,) définit une fonction u n i [ o ~ m e  et continue suv toute 
la sphére de la variable complexe z et cette fonction est monogéne suf.  
l'ensenzble R et ,  de plus, holomogyhe dans chaque domnine situe hom de 
1' ensemble Eh. 
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166 W. FÉDOROBT : &Y ln monoqéuzéité des foutctiouts cl'zcrze vnrinhle complexe 

5 6. Fonction F((x). - Nous posoiis, par déiiiiitioii, 

Cette série est iiiiiforinéiileiit corivergeiite sur toute ln sphère coinplexe, 
puisqii' oii :i, eii vertu de (6) et (9), 

Coiisideroiis le rapport suivaiit 

F(z) - Qurn) h-m 00 

2 - un, 
= 2 @h(z7 unt) + C @h(z, 11, , , ) .  

h=l h=m+l 

La série 
00 

est iiiii~orinéineiit coii~ergeiite sur t,oiite l i t  sphère de  Itt variable coinplexe a, 
puisqu' oii a, eii vertu de (6) et (13), 

Il eii résulte qu'il existe ln limite siiivaiite (uiiiqiie. et bieii déteriniiiée) 

F(z0 - F(um) - 
ng 

liin - - lit11 @,(z, ? A ~ ~ ) )  
z - urit  

2 - U ,  h z l  Z - Wna 

quelle que soit 1:t fa~oii  dont z teiid vers i i i i  poiiit qiielcoiique u,  de K. 
Nous avoiis niiisi déinoiitré le théorème suivaiit: 
Ln fonctiolt F(z)  est uuifo?wie et continue sula loute ln sph2l.e complexe 

et est ~ ~ ~ o u o g è ~ z e  e n  chaque point h o l ~  de I'ense~rtDle 13 el sup. E'rnseuzDl~ R 
yzci est zcue ptrvtie de E. 

011 petit dire iliissi qiie F(z) est rnoiiogèiic, siir 1' eiiseiiible 112 et de plus 
holoinorphe daiis chaque doiiîaiile D, (voir $ 3). 

7. Fonction ;in;ilytiqutls h ( 2 )  ( l ï= l ,  2, 3, ....). - Soit fA (z )  la. foiictioii aita- 
lytique qui coïiicide avec F(z)  daiis le doiiiaiiie D k .  II reste il inoiitïcr que le 
doin:i.iiie Dk est le doiiiaiiie d'existeiice de la foiictioii n.iin.lytiqiie f h ( a ) .  Il siifit 
polir celii. de iiioiitrer qiie daiis cliaqiie cercle K, qui coiitieiit iiiie portioii 
qiiclcoiiqiie cC, de h', oii peut rléteriiiiiier iiiie telle circoiitereiice I' qii'oii :lit 
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W. FÉnosom : S w  la  nronoyéitéité des fonctions d ' u n e  variable contplese 161 

Détermiiions cette circoiiféreiice i' de l a  iiii~~iiièrt: suivaiite : 

Coi-isidéroiis les eiiseinbles E;, poiir h = 1 ,  2, 3, 4, .... et  reinarquons que 
l'ensemble G coiitient une portion (de nlesu).e j~ositive) de Er& si h est assez 
graiid (en effet chaque portioii de Eh est de mesure positive et mes Eh- mes E 
pour h - m). 

Supposoiis que G contie~iiie une portioii de chaque ensemble Eh poiir h r  k 
et que tous les poiiits des eiiseinbles Ek-,, Eh-4, soient situés à 
l'extérieur ou sur la circoiiféreiice du cercle K (lorsqii' oii a k = 1, tout eri-. 
semble Eh possède uiie portion SL l'intérieur de K). 

Soit G, la. portioii de G, formée par des poiiits de Eh, situés A l'iiitérieur 
de K. 011 a évidemment 

(19) mes GR > 0. 

Soit u' uii poiiit d'épaisseur superficielle de Gk,  qui iie coïncide avec 
aucuii poiiit u , ~  de R. Cel& posé, iious alloiis iiioiitrer que pour chaque cercle 

oii eh est la partie de Gh comprise dans le cercle (ut, p)  et  eh est la partie 
de Eh située dans ce cercle. 

Pour démontrer 1' inégnli té (20), remarquons d' abord qu' oii a (puisque u' 

ne coïncide avec aucun point de R) 

D'autre part u' est un point d'épaisseur superficielle de G k .  
Il s' eiisuit que pour chaque nombre E )  O on peut trouver un iioinbre 6 > O 

tel qu' oii ait pour p < 6 

Erifiii iious ;i.voiis, eii vertu de (9) (voir 5 5) e t  de 1'iriégalit.é (*) (voir 5 3), 

. . . . . . . . . . . . .  
il s'ensuit, eri vertu de [21), que pour p assez petit oii peut écrire pour les 
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168 W. FÉDOROFF : Sur la wtonogéné.ité des fonctions d'une va&ble con-plexe 

On conclut doiic, en combinant les formulas (22) et  (23), que l'inégalitd (20) 

est valable à condition que p soit assez petit il suffit (le prendre E < 
Soit I' la circoiiférence de ce cercle (u', p). Nous avoiis, eii vertu de la 

convergence uiiiforme de la série (14) (voir 5 6) :  

D' autre part, J(z  1 yh) étant holomorphe dans le cercle K pour h < k 
(puisque l'ensemble Eh polir h < k ne contient aucune portion ii. l'intérieur 
de ce cercle) nous avons 

Enfin nous avons pour hz k (') 

En combinant les formules (20), (24), (25) et (26) nous aurons l'inéga- 
lité (18). 

Nous avons ainsi démontré que la fonction F(s)  ne peut pas être holo- 
morphe daris un domaine contenafit des points de l'ensemble E. 

Il s'ensuit que F(z)  coincïde dans le diffëreiitu domaines Dk avec des 
fonctions analytiques différentes, c. q. f. d.. 

(i) Pour la démonstration de la formule (26) voir, par ex., D. POMPEIU ( a  Math. Annalen B, 
1913, Bd. 74, p. 275). 
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Ricerche sopra il numero delle classi di forme aritmetiche 

di Hermite. 

Memoria 2a di A. M. BEDARIDA (a Genova). 

Sunto. - È i l  seguito della Memoria pubblicata in questi « Annal i  » ne1 Tow~o III (1925-1926). 
Si t r a t t a  della ricerca delle relazionû t r a  i n u q e r i  delle classi di forme di HERMITE, 
appar tenent i  ad un corpo quadratico immaginar io  K(Z/- d), qualzdo i determinant i  diffe- 
riscono p e r  il fattore mm,, essendo m ule ilztero del corpo K(Y\/-), m, i l  suo colziugato. 

SOYMARIO - Introduzione - Par te  1. Forme definite ed indefinite di Hermite - Q 1. Equivalenza 
delle sostituzioni aritmetiche a modulo indecomponibile - g 2. Il sistema complet0 normale 
d i  sostituzioni applicate alle forme d i  Hermite - @ 3. Continuazione - g 4: Osservazione fon- 
damentale - Par te  II. Relazioni sopra il numero delle classi di forme definite di Hermite - 
Q 5. 1 gruppi automorfi aritmetici delle forme definite di Hermite - 1 6. 1 valori del numero n 
per le forme definite primitive di  Hermite - g 7. Le  formule sopra il nuniero delle classi di 
forme definite di Hermite. 

INTRODUZIONE 

La preseiite Memoria è il seguito di quella pubblicata, con 10 stesso titolo, 
ne1 Toino III (1925-1926) di questi a Annali di Matematica ,. 

Iii t d e  Memoria (') é trattata ln ricerca delle relazioni tra i numeri delle 
classi di forme aritmetiche di HERMITE, appartenenti ad un corpo quadratico 
immaginario K ( V ~ ) ,  quando i determinanti differiscono per il fattore mm,, 
esseiido m uii intero del .corpo, m, l'intero coniugnto. E la ricerca viene 
esaurita per le forme definite che appartengono ni corpi K ( v ~ ) ,  privi di 
ideali secondari. 

In  questa seconda Mernoria è completato il caso delle forme definite, col 
supporre che appartengano a co~.p i  quadmt ic i  imrnaginari aventi  anche 
ideali secondari; cioe a quei corpi K ( v ~ )  in cui é resa indispensabile la  
introduzione degli ideali (KUMMER-DEDEKIND) per potervi stabilire le ordinarie 
teorie aritme tiche. 

(') Che ne1 seguito s a r à  indicata con M. 1. 

A+wali di Matmatiw, Serie IV, Tomo VI. 
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170 A. M. BEDARIDA: Ricerche sopra i l  stuwmro delle classi 

E divisa i n  due parti: nella prima, le  coiisideraxioiii svolte valgoiio taiito 
per le forme definite, quaiito per le forine iiidefinite; nella seconda sono limi- 
tate alle forme definite. Nella prima parte e ne1 secondo paragrnfo della 
seconda, i l  corpo K(V-) e generico; ilel segilito, entraiido in consideritzione 
il gruppo nutoinorfo aritnletico delle forine (definite), dovremo (') fissare il 
numero foiidameiititle d e preiideremo d = 5 e d -1 6. 

1 corpi K(\/-5) e al'-6) possiedoiio, come é iioto, ideali secondari. 
A questo rigiiardo, si pub dire che il prof. BIANCHI ha osservato, per i 

valori del numero fondamentale d, per i quali ha determinato il poliedro fon- 
danientale (2) dei gruppi nîodulari corrispondetiti (gruppi di BIANCHI), (tra i 
quali vi sono i valori d = 5 e d = 6) che, dopo i'arnpliamento di tali gruppi 
per riflessione, il nuînelv dei  vertici singodali del poiiedvo fondamentale, 

uguaglia il numet-o delle classi Begli ideali del corpo K ( V X )  a cui nppalS- 
tiene il g ~ w p p o  modulaw (3). Questa notevole circostanza non è stata., fit10 ad 
orn, dimostrata in generale. ~i questione sembra alyuanto riposta,: indubbia- 
mente essa sa.rebbe una bella ed elegante interpretazione geometrica del 
numero delle classi degli ideali di un corpo quadratico immaginario. 

Il procedere con la teoria degli ideali. in parecchi punti del nostro lavoro, 
non é stata cosa facile. Tiittavia, ritrovate le proprieth fondamentiili delle 
attuali ricerclie, nttraverso a questa teoria, esse apparvero con la seinplicita 
della Memoria precedente. 

L a  forma algebrica delle relazioni che qui otteniaino é, come era ben 
prevedibile, quella osservata riella Memoria 1 (vedi Introduzioiie ed Osservzt- 
ziorie del 5 9). Pero, si ottengono dei nuovi sistelrri di relazioni; e, precisa- 
mente, avendosi tra i determinanti A e h', il legame At= hyp,, ove p é un 
intero indecomponibile del corpo ~(v-d), a cui appartengono le forine 
aritmetiche definite di HERMITE, corrispondoiio a l  caso in cui l'ideale princi- 
pale (p) non sia primo (4) ;  cioé: 

a)  se y è razionale = p ('), si hanno due nuovi sistemi di relazioni, 

rispettivamente, per (2) = + 1 e per ($1 = 0, 

b) se p è complesso = n, si ha  un terzo nuovo sistema di relazioni. 

(i)*Cfr. Memoria 1, 5 6. 
(3 Cfr. BIANCHI: Math. Ann. 2 ,  40 Bd. 
(3) I~_BIANCHI chiama vertici singolari del poliedro fondamentale, quei vertici situati 

all'infinito (metrica non euclidea). 
(4) Tale caso non poteva aversi nei corpi ~(q-4 privi di ideali secondari. 
(5 )  C~nserve~emo nella presente Meinoria le stesse notaeioni della Memoria precedente. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



di forme nritmetiche di Hermite 171 

,- 
L e  relazioiii vengono scritte per i corpi ~ ( t  - 5 )  e ~(1'-6). E risulta 

che per questi due corpi e per  i l  corpo ~(v-), considerato nella Memoria 
precederite, si haniio, negli stessi casi, le stesse reiazioni. Ora, dalle nostre 
ricerche, si pu0 asserire che questo fatto h a  cag*attel.e genevale; cioè queste 
stesse relazioiii si haiiiio per tutti i corpi quadratici immaginari ~ ( v - d )  
(esuliisi i corpi K(V-1) e K(V-3)) iii cui è possibile determinare il poliedro 
fontli~ineiitiilt: del relativo griippo di BIANCHI ed irioltre valga sempre la pro- 
prietk i iivarii~iitiva del iiostro numero n (§ 6), rispetto alla posizione degli 
indici delle forine su1 coiitorno del poliedro fondamentale. 

Iiitoriio a tale carattere generale, occorre tener presente (') che l a  forma 
nlgebrica delle relaziorii e, geiieralineiite, legata ai  nurnel-i primi critici del 
corpo (cioè ai nuineri priini razioriali che eritrano ne1 discriminante), che non 
dividoiio il deterininaiite delle forme. 

III uii teizo lavoro sariiiiiio esaurite le attuali ricerche sopra il numero 
delle c1;issi di forme uritinetiche di HERMITE, col completare il caso delle 
forme iiitlefiiiite. 

Ossel-uazione. L a  letturn della Memoria precedeiite è indispensabile per  
seguire quarito 13 qui sviliippnto, poichè sono unicnmente riportate l e  nuove 
oonsiderazioni relative agli idea,li seoondari e cioè oorrispondenti a casi a) e b). 
1 titoli dei paragrafi sono gli stessi e si pub dire che questi completano i cor- 
rispoiideiiti della prima Memoria. 

PARTE PRIMA 

FORME DEFINITE ED INDEFINITE D I  HERMITE 

g 1. Equivalenza delle sostituzioni aritmetiche 
a modulo indecomponibile. 

Sia ~ ( v r d )  un corpo quadratico immaginario avente anche ideali secon- 
da? .~ .  I l  modulo delle sostituzioni aritmetiche 

apparteneriti al corpo K(V-d), sin un intero y, indecomponibile ne1 corpo. 
L'ideale priiicipale (p) sarà  un ideale primo oppure si decoiiiporrh nei suoi 

(1) Cfr. la mia Nota : Sulle forme di Hermite. u Boilettino dell'U. LM. 1. B, 1928, pag. 133. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



173 A. M.  BEDARIDA: Ricerche soprcc il .nzcmero delle classi 

idedi  primi diversi PI, P,,  ..., P, .  Considereremo in tutto il seguito di questa 
Memoria solo questo secorido caso, perche il primo & stato esaurito coinpletsc 
mente nella prima Memoria. Si avrh dunque : 

ove v,, 1. ,,..., T, sono iiiteri ordinari convenienti. 
Si noti che gli ideali Pi, P,, ..., P, saranno tutti secondari ed  iiioltre, se 

uno coincide col proprio coriiugato, il corrispondente espoiiente 2 .  non pub 
essere che 1 ; perche, diversamen te, 1' ideale (p) con terrebbe coine fattore un 
ideale principale, cioe l'iiitero p iioii sarebbe indecomponibile in K(V-d). 

L e  sostituzioni (1) verranno, corne in M. 1. (§ l), distribuite in classi di 
sostituzioiii equivaleiiti rispetto a1 gruppo delle sostituzioni aritmetiche unimo- 
dulari, apparterieriti al corpo K(V-), qui in corisiderazione. Sulla loro equi- 
valeriza vale la proposiziotie segueiite (M. I., pag. 194), di cui ci serviremo 
ripetutamente rie1 seguito : 

Pei-ch& due sostituzioni avitmetiche a nzodulo y, indecomponibile: Z.= ('? 3 
e 2 ,  = (y::  !:), con i pr-irni e terz i  coeficienti p - imi  1 m  lotv,  siano equi- 

valenli, occorre e basta che sin ve~i f icata  la congruenza : 

(2 ay,  - ",Y = O (mod. p). 

Irivero, qui risulterh (M. I., pag. 195): 

(mod. Piri) 
(mod. P,"i) 

(i = 1 ,  2, ..., s);  ed  esserido gli ideali priiicipali (a) e (y) primi t ra  loro, avremo: 

6ai - py, O (mod. PiYi) 
e quindi 

6a1 - py, = O  (mod. p) 
e percid cc' intero, ecc. 

Il numero delle classi di sostituzioni (1) e un iiumero finito, dato sempre 
da N(p) + 1. E, poiche le sostituzioni normali (M. I., 8 1): 

ove, in S, il coefficiente t percorre i valori di un sistema completo di resti 
(mod. p), appnrtengoiio, per la  proposizione orn osservata, a classi diverse, rie 
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viene che si pud n.iicora assumere il loro insieme come un sistema di rappre- 
sentanti delle classi, che si dirit, coine in M. I., il sistenta coj~lpleto n o m d e  
d i  sostituzioni. 

9 2. Il sistema completo normale di sostituzioni 
applicato alle forme di Hermite. 

Applicaiido ad uiia forma di HERMITE f =  (a ,  6,  C )  apparteiieiite al corpo 
~ ( v r d ) ,  a deteriiiinaiite A, priiiiitiva., di prima O di seconda specie ('), le 
sostitiizioiii del sistema completo normale a modulo y ('), si otteiigono N ( p )  t 1 
forme f' di HERMITE, appartenenti al10 stesso corpo, :i determiiiante A'=Ayp,, 
primitive e non primitive. 

Andiamo ora ;L studiare queste forme /' iiei casi in citi l ' ideale priiici- 
pale (p) noii sia primo, riprendendo le corisiderazioiii svolte in M. I., pa- 
giiie 198-201. 

1). S ~ ( G  l ' inlero indecomponibile p, vazionnle:  p = p .  

(pd)  = O .  Le  forme f' del tipo /3) sarali~io non Sarh  (y) = + 1 oppure - 

primitive, e quindi a divisore p oppure pa, quarido in esse t sa ra  soluzione 
della congrueriza : 

(1) (at + bo)(ato + b) = A (mod. p). 

Determiniamo il numero delle sue soluzioni incongrue (mod. p). 

(2 ( a t  + O,)(ato + O )  = O (mod. P); 

ed indichiamo con P e Pr i due ideali primi, coiiiugati, che  entrano iiell'ideale 
principale ( p ) .  Se  t soddisfa alla (2), t 13 l a  soluzione della coiigrueiiza lineare : 

oppure, t, 15 l a  soluzione di quest' a l t ra  : 

(4) a t , + h = O  (inod. P).  

(I) Quando si considere1,anno forme primitive di seconda specie si supporrà che per A 
siano soddisfatte le condizioni necessarie e sufficienti per la loro esistenza. Quelle primitive 
di prima specie esistono qualunque sia A. (Cfi-. M. 1. introd.). 

(') I n  tutto il seguito della Mernoria, come nella precedente, si supporrà, per evitare 
minute discussioni, che N(y) sia dispari. 
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Sia ora t l a  soluzione della congruenza: 

sarA t ,  quella della coiigruenza : 

(6) nt, + b = O (mod. P), 

e quindi si pub ritenere che t e t ,  siano rispettivamente le  soluzioni dellzi (3) 
e dclla (4). Coiisideriamo i due sistemi di valori incongrui (mod. p), ina coiigi-ui 
(mod. P), rispettivamerite alle suddette soluzioiii t e t ,  : ciascuii sistema 8, 
iilniiifest;i.meiite, costituito  di^ p iiumeri, soddisfaceiiti tutti alla (1). Coiiverrk 

ora distiiiguere i due citsi (<")-+1 - - 
e ($)=O. 

Sin ($)= + 1 .  1 due ided i  primi IJ  e Pr saraiiiio distinti. Escliiso il 

valore Io, soluzione della (6) ,  non pub accadere che il coniugato di uii valore 
del secondo sistema sia un valore del primo sistema, cioè sia congruo (mod. p) 
i1.d 1111 valore del primo sistema. Infatti, se  z è un valore del secondo sistema 
tale che 2, z' (mod. p),  essendo 2' 1111 vnlore del primo sistema, sar8 :  

ed aiiche : 

e percib : 

Ma è pure 

(7) 
onde 

(mod. P) 

(inod. P) 

(mod. Pt). 

(mod. P) 

(mod. pl, 

cioè iiecessariameiite 2 = to (mod. p). Segue allorst di qiii che iiel caso iii esame 
le  soluzioni della ( l ) ,  incongrue (mod. p), sono in iiumero di 2 p  - 1. 

Sia (2) = O. 1 due idenli prinii P e Pr sarniino uguali. 1 valori coiiiu- 

gati dei valori del secondo sistema, che costituiscoiio essi pure uii sistema 
di p valori incongrui (mod. p), sono i valori del primo sisteina. Iiifatti, se  z è uii 
valore qualuiique del secondo sistema, vale l a  ('i), ed esseri~lo qiii P= P t ,  sark: 

UT, + 0, r O (mod. I') ,  

e percib 7, è del primo sistemil. La C O I ~ ~ ~ U ~ I I Z ~ I .  (1) hii. duiiqiie i i i  questo cas0 
p soluzioni incoiigrue (inod. p). 
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Si pub quiiidi coiicludere col risultato : Sia - = O  : la congruema ( 1 )  (3 
ammette 2p - 1 oppure p soluaioni incongrue (rnod. 

Notiamo, esplicitrtmeiite, che tra le  soluzioiii della (1) 
soluzione della (5).  

p) secondo . che é 

vi sarA sempre la 

2 O j  Sia - + O. Coiisideriamo l a  congrueiiztt : (3 
(rnod. p) 

iiel corpo K(V-d). Questa h a  p - 1 soluzioiii iiicoiigrue (inod. p), se -- = 1- 1 ; (id) 
ne h a  2p opyure iiessiiiia rispettivameiite per  (t) = + 1 oppure (k) = - 1, 

se (3) = O (j). La congruenia. : 

(9) s2 E A (mod. P )  

ne1 corpo K(V-) é solubile ed insolubile secorido che è = +- 1 oppure (3 (G~) = + quattro soiuzioni ($)= - 1: lie1 cnso della solubilitA essa hg, s e  - 

(id) = 0, ne h a  due ('). Allora questo, unitamelite a incorigrue (rnod. p); se - 

quanlo si è detto ne1 cas0 corrispondente di M. 1. (pag. 199-200), ci permette 

di enunciare il risultato: Sia (p) - $.O: se (p - d, = + 1, ln cor y?-ucnzn (1). m i -  

(') HERMITE h a  determinato il nuniero delle soluzioni incongrue (mod. p) della (8) nei 

(%d) = + i (Cfr. e Oeuvres r ,  t. 1, pagg. 248250) ; ma taie numeio, ne1 

cas0 - = O ,  si h a  subito osservando che se ddm- 1 (rnod. 4), ponendo X = x + y d z  d, (3 
con x e y interi razionali, la (8) si riduce a xP = A (rnod. p). Medesimamente, se  d e - 1 

- 

I + ' - con z ed y inieri razionali, la (8) si ridnoe a (rnod. 4), ponendo X = x + y --- 
2 

(2x + = 4A (rnod. p), d a  cui s i  trae l a  stessa conclusione. 
(*) Cfr. BIANCHI: Leaioni sulla Teoria dei Numeri algebrici (Banichelli) pag. .%1. Ne1 

caso della solubilith della (9) il numero delle soluzioni incongrue (rnod. p) 1-isulta subito osser- 
vando che si estendono agli ideali quanto è esposto nelle Leamoni sulla Tenria dei Numevi 
di DIRICHLET-DEDEKIND (trad. italiana di A. FAIFOPER) a pag. 78 ~d n pag. 82, ed i n o l t r ~  

 ch^ per P f P' si h a  [$] - [$] . (Cfr. BIANCHI: Lezimti, WC., p a g  343, h r i n n b ~  (4;). 
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nzette 2p - 6 oppure  2p - 2 soluzioni incongrue ( n ~ o d .  p), secondo che é 

secondo che é = + 1 oppure  é 

Alle soluzioni della (1) corrisponderanno altrettante forme f del tipo p), 
tutte a divisore p, escluso il caso A r O (mod. p2) in cui si ha iiivece una 
sola a divisore p2 (i) e le  rimanenti a divisore p. 

Si pub dunque enunciare la conclusione ne1 caso di p iiidecompoiiibile 
razionale = p : 

P e i  ($) = + I : se (k) = O, delle pD + 1 forme f1 che si ottrngono dalla 

fo7-ma f, applicandovi le sostituzioni del sistema coiîzpieto normale a mo- 
du10 p, 2 p  - l sono non  primit ive e pt-ecisarnente: 2p - l a divisore p se 
A + O (mod. pz ) ;  2p - 2 a divisore p ed una a divisore pz se A = O (mod. pz ) ;  
le ~ . imanen t i  (p - 1)" 1 sono pr imi t ive  d i  pl-ima O d i  seconda specie, se 
tale  è la fot-ma f ;  

se - = + 1 ,  se ne  hanno 2p -- 6 a diviso2.e p e le r imanen t i  (3 
(p - 1)2 t 6 sono pr imi t ive  d i  pr-irna O d i  seconda specie, se tale é la 
fo2wza f ; 

se (A)= - 1, se n e  hanno 2p - 2 a divisore p e le r imanen t i  
\ P 

(p - 1)' + 2  sono p~+irni t ive d i  pr ima O d i  seconda specie, se tale  è la 
fornta f. 

Pet. ($) = 0 :  se (k) = O, delle p' + 1 forine f1 che si ot tengom dalla 

forma f applicandovi le sostituzioni del sistema completo no~.male  a )no- 
du10 p, p sono n o n  primit ive e precisamente: p a divisove p, se AEIEO 
(mod. pe);  p - 1 u dicisore p ed u z a  a divisore pe, se A = O (mod. pz )  ; le 
v imanent i  pz + 1 - p sono primit ive d i  p r i m a  O d i  seconda specie, se tale 
t la  forina f ; 

se - = + 1, se n e  hnnno 2p - 2 a divisore p e le r imanen t i  (3 
(p - 1)" 2 sono pri+ttitive d i  pl-inm O d i  seconda specie, se tale é la 
forma f ; 

(1) Che è la forma f' del tipo p) non primitiva, corrispondente al valore di t ,  soluxione 
della congruenza (5). 
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se - = - 1 ,  sono t.utte plimiLine: d i  p?-ima O d i  seconda specie, se (3 
ta le  é la  forma f. 

II). Sin 1' inté?-O indecomponibiie y, complesso : y = 7c. 

S e  (8 1) : 
(n) = PirlP2*s ... PSrs, 

sarh 
N(z) = pir1p2'-* ... psrs, 

ove l'inter0 p ,  è il numero primo razionale coordinat0 all'ideale primo Pi 
(i = 1, 2 ,..., s). 

Uiia forma f' del tipo P) non primitiva ha un divisore che è un fattore 
di N(z), (M. I., pag. 197), cioè un numero del tipo pir'lp,"'a ... pSr's essendo 
Y', , Y', ,..., I.', interi ordinari tali che 0 < j.', < r,(i = 1, 2 ,..., s). Osa perchè 
unn tale forma nbbia corne divisore i l  numero pii"lp,'*'~ ...pS2'' s deve nversi 
( M .  I., pag. 198): 

b' = - (a t  + bO)nO = O (mod. p,"'lp,v'~ ... pSr's) 
e quindi : 

nt  + b, = O (mod. P,*-'lP2r'.a .,. PSr'g), 

perchè se l'ideale principale (z,) coritenesse uno solo degli ideali P,, P,, ..., P,, 
ne risulterebbe TC, razioiiale oppure non indecompoiiibile ne1 corpo ~ ( V r d ) :  
il primo cas0 è gik stato studiato in 1), il secorido è contro L'ipotesi che n sin 
iiidecompoiiibile. Ailora perché sin anche a' r O (rnod. p,'.'lp,r'a ...p dovrk. 
essere : 

na' = ( n t  + h,Xat, + b) - A = O (rnod. pir'l p"'a ... pr's), 

cioè A 5 O (rnod. p,"lp,r'~ ...p,'"s). Quindi : i divisori  delle fovrne f' del t ipo  P), 
sono divisoî-i cornuni d i  N(z) e A. 

Viceversa, a d  ogni divisore comune a :V(x) e A corrispondono forme f del 
tipo p) non primitive, perchè se 1 = p,r"tp,r"a ... p,>'"~) < l s r ,  i = 1, 2 ,..., s), 
A un ta1 divisore, l a  soluzio~ie della congruenza: 

a t  + b, E O (mod. Pir"1 P,*":,.., PiP"~) 

darh luogo n - N(x' valori di t, incoiigrui (rnad. r) a cui corrispondernnno altret- 
1 

tante forme f del tipo P), non primitive ('). 

(l) A divisore 3 2. 

Antudi di  Matematim, Serie IV, Tomo VI. 
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Cib premesso, aiidiaino a determinare il numero totale delle forme f' del 
tipo p), non primitive. 

Siaiio Pi,, Pi,, ..., Pi% gli ideali primi, che entrano iiel massimo comuii 
divisore di R(n)  e A, ( i , ,  i ,,..., i, sono u iiuineri tïii. 1, 2,..., s). 

Le forine f del tipo P)  iion primitive corrispoiidono, per quarito si é ora 
veduto, a valori di t che soddisfano almeno ad una delle u congrueiize: 

(10) nt + b,  - O (inod. Pi,), at + b, r O (mod. Pi,) ,..., cit + 6,  = O (mod. Pi,). 

Il valore di t soddisfaceiite alla coiigrueiiza i, (v= 1, 2, ..., u) delle prece- 

N n )  denti, considerato (niod. n), darà luogo a -- valori iiicoiigrui (mod. n). Ab- 
Pi, 

biamo quiiidi u sisteini di valori per t, ciascuiio di valori iiicongrui (mod. x )  
ed i valori di ogni sistema congrui ad uiia stessa soluzioiie di unn delle pre- 
cedenti congruenne, rispetto al reljitivo inodulo. 

Andiamo ora a vedere quando in due O piii di iali sisteiiii vi siaiio va- 
lori congrui (mod. n). Quindi ca,lcolereino il numero dei iiumeri incoiigrui tra 
loso (mod. n) conteiiiiti iiegli u sisteini. Tale nuinero sarA quel10 delle forme f' 
del tipo P), non primitive, che occorre determinare. 

Se in due O piii sistetni vi soiio valori congrui (mod. n), tale valore (rnod. TL), 

è solunione comune alle corrispondeiiti congruenze. Osa è noto (') che esiste 
un valore di t che soddisfa ad j <u  congruenze siinultaiiee delle (10) e ta,le 
valoi'e 8 coinplet+mente determiiiato rispetto al modiilo, prodotto dei nioduli 
delle j congriienze coiisiderate. Viceversa, alla sol~izione comuiie ad j ( j <  u )  

congrueiize delle (IO), abbiamo, iiei corrispondenti j sistemi di vnlori (inod. n), 

sistemi di valori congriii (rnod. n). 
Allora consideriaino il valore I , ,  soluzioiie, ad es. delle prime due coii- 

grueiize (10); tale valore è completameiite determiiiato (mocl. Pi, P,,). Consi- 
deriamo inoltre i due sisteini di valori di t ,  ciascuiio di valori iiicongrui 
(rnod. Pi, P,,), che soiio rispettivamente = t ,  (mod. I',,) e = t ,  (rnod. P,,) : iiel 

primo sisterna vi saraiirio = pin valori, ilel secoiid0 - - p i , .  Evideii- 
Pi 1 Pi, 

temente no11 pub accadere che uii valore del primo sistema sia coiigriio ad 
un valore del secondo (rnod. P,, Pi,), escluso t , .  Segue quiildi che questi due 
sistemi di valori (mod. Pi, Pi,) daiiiio luogo, considei-nti (rnod. n), a due nuovi 

N n )  N(n) sistemi: uno di -- valori, l'altro di --, ciascuno di valori iiicoiigrui (inod. n), 
'c'Ji, Pin 

( I )  Cfr. BIANCHI: Leziolzi, ecc.: pag. 30.5. 
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N(n) 
i i i  cui vi soiio - - valori coinuiii (provenieii1;i dnl valore t,), ma esclusi questi 

Pi, Pis 

non pu0 accadere che uii valore di un sistema sia congroo ad un vnlore del-. 
I'altro sistema (mod. n). 

Siinilmeiite, coiisideriaiiio la  soluzione t', coinune, ad es. alle prime t r e  
coiigriieiize (IO), soluzioiie completainerite determiiiata (mod. Pi, Pi,Pi,), ed 
iiioltre i tre sistcini di \-:\lori incongrui (inod. Pi, P,,P,,), che rispettivameiite 
soiio = l ' ,  (iiiod. Pi,), r /', (niod. Pi,) e t', (mod. Pi,) e contengoiio rispetti- 

va in (~~ i t e  p i r p l S  , p i l p i J  e p i , p i a  valori. Noii pu8 accadere che vi sia un valore 

comiiiie (inorl. Pi, I ' , ,  P,,) ai tre sisteini, escluso t', . 
Qiiesti tre sistemi di valori daiiiio Iiiogo, considerati (mod. x), a tre  nuovi 

NTC) sisteini, rispetti viii~leii te con --- , 
P i ,  

e valori, ciaseuno di valori in- 
Pia P i s  

coiigriii (inod. n), iii cui v i  soiio 
N ( w  valori comuni (inod. 7 ~ )  (provenieii ti 

Pi1 Ptnl'is 

(la. t ' , ) ,  ma, esclusi questi, iiori si pilà avere uii vnlore coniuiie (inod. TC)  ai t re  
iiuovï sistemi. 

Si osservi che per soluzione comune a.lle due  prime coiigruenze si pub 

N ( 4  preiidere t', ed inoltre le - - - terne di valori comuiii (mod. T C )  ni t re  si- 
P i ,  PipPis 

steini sono iiicluse iielle tre coppie di valori comiini (mod. n), prenderido i t re  
sisteini due a. due. 

Si possoiio ora coiitiiiuare le coiisiderazioiii orn esposte fiiio alla conside- 
rttzioiie di tutte le coiigriieiize (10); e, peiisare corne soluziorie comune a due, 
L t e  . i d  L - 1, delle zc coiigriieiize (10) il valore, soluzioiie comuiie a tutte, 
coinpletamente deterrninato (inod. P,,Pia ... Pi,). 

N(n)- valori incongrui (mod. x )  e co- Qiiesto valore darh origine a -- 
P i , P i 3  m.- Piw 

inuiii (nîod. n) a tutti gli u sistemi di  valori in questione. Tilli vnlori sono 

coinpresi iielle 7 1  - lPle di valori coinuiii (mod. TC),  in iîumero di 
( , 1  : J 

si htuino prendendo gli I I  sistemi a d  TA - 1, u - 1 ,  che alla loro volta, soiio 

conipresi iielle u - 2p.Ee di valori comuiii (niod. x), in riumero di (U - q)j Che 

si tiiiiino pi'eiideiido gli u sisterni a d  u - 2, u - 2, ecc ..., sono coinpresi iielle 

(7 coppie di valori comuni (mod. n), iri nuinero di , che si ottengoiio preii- 

deiido gli u sisteini due a due. 
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Di qui risulta il iiumero dei valori, incoiigrui t r a  loro (mod. n), contenuti 
iiegli u sisteiiii uhe sorgoiio, dalle solusioni delle congrueiize (IO), coiisideran- 

rispetto a1 modulo n. Tale numero sarh cioé dato dalla funzioiie aritmetica: 

N ( 4  a(,, A>=X"- -Z--+ 2 C  N ( 4  - N(x) + ... 
Piv Pi, Piv' Piv Piv'Piv" 3'PiEPi:Pi,,1iP<~lI 

iii cui:  nella prima. somma v percorre i numeri 1, 2, ..., u ;  nella seconda u e vf 

percorrono le coppie di valori dati dalle combiiiazioni della seconda classe (a) 
dei numeri 1, 2, ..., u ;  tiella terza v, uf e vff percorrono le  terne di vnlori 

dati dalle combinazioiii dellz~ terza classe degli stessi numeri, ecc. 
L a  fuiizioiie @(n, A )  dnrà duiique, per quaiito si 6 detto pih sopra, il iiumero 

totale delle foriiie f del tipo P), non primitive, che cercavnino. 
Allora, possiamo coiicludere col rjsultato: ne1 cnso di p iiidecoinporiibile, 

complesso = n : 
Delle N(Z) 1- 1 fowne f f  che s i  ottengono applicando al la forma f le sosti- 

tuz ioni  del sistemr. conzpleto normale a nzodulo n, se A e N(n) sono prilni 67.a 
101.0, souo tu f te  p?.imitic*e d i  plsima O d i  secontln specie, se lale é l a  fo?-ma f; 
se A e N(n) non  sono pr imi  t r n  101-O e se pi,, pi, ,..., pi, sono i fattol-i pl-imi, 
9*aziondi ,  d i vemi  clze entl-ano ne1 loro mnssirno conzun diviso7.e, il nuweteo 
delle forme non  pl-inritive é dcilo dalln. fuwzione nunzel-ica @(n, A) ed il 7zu- 
nlej'o delle f o ~ m e  plaimitive d i  plSinza O di s e c o ~ ~ d a  specie, se tale è la f o m m  f, 
r i su l t r ld  drito dall' espvessione : N(n) - @(N, A) t 1 (4). 

Dalla discussione superiore si tme  il corollario, di cui ci serviremo iii 
seguito (8 4, e cioé: Sc N(n) diuide i l  detemzi71nnte A della forma f, d i  
fom2e f' del tipo P), a div isow N(n), se ne  ha  u n a  ed ujza soln. 

Iiivero, basta osservare, che tali forme corrispoiidono alla soluzioiie della 
coiigri~enza : 

nt  + b,  = O (inod. Pir~P29'9,,, Ps9*s). 

(1) Si pub osservare che se l'ideale (R) fosse primo (u = 1) questo risultato diventa 
quel10 corrispondente di M. I., pag. 201, poichè allora é @(x, A = 1. 
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# 3. Continuazione. 

Ne1 piiragrafo corrispoilderite della Memoriii. 1 vieiie dimostmto coiiie 
l 'esnine delle fornie f ,  primitive di prima, O di seconda specie, iioii equiva- 
lcriti t i a  di loro, veiiga collegato coii la i iceica del gruppo :~utoiiioi.fo aritine- 
tico tiella biina f ;  da, oui haiino origiiie le forme f'. Ci6 dipeiide dal fatto che 
1;i sostituzioiie, uiiiinodiilare, 1' (M. I., pag. 203) è, iiel corpo ~ ( v q ) ,  aritine- 
tica, cioè a coefficieiiti iiiteri i i i  tale corpo. 

Ora, le considerttxioiii fiiiali di tale piwagrafo (psi,& 204), che  provaiio 
qiiesta oircostnnza, devoiio qui essere completn.te coii le segueiit,i. 

Iiiti~ii to, iiessuiia coiisiderazioiie é da aggiuiigeisi se p = p ; similnieii te si 
dica se  p = n ,  ed uiin alinciio delle due coppie di ideali principali (a'), (x) e 
(II'), (n) sia di iileali piimi tra. di lnio. II caso iiivece che pub preseiitarsi nei 
corpi coiisidcixt.i iicll'a.ttuale Meinoriii, ed i i i  questi soltniito, e quel10 i i i  cui 
cin.scuiia delle due coppie di ideali ora osservati sin di icieiili lion primi t ra  
di loro. Allort~ itidichiitnlo con A e 13 i loro rispettivi idedi  (secondari) 111as- 
siini coinuii divis019 : qiiesti duc ideali iioii possoiio avere  uii ideale primo in 

comuiie, perche se cio fosse, per le relazioni P) a pag. 198 di M. I., lie ver- 
rebbe che la foriiia f' iioii sniebbe priniitiva, il che è escluso. Allorit, gii 
idenli '4 e 8, rion aveiido alciiii ideale primo iii comiine, ogiri ideale C fat- 
tore dell'ideale (x) é primo coi1 iiiio ~blineno de@ ideali (a') e (b') e quiridi 
dalle relazioiii (4) c (5) del 5 3 di M. I.,.risultit: P = O  (inod. C) e 6 = O  (mod. C); 
percib niiche p -0  (mod. n) e 6 O (mod. x) e qiiiiidi l a  sostituzioiie 2' ttppar- 
tierie aiicora a l  gruppo automorfo ~l i i tmetico della foi-iiltt f :  

g 4. Osservrilzione fondamentale. 

L'osserv~izioiie foiidameiitale per le attuali ricerche, esposta :i.l g 4 di M. 1. 
(pag. 20S), vale, seiiztk aluuiit~ modificazioiie ed iiggiiiiitii, niiche iiei corpi 
li'(v-d) aven ti ideali secoiidari. 

Iiivero, basterit qui osservare che, nell'applicazione clla forma f 's (af, h', cf) 
a deteriniiiante Appo, del sistema complet0 normale a modulo p, per quarito si 
e veduto iii 1) e ne1 corollario firiale di II) del 5 2, della pieseiite Meinoria, 
si ottieiie i~iicora una ed uii:~. solii. forma che sia :I divisore .Y@). 
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PARTE SECONDA 

RELAZIONI SOPRA IL NUMERO DELLE CLASSI 

D I  FORME DEFlNlTE D I  HEBMITE 

5 5.  I gruppi automorfi aritmetici delle forme definite 
di Hermite. 

Le  foririe di HERMITE che coiisiclerereino iiel seguito della preseiite Me- 
inoriil sai.ii.iiiio defini le (il deterininaiite A < O )  ; e, per fiusare le  idee, saraiiiio 
positive. 

I l  corpo quadratico iininagiiiario K(v-~) ii cui esse ayparteiigoiio saiA 
orn uiio di quelli i r i  cui è stato determii~ti~to, oppiire è possibile deteriniiin.re, 
il poliedro foiidarneiiti~le del corrispoiideiite gruppo di RIANCHI G(d)  (M. I., pa- 
gina 207 e seg.). 

Le forme sarailrio, conle è lecito supporre, ~ . i d o l t r ,  cioè i 101-0 indici 
apparterrmiio al poliedro foi~daineiitale. 

L e  coiisideiiizioiii geiierali relative al gruppo autoinorfo aritinetico, esposte 
al 5 6 di M. I., ove rioii vieiie fissato il iiuinero fo~~dzlineiitttle d, valgoiio, inani- 
festainente, miche iiei corpi K(V-d) aveiiti idenli secoiidari. Si tiariiio dunque 
qui per tale gruppo anche i casi 1), II), III) e IV) (pag. 2 10-211). 

Doveiido ora fissare il iiumero d, per potere detei-miiiare tutti i cnsi possi- 
bili per il gruppo autoinorfo iiritinetico, scegliereino cl = 5 e d = 6. 

1 corpi K(v-.F>) e ~(1-6) possiedo~io ideali secoiidari ('). 
Oi'a I'esiiine di ulteriori casi possibili per il griippo aiitoinorfo aritinetico, 

oltre i L  qiielli geiiemli 1), II), III) e IV) equivale, coine si è vediito i i i  M. 1. 
(5  5 e $ ô), alla ricerca di iilteriori movimeiiti ellittici dei gruppi G'" e G'", 
oltre a quelli d a  cui derivti.iio i gruppi 1), II), I I I )  e I V )  che por tmo i poliedri 
foiidi~inentali i i i  Lino adereiite delle rispettive reti poliediiche, oppure l i  ii7utiiiio 
i i i  loro iiledesiilii. 

Sopra gli assi di tali iiiiovi movimeiiti ellittici dovr;riiiio gincere gli jiidici 
averiti iilteriori cnsi peï  il gi'uppo autoinorfo aritinetico, e t d i  nssi riori po- 
traiiiio essere qui che circoli ortogoiiali a l  piaiio limite 5 = 0. 
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~ ( V r 5 ) .  

I l  poliedro fondatneiita.le del griippo di BIANCHI G(j) sarA la  regioiie dello 
spazio rion euclideo compresa trn i quattro piani di riflessioiie (') : 

ed esterna alle ciiique sfere di riflessioiie 

ove devotio essere piesi i segni superiori e quelli ii~feriori~~distiiitameiite. 
Allora, coiiformenleiite a. quatito piU sopra si e detto, qui vi sark da  

aggiungere i l  movimento ellittico definito dalla sostituzioiie di G(5 ) :  

a periodo 2, il oui nsse e l'intersezione del piano di riflessioiie 5 = 0 con la 

1 
sfera di riflessione 5% + 

Corrispoiideiiten~eiite, iiel corpo K(v-~), per  il gruppo aiitoinorfo rtritine- 
tico, ni casi 1), II), III) e I V )  di M. I., occorre nggiungere : 

V) se 1' indice della fo'olwn é sull 'a~~co intemeziolw tvn il piano [ = O  

E utile, per il seguito, determiiiiire il tipo . della forma. f = (a,  h, c) ,  
- 

(b  = b, -1- b,v-  5 e A = bf -t 5h2, - ac), avente questo gruppo iiutoinorfo arit-  
me tico. 

Perche 'l'indice si trova sopra l 'arco siiddetto, dovr& aversi 11, = O  e 

(1) Cfr. BIANCHI: * Math. Ann. a, 40 Bd., pag. 3 6  e seg. 
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d a  cui risulta c = 56, - a e quindi A = 5b2(b, - a )  + a'. Si coiiclude duiique 
che: Le fovme (~~ido t te )  avelrte pev gg-uppo automog-fo a?sitrnetico il p.uppo V ) ,  

- 
sono del tipo f = (a, bV- 5 ,  5b - a); ove a e b sono interi mz ionn l i ,  posi- 
tivi,  5b ) a, C O I L  A = 5b(b - a)  + a? Se sono p?-imitive, a e b sal*nn?io pj-imi 
t ra  d i  101.0, e notb possono esseve che d i  prima specie ('). 

IL poliedro foiidarneiitale del  gruppo di BIANCHI G(6)  sara  la regioiie del10 
spnzio iion euclideo compresa t ra  i qunttro piani di rifiessione (2) :  

ed esteriia alle ciiique sfere di riflessioiie: 

ove i segiii superiori e quelli iiiferiori devono essere presi distititamente. 
Qui iion si haiiiio nuovi movimeiiti ellittici e perci6, per il griippo auto- 

morfo aiitiiietico, iiel corpo attuale, si haiirio soltaiito i casi gerierali piu soprr. 
iiotati. 

Si pub diinque concludere col risultato: 
Le fwme a~*itmetiche definite d i  Hel-mite, nei col-pi K(\ -5) e ~(\'-6), 

(escluse particolari folme) ltnnno pe?. gruppo automo~.fo aritmetico, y?-uppi 
ciclici degli ordipli 2, 4 e 6 :  quelle primitive d i  ptmirna spt?cie, degli ordini 
2 e 4, quelle pj'imitive d i  seconda specie, anche d i  02-diue 6 (7. 

(') Perchè una forma primitiva di seconda specie dovrebbe avere b pari il che non pub 
essere. 

(*) Cfr. BIANCHI: u Math. Ann. D, 40 Bd., pag. 668. 
(7 Conformemente a quanto si è vediito in M. 1. (Osseiv. pag. 237 e 2%), essendo qiii 

cl 4: - 1 (mod. 4), non esistono forme primitive di prima specie a gruppo automorfo aritme- 
tic0 del 6 O  ordine; el perciù nelle relaaioni corrispondenti che stabiliremo (5 7) si avrti la 
espressione binomia per il numero delle classi h(Apy,). 
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5 6. 1 valori del numero I L  per le forme definite primitive 
di Hermite. 

Andia,mo ora, a coiiipletare la  ricerca dei valori del numej-O 12,  cioé del 
numero delle forme f' defiiiite, a determinante A'= Ayy, (p jiidecomponibile), 
primitive di prima O di seconda specie, non equivalenti t ra  di loro, che si 
ottengono applicaiido alla forma f = (a, b, c), definita, a determinante A, pri- 
mitiva, rispettivameiite di prima O di seconda speçie, l e  sostituzioni del sistema 
complet0 normale a modulo p, con l 'esame del caso in cui l 'ideale princi- 
pale (y) lion sia primo; cioé, secondo l e  notazioni setnpre usate, dei casi 

(G) = + 1, (y? = O e l'ideale principale ( x )  ~ioii primo. 

L e  consideraziorii che seguono, corrispondenti a questi casi, completntio 
le tnbelle a pag. 217, 221 e 225 di M. I., in relazioiie a l  fatto che l a  forma f 
sia. i'ispettivamente n gruppo automorfo aritmetico di ordine 2, 4 e 6. 

1). La fowna f sia a g ~ u p p o  nutomo9-fo aritmetico G,: 
Avendosi n = l n ,  tenendo conto dei risultati ottenuti al 5 2, si h a  la 

tabella, che completa la corrispondente a pag. 217 di M. 1.: 

Annali di Matematica, Serie IV, 'Porno VI. 
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11). La forma f sia a gruppo  automorfo ajitmetico G, : 
P e r  quaiito si e veduto al 5 1, tenuto coiito di quaiito si è esposto iiei 

caso corrispoiideiite di M. 1. (pag. 217), dovrenio iii primo luogo esaminare 
la  corigrueiiza : 

(1) t" - 1 (inod. p) 

quiiiido sin ($)= + 1, ($)=O e l ' idesle (n) non primo. 

Sin p vazionale = p : la (11, se  poniamo t = t ,  + t,~-cl ove  t ,  e t ,  sono 
iiiteri razionali, ilel corpo razionale, si scinde in : 

(mod. p )  
(mod. p). 

Per  ($1 = + I e ($) = O la (1) sas& solubile od i~isolubile ne1 corpo 

~ ( v - d )  secoiido che A ($) = 4- 1 oppure (P') - = - 1, ossia secondo che 

= + 1, iial caso della solu- A p E 1 (mod. 4) oppure 11 G 3 (mod. 4): se -- 

bilith abbiaino qiiattro soluzioni iiicongrue (niod. p ) ;  s e  (2) = O,  ~ t e l  C R S ~  

della solubilita due ('). Vediaino coiiîe si possono ;tssuiiiere~le'soluzioni: osser- 

vaiido le (2) e (31, risulta filcilmeiite, che per  (p") -- = + I l  due si posso~io 

assutnere razionali, e due puramente coniplesse; per  ($1 = O, si possono 

assumere razioiiali. Queste stesse coiiclusioni si haii~io, se  d G - 1 (mod. 4) e - 
1 t V - d  

sia t = t ,  + t ,  -- - 
2 

( t ,  e t ,  razionali). 

Sia p conqAesso = n. L'ideale principale (n), decomposto nei suoi ideali 
psimi diversi, sia (n) = P,"I PZra ... Pars : s e  la (1) é solubile, saranno solubili 
l e  s congruenze : 

(4) t k  - 1 (mod. Piri) (i = 1,  2, ..., s) 

e quindi le altre 

(5) t2  = - 1 (mod. P,) ( i  = 1 ,  21..., s) 

e percio, esseiido pi il numero primo razionale coorclii~ato all 'ideale primo Pi 

(pi dispari) sara (pl)= - + 1 onde p ,  - 1 (moil. 4) ( i  =, 1,2 ,..., s). Viceversa se  

(1) Vedi nota (3 a pag. 175. 
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quindi i~nche  le (4), con due soluzioni iiicoiigriie (rnod. Piri) (4) e percii, la  (1) 
sark solubile coi1 soliizioiii iiicongrue (mod. n). 

Corrispoiideiiteiiîeiite, completiaino Io studio delle coinposizioni T - S  (M. I., 
pan. 218), distiiigueiido i soliti casi. 

8ia p 1azio7zctle = p. 

1.) Sia. (%) = 0 : esseiido h2d - n2 (mod. p )  ed a+O (mod. p), p iioii potrk 

esseic 1111 iiumero primo critico, quiiidi 11011 si avrk che il caso (,") - = + 1. 

Iiioliic, risult;i.ii~lo - = -1- 1, sara  $1 - 1 (niod. 4) e percib la  (1) solubile. Abbiamo: (3 
Ikr* (<A)= + 1, time delle pualti-O . soluzioni che niirszette la coi2- 

gl-ueltzu. ( 1 )  ofi-oizo tve soluzioni izo~*muli che applicnte alla fowza f pro- 
ducono Irae fofbrne f' nou psimitive, e Z'alt?*a ofgfi.e u?za soslituxioi~e nownale 
che applictrla ad f produce unn fojwla f' pinaitiva. 

1 valori di t (inod. 1 1 )  clle corrispoiidoiio a foririe f iion primitive sono 
soliizioiii della coii; OriienZii : 

che iiel caso attirale ha  2 p  - 1 soluzioiii iiicongrue (rnod. p) [$ 2, I), la)]. 
Orn la  (6) è soddisfatta dalle due soluzioiii razioiiali t = t t ,  (nlod. p)  della ( 1 )  

- 
e da iiiia delle due sue soluzioiii piirameiite coinplesse t = t t , V  -d (mod. p);  
perche, per le  soluzioni rnzioiiali risiilta : 

( t a t ,  - i b ~ z ) ( t n t ,  + ibv'd) =ut: + h2d d -ne  + hd= A = O  (rnod. p ) ;  

e, per  le  nidici cornplesse, si pub ripetere quanto si 6 esposto iii M. 1. png. 219 

(;d)= - 1. h duiiqiie provato 17e~1uiiciato ora scritto. iiel cnso - 

( jd) = -1- 1 si ha, per le coi~~posiainizi T. S, le stesse Segue di qui che per - 

distl-ihuaiowi i n  classi che si nvevti per - - 1. Allora si pub coiioliidere : 

('1 Se p;. 2 2 l'ideale (secindario) Pi è diverso da1 proprio coniiigato (8 1) ; allora se  
(pi, z t 0) 13 una base di qiiesto ideale, ( p l ,  p + O) con B = z (rnod. pi) sa19 una base del- 

Videale Pp (cfr. VER* &~YLI~ER-IIEREDEI"F: Sur les racirzes primitives et les systèmes des bases 
et indices dans  le corps quadratiqwe général, a Journal de  Mathématiqiies 2 ,  1919). Segue 
allora ühe se  l a  congruenza t?= - 1 (rnod. Pi) è solubile, potendosi assiimere t razionale, 
risiilter& t' = - 1 (mod. pi) e da questa r iadta  solubile la congmenaa t2  = - 1 (mod. pp) e 

per l'osservaaione fatta ors risulterà soliibile la congruenza t* G - 1 (inod. Pp) con due 

so1iil;ioni incongrue (rnod. Pp). 
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=O, non pub a v è u i  che = + 1 ; sarà necessaviun~ente p = 1 

(inod. 4), e risulta : 

2') Sin (k) + O. Abbiarno : 

Ne1 caso della solubilitd della (11, le sue due soluaioni per (q) = 0, 

e due delle sue qualtl-O solz~zioni pev (pd) - = + 1,  o frono due sostiluaioni 

noîwal i ,  che applicate alla forma f pî-oducono dut! fomle f '  non pt-in~ilive. 

= + I, offrono due soslituaioni noi-inali, Le alh-e due solz~zioni per - 

che upplicate ad f pl-oducono due forrtze f' primitice. 
L a  dimostrazioiie di questo enuiiciato è analoga al cas0 corrispondente 

per  (y) = - 1 di M. 1. (pag. 219-260). 

Si potrh dire allora che : 

(pd) = O, le coinposiaioni T - s Pei* ($)= + 1 con p - 3 (rnod. 4) e per - 

oue 8 = (t' - P), s i  dis/,-ibuiscono i n  due classi dislints pev gli m - 1 vnliwi 
1, 0 

assumibili da1 coeflciente t ; per - (p") = t 1 con p = 1 (mod. 4), tali corn- 

posizioni si distribi~iscono in  due classi distinte pe?+ ni - 3 valori d i  t ed 
i9i una sola classe, pe?. due valovi. 

Si h a  percib : 

Si noti che iiel caso = 0, avendosi A r - t ~ v m o d .  p), sttrlt 

p-1 
= (2) = (- 1) 2 e percib ($) = + l oppure = - 1 secondo che è p - 1 

(inod. 4), oppure, p = 3 (mod. 4). 
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h'ia p complesso = n. 

Io)  Sia (A-) = O, (A) + 0, essendo sempre pi., pi; i fattori primi razio- 
P b  PA' 

nali diversi di N(n), ( v  = 1 ,  2 ,..., u ;  v'= 1, 2 ,..., zt'; u + ut = s ;  u > O ) .  Si ha l a  
proposizioiie : 

Delle 2s soluzioni della (l), ne1 caso della szca solubilità, una metà dù 
luogo a sostituzioni norînali che applicate alla forma f pvoducono fo~wze f '  
non pjaimitive e l ' a l tm  metà da luogo a sostituzioni nojvzali che applicate 
ad f p ~ ~ o d ~ c o î z . ~  fo?vne f' primitive. 

Iiivero, ogni soluzioiie della congruenza (1) é pure soluzione della: 

t g  = - 1 (mod. P,.) (v = 1 )  2) ...) u ) ;  

assuinendo t = té. (inod. P,") con tiV razionale) come 6 lecito ; poichè è : 

A=-a"b2d=O ("od. piv) 
sa& : 

a?tZiv +- 6" d O ("Od* piv) 

e percio : 

(utiv - bV-d) (a t ,  + b v - d )  (mod- pi,) 

e quindi: 

(11) 

oppure, ma non siinultuneamente (') : 

(mod. Pi") 

(mod . PCV) . 

Ne segiie che se tiv soddisfa alla (11)) - t," iiori vi soddisfa; s e  tiU non 
soddisfa alla (11)) vi soddisfa - t,,,. Risulta allora di qui (5 2, II)) la  proposi- 
zioiie enunciata. 

Si h a  quiridi : . 

Le composizioni T. S, con S = (1: 3, se la congr~uenza ( 1 )  é aoluhile, si 

distî-ibuiscono, pesa m - 2s-1 - 1 valori degli m - 1 valori assumi6ili del 
coeficiente t, in due: classi distinte e bel- 2+< in una s ~ l a  classe; se la (1) 
2 insolubile, tali coniposizioni si dist7~ibuisco~o i n  due classi distinte pe). 
tutti gli m - 1 valori assunzibili da t. 

(') Perchè, se cib fosse, si avrebbe 2 a t i v ~  0 (mod. PiL.), il che non pub arersi. 
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E percib risulta: 

$ - = O ,  -- +O(v=1,2 ,..., U ;  v1=1,2 ,..., ut ;  ?c+ul=s ,  ~ ~ > O ) s c i  / in: 
. 

71 1 - 2'.- i 172 
(12) per pi = 1 (tnod. 4) (i = 1,2  ,..., s) è 71 = -+. 28- 1 - - + 2s-2 . 

2 - 2  9 

(13) per pi? = 1 (inod. 4), p.ir,, = 3 (tnod. 4)  

2.) Sia (:)+O (i = 1, 2, ..., s). Poichè tutte le  forme /' soiio primitive 

(5  2, II)), per qiiaiito è iioto sopi'a, lit  coiigi'ueiizn. (l), si c01ic.1ude subito : 

+ O (i = 1, 2, ..., S) s i  htr : 

311 - 2' 112 
(14) per  p i = l ( t n o d . 4 ) ( i = l , 2 ,  ..., s) 8 j t = - - i - 2 " = - + Y ;  

2 2 

( 15) per  pi s 1 (111ocl. 4), p+, 3 (inod. 4) 
P 

Specificaiido ora nelle t'oi*mule (7), (8), (9), (IO), (12), (13), (14) e (15), col 
teiier cotito dei risultati otteiiuti al 5 2, si h a  la titbellii. segueiite, che coin- 
pletn la  corrispotideiite a pag. 221 di M. 1.:  

per p = 11 

1 

- (P - ( e p = 1 (inod. 4) B 71 - - 
2 4-2 

-(P- 1 ) )  ' (')=-', > p = 3 ( m o d . 4 ) ~  - 2 + 1  

( p  - l )?  / e p = l  (inod. 4) B n=- 2 -1- 4 

7)' + 1 1 s r  ($)=- l (1) -3(n iod .4) )  é i i = -  2 

( p  - l ) ?  = - 1 ( 1  1 (inod. 4)) 0 IZ = - 
2 

-t- 1 
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e p i =  1 (inod. 4) 
( i  = 1 ,  2,..,, s)  

se (k) + 0 J pip - 1 ilnode 4~ 
pj?, = 3 (tnod. 4) 

( i  = 1, 2,..., s) ( p  = 1, 2, ..., v ;  
p1 = 1, 2,..., v'; 

\ v-l-vf=s; vf)O) 

e pi ss 1 (mod. 4) 
(i= 1, 2, ..., s),  

e pi, E 1 (rnod. 4), 
pjp' '3 (mod. 4) 
( p  = 1, 2,..., v ;  

p' = 1, 2, ..., v l ;  

I I I )  La fo?*nz(t f sia n g?-uppo nu tomo~~fo  avitmetico G,. 
BasterLL anche qiii esetniiirtre la, congrueiize quadratic;~ : 

(16) t"t+l r 0  (tnod. p) 

iiei easi ($)= + 1, (jd) = O  e (n) ideale iioii r i  ( )  1 .  1 .  yag. 222). 

La (16), ponerido : 

(17) yss2t-1 (iiiod. y) 
si scri ve : 

(18) y"-3 (mod. p). 

Gli idedi  priiicipali (3) e (y) siaiio, i i i  primo luogo, priirii trsi di 101'0. 

Sia p j.&ionale = p. Per  = O IR (18) é soliibile otl 

iiisolubile, iiel corpo ~ ( ~ r d ) ,  secoiido che è (;)= + 1 oppure 

ci06 secoiido d i e  è p = 1 (inod. 3) oppure p = 2 (inod. 3): iiel caso della solu- 

bilith abbiitmo quattro soluzioiii iiicoiigrue (mod. p )  se = -4- 1, duc se 

(') Si noti clie gli ideali ( t  T 1) e (t) sono piiiiii tm loro e qiiindi in tiitte le coinposi. 
zioni P.S da considerarsi in questo caso per il griippo aiitomorfo aritmdico, i primi e terzi 
coefficienti fiano pi-imi tra 101.0 e percib Q sernpre npplicabile In (2) d d  1, che qiii diventa 
la (16). 
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($) = O. Altrettanto accadrk per  lii (16) iii virtii d c h  (17). Vediamo ooiiie si 

possoiio assumere le soluzioiii della (16). Ilitniito, evideiiteiiieiite, se  ($)=O, 

(p") = + 1 : la (16, se si le due soluzioni si possoiio assuinere razioiiali. Sia' -- 
,- 

poile, a l  solito t = t ,  + t,V-tl, iiel campo razioiiale, si sciiide iielle due con- 
grueiize : 

(mod. p) 

(mod. p) 

d a  cui, se t, = O  (mod. p) è 2t, =If 1 (mod. p), se 2t,  r 1 (mod. p)  è t, =/:O (mod. p) 
(M. I., pag. 223). Segue allora che due soluzioiii della (16) si possoiio ilssuinere 
razioiiali e due complesse, tali perd che la parte reale t ,  sia 2t, = 1 (mod. p). 

- 
1 + \ ' - t l  

Se, quando sia d I - 1 (mod. 4) fosse t = t ,  -1- t 2  
2 , risulta che due 

soluzioni ancora si possoiio assumere rttzionali e due complesse, tali che si 
abbia te -+ 2t ,  - 1 = 0 (inod. 1 1 ) .  

Sin y complesso = x. Aiialoganîeiite a. qu;i.iito si è detto in II), per la  con- 
grueiiza' (l), si trova. che la, (16) è solubile se tutti i falkori razioiinli priini di 
N(x) soiio = 1 (mod. 3), irisolubile, s e  uno almeno di questi fa,ttori A = 2 (mod. 3). 
Nel caso della solubilità, possiede 2' soluzioni iiicoiigrue (inod. n), iiidicando s 
seinpre i l  numero di tali' fattori diversi. 

Gli ideali (3) e (p) siano non primi t ra  loro. Se l'ideale (3) è primo, allora 
deve essere (a meno di uii fattore unitb) y = 3 :  caso ovvio (M. I., pag. 223). 
S e  1' ideale (3) iioii è primo e y = p si h a  ancora p  = 3 ; sin y = n  : allora si 
pub ripetere quaiito si è detto piu soprrt, ne1 caso corrispoiidente, quando (3) 
e (n) eraiio ideiili primi t ra  di loro, soltanto, il nutnero delle soluzioni della (16), 
riel caso della solubilitb, sark 2T coi1 1 < r < s - 1. Ne1 seguito, perb, per 
evitare troppe iniiiute discussioiii, si supporrh seinpre che gli ideali princi- 
pali (3) e (p) sinno p ~ i m i  tra l o ~ o .  Si pi10 notare, iiifiiie, che  s e  t è solu7' ,loile 
della (16), un'altra si ha in - t + 1. 

Cib premesso sopra la  coiigrueiiza (16), si pub completare Io studio delle 
coniposizioni T .  S (M. I., pag. 222). 

Sis p vazionnle = p. 

1') Sia (t) = O. Esseiido h'd - 3a2 (rnod. p), il iiumero p  non sarh uii 

iiuinero primo critico e quiiidi non pub che aversi ($) = + 1 ; e, risul- 
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, sarh necessariamente p r 1 (mod. 3), cioè siaino rie1 cas0 della 

solubilith della (16). Si h a :  

Per  ($)= + 1, t r e  delle quatlro soluzioni della (IC) diinno luogo a 

sostituzioni normal i  che a.pplicate alla fornitc f producono forme f' n o n  
prinzi t ive;  u n a  soluzione offre u n a  sostituzione normale che applicata 
ad f produce u n a  forma f' pl - in~i t iva .  

Questa proposizione si dimostra in modo analogo alla corrispondeiite del 
caso II) precedente, tenuto coiito dei risultati ottenuti sopra l i ~  coiigriienza (16). 

Segue che si h a  la distribuzioiie in classi delle composiziorii l ' . S  che si 

aveva  per ($) = - 1 (M. I., pag. 223) e percib si pub eonoludere : 

Se  -- =O,  non pua  abersi che - (3 (id) = + 1 e necessariameute p = 1 

(mod. 3) e risul ta : 

(20) 
m - 1  n=- nL+2 ' 

3 
+l=-  

3 -  

Ne1 caso della solubilità della (16), le sue due  soluzioni, per (yd) - )= 0, 

e due  delle sue quatt9.o soluzioni, pel- (pd) - = i- 1, orrono  due  sostituaioni 

noî.mali che applicate alla forma. f, pl-oducono due fovme f' non  primitive. 

Le al tre  due sue soluzioni, peîm (pd)= - +- 1, offrono due  sostituaioni nar- 

mal i ,  che  applicate ad f, producono due  forme f' primitive. 
L a  prima parte di questo teoremn si dimostra come ne1 caso corrispon- 

denté quando f sia a gruppo automorfo aritmetico G,, prendeiido le soluzioni 
razionali della (16). Per  l a  seconda, ponendo aricora: 

ove peri, t A una soluzione complessa della (16), ad  es. t = t ,  t t,v-d ; 
poiché é t ,  EI= 0 (mod. p) e 2 t ,  r 1 (rnod. p), tenendo conto delle (19), dopo 
facili cslcoli, risults : 

(21) 2XX0 = 2A + 3a2 - 4abt,d (mod. p). 

Di.gqui segue che le  forme f sono primitive; perche, se non Io fossero, 
dovrebbe aversi : 

3a = 4bt,d (mod- P),  

Annali di Matematicac. Serie IV, Tomo VI. 25 
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da  cui 
u t ,  = b (mod. p). 

Ma da  questa coilgruenza ne vesrebbe X X ,  O (mod. p) e percio, dalla (21), 
anche A E O (rnod. p), contro l'ipotesi. C. v. d. 

S e m e  allora : " 

Le composizioni TSS, ove s = - P): pa r  ($) 
1, 0 

= O  e p e r  ($)=-cl 

cola p r 2 (rnod. 3), si distribuiscouo i n  t r e  classi distinte pev t u t t i  gl i  m - 1 

valovi che pub assunie).e t (mod. p); per = t 1 con p = 1 (mod. 3) in 

t9.e classi dis t inte  per. m - 3 dei  ualo?-i assumibili  da  t (mod. p) ed in una 
soln classe per due valori.  

Risulta d a  quarito si è esposto: 

Si aggiunga che  pes (pd)  - = 0,  avendosi 4 A  = - 3«' (rnod. ph sar8 

= ($) e quindi (k) = + 1 oppure =- 1 secondo ehe è p = 1 (rnod. 3) 

oppure p = 2 (rnod. 3). 
S in  p complesso = K .  

Si h a  la stessa proposizioiie osservata ne1 caso corrispoiidetite per  f a gruppo 
automorfo aritmelico G ,  e percib si  potrk qui dire  : 

Le coînposixioni T-S, oue S = (k o~): se ln  congr-uenza (161 6 solu- 

bile, si tdistt-ibuiscono in t r e  classi dis t inte  pzr  m - 25-4 - 1 o.alo?-i degli 
m - 1 valori  assufiaibili d a  t (mod. n) ed in u n a  sola classe peg. 26-i; se 
la (16) è insolubile, s i  distgihuiscono in trc: classi distinte pes. t l d t i  gli  m - 1 
valovi d i  t. 
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Risulterh in consegueiiza : 

+ O  (v=l ,2 ,..., u ;  vt=l ,2 ,..., u ' ;u+ur=s ;  u>O), si ha: 

m - 25-1 
(25) per p,  = 1 (rnod. 3) ( i  = 1, 2 ,..., s) é n = n1+2*. + 25-1 = --- 

3 3 '  

p e i  pip = 1 (rnod. 3), pjp1 2 (rnod. 3) 
1 ) L  

( p = l , 2  ,..., v;  p1=1,2 ,..., v' ;  v i -v '=s;  v l > O )  é ,IL=-. 
3 

Y )  Si([ (A)+o (i = 1, 2, ..., s). Corne in II) risulterk subito : 
Pi 

m - 2' 
per p, = 1 (inod. 3) B I &  = --- + 2s= 

113, + 2S+4 
3 3 '  

per p,p = 1 (rnod. 3), p.jp, I 2 (mod. 3) 
11Z (p=1,2 ,..., v; p t=1 ,2  ,..., v'; v+vt .=s;  v l ) O )  è n = - .  
3 

Specificando ora rielle formule (20), (22), (23), (24), (25), (26) e (27) col 
tenere conto dei risultati ottenuti al 5 2, si ha la segueiite tnbelln, che coni- 
pletn la corrispondente a pag. 225 di M. 1.: 

pei' p = p  

! 
(P - + $ e p r  1 (rnod. 3) r& = - 3 

' (')=-l/ a p ~ 2  (mod.3) B n =  ( p -  1)"2 3 

(P- 1Y e p e  1 (rnod. 3) n = ---- 
3 .  

( ~ - 1 ) ~ + 2  
p 2 (mod. 3) n = 3 + 1 
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pi E 1 (mod, 3) 
(i= 1, 2, ..., s) 

pi r 1 (mod. 3), 
P 

p l  2 (mod. 3) 
(p = 1 , 2, ..., v ; 
Pt= 1, 2,..., v t ;  
v - t -  vf=s;  vf>O) 

e p ,  = l (inod. 3) 
(i= 1, 2,..., s) 

e pi = 1 (mod. 3), 
P 

pjOf s 2 (inod. 3) 
( p =  1 ,  a, ..., v ;  
p f =  1, 2, ..., v'; 

1 risultati che abbiaino otteiiuto servono pe1- 
ginari in cui vi sono forme defiiiite di HERMITE 

t u l l i  i corpi quadrlttici iinma- 
ridotte col primo coefficiente 

primo con p, e coinpletano quelli, generali, ottenuti iiel paragrafo corrispon- 
dente delln Memoria precedente (pa,g. 215-225). 

Si suppoiiga ora che le forme appartenga.110 ai corpi coiisiderati ~(~35) 
e K(V-); e, cornpletiamo ln ricerca dei valori del iiumero u. 

Ne1 paragrafo precedente si è notato che per le forme definite di HERMITE, 
a.pparteiienti a questo corpo, primitive, solo quelle di prima specie possono 
avere l'ulteriore gruppo automorfo aritmetico P), oltre quelli generali. 

Si dovr& quiridi completare, per queste forme, la ricerca dei valori del 
iiumero 12, e cib viene effettuato col teoreina : 

I valori del numel-o n, per  le fo lme a gruppo autovmrfo ari tmetico G, , 
sono inval-iunti,  rispetto alla posizione dei re la t iv i  ind ic i  su1 contorno del 
poliedg-O fondamentale del g ~ u p p o  d i  Bianchi  G(5). 

Evideiitemente, no11 vi sar8 dh provare che i valori del iiuniero n, quando 
la forma f apparteiig:~. all'arco ititersezione del piano di riflessione 5 = O  con 

1 
la sftbi~~ di riflessioiie E2 + (( - 9T-t $= a ,  sono quelli determinati i n  II) 

del preseiite paragrafo e del paragrafo corrispondente di M. 1. (pag. 217-221). 
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S e  In forma 1; primitivtt (di 1" specie), h a  l'indice appnrteiiente all'arco 
O ~ R  ~iotnto, essa 8, coine si è veduto, del tipo f = (a, bd-5, 5b - a )  ove a 
e b sono interi snzionali, positivi, con 5b > a, primi t ra  loro e A = 5b(b - a )  4 a'. 

Consideriamo le relative composizioni T.  S ; si ha : 

Ora, gli ideali priiicipali (2) e ( i v 5 )  sono primi t ra  di loro, perche l' idesle 
(id5) B primo e diverso drcll'ideale primo, il cui quadrato è il numero 2. Cosi 
sono primi t r i  di loso gli ideltli priiicipali (itv5 i- 2) e (21 - il 5)  ( i ) .  Allorn 
è applicabile l a  (2) del 5 1 ,  cib che qui offre il risultato ('): 

Le composizioui T.S si distvibuiscono in due classi dis t inte  se la sosti- 

Luzione noivnale S 2 del t ipo  , oppure  2 del t ipo  

soluzione della cowgmellza : 

si dist?'ibuiscono invece in u m  sola classe se S & d i  questo secondo t ipo  e t 
soddisfa a questa congzuenza. 

Per evikare minute discussioni, escluderemo il caso che l'ideale (p) nbbia 
come fattore 1' ideale primo (2, 1 +\, -1, ed esainiiiiamo allora, la  coii- 
gruenza (28). Essa sarA squivalente d l a :  

- 
t 2 - i t \ 5 - 1 ~ 0  (rnod. p)  

(1) Si noti che il discriminante del corpo K ( V ~ )  15 - 20 e percio 2 è un numero primo 
critico e quindi è iI quadrato di un ideale primo. Inoltre, B pure criticoiil numei-O] primo 5 

8 -  1- 
e perciù anche (5) = P%ve P P un ideale primo; onde (V - 5)(V - 5) = P2 e quindi sarh 
(F- 5) = P.  Q con Q ideale conveniente, ed anche P.  Q . ( V ' ~ % )  =PL, ~ ( t ' 1 3 )  = P e percib 
1' ideale Q deve essere 1' idealc unith, ciol! l' ideale ~rincipale (q=5) 6 primo, come si è asse- 
rito. Che poi la seconda coppia di  ideali principali sia di ideali prirni tra loro basta ~ ~ e d e r e  
che E possibile detei.mina1.e due inteii del corpo ~ ( q x ) ,  z ed y, tali che: 

e questo risulta prendendo ad es. x = - 2 ed y == i$. 
(') Supporremo per brevith f.2. Si tenga presente che ne1 corpo K(V-5) il numero 2 

mentre si decompone come ideale (2) = (2, 1 + l/=q" b indecomponibile corne numero. 
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e poiieiido 
- 

y ~ 2 t - i I 5  
assuinerà la forma: 

(30) y"-1 

(inod. b) 

(inod. p) ; 

e, se ln (29) é solubile, é pure solubile In (30) ed inversaineiite. La coii- 
grnenza (30) è quelin studiata in II) dell'attuale e della precedente Memoria. 
Osservando il tipo delle forme orn in considerazione e quelle considerate in II), 
sl pud concludere subito la proprieth invariaiitivn dei valori del iiumero n 
euunciatn ne1 teorema. 

Per le forme definite di HERMITE, apparteneiiti a questo corpo, teiiuto 
coiito di quanto si è coiicluso iiel pi~ragrafo precedente, sopra i relativi gruppi 
automorfi aritinetici, si pub coucludere subito che la ricerca dei valori del 
iiumero 11 é già esnuritn coi1 le coiisiderazioni geriernli stabilite ne1 presente 
paragrafo e ne1 9 7 di M. 1.. 

5 7 .  I d e  formule sopra il iiumero delle classi di forme definite 
di Hermite. 

Diinostrata 1' Osservnzioiie fondameii tale (9 4\, determinato il gruppo 
automorfo aritinetico delle forii-ir: defiiiite di HERMITE, a,pparteneiiti ai corpi 

-- 
~ ( d -  5) e K V ( Z ) ,  primitive di prima e di seconda specie (5 5) e calcolati 
i valori del iiumero n ( 5  6), é possibile stabilire le relazioni sopra il iiumero 
delle classi, oggetto delle attuali ricerche. 

Nella prima parte del paragrafo ci occupereino delle forme defi- 
nite di prima specie; iiella secoiidn,, di quelle primitive di secoiida specie. 

1) Forme primitive di prima specie. 

Sia il corpo ~(~35). 
Quanto si e stabilito soprn il gruppo autornorfo :iritinetico delle foriue 

definite, appnrteneriti a questo corpo, primitive di priiiit~ specie, ci periiiette 
di asserire che : forme a gruppo G, lia esistono sempre; ad es. le pi.iricip;ili 
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(1, 0, - A), con A + 1 ; forme a gruppo G, lie esistoiio, se  il determiiiante A 
e rappresentttbile da  una alineiio delle due forme indefinite di GAUSS: 

con x e y iii teri, razionali, primi t ra  loro, e : iii y, con y r 1 (niod. 2) ; iii cp,, 
positivi, 5y > x con x = 1 (rnod. 2) e y r O (rnod. 2), oppure a r O (rnod. 2) e 
y = 1 (rnod. 2). 

E, d a  quanto è noto d a  Dl. 1. (Oss. 8 9) iion esistono forme primitive d i  
prima specie a gruppo G,. 

Si av rk  qui l'espressione biiiomia per il iluinero delle classi h(Appo), cioè: 

Sa l i  formule ci permettono di enunciare il risultato : 
Siano h(A) ed h(Apyo) i n u m e r i  delle classi d i  forme definite (positive) d i  

H e ~ ~ m i t e ,  appartenenti  a l  corpo ~(v-1, rispet t ivamente a d e t e m h z a n t e  A 
e Apyo, ove y è un inter0 indecornponibile del col-po, e primit ive d i  pl-inzn 
specie; sinno inolt9.e h,(A) ed h,(A) i nurneri delle classi d i  forme definite 
d i  Hermi te ,  a p p a d e n e n t i  al10 stesso cor-po, a de te~wt inante  A, p~. i~ri i t ive d i  
p?.inaa specie, 9-ispettivarnente a gruppo automos-fo a?*i&metico G,  e G,. 

Si hnnno le  seguenti 9.e2azioni: 
Sin y un intero razionale indecowtponibile p : 

e p = 1 (rnod. 4) 

h(Ap2)  = [ ( p  - 1)' - 2111, (A) + 
e p = 3 (rnod. 4) 

(') Per il significato dei numeri r z , .  n,, h,(A), hz(A), üfr. M. T., 5 8. 

(?) 1 valori dei numeri n,, s, sono, per (;5) - = - 1, dari dalla DI. 1. (8 7). 
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e p r 1 (rnod. -4) 

( P  - lY h,(A) ; h(Ap2)=(p - I) 'h,(h)+ Z- 
se (4)=+ 1 

e p r 3 ( m o d . 4 )  . 

h(Ap2)=(p  - l ) > h , ( ~ )  + [(q + 1 h,(A).  1 

j e p = 1 (rnod. 4) 

h i A p g ) = [ ( p  - 1)- t ] h , ( ~ )  i- [ 'PT --- l)' + 21 h , ( ~ ) ;  

e p r 3 (rnod. 4) 

h ( A p e )  = [ ( p  - 1)' + 2]h i (A)  t 

e p = 1 (rnod. 4) 

h (Ap2)  = [ ( P  - 1)' + 6]h , (A)  + ((F + 41 h,(A) ; 

e p = 3 (rnod. 4) 

~ ( A P ' )  = Kp - 1)' i- 6]h , (A)  + 17 + 31 h,(A). 

Sia p un i n t e v o  cornpiesso indecomponib i l e  n, N(n) = p,vlp,P~...p,r8(s 2 1) : 

( 1 )  Non pub aversi -0, - = - 1 (8 6, II), (k) - (5) 

z ô 
e p, - 1 (rnod. 4) (i = 1, 2 ,..., s), 

>- Ca- A 
h(A~cn,)= [N(sc) -@(TC, A)+ l ] h , ( A )  + , 8 

+ 2$-' h2(h); - 
6 n i " & - ; ;  
II ; II 

e pi = 1 (rnod. 44 p.j r = 3 (rnod. 4), 
P P 

1 
- i l  11.3 - a ' , 

b) 

m 

( p = 1 , 2  ,..., v ;  p r = 1 , 2  ,..., v'; v + v r = s ;  v r = O )  

h ( A m , )  = [N(n)  - B(z, A) + I ] h , ( A )  + 
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/ e p, r 1 (mod. 4) (i = 1, 2 ,... s), 

Sia il c o ) y o  K(V-6). 
Si pub dire che foriiie defiiiitc di HERMITE, appartenenti a questo corpo, 

prinlitive di prima specie, a gruppo itutoinorfo aritmetico G ,  ne  esistono 
seinpre (ad es. le  principali (1, 0, - A ) ,  ( A + -  1 ) ) ;  forme a gruppo G, ne esi- 
stoiio se A è rappresentabile dalla forma indefinita di GAUSS: 

= 

+ = 6xz - y2, 

con s, y primi t ra  loro ed y =  1 (mod. 2) c! rion esistono forine n gruppo G,. 
Si haiirio quindi le formule (1) e (2); nelle quali con l a  specificazione dei 

valori dei numeri n, ed  n,, si ha i l  sisterna d i  ?.elazioni ottenuto ne2 corpo 
K(V-5). Il iiumero prinio critico da  considerarsi ne1 corpo K(V-6) è p =3.  

Notiamo che  : ilel corpo K(V-), h,(A) sarà  nul10 se il determinante A 
iioii è rappresentabile da uiia alineiio delle diie forme y, e y, ne1 modo speci- 
ficato; ne1 corpo ~(v-) ,  Ii2(A) sarit iiullo se A non è rappresentabile, rie1 
modo detto, dalla form;u +. 

n) + 1 h(Airn,,) = [N(ir) + l]h,(A) + [N( 

e pi e 1 (mod. 4), p.j; = 3 [mod. 4), 
P 

( p = 1 , 2  ,... v ;  pr=1,2  ,... v'; v + v ' = s ;  v1>0), 

II) Forme priiiiitive d i  seconda speeie ('). 

Sia i l  corpo K(V-5). 
1 risultati sopra il gruppo automorfo aritmetico delle forme definite di 

HERMITE, apparteneiiti a questo corpo, primitive di secoiida specie, ci permet- 
t,ono di dire che : forme n gruppo nutoinorfo aritmetico G, ne esistono sempre: 

(') Naturalmente si suppongono soddisfatte per il determinante A le condizioni neces- 
sarie e sufficienti per la 101.0 esistenza (cfr. Introduzione di M. 1.) e precisamente: ne1 coipo 
K(Y -3) dovrà essere A e 1 (rnod. 4) oppuie A = 2 (mod. 4) ; ne1 corpo K(V-6) dovrà. non 
essere A = 0 (mod. 4). 

Annali di Matemûtica, Serie IV, 'Porno VI. a6 
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- 

a d  es. se  A = 1 (mod. 4), ln forma , se A = 2 (mod. 4), l a  forma 

O ; forme a gruppo G,, rie esistoiio se A è rappresentabile 

dalla forma cp, con x ed  y interi, razionali, primi t ra  loro con y = 0 (mod. 2) ;  
forrne a griippo G ,  ne  esistono se 4A è rappresentabile dalla forma indefinitn 
di GAUSS: 

f r 20aZ - 3yZ 

con x, y interi razionali, primi tra loro ed y E 0 (mod. 2). 
Si h a  duiique 1' espressione trinoinia per  il riumero delle classi hl(AppO), ci06 : 

n cui vierie associata 

(4) h'( A) = h',(A) + h', (A) t %,(A). 

Con l a  specificazione dei riumeri n i ,  n, ed  n3 si h a  il risiiltato : 
Siano hf(A) e ht(A&,) i numer i  delle clnssi d i  forme definite (positive) 

d i  Hermite ,  appartenenti  al corpo ~(v-), rispetliuanzente a determi- 
nafzte A e App,,, ove p é un intero indecomponibile del corpo, e primit ive di 
seconda specie; siano inoltl-e hf,(A), hl,(A) ed h,'(A) i n16meri delle clnssi di 
forme definite (positiue) di Hermite, appar tenent i  al lo  stesso colyo,  a de- 
terminante  A ,  primit ive d i  seconda specie, 1-ispettivamente a g ~ u p p o  auto- 
rnorfo al-itrnetico G,, G, e G,. S i  hanno le re lnz ioni  seguenti:  

S ia  p un intero razionale indeconzponibile p. 

se (t) = O ( p  = 3 (mod. 4)) p - 2 (mod. 311, 

se (i) = - 1 ( p  - 2 (rnod. 3)) : con p = 1 (mod. 4), 

( p  - 1)" 
h'(Ap2) = [ ( p  - 1)' - 2]hfi(A) + - - [ 2 

con p = 3 (inod. 4), 

( p  - l)z 
hf(Apz) = [(p - 1)" Z]h',(A) + - 2 

h1&4 +- + 1 ht3(1) ; 1 
(i) P P ~  i significati dei numeri ni, va,, la3,  hr,(A), h'dh) ed hr,(A) cfi: 8 9 di M. 1. 
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se (:) = + 1 (p = 1 (mod. 3)) : con p - 1 (rnod. 4), 

se - - 0  (p = 1 (inod. 4), p = 1 (inod. 3)), (3 

11 = 1 (mod. 4) 
( p  - 1)" h'(Ap" = [(p - 1)' -+ 2]h1,(A) + [ ( P  --- 2 l)' + ~]A;(A) i- [AT 4- 2 

p r 3 (rnod. 4) 

1 h'(Ap2) = [(p - 1)% + 21 IL', (A) + --- \ Y  [ ( p i  "' + 1 1 ~ ~ ~ )  4- [v + 2 hl,(a) ; 

p s 1 (rnod. 4) 

h'(hp2) = [(p - l ) L  + 2]h',(A) i- ['" ---- a + 2 ] h f 2 ( ~ )  + (p- 1 ) ~ + 2  
3 h',(A) ; 

p s 3 (mod. 4) 

[(P ; -1- 
( p  - 1y  4- 2 

X(Ap2) = [ ( p  - l)Z -+ 2]h1, (A) + --- 
3 hldA) ; 

p E 1 (rnod. 4) 
(7) - II2 h'(Ape) = [(p - 1)0 i- 6]h',(A) -t --- [(PT + 4]hfr(A)i- -7- 3 Xi(*); 

p = 3 (mod. 4) 

Iz'(Ap7 )= [(p -- 1)' + 6jh',(d) + (p  - [w + a]w,(a)+ 3 x 2 ( ~ ) ;  

p r 1 (mod. 4) 
( p -  1 y + 2  

E 
h'(ApZ) = [(p - 1)2 + 6]hf,(A) + 

3 

7 1 p = 3 ( m .  4) 

FZI h'(Ap2) = [(p - l ) ?  i- 6]h1,(A) +- 
Q) 
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Sia p un inte9.o comp le s so  i~zdeconipo~z ib i i le  x :  N ( n )  = p,"~p,'*~ ... psq*s(s ;1 1): 

/ p , = 1  (rnod. 4) ( i = 1 ,  2 ,..., s), 

p ,  r 1 ( m o d .  4), = 3 ( m o d .  4) 
P 

(p=1,2 ,... v ;  p1=1.2 ,... v ' ;  v + v f = s ;  vl>O), 

pi s 1 (rnod. 4) ( i  = 1, 2 ,..., s), 

hf (Ann, )  = [A7(n) - @(n, A) +- l]h',(A) + 3- 2s-2 /L'-(A) +- 1 - 
1 )  - ( n ,  1) - t - 1 

i- 
3 hl,(A) ; 

pi r 1 (rnod. 4), R,' = 3 (mod. 4) 
F 

( p = 1 , 2  ,... v ;  p f = l ,  2 ,... v'; v t v ' ;  vl>O), 
N ( x )  - @(Tt, A)  + 1 

hf(Alcn,) = [Nn)  - @(n, A)+- 1]1d,(A)+ 
2 

Il'JA) + 

-1- 
N(n) - @(n, A )  + 1 

3 q4; 

( 1 )  Non pub aversi = O  (5 6, II). E, conformemente a qiianto in  penerale é stato (3 . . 
stabilito nella mia Nota già citata : Sulle forme di Hermite ( a  Bollcttino dell' U. M. 1. D, 1928, 
pag. 133), i l  numei-o primo critico 5 (che è il solo numero primo critico dispari del corbo 
~(d-5) )  essendo ~1 (rnod. 4) e ~2 (rnod. 3), da14 Iiiogo a relazioni binomie (eventualmente 

monomie) ; precisamente con (il - - 1 aarh hl?(*) = 0 ; con = + 1 s s d  hr,(b) = O. Q 
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pi = 1 (rnod, 4) (i= 1, .2 ,..., s), 

pi = 1 (mod. 4), pjp,= 3 (mod. 4), 
P 

( p = l ,  2 ,..., v; p l= l ,  2 ,... , v'; v+v l=s ;  v l > O )  

hf(4nn,) = [Ntn) + i]hl,(A) i- N(x)  + l hf2(A) i- 
~ ( 7 ~ 1  -i- 2S4 -+ 1 

2 3 ht3W ; 

p i l  (mod. 4) ( i = l ,  j ,..., s), 

h1(Am,) = [N(n) 3- 1]h1, (A) + FA+? + 2, hl,(A) + 1 N ( x )  + 1 
3 .h',(A) ; 

, . ' .  
a .  p, G 1 (rnod. 4). p j  = 3 (rnod. 4), . 

P P' 
( p = 1 , 2  ,..., v ;  p1=1,2, ..., v'; v-+vt=s ;  v1>0) 

Si iioti che, coiiforinemerite ai risultati geiierali della inia citata Nota, 
lie1 corpo ~(V\l-5), il iiumero primo critico 5 (l'uiiico d i s p - i )  essendo r 1 
(mod. 4) e = 2 (rnod. 3), ln forma ternaria di queste rela.zioiii si potrb avere 
solo per quei determinanti 4 delle forme che soiio divisibili per 5 ;  diversa- 
mente, le relnzioiii assuinono la. forma biiisria (eveiitualinente monomia.). - 

Sis i l  co?yo K(V-6). 
Si ha che le foivine definite di HERMITE, appartenenti a questo corpo, 

primitive di seconda specie, a gruppo autoinorfo aritinetico G, ,  rie esistorio 

sempre : ad es. se A = 1 (mod. 4) ln forma 2, 1, - - ; se A = 2  (tnod. 4), la ( l i A )  

, se 4 E 3 (mod. 4), la fortna 2, 1 + ~ r 5 ,  3 

forme a gruppo G,, ne esistono se A 15 rapgreseritabile dalla forma t$ di questo 
paragrafo, ne1 modo detto, perà coii y O (rnod. 2); forme a gruppo G ,  ne 
esistoiio se 4A è i'appi.esentabile dalla forma iiidefiiiita di GAUSS: 
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Si hanno le formule f3) e (4); in cui, con la speçificazione dei riumeri ni, 
n, ed n, si h a  il sistema di ?.elaxion? o t t ewto  ne1 coq-po K(-5). Il nuinero 
priino critico dit coiisidei.ai.si è p = 3. 

1 iiumeri ht,(A) e h',(L) possoiio, tanto iii ~(z), quaiito in K(-6), 
essere uno, oppure eiitrambi iiulli; cib in relhzioiie al  fatto che A e 41 iiori 
siaiio rappreseiitabili, ne1 modo specificato, dalle forme vr7 +, f ed f di questo 
parngrafo, od anche coine risulta da quaiito è stabilito iiella mia Nota. 

Ossel-vazione. Si è veduto che per le forme defiiiite di HERMITE nei 
corpi R(I z), K(V-5) e R(V-6) si haiino, iiegli stessi casi, le stesse 
?*elazioni ('), taiito per le forme primitive di prima specie, quanto per le 
fonne priiilitive di secoiida specie. Dalle iiostre ricerche si pub asserire che 
questo ftttto ha carBatte?-e gestewde: cioè queste stesse relazioiii si haiino in 
tutti quei corpi quadrntici immagiiiuri, esclusi i corpi ~(d-1, ~(v-1, iii  

cui è possibile determiiiare il poliedro foridaineritale del relativo gruppo di 
BIANCHI ed iiioltre valga sempre la p!.opriet& iiivariaiitiva del iiumero 1.1, 

rispetto alla posizione degli iiidici delle forme del coritorrio del poliedro foii- 
daiiientnle. (Cfr. anche 1' Osserv. di M. 1. del 5 9). Iiitoriio a 'tale carattere 
generale, ~~~~~~re teiiere preseiite che la forma algebrica della relazione è, 
geiieralmeiite, legata ai nuineri primi critici del corpo K ( V ~ )  n cui appa.r- 
tengoiio le forme di HERMITE (7. 

(') Nei corpi K(V=%) e ~ ( q y ô ) ,  le relaeioni corrispondenti al caso di p complesso - ic, se l'ideale (n) è primo (s - 1) diventano le corrispondenti del corpo ~(y-1, essendo 
allora @(n, A )  = O oppiire @(r, A) = 1, secondo che A7(n) e A sono, oppure no, primi tra di loro. 

(') Cfr. la mia Nota citata. 
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Strai 11 amd torsion in Riernaiiii ian space. 

By A. 6. Mc CONNELL (Dublin). 

1. INTRODUCTION 

1.1. Summary. - In this paper we shall first consider the gerieral probleni 
of strain in an N-dimensional manifold, showing that it is compouiided of two 
parts, a pure strain and what is equivaleiit to a iigid-body movement i n  
Riemanniari space. Applyirig these results iii particiilar to s congrneiice of 
curves, we discuss the torsion of the congruence, and new geonietrical iiiter- 
pretations are given of normal and geodesic congrueiices, as well as of Rrccr's 
canonical congruences. 

1.2. Notation ; metrie; angle. - We consider a manifold of N dimeiisions, 
whose nietric is assumed to be given by a non-definite quadratic fokni, 

so that the square of the line-element is given by the equatioii 

where e is chosen to make the right-hand side positive, and is called the 
indicator of the direction dxr. 

The magnitude of a vector Xr is defined as X, where 

ex beiiîg the indicator of X'. A unit vector is one whose magiiitude is uiiity, 
and a null-vector one whose magnitude is zero. The aggregate of null-vectors 
at a point constitutes the null-cone at the point. 

We confine ourselves to defining the angle between two vectors X", Y', 
which are such that one can move continnously into the other without its 
maguitude vanishing, aiid which therefore have the same indicator e. We 
have two cases, according as the two-space of X", Y" cuts the null-cone in 
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imagiriary or real vectors. Ili the first case we defiiie the angle by the equation 

cos 0 = eg,,,Xrn yn . 
X Y  ' 

in the second case, by the cquation 

The angle, thus defined, is always real ('). 
We deduce that wheri A'' aiid p" are two such unit vectors and O is the 

angle between them, 

accordiiig as we are i i i  t h e  first or second case. 
Any two vectors X", Y" are defined to be pe~.pe~zdictdal .  when 

6Xr If Xr is defiiied as a fuiictioii of a paraineter t ,  we shidl denote by - 
6t 

its cont~.ava?-iunt  cieriuictiot! with respect to t ,  t,hat is, 

Also the vector is pjwpagrcted p a ~ * a l l e l l y  aloiig a curve when its contra,- 
variant derivative with respect to the arc of the curve vanishes at every 
point, and we know that the magnitudes and angle of two vectors, both 
propagated parallelly dong a curve, remairi constant. 

1.3. Coplanar vectors; hyperplanes ; quadrics. - A vector Ar' is said to 
be coplnnai.  with two unit vectors Ar ,  and A", wheii A ,  and A, exist such that 

and A i ,  A ,  may be called the c o q î o n e n t s  of .A'' along Ar , ,  Ar,. We rtlso cal1 
the aggregate of vectors srttisfying this equation the veclov two-space defined 
by Ar, and Ar,. 

(l) Cfr. The Det-ived Directions of a Vector defilzed along a Cuq-ue i n  Biemannian Spaee, 
Proc. Lond. Math. Soc., (2). 28, (1928), 501-509. 
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If Ar ,  is a unit vector, we shall call the quaiitity 

the pvojection of the vector Ar aloiig Ar, .  For a positive definite line-eleineiit 
it becomes A cos 0, where A is the iiiagnitude of Ar and 0 is the angle between 
the two vectors. 

.New, xfr beiiig any point iiear the point x" of the maiiifold, let us deiiots 
the small vector, xfr - xr, by q", so that xtr = xr +- qr. In analogy with 
Euclidean three-space we shall call the elemeiitary surface 

a t  the point X~ a hypevplane.' I t  contaiiis al1 the vectors nt the point xr 
which are perperidicular to the vector grSA,  or Ar, as it nmy be written. 

A quadric will be defined as the eleineiitnry surface represerited by an 
equation of the form 
( 1.34) amnqmqn = const., 

a,, beiiig a symmetrical teiisor. Two vectors X9', Y'' are said to be conju- 
gate wilh respect to this quadric when they mtisfy the equation 

and al1 vectors, conjugate to the vector Ar,  lie on the conjugate hyperplane 

The vector perperidicular to this hyperplane is ar,An, where a~,=g''ma,, . 
The p~.incipal axes of a quadric are those directioiis which are perpeii- 

dicular to their coiij~igate hyperplanes Thus if Ar is a principal axis of the 
quadric, then 
(1.37) arnAn = Ohr. 

I t  follows that 0 must be a root of the determinantal equation 

and hence there are iii general N priiicipal ,axes, which are conjugate with 
respect to both the quadrics, a,,qmqn = const. and g,,qmqn = const., the latter 
property showing that they are orthogoiial. If the roots of the equation (1.38) be 
deiioted by O,, (a = 1, 2, ..., N), we see that the sum of the roots is given by 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo VI. 27 
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1.4. Congruences. - Let the vector, Ar, defined at every point of space, 
determine a congruence of curves. We shall deiiote by Ar,  the covariant de- 
1.ivative of Ar zoith respect to sS, so that 

We shall suppose that A '  is a unit vector. 
Sirice A" is a uiiit vector, we have 

(1.42) h:,A, = 0, 
and consequently 

(1.421) 1 y, 1 = 0. 

A coiigrueiice is said to be nornaal when its curves are the orthogoiial 
tsajectories of a fiimily of surfaces. We know that the necessary aiid suffi- 
cieiit coiiditioiis that a congruence be normal are (i) 

We shall iiow show that for the normality of a congruence it is also iiecessary 
and sufficient that 
(1.44) w,, pmvn = O, 

where y", vr are any two vectors perpendicular to A''. Let Er, y", C r  be any 
three vectors at a point, and let us resolve 5" into a vector alorig A" and a 
vector E", perpeiidicular to Ar, with sirnilai. resolutions for qv arid 5". Theii 
we see without difficulty that 

from which it follows immediately that (1.43) and (1.44) are equivalent con- 
ditions and our result is proved. 

A congruence is geodesic when each curve of the coiigruence is a geo- 
desic. Fronl the well-known expression for the first curvature of a curre (') 

we conclude that the iiecessary aiid sufficient conditioris that a congruence 
be geodesic are . 

( 1.45) ;iys = 0. 
These can also be written 
(1.451) w,JS = O, 

(') LEVI-CIVITA, The Absolute Differelztial Calculus, (1927), p. 275. 
(') LEYI-CIVITA, loc. cit., p. 275. 
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using (1.42), and as a consequence we have 

(1.452) 1 O,., 1 = O. 

I t  follows from (1.44) and (1.451) that 

where Sr, yr are aiiy two vectors a t  each poiiit, expresses the iiecessary sud 
sufficient condition that n congruence be bot11 normal and geodesic. In other 
words this condition is 
(1.461) w,, = 0. 

2. Small strain in Riemannian space. 

2.1. Small deformation of a medium. - Let x: be the CO-ordinates of 
aiiy point O of the maiiifold, and let us suppose that the manifold is deformed 
so that O occupies a iiear position 0') of CO-ordinates x:. Silice the defor- 
matioi: is small, (xz- xi) is an infiiiitesiinal vector and we may write 

6 t  beiiig an infinitesima.1 of the first order. When the deforinatioii is given 5" 
is a given vector a t  every point of space, and the equations 

define a congrueiice of curves, together with a parameter t dong  each curve 
of the congrueilce. For n,ii incremeiit 6t  of the parameter, each poiiit of the 
manifold inoves d o n g  a curve of the congrueiice and takes up its deformed 
position. 

We wish to investigate how the medium in the iieighbourhood of O has 
been modified by the straiii.. Let O be any point riear 0, and let us deiiote 
by 4 the small vector 0 0 .  If aloiig C, the curves of the congruence 
through O and 0, we take poiiits 1: P at eqiid parameter values t, these 
corresponding points will determine a vector ri?7 provided t be smal! enough; 
m d  the value of q> for a small increnlent 6t is to the first order the strained 
positioii of y:. The coniparisori betweeri q; and for al1 ~ a l u e s  of so as 
to iiiclude dl poiiits O near O, will show how the medium in the rieighbourhood 
of O Iias been deformed. In  discussirig the strain we shall iieglect quaritites 
of the second and higher orders in 6t. 
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2.2. Equations'for the magnitude and direction of y''. - Let uribarred 
letters refer to the curve C aiid barred letters to the curve We have 

2'' and xl" being corresponding points on the two curves. Also, by (2.13), 

Therefore 

to the nearest order in the y's. Adding ' d Z m  qs to each side, mre get 
f m s i ~  

We shall assume that yr is not a null-vector, and let q be its magiiitude 
and pr the unit vector CO-directional with i t ;  that is, 

Diffesentiatirig contravaiiaiitly with respect to t ,  

6 q r  Gpr dq -- - y - .+ - pl* 
6 t  6 t  d t  ' 

We know that p" and its contravariant derivative are perperidicular; hence, 
multiplyiiig the last equation by g , . , p t  and deilotiiig the indicator of p" by e, 
we have 

(2.24) 3 d t  = e ~ S m  ,nprnt ln .  

Also 

(2.25) = [:.p' - eprErn, , ,p>'>pn.  
6 t  

When we are given the initial vector, a t  0, the differeiitial eqiiations 
(2.23), (2.24) aiid (2.25) defirie the vector Y', its magiiitude and directioii at 
every point of C. 
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Now let us write 

so that we have the relations 

and let us put 
Er, = Q " ~ E , ~ ,  wrs = Q " ~ w ~ ,  , 

Our formulae for the vector qT become 

If qr and 5. are iLliY two vectoi's satisfying (2.231), w e  deduce a t  once the 
equation 

(2.28) 
d 
- (grnnqmcn) = 2~m,,?7rnf;n. d t  

2.3. Small strain; elongation; strain quadric. - To compare the values 
of 7" a t  O and P, we obtain two equivaleiit vectors nt the same point. Let 
us propagate q> parallelly back d o n g  C from P to O, and let us denqte the 
resultiiig vector by $ .  Now ( q r -  is the vector a t  O which must be 
added to q: in order to give qr7 the parallel of the strnined vector a t  P. 
Thus ($ - rlO) measures the sti.a.iii of the vector a t  0, and we ohnll iiow 
find an expression for it. 

We have 

and, by the definition of parallel propagation, 

Therefore, droppiiig the suffices O, 
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that is, from (2.231), 

(2.31) f r  - Y"- - (erSqa i- C O Y ~ ~ ~ ) ~ ~ .  

Hence to the first order the change i n  qr is aloiig the vector (sr,gs + o?,ys). 
We next examine the change iii magiiitude of gr. Let us denote by 7' 

the magnitude of q"', and by plv the uiiit vector i i i  the same direction. Since 
the magnitude of a vector is unchanged by parallel propagation we see that q' 
is also the magnitude of the strained vector at  P, and 

(2.32) q' - 7 =- d9 6t = egh, ,  pmpflGt, 
dt  

using (2.241). The elongntion of qr is defined as the ratio (7' - q)/q. The- 
refore, if we put 

Elongation = est, 
we get 
(2.321) E =  eEmn'$ ?la P ,P. 

Let us take the quadric 
(2.33) e ~ n z ~ 7 ~ q ~  = k, 

which we shall refer to as the quadric Q. Then, q 
of Q in the direction qr. we have that its elorigatioii 

Heiice the elongation of any radius vector of the 

beiiig the radius vector 
is given by the equation 

proportioiial to the square of the leiigth of that vector. The quadric Q is 
called the sts-ain quadric. We see that al1 vectors of the same eloiigation, €6t,  
satisfy the relation, €y2 = k, that is, they belong to the quadric 

(2.34) ( E ~ ~ ~  - ' E ~ ~ , ) T ~ T I ~  = 0, 

In particular those vectors haviiig zerG elonga.tion belong to the quadric 

(2.341) ~ ~ , ~ q " q ~  = 0. 

~ ~ u a t i o i i  (2.28) shows that if qr and t;' are two conjugate vectors of the 
strain quadric, their iniier product, gm,qrncn, remaiiis constant uiider the 
deformation, and we see that two orthogoiial vectors will ren~ain orthogorial 
if they are also corijiigate with respect to Q. 

We shnll now fiiid a rilestsure for the change in directioii of qr, that is, 
we wish to find the relation between y'' and pr at  O. In  exactly the snme 
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mariner as  we arrived a t  equatioris (2.31) we obtain 

which gives the change in the unit vector pr. Also, when t is small, the 
vector pr,  plr, are such that we can defirie the small angle €0 betweeii thenl 
by 1.2, and frorn (2.25) and (2.251) we have to the first order 

Therefore 

6pr  or, denoting the magnitude of - by -, 6 t  Ô t  

6t"' and the magnitude of - is given by (2.251). 
6 t 

Since 

we see that, to the first order, the change in rir is in the two-space con- 
8 p,'. 

taining pr and -, and the angle through which it is twisted in this two- 
6 t  

6~ space is - 6t .  
6 t  

2.4. Pure strain. - We shall now consider n strain [or which mm,= O. 
Equations (2.31) becoine 

(2.41) 7". - qr = &qpGt. 

From 1.3, we see that E:,?' is perpendicular to the conjugate hyperplarie 
of 7" with respect to Q. Let vT be the unit vector in this direction, and let 
us put 

Then we have 

where 
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These last equatioiis show tliat the stvaining of qr is  along the  pet~petzdicula~' 
t o  the conjugate plane of qr zuith respect to  t he  s train quadl-ic, and the 
magnitude of t h e  uector to De added i s  inversely  pvopot.tiona1 to t h e  pj-O- 
jection of qv o n  vr. Such a strain is called a pure strain. 

We have also, from (2.251), 

Therefore, if e' be the indic:itor of vr, 

For a positive definite line-element, b is the cosine of the angle P between pv 
and vr, aiid 

k6t 
60 = -- 1 tan 1 .  

r1 

The priiicipal axes of the strairi quadric Q are cnlled the pt - imipal  axes  
of t he  stl.ain, and the elongatioiis for these directions are called the plmin- 
cipal elongations. The principal axes are given by the equakioris 

where 0 is a root of the equation 

For vectors alorig the principal axes of Q we have 

Hence the principal axes of the strain quadric are not twisted but are 
lengthened i n  the ratio (1 + 8ôt )  along their own directions. 

Let the priiicipal axes be denoted by and the correspoiidiiig values 
of 0 by O,, where a = 1, 2 ,...., N. If small lenghts q, be taken along these 
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directions, theii their straiiied leiigths $,, are given by 

The quaiitities @,Et are the principal elongatioris of the pure,strain. 
, 

2.5. Generd strain; conditions that a strnin iriay be pure. - The equa- 
tions of a general straiti differ froin those of a. pure straiii by the addition 
of the terins iiivolviiig the w7 S. The equatioris of a, strain for which E,, = O 
are 

(2.51) 7"- - Y) '  = d p y % t .  

Now, since we Eire neglecting terins of order higher thaii the first in 6t, we 
see that we obtaiii the general straiii by compounding successively the pure 
strain (2.41) and the defortnation represerited by (2.51). Hence we have to 
irivestigate what kiiid of deformatioii is represeiited by the equatious (2.51). 

First, equatioii (2.32) shows that 

and therefore magnitudes are unaltered. 
Next, to investigate the change in direction, we have 

silice the tnagiiitudes are equal. Let u s  iiow take an orthogonal ennuple, 
p*. (a  = 1, 2, ...., N ) ,  and let p? be its deforined position. Then equatioii (2.28) 
shows that the latter dso form ail orthogoiial eniiuple. If we have 

it follows iminediately that 

and we see that 
exactly the saine 
relations such as 

Ir 
prr = 2 A a p a ,  

a=l 

the relations betweeii aiiy number of vectors p" will be 
as those betweeii the corresponding vectors y'. Thus al1 
magnitude aiid angle are uiialtered by the transformation 

(2.51). Also if we suppose the strain or transformation to Vary continuously 
from the zero position to its final position, the eiiiiuple could not change its 
sense; as, for example, in EUCLIDEAN three-space a left-handed trihedral 
could iiot change into a right-haiided orle. 
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Therefore the deformation represented by (2.51) is the natural extensioii 
of a rotation to RIEMANNIAN space. We shall therefore cal1 it, by aiialogy, a 
rotation. 

We now have the following result: 
A general strain consists of three pal-ts, a pure strain, a rotation, and 

finally a pavallel pvopagation of each vectov a t  O lo the  displaced position 
of O.  

Note that if the straiii reduces to a rotation, the vectors satisfy the 
equations 
(2.55) %an = km,n  + 5 n , m  = 0. 

These are KILLING'S equations (i), and our space admits an iiifinitesimal 
motion, whose paths are the curves of our congruence. 

In order that a straiii be-pure, it is necessary aiid sufficieiit that 

(2.56) 
that is, 

which shows imniediately that 5,. must be a gradient, and a fniiction cp exists 
such that 

Also 

(2.58) 

where O is a standard position aiid the integration may be taken dong any 
path joining O and P. rp is called the stg-ain potential. 

2.6. Dilatation. - If, under any strain, an elementary volume V at O is 
deformed into a volume V', then the dilatation of the straiii is defined as 
the ratio (V' - V)/V. 

Now, if we take N elementary leiigths q, dong N mutually orthogonal 
directions, a rangiiig from 1 to N, the volume Ti of the small hyperparallele- 
piped thus given is 

N 

(') EISENHART, Riemannian Geometrg, (192f$ PP. %4-2%. 
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Since the rotation and parallel displacement alter neither lengths nor 
angles, we see that volume is urialtered by these parts of the strain and 
the dilatation will involve only the components of the pure strain. 

Let us take the sniall lengths y, along the principal axes of the strairi. 
These directions reinaiii mutually orthogonal under the strain, and their 
straiiied le~igths are given by (2.441)) 

The straïned voluine V' is 
N , 

(2.61 1) V1= II y,. 
a=l 

Therefore, denoting the dilatation by A64 

to the nearest order of small quantities. Hence, using j1.39), 

niid the dilatation is equal to  the  dive?yence o f  the displacerrzent vector PGt. 
For n pure straiii, we h a v e  a strain potential y, and 

(2.63) ~ P = Y , v ,  t V , S = ~ , 9 ' 8 *  

Thus, for a strain which is both pure and of zero dilatation, the strain 
potential satisfies the harmonic equation 

2.7. Geometrical interpretation of  the  components of strain. - We shall 
now give geometrical in terpretations of the quanti ties E,, and o,, . 

Let us take the direction given by the tangent a t  O to the ciirve whose 
parnmeter is sM, which we shall cal1 the rMlh CO-o~.dinate direction ut O ;  
and let us denote by the unit vector in this direction. Obviously p&=O, 
when j . +  M, and g,,y~p&= e ~ ,  where e~ is the iridicator of this direction. 
Hence we have the relations 
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First of all, from our formula (2.321) for the elorigatiot~, we have 

a = e ~ , , , p ~ p ~ .  

Therefore, putting aM6t for the elongatioii of the Mth co-ordinate direction, 

that is, 
(2.72) 

which gives the component in tertns of the elorigation of the M l h  co- 
ordiriate direction a t  O. 

Next let y; and be two small vectors i n  the directions of the HIIL 
and 8th co-ordinate directions respectively. From (2.28), we have 

But 

~ 6 t  being the elongation of the direction y? Therefore 

Let 6fis be the change in the quantity g , , p ~ p ~  due to the straiii. Then, 
using (2.71)) we get 

(2.73) 2 ~ n s  = ~ R S ( E R  -I- ES) + 

For a positive definite line-element, SRs is the change i n  the cosine of the 
angle between the R t h  and 8 t h  CO-ordinate directions. If &ORs is the change 
in the angle between these directioris we can easily deduce from (2.73) that 

Lastly, to find an interpretation of the components o,, , we shall sup- 
pose al1 the quantities, save WRS= - WSR, to be zero and find what kind of 
transformation we obtain. y: being the ath CO-ordinate direction, we have 
from (2.53) 

@- T 
Pa Pa + ~ r ~ p z 6 t .  

Hence, if a be noé equal to R or gr, 
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Therefore al1 the CO-ordinate directions axcept the Rth and Sth, together 
with il11 vectors coplanar with thein, remain fixed. Thus undrir this transfor- 
mation an eleineritary N- 2 space remains invariable. Also, rnultiplying the 
equatioris 

f r  - yr = ~ : ~ Y p ô t  

by Y,.& we deduce iminediately that 

that is, the projection of any vector dong  atiy one of the fixed CO-ordiiiate 
directions reinaiils constant under transformatioii. We see that Our result is 
aiialogous to a simple rotation i i i  three dimerisions rouiid one of the co-ordi- 
nate axes. 

If EOR be the small angle between the straiiied and uiistrained directions 
of p k ,  we get froin (1.25) and (1.251) the result 

If we suppose that and p; are perpendicular to al1 the other co-ordi- 
iiate directions, we have 

2 
gRR = SSS/(SRRSSS - SRS), gSS = ~ R R / ( S R R S S S  - g;s), 

from which we conclude that al1 vectors in the two-space of p$ and pg are  
twisted in this two-space through the constarit angle 

3. Torsion of a congrnence. 

3.1. The twisting of a vector by a coBgruence. - Let O be any point 
of space and C the curve of the congruence through it. We take a point 3 
near 0, and let C be the curve of the congruence through O. We shall assume 
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that none of the vectors we are dealing with is a null-vector, so that we 
shall be able to speak of the unit vectors in these directioiis. Let Ar be the 
unit tangent vector of the congruence. 

We now take equal distances s along C and G, measured from O and O 
respectively, thus giving us the points P and P. If s be small, P will be 
near P, and PF will be a small vector qr. Thus, as s varies, Our construction 
defines an infinitesimal vector at  al1 points of C near O. qr will not in general 
be propagated parallelly along C ;  in other words, it will be twisted by the 
congruence, and it is this twisting we wish to investigate for al1 points O in 
the neighbourhood of O. 

Our problem is only a particulai. case of 2, where t = s, the arc of the 
curve; and we only require to put 

(3.11) 5' = A*, 6 t  = as, 

in order to obtain the corresponding results for the torsion of a coiigruence. 
Thus 2.2 gives us the equations for the vector y', and we have from 2.3 

a measure of the twistirig of q7 by the congruence. We shall write dowri for 
convenience the equations for y', its magnitude aiid direction. They are 

where 

Also equation (2.28) becomes 

We take ;ts before the quadric Q, oiicl the torsion, ~ ~ l i i c h  possesses with 
respect to it the geometrical properties described in 2.4, we shnll cti.il a pulte 
torsion. Hence we see that a general torsion consists of three parts, a pure 
torsion, a rotation and a parallel prope,gation. 

Since Ar is a unit vector, equatioii (1.421) is true; consequeirtly there 
exists 9 direction, p; such thnt 

h:spS = o. 
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If we take a small vector 7' aloiig this direction and examine how it is 
deformed by the congruerioe, we see that 

Hence there is one and, in general, only one direction such that any 
small vector in this direction is altered neither iii magnitude rior direction by 
the congruence to the first order of small quantities. When the congrueiice is 
geodesic, this direction coincides with the tangent to the curve C. 

3.2. Pure torsion; rotation; dilatation of a congruence. - We have said 
that a torsion is pure when 
(3.2 1) O,, =O. 

It  follows from 1.4 that these equations are the aoiiditions that the con- 
gruence may be normal aiid geodesic. Therefore we conclude that: 

The necessary and suficient conditions Chat the toî-sion of a conglBuence 
be pu2.e are that the congruence be normal and geodesic. 

In this particular case, we have 

(3.22) emnhn = 0. 

Therefore the equations in 2.4 for the principal axes of the quadric Q are 
satisfied by 

pT=A'; e = 0 ;  

that is, XT is now a principal a.xis of Q, and we have N- 1 directions iiormal 
to A; which are not twisted and have stationary values for their elorigations. 

Let us next find the conditions that the torsion mny reduce to a rotation. 
These may be written 
(3.23) 2emn = hm,, + = 0, 

so that the curves of the congruence are the paths of n motion ('). Also, usiiig 
(1.42), we have 

Am,,,An = 0, 

and the congruence is geodesic. Conversely we c m  show that if the curves 
of n geodesic congruence are paths 'of a motion, then (3.23) are true. For, 
under these circumstances, there must exist an invariant cp such that the 
vector, 

5" = cpl", 

(') EIBENHART, loc. cit., pp. 233-234. 
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satisfies KILLING'S equi~tioiis ; that is, 

(3.24) Em,. + E , t , m = t p ( ~ m , n + L , m )  + ( ~ , m A u  +~~, , thm=O- 

Multiplying (3.24) by An, we find that 

d tp If we multiply this Iast equntion by hm, it follows that - is zero; tliat is, 
tls 

v,m is also zero, and (3.23) is an iinmediate consequence, which proves Our 
result. 

The necessary and suf icient  conditions tha t  t he  torsion o f  a conyl-uence 
reduce to a rotat ion are  thrct t he  conglmuence be geodesic mzd that  i ls  cumes  
for rn  t he  paths of a motion. 

In order that the torsion may be zero, that is, that the congruence may 
propngate each vector 7' parallelly, it is riecessary aiid sufficient that 

(3.25) A,.,, = 0. 

The congruence is then parallel. 
We define the dilatation. A6s of a cong?.uence as in 2.6, and 

(3.26) A = Ayr. 

Let  us call the quantity A the space-rate of dilatation. 
The space-rate of di latat ion of a congruence is  equal to  t he  divergence 

of t he  tangent vector Ir. 

3.3. Principal axes of torsion. - We know that the small vectors, whose 
elongations have stationary values, are d o n g  the principal axes of the quadric Q. 
These directions sntisfy the equations 

(3.31) ET@" 0 pr, 

and we easily see that under the torsion they merely undergo the rotation 
and the parallel translation. We shall call these directions the absolute plvin- 
cipal axes. 

Let us iiow take a hyperplane through 0, and let its equation be 

The directions in this hyperplane, for whiçh the elongations are  stationary, we 
shall call the pleincipal a x e s  relative to the  h y p e q d a n e .  They a.re the principal 
axes of the section of Q by the hyperplane. We shnll now find their equations. 
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I n  order that yr may be a principal direction of this sectioii, every dire- 
ction which is conjugate to y' with respect to Q and perpeiidicular to o r ,  must 
at the same time be perpeiidicular to pr. Hence, for al1 vectors qr satisfyiiig 

and 

we must have 

In addition, 

Therefore we have 

- '%rACLS - Y% = 0, 
(3.33) w,p8 = O ,  

and 0 inust be a root of the equation 

These equatioris give the N - 1 directions required. Also, since these directions 
are both orthogonal and conjugate with respect to Q, equation (3.16) shows 
that to the first order they remslin orthogonal under the torsion. 

The principal axes relative to the normal hyperplane are of special in- 
terest since l iey form with Ar nii orthogonal eiinuple. We shall cal1 them the 
nolamal pvincipal axes.  These directions are given by equations (3.33) where 
we replace o, by A,; but these are exactly the equations definiiig the coii- 
gruences canoiiical with respect to the congruence Ar, giveri by RICCI (i). 

Ricci's canonical divections are therefol-e the nojwial p?*incipa2 axes. 
Another interpretation can be given to the canonical directions. For 

these directions 
(3.35)  ET,^^ = Op" -I- (phr. 

Now E Y , ~ ~  is the vector dong which qr is twisted by the pure torsion. Hence 
these directions are not twisted by the pure torsion out of the two-spaces 
.determined by themselves together with A', and we have, by (3.14), 

(i) EISENHART, loc. cit., p. 125 ; LEVICIVITA, loc. cit., pp. 278-282. 
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Ricci's canonical directions are  the  directions perpendicular to hT which 
a r e  not twisted out of the two-spaces containing t h e m  and AT under  the 
pure towion  alone. 

If the congruence is normal and geodesic, the torsion is wholly pure, 
and Ar is now one of the principal axes of &. Hence we see, either geome- 
trically or from the fact that rp is now zero, that the canonical directions 
are the remaining N- 1 principal axes of Q. 

Therefore, for a normal  and geodesic congruence, the  canonical dire- 
ctions are those directions which w e  not twisted by  the  congruence but 
are  propagated parallelly to the  first order akong each curve o f  the con- 
gruence. 

This result follows immediately from equations (3.36). 

3.4. Focal directions of a congruence. - Let 6 be any point in the 
neighbourhood of 0, and let XT be the unit tangent vector to the curve of 
the congruence through O. As before, we denote by qT the infinitesimal 
vector, 0g, and by yT the unit vector in this direction. The parallel itt O to 
the vector A' at 6 is, to the first order, the vector (AT+ Aysy6). If this vector 
lies in the two-space containing X r  and pT, we shall say that the direction pr is 
a focal direction. 

When the congruence is one of straight lines in EUCLIDEAN three-space 
and the direction pT has the property above described, the straight lines 
through O and O will lie in the same plane and will therefore ineet. Hence 
in this particular case our definilion of the focal directions is the same as 
that usuilly given for such a congruence. 

From Our, definition, the conditions that pr be a focal direction are 
that pT should satisfy the equations 

We shall show that in every hyperplane through O there are N-1 
focal directions. Let 
(3.42) oSry = O 

be the equation of a hyperplane through O. Then, if pr is a focal direction in 
this hyperplane, it will satisfy simultaneously the equations (3.41) and (3.42); 
that is, 0 must be a root of the determinanta.1 equation 
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Since this has N - 1 roots, we see that in general there are N -  1 focal di- 
rections in the hyperplane (3.42), which proves our result. 

We shall cal1 the focal directions of the normal hyperplane the nornml 
focal directions. They are given by the equations (3.41) and (3.42), where w, is 
equal to A,. If pT is a normal focal direction, we obtain, on iiîultiplying (3.41) 
by A,., cp = O. Hence the normal focal directions satisfy the equations 

(3.41 1) hrspb = Opr. 
The determinantal equntion, 

IA,.,s - 0gvsI = 0, 

has N roots, one of which is zero. The zero root, in conjunction with (3.411), 
gives the unique vector of 3.1, along which small vectors are altered neither 
in magnitude nor direction, 'whilst the remaining N -  1 roots give the normal 
focal directions. 

Let us now firid the conditions that the normal focal directions be mu- 
tually orthogoiial. They will form an orthogonal ennuple with the congruence 
at every point. 

Let pT and vQ be two of the normal focal directions. Shen, rnultiplying (3.411) 
by v,., we see that 

A,,,vVpS= 0; 

that is, pr, vr  are conjugate directions of the quadric Q. Therefore, when the 
normal focal directions are orthogonal, they are the principal axes of the 
section of Q by the normal hyperplane and coiricide with the normal prin- 
cipal axes of torsion. 

These normal principal axes are given by the equntions 

Hence the conditions we seek are that the equations (3.411) and (3.44) should 
be satisfied by the snme N -  1 vectors in the normal hyperplnne. The values 
of 8 in the two equatioi-is are seen to be the same, riamely, e ~ , , p ~ p ~ ;  and so, 
for these N -  1 vectors, we have 

Consequently, if 7' and are any two vectors ,perpendiculai- to A", 

and therefore 
(3.45) 
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which, froin 1.4, are the conditions that the congruence be iiorinal. Coiiver- 
sely, if the coiigrueiice is riormal, (3.441) is tcue for al1 vectors pr, perpeiidi- 
cular to AT, aiid (3.411), (3.44) are sntisfied by the saiiie set of iiormal vectors. 
Thus we have the theorem: 

The! necessnry and suncient condition that the nol-nml focal divections 
be mutually o~.thogonal is that the congruence be n o ~ m a l ,  und Ihese di- 
9 ~ections then coïncide w i t h  Ricci's cnnonicnl di)-ect ions. 

Let us examine how the focal directioiis are twisted by thc coiigrueiice. 
Fronl the equatioris (3.14) and (3.41), we see that for these diïectioiis 

Therefore a focal direction is not twisted out of the two-space coiitaiiiiiig i t  

and Ar, and this is a characteristic property. Wheii the focal direutioii is 
also normal, 

Hence the normal focal dil-ections a9.e not tzoisted Oy the congmeuce 
at O but are pl-opagnted pa~~al le l ly  along the cuTbve of the cougj.ueuce. 

3.5. Focal two-spaces of a congruence. - We shall cal1 a focnl Iwo-spnce 
of the congg.uence a two-space through Ar such that eoery veci.or i i i  it is a 
focal direction ; and let us iiow find coiiditioris riecessary for the existeiice 
of such two-spaces. 

Let vC be a unit vector perpeiidicular to Ar. If the two-space coiitairiiiig 
1" aiid vr  is n focal two-space, then, for al1 vectors pr i i i  it, 

(3.51) Aysp6 = Opr + yAr. 
Hence, puttiiig 
(3.52) pr = AAC + Bvr: 
we see thnt 

(3.511) Ar,(AA6 -t BvS) = (A0 + y)Ar + 730vrJ 

for al1 values of the ratio AIB. Multiplying this equatiuii by A,., it foliows 
that the coefficient of Ar is zero; therefore 

(3.53) Ar ,,yS = UV,, 

and 
(3.531) AV,JS  = Pvl. . 
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This last equ&on shows that vr is the priiicipal normal of the curve of the 
congruence and fi is its first ciirvature. If the congruence is not geodesic, 

is not zero. Eqiiations (3.53) aiid (3.531) are theii coiisistent oiily if 

(3.54) A,., 81~tAt = al,., ,AS, 

which must be satisfied if a focal two-space is to exist. When it is satisfied, 
the two-space containing the tangent and principal normal of the curve is a 
fo.cal two-space. 

If the congrueiice be geodesic, then is zero, and the focal two-spaces 
if they exist, will be giveii by the equations (3.53). But these equations are 
exnctly thosc defining the iiormal focal directions of the congruence. 

Thel-efol-e, f o ~  a geodesic congruence, tlzere are N - 1 focal two-spaces, 
uamely, those conlaining l' and the N- 1 n o ~ ~ m a l  focal di?.ections of the 
congmeuce. 

We have the iiiteresting result that in a geodesic congruerice the inter- 
sections of the focal two-spaces by aiiy hyperplane give the focal directions 
of this hyperplnne. 

If, i n  addition to being geodesic, the congruence is normal, then the 
iiormal focal directions are orthogonal and coiiicide with the canonical di- 
rections. Also we may say that two-spaces through Ar are orthogonal wheii 
the two vectoia of the two-spaces, which are perpendicular to A', are also 
orthogonal. 

The focal two-spaces of a nomml and geodesic congruence al-e mutually 
os*thogonal, and contailz the cnnonical divectiom of the congvuence. 

3.6. Another type of torsion. - Iristead of takiiig equal distances along 
the curves C and C as in 3.1, we cari set up a corresporidence betweeri these 
curves such that the vector rjr always reinains perpeiidicular to lr, aiid iii 
this way we obtain another type of torsion for a congrueiice (i). 

The equations for qr under the most general correspondence :ire giveii 
in 2.2. Now let us choose the parameter t such that on C i t  equals the arc s 
of C, and at the same time ma.kes rjr always orthogonal to lr. 

If E is the magnitude of gr7 we have 

(') Such a correspondence has been discussed by J. DUBOURDIEU, Sur les congruences 
des courbes. * Rend. R. Acc. Lincei, febbraio 1927, pp. 265-271. 
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and, siiice t = s on the curve C, 

dong C. Also we must have dong C 

(3.62) 

for al1 vectors q T ,  
the first curvature 

(3.621) 

Combining (3.621)) 

1,.qr = 0) 

which are initially perpendicular to A". Hence denoting by x 
and by p' the first normal of C, 

(3.61), and (2.23), we see that 

for d l  values of -qV, which are perpendicular to A'. It  follows that 

frorn which we have that 0 = 5 = 0 ; consequently, 
ds 

Therefore, fiiîally, Our formulae for the vector q' becomes 

(3.63) -- t" = c:gjS + wys-qs - elxp8-qslV. 
OS 

This correspondence is suitable for discussing only the torsion of vectors 
perpendicular to A', niid we shall restrict qv in this way. The formulae for 
the rate of change of the magnitude and direction of -qv become 

Also equatioii (2.28) becomes 

tE 
(3.66) - (gm,r)"Snj - 2 ~ r n n - q ~ Y .  d s  
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We can therefore conclude that, as regards change in the magnitudes 
aiid angles of vectors perpeiidicular to X v ,  this torsion has exactly the same 
effect as the torsion defined in 3.1. Hence al1 the results dready established 
for normal vectors are also true for this type of torsion. 

We note that if the congruence is geodesic, x =O, and the two types of 

torsion are.exactly equivalent for al1 vectors a t  the point O. 
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Sulle co~ispoiiilenze permiitabili apparteiieiiti ad n11a curvrl 
algebrica,, e; sulle vnrietà di Jacobi a gruppo di molti- 
plicabili tà abeliaiio (l). 

Memoria di CARLO ROSATI (a Pisa). 

Suiito. - In questa Memoria, pi-oseguendo le sue kcerche swlla teoria delle corrispondenze, 
l ' A .  stabilisce alcune proprieta delle corrisponde?we permutabili appartenemti ad una 
curva algebrica C. Partendo poi d a  alcune ipotesi d i  permutabilitii su1 gruppo G delle 
corrispondenze d i  C, studia la  struttura d i  tale gruppo, in relazione ai numer i  base 
delle corrispondenze simmetriche ed e~nisimnmetriche, e quella del gruppo i' costituito dalle 
schiere d i  trasfortnazioni birazionali in sé della variet& d i  JACOBI V inerente a C. 

È noto che l e  trasforinazioiii biraziondi i i i  se  della variet& di JACOBI V, 
relativa ad  uiia curva C del geiiere p, O di una qualsiasi v x i e t à  abeliitna, di 
dimensioiie p, si distribuiscoiio in  schie9.e coiitiriue OS* non aventi a, due a due 
alcuiia trasformazione comuiie, e che jl prodotto in un ordiiie assegiiato di due 
trasformazioni variabili iri due schiere (O iiella, inedesima schiera) varia pure 
iii uiia schiera. La totalita delle schiere pub dunque coricepirsi come uii 
gruppo S, il quale O è fiiiito O è infinito discontinuo. Se la  curva  C non pos- 
siede che coirispoiideiize a valeiiza, I' é il gruppo ciclico del 2' ordiiie costi- 
tuito tlalle due schiere di trasformazioiii ordiiiarie di 1" e di 2" specie ; si 
hn.iiiio in I' schiere di trasformazioiii singola9.i soltanto quaiido C possiede cor- 
rispondenze singolari.  Iii uiia Memorin del 1921 (2) ho dimostrato che, data 
soprn una curva G uiia corrispoiideiiza singolare 7' ad  equauioiie minima irri- 
ducibile, a l l ' o ~ d i n e  0(1'), cioe all'iiisieine delle corrispoiideiize che sono fun- 
ziorii raziiiiali iiitere di  T, rispoiide su VP uii gruppo abeliano r', sottogruppo 
di S, il qunle ainmette una hase finita, cioe un riuinero finito di schiere, tali 
che i prodotti delle loro poteiize geiieraiio ad uiia a d  uiia tutte le  schiere di I". 

(') Gli eniinciati dei principali risultati di questa ricerca furono coniunicati all'Acca- 
demia dei Ijincei ne1 giiigno 19%'. Vedasi : C. ROSATI, Sulle corrispondenze per~nîttabili appar- 
tenenti a d  ulza c w v a  algebvica, e sulle varieth d i  Jacobi a gt'uppo d i  moltiplicabélità abeliano, 
( a  Rendiconti della R .  Accadernia dei Lincei B, vol. V, serie 6a, çiugno 1927). 

(') C. ROSATI, Nuove ricerche sulle corrispondenze algebl-iche fra i punt i  di u n a  curva 
algebvica, (« Annali di Matematiüa P, serie III, tomo =XI, p. 37). 

Annali di:Matematica. Serie IV, Tomo VI. 30 
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Se quindi si suppone che VD sia pul-a, ci06 priva di sistemi regolari riducibili, 
col varinre dell'ordine- 0(T), si ottiene la distribuzione delle schiere di I' in 
sottogruppi I"; e le proprieth che ho stabilito per gli srdini di corrispondenze 
verraniio a riflettersi in proprietà dei sottogruppi F', riguardanti il iiumero 
delle loro schiere generatrid, il modo del loro intersecarsi, ecc. Cio' ho otte- 
nuto in base al teorema di DIRICHLET sulle unitk dei corpi algebrici, e credo 
che anteriormente non vi sia stato altro esenlpio di applicazione della teoria 
dei numeri algebrici al10 studio delle funzioni nbeliane (3). 

Ne1 caso particolare in cui le corrispondenze della curva C sono a due a 
due permutabili, avviene il fatto notevolissimo che le schiere d i  trasfol-ma- 
z ioni  bivazionali in sd d i  V, costituiscono un unico grzcppo abelimzo r, del 
quale pu6 assegnani  u n a  base finita. Sebbene questa proprieta possa dedursi 
(sempre a iiorma del risultato generale stabilito nella inia Memoria) applicando 
all'insieme delle corrispondenze della curva C il noto teorema della teoria. 
delle algebre secondo cui un'algebra razionale, se é primitiva e commutativa, 
é potenziale (4), pure ho creduto utile di darne una dimostrazione diretta. E 
cib ho fatto ne1 $ VI di questa Memoria, partendo anzi dall'ipotesi, a pria?-i 
piili larga, della permutabilith, del gruppo G delle omografie immagini delle 
corrispondenze (gruppo d i  nzo2tiplicabilita d i  V,). 

I l  metodo qui seguito, oltre il vantaggio di dare il risultato iiella sua 
forma piu precisa, ha  anche l'altro di porgere l'occasione di enunciare pro- 
priettt che hanno gih, importanza di per sè;  come l'introduzione dell' indice 
di permutabilitA di due omografie, la nozione di corrispondenze direttainerite 
e inversamente permutabili, la determinazione del numero delle corrispondenze 
indipendenti permutabili con una involuzione irrazionale, ecc. 

Altro risultato che mi sembra di qualche rilievo è il seguente. 
E noto che due corrispondenze Y', T-' 1' una inversa dell'altra posseggono 

due gruppi di valenze immslginari coniugati, e che unil valenza di T e 1' imma- 
ginaria coniugata di T-i sono associate a sistemi lineari d'integrnli abeliani 
di la specie della stessa dimensione, ma generalmente distinti. Ne1 $ III (11." 9) 
dimostro che condizione necessaria e sufficiente perchè per ogni coppia di 
tali valenze i sistemi suddetti coincidano, O, come dicesi, perchè T e  T-' siano 

(3) Nella Memoria di S. IIEFSCHETZ, On. certain. fiurnerical islvariafits of algebraic va- 
rieties mith application. to abeliasl varieties, (« Transactions of the American Mathematical 
Society », vol. 22, n.' 4, 1921, p. 4391, compai-sa contemporaneamente alla mia, trovasi dimo- 
strata la proprieth analoga per le varieth abeliane. 

(4) Vedi l'opera di SCORZA, Corpi fiurnerici e Algebre. (Messina, Pi-incipato, 1921), parte II, 
p. 404. 
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a valenze sovrapposte, è che le corrispondenze stesse siano permutabili. Ne1 
8 V vengono studiate le curve su cui ln detta circostaozn si verifica per  ogni 
coppia di corrispondenze inverse l 'una dell'altra: proprietà caratteristica di 
tali curve é che su di esse l e  corrispondenze simmetriche costituiscono un 
ordine. L e  curve medesime contengono dunque corne casi particolari quelle, 
di cui soprn si è discorso, le cui varieth di JACOBI sono a gruppo di moltipli- 
cabilitit abeliano. 

Iiifine (§ VII) faccio sulln varieth V' l'ipotesi meno restrittiva della per- 
niutabilit8 del griippo r, anzichè del gruppo di moltiplicnbilità G, e ne trag-go 
le  conseguerize. 

5 1. Omografie permutabili. 

1. Indichiamo con A, B, ... delle matrici quadrate dello stesso ordine n e 
coi) (A), (B), ... le  corrispondenti omografie dello spazio S,,-, ( 5 ) .  

Se le  omografic ( A )  e (B) sono permutabili, si avrA l'uguaglianza 

in cui e è un convenieiite fattore di proporzionalith. Escluso il caso in cui 
l'omografia prodotto delle date è nulla, ne1 quale E 15 indeterminato, è facile 
provare che il fattore stesso dipende solo dalle date omografie, cioè non muta 
;il variare delle inatrici associate alle omografie medesime. Infatti s e  A,, B, 
sono due nuove matrici corrispoodenti alle omografie (A), (B), si avrà A, = hA, 

B, = pB, e quindi 

B,A, = pB.XA =@BA = X p A B  = E - A A - ~ B  = EA,B,. 

Si h a  ora la  proprietà : 
Se il p~odotto delle due ornogv-afie permutabili é un'ornog~~nf2n non 

nulln, né pseudomlla, il  fattore E é una radice d'unit&. 

(5 )  Awertiamo che qui si adottano le locuzioni e le notazioni in uso ne1 calcolo delle 
matrici. (Tedasi ad es. l'opera di SCORZA citata in (41, parte II, cap. 1; ed anche NUTH, 
Theorie und Anlvendung der Elementartheiler, Teubner, Leipzig, i899, 2). Ricordiamo in 
particolare che una matrice dicesi nulla se sono nulli tutti i suoi elemeati; pseudo~zulla se 
non B nulla, ma è nulla qualche sua potenea; regohre se il suo polinomio caratteristico B a 
divisori elementari lineari, od anche se la sua equazione minima ammette radici tutte sem- 
plici; irregolare se tale circostan~a non si verifica. Queste denominazioni, applicate alle ma- 
trici, si trasportano poi alle relative omografie. Un' omografia sarh poi rcgolare O irregolare 
se i suoi spazi fondamentali appartengono O no al10 spazio ambiente. 
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E noto infatti che  s e  A, B sono due matrici qua,drate dello stesso ordine, 
nei prodotti AB, BA soiio uguali le  somine s, ,  s,, ... dei minori principali dei 
vari ordini (6). Ma per l'ipotesi fatta, l e  matrici AB, BA iioii soiio pseudoiiulle; 
dunque una almeiio delle dette somme e diversa d a  zero. S e  tale è s,, iii 
virtù della (1) si a v r a  s, = ~"s, ,  e quindi E" = 1. 

OSSERVAZIONE. Ln condizione ohe la matrice AB (e qiiiridi iiiiche l i ~  BA) 
iioii sia. pseudonul1;i é essenziale per  l a  validitk del  precedeiite risultato. 

Infatti s e  A, B, X iiidicaiio matrici dello stesso ordine, A noto che l 'equa- 
zione AX = XU ammet t e  soluzioiii quando e solo quando A e B haniio aliileiio 
unn radice carntteristica comuiie ('). Presa a1loi.a uiia matrice B la. quale 
possegga due radici ciwatteristiche pl QE il ciii rnpporto A un iiutnero al-bi- 
tvario E, l e  matrici B, EB harino comune la  radice caratteristica ps, oiide 
esisterh una matrice A tale che  BA = A E B  = €AB. 

2. Nell'ipotesi che le  due omografie permutabili diaiio per prodotto uiia 
omografin ne  iiulla, nB pseudonulla, al1'8sponente g 3  cui appartieiie 1;i. i d i c e  

ed  anche la  radice dianio il iiome di iudice d i  peqwiutabililà 

delle due oinografie. 
Quando una delle oinografie date  A rion degeriere, l'iiidice di permutabi- 

lit& assume un importante sigiiificato geometrico, d i e  occorre rnettere i i i  luce 
per  le  deduzioni che  dovreino fare i i ~  seguito. 

Supposto che  ad  es. l'omografia (B) sia non degeiiere, iiidicando coii 
l a  illatrice 9-eciproca di B e coii I la. matrice icleiitica, si avrR I 7  ogiing'liii.iizn 

(2) B-'(A - P I ) ~ B  = [B- ' (A - pi)BIk = (B-'AB - p l l k  = 

valida qualunque sia il coefficieiite p. Si osservi ora  che, non esseiido la ma- 
trice AB iie iiulla lie pseudoiiulla, tiiiche In niiltrice A iioii è iiè iiiilln lié 
pseudonulla. Invero, s e  fosse A = O  si avrebbe AB = O ; se fosse Al= 0 (1 > l), 

( 6 )  Cfr. ad es. E. PASCAL, « 1 determilzadi ... 3, Manuale Hoepli, 1897, p. 69. 
(7 La necessità della condinione è dimostrata in FROBENIUS, Ueber lineare Substitutionen 

und bilineare Fovtnen, ( c  Journal für die reine und angewandte Xatematik n, Bd. LXXXIV, 
1878, p. 28); la sufficienza in SYLVESTER, Sur l'équation en matrices px = xq, ( U  Comptes 
Rendns u, vol. IC,  1884, 2" sem., pp, 67.70, 115-116). Vedasi anche: CECIONI, Sopra alcune 
operazioni algebviehe sulle matrici, (s Annali della R. Scuola normale superiore B, Pisa, 1909) 
ove B determinata inoltre, per via raeionale, la solunione generale dell'eqiiaaione. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



quelli de12' orîzog?*afin (B )  in un , g ~ - u p p o  d i  s p n x i  (indipendenti e) cippavte- 
nent i  al10 spazio ambiente. 

Siano A ,  B due mati'ici regolari e si iiidicliiiio coi1 p,p, ... p, l e  rndici 
caratteristiche di A e coi1 aicl, ... a,. i corrispoiideiiti spazi foiitlaineiit:~li del- 

1' omografiii, (A)  ; con p', p', ... p', l e  radici cn.ra,tteristiche di B e con p, P, ... P, 
i corrispoiidenti spazi foiidiiinerita.li dell'oinografia (B). Ammettiaino che sia 
AB = BA, e consideriaino dspprima il caso che una delle mi~trici,  ad es. ln. B, 
sia a determiii:i.rite iiori iiullo. Poichè le oinografie ( A ) ,  (B) soiio permutabili 
coii l 'indice 1 di permutabilith, llomogra.fiii non degeiiere (B) muterb in se 

ogiii spazio ai (n." 2, Osserv. 1) ; ed esseiiao (B) regolare, 1' omografia iiidotta 
da  B in ai sarà pure regolare. Segue che  ciascuiio degli spazi a, sega il 
gruppo degli spszi p.j in un gruppo di spazi iiidipendenti e apparteneiiti a d  a,. 
Mn per  la regolaritk di ( A )  gli spazi a, a, ... cl,. apparteiigoiio all'ambieiite 8,-,; 
duiique le  intersezioiii degli spazi ai coi pj forinaiio un gruppo di spt~zi  iiidi- 
peiideiiti e apparteiieiiti a S,,-,. Se poi entrambe le inatrici soiio a detci'iui- 
rittiite iiullo, si poiign B, = B t t I ,  sceglieiido t iii guisa che B, risulti a deter- 
miiiaiite iioii- iiullo. Poichè Bi è pure regolare e permutabile coi] A, e poiclié 
gli spazi foiidameiitali di (Bi) coincidono coi1 quelli di (B), anche in questo 
cas0 l a  prcipriet8 è verificata. 

Aininettinino inversamente che gli spnzi u, seghino i pj in uii gruppo di 
spazl (iiidiperidenti e) apparteiieiiti a S,,-,, e si indichi coii (u,pj) l'iiiterse- 
zioiie, quaodo esista, di ai coii pj, e coi] 1 il numero di queste iiitersezioiii. 
Sin 01% C =  XA -1- yR uiia matrice qualsictsi del  fascio individuato d a  A e B. 
Poichè ogni spazio jziPj) è uii h o g o  di puiiti uniti O di punti siiigolnri per 
l'omografia (C), si deduce intaiito che la inatrice C;qualuiique siano i coeffi- 

A 
cieriti h, p è regolare. E facile ora provare che, escludeiido per  i l  rapport0 - 

CL 
un numero fiiiito di valori al inassiino - '(' '9, le niatrici A e B risult,ano 

fuiizioiii rn.zioii:i.li di 
iriterseziorii poiiiamo 

( a )  

(la quale sigiiifichi h 

C. Se  iiifatti per ogiii coppia (clipj), (a,Pk) delle suddette 
la  coiidizioiic 

+ O  iiel cas0 j = h, p + O  iiel caso i = h), è chiaro clie 
l'espressioiie Ap, + yp[i  i i i  corrispoiideiiz;;. agli 1 sp;i,zi ( U ~ P , ~ )  n.ssiiine 1 vnlori 
distinti. E poichè questi vnlori soiio le p d i c i  del1'eqii;izioiie caratteristica di C 
associi~te i i .g l i  s p i i ~ i  (uipj) di puiiti uiiiti o siiigolari per I'omografia (C), segiie 
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che gli spazi (aiPj) sono addirittura gli spazi fondamentali di (C). Gli spazi 
foridtmeiitali delle omografie ( A )  e (B) si ottengono dunqiie co~~giui igendo oppor- 
tuiiaineiite quelli di (C), ed allora, per una proprieth nota (R), le  inatrici A e B 
risultano .fiinzioiii razionali della stessa matrice C; del che segue che A e B 
sono permutabili.. 

OSSERVAZ~ONE 1. Ne1 teorema dimostrato è coriteiiuta la  seguente pro- 
prietk, con cui resta invertita l a  considerazione delllOsserv. 1 del numero 
precedente : 

Se d i  due omog~.afie  egola la ri una é non tlegenere e muta ciascuno in 
sé gli spazi  fondarnentali dell 'al tm, le matrici assaciate ad esse sono pels- 
mutabili. 

O~SERVAZIONE I I .  Un altro risultato, contenuto nelle precederiti conside- 
'razioni, e che occorre rilevare in modo esplicito, é il seguente: 

Se due rnatrici A, B del10 stesso ordine sono r e g o l a ~ i  e pewnutabili, 
ogni matrice del loi.0 fascio é regolnve, ed esistono ne1 fascio stesso infinite 
matrici  d i  cui le date sono funzioni razionali. 

A complemento di questo, si osservi che se l e  inatrici A, B sono definite 
ne1 corpo complesso, ogni matrice C del loro fascio di cui 'le date sono fun- 
zioni razionali appartiene in generale al10 stesso corpo. Ne1 caso in cui A e B 
siano reali O, in particolare, razionali, scegliendo per hp  valori reali O ra.zio- 
nali, anche C risulta reale O razionale. 

Si osservi inoltre che le equazioni minime delle infinite mstrici C corri- 
spondenti alle coppie (Xp) soddisfacenti alle (a)  hanno tutte 10 stesso grado 1 
che è il numero delle intersezioni (aipj), e si h a  1 < rs, esserido 1- ed s i gradi 
delle equazioni minime di A e di B. Se  poi A e B sono rea.li e i coefficieriti Ap 
soddisfacenti alle (a) si assumono reali, poichè 10 spnzio (aiPj) 6 reale quaiido 
e solo quando sono reali gli spazi a,pj, si deduce che il numero delle radici 
reali dell'equazione minima di C non supern il prodotto dei numeri arialoghi 
per le matrici A e B. 

5 III. Corrispondenze permutabili. 

4. Corrispondenze direttamente e inversaniente permuta.bili. - Coi sim- 
boli T, U, ... iiidichinmo ora delle corrispoiideiize apparteiieriti ad uiia curva C 
del genere p ed  anche- le mstrici formate da.$ interi caralterislici delle 

(8) C. ROSATI, loc. eit. (2), 5 2. 
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240 C. ROSATI : Szclle corrispondenae yerm.utc&li 

medesime ( 9 ) ,  e con (T), (U) ,... denotiamo le omogrttfie iin~iiagini delle corri- 
spondeiize stesse (iO). Diremo inoltre che uiia cor~~isporideiiz;~ T e regolalv, 
im-egolare, nulla, pseudo~zulla, se tali attribiiti coinpetorio tilla sua matrice 
caratteristica. Una corrispoiideiiza 1' e regolare O irregolare secondoché i 

sistemi lineari d'iiitegrali di l a  specie associati nlle sue valenze apperteiigoiio 
O iio al sisteii~a totale 00"-' degli iiitegrali della curvn. Urin corrispoiidenz:~. T 
é iiulla quando è a valenza zero; é pseiidonulla se iioii è a valenza zero ma 
è tale una sua potenza. 

Se le omografie (T), (U) sono permiitabili, si dovrh avere TU= EUT con E 

razionale, cioè le corrispondenze 1'U e UT sono dipendeiiti. In virtii del- 
1'Osserv. II del ri." 2, si lia clie le corrispondeiize TU, UT O soiio iiulle, O sono 
pseudoiiulle del10 stesso grado, ovvero è e = + 1. Si ha durique la proprieth: 

Se le cowispondenze TU, UT sono dipendenti, dovrà essesne ve?-ificctln 
una delle altemative (ii): 

Due corrispondenze T, U per cui si ha TI;= UT=O, ovvero TU= UT+0, 
si dicoiio di?-ettamente peîwmtabili, od anche, senz' altro, pelwnutabili ; due 
corrispondenze 57, U per cui si ha TU = - UT+ O, si dicono inve?.sa?îtente 
pemmtabili. 

5. Spesse volte la conoscenza di ulteriori coiidizioni a cui soddisfiiio due 
corrispo~~deiize T, U aventi per immagiiii oniografie permutabili, pi16 decidere 
della permutabilitii diretta. O inveraa delle corrispoiidenze stesse. 

(O) Cioè le  matrici a d  elementi interi associate alle corrispondenze nella classica rappre- 
sentagione d i  HURWITZ. (Cfr. HURWITZ, Ueber algebraische Correspondenzen ztlzd das verall- 
gemeinerte Correspondenz-princip, c Math. Annalen », Bd. 28, 1886). 

(LU) C. ROSATI, Sulle corrispondenze algebriche fia i punti di wna curua alyebrica e, in. 
particolare, fra i pzlnti di ztna curva di geaere due, (a Annali di Matematica n, serié III, 
tom0 XXV, 1913). 

( I i )  Non B escluso che due corrispondenze T,. U possano verificare conteinporaneamente 
due delle condizioni. Sia a d  es. A una corrispondenaa irregolare l a  cui equazione minima 
+(z)  = O  abbia almeno due radici di diversa molteplicità. Ïndicando con h,h, ... ht(t > 1) le 
molteplicità delle radici dell' equazione stessa, s i  avrà +(z) = rp,(z)hicpl(z)ha ... cpt(z)hl, essendo 
cp,(z), c+(z) ... rpt(z) polinomi a coefficienti interi. S e  allora il prodotto cp,(A)cpz(A) ... cpt(A) si 
spezea in  due fattori, questi rappresentano due corrispondenae T, U per  cui si  ha contempo- 
raneamente TU= UT* O, (TU)k = (UT)k = O  ( I c  > 1). 
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Siano ad  es. T ed U due corrisponrienzc sirnmetriche. L e  corrispondenze 
TU, UT sono allora 1' una equi valeiite d l '  inversa dell' d t r a  ; se quiiidi T U  
e U T  soiio dipendenti e non a valeiiza zero, do.vranno, com'é iioto ("), essere 
O equivdenti O residue, e ne1 1" cas0 T U  e uiia corrispondenza simmetrica, 
ne1 2" é emisimmetrica. Se 1' ed U soiio emisiinmetriche, vale la  stessa con- 
sidesazione; e coiisideraziorie analoga pub farsi se 1' inia e simmetrica e l 'altra 
è emisimmetrica, ne1 qua1 caso T U  è equivalente a - UT.  Dunque: 

Se l e  co?v.ispondenze T, U sono entvanzbe sinznzet7'iche O entramhe erni- 
simrnetriche e i pqsodotti TU, UT sono dipendenti e non a valensa zer.0, le 
cowispondenze stesse sono direttamente O i n v e ~ s a m e n t e  pe?-rnutabili; ne1 
I o  caso TU é simmetricn, nez 2 O  caso TU è enzisimmet?*ica. L' opposto accade 
se delle due cowispondenze T ,  U E'una é siwunetvica e l 'ni tra è emisim- 
nzetrica ( i3) .  

Di questo teorema è vero, com'è iininediato, il reciproco. 

6. Si osservi che se si verifica l'alternativa (1) del n." 4, nella matrice T U  
si aiinullano tutte le  somme dei rninori priiicipali del10 stesso ordine, e se si 
verifica l a  (III) si arinullano le  somme dei minori principali di ordine dispari; 
in eiitrambi i casi é nulla In somma degli elementi in diagonale principale. 
Ora questa somma, per uns nota formula di HURWITZ ( i 4 ) ,  é uguale alla somma 
degli iiidici della corrispondenza diminuita del nuinero dei punti uniti; e il suo 
aniiulltirsi ~bb ia ino  altra volta espresso col dire che 1s corrispondenza stessa 
é coniugata. dell' identitd. Si h a  dunque l a  proprieth : 

Se i p~aodotti TU e UT sono dipendenti e TU non è coniugata delZJiden- 
t i tà ,  deve esseve TU = UT + 0. 

('y ROSATI, SulEe corrispondenze algebriche fia i punti di una czcrva algebvba, Note 1 
e II (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, serie 5a, vol. XXII, 1913). 

('3 Ecco un esempio di comispondenze inversamente permutabili. Si consideri una curva 
di genere p = 2 coi numeïi base y, = 3, pz = 1. Nella configurazione relativa alla curva 
(cfr. SCORZA, Inlztorno alla teoria generale delle matrici di Riewanlz e ad alcune sue applica- 
ziolzi, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, tom0 XIiI, 1916; parte II, 5 3) si h a  
una schiera rigata di pseudoassi (che pub contenere O no infiniti assi), nella quale il sistema 
nul10 fondamentale A induce un'involuzione ellittica J, i cui elementi doppi sono gli spazi 
fondamentali dell'omografia immagine della corrispoudenza emisimmetrica E. Le corrispon- 
denne simmetriche che hanno per immagini involu~ioni gobbe i cui assi sono le coppie di J 
sono inversamente permutabili con E, e due delle suddette corrispondenze simmetriche asso- 
ciate a due coppie annoniche di J sono fra loro inversamente permutabili. 

(14) HURWITZ, 100. cit. (9). 

Alzmli di ~atehatica,  Serie IV, Tomo VI. 
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Di qui discende il seguente corollario che ci sark utile in seguito: 
S e  le corrispondenze d i  u n a  re te  contenente I ' ident i tà  hanno pes--intnra- 

g in i  omografie a due  a due  pel-nzutabiZi, le  c o r ~ ~ i s p o n d e n z e  stesse sono a 
due  a due  dis-ettarnente permutabili .  

Siano infatti T, U due corrispondenze della rete. Se T U  non è coniugata 
dell'identitb, si ha  T U  = U T +  O. Se T U  è coniugata de117 identitit, ma non 10 
é una alrneno delle corrispondenze date, ad es. la T, si considerino le corri- 
spondenze T, U' = U i- I. Queste hnnno ancora per iinmagini omografie per- 
mutabili, e poichè T U ' =  TU + T non è coniugata dell'identità, si avrit 
T V  = UT, e quindi T U =  UT. Se poi le corrispondenze TU, TT, U sono tutte 
coniugate dell'identith, basta ripetere In considerazione per le corrispondenze 
T'  = T + 1, U r  = U + I e si trova ancorn. che TU= UT. 

Sempre ne117ipotesi che TU e U T  siano dipendenti, si supponga inoltre 
che una delle corrispondenze date, ad es. la U, sin non speciale. In ta1 caso, 
se TU fosse riulla O pseudonulla, anche la T sarebbe nulla O pseudonulla e 
quindi coniugata de117 iderititk. Se poi fosse TU= - UT, l' equazioiie caratte- 
ristica della matrice T arnmetterebbe insieme ad  ogni radice diversa da zero 
anche la contrarii con In stessa niolteplicitk (n." 2), e quindi T sarebbe aricora 
coniugata dell' identitLt. Dunque : 

S e  i prodotti TU, UT sono dipendenti ,  la cowispondeuza  U è n o n  spe- 
ciale, e l a  T non  é coniugaln dell ' identità, deve essere TU = UT* O. 

7. Corrispondeme permutabili con una involuzione irrazionale. - 1 pro- 
dotti TU, U T  siario dipendenti e T sia un'involuzione irrazionale di ordine n. 
Se la corrispoiidenza T U  è a valenza zero, sarh T U  = UT= O ; se non è a 
valenza zero si avrh la relazione 

con tz razionale +O.  Da essa si deduce 1' altra 

e sottraendo da questa la precedente inoltiplicata per En, si ottiene 

( T  - cn l )TU= E % U ( T ~  - n T ) .  

Ma, com' è noto, T 2  -- nT= 0, durique sarà (T-- e d ) T U =  O ; e poiche T U  
non & a valenza zero, la  T -  on1 deve essere speciale ; percib, non essendo 
E = 0, sarh E = 1. Dunque : 

Se i pp-odotti TU, UT sono dipendenti  e T è un' involuzione ivrrczio- 
nale, le corrispondenze T ed U sono diret tamente pewnutahili. 
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appartenenti ad ana curua algebrica 243 

8. Si indichi ora con q il genere dell' iiivoluzione T (O < q < p), con 
R,,,-,,-,, R,,-, gli assi della medesima, con 1 il loro coeficiente d'imnev- 
sione (9, e con p il riumero base per l'insieme delle corrispondenze della 
curv i  C. Vogliamo esprimere in funzione di 1, p il numero delle corrispon- 
deiize iiidipendenti permutabili (direttamente) con l'involuzioiie 1'. 

Si dica percio H la rete delle cori'isponderize permutabili con T, e K 
quella delle corrispondeiize aventi per imrnagini omografie che mutano cia- 
scuno in se i due assi R,,-, ,-,, R,,-,. Poichè entrarnbe le reti H e K coii- 
teiigono le corrisporideiize a ordinaria valenza, la corrispondeiiza gerierica 
delle medesiine sarA rion speciale. Se allora proverenlo che ogiii corrispoii- 
deiiza noii speciale dell'uiia e contenuta riell'altra, potremo conchiudere che 
le due reti coiricidono. 

Sia X una corrispoiidenza non speciale della rete H, cioè tale che TX=XT. 
Per l'osserv. del n." 2, i70mogra.fin non degenere (X) dovrà mutare in se 
ciascuiio degli spazi foiidainentali R,, -,-, , R,,-, dell' oniografia (T) ; dunque X 
è conteiiuta in h-. Inversamente sia Y uiia coi-rispondeiiza lion speciale della 
rete K ( 1 6 ) ;  poiche l'oinografia non degeiiere ( Y )  muta ciascuno in sè gli 
spazi R,,p-,,-, , R2,',, 1' omografia (Y)-l(T)(Y) sarA degenere ed avrSt, come 
la (T), 10 spazio H,,,-,,-, come luogo di punti singolari ed A,,-, corne luogo di 
p~iiiti uniti. Sarh dunque (Y)-'(I1)(Y) =(T) ,  cioè (T ) (Y )=(Y) ( I1 ) ;  ne segue (11.' 7) 
che TY= YT, e quindi Y è contenuta in H. 

Determiniamo ora la specie della rete K. 
Nello spazio Sr-, in cui sono rappresentate le corrispondenze della curva C, 

siano Ml-, , N,-, le immagini delle reti di la e d i  2a specie associnte al- 
1' asse R ,,,-, ,-,, ed Mf,-,, Ntz-, le immagini delle reti aiialoghe per l'asse 
R,,-,; le due coppie sono coiigiunte da due spaxi SP-,-n, Sfp-l-l che rap- 
presentano le due reti di corrispondenze aventi per immagini oniografie che 
mutano in sè rispettivamente R,,,-,,-, ed R,,-,. La rete K sarà dunque 
rappresentata da1l"iritersezione di con ; e poicliè gli spazi Ml-,, 
Mt,-,, per il fatto che gli assi suddetti sono complementai'i, apparteiigoiio 
a Sr-,, segue che S p-,- 1, Srr-,-1 si intersecano in un S ,+,-, 1. Dunqiie : 

Le cowispo~zdenze indipendenti permutabili con una  i~ivoluzione irra- 
aionale T sono in  numero di p - 21, essmdo p i l  nuwiero base delle corri- 

(i5) Per questa nozione e per le  altre richiamate in questo numero, vedasi: ROSATI, Sui 
sistemi vegolavi d'integrali abeliani riducibili e sulle reti di corrispotzdewzs ad essi associate, 
( u  Annali di Matematica a, serie I V ,  tom0 III ,  1925-26). 

('6) Non possiamo qui invocare 1'Oss. 1 del n." 3, perchè nulla sapliiamo circa la rego. 
larità O meno di Y. 
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spondenxe della curvn C e h i l  coeflciente d7irnme~*sione dei sistemi quego- 
larsi qmiducibili associati u T .  

Ne segue il corollario : 
Condizione necessariu e suficiente pe~chB i sistemi vego1m-i 9-iducibili 

associati a una involuzione i~v~azionale siano isolati, é che 17involuzio71e 
stessa sia pel-mutabile con ogni cor~ispondenza appclrtenente alla c ~ c ~ ~ v u .  

9. Corri~pondenze permutabili con le loro inverse. - Iinportmte 6 il 
caso della perinutnbilità di una corrisporidenza coi1 ln iiiversa. Si ha, a questo 
proposito, il teorema : 

Se i prodotti TT-', T-'T di due ~or~~ispondenze  l'tcnn iuzvema del- 
l'altra e non a valenza zero so?zo dipendenti, s i  ha TT- '  = T-'T + O e le 
co~v*ispondenze T, T-' sono  egolar la ri e funzioni mzionali  1' una dell' a l tm.  

È noto che se  T non è a valenza zero, l a  corrispoiidenza siminetricn TT-' 
possiede valenze tutte negative all'iiifuori di uiia eveiitualineiite iiulla ('7; 
ln TT-' non k quindi coniugata dell'ideiitith. Se dunque TT-{, T-V sono 
dipendenti, in virth della 1" proposizione del n." 6, si avrA TT-'= T-'T+O. 

Indichiaino ora, per maggior chiarezza, coii A ,  B le matrici carntteri- 
stiche delle corrispondenze T, T-' e suppoiiiamo dapprima che T, e quindi 
anche T-', siano non speciali. L'omografia (AB), iminagiiie della corrispoii- 
denza siinmetrica TT-' é regolare ed ha gli spazi foiidamentali reali, di 
diinensione dispari e incidenti agli spazi T, dei periodi: denotiamo tali 
spazi con R,, ,-,,..., K ,,,-,. L e  mntrici A e B, essendo fra. loro permiitnbili, 
saranno permutabili aiiche con la matrice AB;  lie segue (ri." 2, Osserv. 1) che 
le omografie non degerieri ( A )  e (B) mu'tano ciascuno in sé gli spa.zi suddetti; 
e poichè iri ogiiuno di essi l'omografin prodotto (AB) induce l'identith, le ( A )  
e (B) indurranno in R,,i-i (i = 1 ,  2 ,..., 1 )  due omografie a , ,  a,-', i 'una inversa 
dell'ultra, ed  aventi percii, gli stessi spazi di punti uniti. Proviamo ora che 
questi spazi sono addiritturn fo i~da~nen td i  per le  ornogrclfie ( A )  e (B), ci06 che 
corrispondono a radici caratteristiche distinte delle matrici A e B. 

Invero, se uno spazio foiidamentale di ai ed uiio di a,  (i+ k) fossero 
associati alla medesima radice caratteristica 0 della, matrice A, aiiche per l a  B 
sarebbero nssociati alla inedesiina radice 8 (immagirimia coiiiugata di 0) 

(17) ROSATI, loc. cit. (2), n . O  3. 
(is) Cib in virth della seguente proprieth: U n  punto P che s ia  uni to  per entrambe le orno- 

grafie (A) e (B)  deue corrispondere a radici caratteristiche immayinarie  coniztyate delle rispet- 
tive matrici  A e B. 

Invero, dette OB' queste radici, & chiaro che il punto P è unito (O singolare) per le  omo- 
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e allora 10 spazio che li congiunge sarebbe di punti uniti per  entrambe le  
omografie ( A )  e (73) e quindi anche per  1'omogr;~fia prodotto (AB), il che è 
assurdo. Le  omografie (A),  (B) hanno diinque coinuni gli spazi fondamentali e 
ognurio di essi è associato a radici caratteristiche imn~agiiiarie coniugate delle 
matrici A e B ;  quando duiique ~ i i ~  assicurata la. regolaritil della matrice A,  
e quiridi anche della B, sarh a l  tempo stesso dimostrato che l e  matrici A, B, 
e perci6 anche le corrispondenze T, T-' sono funzioni ra.zionali 1' una del- 
l 'a l t ra  ('7. Proviamo duiique che  ogiii spazio fondamentale di ( A )  non inter- 
seca il sostegn 11 della stella coriiugata. 

Sjano 8,-,, S2,-,-, 10 spazio di punti uniti e il sostegno della stella di 
iperpiani uiiiti corrispoiidenti idla rndice caratteristica 0 della matrice A e 
quiiidi alla immaginaria conirigata e della matrice B. Se 0 é reale (0 =CI), i l  
riuinero q 6 pari (q=2qf) e gli spazi suddetti sono reali, di dimensione di- 
spari, iriuidenti agli spazi z, ; dei periodi e polari l 'uno dell'altro rispetto a l  
sistema iiullo fondamentale A ;  per una proprieth nota, essi sono allora indi- 

- - 
pendenti. S e  poi 6 A coinplessa, si coiisiderino gli spnzi &,, S,,-,-,, imma- 
giiiari coriiugati dei precedenti, i quali soiio ancora per le omografie (A) ,  (B) . 

spazio di punti uiiiti e sostegno della stella di iperpiani uiiiti associati alle 
- 

ra,dici caratteristiche 8, 0. Gli spazi S ,,-,- ,, S ,,-,-, con tengono rispettiva- - 
meiite gli spazi 8,-,, 8,-, e questi sono i polari dei primi rie1 s i s t ema ,  
nullo A (OO). Se allora S2,-,-, iritersecasse in un 8,-, (1 2 l), e quindi 
- - - 
S2P-i-p intersecasse Sq-, in un Sz-,, 10 spazio R,l - , ,  che corigiunge Sl-,, 
- - 

8,-,, sarebbe comune al10 spnzio K2,-? coiigiuiigente Sa-,, Sq-,, e al10 
spazio R,(p-q+i intersezione di S ,,-,-,, S ,,-,- ,. Ma ci6 é assurdo, esserido 
R,,-,, R,,-,,-, reali, incidenti agli spazi dei periodi e polari 1' uno dell'altro 
iiel sistema nullo A. Ne1 caso iii cui le  corrispondenze T, T-' sono 11011 spe- 
ciali il teorema é dunque dimostrato. 

Quando T, T-4 fossero speciali, si scelga un iiitero y tale che l a  corri- 
spondenza U = T + y I  sia non speciale. Poichè, come sopra. si é dimostrato, 

grafie (A + B), (A - B) e corrispondente alle radici caratteristiche O t Of,  O - 0' delle matrici 
A + B, A -B. Ma la matrice A t- B, associata alla corrispondenza simmetrica !i' + T-1, am- 
mette radici caratteristiche tntte reali, e la matrice A -  B, associata alla corrispondenaa emi. 
simmetrica T - T-', ammette radici caratteristiche immaginarie pure (all'infuori di una even- 
tualmente nuila); dovrà dunque essere 8 + O t  reale e O - O t  immaginario puro, e quindi O, 0' 
sono immaginari coniugati. 

(19) ROGATI, loc. cit. (2)) n.' 5. 
('O) Quest'affermaaione B giustificata dalla relaziene B = &d'A-' esistente fra le matrici 

associate alle corrispondenze T e T-3. 
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TT-'= T- lT ,  dovra anche essere UU-'= U-'U; m a  allora U, U-' sono 
regolari e funzioni razionali 1' uria dell' altra, e percio anche T, T -' posseggono 
queste stesse proprietk 

OSSERVAZIONE 1. L e  considerazioni precedenti provaiio che per l a  permu- 
tabilith delle corrispondenze T, T-' é coiidizione iiecessaria l a  coincideriza 
degli spazi foridamentali delle omografie imrnagini; e poichè, come si desume 
dalle considerazioni stesse, l a  coiiicidenza di tali spazi porta di conseguenza 
la regolarità di T e di T-', e quindi (n." 3) la loro permutabilità, se  ne  deduce 
la sufficienza della condizione medesima. Ora, s e  si tien conto della relazioiie 
esistente fra le matrici associate a T e a T-' (cfr. la  nota ( 'O) )  si vede che 
l a  condizione stessa si verifica quando e solo quando nell'omogi'afia imrnagii~e 
di T 10 spazio fondameritale associato a uria qualsiasi radice caratteristica 0 
e il sostegno della stella fondamentale associata alla radice 8 sono polari l'uno 
dell'altro ne1 sistema nullo A ;  durique: 

Condizione n e c e s s a ~ i a  e suflzciente perchè u n a  cowispondenzu  T sia 
pel-snutabile Con la  sua inve7 .s~  T-' è che n e l l ' o ~ ~ ~ o g ~ . a f i a  imt~tagine  d i  T 
ogni spazio fondamentale sia mula to  ne1 sostegno deEla stella coniugirta tlal- 
l ' a~z t i r ec ip~~oc i tà  KA, prodotto del cossiugio K pe7. i l  sisterna nullo A. 

OSSERVAZIONE I I .  E nota l a  relaxione esistente fra i due gruppi di valenze 
delle cori.ispoiidenze T, T-': le valerize di T-' sono iminaginarie coniugnte di 
quelle di T; inoltre ogni vtdenza y di T e la immagiiiaria coniugt~ta 7 di T-' 
hanno la  stessa dimensione, cioè soiio associate a due sistemi liiieari della 
stessa dimensione di integrali abelinni di 1" specie. 1 sistemi stessi sono perb 

- 

generalmente distiriti; ne1 caso che coincidaiio, le due valenze y, y si dirarino 
sov~~appos te .  Per  l'osservnzione della nota ( j8 ) ,  é poi chiaro che uiia vitlenzn 
di T non pub sovvapporsi che con la immagiiiaria coaiugata di T-i. Dimo- 
stramino altrove ("1 ohe condizioiie riecessaria e sufficiente perché T e T-' 
siano rt valenze sovrapposte è che 1' uria corrispoiidenza sia funzione razionale 
dell 'altra; il teorema ora  dimostrato ci conseiite di dare a quel risultato la 
forma piu espressiva : 

Condizione necessa?.ia e suf icie~zte  pe l rhè  due corl.ispondenxe T ,  T-' 
siano a valenzd sovtwpposte, è che esse siano permutabili. 

Ne segue il corollario: 
Una corrispondenza T, pe?-niutabile con la sua iitc-ema, se ammette  

vnlenze tu t te  ~eeali,  è si.rnnzet?.ica; se ammette  valenze tu t te  irnntaginal-îe 
purBe, è eniisinzmetrica. 

(") ROSATI, loc. cit. (2)' 5 3. 
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8 VI. Le corrispondenze contenute in un ordine (22). 

10. Ditnostriaino ora I N  segueiite proprietà che dovremo in seguito appli- 
care : 

LT72 insieme Hl costituito da  u n  1zume9.0 /Gzito O iufinito d i  co7.rispon- 
denze  w g o l a ~ * i  a due  a due  pefmmutabili ,  é contenuto in un ovdi~ze  O(T), la 

cu i  cowispondenzn  genwatr ice  è u n a  conzbinaziom l ineare d i  co~.rispon- 
denze  dell' insieme. 

Sili. A una qualsiasi corrispondenza di H e si consideri l'ordine O(A). 
Se O(A) non contiene tutte le corrispondenze di H, si indichi con A,  una cor- 
rispondeiiza di H esterna ad O(A). Poichè le corrispondenze A ed A ,  sono 
regolari e perinutabili, nella rete di specie 2 da, esse individuata potra scegliersi 
uiia corrispondenza B di cui A e A, sono funzioni razioiisli ( t i . 9 ,  Osserv. II) 
ed nllora l'ordine O(B), coritenendo A e A , ,  conterra O(A) ina sarR piii ampio 
di O(A). Se O(B) non contiene tutte le corrispondenze di H, ed A, indica una 
corrispondenza di H esteriin ad O(B), nella rete individuata da B ed A ,  si 
scelga una corrispoi~deriza C di cui B ed A, sono funzioni razionali e si con- 
tinui il procedimento. Siccome i gradi delle equazioni minime di A, B, C, ... 
vanno crescendo, ma  non possono superai;e il riuinero base p per la  totalita 

-delle corrispondenze, dovremo iiifine giungere a una corrispoiidenza T, tale 
che l'ordine O(T) contiene tutte le corrispondeiize di H. Se infine si osserva 
che B è uria combinazioiie lineare di A e A , ,  che C è combiriazione 1ineai.e 
di B e A,,  ecc., si corichiude che T é combinazione lineare di corrispoiidenze 
apparteneri ti all' insieine H. 

Si deduce che ogni okdine il quale contenga tutte le corrispondenze di H 
deve contenere T e percib O(T); sicchd l'ordine qT) cosi costruito é quello 
sninirno contenente l'insieme H. 

11. Il precedente risultato conduce a uiia conseguenza notevole. Si indichi 
con Z la  rete delle corrispondenze sinmetriche appartenenti alla curva C. Da1 
teorema dimostrato al n." 5 si trae che se le corrispondenze di Z sono a due 
a due permutabili, la rete Z é un gruppo; e, inversamente, se la rete Z è uii 
gruppo, tale gruppo é abelinno, cioé costituito di corrispondenze a due a due 
permutabili. Si pub ora provare che: 

(B) Per  la definiaione e le proprietà degli ordini di  corrispondenze, vedasi: ROSATI, loc. 
cit. (S), 3 5. 
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Se le corrispondenze d i  Z formano g m p p o ,  i l  grlcppo stesso é anche 
un 01-dine. 

È noto infatti che le corrispondeiize siminetriche sono regolari. Se duiique 
esse formano gruppo, la rete Z è un irisieme di corrispondenze regolari a due 
a due permutabili. Esisterà allora iii L uiia corrispondenza S tale che l'or- 
dine O(S) coiitiene tutte le corrispoiidenze di L; ma poichè ogni funziorie 
razionale di una corrispondeiiza simmptrica è ancora uiia corrisporidenza sim- 
metrica., l'ordiiie O ( S )  dovrà essere coiitetiuto in L, e quindi è O(S) =L. 

12. Vogliamo ora stabilire una proprieth dell'ordine O(T) generato d : ~  una 
corrispondenza T perinutabile con la sua inversa. 

Poichè T è regolare' (11." 9), l a  sua equazione minima +(z)=O avrh radici 
tutte semplici. Indichiamo con n il grado dell'eq~a~zione stessa, e suppoiiiamo che 
essn possegga e* radici reali a,, a,, ... a,., ed s coppie di radici cornplesse coniugate 
Pipi,  ~,p,,... fi$,, (1. + 2s = n); 1' omografia immagiiie di T a m &  r spaai fonda- 
mentali reali A,A, ... A, associati alle prime, ed s coppie di spazi fondamentali 
immaginari coniugati R,B;, B ~ B , ,  ... B,B, associati alle seconde. Essendo le cor- 
rispondeiize T e T-' funzioiii razionali 1' una dell' altra, 1' ordine O(T) contiene 
l'inversa di ogiii sua corrispondenza, onde, se non é tutto di corrispondenze 
simmetriche, (il che avviene quarido e soltanto quando è s = O ) ,  dovrà coii- 
giungere uiia rete 8, di corrispondenze simmetriche con uiia rete E, di corri- 
spondeiize emisimmetriche. Vogliamo ora esprimere le specie v,, v, delle reti 
Li, Ez (Y, -1- Y, = n) iii funzioiie dei iiumeri 9 . ,  S. 

A ta1 fine cerchiamo entro 2,  una corrispondeiiza di cui tutte quelle della 
rete stessa soiio funzioiii razioriali. Peicib, supposto dapprima s 2 2, si pon- 
gano i numeri pj sotto forma trigonometrica 

pj = pj(cos €Ij -t i sen Oj) ( j  = 1, 2, ... s), 

e si osservi che i numeri di ciascuiia delle coppie 

(4 
2 

F~ sen Oj, pi sen 20j ( j  = 1, 2, ... S) 
(b) 

2 
pj sen Oj  - p, sen oh ,  pi sen 2 0 ~  - sen 20), j 

( j ,  k = 1, 2, ... s; j < k )  
(6) pj sen BI + ph sen O,, p; sen 20j + pk sen 20,i 

non possono annullarsi contemporanenmen1.e. Infatti, in ogni coppia (a) è certo 
diverso da zero il primo nuinero; e se si arinullassero contemporaneameiite i 
due numeri di una coppia (O) O di una coppia (c), iiisieme ad uiia delle ugoa- 
glianze pj sen Oj = dz ph sen O , ,  si avrebbe l' altra pj COS O j  = pk COS O h ,  onde 
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sarebbe O P5 = Ph, O Pj = ph, il che é assurdo essendo j + k. Sarh dunque 
possibile, e in iiifiniti modi, soddisfare con nuineri interi aile disuguaglianze 

(a') 
2 

a,pj sen 2Q5 + a,pj sen Qj *O ( j  = 1, 2, ... s), 
2 

@') sen 20j - &sen 20,) + o,(pj sen O5 - p, sen 0,) + 0 ( 
2 ( j ,  k = 1,2, ... s; j < k); 

( d )  a d  sen 20, + p.sen 20,) + a,(@, sen oj + Pa sen 0,) / O \ 

sicchk, ponendo ( (2 )  = a,zZ + a,z, i valori f(pj), f(P5) - f(Pk), f(&) + f(Pk) sa- 
ranno immaginari. 

Si coiisideri ora la corrispondenza E = f (T )  - f(T-I), e si osservi che per 
1' omografia (E) gli spazi Ai (i = 1, 2, ... Y), associati alla radice caratteristica 
[(a,) - f(a,) = O della matrice E, sono spazi di punti singolari; e che gli spazi 
pjpj ( j  = 1, 2,... s), associati rispettivamente alle radici +- [f(Si) - f(&)], imma- 
ginmie pure fra loro coniugate, sono spazi di punti uniti. Inoltre le radici 
caratteristiche corrispondenti alle coppie B~&,  B,& ( j +  k) sono disuguali, 
perche se fosse 

f (Pj) - f(Pj) = [f(Pk) - f@JI 
si avrebbe rispettivamente 

contrariainente al fatto che i nurneri ((pj) - fip,), f@,) + f(PR) sono immagi- 
nari. LA corrispondenza E, manifestamente emisirnmetrica e qaindi conte- 
nuta i i i  z,, ha  duiique per iinmagine un'omografia degenere per la quale 
sono spazi singolari (1" e 20) 10 spazio A coiigiungente gli spazi Ai (i=l, 2, ..., r )  

- 
e 10 spazio B congiungeiite gli spazi Bj, Bj (j=1, 2, ..., s); e in B induce una 
on~ografia che aminette Bj, Bj (j=1, 2, ..., s) come spazi fondamentali. Pro- 
vit~mo ora che ogni corrispoiidenza E, della rete L, è funzione razionale di E, 
ciok che gli spazi A, Bj, B5 ( j=1 ,  2, ..., s) sono contenuti riegli spazi fonda- 
mentali dell'omografia (E,). Per gli spazi Bj, B~ la COSR e manifesta, essendo E, 
funzioiie razionale di T; se poi si osserva che, supposto E, = cp(T), 10 spazio 
A, (i = 1, 2, ..., Y) è associato alla radice caratteristica cp(a,) della matrice E,, 
e che uiia radice caratteristica reale di E, é necessariamente nulla, si deduce 
che cp(a,) = cp(a,) = ... = cp(a,.) = 0 e che quindi Io spazio A è per 1' omografia (E,) 
tutto di puiiti singolari. L'asserto e duiique provato, e risulta di pih che le 
corrispondenze della rete L,, quando 6 9- > O ,  sono tutte speciali e di livello 
costante per il sistema regolare riducibile che ha per asse 10 spazio B. 

L' ordine O(E), oonteiiuto in O(T), e del grado 2s + 1 se 1* > 0, del grado 2s 
se 1- = 0; e poiché contiene aiich' esso l'inversa di ogiii sua corrispondenza, 
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dovrh congiungere due reti rir,L', di corrispondenze simmetriche ed emisim- 
metriche. La rete 2, ne1 Io caso è di specie s + 1 e definita dalle corrispon- 
denze simmetriche 1, E" ,... Eas ,  ne1 secondo caso A di specie s e defiiiita dalle 
corrispondenze 1, Ee, ... Ezs-2-  , la rete LI, in entrambi i casi é di specie s e 
definita dalle corrispondenze emisiinmetriche E, E3, ... Eas-,. Ma per il modo 
come é stata costruita E, le  reti ri', e L2 coincidono; si avrB dunque va = s 
e quindi v, = r + S. 

Le uguaglianze ora stabilite valgono anche iiei casi, che avevamo esclusi, 
s = 0, 1. Se e s =O, l'ordine O(T) è tutto di corrispondenze simmetriche e si . 
ha v,  = Y, v2 = O. Se é s = 1, dei gruppi di disuguaglianze (a') (b') (cf)  le (b') (cl) 
non hanno piii luogo e nlle (a') si pu6 soddisfare ponendo ad es. a, = O, a ,  = 1, 
onde la  rete X, è definita dalla sola corrispondenza emisimmetrica E= T- T-', 
e si avrà  v ,  = 9- + 1, v, = 1. 

Notiamo infine che, supposto E = x( l'), il poliiiomio x(z) ha comuiii con +(z) 
tutte e sole le radici reali a , ,  a, ,... a,.; se dunque è 7- > O ,  s > O, il polinomio +(a) 

deve essere riducibile e si avrh +(z)= H(z)K(z), il fattore H(z) coiitenendo le 
radici reali, e il fattore K(z) le radici complesse. Non è escluso che i fattori 
stessi siano. ulteriormente riducibili. Ne segue che se l'eqiiazione $(z) = O  é 
irriducibile, deve aversi s = 0, ovvero r -- O; e poiché ne1 1" caso 1' omo- 
grafia (T) possiede 9- spazi fondamentali della stessa dimensione dispari, e ne1 
2' caso 2s spazi fondamentali della stessa dimensione, i numeri 7. ed s saranno, 
nei due casi, divisori del genere p. 

Possiamo dunque enunciare : 
Se  1' equazione min ima  $(z) = O d i  una corrispondenza T pernmtabile 

con la  sua inversa possiede r radici  real i  ed s coppie d i  ?-adici complesse 
coniugate, l'ordine O(T) d a  essa generato congiunge u n a  vete d i  specie v,=r +s  
d i  corrispondenae sirnmetriche con u n a  rete d i  specie v, = s d i  co~.~-ispon- 
denze  emisirnmetriche, e,  neil' ipotesi r > O s > O, le cor.r.ispondenze emi-  
simmetriche sono tut te  speciali e d i  livello costante pet. lo stesso sistema 
regolare riducibile. Se  Z'equazione +(z) = O  é irriducibile, deve essere s = O 
ovvero r =  0, cioé l 'ordine O(T) O é tut to d i  corrispondenze sirnmetviche O 

in esso i l  nurnero delle cowispondenze simrnetriche indipendenti  ugunglia 
quel10 delle emisimmetriche, e, ne i  due  casi, i n u m e r i  r ed s sono disisori 
del genere p (23). 

(23) Ij'ultima parte del teorema ti-ovasi dimostrata, con altro procedimento, al n,' 22 della 
mia Memoria citata in (2). 
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3 V. Le curve su cni ogni corrispondenza è permutabile 
con la sua inversa. 

13. Particolare interesse presentano le  curve sulle quali ogni corrispon- 
denza è permutabile coi) la  sua inversa, cioè le curve su cui due qualsivo- 
gliano corrispondenze T, T-L inverse i' uiia dell'altra sorio a valenae sovrap- 
poste. 

E facile iritanto dimostrare la  proprieth : 
Perchè sopra una curva C ogni corrispondenza sia permutabile con Zn 

sua inversa, é necessa?*io e suficiente che le corrispondenze silr~vnetriche 
di  C siano permutabili con le ernisimmetriche. 

L a  necessita della condizione si h a  subito osservando che se  S è una cor- 
rispondenza simmetrica ed E una emisimmetrica qualsivogliano, l a  corrispoii- 
deriza T = S + E ha per  inversa l a  T-' = S - E; allora dalla supposta equi- 
valeriza. TT-' = T-IT si deduce SE = ES. 

L a  condizione è anche sufficiente, perche se  T, T-i sono due qualsivo- 
gliano corrispondenze inverse 1' una dellJ altra, la corrispondenza S = T + T-' 
è simmetrica e la E = T - T-' B emisimmetrica; e dalla supposta equiva-. 
lenzn SE = ES segue TT-' = T-'T. 

14. Per  dedurre dall'ipotesi fatta su C le conseguenze pih espressive, 
bisogna far ricorso ad  alcuni teoremi sulle matrici di RIEMANN dimostrati in 
una mia recente Memoria (24); per ragioni di chiarezza sarit bene richiamare 
qui i risultati di questa che sono strettamente necessari al nostro scopo. 

Si indichi con w la  matrice di RIEMANN definita (di fronte alla relazione 
di equivalenza) dalla curva C e si ricordino le nozioni di omografia, di reci- 
procith (in particolare di sistema iiullo e di polarith.) appnrtenenti ad o, 
rionch6 quella di pseudoasse ('5). 

Se p, pi, pp sono i numeri base della. curva C, nello spazio Sp-,, i cui 
piinti raziondi  rappresentano le corrispondenze di C, due corrispondenze 
inverse l 'una deli'nltra hanno per immagine due punti razionali omologhi 
nell'omografia involutoria J, cha h a  per  assi gli spazi t$,-,, I?;,-,, immagini 
delle reti di corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche di C. Chiamaiido 
corigiunte due omografie di o (reali O complesse) che hanrio per immagiiii 

("4 ROSATI, Swlle matrici di Riemann, [ x  Rendiconti del Circolo matematico di Paleimo D, 

t. LI11 (1929), pp. 79.1341. 
(25) Per queste nozioni vedasi SCORZA, loc. cit. (13). 
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due punti di Sv-, ornologhi in J, il teorema dimostrato al il." 9 pub esteiidersi 
a dne omografie real i  congiuiite di w :  se due tali oinografie soiio permutddi, 
esse sono regolari ed hanno comuni gli spazi foridnmeiitali. Vale altresi 1st 

deduzione contenuta nell' Osserv. 1 del detto numero, oioè se u1l7 omogi-afin 
.î*eale di w è permutabile con la sua congiunta., l'aiitireciprocit& KA muta ogiii 
suo spazio fondamentale ne1 sostegno della stella coniugata, e ii~~ersaineiite. 
In particolare, se la detta omografia è degeiiere, i suoi spazi singolari (10 e 2") 
sono l7 uno polare dell'altro rispetto a A. 

15. Ad ogni pseudoasse A?,,-, si possono associare entro i l  sisteinn liiieare 
delle omografie di w, due sisterni lineari real i  di omografie degeiieri ; , l '  uiio 
(di  la specie) costituito dalle omografie degeneri di o che haniio il 1" S P ~ L Z ~ O  

singolare passante O coincidente con K,,-,, l'altro (di 2a specie) costituito da 
quelle che harino il 2" spazio singolare coritenuto O coiiicideiite con IZ,,-,. 
Se 1- 1, rn- 1 sono le loro dimensiorii, i iiuineri Z, nz dicoiisi gli indici  dello 
pseudo-asse e si dimoatra che 1 + = p e iiioltre che due pseudo-assi com- 
plemeijtari hanno comuni gl'indici in ordiiie scambiato. 

Se gli spazi 1%-,, IV,-, immagiiii dei sistemi associati a tl,,-, si inter- 
secano i i i  un &-, ( 1 2 0 )  e quindi appartengono a un Sp-,-,., quest7ultiino 
spazio (manifestamente reale) è l'immagirie del sistemn liiieare di otnogrnfie 
di w che mutano in sé, R,,-,. I l  nuinero A prende il noin6 di coeficienle d i  

imnzersione dello pseudo-asse R,,-,, e quando 6 A=O, ne1 qua1 caso RZq-* 
è lnutato in sè da tutte le omogrnfie di w, 10 pseudo-asse stesso dicesi isolato. 

Irifine, nell'ipotesi che R,,-, sia urio pseudo-asse puro, le omografie di o 
che 10 niutano in sè O inducono tutte i i i  esso l'ideritita, O inducono uii sistenia 
lineare mi di oinografie biassali aveiiti per assi due spazi 8,-,, 8,-, iinma- 
ginari coniugati fissi, O iriducono un sistema lirieare c o 9 i  oinografie biassiali 
aveiiti per assi due spazi immaginari 8,-,, Srq-, variabili in  uiia scliiera mi 

di uiia varietk di SEGRE. Quest' ultiino caso pu6 avveiiire solo quarido q è pari. 
Corrispondeiitemente alle tre suddette circostanze, 10 pseudo-asse puro R,,-, 
dicesi d i  la, di 2", d i  3a specie. 

16. Ci6 premesso, siaino in grado di dimostrare che : 
Se sulla cu f rva  C ogni corrispondenza è pernzutabile con la sua invevsa, 

le corrispondenze sirnmety-iche sono permutabiii  con tu t te  le com-ispon- 
denxe d i  C. 

Sia infatti S una qualsiasi corrisporidenza siminetrica della curva C, e si 
indichino con R ,,i- i ,  H,,,-, ,..., R,,,-, gli spazi fondameiitali dell' ornografia (8). 
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E noto che  tali spazi, indipendenti e appartenenti a. S,,-,, sono pseudo-assi 
della matrice w a due a due coniugati ne1 sistema nul10 A. Provinmo ora che 
j detti pseudo-assi sono isolati. 

Si avver ta  percii, che dall' ipotesi, che su C ogrii corrispondenza è permu- 
tabile con l a  sua iriversa, segue che ogni omogr,zfia di w (reale O complassa) 
è permutabile con l a  sua coiigiunta, e che quindi s e  tale omografia è renle 
e degenere, i suoi spazi singolari sorio polari l'uiio dell'altro ne1 sistenm 
nul10 A (n." 14). Si t rae  di qui che le omografie reali degeneri di w che hanno 
il 2" spazio singolare contenuto in II,,,-, (i=l,  2,..., 2 )  sorio tutte e sole quelle 
che hanno il 1" spazio singolare passante per 10 pseudo-risse II,,,-,,,-, con- 
giuiigerite i rimanenti spazi fondainentali di (8). Se allora 1, m ( 1  + nl = p) 
deiiotano gl'iiidici del10 pseudo-asse R,,,-, ed Ml- , ,  A,-, le iinmagini dei 

. sisteini di la e di 2" specie 'associati ad esso, 10 spazio A',-, sar& pure l ' i n  
magiiie del sistema di 1" specie per 10 pseudo-asse II,,,-,,,-,; e da1 fatto che 
R ,,,-1, IZ ,,,- ,,,-, sono pseudo-assi coinplementari, segue che Ml-, ,  N,-, sono 
spazi indipendenti, e percib R,,,-, è uno pseudo-asse isolato. Sia ora  T una 
qua.lsiasi corrispondenza della c:urva. Se T é non speciale, l'omografia (T) è 
non degenere, regolare (n." 9), e muta ciascuno in sè gli spazi foridameritali 
di fS); per 1' Osserv. 1 del 11." 3 si avrh dunque ST= TS. Se poi T è speciale, 
preso uii intero y tale che Tl = Ti- y 1  sia non speciale, sarh ST, = TiS e 
quiiidi ST= TS. L'asserto è dunque dimostrato. 

17. In particolare, sulla curva C, soddisfiicente all'ipotesi del precedeiite 
teorema, le  corrispoiidenze simmetriche saranno a due a due permutabili. Ora 
è iiotevole il fatto che di questa ultima proprieth sussiste la reciproca; è ver0 
cioé che:  

Se le cowisponden.ze sintmetviche della cuma C sono a due a due pev- 
nzutabili, ugni corî*'ispo~zdenza di  C é pel-mutabile con la sua inversa. 

Ne1 caso p, = 1, in cui le corrispondenze simmetriche sono tutte a va- 
lenza., ogiii altra corrispondenza. è heîmitinna e l a  proprieta é subito verifi- 
cata. Supposto p, > 1, si osservi che l e  corrispondenze simmetriche, esserido 
a due a due permutabili, devoiio formare uii gruppo che è anche un or- 
dine (n." 11). Sin S la corrispondenza generatrice di quest' ordine ed RIqi-l, 
RZq2_, , .... R ,,,_, indichino gli spazi fondamentali dell'omografia (8). 

E noto che i sistemi nulli 1-ienzanniani di w si otterigono moltiplicando 
per il sistema iiullo fondamentale A le oinografie imnlagini di corrispondenze 
simmetriche; essi saraiino percib tutti della forma f(S)A, in cui f è un poli- 
iiomio di grado 1 - 1 coi coefficienti variabili ne1 campo razioiiale. 1 sistemi 
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nulli reali O complessi appartenenti a w si otterranno dunque facendo variare 
i coefficienti di f ne1 campo reale O ne1 campo complesso; e quelli reali e 
degeneri si avranno quando f(S) risulta un'omografia reale e degenere. Gli 
pseudo-assi di o sono dunque gli spazi di puriti singolari delle omografie reali 
degerieri f (S),  e saranno percib dati dagli spazi R ,qi-i, R2q2-i ,.... RZqL-, e 
da quelli che congiungono i medesimi a due a due, a tre a tre, ecc.; da1 che 
segue che gli pseudo-assi R,, L-i, .... R,,,-, sono pu9.i e isolati. 

Escluso che le corrispondenze della curva siano tutte simmetriche, giacchè 
allora la proprieth è in modo ovvio verificata, si indichi con E una qualsiasi 
corrispondenza emisimmetrica. Se E è non speciale, l'omografia ( E )  8 non 
degenere, regolare, e muta ciascuno in sè gli spazi foiidamentali di (8);  si 
avrà  dunque SE= ES (11." 3, Oss. 1). Se poi E 8 speciale, sia y un intero 
tale che l a  corrispondenza T = E + y 1  risulti non speciale; i' oinografia (T) é 
allora non degenere, ed avendo comuni con ( E )  gli spazi fondan~eiitali, é pure 
regolare. E poichè muta ciascuno in sé gli spazi fondameritali di (S), si avrh 
ST = TS, da1 che segue SE= ES. Le corrispondenze simmetriche sono dunque 
permutabili con le emisimmetriche; ed allora (n.O 13) ogni corrisporidenza 6 
permutabile con la sua inversa. 

OSSERVAZIONE. Le precedenti considerazioni, quando si tenga conto del- 
1 ' 0 s .  II del il." 9, conducono duiique al  risultato: 

Perché sulla curva C due  quadsivogiiano cowispondenze T ,  T-i, i n v e ~ s e  
d'una dai l 'a l tm,  siano a valenze sovl-apposte, B necessario e suficiente che 
su  d i  essa le cowispondenze simnzetriche costituiscano un ordine. 

18. Abbiamo visto che le matrici di RIEMANN associate ttlle curve C sod- 
disfacenti alla condizione sopra enunciata sono dotate di un numero finito (>O) 
di pseudo-assi. Proviamo che questa proprietk 6 caratteristica per le curve 
medesime. 

Infatti, se la matrice w associata a C è priva di pseudo-assi, si ha  y ,  = 1 
e le corrispondenze simmetriche di C, esseiido tutte a valeiiza, sono a due 
a due permutabili. 

Se il nuiriero degli pseudo-assi di w è finito e '>O, si avrh y,) 1 e dovrh 

esistere un sol gruppo fondamentale di pseudwassi puri , R092-, , .... RPqL-, 
(q, + qe + .... i- ql = p), ogni altro pseudo-nsse otteneiidosi congiungendo questi 
a due a due, a tre tt tre, ecc. Siano ora S, S' due corrispondenze simmetriche 
qualsivogliano di C ;  poiché in ciascuna delle omografie (S), (8') gli spazi fon- 
danlentali formaiio un gruppo di pseudo-assi complementari, nei due gruppi 
dovraririo esser coiiteriuti tutti gli pseudo-assi puri su nominati. Gli spazi fon- 
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damentali di (8)  segano dunque quelli di (Si) in un gruppo di spazi indipen- 
denti e appartenenti a S,,-,; perci6 sarA (n." 3) S S f  = S'S. Dunque: 

Le curve C su cu i  ogni cowispondenza  T e la  invet-sa T-i sono a va- 
lenze sovrapposte sono tutte e sole quelle associate a matr ic i  d i  R i emann  
dotate d i  u n  numero  finit0 d i  pseudo-assi. 

19. Sempre nella precedente ipotesi, si indichi con S una corrispondenza 
simmetrica primit iva di C, atta cioè a generare l'ordine delle corrispondenze 
simmetriche di C, e sin +(z) = O la sua equnzione minima. 

É noto che questa è riducibile allora e solo allora che in O(S) sono con- 
tenute corrispondenze speciali; ed é pur noto che i'esistenza di corrisporidenze 
simmetriche speciali 8 condizione necessaria e sufficiente perche C ammetta 
sistemi regolari riducibili ; si h a  dunque : 

La rtzatg-ice o relal iva al la cuvva C é pura o i m p u r a  secondoché 1' equa- 
z ione m i n i m a  +(z) = 0 d i  u n a  cowispondenza simnetg-ica p?.imitiva d i  C 
é iwiducib i le  O s-iducibile. 

Gli spazi fondamentdi dell'omografia (S) sono pseudo-assi puri e isolati; 
e, quando S(z) = 0 é irriducibile, sono tutti della stessa dimensione; quando 
+(z) = O  é riducibile, quelli associati ad ogni fattore irriducibile sono della 
stessa dimensione (26). Nella mia Memoria u Sulle mah-ici  d i  R i emann  ('l)  è 
dimostrato che gli pseudo-assi associati ad ognuno di tali fattori sono anche 
della medesima specie, e vengono inoltre espressi i numeri base p,p, in fun- 
zione dei numeri di tali pseudo-assi che appartengono alla la, alla 2", alla 3" 
specie (n." 15). 

Irivocando quel risultnto si ottiene: 
I n  u n a  c w v a  C su cu i  ogni corrispondenza T e l a  sua inversa T-' 

sono a valenze sovvapposte, i n u m e r i  base delle corrispondenze sirnmetriçhe 
ed e~nisimmet?.iche sono da t i  dalle fo~.mule 

nelle quali v', v", vu' indicano i n u m e r i  cornplessivi degli pseudo-assi pur i  
della 9-elativa nzatrice w che sono vispettivanzente d i  la, d i  2a, d i  3a specie. 

In particolare : 
Se la cm0va  C, d i  cu i  a l  precedente teorema, é pr iva  d i  sistenzi rego-  

l a r i  ?+ducibili, e v indica i l  numero  degli pseudo-assi pu,-i della relativa 

(es) Per questa e per le precedenti affermazioni, vedasi: ROSATI, loc. cit. (91, 5 5. 
(e7) ROSATI, loc. cit. (24), 3 XII, n.' 47. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



256 C .  ROSATI: Szclle corrispondenze permutnbili 

matrice w, i n u m e r i  base p,, p2 sono esplsessi dalle fos.ntule 

secondoché gl i  pseudo-assi rrzedesimi sono d i  la, d i  2a, d i  3a specie; i l  
3 O  caso potendosi presentare solo quando i l  genere p della c u w a  è par i  e > 2. 

VI. Le varietà di Jacobi 
a gruppo di moltiplicabilitit abeliano. 

20. Si consideri ora la varieth di JACOBI Vp relativa alla curva C e fac- 
ciamo l'ipotesi che il gvuppo d i  nzolfiplicabilità di V,, cioè il gruppo discon- 
tinuo delle omografie razionnli imma.gini delle corrispondenze di C, sin permu- 
tabile. Per una delle proprieta dimostrate al n." 6 avviene allora che le cor- 
risporidenze di C sono a due a due permutabili; ed esserido in particolare 
ogni corrispondenza permutabile con la sua inversa, le corrispondenze stesse 
saranno tutte regolari (n." 9). Le curve su cui la circostanza ora detta si ve- 
rifica sono dunque casi particolari di quelle studiate al paragrafo precedente, 
sulle quali la  permutabilith sussiste per le sole corrispondenze simmetriche. 
Irioltre, invocando il teorerna del n." 10, si ottiene: 

Se i l  gruppo d i  rnoltiplicabiJità della varietà d i  Jacobi V; relat iva alla 
cus-va C è abeliano, le corrispondenze d i  C costituiscono un ordine. 

Se T indica una corrispondeiiza primit iva di C, cioè una corrispondenza 
generatrice di detto ordine, e +(z) = 0 è la sua equazione minima, B chiaro 
che questa e riducibile O irriducibile secondochè C ammette O non aminette 
sistemi regolari riducibili. Infine il teorema del n." 12 conduce al risultato: 

Se  l 'equazione nziniîna +(z) = 0 della CO?-rispondenzn p~*inzi t iva T pos- 
siede r 1-adici rea l i  ed s coppie d i  9-adici complesse coniuga,te, i numer i  
base delle corrispondenze sinzmetriche ed emisinzmetîiche d i  C sono 

se la  curva  è pviva d i  sislenzi regolat-i riducibili, deve essere s=O, ovvero 
r = O ;  e, ne i  due  casi, r ed s sono divisossi del genej-e p. 

OSSERVAZIONE. La proprieth ora stabilita rientra in quella enunciata in 
fine del n." precedente. Cib si verifica subito osservando che gli pseudo-assi 
puri della matrice o sono, ne1 caso attuale, gli spazi fohdanientali reali del- 
l'omografia (T), e gli spazi che congiungono le coppie di spazi fondainentali 
immaginari coniugati; e che i priini sono di 1" specie, e i secondi di 2" specie. 
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21. Nell'ipotesi che la  curva C sia priva di sistemi regolari riducibili, si 
richiamino e si applichino all'ordiiie O(T) le considerazioni che, in una mia 
Memoria del 1921 (28), furono fatte per qualsiasi ordine irriducibile di corri- 
spondenze. 

Indichiaino con n il grado dell' equazione minima (irriducibile), +(z) = 0 
della corrispondenza T e con 0,0, .... O,, le sue radici, le quali sono O tutte 
reali O tutte complesse a coppie coniugate secondochè è verificato il 1" (n=r) 
O il 2" (n=2s) dei due casi enumerati ne1 precedente teoreina. 1 numeri 
O,O, .... 0 ,  sono altresi le radici dell'equazione caratteristica di T ed hanno in 

2 P essa la stessa molteplicith q = -. 
n 

Se U B una corrispondenza variabile su C, si avrh U= f(T),  essendo f 
un polinornio del grado n - 1 a coefficienti razionali; e l'equazione caratte- 
ristica di U ammette, con la  stessa molteplicita q, le radici 

5, = f(fli), 5, = fc0,),..., 5, = f(0n). 

Tali radici, che sono numeri interi algebrici dei rispettivi corpi coniugati 
(0,)(6,) .... (O,), al  variare della corrispondenza U descrivono entro i corpi me- 
desimi degli ordini 0,0, .... 0,. E poichb due corrispondenze U, U', cui sia 
associato 10 stesso numero in uno dei detti ordini, sono equivalenti, cioé ap- 
partengono alla medesima classe, segue che le classi di corrispondenze della 
curva C possono associarsi biunivocamente ai numeri dell'ordine 0,; ed av-  
viene che in tale riferimento le classi a matrici unirnodulari hanno per 
corrispondenti le unità di O , .  D'altronde, le classi di corrispondenze a ma- 
trici unimodulari corrispondono biunivwamente alle schiere continue 02 di 
trasformazioni birazionali in SB della varieta di JACOBI V p ,  dunque fra le 
dette schiere e le unit8 di O, si ha  corrispondenza biunivoca. La corrispon- 
denza 13 poi tale che se G', G" sono le schiere associate alle unit& qf, 7'' di O,, 

all'unith q'q" corrisponde la schiera G'G", cioe la  schiera generata da1 pro- 
dotto di due trasformazioni variabili entro G' e G". Invocando allora il teo- 
rema di DIRICHLET sulle unith dei corpi algebrici O degli ordini contennti in 
tali corpi, si giunge al risultato: 

Le schiew d i  trasformazioni birazionali in sè d i  una vavieta di  Ja- 
cobi V,, pViva  di sisterni regolali riducibizi e a gmppo di moltiplicabilità 
abeliano, forrnano 14n gruppo discontinu0 abeliano e sono date ciascuna 
una sola volta dalla fol-mula 

G = GiGf' Gf ".. G~LT', 

(es) Rosnn,  loc. cit. (2), 8 6, cc). 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo VI. 
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nella quale Go indica una schie)*a generante un sottogwppo ciclico d i  or- 
dine pari  2k, G,G, .... Gy-, un sistema fondamentale d i  schiere aperiodiche, 
il  &umero r percorl-endo i valori interi  da 1 n 2k e gli esponenti n,n, .... n,-, 
i valori interi  da  - oo a + oo (29). I l  numero v é un divisore d i  p ed é 
uguale al numero base per le cowispondenze della cuvava C,  O 13 la rnetà 
d i  questo numero. 

OSSERVAZIONE. La  schiera G : ~  è quella delle trasformazioni ordiriarie di 
2" specie, ed ogni sua trasformazione, esclusa l'identitit, A priva di coinci- 
denze. E facile provare che una trasformazione variabile in ogni altra schiera G 
possiede un numero costante, finito e > O di coincidenze. Che ta1 numero non 
possa divenire infinito risulta da1 fatto che l'ipotesi contraria condurrebbe 
all' esistenza su C di sistemi regolari riducibili ( 3 0 ) ;  tale numero è dunque finito 
e costante al variare con continuith della trasformazione entro G. Osservando 
poi che la schiera G pud essere generata moltiplicando una sua trasforma- 
zione fissa per una di 2" specie variabile, si vede che una traformazione di G 
resta individuata quando si assegni una coppia arbitraria di punti ornologhi, 
in particolare un punto unito; onde il detto numero di coincidenze é > 0. 
Si trae di qui la propriet& : 

Le t~asforntaz ioni  della schiera Go sono tutte cicliche d i  periodo 2k, e 
le ' trasfo~vnazioni della s c h i e ~ a  Gg ( v  = 2, 3, ..., 2k - 1)  sono le potenze vmC 
d i  quelle d i  Go. 

Invero se o, é una qualsiasi trasformazione di Go, la  o:" appartiene alla 
schiera GO", ci06 6 unJ ordinaria trasformazione di 2" specie; e poiché o, pos- 
siede piinti uniti, si avr& mik= 1, senza che l'uguaglianza si verifichi con 
esponente < 2k. Xia ora o, una qualsinsi trasformazione della schiera 68 ed A 
un suo punto unito; se w, é la trasformazione di Go che possiede A come 

(29) La schiere Gi-l, inversa di Gi,  B quella che moltiplicata per Gi dà luogo alla 
schiera G,'Lk delle trasformanioni ordinarie di 2& specie. La schiera Gi-" significa ( G r ' ) % .  

(9 Siano infatti 
nilui + xi2w2 + ... + n@~yl+ ni (i = 1, 2, ... p) 

le equazioni della trasformazione. Se essa possedesse infinite aoinciden~e, queste si distri- 
buirebbero in una O più varietà algebriche irriducibili. Lungo una di tali varietà, e sia 
Vk(k 2 l), si avrebbe 

Ui = ~ i ~ % & ~  + ... + (Xii - I)u+ + ... + ~ i p ~ p  = - xi (i = 1, 2, ... p), 

e fra le espressioni UiUz ... UT una almem non B costante su tutta la TTp7 perche la corrispon- 
denza considerata non & l'identità. Lungo Vh sarebbero dunque postanti degli integrali di 
la specie appartenenti a Vp, ed allora, per un classico risultato di CASTELNUOYO, (cfr. CASTEL- 
~uovo, Sugli integrali sernplici appartenenti a u n a  superficie irregolare, Rendiconti della 
R. Accademia dei Lincei, vol. XIV, 1915) la V, conterrebbe sistemi regolari riducibili. 
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punto unito, la appartiene alla schiera GU ed ha  ancora A come punto 
unito ; sarit dunque ml; = o,. 

22. Le schiere Go,  GE, ..., f2ik forinanti un sottogruppo finito ciclico e 
ciascuna (ad eccezione dell' ultima) costituita da trasforinazioni cicliche, sono 
associate alle unith ridotte dell'ordine 0,. 

Ne1 1" dei due casi enumerati in fiiie al n." 20, in cui la curva C pos- 
siede solo corrispondenze siminetriche (pi = Y, p, = O), gli ordini coniugati 
O,, O,, ... 0, sono tutti reali e in O, esistono le sole unit8 ridotte t 1, cio'è si 
ha k = 1. Il sottogruppo ciclico suddetto e allora del 2" ordine e costituito 
dalle due schiere di trasformazioni ordinarie di la e di 2" specie. Ne1 2" caso, 
in cui la curva possiede due reti della. stessa specie di corrispondenze sim- 
metriche ed etnisinimetriche (y,  = s, p2 = s),  gli ordini O,, O,, ... O, , ,  (n  = 2s) sono 
a coppie immaginari coniugati e possono esservi in O, anche unit8 ridotte 
imn~aginarie, cioè pub essere k > 1. 

. Ili generale, se p è una radice primitiva 2kma dell1unitCt (k>l ) ,  le unit8 
~ i d o t t e  di O, (O di un altro qualsiasi degli ordini coniugati) sono & p, t- pz, ..., t pk.  
Indicando con Ti la classe di corrispondenze associata a pi (i= 1, 2, ..., k), alle 
unità ridotte rispondono le classi t T,, & T,, ..., t T, a inatrici uniniodulari. 
Essendo Ti associata all'iinità p" la classe inversa T,-i sarà associata al- 
l'unit& immaginaria coniugata p-I, e la  T,T,-' all' unith + 1. Si avrit dunque 
T,T,-'= 1, cioé la T, 8 he?witiana del 1" ordine; da1 che segue (3 i )  che in 
una delle classi & Tt, O in entrambe, se  la curva è iperellittica, è coriteriuta 
una corrispondenza biunivoca. Poichè inversamente uria corrispoiidenza biuiii- 
voca di C, essendo a periodo finito, deve essere associata a un'unità ridotta 
di O,, si conchiude che il numero delle corrispondenze biunivoche esistenti 
su C 6 2k ovvero k secondochè la curva C è O non è iperellittica. E facile 
provare che in entrambi i casi il gruppo costituito da tali corrispondenze è 
ciclico. Ne1 1" la cosa é immediata, giacchè il gruppo stesso di ordine 2h é . 

oloedricamente isomorfo a l  gruppo (ciclico) delle unitli ridotte di O,. Ne1 2' caso, 
dovendo ogni corrisporidenza biunivoca di C avere periodo c; k, delle due 
classi =!= Ti quella contenente una corrispondenza biunivoca sark - Ti. Ma 
poichè la radice -p appnrtiene all'esponente 2k O all'esponeiite k secondochè k 
é pari O dispari, si conchiude che k deve essere dispari e d i e  la  detta corri- 
spondenza genera con le sue potenze il gruppo di ordine k delle corrispon- 
denze biunivoche della curva C. Si ha  dunquc il risultato : 

(31) ROSATI, loc. cit. (S), 8 IV, n." 11. 
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Ne1 gruppo fo.r*mato dalle schiere d i  trasfomnazioni bi~.azionali i n  sè 
della varieta di  Jacobi V,, le schiere costituite da t ~ ~ a s f o ~ v n a z i o n i  cicliche 
fornzano un sottogruppo ciclico i so îno~fo  a a n  gruppo (ciclico) d i  tg-asfomna- 
zioni birazionali in sé posseduto dalla cuyva C ;  e l'isomorfismo é oloedrico 
o meried?-ico col gvado 2 d i  rneriedria secondoclzé C è O s o n  2 ipeg-ellittica. 

E poi chiaro che l'involuzione gerierata su  C da1 suddetto gruppo é 
razionale. 

g VII. Le varieth di Jacobi su cui le schiere di trasformazioni 
birazionali in sè formano un gruppo abeliano. 

23. Si parta ora dall'ipotesi che sin abeliano il gruppo l? costituito dalle 
schiere di trasformazioni. birazioiiali in s é  della varieth V,, cioé si ammetta 
l a  permutabilita non per  l 'inter0 gruppo deIle corrispondenze di C, ina solo 
per  i l  sottogruppo H costituito dalle corrispondenze a matrici unimodulari. 

Poichè in H insieme a d  ogni corrispondenza 8 contenuta anche l'inversa, 
le  corrispondenze di H saranno tutte regolari (II." 9 ) ;  donde segue (n." 10) che 
esse sono contenute in un ordine qT), essendo T una combinazione lineare 
di corrispondenze apparteiienti ad  H. È chiaro che l'ordine O(T) coiricide con 
l'inverso O(T41), giacché altrimenti i l  sottogruppo H apparterrebbe all'ordine 
intersezione di O(T) e di O(Tdi) e non sarebbe O(T) l'ordine minimo conte- 
nente H. Supposto che  C sia priva di sistemi regolari riducibili, l'ordine O(T) 
è allora irriducibile e I? risulta oloedricamente isoinorfo a l  gruppo delle unith 
di uno degli ordini coniugati di numeri associati ad  O(T). Il gruppo I' possiede 
dunque una base finita, ed  h a  la  struttura descritta iiell'eiiunciato a1 a." 21. 

24. Occorre ora stabilire una proprietk importante dell'ordine q T ) ;  pro- 
viamo cioh che : 

Ogni corvispondenza della curva C che possegga almeno una valenza 
reale è contenuta i n  O(T). 

Sia S una corrispondenza di C l a  cui equazione minima rq(x)-0 pos- 
segga almeno una radice reale, ed n sia il grado di detta equitziorie. Se 
8 n = 1, la  proprietk è subito verificata, giacché allora, S è a ordinaria va- 
lenza, e contenuta percià in qualsiasi ordine di corrispondenze. Supposto n > l, 
si  indichino con 0,0, .... 0, gli ordini coniugati di riumeri associati ad  O(S) ,  
dei quali almeno uno, e sin O,, è costituito d a  numeri tutti reali. È noto 
allora che in 0, esiste una unith E, di modulo > 1 e tale che le  unith co- 
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niugate E, .... a, dei rimanenti ordini 0, .... O,, lranno tutte modulo < 1 (3e). 

L'unità e , ,  essendo distinta dalle sue coniugnte, 6 un numero pl-irnitivo del 
corpo algebrico cui appartiene O , ,  ci06 puo assumersi come numero gene- 
ratore di detto corpo; se  allora U é una corrispondenza a matrice unimo- 
dulare associata ali'unitk E, ,  la U potra assumersi come generatrice di YS), 
cioé si avrh O(S) =O(U). Mn poiché U e contenuta iii O(T), ogni corrispon- 
denza dell'ordine O(U), e quindi anche S, é contenutn in qT). 

Da1 teorema osa dimostrato segue in particolare che ogni corrispondenza 
simmetrica 6 contenuta i n  O(T). Se dunqiie y, indica il numero base delle 
corrispondeiize siinmetriche, l'ordiiie O(T) O è del grado p, e coincide con la 
rete delle corrispondense simmetriche, O é del grado 2p, e congiunge tale 
rete con una rete della stessa specie p, di corrispondenze emisimmetriche 
(ii." 12). Verificaridosi il 1" caso, le corrispondenze a matrici unimodulari co- 
stituenti il gruppo H sono tutte simrnetriche; verificandosi il 2", in H do- 
vranno esistere anche corrisponderize non simmetriche, giacché, altrimenti, 
la T che é combinazione lineare di corrispoiidenze apparteiienti ad H, sarebbe 
simmetrica, e I'ordine O(T) sarebbe tutto di corrispondenze simmetriche. 

1 due casi che pub presentare l'ordine O(T) si riflettono quindi in due 
casi che pub presentare il gruppo r; ne1 l h a s o  ogni schiera di J? 6 associata 
tt moltiplicatori tutti reali; ne1 2" esistono in I? schiere nssociate a moltipli- 
catori complesui. 

25. Dalla precedente considerazione si trae che le corrispondenze sim- 
metriche della curva C, essendo tutte coritenute nell'ordine O(T), sono a due 
a due permutabili. Ne segue che .le curve prive di sistemi regolari riducibili 
soddisfacenti all'ipotesi del n." 23 rientrano in quelle che furono studiate 
al V, sulle quali ogni corrispondenza é permutabile con la sua inversa, e 
psecisamente in quelle cui si riferisce l'ultimo teorema del n." 19. Come ab- 
biam visto, tali curve possono presentare 3 casi distinti, secondoch6 gli pseudo- 
assi delle relative matrioi di RIEMANN, il cui numero indichiamo con v, sono 
tutti di le, O di 2", O di 3" specie. Ne1 1" caso (pi = v, p, = O )  le corrispon- 
denze su tali curve costituiscono un ordine 'di grado v di corrispondenze 
simmetriche; ne1 2" caso (y, = v, p2 =v) costituiscono un ordine di grado 2v 
congiungente due reti di specie v di corrispondenze simmetriche ed emisim- 
metriche; ne1 3" caso (y, = v, p2 = 3v), che pub verificnrsi solo quando p B 
pari e > 2, si distribuiscono in infiniti ordini di grado 2v congiungenti una 

(3.2) Cfr. ad es. li BIANCHI, Te& dei w m w i  alyebrici, (Bologna, Zaniohelli, 1N3, p. 210). 
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pete fissa di specie v di corrispondenze simmetriche con una rete variabile 
di specie v di corrispondenze emisimmetriche. Dei 3 casi, soltanto il 1" e il 2' 
preseiitano l a  particolarith che l'intero gruppo di moltiplicabilitA di V, è 
abeliano. Se dunque esistono curve C prive di sistemi regolari riducibili per 
le quali il gruppo r della relativa varietà di JACOBI Vp è abeliano senza che 
sis  abeliano l'iritero gruppo di moltiplicabilitA, t d i  curve devoiio appartenere 
al  3" tipo, e intanto essere di genere pari e > 2; inoltre su di esse l'or- 
dine O(T) cui appartiene i l  sottogruppo H delle corrispondenze a matrici 
unimodulari O B tutto di corrispondenze simmetriche, ed allora è comune a 
tutti gli ordini di grado 2v, O contieiie anche corrispondenze non simmetriche 
ed allora coincide con uno degli ordini suddetti. Raccoglieiido, si ottiene: 

Se i l  gruppo r costituito dalle schiere di  t~.asforrnazioni birazionali 
i n  sè della varietà d i  Jacobi V, ~~e la t i vn  ad una curva C priva d i  sistenzi 
regolari 2-iducibili é abeliano, i l  gruppo stesso possiede ana base finita, 
cioè ha la stlv.dtura descritta nell'enunciato del n." 21. Se v è $1 nunzero 
delle schiere generatrici d i  r, i nurneri base della cur-va C possono assu- 
mere soltanto i valo2.i 

(1) yi=v,  ! % = O ;  

(11) yi=v,  pz=v; 

(III) y 4 -  - v  , y2=3v. 

Le alternativr! (1), (II) si hanno quando 1'intet.o gruppo di mo2tiplicabilita 
di  V, é abeliano, la (III), che pub verificarsi solo sulle curve di genere 
pari > 2, quando i l  detto gruppo non è abeliano. La (1) è esclusa se in l? 
esistono schiere a moltiplicatori cornplessi. 

26. Ne1 caso particolare v = 1, r 8 un gruppo finito ciclico, riducendosi 

l a  sua base alla sola schiera ciclica G o ,  e sulla curva C le corrispondenze 
a matrici unimodulari si riducono alla corrispondenza U, associata a Go, e 
alle sue potenze. Poichè la radice d'unith corrispondente ad U deve appsr- 
tenere a un esponente pari ed essere O reale O un numero quadratico imma- 
giriario, l'equazione minima di U dovrh presentare uno dei tre aspetti 

e corrispondentemente il periodo di Go sarh 2, 4, 6. Nei casi (1) (III) la curva 
sarà O non sarA iperellittica secondochè in entrambe le classi t U O nella 
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sola classe - U é contenuta una corrispondenza biunivoca; ne1 caso (II), 
essendo U emisimmetrica, e quindi U-i = - U, in entrambe le classi =k U 
é contenuta una corrispondenza biunivoca, e la curva é necessariamente 
iperellittica. Si ha dunque il risultato : 

Se sopva una va?-ietd d i  Jacobi V, (p > 1 )  relativa a una curva C priva 
di sisterni regolari riducibili le schiere di trasformaoioni birazionali in  sé 
forrnano un  gruppo abeliano finito, tale gruppo é ciclico del 2 O ,  de2 4 O  O 

del 6 O  ordine, e su C i numeri base possono assumere soltanto i valo?-i 

L'alternativa (1) 2 esclusa quando il suddetto gruppo é ciclico del 4 O  O 

del 6 O  ordine; la ( I I )  pub verificarsi solo sulle curve iperellittiche d i  ge- 
nere p > 2, e la ( I I I )  solo sulle curve di genere pari > 2. 
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Deformazioiii fiiiite di sistemi cuiltiiiui. 

Memoria 3& dell'ing. R. ARIANO (a Milano) (1) .  

Suiito. - I n  questa Memoria e nelle due precedenti (questi a Annal i  2 ,  serie IV, tomo II e V) 
s i  stucliano la cinematica e l a  statica delle defovmaziolzi finite d i  sistelni continui qual- 
s i m i ,  con riferimento sia ad elementi propri al10 stato inclefonnato, sia ad elementi propri 
allo stato deformato. L o  studio é fatto avendo cura d i  procedere s u  gramdezze vettol.iali 
aventi  anche un senso fisico precdso e setplice,  e d i  stabilire delle analogie f o m a l i  note- 
voli fra la cinematica e l a  statica. Quado a i  legarni fra sforzi e defor&azioni corri- 
spondenti s i  indicano alcune relazioni generali e s i  ï ieavano alcune espressioni inva- 
riantive miste. 

10. Relszione fra i valori delle cornponenti normali e tangenziali degli 
sforzi espresse in funzione di due divcrsi sistemi di coordinate. - Il vet- 
tore P,,, ci consente di trovare facilmente le espressioni dei detti sforzi 
quando si assumono corne assi coordinati a', j', I d  in funzione di quelli espressi 
a mezzo del sisterna d'assi il j ,  16. 

. (Indichereino tutte le funzioni con apice se sono riferite alla terna à', j', Ic', 
s e m a  apice se sono riferite alla ternrt 8, j, E). 

Infatti il vettore V,,, relativo a i', cioé V, ,,,, 13: 

D'altra parte 6 noto che: 

Pi,  = Xxi  + Y X j  t Z,k 
e simili per V, ,j e V,, 

quindi 

X,'= V, =XxA: + YyAq -i- &Ai i- 2XvAiAz+ 2Y,A,A3 + 2ZxA3Ai.  
Formole aiialoghe si ricavano per Y,', .Z,'. Inoltre si trova: 

X,' = XxAiB4 + YvAzBE + ZzA8B3 + Xv(A,B2 + A2Bi) + 
+ Yz(A,B,+A,B2) -tZ,(A3Bi i- A,B,) ecc. 

(1) V. Mernoria la questi  a Annali  W ,  serie IV, t. I I ,  pag. 217 ; Memoria 2", serie IV, 
t. V, pag. 55. 

Anwli di Matematica, Serie IV, 'Porno VI. 34 
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Le (40) mostrano che le X,, Y, ecc. subiscono, in virtù dell'indicato 
cambiamento di assi coordiiiati, la  stessa trasformazione che è subita dalle G 
e dalle I'. 

Si noti uhe poichè l'equazione della quadrica direttrice è: 

(tutti i simboli vanno inteai con O senza apici a seconda che si assume come 
terna i ,  j, k O 5', j', k') le formole precedenti danno le espressioni dei coef- 
ficienti che compaiono nell'equazione di una quadrica riferita ad i', j', Id 
rispetto a quelli della stessa quadrica riferita ad una terna senza apici. 

11. L'omografia P. - 1)al punto di vista della teoria delle omografie 
vettoriali, il problema del10 studio della distribuzioiie degli sforzi iiiterni de- 
rivanti dalla deforinazioae, pu0 ridursi al10 studio dell'omografia P definita da 

Questa omografia presenta notevoli analogie fofmali, con l'omografia a e 
insieme con questa dB gli elementi essenziali della teoria dell'elasticith. 

Infatti la a definisce la dipendenza fra elementi non deformati e elementi 
deformati da1 punto di vista della sola deformazione, cioè sostituisce a degli 
elementi di lunghezza comunque orieritati nello stato iniziale gli elementi di 
lunghezza che ad essi corrispondono nello stato deformato; ne1 mentre la P 
definisce la diperidenza fra i detti elementi e i vettori delle azioni che si 
destano in virth della deformazione su elementi piani ad essi normali. 

L'omografia p come vedemino, è inoltre caratteristica dell'equilibrio. Lo 
studio di un sistema elastico qualsiasi pub quindi ridursi alla ricerca dei cor- 
rispondenti P,, V4,, di tre qualsiasi vettori formanti triedro trirettangolo, e 
alla conseg-uente individuazione di due omografie vettorjali, di cui nna, la 
deve soddisfare le relazioni (18) e (20) perché il sistema considerato sin, a 
deformazione avvenuta, in equilibrio. 

L'omografia P ci snrB anche utile, come mostreremo in seguito come 
mezzo d' indagine. 

Intanto vogliamo mostrare una sua proprie&. 
La  quadrica indicatrice di P - se con S indichererno un suo punto ge- 

nerico - è 
(8- M)X P(S- M )  = h 

dove h é una costante che rioi assumeremo eguale ad uno. 
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Scrivendo la stessa equazione in coordinate cartesiane, dove con k, y ,  5 
si indichino le coordiimte del punto S rispetto ad un sistema di assi i ,  3, 7c 
di origine in M, poichk è 

che è I'equazione della quadrica direttrice delle pressioni. 
Ne deriva il teorema: 
s La quadrica indicatrice deEIJomog~-afia P coincide con la quad?-ica 

direttf-ice delle pressioni . . 
Vale inoltre il teorema: 

L'ellissoide delle pvessioni é i l  t rasfomzato della s fera d i  raggio 
uni tar io  a naezzo dellJonzograflo: P B. 

Infatti l'equazione della sfera di raggio uiio è 

dove u é un vettore defiiiito da 

u = Si t-. qj + Sk. 
Evidentemente : 

Ne derivn che 
(Pu)' = 1 

è l'equazione dell'ellissoide delle pressioni. 
Un rtltro teorema interessarite 6 il seguente: c I l  potenziale inte?-no è 

Z J  inva2.iante pr imo dell' omogrnfia pu B. 

Infatti 

12. Invarianti di pressionn. - Analogamente a qiianto abbiaino fatto ne1 
capitolo precedente, sarlt qui utile ricavare delle espressioiii diverse degli 
iiivarianti forinati a inezzo degli sforzi interni normali e taiigeiiziali, O a 
mezzo delle ioro funzioni G e r. 
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Ci serviremo anche qui, per la ricerca, delle espressioni invarimitive for- 
nite dalla teoria delle omografie vettoriali e da quella delle quadriche. 

Com'è logico, le espressioni ricnvate a mezzo delle due teorie devoiio 
differire solo apparentemerite, deve ci06 essere possibile desumere le une 
dalle altre. 

1 tre invarianti forniti dalla, teoria delle omografie vettoriali sono: 

Queste tre espressioni possono essere scritte diversamente. Infatti : 
A) Il primo invariante permette 1' enunciazione del seguente teorema : 

Ln somma delle az ioni  nol-mali che s i  destano in vi.retÙ della defowna- 
z ione in un sistema continua, relative alle t r e  fume d i  un triedro t,viret- 
tango10 d i  dnto ve?.tice, sono indipendenti  da1 t?-ied.1.0 considel-ato: 

e tenendo presente i' eguaglianza delle tensioni tangsnziali due a due : 

Queste espressioni sono formalmente identiche a quelle ottenute in cine- 
maticn a mexxo della considerttzione dell'omografia a ;  per passare dalle une 
alle altre base operare la sostituzione 

$8; x,+y,; x z f - y , ;  y,; y z+z , ;  zz 
x,; X,+Y,; , Y , t Z , ;  Y,; Y*+Z,; 2,. 

Gli invarianti formati a mezzo dei coefficienti della quadricn direttrice 
delle pressioni sono : 
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Coiîsidereremo infine la quadrica definita. dalla (30). Essa ci consentir& di 
scrivere espressioni invariautive perfettameiite eguali, da1 punto di vistn for- 
male s'iritende, alle espressioni invariantive trovate trattando delle deforma- 
zioni. S'intende che a.lle funzioni E ed y - componenti della deformazione - 
si troveranno sostituite le G e I', componenti degli sforzi. 

Scrivia.mo la (30) i n  modo esplicito; si ricavn : 

13. ~nvarisnt i  misti. - Chiarneremo con questo nome delle espressioni 
invariantive in cui compaiono insieme le funzioni caratteristiche delle defor- 
mazioni e quelle caqatteristiche degli sforzi. 

(30") ( 1  + 2G,)5"1- (1 + 2G,)qe + (1 i- 2G3)C8 -+ 4I',S7 + 4I',q5 + 4F25< = 1 

equazioni queste che richianlano sem' h t r o  alla' mente quella dell' ellissoide 
di dilatazione. 

Da esse si ricavano gli invarianti 

'JI = V(,i"tVi,j2 + F r 4 , k 2 = 3 t - 2 ( G i  +G2 t g 3 )  
J, = - 4 ( r f t  rg+T';)+[(l +2Gi)(l +2G2)+(l+2G,)(1-+2G3)t(l-t-2G3)(1 -1-2&,)]= 

(43) 
= V i , i  A ~ i , j ) " f V t , j  /\ Vi,k)'+(Vi,li A 

. J,  = 
\ 

Si no ti che : 
A) J,  consente l'enuncimione del seguente teorema: 

a La somma dei quadrati delle intensitA delle azioni che si esercitano sulle 
facce di un triedro trirettangolo contenuto i i i  un sistema deformato e indiperi- 
dente ds~l triedro considerato e diperide solo da1 vertice di questo B. 

J, = 2 J ,  - 3 i -4[6 ,G2 -i- G,G, +G,6,  -(r~+I'~+I'~)]. 
È quindi invarian te : 

J;=G,G, +G,G, +G,G, -(r:+r,~ + ri). 
Q) Si verifica facilmente che 

Jz  = ( 4 P K  

i + 26, ar, 2r, 

2I', 1 + 2 6 ,  2r, 

2r2 2r, 1 + 28, 
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Per ricercarli introd'urremo una nuova omografia che chiamerelno y e che 
permette di passare dai vettori proprii alla deformazione a qiielli proprii degli 
sforzi. La definiremo quindi 

Evidentemente essa deve essere furizione delle omografie a e P. 
Anzi fra le tre intercede, com' é ovvio, la relazione semplice : 

(45) p = yu. 

Gli invarianti misti sono quindi 

Si noti che, mentre 13y non 6 che il  rapport,^ dei due noti invariaiiti IJ3 e 
13u, gli altri sono invarianti nuovi. 

Ne1 riscriverli trascureremo il moltiplicatore ri i\ Vj X Pk che - com'A 
equivale al noto invariante 0 + 1 - ed avremo: 

14. Teorema di reciprocità O teorema di  Betti. - Si pub estendere alle 
deformazioiii finite il teorema di BETTI, che si enuncia: 

a La proieziotie T,,, dell'azione Y' che si esercita su un elemento do 

nella direzloiie 91,' normale a do' - dove do e do' sono due elen~enti pnssanti 
per un punto del mezzo deformato - é uguale alla proiezione T,,' dell'azione T" 
che si esercita su un elemento dd, nella direzione n, normale a do B. 

Infatti si ha  successivainente dalle (8) e da 

2' = X,, i + Y,, j i- Z,,k 
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la relazione : 

Tnr = !PX n' = X,, cos (d ,  i )  + Y,, cos (r , ' ,  j) + Z,, cos ( 9 2 ,  3C) = 

= [X, cos (d,  i )  i- Y, cos (II', j )  t Z, cos (ar, k)] COS (11 ,  i )  + 
+ [ X ,  cos (rt', i )  + Y ,  cos ( ,at ,  j )  + Zy cos (n', k)] cos (11 ,  j )  i- 
+ [Xe COS (nr, i )  -+ Y, cos (nt, j) + Z, cos (nt, lé)] cos (et, JC) = 
= T t  X n = TH1. 

15. L'omografia y .  - Cercheremo in questo paragrafo uiia diversa espres- 
sioiie dell'omografia y ,  la cui importansa è evidente. Si considerino i vet- 
tori l t i ,  I f j ,  l Z R  definiti da: 

l i i  = ky i ; = kyj; Rk = kyk, 
Da 

7 7 1  = Vi , i  

si ricava 
y v i X i = X ,  

ossia pel teorema di oommutazione : 

V i X k y i = X , .  
Aiinlogamente si ricava 

Vj X kyi = X ,  
vkx kyi=X,. 

Se poniamo 
Ri = j b i t i  + r i j j  + ri& 

dalle relazioni precedenti ricaviarno tre equazioni i i i  ri , ,  l a i j ,  jb ik  che riso- 
lute danno 

e analogamente 

1 = XyVj A Vk+ yyVh r\ pi+ YzVi Vj 
0 + 1  
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Le relazioni precedenti possono anche scriversi 

E quindi 

(47) ( e analogamente 

Per la terna degli assi principali di pressione i , ,  j,, Fc, - per cui'soiio 
nulle le azioni tangenziali - é 

Si notino poi le seguenti relazioni : 

(48) 
(49) 
dove 

La  (48) si ricava facilmente notando che 
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Dalle (47') si ottengono facilmente le seguenti altre relazioni : 

Ci06 le Pi non sono altro che i vettori B avanti introdotti. 
Corne si vede, le reazioni tangenziali sono esprimibili in due modi. Cib 

corrisponde all'essere a y  una dilatazione. Infatti si considerino ad esempio 
le due espressioni che definiscono X,. 

Esse possono scriversi corne i due membri della seguente eguaglianza: 

y i  X k a j  = y j  x k a i  

ossia pel teorema di commutazione 

i X k y . k a j =  j X k y . k a i  
O anche (') 

i X k(ay) j  = j X k(ay) i  

la quale ultima relazione dimostra che a y  è u n a  dilatazione. 
Si noti che yu = p è pure essa una dilatazione. 
Si noti inoltre che da : 

e dalle relazioni seguenti desumibili dalle (50) 

X , = y i X k a i  = a y i X d  

X , = y i X  ka$ = a y i X  j 

X ,  = y i X k a k = a y i X k  
si ricava 

a y i  = y a i  
Analogamente si ricava 

a y  . j  = y a j  

a y . k = y a k  
e quindi 

(51) ay = yu. 

T. L., pag. 33, (1). 

Alznali di Matematica, Gerie TV, Tomo VI. 
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Essendo 
Pi = gr, 

Pj = B, 

6 
P, X j = Pj X i (e simili) 

e quindi I'onzografia y è una dilatazione. 
Quindi 

vy = O 
ossia ( i )  

e se corne terna d'assi coordinati si assume la terna i , ,  j , ,  k,, è : 

Quindi per sistemi deformati, per cui non pub essere contemporanea- 
mente né 

Y,., = O 

vjl = O 

V,, = O 

pub verificarsi una delle seguenti combinazioni : 

- V,ki . ( rnod*krk, - mod. V, , k , .  
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Ne1 caso di sistemi isotropi vedremo che sono verificate appunto queste 
relazioni 

B) [ K,=O 

Vk1 - - Pi ,k, 1 inod. Px, mod. VI , k, ' 

Oltre a questo caso pub presentarsi uno degli altri due che si ottengono per- 
mutando circolnrmente à, j, k. 

Queste relazioni corrispondono a una deformazione in virtii della quale 
le dimensioni del sistema in due direzioni ortogonali si riducono infinitamente 
piccole, mentre la dimensione della restante conserva valori finiti. 

E ci6 che si verificherebbe ad es. ne1 caso della trazione di un fi10 di 
unn sostanza che subisse una contrazione trasversale enormemente grande. 
Essendo questo u i  cnso che non si presenta in pratica non accenneremo alle 
altre possibili relazioni ottenibili considerando una O due delle relazioni V, = O 

V i , k i  = P h , .  

mod. V, , k ,  mode F k ,  

(oltre a questo caso pub presentarsi uno degli altri due che si ottengono per- 
mutando circolarmente i ,  j, k). 

Alle (55) corrisponde 

È questo il caso che si suppone d'ordinario verificarsi ne1 problenla di 
SAINT-VENANT; v d e  a dire ne1 caso di trazione di un cilindro di una so- 
stanza formata di fibre disposte parallelamente all'asse del cilindro, fibre fra 
le quali si ammette che non esistano azioni laterali. 

Pub essere utile studiare nlcune proprieta della quadrica indicatg'iee 
d i  y. Essa ha per equazione: 

dove S è un punto generico della quadrica, e Jz è una costante. 
Rispetto alla terna principale di y, che chiameremo i,, j , ,  k ,  la  detta 

quadrica h a  per equazione 
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È inoltre 

Queste tre relaxioni possoiio sçriversi diversamente. Infntti si consideri la 
prima. È 

Cioh il vettore é all'intersezione dei piani (Vis, Pk,) e (Pi,, q,) cioè 
ha la stessn direzione di V,,. 

Altrettanto dicasi per i vettori restanti. Ne deriva i l  seguente importante 
teorema : 

I ôettot-i Vi,, Vj,, Vk, sono vispettivarnente pa?malleli a V , ,  i,, V ,  , js, T I ,  k J .  

L' importanza della terna i, , j , ,  k, é quindi evidente. 
Calcolinmo ora i valori dei moduli di Pi,, P,,, IBk, .  DR: 

moltiplicando scalnrmeute e rispettivamente per i, j, k si ricava, teiiendo 
presen te le espressioni che definiscono in generale P i ,  Pj , Pk : 
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Fer verifica, si noti che sommando le tre precedenti espressioni si ricava: 

formola valida per qualsiasi dilatazione, quaiido la  terna Z , ,  j,, k, sia la 
terna principale ('). 

Si é visto che esiste sempre u n a  t e ~ v z a  d i  vet tori  Ti,, V j , ,  VkS paral- 
leli r ispet t ivamente a T,,i,, V, ,j,, Vi,k, .  

Supponiamo ora ne esista un'altra i,', j,', k,' che goda delle stesse pro- 
priet8; vale a dire supponiamo sia : 

Tl ,  t3' = Pi3) .risr 
(58) , jar  = ~ j ~ l v j ~ t  

,ks'= P k s f  Vk3' 

dove p,,,, pj31, pk3t sono delle funzioni numeriche. Cid equivale a scrivere 
corne si vede facilmente : 

- f risf = pisrvB 
. f ri,' = Pjgd3 

= pkSfk3'- 

Dalle relazioni precedenti si ricava facilmerite tenendo presente che y è 

unn dilatazione : 

ne deriva il teorema: Se  esistono p iù  tel-ne d i  vet tori  un i ta r i  tal i  che i 
vet tori  degli sforxi e quelli delle deforrnazioni ad essi c o r v i ~ ~ o n d e ' n t i  siano 
fra loro paralleli, i lsapport i  fra le intensi tà degli s f o w i  e i vnlori delle 
cor~aispondenti defornrnaioai che a dette terne  si riferiscono, devono essere 
gli stessi t re ,  pela tu t te  le terne. 

Notiamo che pis, p j g ,  pks per l'eguaglianza gi8 dimostrata dei vettori P 
e B sono eguizli rispettivamente ai valori assuiiti da  E,, E,, E, allorchè come 
terna fondamentale si assume i,, j,, k,. 
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Inoltre riferendo il sistema a questa terna si h a  che 

G , = G , = G 3 = 0  

ossia il potenziale interno W é esprimibile sotto forma di funzione delle sole 
tre variabili si, E,, E,. 

1 valori assunti dalle componenti degli sforzi - sempre quando si preride 
come terna d'assi coordinnti la  terna i,, j,, k3 - sono : 

1 1 6, = s(E: V,,' - 1) = - [E<(l+ 2i,) - 11 
2 

e due analoghc per 6, e G,, 

Nelle (59) compaiono esplicitainente indicate le relazioni intercederiti fra 
le componenti degli sforzi e quelle delle deforinazioni. 

Vedremo che per particolari sistemi esse assumono forme piii semplici. 

16. Statica delle deformazioni in coordinate euleriane. - A) Equazioni 
di equilibrio. Assumiamo come variabili indipendenti di cui é funzione il po- 
tenziale interno, le variabili 

e quiridi, con ragionamento eguale a quel10 iiidicato nella 2" Memoria, si ricavano: 
a) le equazioni indefinite di equilibrio : 
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6) le equazioni al contorno : 

L = X', cos (n, i) + X', cos (n, j )  + XIs cos (n, k) ; 
M =  Y', cos (n, i) i- YIe, cos (n, j )  + Y', COS (n, k); 
N = Z', cos (n, i) + Z', cos (n, j )  t Zr, cos (n, k) ; 

dove si è fatto: 

Si dimostra anche qui che 

X', = Y',; X', = Z', ; Y', = Z',. 

Si noti che se si sostuiscono ai vettori delle forze esterne F, G i vet- 
tori F', Gr di componenti rispettivamente 

X', Y', Z', 
L M', NI, 

tali che 

le equazioni precedenti si riducono formalmente alle stesse di quella prima 
considèrate, salvo l'aggiuilta di un ~ p i c e  alle forze e la sostituzione di 

Si pub quindi senz'altro enunciare un teorema analogo ad un teorerna 
enunciato nella 2" Memoria : 

a Le derivate della funzione potenziale rispetta alle nove variabili di cui 
essa é funzione: x',, x',, x',, y',, y', ecc. misurano - salvo il segoo - le 
componenti delle azioni che emanano dalla materia circostante in virth della 
deformazione e che si esercitano su elementi piani normali alle direzioni degli 
assi coordinati S .  
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Vale a dire valgono le relazioni : 

X', = - 1, ; Y', = - Y, ;. Z', = - 2, ; 
x,=-X',; x ,=-Xf , ;  Y, = - Y',. 

LA differenza di segno di cui ne1 teorema precedente deriva dall'aver 
considerato u', u', w' invece di u, v, W. Ci6 si è fatto per simmetria di trat- 
tazione, avendo trovato comodo ne1 primo Capitolo la detta sostituzione. 

Si noti poi che le (63) non portano alla conclusione deli'iriutilitii di questa 
introduzione delle nuove funzioni d, y', z, perché se eguali sono i valori nume- 
rici di 

rispettivamente a quelli di 

diverse sono le espressioni funzionali, risultando espresse le funzioni con apice 
a mezzo delle variabili indipendenti x, y, z e permettendo quindi esse di 
rispondere alla domanda: e Quali reazioni si sono destate ne1 punto P del 
mezzo deformato ? D ; ne1 meiitre le funzioni senza apice risultano espresse a 
mezzo delle variabili indipendenti a, b, c, e quindi permettono di rispondere 
alla domanda : u Quali reazioni si desteranno ne1 punto in cui si trasportèrb 
il punto M del mezzo iniziale, allorchè la deformazione si sarii prodotta? B. 

L'analogia formale ricordata precedentemente - quella ci06 che inter- 
cede fra le (5) della 2" Mernoria e le (61), le (6) della 2" Memoria e le (62) - 
quando si operi la  sostituzione : 

Y', Z', L', M', N ' ;  

, y Z, L, M, N ;  

consentono di scrivere senz'altro delle formole notevoli la cui rapidith di 
ottenirnento giustifica l'uso fatto di ut, v', w' invece di u, v, W. 

Precisamente, se  poniamo : 

aw 1 aw Et=-.  G ' = - .  
22y," 

aw i aw , G'=---. ,y*:,'=-. 
3% 2 ayZ1  
aw- , i a w  

E,' = - , , G =- --. 
3% 2 a y 3 l 7  
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e introduciamo i vettori 

i Bi' = E,'i + G3'j + G,'k = ; 

(66) B,' = G,'i + E2'j + G,'k = Pi' ; 

B,' = G,'à + Gi'j  + E3'k = P, ' ; 
e 

i 
ah ab ab v i ,.l ! = - B ' + - B ' + -  B I .  a% ay 2 a~ 3 

ac 
)G<,;= - B,' + 

8% 

ricaviaino le iiuove espressioni : 
a) delle equuzioni indefinite d i  equilibrio : 

/ pXf+  divp Y, ,< = O ,  

i p Y' + divp V ,  ,,j = 0, 

pz' + divp 0, 

O iii una sola equazioiie : 

b) delle equazioni al contorno: 

O in una sola equazioiie: 

(71) Cr' + p t n  = 0, 

dove l'omografia P' è defiiiita d a  

I I I / '  e E ~ ,  E ~ ,  E ~ ,  yi , ye, y3' sono le  funzioni coinponenti della. deformazioiie intro- 
dotte nella la Memoria. 

B) ReEaxione cui devono soddisfa~.e le otnogvafie a, P, P'. - Questa 
relazione pub ottenersi direttamente dalla (18) della 2" Menloria e dalla (69) 
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ricordando alcune formole relalive a l  cambiameiito di variabili, allorché fra 
le variabili - come avviene in questo caso per i puriti P ed M - vi B di- 
pendenza funzionale ('). 

Iiifatti dalla equazione iiidefinita d'equillbrio e dalla nota relazione : 

gr ad^ P = ka gradp P,  

p P '  - ka gradp P = 0, 

relazione che - paragonata alla (69) - permette di scrivere : 

C )  Qundriche delle p~essioni,  invarianti, ecc. - Si pub, dopo quarito 
si e detto, esprimere facilmente le equazioni di queste quadricht: in funzione 
delle variazioni x, y, z considerate come variabili indipendenti foiidamentali, 
scrivere le equazioni degli invarianti di pressione, ecc. 

Baster& considerare i vettori Ti,(;  y,,;; JTi ,A' analoghi a Vi,i; V, ,,; V,,, 
ed operare, tenendo conte opportunamente dei segni, la sostituziorie delle fun- 
zioni senza apici, con le corrispondenti funzioni 'niunite di apici. Noterelno che 
si ritroveraniio, in particolare, per le componenti degli sforzi, relazioni analoghe 
a quelle ricavate ne1 Capitolo precedente e relative alle fiinzioni componenti 
di deformazione, in quanto in virtii del significato fisico di V , , ,  e V,,,' è 

ci06 a le funzioni che abbiamo definite come conzponenti degli sforzi h a m o  
10 stesso valore, tanto se si fa uso di variabili lag9m~giane, quanto se si fa 
uso d i  va~.iabili euleriane B. 

(') Vedere al ripardo T. Ij., pag. 90. 
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On sphericad quasi-sph erical Ci urves. 

By ARTHUR RANUM (New-York). 

1. The discovery (') in 1909 of the quasi-osculating sphere of a twisted 
curve, dual to the osculating sphere, has naturally opened up a new field of 
research, which has already led to certain new types of curves (2). 

It has also tended to emphasize the duality between a spherical curve C, 
having n fixe? osculating sphere S, and what 1 shall cal1 a quasi-spherical 
curve Cr, having a fixed quasi-osculating sphere S. Just as the points of C 
lie on S and the tangents to C touch S, so, dually, the osculntors (3) (OSCU- 

lating planes) and tangents to C' touch S. Eence the tangent surface of C' 
is a developable (4 )  circuinscribed about S', and C' itself is a geodesic on a 
cone whose vertex is the center of S. 

A curve that is at the same time spherical and quasi-spherical is there- 
fore self-dual. I t  has a fixed osculating sphere Si and a fixed quasi-osculatiiig 
sphere S,. Its points lie on Si, its osculators touch S,, and its tangents touch 
both spheres (5). While spherical curves have long been extensively studied, 
quasi-spherical curves have been comparatively neglected and spherical quasi- 
spherical curves do not seem to have been noticed at all, altho they occupy 
a central position in the differeiitial geometry of twisted curves, from the 
standpoint of their relation to spheres. 

In this paper an attempt will be made to fil1 the gap. We shall first (55 3-9) 
set up the intrinsic equations of a spherical quasi-sphericd curve C and of a 

(1) HOSTIIVSKY, u Journal de Mathématiques D, sér. 6, vol 5, p. 2%. RANUM, a Bulletin of 
the American Mathematical Society *, vol. 17, pp. 674% ; a Quarterly Journal of Mathematics D,  

vol. 46, (1915), pp. 364.366. 
(2) RANUM, Spheres osculatirzg a curve and quasi-osculatilzg arzother curwe, a Mathema. 

tische Annalen *, vol. 101 (1929), pp. 147-160; a Annals of Mathematics 8 ,  ser. 2, vol. 29 (1928), 
pp. 445-458. 

(3) G. I ~ O R I A ,  Curve sghernbe speciali, (1921), vol. 1, p. 2. 
(4) Called a u spherical dcvelopable 2 in the a Quarterly Journal v ,  loc. cit., pp. 3ô6368. 
(5) Hence its tangents form a developable surface belonging to the rectilinear congruence 

whose focal surfaces are the spheres S,, S,. 
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certain pair of curves Ci and C,, closely related to C. We shall then (55 10-29) 
make a study of these three curves directly from their intrinsic eqiiations. 
F'inally, in 55 30-37, we shall also derive their Cartesian equations, and show 
that they involve certain elliptic integrals of the third kind, which in one 
special case degenerate into logarithmic integrals. We shall confine ourselves 
entirely to real cucves. 

2. Let Si and S, be any two real spheres each of which is wholly or 
partly exterior to the other. Then there exists a real spherical quasi-spherical 
curve C, whose points lie oii Si and whose osculators touch S2. If n and O 
are the respective radii of S, and S,, and if c is the distance between their 
cen ters, then 

(1) c > l a - h l .  

Obviously the curves C form a 3-parameter family F ('), dependirig on a, 6 and cl 
provided any Iwo congruent curves, as usunl, are regarded as the saine curve. 

Since a curve is spherical, if and 
only if, its evolutes ( 2 )  are quasi-sphe- 
rical, i t  follows that any quasi-sphe- 
rical curve Cl whose evolutes Ci are 
also quasi-spherical, will belong to the 
family F, and conversely. 

The osculators of an svolute Ci of 
a curve C of the family F al1 touch a 
sphere *S, concentric with Si and of 
radius Ü 7 a .  If ii < a, the sphere S, is 
enveloped by (the osculators of) two 
of these evolutes; while if Ü = a, the 
sphere S, (= 8,) is enveloped by only 
one, which we shall call Ci. 

Silice a curve is quasi-spherical, 
if and only if, its involutes (') are 
spherical, it follows that any spheri- 
cal curve C, whose involutes C, are 
also spherical, will belong te the fa- 
mily F, and conversely. 

The points of an involute C, of a 
curve C of the family F al1 lie on a 

'sphere Sz concentric with S, and of 
radius bFb. If b > b, the sphere S, 
contains two of these involutes; while 
if b = b, the sphere S, (= 8,) contains 
only one, which- we shall call C,. 

The evolutes Ci, of C are, of course, al1 geodesics on the same cone, 
h ~ v i n g  its vertex at the center of the sphere S,  ; this cone is the polar deve- 
lopable of C. 

(') Denoted by the symbol (J,J,) in the N Annals of Mathematics B, loc. cit.. $5 2, 11. 
('9 x Quarterly Journal », loc. cit., 95 21, 24. 
We shall use the terms evoliite D and a involute » to denote u filar evolute R and 

a filar involute s, respectively. 
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The evolutes C, of the various 
curves C of the family P constitute 
a four-paraineter family. Any quasi- 
spherical ciirve having a quasi-sphe- 
rical involute will belong to this fa- 
mily, and boiiversely. 

The curve C, defined a.bove is 
that pnrticular evolute of C whose 
tangent surface touches the sphere Si 
along the curve C. As C varies, C, 
will describe a three-parameter fa- 
mily F,. 

Any curve Ci of this family may 
be defined as a curve whose oscu- 
lators touch a fixed sphere S, along 
a curve Cl whose osculators touch 
another fixed sphere 8,; or as a quasi- 
spherical curve such that the curve 
of contact C of its tangent surface with 
its fixed quasi-osculatiiig sphere S, is 
another quasi-spherical curve. 

 hé involutes of the various 
curves C of the family P constitute a 
four-parameter family. Aiiy spherical 
curve having a spherical evolute will 
belong to this family, and conver- 
sely. 

The curve C, defined above is 
that particular involute of C which 
is the curve of coiitact of the spliere S, 
witli the tangent surface of C. As C 
varies, C, will describe a three-para- 
meter fainilg E;. 

Any curve C, of this family inay 
be defined as a curve lying on n fixed 
sphere S, such that the tangeiit pla- 
nes to S, nt the points of C, osculate 
a curve C lyiiig 011 aiiother fixed 
sphere S, ; or as a spherical ciirve 
(011 a sphere 8,) such that the edge 
of regression C of the developable 
circumscribing S2 aloiig C2 is another 
spherical curve. 

Of the three curves C, Ci l  C, the first bears the same relatioii to the 
secoiid as the second to the third. Any one of thern, if chosen iri its appro- 
priate fainily, will uniquely determine the other two. 

Infrinsic equations. 

3. We now proceed to find the intrinsic eqnrttions of these three curves and 
to express C, and C, in terms of C. Exactly as in the earlier paper ('), we shall 
use the six intrinsic variables s, 0, y, p, 5, T, where s is the arc-length, l / p  

and l/r  are the curvnture and torsion, respectively, 6 =Ps/p,  7 = p s / r ,  and 

O =  p[r=dq/d0. Also o =  - cot o, where o is the angle betweeii the tangent 

(') s Mathematische Annalen P, loe. cit., 1. 
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aiid the rectifyiiig liiie. For the curves C, and C, the corresponding variables 
will be writteii with the subscripts 1 and 2, respectively. 

Since C lies on the sphere S,  of radius a and its osculntors touch the 
sphere S, of radius b, we have 

(2) p = a sin q ,  s = bo(= bplz), 

where p is the angle which its osculator makes with the corresponding tangent 
plane to S, and s' is the power of the corresponding point with respect to AS, ('). 
Hence sds/dy  = ST = bp = ah sin y ,  sds = ab sin q d q ,  and 

where k is a constant of integratiori depending on the distance c between the 
centers of the spheres (See 5 12). Eliininating 7 between (2) and (3), we have 

and by (2), (3) and (4), we have 

(5) 
a b  sin p - ab sin r) 

'CI- -=t- 
1 

= &, - (s* - k)" - 
s V k - 2ab cos g 2s 

(4) and (5) give us the intriilsic equations in the usual forin. Siiice 0 = fo-Uq = 

= b dqls, we have S 

which are elliptic integrals of the first kind. 

4. In order to study the curves Ci and C, and their relation to C, let us 
consider figure 1, where the centers O, and O, of the spheres S,, S, are taken 
on the x-axis, 0, beiiîg the origin. P,, P, and Pz are correspondiiig poiiits of 
the three curves, P, beiiig chosen in the xy-plane in order to simplify the 
drawiog; we shall soon see that Pi must then also lie in the xy-plane. The 
plane P,PP2 touches the sphere Si at P and is therefore the osculator of Ci 
nt P , ;  similarly the vertical plane PDP, (parallel to the z-axis) touches the 
sphere S, at Pz and is therefore the osculator of C at P. P,P is tangent to C, 

(l) Ci. LORIA, loc. cit., vol. 2, p. 55, equation (%), and p. 211, equation (17). 
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aiid'iiormal to C; similai~ly PP, is tangent to C aiid normal to C,; hence P,P' 
is *perperidicular to PP, ; P2 P = S. 

The plane PP,O,, which is more completely drawii in figure 2, 5 6, is 
the iiormal plaiie of C, aiid the rectifyiiig plaiie of C. Hence its characteristic PO,  

Pig. 1 

is the polar line of C, and. the rectifying line of C ;  that is, it is a generator 
of the coiie on which C is a geodesic. P,N2, drawn perpendicular to P O ,  i n  
figure 2, is the principal normal to C2, and N, is its center of curvature. 

In a similar manner the plaiie PP,O,, drawn again in figure 3, 5 9 is the 
normal plane of C and the rectifying plane of Ci; and P,O,  is the polar line 
of C arid a generator of the cone on which C, is a geodesic. P,O, arid P,02 are 
parallel lines, being both perperidicular to the plane PDP,. P ,O,  will meet P2D 
i n  the center of curvature N of C (figure 3); y is the angle Irietweeri P,P aiid P N ,  

These various observations lead nt once to the equations 

yz = t w + const., 7 = -L w ,  const., 

5. I n  order to mnke these equations more precise, we introduce Cartesian 
coordinates. Putting P = (x, y, z) let x = x(s), y = y(s), z = z(s) be the Car- 
tesian equations of C ;  their explicit form will be fouiid in § 31. Let (a, $, y), 
(1, nz, n), and (1, p, Y) be the direction cosines of the tangent, principal iiormal, 
and biriorinal, respectively. Similarly let P,=(s,, y,, z,), etc. 
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Then we express (2, in terms of C by the equatioiis (') 

xZ= L Y ; -  sa, 
y, = y - sp, 
Z, = Z - sy. 

Differentiatiijg as to s  and ~ising the FRENET forrnulae, we have 

ds s a , > = -  1, etc. 
ds P 

Choosing 

(7) 
we have 

a, = - 1, etc., 

ds ,  s  b - - - - .  
d s  p z 

Hence ds, = bdslz = hdq , and 

(9) si, = h q ,  

wliere s, = 0, when q =O. Differentiating- (7) and using (8), we have 

1 
(a sin w - h cos w). 

Choosing 

(10) 
we have 

(1 1) 
aiid since 

(12) 
we have, by (3) 

(13) 

Hence 

(13') 

1, = a siri w - h cos w, 

pB = s sin w = - b cos o, 

 CO^ w = - a =  - s/b, 

6s h - 2ab cos 7 
Pz = - 

V b 2  + s2 6- h - 2ab COS 

From (7) and (10) we derive 

(14) h, = a cos w + A sin o. 

( l)  Hereafter we shall usually write on$ the first of a set of three such equations. 
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Differentiating this and reducing by (10) and (a), we have 

Since ds, = bdsls, we obtain 

bds s 
b 0, 

where r), =O, when w = O. Bÿ nieans of (4), (3), and (2), (15) beconles 

2s(sZ + b') . - + (h" k - 2ab cos y )  v h  - 2a0 cos r) 
(17) T,=* -- 

V4a%' - (s2 - k)2 ab sin r) 

Forniulae (13) and (17) give us 

(18) 
b \'4a26" - (se - k)' - + abP  sin q 

O, = * -- 
2(s2 -t- bi>)31# (b2 + k - 2ub COS r))319 

So far we have n~erely expressed the curve C2 iiitriiisically in terms of C. 
To fiiid the iritri~isic equations ot C2 itself; we inust express soine of its va- 
riables in terins of otliers. Thus (11) aiid (16) give us 

which verifies the fact that C2 lies on a sphere SZ of radius b. Moreover, if 
we pu t  7 = sJb, by (9), iii (13,) aiid (1 7?), we obtaiii the intrinsic equatioiis 
of C, i i i  the usual form. 

6. Some of the results of the last section, for the case in which s is po- 
sitive, are illustrated by figure 2. The rays PT  and PB, indicated by arrows, 
give the positive directions of the tangent and binorinal to C; siinilarly the 
rays P,N, and PzB, give the principal normal and biriormal to C2. The 
principal normal PN to C and the tangent P,T, to C, are perpendicular to 
the plane of the figure aiid their respective positive directions are away from 
and toward the observer, in agreement with (7). We have assuined that w is 
the angle which the vay PO, ,  indicated by an arrow, makes with the tari- 
gent PT; this makes our figure agree with (10) and (14). Heiice w is here in 
the 2nd quadrant, as fixed by (12). The radius of curvature pz(= P,N,) is 
positive, in agreement with (11)) (16), and (19). 
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290 A. RA NU^ : On spherical quasi-spherical C w e s  

Iii case s is iiegative, the figure must be slightly altered by reversing 
the directions of the mys PT, PA', P,N,, and P,T,; w will then be in the 
first quadrant and p,. will be iiegative. But Z',H, will always have the same 

Fig. 2 

by (14); aiid P B  will always ha.ve the same direction as P,02, direction 
as P O , .  From this last fact, since O, =(c ,  O, O), we have 

7. We turri now to the curve C,, which, being quasi-spherical, satisfies 
the equation 

(21) S ,  = aa,(= - a  CO^ w,j, 

where $ is the power of the poiiit P, with respect to the sphere S , ,  i. e., 
s, = PP,. Since C, is an evolute of C, it is knowii that 

x, = x + p l  t ph tan (7 i- c,), etc. 

In this case c, is obviously zero; hence, by (2,) we have 

(22) xi = x -i- n tari ~ ( l  cos 7 + X siil r ) ) .  

Differeiitiating as to s and reducing, we have 

ds a sec" 
CC,-=- ( 1  cos *I) -k h siri q). 

ds z 
Choosing 

(23) 
we have 

a ,  =1 2 COS *I) -+ A siii q, 

a sec2 7 - - d'l = a sec- r) - 
ds 'L: ds'  
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Hence 

(25) ds ,  = a sec2 qdq, si = a tan q,  

where si = 0, when 7 = O. By (25) aiid (21) we have 

We know in advance that 1,  = + c c  and therefore by (23) that A, = 
=!= ( 2  sin 7 - h cos q). We now choose 

(27) 1,  = a, A, = 1 sin q - A cos q. 

Differentinting (23) and reducing, we have, bg ('24), 

2, a sec2 - a cos 7 -.- -- - 
21 = P ) 

which, by (3)) becomes 

8a4bPs =* a v k  - 2a0 cos 7 
P i  = (SL -13 b cos3 9 

The differentiation of (27,) gives us, b y  (24) and (2,), 

1 

which, by (23)  and (28), reduces to 

Ai - - 7 cos2 rj 
(2 sin 7 - A cos q), 

7 ,  az  

and by (27,), gives us 

By means of (3) and (4,)) this becomes 
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By (21),  (25), and (3 ) ,  we have 

and by (25)  and (30)) 

whence 

(33) 

provided y, = O ,  when s = O. Finally, by (25) and (29), since 0, = ds,/p,, we 

have 
S 

which, like 0, is au elliptic integrd. 

8. Hsving expressed Ci iritrinsically in terins of C, we shall now fiiid the 
. iiitsiiisic equations of C, itself, oiie of which we already have, iiamely (21). 
By ineaiis of (26) aiid (33),  equatioii (3)  becoines 

which, by (21), gives us 

and therefore 

a? - 4a4b' 
S; + a2 = a9(1 +  CO^" ) - -- 

1 - si112 O, (a??: - k)? ' 

Moreover (29,) and (33) give us 

Finally (21) can be written . 

(37) 1 - aP - 
si 

The required intrinsic equations of C,, in  the usunl form, are (35), (36)  and (37) ;  
the elimiiia,tioii of y ,  betweeii (36) aiid (35)  gives p, iii terins of s,, aiid (37) 
tlieii gives 2, in terms of s,. 
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9. Some of the results of 53 7, 8, for the case in which r j  is in the 2nd 
quadrant, are illustrated by figure 3 ;  w, is in the lSt quadrant, by (26); 
s,(= YP,) is riegative, by (25) aiid (21); p(= PN) is positive, by (2,). The 
directions of the rays P,T,, P,B,, PN, and P B  agree with (23) and (27,). 

Fig. 3 

The tmgent to C and the principal iiorinal to C, are perpendicu1a.r to the 
plaiie of the figure and are both directed away f rok the observer, i t i  

agreement with (27,). 
l n  case r j  is i i i  the lst quadraiit, si will be positive and P, will lie to 

the right of P instead of to the left. But i i i  every case the positive direction 
of the biiiormal P,B, is that of the ray PO, ,  by (27,). Hence 

Also, if we m ~ k e  the ray O,P, positive or  riegative, according as its direction 
is that of PB  or the opposite, theii O,P, = a sec 7, whence 

(39) s, = ah sec 7, y ,  = a p  sec v, z ,  -= av sec 7. 

Comparing this with (20), we have 

10. Let us now try to extract frorn OUP formulae their geometric signi- 
ficance. First of all, a glance at formulae (15) and (30) shows that t he  tomions 
of t h e  cuvves C, and C ,  ut a n y  two  commesponding points aye  o f  the same 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



294 A. RANUM : On. spherical quasi-spherical Curses 

sign, wh ich  i s  opposite to the  sign of t he  torsion of t he  cuvve C at  i ts  
co~v~esponding  point. 

Since iii the proof of (15) the spherical cliaracter of C was iiot used, 
and in the proof of (30) the quasi-spherical character of C was iiot used, we 
can state the followiiig more general pair of theorerns. 

If C is any quasi-spherical curve 
(whose osculators touch a sphere S.,) 
and C, is their curve of contact 
with Si, then C and C, have tor- 
sions of opposite signs a t  correspon- 
ding points. 

If C is any spherical curve (on 
a sphere Si) and C,  is the curve 
oscultlted by the tangent planes to S, 
a t  the points of C, then C and C, 
have torsions of opposite sigris nt 
corresponding points. 

I l .  Moreover, by (20) we see that the  currmve C2 i s  pmct ica l ly  the sphe- 
r ical  indicat~~ilr:  of t he  bino~.n&al to the  c w v e  C, the only difference being 
that the radius of the sphere S, on which C, lies is h instead of unity, and 
that every point of C, is diainetrically opposite to the corresponding point 
of the indicatrix. 

In a precisely similar nianner, in view of (38), the  c u w e  C i s  pmctical ly  
the spherical indicatr ix  of the  Oinomzal to the  c u m e  Ci.  

12. I t  will now be advisable to distinguish between the various cases 
that arise, depending oii the relative position and sizes of the spheres Si 
and 8,. If E is the angle between them, then in every case 

cZ = a8 + b" t u b  cos E, 

= ( a  - b)2 + 4ab cos2 (€12) 

= ( a  + b)' - 4ab sinx (€12). 

By (3), 8 3, if f is the .maximum value of s 1, then f 2  = k -I- 2ab; and when 
s2 = f2, then y = .n t 2nz ,  so that the osculator to C is a commoii tangent 
plane to both spheres, and f i s  equal to t he  length of a cornmon e x t e m a l  
tangent cop1ana1- w i t h  the i r  centers O , ,  0,. By an elementary construction, 
this gives f 2  = ca - (a - b)', and f is always real and positive, by (1). Hence, 
by (41)? 
(42) I'" k + 2ab = c" (a  - b)2 = 4ab cos"~/2) 
aiid 
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We also defiiie g and ;(= ig) by the equations 

where the real one of the two is positive. Hence 

The following cases will occur: 
CASE (a). The spheres are completely external to one aiiother, as i n  

figure 1. Then c > a + b, h > 2ab, f )  2 V a 3  E and g are imaginary, and g 
is real. 

CASE (b). The spheres are tangent externally. Then c = a  + b, E = O, 
- - 

k=2ab, g=g=O,  f = 2 V a b .  
CASE (c). The spheres intersect (in a real circle). Then c ( a  + b, O < E < n, 

2ab > k > - 2tch, g is imaginary. g is real, f and g lie between O and 2 Vab. 
For soine purposes it will be coiivenient to subdivide case (c) as follows: 
SUBCASE (c,). The angle between the spheres is acute, O < E < n/2, k > O, 

f> ~ % b ) g .  
SUBCASE (c,). The spheres arc, orthogonal, E = 4 2 ,  k = O, c2 = a2 + b2, 
- - 

f= v 2 a b  = g .  
SUBCASE (c,). The angle between the spheres is obtuse, E > x/2 ,  k < 0, 

f<  v2ao<g. 
III cases (a) or (b), where g is reftl, it is clear that y is equal to the 

Zength of a corrzn~on interna1 tangent to the sphel-es that i s  coplunar zoith 
their centers, and is also, by (S), 5 3, the minimum value of 1 s 1 ,  attained 
when y = 0. 

When y =n/2, so that the osculator PDP, (fig. 1) of C passes through 
the center O, of SI, then sY = k. Hence Vk, which is real in cases (a), (b), 
(ci) aiid (c,), is equal to the length o f  a co??zmon tangent PP, to the spheres 
SI und S,,  suclz that the two planes O,PPz, O,PP,, comec t~ng  it zuith the 
centers of the spheres, m-e  perpendic.ula?- to each otlze?.. 

Another geometrical interpretation of k is the following: let Q,  be the 
point of contact of a tangent drawn from the center of either sphere Si to 
the other sphere; theii k is the power of Q, with respect to Si. 
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Singnlar points. 

13. We shall find ' that the curves C, C,, C,, in. the various cases (a), 
(b), (c), possess singular points of four different types, if we agree to regard 
points at infinity an'd asymptotic points as singular. 

A third type is a cusp or stationary point of the simplest kind, namely 
a point a t  which p and z vniiish and change sigiis, o is finite and #= 0, and ds 
changes sign, while d0 and d q  do not. By the term K cusp B we shall mean 
a point of this kind. 

The fourth type is the dual of the third, and is therefore a point at 
which o and 11s vanish and change signs, p is finite and +O, and dq changes 
sign, while ds and de do riot. A point of this kind has a stationary osculator; 
hence we shall call it an SO-point for the sake of brevity. 

14. Let us iiow put r) = n and therefore 1 s 1 = f ,  and consider the cor- 
respoiiding triad of points I', , P, P, lying on the respective curves C , ,  C, C,;  
they are real in every case. By (25), s ,  = O  and I l ,  coincides with P. PP, is 
coplanar with 0,02 and is a common external tangent to the spheres. Ry (7) 
alid (23), ai = a, = - 1 ;  hence the plane P,P,O,O, ; which is the rectifyiiig 
plaiie of C, is also the comnion normal plane of C, and C2; and the tangents 
to C, and C, are parallel to one another and are perpendicular to PP,, the 
tangent to C. Moreover, C and Ci not only meet nt right angles nt the point 
P(= P,), but by (27,) they have a commoii osculator at that point, namely 
the tangent plane to Si. 

It is easy to see that al1 three points are singiilar points oii their respe- 
ctive curves. For, by (2) we have 1 o 1 = f/b $: O, p = 0, and therefore z = 0; 
also p aiid z change signs, and by (3), 1 s 1 is a maximum aiid t is  changes 
sigii. Hence P is a cusp on C; we shall call it an outev cusp. 

Again, by (13), (15) and (la), we have 1 p, 1 = b f / L I V +  f f ?  +O, l/z, = a, = O ;  

and by (16) and (9), dr), changes sigii, while ds, does not. Heiice P, is an 
SO-point on C,, an outer S O  point. 

Finally, by (28), (30) and (32), we have 1 p i  1 = a f/b + 0, 1 'z, = o, = 0;  
aiid by (33) and (25), d ~ ,  changes sign, while ds,  does not. Hence P, is an 
outer SO-point on C, . 

In case (a) there exists another triad of singular points, similar to the 
last, for which q = O  and therefore, by (3) and (44), 1 s 1 = g. As before, P is 
a cusp, P, and P, are SO-points, and P, coincides with P. PP, is iiow, 
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however, ail interna1 coinmoii tangent to the spheres; and we sllall cal1 P 
an i m e r  cusp on C, etc. 

15. An entirely differeiit triad of siiigular points P l ,  P, P, is obtained 
by puttiiig s = O and therefore, by (3) and (43), q = +- E -1- 2nn; we choose 
rl = E. These points are real oiily i n  cases (b) or (c). For the present we 
confine ourselves to case (c).' Since s = O, P, coincides with P and lies on 

X 
the circle of intersection of the spheres. By (2J, a(- - cot o) = O and o = - 

2 ' 
Hence by (10) and (27,)) 1, = 1, =a, and the plaiie P , P , O , O ,  is not only the 
iiormal plane of C, but also the coinnion rectifyiiig plaiie of Ci and C,. The 
tangent to C is the tangent to the circle of iiitersection of the spheres, and 
the tangents to C, and C, ineet it at right angles. By (14)) C aiid C, have a 
common osculator at P(= Pz), namely the tangent plane to 8,. 

P is an SO-point on C. For by (2) we have p = a sin E $I O, a = l / z  = 0, 
and by (3), E is a minimum value of q and dq changes sign, while since s 
chaiiges sign, ds does not. 

Moreover, P, is a CUSP 011 C,. For by (ls), (42) and (14), (o,I = fq/2b2 = 
= (nlb) sin 0 + O ; by (13) and (17), p, = T, = O ; and by (9), ds, changes 
sigii. 

Fiiially, Pi is a cusp on Ci, provided E $I 4 2  (k + O). For by (32), we 
have al.= tan E, wliich is finite and + 0; by (29) and (31), p, = 7, =O; and 
by (25), s, has a miniinum (or maximuiri) value a tari E, so that d s ,  changes 
sigri. Rut in subcase (c,), wliere the spheres are orthogoiial (0 = ~ / 2 ) ,  Pi be- 
cornes a point a t  iiifiiiity, and PPi an asymptote to the curve c, .  

16. Even if 0 + n/2, the curve C!, wil.1 have a point at infiniiy Pi aiid 
an asymptote PP, when = x/2, 1 s 1 = \i k. For wheii vj -42, we see by 
(25), (29), (31), aiid (33) that si - OO, p, - 00, z i - + m ,  and 1 q ,  1 - k%/a. The 
asymptote will be real in cases (a), (b), (c,) and (c,). 

The corresporiding points P, Pz of the other two curves are obviously 
finite, aiid are non-singular, except in subcase (c,). P is a point on C at 
which p has its maximurn value a. In figure 1 (slightly altered) the osculator 
PDP, of C at P then passes through 0, and the points Pi, P, P,, 0, are 
coplanar; their plme is not only a rectifyiiig plane of C aiid a ilorinal plane 
of C,, but also an asyinptotic plane of C, (osculator nt  the infinite point P,); 
hence the asymptote PP, is parallel to 0,P2. 
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Case (a). 

17. We are now prepared to give a general accoont of the shape a.nd 
properties of the curves C, C,, C, in the various cases (a), (b), (c). Case (b) 
is radically different from the otlier two aiid will be left to thn last ($9 26-29). 

We begiii with case (a), in which the sphei-es are completely exteriial 
to one aiiother. By (42) and (44,), we have 

by means of which we caii write formulae (4), (5), (17), (18), (31) and (32) in 
a more convenient form. For instance, (4) beçoines 

Since s never changes sign, we caii assume it to be always positive, and 
f> s 7 g. When O < y < n, (2) and (5) show that p and s are positive. 

As increases froin O to n, and s therefore iricreases from g to f ,  the 
point P will describe what we shall cal1 a semi-arch of the curve G, starting 
from an inner cusp K and ending nt an outer cusp M. Figure 1 illustrates 
the case where P lies on this semi-arch and corresponds to a value of y 
somewhat greater than z/2. 

As q increases from z to 275 and s decreases from f to g, P will de- 
scribe another seini-arch, extending from M to another inner cusp Kr7 on 
which p and T are iiegative. This semi-ai'ch is evidently symmetric to the 
first with respect to the rectifying plane MO,O, at the outer cusp M. The 
entire curye C consists, in general, of an infiiiite nimber of coiigruent arches, 
and if 0 is the dihedrnl angle K - 0,0, - K', the curve will be carried iiito 
itself by a rotation about the axis 0,0, through ail. angle na, the arches 
beiiig interchanged. Obviously the total length of  evevy a m h  o f  the cut-ve C, 
in case (a), is  equal to 2(f - g). 

Returniiig to the semi-arch KM, we see by (2), (3) and (45) that p will 
have its maxiinuin value a at an interior point C, for which 

Also, silice by (5) and (46), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



therefore 

and z will have its maximuin value ( f -g ) /2  at aii interior point L', for which 

Formulae (48) and (50) give us the 
THEOREM: On any  senti-al-ch KM of a cuvve C, i n  case (a), the value 

of s' tct the point L whel-e ( p 1 i s  n maximum,  is the arithnzetic mean of  
its values u t  the exts-enlilies K and M; and the value of s at the point L' 
where 1 T 1 is a wtaxinzum, i s  the geonleh-ic mean of i ts  values al IL and M .  

Heiice neither of these points is the inidpoint of the arc  KM; L lies 
nenrer to the outer cusp M7 and L' lies nearer to the iilner cusp K. 

18. Coiitinuing with case (a), we iiow turn to the curve C,, which, like C, 
is made up of a set of congruent arches, each arch consisting of two sgni- 
metric semi-arches. As rj increases from O to TL, the point Pz will describe a 
semi-arch K,M, extending from an inner SO-point K, to aii outer SO-point M,; 
by (13) and (13'), pz will constaiitly increase from its minimum value O~~/\ib+g', 
nt K,, to its maximum value b f / v b z +  f 2 ,  at  M2; by (15), T~ aiid o, are negative; 
and by (17) and (18) i t  is easy to see that 1 l/z, 1 and 1 a, 1 have each just oiie 
nit~xiiiiuiii value a t  some iiiterior point of the semi-nrch. 

Since by (9) s,=bq, the length of the semi-arch is nh. Heiice we have the 
THEOREM: In case (a) the total length of eue?-y al-clz of the c w v e  C , ,  

lying on the sph,e?-e S , ,  is equul to the ci~~cumference 2nb of a great cil-c2e 
of the spheve. 

Moreover, putting rj = 4 2  and referring to the pioof of the theorem of 5 17, 
we see that the point L, of the curve C, that corresponds to the point L of 
th6 curve C7 at  which 1 p 1 is a maximum, is precisely the inidpoiiit of the 
semi-arch K,M, . 

19, Fiiially, consider the curve Ci in  case (a), and iii particular the semi- 
arch K,Ml described by P,, as y increases from O to n. K, is aii iiiiier and M, 
an onter SO-point on C i ;  at each of theni the curve touches the sphere 8,. 
Correspondirig to y = 4 2  we get a point at infinity L, (and an asymptote LL,), 
which divides the semi-arcfi into two open branches. 

Siiice by (25) s,(=ao,)=a tan rj ,  si i s  positive oii the first brandi (q < 5~12). 
Hence, by 5 9, Pi inoves to the rjght from K, to Li, that is, x, iiicrenses. 011 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



300 A. RANUM : Ofi sphericnl quasi-spherical Curves 

the second brauch, where si is negative, Pi moves in from the left to Mi 
(from Li), as in figure 1. Hence the two branches approach the asymptote in 
opposi te directions. 

Froin (28) and ('29) i t  is easy to show that the curvature l l p ,  constantly 
increases from its miniinuni value - blag, at K,, to its maximum value hlaf, 
a t  M, , 'and thesefore that 1 l/p, 1 has two maxima, of which the first, namely b<g, 
is the ~bsolute  maximum. The torsion l/z, is negntive throughout the semi-arch 
except a t  the three point K, ,  Li, M,, where it vanishes. From (31) we can 
show thnt Il/z, 1 h m  just one maximum on each branch. 

Case (c). 

20. III this case the spheres intersect (in a resl  circle); by ineans of (43), 
formula (3) becomés 

(50) s2 = 2ab (COS E - COS y), 

while (42) and (44,) give us 

where E, f and g are al1 real. The angle r) can riow be restrict'ed to the range 
(E, 9n - E) ; and when = E (or 2n - E), s vanisiles and changes sign, %hile 

- 
by (2) and (52), p = t_ a sin E = t fg/2b. 

Now consider a semi-arch KM of the curve C, such that as P moves from K 
to M, 7 increases from E to n and s increases from O to f(= 2\'G cos ~ 1 2 ) ;  K is 
then an SO-point a t  which C touches the circle of intersection of the spheres, 
and M is an outer cusp. The variables p, z and 5 are al1 positive; o and 1 / ~  
coiistantly increase from O to f/b and oo, respectively. The behavior of p, 
however, depends on the subcase ; if E < n/2, p increases from a sin E to a 
and then decreases to O ;  while if E > n/2, p steadily decreases. 

Obviously, the total length o f  every a m h  o f  the curve C, iqt case (c), 
is equal t o  2f. 

21. Coritiiiuiiig with case (c), we now turn to the curve C,, lying on the 
sphere S2. Again let y increase fronl E to n and s fronî O to f. Theii the 
poiiit P, will describe a seini-arch K,M, of C , .  K, is a cusp lying on the 
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circle of intersection of the spheres, and C, is there perpeiidicular to the 
circle. M,, on the other haiid, is an outer SO-point. The variables T, aiid a, 
are iiegative, while p, is positive; p, increases from O to bf, /Vb2+ f ' ,  and 7, 
decreases from O to - CO ; but a,, which varies from -(a/b) siil E to 0, may 
in  certaiii cases have a miiiiinuin value at  some interior point of the semi-arch. 
We shdl  omit the discussioii of this circumstance. Since s,=bq, we have the 

THEOREM: In case (c) the total length of eveyy cwch of the cul-vc, C,, 
on the  sphere S,, is equal to 2(n-e)b; ancl thevefoj.e, i n  subcase (c,), zolzere 
the spheres a9.e o~~thogo~zal ,  it  i s  equnl to the selgzi-ci~.cunzferel~ce nb of  n 
g?.eat circle of S,.  

22. Finally, we take up the curve C, in case (c), and consider the semi- 
arch K,M, described by the point Pt, as y increases from E to n and s from O 
to f. Ki is a CUSP, if E + n/2, and is n poiiit at infiiiity, i f  ~ = n / 2 ;  Mi, however, 
is always an outer 5'0-point at which the curve touches the sphere Si. Since 
by 16 the shape of the curve is radically different in the three subcases, 
we shall discuss them separately. 

23. Subcase (c,), spheres intersecting at an acutc angle, a < n/2. K, is a 
cusp at which s, (=a tan E) is positive. Hence, by 5 9, h', lies to the right of 
the correspoiiding point X of the curve C; i. e., x, x. As in case (a), 5 19, 
the semi-arch KIM, consists of two open branches haviiig a comïnoii asyin- 
ptote L L ,  (y = 42) )  which they approach in opposite directions. On the first 
branch P, moves to the right from K, to L,. Since KI,  by 5 15, is coplannr 
with K, O,, aiid O,, a littfe easy trigonornetry sooii gives us the followiiig 

THEOREM: If the sphews S , ,  S, intelssect nt a u  m u t e  angle E, tlzen the  
cusps Kt  of the c u ~ v e  C, will lie inside, upon, 09- outside the  sphey-e S, ,  
acco?-ding as a is less t h a ~ ~ ,  equal to, or p.entel- thnn 2b cos E. 

If the cusps lie on the spliere, the rest of the curve lies outsidc the sphere. 
If E = n/3, the criterion becomes a <, =, or > h. 

24. Subcase (c,), spheres orthogonal, E = 4 2 .  h; is an iiifinite point, which 
inay be regarded as aPcusp at infiiiity. The semi-arch KiM, conti~iiis only one 
brarich. As q decreases from 7c to n/2, P, will start froin the SO-point M, and  will 
approach the asymptote Ii,X by rnoviiig toward the left, silice s, (= cr. tan 7) is 
negative. Ariy two adjacent semi-arches haviiig a coi~in~on asynlptote KiK, beiiig 
symmetrical to one another with respect to the plane K,KO,O,, appronch the 
asymptote iii the saine directioii, nainely toward the left (x, - -- as y - "12). 
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302 A. RANUM : On spherical quasi-spherical Curves 

In this subcase it is a simple matter to find the iiiterior point of a serni-arch 
nt which the absolute value of the torsion l / z ,  is a maximum. Since k = O ,  
formula (31) gives us 

b 
sin y) cos2 y)(2 cos2 y - 3 siii2 y ) )  = 0 ,  

wheiice cos y = - V@, tan q = =t; v v ,  s, = t al/-, aiid the inaxiinuin 
value of ( I/T, ( is 

25 

25. Subcase (c,), spheres iiitersectiiig at a11 obtuse aiigle, E > 4 2 .  .Ki is a 
firiite cusp again, as in subcase (c,);  but silice 7 caniiot be = n/2, the curve 
has iio irifiiiite poirit and rio asymptote. As y) decreases froin TC to E ,  P, moves 
to the left from the SO-poiiit Ml to the cusp Ki. 

By (29), p, varies froril uf/b to 0, but a f / b  is not iiecessarily its iiiaxiinum 
value. By means of (43) and (29)  we h+ve 

d 2a3 sin y)  
- (P: )  = b Cos' (6 cos E - 5 cos v) ,  
d 7 

and pi will be n maximum, wheii cos q = (615) cos E ,  which requires E to be 
5 cos-' (- 516) = n - cos-' (516). The coiiverse holds. Hence we have the 

THEOREM: The curve Ci in case (c) u~ill haae a maxi .r?~um Ip, 1 ut some 
in ter ior  point of a semi-arch, i f  and only i f  

If so, p i  will have its maximum value 

( -  sec E ) ~ ,  (5Y n3 

wheii cos 7 = (615) cos E ,  aiid therefore wheii sZ = - (2/5)ab cos E and 
,-- 

s, - t- (nlb)  b 25 sec' E - 36. 
Obviously eveyy a rch  o f  the cuvve C,, in subcase (c,), is  o f  finite leugtlz, 

name ly  1 2a tan E 1 = 2a tan (n - E ) .  
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Case (b). 

26. Up to this poiiit every curve we have studied consists, in general, 
of an iiifiiiite riiiinbsr of congruent arches coniiected by cusps or SO-points. 
We now conie to case (b), in which we shall fiiid that each of the curves, 
Cl C,, C, coiisists of a single arch. In this case the spheres S, and S2 are 
tangent externally, and by $ 12, we have k = 2ab, fk 4ab. 

As in case (a), we caii choose s to be always positive. As y varies from O 
to ZK, each curve is completely described. Soine of Our formulae will now 
assume a somewhat simpler aspect. Thus formulae (3), (4), (5), a:id (5') of 5 3 
become 

(53) s = f sin ~$2, 

f '1 0 = - log tan - 
2a 4 ' 

where 0 = 0, when y = n. For the curve C,, formulae (17) aiid (18) of 3 5 
take the form 

(57) 
2(be -t- s') - - 2(b\ f 2  sin2 712) 

-L2=-t-  - 
VfZ - s- f cos '112 ' 

Finally, formulae (29), (31) and (33') of § 

af sin 712 
P i  = - 6 rJ' 

7, relating to the curve C , ,  become 

2, = - a f 
2b cos2 rl cos q/2' 

where 0, =O, when 7 = .n. Hence 0, and 0 are no longer elliptic integrals. 

27. Beginning with the curve C7 let us now see what happeiis to the poiiit 1' 
on it, as y -0. By (53), (54), (55) and (56) we see tliat 

(62) s-O, p-O, z-f/2, 0 - - m .  
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Since 0 is the angle swept out by the tangent to the curve, we see that P will 
approach a lirniting position IC, namely the point of coiitact of the spheres, by 
winding around it an infinite ii~imber of times. Hence K is an asyrnptotic point. 
Siinilarly wheii r )  - 2n, then s -O, p - 0, z - - f/2, aiid 0 - + 00, so that P 
again approaches the same asyinptotic poiiit K, wiiiding arouiid it in the 
opposite direction. When r )  =n  (and s = f), we get an outer cusp M, as  in 
the other cases. 

Hence the curve consists of two sytninetric semi-arches coiiiiected by the 
oiiter cusp Al, and both approachiiig the saine asyniptotic poiilt CL; the total 
length of the curve is evidently 2f. Wheii 7 z n l 2 ,  aiid therefore s =  f/\'g we 
get a point L a t  which p has its maximum value a. 

28. Coming to the curve C,, in case (b), we see by (9)) (13) and (57) that 
when r) - O, then 

(63) s2 - O, pz - O, T~ -- - 2b2/J; 

and altho by reasori of its messy appearrtnce we have not quoted the formula 
for O , ,  we know geometrically that 0, - - oo and that Pz approaches an asym- 
ptotic point Zr', coiiiciding with K. As r )  increases froin O to n, P2 describes 
a semi-arch K2Mz, where M, is an outer SO-point; 1 o,j has one maxirnum 
value nt an interior point of the seini-arch. The curve is of total length 2nb 
and consists of two syininetricstl semi-arches coiinected by the 80-poiiit M2, 
and both havliig the same asymptotic point Ii, (= K). 

29. Fiiially, the curve Ci, still in case (b) ,  also consists of two syinmetrical 
semi-arches each having the saine asymptotic point K, (= K). For by (25), (59), 
(60) and (61) we see that when y -O, theii 

Wheri rj -n/2,  s, - oo and the point P, approaches' mi irifinite point L, and 
an asymptote LL, .  wheii y =7c, we get an outer SO-point M, (= M). Heiice 
as r) increases frorn O to z, Pi will describe a semi-arch K,M, consisting of two 
open branches haviiig a commoii asymptote. On the second brnnch (y > 42) ,  
si is iiegative and the curve extends to the left froin the 80-point 114,. On the 
first braiich s, is positive and the curve extends to the right froin the asym- 
ptotic K, (the point of contact of the spheres), but of course lies outside of 
both spheres. 
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On the second braiich the torsion l/z,, which vanishes at both extreinities 
of the branch, has a minimum value 

32 h --.- 
25 V% ( c f  

at the interior poiiit where cos 7 = - 415, si = 3a/4. This is ensily seen by 
differentiating (60). 

By (62), (63) and (64) we see that when q - 0, the limiting values of r, 
s, and s, satisfy the eqiiation t2=r ,~ , ,  and if b=n, then s, =z,=- ta. 
Hence we have the 

THEOREM:  When the sphe,nes a1.e tangent extemally,  theil- point o f  
contact K i s  a con2naon asyrnptotic point of both semi-al-ches of d l  three 
curves C, C, and C,. At this point the tomion of  C is the geomeh>ic nzenn 
of the torsiom o f  Ci and C,. 

Car tesian equations. 

30. Having shown that we can get along fitiily well without the Cartesian 
equations of the curves C, C, and C,, we shall now, neveitheless, proceed to 
firid them. 

First, however, it will be advisable to prepare the wny by introducing a 
number of new constants and variables, by means of which certain long for- 
mulae may be simplified. Thus, letting a, b, c, E retaiii their former defi- 
nitions ($5 2, 12), we put 

h ,=c+n+b  - 

h , = c - a - b ,  

and 

so that by (l), 

12, and - h are positive in case (a), zero in case (b), aiid negative in case (c). 
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We also put 
E p = h,h3 = c2 - ( a  - ab)" 4aab cos2 - 
2 

E 
g2 = hihl = C" - ( a  + b)' = - 4ab sin2 - 

2 

(69) 
f i  = h,h3 = ( c  -i- a)' - b% 2 4 c  i- n -I- b cos E )  

gl= h2h4 = (c - aiZ - b" = 2a(- c + a -t- b cos E) 

(70) 
f i  = h l l ~ 2  = (C + b)% - a2 = 2b(c i- b -t n cos E) 

gi = h3h, = ( c  - b)' - a2 = Bb(- c + b + a cos E), 

where f%;tiid gn agree with their former definitioris (8 12) and f:, f:, g:, g: are 
somewhat arialogous. From (67) we see that f", f i ,  and fi  are always positive 
and that 

(711 f i>f" f f , " > f " ,  f"g5 f 2 > g S ,  T '>si ;  

also that while g2, gS and g: may he positive, zero or negative, we always 
have 

where k is defined as before ( 5  12) and k, ,  k ,  are andogous. Froni these 
defiriitioiis we itnmediately derive the followiiig identities : 
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The newly defiiied constants can be interpreted geonletrically as follows: 
Let the equators of the spheres S,, S2 be their circles of intersection with 
the planes x = O and x = c, respectively ; then k, (k,) is equd to the power 
of a point on the equator of S, (8,) with respect to S2 (8,). Let the axis 0,0, 
of the spheres meet 8, in the points Fi, G, and S, in the points F2,  G,, 
where Fi, F2 are the outer points of intersection and G,, G, the inner; 
the11 f i  (gl) is equal to the power of F, (G,) with respect to the sphere S,,  
and siinilarly f g  (ge) is the power of & (G,) with respect to S,. 

31. I n  order to derive the Ca,rtesian equations of the curve C, consider 
figure 1 ( 5  4). Since P=(x, y, z), we have x = OiA, y =  AD, z= DP. Let 

so that u and cp are the polar coordinates of the projection of I' on the yz-plane, 
an:! cp is also the longitude of P on the sphere SI, referred to 0,0, as axis. 
Theri u=AP and cp is the angle DAP. Also O,P=a, O,P,=b, AO,=c-x, 
and P,P=s. The three right tria.ngles 0 , A P 2 ,  0 , A P  aiid I->P20,, right-angled 
nt A, A aiid P, ,  respectively, g' ~ v e  us 

u2 = a2 - se, 

PO: = u2 i- (C - x)' = s2 -i- b2, 

2cx = c2 + a2 - b2 - 2 s , 
and therefore, by (73,) and (77)) 

which is nlways positive. Moreover, derioting derivatives as to s by priiiles, 
we have 

(8 1) 
S 

a(= x') = -- 
c ' 

which also follows directly froni the figure, and 
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From (78) we have 
Z yz' - zy' 

cp = tan-i -, y' = Y y2 -+ .Zn . 
We now make use of the identity 

(yz' - zy')' = (y'" zre)(y2 -+ zn) - (yy' -t z ~ ' ) ~ ,  

which, since y'" 2% = 1 - da, yz + z2 = u2 and yy' i- zz' = uu', reduces, 
by (81), @O), (82), (74,) and (77), as follows : 

1 -_ - [4a"c" ss?) - ( k ,  - se)'] 
4c- 

By defiiiition and by (73,) and (77), we now put 

Heiice, by (84) and (83,), we have 

whwe e = =k 1. By (4) and (2), 8 3, we see that y' changes sign, when and 
only when, p (and therefore sin v) changes sign; and by iilspecting figure 1 

we also see that cp is an increasiag fuiiction of s wheii p is positive. Hence 

We proceed to put (87) into a more coiîvenient form. First, by (85), @O), 
(74,) and (76,) we have 

g2 h + 2ks2 - s4 4a2s0 - 1 - ------- 
u2-  12. + 2k,s2 - s4- h i -  2k,sz-  s4 
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Hence, using (85) again, we obtain from (87) the formula 

so that when cp =O,  s = f i  aiid the point P coincides with ail outer cusp A4 
(Compare $8 17, 20, 27). Hence we have chosen M in the xy-plane. 

By means of (89) we have expressed cp in terms of s as a sam of three 
elliptic integrals, oiie of which is of the first kind and the other two of the 
third kind. In  case (b), however, they degenerate, as we shall see, into loga- 
rithmic integrals. 

The Cartesian equations of the curve C have now been found and are given 
by (79) and (78), where u and cp are expressed in terms of s by (80) and (89). 

32. Passing to the curve C, ,  we cati find jts Cartesian equations by ineans 
of (6), 5 5, provided we cari express a, p, y in terms of s ;  a we already have, . 

by (81); in order to fiiid P and y, consider the equations 

yy' +- az' = uu', 
zy' - yz' = - eV, 

the second oiie beirig (86). Here everything is known in terms of s except 
y'(= P) and z' (=y) .  Solving for y' and a', wc have 

(y2 + zS)y' = yuur - ezv, 
(y2 + z2)z1 = ZUU' + ezv. 

Using (78) and dividing through by u, which riever vanishes, we have 

(90) 
US = UU' COS (P - ev sin cp 

u y  = UZL' sin cp + eu cos rg. 

We are now ready to make use of (6). First, (6,), (79) and (81) give u s  

Then (6,), (6,), (78) and (90) give us 

uy, = (u2 - SUU') COS cp i- esv sin cp 
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and a siinilar expressioii for uz, . Puttiiig w = u' - suut, we have, by (go), 
(82) and (771, 

(92) 
1 1 

w - - (1% + s4) = - (s2 - fg)(sL + fg). 
4c" 4c2 

Hence 
W SV 

y,=-cosrq+e-si11 y, 
U u 

(93) 
W .  S C  z2=-  sin cp -e-cosy. 
u U 

The equations (91) and (93), where u, v, t u  and cp are expressed i i i  ternls 
of s by @O), (85), (92) and (89), are then the Cartesiaii parnmetric equatioiis 
of the curve C,, the parirmeter being not its owii arc-leiigth, but that of C. 

Now let 

( 94  y, = u, cos y % ,  zg = u2 si11 ( p z ,  

so that u, and y, are the polar coordinates of the projeution of P, on the 
yz-plane, and y, is the longitude of P, on the sphere 8,. By (93) we have 

and this easily reduces, by (74,) aiid (77), to the forin (1/4c~(11 f 2 k , s L  ss'), 
whicli is always positive. Heiice choosiiig u2 to be positive, we have, by (73,) 
and (77) agnin, 

Notice the parallelism betweeri u, v, and u,, as giveii by @O), (85) aiid (95). 
I n  order to express the longitude rq, in terms of s, we put 

so that + is the difference in longitude between the corresponding points P,, P 
of the curves C2, C. Figure 1 represents the special case in which y, = O, 
+ = - (p. Then (94) becomes 
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Ives US whicli, by the trigonoinetrie addition formulae and (93), g. 

Heiice cp ,  is expressed in terms of s by (96), (89) and (98). When y=O, 
cp, 5 2n.n; we choose cp ,  = O and therefore 4 ---O; P, is theri an outer 
SO-poiii t M2 lyiiig iii the *.y-plane. 

33. Firially, we corne to the curve C,, which, by (40), 5 9, is an easy 
step froin C,. Since by (3), 5 3, sec = 2116l(h - s"), we soon fiiid, usirig (74,), 
thnt 

and that 

Here nlso, as i t t  the case of the other two curves, we ititrodixce the polar 
coordiiiates u, ,  cp, of the projection of Pi on the yz-plane, so thnt 

Since by (i 4 O,l',  is parallel to O,P,, we have y, = y, +-2zn; we choose 
n == O, ,SO that 

(102) Y1 = CP, = cp 4- 

Hence, by compnriiig (100), (101) aiid (94), aiid using (95), we have 

which is positive or negative, nccording as s2 > k or < k ;  if s" k, P, is a 
point at irifiiiity. Substitutirig frorn (93) jn (100), we have 

2a?w 2a2sv 
?/t = zt(s2- cos cp + e sin cp, 

U(S' -. k )  

2a2w 2aZsv 
x - --- sin y - e ' - u(s - k)  COS y ,  

U(S' - k )  

which, together with (99), supplies us with the Cartesian equations of C,. 
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34. CASE (a), spheres exterrial. We now take up the special peculiarities 
of the separate cases, begirinirig with case (a). Here g2 ,  g:, gi are positive and 
al1 the quantities considered in $5 31-33 are therefore real. 

Let @ be the real modulus of periodicity of the integral cp in (89). Then @/2 
is the arnount by which the longitnde of P increkes, as P describes a seini- 
arch of the curve C. Similarly let @, and @, be the real moduli of periodicity 
of y ,  and y%, respectively, and let Y = @, - 0 ;  hence, by (102), 

The particular semi-arch MK' described by P as cp increases from O to @/2 
Ive shall cal1 the fzrsl semi-wch of C. Since s decreases frorn f to g ,  y' is 
negative ; hence, by (87), e = - 1, and by (89), 

By (88), sin 7 < O, so that this first semi-arch is precisely the second one 
mentioned in 5 17. 

Now consider (98) and see what happens to 4 as P describes the first 
semi-aroh fW. Sirice u ,  u, and s are always positive, sin L) vaiiishes, hy (85), 
orily when s = f or g ,  and cos r$ vanishes, by (92), only when ~ ~ 1 1 % .  Hence 
as s decreases from f through vG to g, 4 increases from O through n/2 to n. 
It follows that Y! = 27~ and that (106) becoines 

which means that as the cowesponding points P, P , ,  P2 describe co~wpiete 
arches of their 1-espectiue curves, the cob~tzon longitude of P, and P ,  in- 
cvenses 2n more than the longitude of P does. 

By reference to the theoreh of $ 17 we see that r$ = 2n7c d~ 4 2 ,  if and 
oiily if, .r: is a minimum or 'maximum; that is, the plane joining P lo the 
uxis 0,0, of the spheres zoill be perpendicuh. t o  the plane joining Pi 
and P, to the axis, i f  and only i f ,  P Ps a point at zohich the 1-adius of 
torsion z of the curve C i s  a minimum or maxinzurn. 

By putting cp = n@ and therefore s = f ,  we easily find the coordinates of 
the outer cusps of the curve C, which are also the outer SO-points of Ci, to be 

[a c (a - b), c o s  n ,  -sin n a ] ,  
c C 
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aiid the coordinates of the outer SO-points of C, to be 

where n is an integer; for 12 =O,  these are the points M (= 33,) and Al2. 
Similarly, piitting y = (212  3- 1)@/2 aiid s =g,  we find the coordinates of the 
iriner cusps of the curve Cl which are also the inner SO-points of C,, to be 

and the coordinates of the inner SO-points of C, to be 

34. CASE (c), spheres intersecting. In this case g, g,  and g,  are imagiiinry, 
but y', g: aiid gz are real and negative, and al1 the other constants involved 
in the formulae of $5 31-33 are  real. 

We dcfine @, @,, @, and Y! exactly as in case (a). To find @/2, we in- 
tegrnte d y  over the first semi-nrch MK' of C, on which s decrenses from f 
to O and 7 increases from n to 2n -a,  and obtain, since e = - 1, 

This first semi-arch is iiot the one discussed in 5 20, but the nest  one to it. 

Now consider (98) and see what happeiis to + this time, a s  P describes 
the first semi-arch. By (92) w > O, since h > 0 ;  and since uu, > 0, cos rj, > 0. 

By  (85) su > O, except when s = f  or 0 ;  heiice sin $2 0, and 7c/2 > S 2 0. 
I t  follows that rj, increases from O to a maximum (< n/2) a t  some interior 
point on the semi-arch, and theii decreases to O again. On the next semi- 
arch + obviously is negative and has n minimum value a t  an interior point. 
Hence Y = 0 and by (106) we have 

We have shown, therefore, that t he  d i r ewmce  between the  conzmon longitude 
of P ,  and P, and the  l o n g i t ~ d e  of P i s  a lwnys  Eess in absolute value t h n n  n/2 
and oscillates about t he  value zero ,  w h i c h  value it assumes w h e n  lhese 
poitzts ave  cusps or SO-points. 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo VI. 40 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



314 A. RANUN : On spherical quasi-spherz'cal Curves 

To firid just where on the first semi-arch + is a maximum is a bit difficult, 
as it depends on the solution of a certaiii quartic equation. III subcase (c,), 
however, where ~=.n /2 ,  g2 = - f', and h = f", i t  is easy. For bÿ (98), (92) 
and (85) we have, since e = - 1, 

2cs v\lî' - s4 
tan $ = 

f4-i-s4 

and by putting (tan2 +)' = O, we get 

S' - 6f4s4 + f 8  = 0, 

s2 = (VS - l ) f 2 >  cos y1 = - (V2 - l), 

which locates the required point; and the maximum value of + is 

which is 2_ 44, and is = ~ t / 4  only wheii a = b. 
The siiigular points at which s = f are still giveti by (109) and ( I l O ) ,  as 

in case (a). On the other haiid, by putting s = O  we fiiid the coordinates of 
the SO-points of C, which are also the cusps of C,, to be 

and the coordinates of the cusps of C, to be 

a" CP a2 
(a - tb  sec E), -- tan E COS (212 + 1) - - - 2 ' tan e sin (2n + 1) - , 

C c "1 2 

provided E + x/2. If E = n/2, these cusps of Ci are points at  infinity. 

36. In case (a) or case (c) i t  may happen that C, Ci and C2 are closed 
curves, namely when 6, is a rational multiple of z. If @ = 2?cp/q, where p/q  
is a rational number in its lowest terms, then in case (a), by (108), a,=@,= 
= 2n(p + q)/q, and in case (c), by (114), ÇD, = ÇD, = 2np/q. Hence in  60th 
cases the curves consist of exactly q a?-ches. As the corresponding points 
Pl Pi, P, describe the complete curves Cl Ci ,  C,, they al1 three w i n d  
around the x-azis exactly p Lintes in  ense (c); in case (a), howeve~,, P winds 
around p tinzes, while Pi and P, wind around p + q times. 

In connection with these closed curves three interesting problems present 
themselves for investigation by someone haviiig a thorough knowledge of elliptic 
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functions: (1) to find the relations that must subsist betweeii a, b aud c, in osdes 
that the curves may be  closed; (2) to ascertain whether the closed curves are 
algebraic; (3) to discuss the simpler types of closed curves. 

37. CASE (b), spheres taugent externally. In this case, bg 5 30, we have 

mice s > 0 ( 5  26); formulae (85), @ O ) ,  (95). (92), (103), (87) aiid (98) reduce to 
the foi~ivvin~ : 

s2 2 G \ l f 2 -  S' 
COS 0 = sin + = - e - ---- 

( 120) 

t an+=-e  
s0 

By integrating (119), we obtain 

We ciln get rid of the inconvenient factor e (= + 1) by using (53), 3 26, aiid 

expressing y in terms of y. For since O < r )  < 2n, we have, by @8), e cos 312 > O  
and eV f - s2 = f cos 712. The result is 

f 7 .  cp =- log tan - -1- tan-' 
2a 4 

When s - O, and therefore 7 - O or 2n, then rp - - 00 or -I- 00, as W ~ S  to 
be expected. By means of (56) and (53), 5 27, we reduce (122) to the forin 
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and also, if we put 

to the form 
(125) 

The semi-arch of the curve C for which the longitude cp is positive, and 
therefore y > n, p > 0, z < O, e = - 1, we shall cal1 the positive semi-arch;  
the corresponding seini-arches of Ci and C, are then also positive. Of course 
the positive and negative semi-arches of any one of the curves are symnîe- 
trical with respect to the xy-plane. On the .positive seini-arch of C the 
angles cp, 0 and x are evidently al1 positive, and x is < 4 2 ;  indeed i t  is 
< tan-' (@a). Hence we have the 

THEOREM: The  angle 0 swept out by t h e  tangent to t he  cw-ve C, in 
case (b), as the  point of contact moves along the  positive semi-al-ch Ji*onl 

the  cusp M to  a position P i s  equal to  t he  longitude rq of P increased b y  
the  positive angle x = tan-"- .z/a) ( tan-' (f/2a). 

As P wiiids arouiid aiid approaches its limitiiig asymptotic point K, 
O and cp both becoine positively infiiiite, but their difference 8-cp-tari-'(fi2~c). 

Ali particular, if the spheres a ie  coiigruent (b = a ) ,  tlieii 0 - cp - 4 4 .  

Turning now to (120) and iiitroducing y, we have 

2c COS $2 
f sin2 y12 ' 

As P describes t,he positive serni-arch of C from M to K,. 4 i~icreases from O 
to n/2. Hence, by (102)) 5 33, we have the 

THEOREM: AS t h e  correspol~ding points P,  P , ,  P, describe the  positive 
semi-awhes of t he  1-espective curves C, C,,  C,, stat-tillg ft.om t h e  outer 
singulal- points M, M , ,  M, and app-oaching the  cornrnon asyrnptotic point K ,  
t he  cornilton longitude y,(= y,) of Pi and P, exceeds t he  longitude cp of P 
by a n  angle rj, thut  constatztly increuses fi-om zero  and approaches n /2  
a s  a linzit. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



INDJCE DEL T O M 0  VI DELLA SERIE 4" 

K . GRANDJOT u . a . : Bestimmung einer absoluten Konstanten aus der Theorie der 
trigonometrischen Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . pag . 1 

. . . . . . . . . .  (3r . VRANCEANU : Studio geometrico dei sistemi anolonomi 
P g 

. . .  . . . . . . . .  . G F ~ I N I :  Luigi Bianehi e la sua opera scientifica ; 4.5 

. . . .  8 . ASCOLI: Sui gïuppi di corrispondeme (2. 2) sopra una curva algebrica 85 

. . . .  V . HLAVATY: Sugli invarianti differenziali di una forma bilineare mista x 113 

. . . . . . . .  G . SANSONE : La i-isolueione apiristica delle congruenee cubiche 127 

. . .  W . FEDOROFF: Sur la monog6néit6 des fonctions d'une variable complexe » 161 

A . 31 . BEDARIDA : Ricerche sopra il numero delle classi di forme aritmetiche di 
Hermite . . . . .  .' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  2 169 

. . . . . . . . .  A . J . MC CONNELL : Strain and torsion in Riemannian space w 207 

C . ROSATI : Sulle corrispondenze permutabili appartenenti ad una curva algebrica. 
. . . . . .  e sulle varietà di Jacobi a gruppo di inoltiplicabilit8 abeliano 233 

R . ARIANO : Deformaeioni finite di  sistemi continui . . . . . . . . . . . .  B 265 

h . RANUM: On spherical quasi-spherical Curves . . . . . . . . . . . . . .  283 

Indice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  2 317 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 


	Titolo
	Indice del tomo VI della serie 4a
	Bestimmung einer absoluten Konstanten aus der Theorie der trigonometrischen Reihen
	Studio geometrico dei sistemi anolonomi
	Luigi Bianchi e la sua opera scientifica
	Sui gruppi di corrispondenze (2, 2) sopra una curva algebrica
	Sugli invarianti differenziali di una forma bilineare mista
	La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche
	Sur la monogénéité des fonctions d' une variable complexe
	Ricerche sopra il numero delle classi di forme aritmetiche di Hermite
	Strain and torsion in Riemannian space
	Sulle corrispondenze permutabili appartenenti ad una curva algebrica, e sulle varietà di Jacobi a gruppo di moltiplicabilità abeliano
	Deformazioni finite di sistemi continui
	On spherical quasi-spherical Curves



