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a v e r t i s s e m e n t .

C e t  o u v r a g e , d e s t in é  à  fa ir e  s u it e  a u  Résumé des Leçons sur . 
le Calcul infinitésimalo ff r ir a  le s  a p p l i c a t i o n s  d e  c e  c a l c u l  à la  
g é o m é t r i e .  Il s e r a  d i v i s é  e n  t r o is  v o l u m e s ,  d o n t  le s  d e u x  p r e m ie r s  
c o m p r e n d r o n t  c e l le s  d e s  a p p l i c a t i o n s  g é o m é t r i q u e s  d u  c a l c u l  

d i f f é r e n t i e l  e t  -d u  c a l c u l  i n t é g r a l  q u i s o n t  r e la t iv e s  à  la  p r e m i è r e  
a n n é e  d u  C o u r s  d ’ a n a ly s e  d e  l ’ É c o l e  r o y a l e  p o l y t e c h n i q u e .  J e  
p u b l ie  a u j o u r d ’ h u i le  p r e m i e r  v o l u m e ,  q u i  r e n f e r m e  le s  p r in c i p a le s  
a p p l i c a t i o n s  d u  c a l c u l  d i f f é r e n t i e l .  D a n s  la  s o l u t i o n  d e s  d i f fé r e n s  

p r o b l è m e s , j ’a i  c h e r c h é  à  c o n c i l i e r  la  r ig u e u r  d e s  d é m o n s t r a t i o n s  
a v e c  la  s i m p l i c i t é  d e s  m é t h o d e s .  L o r s q u  o n  f a i t  u s a g e  d e  c o o r 

d o n n é e s  r e c t i l i g n e s ,  s o i t  r e c t a n g u l a i r e s ,  s o i t  o b l i q u e s ,  l ’ u n  d e s  
p r in c i p a u x  m o y e n s  d ’a b r é g e r  le s  c a lc u ls  c o n s is t e  a  r é s o u d r e  le s  
q u e s t io n s  p r o p o s é e s  à  l ’a id e  d e  f o r m u le s  d o n t  c h a c u n e  e x p r i m e  

l’ é g a lité ' d é  p lu s ie u r s  f r a c t i o n s '  q u i  s o i e n t  d e s  f o n c t i o n s  s e m b la b le s  

o u  d e s  f o n c t i o n s  s y m é t r i q u e s  d e s  tr o is  c o o r d o n n é e s .  L ’ u t i l i t é  
d e  c e s  f o r m u le s  s e  fa it  r e m a r q u e r  m ê m e  d a n s  le s  a p p l i c a t i o n s  d e  
l ’a n a ly s e  a lg é b r iq u e  a u x  p r o b lè m e s  q u i  c o n c e r n e n t  la  l i g n e  d r o i t e  
e t  le .  p la n .  C ’e s t  c e  q u e  l ’o n  r e c o n n a î t r a  sa n s p e i n e  e n  j e t a n t  le s  
y e u x  s u r  le s  P r é li m in a ir e s  p la c é s  e n  t ê t e  d e  l ’o u v r a g e .

O n  t r o u v e r a  d a n s  la  n e u v i è m e ,  la  v i n g t - u n i è m e  e t  la  v i n g t -  
d e u x iè m e  L e ç o n ,  u n e  n o u v e l l e  t h é o r i e  d e s  c o n t a c t s  d e s  c o u r b e s  e t
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A V E R T I S S E M E N T .  * .

d e s  s u r fa c e s  c o u r b e s ,  q u i a l ’a v a n t a g e  d e  r e p o s e r  s u r  d e s  d é f in it io n s  
i n d é p e n d a n t e s  d u  s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s  q u e  l ’o n  a d o p t e ,  e t  

d e  p r é s e n t e r  e n  m ê m e  t e m p s  u n e  id é e  t r è s -n e t t e  d u  r a p p r o c h e m e n t  

p lu s  o u  m o in s  c o n s id é r a b le  d e  d e u x  c o u r b e s  o u  d e  d e u x  s u r fa c e s  

q u i o n t  e n t r e  e lle s  u n  c o n t a c t  d ’ u n  o r d r e  p lu s  o u  m o i n s  é l e v é .

' D u  r e s te  , e n  c o m p o s a n t  c e t  o u v r a g e  , j’a i m is  à  p r o f i t  les  
tr a v a u x  d e s  g é o m è t r e s  q u i  o n t  é c r i t  su r  le  m ê m e  s u j e t , a in s i  q u e  
les  lu m iè r e s  d e  M M .  A m p è r e  e t  C o r i o l i s . J e  d o is  à  c e  d e r n i e r ,  
e n t r e  a u tr e s  c h o s e s ,  la  d é f i n i t i o n  q u e  j’a i d o n n é e ,  d a n s  la  d ix -  

s e p t i è m e  L e ç o n , d u  r a y o n  d e  c o u r b u r e  d ’ u n e  c o u r b e  q u e l c o n q u e  ; 
e t  c ’e s t  d ’a p r è s  ses c o n s e ils  q u e  j ’a i p la c é  la  t h é o r i e  d u  c e r c le  

o s c u la t e u r  a v a n t - c e l le  d e s  c o n t a c t s  d e s  d i v e r s  o r d r e s .
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s u n  LES

APPLICATIONS DU CALCUL INFINITÉSIMAL

A LA GÉOMÉTRIE.

PRÉLIMINAIRES.
♦  „

REVUE DE QUELQUES- FORMULES DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE.

Avant d’exposer les applications géométriques du Calcul infinité

simal, il sera fort utile d’établir quelques, notions et quelques for

mules préliminaires : tel est l ’objet dont .nous allons d’abord nous 

occuper. . ' . · , .

Nous déterminerons ordinairement la position .d’un, point dans- 

l’espace à l ’aide de trois coordonnées rectilignes x , y , z, relatives à 

trois axes des x ,  des y  et des z, passant par l ’origine des coordon

nées, et formés par les intersections mutuelles des trois plans coor

donnés des y; z, des z, x , et des x , y. Ces coordonnées seront rectan

gulaires lorsque les trois axes, seront perpendiculaires entre eux.

Nous nommerons axe une droite menée par un point quelconque 

de l’espace, et prolongée indéfiniment dans les deux sens; et nous 

dirons qu’un axe de cette espèce se divise en deux demi-axes abou

tissant au point que l’on considère,.et dont chacun se prolonge indé

finiment dans un seul sens! Par conséquent, chacun de ces deux 

demi-axes aura toujours une direction déterminée. Si l’.on considère 

en particulier les trois axes des x , y , z, chacun d’eux sera divisé, à 

l'origine* en deux demi-axes, sur l’un desquels se compteront les

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



12 A P P L I C A T I O N S  DU  C A L C U L  I N F I N I T É S I M A L .

coordonnées positives, tandis que l’on comptera sur l’autre les. coor

données négatives. · -

D’après ces définitions, il est clair que, si l’on tient compte seule

ment des angles qui renferment au plus 200 degrés (nouvelle divi

sion), deux axes ou deux droites, tracés de manière à se couper, 

comprendront toujours entre eux deux angles, l’un,aigu, l’autre 

obtus, tandis que deux directions ou deux dem^-axes, aboutissant 

à un point donné,.formeront un seul angle, tantôt aigu, tantôt qbtus.’ 

Lorsque deux directions ou deux demi-axes aboutiront à deux points 

différents de l’espace, ils seront censés former entre eux le même 

angle , que formeraient deux denîi-axes parallèles et prolongés dans 

les mêmes sens à partir d’un point unique. Cela posé, l ’angle que 

deux directions formeront entre elles- sera toujours complètement 

déterminé, et l ’on pourra en dire autant des angles formés par une 

direction avec les demi-axes des coordonnées positives.

Concevons maintenant que, par un point O pris à.volonté dans l’es

pace, on ait mené deux demi-axes OA, OB, et qu’un rayon mobile,, 

d’une longueur indéfinie, aboutissant au point O, tourne, dans le 

plan de ces deux demi-axes, avec ün mouvement de rotation en vertu 

duquel.il décrive l’angle AOB, çn passant de la position OA à la posi

tion OB. Supposons de plus que, par le point O, on ait élevé un 

troisième demi-axe situé hors du plan OAB. Un spectateur qui posera 

les pieds sur le plan, de manière à s’appuyer contre le demi-axe, 

verra le rayon vecteur se mouvoir, en.passant devant lui, de sa droite 

à sa gauc.he ou de sa gauche à sa droite, ce que nous exprimerons 

en disant, que le mouvement de rotation a lieu de droite à gauche ou 

de gauche à droite (*). On doit observer, au reste, que, si par le 

point O on élevait à la fois deux demi-axes situés, le premier d’un 

côté du plan, le second de. l’autre côté, le même mouvement de rota-

•
(*) Le moyen .que nous, employons ici, et à l’aide duquel on distingue facilement'les 

deux espèces de mouvements de rotation que peut prendre un plan tournant sur lui- 
même autour d’un point donné, est celui dont M. Ampère a fait usage dans la Théorie de 
¡'Électricité dynamique.
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P R É L I M I N A I R E S .  .· 13

tion paraîtrait s’effectuer autour de l’un cle ces demi-axes de droite à 

gauche, et autour de l’autre de gauche à droite,

Considérons à présent un angle solide trièdre qui ait pour arêtes 

trois demi-axes, OA, OB, OC, aboutissant au point O; et concevons 

qu’un rayon mobile, d’une longueur indéfinie, mené par le point O, 

fasse le tour de l ’angle solide en s’appliquant successivement sur les 

trois faces AOB, BOC, COA. Son mouvement de rotation sur chaque 

face sera un mouvement de rotation de droite à gauche ou de gauche 

à droite autour de l’arête située hors du plan de cette face. De plus, 

il est facile de voir que les trois mouvements sur les trois faces seront 

de même espèce.'Supposons, par exemple, que les trois demi-axes 

dont il s’agit se réduisent aux demi-axes des coordonnées positives 

et coïncident avec les directions OX, OY, OZ. Si la disposition de ces 

demi-axes est celle que l’on adopte le plus ordinairement, les trois 

mouvements de rotation auront lieu de droite à gauche autour de ces 

trois demi-axes, lorsque le rayon mobile, en faisant le tour de l’angle 

solide, passera successivement de la position OX à la position OY, et 

de celle-ci à la position OZ. Si le demi-axe des z  positives était trans

porté de l’autre côté du plan 'des x , y , alors les mouvements de rota

tion de droite à gauche auraient lieu dans le cas où de rayon mobile 

prendrait successivement les trois positions

Ô X ,  OZ, Ï ÏŸ ,  ' "«

pour revenir ensuite directement de la position OY à la position OX.

Afin de bien distinguer les deux espèces de mouvements que peut 

prendre un rayon mobile assujetti à passer par l’origine et à parcourir 

successivement les troi3 faces de l’angle solide OXYZ, nous dirons 

que ce rayon mobile a, dans chacun des plans coordonnés, un mouve

ment direct de rotation, s’il passe successivement de la position OX à 

là position OY, et de celle-ci à la position OZ. Nous dirons, dans le 

cas contraire, que le même rayon vecteur a un mouvement de rota

tion rétrograde. En conséquence, si l’on adopte la· disposition la plus 

ordinaire pour les demi-axes des coordonnées positives, les mouve-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



14 APPLICATIONS DU CALCUL INFINITÉSIMAL.

ments directs de rotation autour de ces demi-axes auront lieu de 

droite à gauche, et les mouvements rétrogrades de gauche à droite.

, Nous appliquerons les mêmes dénominations aux deux espèces de 

mouvements que peut prendre un rayon vecteur mobile en tournant

autour d’ un p oin t de m anière à parcourir su ccessivem en t les trois
faces d’un angle solide quelconque; et quand le mouvement de rota

tion du rayon vecteur sur chaque face aura lieu de droite à gauche 

autour de l’arête située hors de cette face, ce mouvement sera nommé 

direct ou rétrograde, suivant que les mouvements de rotation des plans % 

coordonnés, tournant de droite à gauche autour des demi-axes OX, 

OY, OZ, seront eux-mêmes directs ou rétrogrades.'

Une droite AB, menée d’un point A supposé fixe à un point B sup

posé mobile, sera généralement désignée sous le nom de rayon vec

teur. Nommons R ce rayon vecteur,

* x<s» y<v -o
«

les coordonnées du point A;

celles du point B; et
. y> x

a, b, c

les angles formés par la direction AB avec les demi-axes des coordon

nées positives;
' ti — a, n — b, 7i — c 

*
seront les angles formés par le même rayon vecteur avec les demi-axes 

des coordonnées négatives. De plus, la projection orthogonale du rayon 

vecteur sur l’axe des æ sera égale, d’après un théorème connu de Tri

gonométrie, au produit de ce rayon vecteur par le cosinus de l’angle 

aigu qu’il forme avec l’axe des# prolongé dans un certain sens. Cette 

projection se trouvera donc représentée : si l’angle a est aigu, par le 

produit
Rcosa,

et si l’angle a est obtus, par*le'produit

R cos (tt — a) — — R cos a,
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PRÉLIMINAIRES. 15

c’est-à-dire, dans les deux cas, par la valeur numérique du produit

R cos a.

Il est d’ailleurs évident : i° que le rayon vecteur projeté,,si on lui

. donne p ou r'o rigin e la projection  du point A , sera dirigé dan s le sens 

des x  positives ou dans le sens des x  négatives, suivant que l’angle a 

sera aigu ou obtus; 20 que le produit Rcosa sera positif dans le pre

mier cas, négatif dans le second. Donc le produit Rcosa sera équi

valent à la projection du rayon vecteur R sur l’axe des x , prise avec 

le signe -f· ou'avec le signe — , suivant que cette projection sera 

dirigée dans le sens des x  positivés ou dans le sens des x  négatives.

De même, les produits Rcosè, Rcosc seront respectivement égaux 

aux projections orthogonales du rayon vecteur R suivies axes des y  

et s, prises tantôt avec le signe + ,  tantôt avec le signe — , suivant 

que chacune de ces projections sera· dirigée dans le sens des coor

données positives ou négatives.

Les trois projections .orthogonales du rayon vecteur, prises avec 

les signes que nous venons d’indiquer, sont ce que nous appelle

rons'désormais ses projections algébriques sur les axes des x , des y  

et des s;  elles sont, en’ vertu de ce qui précède, équivalentes aux 

trois produits
Rcosa, R cos b, Rcosc; *

De plus, il est facile de s’assurer qu’elles sont respectivement égales 

aux trois différences - .
x Xq9 y y0t z *

quand les axes des coordonnées seront perpendiculaires entre eux. 

On aura donc alors [ ' ’

(1) x — R cos a, , y — ŷ  — R cosft, , z — z0 =  Rcosc.

• Enfin, comme le rayon vecteur et ses projections orthogonales repré

sentent la diagonale et les arêtes d’un parallélépipède rectangle, le 

cârré du rayon vecteur sera équivalent à la somme des carrés des

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



16 APPLICATIONS DU CALCUL INFINITÉSIMAL, 

trois projections, et l’on aura encore, dans l’hypothèse admise,

( 2 ) R2=(;Z — ,2?0)2-t-(y — y 0)2+  ( s - - S 0)2

o u  .

(3) ' R —[ ( # _ ^0)S+ ( ^ _ y 0)2+ ( s —.S0)2]T.

Cela posé, on tirera des équations (i)

(4)

' cosa =  

' co s b —

CC «3/q

lT~

y  — y  « _  
. k —

cos c
l

■" — -o
R

x  — ;r0

[(¿r -  *„ )=·+(y  -  7o)2 +  (s -  s0)2]*

__________ y —Jo___________,
[(a? — x 0y +  (y — y 0)s+  (* — So)*]T

Z —  z$

{{x — x0y -+- (y — y«,)2-H (s — z0)2]2_

et, par suite,

(5) cos2«  +  cos2¿» -+- cos*c=-i.

Les équations ( 4) suffisent pour déterminer les angles a , b, c, que 

forme avec les demi-axes des coordonnées positives le rayon vecteur 

mené du point ( x 0, y 0, s 0) ( ')  au point (a;,y , s). Elles peuvent être 

remplacées par la seule formule

( 6 ) ‘ *  æ —  Xo =  y - 7 o _  g  — J o
cos a co s b cos c

Quant à la formule ( 5), elle exprime la relation qui existe toujours 

entre lès trois angles que forme une droite prolongée dans un sens 

quelconque avec les demi-axes des coordonnées positives.

Supposons à présent qu’au point (a?0,.y0, .s0) on substitue l’origine 

même des coordonnées. Si l ’on désigne par r le rayon vecteur mené 

de cette origine au point (sç,y, z)  et par a, (3, y les angles que forme 

ce rayon vecteur avec les demi-axes des coordonnées positives', les

<
(*) Nous indiquerons souvent les points, comme nous le faisons ici, à l’aide de leurs 

coordonnées renfermées entre deux parenthèses. Quelquefois aussi nous indiquerons .les 
courbes ou surfacos courbes par leurs, équations.
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PRÉLIMINAIRES. 17

formules (i) , (2), (4) se trouveront remplacées par les suivantes

(7) x ~ r  cosa, y  — rcos(3 , « =  rcosj',_

(8) r n ^  +  Z  +  i*)«,

x  y z
(9) ' COS Ct =  ; cos 8 =  —, cosy =  ->

r ' r ' r

et l ’on aura encore, entre les angles a, p, y, la relation

(10) , cos2« h-  cos2(3 4 - cos2y =  1.

Si le point (A) est situé dans le plan des x , y , on aura s =  0, et les 

équations (8), (9) deviendront

(II) . · r =  (#2-t-jr2)V

(ï2)
CC

cosa — —? 
r cos 8 =

/· cosy =  o.

De plus, la formule (ro) étant alors réduite à

(i3) cos2a +  cos2{3 =: 1,

on en tirera

04) cos (3 =  ±  \/i — cos2 a =  ±  sin a.

Concevons que, dans la même hypothèse, un rayon vecteur mobile, 

partant de la position OX, dans laquelle il coïncidait avec Je demi-axe 

des x  positives·, se meuve autour de l ’origine dans le plan, des x , y , 

avec un mouvement direct de rotation, et parvienne à la position OA 

après une ou plusieurs révolutions effectuées autour de cette origine. 

Si l ’on nomme p l’angle qu’il aura décrit, et qui peut être supérieur 

à 4oo degrés (nouvelle division), r et p  seront ce qu’on appelle les 

coordonnées polaires du point (A). Or, il est aisé de voir qu’on aura 

généralement · . .

(i5) ' x =  rç,osp, y  =  rsinp,

et par conséquent ' "

(*6) cos P — -̂ > ■ s in p = y ·

QEuvres de C. —  S.  I I ,  t .  V. 3
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18 APPLICATIONS DU CALCUL INFINITÉSIMAL.

Si l ’on compare ces dernières équations aux formules (12), on eir 

conclura

(17)· cos/j =  cosa, sin/j =  cosj3.

Il ne s’ensuit pas que les angles a et p soient nécessairement égaux à 

l’angle./? et à son complément : car les angles a et ¡3 doivent rester 

inférieurs à 200 degrés, tandis que l’angle p  peut croître au delà de 

toute limite. On doit même observer qu’à un seul point (A) corres

pondent une infinité de valeurs de p, qui diffèrent les unes des autres 

par des multiples· du nombre 211. Enfin, rien n’empêche d’admettre 

que, pour pàsscr de la position OX à la position OA, le rayon vecteur 

mobile a décrit l’angle p, en vertu d’un mouvement de rotation rétro

grade, et d’attribuer en conséquence à cet angle une valeur négative, 

tandis que les angles a, p sont, d’après les conventions faites, des 

quantités essentiellement positives, comprises entre les limites o et tu.

Nous allons maintenant passer en revue quelques problèmes qui se 

résolvent facilement à l’aide des'principes ci-dessus établis.

P roblème I. — Trouver les équations de la droite qui passe par le point 

(¿c0, JV - 0)> ci qui, prolongée dans un certain sens, forme avec les demi- 

axes des coordonnées positives les angles a, b, c. , ·

Solution. — Les équations cherchées se trouvent comprises dans 

une formule que l ’on tire des équations (1), savoir : .

/ j 0 \ x  ^0 y y« z — zo _
' cos a cos b cosc

• ( %
Cette formule exprime que les projections algébriques d ’un rayon vec

teur, compté sur la droite en question, sont respectivement proportion

nelles aux cosinus des angles formés par ce rayon vecteur avec les demi- 

axes des coordonnées positives. Elle fournit les trois équations

/ \ y  ~ y < > _ z  ~  z . z o _  x  —  x  ^0 _ _ y  —  y 0
 ̂ " cos b ~~ cose ’ cos c cosa ’ cosa cosô ’ 

qui appartiennent aux projections de la droite sur les trois plans
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coordonnés, et dont la dernière est une conséquence des deux autres. 

De plus, comme, en vertu d’un théorème d’Analvse (voir Y Analyse 

algébrique, Note il, théorème XIY), la formule

U   u '    U "  
v ~  v '  ~  v "

entraîne toujours la suivante

a
v

u'
V

u"
V

__h v/tt2+  u,2-h ■ ■
yV 4- e'2 + p’ ! + . . .

on conclura de la formule (18) et de l’équation ( 5)

(20) x  ^ 0 _ y  y » _ s  s o  ̂ |
c o s a c o s  b c o s e = ± [ ( x  — « o ) 2+ ( y  — y<,Y+ (- — - o ) ! ]

Dans le second membre de cette dernière formule, on devra préférer 

le signe si, comme on l’a supposé, le rayon vecteur, qui forme 

avec les axes les angles a, b, c, se dirige du point (a?0, y 0, z 0) vers le 

point (æ,y,  z),  attendu qu’alors chacune des fractions

■ g —  ¿cq- y  — y  o  ̂ —  -=o 
c o s  a  c o s è  c o îSc

sera une quantité positive. On devrait, au contraire, préférer le 

signe — , si le rayon vecteur était censé dirigé du point (æ ,y ,z )  

vers le point (¿r0, j 0, z0). Dans le premier cas, où l’on adopte le 

signe -K  la formule (20) coïncide évidemment avec l’équation (6).

Corollaire. —  Lorsque le point (as0, y t, s0) est remplacé par l’ori

gine des coordonnées, les formules (18) et (19) se réduisent à

(21)

( 22)

g — _Z_ — _L_,
c o s a  . cosjB c o s y ’

y    z  z    x  x    y

cosf3 — cosy cosy 7” cosa’ cosa — cos (3

Si, de plus, on supposait y =  ou cosy =  o, la droite cherchée
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serait comprise dans le plan des x,  y , et les équations (22) donne

raient

, O. . . cosS . , ,
(2s) -s =  o, y  = — — x  —  x  tans*/? —  zt  x  taiiÉTGc.

J . co s a o r  ■

P roblème II. —  Trouver l ’angle compris entre deux rayons vecteurs, 

tracés dans le plan des x , y , et menés de l ’origine, le premier au point 

(xq, y 0), le second au point (oc, y')', ainsi que la surface du triangle, 

renfermé entre ces mêmes rayons vecteurs.

Solution. — Soient A, B les deux points que l’on considère, et 0 
l ’origine des coordonnées. Soient, en outre, /?0, r0 les coordonnées 

polaires du point A, et p, r celles du point B. Désignons par a0 et a 

les angles que les rayons vecteurs OA, OB forment avec le demi-axe 

des a; positives, et par ¡30, ¡3 les angles qu’ils forment avec le demi-axe 

des y  positives. Enfin nommons S l’angle AOB compris entre les deux ’ 

rayons vecteurs. Un rayon vecteur mobile qui décrirait cet angle, né

cessairement inférieur à 200 degrés, en passant directement de la 

position OA à la position OB, aurait évidemment dans le plan des a?, y  

un mouvement de rotation déterminé, ou direct, ou rétrograde. Cela 

posé, concevons que le rayon vecteur mobile, avant de parvenir à la 

position OA, ait décrit, avec un mouvement de rotation direct, et en 

partant de la position OX, un angle quelconque, qui pourra sur

passer la somme de quatre angles droits : cet angle sera l ’une des 

valeurs qu’ il est permis d’attribuer à la coordonnée polaire p ü. De 

plus, si, en passant de la position OA à la position OB, le rayon vec

teur continue de se mouvoir dans le'même sens, l’angle />0-f-o, 

qu’il aura décrit quand il sera parvenu à la position OB, sera l’une» 

des valeurs qu’il est permis d’attribuer à la coordonnée polaire p. On 

aura donc, dans cette hypothèse,

(24) p  —  p 0 -j-S.
i

Au contraire, si, pour revenir de la position OA à la position OB, le 

rayon vecteur est obligé de prendre un mouvement de rotation rétro-
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grade, l’une des valeurs de p  sera évidemment

(25)  . p — p0— d.

Donc, par suite, ôn pourra supposer

(26) ' , p — p <)= z ± 8 ,

le signe 4- ou le signe — devant être préféré, suivant' que le mouve

ment de rotation d’un rayon vecteur mobile, passant de la position OA 
- . . *

à la position OB, de manière à décrire l ’angle OAB, sera un mouve

ment direct ou rétrograde. Or on tirera de la formule (26)

(27) cosd =  cos(/? —  /?„) r= cos/)0 cos/> 4 - sin/>0 sin/?,

(28) ±  sinâ =  sin (p Pq) =  cos/>0 sin/> —  cosp  sin/>0,

et, comme on aura d’ailleurs, en vertu des formules (17),

sin p  =  cos(3, 

sin/?0=: cos(30,

( 30) cos 8 =  cos a 0 cos a 4- cos ¡30 cos (3,

( 3 1) ±  sinâ =  cos«0 c o s{3 —  cosa cos(30.

Si, à la place des formules (29), on substituait les suivantes

ysin/? =

. .n . ' ·
sin/>0 =  — j

ro

les équations ( 3o) et (3 i) deviendraient respectivement

(32)
co s p —

X

x 0
cos P t = — > r 0

( cos/) = c o s a ,

I C O S /)0 = =  cos«0,
(29)

on trouvera définitivement

( 33 ) cos<$ =
xox+y<>y} 

r» r

(34) ±  sin 3 = æ* y  — æya  _
r<>r

Il suffit de recourir à l’équation (3o) ou à l’équation ( 33) pour déter

miner l’angle 0, qui est censé toujours positif et inférieur à u. Quant
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à Ja surface du triangle compris entre les rayons vecteurs r0> r, elle 

sera, d’après un théorème connu de Trigonométrie, équivalente à la 

moitié du produit

(35) /•0/'sin3 =  ±  (x0y — *Jo)·

II est essentiel d’observer que la différence ac0y  — xy„ devra être, 

dans le second membre de la formule ( 35), affectée du même signe 

que l’angle S dans le second membre de l’équation (26). Par suite, 

l ’expression -

(36) i(^o/ — tf/o)

représentera la surface du triangle OAB ou la même surface prise en 

signe contraire, suivant que le mouvement de rotation d’un rayon 

vecteur mobile, passant de la position OA à la position OB, sera 

direct ou rétrograde.

Corollaire I. — Lorsque les rayons vecteurs OA, OB font partie 

d’une même droite, on a

(37) *3 =  o ou 3 =  7:, et sin3 =  o.

Alors on tire des équations (28), (3 i) et (34),

( 3 8 ) ■ tang^ =  tang/>0,

(39)

(40)

cos a _ cos (3__ycos2« -+- cos2|3
cosatj, cos(30 y/cos2a0+ cos2130

Hü _  y_ _ n _  L
•r° y* v^î + j !  r»

Les doubles signes que renferment les formules (3g) et ( 4o) doivent 

se réduire au signe -1-, lorsque les rayons vecteurs 7-0, r sont dirigés 

dans le même sens, et au signe — , lorsque ces rayons vecteurs sont 

dirigés en sens contraires.

Corollaire IL — Lorsque les rayons vecteurs OA, OB sont perpen

diculaires entre eux, on a »

et(40 2 cos 3 =  o.
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Alors on tire des formules (27), (3o) et ( 33.)
. ' * · · , \

(42) 1 +  tang/> tan gp0=  0,

( 43) co sa0 cosa 4 - cos(3„ co s |3 =  o , ,

(4 4 ) =

Ces. trois dernières équations peuvent être facilement' transformées 

l’une dans l’autre.

P roblème III. — Trouver l ’angle compris entre deux rayons vecteurs 

tracés dans l ’espace, et menés de l ’origine, le premier au point (x„,y0, z0), 

le second au point (x , y , z) ; ainsi que la surface du triangle formé par 

ces mêmes rayons vecteurs.

Solution. — Soient toujours A et B les deux points que l’on con

sidère; r0, r les rayons vecteurs OA, OB, et § l’angle qu’ils corn-, 

prennent entre eux. Soient encore oc0, [30, y 0; a, ¡3, y les angles 

formés par ces rayons vecteurs avec les demi-axes des x, des y  et 

des z-, prolongés dans le sens des coordonnées positives. Enfin, nom

mons R la distance AB. On aura, en vertu des formules déjà établies,

(4 5 )
co sa  =

X  
—  y
r

cosS =  ^>· 
. r

cosy == -> 
/ r

COS Gíq —
Xq 
—-> cos¡30 =  — j

fia
COSVo —  —  :

r* 'V

j r2 =  æ* +  y”- +  z-,

I >·’ =  +
/ R2=:(«; — xoy + ( y — Jo)2+ (3  —

(4 7 ) j =  '-2+  ro~ + 7 o y +  -0 = )
( , =  r2+  r l ~  2r, r(cosa0 cosa +  cos|30 cos ¡3 +  cosy0 cos y).

De plus, dans le triangle OAB, qui a pour côtés r, r0 et R, le cosinus 

de l’angle 0 sera (en vertu d’un théorème connu de Trigonométrie)

»
(48)

cos à =
R2 _  x „ x - \ - y 0y  +  :

■ ro r

=  cos «o cosa +  cosj30 cos(3 ■ cosy0 cos y.

2  r 0  r
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Cette dernière formule suffit pour déterminer l’angle § compris entre 

■ les limites o et t z . On en déduit facilement la valeur de

• sind =  \/i — cos2 <5,

et l’on trouve

=ina _  [(^o+jo +  so)(^ ’+ .r2+ g :i) — (^0^+707 4-^ps)2]2
'■ » r

. 1
_  [(/og — yZqY — ■ŝ o)2+ (^ qV — ^/o)2}2 . . .

r0r

=  [(cos(30 cosy — cos(3 cosy0)2 +  (cosy0 cos« — cosy cos«0)2
» i

+  (cosa, cos(3 — cosa cos|30)2]2.

Si maintenant on applique les rayons vecteurs /y et r  par le sinus de 

l ’angle S, on obtiendra le produit

(5o) 7-0/-sinâ=[(j0s — yz.oy-+ (z0x — .za>ty+(a;0y — ay'0), ]î.

dont la moitié, savoir

( 51 ) {7·» 7· sin à

représentera précisément la surface du triangle OAB.

Corollaire I. Lorsque les rayons vecteurs OA, OB font partie 

d’une même droite, on a

(37) <î — o ou · ô =  tt et sinô =  o.

Alors on tire de la formule (49)

(52) 7̂ o =  o, s0x — sx0 =  o, x 0y — æy0 =  o,

(53) ·

et, par suité,

cos(30 cosy — cos(3 cosy0 =  o, 

cosy0 cosa — cosy cosa0=  o, 

cosa0 cos(3 — cosa cos(30 =  o

(54)

(55)

£. . =  y. '■  - ±  = ± L ,
#0 *o /'o

cosa _ cos|3 _  cosy
cosa0 cos(30 cosy0

1.
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Les doubles signes que renferment les formules ( 54) et ( 55) doivent

être remplacés par le signe +  lorsque les rayons vecteurs r 0, r sont
■*. · ,

dirigés dans le même sens, et par le signe — lorsque cés rayons véc- 

teurs sont dirigés en sens contraires.

Corollaire II. — Lorsque les· rayons vecteurs OA, OB sont perpen- , 

diculaires entre eux, on a ·

(4 0  ô = -  et çosâ =  o;

et l’on tire de l’é'quation (48)

(56) 1 ’ x §  x  -}- y  §  y  +  z  "  o
* ,

ou, ce qui revient au même,

(07) cosa0cosa +  cos(30 cos(3 +  cosy0 cdsy =  0.

Réciproquement, si la condition (57) est remplie, l’angle § sera droit, 

et les rayons vecteurs r0·, r seront perpendiculaires entre eux. <

Corollaire III. — Les projections du triangle OAB sur les plans 

coordonnés sont respectivement égales (voir le second problème) 

aux valeurs numériques des quantités .

(58) 7o- ^̂ 0. 0̂y o *
, . 2  ’ 2 ? * 2

Cela posé, il résulte évidemment de la formule ( 5 i) que la surface 

plane OAB est équivalente· à la racine carrée de la somme des carrés 

de ses projections. Ce théorème étant ainsi démontré pour la surface 

d’un triangle, il sera facile de l’étendre à une surface plane quel

conque. . · *

Corollaire IV. — Considérons maintenant deux demi-axes qui, abou

tissant, non plus à l ’origine clés coordonnées, mais à deux points dif

férents de l’espace, forment toujours, avec les axes des x , y  et s pro

longés dans le sens dès coordonnées positives, des angles représentés 

par les lettres a0, (j0, y 0; a > 7. Ces deux demi-axes seront censés

4  .Œ uvres de C. —  S .  I I ,  t .  V.
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former entre eux le même angle que deux demi-axes parallèles ,ot 

prolongés dans le même sens à partir de l’origine des coordonnées. 

.Donc, si l’on nomme S l’angle des deux demi-axes proposés,'on aura 

encore’

(48 ) ' . cosâ = . c o sa 0 cos« -+- cos(30 c o s |3 +  cosy0 cosy

cos« co sy 0)2
i

co sa  cos(30)2] 2.

et

( 4 9 )  ,

( s i n â =  [(cos(30 cosy —  co s (3 cosy0)2+  (cosy0 cos« —

-H ( cos «0 cos |3 —

Si· l’angle S se réduit à zéro ou à 200 degrés, les deux demi-axes 

deviendront parallèles, et l’on aura

,rr. cosa 'cosS cosy
(5 5 ) · .  · ---------= ----- £- = ----- - =  dz 1,

cos«0 cos po cosy0

i ,

le signe +  ou le signe — devant être préféré suivant cjue les deux 

demi-axes seront prolongés dans le même sens ou en sens contraires. 

Si l’angle S se réduit à un angle droit, on pourra mener par l’un des 

demi-axes un plan perpendiculaire à l’autre, et l’on trouvera

(57) cosa0 cosa+ cos(3„ cos|3 +  cosy0 cosy— o.

Corollaire V. — En s’appuyant sur la formule ( 4$), on peut facile

ment transformer les coordonnées rectangulaires a?, y , z en d’autres 

coordonnées rectangulaires H, y), Ç comptées sur des axés qui passent 

toujours par le point O et qui, prolongé^ dans le sens des coordonnées 

positives, forment respectivement avec les demi-axes des x , y,-z posi

tives le premier les angles a0, (30, y;,, le second les angles a,, y ,, le

troisième les angles a2, y 2\ En effet, soit toujours r ie  rayon vec

teur mené de l’origine au point (a?,y, z).  On aura

(59 )
r 1 —  x 1 y'-->r - 2

‘ =£? +  Ç*.

De plus, les cosinus des angles que forment, d’une part, ce raydn
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vecteur, et de l’autre, le demi-axe des \ positives, avec les demi-axes 

des x,  y  et z positives, étant respectivement

X 
— > 
r r r

c o sa 0> cos(30, cos y0, ■

la somme des produits qu’on obtient en multipliant'ces cosinus deux 

à deux, savoir

(60)
Æ’ cosûCo-f-ycosPo-f- z cos y0 

r

représentera [en vertu de la formule (48)] le cosinus de l’angle com-

pris entre le demi-axe des \ positives et le rayon vecteur r. Ce dernier

cosinus pouvant d’ailleurs être exprimé par le rapport y  on aura

nécessairement · /
\ ■ _ x  cos a0 4- y  cos ¡3„ 4- z  cos y0 
r ~··. ;■

et, par suite,

(61)

£ =  x  c o s a 0 H- J  cos(30 -4- s cosy0. 

On trouvera de iûême

r) =  x cos«i.-h y  cos Pu 4- s cosyi, 

Ç =  x  cosa24-ycos(32-+- s cosy2.

Les équations (6 i) suffisent pour déterminer Y),.‘( en fonctions 

de m, y, z-, et réciproquement. On peut y échanger les coordon

nées £, Yj, Ç avec les coordonnées x,  y,  z, pourvu que l’on y échange 

en même temps a, avec [30, a, avec y0 et (32 avec y (. On trouvera de 

cette manière
/ .z =  |cosa04-n cosa, 4-£ cos a2,

(62) y  =  î; c o s [304 - yi c o s ^ j  4 - Ç c o s (32, 

z =  \ cosy04- -n cosy! 4- Ç cosy2.

Enfin, comme les nouveaux axes des coordonnées sont perpendicu

laires entre eux, les cosinus des angles qu’ils forment avec les axes
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d o  x ,  y ,  z  n e  s a t i s f e r o n t  p a s  s e u l e m e n t  a u x  c o n d i t i o n s

| cos2a0 +  cos2(30-h cos2y0 =  i,

(63) < cos2a!+ cos2|3i4- cos2yj =  i,

( cos'2a 24- c o s 2i32-H c o s 2y 2=  i ,

m a i s  e n c o r e  a u x  s u i v a n t e s  :

/ .COS«! C O S a2 4-  COS P! c o s ( 324 -  c o s  y,  c o s y 2=  O,

(64) l cosa2 cosa04-cosp2 cosp0+ c o s y 2 cosy0rr o,

( cosa0 cosa!+cosPo cos^! +  cosy0 cosy[ =  o.

O n  a r r i v e r a i t  a u x  m ê m e s  c o n d i t i o n s  e n  s u b s t i t u a n t  l e s  v a l e u r s  d e  \, 

r], Z, d o n n é e s  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( G i )  d a n s  l ’ é q u a t i o n

(69) £24- Y)2 4- Ç2 =  æ;24- j 2-t- 52,

p u i s  é g a l a n t  d a n s  l e s  d e u x  m e m b r e s  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  c a r r é s  x 2, 

y - ,  z -  e t  d e s  d o u b l e s  p r o d u i t s  2 y z ,  2 z x ,  2 x y .  A j o u t o n s  q u e ,  à  

l ’ a i d e  d e s  c o n d i t i o n s  ( 6 3 )  e t  ( 6 4 ) ,  o n  p e u t  d é d u i r e  i m m é d i a t e m e n t  

l e s  f o r m u l e s  ( 6 1 )  d e s  f o r m u l e s  ( 6 2 ) .

Problème J V .  —  Trouver les équations d ’un p la n  passant p a r  le 

p o in t ( & 0, y n, z 0) et'p erp en d icu la ire à la droite qu i, prolongée dans 

un certain sens, fo r m e , avec les d em i-axes des coordonnées positives, 

les angles  A ,  u ,  v .

Solution. —  S o i e n t  x ,  y ,  z  l e s  c o o r d o n n é e s  d ’ u n  p o i n t  q u e l c o n q u e  

d u  p l a n  e t  R  l e  r a y o n  . v e c t e u r  m e n é  d u  p o i n t  ( x „ , y ü, z 0) a u  

p o i n t  ( x ,- y ,  - ) ·  L e s  c o s i n u s  d e s  a n g l e s  q u e  f o r m e  c e  r a y o n  v e c t e u r  

a v e c  l e s  d e m i - a x e s  d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s  é t a n t  r e s p e c t i v e m e n t

x  — x 0 y  -  y n z  — z„
H ’  U  ’ U  ’

l e  c o s i n u s  d e  l ’ a n g l e  c o m p r i s  e n t r e  c e  m ô m e  r a y o n  v e c t e u r  e t  l a  d r o i t e  

d o n n é e  s e r a  [ e n  v e r t u  d e  l a  f o r m u l e  ( 4 8 ) ]

. ( x  — .r0) cosX ■ +- (/  — j '0) cosp -+- (s — s0) eosv
R( 6 5 )

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P R É L I M I N A I R E S .  ' .  29

. De plus, le rayon vecteur R,*étant renfermé dans le plan, sera censé 

.former un angle droit avec chacune des lignes perpendiculaires au 

plan. Donc le cosinus représenté par l’expression (65) sera nul, et 

l’on aura.

’(66) ( x  —  x 0) cosX +  ( /  —  /„)  cosp  -f- (s —  ^0) cosv =  o.

Cette dernière équation est celle qu’il s’agissait d’obtenir.

Corollaire /. — Représentons par k la perpendiculaire abaissée de 

l’origine des coordonnées sur le plan que l’on considère, et suppo

sons que les’angles [x, v soient précisément ceux que forme cette 

perpendiculaire avec les demi-axes, des coordonnées positives·. Enfin 

désignons par r le rayon vecteur mené de l’origine au point ( x , y ,  z). 

Le cosinus de l’angle aigu compris entre ce rayon vecteur et la per

pendiculaire k sera évidemment

OC V
— COsX -+- — COSU -+- 
r r  1

•COSV =
x  cosX -f-JCOSfX-t- Z COSV

* « k '
Ce même cosinus'pouvant être exprimé par - ,  on aura en conséquence

. x  eosX -h y  cosju -+- z  cos v 
. r ""

et l’ôn en conclura

k
— y
r

(67) · ' ' x  cosÀ 4 - y  cosp  4- z  cosv =  k.

f ■> ·
Telle est la forme sous laquelle se présente l’équation du plan quand 

on y introduit la .constante k à la .place des coordonnées x a, z 0. 

Au reste, pour revenir de l’équation. (67) à la formule (66), il suffif 

d’attribuer à x,  y,  z les valeurs particulières x 0, ÿ 0, z 0, puis d’éli

miner la constante k entre la formule, ainsi obtenue, savoir

♦ (68) cosL-i- ^0 c o s p . - f - c o s v  —  A,
* i

et l’équation (67).
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Corollaire II. — Si l’on fait, pour abréger,.

(69)
cos À_ .
~ r - k '

COSp _
~1T  -  ’

cosv _  r

on en'conclura, en supposant toujours la constante k positive,

(7°)

(70

k =
I

v/AT+Bs+C*’

cosà =  

cosp =  

cosv —

;___  a  ___
v/ÂM^IP+C2’ ·

__D ___
CAM-Tî - 4- C-’

C___

et la formule (67) deviendra

(73) Aar 4- B y 4 - C~ =  1.

Cette dernière équation est donc celle d’un plan qui est perpendicu

laire au demi-axe tracé de manière à former, avec les demi-axes des 

coordonnées positives, les angles· X, ,u, v déterminés par les for

mules (71), et qui coupe ce demi-axe à une distance k de l’origine, 

la valeur de k étant donnée par la formule (70).

Corollaire ///. — Si l’on supposait

cosX _  A c o s p _B cosv __ C
~k~ ~  I)’ T - - !)’

es formules (70) et ( 71) se trouveraient remplacées par les suivantes·

I)
i-A)

(75)

k — ±

cos)i =- 

cosp =

\/A2 4- B2 4 - C2 

A
V,/V24- B2 4- C2
_____ B______

v/xV'+JP+iÏÏ’

C
v/A2 -t- B2 4 - C2

COSV
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clans lesquelles ôn devrait préférer le signe -+- ou le signe — , suivant 

que la quantité D serait positive ou négative. De plus, l’équation (67), 

ramenée à la forme

(76) k x  '+ B y - l - C s  =  D,' .

serait celle d’un plan mené par l’extrémité du rayon vecteur, k et per

pendiculaire à ce rayon, que l’on suppose tracé de manière, à former 

avec les demi-axes des coordonnées positives les angles A, p., v.

Problème Y. — Étant donnés les angles x0, (30, y 0, et a, (3, y, que deux 

rayons vecteurs OA, OB, menés de l ’origine aux points A et B, forment’ 

avec les demi-axes des coordonnées positives, on demande les angles 

À, p., v que forme, avec les mêmes demi-axes, la · perpendiculaire OP 

élevée par Vorigine sur le plan du triangle AOB. ■

Solution. — ■ La droite ÔP devant être perpendiculaire à chacun des 

demi-axes OA, OB, on aura [en vertu de la formule ($7)]

cosa0 cos> ■+■ cos'(30 cosp +  cosy0 cosv =  o, 

cosa cosX+cos(3 cosp +  cosy cosv =  6.

* *
Dé plus, les angles A, p., v devront satisfaire à l’équation de condition

( 7 8 ) ' COS2X- -I- COS2p  -+- COS2V I .

Les formules (77) et (78) suffisent pour déterminer, aux signes près, 

les Valeurs des quantités cosA, cosp., cosv. Si entre les équations (77) 

on élimine* successivement ces trois quantités, ori obtiendra trois 

autres équations comprises dans la seule formule

I
COsX _J .COSfJt··

cos(30 cosy — cos(3 cosy0 — cosÿ0 cos « — cos y cos <*<,

' ■' ·
_ . cosv

cosa0 cos(3 — cosot cos(30'

Soient maintenant x 0, y 0, ,s0 les coordonnées du point A; x , y , z 

celles du point B; r0, r ies  rayons vecteurs OA, OB et S l’angle com-
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pris entre ces mêmes rayons. On tirera de la formule (79), en ayant 

égard aux équations (49) et (78),

cos X
cos(30 cos y — cos (3 cosy0

_ cos ¡J.
cosy0 cosa — cosy cosa0

_ cosv x
cosot,, cos(3 — cosacos(30

X
(cos2X +  c o s 2 jul 4-  cos2v)2

_

[(cos(30 cosy — cos (3 cosy„)s-f- (cosy0 cosa — cosy cosa0)2+  (cos a0cos ¡3 — cosacosp ,,)2]2

et par suite

(8.) C O sX  __ COSfJL cosv

y «- ^ 0  y — ¿y 0
I

/·0 r smo

Le double signe dont se trouve affecté le dernier membre de chaeunc 

des formules (80) et (81) iildiquc deux systèmes de valeurs des 

angles À, p., v, qui correspondent aux deux directions suivant les

quelles on peut prolonger la droite OP à partir du point O. Si celte 

droite est prolongée dans un certain sens, on devra réduire le double 

signe au signe +  , et l’on tirera des formules (80) et (81)

(82)

COS/

COSfi —

cosv =

si 11 ô /V’ sino

cos y0 cos a — cos y cos a0 1 0 H I II
 H 0

sillo /•„rsinô

cosa0 cos(3 — cosa cos(30 _ & o  y  —  x y*
suit r„r s 1110

Si la droite OP est prolongée en sens contraire, les cosinus des angles 

A, p., v changeront de signe, et ces angles se trouveront remplacés par 

leurs suppléments. Il ne reste plus qu’à déterminer le sens dans 

lequel il faut prolonger la droite OP pour que les équations (82) 

soient vérifiées ou, ce qui est encore plus simple, pour que chacune
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des trois fractions

( 8 3 )
C O s l  COSfX cosv

XoJ' — Xfo

et par conséquent la dernière des trois, ait une valeur positive. Or il 

est facile de s’assurer que cette condition sera remplie si la perpen

diculaire OP a été prolongée dans un sens tel qu’un rayon mobile, 

assujetti à tourner autour du point O, et à parcourir l’une après 

l’autre, avec un mouvement de rotation direct, les trois faces de 

l’angle solide OABP, soit obligé, pour décrire l’angle AOB, de passer 

de la position OA à la position OB. Admettons, en effet, cette hypo

thèse. Le rayon mobile, en passant do la position OA à la position OB, 

aura évidemment un mouvement de rotation direct, non seulement 

autour du demi-axe OP, mais encore autour du demi-axe des s posi

tives, si ces deux demi-axes sont situés du même côté du plan AOB, 

c’est-à-dire s’ils forment entre eux un angle aigu, ou, ce qui revient 

au même, si le cosinus de cet angle, savoir cosv, est positif. Au con

traire, si cosv est négatif, ou si l’angle v est obtus, les deux demi-axes 

n’étant plus situés du même côté par rapport au plan OAB, le mou

vement du rayon mobile sera rétrograde autour du demi-axe des z 
positives. Soient d’ailleurs OA', OB' les projections des rayons vec

teurs OA, OB sur le plan des x, y, ou, en d’autres termes, les rayons 

vecteurs menés dans ce plan de l’origine des coordonnées aux points 

(x0,y0) et (x,y). Tandis que le rayon mobile passera, dans le plan 

OAB, de la position OA à la position OB, sa projection sur le plan 

des x, y passera de la position OA' à la position OB'; et le mouvement 

de cette projection autour de l’axe des z sera évidemment de même 

espèce que le mouvement du rayon mobile,, c’est-à-dire direct ou 

rétrograde, suivant que la quantité cosv aura une valeur positive ou 

négative. De plus, il suit des remarques précédemment faites (yoir\v 
problème II), que la différence

x *y —-xy »

sera positive dans le premier cas, négative dans le second. Donc cette
OEuvres de C. —  S. Il, t. V,  fj
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différence et cosv seront, dans l’hypothèse admise, des quantités de 

meme signe, ou, en d’autres termes, la fraction

cosv

sera positive, ce qu’il s’agissait de démontrer.

Problème VI. — E ta n t donnes les angles a 0, {30, y 0; a , , ¡3,, y, ; ou, pa, y 2, · 

que fo rm e n t avec les demi-accès des coordonnées positives trois rayons vec

teurs m enés de l ’ origine, le prem ier au poin t ( x 0, y 0, r-0), le second au  

p o in t (Kx {, y , , s, ), le troisièm e au poin t ( x 2, y 2, - 2), on dem ande les 

angles que chaque rayon vecteur fo rm e  avec le p la n  des d e u x  autres, et 

le volume de la pyram ide triangulaire comprise entre ces rayons vecteurs.

Solution. — Soient A, B, C les trois points que l’on considère, et 

désignons par rn, r t , r2 les rayons vecteurs OA, OB, OC. Soient en 

outre o„, o,, o., les angles respectivement compris entre les rayons 

vecteurs r( ctr.,, r., etr0, r0 etr,. Enfin, représentons par £„, s,, t2 les 

angles que chacun des rayons vecteurs r0, r,, r2 forme avec le plan' des 

deux autres et supposons qu’un rayon mobile, assujetti à tourner 

autour du point O, et à parcourir avec un mouvement de rotation 

direct les trois faces de l’angle solide OABC, rencontre toujours les 

rayons vecteurs /·„, r{, r2 dans l’ordre qu’indiquent les indices

O , I ,  2 ,

rangés de manière à offrir les trois premiers termes d’une progression ' 

croissante. Dans cette hypothèse, si l’on nomme A, p, v les angles qui' 

forme avec les demi-axes des coordonnées positives un demi-axe OP 

perpendiculaire au plan du triangle AOB, et situé par rapport à et1 

plan du même côté que le rayon vecteur r2, on trouvera (problème 

précédent) :

cosX - -
cos(3„ cosyt— cos(3, cosy0 _y«z i ■ -  Jl -0

siinL r o r i
• «s Isino2

cos p . =
cosy0 cosai — cosyi cosa0 _  -0^1 ■—  3 ,^ 0

sinô2 _  ' r 0 r\ sillôj 7

COSV =
cos«0 cos(3, — cosa.1 cos(30_  x oJ'i —

siu.ôg / 'o  r,[ sin

(84)
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l)c plus, l’angle COP, compris entre le rayon vecteur /·, et le demi- 

axe OP, étant, un angle aigu, son cosinus sera positif, et par consé

quent égal au sinus dé l’angle aigu ou obtus s2, compris entre le même ■ ■

rayon vecteur r2 et le plan OÀB perpendiculaire au demi-axe OP. On 

aura donc

sin£2=rcos(COP) =  cosa.2 cos), +  cos|32 cosp  +  cosy2 cosv;

puis, en substituant aux quantités cosX, cosp., cosv leurs valeurs 

tirées des équations (84), on trouvera

cosgQ cosBi cosYa— cos«o cos[32 cosYi-f-cosa, cosp2 cosyp— cosai eoŝ o cosys-i- cosa, cosp0 cosyi — cosa, cosp, cosy „
■ sill02

•¿ofl "2 — ̂ 072̂ 1 + XjXiZ0— Xifo Z, -I- XjJoZl — XiXl Zp ' ■
Ï'0r,r2 smS2

Pour déduire de la formule précédente les valeurs de sins0 et de si ns,, 

il suffira de remplacer successivement la quantité sinâ2 par sin§„ 

et sin&,. On obtiendra par ce moyen deux équations nouvelles, qui 

seront, ainsi que l’équation ( 85), comprises dans la formule

sin<50 sin£0— sinô, sins, =  s i n s i n e ,

=  cos(Xq cosp, cosy2 — cosa0 cosp2 cosyl 

-t-cosa, cosp2 cosy„ — cosa, cosp0 cosy,

H- cosa2 cospo cosy, — cosa2 cosp, cosy0,

ou, ce qui revient au même, dans la suivante :

(

/ V , / - 2 s im $„ s i n £ 0 =  s i m ) ,  s in  s, =  /■„/·, r 2 s i n ô 2 s i n s 2

t°7J |
1 4-a?,/2̂ 0— «i/o-Sa

Quant au volume de la pyramide triangulaire OABC, il sera équiva

lent à la surface du triangle OAB, c’est-à-dire à l’expression

I ■ . \
sin0 ,,

multipliée par le tiers de la perpendiculaire abaissée du point G sur
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le plan de ce triangle. Or, cette perpendiculaire étant évidemment 

représentée par le produit

.r2 cos (COP) = v 2 sine2, .

il en résulte que le volume cherché aura pour mesure la quantité

(§8)' i fW'2 sinâ2 sin's2,

h laquelle on peut substituer l’expression

(89) 0 ( ̂ 0 ̂  I -®2 “■— XoytSl ■+■ y*S0  XtyiSo)·

Pour obtenir avec leurs lignes les termes compris entre parenthèses 

dans cette dernière formule, il suffit de multiplier l’un par l’autre les 

trois facteurs x , y , z, en les écrivant dans l’ordre naturel qui indique 

le mouvement de rotation direct d’un rayon mobile assujetti à par

courir successivement les trois faces de l’angle solide formé par les 

demi-axes des coordonnées positives, puis de placer au bas de ces 

facteurs les indices 0, 1, 2, rangés dans un ordre quelconque. En 

formant toutes les combinaisons possibles, on obtiendra six produits 

differents, dont chacun devra être pris avec le signe +  ou avec le 

signe — , suivant que l ’ordre dans lequel se trouveront disposés les 

trois nombres o, 1 ,2 ,  indiquera un mouvement direct ou rétrograde 

d’un rayon vecteur mobile assujetti à parcourir successivement les 

trois faces de l’angle solide OABC. La même règle s’applique à la

détermination des signes des termes compris dans le second membre 
« * \ 

de la formule (86), quand on substitue aux facteurs oc, y , z les fac

teurs cosa, cos[3, cosy. Ajoutons que cette règle, à laquelle nous 

sommes parvenus en supposant qu’un rayon mobile, assujetti à par

courir avec un mouvement de rotation direct les trois faces de l’angle 

solide OÀBC, rencontrait les fayons vecteurs r0, r,, r2 dans l’ordre 

indiqué par la combinaison o, 1, 2, subsisterait également si l’on 

admettait la supposition contraire. Alors, en effet, les valeurs de
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cosX, cosp., cosv venant à changer .de signe {voir  le problème précé

dent), l ’expression (89) et les seconds membres des formules (86),

(87) en changeraient aussi, de manière que les termes précédemment 

affectés du signe + ,  le tenue #0iy , s 2, par exemple, se trouveraient 

affectés du signe — . Mais il est clair que, dans la nouvelle supposi

tion, la combinaison o, r, 2, au lieu d’indiquer un mouvement de 

rotation direct sur les faces de. l’angle solide OABC, indiquerait un 

mouvement de rotation rétrograde.

Corollaire I. — Le parallélépipède dans lequel trois arêtes coïn

cident avec les rayons vecteurs r 0, r t , r 2 a un volume six fois plus 

grand que celui de la pyramide OABC, et par conséquent égal à la 

valeur numérique du polynôme

(go) " 2  —  # 0 / 2  s i "+■  s o y»  +  # 2 / 0  & a j'i  ~o·

Corollaire IL — La formule (86) fournit le moyen de transformer 

les coordonnées rectangulaires.#, y, -  d’un point quelconque de l’es- ■ 

pace en coordonnées rectilignes ij, y], Ç comptées positivement sur les 

demi-axes OA, ÔB, OC, c’est-à-dire sur les rayons vecteurs r„, r{, r2.

En effet, soit r le rayon vecteur mené de l’origine au point (#, y ,  z ) ,  

et supposons les rayons vecteurs ra, r,, r2 disposés comme ils doivent 

l ’être pour que la formule (86) subsiste. Alors, si les rayons vec

teurs r0, r sont situés du môme côté du plan OBC, l’expression qu’011 

obtiendra en divisant par sinS„ le second membre de la formule (86), 

et remplaçant dans ce second membre cosa0 par ®, cos[30 par cosTo

par y  savoir

P.OSV—  c o s 3 ,  c o s -/ , )  + . y ( c o s y ,  c o s « ,  -  c o s  y , c o s  « ,  )  +  s  ( c o s  « ,  c o _s (3, -  c o s  « ,  c o s p , )  

(91) ----- ------------------  ; rsio(î0

représentera le sinus de l’angle formé par le rayon vecteur r avec le 

plan BOC, et le produit de cette expression par r, savoir

. -W rn s R ,  m i y . —  c o s 0 ,  c o s y ,  ) H - y ( c o s y ,  c o s  —m î o s  y 2 c o s  a ,  )  H- s ( c o s a ,  c o s (32—  c o s « ,  c o s (3. 1 

---------- ---------- -------------- s in  o„  ------------?(92)
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désignera la perpendiculaire abaissée du point ( x ,y ,  s) «sur de.plan- 

dont il s’agit. Les expressions (91) et (92) représenteraient le même 

sinus et la même perpendiculaire, pris avec le signe — , si le rayon 

vecteur r n’était plus situé par rapport au plan BOC du même cô.té 

que le rayon vecteur r0. De plus, il est facile de s’assurer que le 

produit ·

(98) % sinso ·

représentera encore la perpendiculaire en question, prise avec le 

signe -+- dans le premier cas', et avec le s[grie — dans le second. 

Cela posé, en égalant l’expression (92) au produit (93), on trouvera

(94) t
¿r(cos(3i cosy2 — cos(33 cosyj) -t-ylcosy, cos«2 — cosy2 cos«, ) -t-g(cos«,-cos(32 — cosa, cos|3,) .

sinâ0.sin£0
\ * .

Après avoir ainsi calculé, la valeur de on formera de la meme ma

nière les valeurs des coordonnées y] et Ç; puis, en ayant égard à. la 

formule (86) et faisant, pour abréger,.

(95 )

D =  . cosaocos(3, cosy2 — cosot0 cos(32 cosy, 
-+- cosa, cos(32 cosy0— cosa, cos¡30 cosy2 
+  cosa2 cos(30 cosy, — cosa2 cos’(3, cosy0).

(96) {-n--

Ç:

on obtiendra les équations

ar(cos|3i cosy2 — cos[32 cosy,) -H.ytcosy, cosa2— cosy, cos«,) -1- ¿(cosa, cos(32— cosa2 cos6,)
! J) · ’ ' ’

¿c(cos(32 cosy,,— cos(30 cosy2) +y(cosy2 cosa0— cosy0 cosa2) h- 5 (cos«2 cos(30— cosa0 cosp2)
: ■ : ; ' I ) - "  ; . C ’

x (cos(3„ cosy, — cos ¡3, cosy0) -+-/(cosy0 cosa, — cosy, cosa0) -+- s(cosa0cos'(3,— cosa, cos(30)
: ; 1 d : ; ; : ; :

qui déterminent y], Ç en fonctions de x , y, z, et réciproquement.

Dans la supposition que nous avons admise pour établir ces équations, 

les mouvements de rotation directs, sur les faces de l’angle solide 

formé par les demi-axes des coordonnées positives, ne changent pas 

de nature, lorsque au système des coordonnées rectangulaires x , y , z
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on substitue le système des coordonnées obliques yj, et le mou

vement de rotation direct dans chacun des plans coordonnés autour 

du demi-axe perpendiculaire à ce plan est, pour les deux systèmes à 

la fois, ou un mouvement de droite à gauche, ou un mouvement de 

gauche à droite. Dans la supposition contraire, le dernier membre de. 

la formule (86).changerait de signe. Mais, comme le numérateur de la 

fraction comprise dans le second membre de la formule (94) en chan

gerait aussi, on déduirait toujours de ces deux formules combinées 

la première des équations (96). Par conséquent, les formules (96), 

dans lesquelles la quantité D est déterminée par l’équation (90), sub

sistent, quelle que soit, dans chacun des deux systèmes de coordon

nées, la disposition des demi-axes des coordonnées positives.

Pour éliminer des équations (96) les quantités y  et z, il suffit 

d’ajouter ces équations, après les avoir respectivement multipliées 

par cosa0, cosa,, co$a2. En opérant ainsi, et ayant égard à la for

mule (g5), oh trouvera ' · . ■ .

I a; =  £ cosa0H-Y] cosa, 4-Ç cosa2.

On trouvera de même

"· . ·

7  =   ̂cos (30 +  Y) cos P!-(-Ç cos (32.

z =£cosy0 -1-y) cosyi +  Ç cosy2v

Ces dernières formules pourraient être établies directement par la 

simple considération du rayon vecteur r successivement projeté sur 

les trois axes des æ, y , z. Elles nè diffèrent pas des formules (62), 

qui se trouvent ainsi étendues au cas même 9Ù il s’agit de remplacer 

un système d̂er coordonnées rectangulaires par un système de coor

données obliques. ,

Corollaire III. — La formule (86) subsiste évidemment, quel que 

soit le point auquel aboutissent les trois rayons vecteurs r0, r,, r.,, et 

dans le cas même où ce point ne coïncide.pas avec l’origine des coor*- 

données. · ,

Corollaire IV. — Si les rayons vecteurs r0, rif r2r au lieu d’aboutir
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à un point unique, aboutissaient à trois points différents de l’espace, 

chacune des trois quantités ·

sin£0, sinsj, sins2,

déterminées par la formule (86), représenterait le sinus de l’angle 

que forme un de ces rayons vecteurs avec un plan parallèle aux deux 

autres.

Corollaire V. — Lorsque les rayons vecteurs r0, r{, r2 sont perpen

diculaires l’un à l’autre, les quantités a0, a,, ce.,, (30, . . .  vérifient les

équations (63) et (64). En même temps, chacun des angles 

, d0, èu d2, £ o, £j, £2

se réduit à un angle droit; et, en supposant les rayons vecteurs r0, 
r,, r2 disposés comme ils doivent l’ctre pour que la formule (86) 

subsiste, on tire de cette formule »

/ 1 =  cosaocosp, cosy2— cosa0 cos(32 cosyi

(98) ] cosa, cos(32 cosy0— cossti cos(30 cosy2

( +  cosa2 cosPo cosy,— cosa2 cosPt cosy0.

Si l’on adoptait la supposition contraire, le dernier membre de la for

mule (86) changerait de signe, et l’on trouverait

/ 1 = — cosa0 cos[3i cosy2-t- cos«0 cos(32 cosyi

(99) 1 — cos'«! cos|32 cosyo+ cosaj cos(30 cosy2

( — cosa2 cos|30 cosyi H- cosa2 cos(3t cosy0.

Les formules (98) et (99) sont comprises l’une et l’autre dans la sui

vante

(100) l = (coSa0COS(UcOSY2— COSaoCOŜ jCOSYi-l-COSaiCOŜ COSYo — COSa[COSPoCOSYs-l-COS«2COS(ioCOSYi coaa.cospi COSYo)

à laquelle on peut arriver directement, en combinant ensemble les 

équations ( 63) et (64).

Problème VII. — Trouver la plus courte distance entre la droite mener, 
par le point (x0,y0, z-0) de manière à former avec les demi-axes des
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coordonnées positives les angles a0., (30, y0, et la droite menée par le 

point s ,)  de manière à former avec les mêmes demi-axes les

angles a ,,J3(, y,. *

Solution.·— Soit r le rayon vecteur mené du point ( ¿ 0.,y0, s0) au 

point (a?,,^ ,« ,).  Soit de plus S l’angle compris entre les droites 

données, chacune étant prolongée dans le sens que déterminent les 

valeurs des angles a0, (30, y0 ou a,, ¡3,, y, ; et nommons £ l’angle 

formé par le rayon vecteur r avec un plan parallèle aux deux droites.

Le produit
sinâsine

{voir le problèmé précédent et son corollaire III) sera équivalent, au 

signe près, à la quantité qu’on· obtient en remplaçant, dans le der

nier membre de la formule (86),

cosa2 par ■ ■ ■ , eos(32 par - — - j f -z ’ cosy2 par

On aura en conséquence ·

(xi—,r0) (cos ô cos fi — cos ¡3, cos ô) 4- ( J i—/ q) (cOSfo cosai— cosyi cosa j) -f- (zt —z0) (cos «p cos Pi—cosgi cosjV)
' . r sin 8

D’ailleurs, si, après avoir mené un plan parallèle aux deux droites 

données, on projette le rayon vecteur r sur un axe perpendiculaire 

à ce plan, la projection, représentée par le produit rsine, sera évi

demment égale en longueur à la plus courte distance entre les deux 

droites. Donc cette plus courte distance sera déterminée par la for

mule
/ r sine [(;*·,— æ0) (cos(30 cosy, — cos^ cosy0) ·

(1 0 2 ) / -h ( j j  — jo) (cosy0 cosa, — cosy[ cosa0)

( ■ -t- (s, —  s„ ) ( c o s a 0cos.(3i —  cosai cos(30)]. ' g

Pour savoir si le dernier membre de cette formule doit être affecté du 

signe -f- ou du signe — , il suffira de mener par le point ( x „ ,y n, z 0)

. deux demi-axes qui forment avec ceux des coordonnées positives,

OEuvres de C , —  S . Il, t .  V . 1 * '  6
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le premier les angles a0, (30, y0, le second les angles a,, (3,, y,, et 

d’examiner si un rayon vecteur mobile, qui décrirait l’angle compris 

entre ces deux demi-axes de manière à rencontrer le premier avant 

le second, aura, autour du rayon vecteur r, un mouvement de rota

tion direct ou rétrograde.

Corollaire. — Lorsque les droites données se rencontrent, leur plus 

courte distance s’évanouit, et l’on a par suite

| O ,  — x<s) (cos(3„ COS'/! — cos(3, cos y,,)

( ,q3 ) ' j +  ( / , - y0)(cosy0 cos«, — cosy, cos«0)

( +  _  -0 ) (cosa„ cos ¡3, — cos a, cos(30) =  o.
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PREMIÈRE LEÇON.

.INCLINAISON D ’ UNE COURBE PLANE EN UN POINT DONNÉ. ÉQUATIONS DE LA TANGENTE 

ET DE LA NORMALE A CETTE COURBE.

Considérons une courbe plane représentée par une équation entre 

deux coordonnées rectangulaires x, y. Désignons par Ax, Ay les ac

croissements simultanés que prennent x  et y  dans le passage d’un 

point à un autre. Menons par le point ( x ,y )  un demi-axe parallèle à 

l’axe des x  et dirigé dans le sens des x  positives. Enfin, concevons 

qu’un rayon vecteur mobile, appliqué d’abord sur ce demi-axe, tourne 

autour du point ( x ,y )  avec un mouvement de rotation direct ou rétro

grade, et s’arrête, après.une ou plusieurs révolutions, dans une posi

tion telle'qu’il coïncide alors avec la corde· menée du point ( x ,y )  au 

point (x  -+- Ax, y  -h Ay). Si l’on nomme o l’angle qu’aura décrit le 

rayon vecteur,, cet angle étant pris avec le signe +  ou avec le signe — 

selon que le mouvement de rotation aura été direct ou rétrograde, il 

suffira, pour déterminer tango-, de remplacer, dans la seconde des 

formules (23) de la page 20, x  par Ax, y  par Ay, et p par o. On aura 

donc , -

t\  ' Au(1 ) tango.= ~ ·

Si, de plus, on désigne par ij, rt les coordonnées variables de la corde 

ou sécante menée du point ( x ,y )  au point ( x  4- A x ,y  4 - Ay), on
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aura encore

(2)

et par suite

(3)

OU

(4)

On pourrait, au reste, établir directement la dernière équation, en 

projetant successivement'sur les axes des x  et des y  les'deux lon

gueurs comprises, d’une part, entre le point { x ,y )  et le point (£, V]); 

de l’autre, entre les points {x, y )  et {x  4 - Ax, y  -+- Ay). En effet, j l

serait facile de reconnaître : i° que chacune des fractions 
* ’ /

Y) — y £ — x  

Ay 5 A x

est équivalente, au signe près, au rapport entre les projections des 

deux longueurs sur le même axe, et par conséquent au rapport des 

longueurs elles-mêmes; 2° que ces deux’ fractions sont des quantités 

do même signe, savoir, des quantités positives, lorsque les points 

(£, vj) et ( x  h- Ax',y  +  Ay) sont situés du même’côté par rapport au 

point {oc, y ),  et des quantités négatives dans le cas contraire. La for

mule (4), ainsi établie, s’étend évidemment au cas même où l’on 

désignerait par x  et y  des coordonnées rectilignes obliques.

Parmi les quantités positives ou négatives que l’on peut prendre
x

pour ct, l’une est égale, au signe près, à l’angle aigu compris entre la 

sécante qui passe par les points (cc,y), ( x - h A x ,y  +  Ay) et l ’axe 

des x .  Cet angle lui-même est ce qu’on appelle l'inclinaison de la 

sècanie par rapport à l’axe dont il s’agit.

Concevons à présent que lê point ( x  -+- Ax, y  4 - Ay) vienne à se 

rapprocher indéfiniment du point (x , y ) .  La sécante qui joint les 

deux points tendra de plus en plus à se confondre avec une certaine

v — y ■,
T— ir =  ' ang®,

Y) —  y _Ay
£ —  x  Ax

V — y _£ — x
Ay A x  .
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droite que l’on nomme tangente à la courbe donnée, et qui touche la 

courbe au-point (x , y ). Pour déterminer la direction de cette tan

gente, il suffira de chercher la limite vers laquelle converge l’angle cr 

tandis que les différences Ax, Ay deviennent infiniment petites. Si 

. l’on désigne par cette limite, et si l ’on prend x  pour variable indé

pendante, on tirera de l’équation ( i)

(5) tangij,= ^ = / .

Parmi les valeurs positives ou négatives de v|; qui vérifient l’équation 

précédente, celle qui sera la plus petite, abstraction faite du signe, 

fera connaître l’angle aigu compris entre la tangente et l ’axe des x. 

Cet angle sera ce qu’on nomme Yinclinaison de la tangente ou Y incli

naison de la courbe au point { x ,y )  par rapport à l ’axe des x. Soit t 

l’angle dont il s’agit. On vérifiera la formule ( 5) en prenant

4*— — T,

le signe -+- devant être préféré si l ’ordonnée y  croît avec l’abscisse x, 

et le signe — dans le cas contraire. Par suite, on aura dans le premier 

cas tangT — y'\ dans le second, tangT =  — ÿ \  et l’on trouvera géné

ralement

(6)

tangr =  ± / , · sécv =  1 -h y  s

colv = ± y ,
y

cosécv ±  j
y  '

sim 7 '
v / .+ y 2

i
C O S T =  —  ------

VI-H7 '2

Concevons encore que, dans les équations (2), (3 ) et ( 4), on fasse 

converger vers zéro les différences Ax et Ay. En passant aux limites, 

et désignant pàr £, Y) les coordonnées variables, non plus de la sécante, 

mais de la tangente, on trouvera
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ou

(9 )
Y) — y _% — x

dy ~~ d x

Les formules (8) et (9) s’étendent évidemment au cas même où l’on 

désigne par x  et y  des coordonnées rectilignes obliques.

Si par le point ( x , y ) de la courbe donnée on mène une droite per

pendiculaire à la tangente, cette droite sera ce qu’on appelle la nor

male au point dont il s’agit. Pour déduire l’équation de cette normale 

de. la formule (7̂ ),* il suffira.évidemment de remplacer l’angle  ̂ par 

 ̂ ±  ~  On aura donc, en désignant par \ et yj les coordonnées de la 

normale

(1 0)

et par suite 

00 

ou

£ =  Ung( + ± J J = - Cot+ =
tang'ij;

y) — y _ d x _ 1

~  dÿ

(1 2 ) (| — x )  d x  -I- ( y) — y )  dy —  o .

Soient maintenant

(13 ) · f{x>y) =  °

l’équation de la courbe donnée, et '(¡>(x,y), les dérivées par

tielles de f ( x , y )  par rapport aux variables x  et y. On tirera de l’équa

tion ( i 3 ) . , .

04 ) 9(x,y )dx +  x{x,y)dy =  o;  ̂ ·

puis, en combinant cette dernière avec les formules (9) et (12), on 

trouvera, pour l’équation de la tangente,

(15 ) . (£ —  ^)<p(^,y) +  ( n ~-y)x{x, y) = °> 

et pour l’équation de la normale

( 1 6 ) ± Z £ L  =  J L - L · ' ,
z(*>y)
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ou

(17) ' (£ — ¿ O x l*» /)  — (*) — y ) ® ( ^ j )  =  o.

Il est bon de remarquer que, pour obtenir l ’équation de la tangente, il 

suffit de remplacer, dans l ’équation différentielle de la courbe, les diffé

rentielles dx, dy, par les différences finies X —  x , V] — y. Au contraire, 

pour obtenir l ’équation de la normale, on devra remplacer dy par 

X — os, et cfopar — ( y] — y ).  · -

On peut observer encore que les formules (1.4),‘( i 5), (16), (17)  ̂

ne changeraient pas, si la courbe donnée était représentée non par 

l’équation ( i 3), miais par la suivante r

(1 8 ) f { æ , y ) ~ c .

Enfin, si, dans les équations ( i 5) et (17), on regarde les coordonnées 

X, y] comme constantes, et les coordonnées x , y  comme variables, on 

obtiendra non plus les équations de la tangente,et de là normale à la 

courbe ( i 3) ou (18), mais les équations de deux nouvelles courbes, 

qui seront les lieux géométriques des points où la courbe (18), et 

celles qu’on en déduit en faisant varier la constante c, sont ren

contrées par .des droites normales ou tangentes qui concourent au

point (S, y]). -/ * ' *
Lorsque, la fonction f ( æ ,y )  est une fonction entière du degré m, 

les premiers membres des équations ( i 5) et (17), considérés comme' 

fonctions des'variables x ,  j .  sont en général du même degré m. Alors 

les courbes représentées,par les équations ( i 3), (18), ( i 5) et (17) 

sont ce qu’on appelle des courbes du degré m. Si l ’on suppose en outre 

que: la fonction f ( x , y )  ne renferme pas de termes constants, et si 

l’on désigne par u la somme des termes du degré m, par v la somme 

des termes du degré m — 1, par w la somme des termes du degré 

m — 2, . . . ,  les équations (18) et ( i 5) deviendront

(1 9 )

. . . . .  x / d r t  . d v

w ■ · =  c,

ùsv
d x \ ô y  à y  dy =  o.
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D’ailleurs, u, v, w, . . .  étant des fonctions homogènes, la première du 

degré m, la seconde du degré m — i , la troisième du degré m — 2,. .·., 

on aura, en vertu du" théorème des fonctions homogènes,

(21)

du du
x - ---- h v r  —  mu,

dx J ày

dv dv , . .
“"SS

dw àw ' , .

De ces dernières formules, combinées avec les équations (19) et(2o), 

on tirera

(2 2 ) X
du
dx

dv
dx

dv
dy.

\—----H... = m c  — v — —....
ày )

L’équation (22) représente, quand on regarde les coordonnées X, rj 

comme seules variables, la tangentè menée par le point ( x ,y )  à la 

courbe (19), et, quand on regarde les coordonnées x, /.comme seules 

variables, une courbe du degré m — x qui renferme les points de con

tact de la courbe (19) avec les tangentes qui concourent au point (1;, y]). 

Si l’équation (18) se réduisait à

(23) . u =  c,

u désignant une fonction homogène du degré m, l’équation (22) de- 

viendrait ‘

(24)
.. du du

me.

Exemple /. — Considérons le cercle représenté par l’équation finie

(a5) x ^ + y 2—  R2.

4
L’équation différentielle de ce cercle sera

( 2 6 ) x  dx  -\-y dy —  o..
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Cela posé, on trouvera, pour l’équation de la tangente au point (a·, y),

( 2 7 ) —  x )  —  y )  =  O

OU

(2 8 ) -t-jn =  R’ ,

et, pour l’équation de la normale,

■ y (Z— æ) — x ( y — y) =  o 

OU ■ ·

(29) ·■  ’ ■ !=■ -.
■ *  y

L’équation (27), lorsqu’on y regarde les coordonnées {oc,y) comme 

seules variables, représente-un nouveau cercle qui né dépend pas du 

rayon du premier, et qui a pour diamètre la distance comprise entre 

l’origine et le point (!·,■ /]). Il suffit, comme on sait, de construire ce 

nouveau cercle, pour résoudre le problème qui consiste à mener par 

le point (lj, y)) une tangente au cercle donné. On obtiendra une autre 

solution du même problème, si l’on construit la droite représentée 

par l’équation (28) dans le cas où l’on fait varier x  et y. Or, pour 

tracer cette droite, il suffit d’observer·: i° qu’elle est perpendiculaire 

au rayon vecteur compris entré l’origine et le point ( Ç, vj) ; 20 que la 

distance de l’origine à laquelle elle coupe son rayon vecteur est une 

troisième proportionnelle au rayon du cercle donné et au rayon vec

teur lui-même.

Quant à. l’équation (29), elle reproduit toujours la même ligne, 

quel que soit, entre les deux points ($, yj) et ( x , y) ,  celui dont on 

regarde les coordonnées comme variables, et elle représente dans 

tous les cas, ainsi qu’on devait s’y attendre, une droite passant par 

l’origine.

Exemple IL -  Considérons l’ellipse ou l’hyperbole représentée par 
l’équation finie

(30) '' ■ ÀæH· 2 l i x y  -+- K.

Œuvres de C. —  S . II, t .  V.
7
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L’équation différentielle de cette courbe sera

(31) (A x  -f- B y )  dx +  (Ba· -+- C j )  dy =  o.

Par suite, on trouvera, pour l’équation de la tangente au point (x , y);

(3 2 ) (A a? -h B/)  (| — x )  -t- (B æ? +  C j )  (/) — /)  =  o 

ou

(33) A x \  +  B(y£ a n )  +  C /y) =  K, 

et, pour l’équation de la normale,

(34) (Ax + B j)  (y] — y) =  (B# h- C/) (£ — x).

Lorsque, dans les équations ( 32) et ( 33), on regarde les coordon

nées x , y  comme seules variables, ces équations représentent, la pre

mière, une courbe semblable à la courbe donnée, et dont un diamètre 

coïncide avec le rayon vecteur mené de l’origine au point (;,Y)); la 

seconde, une droite qu’il suffira de construire, si l’on se propose de 

mener par le point (|, yj) une tangente à l’ellipse ou à l’hyperbole 

proposée. . 1

Si l ’ellipse ou l’hyperbole est rapportée à ses axes, son équation 

sera de la forme

(35)
a 1

a, b désignant les longueurs des demi-axes. Alors l’équation ( 33) 

deviendra

(36) . a 2 — 62

Pour construire la droite représentée par cette dernière équation, dans 

le cas où l’on regarde les coordonnées x , y  comme seules variables, 

il suffit de chercher les points où cette droite rencontre les axes. Or 

il est facile de trouver ces points, attendu que l’abscisse ou l’ordonnée 

de chacun d’eux, étant (abstraction faite du signe) une troisième pro

portionnelle à l’ un des demi-axes et à l ’abscisse ou à l’ordonnée du
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point (£, Y]·), conserve, au signe près, la même valeur, quand l’ellipse 

ou l’hyperbole est. remplacée par un cercle quï a l’un des axes 2a, 2.6 

pour diamètre. Si Ton suppose, en particulier, que la courbe soit une 

ellipse, et si l’on décrit trois cercles qui aient pour diamètres, le pre

mierTaxe 2a, .le second l’axe 2b, et le troisième le rayon vecteur 

mené de l’origine au point (£.yj), alors, pour tracer la tangente

• menée parce point à l’ellipse, et déterminer les points de tangence, 

il suffira de joindré par une droite le point où la corde d’intersection 

du premier et du troisième cercle rencontrera l’axe des x  avec le point 

où-la cordc d’intersection du second et du troisième cercle rencon

trera l’axe des y. Cette droite coupera l’ellipse aux points demandés.

Exemple 111. — Considérons la parabole représentée par l’équation 

finie

( 37) . J 2—.2 p x .

L’équation différentielle de cette courbe sera'
. *

(38) y d y  —  p d x .

Par suite, on trouvera, pour l’équation de la tangente au point (x , y) ,

' (3g)

• ou

(4o.)

et, pour l’équation de la normale,

(41 ) y ( V ~  x ) +P.(ri — y)  =  0.

L’équation (39), quand on y regarde les coordonnées x,  y  comme 

seules variables, représente une parabole de même forme que la 

proposée, et dont l’axe, parallèle à l ’axe des x ,  coïncide avec la 

droite y  — L’équation ( 4o) représente, sous la même condition, 

la droite qui renferme les points de tangence des deux tangentes

' y(*— y) =  p(£,— *)

y n  — p l  — p x ,
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menées à la parabole proposée par le point (£, y¡ ) .  Or, pour construire 

cette droite, il suffira d’observer qu’elle coupe l’axe des x  au point 

dont l’abscisse est égale à — E, et l’axe des /  à une distance de l’ori

gine deux fois plus grande que la perpendiculaire abaissée du foyer 

sur le rayon vecteur mené de l’origine au point (E, y¡).

Exemple IV. — Considérons la courbe qu’on nomme logarithmique, 

et dont l’ordonnée est équivalente au logarithme de l’abscisse. Si les 

logarithmes sont pris.dans le système dont la base est A, et désignés 

par la caractéristique L', en faisant, pour abréger,

on trouvera, pour l’équation finie de la logarithmique,

(4 2 ) y  —  L x  —  c i i x ,

et, pour l’équation différentielle de cette courbe,

(43) d y  z = a  ou x  d y =  a d x .

Par suite, les équations de la tangente et de la normale deviendront

(4 4 ) x{f) —  y )  =  a ( £  —  x )  ou x \ i \ + a ~ y )  —  a \

et

(45) ■ . x ( l  —  x ) - h a { - n  —  y )  — O.

Lorsqu’on regarde les coordonnées y¡ comme constantes et les coor

données x ,  y  comme variables, les équations (44) et ( 45)  repré

sentent, la première une hyperbole équ'ilatèrë qui a pour asymptotes 

l’axe d es/  et la droite /  =  a -y- yj, la seconde une parabole dont l’axe 

est parallèle à l’axe des / .  Cette hyperbole et cette parabole coupent 

la logarithmique dans les poipts où elle est rencontrée par les droites 

tangentes et normales qui concourent au point (E, '/])·

Exemple V. — Considérons la courbe qui a pour équation, en coor-
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données rectangulaires,

(46) 

ou

y— =  tangL x  D
\/a

R

(4 7 ) , arc tangí = L / æ! +  / - L R  =: a ( l  1 R) (').

On s’assurera aisément que cette courbe est du genre de celles que 

l’on nomme spirales, qu’elle fait une infinité de révolutions autour de 

l’origine, enfin qu’elle se déplacqet tourne autour de l ’origine sans 

changer de forme, quand la constante R change de valeur. Cette même 

courbe, qu’on nomme la spirale logarithmique, aura pour équation dif

férentielle · '

(4 8 ) , ■ x  dy — y d x  =. a ( x  d x  +  y  dy).

Par suite, les équations de sa tangente et de sa normale deviendront.

(49) xv) — yl-a\_xiX — x) -+-y(v- j ) ]  

et

(50) x(i; —  x )  + y { - n  —  y )  -+- a{xt\  — y£) =  o.

Lorsque, dans ces dernières formules, on regarde x , y  comme seules 

variables, on obtient les équations de deux cercles qui ont pour corde 

commune le rayon vecteur mené de l’origine au point (\, r¡), qui ont 

pour diâmètre ce rayon vecteur successivement multiplié par les deux

expressions y / i- f-  ^¡, \/i -h a-, et que l’on trace en décrivant sur La 

corde commune des segments capables des deux angles, dont l’ûn a 

pour tangente trigonométrique et l’autre pour cotangente la quan

tité a: Comme les deux cercles dont il s’agit coupent la spirale loga

rithmique dans tous les points‘où elle est rencontrée par les droites

(*) Conformément aux conventions établies dans la première Partie du Cours d’Ana
lyse, nous faisons usage de dotations qui renferment, des parenthèses doubles, toutes 
les fois qu’il s’agit do représenter des fonctions qui admettent plusieurs valeurs : par 
exemple, un quelconque des arcs de cercle qui répondent à une ligne trigonométrique 
donnée. ,
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tangentes ou normales qui concourent au point (£, yj), ils fournissent 

un moyen facile de construire ces mêmes droites.

En terminant cétte Leçon, nous ferons observer que, si les demi- 

axes des x  et des /  positives, au lieu d’.être perpendiculaires l’un à 

l’autre, comprenaient entre eux l’angle S, l’équation (i)  devrait être 

remplacée par la suivante

sinro _Ay

sin(ô — ro) A#’

à laquelle on parviendrait en considérant le triangle qui aurait pour 

côtés les valeurs'numériques de Ax, Ay, et comparant ces côtés aux 

sinus.des angles opposés. Alors il faudrait aux équations ( 5), (7) 

et (10) substituer les suivantes :

(,3a)

(53)

(34)

simL _  ,_ tangÿ
si n ( <5 — q> )  ̂ siuô — cosô tang^’ ■

y) — y _ sin^
X —  x  sin(ô — ^)'

■ n — y  _ _  \ T  2  /  __ _________________ 1  _

X — x  . /,, . n\ siiicí lang<L +  coso
s i n ^ - ^ q = - J  b Y - .

Or, en vertu de la formule ( 52), l ’ inclinaison t de la courbe donnée, 

par rapport à. l’axe des x , aura sa tangente trigonométrique déter

minée par la formule

00 ) tailg  ̂:
y  sino

1 .—1— /  C O S Ô "

De plus, en combinant les formules ( 52) et ( 53), on reproduira, 

comme on devait s’y attendre, l’équation (8), qui sera toujours celle 

de la tangente à la courbe. Enfin, si l’on élimine tang^ entre les for

mules ( 54) et (55), on trouvera pour l’équation de la normale

(56) Y) -t- )· _  1 ->r y' cosô 
X —  x  ~~ '/■ '·+-cosô
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DEUXIÈME LEÇON.

DES LONGUEURS APPELÉES SOUS-TANGENTES, SOUS-NORMALES, TANGENTES ET NORMALES

DES COURBES PLANES.

Les équations (8.) et (i i) de la Leçon précédente,'quand·on consi

dère \ et Y] comme seules variables, représentent, ainsi qu’on l’a fait 

voir, les droites tangentes et normales menées à une courbe plane, 

par le point (x ,y ).' Si, dans cës mêmes équations, on pose Y] =  o, on 

tirera de la première

(>) . =  

et de la seconde·

(2 ) ' . . ■■ ' X - o c ~ y y ’ -y

il en résulte que les valeurs numériques des expressions.

expriment les distances comptées sur l’axe des x , entre le pied de. 

l’ordonnée y  et les points ou cet axe est rencontré par la tangente. 

' et la normale à la courbe. Ces distances sont ce qu’on appelle la sous- 

tangente et la sous-normale de la courbe, relatives au point (x , y) . '  

Donc, si l’on désigne la sous-normale par U et la sous-tangente par Y, 

on aura ..

U =  ± y ÿ ,

V =  ± £ ,
y

( 3 )
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les signes étant choisis.de manière que les. valeurs de U et de Y soient 

positives. ' '

On peut remarquer que l’ordonnée y  est équivalente, au signe 

près,.à la moyenne géométrique entre les deux distances U et V, 

puisque celles-ci, étant multipliées Tune par l’autre, donnent y '1 
pour produit. ■ ■ ’·

Les longueurs comptées sur les droites tangente et normale, entre 

la courbe et Taxe des x , sont ce qu’on appelle la longueur de la tan

gente et la longueur de la normale, ou, plus simplement, la tangente 

et la normale de la courbe. Elles servent d’hypoténuses à deux 

triangles rectangles qui ont pour côtés l’ordonnée y  réduite à sa 

valeur numérique et la sous-tangente ou la sous-normale. Donc, si 

Ton désigne la tangente par T et la normale par N, on aura

. N*=7 ’ + t 7/)% . T* = , · + ( £ ) * ,

et, par-suite,

(5 ) '

(6) - '. T ~ ± y \ J l +

le signe H- ou le signe — devant être préféré suivant que l’ordonnée y  

sera positive ou négative.

■ Les équations (3), (d), ( 5) et (6) peuvent encore être facilement 

déduites des formules (6) de la Leçon précédente., dans lesquelles 

désigne l’inclinaison de la courbe proposée au point (x , y ), c’est- 

:k-dire l’angle aigu formé par la tangente avec Taxe des a;. En effet, 

dans les triangles rectangles qui ont pour hypoténuse les longueurs 

appelées tangente et normale, le côté commun, C’est-à-dire l’or

donnée y  réduite à sa valeur numérique, forme évidemment avec 

la tangente un angle égalt à  ̂ — z, et avec la normale un angle égal 

à'T. Cela posé, si Ton construit un cercle qui ait le sommet de l’or

donnée pour centre et l’ordonnée elle-même pour rayon, on recon

naîtra immédiatement que les rapports de la sous-normale, de la
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sous-tangente, de la normale et de la tangente au rayon du cercle ont 

pour valeurs respectives

tangr, cott, séci, cosécr.
/

En conséquence, la sous-normale, la sous-tangente, la normale et la 

tangente seront représentées par les valeurs numériques des produits

(7) · /tangr, jcotr, jsécr, y cosécr

ou, si l’on a égard aux formules (6) de la Leçon précédente, par les 

valeurs numériques des expressions

(8) //> y\fi +  yn, ' ■’

Exemple I. — Si la courbe donnée coïncide avec le cercle repré

senté par l’équation

(9 ) ^  +  R2,

les valeurs de U, V, N, T deviendront respectivement

/ R2 \ R I
(10) U = ± # ,  V =  ± (  —  — x\, N =  R, T =  ±  — (R2 — ,-r2)2.

La sous-normale se réduira donc à la valeur numérique de l’abscisse, 

et la normale au rayon, ce qu’il était facile de prévoir.

Exemple II. — Si la courbe donnée coïncide avec l’ellipse ou l ’hy

perbole représentée par l’équation

00

on trouvera

(12)

- ;r2 , j 2 ,
? ±  = ± 1 ,

/ r, -4-V = ± - , x ,

ï = ± l ^ *

T = [ ( £ * * ) ( > * 5 ) -
OEuvres de C. —  S .  I I ,  t .  V.

■

8

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



58 AP PLICA T IO N S DU CALCUL IN FIN ITÉSIM A L .

II suit des équations précédentes : i° que, dans l’ellipse et dans l’hy

perbole, le rapport de la sous-normale à l ’abscisse est une quantité 

constante; 20 que la sous-tangente est indépendante du demi-axe 

désigné par b. Par conséquent, la sous-tangente conserve la même 

valeur dans l’ellipse qui a pour équation

et dans le cercle décrit de l’origine comme centre avec le rayon a. Ces 

remarques fournissent le moyen de construire facilement les sous- 

normales et les sous-tangentes dés courbes représentées par les équa-- 

tions (11) et ( i 3). Si l’on veut obtenir en particulier le po'int de ren

contre de l’axe des x  et de la normale correspondante au point dont 

l’abscisse est x,  il suffira de porter sur l’axe 2b, et à partir de l’une 

des extrémités de cet axe, une longueur égale à —¿b; puis de mener 

par l’extrémité de cette longueur une parallèle à la droite qui joint 

l’extrémité de l’àxe et le pied de l’ordonnée y. Cette parallèle ren

contrent Taxe des a; au point demandé.

Exemple III. — Si la courbe donnée coïncide avec la parabole

(14) y * = 2p x ,  

on trouvera
' !

(15) U =  P, V = - 2 X ,  N b=pï (p -+- 2 X ) *  , 1 — 2 X i ( x + ^  ·

Ainsi, dans la parabole, la sous-normale est constante, et la sous- 

tangente double de l’abscisse. Ces remarques fournissent les règles 

connues pour la construction de la normale et de la tangente.

Exemple IV. — Concevons que dans l’équation (42) de la Leçon 

précédente on échange entre elles les deux coordonnées x ,  y , et 

faisons toujours L e — a. L ’ équation que l ’on obtiendra,  savoir

(16) x  —  L y  ou x  —  a\y,
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représentera la logarithmique dans une nouvelle position. Or, on 

tirera de l’équation (16)
X

(!7) y  =  ea

et, par suite,

\ * '
X

ÿ = - e ‘ , \ a

i x
(18) U = - e a , Y =  a, 

a

x  / 2-r

N =  - e “ V  t f  +  e “ , 
a

/ %x
Tr=V a2+ e a .

Ainsi, dans la logarithmique représentée par l ’équation (16), la sous- 

tangente est constante et la sous-normale proportionnelle au carré de 

l’ordonnée.

Exemple V. — Supposons qu’à partir de l’origine des coordonnées 

on porte sur l’axe des y, et dans le sens des y  positives, une longueur 

égale à R. Concevons de plus· qu’après avoir décrit de l’extrémité de 

cettè longueur, et avec le rayon R, une circonférence de cercle, on 

fasse rouler le cercle sur l’axe des x .  Le point de la circonférence qui 

coïncidait au premier instant avec l’ origine des coordonnées décrira 

une courbe que l’on nomme cycloïde, et dont l’équation pourra être 

facilement établie par la méthode suivante :

Pendant que le cercle roulera sur l ’axe des x , le centre se mouvra 

parallèlement au même axe, et le rayon qui aboutissait, dans le pre

mier instant, à l ’origine, tournera autour du centre en décrivant un 

angle qui croîtra sans cesse. Désignons par w cet angle, par £, r\ les 

coordonnées du centre, et par x, y  les coordonnées de l’extrémité,du 

rayon mobile, qui seront aussi les coordonnées de la cycloïde. L’arc 

de cercle compris entre l’extrémité dont il s’agit et le point où, le 

cercle touchera l’axe des x  aura évidemment pour mesure le pro

duit Rw; et, puisque les diverses parties de cet arc se seront appli

quées l’une après l’autre sur des parties égales de l’axe des x ,  com

prises entre l’origine et le point de tangence, la droite, qui joint ces 

deux derniers points ou, ce qui revient au même, l’abscisse du centre
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du cercle, aura elle-même une longueur équivalente à Rw. Cela posé, 

on trouvera, en supposant, pour plus de commodité, que le cercle se 

soit mû du côté des a? positives,

£ =  Rco, ri — R.

De plus, il est clair que les projections algébriques du rayon vecteur 

mobile sur les axes des x  et des y  pourront être également représen7 

tées, ou par
% — b y — y.

ou par

On aura donc

— Rsinw, · — Rcosco:

(19) æ — £ =  — Rsinw, 7  — n =  — Rcosw

et, par suite,
x  =  % —  Rsineo, y  —  t\ — Rcosu;

■ puis, l’on en conclura, en remettant pour 2j et yj leurs valeurs,

(20) # =  R(w — sinco), 7  =  R(i — cosw).

11 suffira d’étendre les deux formules qui précèdent au cas où co 

devient négatif, pour obtenir les coordonnées x ,  y, des points de 

la cycloïde situés du côté des x  négatives, c’est-à-dire des points 

avec lesquels coïncide successivement l’extrémité du rayon mobile 

quand le cercle se meut de ce côté. Si maintenant on tire la valeur 

de co de la seconde des équations (.20) pour la substituer dans la 

première, on trouvera : i° en supposant l’angle co renfermé entre 

les limites o, u,

(21) x  =  R arc cos
R — 7 

R
V/2R7 — y 2;

20 en prenant pour n un nombre entier, et supposant l’angle co ren

fermé entre les limites ±  nu, ±7211-1-1:,

(22) =  R jjarc cos (R —  7) COS/17Î 4_

R _
/iitj — cosrtir y/2 R7  · ■ y
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On peut remplacer les formules (21) et (22) par la suivante

(23) _ x  — R àrc cos — 'J2 R/ — / 2>

le radical devant être affecté du signe -+- ou du signe — suivant que le 

rapport

arccos((~ rc — arccos^± — ^ ^

TC

se réduit a un nombre pair ou à un nombre impair. L’équation (23) 

représente la cycloïde entière, tandis que les formules (21̂ ) et (22) 

représentent seulement des portions de cette courbe correspondantes 

à des valeurs de co comprisés entre certaines limites.

La base de la cycloïde est la droite sur laquelle on fait rouler le 

cercle générateur, et que nous avons prise pour axe des x.

Quand on se propose de rechercher les propriétés de la cycloïde, on 

peut employer ou l’équation ( 23), ou le système des équations (20). 

On reconnaîtra sans peine, à l’aide de ces équations, que la cycloïde 

est composée d’une infinité de branches, toutes pareilles les upes aux 

autres, dont les points extrêmes, situés sur l’axe des x , répondent 

aux abscisses

x  —  o, x  —  ±  2 tcR, x  —  ±  4tcR, æ =t± 6 tcR, . . . ,

et dont chacune est divisée en deux parties symétriques par une 

ordonnée correspondante à l’une des abscisses

x  =  ±  tcR, ¿c =  ±  3tc R, ¿c = : ± 5 tcR, · · · ·'
/

De plus, en différentiant les équations (20), et prenant x  pour 

variable indépendante, on trouvera

( 2 4 ) d x  =  It(i — cos « ) du —  y  du, dy =  R sin co du,
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On aura par suite ’

(26)
| U =  ± R s i n M=:v/2 R7 - 7 % Y = y \ / ^ R Z I V

Enfin, on tirera de la formule'(25), combinée avec la première des 

formules (19).

(27) £—  ̂~  D sin « =yy',

\ étant l’abscisse du centre du cercle générateur ou, ce qui revient au 

même, l’abscisse du point de tangence de ce cercle avec l’axe des x. 

Or, cette abscisse ne différant pas de celle que détermine l’équa

tion (2),. le point de tangence dont il s’agit se confondra nécessai

rement avec le' point où l’axe des x  est coupé par la normale à la 

cycloïde. Il est aisé d’en conclure que si l’on trace un diamètre paral

lèle ù l’axe des y  dans le cercle générateur de la cycloïde, les direc

tions de la normale et de la tangente à cette courbe seront indiquées 

par les droites menées du point {oc,y) pris sur la courbe aux deux 

extrémités du diamètre. Ajoutons que la longueur appelée normale 

sera précisément la corde qui sous-tçndra, dans le cercle, l ’angle co, 

et que, pour obtenir la sous-normale de la cycloïde, il suffira do pro

jeter le rayon mobile mené du point (£, v]) au point {oc,y') sur l’axe 

des x.
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TROISIÈME LEÇON.
\

CENTRES, DIAM ÈTRES, AXES ET ASYM PTOTES DES COURBES PLANES.

On nomme centre d’une courbe plane un point tel que les rayons 

vecteurs menés de ce point à la courbé soient deux à deux égaux et 

dirigés en sens contraires. Lorsqu’une courbe plane a un centre,' et 

qu’on y a transporté l’origine des coordonnées,, on n’altère point 

Î’équation de la. courbe en y remplaçant x  par — x  et y  par — y. 

Lorsque le centre coïncide avec le point qui a pour coordonnées a 

et b, alors, en posant
y  — b —  t { x  — a)

OU
y = z b  +  t ( x  — a),

<3n tire de l ’équation de la courbe, pour chaque valeur de t, plusieurs 

valeurs de x  — a, dont quelques-unes peuvent se réduire à zéro, tandis 

que les autres sont deux à deux égales et de signes contraires.

Exemples. — Les courbes

A x 3 -+- 2 B x y  -+- C y 2 =  K, y  —  x 3, y 3 =  x s, . . .

\
ont pour centre commun l’origine des coordonnées, tandis que les 

courbes

(æ —  a)2 +  (y  — 6)2 =  R2, y —  b —  {x  — a )8, {y —  b)3= ( x  —  a)6,

ont pour centre commun le point (a, b).

Une courbe peut avoir un nombre infini de centres. Ainsi, par 

exemple, la courbe
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composée d’une infinité d’arcs semblables les uns aux autres et situés 

alternativement au-dessus et au-dessous de l’axe des x ,  a pour centre 

non seulement l’origine des coordonnées, mais encore chacun des 

points où elle coupe l’axe des x . En effet, l ’équation de cette courbe 

ne changera pas de forme si l ’on transporte l’origine en un de ces 

points, c’est-à-dire si l’on fait croître ou diminuer x  d’une quantité 

égale à n-K, n désignant un nombre entier quelconque.

T o u t e  d r o i t e  m e n é e  p a r  l e  c e n t r e  d ’ u n e  c o u r b e  p l a n e  e s t  u n  dia

mètre d e  c e t t e  c o u r b e .

O n  a p p e l l e  axe d ’ u n e  c o u r b e  u n e  d r o i t e  q u i  p a r t a g e  c e t t e  c o u r b e

en deux parties symétriques. Lorsqu’une droite de cette espèce est

prise pour axe des abscisses ou des ordonnées, à chaque valeur de x

ou de y  répondent deux valeurs de y  ou de x ,  égales et de signes

c o n t r a i r e s .  .
/

Exemples. — La parabole
i  p x

a un seul axe qui coïncide avec l’axe des x .  L’ellipse ou l’hyperbole

f Î - f - Z ! — t-,
a % 62

a deux axes qui coïncident avecjes axes des coordonnées. La courbe 

représentée par l’équation (i)  a une infinité d’axes parallèles à l ’axe 

des j ,  et qui correspondent à des abscisses de la forme

■ ■ , 7t. ¿ r = ± / l 7 T H --- ;2

n désignant un nombre entier quelconque.

Toutes les fois que deux axes d’une courbe se coupent à angles 

droits, leur point d’intersection est un centre de la courbe. Car, si 

on les prend pour axes des x  et des y , on pourra, sans altérer l’équa

tion de la courbe, remplacer : i° y  par — y  ; 2° x  par — x . Par suite, 

oh pourra changer à la fois les signes des deux coordonnées x , y, ce 

qui suffira pour établir l ’existence d’un centre coïncidant avec l’ori

gin e.
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On appelle asymptote d’une courbe plane une droite de laquelle 

cette courbe s’approche indéfiniment, sans pouvoir jamais la ren

contrer. Il est facile de trouver les asymptotes d’une courbe repré

sentée par une équation entre deux .coordonnées rectangulaires x, y . 

En effet, considérons d’abord les asymptotes non parallèles à l’axe 

des y, et soit
i

(2) y =  koc -1-1 ·

l’équation de l’une d’entre elles. L’ordonnée correspondante à l’ab

scisse x  dans la courbe proposée devra se réduire sensiblement, pour 

de très grandes valeurs numériques de x, à l’ordonnée de l’asymptote 

et se présenter sous la forme

(3) y  — k x  -+-1±  s,

dz z désignant un terme qui deviendra nul avec ~  Cela posé, si l’on 

fait converger -k vers la limite zéro, on tirera successivement de 

l’équation ( 3 )

( A )  l i m  X  ~  l ’ m  ( y  +  =  * '

(5) - lim („y — k x ) =  lim ( t dz  s) =  l.

Donc, pour déterminer la constante k, il suffira de poser dans l’équa

tion de la courbe
ŷ  —  S

ou

(6) y  — sx,

puis de chercher la limite ou les limites vers lesquelles convergera la 

variable s, tandis que la valeur numérique de x  croîtra indéfiniment. 

De plus, après avoir trouvé la constante k, on obtiendra la constante l 

en posant dans l’équation de la courbe

(7) ' y = k x  +  t,
OKuvrcs de C. —  S. Il,  t.  V. 9
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et cherchant la limite de laquelle t. s’approchera sans cesse, pour des 

valeurs numériques croissantes 'de la variable x . A chaque système 

de valeurs finies des quantités k et l  correspondra une asymptote de 

la courbe proposée.

En raisonnant de la même manière, mais échangeant l’une contre 

l’autre les variables x  et y,· on trouverait évidemment les asymptotes 

non parallèles à l ’axe des x.

E xem ples. — Considérons la logarithmique
. / '
( 8 )  ’ y  —  A x.

On aura, dans cette hypothèse,

_ j  _  A*.
x  ~ " x  ’

puis, en faisant converger x  vers la limite — oo, on en conclura

. À·1*
k =  lim —  =  o.x

On, trouvera par suite

¿ — /  — A®, ¿ =  limA;1'= o .

Donc la courbe proposée aura pour asymptote l’axe des x ,  dont elle

s’approchera indéfiniment du côté des x  négatives.

On prouvera de même que la logarithmique
*

( 9 )  ' x  — Ay

a pour asymptote l’axe des y.

• Concevons maintenant que l’équation de la courbe donnée se pré

sente sous la forme . ,

(•o) /(■*>/) =C.

La recherche des asymptotes sera très facile si l ’on parvient à décom

poser f ( x , y ) en plusieurs parties dont chacune soit une fonction 

homogène des variables x , y. En effet, nommons m, n, . . .  les degrés'
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des fonctions homogènes fournies par la décomposition dont il s’agit, 

et soit en conséquence

( i l ) f ( x , y ) - - x >> f (£) * * ■ < £ )

les nombres m, n, . . .  étant rangés de manière à offrir une suite 

décroissante. La valeur de î =  -  sera déterminée par l’équation

ou

( 1 2 )

x m F  (s) -4- # " f (s ) c,

€

de laquelle on tirera, en posant ^ =  0 eti  = /(,'

(i3) . F (A·)— 0.

De plus, si l ’on attribue à k l’ une des valeurs propres à vérifier l ’équa

tion ( 13 ), la valeur correspondante de t =  y  — k x  sera donnée par la 

formule

(i4) + " - = ;C;

et comme, en vertu de l’équation ( i 3), on aura

F ( H  -  - F ' (k +  B-
X  X  \ X

0 désignant un nombre inférieur à l’unité, on trouvera encore

x m—\ 1 F' ( ]( -1- Q L ) 4- X* f (h -1- --

ou

(.5) iF '  A ' + e -  +  ———  f I  +  -  + . , , ~  —V X x m-n-l I I !

Si F(A) et f  (k) ont des valeurs finies différentes de zéro, alors, en
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posant -~ =  o e t i  =  /, on conclura de l’équation précédente,

(16)

i° pour zi <  m — i 

2° pour n — m — i

l — o,

_ ' î (k)
“  F'(Ar)’

3 ° pour n >  m — i l =  ±oo.

Par conséquent, à la valeur adoptée de k correspondra, dans la pre

mière hypothèse, une asymptote passant par l’origine, ou de la forme

(17) ■ y  =  kx;

et dans la seconde hypothèse, une asymptote de la forme

(18) y  =  k x  —
f(k)

F '(*)'

Dans la troisième hypothèse, l’asymptote, s’éloignant à une distance 

infinie de l’origine, disparaîtra entièrement.

L?élimination de la constante k entre les équations ( i 3) et ( 1 7 ) .  

produit la formule

■ ■ ■  ■ f ( £ > = ° ·

qui fournit, dans la première hypothèse, toutes les asymptotes non 

parallèles à l’axe des/, et qui peut être remplacée par l ’équation

(*9 ) x m F y
x

— 0.

On arriverait encore à celle-ci en cherchant, dans la première hypo

thèse, les asymptotes non parallèles à l’axe des x . Donc, lorsque le 

premier membre de l’équation (10) est décomposable en plusieurs 

fonctions homogènes, et que le degré m de l’ une d’entre elles sur

passe de plus d’une unité les degrés de toutes les autres, non seule

ment les diverses asymptotes passent par l’origine, mais elles sont 

toutes représentées par la formule qu’on.obtient en égalant à zéro la 

fonction.homogène du degré m.
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(20)
a2 è2

a pour asymptotes les deux droites représentées par la formule

(21) Æ ' y -  
— ; —  TT — °>a2 b-

ou, ce qui revient au même, par les deux équations

(22)
x  y  X V
---- 4 = o, -  4  =  °-a b a b

De même, si l’on suppose B2 — A C > o ,  on reconnaîtra que l’hy

perbole

( 23) Aie2- t -2B 3J J -4- C/ 2 — K

a pour asymptotes les deux droites représentées par la formule

(24) Aîp2 +  2B#/ +  C/2=  0.

De même encore la courbe

v . y
( 2D ) sin — — o

oc

aura pour asymptote la droite

(26) · x  +  y  =  0,

dont l’ordonnée est la seule valeur réelle de y  qui vérifie l ’équation
t

(27) . x 3 -\-y3 =  o.

Dans le cas où l’on suppose n =  m — 1, la formuleriez) représente 

toutes les droites menées par l’origine parallèlement aux asymptotes 

de la courbe proposée. Ainsi, par exemple, la courbe nommée folium 

de Descartes et représentée par l’équation

(28) x 3 -j- y 3 =  S a xy
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a une asymptote parallèle à la droite x .+ y  =  o, dont l’ordonnée se 

déduit toujours de la formule

£Cz -i-y3 — o.

Lorsque les quantités F'(k), ((k) deviennent nulles ou infinies, la 

quantité /peut obtenir des valeurs différentes de celles que nous lui 

avons assignées ci-dessus [voir les formules (iG)]; mais, pour la 

déterminer, il suffira toujours de chercher la limite ou les limites 

vers lesquelles convergera la variable t, pendant que -  s’approchera 

de zéro. Quelquefois,.en opérant ainsi, on trouvera, pour une seule 

valeur de Je, plusieurs valeurs de /. C’est ce qui arrivera, par exemple, 

si l ’on considère la courbe représentée par l’équation

(29) j 2 _ cosZ.

Alors on aura Je =  0, et, comme l’équation en t deviendra

, trz= cos — >
X

on en tirera, en posant ~ =  o,

t" —- I , t — ±  I .

En conséquence, la courbe proposée aura deux asymptotos parallèles 

à l’axe des x , savoir

(30) y  —  1 ,

Au reste, il peut arriver qu’une valeur de Je propre à vérifier l ’équa

tion

.( 3 1 ) F ' ( * )  =  o  .

fournisse une seule asymptote. Ainsi la courbe représentée par 

l’équation

(32)
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n’a qu’une seule asymptote qui coïncide avec Taxe des x , quoique la 

valeur k — o vérifie pour cette courbe l’équation (3 i).

On pourrait encore, suivant la remarque de M. Ampère,-trouver 

les asymptotes d’une courbe plane en. cherchant les positions que 

prend la tangente quand le point de contact s’éloigne à une distance 

infinie de l’origine des coordonnées. Concevons, pour fixer les idées, 

que l’on considère l’hyperbole

a2 62 " '

L’équation de la tangente à cette hyperbole sera

X  £ Y  Y)  
a? b2 ' ’

ou, si l’on substitue à  ̂ sa valeur zh 

ensuite par

i
a

et si l’on multiplie

Pour faire passer le point de contact à une distance infinie de l’ori

gine; il suffira de poser x  — ±  ce. Alors la formule précédente de

viendra

et comprendra les équations des deux asymptotes de l’hyperbole pro

posée.
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QUATRIÈME LEÇON.

PROPRIÉTÉS DIVERSES DES COURBES PLANES DÉDUITES DES ÉQUATIONS 

DE CES MÊMES COURB.ES. POIN TS SINGULIERS.

Soit proposée une équation entre deux coordonnées rectangulaires 

x , y. Cette équation, résolue par rapport à y, en fournira une ou plu

sieurs autres de la forme

(O ' y  =  f ( x ) ,

et chacune de celles-ci représentera une ligne ou portion de ligne · 

dont les propriétés dépendront de la nature de la fonction / ( x ). 

Ainsi, par exemple, l’équation

(2) · **+.>'*= R2, ’ ■

qui représente une circonférence de cercle dont le centre coïncide 

avec l’origine, se décomposera dans les deux suivantes

y  — y /R *  —  x-,
(3) _______

'  y =  — \j R2-^ %  -

dont chacune représentera une demi-circonférence située au-dessus 

ou au-dessous de l’axe des x.

Si la fonction / ( x )  demeure continue entre les limites x  — x 0, 

x=--X, la ligne représentée par l’équation (i)  sera elle-même con

tinue entre les points correspondants aux abscisses x 0, X. Cette ligne 

pourra devenir discontinue lorsque la fonction f ( x )  offrira des solu

tions de continuité; par exemple, lorsque cette fonction deviendra 

infinie pour certaines valeurs finies de x ,  ou lorsqu’elle passera tout
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à coup du réel k l’imaginaire, ou lorsqu’elle changera brusquement 

de valeur. Le premier cas se présente dans l’hyperbole

(4)

le deuxième, dans les courbes logarithmiques

\æ(5) J  =

( 6 )  y  — - . x \ x ·

le troisième, dans la ligne déterminée par l’équation

(7) y  — sla

et composée de deux demi-axes parallèles k l’axe des x ,  qui abou

tissent aux deux points de l’axe des y  auxquels appartiennent les 

ordonnées +  i et — i. Dans les deux derniers cas, la ligne que l’on 

considère s’arrêtera tout à coup en certains points que nous nomme

rons points d’arrêt. Les courbes (5) et (6) ont chacune pour point 

d’arrêt l’origine des coordonnées. La ligne représentée par l’équa

tion (7) offre deux points d’arrêt situés sur l’axe des y, de part et 

d’autre de l’origine, et à l’unité de distance.

Si la fonction/(¿c) ne devient réelle que pour un nombre limité de 

valeurs de x , l’équation (1) ne représentera qu’un point ou une suite 

de points isolés. Ainsi, par exemple, la formule

(8) , . y — x^j— 1,

qui offre l’une des valeurs de y  fournies par l’équation

(9) x̂  +  ŷ  — o,

ne représente qu’un seul point qui coïncide avec l’origine. Il peut 

arriver que l’équation (1) fournisse en même temps un ou plusieurs

OF.uvres d e C. S .  I l ,  t . V .  - 10
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points isolés et une ou plusieurs branches de courbe. Ainsi la for

mule

(io) y  —  x \ J x '· · —  a ï ,

qui offre l’une des valeurs d e y  fournies par l’équation

(u) y"- —  x ‘l { x ' ' · —  a2),

représente : i° deux branches de courbe qui s’éloignent indéfiniment 

de l’origine en partant de deux points situés sur l’axe des x  et corres

pondants aux abscisses x  =  — a, x  =  a; 20 un point isolé qui coin- ' 

eide encore avec l’origine. · .

Une ordonnée maximum ou minimum devant être supérieure ou 

inférieure à toutes les ordonnées voisines, il suit de ce qui précède 

que, si les deux fonctions y  et y '  restent continues dans le voisinage 

d’une valeur particulière de x , celte valeur ne pourra produire un 

maximum ou un minimum de y  qu’en faisant évanouir y ',  c’est- 

à-dire en vérifiant l’équation ,

( 1 2)  y ' — 0.

Ajoutons qu’une valeur de x  tirée de la formule (12) fournit effec

tivement un maximum ou un minimum, dans le cas où la première 

,dcs quantités ,
. . I l  v II I

» J  1 J  9 · ·  * 9

qui diffère de zéro, est positive ou négative, mais d’ordre pair, et que 

cette valeur ne détermine ni maximum, ni minimum, dans le cas con

traire.

Au reste, il peut arriver que certaines valeurs de x , prises parmi 

celles qui rendent discontinue l’une des fonctions y , y', produisent des 

maxima ou des minima de l’ordonnée, sans vérifier la formule (12). 

Ainsi, en particulier, si la fonction y  =  / ( x ) ,  après' avoir crû ou 

diminué pendant que l’on faisait croître ou décroître la variable x, 

passe tout à coup du réel à l’imaginaire, la courbe représentée par 

l’équation (1) aura.un point d’arrêt, et l’ordonnée correspondante à
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ce point d’arrêt pourra être considérée comme un maximum ou un 

minimum. Par exemple, la valeur zéro correspondante à x  =  o est 

une sorte de minimum relativement à l’ordonnée de la courbe

Pour obtenir des maxima ou minima d’ordonnées correspondants à 

des solutions de continuité dans la fonction y' =  f '( x ) ,  il suffit de 

considérer les trois lignes représentées par les équations

0 4 )  y  —

, 14-2 \ jx i -ArX'i
(10) y = - -------------- ->

, 2

( 1 6 )  . y  — x % ·

Ces trois lignes, dont la première se compose de deux demi-axes per

pendiculaires entre eux et aboutissant â l’origine des coordonnées, et 

la seconde de deux portions de paraboles qui viennent se rencontrer 

sur l’axe des y, ont pour ordonnée minimum la première.et la troi

sième y  =  o, la seconde y  — \· Or, pour la valeur x  — o qui produit 

ces minima, les dérivées des fonctions ( i 4)» ( i 5) et ( 16), savoir

(•7)

0 8 )

(i9)

deviennent discontinues, la première et la seconde en passant tout 

à coup de la valeur — 1 à la valeur H- 1, la troisième en passant par 

l’infini.

Nous avons remarqué, dans la première Leçon, que la valeur numé

rique de la fonction dérivée y' représentait la tangente trigonomé-

\Jx-

f
3x 3
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trique de l’inclinaison de la courbe par rapport à l’axe des x. Donc, 

si l ’on a, pour un point donné,

(12) ./ = 0 ,

l’inclinaison sera nulle en ce point, c’est-à-dire que la tangente à la 

courbe deviendra parallèle à l’axe des x. Si l’on a, au contraire,

(20) y — ±  æ,

l’inclinaison sera équivalente à un angle droit, c’est-à-dire que la 

tangente à la courbe deviendra parallèle à l’axe des y. Enfin, si la 

fonction dérivée y ' change brusquement de valeur, il en sera de 

même de l’inclinaison. Concevons que, dans cette dernière hypo

thèse, la fonction y  reste continue : alors les deux branches de la 

courbe viendront se réunir au point donné, de manière que leurs 

tangentes forment'entre elles un certain angle, et ce point sera ce 

que nous appellerons un point saillant. Tel est, par exemple, le point 

correspondant à x  =  o, dans la courbe représentée par la formule 0 4 ) 

et dans celles que déterminent les équations

(21)

(22)

■ y —  æ â r c  tang-, 
J  x

y -
1 +  e x

Supposons maintenant que deux branches d’une même courbe 

s’arrêtent en un point donné, de manière à toucher l’une et l’autre 

un demi-axe aboutissant au point dont il s’agit. Ce point sera ce 

qu’on nomme un point de rebroussement. Le rebroussement sera de 

première espèce, si le demi-axe passe entre les deux branches de 

courbe, et de seconde espèce, si le demi-axe laisse les deux branches 

d’un même côté. L’origine est un point de rebroussement de première 

espèce pour la courbe représentée par la formule (16), et pour celle 

qui répond à l’équation

(23) y - 1 -+- ex
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En effet, chacune de ces courbes se compose de deux branches tan

gentes l’une et l’autre au demi-axe des y  positives, et situées des deux 

côtés de ce demi-axe. La cycloïde représentée par l’équation ( 23) de 

la deuxième Leçon offre une infinité de points de rebroussement de 

première espèce, tous situés sur l’axe des x , et correspondants aux' 

abscisses
x  — o, ¿c = ± 2 7 tR, #  =  dr ^tiR, · · · ·

Lorsque, en un point de cette espèce, le demi-axe tangent aux deux 

branches de la courbe n’est pas perpendiculaire à l ’axe des x ,  les va

leurs de y  correspondantes à ces deux branches sont nécessairement 

déterminées par deux équations distinctes, comprises l’une et l’autre 

dans l ’équation unique de la courbe donnée. C’est ce qui a lieu, en 

particulier, pour la courbe

(2/1)

composée de deux branches qui touchent à l ’origine le demi-axe des x  

positives, et qui répondent aux deux équations

3
( 2 5 ) y =  x*,

, (26) · ■ y =  — x i .

C’est aussi ce qui arrive toujours pour les points de rebroussement 

de seconde espèce. Nous citerons comme exemple la courbe

.(27) . ( y  — x  sinÆ-)2=  x 3 sin2x,

composée de deux branches qui touchent à l’origine le demi-axe des 

x  positives, et qui, près de cette origine, sont situées l’une et l’autre 

du côté des y  positives.

Lorsque les fonctions

y — f { x )  et ÿ .z = f \ x )

restent l’une et l ’autre continues pour toutes les valeurs de x  com

prises entre les abscisses de deux points donnés, la corde qui joint 

ces deux points est nécessairement parallèle à l’une des tangentes
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menées par les points intermédiaires de la courbe. En effet, si l ’on 

représente par x  et x  4- Ax les abscisses des deux points dont il 

s’agit, on aura [en vertu de la formule (8) de la septième Leçon de 

Calcul différentiel]

(28)
Av _f { x  4- Ax) —/(a?)
Ax Ax — / ' ( x - h O A x ) ,

0 désignant un nombre inférieur à l’unité. Or il résulte évidemment de 

l’équation précédente, jointe aux formules (1) et ( 5) de la première 

Leçon, que la corde menée du point (x , y ) au point (x  +  Ax, y  Ay) 

est parallèle à la tangente menée par le point qui a pour abscisse 

a; H- O Ax.

On arrivera encore à la même conclusion en transportant la corde 

dont il s’agit parallèlement à elle-même, avec un mouvement con

tinu, de manière à faire décroître indéfiniment l’arc sous-tendu par 

cette corde. A-l’instant où cet arc s’évanouira, la corde se changera 

en, une droite tangente à la courbe, et l’on peut remarquer que le 

point de contact sera évidemment distinct des points ( x ,  y )  et 

( x  - h  Ax, y  H -  Ay).

Concevons à présent que, là fonction dérivée ÿ  =  f '( x )  étant 

continue entre deux limites données, l’on fasse croître x  entre ces 

limites. La fonction y ' elle-même ira en croissant, toutes les fois que 

sa dérivée y" =  /"(# ) aura une valeur positive, et en décroissant 

toutes les fois que la valeur de y" sera négative. Il est d’ailleurs 

facile de s’assurer que, si la fonction j '  =  /'(¡r) croît ou décroît sans 

cesse entre deux valeurs do x  correspondantes à deux points de la 

courbe proposée, l ’ordonnée de cette courbe dans l’intervalle sera 

constamment supérieure ou constamment inférieure à l’ordonnée de 

chaque tangente, de part et d’autre du point de contact. Admettons, 

par exemple, qu’après avoir assigné à la variable x  une valeur déter

minée, on attribue à cette variable un accroissement Ax, et que l’ex

pression

( 29) f '( x  +  Ax)
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croisse constamment, depuis la limite Ax =  — h jusqu’à la limite 

Ax — h. La différence
/ ' ( *  + A * ) - / ' ( * )  .

sera toujours, entre ces limites, affectée du même signe que Ax\ d’où 

il résulte que le produit

( 3 o )  [ / ' ( j ?  h -  Ax) — / ' ( # ) ]  Ax

sera nécessairement positif. Il en sera de même, a fortiori, de tout 

produit de la forme

( 3 . )  ■ [f \ x  +  B A x ) ~ f ' { x ) ' \ A x ,

0 désignant un nombre inférieur à l’unité. Or, si par le point (x, y )  

on mène une tangente à la courbe proposée, l’ordonnée de cette tan

gente relative à l ’abscisse
* £ =  x  h- Ax ' . ■

sera [en vertu de l’équation (8) de la première Leçon]

( 3 a )  ri— y-hf'(x)A x, '

tandis que, pour la même abscisse, l’ordonnée de la courbe pourra 

être [uoïVla formule (8) de la septième Leçon de Calcul différentiel] 

présentée sous la forme

( 3 3 )  y +  A y= y  +  f'{x  -4- 9 Ax) Ax.

Donc la différence entre l’ordonnée de la courbe et l’ordonnée de la 

tangente, savoir

( 3 4 )  /  + A /  —  Y),

sera l’une des valeurs du produit (3 i), et par conséquent une quan

tité positive. On prouvera pareillement que, si la quantité (29) di

minue constamment depuis la limite Ax — — h jusqu’à la limite 

Ax — h, les produits ( 3o), ( 3 i) seront négatifs entre ces limites, 

ainsi que la différence ( 34), et qu’en conséquence l’ordonnée/ +  

sera inférieure à celle de la tangente. Enfin, si la quantité (29). à 

l ’instant où l’on pose Ax — 0, cessait de croître pour diminuer, ou de
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diminuer pour croître, c’est-h-dire, en d’autres termes, si la valeur de 

la fonction f '{ x )  correspondante à la valeur donnée de x  devenait un 

maximum ou un minimum, l’ordonnée y  -+- Ay de la courbe serait 

inférieure d’un côté du point de contact, et supérieure de l’autre 

côté, à l ’ordonnée de la tangente. Comme il suffit d’ailleurs, pour 

décider si la fonction y  <= / '( x )  croît ou diminue, de consulter le 

signe de y", nous devons conclure qu’entre deux valeurs données de 

l’abscisse, l’ordonnée de la courbe sera constamment supérieure à 

celle de la tangente, si dans l’intervalle y" prend toujours une valeur 

positive; que l’ordonnée de la courbe sera constamment inférieure k 

celle de la tangente, si la valeur d e/"  reste toujours négative; enfin, 

que la courbe et la tangente se traverseront mutuellement, si, dans le 

passage d’un côté du point de contact k l’autre, la valeur de y" change 

de signe. Dans ce dernier cas, le point (x , y ) de la courbe sera ce 

qu’on nomme un point d ’ inflexion. Cela posé, l’origine sera évidem

ment un point d’inflexion pour la courbe

(35) . · y  — x z,

qui touche et traverse en ce point l’axe des x , ainsi que pour les 

courbes

(36) y  — x \ x s,

( 37) /  =  x \ ( x  sin#),

qui touchent et traversent en ce même point l’axe des y. De plus, 

comme on tirera de l’équation ( 5)

la courhe représentée par l’équation ( 5) aura évidemment un point 

d’ inflexion dont l’abscisse x  se déduira de la formule ·

'  ■ . 2
1 H- -j— — o,\ x

et sera équivalente au carré de y
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Lorsque la fonction y  et ses dérivées successives restent continues 

dans le voisinage d’une valeur particulière de x ,  cette valeur ne peut 

produire un point d’inflexion, par conséquent un maximum ou un 

minimum de y', qu’en vérifiant l ’équation

• ( 3 8 ) f — o·

Il faut en outre que, parmi les quantités ’

y", y", y lv,

la première de celles qui ne s’évanouissent pas soit une dérivée 

d’ordre pair de la fonction y.

On dit qu’une courbe ou une portion de courbe continue est con

vexe entre doux points donnés, lorsque entre ces points elle ne peut 

être rencontrée plus de deux fois par une même droite. Cela posé, il 

est clair qu’une courbe qui renferme un point d’inflexion ne saurait 

être convexe. Concevons, en effet, qu’après avoir tracé la tangente 

qui passe par le point d’inflexion, on mène de ce point deux rayons 

vecteurs à deux points très voisins situés sur la courbe, l’un au- 

dessus, l’autre au-dessous de la tangente. Celui de ces rayons qui 

formera le plus petit angle aigu avec la tangente, ira évidemment, si 

on le prolonge en sens contraire, rencontrer de nouveau la courbe 

proposée. Donc la droite dont ce rayon vecteur fait partie aura trois 

points communs avec la courbe. On peut démontrer encore que, si, 

pour une portion de courbe comprise entre deux points donnés, 

l ’ordonnée j  et sa dérivée y ' sont deux fonctions continues de l’ab

scisse x ,  dont la seconde croisse ou décroisse constamment, tandis 

que l’abscisse augmente, cette portion de courbe sera convexe. En 

effet, si elle pouvait être coupée par une droite en trois points difle-- 

rents A, B, C, on· pourrait aussi mener deux tangentes parallèles à 

cette droite par deux points E, F de la courbe, situés l’un sur 

l’arc sous-tendu par la corde AB, l ’autre sur l’arc sous-tendu par la 

corde BC, et par conséquent y' reprendrait au point F la même valeur 

qu’au point E, ce qui est contre l'hypothèse admise. Ajoutons que,

OEuvres de C . —  S.  Il ,  t .  V.  I l
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dans cette hypothèse, la courbe tournera sa convexité du côté des 

y  négatives ou du côté des y  positives, suivant que l’erdo'nnée de la 

courbe sera supérieure ou inférieure à l’ordonnée de chaque tan

gente, avant et après le point de contact,' c’est-à-dire, en d’autres 

termes, suivant que la valeur de y" sera positive ou négative entre les 

deux points donnés.

Il suit encore de ces principes que, pour décider si une courbe 

tourne sa convexité ou sa concavité vers l’axe des x , en un point pour 

lequel y  et y" obtiennent des valeurs différentes de zéro, il suffit 

d’examiner si ces valeurs sont des quantités de même signe ou de 

signes .contraires, c’est-à-dire si le produit

yÿ
est positif ou négatif.

On appelle points multiples ceux dans lesquels viennent se rencon

trer deux ou plusieurs branches de courbes qui ne s’arrêtent pas 

toutes à ces mêmes points. On peut nommer encore points multiples 

ceux auxquels aboutissent pour s’y arrêter au moins trois branches 

différentes. L’origine est évidemment un point multiple pour chacune 

des courbes

(3g) y 2= x 2( i —  x 2),

(4o) ' y 2 —  x i (i —  x 2).

En effet, la courbe (39) est formée de deux branches représentées 

par les équations

y  =  — x  1 — x 1, y  =  x  \J 1 — x 2,

et qui Se croisent à l ’origine en touchant les droites

y =  —  x ,  y  =  x .

Quant aux deux branches de la courbe (4o), représentées par les

équations , # ·
y =  —  x 2 \/1 —  x 2, y  =  x 2 y/i —  x 2,

elles se rencontrent encore à l’origine, mais elles ont en ce point 

une seule et même tangente qui coïncide avec l’axe des x.
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Si, après avoir tracé le cercle

#2-t-j2 =  R2, ■

on construit une courbe dont l’ordonnée y  soit à l ’abscisse a? dans le 

rapport qui existe entre l’ordonnée du cercle, savoir ±y/R2 — x 2, 

et le rayon R, cette courbe sera ce qu’on appelle une lemniscate, et 

son équation

( 4 0  ' . R y  =  ®2(R*—'«*)

comprendra comme cas particulier la formule ( 3g). Cela posé, les 

différentes lemniscates qu’on obtiendra en faisant varier le rayon R 

seront évidemment des courbes semblables entre elles, dont chacune 

aura sensiblement la même forme que le signe qo, et présentera un 

point multiple coïncidant avec l’origine des coordonnées.

L’origine est encore un point multiple où viennent s’arrêter quatre 

branches de chacune des courbes

(42)

( 4 3 )

(44)
( 4 5 )

y — x  arc tang -
2
=  X2 cos a?,

y —
i 4- ex

I =  X2 COSXf

(y2 — x2 Y — x 1* sina;,
■ ( j 2 — x 2 sin2a;)2=: x ’* sin*x tang#.

Ajoutons que les demi-axes tangents aux quatre branches sont dis

tincts les uns des autres pour les courbes (42) et ( 43), tandis qu’ils 

se réduisent à deux pour la courbe (44)> et à lin seul pour lq 

courbe (45). Ces demi-axes coïncident, pour les deux branches de 

la courbe (42) situées du côté des x  positives, avec les droites

y  —
71
2 X , x,

et pour les deux branches de la même courbe situées du côté des 

x  négatives, avec les droites .

y
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pour les deux branches de la courbe (43) situées du côté des x  posi

tives, avec les droites
y  — x ,  y  — — x ,

et pour les deux branches de la même courbe situées du côté des 

x  négatives, avec les droites

=  y  — i x ;

pour les quatre branches de la courbe (44)» toutes situées du côté 

des a? positives, avec les droites

y  =  x ,  y  — — æ;

enfin, pour les quatre branches de la courbe (45), avec le demi-axe 

des x  positives.

Les points d’arrêt, les points saillants, les points de rebroussement 

et d’inflexion, les points multiples, etc., et en général tous les points 

qui se trouvent situés sur certaines courbes, de manière à offrir 

quelques particularités dignes de remarque, inhérentes à la nature 

• de ces mêmes courbes, et indépendantes de la position des axes coor

donnés, sont désignés sous le nom commun de points singuliers. Ainsi, 

par exemple, on devra ranger parmi les points singuliers d’une courbe 

ceux dans lesquels la direction de la tangente deviendrait indéter

minée. Telest, pour la courbe

(46)
Iy  — x  sin —, J x

le point qui coïncide avec l’origine dcs coordonnées. Les points sin

guliers, et particulièrement ceux que nous avons nommés points 

d’arrêt et points saillants, ont fourni le sujet d’un Mémoire assez 

étendu, présenté en 1824 à l’Académie royale des Sciences, par 

M. Roche, ancien élève de l’École Polytechnique.
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CINQUIÈME LEÇON.

DIFFÉRENTIELLE DE L ’ARC D ’ ü NE COURBE PLANE. ANGLES FORMÉS PAR LA TANGENTE 

A  CETTE COURBE AVEC LES D E M I-A X ES DES COORDONNÉES P O SITIV E S. SUR LES 

' COURBES PLANES QUI SE COUPENT OU SE TOUCHENT EN UN PO IN T DONNÉ.

Considérons toujours une courbe plane représentée par une équa

tion entre deux coordonnées rectangulaires x , y , et soit s l ’arc de 

cette courbe compris entre un point fixe et le point mobile ( x ,y  ). Si 

l’on mène par ce dernier point une tangente à la courbe, l’angle aigu 

compris entre cette tangente et l’axe des x  sera ce que nous avons 

nommé l’inclinaison de la courbe; et, en désignant cet angle par t , 

on trouvera

(!) séCT =  V/i + / s= y /i +  ( ^ )  · .

Si, de plus, on trace une ordonnée correspondante à l’abscisse x  +  A#, 

les portions de la courbe et de la tangente comprises entre le 

point ( x ,y )  et l’ordonnée dont il s’agit, seront évidemment repré

sentées par les valeurs numériques des deux expressions

( a )  A s .

et ‘

( 3 )  - =  s é c r  Ax,
C o s t

tandis que la portion d’ordonnée comprise entre la tangente et la 

courbe sera équivalente, au signe près ( voir la Leçon précédente),
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à un produit de la forme

(4) [f'(x-\-QAx) — f'(x)]A x,

0 désignant un nombre inférieur à l ’unité.

Supposons maintenant le point (x  4- A# ,y  4- Ay )  assez rapproché 

du point (x , y ) pour que, dans le passage de l’un à l’autre, les deux 

fonctions y , y ' soient continues, et la dernière toujours croissante 

ou toujours décroissante. Dans le triangle curviligne, formé par la 

courbe, la tangente et l ’ordonnée correspondante à l’abscisse x-\-Ax, 

le deuxième et le troisième côté seront des portions de lignes droites, 

et le premier une ligne convexe. Donc chaque côté de ce triangle 

sera inférieur à la somme des deux autres, et la différence entre les 

deux premiers côtés aura une valeur numérique inférieure au troi

sième. Donc les valeurs numériques des expressions (a) et (3) diffé

reront d’une quantité plus petite que la valeur numérique de l’ex̂  

pression (4), et, en divisant ces trois expressions par Ax, on devra 

conclure que la différence entre ±  et sécx, savoir

(5) ± È “ séCT)

a une valeur numérique plus petite que celle de l’expression

(6) f'(-x +  6A x)—f t(x).

D’ailleurs, si l ’on fait converger Ax vers la limite zéro, l ’expres

sion (6) convergera évidemment vers la même limite. On pourra 

donc en dire autant de l’expression (5 ). Or, en égalant à zéro la 

limite de cette dernière, on trouvera

. . , ds(7)  ̂ ± -̂secz = o.

ou, ce qui revient au même,

(8) ds '= ±  sécr dx y l
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et par suite

( 9 ) ds* =  (1 + y ' 2) dx^ — dx*-+- d y1.

Il est bon d’observer que dans la formule (5), et par conséquent 

aussi dans les équations (7) et (B), on doit réduire le signe ±  au 

signe 4- ,  lorsque l’arc s croît avec l’abscisse x , et au signe — dans 

le cas contraire. De plus, on tirera des équations (7) et (9)

(10)

c o s t  =  ±

sécr =  ±

d x  
ds ’
ds 
d x ’

sinr = n z

c o s e c T  =  i £

ds
ds 
d y '

En substituant les valeurs précédentes de sécî et de cosécT dans les 

expressions (7) de la seconde Leçon, on reconnaîtra que les lon

gueurs désignées sous les noms de normale et de tangente peuvent 

être présentées sous la forme

O») N =  ± /
ds 
d x ’ T — ± y

ds
dÿ"

La corde qui sous-tend l’arc rbAs compris entre les points ( x ,y )  

et (x  - h  k x ,y  4-  A j) a évidemment pour mesure le radical

( 12 ) y/ A.x- +  A/2.

En conséquence, le rapport de l’arc à sa corde sera

H- Ac
(i3) . ; T_ - _ - ·

y/A#2 -t- Ay2

Or, la formule (9) entraîne l’équation

±  ds
04 ) \Jdaix2 -+■  dŷ

dont le premier membre (en vertu du principe établi à la page 3o du 

Calcul différentiel) (*) est précisément la limite de l’expression ( i 3 ). 

Ainsi, lorsqu’un arc de courbe plane devient infiniment petit, le rapport 

de cet arc à sa corde devient égal à l ’unité. 1

(!) Œuvres de Cauchy, S. Il, T. IV.
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Désignons à présent par a et b les angles que la corde ou sécante 

menée du point (x ,y )  au point (x  +  A x,y  +  Ay) forme avec les demi- 

axes des æ et j  positives, chacun de ces angles étant supposé compris 

entre zéro et 200°. Soient de plus a, fi les limites vers lesquelles con

vergent les angles a , b, tandis que le point ( x  -+- A x,y  4-  Ay) se rap

proche indéfiniment du point (x , y ), c’est-à-dire, en d’autres termes, 

les angles formés par la tangente prolongée dans le même sens que la 

corde avec les demi-axes des coordonnées positives. Les formules (4) 

des Préliminaires donneront

(i5) cosa :
A x , A y

____ ________ COS u  —  «/
A/ 2 \¿Ax* A j 2

et l ’on en conclura, en passant aux limites,

d x
(16) cns a =  — i cns(3 — - — ^

\Jdx2+ d y 2 \Jdx--\-dyi

Si dans les équations (16) on substitue au radical \ j d x 1 -y- d y 2 sa 

valeur tirée de l’équation (14), on obtiendra l’un des deux systèmes 

de formules

(17)

(18)

d x  _ dv
COSa =  -----, COS p  —  -y-y‘te ~ ds

cosa = -

ds

d x  
ds ’ COS [3 —_ dy

ds

Le premier système devra être adopté, si la tangente à la courbe a 

été prolongée dans le même sens que l’arc s, et le second système, si

la tangente a été prolongée en sens inverse. En effet, le rapport ~ y

étant la limite de y-y sera As
termes, si la tangente, prolongée dans le même sens que l’arc, forme 

avec le démi-axe des a? positives un angle aigu et, par conséquent, 

un angle dont le cosinus soit positif. Si cet angle devient obtus, son

cosinus et le rapport ^  deviendront en même temp’s négatifs. Donc

les formules (17) ou (18) devront être préférées suivant que l’on

positif si l’arc s croît avec x  ou, en d autres
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d é s i g n e r a  p a r  a  l ’ a n g l e  d o n t  i l  s ’ a g i t  o u  l e  s u p p l é m e n t  d e  c e t  a n g l e ,  

c ’ e s t - à - d i r e  s u i v a n t  q u e  l a  t a n g e n t e  à  l a  c o u r b e  a u r a  é t é  p r o l o n g é e  

d a n s  l e  s e n s  d e  l ’ a r c  s o u  e n  s e n s  i n v e r s e .

L e s  a n g l e s  q u e  n o u s  a v o n s  r e p r é s e n t é s  p a r  a  e t  ¡3 s o n t  é v i d e m m e n t  

é g a u x ,  l e  p r e m i e r  à  l ’ a n g l e  t  q u i  m e s u r e  l ’ i n c l i n a i s o n  d e  l a  c o u r b e  o u  

a u  s u p p l é m e n t  d e  l ’ a n g l e  «r, c ’ e s t - à - d i r e  à  i t  —  t , l e  s e c o n d  à  l ’ u n  d e s  

a n g l e s  ~  —  t , ^  +  t , q u i  s o n t  e n c o r e  s u p p l é m e n t s  l ’ u n  d e  l ’ a u t r e .  O n  

a u r a  d o n c

et, par suite,

(20) cosa = ±  cost, cos{3 =  ±  sinv.

Si de ces dernières formules on élimine c o s t  et sim;,à l ’aide des 

équations (10), on retrouvera les deux valeurs de cosa et les deux 

valeurs de cos[3 fournies par les équations (17) et (18). Seulement, 

le calcul n’indiquera pas comment ces valeurs devront être combi

nées entre elles.

Considérons maintenant deux courbes planes tracées dans le plan 

des x,  y.  Soient«;, y  les coordonnées de la première courbe et s l’arc 

de cette courbe compris entre un point fixe et le point mobile' (x ,y ) .  

Soient de même Y} les coordonnées de la seconde courbe et ç l ’arc 

de cette seconde courbe compris entre un point fixe et le point mo

bile (£, Y]). On trouvera

(21) dsi ~  d x i -+- dy'L, d ^  — d ^ -\-  d-rf·.

De plus, si les tangentes menées à la première courbe par le point (x ,y )  

et à la seconde courbe par le point (Ç, yj)  sont prolongées dans les 

mêmes sens que les arcs s et ç, elles formeront avec les demi-axes des 

coordonnées positives des angles dont les cosinus seront respective

ment égaux, pour la première tangente, à

d x  d y  
d s 5 ds

OEuvres de C *—  S.  I l , t ,  V.  J 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



90 A P P L I C A T I O N S  D U  C A L C U L  I N F I N I T É S I M A L .

et, pour la seconde tangente, à

d£ dn
dq dq

Par suite, si l ’on nomme o l’angle que les deux tangentes forment 

entre elles, on aura [en’vertu de la formule ( 3o) des Préliminaires]

(22) cosd _  d x  d \ ; dv dn _ d x d g  +  dy  dr\ '
ds dq ds dq '  dsdq

Les deux tangentes deviendront parallèles lorsqu’on aura

(2 3 )

ou bien

<’«. I

d x dn
ds ’dq ds ’ dq

d x dn _ _  ¿L
ds ’ dq ds

Il faut observer, d’ailleurs, que les formules ( 23) et (2^) peuvent être 

remplacées par la seule équation

(2 5 )

de laquelle on déduit

d\ _ dn
d x  dy

dq _dn___h \J dç  -+- dd
d x ~  dy \jdx i df-

± * i .
ds

Ajoutons que les deux tangentes comprendront entre elles un angle 

droit si l’on a eos§ =  o et, par conséquent,
/

(26) dx d^-\-dy dn ~- 0 .

Si dans la formule (22) on substitue pour ds et de, leurs valeurs 

tirées des équations (21), on obtiendra la suivante

(27) cds3 :
d x  dq -+- d y  dn 

\]dx"- -t- dy-sjdq1 -f- dr\"

Lorsque, dans cette dernière, on ne détermine pas le signe du second 

membre, elle fournit deux valeurs de S renfermées entre zéro et r ,
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qui représentent l’angle aigu et l’angle obtus compris entre les deux 

tangentes prolongées indéfiniment de part et d’autre des points (æ ,y)

et (Ç.v)). · .

Lorsque les deux courbes se rencontrent en un même point, elles 

sont censées former entre elles les mêmes angles que les tangentes 

menées par le point dont il s’agit. Alors on a pour le point de ren

contre

( 2 8 )  ■ i  =  x,  v —y.

et les angles que les deux courbes forment entre elles ont évidemment 

pour mesure les valeurs de S, renfermées entre zéro et u, qui vérifient 

l’équation (27).

On dit que deux courbes sont normales l’une à autre lorsqu’elles 

se coupent à angles droits, et qu’elles sont tangentes entre elles ou 

qu’elles se touchent lorsqu’elles ont, en un point qui leur est commun, 

une tangente commune, c’est-à-dire lorsque l’angle aigu compris entre 

les deux courbes s’évanouit. Dans le second cas, l’équation~(25), ou

(29)
cli)_dy
dt, d x ’

est vérifiée pour le point de contact. Dans le premier .caŝ  l’équa

tion (26), ou

(3o)
d r, dy  _
d\ dx  °’

est vérifiée pour le point d’intersection.

11 est essentiel d’observer que, dans les diverses formules ci-dessus 

établies, les différentielles disparaîtront toutes en même temps quand 

on aura éliminé ds, ck, dy et dt] à l’aide des équations (21) réunies aux 

équations différentielles des courbes proposées. Les calculs devien

dront plus simples si les équations finies des deux courbes se pré

sentent sous la forme

(31 ) / = / ( * ) ,  m =  F(Ç). ’ '

Alors, en vertu des formules (28) et (29), les deux courbes auront un
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point commun correspondant à l’abscisse x  si cette abscisse vérifie

l’équation

(32) f { x )  =  V ( x )

et clics se toucheront au même point si l’on a de plus 

,(33) /'(*) =  F'(tf).

Au contraire elles deviendront normales l’une à l’autre si l’on a pour 

le point commun

(34) I +/'(■*:) F'(.z) = o .

Si l’on représentait les équations finies des deux courbes par

(35) f ( x , y )  — °> F U , ï i )  =  o, 

et leurs équations différentielles par

(36) <p { x , y )  d x  -+- y { x ,  y) dy  — o, ^(^> y) d x  -+- X ( x , y )  dy — o, 

on trouverait, à la place de la formule ( 33),

' , 5_s co{x,v.) _ $ ( x , y )
[7> y)

et, à la place de la formule ( 34),

(38) ®{ x , y ) <b ( x , y )  +  y^{x, y ) X ( x ,  y )  =  o.

On peut, sans inconvénient, substituer, dans la seconde des équa

tions ( 3 i) ou ( 35), les lettres x , y  aux lettres £, y] et supposer, par 

exemple, que les deux courbes soient représentées par les deux équa

tions

(3g) y = f { x ) ,  y ~ f ( x ) .

Alors, pour que les deux courbes se touchent au point dont l’abscisse 

est x ,  il suffira, en vertu des formules ( 32) et (33), qu'e les valeurs 

de y  et de y '  correspondantes à ce point restent les mêmes dans le 

passage de la première à la seconde courbe. Au reste, cotte propo-
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sition est évidente. Car, si les .conditions qu’on vient d’énoncer sont 

remplies, il est clair que, pour l’abscisse x ,  les deux courbes auront 

non seulement la même ordonnée, mais encore la même tangente.

Exemples. — Les deux paraboles du deuxième et du troisième degré 

représentées par les équations

( 4 o )  y =  *\ y ~ x%

se touchent à l’origine et ont en ce point l’axe des x  pour tangente 

commune, attendu que les deux équations

( 4 0  x- — x3 e t  9.x — 3 x3

sont vérifiées l’une et l ’autre par la valeur x  — o à laquelle répondent 

des valeurs nulles de l’ordonnée y  et de sa dérivée y'.

L’origine est encore un point de contact pour les deux coufbcs

(4 )̂
* A

y — x \  y  =  x k

dont la tangente commune coïncide avec l’axe des x ,  et pour les deux 

courbes .

( 4 3 )
3

y ~ x l,

dont la tangente commune se confond avec l’axe des y.

On nomme en général parabole du degré a ou  ̂ une courbe dont

l’équation en coordonnées rectangulaires peut être présentée sous la 

forme

( 4 4 ) y — k x a o u

)
ñ I
y

a désignant une constante positive. Cela posé, il est clair que les 

paraboles

( 45 ) y  =  A  xa, r  =  B æ #

se toucheront à l’origine si les quantités a, b sont toutes deux supé

rieures ou toutes deux inférieures à l’unité, et qu’elles auront pour
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tangente commune, dans le premier cas, l’axe des x, dans le second 

cas, l’axe des y.

Nous terminerons cette Leçon en établissant un théorème qui est 

fort utile dans la théorie des contacts des courbes planes et que l’on 

peut énoncer comme il suit :

Théorème. — Etant données deux courbes planes qui se touchent, si, 

à partir du point de contact, on porte sur ces courbes prolongées dans le 

même sens des longueurs égales, mais très petites, la droite qui joindra 

les extrémités de ces longueurs sera sensiblement parallèle à la normale 

commune aux deux courbes.

Démonstration. — Supposons que les longueurs égales, portées sur 

la première et la seconde cpurbe à partir du point de contact, abou

tissent, d’une part au point (x , y ),  de l’autre nu point (£, yj). Soient, 

de plus, s et ç les arcs renfermés : i° entre un point fixe de la pre

mière courbe et le point (x, y );  entre un point fixe de la seconde 

courbe et le point (£, vj). Tandis que les coordonnées x,y \\,~ i) varie

ront simultanément, la différence '

ç — S

restera invariable et l’on aura en conséquence ç =  s -t- const.,

(46) dç =  ds.

Soient d’ailleurs a, ¡3 les angles que forme avec les demi-axes des 

coordonnées positives la tangente .commune aux deux courbes, pro

longée dans le même sens que les arcs s et ç; a la longueur de la 

droite menée du point ( l,  Yj) au point ( x , y ) ;  enfin (*■ les angles 

que forme cette droite avec les demi-axes des coordonnées positives. 

On trouvera

(47) COSCf : d x  d£
ds ~ dç ’ cos (3 ■

d y _dt[
ds dç ’

COSX : X  —  \
COS ¡J. :

r — n

(48)

(491
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e t  l ’ o n  t i r e r a  d e s  f o r m u l e s  ( 2 1 )  r é u n i e s  à  l ’ é q u a t i o n  ( 4 6 )

dx- 4- dy*- —  dÇ -y drè

ou, ce qui revient au même,

f5o) (dx -+- d\) (dx — d'̂ ):-\- {dy 4- dri) {dy — dri) —  0.

Or les équations (47) donneront

(5!) dx 4- Æ  _ d y -+- dri

■ cos a ~~ cos (3 =  ds 4- dç =  2 ds.

De plus, en faisant converger A vers la limite zéro, dans la formule ( 3) 

de l’Addition placée à la suite des Leçons de Calcul infinitésimal ('), on 

en conclut que, dans le voisinage d ’une.valeur particulière de x  qui fait 

évanouir deux fondions données, lé rapport entre ces fonctions diffère 

très peu du rapport entre leurs dérivées et, par conséquent, du rapport 

entre leurs différentielles, quand même ces différentielles et ces dérivées 

s’évanouiraient à leur tour pour la valeur particulière dont il s’agit. En 

appliquant ce principe aux seconds membres des équations (49)» on 

reconnaîtra que les quantités cosX, cosp. peuvent être déterminées 

approximativement par les formules

(5a) cosX = COS ¡i = dn — dy 

du

On aura donc à très peu près

(53) ■ <,x- dh f i ly r ^ = ch.
cosA COS ¡J.

Cette dernière équation sera d’autant plus exacte que les points (.x, y) 

et (H, Y]) se trouveront plus rapprochés du point de contact des deux 

courbes. Si maintenant on remplace, dans la formule ( 5o), les diffé

rences
d x  4- d\, dy  4- dri

par les quantités cosa, cos(3 qui sont entre elles dans le même rap

port, et les différences
d x  — d£, d y  ■— dri

0) Œuvres de Cauchy, S. II, T. IV, p. 245.
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par des quantités proportionnelles à ces différences, savon cosX et

c o s jj-, on trouvera définitivement

cos a cos)-t-cos ¡3 cos p =  o.

Donc la droite menée du point (H, v]) au point ( x ,  y )  sera sensible

ment perpendiculaire à la tangente commune aux deux courbes ou, 

ce qui revient au même, sensiblement parallèle à la normale com-

tnune.
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SIXIÈME LEÇON.

'  DE L A  C OU R B U R E  D ’ UNE C OU R BE P L A N E  EN UN P O I N T  D O N N É .  R A Y O N  DE  C OU RB URE , 

> C E N T R E  D E  C OU RBU RE E T  C ER C L E  O S C U L A T E U R .

Soit R le rayon d’un cercle qui touche une droite en un point 

donné. Si l’on fait croître indéfiniment le rayon R, la portion de la 

circonférence qui avoisine le point de contact s’approchera sans 

cesse de la droite dont il s’agit et se confondra· sensiblement avec 

cette droite lorsque le rapport ^ différera très peu de zéro. Au con

traire, la circonférence se courbera de plus en plus si, le rayon R 

venant à diminuer, le rapport ^ devient de plus en plus grand. En 

conséquence, il est naturel de prendre ce rapport pour la mesure de 

ce qu’on peut appeler la courbure du cercle. Soient d’ailleurs x , y  les 

coordonnées d’un point quelconque de la circonférence, t l’inclinaison 

en ce point, s l’arc renfermé entre un point fixe et le point (x ,y );  enfin 

Ax, Ay, At , As les accroissements que prennent ces diverses variables 

quand on passe du point ( x ,y )  à un second point assez rapproché 

pour que l’inclinaison croisse ou décroisse toujours dans l’intervalle. 

L’arc renfermé entre les deux derniers points sera précisément ±  As, 

et l’angle compris entre les rayons qui aboutissent aux extrémités de 

cet arc sera égal à l ’angle ±  At compris entre les tangentes extrêmes. 

Cela posé, on aura évidemment

± A s = ± R A t -l

et, par suite, on trouvera pour la courbure du cercle

OEuvres de C# — S. Il, t. V. i3
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Concevons maintenant que l ’on désigne par x , y ; x  +  Ax, y  -f- 4y  

les coordonnées de deux points situés, non plus sur une circonfé

rence de cercle, mais sur une courbe quelconque, et assez rappro

chés l’un de l’autre pour que l’inclinaison x croisse ou décroisse 

d’une manière continue entre les extrémités de l’arc ±  As. Le rapport

(2) H—Ar 
A s

variera en général avec l’arc ±  As et sera ce que nous appellerons la 

courbure moyenne de cet arc. De plus, si le point (x  -+- Ax, y  ■+■  Ay) 

vient à se rapprocher indéfiniment du point {æ, y ),  les deux quantités

rfc As, ±  Ax convergeront simultanément vers la limite zéro. Mais la 
limite vers laquelle convergera leur rapport, savoir

(3)

i

sera en général une quantité finie, que nous nommerons la courbuie 

de la courbe au point (·x , y ).

L’angle ±  At compris entre les tangentes extrêmes de l’arc =t Ai 
est ce qu’on appelle ordinairement Y angle de contingence.

Lorsque l’arc ±  As est très petit, sa corde est sensiblement perpen

diculaire aux deux normales menées à la courbe que l’on considère 

parles points {x, y), (x-\-Ax, y  4- Ay); et la distance du point (x , y) 

au point de rencontre des deux normales est sensiblement équivalente 

au rayon d’un cercle qui aurait la même courbure que la courbe. En 

effet, soient r cette distance et p la limite dont elle s’approche indé

finiment. Dans le triangle formé par les deux normales et la corde de 

l’arc dt As, l’angle opposé à cette corde sera évidemment égal à l’angle 

de contingence ±  Ax, tandis que l’angle opposé au côté r différera 

très peu d’un angle drojt. Donc, si l’on désigne par s un nombre infi

niment petit, on aura
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On en conclura^ en passant aux limites,

i __ . dx
P \j d x 1 4-  dy-

ou, ce qui revient au même,

(4)
■ I '
P

Or,'il résulte évidemment de la formule ( 4 ) que p exprime le rayon
dx '

du cercle dont la courbure est égale à =b Ce rayon, porté à partir

du point (æ, y )  sur la normale qui renferme ce point, est ce qu’on 
nomme \e rayon de courbure de la courbe proposée, relatif au point 

dont il s’agit, et l’on appelle centre de courbure celle des extrémités du 

rayon de courbure que l’on peut considérer comme le point de ren

contre de deux normales infiniment voisines. Le cercle qui a ce der

nier point pour centre et le rayon de courbure pour rayon se nomme 

cercle de courbure ou cercle osculaleur. Il touche évidemment la courbe 

donnée, a la même courbure qu’elle et tourne sa concavité du même 

côté.

La courbure et le rayon de courbure d’une courbe peuvent être 

présentés sous diverses formes qu’il est bon de connaître et que 

nous allons indiquer.

Si l’on prend a? pour variable indépendante, on aura (première et 

cinquième Leçons)

vlangT =  ± / ,  . T = ± a r c t a n g / ,  dx =  ±  y j y y i d x ,

ds'- : i  4 - y n dx,

et par suite l’équation (4) donnera

(5) i - ±  y"
P ■ ( l + f r f

y"
séc3r

A l’inspection de cette dernière formule, on reconnaît immédiatement 

que la courbure devient nulle et le rayon de courbure infini toutes
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les fois que y" se réduit à zéro. Alors le cercle osculateur se trans

forme en une droite et se confond avec la tangente. C’est ce qui a 

lieu, par exemple, pour le point d’inflexion de la courbe y  =  x 3 et, 

en général, pour tous les points d’inflexion dans le voisinage desquels 

les fonctions y  et y ” restent continues par rapport à x . Si, poür un 

certain point, la valeur de y" devenait infinie, sans que la tangente 

fût perpendiculaire à l ’axe des æ, la courbure serait elle-même infinie 

et le rayon de courbure s'évanouirait. Enfin, si les quantités y', y" 

devenaient toutes deux infinies, la fraction

se présenterait sous une forme indéterminée. Mais on pourrait fixer 

la véritable valeur de cette fraction à l’aide des principes établis dans 

le Calcul différentiel.

Quelquefois, tandis que l ’abscisse a? varié d’une manière continue, 

le rayon de courbure change brusquement de valeur. Cette circon

stance peut se présenter, non seulement dans les points des courbes 

que nous avons nommés points saillants, lorsque la fonction y' devient 

discontinue en changeant brusquement de valeur, mais encore dans 

le cas où, la fonction y ' restant continue, la fonction y" offre des 

solutions de continuité. Par exemple, elle a lieu dans chacune des

courbes

(6) y =  x  +  arctang^j

(7) y  =  x 1 ( i -+- arc tang ̂  j >

pour le point qui coïncide avec l'origine des coordonnées, lequel est 

tout à la fois un point saillant de la première courbe et un point de 

contact de la seconde avec l’axe des x . En effet, on reconnaîtra sans 

peine, à l’aide delà formule (5), que, au moment où la variable a; s’éva

nouit pour changer de signe, le rayon de courbure de la courbe (6)
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passe de la valeur  ̂ — i ) +  i J à la valeur  ̂ +  I)  +  I] ’ et

celui de la courbe (7), de la valeur — i—  à la valeur— -—

. Lorsque, dans la formule ( 5), on substitue à sécv =  V' +  y '2 1« 

rapport entre la normale N et la valeur numérique de l’ordonnée y  

[voir l’équation ( 5) de la deuxième Leçon], on trouve

(8)

et l’on en conclut

(9)

1
P N3 ’

P
N3

y3 y"'

On détermine facilement, à l ’aide de l’équation (9), les rayons de 

courbure de plusieurs courbes, ainsi que nous allons le faire voir.

Exemple I. — Concevons que, la constantep  étant positive, on con- 

. sidère la courbe représentée par l ’équation

( 1 0 )' y 2=  2 p x  +  qx2.

Cette courbe sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant 

que la quantité q sera négative, nulle ou positive. De plus, on recon

naîtra sans peine : i° que l’axe des x  coïncide avec un axe de la 

courbe et l’origine avec une extrémité de cet axe; 20 que, dans le 

cas où la constante q surpasse la quantité — 1, p  représente le para

mètre, c’est-à-dire l’ordonnée élevée par un foyer de la courbe. Or, sî 

l’on différentie l’équation (10), on en tirera

, y ÿ = p  +  qx
et, par suite,

y îy '* = p i + 2 p qx +  qî x * = p ï + q y i, / *  =  ^  +  y, 1

puis, en différentiant de nouveau et divisant par 2y', 

y " = - ~ i>  y3ÿ '= - p \
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Cela posé, l’équation (9) donnera -

TV3
(n) · p =  - ■ · '

- ■ p -

Ainsi, dans la courbe (10), le rayon de courbure est égal au cube de 

la normale divisé par le carré de la longueur p. Si l’on remet pour N 

sa valeur

N =  v6'2+ 7 27 ' 2= [ p 2 +  0  +  9,) 7 2] 2>

la formule (9) deviendra

(T2) [/J2  +  (l +  y)y2]a _  [ p ' l -j r { t - j r q ) { 2 p x - ' r q x i ) v

Enfin, si la courbe proposée se réduit à la parabole

(i3) < y ' — i p x ,

on aura simplement

04) .. (p' +  f - Ÿ  _
pi i y )

Lorsque, dans les formules (10) et (12), on pose x  == o, on en tire

< ' 7  =  0 , p = p .

La même remarque est applicable aux équations ( i 3) et ( i 4 )· On peut 

en conclure que, dans la parabole, dans l’ellipse et dans l’hyperbole, 

le rayon de courbure correspondant au sommet, à une extrémité du 

grand axe ou” à une extrémité de l’axe réel, est équivalent au para

mètre.V

Exemple II. — Considérons l’ellipse ou l’hyperbole dont a et b sont 

les deux axes et dont l’équation est - -

05) — i l
a- 6*

1 .
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En opérant comme dans le premier exemple on trouvera

■ n> “  h» 7- ° ’

103

y '2= ± - Î - t x«2 \y2 +
„ . „ _  b*

y = + * ï ' '  ; y*y = + 7T*’

_  N3 
P —  / ¿ S \ ï

( 16)

puis, en remettant pour N sa valeur tirée des formules (12) de la 

seconde Leçon,

(l 7 Ï ■ P-

b2— x % dt a2 rp x 1· «2 . y
» y )

ab ab

Si l ’on considère en particulier l ’ellipse

(18) x* y1_
a2 +  b* ~  V

on trouvera, pour le rayon de courbure à l’extrémité de l’axe 2a,

b1
P =  â

et, pour le rayon de courbure à l’extrémité de l’axe 2 b,
\ '

" a *
• p = T ‘ ‘ "

b-
Alors, si 2a représente le grand axe, — sera le paramètre désigné 

dans le premier exemple par la constante p .

■ Exemple III. — Considérons la cÿcloïde dans laquelle l’ordonnée y  

et sa dérivée y' sont déterminées par les formules (23) et ( 25) de la 

seconde Leçon. On tirera de la formule ( 25)
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puis, en différentiant et divisant par 2y 1,

y3y = - R y  =  -*N *

et, par suite,

N3
(>9) . P =  p ï = aN·

Ainsi, dans la cycloïde, le rayon de courbure est double de la normale 

lorsqu’on prend la base pour axe des x .  Par conséquent le rayon de 

courbure s’évanouit avec la normale et la courbure est infinie dans 

tous les points où la cycloïde rencontre la base, c’est-à-dire dans tous 

les points de rebroussement, tandis que, dans les points les plus éloi

gnés de la base, le rayon de courbure devient égal au double du dia

mètre du cercle générateur.

Concevons maintenant que l’on cesse de prendre l’abscisse a; pour 

variable indépendante. On trouvera ,

, dy
tanSt = ± ¿ ’ T =  ±

. dy j  , dxd1 y — dy d*xarctang-/-) d? =  ± -----y.---- ·L-— .& dx d x ^ d y 1 ?

ds =  ±(dx* +  dy1)*,

et la formule (4) donnera 

(20) 1 __^dx d*y'— dy dix ___  ̂dx d*y — dy d1 x
p dsi(dx2-h dy1)

Dans le cas particulier où l’on considère l’arc s comme variable indé- ' 

pendante, on peut transformer le second membre de la formule (20) 

de manière qu’il renferme seulement les dérivées du second ordre des 

coordonnées x  et y  par rapport à s. En effet, si l’on différentie l’équa

tion '  -
dx1 -h dy1 =  ds!,

. en regardant ds comme une quantité constante, on aura

( 21) dx d*x +  dy d*y — o,
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et l ’on en conclura (voir VAnalyse algébrique, Note II)

d 2y   — d2 x  d x  d 2y  — dy d2x
d x  dy d x 2 +  dy2

[(d2x ) 2+ ( d 2y )2]2 _ 
. (d x 2-\- dy2)2

■ puis, en écrivant ds2 au lieu de dx* +  dy2,

d x  d2y — dy d2x  [(d2x ) 2 (d2y )2\2
ds2 ■ ds

Cela posé, on tirera de la formule (20)

( 22)
T _ [{d2x ) 2+ { d 2y ) 2f  _ [ ( d 2x \2 ( d 2y \ 2Y

p ds2 L \  ds2 J  \  ds2 J  J

Ajoutons que, si, à partir du point (x ,y ) ,  on porte sur la courbe 

donnée et sur sa tangente, prolongées dans le même sens que l'arc s, 

des longueurs égales et infiniment petites représentées par i, on trou

vera, pour les coordonnées de l’extrémité de la seconde longueur,

X  ■
. d x  

1 ds
t dy

’ ?  +  l f s

et, pour les coordonnées de l’extrémité de la première,

X  H -  l
.d x
ds

d 2x
ds2 +  1 y- ¿d7-

ds
d 2y
d ? '

I, J désignant des quantités infiniment petites. Donc, si l’on nomme a .

la distance entre les extrémités de ces deux longueurs, on aura
»

et, par suite, 

( 2 3 )

1

De cette dernière formule, combinée avec l ’équation (22), on tire

(¡»4) p — fini 1̂  
2 8

En conséquence, pour obtenir le rayon de courbure d ’une courbe en un

OEuvres de C . —  S .  I I ,  t .  V , * l 4 *
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point donné, il suffit de porter sur celte courbe et sur sa tangente, pror 

longées dans le même sens, des longueurs égales et infiniment petites, et 

de diviser le carré de l’ une d ’elles par le double de la distance comprise 

entre les deux extrémités. La limite du quotient est la valeur exacte du 

rayon de courbure.

Lorsqu’on veut appliquer les formules (5), (20) ou (22) à la déter

mination de la courbure d’une courbe, il faut commencer par exprimer 

les différentielles du premier et du second ordre des coordonnées x , y  

en fonction de ces coordonnées et de la différentielle de la variable 

indépendante. On se trouvera dispensé de refaire dans chaque cas par

ticulier un calcul de cette espèce, si l’on emploie la formule générale 

que nous allons établir.

Soit t
<25) u =  o

l’équation de la courbe donnée, u désignant une fonction des coor

données rectangulaires x , y . En différentiant cette équation deux fois 

de suite, on en tirera

(26)

(27)

du , du ,
3- d x - y ^ - d y  =  o,
dx ■ dv

du ,, , du3— d*x -+- -T--a-y :
dy Jàx

( à*û
\àx'1

d x 2 - d*u 
dx dy

d x  d y  ■ <fi_

dy»

et, par conséquent,

(28)
du
dx

- d x  _ d y  d- x  — d x  d 1y
du du „ du „  

—  d^x+^-d'-y 
dx dy Jdy

On aura donc
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De cette dernière formule, combinée avec l’équation (26), on con

clura

(2 9 )
dx2 +

à2u 
dx dy

d x  d y  -h'
di u 
dy2 d y 2

(¿foi2-!- d y %)

puis, en remplaçant les différentielles

par les quantités

dx,  dy

du du
- G t  r—?

dy . dx

qui leur'sont respectivement proportionnelles, on trouvera définitive

ment
/duy  d2u du du <J2m / duY1 di u

 ̂2  ̂ £  ^ \  dy ) dx2 dx dy dx dy \ d x / dy1

·. [ ( ¿ H S ) ? · . .  .
Si les variables x , y  étaient séparées dans l’équation ( 25), c’est-à-dire 

si la fonction u se composait de deux parties, dont l ’une renfermât la 

seule variable x  et l’autre la seule variable y, on aurait

d2 u 
dx dy

et la formule (3o) se réduirait à

(31)

fd u V  <Dm fduV  àyu
r _\<Lc/ dy1 \dyJ àxi

Si l ’on applique la formule ( 3o) ou ( 3 i) aux courbes représentées 

par les équations (10), ( i 3), ( i 5), . . .  on obtiendra de nouveau les 

valeurs de p que fournissent les équations (12), ( 1 4 ) ,  (17), . .·. ·
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En terminant cette Leçon, nous ferons observer qu’on peut, dans 

la formule (4)* substituer à l ’angle t l’une quelconque des valeurs 

de  ̂ propres à vérifier l ’équation ( 5) de la première Leçon, c’est- 

à-dire une valeur de la forme
. · ·

(32) =  ±  ni: +  arc tang/' =  ±  «rc ± t,

ïi désignant un nombre entier quelconque. Alors la formüle (4) 

devient

(33)
i

P ds

Nous ajouterons que le centre de courbure correspondant au point (y ,y )  

sera placé, par rapport à ce dernier point, du côté des y  positives ou du 

côté des y  négatives, suivant que la valeur du rapport

(34)
<A|>
d x

sera elle-même positive ou négative. En effet, le centre de courbure 

étant le point d’ intersection de deux normales infiniment voisines, 

il est clair que la courbe tournera toujours sa concavité vers ce même 

centre. On en conclut, en prenant x  pour variable indépendante, et 

ayant égard à la remarque de la page 82, que le centre de courbure 

sera situé, par rapport au point (x , y ), du côté des y  positives, si la 

valeur de y" est positive, et du côté des y  négatives dans le cas con

traire. D’ailleurs, en prenant toujours x  pour variable indépendante, 

on tire de l ’équation ( 32)

(35) d* _  y" .
d x

et comme, en vertu dé la formule ( 35), les quantités

d x  ’

seront toutes deux positives ou toutes deux négatives, on pourra évi-
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demment consulter le signe de la première au lieu du signe de la 
seconde. Si, de plus, on observe que la valeur et le signe du rap

port ^  restent les mêmes, quelle que soit la variable indépendante,

on se trouvera immédiatement ramené au principe qu’il s’agissait 
d’établir.
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SEPTIÈME LEÇON.

D É T E R M IN A T IO N  A N A L Y T I Q U E  DU  C EN T R E  DE  COU RBURE D ’ UNE C OU R BE P L A N E .  

T H É O R IE  DES D É V E L O P P É E S  E T  DES D É V E L O P P A N T E S .

Soient p le rayon de courbure d’une courbe plane correspondant au 

point (x , y ), et y) les coordonnées du centre de courbure. Ce centre 

n’étant autre chose que l’extrémité du rayon p, porté sur la normale 

à partir du point (a?, j ) ,  et du côté vers lequel la courbe tourne sa 

concavité, les coordonnées Sj, Y] vérifieront évidemment les deux équa

tions >

(i) (£ —.a;)s -H (y) —/) — p2

'et

(2) (£ — x )  dx  -h (y  — y )  d y  =  O,

desquelles on déduira la formule

(3)
y — y

d x  — d y
[(•o— r ) 2+(£ — ■ g)!T  _ h_ p, . .

— dî{dx* +  dy*)*

De plus, il résulte du principe établi à la fin de la Leçon précédente 

que, si l ’on appelle  ̂ l’un des angles déterminés par la formule

(4) lang^ =
dv
d i '

y) — j  et le rapport ^  seront des quantités de même signe. En ayant

égard à ce principe et à l’équation ( 33) de la même Leçon, on tirera 

de la formule ( 3 ) . ' .

(5). v — y _  j — x  _  j_
d x  ~~ — dy dty
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Les équations (6), comprises l’une et l’autre dans la formule ( 5), 

suffisent pour déterminer les coordonnées du centre de courbure 

d’une courbe plane.

Si l’on prend x  pour variable indépendante, on trouvera, en multi

pliant chaque membre de la formule ( 5) par dx, et substituant à ^  

sa valeur tirée de l’équation ( 35) (sixième Leçon),

(7)
£ —  x  i  +  y ' 2

ou, çe qui revient au même,

(8)
j  _ | _  y < 2

n — 7 — ,, " > 5- * = - /
I +  y’\

y "

Si l’on cesse de prendre x  pour variable indépendante, l ’équa

tion (4) donnera ·

dty _d ( — ĉ y<̂lx
c o s 2^  \ d x ) d x 2

_  i dxd2y — dyd2x _dxd2y — dyd2x
‘ i-4-tang2̂  dx2 dx2 +  dy2 ’

et les formules ( 5), (6) deviendront respectivement

(9)
f]  —  y  £ —  x   d x 2 -t- d y 2

d x  —  d y  d x  d 2y  —  d y  d 2 x ’

, , , . d x 2 -h d y 2
(,o) r , { - » = - d y

d x ' -  -I- d y 2

d x  d 2y  —  d y  d 2 x

On aura, par suite,

(u ) (£  — x ) d2x  +  (r> — y) d 2y  —  dx2-\- dy2— d s 2,  ·

ou, ce qui revient au même,
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Il est facile d’obtenir directement cette dernière équation. En effet, 

soient A, ¡a les angles que la normale, prolongée du côté vers lequel 

la courbe tourne sa concavité, forme avec les demi-axes des coordon

nées positives. On aura évidemment

. „ è —  x  \  r, —  y .(i3) -------=  cosX, . ------— = c o s u .
• P P

Concevons, de plus, que l’on prenne l’arc s pour variable indépen

dante, et qu’à partir du point (x , y )  on porte sur la courbe et sur sa 

tangente, prolongées dans le même sens, des longueurs égales et 

infiniment petites représentées par i. Si l ’on appelle a la distance 

comprise entre les extrémités de ces deux longueurs, la distance a,

. comptée à partir de la tangente, aura pour projections algébriques sur 

les axes (voir la page io5) des quantités de la forme

(i4)
P f d ï x  T\ ii (d*y T\
l ( ^ + I ) ’ ■ â h i  +  J) ’

I, J désignant des quantités infiniment petites, et formera p'âr consé

quent avec les mêmes axes, prolongés dans le sens des coordonnées 

positives, des angles qui auront pour cosinus

(i5j

D ’ailleurs ( e n  vertu du théorème établi à la fin de la cinquième L e ç o n )  
la droite sur laquelle se comptera la distance a sera sensiblement 

parallèle à la normale; et, comme cette distance devra être portée, à 

partir de la tangente, du côté où se trouvera le centre de .courbure, 

nous sommes en droit de conclure que les limites des expressions ( i 5) 

seront équivalentes aux cosinus des angles A, p.. Cela posé, en rédui-

sant I et J à zéro, et substituant au rapport —  sa limite p, on aura

(16)
d}.x .. cPy

P ' d s r  —  c o s ^> P d F  =  e o s ^ ·
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*
Si l’on cessait de prendre l’arc s pour variable indépendante, il fau

drait remplacer

par

cV-x ci-y 
ds2 ’ . ds2

- ( £ )  < 1
ds ds

Alors les équations (16) deviendraient 

" 7) ^ * 1
( d2x  , d2s\ -

P( -  à * — * ) =cos>,ds3
d2y
ds2 ^ ^ ) =C0S^

Si l ’on multiplie membre à membre les formules ( i 3) par les for

mules (16) ou (17), et si l’on ajoute les équations obtenues, en ayant 

égard, dans le cas où l’on emploie les formules (17), à l ’équation (2), 

on se trouvera immédiatement ramené à la formule (12),

Dans le cas particulier où l’on prend l’arc s pour variable indépen

dante, on tire des équations ( i3) et(i6), réunies à la formule (22) de 

la sixième Leçon, ' ‘

( 18)
l — x  =  p

n — y  =  p

* _  d x 2+ d y 2
ds2 — (d2x ) 2-+- (d2y ) 2 ■

*d?y _  d x 2 -f- d y 2 
ds2 “  ( d 2x)"--t-(d2y ) 2 J ‘

On arrive au même, résultat ;en substituant, dans les équations (io), 

à dx  et à — dy, les quantités d2y  et d2oc, qui leur sont respective

ment proportionnelles en vèrtu de l’hypothèse admise [voir la for

mulé (21) de la sixième Leçon].

En réunissant les formules (1), (2) et ( n ) ,  on obtient le système 

des équations ç , ’ '

i . (£ —  a?)*-4- ( n —  j ) s= P 2,

(19) j (£ — x ) d x  +  ( n — y ) d y = o , ‘

l (£ — x)d2x-y-(■ /)— y)d2ÿ —r dx2— dy2=  0,
OEuvres de C. —  S .  I I ,  t ·  V . l 5
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qui suffisent pour déterminer en fonction de x  les trois inconnues 

r¡ et p. Il est essentiel de remarquer que Von retrouve la deuxième et 

la troisième équation, lorsqu’on différentie la première et la deuxième, 

en opérant comme si les trois inconnues étaient des quantités constantes.

- Lorsque le point (x , y )  vient à se déplacer sur la courbe donnée, le 

centre de courbure se déplace en même temps. Si le premier point se 

meut d’une manière continue sur la courbe dont il s’agit, le deuxième 

décrira une nouvelle'courbe. Or; pour obtenir l’équation de cette 

dernière, il suffira évidemment d’exprimer en fonction d’une seule 

variable, x ,  ou y , ou s, etc., les valeurs de y¡ et de £ tirées des for

mules (6) ou (io), puis d’éliminer cette variable entre les deux for

mules. L’équation résultant de l’élimination ne renfermera plus que 

les deux variables £, y¡, et représentera précisément la ligne qui sera 

le lieu géométrique de tous les centres de courbure de la courbe don

née. Pour établir les principales propriétés de cette ligne, on diffé- 

rentiera les formules (io),  ou, ce qui revient au même, les deux pre

mières des équations (19 )..En opérant ainsi,, et ayant égard à la 

remarque précédemment faite, on trouvera

(20) (£ — x ) d E , +  (f] — y)dt] = p d ç >

et

(21) dx d\ H- dy dr\ — o. *

Or il résulte de l’équation (21) [voir la cinquième Leçon) que les tan

gentes menées à la courbe donnée par le point (x , y ),  et à la nouvelle 

courbe par le point (<;, yj), sont perpendiculaires entre elles. Donc le 

rayon de courbure, qui se compte sur la normale menée à la première 

courbe par le point (x , y ),  et qui aboutit au point (£, Y]), sera, en ce 

dernier point, tangent à la deuxième courbe. De plus, si l’on nomme ç 

l’arc de la nouvelle courbe compris entre un point fixe et le point 

mobile yj), on aura .

(22) c?çs +  dtf —
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et l’on tirera des formules (2) et (21), combinées avec les formules (1),

(20) et (22),

I d \  _  dr\-
\ \  — X  V  — /

 ̂ ^ ) _  (g — x)d^ +  (n — y )  d u  h y/(â 2 +  dn*) _  dp _ _h dç_
I'  _  P2 ! P _  P ‘ P

On trouvera, par suite,

( 2 4 ) d p = ± d ç  o u  rf(p +  ç ) = o .

Si l’on fait, pour plus de commodité,

P ± ç  —  © ( # ) ,

on réduira l’équation (24) à . -

ts'(x ) — o ;

puis,  en désignant par Ax un accroissement fini attribué à la variable x , 

par Acj(a?) l ’accroissement correspondant de p ç, et par 0 un nombre 

inférieur à l ’ unité,  on tirera de la formule ( 8 ) de la septième. Leçon  
de Calcul différentiel

A üj( x ) =  m ( x  -h A x )  — m ( x )  — ts' (x  +  B A x )  A x  =  o.

On aura donc A(p +  ç) =  o, ou

(25) Ap =  ±Aç.

Il suit de l’équation (25) que l’arc ±  Aç renfermé entre deux points 

de la nouvelle courbe équivaut à la différence des rayons de courbure 

qui aboutissent à ces deux points. Ajoutons que le signe placé devant 

la différence Aç, dans l’équation (20), sera toujours celui qui précé

dera le rapport —  dans la formule ( 23), et par conséquent celui qui

précédera les rapports 1 — & -n — y dans les deux équations

dç . p
^ _ n y
dç —  ™

(26) y
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Il en résulte ( t w l e s  pages 19 et 88) que l’arc ç et le rayon de coût·*

, bure p croîtront simultanément, si la tangente à la nouvelle courbe* 

étant prolongée dans le même sens que l’arc ç, coïncide, non pas 

avec le rayon p, mais avec le prolongement de ce rayon au delà du 

point (E, y]), tandis que, dans l’hypothèse contraire, le rayon p venant 

à croître, l’arc ç diminuera. Cela posé, concevons qu’un fil inexten

sible, fixé par une de ses extrémités au point (E,Y]), et d’une lon

gueur égale à celle du rayon de courbure p, soit d’abord appliqué sur 

ce rayon'; puis, que le même fil, restant toujours tendu, vienne à se 

mouvoir de telle sorte qu’une partie s’enroule sur l’arc ±  À?, compris 

entre les points (E, y]) et (E 4- AE, y] 4- Ay]). L’autre partie, qui restera 

droite et touchera la nouvelle courbe au point (E 4- AE, y] -+- Ayj), aura 

évidemment la longueur du rayon de courbure qui aboutit à ce point, 

et par conséquent celle des extrémités du fil qui coïncidait d’abord avec 

le point (x , y )  se trouvera transportée au point (æ 4- Ax, y  4 - A.y). 

Comme ce dernier point est situé sur la courbe proposée, et que notre 

raisonnement subsiste quelle que soit la longueur de l’arc ±  Aç, nous 

devons conclure que le fil inextensible, pendant qu’il s’enroule sur la 

nouvelle courbe, décrit par son extrémité mobile la courbe donnée. 

La même courbe se trouvera encore décrite, mais en sens contraire, 

si, après s’être enroulé sur l’arc ±  Aç, le fil se meut de manière à 

revenir à sa position primitive, et, dans ce mouvement rétrograde, la 

portion du fil qui s’était appliquée sur l’àrc ±  Aç se développera de 

nouveau en ligne droite. De cette remarque dérivent quelques ex

pressions employées généralement et qu’ il est Jjon de connaître! On 

appelle développée de la courbe proposée la nouvelle courbe dont les

arcs se développent en ligne droite sur le rayon de courbure de la'
• \

première. Au contraire, la première courbe, décrite par l’extrémité 

mobile du fil enroulé sur la seconde, est la développante de celle-ci.

Pour montrer une application des formules ci-dessus établies, sup

posons qu’il s’agisse de trouver le lieu des centres de courbure de la 

cycloïde représentée par le système des équations (20) (deuxième 

Leçon), ou, en d’autres termes, la développée de cette courbe. Les
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formules (5) de la première Leçon et ( 25) de la seconde fourniront 

l ’équation
, , ■ R sinu· sinco cotangw =  y '= -------= ----------=  cot-,. *
T J y  i — cos co 2

à laquelle on satisfera en prenant

(27) ' 4, = — +

et désignant par n un nombre entier quelconque. On aura, par suite,

(28) C?4= — ĉ/to, 

et les formules (6) donneront

, . y · dv  d x(29)

Si maintenant on substitue pour x , y , dx et dy, leurs valeurs tirées 

des équations (20) et (24) (deuxième Leçon), on trouvera

(3o) % =  x  +  2 R sine» =  R(co +  sinco), u =  — j  =  — R( i  — cosco).

Enfin, si l’on pose

(31) . CO =  £  4- fi, '

on obtiendra le système des formules . . .
»

(32) £ — 7cR =  R(i2 — sin£2), t] +  2R =  R(i *— cos£2),

qui sera propre à représenter la développée de la cycloïde. Cette dé

veloppée passera évidemment par le point qui a pour coordonnées 

x  =  ttR, y  — — 2R, et qui n’est autre chose que le centre de courbure 

correspondant à l’ordonnée maximum de la première branche. Si, 

afin de transporter l’origine à ce même centre, on remplace \ par 

\ -4- ttR et y) par r; — 2R, les équations ( 32) deviendront

(33) , £ =  R(£2 — sin£2), n — R( i  — cosi2).

Comme ces dernières sont toutes pareilles aux équations (20) dé la 

deuxième' Leçon; nous devons conclure qu’ une cycloïde a pour déve-
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Joppée une autre cycloïde de même forme et de mêmes dimensions, 

dont les points de rebroussement coïncident avec les centres de cour

bure correspondants aux points milieux des divèrses branches de la 

première. Ajoutons que les points de rebroussement de la première 

sont en même temps les points milieux des diverses branches de la 

seconde, et que, la seconde cycloïde étant représentée par les for

mules ( 32), sa base se confond avec la droite qui a pour équation

(34) _ 7  =  — 2 R .

II serait facile d’établir les équations ( 3o), en partant du principe 

établi dans la sixième Leçon, savoir, que le rayon de courbure de la 

cycloïde est double de la normale quand la base est prise pour axe 

des x .  En effet, en vertu de ce principe, le milieu du rayon de cour

bure, c’est-à-dire le point qui a pour coordonnées

' ■ x  4- \  y  h- -Q

coïncide avec le point dans lequel la base est touchée par le cercle 

générateur, et dont l’abscisse est Rco =  x  -+- R sinoo. On a donc les 

équations
x + g  _  

2
— x  -t- R sinco, y — O,

desquelles on déduit immédiatement, les formules ( 3o). On peut 

même, sans recourir à ces formules, et à l’aide du seul principe que 

nous venons de rappeler, déterminer la nature de la courbe qui sert 

de développée à la cycloïde. Pour y parvenir, décrivons avec le rayon R 

deux cercles égaux, qui aient leurs centres placés sur l’axe des y ,  l’un 

au-dessus, l ’autre au-dessous de l’axe des x ,  et qui touchent ce dèr- 

nier axe à l’origin-e des coordonnées. Concevons ensuite que l’on fasse 

rouler ces deux cercles, le premier sur l’axe des x , le second sur la 

droite parallèle y =  — 2R, de manière qu’ils ne cessent pas d’avoir 

l ’axe des x  pour tangente commune. Les rayons, qui, dans le premier 

instant, aboutissaient à l ’origine des coordonnées, tourneront autour 

des centres des deux cercles et décriront en même temps des angles
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égaux; d’où il résulte : i° que ces rayons seront toujours parallèles; 

2° que la droite qui joindra leurs extrémités passera parle point de 

contact et sera divisée à ce point en deux parties égales. Or la partie 

comprise dans le premier cercle sera évidemment la normale de la 

cycloïde proposée que décrira l’extrémité du premier rayon. Donc le 

rayon de courbure de cette courbe, égal au double de la normale, 

coïncidera nécessairement avec la droite entière, et le centre de cour

bure avec l’extrémité du second rayon. Donc le lieu des centres de 

courbure, ou la développée de la même courbe, sera précisément la 

seconde cycloïde décrite par cette extrémité.

Les équations (6) et (io), dont nous avons indiqué l ’usage dans la 

recherche des développées, peuvent être remplacées par d’autres qui 

renferment seulement les quatre variables yj, x  e t j .  En effet, soit

(35) m=.o

l’équation d’une courbe plane, u désignant une fonction des deux 

coordonnées x , y . On tirera des formules (2) et (11), jointes aux 

équations (26) et (27) de la Leçon précédente,

(36)

\  — x _ri — y  _  (£ — x )  d*x  -1- (y) — y )  d'-y
du du „ ' du ,,-̂— d*x -+- -r-d*y  dy d x  ày ^

du
dx

dx* -+- dy*
à* u 
dy*

à2 u à* u
dy* -+- 2 -— r- dx dy -H -y—: dx 
J dx dy J dx*

puis, en substituant aux différentielles

d x ,  dy

les quantités ‘
du du
à y ’ d x ’

qui leur sont respectivement proportionnelles, on trouvera
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Cette dernière formule équivaut à deux équations entre les coordon

nées x , y  de la courbe que l ’on considère et les coordonnées vj de 

la développée.

i Lorsque, dans l ’équation ( 35), les variables x , y  sont séparées, 

on a

(38)
à*u _

àx dy ° ’

et la formule (37) se réduit à

(39)
\ —  x  _  v —y  

du du
àx dy

Pour obtenir la développée de la courbe (35), il suffit évidemment 

d’éliminer x  et y  entre l’équation ( 35) et celles qui sont comprises 

dans la formule (37) ou (39). Dans plusieurs cas, il est facile de 

résoudre les deux dernières équations par rapport aux variables x , y , 

et d’en déduire les valeurs de ces variables exprimées en fonction des 

coordonnées £, vp Alors, en substituant ces valeurs dans l ’équa

tion ( 35), on trouve immédiatement l’équation de la développée.

Exemple I. — Concevons que, les constantes a, b étant positives, 

on considère l’ellipse représentée par l’équation

(4o)
X5
a»

Y  _
b2 ~

1.

Dans ce cas particulier, on pourra prendre

et l’on en conclura
du x  du _ y
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On aura, par suite,

du'Ÿd-u  / \ ad-u _  i f x ”- r %
â x )  d/ 1 \ d / /  à x 1 a 2 6 2 \ a 2 ¿>2 ai bi

et la formule (39) donnera

X

a2( i - i ' i  — ¿,2 T2L _  — _  ( b* - + a * ¥ -
y b ‘-

, a2 — &2 b* — a1— — a--\------;-- - ÎC2 =  — b-H---------  Y1.a- b- J

On tirera de cette dernière

■ 1  =  £ r i î
x  a1

, 2 ï ,  b * - a '

puis, en désignant par A et B des quantités positives, choisies de 

manière à vérifier la formule

(40

on trouvera

(a2-t>2) =  Aa =  B6,

A = ± -
A a

v __ .r
B b> ‘

ou, ce qui revient au même,

(4a)

Si maintenant on substitue dans l’équation (¿4 0 )  les valeurs de ^ 

et de |  tirées des formules (4a), on obtiendra une équation entre 

les seulos variables £, yj, savoir

(43) AJ +  \B,' = ' ·

Cette équation, qui représente la développée de l’ellipse, peut être 

facilement transformée de manière à ne plus renfermer que des puis

sances entières des variables. En effet, après avoir élevé chacun des

OEuvres de € .  —  S .  I l ,  t .  V . '  '  1 6
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deux membres à la troisième puissance, on en tirera

et, par suite,

m V a* BV 7 A* B*

On conclut aisément de l’équation (43) ou ( 44) que la développée de 

l’ellipse est une courbe fermée, divisible en quatre parties superpo

sables par deux axes qui coïncident, comme ceux de l’ellipse, avec 

les axes coordonnés, et qui rencontrent cette développée en quatre 

points dont les distances à l’origine sont A et B. Ajoutons que cha

cune des parties de la développée touche les axes en les rencontrant, 

et qu’en conséquence chacun des points de rencontre est un point de 

rebroussement de cette courbe.

Exemple IL — Considérons l’hyperbole représentée par l’équation

(45)
2

a2

En opérant comme dans l’exemple précédent et désignant par A, B 

deux quantités positives choisies de manière à vérifier la formule

(46) a2-|- 62 =  Aa =  B b,

on reconnaîtra que l’équation de la développée se réduit à

2. 2

ou, ce qui revient au même, à

On conclut aisément de la formule (47) ou (43) que la développée 

de l ’hyperbole est une courbe qui s’étend à l’ infini, qui se trouve
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divisée en quatre parties semblables par les axes coordonnés, et qui 

se compose de deux branches séparées, dont chacune a un point de 

rebroussement situé sur le prolongement de l’axe réel ia  ou 2b de 

l’hyperbole, à la distance A ou à la distance B de l’origine.

Exemple III. — Concevons que, la constante p étant positive, on 

considère la parabole représentée par l’équation

(■ 59) j 2= 2  px.

Dans ce cas on pourra prendre

« =  -{^px  — / ’■ )>

et l’on en conclura
du du _  _

■ dx' ~~ dy

à2 u __ dyu _
~~ ° ’ dy- “

Par suite, la formule (39) donnera

On aura donc

l  — x v
p y

% — x  =  p +  2 ;

y 2   p -h 2 x
J>5 ~  P

_  H — i l  
y -  ps

ou, ce qui revient au même,

l  =  p +  Zx,  y 3 =  - p - r i .

Les valeurs de x  et d e / ,  tirées de ces deux dernières formules, sont 

respectivement
Y _ n i l '

(5o) · x — E -^ E ,  y — — Y)J . v

En substituant ces valeurs dans l’équation (49). et supprimant le 

facteur p commun aux deux membres, on trouvera

(5 i )
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L’équation (5i), qu’on peut aussi mettre sous la forme

(5a)

appartient à la développée de la parabole. Il est facile de reconnaître 

que cette développée s’étend à l’ infini du côté des x  positives, qu’elle 

a pour axe l’axe de la parabole, et qu’elle rencontre cet axe, en le 

touchant, au point dont l’abscisse est p. Ce point, qui se trouve placé 

à la même distance du foyer que le sommet de la parabole, est tout à 

la fois le sommet de la développée et le seul point de rebroussement 

qu’elle présente. Si, afin de transporter l’origine au point dont il 

s’agit, on remplace \ par \ -+-p dans la formule ( 5 i) ou ( 52), on en

tirera
□ i  .2 ·

(53) ' ■ £— - p 3n32

et
3

(54) . ’ * = ( ? ) y y

Les équations ( 53) et ( 54) étant comprises comme cas particuliers

dans les formules ( 44) de la cinquième Leçon, il en résulte que toute

parabole du second degré a pour développée une autre parabole du
, , 2 3  
degre  ̂ ou -O 2
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HUITIÈME LEÇON.

SUR LES C OU RB ES P L A N E S  QUI S O N T  O S C U L A T R I C E S  l ’ ü NE D E  l ’ a ü TRIÎ  

EN UN P O I N T  DONNÉ.

On dit que deux courbes planes sont osculatrices l ’une de l’autre en 

un point qui leur est commun,' lorsqu’elles ont en ce point, non seu

lement la même tangente, mais encore le même cercle osculateur, et 

par conséquent la même courbure avec leurs concavités tournées 

dans le même, sens. Alors le contact qui existe entre les deux courbes 

prend le nom à.'osculation. Cela posé, on établira facilement la propo

sition suivante :

Théorème I . · — Concevons que deux courbes planes soient représentées 

par deux équations entre les coordonnées rectangulaires x , y , et que l ’on 

prenne l ’abscisse x  pour variable indépendante. Pour que les deux 

courbes soient osculatrices l ’une de l ’autre en un point commun corres- 

vondant à l ’abscisse x , il sera nécessaire et il suffira que l ’ordonnée y , 

relative à cette abscisse, et les dérivées de y, du premier et du sècond 

ordre, c’est-à-dire les trois quantités

(0 , -y, y , y",

conservent, dans le passage d ’une courbe à l ’autre, les mêmes valeurs 

numériques et les mêmes signes.

Démonstration. — En effet, si ces conditions sont remplies, les 

deux courbes auront évidemment un point commun correspondant 

à l ’abscisse x . De plus, on conclura de l ’équation ( 5) ' (première 

Leçon) que les deux courbes ont la même tangente, de l’équation ( 5) 

(sixième Leçon) qu’elles ont le même rayon de courbure, et de la
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remarque faite à la page 82, qu’elles ont leurs concavités tournées 

du même côté. Réciproquement, si les deux courbes sont osculatrices 

l’une de l ’autre au point dont l’abscisse est x , non seulement les 

quantités y ' et le signe de y", devront rester les mêmes dans le pas

sage d’une courbe'à l’autre, mais il est clair qu’on pourra encore en 

dire autant du rayon de courbure p, et, par suite, de la valeur numé

rique de y".

Concevons maintenant que, y' et y" représentant toujours des déri

vées relatives à la variable x , on désigne par

dx,  dy,  d -x ,  d 2y

les différentielles de x  et y, du premier et du second ordre, prises 

par rapport à une nouvelle variable r considérée comme indépen

dante. On aura {voir, dans le Calcul différentiel, les formules (9) de 

la douzième Leçon)

(a)
d iL

d x  d x  fl2 y  — d y  d2 x
d x  ” d x 3

Supposons, pour fixer les idées, que la caractéristique § indiquant 

une fonction quelconque, la variable indépendante r soit liée aux 

variables x , y  par une équation de· la forme

(3) ■ r  =  S { x , y ) .

En dififérentiant cette équation deux fois de suite, on trouvera

d § { x , . y )  d x  ( d $ ( x , y )  dy
d x  dr  d y  dr  ’

d i { x , y )  d2x   ̂ d '? ( x , y )  d'-y
d x  d r 1 dÿ ~dr2

à2§ { x , y )  d x 2 i  ̂ à2 (x ,  y )  d x  dy  , d2S ( x , y )  d y 2 
d x 2 d r 2 +  2 d x  dy  dr dr  "+” d y 2 d r2

Or on déduira sans peine des formules (2) et (4 ) les valeurs de

d x  d y  d°-x d 2y  
dr  ’ d r  ’ d r2 ’ d r2 ’(5)
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exprimées en fonction des quantités

v« dft{x,y) d $ ( x , y }  dy_§ (ce, y) d-0{x,y)
J ’ J ’ dx ’ dy 1 dx2 ’ dx dy ’ dy2· ’

et, puisque ces quantités conserveront les mêmes valeurs relatives 

au point d’osculation de deux courbes planes dans le passage d’une 

courbe à l’ autre, il est clair qu’on pourra en dire'autant des expres

sions ( 5).

Si l’on veut prendre pour variable indépendante le rayon vecteur 

mené (Je l’origine au point ( x , y) ,  les équations ( 3) et ( 4) devien

dront respectivement'· *

(6)

(7)

x dx 
drr

x d*x
° ~ 7  ~dF

r =

y ÈL
r dr ’

y dïy 
7  ~dr*

- r

dx . dy
y dr X dr

et l’on tirera des formules (7), réunies aux formules (2) et (6),

dx  _  \Jxi - \ -y ï
dr ~~ x -y y y' ’

dy  _ y' \Jx2-y y 2

dr x +  yy' ’ ' ·
d - r  _  (y — xy 'y - - y  y y ’ i x ^ -1- j 2)
71F  ~  (x  y - y  y ' Ÿ

d'2y _ /)'(>'— x y ' y  — x y l'(xî -y y î )
\ dr2· (x -yyy1 )*

Rien n’empêche, dans ce qui précède, de supposer la variable

r =  $ { x , y )  ,

réduite à l’une des coordonnées x , y . Si l’on suppose, par exemple 

r =  x , les expressions ( 5) deviendront

I» y', O, y",

et l’on se trouvera immédiatement ramené au premier théorème.
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Q u a n d  o n  p r e n d  p o u r  v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e  l ’ a r c  s r e n f e r m é  s u r  

c h a q u e  c o u r b e  e n t r e  u n  p o i n t  f i x e  e t  l e  p o i n t  m o b i l e  ( x , y ) ,  e t  q u a n d  

o n  s u p p o s e  c e t  a r c  c o m p t é  d e  m a n i è r e  q u ’ i l  s e  p r o l o n g e  d a n s  l e  m ê m e  

s e n s  q u e  l e s  d e u x  c o u r b e s  a u  d e l à  d u  p o i n t  d e  c o n t a c t ,  a l o r s  l e s  é q u a 

t i o n s  ( 4 )  d o i v e n t  ê t r e  r e m p l a c é e s  p a r  l e s  s u i v a n t e s  :

(9) <Lr2H- d / 2 =  ds*, dx d*x-h dy d*y o.

E n  c o m b i n a n t  c e s  d e r n i è r e s  a v e c  l e s  é q u a t i o n s  ( 2 ) ,  o n  o b t i e n t  l e s  f o r -

/

t / ' + j ' 2 ’

f

tu - y '2)2’

mules
[  d x I dy  _

(1 0 )
r · 1 ds v / n - / s’ ds

f drx y  y " d -y
( ~ds* U ^ / 2)2' ds2

l e  d o u b l e  s i g n e  ±  d e v a n t  ê t r e  r é d u i t  a u  s i g n e  - 1-  t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  

l ’ a r c  s c r o î t  a v e c  l ’ a b s c i s s e  x  e t  a u  s i g n e  —  d a n s  l e  c a s  c o n t r a i r e .  

E n  a y a n t  é g a r d  à  c e t t e  r e m a r q u e ,  o n  c o n c l u r a  d e s  f o r m u l e s  ( 1 0 )  e t  

d u  t h é o r è m e  I q u e ,  p o u r  u n  p o i n t  d ’ o s c u l a t i o n  d e  d e u x  c o u r b e s  

p l a n e s ,  l e s  q u a t r e  q u a n t i t é s

dx dy dP-x dry 
11 ds ’ d s ’ ds* ’ ds2

I

c o n s e r v e n t  l e s  m ê m e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  e t  l e  m ô m e  s i g n e ,  t a n d i s  

q u e  l ’ o n  p a s s e  d e  l a  p r e m i è r e  c o u r b e  à  l a  s e c o n d e .

L o r s q u ’ o n  s e  p r o p o s e  d e  d é c i d e r  s i ' u n  p o i n t  c o m m u n  à  d e u x  c o u r b e s  

p l a n e s  e s t  u n  p o i n t  d ’ o s c u l a t i o n ,  o n  p e u t ,  s a n s  i n c o n v é n i e n t ,  s u b s t i 

t u e r  a u x  f r a c t i o n s  ( 5 )  o u  ( 1 1 )  l e s  n u m é r a t e u r s  d e  ç e s  m ê m e s  f r a c 

t i o n s ,  c ’ e s t - à - d i r e  l e s  d i f f é r e n t i e l l e s

( . 2 ) dx, dy, dix, diy ;

e t  l ’ o n  é t a b l i t  d e  c e t t e  m a n i è r e  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  :

T h é o r è m e  I I .  —  D e u x  courbes plan es étan t représentées p a r  d e u x  équa

tions entre les coordonnées x ,  y ,  p o u r  savoir si ces d e u x  courbes sont 

osculatrices l ’ une de l ’autre en un p o in t donné, il  suffira de pren d re p o u r
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variable indépendante, ou une fo n c tio n  déterm inée des variables x ,  y ,  

ou l ’arc s com pté sur chaque courbe, ci p a rtir  d ’un p o in t f i x e ,  et d ’e x a 

m iner si, p ou r le poin t donné, les mêmes valeurs de

(13) x ,  y ,  d x ,  d y ,  d 1x ,  dry

peuvent être tirées des équations des d e u x  courbes.

Si, dans le théorème I ou II, on suppose la seconde courbe réduite 

à un cercle dont l’équation soit de la forme

(14) . {oc —  £)2-+- ( y  —  Y))2—  p! ,

l e s  c o n d i t i o n s  p r o p r e s  à  e x p r i m e r  q u e  l e  p o i n t  ( x , y )  e s t  u n  p o i n t  

d ’ o s c u l a t i o n  s u f f i r o n t  p o u r  d é t e r m i n e r  l e  r a y o n  d u  c e r c l e  e t  l e s  

c o o r d o n n é e s  d u  c e n t r e ,  c ’ e s t - à - d i r e  l e s  t r o i s  i n c o n n u e s  Y] e t  p.  

E n  e f f e t ,  s i  l ’ o n  p r e n d  x  p o u r  v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e ,  l e s  v a l e u r s  

d e  y ,  y ',  y "  t i r é e s  d e  l ’ é q u a t i o n  f i n i e  d e  l a  p r e m i è r e  c o u r b e  e t  d e  

s e s  é q u a t i o n s  d é r i v é e s  d e v r o n t  s a t i s f a i r e ,  e n  v e r t u  d u  t h é o r è m e  I ,  à  

l ’ é q u a t i o n  f i n i e  d u  c e r c l e  e t  à  s e s  é q u a t i o n s  d é r i v é e s  d u  p r e m i e r  e t  

d u  s e c o n d  o r d r e ,  c ’ e s t - à - d i r e  a u x  t r o i s  f o r m u l e s

I {oc — 0 2'+  {y  — y} ) 2 =  p!,
(15) < x — X -h {y — ri)y' =  o,

{ ' -+-/* {y — v)y" =  o.

L o r s q u ’ o n  d é d u i t  d e  c e s  d e r n i è r e s  f o r m u l e s  l e s  v a l e u r s  d e s  t r o i s  

i n c o n n u e s  £ ,  Y] e t  p ,  o n  r e t r o u v e ,  c o m m e  o n  d e v a i t  s ’ y  a t t e n d r e ,  

l ’ é q u a t i o n  ( 5 )  d e  l a  s i x i è m e  L e ç o n ,  e t  l e s  é q u a t i o n s  ( 8 )  d e  l a  s e p -
I

tième.

S i  l ’ o n  c e s s a i t  d e  p r e n d r e  x  p o u r  v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e ,  a l o r s  

l ’ é q u a t i o n  f i n i e ,  d u  c e r c l e  e t  s e s  d e u x  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  

p r e m i e r  e t  d u  s e c o n d  o r d r e  p o u r r a i e n t  ê t r e  p r é s e n t é e s  s o u s  l a  f o r m e

I { x - l y -  + { y ~ r , y -  _ = p » ,

( '6 ) | {x — \)dx + { y  — f\)dy — o,

( { x  —  t , ) d * x + { y  —  y)) d iy  +  d x -  +  dy-  =  o,
OEui’res de C. — S. 11, t. V. . 17
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e t  d e v r a i e n t  ê t r e  v é r i f i é e s  p a r  l e s  v a l e u r s  d e  x ,  y ,  d x ,  d y , d - x ,  d -y  

t i r é e s  d e s  é q u a t i o n s  d e  l a  p r e m i è r e  c o u r b e .  I l  i m p o r t e  d ’ o b s e r v e r  

q u e  l e s  f o r m u l e s  ( 1 6 )  q u i  s u f f i s e n t  p o u r  d é t e r m i n e r  l e s  v a l e u r s  d e s  

i n c o n n u e s  H, Y) e t  p, c ’ e s t - à - d i r e  l e s  c o o r d o n n é e s  d u  c e n t r e  d e  c o u r 

b u r e ,  e t  l e  r a y o n  d e  c o u r b u r e ,  c o ï n c i d e n t  a v e c  l e s  f o r m u l e s  ( 1 9 )  d e  

l a  s e p t i è m e  L e ç o n .
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NEUVIÈME LEÇON.

SUR LES DIVERS ORDRES DE CONTACT DES COURBES PLANES.

C o n s i d é r o n s  d e u x  c o u r b e s  p l a n e s  q u i  s e  t o u c h e n t  e n  u n  p o i n t  

d o n n é .  S i  d u  p o i n t  d e  c o n t a c t  c o m m e  c e n t r e ,  e t  a v e c  u n  r a y o n  i n f i 

n i m e n t  p e t i t ,  d é s i g n é  p a r  i, o n  d é c r i t  u n e  c i r c o n f é r e n c e ,  e l l e  c o u 

p e r a  l e s  d e u x  c o u r b e s  e n  d e u x  p o i n t s  t r è s  v o i s i n s  l ’ u n  d e  l ’ a u t r e ,  

e t  l e  r a p p r o c h e m e n t  p l u s  o u  m o i n s  c o n s i d é r a b l e  d e s  d e u x  c o u r b e s ,  

à  l a  d i s t a n c e  i  d u  p o i n t  d e  c o n t a c t ,  a u r a  é v i d e m m e n t  p o u r  m e s u r e  

l a  d i s t a n c e  i n f i n i m e n t  p e t i t e  c o m p r i s e  e n t r e  l e s  d e u x  p o i n t s  d o n t  i l  

s ’ a g i t ,  o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  l a  c o r d e  d e  l ’ a r c  d e  c e r c l e  r e n 

f e r m é  e n t r e  l e s  d e u x  . c o u r b e s .  A j o u t o n s  q u e  l e s  r a y o n s  m e n é s  a u x  

e x t r é m i t é s  d e  c e t  a r c  s e r o n t  d i r i g é s  s u i v a n t  d e s  d r o i t e s  q u i  f o r m e r o n t  

d e s  a n g l e s  t r è s  p e t i t s  a v e c  l a  t a n g e n t e  c o m m u n e ,  d ’ o ù  i l  r é s u l t e  q u e  

l ’ a n g l e ' c o m p r i s  e n t r e  c e s  r a y o n s  s e r a  l u i - m ê m e  u n e  q u a n t i t é  t r è s  

p e t i t e .  S o i t  co c e  d e r n i e r  a n g l e .  L ’ a r c  d e  c e r c l e  c o m p r i s  e n t r e  l e s  

d e u x  c o u r b e s  a u r a  p o u r  m e s u r e  l e  p r o d u i t

( i ) i «

e t  l a  c o r d e  d e  c e t  a r c  s e r a  é q u i v a l e n t e  à

S i  l e s  d e u x  c o u r b e s  c h a n g e n t  d e  f o r m e ,  d e  t e l l e  m a n i è r e  q u e ,  s e  t o u -  

• c l i a n t  t o u j o u r s  a u  p o i n t  d o n n é ,  e l l e s  s e  r a p p r o c h e n t  d a v a n t a g e  l ’ u n e  

d e  l ’ a u t r e  d a n s  l e  v o i s i n a g e  d e  c e  p o i n t ,  l e s  v a l e u r s  d e  l ’ e x p r e s 

s i o n  ( 2 )  c o r r e s p o n d a n t e s  à  d e  ' t r è s  p e t i t e s  v a l e u r s  d e  i  d i m i n u e r o n t
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nécessairement, ce qui suppose que la fonction de i, représentée par w, 

diminuera elle-même. Si, au contraire, en vertu du changement de 

forme, le rapprochement des deux courbes devient moindre, les 

valeurs de co correspondantes à .de très petites valeurs de i  croî

tront nécessairement. On peut donc affirmer que, dans le voisinage 

du point de contact, le rapprochem ent des d e u x  courbes sera plus ou 

m oins considérable, et leur contact p lu s ou m oins intim e, suivant que 

les valeurs de  m  correspondant à de très petites valeurs de i seront 

plus ou m oins grandes. Ce principe étant admis, il faut évidemment, 

pour se former une idée des diverses espèces de contact des courbes 

planes, rechercher les divers états de grandeur dans lesquels peut 

se trouver l’angle infiniment petit co, considéré comme fonction du 

rayon i. Pour y parvenir, il est d’abord nécessaire de généraliser la 

définition que nous avons donnée de l’ordre d’une quantité infini

ment petite, dans l’addition placée à la suite des Leçons sur le Calcul 

infinitésimal.

Désignons para un nombre constant, rationnel ou irrationnel; par 

i  une quantité infiniment petite, et par k  un nombre variable. Dans le 

système de quantités infiniment petites dont i  sera la base, une fonc

tion de i, représentée p ar/(f), sera un infiniment petit de l'ordre a, 

si la limite du rapport

( 3 )  4 ?

est nulle pour toutes les valeurs de k  plus petites que a ,  et infinie 

pour toutes les valeurs de k plus grandes que a.

■ Si l’on adopte cette définition, et si l’on désigne par n  le nombre 

entier égal ou immédiatement supérieur à l’ordre de la quantité infi

niment petite /(t), le rapport
/ ( * )

sera le premier terme de la progression géométrique

/ ( i) / c o  m
( 4 ) • A i ) , i 2 ’  i3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



, C A L C U L  D I F F É R E N T I E L .  1 33

q u i  c e s s e r a  d ’ ê t r e  u n e  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e ;  d ’ o ù  l ’ o n  c o n c l u t ,  

e n  r a i s o n n a n t  c o m m e  d a n s  l ’ a d d i t i o n  c i t é e ,  q u e  f {,l)( i )  s e r a  l a  p r e 

m i è r e  d e s  f o n c t i o n s

(5) ' A i ) ,  / ' (O, /"(O, ■ ·..

q u i  c e s s e r a  d e  s ’ é v a n o u i r  a v e c  i.

Q u a n t  a u  r a p p o r t  ,

q u e  l ’ o n  d é d u i t  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 3 )  e n  p o s a n t  k  =  a,  i l  p e u t  a v o i r  u n e  

l i m i t e  f i n i e ,  o u  n u l l e ,  o u  i n f i n i e .  A i n s i ,  p a r  e x e m p l e ,

iaeiia e\ —t—t~ j iaei \i

s o n t  t r o i s  q u a n t i t é s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  d e  l ’ o r d r e  a , e t  l e s  q u o t i e n t s  

q u ’ o n  o b t i e n t  e n  l e s  d i v i s a n t  p a r  ia, s a v o i r

o n t  p o u r  l i m i t e s  r e s p e c t i v e s

C e l a  p o s é ,  o n  é t a b l i r a  s a n s  p e i n e  l e s  p r o p r i é t é s  d e s  q u a n t i t é s  i n f i n i 

m e n t  p e t i t e s ,  e t  e n  p a r t i c u l i e r  l e s  d i f f é r e n t s  l e m m e s  q u e  n o u s  a l l o n s  

é n o n c e r .

Lemme I. —  Si, dans un systèm e quelconque, on considère d e u x  q u a n 

tités infinim ent petites d ’ordres différents, p en d an t que ces d e u x  quantités  

s’approchent indéfinim ent de zé ro , celle q u i sera d ’ un ordre p lu s élevé 

fin ir a  p a r  obtenir constam m ent la  plus p etite  valeur num érique.

Dém onstration. —  C o n c e v o n s  q u e ,  d a n s  l e  s y s t è m e  d o n t  l a  b a s e ,  

e s t  i, l ’ o n  d é s i g n e  p a r  I =  f ( i )  e t  p a r  J =  F  ( i )  d e u x  q u a n t i t é s  i n f i 

n i m e n t  p e t i t e s ,  l a  p r e m i è r e  d e  l ’ o r d r e  a,  l a  s e c o n d e  d e  l ’ o r d r e  b,  e t
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s u p p o s o n s  a < f b .  S i  l ’o n  a t t r i b u e  a u  n o m b r e  v a r i a b l e  k  u n e  v a l e u r  

c o m p r i s e  e n t r e  a  e t  b , l e s  d e u x  r a p p o r t s

I J

/ * ’ i*

a u r o n t  p o u r  l i m i t e s  r e s p e c t i v e s  : l e  p r e m i e r ,  l e  s e c o n d ,  z é r o  ; e t  p a r  

s u i t e ,  l e  q u o t i e n t  d e  c e s  r a p p o r t s ,  o u  l a  f r a c t i o n

J

V

a u r a  u n e  l i m i t e  n u l l e .  D o n c  l a  v a l e u r  n u m é r i q u e  d u  n u m é r a t e u r  J 

d é c r o î t r a  b e a u c o u p  p l u s  r a p i d e m e n t  q u e  c e l l e  d u  d é n o m i n a t e u r  I ,  e t  

c e t t e  d e r n i è r e  f i n i r a  p a r  d e v e n i r  c o n s t a m m e n t  s u p é r i e u r e  à  l ’ a u t r e .

L emme I I .  —  Soient a , b, c . ; . .  les nom bres q u i indiqu en t, dans un  

système déterm iné, les ordres de plusieurs quantités infinim ent petites, et 

a le plus petit de ces nombres. L a  som me des quantités dont il s’a g it sera 

un infinim ent petit de l ’ordre a.

Dém onstration. —  S o i t  t o u j o u r s  i  l a  b a s e  d u  s y s t è m e  a d o p t é .  S o i e n t  

d e  p l u s  I ,  J ,  . . .  l e s  q u a n t i t é s  d o n n é e s ,  l a  p r e m i è r e  d e  l ’ o r d r e  a , l a  

s e c o n d e  d e  l ’ o r d r e  b, . . . .  L e  r a p p o r t  d e  l a  s o m m e  I H- J 4 - . . .  à  l a  

q u a n t i t é  I ,  s a v o i r

a u r a . p o u r  l i m i t e  l ’ u n i t é ,  a t t e n d u  q u e  l e s  t e r m e s  j · · ·  a u r o n t  d e s  

l i m i t e s  n u l l e s .  P a r  s u i t e ,  l e  p r o d u i t

l 4- J -H. I  1 + J

a u r a  l a  m ê m e  l i m i t e  q u e  l e  r a p p o r t

I

i * ’

e t ,  p u i s q u e  c e  d e r n i e r  r a p p o r t  a  u n e  l i m i t e  n u l l e  o u  i n f i n i e ,  s u i v a n t
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q u ’ o n  s u p p o s e  / c < a  o u  k~y>a, o n  p o u r r a  e n  d i r e  a u t a n t  d u  r a p p o r t

I  +  J  +  . . .

ik

« D o n c  I +  J 4 - . . .  s e r a  u n e  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e  d e  l ’ o r d r e  a .

Corollaire. —  L e s  r a i s o n n e m e n t s  p a r  l e s q u e l s  n o u s  a v o n s  é t a b l i  l e  

l c m m e  I I  m o n t r e n t  é v i d e m m e n t  q u e ,  p o u r  d e  t r è s  p e t i t e s  v a l e u r s  

n u m é r i q u e s  d e  i, l a  s o m m e  d e  p l u s i e u r s  q u a n t i t é s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s ,  

r a n g é e s  d e  m a n i è r e  q u e  l e u r s  o r d r e s  f o r m e n t  u n e  s u i t e  c r o i s s a n t e ,  

e s t  p o s i t i v é  o u  n é g a t i v e ,  s u i v a n t  q u e  s o n  p r e m i e r  t e r m e  e s t  l u i - m ê m e  

p o s i t i f  o u  n é g a t i f .

L emme I I I .  —  D ans un système quelconque, le produit de d e u x  quan

tités infinim ent petites, dont les ordres sont désignés p a r  a  et p a r  b, est une 

autre qu an tité infinim ent petite de l ’ordre a -\-b .

Dém onstration. —  S o i e n t  t o u j o u r s  i  l a  b a s e  d u  s y s t è m e  q u e  l ’ o n  

c o n s i d è r e ,  e t  1 ,  J l e s  q u a n t i t é s  d o n n é e s ,  l a  p r e m i è r e  d e  l ’ o r d r e  a, l a  

s e c o n d e  d e  l ’ o r d r e  b. L e s  r a p p o r t s

' I  J

. ik> è

a u r o n t  d e s  l i m i t e s  n u l l e s ,  t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  L’ o n  s u p p o s e r a  / c > a ,  

/ > £ ;  d e s  l i m i t e s  i n f i n i e s  t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  l ’ o n  s u p p o s e r a  Æ < a ,

I <  b, et  l ’ o n  p o u r r a  e n  d i r e  a u t a n t  d u  p r o d u i t

I J  __ I J

ik i1 ik

II e n  r é s u l t e  é v i d e m m e n t  q u e  l e  r a p p o r t

I J

a u r a  u n e  l i m i t e  n u l l e  p o u r  / £ - + - / < a  -+- b, e t  u n e  l i m i t e  i n f i n i e  p o u r  

l + / > a  +  i». D o n c  l e  p r o d u i t  I J  s e r a  u n e  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e  

d e  l ’ o r d r e  a  +  b.
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Nota. —  S i  l ’ u n  d e s  f a c t e u r s  I ,  J s e  r é d u i s a i t  à  u n e  q u a n t i t é  f i n i e  

e t  c e s s a i t  d e  s ’ é v a n o u i r  p o u r  i  —  o ,  l e  p r o d u i t  s e r a i t  é v i d e m m e n t  d u  

m ê m e  o r d r e  q u e  l ’ a u t r e  f a c t e u r .

Corollaire. —  D a n s  u n  s y s t è m e  q u e l c o n q u e ,  l e  p r o d u i t  d e  p l u s i e u r s  

q u a n t i t é s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  d o n t  l e s  o r d r e s  s o n t  d é s i g n é s  p a r  a , b, 

c, . . . ,  e s t  u n e  a u t r e  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e  d o  l ’ o r d r e

cl -H  b  - i-  c H - . . . .

L emme I V .  —  S i'tro is quantités infinim ent petites sont telles que, la 

prem ière étant prise p o u r base, la d eu xièm e soit de l ’ordre a, et que, la 

d eu xièm e étan t prise p o u r  base, la troisième soit de l ’ordre b, celle-ci, 

dans le système q u i a p o u r base la prem ière, sera d ’un ordre équivalent 

au produit ab.
0

Dém onstration. —  S o i e n t  i, 1 e t  J l e s  t r o i s  q u a n t i t é s  d o n n é e s ;  e n  

s o r t e  q u e  l e s  d e u x  r a p p o r t s

1  J

v  '

a i e n t  d e s  l i m i t e s  n u l l e s  q u a n d  o n  s u p p o s e  à  l a  f o i s  k < f a , / <  b,  e t  

d e s  l i m i t e s  i n f i n i e s  q u a n d  o n  s u p p o s e  à  l a  f o i s  k ^ > a ,  / >  b. I l  e s t  

c l a i r  q u e  l e  p r o d u i t

a u r a  u n e  l i m i t e  n u l l e  d a n s  l a  p r e m i è r e  h y p o t h è s e  e t  u n e  l i m i t e  i n f i n i e  

d a n s  l a  s e c o n d e .  I l  e s t  a i s é  d ’ e n  c o n c l u r e  q u e  l e  r a p p o r t

1  ’ < ikl

a u r a  u n e  l i m i t e  n u l l e  p o u r  k l < f d b ,  u n e  l i m i t e  i n f i n i e  p o u r  k l ^ > a b ;  

e t  p a r  s u i t e  q u e ,  s i  l ’ o n  p r e n d  i  p o u r  b a s e , ' J  s e r a  u n e  q u a n t i t é  infi-r 

n i m e n t  p e t i t e  d e  l ’ o r d r e  ab.

Corollaire I. —  L e  r a p p o r t  e n t r e  l e s  o r d r e s  d e  d e u x  q u a n t i t é s  i n f i 

n i m e n t  p e t i t e s  J e t  I  r e s t e  l e  m ê m e ,  q u e l l e  q u e  s o i t  l a  b a s e  d u  s y s 

t è m e  q u e  l ’ o n  a d o p t e ,  e t  c e  r a p p o r t  e s t  é q u i v a l e n t  a u  n o m b r e  b ’, q u i

V ¿kl
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i n d i q u e  T o r d r e  d e  l a  p r e m i è r e  q u a n t i t é ,  q u a n d  o n  p r e n d  p o u r  b a s e  l a  

s e c o n d e .  D o n c ,  s i ,  a p r è s  a v o i r  d é t e r m i n é  p o u r  u n e  c e r t a i n e  b a s e  l e s  

o r d r e s  d e  p l u s i e u r s  q u a n t i t é s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s ,  o n  v i e n t  à  c h a n g e r  

d e  b a s e ,  l e s  n o m b r e s  q u i  i n d i q u e n t  c e s  d i v e r s  o r d r e s  c r o î t r o n t  o u  

d é c r o î t r o n t  t o u s  à  l a  f o i s  d a n s  u n  r a p p o r t  d o n n é .

Corollaire II. —  S i  T o n  s u p p o s e ,  d a n s  l e  l e m m e  I V ,  q u e  l a  q u a n 

t i t é  J  s e  r é d u i s e  à  l a  q u a n t i t é  i, o n  a u r a  é v i d e m m e n t

a b  —  i ,  b  =  — ·
, t a

D o n c ,  s i ,  d a n s  l e  s y s t è m e  d o n t  l a  b a s e  e s t  i, l a  q u a n t i t é  1 e s t  u n  i n f i 

n i m e n t  p é t i t  d e  T o r d r e  a, i  s e r a  d e  T o r d r e  ^  d a n s  l e  s y s t è m e  q u i  a u r a  

p o u r  b a s e  l a  q u a n t i t é  I .  A i n s i ,  p a r  e x e m p l e ,  l o r s q u e  I ,  c o n s i d é r é  

c o m m e  f o n c t i o n  d e  * ,  e s t  u n  i n f i n i m e n t  p e t i t  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  o n  

p e u t  e n  d i r e  a u t a n t  d e  i  c o n s i d é r é  c o m m e  f o n c t i o n  d e  I .

L e  s e c o n d  c o r o l l a i r e ,  r é u n i  a u  p r e m i e r ,  e n t r a î n e  é v i d e m m e n t  l e  

s u i v a n t  :

Corollaire I I I :  —  S i  d e u x  q u a n t i t é s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  s o n t  t e l l e s  

q u e ,  T u n e  é t a n t  p r i s e  p o u r  b a s e ,  l ’ a u t r e  s o i t  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  l e  

n o m b r e  q u i  e x p r i m e r a  T o r d r e  d ’ u n e  q u a n t i t é  q u e l c o n q u e  r e s t e r a  

l e  m ê m e  d a n s  l e s  d e u x  s y s t è m e s  q u i  a u r o n t  p o u r  b a s e  l e s  d e u x  

q u a n t i t é s  d o n n é e s .

E n  r e v e n a n t  a u x  d e u x  c o u r j b e s  q u e  n o u s  a v o n s  d é j à  c o n s i d é r é e s ,  

o n  d é d u i r a  i m m é d i a t e m e n t  d u  l e m m e  I  e t  d u  p r i n c i p e ' é t a b l i  à  l a  

p a g e  i 3 2 ,  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  :

Théorème I. —  S i  d e u x  courbes se touchent en un p o in t  d o n n é  (P ), et 

que l ’on m arque sur ces d e u x  courbes d e u x  p oin ts  ( Q ) ,  ( R ) ,  situés à  la  

distance infinim ent petite i  du  p o in t  de contact, le rapprochem ent entre 

les d e u x  courbes, d ans le voisin age de ce dernier p o in t, sera d ’autant  

plus considérable que l ’ordre de la qu an tité infinim ent petite  w ,  destinée 

à  représenter l ’ a n g le  compris entre les rayon s  P Q ,  P R ,  sera plus élevé.

D ém onstration. —  E n  e f f e t ,  s i  l a  f o r m e  d e s  d e u x  c o u r b e s  o u  d e  T u n e

Œ u v re s d e C . — S. II, t. V. , 18
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d ’ e n t r e  e l l e s  v i e n t  à  c h a n g e r ,  d e  t e l l e  m a n i è r e  q u e  l ’ o r d r e  d e  l a  q u a n . -  

t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e  co s ’ é l è v e ,  l a  v a l e u r  n u m é r i q u e  d e  co, d a n s  l e  v o i 

s i n a g e  d u  p o i n t  d e  c o n t a c t ,  d i m i n u e r a ,  e n  v e r t u  d u  l e m m e  I ,  e t  p a r  

s u i t e  l e  r a p p r o c h e m e n t  e n t r e  l e s  d e u x  c o u r b e s  d e v i e n d r a  p l u s  g r a n d  1 

q u ’ i l  n ’ é t a i t  d ’ a b o r d .  .

L e  t h é o r è m e  I é t a n t  d é m o n t r é ,  i l  e s t  n a t u r e l  d e  p r e n d r e  l ’ o r d r e  d e  

l a  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e  c o ,  c o n s i d é r é e  c o m m e  f o n c t i o n  d e  l a  

h a s e  i ,  p o u r  i n d i q u e r  c e  q u ’ o n  p e u t  a p p e l e r  l ’ordre de contact  d e s  

d e u x  c o u r b e s  p l a n e s .  S o i t  a  c e t  o r d r e .  P u i s q u e  l e  r a p p o r t

sin-|u- 

s w

a  l ’ u n i t é  p o u r  l i m i t e ,  l e  p r o d u i t

si 11-J-M . M
co - . =  2  s i n -

' · 1 «  2

s e r a  e n c o r e  u n e  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e  d e  l ’ o r d r e  a , t a n d i s  q u e  

l e s  e x p r e s s i o n s  ( i )  e t  ( 2 )  s e r o n t ,  e n  v e r t u  d u  l e m m e  I I I ,  d e s  q u a n 

t i t é s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  d e  l ’ o r d r e  «  +  i .  O n  p e u t  d o n c  é n o n c e r  l a  

p i ’ o p o s i t i o n  s u i v a n t e  :

Théorème I I .  —  Lorsque d e u x  courbes se touchent en u n  point  

d onn é  ( P ) ,  l ’ ordre du  contact est in férieu r d ’ une u n ité à l ’ordre de 

la qu an tité infinim ent petite q u i représente la distance entre d e u x  

p oin ts  ( Q ) ,  ( R ) ,  situés sur les d e u x  courbes, égalem ent éloignés du  

p o in t de contact, et dont la distance à  ce poin t est u n  infinim ent p etit  

du p rem ier ordre.

I l  i m p o r t e  d ’ o b s e r v e r  q u e  l a  d r o i t e  Q R  m e n é e  d u  p o i n t  ( Q )  a u  

p o i n t  ( R ) ,  é t a n t  l a  b a s e  d ’ u n  t r i a n g l e  i s o s c è l c ,  e t  o p p o s é e  d a n s  c e  

t r i a n g l e  a u  t r è s  p e t i t  a n g l e  c o ,  s e r a  s e n s i b l e m e n t  p e r p e n d i c u l a i r e  

a u x  r a y o n s  v e c t e u r s  P Q ,  P R ,  e t  p a r  s u i t e  à  l a  t a n g e n t e  c o m m u n e  a u x  

d e u x  c o u r b e s .

C o n c e v o n s  m a i n t e n a n t  q u e  p a r  l e s  p o i n t s  ( Q )  e t  ( R )  o n  m è n e  d e u x  

d r o i t e s  p a r a l l è l e s  d o n t  c h a c u n e  f o r m e  a v e c  l a  t a n g e n t e  c o m m u n e  u n
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a n g l e  f i n i  S .  D e  c e s  d e u x  p a r a l l è l e s ,  l ’ u n e  s e  t r o u v e r a  p l u s  r a p p r o - ·  

c h é ' e  q u e  l ’ a u t r e  d u  p o i n t  d e  c o n t a c t .  S u p p o s o n s ,  p o u r  f i x e r  l e s  i d é e s ,  

q u e  c e  s o i t  l a  d r o i t e  m e n é e  p a r  l e  p o i n t  ( Q )  p r i s  s u r  l a  p r e m i è r e  

c o u r b e ,  e t  q u e  c e t t e  d r o i t e  c o u p e  l a  s e c o n d e  c o u r b e  e n  ( S ) .  D a n s  l e  

t r i a n g l e  Q R S ,  l e  c ô t é  R S ,  s e n s i b l e m e n t  p a r a l l è l e  à  l a  t a n g e n t e  c o m 

m u n e ,  p u i s q u ’ i l  r e p r é s e n t e r a  u n e  c o r d e  d o n t  l e s  e x t r é m i t é s  s i t u é e s  

s u r  l a  s e c o n d e  c o u r b e  s e r o n t  t r è s  v o i s i n e s  d u  p o i n t  d e  c o n t a c t ,  f o r 

m e r a  é v i d e m m e n t  a v e c  l e s  c ô t é s  Q R ,  Q S ,  d e s  a n g l e s  f i n i s ,  d o n t . l e  p r e 

m i e r  d i f f é r e r a  t r è s  p e u  d ’ u n  a n g l e  d r o i t ,  e t  l e  s e c o n d  d e  l ’ a n g l e  S. O n  

a u r a  d o n c ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  I e t  J  d e s  q u a n t i t é s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s ,

. ( 7 ) Q S  =
Sln( ï + I ) o | î Si" ( î  +  I)  . . »
sin(OH-J) s i n ( o - t - J j  . 2

D e  p l u s ,  c o m m e  l e  r a p p o r t  e n t r e  l a  p e r p e n d i c u l a i r e  a b a i s s é e  d u  

p o i n t  ( P )  s u r  l a  d r o i t e  Q S ,  o u  s u r  s o n  p r o l o n g e m e n t ,  e t  l e  r a y o n  

v e c t e u r  P Q  =  i, s e r a  s e n s i b l e m e n t  é g a l  à  c o s ^  —  —  s i n S ,  c e t t e

p e r p e n d i c u l a i r e  p o u r r a  ê t r e  r e p r é s e n t é e  p a r  u n  p r o d u i t  d e  l a  f o r m e

( 8 ) i ' ( s i n ô  ±: s),

± t  d é s i g n a n t ' e n c o r e  u n e  q u a n t i t é ,  i n f i n i m e n t  p e t i t e .  C e l a  p o s é ,  

a d m e t t o n s  q u e ,  l e s  d e u x  c o u r b e s  a y a n t  e n t r e  e l l e s  u n  c o n t a c t  d e  

l ’ o r d r e  a ,  l ’ o n  c o n s i d è r e  l e  r a y o n  v e c t e u r  i  c o m m e  i n f i n i m e n t  p e t i t  

d u  p r e m i e r  o r d r e .  I I  e s t  c l a i r  q u e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 8 )  s e r a  e n c o r e  u n  

i n f i n i m e n t  p e t i t  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  t a n d i s  q u e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 7 )  s e r a  

d e  l ’ o r d r e  a - t - . i .  A j o u t o n s  q u e  l ’ o r d r e  d e *  c e t t e  d e r n i è r e  n e  v a r i e r a  

p a s  ( voir  l e  c o r o l l a i r e  I I I  d u  l e m m e  I V )  s i  l ’ o n  p r e n d . p o u r  b a s e  l ’ e x 

p r e s s i o n  ( 8 )  o u  u n e  q u a n t i t é  t e l l e  q u e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 8 )  r e s t e  i n f i n i 

m e n t  p e t i t e  d u  p r e m i e r  o r d r e .  C e s  r e m a r q u e s  s u f f i s e n t  p o u r  é t a b l i r  

u n  n o u v e a u  t h é o r è m e  q u e  n o u s  a l l o n s  é n o n c e r .

T h é o r è m e  . I I I .  —  L ’ ordre de contact de d e u x  courbes q u i se louchent 

en un p o in t d on n é  ( P )  est in férieu r d ’ une u n ité à l'ord re de la distance  

infinim ent petite comprise entre les points  ( Q ) ,  ( S ) ,  où les d e u x  courbes
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sont rencontrées p a r  une sécante qu i fo r m e  un a n g le f i n i  et sensiblem ent * 

différent de zéro avec la tan gente com m une, dans tout systèm e où la  

distance du p o in t de contact à la sécante dont il s ’a g it est un infinim ent 

petit du prem ier ordre ,

S i  l e s  d e u x  c o u r b e s  s o n t  r e p r é s e n t é e s  p a r  d e u x  é q u a t i o n s  e n t r e  d e s  

c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  x ,  y ,  e t  s i  l a  t a n g e n t e , c o m m u n e  n ’ e s t  p a s  

p a r a l l è l e  à  l ’ a x e  d e s  y ,  a l o r s ,  e n  s u p p o s a n t  l a  s é c a n t e  p a r a l l è l e  à  c e  

m ê m e  a x e ,  o n  d é d u i r a  d u  t h é o r è m e  I I I  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  : , 

Théorème I Y .  —  P o u r obtenir l'ordre de contact de d e u x  courbes 

p lan es q u i se touchent en u n  poin t où la tangente com m une n est p a s  

parallèle à l ’a x e  des y ,  il suffit de m en er'u n e ordonnée très voisine du  

poin t de contact, et de chercher le nom bre q u i représente l ’ordre de la  

portion infinim ent p etite d ’ordonnée comprise entre les d e u x  courbes, 

dans le cas où l ’on considère la distance du  p o in t de contact à  l ’or

donnée com m e infinim ent petite du  p rem ier ordre. Ce nom bre, dim in u é  

d ’ une unité, indique l ’ordre de contact.

Corollaire I. —  S o i e n t

( 9 ) y  = / { * ) ,  r  =  r ( ^ )

l e s  é q u a t i o n s  d e s  d e u x  c o u r b e s  p l a n e s .  E l l e s  a u r o n t  u n  p o i n t  c o m m u n  

c o r r e s p o n d a n t  à  u n e  v a l e u r  d o n n é e  d e  a ? , . e t  e n  c e  p o i n t  u n e  t a n g e n t e  

c o m m u n e ,  n o n  p a r a l l è l e  à  l ’ a x e  d e s  y ,  s i ,  p o u r  l a  v a l e u r  d o n n é e  d e  x ,  

l e s  é q u a t i o n s  d e s  d e u x  c o u r b e s  f o u r n i s s e n t  l e s  v a l e u r s  é g a l e s  e t  f i n i e s ,  

n o n  s e u l e m e n t  d e  l ’ o r d o n n é e  y ,  m a i s  e n c o r e  d e  s a  d é r i v é e  y ’ , e n  s o r t e  

q u e  l e s  é q u a t i o n s

( 10) / ( t f )  =  F ( t t )  

e t

( 1 1 )  / ’ ( * )  =  F ' O r )

s o i e n t  v é r i f i é e s ,  e t  q u e  l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  c h a c u n e  d ’ e l l e s  c o n 

s e r v e n t  d e s  v a l e u r s  f i n i e s .  D a n s  c e t t e  h y p o t h è s e ,  l a  d i f f é r e n c e

( 1 2 ) F  { o c ) - f ( x ) ,

q u i  s ’ é v a n o u i r a  p o u r  l a  v a l e u r  d e  x  r e l a t i v e  a u  p o i n t  c o p u n u n , .
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d e v i e n d r a  i n f i n i m e n t  p e t i t e  q u a n d  x  r e c e v r a  u n  a c c r o i s s e m e n t  i n f i n i 

m e n t  p e t i t ;  e t  s i  l ’ o n  c o n s i d è r e  c e t  a c c r o i s s e m e n t  c o m m e  é t a n t . d u  

p r e m i e r  o r d r e ,  l ’ o r d r e  d e  l a  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e  q u i  r e p r é 

s e n t e r a  l a  n o u v e l l e  v a l e u r  d e  F  ( x )  —  f ( x ) ,  s u r p a s s e r a  d ’ u n e  u n i t é  

l ’ o r d r e  d e  c o n t a c t  d e s  d e u x  c o u r b e s .

Corollaire II.  —  S i  l e s  d e u x  c o u r b e s  s e  t o u c h e n t  e n  u n  p o i n t  d e  

l ’ a x e  d e s  j ,  m a i s  s a n s  a v o i r  c e t  a x e  p o u r  t a n g e n t e  c o m m u n e ,  i l  s u f 

f i r a ,  d ’ a p r è s  c e  q u ’ o n  v i e n t  d e  d i r e ,  p o u r  d é t e r m i n e r  l ’ o r d r e  d e  c o n 

t a c t ,  d e  c h e r c h e r  l e  n o m b r e  q u i  i n d i q u e r a  l ’ o r d r e  d e  l a  d i f f é r e n c e

F(*0 — /(*)>

e n  c o n s i d é r a n t  l ’ a b s c i s s e  a? c o m m e  u n e  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e  d u  

p r e m i e r  o r d r e ,  e t  d o  d i m i n u e r  c e  n o m b r e  d ’ u n e  u n i t é .  E n  o p é r a n t  

a i n s i ,  o n  r e c o n n a î t r a  q u e  l e s  p a r a b o l e s

(i3) /  =  ·«% y  =  œ3

o n t  à l ’ o r i g i n e  d e s  c o o r d o n n é e s  u n  c o n t a c t  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  t a n d i s  

q u e ,  a u  m ê m e  p o i n t ,  l e s  d e u x  c o u r b e s  ,

( 14 ) y  —  x ,l+i, y  —  x n+·'1

a u r o n t  u n  c o n t a c t  d e  l ’ o r d r e  n ,  e t  l e s  d e u x  c o u r b e s

4 1
( i 5 )  y  =  x \  y  =  æk

5 i
u n  c o n t a c t  d e  l ’ o r d r e  T  —  i =  T ·

, 4 4

Corollaire III.  —  S u p p o s o n s  q u e  l e s  c o u r b e s  ( 9 )  a i e n t  u n  p o i n t  

c o m m u n  c o r r e s p o n d a n t  à  l ’ a b s c i s s e  x ,  e t  e n  c e  p o i n t  u n e  t a n g e n t e  

c o m m u n e  n o n  p a r a l l è l e  à  l ’ a x e  d e s  y ,  a v e c  u n  c o n t a c t  d e  l ’ o r d r e  a. 

S o i t  d ’ a i l l e u r s  n  l e  n o m b r e  e n t i e r  é g a l  o u  i m m é d i a t e m e n t  s u p é r i e u r  

à  a. L a  d i f f é r e n c e

(12) F(a:)-/(a;)

s e r a  n u l l e ;  e t  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  i  u n  a c c r o i s s e m e n t  i n f i n i m e n t  p e t i t  

d u  p r e m i e r  o r d r e  a t t r i b u é  à  l ’ a b s c i s s e  x ,  l ’ e x p r e s s i o n

F ( #  +  i) — f { x  +  i )( 1 6 )
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sera (en vertu du corollaire I), un infiniment petit de l’ordre a -+- i. 
Or, les dérivées de cette expression par rapport à i étant respective
ment

F \ æ  +  i ) — f ' ( x  +  i), F"(x +  i) —

il résulte de ce qui a été dit ci-dessus (page i 33) que

F (B+1,(a; -4- i )

sera la première des expressions

F(#  +  î ) — f { x - ¥ i ) ,  ¥ ' ( «  +  î ) — f ' ( x  +  i),  F"(x +  i ) — f" (æ  +  i),  . . .

qui cessera de s’évanouir avec i. En d’autres termes,

' F<'iH-, ) ( Æ!j _ / < » + i)(x )

sera la première des différences ’

F ( * 0 — / ( * ) ,  F ' ( a ? ) — f ' { x ) ,  F " ( x ) ~ f ' ( x ) ,  . . .

qui obtiendra une valeur différente de zéro. On aura donc pour le 
point commun

0 7 )

Par conséquent, lorsque deux courbes se touchent en un point où la 
tangente commune n’est pas parallèle à l’axe des y , non seulement 
pour le point dont il s’agit l’ordonnée y  et sa dérivée y ' ne changent 
pas de valeur dans le passage de la première courbe à la seconde, mais 
il en est encore de même des dérivées successives y", y"', . . . ,  jusqu’à 
celle dont l’ordre coïncide avec le nombre entier égal ou immédiate
ment supérieur à l’ordre du contact.

0 %
Corollaire IV. — Si, les deux courbes ayant un contact de l’ordre ar 

la tangente commune devenait parallèle à l’axe des y , alors, en attri
buant à l’abscisse du point de contact un accroissement infiniment

F ( ^ )  = / ( & ) >

F ( ^ )  = / ' ( x ) ,

F"( x  ) = / '(* ) ,
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petit du premier ordre, on ne trouverait pas généralement pour la 

valeur correspondante de la différence F(a?) — f { x ) un infiniment· 

petit de l’ordre a-h  i. Néanmoins, on pourrait encore déterminer 

l ’ordre du contact par la méthode dont nous avons fait usage, pourvu 

que l’on substituât la variable /  à la variable x,  et réciproquement. 

Ainsi, par exemple, pour montrer que les deux courbes

JJ ' A ■ '

0 8 )  y  —  x",  y  —  x'%

qui touchent à l’origine l’axe des / ,  ont en ce point un contact de 

l’ordre il suffira d’observer que leurs équations, résolues par rap

port à a?., prennent les formes
> 4 5

œ = y \  x =  y i,

5 1  '

et que la différence/4 — y 3 est un intiniment petit de l’ordre

quand on considère /  comme un infiniment petit du premier ordre. 

Quant à la différence F(a?) — f ( x ) ,  elle se réduit, dans cet exemple, à

4 1
oc* — oo*;

et lorsque l’on considère a? comme un infiniment petit du premier
5

ordre, elle est une quantité infiniment petite, non plus de l’ordre

mais de l’ordre y seulement.
4

Corollaire V. — Lorsque la tangente commune n’est pas parallèle à 

l’axe des /  et que l’ordre de contact est un nombre entier, il suffit, 

pour déterminer cet ordre, de chercher quelle est la dernière dés 

équations

(19) f (œ)  =  F(œ), f' {oc) — Y'{x) ,  f "\x )  =  F* (a;),

qui se trouve* vérifiée par l’abscisse du point de contact. L’ordre des
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dérivées comprises dans cette dernière équation sera précisément le 

nombre demandé.

Pour établir le théorème III, il n’est pas nécessaire de supposer 

que la sécante menée à une distance infiniment petite du point de 

contact des deux courbes données reste parallèle à elle-même pen

dant que cette distance diminue; il suffit que l’angle formé par cette 

sécante avec la tangente commune ne devienne pas infiniment petit 

et converge vers une limite finie différente de zéro. C’est ce qui arri

vera, par exemple, si la sécante dont il s’agit passe par les extrémités 

de deux longueurs égales et infiniment petites portées sur les deux 

courbes à partir du point do contact. Dans ce cas particulier, l’angle 

formé par la sécante avec la tangente commune aura pour limite un 

angle droit. Il est aisé d’en conclure que la distance du point de con

tact à la sécante sera un infiniment petit du même ordre que chacune 

des longueurs ci-dessus mentionnées. Cela posé, on déduira immédia

tement du théorème III la proposition suivante :

T h é o r è m e  Y. — P o u r obtenir l ’ordre de contact de d e u x  courbes q u i se 

touchent en un p o in t donné, il  suffit de chercher le nom bre q u i représente 

l ’ordre de la distance infinim ent petite comprise entre les extrém ités de 

d e u x  longueurs égales portées sur les d e u x  courbes à  p a rtir  du p o in t de 

con ta ct, dans le cas ou ces mêmes longueurs deviennent infinim ent 

petites du prem ier ordre. L e nom bre d on t il s’agit, d im in u é d ’ une unité, 

indique toujours l ’ ordre d u  contact.

Corollaire /. — Soit i  la quantité infiniment petite qui représente 

chacune des deux longueurs. Désignons en outre par x ,  y  et Y] les 

coordonnées des points auxquels ces longueurs aboutissent sur la 

première et la seconde courbe, et par

( 20) —  O s -+- (y  —

la longueur de la droite menée du point (£, v]) au point ( o c ,y ) .  Si l’on 

considère i comme un infiniment petit du premier ordre, et si l’on 

appelle a  l’ordre de contact des deux courbes, la distance «, comprise
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entre les deux points { x ,  y )  et(lj,Y]), sera (en vertu du théorème V) 

un infiniment petit de l’ordre a ~ h  t.  Par suite, le carré de cette dis

tance, ou la somme

( a i )  ( « · — ? ) * + ( . / —

sera un infiniment petit de l’ordre a ( a - l - i ) ;  ce qui exige que les 

deux différences

( 22) · oc — l, y y)

s o i e n t  d e  l ’ o r d r e  a - t - i ;  o u  q u e  d u . m o i n s  l ’ u n e  s o i t  d e  c e t  o r d r e ,  

l ’ a u t r e  é t a n t  d ’ u n  o r d r e  p l u s  é l e v é .  O n  a r r i v e r a i t  à  l a  m ê m e  c o n c l u -
1 J

sion en observant que les valeurs numériques des expressions (22) 

représentent les projections de la distance a sur les axes des x  et 

des y .  En effet, il est aisé de reconnaître qu’une distance infinim ent 

petite et ses projections sur les a xes coordonnés sont en g én éra l des q u a n 

tités de m êm e ordre. Seulement, l ’ordre de la projection sur l ’un des a xes  

peut surpasser l ’ordre de la distance, dâns le cas où celle-ci devient sensi

blement parallèle à l ’autre a x e .  Mais il est clair que cette dernière 

condition ne saurait être remplie à la fois pour les deux axes des x  

et des j .

Corollaire IL — Conservons les mêmes notations que dans le corol

laire précédent. Soit toujours a  l’ordre de contact' des deux courbes 

données, et désignons par n  le nombre entier égal ou immédiatement 

supérieur à a . Puisque, la quantité i  étant regardée comme infiniment 

petite du premier ordre, les deux différences ,

( 22) ' os — ' ^ y  — n

doivent être l’une et l’autre de l’ordre a +  i,o u  l’une de cet ordre et 

l’autre d’un ordre plus élevé, il résulte de ce qui a été dit ci-dessus 

(page 133) que, si l’on prend i  pour variable indépendante, les ex

pressions
* i . d(æ — Z) gP(# —£) · dn{œ — i,)

— d i — ’ — d p  —  ’ · · · ’ ~ d F — ’
(23) { \

d(y — tl) di(y — n) d'l(y — f))
f % 71 * di . ’ di2 ’ ’ din ’

ORuvres de. C. — S.  11, t. V. *9
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s ’ é v a n o u i r o n t  a v e c  z, t a n d i s  q u e  c h a c u n e  d e s  d é r i v é e s

• d n+-l ( x  —  X) ■ dn+l(y  - ï j )
( 2-l) ’

o u  d u  m o i n s  l ’ u n e  d ’ e n t r e  e l l e s ,  c e s s e r a  d e  s ’ é v a n o u i r  p o u r  z’ = q .  

S o i e n t  d ’ a i l l e u r s  s e t  ç  l e s  a r c s  r e n f e r m é s  : x °  e n t r e  u n  p o i n t  f i x e  d e  l a  

p r e m i è r e  d e s  c o u r b e s  d o n n é e s  e t  l e  p o i n t  m o b i l e  ( x , y ) ;  2 0 e n t r e  u n  

p o i n t  f i x e  d e  l a  s e c o n d e  c o u r b e  e t  l e  p o i n t  ( ¡ ; , y¡ ) .  C o m m e  l e s  t r o i s  

v a r i a b l e s  z, s e t  ç d i f f é r e r o n t  e n t r e  e l l e s  d e  q u a n t i t é s  c o n s t a n t e s ,  o n  

a u r a  '

(25) di —  ds =  dç ;

e t  l ’ o n  p o u r r a  p r e n d r e  p o u r  v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e ,  q u a n d  i l  s ’ a g i r a  

d e  l a  p r e m i è r e  c o u r b e ,  s a u  l i e u  d e  z ;  q u a n d  i l  s ’ a g i r a  d e  l a  s e c o n d e  

c o u r b e ,  ç  a u  l i e u  d e  i. C e l a  p o s é ,  l e s  e x p r e s s i o n s  ( 2 3 )  e t  ( 2 4 )  d e v i e n 

d r o n t  r e s p e c t i v e m e n t  .

( 26) -

( v d . v  d £  

d J - d ç ’

d 2x

d s 1

æ-x

d ç 2 ’
d "  x  

“  ‘  ’ d s ' 1

d " l

d ç "  ’
< .
1 d y  d r \

[ y - * ’ t s ~ ~ d i

d 2y  

’ d s -

d ' 2 t\

~

d"y

‘ ‘ ’ ’ d s "

d n n  

~  ~ d ç"

et

( 2 7 )
d n + l x d ' ^ \ d " + l y d " + l -n

d s ' l + i d ç " " - 1 ’ d s " + l d ç " " · 1

E n  é g a l a n t  l e s  e x p r e s s i o n s  ( 2 6 )  a  z é r o ,  o n  f o r m e r a  l e s  é q u a t i o n s

II a
 

.

dA
dç

■
§1-3

II < n

dç'1

d -x  

~  ~ds*’
· · · ·  y

d"X

~dç"

_  d" x  

ds" ’

vi — 'y ,
dri

dç

II d-i)

w

II
c

d
 ^ · · · )

d" -fl

~cîç«■

II

q u i  d e v r o n t  t o u t e s  s e  v é r i f i e r  p o u r  l e  p o i n t  d e  c o n t a c t  d e s  c o u r b e s  

p r o p o s é e s ,  t a n d i s  q u e . ,  p o u r  l e  m ê m e  p o i n t ,  c h a c u n e  d e s  e x p r e s 

s i o n s  ( 2 7 ) ,  o u  a u  m o i n s  l ’ u n e  d ’ e n t r e  e l l e s ,  o b t i e n d r a  u n e  v a l e u r  d i f 

f é r e n t e  d e  z é r o . ’ S i  m a i n t e n a n t  o n  o b s e r v e  q u ’ o n  p e u t ,  s a n s  i n c o n v é 

n i e n t ,  s u b s t i t u e r ,  q u a n d  i l  s ’ a g i t  d e  l a  s e c o n d e  c o u r b e ,  l e s  l e t t r e s
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x ,  y  e t  s a u x  l e t t r e s  yj e t  ç ,  o n  a r r i v e r a  i m m é d i a t e m e n t  a u  t h é o r è m e  

q u e  n o u s  a l l o n s  é n o n c e r  :

T h é o r è m e  "VI.  —  E ta n t proposées d e u x  courbes q u i se louchent en un  

p o in t, si l ’on considère les coordonnées x ,  y  de chacune d ’elles comme 

des fo n c tio n s  de l ’arc s p ris p o u r variable indépendante, et si l ’on sup

pose cet arc compté de telle m anière qu’il  se p ro lo n g e dans le m êm e sens 

p o u r les d e u x  courbes au  delà du p o in t de contact, non seulement p o u r  le 

p o in t dont il s ’agit, les variables x ,  y  et leurs dérivées du prem ier ordre

~  ne changeront pas de valeurs dans le p assage de la prem ière

courbe à la seconde, mais il  en sera encore de même des dérivées succes- 

(P x  di x  d'-y ( P y

swes d F ’ ~d.F’ ~did’ ~ds*’
ju s q u ’à celles dont Vordre sera indiqué

p a r le nom bre entier é g a l ou im m édiatem ent supérieur à l ’ordre du  

contact. C e l l e s - c i  s e r o n t  l e s  d e r n i è r e s *  q u i  r e m p l i r o n t  l a  c o n d i t i o n  

é n o n c é e ;  e n  s o r t e  q u e  l e s  d e u x  s u i v a n t e s ,  o u  a u  m o i n s  l ’ u n e  d e s  

d e u x ,  c h a n g e r o n t  d e  v a l e u r ,  q u a n d  o n  p a s s e r a  d ’ u n e  c o u r b e  à  l ’ a u t r e .

Corollaire I. —  S i  l e s  d e u x  c o u r b e s  o n t  e n t r e  e l l e s  u n  c o n t a c t  d e  

l ’ o r d r e  n , n  d é s i g n a n t  u n  n o m b r e  e n t i e r  q u e l c o n q u e ,  a l o r s ,  d a n s  l e  

p a s s a g e  d e  l a  p r e m i è r e  c o u r b e  à  l a  s e c o n d e ,  c h a c u n e  d e s  q u a n t i t é s

d x d -  x d "  x

d s  ’ d s 2 ’ ’  d s 11
d y d ' y d "  y

d s  ’ H ' F ’ ’  d s “

c o n s e r v e r a  l a  m ê m e  v a l e u r  p o u r  l e  p o i n t  d e  c o n t a c t ,  t a n d i s  q u e  c h a 

c u n e  d e s  d e u x  d é r i v é e s

/0 dll+1 x dn-+'y
( 3° )  ' 7 ÍF + 1' ’ ~ d F ^ ’ ; ' ' · ·

o u  a u  m o i n s  l ’ u n e  d o s  d e u x ,  p r e n d r a  u n e  v a l e u r  n o u v e l l e .

Corollaire II. —  S o i t

( 3 i )  r =  S(x, y)

u n e  f o n c t i o n  q u e l c o n q u e  d e s  d e u x  v a r i a b l e s  x ,  y .  S i  l ’ o n  c o n s i d è r e
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c e s  v a r i a b l e s  e l l e s - m ê m e s  c o m m e  d e s  f o n c t i o n s  d e  s, p r o p r e s  à  r e p r é 

s e n t e r  l e s  c o o r d o n n é e s  d e  l a  p r e m i è r e  o u  d e  l a  s e c o n d e  c o u r b e ,  r d e 

v i e n d r a  p a r e i l l e m e n t  f o n c t i o n  d e  s, e t  l ’ o n  t r o u v e r a

(32)

dr _ d $ { x , y)  d x  d $ ( x , y )  dy
ds d x  ds dy ds

d2r _ d S { x ,  y )  d 2x  à $ ( x , y )  dly
J ds2 d x  ds2 dy ds2

' à2§ ( x , y )  dx-  d2$ ( x , y )  d x  dy d2ê { x , y )  dy 2
d x 2 ds2 2 d x  dy ds ds à y 2 ds3, ’

d " r _ à § { x ,  y )  d " x  d $ ( x ,  y)  d 'ly
\ ds'1 dy · ds'1 "+" dy ■ ds'1

O r ,  d e  c e s  d e r n i è r e s  é q u a t i o n s ,  j o i n t e s  a u  c o r o l l a i r e  I ,  i l  r é s u l t e  é v i 

d e m m e n t  q u e ,  s i  l e s  d e u x  c o u r b e s  p r o p o s é e s  o n t  e n t r e  e l l e s  u n  c o n 

t a c t  d e  l ’ o r d r e  n , c h a c u n e  d e s  q u a n t i t é s

(33.) r =  g(x , y) ,
d r _d ê { x , y )  ' d2r __d 2§(x ,y)
ds ds ’ ds2 ds2 ’

d'lr _  d " § ( x , y )  
ds"· ds"

c o n s e r v e r a  l a  m ê m e  v a l e u r  p o u r  l e  p o i n t  d e  c o n t a c t ,  d a n s  l e  p a s s a g e  

d e  l a  p r e m i è r e  c o u r b e  à  l a  s e c o n d e .  C ’ e s t  c e  q u i  a r r i v e r a ,  p a r  e x e m p l e ,  

s i  l ’ o n  p r e n d  p o u r  r i e  r a y o n  v e c t e u r  m e n é  d e  l ’ o r i g i n e  a u  p o i n t  (#,> y ) ,  

e t  d é t e r m i n é  p a r  l a  f o r m u l e

(34) r =i \Jx2-+· y 2.

A j o u t o n s  q u e  l a  d é r i v é e

. d"+l r _ d"+l j ( x ,  y)  ■ -

'  ' ds"+1 ds"^1 ’

d é t e r m i n é e  p a r  l ’ é q u a t i o n

„„ d"+l r _d $ ( x ,  y )  d "+ lx  d § { x ,  y )  d"+ ly

ds,t+1 d x  ds"+i dy ds'lJri ’ ’ ’ ’

c h a n g e r a  o r d i n a i r e m e n t  d e  v a l e u r ,  q u a n d  o n  p a s s e r a  d e  l a  p r e m i è r e  

c o u r b e  à  l a ·  s e c o n d e ,  p a r c e  q u e  c h a c u n e  d e s  e x p r e s s i o n s  ( 3 o ) ,  o u  a u  

m o i n s  l ’ u n e  d e s  d e u x ,  p r e n d r a  u n e ' v a l e u r  n o u v e l l e .  N é a n m o i n s  l e  c o n -
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traire pourrait avoir lieu dans certains cas particuliers, par exemple 

si les valeurs de x  et y  relatives au point de contact réduisaient à 

zéro, dans le second membre de la formule (36), les coefficients des 

expressions (3o), savoir

■ d § ( x , y )  d § ( x , y )
(3?) dx ’ dy ’ _

ou du moins le coefficient de celle dont la valeur changerait. La même 

remarque s’applique aux dérivées N

( 3 8 )
d n+2 r d'l+i r 
dsn+- , ds’l~t3>

Si, pour fixer les idées, on considère les deux courbes

( 1 3 )  · ' x  =  x*> y = - x 3>f · '

qui se touchent à l’origine, et si l’on prend

( 3 9 )  r —  x 2 +  y 2,

on reconnaîtra que, pour le point de contact, non seulement r et 

mais encore conservent les mêmes valeurs dans le passage d’une 

courbe à l’autre, quoique le contact soit du premier ordre seulement.

Corollaire III. — Concevons maintenant que l’on veuille prendre, 

au lieu de s, r  =  § ( x , y )  pour variable indépendante. Alors on pourra 

concevoir que, les coordonnées x , y  étant toujours fonctions de s, 

s devienne fonction de r, et l’on tirera de l’équation (3 i), différen- 

tiée plusieurs fois par rapport à r,

_d § { x ,  y )  ds
1 . ds d r ’

 ̂ _  d ê { x , y )  d-y i d2 i§{x, y )  (  d s \ 2 
0 — ds dr1 ds2 \ d r )  ’

_d S { x , y )  ,  d 2§ ( x , y )  ds d 2s
°  ~~ ' ds dr3 ds2 . dr  dr2

di §(x,y) /dsX3 ■ 
ds3 \dr) ’ "

* * .......................... ......................................... ...............1

d S ( x , y )  d ns 
’ ds drn ...........
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O r ,  d e s  f o r m u l e s  ( 4 o ) ,  r é u n i e s  a u  c o r o l l a i r e  I I ,  i l  r é s u l t e  é v i d e m m e n t  

q u e ,  s i  l e s  d e u x  c o u r b e s  p r o p o s é e s  o n t  e n t r e  e l l e s  u n  c o n t a c t  d e  

l ’ o r d r e  n,  l e s  q u a n t i t é s  '

ds d i s ' d 3s , d"s .
1  ̂ dr  ’ d r - ’ dr3 ’ ’ d rn

c o n s e r v e r o n t  l e s  m ê m e s  v a l e u r s  r e l a t i v e s  a u  p o i n t  d e  c o n t a c t ,  q u a n d  

o n  p a s s e r a  d e  l a  p r e m i è r e  c o u r b e  à  l a  s e c o n d e .  E n  s u b s t i t u a n t  c e s  

v a l e u r s  d a n s  l e s  é q u a t i o n s

dx dx ds dy dy ds
dr ds d r ’ dr ds d F

d 3x
7 F

dx
ds

d-s 
7F·

d -x  ,
^ 7 F^

/' ds \ 2' d-y
7 F-

dy
ds

d2s d'2y  
'dr- ds-

d" x dx d" s d" y dy d" s
dr"· ds 7 F‘ 7 r" ds d F ^ " ’ ’

e t  a y a n t  é g a r d  a u  c o r o l l a i r e  I ,  o n  p a r v i e n d r a  a u x  c o n c l u s i o n s  s u i 

v a n t e s  :

S i  l e s  d e u x  c o u r b e s  p r o p o s é e s  o n t  e n t r e  e l l e s  u n  c o n t a c t  d e  l ’ o r d r e  n,  

e t  s i  l ’ o n  p r e n d  r  —  3 ( x ,  y )  p o u r  v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e ,  n o n  s e u l e 

m e n t  l e s  c o o r d o n n é e s  x ,  y ,  m a i s  e n c o r e  l e u r s  d é r i v é e s ,  j u s q u ’ à  c e l l e s  

d e  l ’ o r d r e  n ,  s a v o i r

d x d?-x d 3 x d " x
dr  ’ dr'1 y .arJ ’ ”  ’ ~dr*

dy æ-y d3 y d" y
d P d r 2 ’ T F ’ 7 F

c o n s e r v e r o n t  l e s  m ê m e s  v a l e u r s  r e l a t i v e s  a u  p o i n t  d e  c o n t a c t ,  q u a n d  

o n  p a s s e r a  d e  l a  p r e m i è r e  c o u r b e  à  l a  s e c o n d e .  I l  e s t  d o n c  p e r m i s  d e  

s u b s t i t u e r  à  l a  v a r i a b l e  s, d a n s  l e  c o r o l l a i r e  I ,  l a  v a r i a b l e  r,  l i é e  p a r  

u n e  é q u a t i o n  f i n i e  q u e l c o n q u e  a u x  d e u x  c o o r d o n n é e s  x ,  y .  S e u l e 

m e n t , ,  a p r è s  c e t t e  s u b s t i t u t i o n ,  l ’ o n  n e  p o u r r a  p a s  a f f i r m e r  q u e ,  p o u r  

l e  p o i n t  d e  c o n t a c t ,  l ’ u n e  a u  m o i n s  d e s  d e u x  d é r i v é e s

d n+1x  d"+ly  
d r ’ d r n+i ’
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c h a n g e  d e  v a l e u r  d a n s  l e  p a s s a g e  d e  l a  p r e m i è r e  c o u r b e  à  l a  s e c o n d e .
, * 

Corollaire IV .  —  S u p p o s o n s  q u e ,  l ’ o r d r e  d u  c o n t a c t  d e s  d e u x

c o u r b e s  d o n n é e s  é t a n t  é g a l  à  n , l ’ o n  p r e n n e  t o u j o u r s  r  p o u r  v a r i a b l e

i n d é p e n d a n t e ,  e t  q u e  l ’ o n  d é s i g n e  p a r

p, q, . . .

d e  n o u v e l l e s  f o n c t i o n s  d e s  c o o r d o n n é e s  x ,  y .  O n  a u r a

dp dp d x dp dy
dr " d x dr dy dr . '

d %p 
d r 2 “

-
dx

d"-x
+'

dp
dy dr2

d*-p
dx'1

d x 2 
dr1

d2p  d x  
2 à x d y  dr  ^

d*p d y 2' 
dy* d r2’

1
QJ 

’ 
«

1 dp d'1 x
+

dp d" y
dr'1 dx d r11 dy dr"

e t ,  c o m m e  l e s  e x p r e s s i o n s  ( 4 3 )  c o n s e r v e r o n t  l e s  m ê m e s  v a l e u r s  r e l a 

t i v e s  a u  p o i n t  d e  c o n t a c t  d a n s  l e  p a s s a g e  d e  l a  p r e m i è r e  c o u r b e  à  l a  

s e c o n d e ,  i l  e s t  c l a i r  q u ’ o n  p o u r r a  e n  d i r e  a u t a n t ,  n o n  s e u l e m e n t  d e s  

f o n c t i o n s  d é r i v é e s  ■ -

( 4 5 )
dp d2 p  ·· d nP
d ? ’ d F ’ dr*'

d o n t  l e s  v a l e u r s  s e r o n t  d é t e r m i n é e s  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( 4 4 ) .  m a i s  

e n c o r e  d e s  d i f f é r e n t i e l l e s  '  '

( 46) . ' dp,' d-p, . . . ,  dnp.

O n  a r r i v e r a i t  à  d e s  c o n c l u s i o n s  s e m b l a b l e s  e n  s u b s t i t u a n t  l a  f o n c 

t i o n  q  à  l a  f o n c t i o n  p .  E n f i n  o n  p o u r r a i t  é c h a n g e r  e n t r e  e l l e s  l e s  

f o n c t i o n s  p , q ,  r, . . .  d e  t o u t e s  l e s  m a n i è r e s  p o s s i b l e s ,  e t  a f f i r m e r ,  

p a r  e x e m p l e ,  q u e ,  d a n s  l e  c a s  o ù  l e  c o n t a c t  e s t  d e  l ’ o r d r e  n,  l e s  

d é r i v é e s

■ dr  d1 r d'1 r.
(^7) , d p ’ dp2’ ’ ·dp'1

p r i s e s  p a r  r a p p o r t  à  l a  v a r i a b l e  p  c o n s i d é r é e  c o m m e  i n d é p e n d a n t e ,
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et les différentielles

(48)
dp, d"-p, 

dr, d2 r,

d"p,  

d a r,

prises par rapport à la variable g considérée comme indépendante, 

conservent les mêmes valeurs relatives au point de contact, tandis 

qu’on passe d’une courbe à l’autre.

Corollaire V. — Rien n’empêche de supposer, dans les corol

laires II et III,
r =  x .  ■

Alors celles des expressions (43) qui renferment la variable x  se 

réduisent, la première à l’unité, les autres à zéro, et celles qui ren

ferment y  deviennent respectivement

(49)'
d y  · dry  
d x  ’ dx'2 ’

d3 y  
d x 3’

dny
d x n

Donc, si les .deux courbes proposées ont entre elles un contact dé 

l’ordre«, et si l’on prend x  pour variable indépendante,"non seule

ment l’ordonnée j ,  mais encore ses dérivées successives jusqu’à celle 

de l’ordre n, conserveront les mêmes valeurs relatives au point de 

contact, dans le passage de la première courbe à la seconde. Ajou

tons que, dans ce passage, la dérivée de l’ordre n -+- r et les suivantes 

prendront ordinairement des valeurs nouvelles. Néanmoins le con

traire pourrait avoir lieu dans certains cas particuliers. Ainsi, par 

exemple, si l’on considère les deux courbes

(5o) ■ = r

qui se touchent à l’origine des coordonnées et qui ont l’axe des y  

pour tangente commune, on reconnaîtra que, pour le point.de con

tact, chacune des quantités

dy
y > ^

<py
d x 2 ’

cPy_ 
d x 3 ’

conserve la même valeur dans le passage d’une, courbe à l’autre,
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savoir la quantité y  une valeur nulle, et chacune des dérivées

··· une valeur infinie, quoique le contact soit du premier ordre 

seulement.

Lorsque la tangente commune aux deux courbes données ne coïn

cide pas avec l’axe des y  ou avec une parallèle-à cet axe, est la 

dernière des dérivées de y  qui conservent les mêmes valeurs pour les 

deux courbes (voir le corollaire Y du théorème IV) et, par suite, la 

dérivée de l’ordre n +  i, savoir

cl"+iy 
dxu+l ’

change nécessairement de valeur dans le passage d’une courbe à 

l’autre.

Corollaire VI. — Deux courbes qui ont entre elles un contact du 

second ordre, ou d’un ordre plus élevé, sont toujours osculatrices 

l’une de l’autre, puisqu’elles doivent fournir les mêmes valeurs de 

y ,  y ' ,  y "  relatives au point de contact, dans le cas où l’on choisit 

l’abscisse x  pour variable indépendante. Réciproquement, deux 

courbes osculatrices, devant satisfaire à cette condition, quelle que 

soit la droite que l’on prenne pour axe des x , ont nécessairement, 

au point d’osculation, un contact du second ordre, ou d’un ordre 

supérieur à 2.

En terminant cette Leçon, nous ferons observer que les théo

rèmes IY et VI, avec leurs différents corollaires et ceux du théo

rème V, continuent évidemment de subsister dans le cas où l’on 

désigne par x ,  y  non plus des coordonnées rectangulaires, mais des 

coordonnées obliques. Seulement, les formules (20) et (34) devront 

alors être remplacées par les deux suivantes :

( 5 1 ) S =  l ( x  —  £)2 -t- ( y  —  +  2 (æ —  £) {y —  t\) c o s â ] 2,

. X
( 5 2 )  r —  ( x 3 + 2 x y  cos Sy,

OEuvres de C, —  S. Il, t. V. 20
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e t  l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 1 )  p a r  l a  s o m m e

(æ — £‘)2 +  ( y  — n )2+  2 (a? — i )  ( y  — yj) coso 

=  [ /  — y) +  ( æ; — O cosâ]5+  [ (« — O sinôJS

S r e p r é s e n t a n t  l ’ a n g l e  c o m p r i s  e n t r e  l e s  d e m i - a x e s  d e s  c o o r d o n n é e  

p o s i t i v e s .
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DIXIÈME LEÇON.

SUR LES DIVERSES ESPÈCES DE CONTACT QUE PEUVENT OFFRIR DEUX COURBES PLANES 

REPRÉSENTÉES PAR DEUX ÉQUATIONS DONT L’ üNE RENFERME DES CONSTANTES ARBI

TRAIRES. POINTS DE CONTACT DANS LESQUELS DEUX COURBES PLANES SE TRAVERSENT 

EN SE TOUCIIANT.

Considérons deux courbes planes représentées par deux équations 

entre des coordonnées x , y, rectangulaires ou obliques, et supposons 

que, la forme et la position de la première courbe étant complètement 

déterminées, la forme et la position de la seconde puissent varier avec 

les valeurs de plusieurs constantes arbitraires a, b, c, . . .  comprises 

dans son équation. Soient

( 0 , / ( ^ »  =  °

l’équation de la première courbe, et ~

( 2 ) F (a?, y,  a, b, c, . . . )  = 0

l’équation de la seconde. Concevons, de plus, que l’on prenne l’ab

scisse x  pour variable indépendante et que l’on choisisse sur la pre

mière courbe un point (oc, y )  dans lequel la tangente ne soit pas 

parallèle à l’axe des/. On pourra disposer des constantes arbitraires

a, b, c ........ ou de quelques-unes d’entre elles, de.manière que les

valeurs de plusieurs termes consécutifs de la suite

(3) · y, y', y", y% ···

restent les mêmes, pour l’abscisse x , dans le passage de la première 

courbe à la seconde. Alors la seconde courbe renfermera le point (x, y) 

de la première et aura en ce point avec elle un contact dont,l'ordre 

sera inférieur d’une unité au nombre des termes qui n’auront pas 

changé de valeurs. Soit maintenant n le nombre des constantes a,· b, 

c , ----Comme on établit entre elles une équation de condition toutes
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lès fois qu’on égale les deux valeurs d’un terme de la série (3) rela

tives aux deux courbes, il est clair que ces constantes seront toutes 

déterminées si l’on assujettit les n  premiers termes de la série à  con

server les mêmes valeurs dans le passage d’une courbe à  l’autre. 

Mais, si l’on garde seulement quelques-unes des équations ainsi for

mées, en commençant par celles qui se rapportent à  l’ordonnée y  et 

à ses dérivées des ordres inférieurs, plusieurs constantes resteront 

arbitraires et la seconde courbe pourra varier de forme et de position, 

sans cesser toutefois de renfermer le point ( x ,  y )  et de toucher la 

première courbe en ce point. Dans le premier cas, l’ordre du contact 

est au moins égal à  n — i, et en même temps cet ordre est le.plus 

élevé possible. Dans le second cas, l’ordre du contact est générale

ment inférieur à n  —  i .

On arriverait à  des conclusions semblables si l’on prenait y  pour 

variable indépendante et si l’on considérait, sur la première'courbe, 

un point dans lequel la tangente ne fût pas parallèle à  l ’axe des x .  On 

peut, en conséquence, énoncer la proposition suivante :

Théorème I .  —  P a r m i les systèmes de valeurs qu’on p eu t attribuer à n  

constantes arbitraires a, b, c, . . .  renferm ées d ans l'éq u a tio n

(2) F(.r, y, a, b,c, ...) =  o,

i l  existe généralem ent un systèm e p ou r lequel la courbe représentée p a r  

cette équation acquiert avec u ne courbe d on n ée, au p o in t dont l ’abscisse 

est x ,  un contact d ’u n ordre au m oins é g a l au nom bre n  —  i et une in fi

n ité de systèmes p o u r  lesquels le contact entre les d e u x  courbes est d ’un  

ordre inférieu r au  m êm e nom bre. *

t

Corollaire  /. — Pour trouver, parmi les systèmes de valeurs de a , 

b, c, . . .  celui qui détermine un contact d’un ordre au moins égal 

à  n  —  i ,  dans le cas où l’on prend l’abscisse x  pour variable indépen

dante, il suffit évidemment de combiner entre elles les formules qu’on 

obtient en substituant les valeurs de

a ) y y y’> y", ·■ ■ , yin~l)y

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 5 7C A L C U L  D I F F É R E N T I E L .

t i r é e s  d e s  é q u a t i o n s  d e  l a  c o u r b e  d o n n é e ' ,  d a n s  l ’ é q u a t i o n  f i n i e  d e  l a  

s e c o n d e  c o u r b e  e t  d a n s  s e s  é q u a t i o n s  d é r i v é e s  d ’ u n  o r d r e  i n f é r i e u r  

à  n.

S i  l ’ o n  p r e n a i t  p o u r  v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e ,  à  l a  p l a c e  d e  l ’ a b 

s c i s s e  x', u n e  f o n c t i o n  q u e l c o n q u e  d e s  c o o r d o n n é e s  x ,  y ,  o u  l ’ a r c  s 

c o m p t é  s u r  c h a q u e  c o u r b e  à  p a r t i r  d ’ u n  p o i n t  f i x e ,  a l o r s ,  p o u r  o b t e n i r  

l e  s y s t è m e  d e m a n d é ,  i l  f a u d r a i t  e m p l o y e r  {voir  l a  n e u v i è m e  L e ç o n )  

l e s  f o r m u l e s  q u e  l ’ o n  t r o u v e  q u a n d  o n  s u b s t i t u e  l e s  v a l e u r s  d e s  

q u a n t i t é s

( 5 ) ·  x, y, dx, dy, d-x, dîy> ..., dn~lx, dn~ly

r e l a t i v e s  à  l a  c o u r b e  d o n n é e  d a n s  l ’ é q u a t i o n  f i n i e  d e  l a  s e c o n d e  c o u r b e  

e t  d a n s  s e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d ’ u n  o r d r e  é g a l  o u  i n f é r i e u r  à  n ,  

c ’ e s t - à - d i r e  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  s u c c e s s i v e s

¥{x,y,a,b,c, ...) =  o, 
d¥(x, y, a, b, c, .. ,) =  o,
! ....................................................* >

dn- l F { x , y , a , b , c , , . . ) =  o,

l e s q u e l l e s ,  é t a n t  d é v e l o p p é e s ,  s e  p r é s e n t e n t  s o u s  l e s  f o r m e s

/ F(^> J, a, b, c, .,.) =  o,
\ dF(x, y, a, b, c, ■ ■■) ̂  +  <?F(a;, y, a,b,c, ...) , _  q 
* dx dy '  ̂ ’

................ * ................* ............................................» ...............................................

dF(x,y,a,  b, c, ...) x  d¥(x,y,  a, b ,c , . . .)  rfa_, _  0>
dx  ; dy . / · · · ·

L e s  f o r m u l e s  ( 7 ) ,  d o n t  l e  n o m b r e  e s t  é g a f  à  n ,  s u f f i s e n t  é v i d e m 

m e n t  p o u r  d é t e r m i n e r  l e s  c o n s t a n t e s  a , b, c , ------ E l l e s  r e n f e r m e n t

d ’ a i l l e u r s ,  c o m m e  c a s  p a r t i c u l i e r s ,  l e s  é q u a t i o n s  a u x q u e l l e s  o n  a r r i v e  

q u a n d  o n  p r e n d  l ’ a b s c i s s e  x  p o u r  v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e .  1

Corollaire II .  —  P o u r  o b t e n i r  d e s  s y s t è m e s  d e  v a l e u r s  d e  a , b, c , . . .  

q u i  é t a b l i s s e n t  e n t r e  l a  c o u r b e  d o n n é e  e t  l a  c o u r b e  r e p r é s e n t é e  p a r  

l ’ é q u a t i o n  ( 2 )  u n  c o n t a c t  d ’ u n  o r d r e  i n f é r i e u r  à  n  —  1 , i l  s u f f i t  d e  

c o n s e r v e r  q u e l q u e s - u n e s  d e s .  f o r m u l e s  i n d i q u é e s  d a n s  l e  c o r o l l a i r e
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procèdent, en commençant par celles qui renferment /  et ses déri

vées ou ses différentielles des ordres inférieurs. Ainsi, par exemple, 

le contact sera en général du deuxième, du troisième, . . .  ordre, si 

l’on assujettit les constantes a , b, c , . . .  à vérifier les trois premières, 

les quatre premières, . . .  des équations (7). Or on trouvera une infi

nité de systèmes qui satisferont à de semblables conditions.

Corollaire III.  — Lorsque l’équation (2) renferme trois constantes 

arbitraires et se réduit à

(8) F {x, y ,  a, b, c) =. o,

on peut attribuer aux constantes a, b, c  une infinité de systèmes de 

valeurs pour lesquels la courbe (8) soit tangente à une courbe donnée, 

et, pour obtenir ces systèmes, il suffit de combiner les deux équa

tions
1 ¥ { x , y ,  a, b, c) =  o,

(9) j à ¥ { x ,  y ,  a, b, c) ^  t à F (g,  y ,  a, b, c) _ Q.
■ ( d x  Oy J ~  ’

après y avoir substitué les valeurs de x , / , dx, dy relatives à la courbe 

donnée. En vertu de ces équations, deux constantes se trouveront 

exprimées en fonction de la troisième, qui pourra rester arbitraire. 

Il n’en sera plus de même si l’on veut que la courbe (8) ait avec la 

courbe donnée, au point(a?, y ), un contact d’un ordre au moins égal 

à 2, ou, en d’autres termes, si l’on veut que le point ( x , y )  devienne 

pour les deux courbes un point d’osculation. Alors les trois con

stantes a, b, c, . . .  se trouveront déterminées par le système des trois 

équations-

F ( x , y ,  a, b, c ) — o,

d ¥ ( x ,  y ,  a, b, c) ^  , d ¥ ( x , y ,  a, b, c) j ____
t e  +  Ty a f - ° ’

10)
d’ F ( x ,  y , a , b , c ) d v  F f o ,  y ,  a ,  è ,  c) ^  , I d* F(* ’ y ' a ' b' c) Jr*

d x 3 d x  à v J dy1 J

! (P y  — 0

d x  dy  J ' d y2

d ¥ ( æ , y , a ,  b ,c)  ^  , d ¥ { œ , y ,  a , b , c )  M ____
d x dy
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Corollaire IV . —  S i  l ’ o n  r e m p l a c e ,  d a n s  l e  c o r o l l a i r e  I I I ,  l e s  c o n 

s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  a, b, c  p a r  l e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  Y], p ,  e t  s i  

l ’ o n  r é d u i t  l a  c o u r b e  ( 8 )  a u  c e r c l e  q u i  a  p o u r  é q u a t i o n

( i l )  { x  — · £)2+  ( y  —  Y1 )2 =

l a  s e c o n d e  d e s  f o r m u l e s  ( 9 )  d e v i e n d r a

(12) ( x  — l ) d x  +  {y — n ) d y  — o,

e t  e l l e  f e r a  c o n n a î t r e  l a  r e l a t i o n  q u i ·  d o i t  e x i s t e r  e n t r e  l e s  c o o r 

d o n n é e s  £, Y] p o u r  q u e  l e  c e r c l e  t o u c h e  l a  c o u r b e  d o n n é e  a u  p o i n t  

( x ,  y ) .  O r ,  l e s  c o o r d o n n é e s  yj é t a n t  c e l l e s  d u  c e n t r e  d u  c e r c l e ,  e t  

l ’ é q u a t i o n  ( 1 2 )  é t a n t  d u  p r e m i e r  d e g r é ,  o n  e s t  e n  d r o i t  d e  c o n c l u r e ,  

n o n  s e u l e m e n t  q u ’ i l  y  a u r a  u n e  i n f i n i t é  d e  c e r c l e s  q u i  t o u c h e r o n t  l a  

c o u r b e  a u  p o i n t  ( x ,  y ) ,  m a i s  e n c o r e  q u e  t o u s  l e s  c e r c l e s  t a n g e n t s  

a u r o n t  l e u r s  c e n t r e s  s u r  u n e  m ê m e  d r o i t e ,  à  l a q u e l l e  a p p a r t i e n d r a  

l ’ é q u a t i o n  ( 1 2 ) ,  s i  l ’ o n  c o n s i d è r e  \ e t  yj c o m m e  s e u l e s  v a r i a b l e s .  

E f f e c t i v e m e n t ,  i l  e s t  c l a i r  q u e  l e s  c e n t r e s  d e  t o u s  l e s  c e r c l e s  t a n g e n t s  

s o n t  s i t u é s  s u r  l a  n o r m a l e ,  l a q u e l l e  e s t  r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ é q u a t i o n  

d o n t  i l  s ’ a g i t .

S i  l ’ o n  v e u t  q u e  l e  c e r c l e  r e p r é s e n t é  p a r  l a  f o r m u l e  ( 1 1 ) ,  a u  l i e u  

d e  t o u c h e r  s i m p l e m e n t  l a  c o u r b e  d o n n é e ,  a i t  a v e c  c e t t e  c o u r b e  un'  

c o n t a c t  d ’ u n  o r d r e  é g a l  o u  s u p é r i e u r  à  2 , e t  d e v i e n n e ,  p a r  c o n s é 

q u e n t ,  o s c u l a t e u r  d e  l a  c o u r b e ,  i l  f a u d r a  j o i n d r e  a u x  f o r m u l e s  ( 1 1 )  

e t  ( 1 2 )  l ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  d u  s e c o n d  o r d r e

( 1 3 )  ( x  — £ ) d 2x  -h (y  —  y] )d?y -+- d x 2-y d y 2 — o,

q u i  r e m p l a c e r a  l a  d e r n i è r e  d e s  f o r m u l e s  ( 1 0 ) .  A l o r s  l e s  c o o r 

d o n n é e s  £,  Y] e t  l e  r a y o n  p s e  t r o u v e r o n t  c o m p l è t e m e n t  d é t e r m i n é s  

p a r l e  m o y e n  d e s  f o r m u l e s  ( 1 1 ) ,  ( 1 2 )  e t ( i 3 ) ,  q u i  c o ï n c i d e r o n t  a v e c  

l e s  é q u a t i o n s  ( 1 9 )  d e  l a  s e p t i è m e  L e ç o n  e t  a v e c  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 6 )  d e  

l a  h u i t i è m e .
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C orolla ire  V. — Concevons que la courbe (2) soit une courbe 

parabolique dont l’ordonnée y  se réduise à une fonction entière de x  

du degré n — 1, c’est-à-dire, à un polynôme de la forme

(i4 ) y  =  a -y b x  -y c x ^ - y . . .-t-jo x n~i -y q x n~l .

Alors, si l’on prend x  pour variable indépendante, les équations (7) 

donneront

i 'y =  a -l· bx  +  c x 2-y . . .  +  p x ,l~î +  q x ’1- 1, 

y ' —  b +  2ex  + . . .  -I- (n —  2)p x n~i -y (n —  i)q x n~i ,

...................................................................................... »
yln-î) =  i .2.3 (n — 2 )p  -f- 2 .3 .4 ..  .(n — 1 )qx,

y ( n - i )  =  j . 2 . 3 . .  . ( n  —  i ) ^ ;

et, pour déterminer les constantes a, b, c, . . . , p , q de manière que la 

courbe'(i4) ait avec une courbe donnée, au point (x,  y) ,  un contact 

d’un ordre égal ou supérieur à n — 1, il suffira d’employer les équa

tions ( t5), après y avoir substitué les valeurs de x,  y,  y', . . . , y {n~2), 

relatives à la courbe donnée et au point dont il s’agit. Si, pour 

plus de commodité, on désigne par £, y] les coordonnées d’un point 

qui soit situé sur la courbe cherchée, sans coïncider avec le point 

( x , y ) ,  cette courbe pourra être représentée par l’équation en l  et y] 

qui résultera de l’élimination de.s constantes a, b, c, q entre

les formules ( i 5) et la suivante

(16) y) =  a -y b\ -y c^2 - y . . .-ypS,ll~i -y q^n~K

Or, si l’on développe le second membre de l’équation (16) suivant les 

puissances ascendantes de \ — x,  en observant qu’on a, pour une 

valeur quelconque du nombre entier m,

£"' =  [ x  -y  (£ — x)~\n

=  x m-y ™ x m_1( £ x )  -y —^n~——— x " ‘-*(% — æ)sh- .  .. -y (]· — x ) " 1,
1.2
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on trouvera

j n —  a - h  b x  +  cx^^- . .  .-h p x ' 1- 3-^-qx11- 1

è  +  ' K Æ  +  . . . +  ( n  —  ‘z )p x ,l~ 3 ■+■ ( n —  ] ) q x n ~ ‘3
(% — x)

(17 )
i . 2 .3 . . . ( n —  i  ) p H- 2 .3.4 · · .'( n, —  > ) q x  

i .2.3. . .(n— 2)

[ . 2 . 3 . . .(n  — \ )q (l~x)>^,
i . 2.3. ..  ( n — i ) 

puis, en ayant égard aux formules ( 15),

v = y +  7 -(s — x ) -+- p - j(£ -^ )2 +  · · ·
(>8) \ /(»-1)

1 . 2 . 3 . . .(n  —  2) i . 2 . 3 . .  . ( n  — i) (£ — x)"-'.

Telle est l’équation de la courbe parabolique du degré n — j qui a, 

en un point donné (oc, y),  un contact de l’ordre n — i ou d’un ordre 

supérieur avec une courbe donnée. On parvient encore à la même 

équation, quand on cherche à déterminer les constantes 13; G, . . . ,  P, 

Q de manière que la courbe parabolique qui est représentée par la 

formule ■ '

(,9) „ _ y =  B(£- x) +  C( £ - x y  +  . . . + P (S - *)*-* +  Q(£- x)”-',

et qui passe évidemment par le point (oc, y),  acquière en ce point 

avec la courbe proposée un contact de l’ordre n — i. En effet, pour 

que cette condition soit remplie, il suffit, en vertu des principes 

établis dans la neuvième Leçon, que les valeurs de ■

d n  g?2 y] ‘ d n~ 3 ri d n ~ ' n

( 2 ° )  d l ’  d i ^ ’

tirées de la formule (19) et correspondantes à \ =  x,  savoir

(21) B, 1 .2C,  . . . ,  1 . 2 . 3 . . —  2)P,  1 . 2 . 3 . ,.(/{ —  i )Q,

soient respectivement égales aux valeurs de

(22) / ,  y", . . . ,

QEtivres de C  —  S.  I l ,  t .  V , 21
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tirées de l’équation de la courbe donnée. Or, en égalant les quan

tités (21) aux expressions (22), on en conclut

et, en substituant les valeurs précédentes de B, C, . . . .  P, Q dans 

l’équation (19), on retrouve précisément l ’équation (18).

Dans le cas particulier où l’on prend n =  2, la courbe cherchée se 

change en une droite, et l’équation (18), réduite à la forme

représente, comme on devait s’y attendre, la tangente menée par le 

point (os, y )  à la courbe qui renferme ce même point.

Si l’on suppose n =  3, l ’équation (18), réduite à la forme

représentera une parabole du second degré, qui sera osculatrice de 

la courbe donnée, et qui aura pour axe une droite parallèle de l’axe 

des j .

Pour terminer ce que nous avons à dire sur le contact des courbes 

planes, il nous reste à établir une proposition digne de remarque, qui 

se rapporte au cas o.ù l’ordre du contact est un nombre entier, et que 

l’on peut énoncer comme il suit

Théorème II. — Considérons deux courbes planes dont les équations 

en coordonnées rectangulaires ou obliques se présentent sous les formes

(2/i) n — y -+-/(£ — x),

(25)

( 2 6 )

(27) y  =  F ( t f ) .

Concevons, de plus, que l ’on désigne par n un nombre entier quelconque, 

et que, les deux courbes ayant un contact de l ’ordre n en un point 

donné, les deux fonctions .

(28)
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restent continues par rapport à oc, dans le voisinage de ce même point. 

Les deux courbes se traverseront en se louchant, si n est un nombre pair. 

Au contraire, si n est un nombre impair, l ’ordonnée de l ’une des courbes 

demeurera constamment supérieure à l ’ordonnée de l ’autre, dans le voi

sinage du point de contact. Enfin, dans l ’une et l ’autre hypothèse, celle 

des ordonnées fixé), F (a?) qui deviendra la plus grande, quand on 

passera au delà du point de contact en avançant du côté des x  positives, 

sera celle dont la dérivée de l ’ordre n -+-1 obtiendra la plus grande valeur 

au point dont il s’agit.

Démonstration. — En effet, le contact étant de l’ordre n, si, dans 

les différences

F(# +  i) — f ( x  +  i), F ' ( x - \ - i ) — f ' ( x  +  i), Y" (oc +  i ) — f " ( x  i), . . . ,

on substitue pour x  l’abscisse du point donné,

(29) F ( n + 1 ) ( x  +  i ) — f ( n + t } ( x  +  i )  ,

sera la première de ces différences qui cessera de s’évanouir avec i; 

et, puisque les fonctions f i 'M){x),  ’Ft"4',,(a;) restent continues par 

• hypothèse dans le voisinage du point de contact, il est clair que la 

différence *
V

(30) F(“+1)( .r)—

n’obtiendra pour ce point ni une valeur nulle, ni une valeur infinie, 

et se réduira nécessairement à une quantité finie différente de zéro. 

D’ailleurs, en désignant par 0 un nombre inférieur à l ’unité, on tirera 

de la formule (8) de l ’Addition au Calcul infinitésimal

//H-l .
(31)  F (a; +  i) — f ( x  -t- i )  =  ; 2t3 't~(~w + 7) [F(n+1>(a; +  Qi) -r-fin+V(x +  0 i)] ;

et comme, pour de très petites valeurs de i, les expressions 

F(,i+1)(a?)—/ ( 'i4 ' 1 ) ( " p )  e t  F(re+1)(a7 +  Bi ) — / ('î + 1 ) ( îc +  

seront des quantités de même signe, on peut évidemment affirmer
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que, si l’abscisse x  +  i diffère très peu de l’abscisse x,  le second 

membre de la formule ( 3 i) sera une quantité affectée du même signe 

que le produit .

(3 2 ) I-»H-l[p(»+l)(a.)_/(/M-l)(a.)jj

Donc, l’expression F(æ +  i ' ) - / ( , r + i ) ,  équivalente à ce second 

membre, changera de signe avec i et ï 1* ' , si n est un nombre pair. 

Alors celle des ordonnées f(iv -+- i), F (x  -h i) qui était la plus petite 

avant le point de contact, du côté des x  négatives, deviendra la plus 

grande de l’autre côté; d’où il résulte que les deux courbes se traver

seront en se touchant. Le contraire aura lieu si n est un nombre 

impair. Alors, i'>+> étant une puissance paire de i, le produit (32) 

aura toujours le même signe que le facteur et,

par suite, l’ordonnée F(æ -+- i)  sera constamment supérieure ou con

stamment inférieure, dans le voisinage du point de contact, à l’or

donnée / ( x  h- i), suivant que ce facteur sera positif ou négatif, c’est- 

à-dire, en d’autres termes, suivant que la quantité Fi"+,)(a;) sera 

supérieure ou inférieure à la quantité f [n+'\ x ) .  Ajoutons que, pour 

des valeurs positives de i, les expressions ( 3o) et ( 32) seront, dans 

la première hypothèse comme dans la seconde, des quantités' de 

même signe, et qu’en conséquence celle des ordonnées f ( x ) ,  F ( îc) 

qui deviendra la plus grande au delà du point de contact, corres

pondra toujours à celle des dérivées f {,M)(x) ,  Fl"+I)(a?) qui obtiendra 

la plus grande valeur au même point.

Corollaire I. — La tangente menée à une courbe par un point donné 

n’ayant,'en général, avec cette courbe qu’un contact du premier 

ordre, l ’une de ces deux lignes restera pour l’ordinaire supérieure à 

l’autre avant^et aprèsje point de contact. Elles pourront, néanmoins, 

se traverser mutuellement dans certains cas particuliers; et c’est ce 

qui arrivera pour une valeur donnée de x ,  si les valeurs correspon

dantes de
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tirées de l’équation de la courbe, forment une suite dans laquelle le 

premier des termes qui ne s’évanouissent pas conserve une valeur 

finie, et, si ce terme est une dérivée d’ordre impair, qui reste fonction 

continue de x , dans le voisinage du point donné. En effet, désignons 

par n un nombre pair quelconque, et supposons que, les formules

(3 4 )  /  =  O, y '" =  O, . . . ,  y W  =  O

étant vérifiées pour une certaine valeur de x , la valeur correspon

dante de y"-1-') demeure finie et diffère de zéro. Soit, d’ailleurs,

(3 5 ) ' y  — a +  b x

l’équation de la tangente. Comme on tirera généralement de cette 

équation

(3 6 )  y ' = a ,  y ”=  o, y*  =  o, . . . ,  y ( » ) =  o, j («-m ) =  0, . . . ,

il est clair qu’en passant de la courbe à la tangente, on retrouvera 

pour le point de contact les mêmes valeurs, non seulement de y  et

d e y ' ,  mais encore de y", y " ........y n); et comme, dans ce passage,

y«+o changera de valeur, nous pouvons conclure que la courbe et sa 

tangente auront un contact d’ordre pair. Par suite, si la valeur 

de y«-*-o tirée de l’équation de la courbe est une fonction continue 

,de x ,  dans le voisinage du point que l’on considère, la courbe et 

sa tangente se traverseront mutuellement, en vertu du théorème II. 

Alors le point de contact sera un point d’inflexion de la courbe pro

posée.

Corollaire IL — Le cercle osculateur d’une courbe, en un point 

donné, ayant, en général, avec cette courbe un contact du second 

ordre, ces deux courbes se traverseront pour l’ordinaire. Néanmoins, 

il peut arriver que, dans certains cas particuliers, l ’ordre du contact 

s’élève, et se trouve indiqué par un nombre impair. Alors le cercle 

osculateur et la courbe pourront cesser de se traverser mutuellement. 

Ainsi, par exemple, si la courbe proposée devient une parabole, une
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ellipse ou une hyperbole, le cercle osculateur aura un contact du 

troisième ordre avec cette courbe, et cessera de la traverser, quand 

on fera coïncider le point de contact avec le sommet de la parabole, 

avec les extrémités des axes de l’ellipse, ou avec les extrémités de 

l’axe réel do l’hyperbole.
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ONZIÈME LEÇON.

suit l’usage que l'on peut faire des coordonnées polaires FOUR EXPRIMER 

ou pour découvrir diverses propriétés des courbes planes.

• Dans les Leçons, précédentes, nous avons généralement supposé 

qu’une courbe plane était représentée par une équation entre deux 

coordonnées rectangulaires x, y . Mais if est souvent utile de sub

stituer à ces mêmes coordonnées les coordonnées polaires r et p déjà 

employées dans les Préliminaires (page 17'), et liées aux variables a;, y  

par les formules

(1 ) x  — r cosp, y  —  rsin/?. '

Nous allons indiquer ici quelques-uns des résultats auxquels on est 

conduit par cette substitution. .

Observons d’abord que la quantité r, par laquelle on désigne le 

rayon vecteur mené de l’origine ou pôle à un point mobile, doit tou

jours être regardée comme positive. Quant à l’angle p, formé par ce 

rayon vecteur avec un demi-axe donné, il pourra être positif ou né

gatif et recevoir une valeur numérique inférieure ou supérieure à 2tu, 

ainsi qu’on l’a déjà expliqué (sofríes Préliminaires, pages 17 et 18). 

Pour plus de commodité, le demi-axe des x  positives, à partir duquel 

on compte l’angle p, sera nommé dorénavant demi-axe polaire.

Cela posé, il est clair : i° que l’équation de tout cercle, qui aura 

l’origine pour centre, sera de la forme

(2) ' =  R,

R désignant une constante positive égale au rayon du cercle; 20 que
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l’équation d’un demi-axe aboutissant à l ’origine sera de la forme

,(3 ) . p  =  P,

P désignant une constante positive ou négative. On peut ajouter que 

l ’équation ( 3 ) continuera de représenter le même demi-axe, si la 

quantité P croît'ou diminue de manière que l’accroissement ou la 

diminution ait pour mesure un multiple de la circonférence, ou, en 

d’autres termes, le produit de ti par un nombre pair. Enfin, le demi- 

axe dont il s’agit sera remplacé par un autre dirigé suivant la même 

droite, mais en sens inverse, si l’accroissement ou la diminution de 

la quantité P est le produit de la demi-circonférence ir par un nombre 

impair.

Lorsqu’une courbe plane' est représentée par une équation entre les 

coordonnées rectangulaires a;, y, on peut, à l’aide des formules (i), 

substituer immédiatement aux variables x , y  les coordonnées po

laires, et obtenir ce qu’on nomme l’équation polaire de la courbe. 

Ainsi, par exemple, si l’on appelle y¡ les coordonnées rectangu

laires d’un point fixe, et R, P ses coordonnées polaires liées aux pre

mières par les formules

(4 ) - £=±R cosP,  Y)= :RsinP,

on reconnaîtra que la droite menée par ce point de manière à former 

l’angle  ̂ avec le demi-axe des ar positives a pour équation en coor

données rectangulaires · ,

( 5 )
y  — y
œ - l

tang^ ou x  — X_y — f>
COS<J; sin 4*

et pour équation polaire

(6)
r cosp —  R c ô s P  r sin/? —  R sin P

cos 4? sin 4?

ou, ce qui revient au même,

(7 ) r  sin(/> —  <J?) =  R sin (P —  4?).
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Si la longueur R s évanouit, la droite passera par l’origine, et son 

équation polaire deviendra

<8) sin(p —  ^) =  o.

On vérifiera celle-ci en prenant pour n un nombre entier quelconque, 

et posant
P  —  ' \ i ± 2m i  o u  p  =  ±  (2 rt -+- I ) 7Û.

Chacune de ces deux dernières formules est semblable à l’équa

tion ( 3), et représente un des deux demi-axes qui sont dirigés sui

vant la droite donnée, mais en sens contraires, et qui aboutissent à 

l’origine.

On peut aisément, dans l’équation (7), substituer l’angle p — P à 

l’angle p — <|i. En effet,

p  —  ty — ip  —  P  ) +  (P  —  40
et, par suite,

~sin(/> —  =  sin(/> —  P) cos (P —  iji) -+- s in(P —  40 cos (p  —  P).

Or, si l’on a égard à cette dernière formule, on tirera de l’équa

tion (7) · ■ .

, . /-cos(/> — P) — R _  /·s in(p  —  P)

 ̂ cos(^ — P) —  s in(4' —  P) ■

ou, ce qui revient au meme,

(10) r cos(p — P),— R 
/· sin(/i — P)

=  cot ( q> —  P).

Au reste, pour déduire immédiatement l’équation (9) de l’équa

tion (6), il suffit d’observer'que rien n’empêche de substituer aux 

trois angles p, P et formés par trois directions données avec le 

demi-axe polaire, les trois angles p  — P, o et <Ji — P formés par les 

mêmes directions avec le demi-axe qui a pour équation p — P.

Si, du point (£, y)) comme centre, avec le rayon p, on décrit un 

cercle, ce cercle, représenté par la formule

( I I )  { x  —  ( /  —  m ) ! = p s ,

OJÏuvres de C.  —  S. II, t. V. 22
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aura évidemment pour équation polaire

(r cos/? — R cosP)2-i- ( r s i n p  — R sin P )2 =  p2 
O U  ·

(12) r2 — 2 R r cos (/? — P ) -t- R2 =  p2.

Dans le cas particulier où le centre coïncide avec l’origine, R s’éva

nouit, et l ’équation (12) se réduit à

r.2 _ p S  ou  r  —  p ;

c’est-à-dire qu’elle reprend la forme de l’équation (2).

Il est encore facile de s’assurer que les deux paraboles et l ’ellipse 

ou hyperbole représentées par les trois équations

(13) y*  — "icioc,

(14) y"1 — — t a x ,

( 15 ) A x î -+- 2 B x y  +  Cy i — K

ont pour équations polaires

(.6)

( 17)

(,8)

* 2 a cos/? 
sin2/? ’

2 a cosp  

sin2/? ’
__________  K________________
A cos2/? +  2R sin/? cos/? 4- C sin2/?
__________ 2_K__________
A -t- C -+- 2 B sin 2/?-h(A — C ) cos 2 /?

Si la formule ( t5) se réduit à l ’une des suivantes

( 19)

(20)

l’équation (18) deviendra

(21)

,2X- V‘ __
a2 O1 ’

a2i 2
a2 sin2/? H- 62 cos2/?

*
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OU

(22)
«2 b2

b2 cos2/) —  a2 sin2/)

Concevons, pour fixer les idées, que les constantes a,.b soient posi

tives, et que l’on ait a >  b. La constante a représentera dans les pa

raboles (i3) et (i4) le double de la distance du foyer au sommet, 

dans l’ellipse (19) la moitié du grand axe, et dans l’hyperbole (20) la 

moitié de l’axe réel. Cela posé, si l ’on transporte l’origine au foyer de

la parabole ( i 4 ). et, si l’on fait  ̂ =  R,d’équation de cette parabole en 

coordonnées rectangulaires prendra la forme

(23) 7* =  — 4R(a — R) 'ou æ24-j 2 =  ( 2 R - « ) 2; .

puis on en conclura, en observant que la quantité

et, à plus forte raison, la quantité 2R — x , doivent toujours rester 

. positives,

(24)’ 2R — x  ou x  -+- \ / x * - \ -  f 1 —  2 R.

.Si maintenant on substitue les coordonnées polaires aux variables x, 

y, on trouvera pour l’équation polaire de la parabole

. v. 1, 2 R(20) /’ -H t cosp — 2R ou r — -----------
r I -t- COS P

Lorsqu’on effectue la même substitution dans la formule ( 23), on en
1

tire

(26) r s =  (2R — r cos/))2 ou [/·(■ -t-cos/j) — 2R][r( i  — cos/)) +  2 R] =  o.

De plus, les quantités r, R étant essentiellement positives, et la quan

tité 1 — cos p étant positive ou nulle, il est clair que le facteur

7' ( I — COS ’p) -t- 2 R
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a toujours une valeur finie différente de zéro. On peut donc sup

primer ce facteur dans la formule (26), qui par ce moyen se trouvera 

évidemment ramenée à l’équation ( 25).

Dans une ellipse, ou dans une hyperbole, on appelle excentricité le 

rapport entre la distance d’un foyer au centre et la moitié du grand 

axe ou de l’axe réel. Soit e ce rapport. La distance du centre à l ’un 

des foyers sera, pour l’ellipse (19),

(27) a E — ^a2 —  b2,
\

et, pour l’hyperbole (20),

(28) as =  y/a2-+- b2.

Cela posé, si l’on transporte l’origine, dans l’ellipse, au foyer situé du 

côté des x  positives, et dans l’hyperbole, au foyer situé du côté des x  

négatives, les équations de ces courbes en coordonnées rectangu

laires se présenteront sous les formes

( x a s ) 2 y 2 _ ( x —  a e) ! y 2 _
' a2 ~i~â2 T2 ~ l '

Si dans ces dernières on remet au lieu de b sa valeur tirée de la for

mule (27) ou (28), elles deviendront respectivement

y2=  (, — s2)[a2— (x +  aE)2], y* =  (£2 — i)[(a? — as)2— a2]

ou

(29) x 2 +  y 2—  [ a ( i  —  £2) — s x Y
«

et

( 30) x 2-+- y 2—  [a(£2 —  1) — e« ] 2.

Enfin si, dans les équations (29) et ( 3o), on substitue les coor

données polaires aux coordonnées rectangulaires, on trouvera pour 

l’équation polaire de l’ellipse

[r — a(i — £2) +  et cos/>][r 4- a( 1 — £2) — £r cos/>] — o(3i)
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et, pour l’équation polaire de l’hyperbole,

( 3 2 )  [ r  — a(£2 — i )  4-  sr  cos/>][r 4 -  a(e2—  i )  — s r  cos/>] —· o.

Dans la formule ( 3 i), le nombre 1 — y  1 ~~ étant plus petit que 

l’unité, le facteur

r  +  a ( i  —  s2) — e r  cosjo =  r ( i  — s c o s p )  +  a ( i  —  s 2)

aura* t o u j o u r s  u n e  v a l e u r  p o s i t i v e  di f f é r e n t e  de zéro.  O n  p e u t  d o n c  le  

s u p p r i m e r ,  et  r é d u i r e T é q u a t i o n  p o l a i re  de  l ’ e l l i p s e  à la f o r m e

Qt ( [ -- g2 )
( 3 3 )  r ( i - t - s  c o s » ) · — a i i —  s2) =  o  o u  r  — -------------------
v '  v ? > ' · ■ >  n - e c o s j o

S i ,  d a n s  c e t t e  d e r n i è r e ,  on p o s e  s u c c e s s i v e m e n t

P =  o, P =  n,
on en tirera

r — a { i  —  s ) ,  r  —  a (  i +  e) .

Ces deux valeurs, dont la somme est égale à 2a, exprimeront les 

distances du foyer pris pour origine aux deux extrémités du grand

axe. Quant à l’équation (32), dans, laquelle le nombre  ̂ — 1 -+- ~

est évidemment supérieur à l ’unité, elle se décompose en deux autres, 

savoir

( 3 4 ) 

et

( 3 5 )

■ r( i  -+- s c o s p )  — a ( s 2 — i ) = o  o u a(s2— 1)
I -+- £ C O Sp

r ( i  — £ c o s p )  -t- a ( e 2—  [) =  0 o u «O2— O
£ C O S  p  —  I

Or il est facile de s’assurer que chacune de celles-ci représente une 

seule des deux branches de l’hyperbole, et, en particulier, que l’équa

tion ( 34), de laquelle on tire

et
=  « ( £  — I) p o u r P  =  °

: =  00 p o u r p  —  ±  arc  c o s

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ilk A P P L I C A T I O N S  DU C A L C U L  I N F I N I T É S I M A L .

appartient à la branche dont le foyer coïncide avec l’origine, tandis 

que l’équation ( 35), de laquelle on tire

/• =  a ( e - h i )  pour p  —  o 

et

/· — oo pour p  — ±: arc cos

appartient à l’autre branche. Les deux valeurs de p auxquelles corres

pondent, dans chaque branche, des valeurs infinies de r, indiquent 

les directions des deux demi-axes qui servent d’asymptotes à cette 

branche. Quant aux deux longueurs

r =  a(e -4- i ), r =  n ( s —  i),

dont la différence est égale à 2a, elles expriment les distances du 

foyer pris pour origine aux deux extrémités de l’axe réel de l’hyper

bole.

On pourrait établir directement et par des considérations géomé

triques la plupart des formules qui précèdent, en exprimant à l’aide 

de coordonnées polaires les propriétés connues des lignes que ces 

formules représentent. Concevons, par exemple, que, P, R désignant 

les coordonnées polaires d’un point fixe, et un angle quelconque, 

positif ou négatif, on cherche l’équation polaire de la droite menée 

parle point (P, R) parallèlement au demi-axe représenté parla for

mule

( 3 6 ) =

Si dql’origine on mène un rayon vecteur r à un point quelconque de 

la droite, et si l ’on nomme S l’angle aigu ou obtus que forme ce rayon 

vecteur indéfiniment prolongé avec le demi-axe ( 36), la valeur de p 

correspondant au rayon vecteur dont il s’agit sera évidemment donnée 

par l’une des formules

( 3 7 ) =  p —  J; 3 ±  2/171

OU "

( 3 8 ) p —  ̂— 3, rrnj; —  3 ±  2«7T,
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11 étant un nombre entier quelconque. Ajoutons que les formules (3 )̂ 

devront être préférées, si un rayon vecteur mobile assujetti à tourner 

autour de l’origine, en partant de la position dans laquelle il coïn

cidait avec le demi-axe ( 36), est obligé, pour décrire l’angle §, de 

prendre un mouvement de rotation direct, tandis que les for

mules ( 38) devront être préférées dans le cas contraire. Si mainte

nant on projette le rayon vecteur r sur un axe perpendiculaire à la 

droite donnée, on obtiendra-pour projection la plus courte distance 

de l’origine à cette droite, et cette plus courte distance se trouvera 

exprimée par le produit
rsinô,

qui se réduit, en vertu des formules (37), à

rsin(/> — iJO,

et en vertu des formules ( 38), à

/■ sin(̂  — p).

Or la plus courte distance dont il s’agit étant évidemment une quan

tité indépendante des coordonnées variables r et p,  nous sommes en 

droit de conclure que le produit rsin(/? — <p) ou r s in ( ^ — p)  ne 

changera pas quand on y remplacera p par P et r par R. On aura donc

rsin(/? — =  R sin (P — )̂ ou /-sin(4' — p) = R sin(4l — P).·

Chacune de ces dernières formules coïncide avec l’équation (7).

Cherchons à présent l’équation polaire du cercle décrit du point 

(P, R) comme centre avec le rayon p. Si l’on nomme p, r les coor

données d’un point quelconque de la circonférence, et S l’angle com

pris entre les rayons r, R, on aura

p =  P ± d  ou p =  P ±z S±: 21m,

et, par suite,

(3g) ±  d  —  p — P qr 2«7r,

n désignant un nombre entier qui pourra se réduire à zéro. De plus,
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l’angle S étant opposé au rayon p dans le triangle dont les côtés 

sont r, R et p, on aura, en vertu d’un théorème connu de Trigono

métrie,

<4o) COSÔ —
R2+ r g _ p2 

’ aRr

Si, dans cette dernière formule, on remet pour S sa valeur/» — P 4:2ml, 

on obtiendra l ’équation

(4·) cos (p  —  P)  =
R- +  r- —  p- 

îR r  ’

qui coïncide avec la formule (12).

Cherchons encore l’équation polaire d’une parabole dont le sommet 

coïncide avec le point (P, R) et le foyer avec l’origine. Si l’on désigne 

par p, r les coordonnées d’un point quelconque de la courbe, et par 0 

l ’angle compris entre les rayons r, R, la formule (39) continuera de 

subsister. De plus, la projection du rayon vecteur r sur l’axe de la 

parabole aura pour mesure la valeur numérique du produit

r  cos à =  /· cos ( p —  P ) ;

et, comme la distance du foyer à la directrice sera égale à 2R, la dis

tance du point (p,r)  à la directrice sera évidemment équivalente à

2 R —  /■  cos (/» — P).

Mais, d’après la propriété connue de la parabole, cette distance doit 

aussi être égale au rayon vecteur r. On aura donc

aR
(42) /· =  2R —  /· c o s i p  —  P)  ou r — — :------------—ftt·
x V. ' i + cos(/7 — P)

Pour faire coïncider cette dernière équation avec la formule ( 25), il 

suffit de prendre pour demi-axe polaire celui qui, partant du foyer de 

la parabole, se dirige vers le sommet de cette courbe, et de poser en 

conséquence P =  o.

On obtiendrait avec la même facilité l’équation d’une ellipse dans 

laquelle un foyer coïnciderait avec l’origine, et l’une des extrémités 

du grand axe avec le point.(P, R). En effet, soient toujours p, r les 

coordonnées polaires d’un point quelconque de la courbe et S l’angle
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compris entre les rayons vecteurs r  et R. Désignons en outre par a le 

demi-grand axe et par t l ’excentricité. Dans le triangle formé avec les 

foyers et le point (p , r) de la courbe, l ’un des côtés, savoir la distance 

des foyers, aura pour mesure le produit du grand axe par l’excentri

cité ou la quantité 2at,  et les deux autres côtés, dont la somme, en 

vertu d’une propriété connue de l’ellipse, devra être équivalente au 

grand axe, seront représentés par r et 2a — r. Ajoutons que, dans ce 

même triangle, l ’angle opposé au côté 2 a —  r  sera égal à S, si le 

point (P, R) coïncide avec l’extrémité du grand axe la plus éloignée 

de l’origine, et au supplément de l’angle S, c’est-à-dire à n — 0, dans 

le cas contraire. Si, pour fixer les idées, on adopte la seconde hypo

thèse, on trouvera

( 4 3 ) cos(n — 5)
r 2-+- ( 2 g s )2—  (2 a — r ) - _ 1

2(2at)r £
a( 1 —  £s) 

£ /·

OU

r = «(» — e2) .
1 -+- £ c o s â ’

puis, en remettant pour S sa valeur tirée de la formule (39),

-(44)
a( 1 — £2 )

1 -+- £ cos(/> —  F)

.Cette dernière équation renfermé, avec l’angle, fixe P, deux autres 

constantes a, £, dont l’une pourrait être remplacée par le rayon vec

teur R =  a(x — s).' Remarquons de plus que l’on réduira l’équa

tion ( 44) à la formule ( 33) si l’on prend pour demi-axe polaire celui 

qui, partant de l’origine, se dirige vers l’extrémité la plus voisine du 

grand axe de l’ellipse, et si l’on pose en conséquence P =  q .

Considérons enfin une branche d’hyperbole dont le foyer coïncide 

avec l’origine, et le sommet avec le point (P, R). Soient p , r les coor

données d’un point quelconque de cette branche et S l’angle compris 

entre les rayons vecteurs r, R. Désignons en outre par 2a l ’axe réel 

de l’hyperbole et par £ l ’excentricité. Dans le triangle formé avec les 

foyers et le point (p , r), l’un des côtés, savoir la distance des foyers,

OEuvres de C .  — S .  U ,  t .  V .  < 2 3
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sera égal au produit aeu, et les deux autres côtés, dont la différence 

devra être équivalente à l’axe réel, seront représentés par r et aa +  r. 

Ajoutons que, dans ce même triangle, l ’angle opposé au côté 2a r  

sera précisément l’angle 8. On aura donc

(45)- cosa = r ,+  (aae/ ~ (aa +  r), =  -gi i , - 1 ) - i .
' 2 ( 2 a z )r  er s

OU
_ a (s 2 — 1)

1 H- £ cosô’

puis, en remettant pour S sa valeur tirée de la formule (39), on 

trouvera

( 4 6 )
a(e2— 1)

1 -t- e cos(/> — P)

On pourrait, dans cette dernière équation, remplacer l’une des con

stantes a, £ par le rayon R =  a(e — 1). Remarquons de plus qu’on 

réduira l’équation (46) à la formule ( 34) si l ’on prend pour demi-axe 

polaire celui qui, partant de l’Origine, se dirige vers le sommet de la 

branche que l’on considère, et si l’on pose en conséquence P =  o.

Si l’on plaçait l ’origine, non plus au foyer de la branche d’hyper

bole dont on demande l’équation polaire, mais au foyer de l’autre 

branche, il faudrait évidemment, dans la formule (43), remplacer la 

longueur aa-h r par r — a a. On aurait donc alors

( 4 7 )  . cosâ =
r5-l- (2oc£)!— (/·— 2a)! 

i { i a z ) r
a(£s— 1) 1

£/· £

ou

et par suite

( 4 8 )

a(sî — 1) 
----- 3---- ’
£ COSÔ —  1

a(£s— 1)
£ cos(/? — P) — 1

Rn réduisant, dans cette dernière formule, la constante P à zéro, on 

v retrouverait l’équation (35).
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On peut se servir avec avantage des coordonnées polaires, non seu

lement pour exprimer, mais encore pour découvrir les diverses pro

priétés des courbes planes et pour déterminer leurs centres, leurs 

axes, leurs diamètres, leurs points singuliers, etc. Concevons, par 

exemple, que l’on se propose de trouver les deux axes ou l’axe réel de 

l’ellipse ou hyperbole représentée par l’équation (18). Il suffira évi

demment, pour y parvenir, de doubler la valeur maximum ou mi

nimum du rayon vecteur r. De plus, il est clair que cette valeur 

maximum ou minimum correspondra au minimum ou au maximum 

de l’expression

( 4 9 ) . aB  sin2/? +  (A —  C) cos2/?

et, par conséquent, à une valeur dep déterminée par la formule

2 B
. (5o) 2B cos 2/? — (A  — C) sin2p — o ou tanga/? —

qu’on obtient en égalant à zéro la dérivée de l’expression ( 49)· Or on 

satisfait à l’équation ( 5o) en désignant par n un nombre entier quel

conque et prenant

(5i)

OU

( 5a)

Ces deux dernières formules, semblables à l’équation ( 3), repré

sentent deux droites qui se coupent à angles droits et qui coïncident 

avec les axes de la courbe que l’on considère. Ajoutons que l’on tire 

de la formule ( 5o)

sin 2 /?_cos2/?___  t _2B sina/?-t-(A —  C)cos2/?

aB A  —  C (A —  C)8 ~  4 B S+ ( A  — C)2

et qu’en conséquence la valeur maximum ou minimum de l’expres

sion (49) sera

(5 3 )

2 B
P  — -  arc tang -r----K ±  mt,

2 A  —  C

1 , aB , / 1 .^ - a r c t a n g ^ — ^ i U H - - ) * .

v/4 B 2+ ( A - ^ C ) 2.
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On arriverait encore à cette conclusion en partant de l’équation

[2B sina/? h- (A — C) cos?/)]5 
+  [2B cos2p —  (A — C) sin2/?]2=  4 B2 4- (A — C)2,

de laquelle il résulte que la valeur numérique de l’expression (49) est 

toujours inférieure à la racine carrée de la somme/jB2 -+- (A  — C)2, 

quapd la différence 2Bcos2/> — (A — C)sinap  a une valeur diffé

rente de zéro, et devient égale à cette racine carrée, dans le cas où 

la même différence s’évanouit. Si maintenant on substitue succes

sivement dans la formule (18), au lieu de l’expression (4g)> sa 

valeur minimum — \/4 B2 - f - ( A —  C)2, et sa valeur maximum 

-H s/4B2 -+- (A — C)2, on obtiendra les deux équations

(54)

(55)

2 K

r1· —

A +  C — v/4B2+ ( A — C)2 

2 K
A - h C j t-v/4 D! 4- ( A  —  C)s

II est facile de s’assurer que les valeurs précédentes de r2 sont les 

deux racines de l ’équation

déjà obtenue dans la onzième Leçon dé Calcul différentiel. Comme 

leur produit, savoir
K2

AC -  B2’

est toujours une quantité affectée du même signe que la différence 

AC — B2, il est clair qu’elles seront toutes deux positives si, AC — B2 

étant positif, A, C et K sont des quantités de même signe. Alors les 

valeurs maximum et minimum de r2 fourniront deux valeurs réelles 

maximum et minimum du rayon vecteur r. Au contraire, une seule 

des valeurs de r- restera positive, et la valeur correspondante de r ' 

restera seule réelle, si AC — B2 devient négatif. On sait effectivement 

que la condition AC — B2 > 0  est vérifiée pour l’ellipse, qui a deux
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axes réels, et la condition AC — B2< o  pour l’hyperbole, qui a un

seul axe réel.

Parmi les courbes dont les diverses propriétés peuvent être plus 

aisément reconnues quand on fait usage de coordonnées polaires, 

nous citerons les spirales, qui forment ordinairement un grand 

nombre, souvent même une infinité de révolutions autour de l’ori

gine, de manière à s’approcher ou à s’éloigner de plus en plus de 

cette même origine.' Les spirales qui ont particulièrement fixé l’at

tention des géomètres sont la spirale d ’Archimède, la spirale hyperbo

lique et la spirale logarithmique.

Dans la spirale d’Archimède, le rayon vecteur r croît proportion

nellement à l’angle p. Elle a donc pour équation,polaire

(56) r — ap,

a désignant une quantité constante. Lorsque cette constante est posi

tive, on ne peut attribuer à p que,des valeurs positives, puisque r ne 

doit jamais devenir négatif. Dans la même hypothèse, si l’on désigne 

par R la valeur de r correspondant à p =  2ir, on aura

rayon vecteur r variera entre les mêmes limites. En conséquence, la 

courbe pourra être considérée comme décrite par un point mobile 

qui, partant de l’origine des coordonnées, fouinerait une infinité de 

fois, avec un mouvement de rotation direct, autour de cette origine, 

et s’en éloignerait indéfiniment. ,Si, dans l’équation ( 56), on sub

stitue à la constante a le rayon vecteur R, cette équation deviendra

et si l ’on prend, avec Archimède, le rayon R pour unité de longueur, 

on aura simplement

R =  2 arc, ·

et si l’on fait croître l’angle p depuis zéro jusqu’à l’infini positif, le

(57)

(58)
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La spirale hyperbolique est celle dont on obtient l’équation polaire 

en écrivant les coordonnées polaires r et p à la place des. coordonnées 

rectangulaires x  et y  dans l’équation xy  =  a, qui représente une 

hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes. Cette spirale sera 

donc représentée par la formule

(5g) \ rp — a ou r =  J>‘

Si l ’on suppose la constante a positive, p devra l’être pareillement; et 

si l’on fait varier p  entre les limites o, oo, r variera entre les limites 

co, o, de manière que l’on ait

et

7· =  co pour p —  o,

7 = o  pour p  — co.

En conséquence la courbe pourra être considérée comme décrite par 

un point mobile qui, partant d’une position dans laquelle il se trou

verait placé à une distance infinie de l’origine des coordonnées, tour

nerait une infinité de fois, avec un mouvement de rotation direct, 

autour de cette origine, et s’en approchérait indéfiniment sans pou

voir jamais l’atteindre, r ne pouvant s’évanouir que dans le cas où le 

nombre des révolutions deviendrait infini. Ajoutons que la spirale 

hyperbolique a pour asymptote la droite parallèle à l ’axe des x ,  et 

dont l’équation en coordonnées rectangulaires est

(6o). y  — et.

En effet, on tire de l’équation ( 5q) combinée avec la seconde des for

mules ( i)  , ·

et par conséquent/ =  a, pour une valeur nulle de p , à laquelle cor

respond, comme on l’a déjà remarqué, une valeur infiijie de r.

La spirale logarithmique est celle dans laquelle l’angle p  se réduit 

au logarithme du rayon vecteurr. Si les logarithmes sont pris dans le
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système dont la base est A, et indiqués par la caractéristique L, alors, 

en posant
T IJL £--  ̂̂  ■— ¿ïj

on trouvera pour l’équation polaire de la spirale logarithmique

( 6 0 p  =  L r  =  air.

OU

P
(62) r  =  ea.

Si le nombre A est supérieur k l’ unité, la constante a sera positive. 

Alors, tandis quep  variera entre les limites

P =  —  p =  cc,

r sera toujours positif, et variera entre les limites

' r =  o, r =  ce.

De plus, on aura r =  i pour/? =  o. Cela posé, on pourra évidemment 

considérer la spirale logarithmique comme décrite par un point 

mobile qui, placé d’abord sur le demi-axe polaire, k la distance i de 

l’origine des coordonnées, tournerait une infinité de fois, avec un 

mouvement de rotation direct ou rétrograde, autour de cette même 

origine, de manière k s’en éloigner indéfiniment dans le premier cas, 

et k s’en rapprocher indéfiniment dans le second, mais sans pouvoir 

jamais l’atteindre.

Lorsqu’une courbe plane est représentée par une équation en coor

données polaires, pour la faire tourner autour de l’origine de manière 

que chaque rayon vecteur décrive un angle égal k P, il suffit évidem

ment de remplacer la coordonnée p  par p  — P, en ayant soin d’at

tribuer k la quantité P une valeur positive, quand le mouvement de 

rotation est direct, et une valeur négative dans le cas contraire. En 

opérant comme on vient de le dire sur l’équation (62), on obtiendra 

la formule

r =  e a ,(6 3 )
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qui représentera la spirale logarithmique dans une position nouvelle. 

Alors, si l’on désigne par R le rayon vecteur correspondant à p =  o, 

on aura,

(64) R =  e~",

et l ’équation (63) pourra être présentée sous la forme

(65) /— Re“ ou p ~  a(lr — IR).

Si, dans la dernière formule, on substitue aux coordonnées r et p 

leurs valeurs en x  et y  tirées des équations (i), savoir

(66)

on retrouvera précisément l’équation (47) de la première Leçon, 

c’ est-à-dire l ’ équation de la spirale logaritl imiqùe en coordonnées  
rectangulaires.
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DOUZIÈME LEÇON.

USAGE DES COORDONNÉES POLAIRES POUR LA DÉTERMINATION DE L’ INCLINAISON, 

DE L ’ARC, DU RATON DE COURBURE, ETC., D’UNE COURBE PLANE.

Si l’on veut substituer les coordonnées polaires aux coordonnées 

rectangulaires, dans les formules qui déterminent l’inclinaison, l’arc 

ou le rayon de courbure d’une courbe plane, il suffira de recourir aux 

é q u a t i o n s

(1) x  —  r c o sp ,  ÿ  =  rs\np.

Ainsi, par exemple, la formule

(2) t . ' tan^ = Ê ’ -

q u e  n o u s  a v o n s  é t a b l i e  d a n s  la p r e m i è r e  L e ç o n  ( p a g e  4 5 ) ,  et  q u i  

fournit pour l’angle  ̂ une infinité de valeurs numériques dont la plus 

petite est l’inclinaison de la courbe, deviendra, en vertu des équa

tions (i)

( 3 ) taiagip = sinp d r  -+- r  cosjt) dp 

(MSpdr —  r sin/> dp

langp
r dp 

dr

tang/>
r d p ’

dr

et l’on en conclura

ou

r dp _ tangip—  langp
dr  î -t- tangcp tangp

=  tang(vp — p )

( 4 ) cot(>p p )
dr  

r dp

On pourrait, au reste, établir directement la formule (4). En effet,
OKuvres de C . —  S . Il,  t . V .  - - s 2 ^
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comme on a, en vertu des formules (i) et (2),

on trouvera

cos p _sin/) cos^p__simp
x  y  ’ ■ d x  ~~ dy ’

(5) cot(ip —  p)  =
cos(ip — p) _  cos/) costp -+- sin/) sinip oc d x  +  y  dy
sin((p —  p )  cos/) simp —  sin/> cosip x  dy  — y  d x

D’ailleurs on tire des équations (1)

(6) •»2 +  J 2, p  =  arc lang
Í  >

et par suite

2 r  dr =  2' x  d x  +  2y  dy, dp =
x  dy  —  y  d x  

x 2 H- y-

x  dy  —  y  d x

ou, ce qui revient au même,

( 7 ) r dr =  x  d x  +  y  dy, dp — x  dy  —  y  dx.
' /

Il en résulte que le dernier membre de la formule (5) peut être 

réduit à
r dr  _ dr
r2 dp r dp ’*

et cette formule elle-même, à l ’équation (4). *

On pourrait encore parvenir très aisément à la formule (4) en 

s’appuyant sur les principes établis dans la neuvième Leçon. En eifet, 

on a vu dans la Leçon précédente que l’équation polaire d’une droite 

dont les coordonnées variables sont r e t p ,  est de la forme

(8) r  sin (p  —  ip) =  R  s in(P  —  40 =  const.,

et, pour que cette drQite touche une courbe plane en un point donné, 

il faudra ( voir la neuvième Leçon) que les valeurs des quantités

-  Pt r et
dr

dp

relatives au point dont il s’agit restent les mêmes dans le passage de 

la droite à la courbe. Or, en diflférentiant l’équation (8), on obtient 

la suivante

(9) sin (/) —  <p) dr  +  cosQt) —  ip) r dp —  o,
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qui coïncide avec la formule (4)· Donc cette formule devra être véri

fiée, pour le point de contact, par les valeurs de r et* ^  tirées de 

l’équation de la courbe.

Dans le cas où l’on prend p pour variable indépendante et où l’on 

désigne par
r f J.tf r in*9 ·> 1 ) ' '  '

les dérivées successives de /-relatives à p, savoir

dr d^r di r

dp ’ dp5 ’ dp3 ’ ’

l’équation (4) devient simplement

‘ T'r
( io)  cot(4i — p ) —  -■

La formule (4 ) ou (io) une fois obtenue, il est facile de trouver les 

équations polaires de la tangente et de la normale menées à une 

courbe plane par un point donné. Concevons, par exemple, que, p,. 

r désignant toujours les coordonnées du point de contact, P, R de

viennent les coordonnées variables de la tangente. L’équation polaire 

de cette droite sera

( i i ) II s in(P —  41) =  /■ sin(/> — 40 ,

pourvu que l’on détermine l’angle  ̂ par la formule (4) ou ( i o ).  Or, 

en raisonnant comme on l’a fait pour établir l ’équation (io) de la 

onzième Leçon, on reconnaîtra que la formule ( i i ) peut s’écrire ainsi 

qu’il suit :

(12)
II cos (P — p )  — r 

R sin (P — p )
= z c o t ( t y — p ) .

Donc, en remettant pour cot(<  ̂ — p) sa valeur, on trouvera définiti

vement
▼ I

■ ,,. R cos (P —  p )  —  r _  dr  _  r'

K 11 sin ( P — p )  r dp r

Telle est l’équation polaire de la tangente. Pour obtenir celle de la
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normale, il suffira évidemment de remplacer dans la formule (12) 

l’angle  ̂ par l’angle tj; ±  On aura donc, en désignant par P, R les 

coordonnées variables de la normale

R cos (P — p) —  r 

R s in(P  —  p)
=  — tang(4* — p )  —

7’ dp 
dr

r

Soit maintenant l’angle u compris entre la courbe que l’on con

sidère et le cercle décrit de l’origine comme centre avec le rayon r, 

c’est-à-dire l’angle aigu formé par la tangente à la courbe avec la 

perpendiculaire à ce rayon.  ̂ — u sera l’angle aigu compris entre le 

même rayon et la tangente, et, par conséquent, la plus petite des va

leurs numériques de tj; — P- On aura donc

et, par suite,

(i5) 

ou

(•6)

De plus, comme la quantité tangu sera essentiellement positive, et

que, pour de très petites valeurs numériques de Ap, le rapport^  se

dr
trouvera toujours affecté du meme signe que sa limite ^  =  r', on

devra évidemment, dans les seconds membres des équations (ib) 

et (16), préférer le signe + ,  si, à partir du point (p , r), le rayon r 

croît avec l’angle p , et le signe — dans le cas contraire.

Observons encore que de l’équation (16) on déduit immédiatement 

les deux suivantes

r r̂
O7) · COSU—  ± "; —, si n U —  ±  y —  .........■

Concevons à présent que l’on désigne par s l’arc de la courbe

;u =  cot ^  —  u  ̂=  ±  cot(^ —  p),

tangu :
d r __  ̂ d l(r )

rd p  dp ,

tangu —  ±  — ·
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donnée, compté à partir d’un point fixe pris sur cette courbe, et par p 

le rayon de courbure. On aura (cinquième et sixième Leçons)

( i 8 ) . d s 1 —  d x 2 H- d y 2,

i ^ d x d ^ v —  dvd^-x
09 ) ô = ± ------:-----— ï —  ·

·. ° (dx  ̂+  dy'1)-

En substituant dans ces dernières formules les valeurs de x , y  tirées 

des équations (i), on trouve, après les réductions effectuées,

( 2 0  ) ' ds1 =  d r "1 -+- r 2 dp^,

, . i  , r ( d r d . 1p —  dp dî r) -+- ( 2  dr"- 4 -  r 2 dp-) dp
( 2 1 )  - = ±  — ----------- - --------------------- -------- --------- T ------------- ---------->

P , (drs-h r 2 dp"1 )*

puis on en conclut, en prenant p pour variable indépendante,

( 2 2 )

( 2 3 )

■ =  r 2 -+- r n .
ds2 
dp2

1 r 2 —  r r "  2 r ' 2

P (r2+/·'2)2

Il est essentiel d’observer qu’on abrège les calculs et qu’on n’a plus 

besoin d’effectueraucune réduction, quand, au lieu des équations (1), 

on emploie les suivantes

( 2 / 1 )  x-\-y\ j— i — reP'/~l, æ— y\J— i= i 'e ~ P ' l - i .

Ainsi', par exemple, en prenant p  pour variable indépendante, on 

tirera des équations (24)

( 2 5 )

(26)

( dx  -+- dy \f— 1 r =  ( / · '  +  /· y/— dp,

( d x  —  dy \J~  1 =  ( r 1 — r\J— 1 )e~p'J~l dp,

|  d^x +  d^ys/ — 1 = ( / · " — r  - f -  2 r '  sJ—  1 )  e W - 1 dp2,

( dl x  —  d^y \J— 1 =  ( r " —  r  —  2 r'\/  —  1 ) e ~ W — 1 dp2.

Or, si l’on multiplie l’une par l’autre : i° les équations (20); 20 la 

seconde des équations (25) et la première des équations (26), on
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trouvera immédiatement

(27) d x - - i -d y i — (r*-i-r 'i )dp'1,

et l’on reconnaîtra que la différence dx d-y — dyd1x  est égale au 

coefficient dé \j— x dans le produit

( r' —  r \J—  1 ) ( r" —  r H- 2 r' \J — 1 ) dp3, ■

en sorte qu’elle a pour valeur

(28) d x  d1y  —  dy d l x  (2 rn —  rr" 4- r-) dp3.

Si l’on cessait de prendrep  pour variable indépendante, on trouverait

(29) dx^-y- dy  ̂— dr'-y- r- dp'1,

(30) · d x  dPy —  dy dPx —  r (d r  dPp —  dp d 1 r) -h ( 2 dr- 4- r% dp2) dp.

En ayant égard aux formules (27) et (28) ou (29) e t(3o), on déduira 

évidemment les équations (22) et ( 23) ou £20) et (21) des formules

(18) et (19).

Soient maintenant \, y) les coordonnées rectangulaires du centre de 

courbure correspondant au point {x , y )  et P, R les coordonnées po

laires du même centre, liées aux premières par les formules

( 3 1 )  £ =  RcosP, Yi =  RsinP; 

on aura (voir la septième Leçon)

(32) v — y — l — X — dx̂  +  dy*
d x  —  dy d x  d y  —  dy d 3 x '

et l’on en conclura

y ( Y) — y )  x(£  —  x )   x(w  —  y )  — y  (£ —  x )   d x a h-  dy2
y  d x  — x d y  x  d x  -h  y  dy  — d x  d 'ly  — dy d 2 x

ou, ce qui revient au même,

.33 . x £ - h  y y  — ( x ï +  y 3) _  x -n — y j  _  d x 3 -+- dy*
' y  d x  —  x d y  x  d x  +  y  dy ~  d x  d*-y —  d y d ^ x ’

puis, en substituant les coordonnées polaires aux coordonnées rec-
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tangulaires à l ’aide des formules (i), ( j ) ,  (29), (30) et (3i) 

trouvera

191

on

( 3 4 )

R cos( P — p ) — r _R sin(P — p)
— r dp ~  dr

dr2 4- a·2 dp‘L
r ( dr dlp — dp d2· r ) 4- ( 2 dr* 4- r3 dp2 ) dp ’

Si l’on prenait p  pour variable indépendante, on aurait simplement

( 3 5 )

On tire de cette dernière formule

R /n , R . , r2-
*—  - C 0 S ( P — />) =  p s m ( P  — p)  =  j p r:- rr" ~h r2

r2 -h r 2
R sin ( P — p ) =  r1 — ------ ----- 7 *v 11 <2 ru— rr' r1

( 3 6 )

/ R cos (P — p) = r ( i  

et par suite

(37)

r‘ 4- r ■

tang(P — p)·
»*2 _l_ r /2

r r 1— rr

R2 =
rn <■ r2 +  r'3)8+  P(r'-— rr"f

(2 a·'2-  rr" 4- r2 )2

Ajoutons que la formule ( 35) peut s’écrire comme il suit

(38) ’ ! — - C0S(P — p) =  ? - s in ( P - .P ) = ± - 7 = = - >' ' r " r . \,'r:-+-rn-

ct entraîne, par conséquent, les deux équations

(39)

It sin (P — p)

R cos(P — p) — r

s/r"--
=rt ? =  - 9  sinu> ■

yV2 4- r

= p =  qz p cosu.

Il serait facile de parvenir aux formules (21) et ( 34), en partant 

des principes établis dans la neuvième Leçon. En effet, le cercle 

décrit du point (P, R) comme centre, avec le rayon p, a pour équa

tion polaire (voir la Leçon précédente)

(4o) r-— 2Rrcos(P— />)4-R2 =  p2.
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O r  a d m e t t o n s  q u e  Je m ê m e  c e r c l e  d e v i e n n e  o s c u l a t c u r  d ’ u n e  c o u r b e  

d o n n é e  e n  u n  c e r t a i n  p o i n t  p r i s  s u r  c e t t e  c o u r b e ,  c ’ e s t - à - d i r e ^  q u ’ i l  

a c q u i è r e  e n  c e  p o i n t  a v e c  l a  c o u r b e  u n  c o n t a c t  d u  s e c o n d  o r d r e  o u  

d  u n  o r d r e  p l u s  é l e v é .  N o n  s e u l e m e n t  l e s  c o o r d o n n é e s  p ,  r, m a i s  

e n c o r e  l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  dp, d 2p ,  dr, d 2r  d e v r o n t  c o n s e r v e r i e s  m ê m e s  

v a l e u r s  r e l a t i v e s  a u  p o i n t  d e  c o n t a c t  d a n s  l e  p a s s a g e  d u  c e r c l e  à  l a  

c o u r b e .  E n  d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  l e s  v a l e u r s  d e

p , dp, d 2p  ; r, dr, d- r,

/

t i r é e s  d e s  é q u a t i o n s  d e l à  c o u r b e ,  d e v r o n t  s a t i s f a i r e  à  l ’ é q u a t i o n  f i n i e  

d u  c e r c l e  e t  à  s e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d u  p r e m i e r  e t  d u  s e c o n d  

o r d r e .  D ’ a i l l e u r s ,  c e s  t r o i s  d e r n i è r e s  é q u a t i o n s  p o u v a n t  s ’ é c r i r e  

c o m m e  i l  s u i t

| [R sin (¿o — P)]2H- [R cos(p —  P) — r ]2=  p'-,

1 R r sin (p — P ) dp —  [R cos (p — P ) — /'] dr —  o,

( A 1) '
I R sin( p — P)(r  d2p  i  dp dr)

[ — [R cos {p — P) — r]{d°-r —  rdp'-) — —  {dr'- H- r”- dp'-),

o n  e n  t i r e r a  i m m é d i a t e m e n t  l a  f o r m u l e

It cas(p  — P )  

r dp

r ( d r d 2p  —  dp d-r)  -+- ( 2  dr2 H -  r2 dp2·) dp 

dr2 H- /’2 dp2

r{d r  d 2p  —  dp d 2r) -+- ( 2  d r2-1-  r2 dp2) d p ’

q u i  c o m p r e n d  à  e l l e  s e u l e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 1 )  e t  l a  f o r m u l e  ( 3 4 ) .

11 n e  s e r a  p a s  i n u t i l e  d ’ o b s e r v e r  q u ’ o n  p o u r r a i t  é t a b l i r  d i r e c t e m e n t  

e t  p a r  d e s  c o n s i d é r a t i o n s  p u r e m e n t  g é o m é t r i q u e s  l a  p l u p a r t  d e s  f o r 

m u l e s  q u i  p r é c è d e n t .  C ’ e s t  c e  q u e  n o u s  a l l o n s  f a i r e  v o i r  e n  p e u  d e  

m o t s .

C o n s i d é r o n s  s u r  u n e  c o u r b e  p l a n e  d e u x  p o i n t s  t r è s  v o i s i n s  d o n t  l e s

/· _  R sin (p — P)
dr

|[R sin(/? — P ) ] 2 +  [R cos(yW — P) — r)2 j

\¡{dr2-^-r2 dp2) ' (d r2 h- r·2 dp2)

R  sin ( p —  P ) ( r d 2p -h 2 dp dr) —  [R  cos (/> — P) — r](d2r —  r dp'-)
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c o o r d o n n é e s  p o l a i r e s  s o i e n t  r e s p e c t i v e m e n t  p ,  r, e t  p - h  Ap, r  - t - . A r .  

D é s i g n o n s  à  l ’ o r d i n a i r e  p a r  s l ’ a r c  d e  l a  c o u r b e  r e n f e r m é  e n t r e  u n  

p o i n t  f i x e  e t  l e  p o i n t  ( p , r ) ,  e t  p a r  u  l ’ a n g l e  a i g u  q u e  f o r m e n t ,  e n  s e  

c o u p a n t ,  l a  c o u r b e  e t  l e  c e r c l e  d é c r i t  d e  l ’ o r i g i n e  c o m m e  c e n t r e  a v e c  

l e  r a y o n  r. L e s  a r c s  c o m p r i s ,  s u r  l a  c o u r b e  e t  l e  c e r c l e  d o n t  i l  s ’ a g i t ,  

e n t r e  l e s  r a y o n s  v e c t e u r s  r  e t  r - + -  A  r, s e r o n t  é v i d e m m e n t  r e p r é s e n t é s  

p a r  l e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  d e s  d e u x  e x p r e s s i o n s

A s, r Ap ;

e t ,  s i  l ’ o n  n o m m e  w  l ’ a n g l e  a i g u  q u e  l e s  c o r d e s  d e  c e s  a r c s  f o r m e n t  

e n t r e  e l l e s ,  co a u r a  p r é c i s é m e n t  p o u r  l i m i t e  l a  q u a n t i t é  u .  A j o u t o n s  

q u e  l e s  d e u x  c o r d e s  e t  l a  l o n g u e u r  ±  A r  c o m p o s e r o n t  u n  t r i a n g l e ,  

r e c t a n g l e  d a n s  l e q u e l  l e  c ô t é  ±  A r  s e r a  o p p o s é  à  l ’ a n g l e  w .  D a n s  l e  

m ê m e  t r i a n g l e ,  l o r s q u e  l ’ a r c  ±  A  s d e v i e n d r a  i n f i n i m e n t  p e t i t ,  l ’ a n g l e  

o p p o s é  à  l a  c o r d e  d e  c e t  a r c  d i f f é r e r a  t r è s  p e u  d ’ u n  a n g l e  d r o i t ,  e t  

p o u r r a  ê t r e  r e p r é s e n t é  e n  c o n s é q u e n c e  p a r

± : z d é s i g n a n t  u n e  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e .  P a r .  s u i t e ,  l e  t r o i s i è m e  

a n g l e  o p p o s é  à  l a  c o r d e  d e  l ’ a r c  ±  r Ap  s e r a

'  ir
- - C O  +  6,

e t ,  e n  c o m p a r a n t  d e u x  à  d e u x  l e s  s i n u s  d e s  a n g l e s  a u x  c ô t é s  q u i  l e u r  

s o n t  o p p o s é s ,  o n  é t a b l i r a  l e s  é q u a t i o n s

d e s q u e l l e s  o n  t i r e r a ,  e n  é c r i v a n t  c o s ( c o  ±  e )  a u  l i e u  d e  s i n  ^  - w  +  e

e t  p a s s a n t  a u x  l i m i t e s  *

.. . * , dr . , r dp
( 4a )  ± 7* = s m u » ± - ^ f = c o s v .  ■

OEuvres de C . —  S- I l , t . V.. 25
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S i  l ’ o n  d i v i s e  l e s  f o r m u l e s  ( 4 2 )  l ’ u n e  p a r  l ’ a u t r e ,  o n  r e t r o u v e r a

l ’ é q u a t i o n  ( i 5 ) .  S i  a u  c o n t r a i r e  o n  l e s  a j o u t e ,  a p r è s  a v o i r  é l e v é  a u
✓

c a r r é  l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  c h a c u n e  d ’ e l l e s ,  o n  o b t i e n d r a  l a  f o r m u l e

dr2 +  r 2 dp2 · 
d ?  ~ 1 ’

q u i  c o ï n c i d e  a v e c  l ’ é q u a t i o n  ( 2 0 ) .  ·

C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  l e  t r i a n g l e  q u i  a  p o u r  s o m m e t s  l ’ o r i g i n e  

d o s  c o o r d o n n é e s ,  l e  p o i n t  ( p ,  r )  d e  l a  c o u r b e  p l a n e  e t  l e  c e n t r e  d e  

c o u r b u r e  c o r r e s p o n d a n t  à  c e  p o i n t .  S i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  p l e  r a y o n  d e  

c o u r b u r e  e t  p a r  ( P ,  R )  l e s  c o o r d o n n é e s  d u  c e n t r e  d e  c o u r b u r e ,  l e s  

t r o i s  c ô t é s  d u  t r i a n g l e  s e r o n t  r e s p e c t i v e m e n t  r, R  e t  p .  D e  p l u s ,  i l  e s t  

c l a i r  q u e ,  d a n s  l e  m ê m e  t r i a n g l e ,  l ’ a n g l e  a i g u  o u  o b t u s  c o m p r i s  e n t r e  

l e  r a y o n  v e c t e u r  r  e t  l e  r a y o n  d e  c o u r b u r e  p ,  p e r p e n d i c u l a i r e  h l a  

t a n g e n t e ,  s e r a  é q u i v a l e n t  à  l ’ a n g l e  u c o m p r i s  e n t r e  l a  t a n g e n t e  e t  l a  

p e r p e n d i c u l a i r e  a u  r a y o n  v e c t e u r ,  o u  a u  s u p p l é m e n t  d e  l ’ a n g l e  u .  

E n f i n ,  s i  l ’ o n  n o m m e  S l ’ a n g l e  r e n f e r m é  e n t r e  l e s  r a y o n s  v e c t e u r s  r  

e t  R ,  o n  a u r a  é v i d e m m e n t  \voir  l ’ é q u a t i o n  ( 3 g )  d o  l a  L e ç o n  p r é c é 

d e n t e ]

(4 3 ) ± 3  =  p — P ±: 2 /z 77,

n  d é s i g n a n t  u n  n o m b r e  e n t i e r  q u i  p o u r r a  s e  r é d u i r e  à  z é r o .  Q u a n t  a u  

t r o i s i è m e  a n g l e ,  i l  a u r a  p o u r  s u p p l é m e n t  l a  s o m m e  d e s  d e u x  a u t r e s ,  

s a v o i r ,

3 +  u ou 3 +  77 — u.

C e l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  c o m p a r e  l e s  s i n u s  d e s  t r o i s  a n g l e s  a u x  t r o i s  c ô t é s ,  

o n  t r o u v e r a

( 4 4 )

e t  l ’ o n  e n  c o n c l u r a

(45)

si n u _sin3 __sin(u ±  3 )
R p — r

R sin3 — p sinu, .

R cos3 — r =  qr p cosu.

S i  d a n s  c e s  d e r n i è r e s  f o r m u l e s  o n  r e m p l a c e  l ’ a n g l e  §  p a r  s a  v a l e u r
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t i r é e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 4 3 ) ,  o n  o b t i e n d r a  d e  n o u v e a u  l e s  f o r m u l e s  ( 3 9 ) .

11 n o u s  r e s t e  à  m o n t r e r  q u e l q u e s  a p p l i c a t i o n s  d e s  f o r m u l e s  g é n é 

r a l e s  q u e  n o u s  a v o n s  é t a b l i e s .

S i  n o u s  c o n s i d é r o n s  l a  s p i r a l e  d ’A r c h i m è d e  r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ é q u a 

t i o n

(46) r  — ap,

o n  t r o u v e r a

( 4 7  ) ’ r '— a, r " =  0 ,

e t  p a r  s u i t e ,  e n  s u p p o s a n t  l a  c o n s t a n t e  a  p o s i t i v e ,

(48)

(49)

tangu =  cot(^ — P )  =  y

1 =  2 + P*.. 1 =  ( i  +  — — ') — J = = . 
P a V l ~Pp2J a ^ i+ p ^

E n  m ê m e  t e m p s  l e s  f o r m u l e s  ( 3 7 )  d o n n e r o n t

(5o)
tang(P— p ) = p  +  - ,

,■ />* +  (l-h  p î y  _
( R * = ,

(2 -f- p ï Y  a 2 + p î \ H - p ‘

C e l a  p o s é ,  o n  a u r a ,  p o u r  u n e  v a l e u r  n u l l e  d e  l ’ a n g l e  p ,

(5i) tangu =  cot^) =  tangP =  u==f ’ p =  R =   ̂>

e t ,  p o u r  u n e  v a l e u r  i n f i n i e  d e  p ,

I l  n
(6 2 ) tangu — o, v — o, tang(P— p )  — -·, -  =- o, a.

0 p

O n  c o n c l u t  a i s é m e n t  d e  c e s  d i v e r s e s  f o r m u l e s  : i °  q u e  l a  s p i r a l é  d ’A r 

c h i m è d e  t o u c h e ,  à  l ’ o r i g i n e  d e s  c o o r d o n n é e s ,  l e  d e m i - a x e  p o l a i r e ;

20 q u e ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  c r o i s s a n t e s  d e  p ,  l ’ a n g l e  u e t  l a  c o u r b u r e  ~  

d é c r o i s s e n t  i n d é f i n i m e n t  d a n s  c e t t e  m ê m e  s p i r a l e ,  t a n d i s  q u e  l a  

v a l e u r  d e  R  c r o î t  s a n s  c e s s e ,  m a i s  d e  m a n i è r e  à  d e m e u r e r  c o m p r i s e
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e n t r e  l e s  l i m i t e s  R  =  R  =  a ;  3 °  q u e ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  t r è s  c o n s i 

d é r a b l e s  d e  p ,  l e  r a y o n  R  m e n é  d e  l ’ o r i g i n e  a u  c e n t r e  d e  c o u r b u r e  

d e v i e n t  s e n s i b l e m e n t  é g a l  à  l a  l o n g u e u r  a  e t  s e n s i b l e m e n t  p e r p e n d i 

c u l a i r e  a u  r a y o n  v e c t e u r  r. A j o u t o n s  q u e ,  s i ,  d a n s  l a  p r e m i è r e  d e s  

f o r m u l e s  ( 5 o ) ,  o n  s u b s t i t u e  l a  v a l e u r  r é e l l e  e t  p o s i t i v e  d e  p  t i r é e  d e  

l a  s e c o n d e ,  o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  d e  l a  f o r m u l e

2 -H p"- ' 2

o n  t r o u v e r a  p o u r  l ’ é q u a t i o n  p o l a i r e  d e  l a  d é v e l o p p é e

C e t t e  d é v e l o p p é e  e s t  é v i d e m m e n t  u n e  n o u v e l l e  s p i r a l e  q u i  o f f r e  u n  

p o i n t  d ’ a r r ê t  c o r r e s p o n d a n t  a u x  c o o r d o n n é e s  R  =  P  =  q u i  e s t  

n o r m a l e  e n  c e  p o i n t  a u  c e r c l e  d é c r i t  d e  l ’ o r i g i n e  c o m m e  c e n t r e  a v e c  

l e  r a y o n  - ,  e t  q u i ,  e n  s ’ é l o i g n a n t  d e  c e  m ê m e  c e r c l e ,  f a i t  u n e  i n f i n i t é  

d e  r é v o l u t i o n s  a u t o u r  d e  l ’ o r i g i n e ,  d e  m a n i è r e  à  s ’ a p p r o c h e r  d e  p l u s  

e n  p l u s  d e  l a  c i r c o n f é r e n c e  d ’ u n  s e c o n d  c e r c l e  c o n c e n t r i q u e  a u  p r e 

m i e r  e t  d é c r i t  a v e c  u n  r a y o n  d e u x  f o i s  p l u s  g r a n d .  C o m m e  l a  n o u v e l l e  

s p i r a l e  e t  l a  c i r c o n f é r e n c e  q u i  s ’ e n  a p p r o c h e  i n d é f i n i m e n t  n e  s e  r e n 

c o n t r e r o n t  j a m a i s ,  o n  p e u t  d i r e  q u e  c e s  d e u x  c o u r b e s  s o n t  a s y m p t o t e s  

l ’ u n e  d e  l ’ a u t r e .

S i  à  l a  s p i r a l e  d ’ A r c h i m è d e  o n  s u b s t i t u a i t  c e l l e  q u i  a  p o u r  é q u a t i o n

(54) v - - a p ’\

o n  t r o u v e r a i t

r' — n a p ’l~ l
nr

P
y(55) r ’ — n ( n  — i ) a p n~-
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et par suite

(5 6 )

( 5 7 )

' (5 8 )

CALCUL DIFFÉRENTIEL.

tangu =  cot(^ — p) :

i

P

n  ( n -+- i ) +  p* __ i_

!
tang(P — p ) — p-\-

■

n2 
— ? 
P

R2 __ p '1 -t- ( «~ +  p2 )~ 

[ « ( « . + 0  -H/)2] 2
ni aipta- t.

197

Si, dans les formules qui précèdent, on suppose la constante n posi

tive, on trouvera encore, pour une valeur nulle de p,

ï  Tt
(5g) ' tangu =  cot̂ p =  -> u =  -».

et pour une valeur infinie de p ,

(6 0) ' tangu =  o, u =  o, tang(P — p) — -*
» O

On en conclura que la courbe touche à l’origine le demi-axe polaire 

et devient, pour de grandes valeurs de p , sensiblement perpendicu

laire au rayon vecteur r. Dans la même hypothèse, les valeurs de p et 

de R, correspondantes à des valeurs nulles ou infinies de l’angle p> 

seront, comme cet angle, nulles.ou infinies, à moins que l’on ne sup

pose n — i, c’est-à-dire à moins que la courbe ( 5/J) ne se réduise à 

la spirale d’Archimède. Ajoutons que, pour obtenir la développée, il 

suffira d’éliminer p entre les équations ( 58).

Si l’on considère la spirale hyperbolique représentée par l’équation

(6 1) ■ rp =  a,

on trouvera . «
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et par suite, en supposant la constante a positive,

( 6 3 )

(64)

( 6 5)

Cela posé, on aura', pour une valeur nulle de p,

I 7T I
(6 6 ) tangu = — cot^ =  tangP =  g» u =  - ,  

et pour une valeur infinie de p ,

j '
(6 7) tangu =  o, v =  0, tang(P — p )  =  - ,  , p =  R =  o.

t a n g u  = —  c o t ( ^  —  p )  =

( i + p * -ÿ

)
t a n g ( P  —  p) — p  +  - ,

On conclut aisément de ces diverses formules : i° que l ’angle u est sen

siblement droit et la courbure sensiblement nulle pour de très petites 

valeurs de p, c’est-à-dire dans la partie de la spirale hyperbolique qui 

est très éloignée de l ’origine et se confond à très peu près avec 

l’asymptote de cette courbe; 20 que, pour des valeurs croissantes de 

l’angle p, l’angle u diminue sans cesse depuis u =   ̂ juiqu’à u =  o, 

et qu’on peut en dire autant du rayon de courbure p et du rayon vec

teur R, dont les valeurs, d’abord très grandes, finissent par s’éva

nouir. Ajoutons qu’il suffira d’éliminer p  entre les formules (65) 

pour obtenir l’équation de la développée, qui sera une nouvelle 

spirale, et qui aura, comme la spirale hyperbolique, la propriété 

remarquable de s’approcher indéfiniment de l’origine, sans pouvoir 

jamais l’atteindre.

Considérons enfin la spirale logarithmique représentée par l’équa
tion

p
r  =  ea.( 68)
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O n  t r o u v e r a  

(69)

e t  p a r  s u i t e  

(7°)

(70

CALCUL DIFFÉRENTIEL.

, r
r —  - ,

a

r

tangu - = cot(il· — p) =

i +
£ 2

e"= ( r +
a 3

r =  r seco.

199

La formule (70) suffit pour faire voir que la tangente et la normale 

à la courbe forment constamment les mêmes angles avec le rayon vec

teur r. On déduit immédiatement de cette remarque les constructions 

géométriques précédemment indiquées (page 53) comme propres à 

fournir toutes les droites tangentes et normales menées à la courbe 

par un point donné. De plus, on tire des formules ( 36)

(72)

et l’on en conclut

R sin (P — p) =  r ' — 

R cos(P — p) — o,

(y3) cos (P—p) =  o, s in (P— p) — i,

(74)

La plus petite valeur positive do P qui puisse vérifier les équa

tions (73) étant

(75) . P = p + \ >

on peut affirmer que les rayons vecteurs r et R de la courbe et de sa 

développée se coupent à angles droits, ou, en d’autres termes, que r 

et R sont les deux côtés d’un triangle rectangle qui a pour hypoté

nuse le rayon de courbure. Enfin, si l’on élimine r et/? entre les for

mules (68), (74) et (75), on trouvera pour l’équation polaire de la 

développée

(76)
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E n  r e m p l a ç a n t ,  d a n s  c e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l e ,  R p a r  r, e t  P p a r  

p  +  i  -+- a l ( a ) ,  o n  s e r a i t  é v i d e m m e n t  r a m e n é  à  1 é q u a t i o n  ( 6 8 ) .  11 

e n  r é s u l t e  : i °  q u e  l a  s p i r a l e ,  l o g a r i t h m i q u e  e t  s a  d é v e l o p p é e  s o n t  

d e u x  c o u r b e s  d e  m ê m e  f o r m e  e t  d e  m ê m e s  d i m e n s i o n s  ; 2 ° q u e ,  p o u i  

o b t e n i r  l a  d é v e l o p p é e ,  i l  s u f f î t  d e  f a i r e  t o u r n e r  l a  d é v e l o p p a n t e  a u t o u i  

d e  l ’ o r i g i n e ,  d e  m a n i è r e  q u e  c h a c u n  d e  s e s  p o i n t s  d é c r i v e ,  a v e c  u n

m o u v e m e n t  d e  r o t a t i o n  d i r e c t ,  u n  a n g l e  é g a l  à  -  h-  a  / ( a ) .
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TREIZIÈME LEÇON.

DE LA  TANGENTE ET DES PLANS TANGENTS, DES NORMALES ET DU PLAN NORMAL 

A UNE COURBE QUELCONQUE EN UN POINT DONNÉ. ASYMPTOTES ET POINTS SIN

GULIERS DES COURBES TRACÉES DANS L’ ESPACE.

C o n s i d é r o n s  u n e  c o u r b e  q u e l c o n q u e ,  r e p r é s e n t é e  p a r  d e u x  é q u a 

t i o n s  e n t r e  t r o i s  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  x ,  y ,  s.· D é s i g n o n s  p a r  

A x ,  A y ,  A s  l e s  a c c r o i s s e m e n t s  s i m u l t a n é s  q u e  p r e n n e n t  a?, y ,  z  d a n s  

l e  p a s s a g e  d ’ u n  p o i n t  à  u n  a u t r e ,  e t  p a r  a, b, c  l e s  a n g l e s  q u e  f o r m e  

a v e c  l e s  d e m i - a x e s  d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s  l a  c o r d e  o u  s é c a n t e  

m e n é e  d u  p o i n t  ( x , y ,  s )  a u  p o i n t  ( x  -t- A x , y  ·+- A y, z  h-  A s ) .  L e s  

é q u a t i o n s  ( 4 )  e t  ( 6 )  d e s  P r é l i m i n a i r e s ,  d o n n e r o n t

( 0

( 2 )

cosa =  

cosè =  

c o s c  =

Ax

\]Ax-~\- A As2

Ay ________

/̂A;c2 +  A/2h- A s2’ 

As

\j Ax2 -H A j2 -t- As2

cos a  cos b __ cos c
A x  Ay As

S i ,  d ’ a i l l e u r s ,  o n  r e p r é s e n t e  p a r  l ,  y], l  l e s  c o o r d o n n é e s  d ’ u n  p o i n t  

q u e l c o n q u e  d e  l a  c o r d e  d o n t  i l  s ’ a g i t ,  o n  a u r a  e n c o r e

(3)

e t ,  p a r  s u i t e ,

(4) ·

 ̂ — x _y) — y __ Z—  z
cos a cosé cosc

£ — x  _y) — y __Z — s
A x . A y  As

O Euvres d e  C. — S. II, t .  V. 26
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O n  p o u r r a i t ,  a u  r e s t e ,  é t a b l i r  d i r e c t e m e n t  c e t t e  d e r n i è r e  é q u a t i o n  e n  

p r o j e t a n t  s u c c e s s i v e m e n t  s u r  l e s  t r o i s  a x e s  d e s  x ,  y ,  s  l e s  d e u x  l o n 

g u e u r s  c o m p r i s e s ,  d ’ u n e  p a r t ,  e n t r e  l e  p o i n t  ( x ,  y ,  s )  e t  l e  p o i n t  

( \ ,  Y), £ ) ,  d e  l ’ a u t r e ,  e n t r e  l e s  p o i n t s

O ,  y, z)  et ( x  -t- Ax, y  Ay, s  H- As).

E n  e f f e t ,  i l  s e r a i t  f a c i l e  d e  r e c o n n a î t r e  : i °  q u e  c h a c u n e  d e s  f r a c t i o n s  

c o m p r i s e s  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 4 )  e s t  é q u i v a l e n t e ,  a u  s i g n e  p r è s ,  a u  

r a p p o r t  e n t r e  l e s  p r o j e c t i o n s  d e s  d e u x  l o n g u e u r s  s u r  u n  m ê m e  a x e ,  

e t ,  p a r  c o n s é q u e n t ,  a u  r a p p o r t  d e s  l o n g u e u r s  e l l e s - m ê m e s ;  i °  q u e  c e s  

t r o i s  f r a c t i o n s  s o n t  d e s  q u a n t i t é s  d e  m ê m e  s i g n e ,  s a v o i r ,  d e s  q u a n t i t é s  

p o s i t i v e s ,  l o r s q u e  l e s  p o i n t s

(?. fi, K) et ( x  -+ Ax, y  -+- Ay, s -b As)

s o n t  s i t u é s  d u  m ê m e  c ô t é  p a r  r a p p o r t  a u  p o i n t  ( x , y ,  s ) ,  e t  d e s  

q u a n t i t é s  n é g a t i v e s  d a n s  l e  c a s  c o n t r a i r e .  L a  f o r m u l e  ( 4 )  a i n s i  é t a b l i e  

s ’ é t e n d  é v i d e m m e n t  a u  c a s  m ê m e  o ù  l ’ o n  d é s i g n e r a i t  p a r  x ,  y ,  s  d e s  

c o o r d o n n é e s  r e c t i l i g n e s  o b l i q u e s .

C o n c e v o n s  à  p r é s e n t  q u e  l e  p o i n t  ( x  +  A  x ,  y  -+- Ay ,  s  +  A s )  v i e n n e  

à  s e  r a p p r o c h e r  i n d é f i n i m e n t  d u  p o i n t  ( x , y ,  s ) .  L a  s é c a n t e  q u i  j o i n t  

l e s  d e u x  p o i n t s  t e n d r a  d e  p l u s  e n  p l u s  à  s e  c o n f o n d r e  a v e c  u n e  c e r 

t a i n e  d r o i t e  q u e  l ’ o n  n o m m e  tan g en te  à l a  c o u r b e  d o n n é e ,  e t  q u i  

touche  l a  c o u r b e  a u  p o i n t  ( a ? ,  y ,  z ) .  P o u r  o b t e n i r  l e s  a n g l e s  oc, [3, y  q u e  

f o r m e  c e t t e  t a n g e n t e  p r o l o n g é e  d a n s  u n  c e r t a i n  s e n s  a v e c  l e s  d e m i -  

a x e s  d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s ,  i l  s u f f i r a  d e  c h e r c h e r  l e s  l i m i t e s  v e r s  

l e s q u e l l e s  c o n v e r g e n t  l e s  a n g l e s  a, b, c, t a n d i s  q u e  l e s  d i f f é r e n c e s  A x ,  

A y ,  A s  d e v i e n n e n t  i n f i n i m e n t  p e t i t e s .  C e l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  a  é g a r d  a u  

p r i n c i p e  é t a b l i  à  l a  p a g e  3 o  d u  C a l c u l  d i f f é r e n t i e l ,  o n  t i r e r a  d e s  é q u a 

t i o n s  ( 1)  e t  ( 2 )

( 5 )

COS a :

cOs (3 -=

clx

\!d x '1 -+- dy2 -1- d z 2 

_ _  dy  

d x 2 h-  d y 2 -t- d z 2

dz
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c o s a _co s (3__cosy

d x  ~  dy dz

Si, de plus, on nomme?, Y], ? les coordonnées d’un point quelconque, 

non plus d’une sécante, mais de la tangente à la courbe, la for

mule (18) des Préliminaires donnera

(7 )

et l’on en conclura

' ( S )

\ —  x  _  i) —  y  _  g —  s 
cosse ~  co s (3 cosy

? — oo _  vi — y _  K — s
dx dy dz

Les formules (5), (6), (8) subsistent, quelle que soit la variable 

indépendante. La dernière peut être immédiatement déduite de l’é

quation (4); et, par conséquent, la formule (8) s’étend au cas même 

où l’on désigne par x , y , z des coordonnées rectilignes, mais 

obliques.

On dit qu’un plan est tangent à une courbe en un point donné, 

quand il passe parla tangente en ce même point..D’après cette défi

nition, il est clair que par un point donné sur une courbe quelconque 

on peut mener à cette courbe une infinité de plans tangents.

On dit qu’une droite est normale à une courbe, en un point donné, 

lorsqu’elle est perpendiculaire à la tangente en ce point. Cela posé, 

on pourra évidemment mener à une courbe par chaque point une in

finité de normales qui seront toutes comprises dans un même plan. 

Ce plan unique est ce qu’on nomme le plan normal. Si l ’on appelle 

toujours a, ¡3, y les angles formés par la tangente à la courbe que l’on 

considère avec les demi-axes des coordonnées positives, et si de plus 

on désigne par ?, y], '( les coordonnées d’un point quelconque du 

plan normal, l’équation de ce plan [voir la formule (66) des Prélimi

naires] sera -

(9) (| —  x )  cosoc H- (yi —  y )  co s|3 +  (£ —  z)  cosy =  o, 

ou, si l ’on a égard à la formule (6),

(10) (? —  x )  d x  H- (Y) —  y )  dy +  (£ —  z ) dz rrr o.
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C e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l e  s u b s i s t e ,  q u e l l e  q u e  s o i t  l a  v a r i a b l e  i n d é p e n 

d a n t e .

S o i e n t  m a i n t e n a n t

( ' 0 P — O

l e s  d e u x  é q u a t i o n s  d e  l a  c o u r b e  d o n n é e ,  c ’ e s t - à - d i r e  l e s  é q u a t i o n s  

d e  d e u x  s u r f a c e s  q u i  l a  r e n f e r m e n t ,  e n  s o r t e  q u e  u e t  v d é s i g n e n t  

d e u x  f o n c t i o n s  d e s  t r o i s  v a r i a b l e s  x ,  y ,  s .  O n  t i r e r a  d e s  f o r m u l e s  ( i  i )

(J2)

du , du , du ,—  dx  ·+- -v— bv +  -r— as — o,
dx dy J ds

dp , dp , dp ,
aÆ +  -r-rfy  +  —  as — o,

d v  " d · !  7dx " ' dy ' d

p u i s ,  e n  a y a n t  é g a r d  à  l a  f o r m u l e  ( 6 ) ,

(.3)

du du
4- - .-c o s fi +  -^-cosy = 

dy 1 ds ‘ o,
du cosa , , .
dx dy

dp dp 0 dp—  cosa 4- -r— cosfi +  -TT- cos y =  o.
dx dy ds '

C e s  d e r n i è r e s ,  j o i n t e s  à  l ’ é q u a t i o n

(i4) cos2a 4 - cos2|3 4 - ços2y =  i,

s u f f i r o n t  p o u r  d é t e r m i n e r ,  a u x  s i g n e s  p r è s ,  l e s  v a l e u r s  d o  c o s a ,  c o s ¡3 , 

c o s y .  O n  e n  c o n c l u r a  e f f e c t i v e m e n t

cosa cos(3 cosy

) <

du dp du dp du dp du dp du dp du dp
dy ds ds dy ds dx dx ds dx dy dy dx

du dp du dp V  (du dp du dp\ 2 (du dp du dp Y*
\dy d s ds dy) \ds dx dx ds) \dx dy dy d x )

C e l a  p o s é ,  l e s  f o r m u l e s  ( 7 )  e t  ( 9 ) ,  c ’ e s t - à - d i r e  l e s  é q u a t i o n s  d e  l a  

t a n g e n t e  e t  d u  p l a n  n o r m a l ,  d e v i e n d r o n t

|  —  x  .___ __  ri —  y  __ __ _____ C s_____

du dp du dp ~  du dp du dp du dp du dp ’ ·
dy ds ds dy ds dx dx ds dx dy dy dx

0 '6 )
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e t

( ' 7 )

d u  d v \ /r

Tz - ¿ ¿ P ·

. ( d u  dv

+  déc

d u  dv 

d x  àz — y)

. 4 *
d u  âv d u  d v \

d x  d y  ' à y  d x  / " ' — 0

A j o u t o n s  q u e  l a  f o r m u l e  ( i 6 )  p e u t  ê t r e  r e m p l a c é e  p a r  l e s  d e u x  é q u a 

t i o n s

. ( i 8 )

rr \ d u , . d u  . d u

rc . dv . d v  . d v

q u e  l ’ o,n d é d u i t  i m m é d i a t e m e n t  d e s  é q u a t i o n s  ( 1 2 )  c o m b i n é e s  a v e c  l a  

f o r m u l e  ( 8 ) .  L e s  é q u a t i o n s  ( 1 8 ) ,  t o u t e s  d e u x  l i n é a i r e s  p a r  r a p p o r t  

a u x  v a r i a b l e s  \,  yj ,  £,  r e p r é s e n t e n t  d e u x  p l a n s  q u i  s e  c o u p e n t  s u i v a n t  

l a  t a n g e n t e ,  e t  q u i c o r r e s p o n d e n t  a u x  d e u x  s u r f a c e s  d o n t  l ’ i n t e r s e c 

t i o n  p r o d u i t  l a  c o u r b e  d o n n é e .  D e  p l u s ,  i l  r é s u l t e  é v i d e m m e n t  d e s  

f o r m u l e s  ( 1 2 )  e t  ( 1 8 )  c o m p a r é e s  e n t r e  e l l e s  q u e ,  p o u r  obtenir les 

équations de la ta n g en te à une courbe quelconque, il suffit de rem placer, 

dans les équations différentielles de la courbe, les différentielles d x ,  

d y , d z  p a r  les différences fin ie s  \ —  x ,  Y] —  y ,  £ —  s .

L o r s q u e  u e s t  u n e  f o n c t i o n  d e s  s e u l e s  v a r i a b l e s  x ,  y ,  l a  p r e m i è r e  

d e s  f o r m u l e s  ( 1 1 )  r e p r é s e n t e  l a  p r o j e c t i o n  d e  l a  c o u r b e  s u r  l e  p l a n  

d e s  x ,  y .  D a n s  l e  m ê m e  c a s ,  l a  p r e m i è r e  d e s  é q u a t i o n s  ( t 8 ) ,  r é d u i t e  

à  l a  f o r m e

0 9 )
. ,  \ d u  . d u

r e p r é s e n t e  à  l a  f o i s  l a  t a n g e n t e  d e  l a  p r o j e c t i o n  e t  l a  p r o j e c t i o n  d e  l a  

t a n g e n t e .  L a  r e m a r q u e  q u e  n o u s  v e n o n s  d e  f a i r e  é t a n t  i n d é p e n d a n t e  

d e  l a  p o s i t i o n  d u  p l a n  ç l e s  x ,  y ,  i l  e s t  p e r m i s  d e  c o n c l u r e  q u e  la p r o 

je ctio n  de la tan g en te à une courbe quelconque sur un p la n  d o n n é se con 

f o n d  toujours avec la  tan gente de la courbe projetée sur le m êm e p la n .  

O n  p o u r r a i t  e n c o r e  é t a b l i r  c e  p r i n c i p e  p a r  l a  s e u l e  G é o m é t r i e .  E n  

e f f e t . ,  s o i t  P  u n  p o i n t  c h o i s i  à  v o l o n t é  s u r  u n e  c o u r b e  q u e l c o n q u e ,  

e t  Q  u n  s e c o n d  p o i n t  t r è s  v o i s i n  d u  p r e m i e r .  S u p p o s o n s  d e  p l u s
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que, la courbe étant projetée sur un plan dçnné, on désigne par/?' 

la projection du point P, et par q la projection du point Q. Enfin, 

concevons que le point Q vienne à se rapprocher indéfiniment du 

point P, ce fqui ne peut avoir lieu-sans que le point q se rapproche 

lui-même indéfiniment du point/?. La sécante PQ de la courbe consi

dérée dans, l’espace aura évidemment pour projection la sécante pq 

de la courbe projetée; et comme cette proposition sera vraie, quelque 

petite que soit la distance des points P et Q, on peut affirmer qu’elle 

subsistera encore à la limite, c’est-à-dire lorsque les sécantes PQ, pq 

se transformeront dans les tangentes menées à la courbe proposée par 

le point P, et à la courbe projetée par le point/?.

Nous allons maintenant montrer quelques applications des for

mules qui précèdent.

Exemple I. — Considérons l’ellipse produite par l’intersection du 

cylindre à base circulaire qui a pour équation

( 20) y^—  R 2,

et du plan

(2 t) k x  -t- B/ h- Cs =  D.

s

Les équations différentielles de cette ellipse étant respectivement

(2 2 ) x  dx -l· y  dy =  o, A dx  -+- B dy -1- C dz —  o,

les angles a, [3, y, formés par la tangente avec les demi-axes des 

coordonnées positives, vérifieront les deux formules

(23) x  cos a -l- y cos ¡3 o, A cosa -+- D cos|3 +  G cosy = 0 .

On aura, en conséquence,

cosa _cos(3 _  cosy __  1
( 2 4 )

y X
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De plus, on trouvera pour l'es équations de la tangente

«(.? — J? ' ) =  A(  ̂— x) +  B(-o ~ j )  +  C(C— s) — o,

ou, ce qui revient au même,

(2 5 ) +  y n  —  R 2, A ? -+- R n  -t- C£ =  I ) ,  

et l’équation du plan normal deviendra

(2 6 ) — -nx)-i-(Bx — A/)(Ç^--) =  o.

Les équations (20) représentent, comme on devait s’y attendre, la 

tangente au cercle qui sert de base au cylindre dans le plan des x ,  y ,  

et le plan même de la courbe que l’on considère.

E x e m p le  I L  — Considérons la courbe produite par l’intersection 

du cône droit à base circulaire, qui a pour équation

(27) x ^ y a- = a i z i , 

et du plan

(2 8 ) A æ +  13/ +  C.- =  D;

On trouvera pour les équations de la tangente

(29) . x \ -HJ'Y) —  a^sÇ, A S .+  Bï) H- CÇ =  I), 

et pour l’équation du plan normal

(30) C(S/ — — ÀY))a2- - t - ( B «  — Aj)(Ç — 2 — a* s) =  0,

Les équations (29) représentent, comme on devait s’y attendre, deux 

plans dont l’un passe par l’origine et par une génératrice du cône, 

tandis que l’autre se confond avec le plan de la courbe. Il suffit de 

construire ces deux plans pour tracer la tangente à la courbe pro

posée, qui peut être une section conique quelconque.

E x e m p le  H L  — Considérons la courbe produite par l’intersection 
de la sphère

( 3 i ) R*
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et du cylindre droit

(3a) ( ¿ r - o u  -  R*4-3*=o, ■

dont la base est un cercle qui a pour diamètre le rayob de la sphère. 

Cette courbe aura évidemment pour projections, sur le plan des x ,  y ,  

la parabole

(33) y '1 — R (R — x) ;

sur le plan des z, x , le cercle qui sert de base au cylindre, et sur le 

plan des j ,  s, la lemniscate représentée par l’équation

( 3 4 )  R 'z*  =  y * { W - y * ) .

Donc la tangente à la courbe proposée aura pour projections sur les 

plans coordonnés les tangentes à la parabole au cercle et à la lemnis

cate, c’est-à-dire les trois droites représentées par les équations

i y *1 ■+■ ïR£ =  R(R — *«£)»
( 3 5 ) ( a ; _ | R ) ? + - ç  =  i R a .,

( RscÇ— (R2— 2y2)yn=yK

Quant à l’équation du plan normal, elle peut être présentée sous 

la forme

( 3 6 )
£ _  (ri  _  Ç \

x  s ' 2 x  \ y  z J

A l’inspection de cette dernière, on reconnaît immédiatement que 

le plan, normal renferme le rayon vecteur mené de l’origine au 

point O .  y ) .

E x e m p le  IV .  — On nomme hélice  une courbe tracée sur la surface 

d’uni cylindre droit à’base circulaire, de manière que la tangente à la 

courbe forme toujours le même angle avec la génératrice du cylindre. 

Supposons, pour fixer les idées, que l’axe du cylindre, qu’on peut 

aussi appeler l ’a x e  de l ’hélice, se confonde avec l’axe des z ,  et que la 

base du cylindre coïncide avec le cercle représenté par l’équation

( 3 7 ) x i +  yî =  R 2·
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Considérons, dans ce même cercle, un rayon mobile qui, d’abord ap

pliqué sur le demi-axe des x  positives, tourne autour de l’origine avec 

un mouvement de rotation direct ou rétrograde. Enfin, nommons p 

l’angle variable que ce rayon décrit, pris avec le signe -+-, dans le 

cas où le mouvement de rotation est direct, et avec le signe — ‘dans 

le câs contraire. Il suffira, pour construire une hélice, de concevoir 

qu’à partir de l’extrémité du rayon mobile on porte sur la génératrice 

du cylindre, dans le sens des z  positives lorsque p  sera positif, et dans 

le sens des s négatives lorsque p  deviendra négatif, une longueur 

proportionnelle à l’angle ± p ,  ou, ce qui revient au même, à l’arc 

±  Rp compris entre les côtés de cet angle, et représentée en consé

quence par un produit de la forme ±aR/> (a désignant un nombre 

constant). En effet, soient x ,  y ,  z  les coordonnées de la courbe dé

crite par l’extrémité de cette longueur : on aura évidemment

( 3 8 )  ¿r =  R c o s / ) ,  7  =  R s i n / ? ,  z —  aWp,  

e t  l ’ o n  e n  c o n c l u r a

( 39 )  . d x  —  —  R s i n / i i f / ) ,  dy  =  R  cos/> dp, dz =  a R d p .

Cela posé, les formules ( 5) donneront

, s i n n  „ c o s  p a
(40) cos« = ---------- -— > cosp =  -  : , cos y —

V 1 +  a 1 y i - l - « 2 y/i-|-  a1

O r  i l  r é s u l t e  é v i d e m m e n t  d e  l a  d e r n i è r e  d e s  é q u a t i o n s  ( ¿ i o )  q u e  

l ’ a n g l e  y  f o r m é  p a r  l a  t a n g e n t e  à  l a  c o u r b e  a v e c  l ’ a x e  d e s  z ,  e t  p a r  

s u i t e  a v e c  l a  g é n é r a t r i c e  d u  c y l i n d r e ,  e s t  u n  a n g l e  c o n s t a n t .

Pour obtenir les équations de l’hélice en coordonnées rectangu

laires, il suffirait d’éliminer p  entre les formules ( 38). Si l’on 

commence par éliminer p  entre les deux premières, on retrouvera 

l’équation ( 3 y ) ,  qui est effectivement une des équations de la courbe. 

De plus, on tire des formules (38)

OEuvres de C. —  S .  U ,  t .  V . 27
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et, par suite,

<4 l )  Î  =  t a n g i  011 *  =  a R a r c t a n g ( ( £ ) ) ·

Cette dernière équation représente la surface hêlicoïde  engendrée par 

une droite qui reste toujours comprise dans un plan mobile perpen

diculaire à l’axe des z, qui rencontre cet axe au même point que le 

plan, et qui tourne autour du point de rencontre de manière à décrire 

dans le plan mobile des angles proportionnels aux distances par

courues par le point dont il s’agit. Comme la même surface coupe 

évidemment le cylindre suivant deux hélices, dont les points corres

pondants se trouvent situés à égales distances de l’axe des s sur la 

droite génératrice de la surface, on peut affirmer que le système des 

équations (37) et (Zji) représentera ces deux hélices, dont l’une se 

confond avec la courbe propdsée.

Si l’on éliminait la variable p entre la première et la troisième des 

formules (38), ou bien entre la seconde et la troisième, alors, au lieu 

de l’équation (41)* l ’on obtiendrait l’une des suivantes :

( 4 a ) ¿c =  R c o s - 4v
' ' ait

m

En réunissant l’une de celles-ci à la formule ( 3y), on retrouverait 

encore-un système de deux équations propre à représenter deux 

héli ces, dont l’une se confondrait avec la proposée, et qui auraient 

toutes deux la même projection sur le plan des z, x , ou sur le plan 

des y, z.

Enfin, si l’on réunissait la formule (42) à la formule (43), ou l’une 

de celles-ci à la formule (4 1)» on obtiendrait un système de deux 

équations propre à représenter seulement la première hélice à la

quelle appartiennent les équations ( 38). Ajoutons que, dans la re

cherche des propriétés de l’hélice, on peut avec’ avantage remplacer 

les équations en coordonnées rectangulaires par le système des for-

011

o u

: =  « R  a r c  c o s  ( ( ^  j

=  aR arc sin
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mules (38). Nous avons déjà vu comment on déduisait de ces der

nières les valeurs de cosa, cos(3, cosy. Si, maintenant, on les applique 

à la détermination de la tangente et du plan normal, on trouvera pour 

les équations de la tangente

( 4 4 ) L z £ _  =  2 = *  =  £ = î ,
— smp coup a

et pour l ’équation du plan normal

(45) (n — y) cosp — (£ — #) smp +  a(Ç — z) =  o.
«

On a fait voir dans la troisième Leçon comment on pouvait déter

miner les asymptotes des courbes planes : on déterminerait avec la 

même facilité les asymptotes d’une courbe tracée dans l’espace et re

présentée par deux équations entre les coordonnées rectangulaires x, 

y , z, c’est-à-dire les droites dont cette courbe s’approcherait indéfini

ment, sans pouvoir jamais les rencontrer. Supposons, pour fixer les 

idées, que l’on cherche d’abord les asymptotes non parallèles au plan 

des j ,  z; et soient

( 4 6 )  y  —  kx - L- l ,  z —  K a r - t - L

les équations de l’une d’entre elles. On pourra, des équations de la 

courbe, tirer des valeurs de y  et de z, en fonction de x ,  qui se rédui

ront sensiblement, pour de très grandes valeurs numériques de x , 

aux valeurs de y  et de z fournies par les équations (46), et qui se 

présenteront sous les formes

( 4 7 )  y =  k x - \ - l + i ,  z — K x  -+- L  +  I,

i et I désignant deux quantités variables qui s’évanouiront avec 

Or, si l’on fait converger -  vers la limite zéro, on tirera successive- 

ment des équations (47)

l i m  ^  =  k, l i m  -  =  K ,
x  x ’

l i m  ( y — k x ) = l , ·  l i m ( s  —  K a ? )  =c  L .

(48)

(49)
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Donc, pour déterminer les constantes k, K, il suffira de poser dans les 

équations de la courbe

( 5 0 )  y  =  sx, z —  Sa?,

puis de chercher la limite ou les limites vers lesquelles convergeront 

les variables s et S, tandis que la valeur numérique de x  croîtra 

indéfiniment. De plus, après avoir trouvé les constantes k, K, on 

obtiendra les constantes l, L, en posant dans les équations de la 

courbe
»

( 5 1 )  y —  kx-\-t, a  =  K a J H - T ,

et cherchant les limites desquelles t et T s’approcheront sans cesse 

pour des valeurs numériques croissantes de la variable x . A chaque 

système de valeurs finies des quantités k, K, l, L, correspondra une 

asymptote de la courbe proposée.

En raisonnant de la même manière, mais échangeant entre elles les 

coordonnées x , y , z, on obtiendrait évidemment les asymptotes non 

parallèles au plan des z, x ,  ou au plan des x , y .

On pourrait encore déterminer les asymptotes d?une courbe tracée 

dans l’espace, en observant que leurs projections sur chacun des trois 

plans coordonnés sont, en général, des asymptotes de la courbe pro

jetée. Seulement, la projection de l’une des premières asymptotes 

sur l ’un des trois plans coordonnés se réduirait à un point, si cette 

asymptote était perpendiculaire au plan. Alors le point en question 

deviendrait un point d’arrêt de la courbe projetée.

Si l’on considère, en particulier, l’hyperbole que produit l’inter

section d’un plan et d’un hyperboloïde représentés par deux équations 

de la forme

(52) f x  +  g y  +  hz=z  o 

et

(53) h .x-+  Cas-i- 2 Dyz  -+- iTLzx -4- iT?xy =  const.,

on prouvera sans peine, en recourant à l’une des méthodes ci-dessus
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i n d i q u é e s ,  q u e  c e t t e  h y p e r b o l e  a  p o u r  a s y m p t o t e s  l e s  d r o i t e s  r e p r é 

s e n t é e s  p a r  l e  s y s t è m e  d e s  d e u x  f o r m u l e s

f x  +  gy +  hz =  0 ,

A i » 2H- C.s2-t- 2 D y z  -+- 2 E zx 2 F o o y  — o.

E n  t e r m i n a n t  c e t t e  L e ç o n ,  n o u s  f e r o n s  r e m a r q u e r  q u e  l e s  p o i n t s  

d ’ a r r ê t  o u  d e  r e b r o u s s e m e n t ,  l e s  p o i n t s  s a i l l a n t s ,  l e s  p o i n t s  m u l t i p l e s ,  

e t ,  e n  g é n é r a l ,  l e s  p o i n t s  s i n g u l i e r s  d ’ u n e  c o u r b e  t r a c é e  d a n s  l ’ e s p a c e ,  

o n t  o r d i n a i r e m e n t  p o u r  p r o j e c t i o n s  s u r  c h a c u n  d e s  p l a n s  c o o r d o n n é s  

d e s  p o i n t s  q u i  o f f r e n t  l e s  m ê m e s  s i n g u l a r i t é s ,  m a i s  q u i  a p p a r t i e n n e n t  

à  l a  c o u r b e  p r o j e t é e .  C ’ e s t  p o u r q u o i  n o u s  n ’ a j o u t e r o n s  r i e n  à  c e  q u e  

n o u s  a v o n s  d i t  d a n s  l a  q u a t r i è m e  L e ç o n  s u r  l e s  p o i n t s  s i n g u l i e r s  d e s
1

c o u r b e s .
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QUATORZIÈME LEÇON.
0

DES PLANS TANGENTS ET DES NORMALES AUX SURFACES COURBES.

C o n s i d é r o n s  u n e  s u r f a c e  c o u r b e  r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ é q u a t i o n

0 ) U —  O,

d a n s  l a q u e l l e  u  d é s i g n e  u n e  f o n c t i o n  d e s  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  

oc, y ,  z .  S i ,  p a r  u n  p o i n t  (c c ,y ,  z )  d o n n é  s u r  c e t t e  s u r f a c e ,  o n  e n  f a i t  

p a s s e r  u n e  s e c o n d e  q u i  l a  c o u p e  s u i v a n t  u n e  c e r t a i n e  c o u r b e ,  l a  t a n 

g e n t e  m e n é e  e n  c e  p o i n t  à  l a  c o u r b e  d o n t  i l  s ’ a g i t  s e r a  e l l e - m ê m e  l a  

l i g n e  d ’ i n t e r s e c t i o n  d e  d e u x  p l a n s  r e p r é s e n t é s  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( 1 8 )  

d e  l a  L e ç o n  p r é c é d e n t e .  O r  l ’ u n  d e  c e s  p l a n s  s a v o i r ,  c e l u i  d o n t  l e s  

c o o r d o n n é e s  v a r i a b l e s  \ ,  Y], £ v é r i f i e r o n t  l a  f o r m u l e

( » )
.d u  . . d u ... .d u

■ « - * > 7 ,; = 0 ·

s e r a  é v i d e m m e n t  i n d é p e n d a n t  d e  l a  n a t u r e  d e  l a  s e c o n d e  s u r f a c e ,  e t ,  

p a r  c o n s é q u e n t ,  a u s s i  d e  l a  n a t u r e  d e  l a  c o u r b e  d ’ i n t e r s e c t i o n .  D o n c ,  

t o u t e s  l e s  c o u r b e s  t r a c é e s  s u r  l a  p r e m i è r e  s u r f a c e  d e  m a n i è r e  à  p a s s e r  

p a r  l e  p o i n t  (o c,y , z )  a u r o n t  l e u r s  t a n g e n t e s  e n  c e  p o i n t  c o m p r i s e s  

d a n s  u n  s e u l  p l a n .  C e  p l a n  u n i q u e ,  d o n t  l ’ é q u a t i o n  c o ï n c i d e  a v e c  l a  

f o r m u l e  ( 2 ) ,  e s t  c e  q u ’ o n  a p p e l l e  l e  p la n  la n g en t  m e n é  à  l a  p r e m i è r e  

s u r f a c e  p a r  l e  p o i n t  d o n n é  ( 1 ) .

L e s  r a i s o n n e m e n t s  q u e  l ’ o n  v i e n t  d e  f a i r e  s u b s i s t e r a i e n t  t o u j o u r s ,  

e t  p a r  s u i t e  l ’ é q u a t i o n  d u  p l a n  t a n g e n t  c o n s e r v e r a i t  e n c o r e  l a  m ê m e

(*) La méthode que nous venons de suivre pour trouver lo plan tangent à une surface 
est celle que M. Ampère a exposée dans ses Leçons à l’École royale Polytechnique.
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forme, si, dans la fonction u, les variables x ,  y ,  z  représentaient, non 

plus des coordonnées rectangulaires, mais des coordonnées obliques.

Si, en faisant varier à la fois x ,  y  et z ,  on différentie l’équation 

finie de la surface proposée, on obtiendra son équation différentielle 

du premier ordre, savoir

(3 )
du , du ,-t— d x  H—r— dy  
à x  dy

o.

En comparant cette dernière à la formule (2), 011 reconnaît que, pour 

obten ir l ’équ ation  du p la n  tan gent, i l  suffit de rem placer, dans l ’équa

tion différentielle de la surface, les différentielles d x ,  dy, d z  p a r  les 

différences fin ie s  £ —  x ,  rj — y ,  —  z .

Si, par le point (x , y , z)  de la surface donnée, on mène une droite 

perpendiculaire au plan tangent, cette droite sera ce qu’on appelle 

la norm ale  correspondante au point dont il s’agit. Soient p, v les 

angles formés par cette normale prolongée dans un certain sens avec 

les demi-axes des coordonnées positives. I/équation du plan tangent 

pourra être présentée sous la forme

(4) (£ — æ) cosX -h (n — y ) cosp-h (Ç — z)  cosv =' o

( voir  le quatrième problème des Préliminaires). Or, pour que les 

équations (2) et (4) s’accordent entre elles et fournissent les mêmes 

valeurs de 'Ç —  z ,  quelles que soient d’ailleurs les valeurs attribuées 

aux variables Ç, y), il est nécessaire et il suffit que les cosinus des 

angles k, p, v vérifient les deux équations

(5)

du du
co s^_ d r COSfJt. _ dy
cosv du ’ cosv — du

dz dz

comprises l’une et l’autre dans la formule

( 6 )
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S i  m a i n t e n a n t  o n  f a i t ,  p o u r  a b r é g e r ,

( 7 ) P , =

1
2 “I 2■ /'«?«y  ( d u V  , / ¿ « Y i

_ [ < > * )  +  ( f y )  ‘ V - j  J

o n  t i r e r a  d e  l a  f o r m u l e  ( 6 ) ,  e n  s u p p o s a n t  l e  d o u b l e  s i g n e  r é d u i t  a u  

s i g n e  H - ,

1 du 1 du 1 du

R à x  R dy R dz
( 8) c o s X

e t ,  e n  s u p p o s a n t  l e  d o u b l e  s i g n e  r é d u i t  a u  s i g n e  — ,

, . , I du
i g )  c o s  À —  - j - ,  c o s p .  —

1 du

D  àÿ*

[ du
COSV = —  -pr - r - ·

R dz

A j o u t o n s  q u e i  p o u r  d é t e r m i n e r  l e s  a n g l e s  A ,  p.,  v,  o n  d e v r a  e m 

p l o y e r  o u  l e s  é q u a t i o n s  ( 8 )  o u  l e s  é q u a t i o n s  ( 9 ) ,  s u i v a n t  q u e  l a  

n o r m a l e  a u r a  é t é  p r o l o n g é e  d a n s  u n  s e n s  o u  d a n s  u n  a u t r e  à  p a r t i r  d u  

p o i n t  ( x , y ,  z ) .

L a  f o r m u l e  ( 6 )  u n e  f o i s  é t a b l i e ,  i l  d e v i e n t  f a c i l e  d e  t r o u v e r  l e s  

d e u x  é q u a t i o n s  d e  l a  n o r m a l e  m e n é e  p a r  l e  p o i n t  (c e ,y , z ) .  E n  e f f e t ,  

s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  X, yj, Ç l e s  c o o r d o n n é e s  v a r i a b l e s  d e  c e t t e  d r o i t e ,  

o n  a u r a ,  e n v e r t u  d e  c e  q u i  a  é t é  d i t  d a n s  l e s  P r é l i m i n a i r e s  ( p .  1 8 ) ,

(10)
X —  x  _  y) —  y  _  K —  z , 

c o s X  c o s p  COSV

p u i s ,  e n  r e m p l a ç a n t  l e s  q u a n t i t é s

c o s X ,  COS P ,  COSV

p a r  l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s

du

du:’

du

d y ’

du

d z ’

q u i  l e u r  s o n t  r e s p e c t i v e m e n t  p r o p o r t i o n n e l l e s ,  o n  o b t i e n d r a  l a  f o r 

m u l e

0 0
X —  x  _  ï ) —  y  _  K —  z 

d u  d u  d u

à æ  d y  d z

q u i  c o m p r e n d  l e s  d e u x  é q u a t i o n s  c h e r c h é e s .
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L’angle aigu formé par le plan tangent au point ( x , y , z )  avec le 

plan des x , y  est ce qu’on nomme Y inclinaison du plan tangent, ou 

Y inclinaison de la surface en ce point. Ce même angle est évidemment 

égal à l’angle aigu formé par la normale avec l’axe des z. Donc, si l’on 

désigne par v l’inclinaison de la surface au point (x , y , z), la valeur. 

de t sera l’une de celles que fournissent pour l’angle v les for

mules (8) et (9). On aura, en conséquence,

(1 2 )

(.3)

C O S T - r r r i  —
I d u

R  3 F ’

s é c T  =  ±
R

d u  ’ 

à z

le signe ±  devant être réduit au signe -+- quand la valeur de ~  sera 

positive, et au signe — dans le cas contraire.

Il est bon d’observer que les formules (2), ( 3), (6), (8), (9) et(i 1) 

ne changeraient pas, si la surface donnée était représentée, non par 

l’équation (1), mais par la suivante,

04 ) U = z c ,

c désignant une quantité constante.

Lorsque, dans la formule (2), on regarde les coordonnées y¡, 

comme constantes, et les coordonnées x , y , z comme variables, on 

obtient, non plus l’équation du plan tangent à la surface (1) ou (i4), 

mais l’équation d’une autre surface qui est le lieu géométrique des 

points où celles que l’on déduit de l’équation (i4), en attribuant 

successivement diverses valeurs à la constante c, sont touchées par 

des plans qui renferment le point (ij, y j ,

De même, si, dans la formule (n ) , on regarde les coordonnées a?, 

y , z comme seules variables, on obtiendra, non plus les équations de 

’la normale à la surface (1) ou (i4)> mais les équations d’une courbe 

qui sera le lieu géométrique des points où les surfaces dont nous ve

nons de parler- sont rencontrées par des droites normales qui con

courent au point (£, Y),  Ç ) .

OEuvres de C. — S. U» t. V. 28
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Si l’on veut que l’équation de la surface donnée se présente sous 

forme

( i5)

ou

- = / ( # ,  y )

f { x , y )  —  z =  o ,
/

il suffira de poser dans l’équation (i)

(16) , u = z f ( x , y )  —  z.

' Concevons que, dans ce cas particulier, on fasse, pour abréger,

à f { x , y )
^ 7) dx

On aura évidemment

= P >
à f ( x , y )

ày
=  7 ·

d u

d x(l8) ÂZ=P> â z =V>
d u

ày

du

d z

et l’équation différentielle de la surface deviendra

p d x  H- q dy  —  dz  o

OU

(19) dz  =  p  d x  -+- q dy.

De plus, l’équation du plan tangent se trouvera réduite à

(20) 1  —  z = p ( l  —  x )  +q{r>  —  y),  

e t  l ’ o n j t i r e r a  d e  l a  f o r m u l e  ( j i )

ou, ce qui revient au même,

(22) £ —  x  -\- p(£  —  s )  =  °  et +  — 2 ) = o .

Alors aussi les équations (12) et ( i 3) donneront

(23) r.osr =  — 1 ■ — ,
v / i + / > * + ? *

( 24)  s é c r  =  \ j i +
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Enfin, si la surface courbe que l’on.considère était représentée par 

une équation de la forme

(2,5) +

u, e, w, . . .  désignant diverses fonctions des variables x , y , z, on 

devrait évidemment, dans les formules (2), (3), (6), (8), (9) et (11), 
remplacer la fonction u par u 4- v +  w + . . et l’on trouverait ainsi 

pour l’équation du plan tangent

( 2 6 )

d u

d x

dv

d x

d u

d x

d w

d x

' d u

d u  d v  d w
-------1-------______  .
d y  d y  d y

■y d y

d u

' d z

dv

d x ■y
d v

d y

d v

( d u  d v  

<à~Z^Tz

d w  d w

d w

d z

d w
■ Z -T— +  X -r— +  y  -J— -+- z -T—

d z  d x  d y  d z

Concevons maintenant que, dans l’équation ( 7.5), u , v, w soient des 

fonctions entières et homogènes, la première du degré m, la seconde 

du degré m — i, la troisième du degré m — 2, —  Cette équation 

représentera ce qu’on appelle une surface du degré m. Alors on tirera 

de la formule (26) et du théorème des fonctions homogènes

d u  d v  d w

d x  d x  d x • > +

( d u  d v  d w

( 2 7 ) { \ u x  v x  u x  /  \ o y  d y  d y

—  mu -+- ( m —  1 ) v +  ( m —  2 ) w  - 1-  . . . ,

puis, en ayant égard à l’équation ( 25), 

d w( d u  dv  
----   — -——

( 2 8 ) / \à& d x  dx

=  me —  v —  2  w

+ · ■ ·

d u  d v  d w

d ÿ  d ÿ  d y

, du dv 

'n  +  i d^ +  d^

d w

, d u  d v  d w
rt- ( -7-  H— î---- 1---- 3—

d z  d z  d z

Lorsque, dans la formule (28), on regarde les coordonnées ij, y¡> ( 

comme constantes et les coordonnées x , y , z comme variables, on 

obtient, non plus l’équation d’un plan tangent à la surface (20), mais 

l’équation d’une seconde surface du degré m — 1, qui renferme les 

points de contact de la première avec les plans tangents menés par 

le point (Sj, y],Ç). Si la première surface est du second degré, la se-
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c o n d e  s e  r é d u i r a  s i m p l e m e n t  à  u n e  s u r f a c e  d u  p r e m i e r  d e g r é ,  c ’ e ^ t -  

à - d i r e  à  u n  p l a n .  O n  p e u t  d o n c  é n o n c e r  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  :

Théorème. —  S i p a r  un poin t d on n é on m ène des plans tangents à une 

surface du second degré, tous les points de contact seront situés sur une 

courbe p la n e .

S i  l ’ o n  s u p p o s e  v  =  o ,  w  =  o ................l ’ é q u a t i o n  ( a 5 )  s e  t r o u v e r a

r é d u i t e  à  l a  f o r m u l e  ( i 4 )> d a n s  l a q u e l l e  u  d é s i g n e r a  u n e  f o n c t i o n  

e n t i è r e  e t  h o m o g è n e  d u  d e g r é  m , e t  l ’ é q u a t i o n  d u  p l a n  t a n g e n t ,  o u  

l a  f o r m u l e  ( 2 8 ) ,  d e v i e n d r a

(29)
du

ày
du

r\ 4- -r-Ç =  me.
r i ; z

I l  p e u t  a r r i v e r  q u e  l e  p l a n  t a n g e n t  m e n é  à  u n e  s u r f a c e  p a r  u n  p o i n t  

d o n n é  ( x , y ,  s )  n e  l a  r e n c o n t r e  q u ’ a u  p o i n t  d o n t  i l  s ’ a g i t ,  o u  q u ’ i l  l a  

t o u c h e  s u i v a n t  u n e  o u  p l u s i e u r s  l i g n e s ,  o u  q u ’ i l  l a  t r a v e r s e .  D a n s  l e s  

d e u x  d e r n i e r s  c a s ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r

(3o) f ( x , y , z )  — o

l ’ é q u a t i o n  d e  l a  s u r f a c e  p r o p o s é e ,  e t  p a r  lj, y], Z l e s  c o o r d o n n é e s  v a 

r i a b l e s  d ’ u n e  d e s  l i g n e s  s u i v a n t  l e s q u e l l e s  c e t t e  s u r f a c e  e s t  t o u c h é e  

o u  t r a v e r s é e  p a r  l e  p l a n  t a n g e n t ,  l e s  c o o r d o n n é e s  Ç,  r j ,  Z s e r o n t  é v i 

d e m m e n t  a s s u j e t t i e s  à  v é r i f i e r  l e s  d e u x  é q u a t i o n s

f { l ,  yi, Ç ) = o ,

(3l) ] d/ ( x ,  y, z)
dx

(£ —
d f ( x ,  y, z)

ày-
(■ o — y)·

àf (x ,  y,z)
àz ( : - * ) = o.

L o r s q u ’ o n  p e u t  t r a c e r  s u r  l a  s u r f a c e  u n e  o u  p l u s i e u r s  l i g n e s  d r o i t e s  

q u i  p a s s e n t  p a r l e  p o i n t  ( x ,  y ,  z ) ,  c h a c u n e  d e  c e s  l i g n e s  s e  c o n f o n d  

n é c e s s a i r e m e n t  a v e c  s a  t a n g e n t e  e t  s e  t r o u v e  p a r  s u i t e  c o m p r i s e  d a n s  

l e  p l a n  t a n g e n t .  A l o r s  l ’ é l i m i n a t i o n  d e  Z e n t r e  l e s  f o r m u l e s  ( 3 i )  p r o 

d u i t  u n e  é q u a t i o n  e n t r e  l e s  v a r i a b l e s  vj,  à  l a q u e l l e  o n  s a t i s f a i t  e n  

p r e n a n t  p o u r  Y) u n e  f o n c t i o n  l i n é a i r e  d e  lj. S ’ i l  e n  e s t  a i n s i ,  n o n  s e u 

l e m e n t  p o u r  U n  p o i n t  d é t e r m i n é  d e  l a  s u r f a c e  q u e  l ’ o n  c o n s i d è r e ,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C A L C U L  D I F F É R E N T I E L . 221

mais encore pour tous les points de la même surface, et par consé

quent pour toutes les valeurs de x , - y ,  z  qui vérifient la formule ( 3o), 

cette surface sera du nombre de celles qui peuvent être engendrées 

par le mouvement d’une droite, et que l’on nomme surfaces réglées. 

Parmi les surfaces de cette espèce, on doit remarquer les surfaces 

développables qui sont touchées par chaque plan tangent suivant une 

génératrice. Entre les surfaces développables, on distingue particuliè

rement les surfaces cylindriques, engendrées par le mouvement d’une 

droite qui reste toujours parallèle à elle-même,, et les surfaces co- 

'  niques, dont la génératrice passe toujours par le même point. Les 

surfaces réglées, qui ne sont point développables, s’appellent sur

fa c e s  gauches.

Nous allons maintenant offrir quelques applications des formules 

ci-dessus établies.

E x e m p le  /. — Considérons la surface de la sphère décrite de l’ori

gine comme centre avec le rayon R et représentée par l’équation

(3 2 ) æ’  +  z ’  +  s ’ ^ R ^

L’équation différentielle de cette surface sera

( 3 3 )  x  d x  y  dy  -f- z dz  —  o. 1

Par suite on trouvera, pour l’équation du plan tangent,

( 34) x(B  —  x )  y ( n  — y )  +  —  -  ) =  o ou x \ - h y n  -t- zZ, =  R 2,

tandis que les équations de la normale seront comprises dans la 

formule
£ —  x _ri —  y __Ç —  z

x  y  z

que l’on peut réduire à

( 3 5 )  1  =  ?L =  Ç .
x  y  z

Ajoutons que l’inclinaison t , correspondante au point ( x ,  y ,  z ) ,
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pourra être déterminée par l’une des équations

( 3 6 ) S é C T = : ±
R

Les équations ( 34), quand on y considère x,  y,  z comme seules va

riables, représentent, la première, une nouvelle sphère qui a pour 

diamètre la distance de l’origine au point (t, Yj, (), et la seconde un 

nouveau plan. Ce plan coupe les deux sphères suivant une seule cir-

point (£, Y), ()·

Quant à la formule (35), elle reproduit toujours la même ligne, 

quel que soit, entre les deux points (Ç, yj, (), (x , y, z),  celui dont on 

regarde les coordonnées comme variables, e,t elle représente dans 

tous les cas, ainsi qu’on devait s’y attendre, une droite passant par 

l’origine.

Éxemple IL — Concevons que la surface proposée se réduise à une 

surface cylindrique dont la génératrice soit parallèle à l ’axe des z et 

dont la base soit une courbe renfermée dans le plan des x , y. Cette 

surface et sa base seront l’une et l’autre représentées par une équa

tion de la forme

conférence de cercle, qui est le lieu des points de contact de la sphère 
*

donnée avec les plans tangents menés à cette même sphère par le

( 3 7 )

Cela posé, si l’on fait, pour abréger,

( 3 8 )

l’équation du plan tangent deviendra

(39) (X — æ) ?(̂ > y) + (n — /) x(*> y) — °-

De plus, on tirera de la formule (i i) .

X — x  _ yi — y _  C — -s
? ( * » j )  x ( ^ j )  °
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et l’on trouvera en conséquence, pour les équations de la normale,

( 4 o )  (£ —  æ ) x ( x ,  —  y ) = r 0, Ç =  s .

Il résulte évidemment des équations (39) et (/jo) que le plan tangent 

est toujours parallèle à l’axe des 5 et la normale toujours perpendi

culaire à cet axe. Ajoutons que, l’équation (39) étant indépendante 

de -, chaque plan tangent touchera la surface suivant une généra

trice, ce qu’il était facile de prévoir. ’

Si l’on prend pour base de la surface cylindrique une parabole, une 

ellipse ou une hyperbole, cette surface sera celle d’un cylindre p a ra 

bolique, elliptique  ou hyperbolique.

E x e m p le  III.  —  Considérons une surface conique, dans laquelle le 

som met, c’est-à-dire le point commun à toutes les génératrices, coïn

cide avec l’origine des coordonnées. Concevons, d’ailleurs, que l’on 

prenne' pour hase de la surface conique une courbe plane, dont le 

plan soit parallèle au plan des x ,  y  et coupe le demi-axe des z  posi

tives à la distance 1 de l ’origine. Soient enfin ij, y) les coordonnées 

variables de la courbe dont il s’agit, et ' .

(40 s A M  =  «

son équation. La génératrice qui passera par le point (Ij, vj) de cette 

courbe sera évidemment représentée par les deux formules

( 4 2 ) *  =  É, Z = v .Z Z

Or si, entre ces dernières et la formule ( 4 i), 011 élimine ij et r\, il est 

clair que l’équation résultante, savoir

m  / ( f  > £ ) = < > ,

sera vérifiée par tous les points de toutes les génératrices. Elle 

représentera donc la surface conique. Cela posé, si l’on adopte les 

mêmes notations que dans 1 exemple précédent, on trouvera, pour
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l’équation différentielle de la surface conique,

(44)

Si maintenant on désigne par £, yj, £, non plus les coordonnées d’une 

courbe tracée sur la surface conique, mais les coordonnées du plan 

tangent ou de la normale au point (x,y,z), on reconnaîtra : i° que 

l’équation du plan tangent peut être réduite à

( 4 5 ) +  Y1X

2° que les équations de la normale sont comprises dans la formule

t  —  x  _  t\— y  s ( s  —  Ç)
( 4 6 )

' X  Y
©I — ’ r-

x  y  
X( T X ( x  y \  ! x  y

T - 7  + n h '  T

Comme l’équation ( 4 5 ) ne change pas quand on fait varier x, y et z 
de manière que les rapports ^ demeurent constants, on peut

affirmer que chaque plan tangent touchera la surface suivant une 

génératrice, ce qu’il était facile de prévoir.

On arriverait· à la même conclusion en observant que, dans le cas 

présent, les formules ( 3 i) se trouvent remplacées par les suivantes :

et, comme les coordonnées x, y, z dôivent constamment vérifier 

l’équation ( 4 3 ), il est clair qu’on satisfera aux formules (47) en 

prenant

( 4 8 )
£ x  y)  y

l ~ V  K ~ s '

Or, ces deux dernières équations entre les coordonnées variables 

£, v), Ç représentent évidemment une droite qui passe par le sommet
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du cône et par le point (x, y, z) de la surface conique, c’est-à-dire 

une génératrice de cette meme surface.

Si l’on veut que la surface conique soit celle d’un cône droit à base 

circulaire, il suffira de réduire la courbe (41) à la circonférence d’un 

cercle qui ait son centre sur l’axe des s. Si l’on nomme R le rayon do 

ce même cercle, les formules (4 i) et (4 3 ) deviendront respecti

vement

(49 ) , . 42 + n 2 =  R 2,

(50) — R  2-s2·

Alors l’équation différentielle de la surface conique pourra être pré

sentée sous la forme

( 5 1) x d x  +  y  dy =  W z d s .

Par suite on trouvera, pour l’équation du plan tangent,

( 5a) oc{l —  x )  +  y ( v  —  j ) z= R 2æ(Ç —  z )

ou

( 5 3 ) __ · +  =  R 2-sÇ;

et les équations de la normale seront comprises dans la formule

g — x _  n — y K — -s _  — x) +.r(n — y) +  -s(g — s)
x  y  — R 2.s x 3 - h y 2— R 2s 2

_ x ( Î  —  x ) + y ( n — y ) + z ( Z  —  z)
--  ----!---------------------------------------- — J

f °

de laquelle on tirera

(5 5 ) ·*(? —  «)  +y ( n —  y) +  - ( ?  — - )  =  °-
X  J

Enfin l’inclinaison t de la surface pourra être déterminée par l’une 

des équations

( 5 6 )
R

C O S T  =  .

v/i -f-R2
sécr  =

R 2’
tangr  =  ~

Il résulte de ces dernières que l’inclinaison de la surface est con-

2 9OEuvres de C, — S. II, t. V.
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stante, et qu’elle se confond, comme on devait s’y attendre, avec le , 

complément de l’angle compris entre l’axe du cône et la généra

trice. De plus, on conclut évidemment des équations ( 5 5 ) : i° que la 

projection de la normale sur le plan des x, y coïncide avec la pro

jection de la génératrice; 20 que cette normale est renfermée dans le 

plan tangent à la sphère qui a pour centre l’origine, et qui passe par 

le point (x, y, z).
L’équation (02), dans le cas où l’on y considère x, y et z comme 

seules variables, représente un hyperboloïde à une nappe, dont les 

axes réels sont parallèles aux axes des x et y, et dans lequel un dia

mètre coïncide avec la distance de l’origine au point (£,Y],Ç). Dans 

le même cas, l’équation (5 3 ) représente un nouveau plan qui passe 

par l’origine. Ajoutons que ce plan et cet hyperboloïde couperont en 

général la surface conique suivant deux génératrices qui seront les 

lignes de contact de cette surface avec les plans tangents menés par 

le point (£, Y), £).

Quant aux équations (5 5 ), elles représenteront évidemment, si l’on 

considère x, y, z comme seules variables, une circonférence de cercle 

qui aura pour diamètre la distance de l’origine au point (̂ ,-vj, Ç), et 

qui coupera le cône au même lieu que la perpendiculaire abaissée de 

ce point sur la surface conique.

Lorsqu’on substitue l’équation ( 5o) à celle d’une surface quel

conque, les formules ( 3 i) se réduisent à

(57) £2-+- n1=  R 2 5̂, x \  +  y n  =  R2.zC.

Si, entre ces dernières et l’équation ( 5o), on élimine s et on trou

vera .
(¿e2 +  y 2)(£2 +  n2) —  {cc\ H- j n ) 2=  o,

ou, ce qui revient au même,

* (a?Y) —  ijy )2 =  °,

et l’on en conclura
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Si l’on réunit l’équation (5 8 ) à la seconde des formules '(57), les 

coordonnées variables 2j, y¡, seront évidemment celles d’une droite 

qui passera par l’origine et par le point (o c , y ,  z ) .  Cette droite sera, 

en effet, la seule ligne commune à la surface conique et au plan tan

gent mené par le point (x, y, z).
Si l’on prenait pour base de la surface conique une parabole, une 

ellipse ou une hyperbole, cette surface serait celle d’un cône parabo
lique, elliptique ou hyperbolique.

Exemple IV. — Désignons para, b, c trois constantes positives; et 

considérons la surface représentée par l’équation finie

( 5 9 )

x-  y 2 z
—  -t- 77 = 2 - .  
a- b1 c

Cette surface, qui donne pour sections des ellipses, quand on la 

coupe par des plans perpendiculaires à l’axe des z, et des paraboles 

quand on la coupe par des plans perpendiculaires aux axes des x ou 

des y, est celle qui termine un paraboloide elliptique. Comme, en 

différentiant la formule (59), on trouve

(60) ^ d x ^ d y —  l- d z ,

l’équation du plan tangent au paraboloide elliptique sera

(61) 

ou

(62)

X
a 2

i l  — oc)+  ^ { 1 ) — y ) — 1-{K — Z)

f l  1 1  —  $ + 'z
a? b* c

Quant aux équations de la normale, elles se trouveront comprises 

dans la formule

a 2 (£ —  x) b*{f\ — y)  _ —  x{& — x ) +  y(*>— j ) + 2s( ¡ ;— ,5)^
O

(63)
X y
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de laquelle on tire !

(6 4 ) a ^ l - x )
x

W(t\ — y )------ --------5
y

x {\ —  +  y )  +  2« (ç  —  «) =  o.

La dernière des équations (6 4 ) prouve que la normale au parabo

loide elliptique, en un point donné, est comprise dans le plan tangent 

mené par ce point à un ellipsoïde de révolution dont le centre coïn

cide avec l’origine, et dont l’équation est de la forme

+  y 2-+- 2 î ’ =  const.

L’équation (6 i), dans le cas où l ’on considère cc, y et s comme 

seules variables, représente un second paraboloide de même forme 

que le premier, mais dont l’axe coïncide avec la droite qui a pour 

équations

(6 5 ) x = - ,  y — - ,

et le sommet avec un point situé sur cet axe et correspondant à l’or
donnée

Dans le même cas, l’équation (62) représente un nouveau plan qui 

rencontre l’axe des z en un point dont l ’ordonnée est z — — Ç. 

Ajoutons que ce nouveau plan coupe les deux paraboloides suivant 

une ellipse, qui est le lieu dès points de contact du paraboloïdè 

donné avec les plans tangents menés à ce même paraboloide par le 

point (£, y], '(). 1

Pour savoir si le plan tangent mené par un point (cc, y, z) de la 

surface donnée traverse ou non cette surface, il suffit d’examiner si 

l’on peut attribuer aux variables y¡, £ plusieurs systèmes de valeurs 

réelles propres à vérifier simultanément les deux équations

I !  —  ± ■ f i  , yy.  _  L±_? !
, a2 6 2 2 c’ a2 ' ¿ 2 ç(67)
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Or, si entre ces dernières et la formule (5g) on élimine 'Ç et z ,  on 

trouvera
£2 

a 2

ou, ce qui revient au même,

S - *
a

■ ri-y  
b

o.

D’ailleurs, on ne peut satisfaire à l ’équation précédente qu’en posant

1 =  X ,  1 1 =  y ,

et l’on tire alors des formules ($9 ) et (6 7 )
/

Ç =  *·

Donc le point ( x ,  y ,  z ) est le seul qui soit commun au paraboloide et 

au plan tangent, ce qu’il était facile de prévoir.

E x e m p le  V . — Considérons la surface représentée par l’équation 

finie

(68)
x 2 y 2   z

2 c '

Cette surface, qui donne pour sections des hyperboles, quand on la 

coupe par des plans parallèles au plan des x ,  y ,  et des paraboles, 

quand on la coupe par des plans perpendiculaires à l’axe des x  ou à 

l’axe des y ,  est celle qui termine un paraboloide hyperbolique. Elle 

rencontre évidemment le plan des x ,  y  suivant deux droites repré

sentées par la formule

(69)
y 2

ô 2 ^  è 2
o,

qui fournit les deux équations

( 7 ° )
X

a

( 7 0
x

a
y
h

o·
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Cela posé, en opérant comme dans l’exemple IY, on trouvera pour 

l’équation du plan tangent au paraboloide hyperbolique

(72)
— œ) _  y(v — y) £ — g

a% b2 c

ou

(73)
_  y n  _  £ +  s

a 1 b"- c ’

et, pour les équations de la normale,

(7 4 ) Æ ^  -+· — 7 - ~°> x (£ —  x ) + y { v  — y) +  2 '5(Ç — *) =  o. 
^ y

La dernière des équations (74) prouve que la normale au paraboloide 

hyperbolique est comprise dans le plan tangent à un ellipsoïde de ré

volution dont le centre coïncide avec l’origine et dont l’équation est 

de la forme
x 1 ■ +■  y % +  2 =  const.

L’équation (72), dans le cas où l’on y considère x,y,z comme 

seules variables, représente un second paraboloide de même forme 

que le premier, mais dont l’axe coïncide avec la droite représentée 

par les formules (6 5 ), et le sommet avec un point situé sur cet axe et 

correspondant à l ’ordonnée

Dans le même cas, l ’équation (73) représente un nouveau plan qui 

rencontre l’axe des s au point dont l’ordonnée est — Ç. Ajoutons que 

ce nouveau plan coupe les deux paraboloides suivant une hyperbole 

qui est le lieu des points de contact du paraboloide donné avec les 

plans tangents menés à ce paraboloide par le point (!j, y], Ç).

Si l’on veut obtenir les lignes qui, passant par url point (x, y, z) 

de la surface donnée, sont communes à cette surface et au plan tan

gent, il suffira d’assujettir les coordonnées variables v¡, X, à vérifier
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les deux équations

( 76 ).
'e :

=  2-» £ + -
<Z2 ¿>2 c

Si, entre ces dernières et la formule (68), on élimine et s, on trou
vera

£2 Y!2 a 2 y 2 /ad- _  y n \  _
a2 è2 ' a 2 è2 3 1 a2 ¿>2

ou, ce qui revient au même,

et l’on en conclura 

( 7 8 ) '  

ou

-(7 9 )

£ — x _Y) — y
a b

X —  x _ _  n — y
a

En réunissant, l’une après l’autre, la formule (78) et la formule (79) 
à la seconde des formules (76), on obtient deux systèmes d’équations 
qui représentent deux droites tracées sur le paraboloide de manière 
à renfermer le point ( x , y , z ) .  Si ce point devient mobile, chacune 
des deux droites engendrera le paraboloide hyperbolique, en se 
mouvant de telle sorte que sa projection sur le plan des x,  y  reste, 
toujours parallèle à l’une des droites suivant lesquelles ce plan coupe 
le paraboloide.

Il est essentiel d’observer que toutes les génératrices coupent le 
plan des x,  y,  et qu’on simplifie la recherche de leurs équations en 
supposant le point (x , y,  z)  situé dans ce plan, c’est-à-dire sur l’une 
des droites (70) ou (71). On reconnaît alors immédiatement qu’un 
premier système de génératrices est déterminé par les formules

œ

a
y
V

x\ y n  _  K 
b% c ’

n C
6 * - V

(80)
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que l’on peut réduire à

(81)
£ n a ç £ , *1 x

— > =  2 - ,
a  b X C a  b a

et un second système par les formules

(82)
x _ y  x% _  y n _K _  Ç
a b ’  a* è2 c ’ a 2 ô2 2 c ’

que l’on peut réduire à

( 83) I
a

5  _  ft Ç
6 ¿c c

£ - î = a - .
a  b a

Ajoutons que le rapport ^  demeurera constant pour une même gé

nératrice, et changera de valeur dans le passage d’une génératrice à 

l’autre. Ce rapport sera donc ce qu’on nomme une constante arbi 

traire. Si l’on désigne cette constante par G,  et si l’on écrit, en outre, 

dans les équations (81) et ( 8 3 ), x, y, s au lieu de y¡, Ç, ces équa

tions deviendront respectivement

f  , y  _ 0  £  _  y  _  ü
« b ’ a Z» ' Gc

£  _  y  _  o - . £ , Z  —  ££.
a  b a  b  Gc

Il est facile de s’assurer directement que chacune des droites repré

sentées par le système des formules (84) ou ( 8 5 ) est située tout 

entièrç sur la surface du paraboloide hyperbolique. En effet, si l’on 

multiplie, membre à membre, ou les formules ( 8 4 ), ou les for* 

mules (8 5 ), on reproduira évidemment l’équation (6 8 ). , -

Comme le plan,tangent mené par tin point donné à la surface du 

paraboloide hyperbolique la touche en un point unique, il est clair 

que cette surface n’est point développable, et se trouve comprise dans 

le nombre de celles que l’on nomme surfaces gauches.

(84) . 

et

( 85 )
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Exemple VI. — Si l’on considère le paraboloide hyperbolique re

présenté par la formule

(86) ' x y  — cz,

on trouvera pour l’équation du plan tangent

(87) j U - t f )  +  x{f) —  y) =  c [ £ - z )  

ou -

(88) ' xr¡ +  y l  =  c(Ç -t- s),

et pour les équations de la normale

(89) x(Ç — X )  =y(-n — y),  x(^ — x ) + y ( v — y) +  2 z(^ — z)^=o.

On conclura de ces dernières que la normale est la droite d’intersec

tion des plans tangents menés par le point (x,y, s) à un cylindre 

hyperbolique et à un ellipsoïde de révolution représentés par deux 

équations de la forme

X -  —  y - —  const.,  x 1 -t- y- +  2 z 1 =  const.

De plus, si l’on désigne par £, y], Ç les coordonnées variables de 

l’une des génératrices qui renferment le point (x,y,'s), on aura

(90) . · \i] =  cÇ, x r ¡ +  y l  =  c(K-¡r  z) ,

et l’on tirera des équations (90) combinées avec la formule (86)

ln +  x y  —  x n  — y \  =  0,

ou, ce qui revient au même,

( 9 1 ) · (S —  x )(r¡ —  y )  =  o.

Par conséquent, les deux génératrices seront représentées par la 

seconde des équations (90) réunie à l ’une des formules

(92)

(9 3 )

ORuvres de C. — S. II, t. V.

X =  * ,

. Y l = z j ;

3o
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et elles seront constamment perpendiculaires, l’une à l’axe des x ,  

l’autre à l’axe des j .

E x e m p le  V II. — Considérons la surface du second degré repré

sentée par l’équation <

(94) A.r24 -B y 2-h Cs2-t-2Üys 4- 2ES.2? 4- 2F.#y =  K. , ■

L’équation différentielle de cette surface sera

(A y  -h F y  +  E s )  d x  4- (F;r 4- B y  4- D s )  dy  4- (E«-t -  D y  4- Cs)  dz  =  o.

Par suite, on trouvera pour l’équation du plan tangent

(95)

ou

(Ax  4- Fy H-Es) (fj — x)  4- (F# 4- By 4- Ds) (rj — y)

4 - ( E x  4- Dy - 4  Cs) (Ç — s ) =  o

(9 6 ) (Ax  -l- Fy  4- Es)£ 4- (F æ -i- By 4- Ds)n 4 - ( E x  4- Dy 4- Cs)Ç — K,

tandis que les équations de la normale seront comprises dans la for
mule

(97)
£ — x  v — y  _  K — - s ___

Aa?4- F y 4*Es F # 4-B y - | -D s  E æ +  D y  4- Cs'

Lorsque, dans les équations (90) et (96), on regarde x, y, z comme 

seules variables, ces équations représentent, la première une nou

velle surface du second degré, semblable à la surface donnée, et dont 

un diamètre coïncide avec le rayon vecteur mené de l’origine au 

point (£ ,  y], Ç); la seconde un nouveau plan. Ce plan coupe les deux 

surfaces du second degré suivant une seule courbe, qui est le lieu des 

points de contact de la surface donnée avec les plans tangents menés 

à cette même surface par le point (£ ,  y), Ç ) .1 ■

Quant aux angles X, p, v que forme la poriqale menée par le 

point (x,y,z) avec les demi-axes des coordonnées positives, on les 

déduira de la formule (6), qui donnera

çosX _  cos p _  cosv
A îc.4  Fy 4- E s ~~ F#  4- By 4 - Ds E x  4- Dy 4 - Cs(98)
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Exemple VIII. — Désignons par a, b, c des constantes positives, et 

considérons un ellipsoïde dont les axes, parallèles aux axes coor

donnés, soient représentés par 2 a, 2 b, 2c. On trouvera pour l’équa

tion de cet ellipsoïde ·

(9 9 )
x l y- z 2 

+  +

et pour l’équation du plan tangent

(•00). xl , W  '.εζ
Í,

tandis que les équations de la normale se déduiront de la formule

(101)
α2(ξ —  x )  _  b2(y — y )  _  ο, (ζ —  * ) _ 

æ ~  y  ~  s

De plus, pour savoir si le plan tangent mené par le point (x, y, s) 

traverse ou non l’ellipsoïde, il suffira d’examiner si l’on peut attri

buer aux variables ij, y], Ç plusieurs systèmes de valeurs réelles 

propres à vérifier simultanément les deux équations

(102) ç2 η 2 ζ2 ■ '¿x ~ny ζ ζ
__ _μ —  τ 2------- 1--- -I---------------J .
Λ* ^  —  *> at ^  b* ^  r* .

Or on tire de ces dernières combinées avec la formule (99)

x 1 y 2
~2 “I--- Γ« "t" ■ » Mas b- c- / \ a

ξ2 , n2 , ?*Λ _ / ^  +  +  Ç fy  _ 0

ou, ce qui revient au même,

y c  — -stiV  | / ζ ξ - χ ζ γ  | Ατη  — y £ y _ 0j 
bc J \ ca )  V ~àb

D’ailleurs, pour satisfaire à l’équation précédente, il faut supposer 

y Ç  — - yi  =  o ,  s Ç  — o ,  x n — y ^  —  o  

et, par suite, · ;
, y u  ,

■ i  —  1  —  Î —  a* ¿>2 c 2 __ 
x ~  y ~ * ~  x-  r s z 2  ̂*--- -f- -̂---1__

a 2 b*- c2
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c’est-à-dire ■

' £ =  ·*, - n = y ,  K =  s.

Donc le point (x, y, s) est le seul qui soit commun à l’ellipsoïde et 
au plan tangent, ce qu’il était facile de prévoir.

Exemple IX. — Considérons la surface représentée par l’équation 

finie

( i ° 3 )
.25 2

Ô2

r 2

t 2
ou x 2 

à2
z 2 

c2'

Cette surface, qui donne pour sections des ellipses, quand on la 

coupe par des plans perpendiculaires à l’axe des s, et des hyper

boles, quand on la coupe par des plans perpendiculaires à l’axe des x 
ou à l’axe des y , est celle de l’hyperboloïde à une nappe. Si par le 

point (x, y, s) on mène un plan tangent et une normale à cet hyper- 

boloïde, on trouvera pour l’équation du plan tangent

( n > 4 )  - j  +
x j  , y  fi _ t

b2 ou 1 2 1
b1 —  I H----rJ

c2

tandis que les équations de la normale seront comprises dans les 

formules

(,o5 ) " a* ( l - x )  __ b'-{n — Y) _  c2(S — s)

 ̂ „ -x y  ■ «

De plus, pour savoir si le plan tangent traverse ou non cet liypcr- 

boloïde, il suffira d’examiner si l’on peut attribuer aux variables £, 

Y], Z, plusieurs systèmes des valeurs réelles propres à vérifier simul

tanément les deux équations

(i°6) r <i
c2 * a2 b- ZA

c2 ■

Or on tire de ces dernières combinées avec la formule (io 3 )
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ou, ce qui revient au même,

(t 07)

et, par suite,

(108)

ou

(109)

x  y] — y i _ ? —  g

ab ~~ c

x n  — y \  _  *£ —  z  _ 
ab ~  c

En réunissant, l’une après l’autre,, la formule (108) et, la for

mule (109) à la seconde des formules (ro6), on obtient entre les 

coordonnées yj, '( deux systèmes d’équations qui représentent 

deux droites tracées sur l’hyperboloïde de manière à renfermer le 

point (a?, y ,  z ) .  Si ce point devient mobile, chacune des deux 

droites se mouvra elle-même, et engendrera 1 hyperboloïde à une 

nappe.
Comme toutes les génératrices rencontrent le plan des x, y, rien 

n’empêche de faire coïncider le point (a;, y, z) avec un des points de· 

l’ellipse

( n o ) '
.-r2 J 2

V-

suivant laquelle ce plan coupe l’hyperboloïde, et de supposer en 

conséquence, dans les équations des deux systèmes de génératrices, 

.5 — 0. Alors ces équations deviendront respectivement, pour le pre-

mier système, 

(in) a 2 6 2 ’ ab c

et pour le second système,

(112)
x i
a 2

y fi
b'2 b

gç-n —  y \  _ _  £
ab c

La première équation, qui reste la même dans le passage d’un sys-
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tème à l’autre, montre évidemment que toutes les génératrices ont 

pour projections sur le plan des x, y des droites tangentes à l’ellipse 

dont nous venons de parler.
Si, pour simplifier les calculs, on pose

( 113 ) ¿F =  rcos/>, j ^ / ’ sin/?,

la formule (n o )  donnera 

(Il4)

et l’on a.ura par suite

ab cosp

ab

(a2 sin2/? +  b2 cos2/?)2

( 115 ) x  =
(a 2 sin2/? 4- 62 cos2/?)

y -
ab sin/?

( a 2 sin2/? 4- b2 cos2/?)2

Si l’on substitue les valeurs précédentes de x et de y dans les équa

tions ( i i  i) et (î 12), et si l’on y remplace ensuite £, Y], Ç par x, y, z< 
ces équations deviendront respectivement

(116)

b Cl . ~
— x  cos p  -4- -j ŷ sin/? =  (a 2 sin2/? 4- b- cos2/?)2,

' * -
y  cos p  —  x  sin/? =  (a 2 sin2/? 4- b2 cos2/?)2 -

et0

( i '7 )
cos p 4- j^y sin/? =  ( a 2 sin2/? 4-  b2 cos2/?)2,

x sin/? —  /cos/? =  (a- sin2/? 4- b2 cos2/? )2 -  ·

11 esfTacile de s’assurer directement que chacune des droites repré

sentées par le système des équations (11G) ou (117) est située tout en

tière sur la surface de l’hyperboloïde à une nappe. En effet, si l’on 

ajoute, membre à membre, ou les deux équations (116), ou les deux 

équations (117), après avoir élevé chacune d’elles au carré, on re

trouvera la formule (io 3 ). Observons, en outre, que la quantité p, 
qui demeure constante pour une même génératrice, représente tou

jours l’angle formé par l’axe des x avec le rayon vecteur mené de
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l’origine au point où la génératrice que l’on considère coupe l.e plan 
des x , y .

Soit maintenant

(1 18 ) e _
!

a  sin/j (a2 sin2/? 4- 62 cos î p ) i  

b cosp

On tirera des formules.(i 16)

( i [9 )
X  s

a  c

X  Z  I /  Y

a + c - ^ V + t

et des formules (i 17)

(120)
a c

—  w  I 1 ï
b

oc

a  c

1

Si l’on supposait, au contraire,

(•21)
_a cosp 4 - (a2 sin2/? - 62 cosV)2

on tirerait des formules (116) 

O22) Î  +  ï =■ © ('-
y  , s _ ^  1 
h  ~~ c —  S

x \
1 4- -  

a ,

et des formules (117)

Par conséquent, si l’on emploie la lettre S pour désigner une corn 
stante arbitraire, les droites qui servent de génératrices à l’hyper- 
boloïde pourront être représentées par les équations (119)’ ( I20)> 
(122) ou (123). Ajoutons que les formules (119) et (122) seront re
latives à l’un des deux systèmes de génératrices, tandis que les for
mules (120) et ( i 2 3 ) se rapporteront à l’autre système'.

Comme le plan tangent mené par un point donné à la surface de 
l’hyperboloïdc à une nappe touche cettë surface en un seul des points 
où il la rencontre^ il eh résulte que cette surface n’est pas dévelop-
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pable*et se trouve comprise dans le nombre de celles que l’on nomme 
surfaces gauches.

Exemple X. 

finie

(124)
C2

Considérons la surface représentée par l’équation

x 2 y 2 x 2 y 2 z-
- ï  — 4 -, = i  ou - î  +  T ï  =  r î — >·

Cette surface, qui donne pour sections des ellipses quand on la coupe 
par des plans perpendiculaires à l’axe des z, et des hyperboles quand 
on la coupe par des plans perpendiculaires à l’axe des a? ou à l’axe 
des y, se divise en deux .nappes, dans chacune desquelles le point 
le plus rapproché du plan des x , y  est situé sur l’axe des z, et 
à la distance c de l’origine. C’est pour cette raison que le solide 
qu’elle termine a pris le nom d ' hyperholoîde à deux nappes. Si parle 
point (x , y , z ) on mène un plan tangent et une normale à cet hyper- 
boloïde, on trouvera pour l’équation du plan tangent

(120)
x \  y-f] _  zÇ 
a2. ^  b2 ~  c2

tandis que les équations de la normale resteront comprises dans la 
formule (io 5 ) de l’exemple précédent. De plus, en raisonnant comme 
dans cet exemple, on aura évidemment, à la place de la formule (107),

(!26) xt\ —  y  % 

ab

2 '
—  °,

et l’on en conclura

x  y ’

puis, en ayant égard aux équations (124) et ( i 2 5 ),

\  =  x ,  ■ f \ — y ,  K —  Z .

En conséquence, le point (x , y , z) sera le seul point commun à l’hy- 
perboloïde et au plan tangent.

Exemple XI, — Considérons la surface hélicoïde représentée par
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l’équation ( 4 i) de la treizième Leçon, savoir

y

2 VL

(127) z —  « R  arc tans; ou J  =  a? tang
“ ° « R

On aura, pour l’équation différentielle de cette surface,

. o  \ j  „ x i l y — y d x  
(128) dz —  a R ---- - --. —  ou

+

Par suite, l’équation du plan tangent sera

•£2- K r 2 , ,
ai(  dz —  x d y  — y  dx.

(•29)

tandis que les équations de la normale se trouveront comprisés dans 
la formule
(i3o) a lt (Ç — -s) _  -n — y  _ \ —  x

A l’aide de ces diverses équations, on établira sans peine diverses 
propriétés de la surface et l’on prouvera, par exemple, que le plan 
tangent coupe la surface suivant une infinité de lignes dont l’une 
coïncide avec la génératrice, c’est-à-dire'avec la perpendiculaire 
abaissée du point de contact sur l’axe des 5.

On peut remarquer que l’axe des s est entièrement compris dans la 
surface représentée par la formule (127). Si l’on veut obtenir l’équa
tion du plan tangent en un point quelconque de ce même axe, il 
faudra réduire, dans la formule (129), les coordonnées x  et y  à zéro, 
ou, ce qui revient au même, il faudra poser x  — o dans l’équation

■n — \ tang-^r — ~  (Ç — z) séc2 1. ~  )>
 ̂ a R a R V a lt /

produite par l’élimination de y  entre les formules (127) et (129). Or, 
en opérant ainsi, on trouvera, pour l’équation du plan tangent en un 
point de l’axe dess,

f ]  Z
-  =  ta n g ——.

. ; a i t

Donc ce plan, qui sera toujours vertical et renfermera toujours l’axe
QEuvres de C. — S. II, t .  V . „  3 l
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dont il s’agit, changera de direction avec l’ordonnée s du point de 
contact et reprendra la même direction quand le rapport ^  se trou
vera augmenté ou diminué d’un nombre quelconque de circonfé
rences.

Quelquefois des lignes ou des points compris dans une surface 
courbe offrent des particularités dignes de remarque et analogues à 
celles que présentent les points singuliers des courbes. Parmi les 
points singuliers des surfaces, on doit distinguer ceux par lesquels 
on peut faire passer une infinité de plans tangents. En chaque point 
de cette espèce’, les valeurs de cosX, cosp, cosv, déduites des for
mules (8) ou (9), deviennent indéterminées, ce qui ne peut avoir 
lieu que dans deux cas, savoir : i° quand l’une au moins des quantités

du du du
dx ’ <Jy ’ <)z

prend une valeur indéterminée; 20 quand ces trois quantités de
viennent à la fois nullcs ou infinies. Dans l’un et l’autre cas, la sub
stitution des valeurs de x , y , s transforme l’équation (2), qui repré
sente le plan tangent, en une équation identique, ou du moins en 
une équation qui renferme une constante arbitraire.

Considérons, par exemple, le sommet de la surface conique repré
sentée par la formule ( 5 o). Comme ce sommet coïncide avec l’origine, 
les valeurs correspondantes de x , y , z seront nulles, et en substituant 
ces valeurs dans l’équation ( 5 3 ), on fera évanouir les deux membres. 
Toutefois, si, à la place des coordonnées rectangulaires x , y , on intro
duit les coordonnées polaires r etp, liées aux premières par les équa
tions (r 13 ), l’équation ( 5 o) donnera

et la formule ( 5 3 ) deviendra généralement 

( i 32 ) . ^cosp  -h n sin/? =  R£.

Ainsi l’équation du plan tangent ne renfermera qu’une seule des
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coordonnées polaires, savoir l’angle p. Or cet angle, qui est déter
miné pour tous les points de la surface conique autres que le sommet, 
cesse de l’être pour le sommet lui-même et se change alors en une 
constante arbitraire. Aux diverses valeurs que cette constante peut 
recevoir correspondent une infinité de plans représentés par l’équa
tion ( i3 2 ) et tangents à la surface conique.
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QUINZIÈME LEÇON.

CENTRES ET DIAMÈTRES DES SURFACES COURBES ET DES COURBES TRACÉES DANS L ’ ESPACE.

AXES DES SURFACES COURBES.

On nomme centre  d’une courbe ou d’une surface courbe un point 
tel que les rayons yecteurs menés de ce point à la courbe ou à la sur
face soient deux à deux égaux et dirigés en sens contraires. Lors
qu’une courbe ou une surface courbe a un centre, et qu’on y a trans
porté l’origine des coordonnées, on n’altcre point l’équation ou fes 
équations de cette surface ou de cette courbe entre des coordonnées 
rectilignes x , y , z, en remplaçant x  par — x ,y  par — y  et z par — s. 
Lorsque le centre coïncide avec le point qui a pour coordonnées a, 

b, c,  on n’altère point l’équation de la surface ou le système des deux 
équations de la courbe en remplaçant x  par 2 a —>x, y  par 2 b — y,  

et z par 2 c — z.

Exemples. — La surface du second degré représentée par l’équation

(1) Ax* -y R y* +  C z - -y 2D y z -y 2Ezx +  2 F xy — K,
I

et la courbe suivant laquelle cette surface est coupée par le plan

( 2 ) x c o s X  - y  y c o s j a  - t -  s  c o s v  =  o ,

ont pour centre commun l’origine des coordonnées.
Si l’on désigne par x,  y,  z des coordonnées rectangulaires, la

sphère '

( 3 ) ( x  _  a y - - y  ( y  _  b y . +  ( S  _  t f ) * —  R * ,
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et le cercle représenté par le système des équations

245

(4).

auront pour centre commun le point (a, b, c).

Une courbe ou surface courbe peut avoir une infinité de centres. 

Ainsi, par exemple, si, après avoir tracé, dans un plan perpendicu

droite, on construit une surface cylindrique dont cette courbe soit la 

base et dont la génératrice soit parallèle à la droite dont il s’agit, 

chaque point de cette droite sera évidemment un centre de la surface 

cylindrique.

Toute droite menée par le centre d’une courbe ou surface courbe 

est un diamètre de cette courbe ou de cette surface.

On appelle axe d’une surface courbe une droite tracée de manière 

à partager en deux parties symétriques chacune des courbes planes 

qu’on obtient en coupant la surface par des plans qui renferment 

cette même droite. Un tel axe est nécessairement normal à la surface 

courbe dans chaque point où il la rencontre, à moins que le plan tan

gent mené par le .point de rencontre ne devienne indéterminé. De 

plus, chaque point de l’axe est évidemment un centre de la section 

faite dans la surface par le plan qui est perpendiculaire à l’axe et qui 

renferme ce même point. Donc, si cet axe coïncide avec l’axe des x, 
et si les coordonnées x, y, z sont rectangulaires, on n’altérera pas 

l’équation de la surface en y remplaçant à la fois y par — y et s par

Soit maintenant

( 5 ) u —  o

l’équation d’une surface courbe fermée de toutes parts, u =  f(x,y,z) 

désignant une fonction des coordonnées rectangulaires x, y, z, et 

imaginons qu’un certain point O soit le centre unique de cette sur

face courbe et de toutes les sections planes faites dans la surface par

laire à une droite donnée, une courbe qui ait un centre placé sur la
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des plans qui renferment le point 0 · Si la surface u = o admet un ou 

plusieurs axes, le point O devra être situé sur chacun d’eux, puisque 

les plans menés par ce point et perpendiculaires aux axes couperont 

la surface suivant des courbes dont il sera l’unique centre. Si, pour 

plus de commodité, on place le point O à l ’origine des coordonnées, 

le rayon vecteur mené de l’origine au point (x, y, s) de la surface 

courbe et la normale élevée par ce point formeront, avec le demi-axe 

des coordonnées positives, des angles dont les cosinus seront propor

tionnels, d’une part, aux coordonnées

x > y> s >

de l’autre aux fonctions dérivées

d u  d u  du. 

d x ’  d y '  d z

Cela posé, concevons que le rayon vecteur coïncide .avec un axe de 

la surface courbe. Comme cet axe, en vertu de ce qui a été dit plus 

haut, se confondra lui-même généralement avec la normale élevée par 

le point (x,y, s), les quantités

d u  d u  d u  

à x '  d y ’ d z

deviendront évidemment proportionnelles aux coordonnées x, y, s, 
et l’on aura en conséquence

d u  d u  d u

(6) 1 1  =  1 1  =  I L .x y z

Il est bon d’observer que l’on n’aurait rien à changer à la formule (6) 

si la surface proposée était représentée, non par l’équation ( 5 ), mais 

par la suivante

(7) « =  c> ·

c désignant une quantité constante.

La formule (6), réunie à l’équation (7), suffit pour déterminer les
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coordonnées x ,  y, z  des points où les normales menées par l’origine à 
la surface u =  c  rencontrent cette même surface. A chacune des nor
males dont il s’agit répond un système particulier de valeurs des va
riables x,  y,  z, et ces valeurs, substituées dans la formule

cosX cosp. cosv I

x  y  z \Jx% +  y 1 +  s 2

font connaître les angles A, p, v que la normale, prolongée dans un 
sens ou dans un autre, forme avec les demi-axes des coordonnées 
positives. Yeut-on'maintenant savoir si la normale que l’on considère 
est un axe de la surface u =  c?  Il suffira de couper la surface par des 
plans perpendiculaires à cette normale et d’examiner si chacune des 
courbes d’intersection a un centre situé sur la normale-elle-même. 
Or, si l’on prend sur la normale, prolongée dans un sens ou dans 
l’autre, un point situé à la distance k de l’origine, les coqrdonnécs de 
ce point seront

/ccos^, k  cosp,  A cosv,

et le plan mené perpendiculairement à la normale par le même point 
sera représenté par l’équation

(9) x  cosÀ +  y  cosp -t- z cosv —  k.

Donc, en vertu des remarques faites ci-dessus, on aura seulement à 
examiner si le système des équations (7) et (9) se trouve altéré par 
la substitution des différences

i k c o s l  — x ,  2Â:cosp— y,  2/fcosv — 3

à la place des coordonnées x ,  y,  z ,  et comme, après cette substitu
tion, l’équation (9) reprendra sa forme primitive, on devra simplé- 
ment chercher, en écrivant f ( x , y , z )  au lieu de u,  si l’équation

(10) ■ /(2/ccosX —  x ,  2Æcosp —  y,  2 k cosv —  s )  =  o

peut résulter, quelle que soit la valeur de k, de la combinaison des 
équations (7) et (9).
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Dans le cas où la fonction u est une fonction homogène du degré m, 
on a

(«O
du du du

dz
mu,

et la formule' (6) entraîne la suivante

du du du
d x  _ dy _ dz _■ mu
x  y  z x - - h y 2-hz-

Alors, en désignant par r le rayon vecteur mené de l’origine au 

point (x, y, s), et posant en conséquence

(i3) ¿c* + y*+s'=r*,

on tirera des formules (7) et (12)

d u  d u  d u

à x  _  dy _ d z  __m e

x  y  z r~

11 est essentiel d’observer qu’en vertu des principes établis dans la

onzième Leçon de Calcul différentiel, la formule (6) est celle qui dé

termine, pour la surface u =  o ou u =  c, les valeurs maxima et mi- 

nima de la fonction des coordonnées représentée par x- -+-y2 +  z2 

et, par conséquent, les valeurs maxima ou minima du rayon vecteur r. 
Ainsi, lorsqu’une surface courbe a un ou plusieurs axes qui passent 

par l’origine, il faut que le rayon vecteur se dirige suivant l’un de 

•ces axes pour devenir un maximum ou un minimum. C’est, au reste, 

ce qu’il était facile de prévoir.

On appliquera sans peine les principes que nous venons d’exposer 

à la solution des problèmes suivants :

P roblème I. — Trouver, s’ily a lieu, le centre et les axes de la surface 
du second degré représentée par l’équation
( i 5 ) A x 2-)- B j 5+  C s 2+  2 D y z  +  2 E z x  -t- 2 F x y  +  G x  +  I I /  +  I æ —  K.

Solution. — Si la surface ( i 5 ) a un centre, et si l’on désigne par x0, 
v„, s0 les coordonnées de ce point, il suffira, pour y transporter l’ori-
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gine, de remplacer dans l’éqüation ( i 5 ) x par x'-h x0, y par y -4-y„> 
et s  par z  -+- z 0. De plus, l ’équation transformée, savoir

i k x "1 H- B y 2-t- C z 2 +  2 T ) y s  +  z E ' s x  +  z F x y  

1 +  2 (A^*o +  F ^ o -(- E - H  G ) x

16)  ̂ +  2 ( F « o +  B y 0+  D^0 +  H ) y

■ +■  2 (E x 0 -+- Dj 'd -+- C Sq + 1) z

=  K —  ( A +  B / 2-H Cs^ +  2Dj 0̂ o+  2 E î 0î»o+  2 F x 0y 0+  G x 0-h l i y 0~h I s 0),

ne devant point être altérée quand on substituera simultanément — x  

à x ,  — y  à y ,  et — z  à z ,  il faudra qué dans cette transformée les 

coefficients de x ,  y ,  z  se réduisent à zéro. On aura donc '

0 7 )

et, par suite,

kX(s 4- F j 0-+- F z 0,—  — G, ' 

Fa?0 -4- B y  a +  J) Sa— —  H, 

E x 0 +  D jo  +  C s 0 =  —  I,

(18)

( B C - D 2)G +  ( D E - C F ) H  +  (FD - B E ) I  

ABC -  D2A  -  E 2B —  F 2C - h 2DEF

(DE —  CF) G +  (CA —  E 2) H +  (EF —  ÀD ) I  

ABC -  D2A -  E 2B -  F 2C-H 2 DEF

(FD -  BE)G +  ( EF -  AD)H +  (AB -  F 2)I 

ABC —  D2A —  Ë 2B — F2C -4- 2DEF

Or les équations (18) fourniront un système unique de valeurs finies 

de x 0, yo, s 0, touteâ les fois que la quantité

(19) A B C - D 2A - E = B - F 2C +  2DEF , '

aura une valeur différente'de zéro. Donc alors la surface ( i 5 ) aura 

un centre unique, placé à une distance finie de l’origine des coor

données. Si l’on suppose, au contraire,

(20) ABC —  D2A —  E 2B —  F 2C H- 2DEF =  o,

alors la distance du centre à l’origine deviendra infinie, ou, en d’autres 

termes, il n’y aura plus de centre, à moins que le second membre de 

chacune des équdtions (18) ne se présente sousvla forme Dans ce

OEuvres de C . —  S. I l, t. V. 32
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dernier cas, on trouverait une infinité de systèmes de valeurs de x0, 
yo, s0 propres à vérifier les formules (17), et, par conséquent, la sur

face ( i5 ) aurait une infinité de centres.

Lorsque la surface ( i 5 ) a un centre ou une infinité de centres, et 

que l’un d’eux est pris pour origine, l’équation (15 ) se trouve ramenée 

à la forme .

(1) ' Aa?2 +  B / 2 H- C.z2-t- z D y s  4 - aEsa: -+- 2V x y  =  K.

. Si l’on suppose d’ailleurs que les coordonnées x, y, s soient rectan

gulaires, ces coordonnées vérifieront l’équation (14), réduite à la 

f o r m u le  '

. . A x  4 - Fy H- Es F æ +  B x +  D s E# h- D r  +  Cs K
(21) ---------- ----------= ----------------------= ------------~ =  — »/ x  y  ■ s r 2

toutes les fois que le rayon vecteur r, mené de l’origine au 

point (x, y, s), deviendra normal à la surface proposée. On aura 

donc alors

I^A —  ^  x  +  F y  + -E  z =  0,

E<r H- Dy  ( c  —  2̂^  ̂—- o.

En éliminant de ces dernières équations x, y et z, on obtiendra la 

suivante
- | ( a _ k ) ( b _ k ) ( c _ k )  +  j D E F

| - d s( a - ^ ) - e 2( b - ^ ) - f *( c - 5 ) = o.

Enfin, si l’on fait, pour abréger,

( 4 ) '  7 l = S ,

l’équation ( 2 3 ) deviendra

( A — î )(B — s)(C — s) — D2(A — s) ·
~  E S(B —  s) —  F 2(C —  5) H- 2DEF =  o,

(25)
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et Ton tirera des formules (22) réunies à la formule (8)

I A cos} +  F cosp +  E cosv =  s cos},

(26) < F co s } - i - B  cosp +  D cosv = s  c o s /jl,

f E cos} ■ +■  D cosp 4- C cosv =  scos v .

Les équations ( 2 5 ) et (26) suffiront pour déterminer la longueur

de chaque rayon vecteur normal à la surface, et les angles X, p., v 

formés par un rayon normal avec les demi-axes des coordonnées po

sitives.

Il est important de fixer le nombre des systèmes de valeurs réelles 

que les équations (2 5 ) et (26) peuvent fournir pour les inconnues 

cosA, cos pi, cosv et s. Pour y parvenir, j ’observerai d’abord que l’é

quation ( 2 5 ) résulte de l’élimination de cosA, cosp, cosv entre les 

formules (26), et que, pour une valeur réelle de s propre à vérifier, 

l ’équation ( 2 5 ), on tire des formules (26) une valeur unique de 

chacun des rapports 1
COS J2 cosv
cos} 6 cos} 1

En effet, les deux premières des formules (26) entraînent la suivante :

I cos}  _ COSfA _ cosv

FD —  E ( B  —  s) ~  EF  —  D( A —  s) ~  (A -  s) (B -  s) —  F*

.
=  - K _________ ... · 1

\/[Fl) —  E ( B  —  s)]2-t- [EF —  D ( A  —  s )]2 +  [(A —  5) (B —  s) —  F 2] 2
I

Donc une seule droite, qui peut être prolongée dans deux directions 

opposées, correspond à chaque valeur réelle de l’inconnue s.
Il est encore facile de s’assurer que l’équation ( 25) ne sera point 

altérée, si l ’on y remplace les constantes
par d’autres quantités

A, B, C, D, E,  F 

&>, ift,, e ,  œ, c ,  g
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propres à représenter les coefficients des carrés et des doubles pro

duits des coordonnées dans la formule que l’on déduit de l’équa

tion (i), en substituant au système de coordonnées rectangulaires x, 
y, z un autfe système de coordonnées rectangulaires rj, Ç. Pour le 

prouver, concevons que les nouveaux axes des coordonnées y] ,  Ç ,  

étant prolongés dans le sens des coordonnées positives, forment avec 

le demi-axe des x positives les angles a0, a,, a2, avec le demi-axe 

des y  positives les angles ¡30, [3,, [32, et avec le demi-axe des z positives 

les angles y0, y,, y2. On aura (W rles Préliminaires, page‘27)

(■ 28)

(29)

x  =  £ co sa0-+- Y) cos a , -H ? cosa2,

y =  i-cosPo +  n c o s p ,- !-S cos¡3 2,

s  =  l  cosy0 -t- tq cosy,  +  Z cosy2,

1 £ =  x  co sa0-H7 cos(30-t- z  cosy0, 

r¡ =  x  eos«1 +  7  eos(3, -t- z  cosy,,  

Z = # c o s a 2 +  y  eos (32-i- se os  y2,

et, en substituant dans le premier membre de l’équation (1) les va

leurs de x, y, z exprimées.en fonction de y j ,  t, on obtiendra une 

autre équation de la forme

( 3o) ■ +- if'o y)2 -+- SÇ2 +  2 © Y]Ç H- 2 <5 2 —  K.

On doit remarquer, à ce sujet, qu’en vertu des relations établies entre
*

les deux espèces de coordonnées, on aura identiquement, et quelles 

■ que soient les valeurs de chacune des variables y] ,  Ç ,  ,

( A x * -h By* +  C z - +  2 Dy z 2 ~ E z x  +  2 F x y

j = X £2 +  'dhn2+ e Ç 2+ 2 ©Y)£ +  2 «5 Ç|' +  2 Sf£Y]. ■

On pourra donc diiférentier l’équation (3 i) par rapport à chacune 

des variables i;, y) ,  X, considérée comme indépendante. Ainsi, par 

exemple, en effectuant une différentiation relative à £, et observant 

que l’on a, en vertu des formules (28),
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on trouvera

(Aa? +  F /  +  E s ) e o s « 0-^(Fa7 +  B y + D s ) c o s ( 30+  (Ea? h- 'Dj  +  Cs )  cosy0 

=  <&>£ +  ¿Fn -+- CÇ,

ou, ce qui revient au même,

i ( A #  +  F y  H-Es)  cos«0+  (Fa; H- B /  +  D2) cos(30+  (Ea; -t- D y  -+- Cz)  cosy

( 32 ) < =  X(a;cosa0-i-iycos(30 +  .scosy0)-t-Sf(a;cosa1 +  j c o s ( 3 l - i- .3cosyt )

I c ( ^ ^ o s a 2 +  y c o s ( 52- h z c o s ÿ 2).

On trouverait, au contraire, en difïerentiant successivement par 

rapport à chacune des variables Y] e t '(>

/ (A^-l-Fy-t-EîOcosaj-l-iFtf-l-By-i-D^cos^-i-tEir-ï-Dy-i-C-sOcosy
(33) | ^^(¿ccosao +  y cosp0+^cosy0)+i)î>(a;cosa,-t-ycospi +  5Cosy1)

I ' +  ©’(,·£ cos« 2 H-y cos (3 2 + s cosy2)

et

I
(Aa? +  F y  +  Es) cos a2+  (Fa; 4 - B y  +  Dæ) cos(324- (Ea; +  D y  ■+ Cs)'cosy 

=  C ( x  cos«0 +  y  cos[30-t- 3 c o s y 0) +  © ( « c o s a j  +  y  cos(3j +  z cosyO

-t- S  ( x  cos a 2 -t- y  cos (3a +  s  cos y 2 ).

Les formules ( 3 2 ), ( 3 3 ) et ( 3 4 ) sont nécessairement identiques; 

c’est-à-dire qu’elles doivent être vérifiées pour toutes les valeurs 

possibles de x, y, z. On en déduirait facilement les valeurs de A,, id, 

e, (B, C, § exprimées en fonction de A, B, G, D, E, F, et les valeurs de 

ces dernières quantités en fonction des premières. Si dans les mêmes 

formules on pose

a? =  cosX, y  =  cos/2, . snrcosv,  

et si l’on fait, pour abréger,

|
cosot0 cos^ 4- cos(30 cosp +  cosy0 cosv —  cos^_, 

cos a, c o s l  -+- cos(3 j cosjx-t- cos y, cosv =  cos OÏL, 

cosa2 cosX +  cos(3 2 cos^ h- cosy2 cosv =  cosOL,

ce qui revient à désigner par oïl, 3L les angles que forme le rayon 

vecteur r avec les nouveaux axes des coordonnées, on trouvera, en

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



254 APPLICATIONS DU CALCUL INFINITÉSIMAL, 

ayant égard aux équations (26),

(36)

X  cos-t^+if cosOlt'-t-C co s 3£> =  s c o s £ ,

■ §  cos-Ç_-MÎ>cos3TL +  ( D ç o s X  =  s c o s 31L, 

C c o s £  +  ffi cosOlU 4- © c o s X  =  s c o s X .

Le système de ces trois dernières est équivalent à celui des équa

tions (26). Par conséquent, si l’on élimine entre les formules (3 6 ) les 

cosinus des angles 31U, x ,  on devra retrouver l’équation ( 2 5 ). Or 

l’élimination dont il s’agit produit la formule

j ( X  —  s) (iPo— s ) ( S —  s) —  ffi2( X —  s)

( 7) | —  £2(i)I>~s ) —  Î 2(© —  s) +  2©<:i =  o.

Donc celle-ci sera équivalente à l’équation ( 2 5 ), et fournira les 

mêmes valeurs de s,  soit réelles, soit imaginaires. Il est d’ailleurs 

évident que, pour obtenir la formule '(37), il suffira de remplacer 

dans l’équation (25) les quantités A, B, C, D, E, F par les quan

tités x ,  iib, e , O, c,§.
Il est bon de remarquer qu’on arriverait directement aux for

mules (3 6 ) et (37), si l’on cherchait les rayons vecteurs normaux à 

la surface du second degré en partant de l’équation (3o).

Lorsqu’on développe l’équation (2 5 ), elle devient

( s3- ( A  +  B +  C)s24-(AB +  AC +  B C - D 2- E 2- F 2)s 
( ’  | = A B C - D 2A - E 2B - F 2C + 2 D E F .

Pour que celle-ci ne soit pas altérée par la substitution des quan

tités X, oit>, ©,®,C,# aux quantités A, B, C, D, E, F, il faut que l’on ait

/ cAa - f -  liî) —(7- 0 · ZZ1 A . —H B  —J— Cjj

(39) ] XDb 4- X© 4- ifl>G — ©2— C2— S?2 =  A B 4-A C 4 -B C  — D2 — E2— F2,

cJUIÎ,© — X ® 2 — iftC2 — ©^2 4- 2 (QC§ =  ABC — AD2 — BE2 — CF2 -+- 2 DEF.

On pourrait vérifier directement chacune de ces dernières équa

tions, en y substituant les valeurs générales de x , ift, G, ®, c, # ex

primées en fonction de A, B, C, D, E, F, et tenant compte des rela-
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tions qui existent entre les cosinus des angles a0, |30, y0; a(, ¡3,, y, ; 

a2, P2» Ï2· On pourrait aussi établir les équations (3g) en prouvant 
que l’on a, quel que soit s,

j (A — s)(B  —  s) (C —  s) — DJ (A —  s) —  E 2(B —  s) —  F ! (C —  s) 4- 2DEF 

° | =  (A> — — s)(Q — s) — ©2(X  — 5 ) — £2(tJÎ> — s ) —  #*(© — s) +  2 ®C#.

Or, pour y parvenir, il suffit d’observer que, si l’on désigne par a0, 
ba, c0; «1* b{, c{; a.2, b2, c2 les coefficients des variables x, y, z dans 

les équations (3 2 ), ( 3 3 ) et (3 4 ), on trouvera pour les valeurs de ces 

coefficients tirées des premiers membres

(4i)

a„= Acos«0+  F  cos(304- E  cosy0, 
a x — A c o s o î i - I -  F  cos^+ 'E cosy!, 
«2= A  cos«2 + F  cos/32 +  E  cosy2,

b0=  F  cos«0-H B cos(304- D. cosy0, 
bl -= F  cos«i 4 - B cos|3,4 - D cosy,, 
b2 — F  cos«2+  B cos(32 4- D cosy2,

c0 =  Ecosa0+Dcos(30+  C cosy0, 
Ci = Eco sa 1 +  Dcos61 +  C cosy,, 
Cj=:Ecos«2 +  Dcos(32 4-C cosy2,

et pour les valeurs des mêmes coefficients tirées des seconds membres

a0=  JL côsa„-4- $ cosa, 4-C cosa2, 
« 1 =  5" cosa04 - c o s a ,  4- ® cosa2, 
a2= C  cosa0+ ®  cosa,+G cosa2,

fe0=  XcosPo +  i ’ cos^i +  C cos(32, 
(4 2 ) | bi — § cos(30 +  cosPj +  ® cosp2>

bt=  £ cos(30+  (D cos(3t -+- © cos(32,

c0 =  A> cosy0 -+- §  cosy! 4 - C cosy2, 

\ ct =$ cosyo +  i^cosy! +  © cosy2, 

I d  =  £ cosy„ 4-  © cosy! 4- © co sy 2.

Ajoutons que, si l’on fait, pour abréger,

(43)
A =  cos «0 cos fii cos y2 — cos a0 cos ¡32 cos yj 4 - cos «, cos cos y0 

— ços«i cos(30 cosy24 - cosa2 cos(30 cosyj — cosa2 cos[3i cosy0,
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on conclura des formules ( 4 i) et (42)

, ûîd b2c, ¿jCo — ct| 4“ ce2 ̂ 0c, —

=  ( A B C  —  D 2A  —  E 2B  —  F SC  +  2 D E F ) A

— ( JWilie —  ©2A> —  C2ifo —  Pe  +  i(&C§) A;

puis, en remplaçanta0, b ,, c2 para0 — icosa0, b, — sco s^ ,^  — icosy2,

:0 — 5cosa0) (ô, — s cos (3,) (c2 — scosy2) +  «, &2 c0 4- «2 ¿>o
—  è 2 c , ( a 0 —  s  c o s  a 0 ) —  c 0a 2 ( 6 ,  —  s c o s ^ !  —  a j 6 0 ( c 2 —  s c o s y 2)

=  [(A — s) (B — «)(C— s) — D2( A — î ) - E 2(B — s) -  F2(C -  s) -4- aDEF] A 

=  [(A, — s) (HL — 5) (G — s) — ©2(X — s) — C2(iA> — s) — P (G — 5) +  2©Ci] A.

En divisant par A la dernière formule, on retrouvera évidemment 

l’équation (4o).

Revenons maintenant à l’équation (2 5 ). Cette équation, étant du 

troisième degré, aura au moins une racine réelle, à laquelle corres

pondront deux systèmes de valeurs réelles de cosX, cosp., cosv, dé

terminés par la formule (27) et propres à représenter les cosinus des 

angles qu’une .même droite, prolongée en deux sens opposés, fait 

avec les demi-axes des coordonnées positives. Cela posé, si l’on 

prend
«o=^> -|3o=f*> yo = v,

ou, en d’autres termes, si l’on choisit pour demi-axe des abscisses 

positives, dans le nouveau système de coordonnées, la droite qui 

forme les angles X, p., v avec les demi-axes des x, y et z positives, on 

trouvera

(44) cos£=i, cos3ïl= o , cos3b =  o; 

et les formules ( 3 6 ) donneront.

(4 5 ) cJlo =  s, C =  o ,  ~ § = o .

Donc alors la quantité A, sera précisément la racine réelle dont nous 

venons de parler. De plus, en vertu des formules (4 5 ), les équa-
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tions ( 3o) et (37) deviendront respectivement

(46) X£2-t-Dï.n2+©Ç2+ 2 (DY)Ç=K,

e t  -

(4 7 ) (=A> — s) [lit, — i ) ( e  — s) — ®2] = o .

L’équation (4 6 ) n’étant pas altérée quand on y remplace en même 

temps Y) par — y) et 'Ç par — Ç, il en résulte que le nouvel axe des 

abscisses est un axe de la surface représentée par cette équation. 

Quant à l’équation (47)» si on la divise par le facteur x — s, qui 

correspond à la racine s — JL, elle deviendra

(48) s5— (ill 0)s -+- iJ!>© — ffi2= o,

et fournira deux nouvelles racines réelles comprises dans la formule

(49) H-CD2,

Donc l’équation (2 5 ), qui ne diffère pas de l’équation (47), a ses 

trois racines réelles. À ces trois racines correspondent trois droites 

qui sont autant d’axes de la surface proposée, et dont chacune, pro

longée dans un sens ou dans un autre, forme avec les demi-axes des 

coordonnées x, y, z, ou y], les angles p., v, ou £, aie, x ,  déter

minés par les équations (27) ou ( 3 5 ). Si l’on suppose toujours que 

l’une de ces droites coïncide avec l’axe des £, on aura, comme ci- 

dessus, C =  0, § = o, et la première des équations ( 3 6 ) donnera

(ào) (s —  X )  COS-Ç_=: O.

De plus, comme l’équation (5 o) devra être vérifiée, non seulement 

pour la droite correspondante à la racine s =  mais encore pour les. 

deux autres droites, on aura nécessairement, pour chacune de ces 

dernières,

(5i) cos£ =  o,

a moins que l’équation (47) n’admette des racines égales. Donc, si

OEuvres de C. —  S. II, t. V, * 33
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l’on excepte ce cas particulier, la droite correspondante, à la racine 

s =  x  sera perpendiculaire aux deux autres, et, comme dans l’équa

tion (5o) on peut prendre polir x  l’une quelconque des trois racines 

réelles de l’équation (n5 ), nous sommes en droit de conclure que les 

trois axes de la surface du second degré se couperont à angles droits. 

On pourra donc faire coïncider les nouveaux axes des coordonnées 

avec les trois axes de la surface! Alors les équations (3 6 )· devront être 

■ vérifiées quand on réduira l’un quelconque des angles 31L, OT, à 

zéro et les deux autres à d’où il résulte : i° que les trois racines 

de l’équation ( 2 5 ) seront égales aux coefficients désignés par x , ui, e  ; 

2° que les coefficients ©, c, § s’évanouiront. On aura donc a la fois

(52) (B — o, C — o, =  

et la formule (46) deviendra .

(53) x ^  +  ^ + S ^ K .

Quant à l’équation (37), elle se trouvera réduite à

(54) (X — s) (ilî) — s) (© — «) =  o,

et sera effectivement satisfaite si l’on égale s à l’une des trois quan

tités X, MU, S.

Il est facile de s’assurer directement que l’équation ( 5 3 ) représente 

une surface du second degré rapportée à scs axes, c’est-à-dire une 

surface dont trois axes coïncident avec les axes coordonnés. En effet, 

pour démontrer cette assertion, il suffit d’observer que l’équation 

dont il s’agit n’est pas altérée quand on y remplace l·, par — £, y] par 

— y] et Ç par — et que, par suite, toute section faite par un plan 

perpendiculaire à l’un des axes coordonnés est une courbe qui a pour 

centre un point de cet axe. -

Nous avons établi la formule ( 5 3 ) en supposant inégales les trois 

racines de l’équation ( 2 5 ). Si cette équation admettait deux racines 

égales et une troisième racine distincte des deux premières, on pour

rait concevoir que cette troisième racine coïncide avec.la racine x  de
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l’équation (47). Alors, la formule (4g) devant fournir deux valeurs 

égales de s, on aurait nécessairement

et par suite

( 5 5 ) CD —  o, ilh =  G.

Donc les formules (46) et (47) deviendraient respectivement

( 56) <A>̂ 2 4- (yis -4- Ç2) —  K,

(5y) (X — s) (i)l) — s) o.

L’équation (5 6 ) est encore celle d’une surface dont trois axes coïn

cident avec les axes des coordonnées. 11 est essentiel d’ajouter que, 

dans le cas présent, les axes des coordonnées ?j et Ç pourront être 

deux axes quelconques perpendiculaires à l’axe des d’où il résulte 

que la surface du second degré aura une infinité d’axes, dont l’un 

sera l’axe des Ç correspondant à la racine x de l’équation (67), tandis 

que les autres, perpendiculaires à l’axe des £, correspondront "tous à 

la valeur ift> de l’inconnue 5 . On arriverait aux mêmes conclusions en 

cherchant à déterminer par le moyen des formules (3 6 ) les valeurs 

de o ïl, x  correspondantes à la racine s = nî>. En effet, si l’on pose, 

dans ces formules,

® =  o, £ =  o, ê — o, s =  ilï> =. S ,  

la première sera réduite à

(58) ■ («jt, — ilï>) costl= 0,

ou, plus simplement, à

(5 9 ) . costl=o,

et les deux dernières deviendront identiques, c’est-à-dire qu’elles se 

trouveront vérifiées pour toutes les valeurs possibles des angles 

OÏL, x .  Donc le premier de ces angles, déterminé par l’équation ( 5g), 

sera un angle droit. Mais les deux autres resteront indéterminés.
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Pour passer du cas que nous venons d’examiner à celui dans lequel 

on suppose les trois racines de l’équation ( 25) égales entre elles, il 

suffit de faire

( 6 0 )  1)Î> =  X .

Alors l’équation ( 56) devient

( 61) X ( ? 2-t-v )! + Ç 2) =  K .

Dans la même hypothèse, la formule ( 58), se trouvant vérifiée, quel 

que s o i t n ’entraîne plus l’équation ( 5g), et les trois angles 3U-, X  

restent indéterminés. Donc une droite quelconque menée par l’ori

gine peut alors être considérée comme un axe de la surface. La même 

conclusion se déduit de l ’équation (6i), car cette équation représente 

évidemment une surface sphérique que l’on peut regarder comme 

ayant pour axe un quelconque de ses diamètres. De plus, comme la 

surface sphérique dont il s’agit devra être encore représentée par 

l’équation (i), il faudra que celle-ci coïncide avec la formule

( 6 2 ) X ^  +  j ^ + s 2 ) =  K ,

que l’on déduit immédiatement de l’équation (61) combinée avec la 

suivante :

(63) . ^ - t-Yi»-H-Ç2= rrî = ^ s +  / 2-|-S2.

Or les formules (1) et (62) ne peuvent coïncider qu’autant que les 

coefficients A, B, C sont égaux à la quantité x  et les coefficients D, 

E, F à zéro. Donc le cas où les trois Tacines de l’équation ( 25) de

viennent égales est celui dans lequel on a simultanément

(64) A =  B =  C, D =  E =  F — o.

Il serait facile de prouver directement que, si l ’équation ( 25) a 

toutes ses racines égales, les conditions (64) seront vérifiées. En 

effet, si l’on remplace, dans l’équation ( 25), s par

A +  B +  C
3
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on obtiendra une aiitre équation de la forme

(65) s3 — ps +  q =  o,

la valeur de p  étant

• A2-t- B2-
P  =

C2 — A B - A C  
3

BC
-+-D2-*-E2 +  F2,

ou, ce qui revient au même,

(66) f _ . (A -B )« + (À -C )» + ( .B -C )» D2 +  E2-1i- F2.

261

Cela posé, admettons que les trois racines de l’équation (25) de

viennent égales. Celles de l’équation ( 65) devront toutes s’évanouir. 

, On aura donc p — o, q =  o, et par suite

(67)
(A — B)2 +  (A — C)2-t- (B — C)2-+■  J)*+E*h- F* =  b.

Or cette dernière formule entraîne évidemment les conditions (64).

Lorsque les quantités A, B, C, D, E, F vérifient l ’équation (20), la 

surface (1) a une infinité de centres, et l’équation ( 25) ou (38) a au 

moins une racine égale à zéro. Si l’on fait coïncider cette racine avec 

celle que nous avons désignée par Jt, la formule ( 53) deviendra

(68) . DW-1-es2— K,

et représentera un cylindre dont la génératrice sera parallèle à l’axe 

des Si deux racines de l’équation ( 25) devenaient égales à zéro, 

alors, en faisant coïncider ces racines avec la valeur iit de s qui vérifie 

l’équation (57), on réduirait la formule ( 56) à la suivante

(69)

de laquelle on tirerait les deux équations

(7°) A = - \ / ï >

(70
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propres à représenter deux plans perpendiculaires à l’axe des Il 

est inutile de chercher ce qui arriverait si l’équation (25) avait trois 

racines nulles .*■ car cela ne peut arriver, à.moins que les quantités 

À, B, C, D, E, F ne s’évanouissent simultanément dans l’équation (i), 

c’est-à-dire à moins que cette équation ne cesse de renfermer les 

coordonnées x , y , s.

Les formules ( 56), (6i), (68) et (69) étant comprises comme cas 

particulier dans l’équation ( 53), il suit évidemment de ce qui précède 

que l’équation, en coordonnées rectangulaires, de toute surface du 

second degré qui a un centre ou une infinité de centres, peut être 

ramenée à la forme ( 53). Ajoutons que les coefficients représentés 

par x ,  ut), Ù dans la formule ( 53), ou, ce qui revient au même, les 

racines de l’équation ( 54), seront les trois valeurs de

K
S = - Z

correspondantes aux points d’intersection de la surface avec les nou

veaux axes .des coordonnées. C’est ce que l’on peut aussi démontrer 

directement, car si l ’on cherche, par exemple, le point d’intersection 

de. la surface avec l’axe des il.faudra poser y) =  o, Ç =  o, cl l’on 

tirera en conséquence des formules ( 53) et (63)

Il est d’ailleurs évident que cette dernière équation fournira pour le

rayon vecteur r une valeur réelle si le rapport -̂ - est une quantité

positive, et une valeur imaginaire si ce rapport devient négatif. Dans 

le premier cas, la valeur réelle de r sera la moitié de la distance com

prise entre les deux points où la surface rencontrera l’axe des c’est- 

à-dire, en d’autres termes, la moitié d’un axe réel de la surface pro

posée. Dans le second cas, l ’axe des £, sans cesser d’être un axe de la 

surface, cessera de la rencontrer.
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■ Soient maintenant a-, b2, c2 les valeurs numériques des trois rap- 
K K K' 
jig’ ii!)’ e ’

ports y ) y » ^¡ en sorte qu’on ait

(72) ^ h a9- ' — = -h b2 — — -+-c*
~a ’ nh---- ’ ■ ecAfl

a, b, c désignant des quantités positives. Si l’on remplace les lettres 

Y), Z, par les lettres x , y , z, la formule ( 53), divisée par K, deviendra

(73)
rp 2 * a/2 r-2

Cette dernière comprend huit autres formules, savoir : i° l’équation

(74) x y 
~â2 +  6* -T =1,

qui représente un ellipsoïde dont les trois axes sont 2a, 1 b, 2c; 

20 les trois équations '

(75)

(76)

(77)

dont chacune représente un hyperboloïdè. à une nappe \voir la for

mule ( io 3 ) de la quatorzième Leçon] ; 3° les trois équations

(78)

(79)

(80)

z! _  i
ô* ~ b2 c2

x 2 y2
Hr- ~  H2

-2

dont chacune représente un hyperboloïde à deux nappes [voùTéqua-

tion ( 1 2 4 )  de la quatorzième L e ç o n ] ;  4 ° l ’ équation

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



264. APPLICATIONS DU CALCUL INFINITÉSIMAL.

qui ne représente rien, attendu qu’on ne peut y satisfaire par des va

leurs réelles des coordonnées. Si deux des trois quantités JC, i(b, e  de

viennent égales entre elles, les ellipsoïdes ou les hyperboloïdes ci- 

dessus mentionnés seront de révolution. Si l’on suppose X =  if!> =  G, 

la formule (73) se réduira évidemment, soit à l’équation

(82) x*-{-y* +  z 2=  a 2, ‘

qui représente une sphère; soit à l’équation

( 83) æ’ +  j ! +  ü! =  - s !,

qui ne représente rien. Enfin, si une ou deux des quantités x ,  if!>, G 

s’évanouissent, une ou deux des quantités a, b, c deviendront infinies, 

et la formule ( j 3) cessera de renfermer les trois coordonnées ce,y, s.· 

Ainsi, par exemple, en supposant G =  0, on aura c — oo; et la for

mule (73), réduite à

(84) ± =  1,

renfermera i° l’équation 

(85)
¿c2
ô2

II 
b2

qui représente un cylindre.elliptique dont la génératrice est parallèle 

à l’axe des z; 20 les deux équations.

(86)

(8 7 )

X2' ,r2. _ i
a 2 6 2 “

x 2 y %
6* ~ 1

dont chacune représente un cylindre hyperbolique, ayant encore pour 
génératrice une droite parallèle à l ’axe des s ; 3° l’équation

(88)
x 1 y2 
a* ~  fc2 ~ 1’

qui ne représente rien. Si l’on égalait à zéro deux des quantités X,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C A L C U L  D I F F É R E N T I E L ' .  x 265

ifi,, e ,  si Ton supposait, par exemple, ill> =  o, G =  o, alors on aurait 

b — oo, c — ce ; et, par suite', la formule (73), réduite à

( 89)

comprendrait l’équation

( 90)

qui représente deux plans perpendiculaires à l ’axe des a?, et l’équation

(91) .

qui ne représente rien.

Le cas.où le second membre de la formule (1) s’évanouit mérite 

une attention particulière. Dans ce cas, l ’équation (53) se réduit à

(92) iJ!>y)2+  ®Ç2=  o.

Si, de plus, on désigne par.a2, è2, c- les valeurs numériques des 

rapports en sorte qu on ait

, X*H- —  —  r
“  a2 ’

X" “  a-,

(93)
I

ûAo

ce, b, c désignant trois quantités positives, et si l’on remplace encore 

les lettres y], Ç par les lettres x , y , z, la formule (92) deviendra

(94) b2

9̂Ai ~

Cette dernière comprend quatre autres formules; savoir : i° l’équa
tion

qui représente l’origine des coordonnées, attendu qu’on ne peut y 

satisfaire qu’en posant à la fois x  =  o, y =  o, 5 =  0; 20 les trois
OEuvres d e  <ÿ# t . V .  1 0 /
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équations

(96)

(9 7 )

(9 8 ) '

.r-
ô*

f
b2

y
"~P-

c ‘ -

-2

y-

b*''

dont chacune représente un cône à base elliptique, qui a pour 

sommet l’origine, et pour axe l’un des axes coordonnés. Si deux des 

quantités x ,  ait» G devenaient égales, l’un des trois Cônes pourrait 

être considéré comme ayant pour base un cercle tracé dans un’ plan 

perpendiculaire à l’axe. Si l’on supposait x  =  ii!> =  G, alors, dans 

chacun des trois cônes, la base serait circulaire, et deux génératrices 

opposées, comprises dans un meme plan passant par l’axe, seraient 

perpendiculaires entre clics. Enfin, si un ou deux des coefficients x, 

ii!>, e  se réduisaient à zéro, une ou deux des quantités a, b, c de

viendraient infinies, et la formule (g4) cesserait de renfermer les 

trois coordonnées x , y , z. Ainsi, par exemple, en supposant e  =  o, 

on trouverait c =  ce; et la formule (g4)> réduite il

(9 9 )

renfermerait: i° l’équation

qui représente l’axe des 5, attendu qu’on ne peut y satisfaire qu’en 

supposant à la fois x  — o ,y  — 0; i°  l’équation

, . .r2 y2
(I01) — — t j = ° ,a1 b2

qui se décompose dans les deûx suivantes

x  y
— 1- — — o, 
a b

x  y

â  “  ~b ”  ° ’

et représente, en conséquence, deux plans passant par l’axe des s. Si
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l ’on supposait en même temps iit. =  o et e  =  o, on aurait b — y:, 

c =  co, et la formule (9$). réduite à

(102) x'2~ o ,

représenterait le plan même des y, s.

Il est essentiel d’observer que la méthode par laquelle on réduit 

l’équation (1) à la formule ( 53) est indépendante de la valeur 

attribuée à la quantité K, et qu’en conséquence les axes de la sur

face (1) ne changeront pas de direction si l ’on fait varier la quantité K

sans changer les valeurs des coefficients A, B, C, D, E, F. Cela posé,
.  · · ·

concevons que, k désignant une quantité positive, on prenne succes

sivement
K  =  k, K =  — k, K  =  o.

A la place de l’équation (1), on obtiendra les trois suivantes :

(103 ) A æ! +  C s 2-t- 2I)y z  -+- %Ezx  +  2 F x y  —  k,·

(104) A^c2-t- C^a-+- 2Dy z  -+- 2 E z x  +  2Fa;/ = —  k,

(105) Aæ!+  B y 2-h Cs2-)- 21 )yz 2Ezœ -y ïFœy =  o,

qui représenteront trois surfaces dont les axes seront les mêmes, et 

qui pourront être converties, par la méthode indiquée, en trois autres 

équations de la forme

(106) X^-hDbY)24 - S £ 2=/i·,

(107) Jlfl H- -H 0  — k.

(108) x £ 2- M W  +  e ç 2:= 0.

Or, en raisonnant comme ci-dessus, on s’assurera facilement que 

l’équation (108) est propre à représenter : i° un point unique, savoir, 

l’origine, dans lé cas où x ,  ni,, ® sont des quantités de même signe 

et différentes do zéro ; 20 un cône du second degré, dans le cas où x ,  

i)l>, G reçoivent des valeurs différentes de zéro, mais de signes divers; 

3° une droite, savoir, l ’un des axes coordonnés, lorsque deux des 

coefficients x ,  il!,, s  sont des quantités de même signe, le troisième 

étant nul ; 4° deux plans passant par l ’un des axes coordonnés, lorsque
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deux des coefficients dont il s’agit sont de signes contraires, le troi

sième étant nul; 5° un des plans coordonnés, dans le cas où deux des 

quantités «l , ifi>, e  s’évanouissent. De plus, on reconnaîtra sans peine 

que les équations (106) et (107) représentent, dans le premier cas, 

un ellipsoïde et une surface imaginaire; dans le second cas, deux 

hyperboloïdes dont l’un se compose d’une seule nappe,, tandis que 

l’autre offre deux nappes distinctes ; dans le troisième cas, un cylindre 

elliptique et un cylindre imaginaire; dans le quatrième cas, deux 

cylindres hyperboliques; enfin, dans le cinquième cas, deux plans et 

une surface imaginaire. Ajoutons que, dans le second cas et dans 

le quatrième, les trois surfaces représentées par les équations ( io 3),

(104), ( io 5) s’approchent indéfiniment l’une de l’autre à mesure 

que l’on s’éloigne de l’origine des coordonnées. Il résulte, en effet, 

de la remarque faite dans la treizième Leçon (page 212), que, si par 

l’origine on mène un plan quelconque, les droites d’intersection de 

ce plan avec la surface ( io 5) seront les asymptotes des courbes sui

vant lesquelles il coupera les surfaces ( io 3) et (104).

Nous avons prouvé qu’il suffisait de transformer les coordonnées 

rectangulaires x , y , z de l’équation (1) en d’autres coordonnées £, y), 'Ç, 

rectangulaires elles-mêmes et relatives à de nouveaux axes convena

blement choisis, pour réduire, dans tous les cas possibles, l’équa

tion (1) à la formule ( 53). La transformation de coordonnées dont il 

est ici question s’opère à l’aide de certaines valeurs particulières 

* attribuées dans les formules (28) aux angles a0, [30, y 0; a,, ¡3,, y ,;  

a2, [32, y2> et en vertu desquelles le polynôme. '

A x -  +  B / 24 -  C s 2-+- 2Dy z  -+- 2 E z x  4 -  2 F x y  

devient identiquement égal au trinôme

x p  +  tfori'+ e?.

Or il est clair que la même transformation changera la fonction li

néaire et homogène de x , y , z, représentée par la somme

G x  4- H y  4- l s ,
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en une fonction linéaire et homogène des y] ,  Ç, c’est-à-dire en un 

trinôme de la forme
-t- JCy) -t- 3 Ç,

ç, 3 désignant de nouvelles constantes, et que par suite elle ré

duira l’équation ( i 5), c’est-à-dire l’équation générale des surfaces du 

second degré, à la formule

(109) +  +  je  y) +  3 ç =  K.

De plus, la dernière des équations (39) donnera 

( 110 ) o/V\tï>S =  ABC — AD2 — BE* — CF2 4 2DEF.

Cela posé, si l ’expression (19) a une valeur différente de zéro, on 

pourra en dire autant du produit jut,S. Donc alors aucun des coeffi

cients JC, ifc, e  ne s’évanouira. Si, dans la même hypothèse, on prend

(in)
g 3t 3

2 qAî) 2Ü b’ —  —  r »  2

le point (#0>7 o> s o) sera évidemment un centre de la surface. Car il 

suffira de transporter l’origine à ce point, et de remplacer en con

séquence Sj, Y], '( par ij-+-a;0, Y] -t- j 0, Ç +  s 0, pour réduire l’équa

tion (109) à la formule

(112) <A>i;2 4- iil>Y)2 -t- ©£2 — fc — (cAsa;2 + i&y'2 -t- S z \ - t- Q -+- 3Cy0-4- 3,s0).

On peut remarquer d’ailleurs que l’équation (112) est semblable pour 

la forme à l ’équation ( 53).

Concevons maintenant qu’un seul des coefficients x ,  oib, e  s’éva

nouisse, et que l’on ait, par exemple, e  =  o. Alors, la valeur du

rapport devenant infinie, ou indéterminée, la surface (109) n’aura

p l u s  d e  c e n t r e ,  o u  e n  a u r a  u n e  i n f i n i t é ,  s u i v a n t  q u e  l a  q u a n t i t é  3 s e r a  

o u  n e  s e r a  p a s  é g a l e  à  z é r o .  D a n s  l a  m ê m e  h y p o t h è s e ,  s i  l ’ o n  f a i t

JL. „ _ K — — —
aiB,\ ------------------- 3------------ ■--- ’L>3) * « = - S jü’
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il suflira de transporter l ’origine au point (æ0, y„, z ÿ) pour ramener 

l’équation (109) à la forme

( 114 ) ’ X | ! +  alhY)2-t-3Ç =  o.

On conclura de celle-ci que la surface proposée a pour axe l’axe des Ç. 

Soient maintenant a-, b2 les valeurs numériques — > et - la valeur
. OAO rÜi) 2

du produit en sorte qu’on ait

( n 5 ) — ±  b*, 
Db

A .  a 2  i   c
~ d ~  3 2

et supposons que l’on remplace les lettres yj, Ç par les lettres x , y, z, 

la formule ( 1 14) deviendra

( n 6 )
x· r-  _  2 s 

a - b 1 c ’

et renfermera : i° l’équation

( ” 7 )
x ï
a-

11 — 1 
b'1 ~

qui représente un paraboloide elliptique [voir la formule ( 5g) de la 

quatorzième Leçon]; 20 l’équation

qui représente un paraboloide hyperbolique [uoir la formule (68) de 

* la quatorzième Leçon]. Si l’on avait x  =  ifi>, on trouverait, par suite, 

a — b, et l’équation ( 114) ou (117) représenterait un paraboloide de 

révolution. Enfin, si l’on supposait 3 =  0, on trouverait c =  0 0 , et 

l’équation (116) coïnciderait avec la formule (99).

Concevons encore que, dans l’équation (109), deux des coeffi

cients x ,  mu, G s’évanouissent, et que l’on ait, par exemple, 1)!. =  0, 

© =  o. Alors, si l’on suppose toujours la valeur de x 0, déterminée 

par la première des équations ( m ) ,  et si, de plus, on désigne p a r j 0 

et^0 deux valeurs de Y] et de propres à vérifier la formule

(IJ9 ) ttC J'o ·+* 3 n: K —i X l ] —-(^Xq,
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il suffira de transporter l’origine au point (# 0, y 0,.s0) pour réduire 

l’équation (109) à

( 120) 0 A 0 *q "+- 5 Ç =  o.

Lorsqu’on a 3 =  0 et que, dans la formule (120), on remplace les 

lettres r\ par les lettres x , y , cette formule se réduit à

( 1 2 1 ) cAd -b  JC y  — p .

Cette dernière représente évidemment un cylindre qui a pour base 

une parabole comprise dans le plan des·#, y, et pour génératrice une 

droite parallèle à l’axe des z. Elle représenterait le plan des y ,  s si 

l’on avait 3e =  o. Ajoutons que, dans le cas même où 3 n’est pas nul, 

on peut transformer l’équation (120) de manière quelle devienne 

semblable à l'équation (t2i). Pour y parvenir, il suffit de remplacer 

la lettre \ par la lettre #, et de poser

( 1 2 2 )
■ ie Ti +-H-

ce qui revient à prendre pour axe des y  une droite perpendiculaire a 

l’axe des £ et menée par l’origine de manière à former avec les demi- 

axes des y) et des Ç positives deux angles dont les cosinus soient res

pectivement

En effet, si l ’on nomme 60, 6,, 6, les trois angles formés par la droite 

dont il s’agit avec les demi-axes des Y] et £, prolongés dans le sens 

des coordonnées positives, on aura

COsë0
X

coso, =
y/ae2

COS b ,  =
(5 ¿

et l’équation
y  =  l  C O S § o  +  TJ C O s ê ,  +  Ç C O S g 2

se réduira évidemment à la formule (122), en vertu de laquelle
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l’équation (120) deviendra

(ia3) „W-+- (3es +  3s) V ~ o ·
i

Celle-ci est semblable à l ’équation (121) et représente de même un 

cylindre à base parabolique.

Si, dans les calculs qui précèdent, on échange entre eux les axes 

des coordonnées, on obtiendra successivement toutes les formules 

qui se trouvent comprises- comme cas particuliers dans l’équa

tion (109). ·

En résumé, l’on voit que les surfaces courbes qui peuvent être 

représentées par cette équation se réduisent à la surface de la 

sphère, à celles de l’ellipsoïde, de l’hvperboloïde à une ou deux 

nappes, du paraboloide de révolution, du paraboloide elliptique ou 

hyperbolique, du cône à base circulaire ou elliptique, enfin du 

cylindre droit qui a pour base un cercle, une ellipse, une parabole 

ou une hyperbole. De plus·, il arrive quelquefois que l’équation (109) 

représente, un ou deux plans, une ou deux droites, ou un point 

unique, ou même qu’elle ne représente rien. Il est bon d’observer 

que, dans .le cas où l’équation (109) représente une surface cylin

drique, les droites que l’on peut considérer comme axes de cette 

surface sont en nombre infini. En effet, en vertu des définitions 

ci-dessus adoptées, on peut appeler axe d ’une surface cylindrique 

à base elliptique ou hyperbolique, non seulement la droite qu’on 

«nomme ordinairement axe du cylindre, et qui renferme les centres 

des ellipses ou hyperboles dont les plans sont perpendiculaires aux 

génératrices, mais encore les axes de ces mêmes courbes, attendu 

qu’un plan perpendiculaire à l’un de ces axes coupe toujours la sur

face cylindrique suivant deux génératrices également distantes du 

point où il rencontre cet axe. De même, si l’on coupe un cylindre 

parabolique par des plans perpendiculaires aux génératrices, les 

axes des diverses paraboles qui seront les courbes d’intersection 

pourront être considérés comme autant d’axes de la surface du 

cylindre dont il s’agit. Dans le cylindre droit à base circulaire,
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tous les rayons des cercles compris dans des plans parallèles au plan 

de la base sont des axes de la surface,

Il ne sera pas inutile de remarquer que les surfaces représentées 

par les équations ( 53) et (109) ont leurs axes parallèles, et que par 

suite on peut en dire autant des surfaces représentées par les équa

tions (1) et ( i 5).

P roblème II. —  Trouver, s il y  a lieu, le centre de la courbe du second 

degré représentée par le système des deux équations

(124)
A a?2 4- B y 2 4- C^2+  2Dy z  4- 2E s #  4- 2 F x y  =  K, 

x  cos A 4- y  cos p  4- z  cos v =  k.

Solution. — Soient x 0, y„, z t les coordonnées du centre de la 

courbe. Si l ’on transporte l’origine à ce centre en remplaçant x, y, z 

par x  4- x 0, y  4-y 0, s +  ï „  les formules (124) deviendront

IA a?2 4- B 4- C e 2 4 - 2 j ) y z  4- 2~Ezx 4- 2 F x y

4-2[(A *04- Fy 04 - E-s0)æ: 4- (Fa?0H- Byo4- Ds0)y 4 - (E îc04-Dj 04- Cæ0)^] 
=  K —  (A.x* 4 - B y 2 4 - C ^ 2 4 - 2D / oso+ 2É^0̂ o + 2 F æ0j 9),

(126) x  cos A 4- y  cosp  4~ s  cosv =  k —  ( x 0 cos A 4- y 0 côsp  4- s 0 cosv);

et lé système de ces deux dernières ne devra pas être altéré quand on 

y remplacera x  par — x , y  par — y  et z par — s. Or cette condition 

sera remplie si l’on suppose

(127) x 0 cos A 4- y 0 cosp  4- z 0 cosv —  k,

et

1 o\ Aa?o +  F 4- E^o Fa?o4-Byo +  B®o Ea?04 - D y 04 -C so
1120) ------------- —̂-------= ------------------------ — ------------------------- -

COSA cosp  COSV

Alors, en effet, l’équation (126) sera réduite à la formule

(2) x  cosA 4 - y  co sp  4- z  cosv =  o,

qui n’est pas altérée par le changement de signe des coordonnées

Œuvres de C. — S. II, t. V. . 35
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x , y , -s, et de laquelle on tire, en la combinant avec la formule (128),

(129) (Aa?0 +  F 7 0 +  E^o)^ +  (F^o +  B7o +  D ^ > )y +  (E^0 +  D 7 o+ C « 0) s =  o.

De plus, si l’on a égard à l’équation (129), la formule (12$) deviendra

( i 3o)
·( k x ^ C s - - \ - 2 Ü y  z - h  -¿Y x y

=  K  —  (A#* 4-By* +  Cs* +  2D70S0+ z'Ez<lx 0+  2F.r0/o)>

et remplira encore la condition prescrite. Les formules (127) et (128) 

suffisent pour déterminer les coordonnées x 0,y 0, s 0 du centre cherché. 

La première èxprime que ce même centre est compris dans le plan 

représenté par l’équation (126), c’est-à-dire dans le plan de la courbe 

donnée. D’autre part, comme, pour obtenir le point où la surface (1) 

est rencontrée par le rayon vecteur mené de l’origine au centre dont 

il s’agit, il faut assujettir les coordonnées x , y ,'z  de la surface (1) à 

l’équation

et que les formules (128) et ( i 3 i) entraînent l’équation (98) de la 

Leçon précédente,, savoir

. „ . A x  +  F /  -+- E z _F #  -+- B y  +  D s __E a  +  D y  -+· C z
' ' cos 1  cosp. cosv f

on peut affirmer que le point de ^encontre sera précisément le point 

"de contact de l’ellipsoïde avec un plan tangent parallèle au plan de 

la courbe. }

On résout facilement les équations (127) et (128) en opérant 

comme il suit. Si l ’on désigne par t la valeur commune des trois 

fractions comprises dans la formule (128), on aura

[ A r 0 +  Fy„ +  Eæ0 =  t cosX,

( '33) '< Firo+Bjo +  D50=icosp,

( Ea?oH- Dy0-f· G^0=  t cosv. ■

Ces dernières équations, étant semblables aux formules (17), se

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C A L C U L  D I F F É R E N T I E L . 275

résoudront de la même manière et donneront pour x 0, y 0, z0 des 

valeurs égales à celles que fournissent les équations (18) quand on 

remplace dans les seconds membres les quantités G, H, I par les 

produits — icosA, — ¡tcosp., — t cos v. On aura donc

(BC —  D 2) co sX  4 - (DE —  CF) co sfx  4 -  (FD —  B E ) c o s v  
A B C  —  D 2A —  E 2B —  F 2C 4- 2DEF

(DE —  CF) co sX  H- (CA —  E 2) c o s /jH -  (EF —  AD) c o s  v . 

A B C  —  D 2A —  E 2B —  F 2C 4- 2 DEF

(FD —  BE) c o sà  4 - (EF —  AD) c o s ¡x 4 - (AB —  F 2) c o s v  
ABC -  D2A —  E2 B —  F 2C 4- 2 DEF '

Si l’on substitue les valeurs précédentes de x 0, y 0, z0 dans l’équa

tion (127) et si l’on fait, pour abréger, '

f P =  (BC —  D 2) cos2)i 4- (CA —  E 2) cos2p.

(13 5 ) < 4 - (AB — F 2) cos2v 4 - 2(EF —  AD) cos/acosv

( ’+ a ( F D  —  BE) cosv cosX 4-2 (DE —  CF) cosA cosp,

/
on trouvera

(136 ) t = -----------------------p -------------- --------

et, par suite, on tirera des équations ( i 34)

_(BC —  D 2) cosA +  (DE —  CF) cos/ji4 - (FD —  BE) cosv ,
a?0 — ---------------------------- p------------------------------« >

_  (DE —  CF) co s A 4- (CA —  E2) cosp. 4- (EF —  AD) cosv ,
/ »  —  p  k >

_  (FD —  BE) cosA 4- (EF —  AD) cosp. 4- (AB —  F 2) cosv 7
*o  —  : p  K '

Celles-ci fourniront un système unique de valeurs finies de x 0, y 0, s 0, 

lorsque la quantité P ne sera pas nulle. Donc alors la courbe proposée 

aura un centre unique. Ce centre sera l ’origine elle-même, si la quan

tité k s’évanouit.

Si la quantité P se réduisait à zéro, les valeurs de x 0, y B, z 0 devien

draient infinies ou indéterminées. Dans le premier cas, la ligne du 

second degré représentée par le système des équations (124) ne pour-
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rait être qu’une parabole; dans le second cas, cette ligne se transfor

merait en un système de deux droites parallèles.

Si l’on transporte l ’origine au centre de là courbe (124), les 

équations de cette courbe deviendront semblables aux formules (1) 

et (2). On conclut de cette remarque que, pour trouver les axes de 

la courbe (124), il suffit de résoudre le problème suivant :

P roblème III. — Déterminer les axes de la courbe du second degré 

représentée par les deux équations

(1) k x t +  B j 2-!- ->.J)yz h- i YaZ x  -h 2 F x y  =  K,

(2) x  cos). + /  cosp. 4- z cosv =  0. .>

Solution. — Si l’on transforme les coordonnées x , y, z, supposées 

rectangulaires, en d’autres coordonnées rectangulaires y¡, Ç, et si 

l’on prend pour axe des X, la droite perpendiculaire au plan repré

senté par la formule (2), les équations de la courbe proposée se 

changeront en deux autres de la forme

(138) X £ 2 +  Dbu2+ S Ç 2+2Ùt)Y)Ç-+-2£Ç£ +  2 ^Y) =  K, Ç =  o,

et par conséquent la courbe, étant rapportée à des axes rectangulaires 

situés dans son plan, aura pour équation
r

(139) ' ' Jl>£2 4- -t- =  K.

Lorsque l’équation précédente peut être vérifiée p'ar des valeurs 

féelles des coordonnées Ç, vj, elle représente une ellipse, ou une 

hyperbole, ou le système de deux droites parallèles et situées à égales 

distances de l’origine, suivant que la différence

JU!) — Í 1

est une quantité positive, ou négative, ou nulle. Ajoutons que l’ellipse 

se réduit à un point, et l ’hyperbole au système de deux droites qui se 

coupent, toutes les fois que le second membre de l’équation, ou la 

quantité K, s’évanouit. Cela posé, admettons d’abord que la courbe 

soit une ellipse. Cette ellipse aura deux axes qui se couperont à
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angles droits, et si l ’on nomme a, b les deux demi-axes, a, b seront 

les valeurs maximum et minimum du rayon vecteur r mené de l’ori

gine à un point de la courbe. La question se réduira donc à chercher 

la plus grande et la plus petite valeur de la fonction r déterminée par 

l’équation

( j3 ) r 2 =  x 2 H- j 2 ·+- z*,

en supposant les variables x , y , s liées entre elles par les équa

tions (i)  et (2). Or, pour y parvenir, il faudra égaler à zéro la diffé

rentielle du rayon vecteur r ou de son carré r2, et, comme on tire de 

l’équation ( t3 )

(  ̂¿¿(r2) —  r dr =  x  dx. 4 -y  dy  +  z dz,

on obtiendra, en opérant comme on vient de le dire, la formule

(i4o) x  d x  -H y  dy -+- z dz  =  °,

de laquelle on devra éliminer dx, dy, dz à l’aide des équations diffé

rentielles de la courbe donnée, c’est-à-dire à l’aide des deux formules

( i 4 0  ( A x  - t-F y  +  E s )  d x +  ( ¥ x  +  B y  +  D,s) dy  h-  ( E x  +  J)y G s )  dz =  0, 

(1^2) cosX d x  +  cos/Ji dy  H- cosv dz =  o.

Observons maintenant que, pour effectuer l’élimination de dy et dz 

entre les formules ( i 4o). (141)» ( i 42)» il suffira de les ajouter, après 

avoir multiplié deux d’entre elles, par exemple, les formules ( i 4o) 

et ( i42), par des coefficients indéterminés, puis de choisir ces coeffi

cients de manière que l ’équation résultante ne renferme plus ni dy, 

ni dz. Alors, le premier membre de cette équation se trouvant réduit 

à la différentielle dx multipliée par un facteur, le facteur dont il 

s’agit devra lui-même s’évanouir. Or, si l’on désigne par — s et 

par — 1 les deux coefficients indéterminés dont il est ici question, 

l ’équation résultante se présentera sous la forme

( A x  4- F j  4- E s  —  s x  —  t c o s l ) d x  

- t - ( F x  + B y  +  T ) s - ~ s y  —  t c o s ¡ i )d y  

+  ( E x  ■ +■  B y  +  G s —  s z  —  t cosv) dz  =  o ;
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et si, après avoir choisi les coefficients s, t de manière à faire dispa

raître les différentielles dy et dz, on égale encore à zéro le coefficient 

de la différentielle dx, on aura évidemment

¡ A# +  F j  +  Es =  s# +  £ cosX,

Y x -±-1\y z — sy +  t cos p,

JLx -t- T)y -+- C.z =  sz - t- icosv .

Si l ’on ajoute ces dernières formules, après avoir multiplié la pre

mière par x ,  la seconde par y , la troisième par z, on trouvera, en 

ayant égard aux équations (i)  et ( i 3),

K =  sr2.

La valeur de s sera donc

Si l ’on adopte cette valeur de s et si l’on observe d’ailleurs que les 

équations ( i 43) peuvent s’écrire comme il suit :

( A  —  s) .2? +  F j  +  E a  =  i cosX,

F.r  +  ( B — s ) y  +  D c =  t cosp,

Ea; +  D / - t-  (C —  s)z  =  ic o sv ,

on reconnaîtra qu’il suffit de remplacer les quantités A, B, C par les 

différences A — s, B — s, C — î  : x° dans les seconds membres des for

mules ( i 34); 2° dans la valeur de P que fournit l’équation ( 135), 

pour obtenir, d’une part, les valeurs des coordonnées x , y> z cor

respondantes au maximum et au minimum du rayon vecteur r, et, 

d’autre part, le coefficient de t dans l’équation (2), ou plutôt dans 

celle qu’on en déduit par la substitution des valeurs de x , J ,  z. Or, 

en divisant par t l’équation dont il s’agit, on trouvera

[(B —  s)(C  —  s) —  D2] c o s 2X 

+  [(C _ î ) ( A - s ) - E2] cosV  

+  [(A —  s) (B —  s) —  F 2] cos2v 

-r  2 [E F  —  (A —  s )D ]c o s fzc o s v  

+  2 [FD —  (B —  s ) E ]  cosv cosX 

-+- 2 [DE —  (C —  s ) F ]  cosX cosfi =  o,

044)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C A L C U L  D I F F É R E N T I E L .  ' 279
ou, ce qui revient au même,

i s2 —  [(B 4- C) cos2)i 4 - (C -P A ) cos2p 4- (A  -p B) cos2v

j  —  2 Ü  C O S p C O S V  —  2 E  COSV COs X —  2 F  C O S À C O S p ] s

j 4- (BC —  D2) cos2)i 4- (CA —  E) cos2p 4- (AB —  F 2) cos2v 

\ . 4- 2 ( E F — AD) cosp  cosv +  2 (FD —  BE) cosv. cosX 4- 2 (DE —  CF) cosX c o s p = o .

De plus, on tirera des formules ( i 34), après y avoir remplacé x 0, y a, ’ 

z0 par x , y , z, et A, B, C par A — s, B — s, G — s,

i x
[(B —  s)(C —  s) —  D2] cos A +  [DE —  (C —  s) F] cos p +  [FD —  (B —  s)E] cosv

—  [DE —  (C —  s) F] cosX +  [(C —  s) (A ~ s )  —  E 2] c o sp -p  [EF —  (A — î )D] cosv 

_ z

~~ [FD —  (B —  s)E] cosX ■ +■  [EF —  (A —  î )D] cosp 4- [(A —  5 ).(B —  s) —  F 2] cosv

Enfin, si l ’on nomme a, ¡3, y les angles formés par le rayon vecteur 

maximum ou minimum avec les demi-axes des coordonnées positives, 

on aura

. /0, co sa  cosS cosv
( 148 ) -----— ------  = ----Li

x  y  z

et, par suite,

cosa
[(B — s) (C — s) — D 2] cos X 4- [DE — (C -  s) F] cosp -p [FD —  (B -  s)E] cosv 

_ co s (3
—  [DE —  (C —  s)F] cosX 4- [(C —  s) (A —  s) —  E 2] cosp 4- [EF —  (A  —  s)D] cosv

_  cos.y

[FD —  (B —  s)E] cosX -P [EF —  (A —  s)D] co sp  4- [(A —  s)(B —  s) —  F 2] cosv

Lorsque la courbe proposée est une ellipse, ainsi que nous l’avons 

d’abord admis, l ’équation (i46) fournit nécessairement deux valeurs 

réelles de
K

correspondantes à la valeur maximum et à la valeur minimum du 

rayon vecteur r. Alors, si l ’on désigne par a et b les demi-axes de
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l ’ellipse, les deux racines de l’équation (146) seront

K K
i = _ i ’  s = 7 î >a2 ü2

et l’on aura, en conséquence,

+  —  (B +  C) cos2A ( C 4- A) cos2f/ +  (A +  B) cos2v

—  2 B  cos p  cosv —  2 E cos v cos À —  2 F cos X cos p.,

~  =  ( B C - D 2) c o s 2À +  ( C A - E 2)c o s 2/x +  (AB - F 2)c o s2v 
a* b*

-t- 2 (EF —  AD) cospicosv -+- 2(FD —  BE) cosv cosA -+- 2(DE —  CF) cosÀ cosfi.

De plus, à chacune des deux valeurs de s, ou, ce qui revient au 

même, à chacun des axes de l’ellipse, correspondront des valeurs 
réelles de a, (5, y, déterminées par la formule (149) réunie à l ’é

quation

( 15 1 ) cos2« +  cos2{3 +  cos2y =  1,

et ces valeurs représenteront les angles formés par l’un des axes de 

l ’ellipse, prolongé dans un sens ou dans un autre, avec les demi-axes 

des coordonnées positives.

L’ellipse que nous venons de considérer se transformera en un 

système de deux droites parallèles, si l ’une des quantités a, b devient 

infinie. Alors celle dés deux quantités qui conservera une valeur 

finie représentera la moitié de la distance entre les deux parallèles, 

et les angles a, ¡3, y, déterminés par les équations (149), seront pré

cisément ceux que formeront les deux parallèles et la distance dont il 

s’agit avec les demi-axes des coordonnées positives.

Si les quantités a, b devenaient égales, l’ellipse se changerait en 

un cercle, et les valeurs des angles a, (3, y deviendraient indéter

minées.

Concevons, maintenant, que la courbe proposée devienne une 

hyperbole. Alors le rayon vecteur r admettra une valeur minimum 

qui sera la moitié de l’axe réel de l’hyperbole; et si l ’on nomme 2a
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cet axe, l’équation (i46) aura nécessairement une racine réelle, 

savoir,
K

s = ^ ·

Donc, par suite, les deux racines de l'équation (146) seront réelles. 

De plus, à chacune de ces racines correspondront des valeurs réelles 

de a, (3, y, déterminées par le système .des formules (149)» (151), et 

propres à représenter les angles que fait une certaine droite pro-· 

longée dans un sens ou dans un autre avec les demi-axes des coor

données positives. D’autre part, on peut affirmer : j° que les deux 

valeurs de s et les directions des droites correspondantes à ces valeurs 

seront indépendantes de la quantité K, qui ne se trouve comprise ni 

dans l’équation ( i/j6), ni dans la formule ( x49) ; 20 que l’une des 

deux droites coïncidera toujours avec l’axe réel de l’hyperbole pro

posée. Enfin, il suit de la remarque faite dans la treizième Leçon 

(page 212) que, si l’on fait varier K dans les équations (1) et (2), les 

diverses hyperboles représentées par ces équations auront toutes les 

mêmes asymptotes, et, par conséquent, les mêmes axes. Seulement,

lorsque la quantité K changera de signe, le rapport ^  en changera

pareillement, en sorte que l’axe réel 2a ne pourra plus correspondre 

à la même racine de l’équation (r46), ni conserver la même direction. 

Il résulte de ces observations que l’équation (146) a pour racines; 

dans l’hypothèse admise, deux quantités de signes contraires, dont 

l’une fait connaître les axes réels des hyperboles correspondantes à 

des valeurs positives de la quantité K, et l’autre ceux des hyperboles 

correspondantes à des valeurs négatives de la même quantité. On 

doit ajouter que ces deux espèces d’axes réels coïncident avec les 

deux droites qui divisent én parties égales les angles formés par les 

asymptotes communes à toutes les hyperboles dont il s’agit, et que 

ces deux droites, perpendiculaires entre elles, sont précisément celles 

que l’on détermine à l’aide des formules (149) et (c5i).

Lorsque la quantité K s’évanouit, les équations (1) et (2) repré-
Œ u vres de C. —  S. ÏI, t. V. “ , 36
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sentent les asymptotes communes aux diverses hyperboles, et les 

angles a, ¡3, y, déterminés par les formules ( 149) et ( 15 r), répondent 

toujours aux deux droites que nous venons d’indiquer.

La recherche des axes dé la courbe représentée par les équations (i) 

et (2) deviendrait beaucoup plus facile, si l’on substituait à ces 

mêmes équations la formule (139). Alors, en effet, on devrait rem  ̂

placer, dans la formule ( i 46), les quantités A, B, F par X, ifi>, §, le 

cosinus de l’angle v par l’unité, et les quantités C, D, E, cosA, cosp. 

par zéro. On trouverait de cette manière

( l 5 2 )  s 2 — (  J L  -+-  l i t  ) S +  Jlolfb —  $ 2 =  0.

Cette dernière équation, qui s’accorde avec la formule ( i 5 ) de la. 

onzième Leçon de Calcul différentiel, a évidemment deux racines 

réelles, savoir,

053)

0A0 —j—
S — --------------

2
+  a?2,

$ = cAs —j—
2

et ces deux racines sont des quantités de même signé ou de signes 

contraires, suivant que la différence JUJl> — S2 est positive ou néga

tive. Dans le premier cas, on tire des formules ( i 5o)

• 054) k (¿1 +  =  <A> H- il!), -qrî — «M!> — i 2.

Nous ferons remarquer, en terminant cette Leçon, que les for
mules ( 3g), ( i 5o),.'(i54) indiquent certaines propriétés des courbes 

ou des surfaces du second degré. Ainsi, par exemple, si l’on con

sidère une ellipse représentée par l ’équation ( 13g), et si l ’on 

nomme r, les rayons vecteurs menés du centre de l’ellipse aux 

points où elle rencontre les axes des \ et des yj, on aura
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et, par suite, la première des équations (i'54) donnera

Cette dernière formule comprend un théorème que Von peut énoncer 

comme il suit : -

T héorème I. — Si, dans une ellipse, on mène arbitrairement du centre à 

la circonférence deux rayons vecteurs qui se coupent à angles droits, et 

si l ’on divise successivement l ’unité par le carré de chacun de ces rayons 

vecteurs, la somme des quotients sera une quantité constante égale à la 

somme qu on obtiendrait en faisant coïncider les deux rayons vecteurs 

avec les deux demi-axes de l ’ellipse.

Lorsque l’équation (139) représente une hyperbole, on obtient, en 

changeant seulement le signe de la quantité K, une seconde hyper

bole qui a le même centre, les mêmes asymptotes et les mêmes axes, 

avec cette différence, que l’axe réel de la première est perpendicu-
r 4.

laire à l’axe réel de la seconde. Nous dirons que ces deux hyperboles 

sont conjuguées l ’une à l’autre. Cela posé, en substituant à l’ellipse 

un système de deux hyperboles conjuguées, on reconnaîtra facilement 

que.le théorème I devra être remplacé par la proposition suivante :

T héorème II. — Si, après avoir tracé deux hyperboles conjuguées 

l ’une à l ’autre, on mène arbitrairement du centre commun de ces deux 

hyperboles, soit à l ’une d ’elles, soit à l ’une et à l ’autre, deux rayons 

vecteurs qui se coupent à angles droits, et si l ’on divise successivement 

l ’unité par le carré de chacun de ces rayons vecteurs, la somme des 

quotients sera une quantité constante, pourvu que dans cette somme on 

prenne toujours avec le signe -4- le quotient relatif à l ’une des hyper

boles, et avec le signe — le quotient relatif à l ’autre. Par conséquent, la 

somme dont il s’agit sera toujours égale à la différence entre les quo

tients qu’ on obtiendrait si l ’on divisait successivement V unité par le carré 

du demi-axe réel de la première hyperbole et par le carré du demi-axe 

réel de la seconde. .
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Revenons maintenant à la surface courbe représentée par l ’équa

tion (i) et concevons que l’on désigne par rn, r,, r2 les racines carrées
K K  K

des valeurs numériques des rapports p , jp  en sorte qu’on ait

E — -4- r-
A °’

K
B

K
C

On tirera de ces dernières équations, réunies aux formules (72) et à 

la première des équations ( 3g),

(.56)
I

Si la surface (1) est celle d’un ellipsoïde, on aura simplement

;
Dans le même cas, r„, r,, r2 représenteront trois rayons vecteurs qui 

se couperont à angles droits, et l’on pourra, en conséquence, énoncer 

la proposition suivante :

T héorème l i t .  — Si, du centre d ’un ellipsoïde, on mène arbitrairement 

à la surface trois rayons vecteurs qui se coupent à angles droits, et si l ’on 

divise successivement l ’unité par chacun de ces rayons vecteurs, la somme 

des carrés des quotients sera une quantité constante, égale à la somme 

qu’on obtiendrait en faisant coïncider les trois rayons vecteurs avec les 

* moitiés des trois axes de l ’ellipsoïde. · ' _

·· Lorsque l’équation (1) représente un hyperboloïde, on obtient, en 

changeant seulement le signe de la quantité K, un second hyperbo- 

loïde qui a le même centre et les mêmes axes, avec cette différence, 

que l’un des deux/hyperboloïdes présente deux nappes distinctes, 

l ’autre une seule nappe, et que les*deux axes réels du second sont 

perpendiculaires à l’axe réel du premier. Nous dirons que ces deux 

hyperboloïdes sont conjugués l’un à l’autre. Cela posé, en examinant 

avec un peu d’attention les diverses combinaisons de signes que peut 

offrir l’équation ( i 56), on établira sans peine le théorème suivant :
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T héorème IV. — Si, après avoir tracé deux hyperboloïdes conjugués 

l ’un à l ’autre, on mène arbitrairement du centre commun de ces deux 

hyperboloïdes, soit à l ’un d ’eux, soit à l ’un et à l ’autre, trois rayons 

vecteurs qui se coupent à angles droits, et si l ’on divise successivement 

l ’ unité par le carré de chacun de ces rayons vecteurs, la somme des 

quotients sera une quantité constante, pourvu que dans cette somme on 

prenne avec le signe +  tout quotient relatif à un rayon de V hyperboloïde 

à une nappe, et avec le signe — tout quotient relatif à un rayon de 

l ’autre hyperboloïde. Par conséquent, la somme dont il s’agit sera tou

jours égale à la différence qu’on obtiendrait si, après avoir divisé l ’unité 

par les carrés des moitiés des axes réels, des deux hyperboloïdes, on re

tranchait le quotient relatif à l ’axe réel du second de la somme des quo

tients relatifs aux deux axes réels du premier.
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SEIZIÈME LEÇON.

DIFFERENTIELLE DE l ’a RC D’ üNE COURBE QUELCONQUE. SUR LES COURBES ET LES SURFACES 

COURBES QUI SE COUPENT OU SE TOUCHENT EN UN POINT DONNÉ.

Concevons qu’une courbe quelconque étant représentée par deux 

équations entre les coordonnées rectangulaires x , y, z, on appelle s 

l’arc de cette courbe compris entre un point fixe et le point mo

bile ( x , y , z ) .  Si l ’on attribue à l’abscisse x  un accroissement très 

petit Ax, les variables y, z, s croîtront elles-mêmes de quantités po

sitives ou négatives, qui seront très petites (abstraction faite de leurs 

signes), et qui seront représentées par Ax, Ay, A z. De plus, il est 

clair que la corde de l’arc ±  As, ou, en d’autres termes, la distance 

du point ( x , y , z )  au point ( x  -h Ax, y  -t- Ay, z-h  As), sera numéri

quement égale à
\J Ax* Ay1 -t- AsJ. ■

^Cela posé, pour déterminer facilement la différentielle de l’arc s, il 

suffira de recourir à un principe assez évident, savoir, qu’un très 

petit arc dq courbe se confond sensiblement avec sa projection sur la 

tangente menée par un de ses points, c’est-à-dire que le rapport du 

petit arc à sa projection se réduit sensiblement à l’unité. En effet, la 

projection de l’arc étant la même chose que la projection de la corde, 

et le rapport de la corde à sa projection étant égal au cosinus de 

l’angle formé par la corde avec la tangente, ou, en d’autres termes,, à 

une quantité qui diffère très peu de l’unité, il suit immédiatement du 

principe ci-dessus énoncé qu’un très petit arc se confond sensible

ment avec sa corde, c’est-à-dire que le rapport d ’un arc infiniment
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petit à sa corde a l ’unité pour limite ( ') .  Cette proposition étant 

admise, on en déduit la formule

(<) i =  lim
: A« ds

\JA¿e2 4- Ay* -+- Az* \Jdx2 -+- d y 2 ds*

de làquelle-on tire

( 2 ) ds —  ± .\Jdx2 -+- d y 2 +  ata*.

On aura par suite

( 3 ) ds* —  d x 1 +  dy■* 4- dzJ.

Si l ’on prend x  pour variable indépendante et si l’on fait, pour

abréger, · ·
dy . ds ,

d ï = S ’ · · d ï  =  * ’ ■

la formule (2) donnera

(4) ds — ±  \/i -+- y 12-h z'* dx.

Il est bon d’observer que, dans l’équation (4), on. doit réduire le 

double signe ±  au signe -1-, lorsque l’arc s croît avec l’abscisse x, 

et au signe — dans le cas contraire. ■ ·

Si, dans les équations ( 5) de la treizième Leçon, on substitue au 

radical \Jdx3 -4- dy1 -1- dz1 sa valeur tirée do l’équation (2), on ob

tiendra l’ un des deux systèmes de formules

(5)

(6)

d x
cosa  =  —  ; 

ds
cos (3 —

dy  
ds ’

•cosy =
dz 
ds ’

d x
co s (3 =

dy dz
cosa  — -----

ds ■ ~  ~ds ’
cosy =

ds

Le premier système devra être'.employé pour la détermination des 

angles a, ¡3, y formés par la tangente à la courbe avec les demi-axes

(*) On pourrait considérer cette dernière proposition comme évidente, et la substituer 
au principe énoncé plus haut. Mais il paraît convenable de faire servir à la mesure de la 
longueur d’un très petit arc de courbe, passant par un point donné, celle de toutes les 
droites qui s'en rapproche le plus dans le voisinage du point dont il s’agit (voir ci-après 
la vingt-et-unième Leçon).
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des coordonnées positives, si cette tangente a été prolongée dans le 

même sens que l’arc s. Au contraire, les angles dont il s’agit seront 

déterminés par le second système de formules si la tangente a été 

prolongée en sens inverse. C’est ce que l’on prouvera sans peine à 

l ’aide des raisonnements dont nous avons déjà fait usage dans le cas 

des courbes planes (voir la page 88).

L’angle aigu formé par la tangente au point ( x , y , z )  avec l’axe· 

des x  est ce qu’on nomme Y inclinaison de la tangente ou Y inclinaison 

de la courbe par rapport à cet axe, Si l’on désigne par t  ccttejncli- 

naison, l’angle t  sera évidemment égal ou à l’angle a ou au supplé

ment de a. On aura donc c o s t  =  ±  cosa, et l’on tirera de la première 

des équations (5) ou (6) . ' .

, . , d x  . a < d s
(7) cost =  ± —j- ,  . sécr  =  ±  ·

d s  d x

Si, dans ces dernières, on substitue à ds sa valeur tirée de la for- , 

mule (4), et si l’on observe que % représente un angle aigu dont le 

cosinus et la sécante sont nécessairement positifs, on trouvera

(8) , c o s t =:  -  1 , sécT —  s'2.
v i ' + y + i ' *

Pour montrer une application des formules ci-dessus établies, con

sidérons l’hélice représentée par les équations (38) de la treiziéme 

Leçon. La valeur de cosy déterminée par la dernière des formules (4o) 

de la môme Leçon sera constante, et les formules (5) ou (6) donne

ront

d s  —  ±  = ±  d ( ~ "  V
cosy  \ co sy y

En appliquant à l’équation qui précède les raisonnements par les

quels nous avons, dans la septième Leçon, déduit la formule ( 2 5 )  de 

la formule (24), et désignant par As un accroissement fini attribué à 

la variable z, on trouvera

. . A i
A$ m  ±  ----- - ·

cosy
(9)
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D’ailleurs, y étant l’angle formé par la tangente à-l’hélice avec l’axe 

des z, iz représente évidemment la portion de la tangente qui a

pour projection sur cet axe la longueur ±  Ai. On peut donc énoncer 

la proposition suivante :

T h é o r è m e  I . — Pour obtenir un arc d ’hélice compris entre deux points 

(.x , y , z ) et (a? +  Ax, y  -h Ay,. z -+- As), il suffit de mener par le premier 

une tangente à l ’hélice et de chercher la portion de cette tangente qui se 

trouve renfermée entre les plans menés perpendiculairement à l ’axe de 

l ’hélice par les deux extrémités de l ’arc.

Si, pour fixer les idées, on compte l’arc s à partir du point où l’hé

lice rencontre l’axe des x , et si l’on suppose la quantité s positive en 

même temps que l’angle p et l ’ordonnée s, alors, en substituant aux 

points ( x , y , z ) ,  ( x  -y A x , y  ■ +· Ay, z -+- Az), les deux extrémités de 

l’arc s, savoir : le point où l’hélice rencontre l’axe des x,  et le point 

(x,  y,  s),  on obtiendra, au lieu de l ’équation (9), la formule

' z
S —  ----- >

cosy

que les équations (38) et (4o) de la treizième Leçon réduiront à

(10) ' s  =  (1 +  a - y R p .

Il résulte de cette dernière que, pour évaluer l ’arc s, il suffit de mul

tiplier la projection de cet arc sur un plan perpendiculaire à l’axe de

l’hélice, c’est-à-dire le produit Rp par le facteur constant (1 -+- a)'2.

Considérons maintenant deux courbes quelconqués. Soient x , y , z 

les coordonnées de la première courbe et s l’arc de cette courbe com

pris entre un point fixe et le point mobile (x , y , z ) .  Soient de mémo 

r], les coordonnées de la se'conde courbe et ç l’arc de cette seconde 

courbe compris entre un point fixe et le point mobile (i,r\,'Ç). ün 

trouvera

(11) ds'=da:'--hdy'+dzi,< ' dç* = cf? + dri* + dt?.
O E u vrcs d e  C - —( S. II, t .  V. 37
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De plus, si les tangentes menées à la première courbe par le point 

(x , y, z) et à la seconde courbe par le point (£, rj, Ç) sont prolongées 

clans les mêmes sens que les arcs s et ç, elles formeront, avec les demi- 

axes des coordonnées positives, des angles dont les cosinus seront 

respectivement égaux, pour la première tangente, à

d x  d v  dz 

ds ds ds

et pour la seconde tangente, à

' dç dn dZ
d ç ’ d ç ’ dç

<L·

Par suite, si l ’on nomme S l’angle que les deux tangentes forment 

entre elles, on aura [ en vertu de l’équation (48) des Préliminaires]

. _ d x  d'̂  dy drt , dz d Z  d x  d\ -t- dy dr\ -H dz dZ
(12) cos ¿s dç^~ ds dç _r ds dç dsdç

Les deux tangentes deviendront parallèles lorsqu’on aura

(13 )

ou bien’

( i 4 )

d ç _d x  dr¡ __dy d Z _dz

dç ds dç ds ’  dç d s '

d\ d x

dç d s ’

di)   dy d Z   dz
dç d s ’ dç ds

Il faut observer d’ailleurs que les formules ( i3) et (r4) peuvent être 

‘ remplacées par la seule formule

. K, d% _ d y \  _  dZ ' .
Î0' d x  dy d z ’

de laquelle on déduit

1 d\ _df\ __d,Z___  ̂ \Jd.^-\- df]2-\- d Z * __ h dç

d x  dy, dz /̂dx'1 dy2 -t- dz1 . ds

Ajoutons que les deux tangentes comprendront entre elles un angle 

droit, si l’on a cosS =  o, et par conséquent

(c6) d x  dç +  dy dr\ -+- dz dZ —  o.
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Si, dans l’équation (12), on substitue pour ds et de, leurs valeurs 

tirées des formules (11), on obtiendra la suivante :

,  , d x  d i  -t- dy dn 4- dz d t
(17) cosa =  ±  ... .2  J

\Jdx'1 d y 1 -+- d z 2 \/d'£f-+- d~d -t- d

Lorsque, dans cette dernière, on ne détermine pas le signe du second 

membre, elle fournit deux valeurs de 8, renfermées entre zéro et ir, 

qui représentent l’angle aigu et l’angle obtus compris entre les deux 

tangentes prolongées indéfiniment de part et d’autre des points 

( x , y ,  z) et (£, y], ‘C).

Lorsque les deux courbes se rencontrent en un même point, elles 

sont censées former entre elles les mêmes angles que les tangentes 

menées par le point dont il s’agit. Alors on a, pour le point de ren

contre,

(1 8 ) t =  x , -n— y, ? =

et les angles que les deux courbes forment entre elles coïncident évi

demment avec les valeurs de 8, renfermées entre zéro et tt, qui véri

fient l’équation (17).

On dit que deux courbes tracées dans l’espace sont normales l’une 

à l’autre lorsqu’elles se coupent à angles droits* et qu’elles sont tan

gentes, ou qu’elles se touchent, lorsqu’elles ont, en un point qui leur 

est commun, une tangente commune, c’est-à-dire lorsque l’angle aigu 

compris entre les deux courbes s’évanouit. Dans le premier cas, la 

formule (16), ou

('9 )
dy df\ dz d'Q 

d x  d\ d x  d£ 0>

est vérifiée pour le point d’intersection ; dans le second cas, les coor

données du point'de contact vérifient la formule ( r.5), ou, ce qui 

revient au même, les deux équations

dn _dy d Ç __ dz
20 d% d x ’ d\ d x

Il est essentiel d’observer que, dans les diverses formules ci-dessus
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établies, les différentielles disparaîtront toutes en même temps quand 

on aura éliminé ds, d d y ,  dr\, dz et cCÇ à l’aide des formules (ri) 

réunies aux équations différentielles des courbes proposées..

Rien n’empêche de substituer, dans 'les équations de la seconde 

courbe, les lettres x , y, z aux lettres rj, Ç et de prendre ensuite 

l’abscisse x ,  correspondante à un point de l’une ou de l’autre 

courbe, pour variable indépendante. Alors les premiers et les 

seconds membres des formules (20) devront être remplacés par les 

valeurs des dérivées
d v   , dz  

d x  y  ’ d x  ’

tirées des équations des deux courbes, et, pour que ces courbes se 

touchent au point dont l’abscisse esta;, il suffira que les valeurs des 

quatre quantités
y . y ', s, z ', _

relatives au point dont il s’agit, restent les mêmes dans le passage de 

la première courbe à la seconde. Au reste, cette proposition est évi

dente, car, si les conditions qu’on vient d’énoncer sont remplies, il 

est clair que, pour l’abscisse x , les deux courbes auront non seule

ment un point commun, mais encore la même tangente.

Nous allons maintenant établir un.théorème qui est fort utile dans 

la théorie des contacts des courbes, et que l’on peut énoncer comme 

il suit :
fi +· ' t

T héorème II. — Etant données deux courbes qui se louchent, si, à 

partir du point de contact, on porte sur ces courbes, prolongées dans le 

même sens, des longueurs égales, mais très petites, la droite qui joindra 

les extrémités de ces longueurs sera sensiblement perpendiculaire à la 

tangente commune aux deux courbes.

- Démonstration. — Supposons que les longueurs égales, portées sur 

la première et la seconde courbe à partir du point de contact, abou

tissent, d’une part, au point ( x , y ,  -), de l’autre, au point rj, '(). 

Soient de plus s et ç les arcs renfermés : i° entre un point fixe de la
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première courbe et le point ( x , y , z ) ;  20 entre un point fixe de la 

seconde courbe et le point (Ij, Y], Ç). Tandis que les coordonnées 

x , y ,  z, y), £ varieront simultanément, la différence

s — s

restera invariable et l’on aura, en conséquence, ç =  s -+- const.

(21) 'dq —  ds.

Soient d’ailleurs a, ¡3, y les angles que forme avec les demi-axes des 

coordonnées positives la tangente commune aux deux courbes, pro

longée dans le môme sens que les arcs s et ç; a la longueur de la 

droite menée du point (£, au point ( x , y , z ) ,  enfin 'A, p, v les 

angles que forme cette droite avec les demi-axes des coordonnées 

positives. On aura sensiblement

/ \  dtXf de. f·.
( 22) cos a =  COS P :

ils dq r

d y _do

ds dq ’

dz dÇ
co s y =  —  7 >

'  ds dq

(23) — £,)*'■+-[ y  — -ny-+  (s —  O S
__ £ y  —  */j Jz ——

(24) COSX= ------ -> COSü.= '------- » cosv =  -T—
7 8 r 8 8

et l’on tirera des formules (t 1) réunies à l’équation ( 21)

dx"- -h dy1 +  dz- =  dïq~ +  do"- -+- rfÇ2, 

ou, ce qui revient au même,

( 25) (d x  4- dq) (dx  —  d\) 4- [dy 4- do ) [dy —  do) [dz -1- dt,) [dz  — ,dÇ) ■ = 0.

Or les équations (22) donneront

( 26) d x  4- d \ _dy  4- do __rfs.-t- dC,
cosat cosp cosy

=  ds 4- dq —  2 ds.

De plus, en appliquant aux seconds membres des formules ( 2 4 ) le 
principe énoncé à la page 9 0 , on reconnaîtra que les quantités cosX,
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cosp., cosv peuvent être déterminées approximativement par les for
mules

C»7 > co8X = * 3 ^ ,
a8

dy  — dr\

C0Sfi =  " L s r - >
COSV :

dz — rfÇ 
t/s

On aura donc, à très peu près,

(28)
d x  —  d'i 

cosX

dy —  dn _dz —  d Ç __

COS/Jl cosv

Cette dernière équation sera d’autant plus exacte que les points 

( x,  y,  z)  et (£, rpÇ) se trouveront plus rapprochés du point de con

tact des deux courbes. Si maintenant on remplace, dans la for

mule ( 25), les sommes

d x  -h d l, d y -h d n , d ï  +  dç,

par les quantités cosa, cos[3, cosy, qui sont entre elles dans les mêmes 

rapports, et les différences

d x  — d'i, dy  —  d'n, dz  —  d'Ç

par des quantités proportionnelles à ces différences, savoir : cosA, 

'cosp et cosv, on trouvera définitivement

(29) co sa  cos 1  +  co s ¡3 cosp -+- cosy cosv =  o.

Donc la droite menée du point ( x , y ,  s)  au point (£, vp Ç) sera sensi

blement perpendiculaire à la tangente commune aux deux courbes, 

ou, ce qui revient au même, sensiblement parallèle au plan normal.

On pourrait, dans le théorème qu’on vient d’établir, remplacer la 

seconde courbe par une droite tangente à la première, et l’on obtien

drait alors la proposition suivante T

.Théorème III. —  Si, à partir d ’un point donné sur une courbe, on 

porte sur celte courbe et Sur sa tangente, prolongées dans le même sens, 

des longueurs égales et très petites, la droite qui joindra les extrémités
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de ces longueurs sera sensiblement perpendiculaire à la tangente, ou, ce 

qui revient au même, sensiblement parallèle au plan normal.

Concevons, pour fixer les idées, que l’on,désigne par i chacune des 

longueurs égales portées sur la courbe et sur la tangente à partir du 

point donné. Les angles formés avec les demi-axes des coordonnées 

positives par la droite qui joindra les extrémités de ces deux lon

gueurs seront des fonctions de f; et, si l’on fait converger i vers la 

limite zéro, ces angles convergeront, en général, vers certaines 

limites, et s’approcheront indéfiniment de ceux qui déterminent la 

direction d’unc'certainc normale avec laquelle la droite dont il s’agit 

tendra de plus en plus à se confondre. Cette normale, qui mérite 

d’être remarquée, est celle que nous appellerons normale principale. 

Pour en fixer la direction, il suffirait de recourir aux formules (27) 

et au principe énoncé à la page g5. On peut'aussi arriver très facile

ment au même but par la méthode que nous allons indiquer.

Désignons par x ,  y , z  les coordonnées du point de la courbe qui 

coïncide, non plus avec l’extrémité, mais avec l’origine de la lon

gueur i, c’est-à-dire les, coordonnées du point par lequel on mène 

une tangente à la courbe. Soit toujours s l’arc compté sur la courbe 

entre le point ( x , y , z )  et un point fixe placé de manière que la lon

gueur i serve de prolongement à l’arc s. Soient encore a, (5, y les 

angles que forme avec les demi-axes des coordonnées positives Ja
N t

tangente au point ( x , y ,  s) prolongée dans le même sens que l’arc s. 

Si l’on prend cet arc pour variable indépendante, l’extrémité de la 

longueur i, portée sur la courbe, aura évidemment pour coordonnées 

trois expressions de la forme

(3o)

. d x  P
1 —,— |----

ds 2
' d2 x  

ds2

I, J, K devant s’évanouir avec 1; tandis que l’extrémité d’ une autre
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longueur égale à i, portée sur la tangente et comptée dans le même 

sens que la première, aura pour coordonnées

!■  . .d x
X  -+- l COS y. —  X  -H l —T- y

I ds

( 31) / y  4- i'cosj3 =.-/ +

I .d s
j z —|*~ i c o s y —  z —i— i * '

Cela posé, si l’on nomme a la distance comprise entre les extrémités 

des deux longueurs, et A, p, v les angles formés avec les demi-axes 

des coordonnées positives par la droite qui, partant de l’extrémité de 

la seconde longueur, se dirige vers l’extrémité de la première, on 

aura évidemment

32) 8 =  — 
2

‘(d*se (  d2 y
ds*

t ( i
33 ) cosX =

2 V ds2
+  1

COS p  =

d'1y

a V ds1

ds1 ' Kï ,

¿- fd - s

cosv =
2 V ds1 K

et, par suite,

/ cosX cosp  _ cosv

* ( 34 )

d- x  T d -y
ds2 J ~  + K

ds-

f / d ’-x

[V ds2 +  H  +
d-y  

ds2 *+■  J ) - H

Si, maintenant, on fait converger ¿vers la limite zéro, les valeurs nu

mériques de 1, J, K décroîtront indéfiniment, et, en passant aux 

limites, on tirera de la formule (34)

c o s X _cos p __cosv

d 1x  à'ly  d i z
~dH* Ils* xls*

( 35)
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ou, ce qui revient au même,

(3 6 )'
COsX _ COSfJl _. COSV
ci"1· JC dr-y (Pi

[ ( #*)* ■ +(¿■ jO' +  d **-)*]*'

Les angles A, p., v déterminés par cette dernière formule sont ceux 

qui se trouvent compris entre là normale principale prolongée dans 

un certain sens et les demi-axes des coordonnées positives. La même 

formule devrait être remplacée par la suivante

c o s X  COS ¡ J .  COSV

d 1x  d^y d 1z
i

[{æœy- +  {d\y y- +  {duy-Y-

si la normale principale avait été prolongée en sens contraire. Ajou- · 

tons que les équations ( 36) et (37) sont renfermées l’une et l’au,tre 

dans la seule équation ·

( 38)

de laquelle on tire

COSX __ COSjX __ COSV

d 1 x  d '1 y  cl'1 s
*

COsX   COS (J. _  COSV

d i x  d ïy  drz
\{di x y  +  {diy y ^ { æ - z y Y

Il serait facile de s’assurer directement que la droite qui passe par 

le point {x , y,  z ), et forme avec les demi-axes des coordonnées posi

tives des angles déterminés par la formule ( 38), est une des normales 

-menées par le point (oc, y , z) à la courbe donnée. En effet, si l’on 

difierentie l’équation (3), en considérant toujours s comme variable 

indépendante, on aura

( 3 9 ) ·  d x  d 1x  +  dy d 1y  -1- dz d 2z =  o ;

puis, en ayant égard à la formule (38) et à l’équation (6) de la 

treizième Leçon, on trouvera

cosa  cosX-t-cos(3 cosp  +  cosy  cosv o.

Donc, la droite eh question sera perpendiculaire à la tangente, ou, en 

d’autres termes, elle sera normale à la courbe proposée.
1 OEuvres d e  C . — S. II, t  V. 38
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En prenant toujours l’arc s pour variable indépendante, on tire des 

équations (5) ·

't d co so c_di x  rfcos(3 _ci2/ rfcosy _ d - z

*° ds · ds2 ’ ' ds ds2 ’ ds ds2

Par conséquent, la formule ( 38) peut être réduite à .

cos^ _ cosp. _  cosv

d cos« d  co s |3 d  cosy *

Si l’on cessait de prendre l’arc s pour variable indépendante, la 

formule (35) deviendrait inexacte. Mais la formule (4 i) existerait 

toujours; et, en substituant dans celle-ci, à la place de co'sa, cos(3, 

cosy, leurs valeurs tirées des formules (5), on trouverait .
%

COsX COSfZ cosv

Observons encore que, dans le cas où la courbe donnée se réduit 

à une courbe plane, la normale principale est évidemment celle qui 

reste comprise dans le plan de la courbe. . ■

Les angles p., v étant une fois déterminés par les formules (35) 

ou (42), il devient facile d’obtenir les équations de la normale prin

cipale. En effet, si l ’on nomme y) ,  '( les coordonnées d’un point 

* quelconque de cette droite, on aura [en vertu de la formule (26) des 

Préliminaires]

\ , Z) ■ t z x
'** ■ cosX cosp cosv ’

puis on en conclura, en supposant que l’arc s est pris pour variable 

indépendante, ·

trr v  ·? —  'x  _  f l —  .Y _  Ç —  •s .
■ . æ -x —  d îy  ~  d*z *

et, en admettant une autre hypothèse,-
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L o r s q u e  d e u x  s u r f a c e s  c o u r b e s  s e  r e n c o n t r e n t  e n  u n  p o i n t  d o n n é ,  

e l l e s  s o n t  c e n s é e s  f o r m e r  e n t r e  e l l e s ,  a u  p o i n t  d o n t  i l  s ’ a g i t ,  l e s  

m ê m e s  a n g l e s  q u e  l e u r s  p l a n s  t a n g e n t s .  O n  d i t ,  e n  p a r t i c u l i e r ,  q u e  

d e u x  s u r f a c e s  s o n t  norm ales  l ’ u n e  à  l ’ a u t r e  e n  u n  p o i n t  q u i  l e u r  e s t  

c o m m u n ,  l o r s q u e  l e s  p l a n s  t a n g e n t s  m e n é s  p a r  c e  p o i n t  s o n t  p e r p e n 

d i c u l a i r e s  e n t r e  e u x ,  e t  q u ’ e l l e s  s o n t  tangentes, o u  q u ’ e l l e s  s e  

touchèM , q u a n d  c e s  p l a n s  c o ï n c i d e n t .  D a n s  l e  d e r n i e r  c a s ,  l e s  n o r 

m a l e s  a u x  d e u x ' s u r f a c e s  c o ï n c i d e n t  p a r e i l l e m e n t .  C e l a - p o s é ,  s o i e n t

( 4 6 )  ,· U - : 0 , P =  0 ,

l e s  é q u a t i o n s ,  e n  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s ,  d e  d e u x  s u r f a c e s  q u i  s e  

t o u c h e n t  a u  p o i n t a s ? , y ,  s ) .  E n  v e r t u  d e  l à  f o r m u l e  ( 6 )  ( q u a t o r z i è m e  

L e ç o n ) , '  l e s  c o s i n u s  d e s  a n g l e s  f o r m é s  p a r  l a  n o r m a l e  c o m m u n e  a u x  

d e u x  s u r f a c e s  a v e c  l e s  d e m i - a x e s  d e s . c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s  s e r o n t  

p r o p o r t i o n n e l s ,  d ’ u n e  p a r t ,  a u x  t r o i s  d é r i v é e s

et '  d e  l ’ a u t r e ,  a u x  d é r i v é e s

O n  a u r a  d o n c

( 4 7 )

du d u  du

d x ’ d y '  d s

dv dv dv

d x ’ T y ’ d s

du du du

d x à ÿ _ ds

1)7  — dv_ _  .de
d x d y *31

R é c i p r o q u e m e n t ,  s i  c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  v é r i f i é e  p o u r  l e  p o i n t  ( æ , y ,  z ) ,  

l e s  d e u x  s u r f a c e s  a u r o n t  e n  c e  p o i n t  u n e  n o r m a l e  c o m m u n e ,  e t  s e r o n t  

t a n g e n t e s  l ’ u n e  à  l ’ a u t r e .

P o u r  q u e  l a  f o r m u l e  ( 4 7 )  s u b s i s t e ,  i l  e s t  n é c e s s a i r e  e t  i l  s u f f i t  q u e  

l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d e s  d e u x  s u r f a c e s ,  s a v o i r

d u  , ,d u  , d u  ,
- dx. +  —  d y  +  —  a s  

d v  J
( 4 8 )  .

d x

dv , dv . 
- ¿ z . d x  —  d y  ■
d x

•d■

dv

d s

=  o,

d s  —  o,
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s ’ a c c o r d e n t ,  q u a n d  o n  y  s u b s t i t u e  p o u r  os, ÿ ,  z' l e s  c o o r d o n n é e s  d u  

p o i n t  c o m m u n ,  e t · s e  r é d u i s e n t  a l o r s  à  u n e  s e u l e  é q u a t i o n  e n t r e  l e s  

d i f f é r e n t i e l l e s  d x ,  d y, d z.

S i  l e s  é q u a t i o n s  d e s  d e u x  s u r f a c e s  é t a i e n t  r é s o l u e s  p a r  r a p p o r t  à  z,  

e t  r a m e n é e s  à  l a  f o r m e  ■ '

(49 ) · s = f ( x , y ) ,

l e u r s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  s e r a i e n t  d e  l a  f o r m e

(50) dz — p d x  +  q dy.

A l o r s  l e s  d e u x  s u r f a c e s  s e  t o u c h e r a i e n t  a u  p o i n t  {o c,y , s ) ,  s i ,  d a n s  l e  

p a s s a g e  d e  l a  p r e m i è r e  à  l a  s e c o n d e ,  l e s  d e u x  q u a n t i t é s / ?  e t  q c o n 

s e r v a i e n t  l e s  m ê m e s  v a l e u r s .
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DIX-SEPTIÈME LEÇON.

DU PLAN OSCULATEUR D’UNE COURBE QUELCONQUE ET DE SES DEUX COURBURES. 

RAYON DE COURBURE, CENTRE DE COURBURE ET CERCLE OSCULATEUR.

Considérons sur une courbe donnée un point quelconque P, et 

concevons que l’on ait mené en ce point une tangente à la courbe. On 

pourra faire passer par cette tangente une infinité de plans tangents, 

dont l’un renfermera la normale principale. Ce dernier, qui se con

fond avec le plan de la courbe, toutes les fois que celle-ci devient 

plane, mérite une attention particulière. On le nomme plan oscilla

teur. Pour l’obtenir, il suffit évidemment de. tracer un plan tangent 

qui renferme avec le point P un second point Q de la courbe pro

posée, et de chercher la position que tend à prendre ce même plan, 

dans le cas où le second point se rapproche indéfiniment du premier. 

En effet, soit i la.longueur de l’arc PQ compris entre les deux points, 

■ et supposons que, la tangente étant prolongée du même côté que 

l’arc PQ, la longueur i portée sur la tangente aboutisse au point R. 

La droite QR, comprise dans le plan mobile, sera sensiblement pa

rallèle, pour de. très petites valeurs de i, à la normale principale; et, 

par conséquent, l’angle formé par cette normale avec le plan mob.ile 

sera sensiblement nul. Donc cet angle aura zéro pour limite; c’est- 

à-dire que le plan mobile tendra de plus en plus à se confondre avec 

le plan tangent qui renferme la normale principale, ou, en d’autres 

termes, avec le plan osculateur.

Concevons, maintenant, que les coordonnées rectangulaires de la 

courbe étant x , y , z, la tangente et la normale principale, menées par 

le point P, forment avec les demi-axes des coordonnées positives, la
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première, les angles a, ¡3, y, et la seconde., les angles X, p, v. Suppo

sons d’ailleurs que l’on prenne pour variable indépendante l’arc s 

compris entre un point fixe et le point mobile (x , y , s): Si l’on fait 

coïncider ce dernier point avec le point P, on trouvera ( voir la 

treizième et la seizième Leçons)

c o s «  cos ¡ 5  cos y

. d x  dy dz ’

c o s X_cosp. _·  cosv

•'2 '̂ d i x  d -y  · d 2z

Cela posé, imaginons que par le point (x , y , z) on élève un demi- 

axe perpendiculaire au plan osculateur. Ce demi-axe coupera néces

sairement à angles droits la tangente et la normale principale. Donc, 

si l’on nomme
• L, M„ N7 ' *

les angles qu’ il sera censé former avec les demi-axes des coordonnées 

positives, on aura· les deux équations

(3 )
cosa  cosL  -i- cos ¡3 cosM 4- cosy cosN —  o, . 

cosii cosL  4- cosp  cosM H- cosv cosN =  o,

que les formules ( i)  et (2) réduiront à

(4)
cosL  d x  - t -c o sM dÿ  -ĵ cosN éL; = 0 ,  

cosL  d 2x  -t- cosM d l y  4- cosN d -z =  o.

Ces dernières équations peuvent être remplacées par la seule formule

cosL  · cosM _  cosN
dy d 1 z —  d z d '1 y  dz d l x  —  d x  d 1 z d x  d % y  —  dy d '1 x  ’

de laquelle on tire

I cosL  _ cosM _ cosN
1 dy d -z  —  d z d 1y  d z d 1 x  —  d x d 1z  d x  d 1 y  —  d y d 1x

I ■ \/(dydî z  —  dz d i y  )2 4- ( dz, d 1 x — d x  d î z)'14- {d x  d^y — dy d 2x)'i

f - 1
\ \/dx--^-dy2-h d zi) [(d%x ) i y -(d 2y )i -+- (c/2.s)2] —  {dx d 2x  +  dy d 2y  +  dz d 2
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Si, de plus, on a égard aux équations

303

( 7 )
d x ‘- 4- dy* -t- dz* —  ds*, 

d x  d i x  -F dy d-y  -F dz d*z =  o,

(8)

on trouvera définitivement 

cosL  cosM cosN

dy d-z — dz dly  dz d -x  —  d x  d‘lz d x  d ly  —  dy d*x ds\/{d2x)*-+- (d*y)*-h (d2:

La formule (8) fournit évidemment deux systèmes de valeurs de 

cosL, cosM, cosN, et ces deux systèmes correspondent aux deux 

directions suivant lesquelles on peut prolonger la perpendiculaire 

menée par le point (x , y , z)  au plan osculateur. '

Il ne sera pas inutile d’observer que la formule (5) peut être rem

placée par les deux suivantes :

(9 )
cosL. _  cosM __ cosN

d3,' d{ % )  da' d{ lË )  dx' d {ïL·)

Cib)
cosL  j_ · cosM

cos(3 o(cosj/ —  cosy c i co s (3 —  cosyr fcosa — c o s a d c o s y
________cosN_______
cos a d  cos p — cos ¡3 d  cos

dont la dernière se déduit immédiatement des équations (3 ) combi

nées, non plus avec les formules (i) et (2), mais avec la formule (4i) 

de la seizième Leçon.

On arriverait encore à la formule (10) si l’on supposait que L, M, N 

désignent les angles compris entre les demi-axes des coordonnées 

positives et une droite perpendiculaire au plan qui, passant par le 

point (x,  y-, z)  et par la tangente en ce point, est parallèle à une autre 

tangente menée par un secpnd point infiniment voisin du premier. 

En effet, soient ·

A x, Ay, Az, À cos a,  A cos ¡3, A cos y 

les accroissements que prennent les quantités

x ,  y , z, cosct, cos(3, cosy
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' dans le passage du premier point au second. Les valeurs de

cosL, cosM, cosN

seront évidemment déterminées, dans l’hypothèse admise, par lâ  

première des équations ( 3 ) jointe à la formule

(cosa 4- A cosa) cosL +  (cos(3 4- Acos(3 ) cosM 4- (cosy -+- A cosy) cosN =  o, 

que l’on pourra réduire*(en vertu de l’équation dont il s’agit) à

(11) · cosLA cosa 4 - cosMA cos [3 4 - cosNA cosy =  o.
» . *

Or, si le second point vient à se rapprocher indéfiniment du premier, 

les différences infiniment petites

Acosa, Acos(3 , Acosy

deviendront sensiblement proportionnelles aux différentielles

g? cosa ,  g?cos(3, ci cosy,

et, en passant à la limite, on tirera de la foriîiule (i i),

(12 )  · cosLoïcosa 4- cosMrfcosfî H- cosNdcosy =  o.

Cela posé, comme l’équation (12), combinée avec la première des 

équations (3 ), reproduira la formule (10), nous pouvons, affirmer 

que les angles L, M, N, déterminés par la formule (10), appartiennent 

à une droite perpendiculaire au plan qui renferme la tangente menée 

par le point (x, y, z), et qui est parallèle à une autre tangente infini

ment voisine de la première. Donc ce dernier plan ne diffère pas du 

plan osculateur.

• Si l’on cessait de prendre l’arc s pour variable indépendante, les 

formules (2) et (8) deviendraient inexactes en même temps que la 

seconde des équations (7), mais les formules (9), (10), et par suite 

les formules ( 5 ), (6), continueraient de subsister; d’où l’on peut 

, conclure que les équations (4). propres à remplacer la formule ( 5 ), 

subsisteraient pareillement. Au reste, il est facile de vérifier directe

ment cette conclusion. En effet,, lorsqu’on cesse de prendre s pour
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variable indépendante, .on doit, dans la seconde des formules (4). 

substituer aux différentielles , '

d'2x ,  .
les expressions

j J  dx  
d sd l —  \  as

dœ j *: d “ X ----- 5-  d ~ s>ds

d s d ( ^  = d * y  —

d z\ dz „
-p  . —  d P z -----7- d 2s.
as ■ ds

ds d

Or, si, après cette substitution, on a· égard à la première des for

mules.^), on verra la seconde reprendre sa forme primitive.. ;.

. Quelle que soit la variable que l ’on considère comme indépen

dante, on.tire de la première des formules (7)

( i3 ) d x  d2x  H- dy d%y  4- dz dPz —  ds d ss;

et, par suite, la formule (6) peut être réduite à ,

cosL  cosM cos N

( r*4 )
dy d2 z — d z d ly  dz d1 x  — d x  d ‘\ z  d x  d,1 y  — dy d1 x

ds\_{d}x)i y -{d ïy f^ -^ d 'i z ) ’i —  (d2*)2] 2

D a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  o ù  l ’ o n  p r e n d  x  p o u r  v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e ,  

e t  o ù  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  y ,  z ' ,  y " ,  z"  l e s  d é r i v é e s  d e j  e t  d e  z  d u  p r e 

m i e r  e t  d u  s e c o n d  o r d r e ,  o n  t i r e  d e  l a  m ê m e  f o r m u l e

O 5.)
CosL

y ’z " ~ y "
cosM cos N

7
-----H

[ / * " - 7 " 0 2
1

//2T2-7 "2]

Les angles L, M ,  N  étant déterminés par la formule ( 8 ) ,  ( 1 4 )  

où (10), il devient facile, d’obtenir l’équation du plan osculateur qui 

passe par le point (æ, y , s). En effet, si l’on désigne par £, yj, ‘Ç les 

coordonnées d’un point quelconque de ce plan, on trouvera [en vertu 

de la formule (6 0 ) des Préliminaires]

• ( i 6.) '. (? —  x )  cosL-t-  '(ïi —  y )  cosM -+-(? —  - )  cosN =  0,

O E i t v r e s  d e  C . —· S-  J I ,  L. V, 39
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puis, en ayant égard à la formule (i4),

 ̂  ̂ ( ( £ —  x )  {dy d-z  — dz et-y )  -|- (n —  y ) (dz d1 x  — d x  dr z) ,

■ ' I  ' +  (Ç —  z) (d x  d * y —  d y d l x)-=z o.

Si l’on prenait x pour variable indépendante, il faudrait à la for

mule (r4) substituer la formule ( i 5 ), et par suite l’équation du plan 

osculateur se réduirait à

(,S) ' ( / s ” - y ' z ' ) ( £ - x ) - z > ' ( r , ^  v ) + / ' ( Ç - s )  =  o.

Soit maintenant Ài l’accroissement positif ou négatif que prend la

variable s, quand on passe du point (x, y, z) au point
» , . ' +

{x  -h Ax ,  y  -+- A/, s +  As).  .

L’angle compris entre les tangentes extrêmes de l’arc infiniment petit

=fc As sera ce qu’on nomme l'angle de contingence. Désignons par co çe

même angle et par i) l’angle infiniment petit compris entre les plans

osculateurs qui correspondent aux extrémités de l’arc, ou, ce qui

revient au même, entre les perpendiculaires aux plans dont il s’agit.
, * · 

Les quantités a>, Q ne pourront s’évanouir constamment que dans

certains cas particuliers, savoir : la première, lorsque la courbe pro

posée se changera en une droite, et la seconde, lorsque cette courbe 

deviendra plane. Mais, en général, co et Ü, conserveront des valeurs

finies différentes de zéro, et l’on pourra en dire autant des limites 
* *
vers lesquelles convergeront les rapports

pendant que l’arc ±  As décroîtra indéfiniment. Ces limites, qui seront 

équivalentes, si l’on considère une courbe plane, l’une à la courbure 

.de cette courbe, l’autre à zéro, serviront à mesurer dans tous les.cas 

ce que nous appellerons la première et la seconde courbure de la courbe 

proposée. En raison des deux courbures que nous venons de signaler, 

toute.courbe qui n’est pas comprise dans un plan se nomme courbe à

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



307CALCUL DI F F ÉRE NT IE L .

double courbure. Si l’on représenté par

T I

y  à

ces mêmes courbures p, il seront les rayons des cercles auxquels elles 

pourront être attribuées; et l’on aura, en vertu de ce qui précède,

' (19)

(20)

=  tim ±

t

S
: lira ( ±

Lorsque l’arc ±  As est très petit, sa corde \jA x 2 -T- Ay 2 -+- Az2 est sen

siblement perpendiculaire aux plans normaux menés à la courbe que 

l’on considère par les deux points {oc, y ,  z ) ,  ( x + .  A x , y  +  A y, z  +  A s ) ,  

et la plus courte distance du point'(;r, y ,  z·) à la ligne d’intersection - 

des deux plans est sensiblement équivalente au rayon p. En effet, 

soit r cette plus courte distance; Si l’on trace un plan qui renferme la 

longueur r et qui soit perpendiculaire aux deux plans normaux, la 

corde 's]Ax2 -t-  A y 2 -+- A z 2 formera un très petit angle avec le plan dont 

il s’agit, c’est-à-dire qu’elle formera un très petit angle avec sa pro

jection sur le même plan. Donc cette projection sera équivalente à la 

corde multipliée par un cosinus très peu différent de l’unité et pourra 

être représentée par un produit de la forme '

■ ( j  - h  I) v /A x ,2 4 -  A j 2-b As-,
t

[ désignant une.quantité infiniment petite. De plus, dans le triangle 
. · *

formé par la longueur r et par la projection de la corde, l’angle 

opposé au côté r sera sensiblement droit, tandis que l ’angle opposé à 

la projection de la corde sera précisément l’angle des plans normaux, 

ou, ce qui revient au meme, l’angle co compris entre les tangentes 

menées par l’extrémité de l’arc di Ai. On aura donc

sin to sm co ±  As

(i-t- l)v/À#s-|- A j 2-b As2’ ( H - I ) co A y -+  As2 : As

sin
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à étant un,nombre infiniment petit, et, par suite, en faisant converger 

l’arc ±  Ai vers la limite zéro, on trouvera

i · ■ . . · '  CO i• - —  -.= lun — r- =  -,
lun /· ± à s . p

ou. . . ·,
limr.=:p,

ce qu’il fallait démontrer. ■ ’

Il importe d’.observer que le plan osculateur mené par le point 
(x , y, s), étant sensiblement parallèle à la tangente qui passe par le 

point (x  ■+■  Ax, y  4- Ay, z ·+■  As), .sera encore sensiblement perpen

diculaire aux plans normaux menés par les deux extrémités de l’arc 

±  À.y et à leur commune intersection. Donc la normale qui est per

pendiculaire à cette commune intersection, et sur laquelle on compte- 

la longueur >, se confondra sensiblement avec la normale comprise 

dans le plan Osculateur, c’est-à-dire avec la normale principale. De 

cette remarque et de ce que nous avons dit ci-dessus il suit évidem

ment que, pour obtenir le rayon p, il suffit de construire la normale 

principale correspondante au point (x , y , s), et de chercher la portion 

de cette droite comprise entre le point (x , y, ~) et un plan normal infi

niment rapproché de la droite elle-même. Le rayon p, mesuré de cette 

manière sur la normale principale, est ce qu’on nomme le rayon de 

courbure de la courbé proposée, relatif au point (x, ;y,z),  et l’on 

appelle centre de courbure celle des extrémités .du rayon de courbure 

qui peut être considérée comme le point de rencontre de la normale 

principale et d’un plan normal infiniment voisin. Le -cercle qui a 

ce dernier point pour, centre e t ’le rayou de courbure pour rayon 

se nomme cercle, de courbure', ou cercle osculateur. Il touche la courbe 

proposée et a la même courbure qu’elle. Ajoutons que, si par la tan

gente au point {x , y, ' s)  et par la perpendiculaire au plan osculateur 

on fait passer un nouveau plan, le centre de courbure sera évidem

ment situé, par rapport au nouveau, plan, du même côté que le point 

( x  -t- Ax, y  h-  Ay, Z  4- As) et que, par conséquent, ce centre coïnci

dera toujours avec l’un des points du. demi-axe dont la direction est
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d é t e r m i n é e  p a r  l e s  a n g l e s  A ,  p. ,  v  p r o p r e s  à  v é r i f i e r  l a  f o r m u l e  ( 3 5 )  

d e  l a  s e i z i è m e  L e ç o n .  ·

S i ,  d a n s  l a  v a l e u r  d e  ^ f o u r n i e  p a r  l ’ é q u a t i o n  ( ï c ) ) ,  o n  v e u t  r e m 

p l a c e r  l a  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e  w  p a r  l e s  a n g l e s  f i n i s  a ,  ¡3, y ,  o u  

p l u t ô t  p a r  l e s ' d i f f é r e n t i e l l e s  d e  l e u r s  c o s i n u s ,  i l  s u f f i r a  d e  r e c o u r i r  

a u x  f o r m u l e s

çosw =  cos a (cos a +  A cos a) +  cos [i( cos (3 +  A cos (3 ) +  co sy(cosy  -H A cos y), 

• i =  cos2a  -t-cos2P -+- cos2y, . * _ ·.

i == (cos2 a +  A cos a )2-h (cos P -+- Acos(3 )2+  (cos y +  A cos y)2,

d e s q u e l l e s ' o n  t i r e

2(1 — c o s w ) =  cos2a —  2 c o s a ( c o s a  -t- A cosa)  -+- (cosa -t- A c o s a )2 

-4- cos2P —  2 cospfcosp  +  A cos,S) H- (cosp H- Aços(3)2 

' pf- cos2y —  2 cosy (cosy +  A cosy) -H (cosy 4- A cosy )2,

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  ‘ ' ; ,

(21) . ( 2 s i n ^ j  =  ( A c o s a ) 2-(- ( A c o s P ) 2-t- ( A cosy)2.

E n  d i v i s a n t  p a r  A i 2 l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  c e t t e  d e r n i è r e  é q u a t i o n . ,  l ' o n  

e n  c o n c l u r a

sin-|(i)\2’/ w 

i w  / \ ± A s

A'cosa 

A s

A c o s p \ 2 ' / A c o s y \ 2_ 

As / +  l  As / ’

p u i s ,  e n  f a i s a n t  c o n v e r g e r  A s  v e r s  l a  l i m i t e  z é r o ,  e t  a y a n t  é g a r d . à - l a  

f o r m u l e  ( 1 9 ) ,  o n  t r o u v e r a

(22)
I

P

c ïco s .ay  ( d  cos P
ds J \ ds

d c o s y \ 2 
~ d T ~  )

e t  p a r  s u i t e

O n  p r o u v e r a i t  a v e c  l a  m ê m e  f a c i l i t é  q u e  l ’ é q u a t i o n  ( 2 0 )  p e u t  ê t r e
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r e m p l a c é e  p a r  l a  s u i v a n t e  :

X
i r / c tc o s L \ 2 ( d cosM X2 /'t/CosNV t 

24 ---- ,  +  — X —  +  —  X -  ·

I l  r é s u l t e  é v i d e m m e n t  d e s  f o r m u l e s  ( a 3 . )  e t  ( 2 /1)  q u e  l a  p r e m i è r e

c o u r b u r e  -  e s t  g é n é r a l e m e n t  n u l l e ,  d a n s  l e . c a s  o ù  l e s  a n g l e s  a ,  (ï ,  y  

■ P . .

d e v i e n n e n t  c o n s t a n t s ,  e t  l a  s e c o n d e  c o u r b u r e  d a n s  l e  c a s  o ù  l e s  

a n g l e s  L ,  M ,  N  d e v i e n n e n t  c o n s t a n t s  à  l e u r  t o u r ,  c e  q u i  s ’ a c c o r d e  a v e c

l e s  r e m a r q u e s  d é j à  f a i t e s .  · .

S i ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 2 3 ) ,  o n  s u b s t i t u e  a u x  c o s i n u s  d e s  a n g l e s  a ,  

¡3 , y  l e u r s  v a l e u r s  d é d u i t e s  d e  l a  f o r m u l e  ( 1) ,  o n  t r o u v e r a

p u i s ,  e n  d é v e l o p p a n t ,  e t  a y a n t  é g a r d  à  l ’ é q u a t i o n  ( i 3 ) ,

1 uæ-a:)--+- (d'vY-y- {d’- z f  — (d! .?)*?■
(26) . " = h --------------- '— d ?-----------------------’

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

I·

■Q

\(dx î +. d y - -+- dz-  ) \ ( dKr, )- +  ( )2 +  (d-z) '2] — { d x d r x y -  d y d \ y  +  dz  d ’-z·)-¡-
-------------------------- ^  : d ?

' x
t {dy dP z —  dz d2 y  ) " H-  ( dz d - x  d x  d~ z ) - -\- ( d x  d y  dy d x  ) ] ~

dsi
y d

[(dy d 2z  —  dz d-y  )- +  {dz drx —  d x  d2z ) 2-¥ { d x  d-y —  d y d - x ) - y  _ , ·

( d x 2-\-dy2-\- d z-)1

S i  l ’ o n  p r e n d  s p o u r ' v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e ,  l e s  f o r m u l e s  ( 2 0 )  e t  ( 2 6 )  

d o n n e r o n t  . '

, „ · I \ ( d î x f - ^ ( d 1yT- - ' r { d1z f Y
0 8 ) p =  ----------------- rf?

M a i s ,  e n  p r e n a n t  x  p o u r , v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e ,  o n  t i r e r a  d e  l a  f o r -
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m u l e  ( 2 7 )  

(29) ,

CALCUL·  d i f f é r e n t i e l ;

I =  [( y 'z " - y " z y + = '> * —  y**]*

Enfin, si, à partir du point { x ,  y , z ) ,  on porte.sur la courbe donnée 

et siir sa tangente, prolongées dans le même sens, des longueurs infi

niment petites, égales à i, et si l’on nomme a la distance comprise 

entre les extrémités de ces deux longueurs* on aura, en vertu de la 

formule (3a) de la Leçon précédente, ’ ■

(3o) * )

s étant la variable indépendante; et l’on conclura de l’équation (3o), 

combinée avec la formule (28),

(31) ■ .P =  .l i m 5V

*
On pourra donc énoncer la proposition suivante :

Théorème I. P o u r obtenir le rayon de courbure d ’une courbe en un 

p o in t d o n n é ,'il  suffit de po rter sur celte courbe et sur sa tan gen te, p ro 

longées d ans le m êm e sens, des longueurs égales et infinim ent petites, et 

de diviser le carré de l ’une d ’elles p a r  le double de la distance comprise 

entre leurs extrém ités. La limite du quotient est la valeur exacte du 

rayon de courbure. Nous avions déjà établi ce théorème pour les 

courbes planes; mais on voit qu’il s’étend de même aux courbes à 

double courbure. »

Si l’on suppose que le plan des x ,  y  devienne parallèle au plan os- 

culateur, les valeurs de cosL et cosM s’évanouiront, tandis que celle 

de cosN deviendra égale à dt 1. Alors on tirera des formules (4) · .

( 3 2 ) · d z — o’  d i s ^ .o ,

et l’équation (27) se trouvera réduite à ,·
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C o m m e  c e t t e  d e r n i è r e  c o ï n c i d e  a v e c  l a  f o r m u l e  ( 2 0 )  d e  l a  s i x i è m e  

L e ç o n ,  e l l e  p r o u v e  q u e ,  d a n s  l ’ h y p o t h è s e  a d m i s e ,  l e  r a y o n  d e  c o u r 

b u r e  d e  l a  c o u r b e  d o n n é e  e s t  a u s s i  l e  r a y o n  d e  c o u r b u r e  d e  l a  c o u r b e  

p r o j e t é e  s u r  l e  p l a n  d e s  x , y ,  o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  s u r  l e  p l a n  

o s c u l a t e u r .  D ’ a i l l e u r s , . l e  p l a n  d e s  x , y  é t a n t  a r b i t r a i r e ,  l ’ h y p o t h è s e  

q u e  n o u s  a v o n s  f a i t e  s e  t r o u v e  a p p l i c a b l e  à  t o u s  l e s  p o i n t s  d e  l a  

c o u r b e  q u e  l ’ o n  c o n s i d è r e .  E n f i n ,  i l  e s t  c l a i r  q u e  l a ’ n o r m a l e  p r i n c i 

p a l e ’ d e  c e t t e  c o u r b e  s e  c o n f o n d  t o u j o u r s  a v e c  l a  n o r m a l e  d e  l a  c o u r b e  

p l a n e  q u ’ o n  o b t i e n t  e n  p r o j e t a n t  l a  p r o p o s é e  s u r  l e  p l a n  d e s  x , y. 

C e s  o b s e r v a t i o n s  f o u r n i s s e n t  i m m é d i a t e m e n t  l e  t h é o r è m e  q u e  n o u s  

a l l o n s  é n o n c e r .

T héorème I I .  —  Le rayon de courbure d ’une courbe tracée dans 

l'espace se confond toujours en grandeur et en direction avec le rayon 

de courbure de cette courbe projetée sur le plan osculateur.

• **-
L e s  r e m a r q u é s  f a i t e s  c i - d e s s u s  ( p a g e s  i o q  e t  i o i ) i  r e l a t i v e m e n t  a u x  

r a y o n s  d e  c o u r b u r e  d e s  c o u r b e s  p l a n e s ,  p e u v e n t  ê t r e  é v i d e m m e n t  

é t e n d u e s  à  d e s  c o u r b e s  q u e l c o n q u e s ,  e t  i l  p e u t  a r r i v e r  q u ’ e n  c e r t a i n s  

p o i n t s  s i t u é s  s û r  u n e  c o u r b e  à  d o u b l e  c o u r b u r e ,  l e  r a y o n  d e  c o u r b u r e  

d e v i e n n e  n u l  o u  i n f i n i ,  o u  c h a n g e  b r u s q u e m e n t  d e  v a l e u r .  L e  s e c o n d  

c a s  a u r a  g é n é r a l e m e n t  l i e u ,  t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  l a  c o u r b e  p r o j e t é e  s u r  

l e  p l a n  o s c u l a t e u r  p r é s e n t e r a  u n  p o i n t  d ’ i n f l e x i o n .

N o u s  a l l o n s  m a i n t e n a n t  a p p l i q u e r  l e s  f o r m u l e s  g é n é r a l e s  q u e  n o u s
*  · · I

a v o n s ‘é t a b l i e s  à  u n  c a s  p a r t i c u l i e r ,  e t  n o u s  p r e n d r o n s  p o u r  e x e m p l e  

l ’ h é l i c e  r e p r é s e n t é e  p a r  l e s  f o r m u l e s  ( 3 8 )  d e  l a  t r e i z i è m e  L e ç o n ,  

s a v o i r  : ' '

( 34) ' ce—  R cos/?, iy  =  Rsin/>, ' z =  a'ï\p.

S i ,  p o u r  p l u s  d e  c o m m o d i t é ,  -on s u p p o s e  q u e  p  s o i t  l a  v a r i a b l e  i n d é 

p e n d a n t e ,  o n  t r o u v e r a  -  .

(35 )
d x  —  —  R sin p  dp , dy —  R cos p  dp, 

d i x — ~ ]\ ç ,o sp d p -, d'-y —  —  Rsin/>d/>2,

dz —  « R  dp, 

d -z  —  o,
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ou, ce qui revient au même, -

313

(36 ) · , ·

et, par suite,#

(37) · .

( 38)  .

d x  _. dy. \_ dz

- sinp · cosp  a

= £ ?  = _ R r f y ,
cos p sm p  o .

r f s = ; ± ( i + a ! ), Riljo, dî s =  o,

cosa  _cos.(3__cosy ·___H -i

— sinp ~  cosjo —  à. T T "  Ĵ1 +  ai

Comme, en vertu de la seconde des' équations (37), la différen

tielle d2s restera nulle, quel que soit’/?, il en résulte qu’on pourra 

employer les formulés dans lesquelles l’arc s est pris pour variable 

indépendante. Cela posé, on tirera de la formule (38) (seizième 

Leçon) . . ‘

(3g)
cos). _  COSfX _ cosv _

cosp ~~ sin/9.—  0
=  =£1,

de là formule (5) combinée avec la formule (.36) 

cosL  · cosM cosN .(
(4o)

—  a s i n p  a cosp  —  1 \Ji a 2

ct dc l’équation (23 ) combinée avec la formule ( 38 )

M,). r m *

(4 2 )

/dsinpV / d .co sp \ r  
\ S T J  ~h \ ds )

dp

l / i - f - a2 ds. (i +  «2)U

g =  (1 -+- a 2)R.

De plus, l’équation (16), qui représente le plan osculateur, deviendra

«[(£ —  «■ ) sinp — (yi —  y )  cosp] +  Ç —  45=70 , V

et pourra s’écrire comme il suit :

(4 3 ) , · ’ . ç —  3^a(Y)C0S/? —  £sinp).

“ ·  Œ u v r e s  d e  C .  —  S .  I I ,  t .  V .  / ¡ o
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hnfin, l’on tirera de l’équation (24) combinée avec la formule (4o)

(44 )
ï a Y  d  sin/9 Y  ; /  d cos p

\j 1 +  a2 1À d* )  \ ds

(4 3 ) A =  ' +  ° '  R.
a

(1 +  a 2) R

11 est essentiel d’observer que, si à la place de· la formule (38) 

(seizième Leçon) on employait la formule (36) {ibidem), le double 

signe ±  de la formule (39) se réduirait au signe Ajoutons que, si 

l’on substitue l’angle 7 déterminé par l ’équation

(4 6 ) cosy =
a

v/i +  a1

à la quantité a, les formules (4o), (42) et (45) deviendront respecti

vement

(4 7 )

( 4 8 )

( 4 9 )

cosL _  cos M 

sin/> —  cosjo

cosN

langy
=  ±  cosy,

-  _ i u
P ~~ sii'Uy

=  R coséc2y,

A  =
II

siny cosy
¿R coséc2y.

Il résulte évidemment de la formule ( 3g) que la normale principale, 

de l’hélice au point (a;, j ,  s) coïncide avec la perpendiculaire abaissée 

de ce point sur l’axe des z, ou, ce qui revient au même, avec la géné

ratrice de la surface hélicoïde représentée par l’équation

(5°) , ; —  «Il arc t a n g ^ J J

{voir la treizième Leçon). Donc le plan qui passe par cette généra

trice et par la tangente à l’hélice, c’est-à-dire, en d’autres termes, le 

plan qui touche la surface hélicoïde au point ( x , y ,  s), se confondra 

nécessairement avec le plan osculatcur de l’hélice. On arriverait à la 

même conclusion en comparant l’équation ( 43) à la formule (129)
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d e  l a  q u a t o r z i è m e  L e ç o n .  C a r ,  s i  l ’ o n  p o s e  d a n s  c e t t e  f o r m u l e

x = R c o s / > ,  y  =  Rsin/>,

o n  r e t r o u v e r a  p r é c i s é m e n t  l ’ é q u a t i o n  ( 4 3 ) .

L ’é q u a t i o n  ( 4 8 ) ,  q u i  d é t e r m i n e  l e  r a y o n  d é  c o u r b u r e  p ,  p o u r r a i t  

ê t r e  d i r e c t e m e n t  d é d u i t e  d u  t h é o r è m e  I .  E n  e f f e t ,  c o n c e v o n s  q u ’ à  

p a r t i r  d u  p o i n t  ( x , y , z )  o n  p o r t e  s u r  l ’h é l i c e  e t  s u r  s a  t a n g e n t e ,  

p r o l o n g é e s  d a n s  l e  m ê m e  s e n s ,  d e u x  l o n g u e u r s  é g a l e s  e t  i n f i n i m e n t  

p e t i t e s ,  d é s i g n é e s  p a r  i. S o i t  a l a  d i s t a n c e  c o m p r i s e  e n t r e  l e s  e x t r é 

m i t é s  c le  c e s  d e u x  l o n g u e u r s ,  e t  s u p p o s o n s  q u e  l a  p r e m i è r e  a b o u t i s s e  

a u  p o i n t  d e  l ’ h é l i c e  q u i  a  p o u r  c o o r d o n n é e s  x  +  A x , y  -+- A y ,  z  h-  A s . 

L a  s e c o n d e  a b o u t i r a  s u r  l a  t a n g e n t e  e n  u n  p o i n t  d o n t  l ’ o r d o n n é e  s e r a  

e n c o r e  s - h A s  ( voir  l e  t h é o r è m e  I d e  l a  s e i z i è m e  L e ç o n ) ,  e t ,  p a r  s u i t e ,  

e l l e  a u r a  p o u r  p r o j e c t i o n  s u r  l e  p l a n  d e s  x ,  y

dz la n gy As .

S o i t  I c e t t e  m ê m e  p r o j e c t i o n .  C o m m e  o n  a  g é n é r a l e m e n t

Iz  —  a\\p, l a n g y = - ,

o n  t r o u v e r a

( 5 i) 1 =  ±  tangy As = ±  R A/o.

D o n c  l a  p r o j e c t i o n  d o n t  i l  s ’ a g i t  s e r a  é q u i v a l e n t e  à c e l l e  d e  l ’ a r c  ± A s ,  

c ’ e s t - à - d i r e  à . l a  p r o j e c t i o n  d e  l a  l o n g u e u r

(02) iz=i±:ÙLS

p o r t é e  s u r  l ’ h é l i c e  q u e  l ’ o n  c o n s i d è r e .  O n  p e u t  a j o u t e r  q u e  l a  p r e 

m i è r e  p r o j e c t i o n  s e  c o m p t e r a  s u r  l a  t a n g e n t e  a u  c e r c l e  r e p r é s e n t é  p a r 

l a  f o r m u l e

( 53 ) x "1 -{-y- —  R'2.

E n f i n ,  i l  e s t  c l a i r  q u e  l a  d i s t a n c e  a ,  c o m p r i s e  e n t r e  d e u x  p o i n t s  c o r 

r e s p o n d a n t  .à l a  m ê m e  o r d o n n é e , ' s e r a  p a r a l l è l e  a u  p l a n  d e s  x ,  y  e t  

n e  d i f f é r e r a  p a s  d e  s a  p r o j e c t i o n  s u r  c e  p l a n .  D o n c ,  s i ,  d a n s  c e  m ê m e
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p l a n ,  o n  p o r t e ,  à  p a r t i r  d u  p o i n t  ( x ,  y ) , ,  s u r  l e  c e r c l e  e t  s u r  s a  t a n 

g e n t e  p r o l o n g é s  d a n s  l e  m ô m e  s e n s ,  d e u x ’ l o n g u e u r s  i n f i n i m e n t  

p e t i t e s  é g a l e s  il I ,  a s e r a  l a  d i s t a n c e  c o m p r i s e  e n t r e  l e s  e x t r é m i t é s  d e  

c e s  d e u x  l o n g u e u r s .  C e l a  p o s é ,  p u i s q u e  l e  r a y o n  d e  c o u r b u r e  d u  

c e r c l e  e s t  p r é c i s é m e n t  l e  r a y o n  R ,  o n  a u r a ,  e n  v e r t u  d u  t h é o r è m e  T,

■ I2
R =  lira — ,

2 «

e t ,  c o m m e  c e  t h é o r è m e  d o n n e r a  e n c o r e

.". i 2 
p =  l i m  —  >
1 a a

. o n  e n  c o n c l u r a

(5.4) ¿ = b m p ,

p u i s ,  e n  a y a n t  é g a r d  a u x  é q u a t i o n s  ( 5 i ) ,  ( 5 2 )  e t  ( 3 j ) ,  o n  t r o u v e r a  

d é f i n i t i v e m e n t

(55)
. Av

F î A/ i

s d.s-

F ü ô p
± i +  îî2=  coséc2y,

c e  q u i  s ’ a c c o r d e  a v e c  l a  f o r m u l e  ( 4 8 ) .
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DIX-HUITIÈME LEÇON.

DÉTERMINATION ANALYTIQUE DU CENTllli DE COURBURE d’üNE COURBE QUELCONQUE.' 

SUR LES DÉVELOPPÉES Il’üNE COURBE QUELCONQUE, ET SUR LA SURFACE QUI EST LE 

LIEU GÉOMÉTRIQUE DE CES DÉVELOPPÉES. SUR LES COURBES QUI SONT OSCULATRICES 

. L’UNE DE L’AUTRE EN UN POINT DONNÉ. . ' ’

S o i t  p l e  r a y o n  d e  c o u r b u r e  d ’ u n e  c o u r b e  q u e l c o n q u e ,  c o r r e s p o n 

d a n t  a u  p o i n t  ( x , y ,  z ) ;  s o i e n t  vj, ’(  l e s  c o o r d o n n é e s  d e  l ’ e x t r é m i t é  

d e  c e  r a y o n ,  a p p e l é e  centre de courbure, ai ~k, p., v l e s  a n g l e s  f o r m é s  

a v e c  l e s  d e m i - a x e s  d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s  p a r  l a  d r o i t e  m e n é e  d u  

p o i n t  (æ , y ,  z )  a u  p o i n t  ( £ ,  Y], ‘C ) .  O n  a u r a

, , c — x  . Y] —· y Ç — s ··(i) -------— cosA, -------— =  cosu, ------ =  cosv,
P . P , ■ 1 - P

D e  p l u s ,  e n  v e r t u  d e  c e  q u i  a  é t é  d i t  ( p a g e  3 0 9 ) ,  l e s  a n g l e s  X ,  p ,  v 

s e r o ï i t  d é t e r m i n é s  p a r  l a  f o r m u l e  ( 3 5 )  ( s e i z i è m e  L e ç o n ) ,  d a n s  l a 

q u e l l e  l ’ a r c  s r e p r é s e n t e  l a  v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e .  O r ,  s i  l ’ o n  a  é g a r d  

à  l ’ é q u a t i o n  ( 2 4 ) d e  l a  d i x - s e p t i è m e  L e ç o n ,  o n  r e c o n n a î t r a , q u e  c e t t e  

f o r m u l e  p e u t  s ’ é c r i r e  c o m m e  i l  s u i t

cos). _  cosp _  cosv _  p
2 d1 x  ~~ d%y ~  dl z d p ’

e t  l ’ o n  e n  t i r e r a

( 3 )  c o s  \ =  P ~ L ,  c o s p  =  p ^ ,  c o s v  =  p ^ ·

O n  p o u r r a i t  e n c o r e  é t a b l i r  d i r e c t e m e n t  c e s  d e r n i è r e s  f o r m u l e s  p a r  l a  

m é t h o d e  q u i  n o u s  a  c o n d u i t s  a u x  é q u a t i o n s  ( 1 6 )  d e  l a  s e p t i è m e  L e ç o n .  

C e l a  p o s é ,  o n  a u r a ,  e n  p r e n a n t  v p o u r  v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e ,

( 4 )
j  — x  _  y — y  __ K—-s  _  
dPx ~  d'-y ~  d'-z ~ d ? '
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e t ,  p a r  s u i t e ,

/-\· i \ d ix  , d 2y
C - .

. n t£ ± .
' P ds2

S i  l ’ o n  c e s s a i t  d e  p r e n d r e  s p o u r  v a r i a b l e  i n d é p e n d a n t e ,  o n  d e v r a i t  

r e m p l a c e r

p a r

d 2 x d -y d~z

ds2 ' IL·2 ’ ds2

, d x  d --- d - J - ' d ~
ds ds ds

ds ’ ds ’ ds

e t  l ’ o n  t r o u v e r a i t  e n  c o n s é q u e n c e

(6)

. d x

, d STs ■ 
■ çosX =  p-a r ,

d ÿ .
ds

COSpr .p ds ,

,d s

d ds
cosv —  p — ;— , 

1 ds

(7 )

, d x

.
£ *  =  <‘ - ds ·

CQ_1!îs1

, ds
d y r

r 2 ds 
S ~ ~ ? d s ’

p u i s ,  e n  r e m e t t a n t  p o u r  p 2 s a  v a l e u r  t i r é e  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 7 )  ( d i x -  

s e p t i è m e  L e ç o n ) ,

ds d 2x  — d x  d-s

(8) '; n — y  —

{dy d 2 s .—  ds à '1 y )- -\-{ds d 2x  —  d x  d 2s ) 2 -+- {dx d 2y  —  dy d 2x )  

ds d 1 y  —  dy d 2 s

T, ds*',

(dy d 2s  —  ds d ly ) 2 -+- {ds d 2x  —  d x  d 2s y  ( d x  d 2y  —  dy d 1 x  ) 

ds d 1 s  — ds d* s
{dy d 2s  —  ds d 2y ) 2 +  {ds d 2x  — d x  d 2s ) 24- {d x  d 2y  — dy d 2x ) 2

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ô m e ,

^ _) d y {d y  d2x  —  d x  d2y )  ds{ds d 2x  — d x  d 2 s )

n ~ y  =

- ds*, 

ds*,

uy\ay a - x  —  u x  u-y ) - f  usyus u x  — u x  u s j , , .
{dy d 2s —  ds d 2y  )2-h'{ds d 2x —  d x  d 2 s)'1 -H {d x  d iy  — d y d 2x ) 2  ̂ æ d- y  -\

ds {ds d-y  —  dy d2s)  H- d x {d x  d 2y  —  dy d -x )
{dy d2s —  ds d 2y ) 2 -H {ds d 1 x  —  d x  d 2s ) 2 H- {d x  d 2y  —  dy d *x)  

Ç ____  d x  ( d x  d2 s  —  d s d.2 x )  -+- dy  ( dy d2s  —  ds d2 y )

- {d x 2-\- dy2-\- ds-),

{dy d 2s  — ds d2y ) 2.-1- {ds d 2 x  —  d x  d 1 s )2 -f- {d x  d 2 y  —  dy d 2 x )2
{d x 2 +  d y 2-+- ds'2).
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D ans le cas p a r t ic u l ie r  où l ’ on p r e n d  x  p o u r  v a r ia b le  in d é p e n d a n te ,  

les  fo rm u le s  ( 7 ) et ( 9 ) se r é d u is e n t  à ■ '

y'/' +  z'z" ■ ( . y ' z " - y " z ' ¥ + · +
 ̂ ■; r ~ y 'y "  -+- z 'z ”

(I ■ +yx+ s [*)t

, ■ z' O z '  y" —  z "  y '  )  H - y" " z ' ( z l Y l , —  z " r ’ )  +  y ’ '

(10) » f] — y —  (I + y i + î ^ ! '  P '—  ( y i-» _ y ~ 'y -  +  z «t +  y ï  ( I.-+  f *  +  ~'2)>.

, ;  ■ +  a' 0. _  y '( y 'z " ~ y ' ' z ' l ± - L  - {i , . , . m
I * .· . (i +  y '*+a '*)» P -  , y ' 3» _ y " * / V + s " * + y " * k v  +  ~ j ·

On p e u t  e m p lo y e r  in d i f fé r e m m e n t  les  fo rm u le s  ( 7 ) ,  ( 8 ) ,  ( 9 ) ou ( 1 0 ) 

p o u r  d é te r m in e r  les  c o o r d o n n é e s  y), Z du c e n tre  de c o u r b u r e .  A j o u 

ton s  q u e  ce s  c o o r d o n n é e s  v é r i f ie r o n t  en g é n é ra l  le systèm e des trois 

é q u a tio n s -  '

■ | U - ^ ) 5 +  ( - n - j ) 2+ U - ' s ) 2= p v

(11) j (£ —  x )  d x  4- ( y) — y  ) dy  -1- (Ç —  z) dz —  o, ,

. ' —  x ) ’dl x  -+- (·/) —  y ) d?y H- (£ —  z) d 1z —  dx~ — dy"1—  dz*=: o,

d on t  les d e u x  p r e m iè r e s .s e r o n t  évidem m ent- sa t is fa ites  p o u r  to u s  les - 

p o i n t s ■ (£, ·/], Ç) s i tu é s  d an s le p lan norm'al et à la d is tan ce  p du 

p o i n t  (x,  y,  z).  Q u a n t  à la d e r n iè r e  d es  fo r m u le s  (x 1 ), on p e u t  l ’ éta

b lir ,·  s o it  en a jo u ta n t  les fo r m u le s  ( 8 )  r e s p e c t iv e m e n t  m u lt ip l ié e s  

p a r  d-x, d - y , d - z , so it  en a jo u ta n t  les  é q u a tio n s  ( 1) ap rès les a v o ir  

m u lt ip l ié e s  m e m b r e  à m e m b r e  p a r  les é q u a tio n s  ( 6 ) ,  et s im p lif ian t  

l ’ é q u a tio n  r é s u l ta n te  à l ’a id e  de la fo rm u le
*

( \ —  x ) d x  -t- ( -o —  / )  dy ■ +■  (£ — z ) dz =?o.

Il est e s s e n tie l  d ’ o b s e r v e r  q u e  l ’on retrouve ia seconde et la troisième 

des formules ( r 1 ) ,  lorsqu’on différentie la première et la seconde, en 

opérant comme si les trois inconnues lj, r\, Z étaient des quantités con

stantes. ■
% .

Q u a n d  le p o in t  {x, y , z)  v ie n t  à se d é p la c e r  s u r  la  c o u rb e  d o n n é e ,  

le  c e n tr e  de c o u r b u r e  se d é p la c e  en m ê m e  te m p s.  Si le  p r e m ie r  p o in t  

se m e u t  d ’ un m o u v e m e n t .c o n t in u  s u r  la c o u r b e  d o n t  i l  s ’ag it ,  le 

s e c o n d  d é c r i ï a  u n e  n o u v e l le  c o u rb e .  O r, p o u r .o b t e n i r  les  é q u a tio n s
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de cette dernière, il suffira évidemment d’exprimer.en fonction d’une
* · *

seule variable x , ou y, ou z, etc., les valeurs de £, rj, X, tirées’ des for

mules (7), puis d’éliminer cette vai'iable entre les trois formules. 

Les deux équations résultant de l ’élimination ne renfermeront plus 

que les trois variables £, y¡, X, et représenteront précisément la ligne 

qui sera le lieu géométrique de tous les centres de courbur'e de la 

ligne donnée. Pour établir les principales propriétés de cette ligne 

on différentiera lès deux premières des formules (11), en faisant 

varier toutes les quantités qu’elles renferment. En opérant ainsi on 

trouvera

(12) {¿: — x)d'Ei + { r \ — y ) d n ^ - ^  — z)d% — pdp

et

( i 3 ) 1 ,· · d x  d\  +  dy dn -h dz  ~  o.

Il suit de l’équation-(¿3) que la tangente menée à la nouvelle courbe 

par le point (H, y), Ç) forme un angle droit avec la tangente menée'à 

la courbe donnée par le point (x , y , z). Donc la tangente à la nou

velle courbe est comprise dans le plan normal à* la courbe proposée. 

De plus, si l’on nomme ? l’arc de la nouvelle courbe compris entre un 

point fixe et le point mobile ( £ ,  y), Ç),  on aura

(i4) ' . ‘ d? +  dv*+d? =  dç*,

et l’on tirera de l’équation (12) *

, ' ' ' dp __ g — x  d\ Y) — y  dn Ç — z dÇ
1 ' ' dç p, ■ dç . p dz p _ dç

Or, il résulte évidemment de cette dernière formule que le rapport

(16)
dp
dz

est équivalent au cosinus de l’angle aigu ou obtus formé par le rayon 

de courbure p avec la tangenté à la nouvelle courbe. Quand la pro

posée est plane, cette tangente se confond avec le rayon de courbure
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ou avec son prolongement, et par conséquent le rapport’^  se réduit

au cosinus d’un angle nùl ou au cosinus de l’angle tu, c’est-à-dire 

à ±  i. On a donc alors *
., · dp =  ±. dç,

et l’on en conclut, comme on l’a fait dans la septième Leçon, que 

l’arc ±  A; est la différence des rayons de courbure correspondant à 

ses deüx extrémités. Mais il n’en est plus de même quand la courbe 

donnée cesse d’être plane, et, dans ce cas, le rapport obtient géné

ralement une valeur numérique différente de l’unité.

Concevons maintenant qu’un fil inextensible d’une longueur connue 

soit fixé par une de ses extrémités en un certain point de la courbe- 

proposée, et qué ce fil, d’abord appliqué sur la tangente menée à .la 

■ courbe par le point dont il s’agit, vienne à se mouvoir en demeurànt 

toujours tendu, de telle sorte qu’une partie s’enroule sur l’arc ren

fermé entre le point fixe et le point variable (a;, y, z). L’autre partie, 

qui restera droite et touchera la courbe donnée au point (x , y , z), 

será terminée par un point mobile qui décrira une nouvelle courbe. 

Cela posé, on se trouvera naturellement conduit à désigner çes deux 

courbes à l’aide des dénominations déjà employées dans la septième 

Leçon, page 116. Nous dirons en conséquence que la seconde courbe 

est une développante de la première et que la première est une déve

loppée de la seconde. Leurs propriétés respectives peuvent être facile

ment établies par la méthode que nous allons indiquer.

Soient £, y], £ les coordonnées du point de la développante qui cor

respond au point (x , y , z)  de la développée et r la-distance entre ces 

deux points. On aura évidemment

(17) £ — x _ fi — y _  c — * _  r ' '■ "
' '  . d x  d y  dz d s ’

ou

(18) ■ i ^  =  rLpz =  i = i  ^ _ L ,  '
v d x  dy dz · ds ■ . ·

la formule (17) devant être adoptée lorsque la longueur r sera
OEuvres de C· —  S ,  U ,  t .  V .  /£[
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comptée, à partir du point (x , y, z)  de la développée, sur la tangente 

prolongée dans le même sens que l’arc s, et la formule (18) dans le 

cas contraire. De plus on aura, dans la première hypothèse,

(19) ‘ r  +  s =  c,

(20) d r = . —  d s ; .

et dans la seconde

(21) r —  s —  c,

(.22) dr =  ds,

c désignant une quantité constante. Par suite, on tirera de la for

mule (17) ou (18)

(23)
E — x  _  f\  —  y  _  C — j  __ r _

d x  dy dz dr

ou, ce qui revient au même,

(24) l  — X — v) — y =

Si l’on différentie ces dernières équations, on trouvera 

( 25) , d \ — — r d <̂ : , d n = ~  r d ^ > '  dÇ=z—  r d - j ^

et comme on aura d’ailleurs

(26)

/ d x dy Y
d r.

dr5 =  ds2 =  dx-  dy2 +  dz-,

d z \ ! 

d r )  ~ 1 '

d x  ,d x  

dr dr

dy ,dy dz ,dz

- ïïdé + - T r dTr o, *

on conclura des équations (¿5) respectivement multipliées par dx, 

d y ,d z,’

(27) d x  d% +  dy d-n +  dz dÇ == o.

11 résulte de cette dernière formule que les tangentes menées par les 

points (<j,Yiÿ£) et ( x , y ,  s)  à la développante et à la développée se
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coupent à angles droits. Donc la tangente à la développée est toujours 

normale à la développante. Cette proposition, que nous avions déjà 

établie pour les courbes planes, s’étend, comme on le v.oit, aux 

courbes à double courbure.

Lorsque la développée est connue, comme nous l’avons supposé 

dans ce qui précède, il suffit, pour obténir les équations de la déve

loppante, de substituer dans les formules (24) les valeurs de x , y , z 

exprimées en fonction de s, de remplacer en outre r par c +  s, puis 

d’élimineiii entre ces mêmes formules. En effet, on parv-ièndra de 

cette manière à deux équations entre l, Y] et Ç qui représenteront évi

demment la courbe décrite par l’extrémité de la longueur r.

Supposons à présent que l’on cherche, non plus une développante, 

mais une développée de la courbe à laquelle appartiennent les coor

données variables x , y , z. Si l’on appelle £, yj, '( les coordonnées du 

point de cette développée qui correspond au point ( x , y , z )  de la 

développante, et si l’on désigne toujours par r la distance entre ces 

deux points, on devra, dans la formule (23), remplacer x , y,  z par 

y), Ç et réciproquement. On aura donc

( 2 8 ) ,
x'— \ _  y  — n _  z — Ç 

d \ di\ dÇ,

et, par conséquent,

( 2 9 )  d l — i l  — x ) ^ ,  df] =  (ri—y ) ~ ,

r
dr

d Z - ( X - z)
dr

On aura de plus

( 3o )  ■· ’ ; ( £ - * ) * + ( À

Si l’on différentie trois fois de suite l’équation (3o) en prenantTare s 

pour variable indépendante, et ayant égard aux formules (29), on 

trouvera · '
( 3 1 )  ' ‘ j {\  — x ) d x  + { n - y ) d y  +  ( Ç _ s ) r f s  =  0 , .

i  ( 5  —  * )  d ' x  +  ( f l  —  y )  d ï y  +  ( Ç  -  z)  d 2s  =  * * ,

( 3 2 )  ( £  —  x ) d ( r d î x )  +  (n — f )  d ( r  d * y ) +  (Ç — d ( r  d 2z)  =  o,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 2 4 APPLICATIONS DU CALCUL INFINITÉSIMAL.

puis on en conclura

I  —  X ■n — y K- ·
d y d ( r d ' 2z ) — d z d \ r d ty )  d z d ( r d - x ) — d x d ^ r d P z )  d x d ( r d P y )  d y d ( r d x )

d s 2 __________ _______________________ ; ,------ -— —
-  d 2x [ d y d ( r d 2z )  —  d z d { r d ' - y ) \  +  d - y \ d z  d { r ; d 2x )  -  d x  d { r  a!2- ) ]  +  dPz  [ d x  d { r  d 2y )  -  d y d ( i  d 2x )

\(dyd(rd2z ) - d z d ( r d 2y)Y+[dzd( rd2x ) - d x d ( r d 2z)Y+[dxd(rd2y ) - d y d ( r d 2x)]
1

,2 12

~ ±  ( d s * l [ d ( r d ‘ x ) Y  +  [d (rd *y )Y + [d ( rd l z )Y \ -j;d xd (rd > x)+ d y d (rd *y ) +  d zd (rd *z)Y‘)

On tirera de cette dernière formule, en renversant deux des fractions 

quelle renferme, et élevant chacune d’elles au carré,

\d(rd2y)Y+\d{rd2z ) Y \ - [ d x d { r d 2x) +  dyd{rd2y)-P-dzd{rd2z)Y

/**

=  3 (1  ( dx d- y d3 z  - d x d 2z d 3y  +  dy  d 2z d 3x  — dy  d2x  d » 5  4 - dz d 2x d 3y ^ d z  d 2y  d 3 x  )*,
. ds^ J

ou, ce qui revient au même,

( 3 3 )

d2x  y
Vds2

d-x d3x  
ds2 ds3 
d3x ' ' i 
ds3 

dx dP-y d3z

-H

dPy d3y 
ds2 ds3

dP y  
ds3

dxl 
ds2 

d2z 
 ̂ ds* 

d3 z 
ds3

d3z \ _dr 
ds3 ) 1 ds 

' dx dp x  
ds ds3

dy d3y  
ds ds3 ds

dPz_ 
ds3

dx d2z d3y  +  dy d2z d3 x  -  dy d2 x  d3z H- dz d2 x  dPy — dzdPy d3 x
dss

Si, dans l’équation (33), on substitue pour x,  y,  fle u rs  valeurs 

exprimées en fonction de s, elle ne renfermera plus que Invariable s 

et l’inconnue r  avec le coefficient différentiel ^  et sera ce qu on 

nomme une équation différentielle du premier ordre entre r  et s. Or, il 

résulte des principes du calcul intégral qu on peut satisfaire à cette 

équation différentielle en prenant pour r une infinité de fonctions 

de s correspondant aux diverses valeurs que peut recevoir une cer

taine constante arbitraire. Si, après avoir déterminé lune de ces
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fonctions, on remplace dans les formules (3o) et ( 31) les variables x,  

y,  z, r par la seule variable s, il ne restera plus qu’à éliminer s entre 

ces formules pour obtenir, entre les coordonnées £, y], doux équa

tions propres à représenter une développée de la courbe que l’on con

sidère. Cela posé, il ést clair que cette courbe aura une infinité de 

développées qui correspondront aux diverses valeurs de r, ou, ce qui 

revient au même, aux diverses valeurs de la constante arbitraire. 

Ajoutons qiie toutes ces développées seront situées sur la surface à 

-laquelle appartiendra l’équation en £, Y) et produite par l’élimina

tion de'i entre les formules (3 i).

La surface dont nous venons de parler, ou le lieu géométrique de 

toutes les développées, jouit de plusieurs propriétés remarquables 

que l’on déduit facilement des équations (3i),.ou, ce qui revient au 

même, des suivantes .. · ' ' '

(34)

.y. . . dix , . dy · v dz
*  + ( * - y )  -zn

(£ — x)
d*x 
ds2 (-o —y)

ds

d s '^ ^  > d s* ~

D’abord, il est clair que, si l’on attribue à i ’arc s et aux quantités qui 

en dépendent, c’est-à-dire à " ’

(35). æ, y>
dx ■ dy 
ds ds

dz 
ds ’

dïx 
ds2 ’

dïy
ds1 ’

d}z
ds% ’

des valeurs déterminées, Ieséquations ( 34), dans lesquelles £j, vj, ‘( 

resteront seules variables, représenteront deux plans dont la com

mune intersection sgra une droite comprise dans la surface dont il 

s’agit. Donc cette surface renfermera une infinité de droites corres

pondant aux diverses valeurs de s et sera du nombre de celles que 

l’on nomme surfaces réglées. On peut observer, d’ailleurs, que la pre

mière des équations (3i) ou ( 34) est précisément celle du plan 

normal mené par le point (x , y , z ) à la courbe donnée. Quant à la 

seconde des équations (34), on peut, en vertu des formules (3), la
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♦

réduire à

(36) . ' (£ — x) cosX H- (n — /) cosp. +  (Ç — z) cosv =  p,

et l’on reconnaît alors immédiatement : i° qu’elle- est vérifiée par les 

valeurs de y] ,  Ç tirées des formules (i), c’est-à-dire par les coor

données du centre de courbure; 20 qu’elle représente le plan mené 

par ce même centre perpendiculairement au rayon de courbure dont 

la direction forme, avec les demi-axes>des coordonnées positives, les 

angles p., v. Enfin, si l’on pose, pour abréger,

(37) «  =  ©(*), y = x(s)>. s = ty(s),

les équations (34) deviendront respectivement

(38) [£ — « («) ] ?'(s) -h [ v — x(s)]x’ (s) H- [Ç — 'Ks)J4',(i) =  0,

(39) II — ?(«)]?"(*)-Hn — %(i)Jz"(i)-+·[? — •H-s)]'l'"(f) =  I>
i ,

et l’équation ( 38), qui représente un plan, quand on attribue à s une 

valeur constante, deviendra évidemment propre à représenter la sur

face ci-dessus mentionnée, si l’on convient de regarder la quantité s 

comme une fonction de ïj, y), ‘( déterminée par l’équation (39). Cette 

convention étant admise, il sera facile d’obtenir l’équation différen

tielle de la même surface. En effet, il suffira, pour y parvenir, de 

différêntier la formule ( 38), en y faisant varier à la fois les quan

tités £, Y), ( et s. Or, en opérant ainsi, et ayant égard adéquation (39), 

dont le premier membre sera précisément le coefficient de ds, on 

retrouvera pour l’équation différentielle cherchée

(40) _ ?'(j)afî; +  x'(s)Gfr) +  4/(s)û£ =  o·

Il résulte de celle-ci (voir la quatorzième Leçon) que les demi-axes 

des coordonnées positives forment, avec la normale menée par le 

point (£, y], 4) à la surface réglée, des angles dont les cosinus sont 

proportionnels, et même égaux, si l’on prolonge la normale dans un 

sens convenable, aux dérivées

?'■ (*) =
dx 
ds ’ +'<*)

ds
ds
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Donc cette normale et la tangente menée par le point ( x , y , z )  à la 

courbe donnée sont deux droites parallèles. Donc, puisque le plan 

tangent mené par le point (£, Y], Ç) à la surface réglée doit renfermer 

la génératrice de cette surface et, par conséquent, le centre de cour

bure de la courbe proposée, il coïncidera nécessairement avec le plan 

mené par ce centre perpendiculairement aux deux droites, c’est- 

à-dire avec le plan normal à la courbe. Il suit de ces observations 

que chaque1 plan normal à la courbe touchera la surface réglée dans 

tous les points de la génératrice par laquelle il passera. Donc, la sur

face dont il s’agit, c’est-à-dire le lieu de toutes les développées de la 

courbe, sera une surface développable.

Il est essentiel de remarquer que l’équation (4o) coïncide avec 

l’équation (27), de'laquelle on la déduit, en substituant aux diffé

rentielles dx, dy, dz leurs valeurs tirées des formules (^7), savoir

y'(s)ds, x'(s)ds, i|/(s)ds,

et supprimant ensuite le facteur ds commun à tous les termes.

Nous observerons en outre que, dans le cas où la variable s cesse 

d’être indépendante, il suffît, pour obtenir la seconde des équa

tions (3 i), de différentier la première, puis d’avoir égard à celle-ci et 

aux formules (.29). On peut en conclure que l’équation en.£, y) et 

produite par l’élimination de s entre les formules ( 3i)j'représentera, 

dans tous les cas possibles, la surface qui sera le lieu géométrique 

des développées de la courbe donnée. Enfin, comme les formules (3 i) 

se confondent avec les deux premières formules (11), on pourra 

encore affirmer que cette surface passe par la nouvelle courbe qui 

est le lieu géométrique des centres de courbure de la proposée.

Il serait facile de prouver directement, et sans recourir au calcul, 

que la surface développable qui touche constamment le plan normal 

à une courbe quelconque est en même temps le lieu des développées 

de cette courbe. C’est, en effet, ce que l’on peut démontrer à l’aide 

des considérations suivantes.

Si l’on fait rouler sur une surface développable le plan tangent à
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cette surface, avec plusieurs droites menées par un point pris à 

volonté dans ce plan, chaque droite tracera évidemment sur la surface 

une développée de cette courbe. Donc la surface développable sera le 

lieu de toutes les développées; et le plan tangent qui passera par les 

tangentes aux développées, ou, en d’autres termes, par plusieurs 

droites normales à la courbe décrite (voir la page 322), se confondra 

nécessairement avec le plan normal à cette courbe. Si, maintenant, 

on veut que la courbe décrite se réduise à une courbe donnée, il 

suffira de faire coïncider la surface développable avec celle qui est 

constamment touchée par le plan, normal à la courbe proposée, et de 

choisir convenablement le point mobile. S’il restait quelques doutes 

à cet égard, on les éclaircirait à l’aide des principes que nous établi

rons dans les Leçons de la seconde année.'

Pour montrer une application des formules qui précèdent, consi

dérons l’hélice représentée par.les équations (38)’ de la treizième 

Leçon, savoir

(4 u  a? =  R cosjp, /  =  Rsin/>, s  =  aR p.  ■

Si l’on prend pour variable indépendante l’arc s, ou, cç qui revient 

au même, l’anglep, on aura

Id x — —Rsinpd/>, dy — R cospdp, t dz — aRdp,

d*x — — R cosp dp*, d2y =  — Rsinpdpî, d2z =  o,

d3x — Rsinpdp3, d3y = —Rcos/>d/>3, * d3z =  o.

On trouvera de plus (voir la dix-septième Leçon)

(43) . ¿ s = ± ( i  +  «, ) ’ Rrf/)|

(44) p =  O ■ +· «DP·
/ * 

Cela posé, les, formules (5) donneront

( 45) —  «2Rcos/>, v ) = — a ! Rsin/>, % =  a R p ,

Si l’on élimine p  entré ces dernières, on obtiendra entre les coor

données ■ »], £ deux équations propres à représenter la ligne ¿es
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centres de courbure. Or, comme on tire des formules (45)

(46} , | = la n g ^ ,  ^+Y)2= a 4R2,

il est clair que cette ligne sera une seconde hélice, comprise, ainsi 

que la' première, dans la surface hélicoïde qui a pour équation

(47) y
X

— tang
a i t ’

et tracée sur un cylindre droit qui a pour base, dans le plan des x , y, 

un cercle décrit de l’origine comme centre avec un rayon égal au 

produit a2R. Nous pouvions aisément prévoir ce résultat, puisque 

nous savons que, pour obtenir le centre de courbure correspondant à 

un point ( x , y , z )  de l’hélice donnée, il suffit (voir la dix-septième 

Leçon) de porter sur la génératrice de la surface hélicoïde, à partir 

du point (x , y, z), la longueur p =  (i -h a2) R, et, par conséquent, à 

partir de l’axe du cylindre, la longueur p - R i « 2R.

Quant aux formules (3o), (3 i) et (32), elles se réduiront, dans le 

cas présent, la première à

(48) ! 2h~ Y)2—  2R(ij cosp  H- Y) sin/>) -t-R 2-l·- (Ç —  aR/>)2—  /-2,

les deux suivantes à r

, ,  , ( £sinp-T-Y)Cos/? =  a(Ç — a ü p ) ,
( 4 9 )  ’ U  · ·( l  cos/> H- y! sinp =  — a2 R,

et la dernière à .

( 50) (£cos/> +  Yisin/? -,R)rf/'-+-(Y) cosj» —  ^ \ n p ) r d p  =  o. ' 

De plus, l’équation (33) donnera

(51) dr* i · ,·« =  g?__
, dp1 ■■ i 4- a2 (i + a2)3 H2’

et l’on en conclura ■ ■·

ày _ ar* f __ i ■
dp \/r+ a1 l.(i + «4MP

O E uvres de C . — S. II, t .  V.

i-T2"rt

42
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ou, ce qui  revient au même,
[ R ^ ]

(53)
■ \/1 +  '

: d p ± - : O.

Il est facile de s’assurer que les coordonnées du centre de courbure, 

c’est-à-dire les valeurs de y], Ç fournies par les équations (45), 

vérifient les formules (49)· Si, d’ailleurs, on ajoute ces formules, 

après avoir élevé au carré les deux membres de chacune d’elles, on 

trouvera

(54) £2 +  y)2=r a4R8 +  a2(Ç — aR/?)S 

et, par conséquent,

(55)
P o R V a4 R2

puis, en substituant la valeur précédente de p dans la seconde des 

formules (49). ou obtiendra l’équation

(56)
2cos— -i-Y]'sin an

— 1 +  a2 R

y · £
=  ±  ( Y] cos — x sin —% ' aR «R — I

A ‘

Cette dernière équation, étant celle qui résulte de l’élimination 

,de p  entre les formules ( 4 9 ) ,  représente la surface développable qüi 

'touche constamment le plan normal à l’hélice proposée, et qui est le 

lieu géométrique des développées de cette courbe. Ajoutons que, 

pour obtenir les deux équations d’une de ces développées, il suffira 

de joindre à la formule ( 56) celle, que produit l ’élimination de p  

entre les équations ( 4 8 )  et (55), après qu’on a substitué dans l’équa

tion ( 4 8)  une des valeurs de r qui vérifient la formule.( 5 3 ). On peut 

d’ailleurs, dans la recherche dont il est ici question, remplacer la 

formule (48) par la suivante :

(1-4- a2) =  r2,(57)
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à laquelle on parvient en combinant la formule (48) avec l’équa

tion (54). Quant à l’équation (53), on pourra la présenter sous la 

forme

(58) d
f  a , R ( i h- « 2)~1— p ±  arc cos-----=----  -- o,
Lv/T+ô2 r J

ei l’on en conclura, en raisonnant comme à la page 115,

, ' ■ ■ : r a , R(i +  a2)l n(5g) A = P — árceos---------- =o.
Lv1 -+- 1 J

Donc la différence finie de l ’expression

a  , R ( i  +  a 2)■ , p ±  arc cos —--------
y/1 H— «2 r

s’évanouira, ou, en d’autres termes, cette expression conservera une 

valeur constante, tandis qu’on fera varier l’angle p. On aura donc, en 

désignant par s  une constante arbitraire,

\/i
a  R ( i - f -  « 2 )--- - p ±  arc cos —-------- =  S,* * r

oii, ce qui revient au même,

COS ( &
(60)

Cela posé, la formule (Sy)  donnera

(61) · £sH-n2= ,

R ( i H- a2 )
ap

v/l -h ci1

ri1— «2R2 f ------'t— ---------
, I Cos2 f o ---—1- }-  ■

L  \  v 1 +  « 2

SI, dans cette dernière, on substitue.la valeur de p tirée de l’équa- 1 

tion (54), on trouvera ·

(6?)
a 2 ( i  a -  ) R 2 f

vT — ■,----TiTt — cos R / j -H a1
-f]'1— ci* R2 

#R \J i  +  a'1

La formule (62), réunie a déquation (56), détermine, pour chaque
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valeur particulière de la constante 8, une développée de l’hélice que 

l’on considère. · · · ·

Il ne sera pas inutile de remarquer que la plus petite des valeurs 

de r fournies par l’équation (60) est toujours égale au produit 

( n - a 2)R, c’est-à-dire au rayon de courbure, et correspond à une 

infinité de valeurs diverses de l’angle p, dont l’une est équivalente au 

rapport, ___
S^i +  a'· 

a

Si, pour abréger, on désigne par P ce même rapport, ou, en d’autres 

termes, si l’on pose

( 6 3 ) P =
8 y/i +  a2 

a

les équations (6o) et (6i) deviendront respectivement

(64)

et

(65)

R(i 4- a2) 
r = ----^ >

cos a(p — P)
y/i 4- a 2

£2-t- r]2 =  «2 R2 r  i +  ct2 _  I

L · y'i +  n’ J

Enfin, si l’on combine l’équation (65) avec l’équation (54), on 

trouvera

(66) Z — «R/? =±; (i' +  a2)2Rtanga ^_JLr ·
V i -+- «2

On pourrait remplacer les formules (56) et ( 6 2 ) par le système des 

formules (49) et (66). Si de ces dernières on tire les valeurs de £, yj 

et ‘C expriméesven fonction de p, on obtiendra trois équations com

prises dans la formule

(6 7 )
£ +  q2Rcos7J_m-HaaRsin/? Ç —aRp

a sinp a co s p : ( 1 +  a2 }* R tang ̂ L=Jp, 
y H -a2

qui peut,, à elle seule, représenter chacune des développées de l’hélice.
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Il résulte évidemment de l’équation (67) que les coordonnées y), 

de chaque développée deviennent infinies, toutes les fois que l’anglep 

obtient une valeur de la forme

(68) . p =  P± (2« + i ) - ,

n désignant un nombre entier quelconque. De plus, tandis que 

l’angle p converge vers l’une de ces valeurs, le point (£, y],‘() ne 

cesse pas d’être situé sur la surface développable représentée par 

l’équation (56), et s’approche indéfiniment de celle des génératrices 

de la même surface à laquelle appartiennent les équations (49)» 

quand on attribue à p la valeur dont il s’agit. Donc chaque déve

loppée sera composée d’une infinité de branches qui s’étendront à 

l’infini et dont chacune aura pour asymptotes deu'x génératrices de la 

surface ( 56). *

Observons encore que, si l’on nomme ¿R. et $ les coordonnées 

polaires de l’une de ces développées projetée sur le plan des æ, y , on 

aura .

(69) £ — .¿R. cosf ,  Yi=^lsin®,

et qu’en conséquence les formules (49), réunies à l’équation (66), 

donneront ,

( ¿Asm (/? — (g) — ± a ( i  +  a- )2Rtang 
(7°) j s/i +  a*

( Jlcos(jo — ( ? ) = — a2R.

Le système des équations (66) et (70) peut être employé avec avan

tage dans la recherche des propriétés des développées de l ’hélice, Si
1 # '

l’on pose, pour plus de simplicité, P =  0, ces équations se rédui

ront à

Ç — a i t p  =  ±  (t H- a2)2 R tang — — ,
V1 +  «2

Si sin (p — <£) = ±  a(i -+· a?)-2 R t a n g — .
V i -h a2

<91 cos(p — = — <?2R,

(.7 0
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et représenteront celle des développées sur laquelle est situé le 

centre de courbure correspondant au point de l’hélice qui coïncide 

avec l’origine. Ajoutons que, pour revenir des formules (71) aux 

formules (66) et (70), il suffit évidemment de remplacer les quan

tités (
P, ® et Ç

par les différences
P -  P, $ - P ,  Ç — a RP.

Or, la substitution de l’angle j s - P  à l’angle p, et de l’ordonnée 

£ — «RP à l’ordonnée ’(, est précisément celle qu’il convient d’effec

tuer pour que la courbe à laquelle appartiennent les trois coordon

nées <$,&. e t( se déplace dans l’espace de telle sorte que chaque point 

décrive d’abord,’ en tournant autour'de l’axe des z, avec un mouve

ment de rotation direct, si P est positif, l’angle 4- P, ou avec un 

mouvement de rotation rétrograde, si P est négatif, l’angle — P, et 

parcoure ensuite, en glissant sur une parallèle à cet axe, la lon

gueur aRP dans le sens des 5 positives, ou la longueur — aRP dans 

le sens des z négatives. Donc le déplacement dont il s’agit suffit pour 

transformer la développée que représentent les formules (71) dans 

l’une quelconque des autres développées de l’hélice. Donc toutes ces 

développées sont des courbes semblables entre elles et superposables. 

Ajoutons que, si l’on attribue à P l’une’ des valeurs comprises dans la 

formule

( 7 2 )  P = ± ( 2«  +  l ) - - ------------,
'  2  a

ce seront les diverses branches de la première développée qui se 

trouveront, en vertu du déplacement dont nous avons parlé, super

posées les unes aux autres. Donc toutes les branches d’une même 

développée sont semblables entre elles. Ces propriétés remarquables 

des développées de l’hélice tiennent à la forme régulière de cette 

courbe, que l’on peut superposer à elle-même en lui imprimant tout 

à la fois un double mouvement de rotation autour de l’axe des z  et de 

translation parallèlement à cet axe.
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On dit que deux courbes à double courbure sont osculatrices l’une 

de l’autre, en un point qui leur est commun, lorsqu’elles ont en ce 

point, non seulement la même tangente, mais encore le même cercle 

osculateur, et par conséquent le même plan osculateur, la même nor

male principale et la même courbure. Alors le contact qui existe 

entre les deux courbes prend le nom d'osculation. Cela posé, on éta

blira facilement la proposition suivante :

T héorème I. —  Concevons que deux courbes à double courbure soient 

représentées par deux équations entre les coordonnées rectangulaires 

x , y , z-, et que l ’on prenne l ’abscisse x  pour variable indépendante. 

Pour que les deux courbes soient osculatrices l ’une de l ’autre en un 

point commun correspondant à l ’abscisse x , il sera nécessaire et il suffira 

que les ordonnées y , z relatives à cette abscisse et leurs dérivées du 

premier et du second ordre, c’est-à-dire les six quantités

(0 y> d2.y.
d x î>

d z  n d"- z

d œ ’  ”  d x 1·

conservent, dans le passage d ’une courbe à l ’autre, les mêmes valeurs 

numériques et les.mêmes signes ( ' ).

Démonstration. En effet, si ces conditions sont remplies, les 

deux courbes auront évidemment un point commun correspondant à 

l’abscisse x .  De plus, on conclura de ce qui a été dit ci-dessus 

(seizième Leçon, p. 292) qu’elles ont la même tangente, et des 

formules (10) qu’elles ont le même centre de courbure. Donc, par

( ')  Ce théorème, qui subsiste généralement lorsque les quantités y, y', y", z, z ', z" 
conservent, pour le point commun aux deux courbes, des valeurs finies et fournissent 
une valeur déterminée du rayon de courbure p, est sujet à quelques exceptions. Il pour
rait cesser d’êtro vrai si les mêmes quantités, ou quelques-unes d’entre elles, devenaient 
infinies. Alors les valeurs de £ — x, r( — y,  Ç — z, données par les équations (10) et le 
rayon de courbure p, pourraient se présente!·, pour l’une et l’autre courbe, sous la forme

—, et varier néanmoins dans le passage de la première courbe à la seconde. Au reste, la
CO

remarque que nous faisons ici est applicable non seulement aux courbes à double cour
bure, mais encore aux courbes planes, et par conséquent au théorème I de la huitième 
Leçon. Effectivement, ce théorème serait en défaut si les courbes proposées so rédui
saient aux courbes (5o) de la page 152.
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suite, elles auront encore le même cercle osculateur. Réciproque

ment, si les deux courbes sont osculatrices l’une de l’autre au point 

dont l’abscisse esta;, non seulement les quantités

. . y '_  iL ,
. J d x  d x

devront rester les mêmes dans le passage d’une courbe à l’autre, mais 

on pourra encore en dire autant du rayon de courbure p, ainsi que 

des coordonnées %, Y), £ du centre de courbure, et, par conséquent, 

des quantités y", z", dont les valeurs, déterminées par le moyen des 

équations (io), se réduisent à

(73)

fi — r  — f i l  — &) ( i+ / . +  s'î),

K — -s — ·='(£ — x)
(1+ / * +  S'*).

Corollaire. — Il suit du théorème I que, dans le cas où deux courbés 

à double courbure sont osculatrices l’une de l’autre, on peut en dire 

autant de leurs projections sur chacun des plans coordonnés, et 

môme de leurs projections sur un plan quelconque, puisque l’on 

peut faire coïncider le plan des x , y ,  par exemple, avec un plan quel

conque choisi arbitrairement dans l’espace.

Le théorème I étant démontré, on en déduira sans peine, en rai

sonnant comme dans la huitième Leçon (p. 128 et 129) une autre 

proposition que l’on peut énoncer comme il suit :

T héorème IL — Deux courbes à double courbure étant représentées 

par deux équations entre les coordonnées x , y , z, pour savoir si ces deux 

courbes sont osculatrices l ’ une de l ’autre en un point donné, il suffira de 

prendre pour variable indépendante ou une fonction détermiéne des 

variables x , y , z., ou l ’arc s compté sur chaque courbe à partir d ’un 

point fixe, et d ’examiner si, pour le point donné, les mêmes valeurs de

x ,  y,, z ,  dx ,  dy, dz, d i x ,  ' d 1y ,  d*z

peuvent être tirées des équations des deux courbes.
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Il est bon d’observer que, dans le cas où l’on prend Tare s pour 

variable indépendante, le théorème II se déduit immédiatement des 

formules ( 5) et (6) de la seizième Leçon réunies à la formule (28) 

de la dix-septième Leçon et aux formules (5) de la page 3i 8.

Si, dans le théorème I ou II, on suppose la seconde courbe réduite 

au cercle suivant lequel se coupent une sphère et un plan représentés 

par deux équations dé la forme

' (  ( * - £ ) * 4 - ( 7 - y] ) ' + ( s - Ç ) * = p *, ' ■
( 7 4 )  1 /

( — £) cosL 4 - (y — y) cosM -1- (s — Ç) cosN =  o, ,

les conditions propres à exprimer que le point (x , y , z)  est un point 

d’osculation suffiront pour déterminer le rayon du cercle et les coor

données du centre, c’est-à-dire les quatre inconnues yj, Ç et p, avec 

deux des trois angles L, M, N, qui d’ailleurs Sont liés entre eux par 

l ’équation

(7 6 ) cos2L +  cos2M +  cos2N =  1 .

En effet, si l’on prend x  pour variable indépendante, les valeurs 

de y , y ', y"; z, z', z" tirées des équations finies de la première courbe 

et de ses équations dérivées devront satisfaire, en vertu du théorème I, 

aux équations finies du cercle et à leurs dérivées du premier et du 

second ordre, c’est-à-dire aux six formules

.■ / (*-$)*+(r-*))* + ( * - 0 *  =pY 
•(7 6 ) | x  — X '+ ( /  — n ) / + '( s  — Ç)s'=o, .

( 1 -+- j '2-i-.s'2+  (y — v)y''y- (z — Z) 2"= o,

I
(x  — X) çosL -t- ( 7  — y)) cosM -t- ( z  — Ç) cosN =  0 , 

cosL-h/ ' cosM +  5 ' cosN =  0 ,

1 II
y" cos M H- z" cosN =  o.

Lorsque de ces dernières formules, jointes à l’équation (75), on 

déduit les valeurs des inconnues L, M,N; et p, on retrouve,

comme on devait s’y attendre, les équations ( i5) et (29) de la dix- 

septième Leçon, et les équations (10) de la page 319.

ORuvrcs de C. —  S .  I I ,  t .  V .  4 ^
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Si l’on cessait de prendre x  pour variable indépendante, alors les 

équations finies dii cercle et ses équations différentielles dii premier 

et du second ordre pourraient être présentées sous les formes '

r i ) 2  -4 - ( 5  —  K Y  ■ = p \

( x  — ^ ) d x  y - ( y  — -n) dy +  {z —  )̂ dz —  o,

(x  —  1) d * x - 4- {y  —  yî ) d ly  (z  —  Ç) d 2z = — ds2,

(x — £) cosL +  (y — -0) cosM -+-(5 — Ç) cosN =  o, ,

(79)  ̂ cosL ata? h- cosM c?/ -hCosNrfs =0,

( cosL d}x  -t- cosM dîy  -4- cos N-d* s — 0,

et devraient être vérifiées par les valeurs de x , y , "·, dx, dy, dz, d-x,  

d-y, d-z tirées des équations de la première courbe. Il importe d’ob

server que les équations (79) coïncident avec les formules (4) et (16) 

de la dix-septième Leçon, et les équations (78) avec les formules (11) 

de la page 3 ig. . '
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DIX-NEUVIEME LEÇON.

«AYONS DE COURBURE DES SECTIONS FAITES DANS UNE SURFACE PAR DES PLANS NORMAUX. 

RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX. DES SECTIONS DONT LES COURBURES SONT NULLES, 

DANS LE CAS OU LES RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX SONT DIRIGÉS EN SENS CON

TRAIRES.

Considérons une surface courbe représentée par l’équation

(1) ·« =  o,

dans laquelle « désigne une fonction des coordonnées rectangu

laires x , y , z. Si, par un point (x , y, z) donné sur cette surface, on 

fait passer un plan normal, ce plan coupera la surface suivant une 

certaine courbe que nous nommerons section normale. Soient p le 

rayon de courbure de cette courbe relatif au point (x , y , z)  et Sj, y], 

les coordonnées du centre de courbure correspondant. On aura

(2) (¿c—  £)* +  ( 7  — n ) * + ( *  —  £■ )* =  p*,

et, comme le centre de courbure se trouvera évidemment situé sur la 

normale menée par le point (x , y , z)  à la surface proposée, les coor

données Yj, 'C vérifieront nécessairement les équations de la normale 

ou la formule ( n )  de la quatorzième Leçon; de sorte qu’on aura 

encore

m  x  — — K · '
K ’  '  d u  . ~  d u  ~ ~  d u

d x  d y  d z
♦

Observons, maintenant, que l’équation (2), dans le cas où l’on y 

considère x , y , z comme seules variables, est l’une des équations du 

cercle osculateur de la section normale que l’on considère, et qu’en 

vertu des principes établis dans la dix-huitième Leçon la différentielle

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



340 APPLICATIONS DU CALCUL INFINITÉSIMAL, 

du second ordre de cette même équation, savoir

(4) — u) d*y -4- (z — Ç) -H dx* dy* +  dz* — o,
I

devra être vérifiée par les valeurs de a?, y , z, dx,dy, dz,d2x , d i y,  d-z 

tirées des équations de la section normale.

Si, pour plus de commodité, on désigne par s l’arc de cette courbe, 

les coordonnées a?, y,  z de la même courbe se trouveront liées à l’arc s 

par l’équation différentielle

(5) dx* +  dy* +  dz* =  ds*,

en vertu de laquelle la formule (4) pourra être réduite à

(6) - (x  — £) d*x +  (y  — n) d'-y -h (3 — Ç) d*z — — ds*.

On tirera d’ailleurs de la formule (1) différentiée deux fois de suite

(7)

I du „ du ,, du d*u  ̂ d*u , . d*n ,
W d' * +  T / +  37 +  +  W 'f i +  3 ?  *

à* a , ,
2 -j— .— dy dz H- 2

dx'·

d*u
dydz~J ■ * “ dz dx 

puis, en posant, pour abréger,

dzdx +  2 - d “  dx dy — o, 
dx dy J

(8)

n  d* u dx- . d*_u dy* <P_u dz*
^ —■ dx* ds* dy* ds1 dz'1 ds*

à*u dy dz à* u dz dx à* u dx dy 
dy âz ds ds dz dx ds ds tix dy ds ds

on réduira l’équation (7) à la suivante :

(9) · ^ d * x + % d> y + d£ d * S = - Q d s * . .

Si l’on fait, en outre, comme.dans la quatorzième Leçon,

<->■ ■ ■ ■  K= [ ( £ M i 0 * ( s ) t ·
’ · - «

on conclura sans peine de la formule (3), combinée avec les équa-
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tions (2), (5), (9) et (10), , ·

x ~ l  — y  ~ 71 =  _ ±  [(¿p —  S), +  (.r  —  Yi)2+ ( g  —  p 2]2 _ ^  _p

du -  du du [ f d u y '  /du y. (du\n^ ^
. ^  *  ■ L U )  + w i  + \ 7 d  J

_( x  —  £) cPx  +  (y —  v)  d 2y -+- (z  —  Ç)   1

L— ^ r  ~ e *

On aura donc

(11) . .

et, par suite,

( 1 2 )

du
dix  +

du
d'-y +

du

dx ày Tz

X  —  l  _ y  — n s - i l P _ I
du du du R Q’
dx dy ' dz

Q
r ‘

11 est essentiel d’observer que, dans les Formules (11) et (12), R re

présente une fonction connue des coordonnées x,  y , z. Qu^nt à la 

quantité Q, dont la valeur est déterminée par l’équation (8), elle peut 

être exprimée en fonction des coordonnées x,  y , z et des angles que 

forme avec les demi-axes des coordonnées positives la tangente menée 

par le point (x,  y,  z)  à la section normale que l’on considère. En 

effet, si l’on nomme . a, p, y ces mêmes angles, on aura (voir la 

seizième Leçon)

(i3)

ou bien 

04)

cos« = d x  
ds ’

d xcos« = ----
ds

a dyCOS^-J-,

C0SP = - ^ ’

dz

^  =  Ts'

cosy = —
ds '

et, dans l’un ou l’autre cas, on tirera de l’équation (8) 

05)

à-u  , d^u d‘-u
Q =  S i co8“ +  ^ cosl3 + 5? cos2y

à2 u d1 u
~ - z cos(3 cosy +  cosy cos« +  2 ¿JL  cos«  cos .̂.

ày
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Or, il est clair que le second membre de cette dernière équation se 

réduit à une fonction connue des variables cc, y,  s, a., ¡3, y. Cela posé, 

si l’on donne, avec le point (æ, y,  s),  la tangente menée par ce point 

à une section normale faite dans la surface proposée, il suffira évi

demment de recoùrir à la formule (12) pour déterminer le rayon de 

courbure p de cette section normale, et à la formule (11) pour déter

miner avec le rayon p les coordonnées 2j, yj, Ç du centre de courbure.

Lorsqu’on passe d’une section normale h une autre, sans déplacer 

le point (&, y , z ) ,  les angles a, (3, y changent de valeurs, et la même 

chose a lieu, du moins en général, pour la quantité Q et pour les 

variables qui en dépendent, savoir : £, y], X, et p. S’il arrive que dans ce 

passage la quantité Q change de signe, alors le rayon de courbure 

de l’une des sections normales sera déterminé par l’équation

et celui de l’autre par l’équation

07)

car, les quantités p et R étant essentiellement positives, on doit 

nécessairement réduire le double signe ± ,  qui affecte le second 

membre de la formule (12), au signe + ,  dans le cas où Q est positif, 

et au signe — , dans le cas contraire:D’autre part, les quantités

du du du 
d x ’ d y ’ dz ’

»

étant indépendantes des angles a, p, y, on peut affirmer que, si, dans 

le passage de la première section à la seconde, la quantité Q change 

de signe, les différences

x — l, 7  — -o, z — K

en changeront pareillement. Donc, les centres de courbure des deux
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sections se trouveront situés, à l ’égard du point (x , y , z), l ’un d’un 

côté, l’autre de l’autre, sur la normale menée par ce point à la surface 

donnée; de sorte que les rayons de courbure des deux sections seront 

dirigés en sens contraires.

Les rayons de courbure des diverses sections normales qui passent 

par un même point (oc, y , s)  ont’entre eux des relations qui méritent 

d’être remarquées. Pour découvrir ces relations, il faut d’abord 

chercher la loi suivant laquelle le rayon de courbure p, déterminé par 

la formule (i 2), varie avec les angles a, ¡3, y, qui sont renfermés dans 

la valeur, de Q. On peut rendre cette loi fort évidente à l’aide d’une 

construction géométrique qui consiste à porter sur la tangente à 

chaque section normale, à partir du point (oc,y, z), et des deux côtés 

de ce point, deux longueurs égales au rayon de courbure correspon

dant, ou à une puissance positive de ce rayon. La courbe qui passera 

par les extrémités des longueurs ainsi portées sur les diverses tan

gentes serax évidemment une courbe plane, comprise dans le plan 

tangent à la surface proposée; et, comme le rayon mené du point 

(x , y , z) à cette courbe croîtra ou décroîtra en même temps que le 

rayon de courbure de la section normale tangente au rayon vecteur 

dont il s’agit, il est clair que la nature de la courbe sera très propre à 

faire connaître la loi suivant laquelle variera ce rayon de courbure.

Dans le cas particulier où l’on suppose que la longueur portée sur 

chaque tangente est égale a la racine carrée du rayon do courbure 

correspondant, la courbe dont nous venons de parler se réduit à uhe 

ligne du second degré. Adoptons, en effet, d’hypothèse dont il est ici 

question, et concevons que l’on désigne par vj, non plus les coor

données du centre de courbure, mais celles de l’extrémité d’une 
±

longueur égale à p2 portée à partir du point (x , y , z)  sur la tangente 

qui forme avec les demi-axes des coordonnées positives les angles a, 

(3, y. On trouvera, en admettant que l’origine des coordonnées con

serve sa position primitive,

i  I i
£ — x z=l p2 cos a, y) —/ — p2 cos (3, Ç — z =  p2 cosy, j
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et, en transportant l’origine au point (æ,y,  z),

i  i  · 1.(18) ç^p^osa, . Y) =  p2cos(3, Ç=rp2cosy.'
On tire d’ailleurs de la formule (12)

Qp =  ± R ,

puis, en remettant pour Q sa valeur donnée par l’équation ( i5),

(19)

f  à2u , à2 u . „ d2 u .
p [ d ^ 2 c o s a  +  w  c o s p  u c o s y ,

d 2 U  a ()2 U  d 2 U  o d  . r ,2 -3— r— cos p cosy 4- 23— — cosy cosa 4- 2 3— cos a cos p =  ±  R. 
ày dz r  '  à zd x  , '  dx à y  r J

Donc, en ayant égard aux formules (18), on trouvera définitivement

( 20) à2 u j d2 u d2 u
àï2Ç2+2 à2 u 

dy dz 1)K 4- 2
d2 u 

dz dx
££4-2 d2u 

dx dy
In = ±  R.

Cette dernière équation, dans le cas où l’on y considère £, Y], 

comme seules variables, représente une surface du second degré qui 

renferme la courbe plane ci-dessus mentionnée. On peut remarquer 

que cette surface a pour centre la nouvelle origine, c’est-à-dire le 

point (x , y,  z) ; et, comme le plan de la courbe passe aussi par le même 

point, ori est en droit de conclure que la courbe dont il s’agit se réduit 

à une ligne du second degré quia encore pour centre le point(x,y,  z). 

Pour obtenir les deux équations de cette ligne, il suffit de joindre.à la 

formule (20) l’éqùation qui représente le plan tangent mené à la sur

face donnée parle point( x , y ,  z)', quand on transporte en ce point 

l ’origine des coordonnées-, c’est-à-dire l’équation

( 21) v du du „d u
^ + 'nT y + K T z = 0’

que l ’on déduit de la formule (2) (quatorzième Leçon), en rem

plaçant Y], Ç par i 4 - £ P ,  Y] +  y, Ç 4- z. On pourrait encore établir 

l’équation (21), en observant que la différentielle de l’équation (1), 

savoir
du , du , du , —  d x  4- 3— d v  4- —  dz  ày J dzd x

( 22) '
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se réduit, en vertu des formules ( i3) ou ( i 4),'à

. du du du
(23) —  cos« ·+- -e- cos p -+- -T- cos y =  o,v ' dx ày dz. 1 .

et en éliminant de cette dernière, à l’aide des formules (18), les trois 

angles a, ¡3, y. Enfin, si l’on appelle p., v les angles que forme avec 

les demi-axes des coordonnées positives la normale menée par le 

point (x, y, z)  à la surface proposée, on aura

. . ■ cosX cosfj<■  cosv
(24) .

dx . ày àz_

et, par suite, l’équation (21) pourra être présentée sous la forme

(25) £ COŜ '+Y) cosp +  Çcosv =  o.

Observons maintenant que les formules (20) et (20) sont entière

ment semblables aux équations (1) et (2) de la quinzième Leçon, 

desquelles on les déduit en remplaçant les coordonnées x ,  y ,  z  par 

les coordonnées £, r), Ç, et les coefficients

A, Iî, C, D, E, F, K

par les quantités

d2 u d2 u à1 u di u ài u â^u '  _i_ p 
d x 2 ’ ày2 ’ àz* ’ ày à z* dz d x ’ ' d x  à y ’

Cela posé, on conclura des principes exposés dans la quinzième 

Leçon que la. ligne représentée par le système des équations (20) 

et ( 25) se réduit, en général, à une ellipse ou au système de deux 

hyperboles conjuguées; mais que, dans certains cas particuliers, elle 

peut se transformer en un cercle, ou en un point unique, ou en un 

système de droites parallèles, également distantes du point ( x , y ,  s), 

ou bien encore en un système de deux droites menées par ce même 

point. La même conclusion résulte aussi de la forme que prend 

l’équation (20), lorsque le plan des x,  y est parallèle au plan tangent

OEuvres de C. — S.  I I ,  t .  V.  4 4
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mené par le point (oc, y, z).  Alors, en effet, l’équation (21) ou (25) 

se réduit à ,

' (26)' Ç =  o,

et, en combinant celle-ci avec la formule (20), on trouve pour l’équa

tion de la ligne.ci-dessus mentionnée

(27).
d- u . d*u 
dx2  ̂ 2 à x d y

t d2« „ 
+  : : R.

Or, il est facile de s’assurer que l’équation (27) représentera une 

ellipse, si la différence

• . cP m d-u /  d*u \ 2
 ̂ dx* dy2 \ d x d y )

est positive; deux hyperboles conjuguées, si cette différence devient 

négative, et deux droites parallèles, si la même différence se réduit à 

zéro. Ajoutons que l’ellipse se transformera en un cercle, si l’on a

• à* u _à* u d*u __
dx* dy2 ’ dx dy ° ’

et que la condition

( 3o) R ~  0,
t

si elle est vérifiée, réduira l’ellipse au point (oc, y, z), ou les deux 

hyperboles à deux droites menées par ce point. Comme on peut 

d’ailleurs choisir arbitrairement le plan des x , y,  le raisonnement 

qu’on vient de faire est évidemment applicable à tous les points de la 

surface proposée.

Pour'que l’équation (21) se réduise, comme on vient de le sup

poser, à l’équation (26), il faut nécessairement que des trois quantités

du du du 
d x ’ d y ’ d z ’

les deux premières s’évanouissent, ou que la troisième devienne
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infinie. Dans le premier cas, on trouve

(3l) R = ± g >

et l ’équation (27) devient

(32) C?2 U d2 U r .-r-- P--h 2 -j-- T— ÇY] -
dx2S d/2

Yîz =  rt <9«

Il est essentiel d’observer que, pour chaque section normale, les
J

coordonnées Ç, yj du point situé à l’extrémité de la longueur p'J véri

fient toujours une seule des équations

(33)

(34)

d*u t* 1, a æu .prt 
dx2 ’ dx dy^

d*u
dyi R,

<Pu 
d x2S2-

d2 u 

dx dy
l-n

à2u '
5ÿ i» ’ = - R .

qui sont comprises l’une et l ’autre dans la formule (27), e t‘qui cor

respondent la première à l ’équation (16), la seconde à l’équation (17). 

Donc, si, dans le passage d’une section normale à une autre, le pre

mier membre dé la formule (27) change de signe, il faudra substituer 

les équations (34) et (17) aux équations ( 33) et (16), ou récipro

quement; et, par suite, les.rayons de courbure de ces deux sections 

normales seront dirigés en sens contraires. Au reste, cela ne peut 

arriver que dans le cas où la différence (28) est négative, c’est-à-dire 

dans lé cas où l’équation (27) représente un système do deux hyper

boles conjuguées. Alors le plan tangent à la surface-donnée divise 

cette surface en deux parties, et l’une de ces parties renferme les 

sections normales dont le rayon de courbure se dirige dans un sens, 

tandis que l ’autre comprend les sections normales dont le rayon de 

courbure est dirigé en sens inverse. Au contraire, lorsque l’équa

tion (27) représente une ellipse, cette équation se réduit, pour toutes 

les sections normales, à une seule des formules ( 33), (34). Donc 

alors toutes les sections normales ont leurs courbures tournées dans 

le même sens, ce qui suppose que la surface courbe est située tout 

entière d’un même côté du plan tangent. ' .
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Comme le rayon de courbure p d’une section normale est le carré 

du rayon vecteur -+- i f )  mené du point (x; y , z)  à la ligne (27), 

on peut affirmer que chacun des deux plans normaux qui passent par 

les deux axes de cette ligne produit une section normale dont le rayon 

de courbure est un maximum ou un minimum. Nous nommerons sec

tions principales et rayons de courbure principaux les deux sections 

normales.dont il s’agit et leurs rayons de courbure. Cela posé, il est 

clair que les plans des sections principales se couperont toujours à 

angles droits, et que les rayons de courbure principaux seront dirigés 

dans le même sens! si la ligne (27) est une ellipse, mais en sens con

traires, si la ligne (27) se transforme en un système de deux hyper

boles conjuguées. Ajoutons que ces rayons de courbure représente

ront; dans le premier cas, une valeur minimum et une valeur maximum 

de la variable p, et dans le second cas, deux valeurs mínima de la 

même variable. En d’autres termes, si la ligne (27) est une ellipse, 

les sections principales seront les sections normales de plus grande 

et de moindre courbure. Mais si l ’équation (27) appartient à deux, 

hyperboles, les sections principales seront l’une et l’autre des sections 

normales de plus grande courbure; seulement, leurs courbures seront. 

dirigées en sens contraires. Dans la même hypothèse les sections 

normales dont les plans renfermeront les asymptotes communes aux 

deux hyperboles auront évidemment, des courbures nuiles, corres- 

poiidant à des valeurs infinies de p.' Donc les plans ,des deux sec

tions dont les courbures s’évanouiront formeront des angles égaux 

avec les plans des sections principales.

Lorsque, la différence (28) étant positive, les conditions ( 29) sont 

vérifiées, l ’ellipse représentée par l’équation (27) se change, comme 

on l’a dit, en un cercle. Alors, toutes les sections normales ayant des 

courbures égales, on peut désigner sous le nom de sections principales 

deux sections normales quelconques dont les plans se coupent à 

angles droits.

Lorsque la différence (28) est nulle, la ligne (27) se réduit à un 

système de droites parallèles, que l’on peut considérer comme repré-
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sentant une ellipse dont le grand axe est devenu infini. Donc alors les 

sections principales.correspondent à une valeur minimum et à une 

valeur infinie.de p, en sorte que l’une de ces deux sections a une 

courbure nulle.

Si la quantité R s’évanouissait, toutes les sections normales auraient 

. des rayons de courbure nuis ou infinis.

Il existe, entre les rayons de courbure principaux et les rayons de 

courbure de deux sections normales dont les plans se coupent à angles 

droits, une relation que l’on déduit facilement des théorèmes I et II 

de la quinzième Leçon. En effet, si l’on remplace les courbes dont il 

est question dans ces théorèmes par la ligne ( 27 ), les carrés.des rayons 

vecteurs menés à ces mêmes courbes se changeront en rayons de 

courbure de sections normales à la surface donnée, et l’on se trouvera 

immédiatement conduit à la proposition suivante : . . .

T héorème. — Si, après avoir mené, par un point {oc, y , s )  d'une sur

face courbe, deux plans rectangulaires entre eux et normaux à cette 

surface; on divise successivement l ’unité par chacun des rayons de cour

bure des deux lignes d ’intersection, la somme des quotients sera une 

quantité constante, pourvu que dans , cette somme on prenne toujours 

avec le signe -+- les rayons vecteurs dirigés dans un certain sens à partir 

du point (x , y , z), et avec le signe — les rayons vecteurs dirigés en sens 

inverse. Par conséquent, la somme dont il s’agit sera égale, au signe 

près, à la somme ou à la différence des quotients relatifs aux rayons de 

courbure principaux. ■

On peut encore trouver facilement la relation qui existe entre le 

rayon de courbure d’une sèbtion normale quelconque et les angles 

formés par le plan de cette section avec les plans des sections prin

cipales. Pour y parvenir, observons d’abord que, dans le cas où le 

plan tangent à la surface proposée est représenté par l’équation (26) 

et devient parallèle au. plan des a?, y , on a, pour la tangente à chaque 

section normale,

cosy =  o»
cos2 a -4- cos2 ¡3 — 1.

(35)
(36)
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Par suite, on tire de la formule ( i5)

(37)
n  à* u ,Q = s i cos·«· d u a à2 u a— r-cosacosp +  —r cos2 p. 

ox oy oy-

La valeur précédente de Q devient encore plus simple quand on. 

suppose les plans des x, z et des y, s parallèles aux plans des sections 

principales. Alors, en effet, l’équation (27), représentant une ligne 

du second degré rapportée à ses axes, ne peut plus renfermer le pro

duit des coordonnées ij, Y] et doit se réduire à ■ · '

(38)

On a en conséquence 

(39)
d2u 

ùx ùy

Or, en vertu de' cette dernière condition, la formule (37) devient
» *

, > . „  d'-u ' d2u no(4°) Q =  ^ c o s !« + ^ rC os2(3.

Gomme on tire d’ailleurs de la formule (36) 

cos2 (3 =  1 — cos2 « =  sin2 oc,

il en résulte que l’équation (4o) peut s’écrire comme il suit.:

. ,  . n  d-u , d-u . .(40 Q = -r—jcos-a 4- -T—r sin2«.<)x- oy-

Celaposé, la formule (12) donnera

(42)
P u
dx-

coŝ a
P u

ày
0 sin'

Soient maintenant p0, p, les rayons de courbure principaux. Comme, 

pour obtenir ces deux rayons, il suffira de poser successivement, dans 

la formule (42)» « =  o, a =  on trouvera
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et, par suite, l’équation (42) deviendra

351

(44) ' -  =  ±  -- cos2 ix ±  — sin2 a. 
P P 0 Pi

d2 u à2 u
Il est essentiel d’observer que ^ 5  ^  sont des quantités de même 

signe dans le cas où l’équation (38) représente une ellipse, et des 

quantités de signes contraires dans le cas où la même équation repré

sente deux hyperboles conjuguées. On en conclut immédiatement que 

l’équation (44) se réduit, dans le premier cas, à la formule

(45) 1 1 ? 1 · 9- =  — cos2a -t--- sin2«
P Po Pi

et, dans le second cas, à la formule

(46) r 9 1 · 9— cos2 a ---- sm2a,
Po Pi

ou du signe —le premier membre devant être affecté du signe 

suivant que le rayon de courbure p est dirigé dans le sens du rayon p0

ou dans le sens du rayon p,. Si les dérivées deviennent

égales, Ja courbe (38) sera un cercle. En même temps, on aura 

p, =  p0, et l’équation (45) donnera, comme on devait s’y attendre,
I

Po
OU P =  p„.

Si l’une des quantités s’évanouit, lai ligne (38) sera ré

duite à un système de deux droites parallèles. En même temps l’un 

des rayons p0, p, deviendra infini et disparaîtra de la formule (44)· 

Si, pour fixer les idées, on suppose ^  =  o, on aura p, =  <x>, et la 

formule (44) donnera .

(47) — cos-a.
Po

Alors p0 sera le rayon de courbure de la section normale qui aura 

pour tangente la perpendiculaire menée aux deux parallèles par le 

point (ce, y, s).
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Si l’on ajoute à la valeur de  ̂ donnée par la formule (44) ce que

devient cette valeur quand on y remplace a par a ·+■  on trouvera 

pour somme
I

Po P i

ce qui s’accorde avec le théorème de la page 349.

Concevons à présent que l’on veuille déterminer dans l’espace, 

pour un point quelconque ( x ,  y ,  z )  da la surface donnée, les direc

tions des tangentes aux sections de coufbure principales et les rayons 

de courbure principaux. Il suffira évidemment de chercher le 

m a xim u m  et le m inim um  ou les deux m ín im a  du rayon de courbure

(48) p  =  £2 4- Yl2 -J -  Ç2,

en supposant les coordonnées £, y¡, X, liées entre elles par les équa

tions (20) et (21). Par suite, on reconnaîtra que les valeurs de $,y], Ç 

correspondant aux rayons de courbure principaux doivent vérifier la 

formule

(4 9 ) ' X d \ 4- n dti -1- Ç d t — o,

après qu’on a éliminé de cette dernière d \ , dr¡ et à l’aide des 

équations différentielles

(5o)

(5.)

1 +
d·· u d2 ù A *

dx dy ^ -1- àx dz V  ^
d’-u d2« A  , f d2 u t
W  ”

+ +  {\dx dz  ̂-l~

du

dx dX
du ,4- 3 -  di\ 4-ày

du
dz dÇ =  0 . /

d5«
d y d z ■ & t K =

C o l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  a j o u t e  m e m b r e  à  m e m b r e  l e s  f o r m u l e s  ( 4 9 )» ( 5 o )  

e t  ( 5  r ) ,  a p r è s  a v o i r  m u l t i p l i é  l a  p r e m i è r e  e t  l a  t r o i s i è m e  p a r  d e s  f a c 

t e u r s  i n d é t e r m i n é s  S ,  —  T ,  o n  p r o u v e r a ,  e n  r a i s o n n a n t  c o m m e  

d a n s  l a  q u i n z i è m e  L e ç o n  ( p .  277), q u ’ o n  p e u t  é l i m i n e r  c e s  f a c t e u r s  

d e  m a n i è r e  à  f a i r e  é v a n o u i r  d a n s  l ’ é q u a t i o n  r é s u l t a n t e  l e s  c o e f f i c i e n t s
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des différentielles ûfy, dQ, c’est-à-dire de manière à vérifier les 

trois équations

d2U
1 +

à2u d2u
= SÇ

_ du
d x 2 d x à y v

-1-
dx dz■ K- -I- T < 5 ’

d2u à2 u d2u T du
dx dy w v

- t - dy à z K-= S  n 4 - T -r-> 
dy

d2n d2u à2u
c== SÇ

rr àu
dx dz dy dz ^ H-

Hz2
+

Si l ’on ajouté ces dernières, après les avoir respectivement mul

tipliées par les coordonnées £, y) ,  Ç, on trouvera, en ayant égard aux 

formules (20), (21) et (48),

( 5 3 )  ± R  =  S s ,  S =  —  —  Q ,
P

Le facteur S ne différera donc pas de la quantité précédemment 

désignée par la lettre Q. En conséquence, les équations ( 52) pourront 

être remplacées par les suivantes :

(54)

à2u 

dx2

d2u 
dx ày

à2 u 
dx dz

- Q

t +

ï  +

. d2u 
s dx à y 1

— - Q
ày2 w
d2u

- ---- T" 1dy dz

d2u
dxds

â2u

- Ç :
rp du 
f  d x ’

Ç =  T
du

ày O z ’ * dy ■

( s ï - o > = f E '
et l’on en conclura
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( 5 7 )

Ç
( du 1“ à2 u à* u f  à2 u _ \  à2 u 1

|àyàzdxdy \c?y4 /¿zdx]

du T d2u d2u f à 2u \ d2u "1
+  ày d z à x  \(Lc* / dy à z \

a désignant un coefficient dont la valeur se déduira de la formule (48). 

En effet, si l’on combine celle-ci avec les équations (55), (56), (57), 

on en tirera

( 5 8 )

i

U2 désignant la somme des carrés des coefficients de a dans les valeurs 

de ij, Y), Ç données par les trois équations dont il s’agit. De plus, la 
substitution de ces valeurs dans la formule (21) produira l’équation

( 5 9 )

/  du
ày?

à u \ 2 r [ à 2u 

dÿ

du
Tz

- Q

( £ )
du

' ày

du

du
àx

’ [

[ ( £ M )
du T
à-z L

d2u 
dz2

à2u

d x 2

à<l_ 

dy

- Q  -

- Q

d2u
dy àz ]  J  

/  d2u y ]
Ua à x )  J

“  _ q W — - -,2 . J \ d x à y

à2 u à2 u
. . . .  . . .  J ’ Ü L ^ - q Y I

d x d y d z d x  dyàz  \ d x 2 J J
du |~ à2 u, d2u d2u f à 2u
dx  L dy O z dx'dy d z à x  \  dy2 )  J
du T d2u à2u à2 u i d 2u „ \" | 
dy dyàz  à x à y  / J ’

qui est du second degré par rapport àQ, et dont les deux racines sont 

les deux valeurs de Q correspondant aux rayons de courbure princi

paux. Lorsqu’on aura calculé ces mêmes racines pour un point (x ,y , z) 

de la surface donnée, l’équation ( 53) fournira immédiatement les va

leurs des deux rayons de courbure principaux, et l’on déduira des 

formules (55), (56), (57) réunies à l’équation (58), les coordonnées 

Y), Ç de quatre points situés sur les tangentes aux sections principales.
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E n f i n ,  s i  l ’ o n  c o m b i n e  l e s  f o r m u l e s  ( 5 5 ) ,  ( 5 6 ) ,  ( 5 7 )  e t  ( 5 8 )  a v e c  l e s  

é q u a t i o n s  ( 1 8 ) ,  o n  o b t i e n d r a  l e s  s u i v a n t e s  :

, ,  4. 1 j àu T d-u à2u f  d2u _  ' \  d2 u "I
c o s p  jj j dx\_ d z d x d y à z  \  dz2 ) d x d y \

du I" d2u à2u ( d 2u d2u 1)
dz | _ d # d y  dz d x  \ d ¿ e 3 )  d / d ^ J j  ’

___H 1 ( d «  [” d ' «  à2u f d 2u ' _ \  d2u "1
c o s  y  - y  j Ox \_dy àz dx dy  \ d y 3 /  d z à x  J

du r  d2u d2u / d 2u „ \  d2u "1

> +  dy [_ d .rd y  d z à x  \ d # 2 /  dyd z  J

q u i  s e r v i r o n t  à  d é t e r m i n e r  l e s  a n g l e s  a ,  [3, y  f o r m é s  p a r  l e s  t a n g e n t e s  

a u x  s e c t i o n s  p r i n c i p a l e s  a v e c  l e s  d e m i - a x e s  d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s .  

I l  i m p o r t e  d ’ o b s e r v e r  q u e ,  d a n s  c h a c u n e  d e s  t r o i s  é q u a t i o n s  ( 6 0 ) ,  ( 6 1 )  

e t  ( 6 2 ) ,  o n  d e v r a  r é d u i r e  l e  d o u b l e  s i g n e  ±  a u  s i g n e  - 1- ,  q u a n d  l a  

t a n g e n t e  à  l ’ u n e  d e s  s e c t i o n s  p r i n c i p a l e s  s e r a  p r o l o n g é e  d a n s  u n  c e r 

t a i n  s e n s ,  e t  a u  s i g n e  — , q u a n d  l a  m ê m é  t a n g e n t e  s e r a  p r o l o n g é e  e n  

s e n s  i n v e r s e .

A i n s i  q u ’ o n  d e v a i t  s ’ y  a t t e n d r e ,  l ’ é q u a t i o n  ( 5 9 )  e s t  s e m b l a b l e  à  l a  

f o r m u l e  ( 1 4 5 )  ( q u i n z i è m e  L e ç o n ) ,  d e  l a q u e l l e  o n  l a  d é d u i t  e n  r e m 

p l a ç a n t  l e s  q u a n t i t é s

COSÀ, cosp, cosv; A, B.. c , D, E, F e t  s,

p a r  l e s  q u a n t i t é s

du du du _ à2 u à2 u d2u à2u à2u d2 u
d x ’ dy ’  d z ’ dx21 d / 2 ’ dz2’ dyd z ’ dz dx  ’ dx  dy
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Lorsque les variables x ,  y ,  z  sont séparées, dans l’équation (i), 

c’est-à-dire lorsque la fonction u se divise en trois parties dont 

chacune renferme une'seule des variables x ,  y ,  z ,  on a, pour tous les 

points de la surface donnée,

( 6 3 )
d2u _ d2u _ à*u

d f  dz ° ’ dz d x  ~~ ° ’ d x  dy

Alors les formules (5 4 ) deviennent

(64)
(Pu

d x 2
- Q £ =  T

du

d x ’

T àu
Q

et, en substituant les valeurs de £, y), 'C tirées de ces formules dans 

l’équation (21), on obtient la suivante : '

0 .

Dans la même hypothèse, on conclut des formules (6 4 ) combinées 

avec l’équation ( 4 8 )  ' %

( 66 ) T = ± p ®

du

dx
(Pu

d x 2
- Q

puis, en ayant égard aux formules (18), on trouve

11 suffit de joindre cette dernière aux formules (12) et (6 5 ) pour
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d é t e r m i n e r ,  d a n s  l ' h y p o t h è s e  a d m i s e ,  l e s  d i r e c t i o n s  d e s  t a n g e n t e s  a u x  

s e c t i o n s  p r i n c i p a l e s  e l l e s  r a y o n s  d e  c o u r b u r e  p r i n c i p a u x .

A p p l i q u o n s  m a i n t e n a n t  l e s  f o r m u l e s  q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ é t a b l i r  à  

q u e l q u e s  e x e m p l e s .  ■ ·

E x e m p le  / .  —  C o n c e v o n s  q u e  l a  s u r f a c e  d o n n é e  s e  r é d u i s e  à  c e l l e  

d e  l ’ e l l i p s o ï d e  r e p r é s e n t é  p a r  l ’ é q u a t i o n

( 68)
a r  r *
------ h ------l·-
a 2 ^  ¿>2

O n  p o u r r a  p r e n d r e

1
u =  -

2

X 1· f
b2 C 2

e t  l ’ o n  a u r a ,  p a r  s u i t e ,

du X du _  y du g

d x ~ « 2 ’ dy —  1 %’ d z =  c2

à2u I d2 u i d2 u I

d x 2 a 2? d p ~à7 ~  c 2

C e l a  p o s é ,  l e s  f o r m u l e s  ( 6 5 ) ,  ( 1 2 )  e t  ( 6 7 )  d e v i e n d r o n t

( 69 )

(70)

a2(i -  Q«2) +  ¿>2(i — Qb2) " c2(i — Qc2)
y

I

P
;

(7 0

(1— Qa2) cos« _■(! — Q¿<2) cos(3 
x  ~  y

i — Q a°
-h y

\ i — Q b 2

(1 — Qc2) cosy

2
2

C e s  d e r n i è r e s  s u f f i s e n t  p o u r  d é t e r m i n e r ,  e n  c h a q u e  p o i n t  d e  l ’ e l l i p 

s o ï d e ,  l e s  d i r e c t i o n s  d e s  t a n g e n t e s  a u x  s e c t i o n s  p r i n c i p a l e s  e t  l e s  

d e u x  r a y o n s  d e  c o u r b u r e  p r i n c i p a u x .  D e  p l u s ,  e n  r e t r a n c h a n t  l ’ é q u a 

t i o n  ( 6 9 )  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 6 8 ) ,  o n  t r o u v e r a

(72)
X2

a
Q

y 2

b*
Q

„%
4-

c2
Q

I.
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O r ,  i l  r é s u l t e  d e  l a  f o r m u l e  ( 7 2 )  q u e ,  si' , a p r è s  a v o i r  c a l c u l é  l ’ u n e  

d e s  v a l e u r s  m a xim u m  o u  m in im u m  d e  l a  v a r i a b l e  Q ,  o n  c o n s t r u i t  u n  

n o u v e l  e l l i p s o ï d e  d o n t  l e s  d e m i - a x e s  a ,  b ,  c  s o i e n t  d é t e r m i n é s  p a r  l e s  

é q u a t i o n s

( 7 3 )  a* =  a > - ^ ,  . c2= c 2-

c e  n o u v e l  e l l i p s o ï d e  p a s s e r a  e n c o r e  p a r  l e  p o i n t  ( x ,  y ,  z ) .  O n  p e u t  r e 

m a r q u e r  q u e  l e s  s e c t i o n s  f a i t e s  p a r  l e s  p l a n s  c o o r d o n n é s ,  d a n s  l ’ e l l i p 

s o ï d e  p r o p o s é  e t  d a n s  l e  n o u v e l  e l l i p s o ï d e ,  s e r o n t  d é c r i t e s  d e s  m ê m e s  

f o y e r s  ; c a r  o n  a u r a

( 7 4 ) a2— b2=  a 2 — b2, a2—c2= a 2— c2, b2— c2=; ¿>2 — c!.

E x em p le  I L  —  C o n c e v o n s  q u ’ a p r è s  a v o i r  t r a c é ,  d a n s  l e  p l a n  d e s  x ,  y ,
t

. u n e  c o u r b e  r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ é q u a t i o n

( 7 5 ) ? = / ( * ) >

on  f a s s e  t o u r n e r  c e t t e  c o u r b e  a u t o u r  d e  l ’ a x e  d e s  x .  E l l e  e n g e n d r e r a  

u n e  s u r f a c e  d e  r é v o l u t i o n ,  d a n s  l a q u e l l e  l a  d i s t a n c e  d u  p o i n t  ( x ,  y ,  z )  

à  l ’ a x e  d e s  x , s a v o i r  sjy2 - 1-  z 2, s e r a  é q u i v a l e n t e ,  a u  s i g n e  p r è s ,  à  l ’ o r 

d o n n é e  f ( x )  d e  l a  c o u r b e  g é n é r a t r i c e .  O n  a u r a  d o n c ,  p o u r  t o u s  l e s

p o i n t s d e  l a s u r f a c e ,  sjy2 h-  z 2 =  ±  f ( x ) , o u

(7 6 ) y 2+ z 2= [ f { x )  ] 2
y

e t  l ’ o n p o u r r a  p r e n d r e
«

r ) ] 2|.

O n  t r o u v e r a ,  p a r  s u i t e

du du du
dx dÿ ~ y ’ te

d2u _  
dx‘-

à2 u
dÿ* - I ’

à2 u
t e 2

C e l a p o s é , o n  t i r e r a  d e  l a  f o r m u l e  ( 6 5 )

[ / ( * ) / ' . ( * ) ? y* +  S* _
0 ·

Q  +  [ / ' ( *  ) ] 2+ / ( ^ ) / " ( « ) Q - «
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puis, en remettant pour j 2+  s3 sa valeur [/(æ)]2, on en conclura

( 77)

On aura, d’ailleurs,

(78) ' R = v/j 2 +  æ2+  [ f ( x ) f ( x ) Y  =  ± f ( x ) \ / i  H-

et, en conséquence, la formule (12) donnera

n . _  / ( * ) / " ( * )

1 +  [ / ' ( * ) ] *  '

(79) n  . , - u  1» +  [ / ' ( * ) ]

P f ' { x )

2 ( 2

La valeur précédente de p est le rayon de courbure de la courbe 

génératrice, qui coïncide effectivement avec l’une des sections princi

pales de la surface'de révolution. Quant au rayon de courbure de 

l’autre section principale, il suffira, pour le déterminer, de revenir 

aux équations ( 6 4 ) ,  qui, dans le cas présent, se réduiront à

¡ Q  +  U '  i x )Y  +  ñ x ) f ” (x )\l =  rv ñ x ) f

( i - Q ) t i = T  y ,  ( i - Q ) C  =  T*.

-En effet, on vérifiera ces trois équations en prenant

( 8 0  . · Q = ; i ,  T F o, z =  o . '

Par suite, la formule (12) donnera pour le rayon de courbure 

cherché

( 82) p =  ± R = ± / ( * ) | i  +  [ / '(* )]* |* .

Donc ce rayon de courbure se confondra toujours avec la normale N 

de la génératrice \voir la formule ( 5), page 56]. De plus, comme la 

dernière des formules (81), savoir Ij =  o,. entraînera l’équation

( 83) cosa =  o,

il est clair que la section principale, correspondant au rayon de 

courbure dont il s’agit, aura pour tangente une droite comprise dans 

un plan perpendiculaire à l ’axe des x .  '

Les formules générales précédemment obtenues se simplifient lors-
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q u ’ o n  s u p p o s e  l ’ é q u a t i o n  d e  l a  s u r f a c e  r é s o l u e  p a r  r a p p o r t  à  s ,  e t  r é 

d u i t e  à  l a  f o r m e

(84) 2 = f( X y  y )·

C o n c e v o n s  q u e  d a n s  c e t t e  h y p o t h è s e  o n  f a s s e ,  p o u r  a b r é g e r ,

(85)

à . f ( x , y ) _  à f ( x , y )
dx ~~p ' dy

) . à \ f ( x , y ) _ „  d ' f ( x , y ) _ r 

{ d x 2 ~  ’ d x d y  ~  ’

=  7»

à ' f j x ,  y )  

ày1
—  t.

A l o r s ,  e n  p o s a n t

u = f ( x ,  y ) — ■ =,

o n  t r o u v e r a
du
dx —  p> II du

~dl —

d2u
=  '·,

d2u d2u ·
dx'1 dy2 ’ dz2

à2 a — 0, d2 u d2u

dy dz dz dx ~  ’ dx dy

P a r  s u i t e ,  l e s  f o r m u l e s  ( i o ) ,  ( i 5 )  e t  ( 2 3 )  d o n n e r o n t

( 8 6 )  .  R  =  v é n - / > , H - y * ,

( 8 7 ) Q  =: r c o s 2«  -+- 2 s c q s a  c o s ß  4 - t c o s 2ß ,

( 88) p  c o s  a +  q c o s  ß  =  c o s y ,

t a n d i s  q u e  l e s  f o r m u l e s  ( 2 0 )  e t  ( 2 1 )  s e  r é d u i r o n t  à

1
( 8 9 ) /■ £*-)- +  ÎY is = ±  R ,

e t

(9 0 ) ' p l + q - n  =  K.

T e l l e s  s e r o n t ,  d a n s  l ’ h y p o t h è s e  a d m i s e ,  l e s  d e u x  é q u a t i o n s  d e  l a  

c o u r b e  p l a n e  q u ’ o n  o b t i e n t  e n  p o r t a n t ,  à p a r t i r  d u  p o i n t  ( x , y , z ) ,  s u r  

l a  t a n g e n t e  à  c h a q u e  s e c t i o n  n o r m a l e ,  d e s  l o n g u e u r s  é g a l e s  à  l a  r a 

c i n e  c a r r é e  d u  r a y o n  d e  c o u r b u r e  d e  c e t t e  m ê m e  s e c t i o n .  C o m m e  l a  

p r e m i è r e  d e  c e s  é q u a t i o n s  r e n f e r m e  s e u l e m e n t  l e s  c o o r d o n n é e s  y), 

i l  e s t  c l a i r  q u ’ e l l e  r e p r é s e n t e  l a  p r o j e c t i o n  d e  l a  c o u r b e  s u r  l e  p l a n
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d e s  x , y \  e t  c o m m e ,  d ’ a p r è s  l a  f o r m e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 8 9 ) ,  c e t t e  p r o 

j e c t i o n  s e  r é d u i t  é v i d e m m e n t  à  u n e  e l l i p s e  o u  à  d e u x  h y p e r b o l e s  

c o n j u g u é e s ,  o u  a u  s y s t è m e  d e  d e u x  d r o i t e s  p a r a l l è l e s ,  o u  e n f i n  a u  

s y s t è m e  d e  d e u x  d r o i t e s  q u i  s e  c o u p e n t  a u  p o i n t  (oc, y ,  z ) ,  o n  p e u t  

a f f i r m e r  q u e  l a  c o u r b e  e n  q u e s t i o n  s e  r é d u i r a  e l l e - m ê m e  à  l ’ u n e  d e s  

l i g n e s  q u ’ o n  v i e n t  d e  n o m m e r .  O n  d é d u i r a  s a n s  p e i n e  d e  c e t t e  r e 

m a r q u e  l e s  d i v e r s e s  c o n s é q u e n c e s  a u x q u e l l e s  n o u s  s o m m e s  d é j à  

p a r v e n u s  e n  p a r t a n t  d e s  f o r m u l e s  ( 2 0 )  e t  ( 2 1 ) .

Q u a n t  a u x  r a y o n s  d e  c o u r b u r e  p r i n c i p a u x ,  i l s .  s e r o n t  t o u j o u r s  d é t e r 

m i n é s  p a r  l a  f o r m u l e  ( 4 9 )» d e  l a q u e l l e  o n  d e v r a  é l i m i n e r  d !; , dr\ e t  d ‘(.  

p a r  l e  m o y e n  d e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s

' . ( 9 1 ) _ ( r ' ^ s n ) d l - h  (,9^-t- tri)dr> =  0 ,

( 92) p d £ - h  q d n — d. .̂ ’

O r ,  s i  l ’ o n  é l i m i n e  d ’ a b o r d  dX, e n t r e  l e s  f o r m u l e s  ( 4 9 ) e t  ( 9 2 ) ,  o n  a u r a  

( l  -HjoÇ) d-l -+- (n -F  g  K) d-n =  o,

e t  l ’ o n  c o n c l u r a  d e  c e t t e  d e r n i è r e ,  c o m p a r é e  à  l ’ é q u a t i o n  ( 9 1 ) ,

. r  ̂-H STi _  S% +  t y  _  +  s r t )  +  n ( s ^  +  t - p )

9 £,-\-pK ~~ v  +  — ^ ( ¿ , + p K ) - ^ f i ( n - h g O

S i  m a i n t e n a n t  o n  a  é g a r d  a u x  é q u a t i o n s  ( 8 9 ) ,  ( 9 0 )  e t  ( 4 8 ) ,  o n  t r o u v e r a  

s i m p l e m e n t

+  ™ ____ =  ■ ^ ± R - . q

. { '+ p i )l-+- pqv (i +  yOn +  pq\ ? ’

o u , c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

( 9 5 )
l —  (1 -H/?2) Q ]  5 —  pqQ)'t\ — o, .

I (s — wQ)? +  [ f — (i +  ?’ )Q]n=o.

P o u r  d é d u i r e  d e s  f o r m u l e s  ( 9 5 )  l a  v a l e u r  d e  Q  i l  s u f f i r a  d ’ é l i m i n e r  

e n t r e  e l l e s  l e s  c o o r d o n n é e s  y).  E n  o p é r a n t  a i n s i ,  o n  o b t i e n d r a  l ’ é q u a 

t i o n  d u  s e c o n d  d e g r é

(96 ) [>· —  ( n - / > 2) Q ] l >  —  ( m - ? s ) Q ] —  \s — pgQy — o,OEuvres de C, — S. II, t..V. 46
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qui, étant développée, se réduit à

(97) ( t + / J , +  7s)Q , - t ( i  +  /Jï ) i - 3 j » < 7 i + ( i  +  7, ) d Q  +  ,'i - i ‘ =  0·

De plus, la formule (12) donnera

( 9 8 )

I

P

Q
y/i +  p 2 +  q2

Enfin on tirera des équations (90) et (90)

¿ u  ζ

(99)
s — P(] Q ’ ( i + y ; 2)Q — >■ ps — qr +  qQ

. p 2 y / i + / > ‘2

( 1 [( Γ +  ; 22)5 —  7* 7/ ']2 +  ( 1 4 - />2 4- q - ) [( I +  /J2 ) Q — ' T  i2

et par suite, en ayant égard aux formules (18),

cos a _  cos β _ _  cosy 
s ^ J q Q  ~  ( 14 - / A ) Q  -  ' · —  7«  —  <ir +  y Q

(100) '
v/1 +  P 2

i ■ ¡ [ ( i 4- 7J 2 ) i — P 7 r ] 2 4- ( i + 7^  +  '72 ) [ ( I + 722) 0  — r ] 2 ! 2
f

L’équation (97) fournit évidemment deux valeurs réelles de la quan

tité Q. En effet, les deux racines de cette équation sont comprises dans 

la formule
\

, , ,, ( 1 p2) l — 2 pqs 4- ( 1-4- <72) r ±  i [(1 +  7>s) t — i p q s + { i + q - ) r Y — ^ { i +  p-4- q*) (rt — .v2)] |2
( . 0 . )  Q = ! ---------------------------------------------- 3(1 +  «* +  «*)

et, comme on a identiquement

I [ ( 1 +  p 2 ) t — 2pqs +  ( 1 +  <72 ) r ]2 — !\ ( 1 +  /P +  q”- ) ( rt  — s1 )
(102) ] ¡(1 +/>2)[( 1 + /? 2)i — (i +  <72)/'] +  ip q \p q r  — (1 +/>2).?]js +  4 ( 1 + /?2+  ί/2)Γ P(/ r ( 1 + / >1)s]2

( -  ' “( 1 + Ρ Ύ

il en résulte que, dans la formule (101), le polynôme renfermé sous le 

radical est essentiellement positif. Après avoir calculé les deux racines 

réelles de l’équation (97), il suffira de les substituer dans la for

mule (98), pour obtenir les valeurs des deux rayons de courbure 

principaux, et dans la formule (100), pour déterminer les directions
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dos tangentes, menées par le point (o?,y, z)  aux sections principales.

On reconnaît, à la seule inspection de la formule (97), que, dans 

le cas où l’on a

(103 ) rt — i2>o,
I

les deux valeurs .'de Q correspondant aux rayons de courbure prin

cipaux sont des quantités de même signe. Donc alors ces rayons de 

courbure sont dirigés dans le mémo sens et représentent les valeurs 

maximum et minimum de la variable p. Si l’on avait

(104) , · rt — s^c o,

les deux racines de l’équation (97) seraient des quantités de signes 

différents, et les rayons de courbure principaux, dirigés en sens con

traires, représenteraient deux valeurs minima de la variable p. linfin, 

si l’on avait

(105) —i'~ ° ,

l’une des racines de l’équation (97) s’évanouirait, et la valeur maximum 

de p deviendrait infinie; donc alors lune des sections principales 

aurait une courbure nulle. Il est aisé de s assurer que cette circon

stance a lieu en chaque point d’une surface développable . pai consé

quent, les valeurs de r, s, t tirées de 1 équation d une semblable surface 

vérifient la formule (i.o5), quelle  ̂ que soient les valouis attribuées 

aux coordonnées x , y , z.
Les deux racines de l’équation (97) deviennent égales entre elles, 

dans le cas où l’expression (102) s’évanouit, ce qui ne peut arriver à 

moins que l’on n’ait à la fois

p q r - ^ + p ' ) s  =  o, { i + p ' ) t - { i  +  q ' ) r = o ,

ou, ce qui revient au même,

/- _ s _ t
(106) T+p*  — p i  ~  i h- ql

Or, dans cette hypothèse, on tire de la formule (101), et même de
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la formule (96) 

( 107) Q =
r

1 H- J92

s
m

l

7+V2'

Donc alors toutes les valeurs des variables Q et p deviennent égales 

entre clics, ce qui s’accorde avec une remarque déjà faite (p.· 348). 

Alors aussi les valeurs de cosa, cos|3, cosy, déterminées par les 

équations (100), deviennent indéterminées.

P o u r  q u e  l e s  r a y o n s  d e  c o u r b u r e  p r i n c i p a u x  s o i e n t  é g a u x  e t  d i r i g é s  

e n  s e n s  c o n t r a i r e s ,  i l  e s t  n é c e s s a i r e  q u e ,  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 9 7 ) ,  l e  

c o e f f i c i e n t  d e  Q  s ’ é v a n o u i s s e ,  e t  q u e  l ’ o n  a i t  e n  c o n s é q u e n c e

(108) (t + p ' ) t  — ipqs  +  (1 +  q*)r — 0.

Nous 11c terminerons par cette Leçon sans rappeler que c’est Euler 

qui le premier a établi la théorie de la courbure des surfaces, et 

montre les relations qui existent entre les rayons de courbure des 

diverses sections faites dans une surface par des plans normaux. Les 

recherches de cet illustre géomètre, sur l’objet dont il s’agit, ont été 

insérées dans les Mémoires de l’Académie de Berlin (année 1760).
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VINGTIÈME LEÇON.

R A Y O N S  D E  C O U R B U R E  D E S  D I F F É R E N T E S  C O U R B ES  Q U E  u ’ O N ^ P E U T  T R A C E R  SUR U N E  

S U R F A C E  D O N N É E . D E S  S U R F A C E S  Q U I S O N T  O S C U L A T R IC E S  L ’ U N E  DE· L ’ A U T R E  E N  

. U N  P O I N T  Q U I L E U R  E S T  C O M M UN.

C o n s i d é r o n s  t o u j o u r s  u n e  s u r f a c e  c o u r b e  r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ é q u a 

t i o n

( 1) U — O,
I

d a n s  l a q u e l l e  u  d é s i g n e  u n e  f o n c t i o n  d e s  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u 

l a i r e s  ■ x, y ,  s ;  e t  c o n c e v o n s  q u e ,  s u r  c e t t e  m ê m e  s u r f a c e ,  o n  t r a c e  

u n e  c o u r b e  q u i  r e n f e r m e  l e  p o i n t  ( x , y ,  z ) .  S i  l ’ o n  n o m m e  s l ’ a r c  

d e  c e t t e  c o u r b e ,  e t  p s o n  r a y o n  d e  c o u r b u r e  c o r r e s p o n d a n t  a u  p o i n t  

( x , y ,  z ) ,  l e s  c o s i n u s  d e s  a n g l e s  f o r m é s  p a r  c e  r a y o n  a v e c  l e s  d e m i -  

a x e s  d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s  s e r o n t ,  e n  v e r t u  d e s  f o r m u l e s  ( 3 )  d e  l a  

d i x - h u i t i è m e  L e ç o n ,

( 2 )
d* x  d%y d̂ z 

P dsî ’  ̂ dsï ’  ̂ ds2

S i ,  d e  p l u s ,  o n  é l è v e  p a r  l e  p o i n t  ( x ,  y ,  z ) u n e  n o r m a l e  à  l a  s u r f a c e  

c o u r b e ,  e t  s i  l ’ o n  f a i t ,  p o u r  a b r é g e r ,

l e s  c o s i n u s  d e s  a n g l e s  c o m p r i s  e n t r e  l a  n o r m a l e  p r o l o n g é e  d a n s  u n e
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certaine direction et les demi-axes des coordonnées positives seront 

respectivement [voir les formules (8) de la quatorzième Leçon]

, i du i du i du
, R dx ’ Ï Ïdÿ ’ R d l '

Cela posé, soit S l’angle formé par la direction de la normale avec la 

direction du rayon de courbure. On conclura de la formule ( 48) des 

Préliminaires que, pour obtenir cos S, il suffit de multiplier les expres

sions (2) par les expressions (4), et de faire la somme des produits. 

On aura donc

(5). COS<3 =  g

du „ du ■ du ,, 
-r-dtx +  —  d2y +  -r-tPi 
à x  dy J dz

ds’

Si d’ailleurs on désigne par a, ¡3, y les angles que forme la tangente 

à la courbe, prolongée dans un sens ou dans un autre, avec les demi- 

axes des coordonnées positives, et si l’on différentic deux fois de suite 

l ’équation (1), on en tirera, comme dans la dix-neuvième Leçon,

( 6 ) ' £ * *  +  g * , +  g * *  =  - Q * · ,

la valeur de Q étant déterminée par la formule

(7)

_ ài u , à1 u a d* u Q =  ^ i  cos’ «  +  ^  cos’ [3 +  ^  ços’ y

d*u di u
2 -— q- cos S cosy +  2 — r—cosy cos a 

dy dz ‘ dz dx '
dî u

2 cos« cosp. 
dx dy r

Par conséquent la formule ( 5) donnera

/o\ 5. p a cos5 _ Q t(°) COSÔ — — Q, “ — y

et l ’on en conclura
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Des trois quantités R, Q et §, comprises dans? le second membre de

l’équation (9), la première, savoir R, dépend uniquement de la position 
/ ·

du point (x, y , z) sur la surface (1). La seconde quantité, savoir Q, 

dépend à la fois de cette position et de la direction de la tangente 

menée par le point (x , y, z)  à la courbe tracée sur la surface. Quant à 

la quantité S, elle représente toujours l’ün des deux angles aigu et 

obtus formés par le plan osculateur de la courbe, ou, ce qui revient 

au même, par la normale principale de la courbe avec la normale à 

la surface, cette dernière normale étant prolongée dans un certain sens. 

Cela posé, il est clair que, si l’on donne, avec le point (x , y , z), la 

tangente à la courbe et le plan oscillateur,, les quantités Q et R seront 

connues, ainsi que la valeur numérique de cos S. Donc alors on pourra 

déterminer, par le moyen de la formule (9), le rayon de courbure p. 

De plus, comme les quantités p et R sont essentiellement positives, 

on peut conclure de l’équation (9) que

( 10) c o s â  e t  Q

seront toujours des quantités de.signes différents. A l’aide do cette 

remarque, on déterminera immédiatement le signe de cosS et, par 

conséquent, le sens dans lequel on devra porter le rayon de courbure p 

sur la normale principale de la courbe proposée.

De ce qu’on vient de dire il résulte : i° que, si deux courbes tra

cées sur la surface (1) ont le même plan osculateur, elles auront aussi 

le meme rayon de courbure; 20 que, si ces deux courbes ont la même 

tangente sans avoir le même plan osculateur, leurs rayons de cour

bure seront proportionnels aux cosinus des angles que leurs normales 

principales formeront avec la normale à la surface donnée. Dans le cas 

particulier où le plan osculateur d’une courbe devient un plan normal 

à cette même surface, on a nécessairement

( 1 1 )  c o s i 5 =  ± i ,

le signe +  ou — devant être admis suivant que le rayon de courbure
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est dirigé dans un sens ou dans un autre; et l’équation (9) se 

réduit à

,  ' R  c
(1 2 ) P — +  Q ■

Cette dernière coïncide avec la formule (1.2) de la dix-neuvième Leçon. 

Il suffit de la comparer à l’équation (9) pour établir la proposition 

suivante :

Théorème I. —  Concevons q u ’une courbe quelconque è la n l tracée sur

une surface, on m èn e, p a r  la tan g en te à la courbe en un p o in t d o n n é

( x ,  y ,  z ) ,  un p la n  n o rm a l à la surface. Le rayon de courbure de la

courbe sera le p rod u it du rayon de courbure de la  section f a it e  p a r  le

p la n  no rm al et du  cosinus de l ’a n g le a ig u  compris entre ce m êm e p la n

et le p la n  osculaleur de la  courbe.

\

On peut aisément vérifier le théorème qui précède dans plusieurs cas 

particuliers. Ainsi, par exemple, si par un point donné sur une sphère 

on fait passer un grand cercle et un petit cercle qui aient en ce point 

la même tangente, on reconnaîtra sans peine que le rayon du petit 

cercle est équivalent au rayon de la sphère multiplié par le cosinus de 

l’angle aigu compris entre les plans des deux.cercles.

Concevons encore qu’après avoir tracé, dans le plan des x ,  y ,  une 

courbe représentée par l ’équation

O 3) y = fC®),

on considère la surface engendrée par la révolution de cette courbe 

autour de l’axe des x ,  et que l’on demande le rayon de courbure p de 

la section faite, au point ( x ,  y ,  z )  de la surface, par un plan normal 

.à la courbe génératrice. L’angle aigu compris entre ce plan normal et 

le plan mené par le point ( x ,  y ,  z )  perpendiculairement à l ’axe xlcs x  

sera évidemment égal à l’inclinaison t de la courbe génératrice par 

rapport au même axe. Donc, puisque le second plan coupera la surface
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do révolution suivant un cercle, le rayon de ce cercle sera équivalent 

au produit pcos-r. D’ailleurs le rayon dont il s’agit se confondra, au 

signe près, avec l’ordonnée ' f Çx)  de la courbe génératrice. On aura 

donc

04) p COST =  ±  f ( x ) ·

Enfin, comme la dernière des. formules (6) de la première Leçon 

donnera

05) c o s t  =
. r

V ' i +  [ / ' ( * ) ] * ’

on tirera de l’équation (i4)

06) =  ± f \ x ) s / \  +  I J \ X ) Y · ,

et l’on se trouvera ainsi ramené à la formule (82) de la Leçon précé

dente.

Supposons maintenant l’équation (1) résolue par rapport à s,  et 

réduite à la forme

( 1.7 ) · ■ z — f( œ ,y ) ·

Alors, si l’on fait usage des notations adoptées dans la dix-neuvième 

Leçon, ou, ce qui revient au même, si l’on désigne par

( 18 ) d  f ( x ,  y ) — p d x  -f- qdy  e t  d2/ ( x ,  y )  —  r d x 2 +  i s  d x  dy  -+- id y -,

les différentielles totales de f ( x ,y ) ,  du premier et du second ordre, 

prises .par rapport aux variables x  et y  considérées comme indépen- ■ 

dantes, on aura

, 0 9 )  R  =  \j 1 -+-/>2 4-  g2 e t  Q  r  c o s 2 a 4-  2 s c o s  a  c o s  (3 +  t c o s 2 (3. '

En conséquence, la formule (8) deviendra

, . c o s â  r  c o s 2a +  ns c o s <x c o s (3 -+-t c o s 23
( 20) ------- = ------------------------ ,----- =------------------------- - ·  ' .

P ■ \ / 1 - h  p * - h  ç 2

OEuvres de C. — S. I l, t. V. 47
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D a n s  c e t t e  d e r n i è r e ,  S s e r a  l ’ a n g l e  c o m p r i s  e n t r e  l e  r a y o n  p e t  l a  

n o r m a l e  à  l a  s u r f a c e  p r o p o s é e ,  c e t t e  n o r m a l e  é t a n t  p r o l o n g é e  d e  

m a n i è r e  à  f o r m e r  a v e c  l e s  d e m i - a x e s  d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s  d e s  

a n g l e s  V p . ,  v ,  d é t e r m i n é s  p a r  l e s  é q u a t i o n s

(21) o o s / =  — — , c o s u =  . ‘ _■» COSv = ----- —= = = = =  .
y / i - i - p 1 H - ¿y2 y / 1 +  P 2 +■ ? 2 y / i  +  p 1 - + - q 2

O n  d i t  q u e  d e u x  s u r f a c e s  s o n t  osculatrices l ’ u n e  d o  l ’ a u t r e  e n  u n

p o i n t  q u i  l e u r  e s t  c o m m u n ,  l o r s q u ’ e l l e s  o n t ,  e n  c e  p o i n t ,  n o n - s e u l e m e n t
»

l e  m e m e  p l a n  t a n g e n t ,  m a i s  e n c o r e  d e s  s e c t i o n s  p r i n c i p a l e s  c o m 

p r i s e s  d a n s  l e s  m ê m e s  p l a n s  n o r m a u x ,  e t  l e s  m ê m e s  r a y o n s  d e  c o u r 

b u r e  p r i n c i p a u x  d i r i g é s  d a n s  l e s  m ê m e s  s e n s .  A l o r s ,  l e  c o n t a c t  q u i  

e x i s t e  e n t r e  l e s  d e u x  s u r f a c e s  p r e n d  l e  n o m  d 'osculation. C o n c e v o n s  

q u e ,  d a n s ’ l e  m ê m e  c a s ,  o n  m è n e  p a r  l e  p o i n t  c o m m u n  a u x  d e u x  

s u r f a c e s  u n  p l a n  q u e l c o n q u e .  O n  c o n c l u r a  d e  l a  f o r m u l e  ( 4 4 )  ( d i x -  

n e u v i è m e  L e ç o n ) ,  s i  c e  p l a n  e s t  n o r m a l  a u x  d o u x  s u r f a c e s ,  e t  d e  l a  p r o 

p o s i t i o n  é n o n c é e  à  . la  p a g e  3 6 8 ,  s ’ i l  e s t  o b l i q u e ,  q u ’ i l  c o u p e  l e s  

d e u x  s u r f a c e s  s u i v a n t  d e u x  c o u r b e s  q u i  o n t  l e  m ê m e  r a y o n  d e  c o u r 

b u r e .  D o n c ,  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 0 )  e t  l a  f r a c t i o n
• «

r  c o s 2a  +  2s c o s a  c o s ( 3 -1- i  c o s 2i3(22) -------------  —  — ±------------
. ' y/1 -4- /J2 -1-  <72

d e v r o n t  r e s t e r  i n v a r i a b l e s  d a n s  l e  p a s s a g e  d e  l a  p r e m i è r e  s u r f a c e  

à  l a  s e c o n d e ,  p o u r  t o u t e s  l e s - v a l e u r s  d e s  a n g l e s  a ,  p  p r o p r e s  à  v é r i 

f i e r  l ’ é q ü a t i o n

( 2 3 )  c o s 2a  -4- c o s 2 ¡3 -+- (p  c o s  a  -+- q c o s ¡ 3 )2 =  1 ,

à  l a q u e l l e  o n  p a r v i e n t  e n  c o m b i n a n t  l ’ é q u a t i o n  ( 8 8 )  d o  l a  d i x -  

n e u v i è m e  L e ç o n , 1 a v e c  l a  f o r m u l e

c o s 2 a  4 - c o s 2 ¡3 -+- c o s 2 y  —  1 . .

D ’ a i l l e u r s ,  l e s  d e u x  s u r f a c e s  s e  t o u c h a n t  p a r  h y p o t h è s e , ,  l e s  q u a n -
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titésp ,  q, et par suite le dénominateur de la fraction (22), ne varieront 

pas dans le passage de l’une à l’autre. Donc il en sera de même du 

numérateur . ·

» \

( 2/+) r  cos2 a +  2 i cos a cos ¡3 4- t cos2 (3.

Or, ce numérateur se réduisant, lorsqu’on suppose cos ¡3 =  o, au pro

duit rcos2a, et, lorsqu’on suppose cosa — o, au produit icos2 ,̂ il 

est évident, i° que les deux quantités r, t ne changeront pas de valeurs 

dans le passage dont il s’agit; 20 qu’il en sera encore de même du 

second terme de l’expression (24) et, par suite, de la quantité s. 

Ajoutons que les cinq quantités représentées ici par p ,  q, r, s, t sont 

précisément les dérivées partielles du premier et du second ordre de 

la valeur de z  fournie par l’équation d’une surface dans le cas où l’on 

considère x  et y  comme variables indépendantes. On peut donc 

énoncer la-proposition suivante.

Théorème I I .  —  Lorsque d e u x  surfaces, représentées p a r  d e u x  équa

tions entre les coordonnées rectangulaires x ,  y ,  z ,  sont osculalrices l ’ une 

de l ’autre en un p o in t donné, les s ix  quantités

, dz dz d ẑ dî z à-z
(2> ) -y P Ç 1 cte2’ S 0 x 0 } '’ dyî

conservent, p o u r le p o in t com m un, dans le passage de la prem ière surface 

à  la seconde, les mêmes valeurs numériques et les mêm es signes.

Corollaire I .  —  On pourrait établir généralement la proposition 

inverse de celle qui précède, et faire voir que si, pour des valeurs 

données de x  et y ,  les quantités (¿5) ne varient pas dans le passage 

d’une première surface à la seconde, ces deux surfaces seront oscula- 

trices l’une de l’autre. En effet, il est d’abord évident qu’elles auront 

un point commun dans lequel elles se toucheront. De plus, on con

clura de la formule (20) que, si l’on coupe les deux surfaces par un
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plan quelconque normal ou oblique, les deux courbes d’intersection 

auront le même rayon de courbure. Donc les deux surfaces auront les 

mêmes rayons de courbure principaux correspondant aux mêmes 

plans normaux, et leur point de contact sera un point d’osculation. 

Toutefois cette conclusion ne serait pas rigoureuse, si la valeur de p 

tirée de l’équation (20) se présentait sous une forme indéterminée; ce 

qui arriverait, si les valeurs des quantités p ,  q, r, s, t, ou de quelques- 

unes d’entre elles, devenaient infinies ; et, dans ce dernier cas, les deux 

surfaces, sans être osculatrices l’une de l’autre, pourraient fournir, 

pour le point commun, des valeurs égales des dérivées p , q , r, s et t. 

Cette remarque est analogue à celle que nous avons faite relativement 

aux conditions qui expriment l’ordre de contact de deux courbes 

planes (voir  la p. i 53).

Corollaire II.  —  Pour qu’uni point dans lequel deux surfaces se 

touchent devienne un point d’osculation, il suffit évidemment que, 

dans le passage d’une surface à l’autre, la courbe du second degré 

tracée sur le plan tangent, et dont les rayons vecteurs sont égaux aux 

racines carrées des rayons de courbure des sections normales, ne 

varie pas. Or, une courbe du second degré est complètement déter

minée, quand on connaît le centre et trois rayons vecteurs menés du 

centre à trois points de la courbe. Do plus, étant donné le rayon de 

, courbure d’une section faite dans une surface par un plan oblique, on 

en déduit immédiatement, à l’aide du théorème I, le rayon de cour

bure de la section normale qui a la même tangente, et par conséquent· 

l’un des rayons vecteurs do la courbe ci-dessus mentionnée. Donc, 
p o u r qu un p o in t dans lequel d e u x  surfaces se touchent soit u n  p o in t  

d ’osculation, il suffit que trois p la n s menés arbitrairem ent p a r  ce p o in t  

coupent chacun les d e u x  surfaces suivant d e u x  courbes osculatrices l ’une 

de l ’autre. Il est bon d’observer que cette condition sera remplie, si 

les rayons de courbure des sections faites dans la première et dans la 

seconde surface par des plans parallèles aux plans coordonnés sont, 

égaux et dirigés dans les mêmes sens.
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Corollaire III. — Soient maintenant

( 2 6 )  U  —  O , .

( 27  )  V —  O

l e s  é q u a t i o n s  d e  d e u x  s u r f a c e s  c o u r b e s ,  u, v d é s i g n a n t  d e s  f o n c t i o n s  

d e s  c o o r d o n n é e s  r e c t a n g u l a i r e s  x ,  y ,  z. S i  l ’ o n  d i f f é r e n t i e  l ’ é q u a 

t i o n  ( 2 6 ) ,  i °  p a r  r a p p o r t  à  x ,  e n  r e g a r d a n t  z  c o m m e  f o n c t i o n  d e  x ;  

2 0 p a r  r a p p o r t  à  y ,  e n  r e g a r d a n t e  c o m m e  f o n c t i o n  d c _ y ,  o n  o b t i e n d r a  

l e s  d e u x  f o r m u l e s

du du dz   du du dz _
àx +  dz dx ~  0> dy +  dz dy ° ’

p u i s ,  e n  o p é r a n t  s u r  c h a c u n e  d e  c e s  d e r n i è r e s  c o m m e  o n  v i e n t  d e  l e  

f a i r e  s u r  l ’ é q u a t i o n  u —  o ,  o n  t r o u v e r a

à2u d2u dz dî u/’âz\- du d2z
dx2 2 dxdz àx dz2 \ d x )  +  dz dx2 ° ’

à2u â2u dz d2u dz d2u dz dz du â2z 
dx dy dy dz dx àx dz dy àz2 àx dy dz dx dy ° ’

, d2u d2u dz à2 u /dz \ 2 du d2z
dy'2 +  2 dy dz dy +  dz2 \dyJ  +  Hz dÿ2 ~  °'

E n  d ’ a u t r e s  t e r m e s , o n  a u r a

( 2 8 )

( 29)

du du 
~ÿc+ P Ty

d°-u
d x 2

du

à2 u 
dx dy

à2 u 
dy dz

à2 u
àÿ2

du

'dz

2 P
à2u 

dx dz

à2 u

2-7
à2u. 

dy dz

à2u du
dz1 +  r T z ~ ° 2

d2u du
à z2 +  S T z = 0 ’

à2 u du
à l2 +  i - p  =  0. dz

O n  t r o u v e r a  p a r  s u i t e

(3o) P

du 
àx 
du ’ 
dz
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àî u/àu\* d-u àù du à1u/du\1 
àx1 V àz ) 2 die àz dx àz "+" ds1 [dx J

' d u '

(3i) \ s —

d2u /duV  à2u du du d-u du du d! u du du
àx ày\àz )  dy dz àx àz dxdz dy dz dz1 dx dy

à1u/àu\1 , d-u du du ■ à1u fà u \ 2 

dy2 \dz )  2 dy dz dy dz +  dz- \dy J

( I T  ^
C e l a  p o s é ,  p o u r  q u e  l e s  d e u x  s u r f a c e s  ( 2 6 ) e t  ( 2 7 )  s o i e n t  o s c u l a t r i c c s  

l ’ u n e  d e  l ’ a u t r e  e n  u n  p o i n t  c o m m u n  ( x , y , z ) ,  i l  s e r a  n é c e s s a i r e  

e t  i l  s u f f i r a  g é n é r a l e m e n t  q u e  l e s  v a l e u r s  d e  p , q, r, s, t d é d u i t e s  

d e s  é q u a t i o n s  ( 3 o )  e t  ( 3 i )  n e  v a r i e n t  p a s  q u a n d  o n  y  r e m p l a c e r a  l a  

f o n c t i o n  u p a r  l a  f o n c t i o n  e .  O r ,  c e t t e  c o n d i t i o n  s e r a  r e m p l i e ,  s i  l e s  

c o o r d o n n é e s  x ,  y ,  ;  d u  p o i n t  c o m m u n  a u x  d e u x  s u r f a c e s  v é r i f i e n t  l a  

f o r m u l e

(32)

\à1u/du\1 d2u du du à1u/àu\1
dx2 / 2 dxdz dx dz <Jz- \àx)
d2o f  ài’\2 d2o do do à2o / ào\2
dx'1 \<i~/ 2 dxdz dx dz dz1 \dx)

dl u / duY1· ■ à2,u du du à1u du du à2u du du
_dx dy \ àz J dy dz àx dz àx dz ~ày dz àz1 àx dy

à2o /doX2 à1v do do â2o do do ài v do do
àx ày\àz J dy dz àx àz dxdz dy dz dz1 àx dy

à1u/àu\1 à2u du du à2u/àu\1
. dy1 \dz J ■ 2 dy dz dy dz +  dz1 \ dy )

à2o /ào\2 d2o do do à2o/âo\2 
ày1\dz) 2 àyàz dy àz àz2 \ày)

! àu\3 /du\3 ' /d«y
_  \àx) _  \dy) _ \ à f )
~  (à o _V ~ (à y Y  /dv\s’

\àx) ' [d y j [ dz j

I l  e s t  i m p o r t a n t  d e  r e m a r q u e r ,  i °  q u e  l a  f o r m u l e  ( 3 2 )  é q u i v a u t  à  c i n q  

é q u a t i o n s  d i s t i n c t e s ;  2? q u e ,  c e t t e  f o r m u l e  d e v a n t  s u b s i s t e r  q u a n d
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o n  é c h a n g e  e n t r e  e u x  l e s  a x e s  d o s  x ,  y  e t  s ,  i l  e s t  p e r m i s  d ë  r e m p l a c e r  

l ’ u n e  d e s  f r a c t i o n s  q u ’ e l l e  r e n f e r m e ,  p a r  e x e m p l e  l a  s e c o n d e ,  p a r  c e l l e  

q u ’ o n  o b t i e n d r a i t  e n  s u b s t i t u a n t  d a n s  l e  p r e m i e r  m e m b r e  l a  l e t t r e  y  à  

l a  l e t t r e  z .  D o n c ,  p o u r  q u e  l e s  s u r f a c e s  ( 26 )  e t  ( 2 7 )  s o i e n t  o s c u l a -  

t r i c e s  l ’ u n e  d e  l ’ a u t r e  e n  u n  p o i n t  c o m m u n  ( x ,  y ,  s ) ,  i l  e s t  n é c e s s a i r e  

e t  i l  s u f f i t  g é n é r a l e m e n t  q u e  l e s  c o o r d o n n é e s  d e  c e  p o i n t  v é r i f i e n t  l a  

f o r m u l e  ·

f d u \ 3 / < M 3

\à x )_  _  \ d y )  __ \ d z )

d2u f d u y  d2u du du d2u / d u \ 2
à y 2 \ ds )  2 dy dz dy dz +  dz2 \dy J ■
d2v / d v \ 2 d2v dv dv d%v f à v \ s
dy2 \  dz )  2 dydz dy dz dz2 \ d y )

d 2 u ( d u \ 2 d " u  d u  d u  d 2 u  f  d u \ 2

d z 2 /  2 d z  d x  d z  doc ^  d x 2 \ d s  /  .

d 2 v f d v  y  d 2 v,  d v  d v  à 2 v /  d v \ 2

d z 2 /  2 à z d x  d z  d x  +  d x 2 \  d z  )

d2u / à u \ 2 d2u du du à2u i d u \ 2
d x 2 \dy J dx dy dx dy ■ dy2 \ d x )
à2v / dv V  d2v dv dv d2v / d v \ 2
~dx2\ à y )  dx dy dx dy . dy2\ à x )

O n  p a r v i e n d r a i t  d i r e c t e m e n t  à  c e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l e  e n  c o m b i n a n t  l a  

c o n d i t i o n  ( 4 7 )  d e  l a  s e i z i è m e  L e ç o n  a v e c  l e  p r i n c i p e  é n o ù c é  d a n s  l e  

c o r o l l a i r e  I I  d u  t h é o r è m e  I I ,  e t  e n  e x p r i m a n t  q u e ,  d a n s  l e  p a s s a g e  d e  

l a  p r e m i è r e  s u r f a c e  à  l a  s e c o n d e ,  l e  r a y o n  d e  c o u r b u r e  p d ’ u n e  s e c t i o n  

f a i t e  p a r  u n  p l a n  p a r a l l è l e  à  l ’ u n  d e s  p l a n s  c o o r d o n n é s  c o n s e r v e  u n e  

v a l e u r  i n v a r i a b l e  d é t e r m i n é e  p a r  l ’ é q u a t i o n  ( 3 o )  d e  l a  s i x i è m e  L e ç o n ,  

o u  p a r  c e l l e s  q u ’ o n  e n  d é d u i t  à  l ’ a i d e  d ’ u n  é c h a n g e  o p é r é  e n t r e  l e s  

c o o r d o n n é e s  x ,  y ,  s .
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VINGT ET UNIÈME LEÇON.

SUR 1E S  DIVERS ORDRES DE CONTACT DES COURBES TRACÉES DANS L ’ ESPACE.

Considérons deux courbes tracées dans l’espace, qui se touchent en 

un point donné. Si, du point de contact comme centre, et avec un 

rayon infiniment petit, désigné par i, on décrit une sphère, la surface 

de la sphère coupera les deux courbes en deux points très voisins l’un 

de l’autre, et le rapprochement plus ou moins considérable des deux 

courbes, à la distance i du point de contact, aura évidemment pour 

mesure la longueur infiniment petite comprise entre les deux points 

dont il s’agit, ou, ce qui revient au même, la corde de l’arc de grand 

cercle renfermé entre les deux courbes. Ajoutons que les rayons menés 

aux extrémités de cet arc seront dirigés suivant des droites qui for

meront des angles très petits avec la tangente commune aux deux 

courbes; d’où il résulte que l’angle compris entre ces rayons sera lui- 

même une quantité très petite. Soit'co ce dernier angle. L’arc de grand 

cercle compris entre les deux courbes aura pour mesure le produit

( i )  «w,

et la corde de cet arc sera équivalente à

Si les deux courbes changent de forme, de telle manière que, se tou

chant toujours au point donné, elles se rapprochent davantage l’une
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de l’autre dans le voisinage de ce point, les valeurs de l’expression (2) 

correspondant à de très petites valeurs de i  diminueront nécessaire

ment; ce qui suppose que la fonction de i  représentée par co diminuera 

elle-même. Si, au contraire, en vertu du changement-de forme, le 

rapprochement des deüx courbes devient moindre, les valeurs do <0 

correspondant à de très petites valeurs de i  croîtront nécessairement. ■ 

On peut donc affirmer que,, dans le voisinage du point de contact, le 

rapprochem ent des d e u x  courbes sera plus ou m oins considérable, et leur 

contact plus ou m oins in tim e , suivant que les valeurs de  co correspon

d a n t à  de très petites valeurs de i  seront p lu s ou m oins grandes. De ce 

principe et du lemme établi à la p a g e  133 on déduira im m édiatem ent la  

proposition suivante.

T h é o r è m e  I. —  S i d e u x  courbes se touchent en un p o in t d onn é  (P), et 

que l ’on m arque sur ces d e u x  courbes d e u x  poijils  (Q), (R) situés à la 

distance infinim ent petite i  du p o in t de con tact, le rapprochem ent entre 

les d e u x  courbes dans le voisinage de ce p o in t sera d ’a u ta n t plus consi

dérable que l ’ordre de la. quantité infinim ent p etite  co, destinée à repré

senter l ’a n g le compris entre les rayons vecteurs PQ, PR, sera p lu s élevé.

Dém onstration. — En effet, si la forme des deux courbes ou de l’une 

d’entre elles vient à changer, de manière que l’ordre de la quantité 

infiniment petite co s’élève, la valeur numérique de <0, dans le voisinage 

du point de contact, diminuera en vertu du lemme I de la page i 33, · 

et par suite le rapprochement entre les deux courbes deviendra plus 

grand qu’il n’était d’abord.

Le théorème I étant démontré, il est naturel de prendre l’ordre 

de la quantité infiniment petite co, considérée comme fonction de la 

base i, pour indiquer ce qu’on peut appeler l’ordre de contact des deux 

courbes tracées dans l’espace. Soit a cet ordre. Puisque le rapport

sin-J-o)
G)

OEuvres de C. —  S. II, t. V. 48
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a l’unité pour limite, le produit

sinico . co
CO — H —  r r  2  S i n  —

1(0 2

sera encore une quantité infiniment petite de l’ordre a , tandis que les 

expressions (i) et (2) seront, en vertu du lemme III de la page i 35, 

des quantités infiniment petites de l’ordre a  -+- 1. On peut donc énoncer 

la proposition suivante.

T h é o r è m e  II. — L o  sque d e u x  courbes se touchent en un p o in t donné  

( P ) ,  l ’ordre du  contact est inférieur d ’ une u n ité à l ’ordre de la quantité  

infinim ent p etite  q u i représente la distance entre d e u x  p o in ts  (Q), (R) 

situés sur les d e u x  courbes, égalem ent éloignés du p o in t de contact, et 

dont la distance à  ce p o in t est un infinim ent petit du prem ier ordre.

Il importe d’observer que la droite QR menée du point (Q) au point 

(R), étant la base d’un triangle isocèle, et opposée dans ce triangle 

au très petit angle co, sera sensiblement perpendiculaire aux rayons 

vecteurs PQ, PR et, par suite, à la tangente commune aux deux courbes. 

Ajoutons que la surface du triangle PQR sera, d’après un théorème 

connu do Trigonométrie, équivalente à la moitié du produit des côtés 

égaux PQ, PR par le sinus de l’angle compris entre eux, c’est-à-dire à 

l’expression

. (3) -  î'2 sinco,
2

et par conséquent à une quantité infiniment petite, dont l’ordre a  +  2 

surpassera de deux unités l’ordre du contact des deux courbes.

Concevons maintenant que l’on projette les deux courbes et le 

triangle PQR sur un plan qui ne soit pas sensiblement perpendiculaire 

au plan de ce triangle. Les deux courbes projetées, ayant la même 

tangente (en vertu d’un principe énoncé à la p. 2o5), seront tan

gentes l’une à l’autre. Désignons par ( p ) ,  (q ), (r) les projections des 

trois points (P), (Q), (R), par S l’angle compris entre les plans des
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triangles PQR, p q r ,  et par . çp, ŷ , ^  les angles que les droites PQ, PR, 

QR forment respectivement avec leurs projections p q , p r, qr. On aura

pq  =  R Q  c o s  9 =  f  coscp, p r  PR cos% — i  c o s % ,

qr =z QR c o s 4* =  2 i'sin ^  c o s ^ ·

D’ailleurs, on prouve facilement que la projection de la surface d 'u n  

triangle sur un p la n  quelconque est équivalente à cette surface multipliée 

p a r le cosinus de l ’angle a ig u  compris entré le p la n  du triangle et le p la n  

sur lequel on projette, ou, ce qu i revient au même, p a r  le cosinus de 

l ’a n g le a ig u  compris entre les droites perpendiculaires a u x  d e u x  plans  

dont il  s’a g it  ( * ) .  Donc la surface du triangle /j^aura pour mesure le 

produit

( 5 )  ‘ - U s i n w  c o s ô  =  i* s i n - w  c o s - u  cos<U
2 2 2 ,

et le sinus de l’angle p q r  sera équivalent au quotient qu’on obtient en 

divisant le double de cette surface par le produit p q  x  qr, c’est-à-dire 

à la fraction

, ’ cosjw cos <5
( 6 ) — ?---------r · - ·

c o s  <p co  s y

Donc le produit de ce cosinus par la droite p q ,  ou la perpendiculaire 

abaissée du point (p ) sur la droite qr; sera représenté par

( 7 )
. c o s f  «  cos<5

c o s ^

Or, la valeur de l’angle ou étant très petite, et celles des angles <p, 

y , i|> étant sensiblement différentes de^> les quantités

C O S^to, cosd, c o sc p , ■ COS%, COS^

(*) Pour démontrer ce théorème, que l’on peut étendre à une surface quelconque, il 
suffit de recourir à la formule ( 81) des préliminaires, et de faire coïncider le plan sur 
lequel on projette,avec l’un des plans coordonnés.
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auront des valeurs sensibles. Cela posé, il suffira de jeter les yeux sur 

les formules (4) et sur l’expression (7) pour reconnaître : x° que la 

distance qr  est, dans l’hypothèse admise, une quantité infiniment petite 

de l’ordre a - \ - 1, et qu’elle forme avec la distancé p q  un angle p q r  

sensiblement différent de zéro; 20 que la distance du point (p ) à la 

droite qr  est un infiniment petit du premier ordre. Observons encore 

que la tangente commune aux deux courbes projetées, se confondant 

à très peu près avec la droite p q ,  formera elle-même avec la sécante qr  

un angle fini et sensible. Donc (en vertu du théorème III de la neu

vième Leçon) les courbes projetées a u r o n t . entre elles, ain si que les 

courbes proposées, un contact de U ordre a.

Si le plan du triangle p q r  devenait sensiblement perpendiculaire au 

plan du triangle PQR, mais en continuant de former un angle sensible 

avec les côtés PQ, PR et, par conséquent, avec la tangente commune 

aux deux courbes données, le contact entre les deux courbes projetées 

ne pourrait être que d’un ordre égal ou supérieur au nombre a. Alors, 

en effet, les distances p q , p r  seraient encore des quantités infiniment 

petites du premier ordre, tandis que la distance q r  serait infiniment 

petite de l’ordre a  h-  i , ou d’un ordre supérieur. Or, imaginons que, 

dans cette nouvelle hypothèse, une sphère soit décrite du point (p ) 

comme centre avec un rayon égal à p q ,  et que cette sphère coupe la 

seconde des deux courbes projetées en (s ) .  Si l’on joint le point (s) 

avec les points ( q )  et (/■ ), la droite ps sera sensiblement parallèle à la 

tangente commune aux deux courbes projetées, puisque ses extré

mités seront situées sur l’une de ces courbes à des distances infini

ment petites du point (p ). Au contraire, la droite qs, ou, en d’autres 

termes, la base du triangle isoscèle p q s,  sera sensiblement perpendi

culaire à la même tangente. Donc le triangle qrs sera sensiblement 

rectangle en s, et par suite la longueur <7.?, sensiblement égale au pro

duit q r c o s (r q s ) ,  sera, ainsi que la longueur qr, un infiniment petit de 

l’ordre a  +  1 , ou d’un ordre supérieur. Donc, en vertu du théorème I I  

de la neuvième Leçon, l ’ordre de contact des d e u x  courbes projetées sera 

nécessairement ég a l ou supérieur au  nom bre a,
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Concevons à présent que, tous les points do l’espace étant rapportés 

à trois axes coordonnés des x, y  et z, on projette successivement les 

deux courbes données sur le plan des 'x, y  et sur le plan des x , z. 

Supposons d’ailleurs que l’angle compris entre l’axe des x  et la tan* 

gente commune aux deux courbes diffère sensiblement d’un angle 

droit. Cette tangente ne pourra être sensiblement perpendiculaire ni 

au plan des x ,y ,  ni au plan des x , z, attendu que l’un et l’autre passent 

par l’axe des x. De plus, ces derniers plans ne pourront être, tous les 

deux à la fois, sensiblement perpendiculaires au plan du triangle PQR. 

Car, dans ce cas, leur ligne d’intersection, c’est-à-dire l’axe des x ,

formerait nécessairement un angle très peu différent de  ̂ avec les

droites PQ, PR comprises dans le plan PQR, et, par conséquent, avec 

la tangente commune aux deux courbes. Cela posé, il résulte des prin

cipes ci-dessus établis que, dans l’hypqthèse admise, le contact des 

deux courbes projetées : i° sur le plan des x , y; i°  sur le plan des®, z, 

sera toujours .de l’ordre a, ou d’un ordre supérieur, et, sur l’un des 

deux plans au moins, de l’ordre a seulement. On peut donc énoncer 

la proposition suivante.

Théorème III. —1 Pour obtenir l'ordre de contact de deux courbes qui 

se touchent en un point où la tangente commune ne forme pas un angle 

droit avec l ’axe des x , il suffit de chercher les nombres qui indiquent les 

ordres de contact des projections des deux courbes sur le plan des x , y  et 

sur le plan des x , z. Chacun de ces nombres, s’ ils sont égaux, ou le plus 

petit d’entre eux, s'ils sont inégaux, indiquera l ’ordre de contact des 

courbes proposées.

Corollaire /. —  Le théorème qui précède subsiste également, dans le 

cas où les variables x , y, z désignent des coordonnées rectangulaires, 

et dans le cas où ces variables représentent des coordonnées obliques.

Corollaire IL  —  Lorsque deux courbes à double courbure se touchent 

en un point où la tangente ne forme pas un angle droit avec l’axe
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des x , la détermination de l’ordre du contact se trouve réduite par 

le théorème III à la recherche de l’ordre de contact de deux 

courbes planes, c’est-à-dire à un problème résolu dans la neuvième 

Leçon. '

Corollaire III. —  Supposons que deux courbes, représentées chacune 

par deux équations entre les coordonnées rectangulaires ou obliques x,, 

y ,'z ,  aient entre elles un point commun correspondant à l’abscisse x , 

et en ce point une tangente commune non perpendiculaire à l’axe 

des x , avec un contact de l’ordre a. Soit d’ailleurs n le nombre entier 

égal ou immédiatement supérieur à a. Enfin, admettons que l’on 

prenne l’abscisse x  pour variable indépendante et que l ’on désigne 

par y ,  y", y", s", z'", ... les dérivées successives des variables y

et z considérées comme fonctions de x. En vertu du théorème III et 

des principes exposés dans la neuvième Leçon, les quantités

( 8 )
y> y , y"> ■

z >
-t -fl

A> y ^  ,

conserveront les mêmes valeurs, pour le point dont il s’agit, dans le 

passage de la première courbe à la seconde, tandis que chacune des 

quantités

(9) yin+i), 5 (',+,),

ou au moins l’une des deux, changera de valeur.

Corollaire IV. —  Lorsque la tangente commune aux deux courbes ne 

forme pas un angle droit avec l’axe des x , et que l’ordre de contacj, 

est un nombre entier, il suffit, pour déterminer cet ordre, de chercher 

la plus grande valeur qu’on puisse attribuer au nombre entier n , en 

choisissant ce nombre de manière que les quantités (8) demeurent 

toutes invariables pour le point de contact dans le passage d’une 

courbe à l’autre. Cette valeur de n indique précisément l’ordre demandé.

Corollaire V. —  Si la tangente commune aux deux courbes formait
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un angle droit avec l’axe des x , elle ne pourrait être à la fois perpen

diculaire au plan des x ,y  et au plan des x , z. Par suite, elle formerait 

un· angle différent de  ̂ avec l’axe des y  et avec l’axe des z , ou au 

moins avec l’un de ces deux axes. Donc, pour déterminer, dans cette 

hypothèse, l’ordre de contact des deux courbes à l’aide du théo

rème III, il suffirait de substituer à l’axe des x  l’axe des y  ou 

l’axe des z, et de remplacer, en même temps, le plan des x , z ou 

des x , y  par le plan des y, z.

Le théorème III, à l’aide duquel on fixe aisément l’ordre de contact 

de deux courbes planes, peut être remplacé par un autre théorème qui 

n’est sujet à aucune restriction, et que nous allons établir en peu de 

mots.

Soit toujours (P) le point commun à deux courbes qui se touchent. 

Soient encore (Q), (R) deux autres points situés sur la première et sur 

la seconde courbe, également éloignés du point de contact, et dont 

les distances à ce point se réduisent à une longueur infiniment petite, 

désignée par i. Enfin, concevons qu’à partir du point (P) on porte sur 

la'seconde courbe un arc PS, qui ait la même longueur que l’arc PQ, 

qui soit dirigé dans le même sens, et qui aboutisse au point (S). La 

sécante QS, en vertu du théorème II de la seizième Leçon, sera sensi

blement perpendiculaire, ainsi que la sécante QR, à la tangente com

mune. De plus, la corde RS, étant comprise entre deux points de la 

seconde courbe très rapprochés du point de contact, sera sensible

ment parallèle à cette tangente. Par conséquent, dans le triangle recti

ligne QRS, les côtés QR et QS formeront, avec le troisième côté RS, des 

angles dont chacun différera très peu d’un angle droit. Donc, le rap

port entre les deux premiers côtés, ou, ce qui revient au même,, le 

rapport entre les sinus des angles opposés, différera très peu de 

l’unité; et l’on aura, en désignant pat I une quantité infiniment petite,

■ ( i o )  Q S  =  Q R ( i  +  1 )  =  ( i  -+· I ) 2 i s i n ^  ·

D’autre part, comme le rapport entre l’arc PQ et la corde PQ =  i aura
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pour limite l ’unité, on trouvera encore, en désignant par J une quan

tité infiniment petite,

( h ) a r c P Q  =  ( i +  J ) L

Cela posé, admettons que, les deux courbes ayant entre elles un 

contact de l’ordre a, l ’on considère le rayon vecteur i comme un infini

ment petit du premier ordre. Il est clair que l’arc PQ sera encore un 

infiniment petit du premier ordre, tandis que la distance QS sera de 

l’ordre a +  i .  Ajoutons que l’ordre de cette distance ne variera pas 

{voir le Corollaire III du lemme IY de la neuvième Leçon), si l ’on 

prend pour base l’arc PQ, ou une quantité telle que l’arc PQ reste 

infiniment petit du premier ordre. Ces remarques suffisent pour établir 

le nouveau théorème que nous allons énoncer.

T héorème IY. — Pour obtenir l ’ordre du contact de deux courbes qui 

se touchent en un point donné, il suffit de chercher le nombre qui repré

sente l ’ordre de là distance infiniment petite comprise entre les extrémités 

de deux longueurs égales portées sur les' deux courbes à partir du point 

de contact, dans le cas où ces mêmes longueurs deviennent infiniment 

petites du premier ordre. Le nombre dont il s'agit, diminué d ’une unité, 

indique toujours l ’ordre du contact.

Corollaire I. —  Soit i la quantité infiniment petite qui représente 

chacune des deux longueurs mentionnées dans le théorème IV. Dési

gnons, en outre, par x , y, s et par \, v), Z les coordonnées des points 

auxquels ces longueurs aboutissent ' sur la première et la seconde 

courbe. Enfin, soit

(i2) « =  [(^7-£)*+('A — Yl)J+(-5 — ?)*]* '

la longueur de la droite menée du point (£, y), ‘O  au point {x, y , s). 

Si l’on considère i comme un infiniment petit du premier ordre et si 

l ’on appelle a l’ordre de contact des deux courbes, la distance a sera 

(en vertu du théorème III) un infiniment petit de l’ordre a +  i. Par
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suite, le carré de cette distance, ou la somme ' '

( i 3 )  ( ^ - 0 2+ ( y - * i ) 2 +  ( = - ? ) 2 '

sera un infiniment petit de l’ordre 2 « +  2, ce qui exige que des trois 

differences . *

( '4) x — i, y — n, s — K, ■ ·

l ’une au moins, soit de l’ordre a -+- r, les deux autres étant du même 

ordre ou d’un ordre plus élevé. On arriverait à la même conclusion 

en observant que les valeurs numériques des expressions (14) repré

sentent les projections de la distance a sur les axes des x , y  et z. En 

effet, il est aisé do reconnaître qu'une distance infiniment petite et sa 

projection sur un 'axe quelconque sont, en général, des quantités de même 

ordre. Seulement l ’ordre de la projection peut surpasser l ’ordre de la 

distance, dans le cas où celle-ci devient sensiblement perpendiculaire à 

l ’axe. Mais il est clair que cette dernière condition ne saurait être 

remplie à la fois pour les trois axes des x , des y  et des s.

Corollaire II. —  Conservons les mêmes notations que dans le corol

laire précédent. Soit toujours a l ’ordre de contact des deux courbes 

données, et désignons par n le nombre entier égal ou immédiatement 

supérieur à a. Puisque, la quantité i étant regardée comme infiniment 

petite du premier ordre, l’une des trois différences

x  — l ,  j  —  n, z  —  ç

devra être de l’ordre a 4-1, les deux autres étant du même ordre ou 

d’un ordre plus élevé; il résulte de ce qui a été dit dans la neuvième 

Leçon (p. i 32 et i 33) que, si l’on prend i pour variable indépen

dante, ‘
d ( x  —  g) d - j x  —  l )  d'\(x —  l)

di ’ diî ’ ’ d i '1 ’

d ( y  —  n) d 2(y  —  f)) d n(y  —  r\)

d i  ’ di1 ’ ’ di '1 ’

d ( s  —  K) d2 ( z - Z )  ' d " ( s  —  Q
di  ’ di1 ’ ’ di" ’

OEuvres de C. — S. II, t. V. 49
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s’évanouiront avec i, tandis que chacune des dérivées

/ g .  d"+ l(a: —  £) d"+l {y —  n) d"+ l(z —  Ç)

di"+> ’ d i"+i ’ di,l+i ’

ou du moins l’une d’entre elles, cessera de s’évanouir pour i =  o. 

Soient d’ailleurs s et ç les arcs r renfermés : i° entre un point fixe de la 

première des courbes données et le point mobile {x, y , s); 20 entre 

un point fixe de la seconde courbe et le point (£, yj, £); et admettons 

que ces nouveaux arcs soient dirigés dans le même sens que Tare i. 

Comme les trois variables i, s et ç différeront entre elles de quantités 

constantes, on aura

(17) dî=:  ds ~  dg;

et l’on pourra prendre pour variable indépendante, quand il s’agira de 

la première courbe, s au lieu de i; quand il s’agira de la seconde 

courbe, ç au lieu de ?. Cela posé, les expressions ( i 5) et (16) devien

dront respectivement

X  —
y dar d i d'2x d nx d " l

’ ds dç ’ ds2 d f ' ds" dç" '

i

dy df\ d iy d2r¡ d "y d"t)(18) V ,
ds dç ’ d f ~ ~ d f ’

• · · 9
ds" ~dç"’

Z,
dz d'Ç, d1 z d ’-K d" z d»Ç

Z  —
ds dç d f dç1 ’

• * · y
ds" dç"

et
d"+' X d "+i x  d '1+1 y ~dn+t n  ■ 1Z d"+l Ç

(19) ds"+i dçn+i ’ ds"+1 dç"+l ’ ds'1'r l dç"+i

En égalant les quantités (18) à zéro, l’on formera les équations '

[ X  -= z ,

'srF
ï

II

•§1-8

d 2x  

ds2
_ fp |

dç2 ’ ’ >
d" x

ds" ~~
d " l  

dç" ’

\ dy df) d 2 y d°-r¡ d" y d" Y)
(20) < y -  1

=  v ,
ds dç ’ ~df ~  d f ’

y
ds" 'd ç " ’

■ =
=  K,

^
R

i
II

■
«1*8

æ-z 
ds2 dç* ’ y

d "z  _  
ds"

d" Ç
dç" ’

qui devront toutes se vérifier pour le point de contact des courbes pro

posées, tandis que, pour le même point, chacune des expressions (19),
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ou au moins l’une d’entre elles, obtiendra une valeur cjifférente de 

zéro. Si, maintenant, on observe qu’on peut, sans inconvénient, sub- 

tituer, quand il s’agit de la seconde courbe, les lettres x , y , z et s aux 

lettres y), £ et ç, on arrivera immédiatement au théorème que nous 

allons énoncer.

T héorème V. — Étant proposées deux courbes qui se louchent en un 

point, si l ’on considère tes coordonnées x , y, z de chacune d'elles comme 

des fonctions de l ’arc s pris comme variable indépendante, et si l ’on 

suppose cet arc compté sur chaque courbe de telle manière qu’il se pro

longe dans le même sens pour les deux courbes au delà du point de con

tact; non seulement, pour le point dont il s’agit, les variables x , y, z, et 

leurs dérivées du premier ordre

d x  dy dz 

ds ’ d s ’ ds ’

ne changeront pas de valeur dans le passage de la première courbe à la 

seconde, mais il en sera encore de même des dérivées successives

d1.x d i x  d 1 y  cPy d1 z d sz

ds2 ’ ds3 ’ ’ ds3 ’ ds3 ’ ’ dss ’ ds3 ’ ’

jusqu’à celles dont /’ordre sera indiqué par le nombre entier égal ou im

médiatement supérieur à l ’ordre du contact. Celles-ci seront les dernières 

qui rempliront la condition énoncée, en sorte que les trois suivantes, ou 

au moins l ’une des trois, changeront de valeur, quand on passera d ’une 

courbe à l ’autre. .

Corollaire I, — Si les deux courbes ont entre elles un contact de 

l’ordre ri, n désignant un nombre entier, alors, dans le passage de la 

première courbe à la seconde, chacune des quantités

x ,
d x  . d ï x d n x
ds ’ ds* ’ U s ^ ’

y>
dy d ’-y d ny
ds ’ ds2 ’

ds æ-z d llz
ds ’ d F ’ d F ’
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conservera la meme valeur pour le point de contact, tandis que chacune 

des trois dérivées

/ d',+lx  d"+l y  d " ^  z
ds’1̂  ’ ds"+1’ ds"+l ’

ou au moins l’une des trois, prendra une valeur nouvelle.

Corollaire IL — Soit

( 2 3 ) · r = § ( x ,  y, z)

une fonction quelconque des trois variables x, y , z . Si l’on considère 

ces variables ellcs-mcmes comme des fonctions de s propres à représen

ter les coordonnées de la première ou de la seconde courbe, /’ devien

dra pareillement fonction de s,  et l’on trouvera

! d r  _  d $ ( x , y , z ) d x  d $ ( x , y , z )  d y  | d $ { x , y , z ) d z
ds ~~ d x  ds d y  ds ' dz d s ’

d 2y _  d $ { x ,  y ,  s )  d l x  d $ { x ,  y ,  z)  d \ y  d §  (.x, y ,  z ) d 1 z
ds2 d x  ds2 d y  ds2 +  dz did

d'-itjx, y , z )  / d x \ -  d2$ ( x ,  y ,  z)  (  dy\* d * § { x ,  y ,  s) ( d z \ l
( dx- \ ds J dy- \ d s  J dz2 \ds J

I +  2 d*tf(x, y ,  z) dy <L·  ̂d2 0 ( x ,  y ,  z) dz d x   ̂d2 ,f ( x ,  y ,  z) dsy dy
I dy dz ds ds dz d x  ds ds d x  dy ds ds ’

d’l r__ d ,i(x, y, z) d‘lx  d$(x,  y, z ) d"y d§{x ,  y, s) d!lz
I ds"· · dx ds" dy ds" dz ds" ' '

Or de ces dernières équations jointes au corollaire I il résulte que, si 

les deux courbes proposées ont entre clics un contact de l’ordre n, 

chacune des quantités

/ r — S { x , y , z ) ,

J dr _  d¿f(x, y ,  z) d*r _  d‘l S(x, y, z) d"r _  d"${x, y, z)
( ds ds ’ ds2 ~  ds- ’ ’ ds" ds"

conservera la même valeur pour le point de contact, dans le passage 

de la première courbe à la seconde. C’est ce qui arrivera, par exemple, 

si l ’on prend pour r le rayon vecteur mené de l’origine au point (x , y , z)
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et déterminé par la formule 

(26) r  +  y % +  -s2.

Ajoutons que la dérivée

d " ^ r  _ d " ^ § { x .  y ,  z ) 
y n  ds'l+l ds"+l ’

déterminée par l’équation

I d n+ir _ d 3 (x ,  y , z )  dn+ix

, ns ! dsn+l d x  ds"+l

d $ {x ,  y ,  z) d"+ly  d ^ S ( x , y , z )  d"+l z

ày ds"+i àz ds"+l

changera ordinairement de valeur quand on passera de la première 

courbe à la seconde, parce que chacune des expressions (22), ou au 

moins l’une des trois, prendra une valeur nouvelle. Néanmoins le 

contraire pourrait avoir lieu dans certains cas particuliers, par exemple 

si les valeurs de æ, y , s  relatives au point de contact réduisaient à 

zéro, dans le second membre de la formule (28), les coefficients des 

expressions (22), ou au moins le coefficient de celle dont la valeur 

changerait. La même remarque s’applique aux dérivées

. d n+ï r d n 43 r
( 29 ) ds,l~l~*> ds'1̂  ’

Corollaire III. — Concevons maintenant que l’on veuille prendre, 

au lieu de s, la quantité r =  $(x, y , z)  pour variable indépendante. 

Alors on pourra concevoir que, les coordonnées x , y , z étant toujours 

fonctions de s, s devienne fonction de r; et l’on tirera de l’équation (23), 

différentiée plusieurs fois par rapport à r,

I _à $ { x ,  y , z )  ds
• 1 1 ds d r ’

| _ d $ { x ,  y ,  z)  d î s d2 3 ( x ,  y ,  z)  f d s y  

( 3o) ( ° —  ds d r * às4 \ d ï · ) ’

d $ { x ,  y ,  z)  d ns
ds dr"· '*“ · · · ·
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Or des formules (3o) réunies au corollaire II il résulte que, si les deux

c o u rb e s  proposées  o n t  entre  el les  u n  c o n t a c t  de l ’ ordre n ,  les  qu ant i t é s

(3 i)
ds d-s das
dr’ dr-’ ’ dr11

conserveront en général les mêmes valeurs relatives au point de contact, 

quand on passera de la première courbe à la seconde. En substituant 

ces valeurs dans les équations

dx dx ds d* x dx ePs dr x  /rds y dn x dx d» s
dr ds dr’ ds2 ds dr1—1—

\dr) ’ ’ dr’1 ds dr'L

dy _ dy ds tPy _- i t dîs 1 i y {'ds y d" y _ dy d'1 s
dr ds dT ds* ds dr* -r- ds2 '\dv) ’ TïF ds dF‘

dz _ dz ds cPs __ dz d-s d- z ,(ds y d'1 z dz d'1 s
dr ' ds dr’ ds2 ~ ds dr* iLF(dr ’ d F ds dF

étayant égard au corollaire I, on parviendra aux conclusions suivantes : 

Si les deux courbes proposées ont entre elles un contact de l’ordre n, 

et si l’on prend r ~  $(x, y , z) pour variable indépendante, non seule

ment les coordonnées oc, y , z, mais encore leurs dérivées jusqu’à celles 

de l’ordre n, savoir

d x d"- x d *x d nx

dr ’ d r * ’ F F ’ ' ’ ’ F F

dy d*y d3y d’1 y

dr ’ d r * ’ d T · ’ ‘ ‘ ’ F F

dz d 1 z d*z d nz

dr ’ dr* ’ dr3 ’ ' ' ’ F F

conserveront généralement les. memes valeurs relatives au point de 

contact, quand on passera de la première courbe à la seconde. On doit 

toutefois excepter certains cas particuliers, dans lesquels les valeurs 

des expressions (33), ou de quelques-unes d’entre elles, tirées des for

mules (3o) et (32), se présenteraient, pour l’une et l’autre courbe, 

sous la forme indéterminée 2 ou -  , et varieraient néanmoins dans leO CO
passage d’une courbe à l’autre. Dans'tous les autres cas, le corollaire 1 
ne cessera pas d’être vrai, si à la variable s on substitue la variable r
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liée par une équation finie quelconque aux coordonnées ce, y ,  s .  Seule

ment, après cette substitution, l’on ne pourra pas toujours affirmer 

que, pour le point de contact, l’une au moins des trois dérivées

d"+lx  d n~l~i y d n+x z 
d r d r ' l+x ’ drn+>

change de valeur dans le passage de la première courbe à la seconde.

Corollaire IV. — Supposons que, l’ordre du contact des deux courbes 

données étant égal à n, on prenne toujours r pour variable indépen

dante, et que l’on désigne par

p, g, . . .

de nouvelles fonctions des coordonnées x , y, z. On aura

dp _dp d x  dp dy dp dz
dr d x  dr dy dr dz dr ’

!d î p _dp d i x  dp d1 y  dp d 2z

d r2 d x  d r2 dy d r2 dz dr%

<P_p(dxy '  à ^ p / d y V  à ' p / d s y  
d x 1 \ d r  )  dy1 \ d r  )  "+" dz2 \d r  )

1 d2p dy dz d2p  dz d x  dîp  d x  dy
I +  2 dy dz dr H r + 2 dz d x  dr dr d x  dy dr dr ’

d'lp  dp d '1 x  dp d'ly  dp dnz
| dr '1 d x  d r '1 dy dr"· dz dr"

et, comme les expressions (33) conserveront, en général, les mêmes 

valeurs, relatives au point de contact, dans le passage de la première 

courbe à la seconde, il est clair qu’on pourra en dire autant, non seu

lement des fonctions dérivées

( 35 )
dp d 2 p d"p
d r '  dr*-' ’ dr"

dont les valeurs seront déterminées par les formules ( 34), mais encore 

des différentielles

dp, d*p, . . . ,  d" p .( 3 6 )
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On arriverait à des conclusions semblables en substituant la fonc

tion q à la fonction p. Enfin, on pourrait échanger entre elles les quan

tités p, q, r de toutes les manières possibles. Ainsi, par exemple, on 

reconnaîtrait qu’en général les différentielles

j'ety, cPq, . . . ,  d"q,

^  | dr, d 2r, . . . ,  dn r,

prises par rapport à la variable p considérée comme indépendante, con

servent les mêmes valeurs relatives au point de contact, tandis qu’on 

passe d’une courbe à l’autre.

Corollaire V. — Rien n’empêche de supposer, dans les corollaires II 

et III,
r  —  x .

Alors celles des expressions (33) qui renferment la variable x  se ré

duisent la première à l’unité, les autres à zéro, et celles qui ren

ferment y  ou z deviennent respectivement

dy
d x ’

d\y d ny  i
d x *’ ’ dx"· ’

dz d ïz d "z

d x  ’ d x 1 ’ ’ d x"

Donc, si les deux courbes proposées ont entre elles un contact de 

l’ordre n, et si l’on prend x  pour variable indépendante, non seulement 

les coordonnées y , z, mais encore leurs dérivées successives jusqu’à 

celles de l’ordre n, conserveront, en général, les mêmes valeurs rela

tives au point de contact dans le passage de la première courbe à la 

seconde. Ajoutons que, dans ce passagç, les dérivées de l’ordre n -+- i 

et les suivantes prendront ordinairement des valeurs nouvelles. Néan

moins, le contraire peut avoir lieu dans certains cas particuliers, con

formément à l’observation déjà faite (p. x43) pour le cas où chacune 

des courbes devient plane.

Lorsque la tangente commune aux deux courbes ne forme pas un
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angle droit avec l’axe des x ,  chacune des quantités .

d n+i y d n+1 z

( ^9 ) d x u+i ’ d x ‘l+l ’

ou au moins l’une des deux, change nécessairement de valeur dans 

le passage d’une courbe à l’autre, ainsi qu’on l’a déjà remarqué (voir le 

corollaire III du théorème III).

Nous observerons en finissant qu’on peut toujours choisir l’axe 

des x  de manière qu’il forme, avec la tangente commune à deux courbes 

données, un angle différent d’un angle droit. Cela posé, si l ’on réunit 

le corollaire III du théorème III au théorème I de la dix-huitième 

Leçon, l’on en conclura généralement que deux courbes qui ont entre 

elles un contact du second ordre, ou d’un ordre plus élevé, sont oscula- 

trices l ’une de l’autre, et réciproquement que deux courbes oscula- 

trices l’une do l’autre ont toujours entre elles, au point d’osculation, 

un contact du second ordre ou d’un ordre supérieur à 2.

DO
OEuvres de C . —  S. II, t. V._
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VINGT-DEUXIÈM E LEÇON.

SUR LES DIVERS ORDRES DE CONTACT DES SURFACES COURBES.

Considérons deux surfaces qui se touchent en un point donné (P). 

Si, par le point (P), on mène un plan normal au deux surfaces, les 

deux lignes d’intersection seront tangentes l’une à l’autre; et, si l ’on 

fait tourner ce plan autour de la normale, les deux lignes dont il s’agit 

changeront, en général, de position et de forme..Quant au nombre qui 

.représentera l’ordre de contact de ces deux lignes, il pourra ou 

demeurer toujours le même, ou changer de valeur avec la position du 

plan normal. Or, ce nombre, quand il est invariable, ou sa valeur mi

nimum, dans le cas contraire, sert à mesurer ce qu’on appelle l 'ordre 

de contact des deux surfaces. Soit a cet ordre; et supposons que, les 

deux surfaces étant coupées par un plan normal quelconque, c’est- 

à-dire par un plan qui renferme la normale commune, on nomme (Q), 

(R) les points où les courbes d’intersection, prolongées dans un cer

tain sens, sont rencontrées par un arc de cercle décrit du point (P) 

comme centre avec un rayon très petit désigné par i. Si l’on considère 

ce rayon comme infiniment petit du premier ordre, la distance QR, 

variable avec la position du plan normal, sera elle-même une quantité 

infiniment petite d’un ordre marqué par un nombre constant ou va

riable, dont a -+- i représentera la valeur unique ou la valeur minimum.

Concevons maintenant que par le point (Q), situé sur la première 

surface, on mène une sécante parallèle à une droite qui forme avec le 

plan tangent commun aux deux surfaces un angle S sensiblement diffé

rent de zéro, mais inférieur ou tout au plus égal à ^, et que cette sécante
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coupe la seconde surface en (S). Dans le triangle QRS, le côté RS, sen

siblement parallèle au plan tangent, puisqu’il sera compris entre deux 

points de la seconde surface très rapprochés du point do contact, 

formera évidemment avec les côtés QR, QS des angles finis, dont le 

premier différera très peu d’un angle droit, tandis que le second sera 

égal ou supérieur à 8. Donc, si l’on désigne par I une quantité infini

ment petite, et par A un angle compris entre les limites 8 et -> on 

aura

QS
s inU + I )

sinA
QR.

Or, il résulte de cette dernière formule que la distance infiniment 

petite QS sera, pour toutes les positions du plan normal, de même 

ordre que la distance QR. De plus, comme le rapport entre la perpen

diculaire abaissée au point (P) sur la droite QS ou sur son prolonge

ment et le rayon vecteur PQ =  i sera équivalent au sinus de l’angle PQS 

formé par la droite QS avec une droite PQ sensiblement parallèle au 

plan tangent, et, par conséquent, à une quantité finie différente de 

zéro, cette perpendiculaire sera évidemment une quantité infiniment 

petite du premier ordre. De ces diverses remarques on déduit immé

diatement la proposition suivante :

T héorème I. —  L’ordre de contact de deux surfaces, qui se touchent 

en un point donné (P), est inférieur d’une unité à la valeur unique ou à 

la valeur minimum du nombre qui représente l ’ordre de la distance infi

niment petite comprise entre les points (Q), (S) où elles sont rencontrées 

par une sécante qui forme avec le plan langent commun à ces deux sur

faces un angle sensible, lorsque l ’on considère la distance du point de 

contact à la sécante dont il s’agit comme un infiniment petit du premier 

ordre.

Supposons que l’on ait mené par le point (P) un plan quelconque 

qui forme un angle sensible avec le plan tangent. Ce plan coupera les
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deux surfaces suivant deux nouvelles courbes. De plus, on pourra con

cevoir que la sécante, ci-dessus mentionnée, coïncide avec une droite 

comprise dans ce même plan ; et alors, en comparant le théorème pré

cédent au théorème III de la neuvième Leçon, on établira sans peine 

une proposition que nous allons énoncer :

T héorème II. — Lorsque deux surfaces ont entre elles, en un point 

donné, un contact de l'ordre a, tout plan normal ou oblique, qui forme 

un angle sensible avec le plan langent commun à ces deux surfaces, les 

coupe suivant deux courbes qui ont entre elles un contact de l'ordre a ou 

d'un ordre supérieur.

Il importe d’observer ici non seulement que les sections faites, dans 

les deux surfaces, par un plan normal ou oblique qui renferme le 

point commun, peuvent avoir entre elles un contact d’un ordre beau

coup plus élevé que le nombre a, mais qu’elles peuvent même, dans 

certains cas, se confondre entièrement l’une avec l’autre. Alors le 

nombre qui représente l’ordre de contact des deux sections prend 

une valeur infinie. Ajoutons que ces deux sections se réduisent 

quelquefois à une seule droite.·On peut offrir pour exemple la généra

trice commune à deux surfaces coniques ou cylindriques qui se 

touchent en un point donné.

» Si les deux surfaces sont représentées par deux équations entre les 

coordonnées rectilignes x , y, s, et si lé plan tangent mené par le point 

commun n’est pas sensiblement parallèle à l ’axe des z, alors, en sup

posant la sécante QS parallèle à ce môme axe, on déduira immédiate

ment du théorème I la proposition suivante :

T héorème III. — Pour obtenir l'ordre de contact de deux surfaces qui 

se touchent en un point 'où le plan tangent n’est pas parallèle à l ’axe 

des s, il suffit de mener une ordonnée très voisine du point de contact et 

de chercher la valeur unique ou la valeur minimum du nombre constant 

ou variable qui représente l ’ordre de la portion infiniment petite d ’or

donnée comprise entre les deux surfaces, dans le cas où l ’on considère la
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distance du point de contact a V ordonnée comme infiniment petite du 

premier ordre. Cette valeur unique ou cette valeur minimum, diminuée 

d'une unité, indique l ’ordre du contact.

Corollaire I. — Soient

(0  z = f { x , y ) ,

(2) z  =  F ( x , y )

les équations des deux surfaces courbes. Elles auront un point 

commun correspondant à un système de valeurs données des va

riables x , y, et, en ce point, un plan tangent commun, non parallèle à 

l ’axe des s (voir la seizième Leçon, p. 3oo), si, pour les valeurs pro

posées de oc, y , les formules (1) et (2) fournissent des valeurs égales 

et finies, non seulement de l’ordonnée z ,  mais encore de ses dérivées

partielles p =  q =  en sorte que les équations

(3) / O ,  y )  —  F { x , y )

et

(4)
à / ( x ‘, y )  __ d ¥ ( x , y )  

d x  d x

d f ( x , y )  _  d F ( x , y )  

à y  - à y

soient vérifiées, et que les dcyx membres de chacune d’elles con

servent des valeurs finies. Dans cette hypothèse, la différence

(5) , F ( x , y ) — f ( x , y ) ,

qui s’évanouira pour les valeurs de x  et do y  relatives au point 

commun, deviendra infiniment petite, quand les variables x , y  rece

vront des accroissements infiniment petits Ax, Ay; et, si l’oivconsidère 

la distance

( 6 ) \/Êsx* ■ +- Ay2

comme étant un infiniment petit du premier ordre, l’ordre de la quan-
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tité infiniment petite, qui représentera la nouvelle valeur de

surpassera d’une unité l’ordre de contact des deux surfaces. Il importe 

d’ailleurs d’observer que l’expression (6) sera une quantité infiniment 

petite du premier ordre, si chacun des accroissements Ax, Ay est un 

infiniment petit de cet ordre, ou si l’un d’eux est du premier ordre, 

l’autre étant nul ou d’un ordre supérieur.

Corollaire II. — Si les deux surfaces se touchent en un point de 

l’axe des z, mais de manière que cet axe ne soit pas renfermé dans ê 

plan tangent mené par le point de contact, il suffira, d’après "ce qu’on 

vient de dire, pour déterminer l’ordre du contact, de chercher le 

nombre qui indiquera l’ordre de la différence F ( a ? ,j) — /(c£,y), en 

considérant les deux variables x , y  comme des infiniment petits du 

premier ordre, et de diminuer ce nombre d’une unité. En opérant 

ainsi, on reconnaîtra que les quatre surfaces représentées par les 

quatre équations

z  =  x 2- ^ y 2, z = x 3- h y 3, z  =  x 2- \ - y 3, z  — x 3- \ - y 2,

ont toutes entre elles, à l ’origine des coordonnées, un contact du 

premier ordre, tandis qu’au même point les deux surfaces

js =  x n-J- y n, z  =  œn+ï +  y n+%
«

ont un contact de l’ordre n, et les deux surfaces

1 A A i .
z  =  x i -Jt- y i , z  — x ^ + y 1*,

un contact de l’ordre |  — 1 = 7 ·

Corollaire III. — Supposons que les surfaces (1) et (2) aient un 

point commun correspondant aux coordonnées x , y  et en ce point un 

plan tangent commun, non parallèle à l ’axe des s, avec un contact de
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l ’ordre a; soit d’ailleurs n le nombre entier égal ou immédiatement 

supérieur à a. La différence

(5) V{x,y) —f{æ,y)

s’évanouira; et, si l’on désigne par Ax, Ay des accroissements infini

ment petits du premier ordre attribués aux coordonnées x,  y,  l ’ex

pression

(7) Y(x +  Ax,y-y A/)— f ( x  +  Ax, y -y Ay)

sera (en vertu du corollaire I) un infiniment petit de l’ordre a-y  1. 

D’ailleurs, pour que les accroissements Ax, Ay soient infiniment petits 

du premier ordre, il suffira de prendre

( 8 ) Ait· =  a dx, Ay — a dy,

en désignant par a une quantité infiniment petite du premier ordre, et 

en donnant aux différentielles dx, dy des valeurs finies. Alors l ’expres

sion (7) se présentera sous la forme

(9) F(tc -+- « dx, y -y txdy) — f ( x  4- adx, y  4- a dy).

Donc, si l’on considère la variable a comme infiniment petite du pre

mier ordre, l’expression (9) sera, dans l’hypothèse admise, un infini

ment petit de l’ordre a ·+■  1, quelles que soient d’ailleurs les valeurs 

finies attribuées aux différentielles dx et dy.

Concevons maintenant que l’on pose, pour abréger,

(10) F(tc 4- x d x ,  j  4 - a  dy)  —  f ( x  -y a d x ,  y  4- x d y )  =  ^(a)·

En vertu de ce qui a été dit (p. 133), ^(n+0(a)· sera la première des 

fonctions dérivées
<K«), 'K(«)> +'(«)» · ··

qui cessera de s’évanouir avec a; en d’autres termes, (J/'i+,)(o) sera la 

première des quantités
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qui obtiendra une valeur différente de zéro. On aura donc

( I I ) '  1 ( 0 )  =  o, i]/(o) =  o, ij/(o) =  o, i|Are>(o) = o .

D’ailleurs, en ayant égard aux principes établis dans la quatorzième 

Leçon de Calcul infinitésimal, on trouvera

/ .4/ (o )=  F(a?,7 ) — f { x , y ) ,
l  ( o ) =  d ¥ ( x ,  y ) ,— d f { x ,  y ) ,

(12) ^ ( o ) = d ‘ F ( » f 7 ) - r f * / ( * >- 7 ) >

\ ^(,t) (o) =  d" F ( îc, y ) —  d " f ( x , y ) .

Donc on aura, pour le point commun aux deux surfaces,

/ F ( « , 7 ) =  f ( x , y ) ,

\ d ¥ ( x , y ) =  d f ( x ,  y ) ,

(i3) | d * ¥ ( x , y )  =  d * f ( x ,  y),

dn F (a?, y )  =  d » f{ x ,y ) · ,

ou, ce qui revient au même,

F {æ,y)=f(x,y),

i ü î ! Z l d x -+ ^ 2} dy =  l ü p j l j a : + ÔJ i ^ d y ,
d x  à y  J d x  d y

à * T ( x ,  y )  

d x -
dx* ■ +

à * f ( x ,  y )  

d x *
d x * +

2

2

<PF(æ, y )  

d x  d y  

dlf{x, y)  
d x  d y

d x  d y  

d x  dy

+

+

ds F(a;, y )

d y 2

à %f { x ,  y )  

à y 2

dy*

dy',

<j»F(a:, y )

dx'1
d nf { x ,  y )  

d x '1

^ , +  2 <i-F (* y )
i àx"~ l ày

,  n  à '1 f ( x ,  y )
d x n -\------ ~ ■

1 d y

d x n~1 dy +  . . . +  

d x n~l dy  4 - . . ,  -4-

à n F ( x ,  y )  

à y '1

à nf { x ,  y )  

d y '1

■ dy"  

d y .

Ces dernières formules devant subsister, quelles que soient les valeurs 

finies attribuées aux différentielles dx, dy, entraîneront évidemment
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les équations

1
F ( x ,  y) = f ( x , y ) ,

à F ( x , y ) _  d f ( x , y) ■ à F ( x ,  y )  __ à / ( x ,  y )
à x à x  ; ày · ày

à2 F ( x ,  y ) __ à ' f ( x , y ) à2 F ( x ,  y ) _ _ d - f { x , y ) d2 F ( x ,  y )
d x 2 à x 2 ’ dx  dy àx ày · dy2

\
dn F ( x ,  y ) _ ànf ( x , y ) d" F(a;, y )  ___ d " f ( x ,  y )

d x '1S dx"· ’ àx "~ l ày

1 7

. , à " F ( x ,  y )  __ à " f ( x ,  y ) à" F (x ,  y )  _ à " f( œ ,  y )

à x  ày"~l . à x  ày"~l ày" ày"

Par conséquent, lorsque deux surfaces se touchent en un point où le 

plan tangent n’est pas parallèle à l’axe dés z, non seulement pour le 

point dont il s’agit, l ’ordonnée 5, considérée comme fonction des deux 

variables indépendantes x ,  y , et ses dérivées partielles du premier 

ordre, savoir

(16) dz dz 

d x '  dy '

. ne changent pas de valeur dans le passage de la première surface à la 

seconde; mais il en est encore de même des dérivées partielles
i "  ^

Î
d ' z  d ’- z  d * z

à x 1 '  d x  à y ' d y - ' ■

à*z d2z d%z d%z

d x 3 ’ dx- ày ’ à x  ày1 ' dy3 ’
jusqu’à celles dont l’ordre coïncide avec le nombre entier égal, ou im

médiatement supérieur à l ’ordre du contact : en d’autres termes, si l’on 

désigne par n,ce nombre entier, l ’ordonnée z et ses différentielles totales 

des divers ordres jusqu’à celle de l’ordre n, c’est-à-dire les quantités .

(18) dz, d~ z, d,l ~ 'i r dtl". tf.

conserveront les mêmes valeurs dans le passage de la première surface
OEuvres de C. — S .  I I ,  t .  V . 5 i
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à la seconde, quelles que soient les valeurs assignées aux différen

tielles dx, dy des variables indépendantes.

; Corollaire IV. — Si, les deux surfaces ayant un contact de l’ordre a, 

le plan tangent commun devenait parallèle à l’axe des z T alors, en attri

buant aux valeurs 'des coordonnées x , y  qui se rapportent au point 

de contact des accroissements infiniment petits du premier .ordre, on 

ne trouverait pas généralement, pour les valeurs correspondantes de la

différence · '
' · F(«>/)—/(«»jO».

un infiniment petit de l’ordre a -+- i. Néanmoins, on pourrait encore 

déterminer l’ordre du contact par la méthode dont nous avons fait 

usage, en substituant l’une des variables x, y  à la variables. Ainsi, 

par exemple, pour montrer que les doux surfaces

i  JL 1 i
S =  X*(1 — y1)3; s =  x*(i— ysy,

qui touchent à l’origine le plan des y,  z,  ont.en ce point un contact 

du second ordre, il suffira d’observer que leurs équations résolues par 

rapport à x  prennent les formes

r.3 r.i

et que la différence
· -a3

i — / 3 '

est un infiniment petit du troisième ordre, quand on considère y  et s 

comme des infiniment petits du premier ordre. Quant à la différence 

F (# ,/ )  —/(# , y),  elle se réduit dans cet exemple à

^  ( i — yi )T— (1 — / 8 )3 ;

et, lorsque l’on considère# et/com m e des infiniment petits du premier 

ordre, elle est une quantité infiniment petite, non plus du second

ordre, mais de l’ordre h •seulement.
4
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Corollaire V. — Lorsque le. plan tangent commun aux deux surfaces 

n’est pas parallèle à l’axe des z, et que l’ordre du contact est un nombre 

entier, il suffit,, pour déterminer cet ordre, de chercher quelle est la 

dernière des équations. ' '

(19) F { x , y ) = f { x , y ) ,  d Y { x ,y ) ± ^ d f { x ,y ) ,  d i F (a;, y ) ~  d * f{ x ,y ) ,

. qui se trouve vérifiée pour le point de contact, indépendamment des 

valeurs attribuées aux différentielles dx, dy des variables indépen

dantes. L’ordre dès différentielles totales comprises dans cette dernière
t

équation sera précisément l’ordre demandé.

Nous observerons, en finissant, qu’on peut toujours choisir pour axe 

des z un axe qui ne soit pas parallèle au plan tangent mené par le 

point do . contact de deux surfaces. Cela posé, si l’on réunit le corol

laire III du théorème III au théorème II de la vingtième Leçon, on en 

conclura généralement que deux surfaces qui ont entre elles un contact 

du second ordre ou d’un ordre plus élevé sont osculatrices l’une de 

l’autre et, réciproquement, que deux surfaces osculatrices l’une de 

l’autre ont toujours entre elles, au point d’osculation, un contact du 

second ordre ou d’un ordre supérieur à 2.

■ ©<50·
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CALCUL INTÉGRAL.

\

PR EM IÈR E LEÇON.

RECTIFICATION DES COURBES PLANES .OU A DOUBLE COURBURE.

Considérons une courbe plane, représentée par une équation entre 

les deux coordonnées rectangulaires x , y , ou bien une courbe à double 

courbure, représentée par deux équations entre les trois coordonnées 

rectangulaires x, y , z\ et, sur cette courbe, un arc renfermé entre un. 

point fixe (A) et le point mobile dont a? est l ’abscisse. Si l’on désigne 

par s cet arc, pris avec le signe +  ou avec le signe — , suivant qu’on 

le suppose porté,’ à partir du point (A), dans un sens ou dans un autre, 

et si l’on appelle t l ’inclinaison de la courbe par rapport à l’axe des x , 

on aura \voir dans le Tome I les formules (10) do la cinquième Leçon, 

et (7) de la seizième]
d s

secr =  ±  -7- > dx

ou, ce qui revient au même, ·

(1) · d s  =  à z  s é c z d x ,

le signe ±  devant être réduit au signe +  dans le cas où l’arc s croit 

avec l’abscisse x ,  et au signe — dans le cas contraire. Cela posé, soient 

(P), (Q) deux points différents de 'la courbe, respectivement déter

minés, le premier par le système des coordonnées x 0, y 0, le second
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par le système des coordonnées X, Y; et (p) le point mobile qui cor

respond aux coordonnées variables x, y . Concevons d’ailleurs que 

l’abscisse x  croisse o'u décroisse constamment, tandis que le point 

mobile (p) passe de la position (P) à la position (Q), en décrivant 

l’arc PQ. Enfin, soient s0 et S les deux valeurs de s correspondant à 

x  ~  x u et à x  =  X. On tirera de l’équation (i), en intégrant, les deux 

membres à partir de x  =  æ0 [voir la trente-deuxième Leçon de Calcul 

infinilèsimal\,

(2) séct  d x ,

puis; en posant x  =  X,

( 3 ) S — sécrète.

C’est à l’aide de la formule (3) que l’on pourra déterminer l’arc PQ, 

toujours égal à la valeur numérique de la différence S — s0. On trou

vera'en particulier

(4) S - sécrote,
\

si les différences S — s0, X — x 0 sont des quantités de même signe, et

(5) S —  s0 — sécr  dx,

si les mêmes différences sont des quantités de signes contraires. Si le 

point (P) coïncidait avec le point (A), s0 deviendrait nul. Alors, en 

supposant, pour fixer les idées, les quantités s, S, x  — x u,^X — 

positives, on tirerait de la formule (2)

(6 ) s =  I sécr  d x ,
■>'o

et de la formule ( 3)

(7) S =  f  sécr  dx.

Ajoutons que, si l’on considère l’abscisse x  comme variable indépen-
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liante’, la valeur de sécT sera déterminée pour une courbe plane (voir

la première Leçon du Tome I) par l’équation
* *

(8) sécr y/i +  j ' â =  ±  ^ >

N étant la normale. Donc alors la formule (6) donnera

(9) ’ s ~ f  i +  /* dx.
. · Jr,

r
On trouvera, au-contraire, pour une coürbe à double courbure (voir la 

seizième Leçon du Tome I),

(10) sécT =  \/i h- / '2 4- -,2, ‘

et par suite

(n) s ~ f  v/1 -l- -S'a
dx„

Si l’inclinaison t  devient constante, comme il arrive quand la courbe 

proposée se réduit à une droite ou à une hélice tracée sur un cylindre 

qui a pour axe l’axe des x , la formule (G) donnera

(12) s — sécrf d x  — ( x  — xé)  sécr.

Orx — æ0 représente précisément la projection de l’arc s sur Taxe des a;. 

On peut donc énoncer la proposition suivante :

T h é o r è m e . —  Lorsqu’une ligne a, dans tous ses points, la même incli

naison par rapport à l ’axe des x , une longueur portée sur celte ligne est 

équivalente au produit de sa projection sur l ’axe des x  par la sécante 

de l ’ inclinaison.

Appliquons maintenant la formule (6) à quelques exemples.

Exemple /. — Si la courbe proposée coïncide avec la circonférence 

de cercle représentée par l’équation

(i3) ■ ¿ * +.>·* =  R»,
OEuvres de C. —  S. II, t. V. /j,
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on aura N — R. Par suite, la formule (8) donnera

04) .
. N Rsec? — =  -7-— ·
' y  y  R2— a;2

et.l’on tirera de l’équation (6)

( i 5 ) · s —  R Î  ■ __—  R ( arcs i n ^  —  arcsin
Jx, V R 11 /

11 était facile de prévoir ce résultat. En cifet, la différence

arc sin^ — arc sm
U ri

entre deux arcs relatifs au cercle qui a pour rayon l’unité, est la mesure 

de l’angle compris entre les rayons vecteurs menés de l’origine aux 

points de la circonférence donnée qui ont pour abscisses x 0 etic. Donc 

le produit de cette différence par le rayon R est la mesure de l’arc 

compris entre les deux points.

Exemple II. ·— Considérons une ellipse représentée par l’équation

dans laquelle a désigne la moitié du grand axe et b la moitié du petit 

axe. On aura, dans ce cas,

x  yy' „  Z>4#2 _  b *x 2

(I7) iï2 +  1>r _ 0 ’ ~  â 2(a a —  x 1) ’ '

, ¡a> (a2— bi ) x i
Î18) s e C T = i / ------- ----------- -— ·.
U ; V  a2(a2 — x %)

D’ailleurs, si l ’on nomme e l’excentricité de l’ellipse, c’est-à-dire le 

rapport entre la distance d’un foyer au centre et la moitié du grand 

axe, on aura (voir la onzième Leçon du Tome I)

(19) a i  —  \ja2 — Z»2.

Cela posé, la valeur de séc-r deviendra

S C C ? :
à*· — i*x* 
a2 — #2 ’

(20)
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et l ’on tirera de l’équation (6)

(21)

4 U

Si, dans la formule (21), 011 remplace les limites de l’intégrale relative 

à x  par zéro et a, la valeur de s, réduite à

(22) dx,

représentera le quart du périmètre de l’ellipse. Donc le périmètre entier 

aura pour mesure l’expression (

(23) dx,

dans laquelle il suffit de poser x  =  at pour la ramener à la forme

(24) - .

Les intégrales comprises dans les. formules (21), (22), ( 23) et (24) 

sont du nombre de celles qu’on ne peut exprimer en termes finis; mais 

diverses méthodes fournissent le moyen d’en calculer des valeurs aussi 

approchées qu’on le désire.

Exemple III. — Considérons une hyperbole représentée par l’équation

. „ .  X 2 v 2

dans laquelle a, b sont deux quantités positives dont la première dé

signe la moitié de l’axe réel. On aura, dans ce cas,

(26.)

(27)

y ji
. b2 y * =

b'fx i ¿>2.r2
a 2( x 2 —r a'2)

, sect:
'( a2 +  b2 ) x 2 —  a'* 

a2 ( x 2 —  a2)

D’ailleurs, si l’on nomme e l’excentricité de l’hyperbole, c’est-a-dire Je
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r a p p o r t  e n t r e  l a  d i s t a n c e  d ’ u n  f o y e r  a u  c e n t r e  e t  l a  m o i t i é  d e  I a x e  r é e l ,  

o n  a u r a  (voir l a  o n z i è m e  L e ç o n  d u  T o m e  I )  .

(2 8 ) «s =  y/a2 4-&2.

Par suite, la valeur de sécx deviendra .

(29)
Jz x̂- — a1 

secr — 1/ — 5— '—r"5 y  x -  — a-

et l’on tirera de l’équation (6)

Çx /s2x 1 — a2 .
(3o) S= J  V  ~ ^ = ^ F dX'

Comme les deux fractions

a 2— £ -X '2 S2 -V2 — a 2

a2 — x2 ’ x2 — a‘

ne diffèrent pas l’une de l’autre, il est clair que la valeur précédente 

de s est pareille à celle que fournit l’équation (21); Seulement, dans 

l’équation (21), le nombre s, déterminé par la formule (19), est infé

rieur à l’unité, tandis que dans l’équation ( 3o), le nombre e, déterminé 

par la formule (28), d e v i e n t . supérieur a 1 unité.

Exemple IV. — Si la courbe proposée coïncide avec la parabole 

représentée par l’équation

(3.) y 2 =  2 pœ,

on aura

(32) yy'— p> ' / = ^ = : ± V/
/ j L y
%x

(33) sécr =  \ / i  -+- —  » y  2 x

et par suite

(34) s  mi i 4 / 1 dx *
f V 2#

Poùr déterminer la valeur de l’intégrale comprise dans le second
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membre de l’équation (34) on posera

M3

v / i + - -  =y  i x .
t . ou x  '

2(Î2- 0

et, l’on trouvera

f  \!  1 +  ^  — J"tdx — tx —J  x d t = t x - l f

—  f nr — ■ __
4 \ i  +  L

=  t x  — ■ Q l ( * -...-  1 -+- const.

V ^ - f r £
20?

/
+  const.

P
I +  — + 1 

•¡.x

Si maintenant on suppose, pour plus de simplicité, x 0 =  o, on. tirera 

de la formule ( 34) ____

Telle est la valeur de l’arc de la parabole compris entre le sommet et 

le point correspondant à l ’abscisse x .

E x e m p le  V. —  Si la courbe proposée coïncide avec la logarithm ique  

que nous avons déjà considérée dans la première Leçon du Tome I, et, 

qui est représentée par l’équation

( 36 ) y  —  a l x ,

la caractéristique l  indiquant un logarithme pris dans le système dont 

la base est e,  on trouvera

(37)  ' -.tangT =  /T = ^ ,'

et par suite ·

(3 8 ) · x  —  « co tr ,  d x ~  —  a - C- Z ·
. . sm2r

Cela posé, si l’on désigne par t:0 la valeur de t correspondant a x  =  x 0,
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on tirera do l ’équation (6)

(3g) s =  — a f  ----—t—p  ·3 ' Jx cosrsin2!

On a d’ailleurs
I cos2t -t-sin2T cost

et de plus
cost sin-T costsupt sm2T cost

/ coszdz i
—7-5 = ----:---- 1- const.,
SinaT SUIT

/
‘ dz
C O ST

jdz

sl„ , j  +  ^ cos^  +  _
=  l tang( ? -F -  ) +  const.· 

Tl Z \ ° \ 4 2 /

Donc l’équation (39) donnera

«·> ' * = “ [ a b ■ · î k 5 - + 1 ) + ' “ » « ( f + ? ) ] ·  ·

Si l ’on échangeait entre eux les axes des x  et des y,  l’équation de 

la logarithmique deviendrait, comme on l’a déjà remarqué (Tome 1, 

deuxième Leçon)
,r

( 4 0  . y =

et l’on aurait en conséquence 

(42)

On trouverait par suite

tangT =  /'=: ~ea.

(43) x — ai tangT — al(a), dx — a — dz
sinr cost

puis, en désignant par A:,, la valeur de t correspondant à x  =  x 0, on 

tirerait de l’équation (6 )

(44) s =  a f X . —T- r .
s in rc os 1r

On aurait d’ailleurs
T sirn

SU1TC0S2T SUIT C0S2T

Ç slnT '1 ^  . C dz r .  \dz
J  c o s 1 z C 0S T  +  C 0 n s l · ’  J  s i n T  /  . t  t

° f SU)-cos-
J  2 2

— /lang- -4- const.
T °  2
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Donc l’équation (44) donnerait

( 4 5 )  ■ s —  a ( - i -
\COST

I
COSTA

l tang  ̂— l lang^

Il serait facile d’introduire dans les seconds membres des formules (4o) 

et ( 45) l’aibscisse x  à la place de l’inclinaison t ..

Exemple VI. — Considérons encore la courbe représentée par 

l’équation

m y  — Cl
e

■ 2
U
— ·)

qui est précisément celle que décrit une chaîne pesante, flexible et 

homogène, suspendue par ses extrémités à deux points fixes, et qui 

pour cette raison a reçu le nom de chaînette. On aura, pour cette courbe,

( 4 7 )

et par suite

( 4 8 )  .

X  X

ea — e a 

2

x  ,r

ea -4- e a 
s é c r =  -------------

Cela posé, en faisant évanouir x a, on tirera de l’équation (6)

( 4 g ) s — d x  =  a =  ay

D’ailleurs il. est aisé de voir que, dans la courbe ( 46), le point qui 

correspond à l’abscisse x  =  o est précisément le point le plus bas. Par 

conséquent, dans cette courbe, l’arc s, compté à partir du point le plus 

bas, est proportionnel à j ' =  tangT, c’est-à-dire à. la tangente trigono- 

métrique de l’inclinaison correspondant à l’extrémité du même arc.

.Revenons à la formule (i). Si l ’on y remplace x  par y  on devra rem

placer en même temps m par ~ — t . On aura donc

( 5 o )  =  ±  c o s é c r c ? / ·

Cela posé, concevons que l’ordonnée y  du point mobile (p) croisse ou
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décroisse constamment, tandis que ce point décrit.'parc PQ, dont les 

deux extrémités correspondent aux ordonnées j 0, Y. Alors, en intégrant 

l’équation ( 5o) à partir de y  =  y 0, on trouvera

( 5 1) s —  sa = ± j  cosécTdy,
Xa

puis, en prenant y  — Y,

(5 2 ) S —  s0 =  ±  / coséc t  rfy'.
J y.

On trouvera en particulier

( 5 3 ) S —  Sd— Ç  c o s é C T dy,
' . Xo

si les différences S — î #, Y  — y„ sont des quantités de même signe, et

( 54 ) S'— s0 — — Ç  cosécTdy,
• -y«

si les mêmes différences sont des quantités de signes contraires. Ajou

tons que, si la courbe donnée est plane, on aura, en considérant 

l’abscisse oc comme variable indépendante,.

(55) cosécr  =  Y  i -TJ·

Par suite, en supposant l’arc s0 réduit à zéro, et les quantités s, y  — y g 

affectées du même signe, on tirera de l’équation (5 i)

(36) . \ / i  +  y id y . '

Pour montrer une application de la formule ( 56), supposons que 

l’arc s se compte, à partir de l’origine des coordonnées, sur la. brandie 

de cycloïdc engendrée par un cercle dont le rayon est R, et représentée 

par l’équation .

(3~) X — Rare co s^ -j^  — y/aRy — y s
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(voir p. 6o)., On aura, dans cette hypothèse,

(58) d x =  \J\ ^ Z .y dy’

(09) s — (2R)2 j

et, par suite,

(60) ·

y
t +  _  211

y"1 2 R - y ’

1 rr dy
'0 s/ÏR^J â(aR )*f(aR )*-(2R — j»·)*],

k R — s — 2 y 2 K 2 lt — y).

Cette dernière équation détermine l’arc s de la cycloïde en fonction de 

l’ordonnée y , tant que l’extrémité de cet arc demeure comprise entre 

l’origine et le sommet de la première branche. Si l’on veut que l’extré

mité de l’arc s coïncide avec le sommet dont il s’agit, il faudra prendre 

y  = '2  R, et la formule (60) donnera 4R pour la valeur de la variable s. 

Le double de cette valeur, ou 8R, sera la longueur d’une branche 

quelconque de la cycloïde , c’est-â-dire de l’arc renfermé entre deux 

points de rebroussement consécutifs.

Il serait façile d’établir directement la formule (60) en s’appuyant 

sur les propriétés connues de la cycloïde. En effet, concevons que 

l’on fasse rouler à la fois sur l’axe des x , et sur une parallèle à çct axe 

menée par le sommet de la cycloïde, deux cercles décrits avec des rayons 

égaux, et qui touchent constamment au. même point la parallèle dont 

il s’agit. Pendant que l’extrémité de l’un des rayons du premier cercle 

décrira la cycloïde proposée, l’extrémité d’un rayon parallèle, partant 

du centre du second cercle, mais dirigé en sens inverse, décrira une 

seconde cycloïde qui sera la développante de la première (voir la 

septième Leçon, Tome I). Cela posé, soient x , y  les coordonnées d’un 

point situé sur la cycloïde proposée, entre l’origine et le sommet de la 

première branche. Soient de plus Y] lés coordonnées d’un point cor

respondant situé sur la seconde cycloïde, s l’arc de la première compris 

entre l’origine et le "point (x , y ),  et p la distancé de ce dernier point 

au point (£, Y]). La distance p exprimera, non seulement le rayon de 

courbure de la cycloïde développante correspondant au point (£, yj) ,  

mais encore l’arc de la cycloïde développée corfipris entre le point (x , y )

OEuvres de C, — S. II, t. V. 53
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et le sommet de la première brandie. Par suite on aura évidemment, si 

le point (.r, y) se confond avec l’origine,

(61) - i  =  o, p =  4  R ;

si le point { x ,  y )  se confond avec le sommet de la première branche,

(■ 62) . , s =  4 R, p =  o;

et.en général

(6 3 ) . 4 R - *  =  p.

Ajoutons que le rayon de courbure p, étant divisé en deux parties égales 

par la base de la seeondc cycloïde, sera égal au double de la corde 

comprise dans le cercle générateur do la première entre Je point (ai, y )  

et l’extrémité supérieure du diamètre parallèle à l ’axe des y . Donc, 

puisque cette même corde est une moyenne géométrique entre le dia

mètre 2R et sa partie supérieure 2R — y ,  on aura
' /

(64) p =  2 \J~2R ( 2 R — /).

Or, des formules (63) et (64) combinées entre elles on déduit immé

diatement l’équation (60).

Si l ’on échangeait l’un contre l’autre les axes des x  et des y ,  l ’équa

tion (60) se trouverait remplacée par la suivante :

(6 5 ) , 4 R — S =  2 y/ 2 R ( 2 R — w).

On démontre facilement à l’aide de cette dernière quelques propriétés 

remarquables que la Mécanique a fait découvrir dans la cycloïde.

Les formules (4 ) et ( 5) deviendraient l ’une et l’autre inexactes si l’on 

ne pouvait passer du point (P) au point (Q), en suivant la courbe 

donnée, sans faire tantôt croître et tantôt décroître l’abscisse x .  Conce
vons, pour fixer les idées, que

S|, S‘2t * · ·, J* /il — 1, S,n

désignent de nouvelles valeurs de l’arc s tellement choisies que les
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quantités  ̂ .

(66) Sn · . ·, S/n —1> $ mi S

forment une suite croissante ou décroissante. Supposons d’ailleurs que 

l’abscisse x  croisse ou décroisse constamment, pendant que le point 

mobile (p) passe de l’extrémité (P) de l’arc î „ à l ’extrémité de Parcs,, 

ou de l’extrémité de l’arc s, à l’extrémité de l’arc s2, ou de l’extrémité 

de l’arc s2 à l’extrémité de l’arc s3, etc., ou enfin de l’extrémité de l’arc S,„ 

à l’extrémité (Q) de l’arc S. Alors on ne pourra plus calculer immé

diatement la valeur de la différence S — s0, à l ’aide de la formule ( 4 ), 

ni à l’aide de la formule (5); maià on pourra évidemment déterminer, 

par une formule toute pareille, chacune des différences

( 6 7 )  S|)> '^2 " ^1» ^3 ^2» · · · >  S  S,ni

et il ne restera plus qu’à les ajouter les unes aux autres pour obtenir la 

valeur de S — s0, et par suite la longueur de l’arc PQ.

Si l’on voulait appliquer à la détermination de l’arc PQ des for

mules semblables, non plus aux équations (4) et (5), mais aux équa

tions ( 53) et. ( 54), alors il faudrait choisir les arcs s,, s.,, . . . ,  sm 

ci-dessus mentionnés, de manière que l’ordonnée y  fût constamment 

croissante ou constamment décroissante,1 tandis que le point mobile (p ) 

passerait de l’extrémité de l’arc s0 à l’extrémité de l’arc s,, ou de l’extré

mité de l’arc s, à l ’extrémité de l’arc s2, etc., ou enfin de l’extrémité de 

l’arc sm à l ’extrémité de l’arc S.

Concevons, par exemple, qu’il s’agisse d’évaluer l’arc S compris 

entre l’origine et un point quelconque de la cvcloïdc représentée par 

l’équation

(68) ,r -  arc cos (Y ±  R/ -  y'1,

dans laquelle lç radical doit être affecté du signe -+- ou du signe — 

suivant que l’angle w déterminé par la formule

(6 9 ) u =  arc cos
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a pour sinus une quantité négative ou positive (voir la deuxième Leçon 

du Tome I). Supposons d’ailleurs l’arc s0 nul, l’arc S positif, et dési

gnons par X, Y- les coordonnées de l’extrémité de ce dernier arc. On 

prendra pour extrémités des arcs s,, st, . . . ,  sm les sommets et les 

points de rebroussement de la cycloïde compris entre l’origine et' le 

point (X, Y), puis, en appliquant les formules ( 53) et (5'4) à la déter

mination des différences (67), on obtiendra les résultats que nous 

allons indiquer.

D’abord il est clair que chacun des arcs

Su S% Si, $3 S%9 > > >9 S/n S//Ï-1

sera compris entre deux points correspondant l’un à l’ordonnée y  — o, 

l’autre à l’ordonnée y  ~  2R, tandis que l’arc

sera compris entre un point correspondant à l’une de ces deux ordon

nées et le point (X, Y ). De plus, on tirera de la formule (68)

(70) dx y
\/ i  R 7  — y'

dy, 7 ' = _L 4 A l t  — 7
y

cosecT =  < / 2 H 
ait — y '

Cela posé, si l’on admet, pour fixer les idées, que la quantité S soit 

positive, on tirera de la formule ( 53)

(70 Sj — S3 $'2 — <5{j «£4 -
• = f

a il

ait — 7 ¿y =  4R,

et de la formule ( 54) ■

1
(72) Si— Sl — Si Si— — 5̂ —

y
dy =  4R.

Quant à la valeur de S — s,n, qui devra être déterminée par la for

mule ( 53) si m est un nombre pair, et par la formule ( 54) si m est un 

nombre impair, elle sera, dans le premier cas,

(73) s ~ Sm -  j f  \ /  d = A ÿ  dy= 4R - a v̂ a R (a *  -  y  ).
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et dan? lo second

(74) S — s,„ =  -  j f  y / - R2̂ -ydy =  2y/aR(2R -  j ).

Si maintenant on ajoute les uns aux autres les arcs

«1» S2 ,-?i, S3 <S2, »*. ·> Sm~ 1» S s,n,

on trouvera, pour des valeurs paires de m,

(70) S =  4(«î +  i)R -- 2^2R(2R — y),
>

et pour des valeurs impaires do m, ·

(76) s  =  4» *R - + ’2v/2R ( 2R — 7 ) ;

ce qu’il était facile de prévoir.

Lorsque les intégrales comprises dans les formules générales que 

nous avons établies ne peuvent s’obtenir en termes finis, il faut, comme 

nous l’avons déjà dit, recourir à des méthodes d’approximation. L’une 

des plus simples consiste à développer

sécr =  \ / n - 7 ' 2 ou cosécr  =  1 -+- 7 ^

en une série convergente dont chaque terme, multiplié par dx ou par dy, 

devienne immédiatement intégrable. On y parvient, dans plusieurs cas, 

en faisant usage de l’une des deux formules

(77)

(78) cosécr  =  ( 1 +
7 ' * )

I . I i . T .3

2 4-6y

' ’ Y . "N
1 1 l·

, / 7  2 .4 '\y'l
i . i . 3 
2.4 .6  \ y

dont la première subsiste pour des valeurs d e y '2 inférieures à l’unité, 

et la seconde pour des valeurs de y 2 supérieures à l ’unité. Ainsi, par 

exemple, à l’aide de ces formules, on pourra développer en série con

vergente un arc d’ellipse ou d’hyperbole, pourvu qu’aucun des points 

-de la courbe qui correspondent à y'- =  1 ne se trouve renfermé entre 

les extrémités de cet arc.

Une autre méthode à l’aide de laquelle on peut facilement évaluer un
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arc d’ellipse ou d’hyperbole consiste à développer le second membre 

de la formule (21) ou (*3o) suivant les puissances ascendantes ou 

descendantes de l’excentricité. Supposons d’abord qu’il s’agisse d’éva

luer un arc d’ellipse. Si, pour y parvenir, on emploie la formule (21), 

il est clair que la valeur numérique de x  restera toujours inférieure à 

la constante a. Cela posé, on pourra prendre

(79) a. =  acos<p,

et, en désignant par <p0 la valeur de <p correspondant à x  =  x 0, on 

tirera de la. formulp (21)

Si maintenant on développe suivant les puissances ascendantes de e le 

radical
_____________ 1.

y/x — - E*  C O S 2 9  = r  ( i  —  £s C O S2 ® ) 2 ,

on obtiendra l’équation .

(81)

*9
I

COS2©-----T  cos*© —
T 2 4

1.3 s8 1.3.5
■— 7 TT COS8 9 —  ·— y—z
2.4 o T 2.4.0 8 cos89 —...,

dont le second membre comprend une série qui est toujours conver

gente, puisqu’on a, par· hypothèse,, t <  1; et l ’on trouvera, par suite,

(82)

£2 r ?
s =  a(cp0—  cp)-i---- a l  coscado

2 'V
1 s* r 9 . , 1.3 £8

H—  ~r a cos*© <29 H------ r - r
2 4 X  T 2.4 b cos° 9 dy -t-. . . .

On a d’ailleurs généralement

cos© =  -  -h 
7 2 *

et l’on en conclut, en désignant par n un nombre entier quelconque,

cos2"© —  —  ( e ? / - 1 -f- e~W -1 Y'1, 
• 22m ' ' 1
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ou, ce qui revient au même,

423

(8 3 )
cosZ1? =  ^¡ri

2 ai
COS 2 « 9  +  — COS ( 2 / 1 —  2 ) 9

. 2n(̂ n — i) i I.2.3...9./Î
+  — cos (2/1 —  4)© H- ··.H—  -,---------r .---------- ,

puis, en multipliant par dv,  et intégrant à partir de ® =  ç>0,

■ r 9
I ,cos*n(f>d<j>

•'Ço
i sinan-cp —  sin2/?cp0 2 ai s i n ( 211 —  2)9 — s i n (2/1 —  2) a>0

2s"- ‘ 1_ 211 +  1  211 — 2 + " ‘ '
1 T.2 .3 . . .2 AÍ

2 ( l . 2 . ..At) ( l . 2 ...Ai) ( ?  —  ?o)

11 résulte de la dernière formule qu’on peut exprimer en termes finis' 

chacune des intégrales comprises dans le second membre de l’éqùa- 

tion (62). Donc cette équation donnera pour valeur de l’arc s la somme 

d’une série convergente dont il sera facile de calculer chaque terme.

■ Il est bon d’observer que, dans les formules précédentes, l’angle <p, 

déterminé par l’équation
• X  ’

, COS (D —  — ,
T «

est précisément l’angle compris entre le demi-axe des x  positives et le 

rayon vecteur mené de l’origine au point où l’ordonnée correspondant 

à l’abscisse x  rencontre la circonférence du cercle qui a pour diamètre 

le grand axe i a  de l’ellipse proposée.

Si l’on voulait rendre l’arc s équivalent au quart du périmètre de 

l’ellipse, il faudrait supposer l’intégrale qui, dans la formule (21), re

présente ce même arc, prise entre les limites o et a de la variable x,  

auxquelles correspondent les limites  ̂ et o de la variable ®. Alors 

on tirerait de l’équation (84) , ■

1 cos-" 9 df — I cos2" 90(9
J n «A ■

2
I 1 . 2 . 3 . . .2  Ai 7t _ 1 . 2 . 3 . .  . 2 « TT

2in (dTirrTTi^XrrâTTTïo 2 —  ( 2 . 4 . .  . 2 Ai) (2 .4 . .  . 2 Ai) 2 ’
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ou plus simplement

(85) J C O S2" © £ ) ? 9 =  —

TC

i .3.5. .  .{m — i) 7T
2 . 4 · 6 . . .  2 n 2

En conséquence, les équations (82) et (84) donneraient

(86)
j — aJ ' \/j — £2cos2©g?9

Donc, si l ’on désigne par P le périmètre de l’ellipse, on aura non
1

seulement

(87)

mais encore

P — 4«■ f  s fï= £2 C O S 2(p d<p,

Lorsque l’ellipse se change en un cercle décrit du rayon R, on a 

£ =  0, a =  R, et l ’équation (88) donne, comme on devait le prévoir,

P =  2ttR.

Ajoutons que les différents produits renfermés entre parenthèses dans 

le second membre de cette équation sont précisément les différents 

tprmes dont se compose le dévcloppeïnent de (x — e) % attendu que 

l’on a généi’alement (en vertu de la formule du binôme)

(89) (1 —  s) 2 =  I + s +  ~ S -  +  ~7~y  <
2 2.4 2 .4.0

1 .3 .5 .7

2 .4-6 .8  :

Supposons inaintenant qu’il s’agisse de calculer un arc d’hyperbole. 

Si, pour y pai'venir, on emploie la formule ( 3o), il est clair que la 

valeur numérique de x  restera toujours supérieure' à la constante a. 

Cela posé, on poúrra prendre

a
x = -----;C0S9(9°)
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et, en désignant par ©0 la valeur de op correspondant à x  =  x 0, on 

tirera de la formule ( 3o)

(qi) s . ~ a (  v/ e2 — cos2©----V- 'cos2®

Si maintenant on développe la fraction

i
\/e2 —  C O S2 9 __ £ /  C O S2® \ 2

cos2 9 — cos29\ s2 J

suivant les puissances descendantes de z, on obtiendra l’équation

( 9 2 )

v/s2—  cos2tp 
cos2 <p .

£
cos2 2 £ a

,  i .3  l
COS2 9 ------ r 7T-rCOS49

T 2’.4 0£5
1 .3 .5  __i_

2.4.6 8e:
cosg9 ■

dont le second membre comprend une, série toujours convergente, 

attendu qu’on a, dans l’hyperbole, e > i .  On trouvera, par suite,

s =  a£(tang9 —  tang9o) —  —  (9·

(93)

x a f *

90
cos2 9 d<Ÿ

1.3 a

2.4 Ô£S
n  ,  , 1 . 3 . 5  a n . ,
/ cos*9 rfT- — 7-g / cos°9 c?9 . . . .

•V ,4" ■ '?·

Or, il résulte de la formule ( 84) qu’on peut exprimer en termes finis 

chacune des intégrales comprises dans le second membre de l’équa

tion (93). Donc cette équation donnera pour valeur de s la somme d’une 

série convergente dont il sera facile de calculer chaque terme. Si l’on 

fait coïncider l’origine de l’arc s avec le sommet de l’hyperbole corres

pondant à l ’abscisse x  — a , on devra supposer cp0 =  o, et la for

mule (93) se réduira simplement à la suivante :

(9 4 )

. « 1 a T 9 , ,:astang9-v-— 9 ------¡—¡ l  cos-yd®
2 £ 2 4£ J0 1

1.3 a n  k 1 .3 .5  a n
" M 6 ? J o COS<?̂ “ MT6 8F J o C08 <Pd<P-

Il est bon d’observer que, dans les formules précédentes, l’angle ©,

OEuvres de C. — S. Il, t. V. 54
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déterminé par l’équation

est précisément l ’angle compris entre le demi-axe des x  positives et le

rayon vecteur mené de l’origine au point où le cercle qui a pour dia

mètre l’axe réel 2a de l’hyperbole proposée se trouve touché par une 

droite qui coupe l’axe des x  au point dont x  est l’abscisse.

Comme les asymptotes de l’hyperbole (18) sont représentées par 

l’équation

(9 5.)

il est clair que, si l’on nomme r la distance comptée sur une asymptote 

entre l’origine et un point quelconque correspondant à l ’abscisse x, 

on aura '

et par suite, en supposant x  positif,

Si, de la valeur précédente de r, on retranche l’arc s, déterminé par la 

formule (94)» en ayant égard à l’équation

1 . _  i —  sinq> cos 9

I -t- S1I19

on trouvera

(9 7 )

Si maintenant on suppose 9 — l’équation (97) fournira la valeur

de r — s correspondant à
a
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c'est-à-dire, à très peu près, la différence entre deux longueurs très 

considérables portées, la première sur l’asymptote à partir de l’origine, 

la seconde sur l’hyperbole à partir du sommet, de manièi'e que leurs 

extrémités répondent à la même abscisse. Donc, si l’on désigne par D 

la différence dont il s’agit, on aura, sans erreur sensible, lorsque x  

acquerra une très grande valeur, ou, ce qui revient au même, lorsque 

les extrémités des deux longueurs seront deux points très rapprochés 

l’un de l’autre,

On peut encore, dans la détermination des arcs d’ellipse ou d’hy

perbole, employer d’autres équations que nous allons faire connaître. 

On tire évidemment des formules-(2o) et (29), pour l’une et l’autre 

courbe,
, , 1 s2#2 — «2

sec2t  =  — —. =  ;-----5- >
cos2t x l — al

et par suite

.(99) ·*2

(100)

a 2(r—  cos2t)

1 —  ε2 co s2t ’

, a s i n r  , , « (  1 —  e2)coSTC?r
x =  ±  - = = = >  dx =  ±~-— ■— ------ — ,

V 1 £2COS2T (j — £2COS2t)2

i , ^ ± . éc,<fa=:± « ft-« * '» » ,
(1 — ε2 cos2t )2

Cela posé, si l’on admet que, pour des valeurs croissantes de l’incli

naison t , l’arc s croisse dans l’ellipse et décroisse dans l’hyperbole, 

et si l’on désigne par t0 l’inclinaison correspondant à l’origine de 

l ’arc s, on trouvera pour l’ellipse

( x o i )

et pour l’hyperbole

; =  a( 1 — ε2) f  
J T..

dx

( l  —  82 COS2t ) 4

(102) s — —  a(i — ε
dx

A *
(1 — ε2 cos2t ) 2

Les seconds membres des formules (101) et ( 102) peuvent être, aussi 

bien que ceux des formules (80) et (91), développés en séries conver-
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gentes ordonnées suivant les puissances ascendantes ou descendantes 

de l’excentricité. Si l ’on développe en particulier le second membre de 

la formule ( ιο ί) , et si l ’on suppose les intégrales prises entre les 

limites τ =  ο, τ =  on obtiendra une valeur de s égale au quart du 

périmètre de l ’ellipse, et l ’on reconnaîtra que le périmètre entier P 

peut être présenté sous la forme

( i o 3 )  Ρ  =  2 α π ( . - 6* ) [ ι  +  3 ^ ε ) , - 5 ( ^ | ε * ) , +  7 ( ^ | ε · ) ,  +  . . . ] .

Il est facile de s’assurer que cette dernière valeur de P ne diffère pas 

de celle que fournit l ’équation (88).

Lorsque, dans la première des équations (99), on remet pour x  sa 

valeur a cos© tirée de la formule (79), on trouve *

( io /J )  1 —  c o s 2<]> —  cos2t -H ε2 c o s ! cp c o s 2r =  o ,

et par suite,, dans le cas où coscp est positif,

/ n  s i n r( 100) COS<p —  -------
' \ / i  — ε2 c o s 2r

Cela posé, on aura '

, ,  ,  , , [  £2 C O srs in T  \  /-------- 5-------— , ( i  —  ε2)α?τ
d ( s i  c o sœ  c o s r )  =  d (  -  ---------: = - v i  —  82 c o s - r a r H -------------------------- r ,

W 1 — c o s 2r /  , ( i - £2 cos 2t )2

et l ’on en conclura

d r
: ε2( c o s 9 c o s t — c o s 9 o COS t 0) +  /  —  ε 2 c o s 2r «?r.

An
( ι - ε 2) /  —

(r — ε2 cos2r)?

D o n c  l ’ é q u a t i o n  ( 1 0 1 )  p o u r r a  ê t r e  r a m e n é e  à  l a  f o r m e  

(106) 5 =  a82(cos9 cosr —  COS90 cosr0) -H a f  \Ji —  ε2 cos2r dr.
A,

/
Cette dernière suppose, comme l’équatipn (ιο ί) , τ > τ 0. Alors le produit

a f  <̂ 1  — ε2 cos2r d x
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e s t  é v i d e m m e n t  p o s i t i f  e t  r e p r é s e n t e ,  e n  v e r t u  d e  l a  f o r m u l e  ( 8 0 ) ,  l ’ a r c  

r e n f e r m é  e n t r e  l e s  p o i n t s  d e  l ’ e l l i p s e  q u i  o n t  p o u r  a b s c i s s e s  l e s  d e u x  

q u a n t i t é s  a c o s T ,  a c o s T 0. D o n c ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  c e t  a r c  p a r  ç ,  o n  a u r a

s  =  a£2(COS<j> COST —  C O S 90 c o s t 0) +  s,
I *

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

(107) s  —  ç =  as2(cosq) c o s t  —  cos<p0 c o s t 0 ) .

Si, pour plus de commodité, on appelait \ et £0 les abscisses de l’extré

mité de l’arc ç, on aurait simplement

( 1 0 8 ) S  —  Ç —  S2
a

Ainsi l ’on p eu t évaluer en termes fin is  la différence q u i existe entre d e u x  

arcs d ’ellipse tellement choisis que les inclinaisons des tangentes menées 

p a r  les d e u x  extrém ités de l ’ un de ces arcs soient respectivement égales  

a u x  inclinaisons des d e u x  rayons vecteurs menés du centre de l ’ellipse 

a u x  poin ts où la circonférence de cercle décrite sur le g r a n d  a x e  com m e  

diam ètre est coupée p a r  les ordonnées qu i renferm ent les extrém ités dû  

secon d arc.

< Lorsqu’on suppose t 0 =  o, on a évidemment <p0 =   ̂ et x 0 =  o. Alors 

l ’équation (108) sc réduit à

et la proposition qu’elle renferme coïncide avec un théorème découvert 

par un géomètre italien, le comte de Fagnano. Observons d’ailleurs 

que, dans tous les cas, les abscisses x  et \ relatives aux extrémités des 

arcs s et ç doivent vérifier la condition

( n o )  a K — Or (¿S2 +  i;2) 4- £2« 2|2=  o,

que l’on déduit immédiatement de la formule (104), en y remplaçant 

cosç par ^ çt c o s t  par | ·

N o u s  é ta b lir o n s , en fin is sa n t, u n e  p ro p o sitio n  q u i p e u t être  u tile
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dans la recherche de la valeur approchée d’un arc de courbe, et que 

l’on peut énoncer comme il suit :

T héorème II. —  Lorsqu’ un arc de courbe n ’est rencontré qu’en un seul 

poin t p a r chacun des p la n s perpendiculaires à un a x e  donné, le rapport
f

entre cet arc et sa projection sur l ’a x e  dont il s’a g it est une m oyenne  

entre les sécantes des diverses inclinaisons de l ’arc p a r  rapport à ce 

m êm e a x e . \

Dém onstration. —  En effet, si l’on prend l’axe donné pour axe 

des x ,  l’arc s que l’on considère sera déterminé par l’équation (7), 

pourvu que l’on nomme x „ ,  X les abscisses des points extrêmes, et 1  

l ’inclinaison correspondant au point mobile dont l’abscisse esta?. Or, 

si l ’on a égard à la formule (i/j) de la vingt-troisième Leçon de Calcul 

infinitésimal, on tirera de l’équation (7)

( 111 ) S =  (X —  ^ 0)séc T,

T désignant une moyenne entre les diverses valeurs de l’inclinaison t ; 

et il est clair que la formule (111) entraîne le théorème II.
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DEUXIÈME LEÇON

QUADRATURE DES SURFACES PLANES.

Considérons une courbe plane dont l’équation en coordonnées rec

tangulaires se présente sous la forme

(0 y = f i x )·

Soient (P) et (Q) deux points fixes de cette courbe, qui répondent, le 

premier à l ’abscisse x 0, le second à l’abscisse X. Soit, de plus, (p) le 

point mobile dont x  est l ’abscisse; et cherchons l’aire comprise entre 

la courbe, l ’axe des x  et les deux ordonnées correspondant aux deux 

■ abscisses a?0, x . Cette aire sera une fonction de x ,  que nous désigne

rons par u, et qui s’évanouira pour x  — x 0. De plus, si l’on suppose 

x ^ > x 0, et si l ’on nomme Ax un accroissement positif, mais très petit, 

attribué à la variable a?, l ’accroissement correspondant de la fonction u, 

ou Au, représentera l’élément de surface renfermé entre la courbe, 

l ’axe des x  et les deux ordonnées/(a;),/(a; -+- Ax). Cela posé, soit (q) 

le point de la courbe qui répond à l'abscisse a; +  Aa?. L’ordonnée d’un 

point quelconque de l’arcpq sera évidemment de la forme f( x - h O A x ) ,  

G désignant un nombre inférieur à l ’unité. Par suite, les ordonnées des 

deux points situés sur le même arc., l’un à la plus petite distance de 

l’axe des a?, l’autre à la plus grande, seront de la forme

(a) f ( x  +  Bt Ax) ,  / ( x  +  Q^Ax),

6(, 02 étant des nombres inférieurs à l ’unité. Or, les valeurs numériques
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de ces ordonnées représenteront évidemment les hauteurs des rec

tangles inscrits et circonscrits à l’élément de surface Au, tandis que 

les aires do ces rectangles seront mesurées par les valeurs numériques 

des produits

(3 ) Ax J ' (x  +  9 t Ax),  A x f ^ x  +  ôzAx).
i v ,

Donc, si l ’on emploie la notation

■ M(a ,  a', a", . . ..)

pour désigner une moyenne entre plusieurs quantités a, a', a" (voir 

Y Analyse algébrique, p. 29) ( ') ,  on aura

( 4 ) Au = . ±  M [ A # f ( x  +  0, Ax) ,  A x f ( x  -1- 02 A#)],

ou, ce qui revient au même,

( 5 ) ^  = ± M [ / ( æm- 0, A x ) , f { x +  02 Ax)];

puis, en faisant converger Ax vers la limite zéro, on en conclura

( 6 ) ' ^ = ± f ( x ) = ± y ,

et par conséquent

(7) ' d u = ±  y  dx.  *

Si maintenant on intègre l’équation (7) à partir de x  =  x„, on trouvera

(8) U —  dz f  y d x ,
dx,

puis, en désignant par U la valeur de u correspondant à x  =  X,

(9) · y d x .

La fonction u croissant par hypothèse avec l’abscisse x ,  il faudra évi

demment, dans les seconds membres des formules précédentes, réduire 

le double signe au signe -H-, lorsque l’ordonnée y  —f ( x )  sera positive,

0 ) Œuvres de Cauchy, S. II, T. III.
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et au signe — , dans le cas contraire. Dans le premier cas, les équa

tions (8) et (9) donneront

(10) . _ . ' u = f  y  dx,  ;

(11) D = T  7  dx.

Appliquons maintenant la formule (10) à quelques exemples.

Exemple /. — Si la courte proposée coïncide avec la circonférence 

de cercle décrite du rayon R, et représentée par l’équation

(12) ¿i?2 -t- R 2,

on trouvera, pour la valeur positive de y,

( 1 3 )  y =  \JW— x"-, 

et, par suite, la formule (10) donnera

' ■ /*x ____
(14) u — j  \l\k1 — x i dx.

•ro

Pour déterminer la valeur de l’intégrale qui précède, on posera

____  R2
1/R2— x^— t x  ou .a?2— -----v i +  i!

et l ’on en conclura

^y/ R*—  x'l d x  —  j ' t x  d x  —  -  tx* -j- i  J x " -  dt —  -  t x 2—  -  R t j ' - J —

—  -  lx"-'—  -  R 2 arc tanst  -+■  const. 
2 2

=: -x \J l\ % —  x'1—  -  R2 arctang
\/R2

x
const.

S i  m a i n t e n a n t  o n  p o s e ,  p o u r  p l u s  d e  s i m p l i c i t é ,  x 0 —  o ,  o n  t i r e r a  d e  

l a  f o r m u l e  ( i 4 ) >  e n  a t t r i b u a n t  à  l a  v a r i a b l e  oc u n e  v a l e u r  p o s i t i v e ,

1 u = -x \fR ?— ^2-t--R 2("—— arctang^———
< i5ï ), 2 2 \ 2 - . ob

=  ; * V K - - * !+ ) R 'a ret a n g ^ § = ,

Œ u v r e s  d e  C .  —  S .  I I ,  t .  V . 55
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ou, ce qui revient au même,

(1 6 ) iu — -¿cy *f a
1 ¿17

- R *  a r c  t a n g  —  ·2 y  '

Il est facile de vérifier directement l’équation (16). En effet, dans le 

c e rcle  re p ré se n té  p ar l ’é q u a tio n  ( 1 2 ) , l ’a n g le  c o m p r is  e n tre  le  rayon
dirigé dans le sens des y  positives et le rayon mené du centre au point 

(,x , j )  a p o u r  m e su r e  l ’e x p r e s s io n  arc ta n g  y  D o n c  l ’arc  de c e r c le  et · 

le secteur circulaire qui correspondent à ce même, angle sont équi

valents aux produits

xRare tan g -i
y

I X-  R. R arc tang -  : 
$ “ 0 y

r x-  R5 arc tang1  ·
2 0 y

Or, si à l’aire du secteur on ajoute celle du triangle rectangle construit 

avec l’abscisse x  et l’ordonnée y, c’est-à-dire le produit- x / ,  il est

c la ir  q u ’ on o b tie n d r a  p o u r so m m e la  s u r f a c e «  c o m p r is e  e n tre  l ’a rc  de  
cercle, l’axe des x ,  l ’axe des y  et l ’ordonnée y.

Si, dans la formule (16), on suppose a? =  R, il faudra supposer en 

même temps ^  =  0, et la valeur de u, réduite à

(1 7 )

représentera la surface du quart de cercle. Donc la surface du cercle 

entier aura pour mesure le produit '

(1 8 ) ' ttR5, · ■ . ·

a in s i q u ’ 011 le  d é m o n tre  en g é o m é tr ie .

E xem p le  I I .  — Considérons l’ellipse construite avec les axes 2a , 2b, 

et représentée par l’équation

( ' 9 )
x 2 r ! _ _ u ---
a2 ^  b2 1.

On trouvera, pour la valeur positive de y ,

■ -\Ja2— x 2. 
a ’

( 2 0 )
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P a r  s u i t e ,  l a  f o r m u l e  ( 1 0 )  d e v i e n d r a

(2 r ) u  =  —  /  J a l >—  o c '1 d x .

«J*.

O r ,  e n  c o m p a r a n t  c e t t e  d e r n i è r e  à  l ’ é q u a t i o n  ( 1 4 ) ,  o n  r e c o n n a î t  i m m é 

d ia te m e n t q u e  l ’aire  c o m p r is e  en tre  l ’ e llip s e  p ro p o sé e , l ’ a x e  d es x  et
d e u x  o r d o n n é e s  c o r r e s p o n d a n t  a u x  a b s c i s s e s  x 0, x ,  e s t  l e  p r o d u i t  d u  

b
ra p p o rt -  p ar l ’a ire  q u ’on o b tie n d r a it en  s u b s titu a n t à l ’e llip s e  u n e

c i r c o n f é r e n c e  d é c r i t e  s u r  l ’ a x e  2 a  c o m m e  d i a m è t r e .  S i  l ’ o n  p o s e ,  p o u r  

p l u s  d e  s i m p l i c i t é ,  x 0 o ,  e t  l ’ a b s c i s s e  x  p o s i t i v e ,  l ’ a i r e  c o m p r i s e

e n tre  l ’ a x e  d es x  e t la  c ir c o n fé r e n c e  d o n t il s ’a g it  sera, e m v e r tu  d e la  

f o r m u l e  ( .1 0 ) ,

( 2 2 )  .
X

-  xsjc£l — x 1 h—  a- arclang —_____
•2 2 - °  y/a2— **

On aura donc .

I b
( 2 3 )

o u , ce  q u i r e v ie n t âu m ê m e ,

u —  ■----x\Ja?—  ce1 -\—  ab arc tans -
2 a 2 sja1 — æ*

, », ' I 1 , , b x(2 4 ) u — - x y  h- - ab arc tang —  ·

Si·, de la  su rfa ce  u, on r e tr a n c h e  la  su rfa ce  d u  tr ia n g le  r e c ta n g le  c o n s tr u it  
s u r  l ’ a b s c i s s e  x  e t  l ’ o r d o n n é e  y ,  c ’ e s t - à - d i r e  l e  p r o d u i t  - x y ,  l e  r e s t e ,  

s a v o ir , ; . '

(25) 1 u i  b x
— ab arc tang—  ou
2 · ay-

x

1 ■ , . \a /
-  ab arc tang

r e p r é s e n t e r a  é v i d e m m e n t  l e  s e c t e u r  e l l i p t i q u e  c o m p r i s  e n t r e  l e  r a y o n  

d i r i g é  d a n s  l e  s e n s  d e s  /  p o s i t i v e s  e t  l e  r a y o n  m e n é  d u  c e n t r e . a u  p o i n t  

( x ,  y ) .  A jo u to n s  q u e  la  su rfa ce  d u  q u a rt de l ’ e llip s e  sera  la  v a le u r  d e  u 

o u  d e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 2 0 ) ,  c o r r e s p o n d a n t  à  x  =  à, y  =  o .  D o n c  c e t t e  

s u r f a c e  a u r a , p o u r  p r o d u i t

- r * ·  . .
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o t  c e l l e  d e  l ’ e l l i p s e  e n t i è r e  s e r a  

(26) nab.

E xem p le III.  —  C o n s i d é r o n s  l ’h y p e r b o l e  r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ u n e  d e s

é q u a t i o n s

(27)

l

111

*5i 1«

(28)
y 3 , x 3

■ b3 ~ ^ 3 ~ 1 '

a  e t  b é t a n t  d e u x  q u a n t i t é s  p o s i t i v e s .  O11 t r o u v e r a ,  p o u r  l a  v a l e u r  

p o s i t i v e  d e  y ,

(29) y  =  ^ v/« 2=f «2·

P a r  s u i t e ,  l a  f o r m u l e  ( 1 0 )  d o n n e r a

£ /*x ____
( 3o) u =  — \ \Jx3-̂ : a3 dx .

a J xt

P o u r  d é t e r m i n e r  l a  v a l e u r  d e  l ’ i n t é g r a l e  q u i  p r é c è d e , ' o n  f e r a  

\Jx3^i a3 —  tx ,· x 3 —  ±.
1 —  t-

e t  l ’ o n  e n  c o n c l u r a  .

J '\ j x 3^  a 2 d x  — J ' t x d x  —  ^ tx*  —  ^ ^ x 3 dt —  ^ t x 3^:  ̂a3 J "  ̂ __-p

2 ^ 8  V 1 —  t
const.

=  +OODSU
2 8 \ x  —  \Jx3 + a 3/

S i  l ’ o n  c o n s i d è r e  e n  p a r t i c u l i e r  l ’ h y p e r b o l e  ( 2 7 ) ,  d o n t  l ’ a x e  r é e l  e s t  2 a, 

e t  s i  l ’ o n  p o s e  x 0 —  a ,  e n  a t t r i b u a n t - à  a? u n e  v a l e u r  p o s i t i v e ,  o n  t i r e r a  

d e  l ’ é q u a t i o n  ( 3 o )

1 b ------ - /1 x  \jx2—  a 2
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ou, ce qui revient au même,

, ,  .  I  i  i  i l  a  b
(62) . u  —  - x y  —  -t ab l \ ---------

2 J 4 l # · j
\ a  è

Telle est la valeur de l’aire comprise entre l’axe des abscisses, l ’ordon

née y  et l ’arc d’hyperbole dont les deux extrémités coïncident, d’une 

part, avec le sommet de la courbe correspondant à 'x =  a, de l’autre, ' 

avec le point (x , y)\ Si l ’on retranche cette aire de la surface du triangle 

rectangle construit avec les coordonnées x , y, le reste, savoir,

représentera le secteur hyperbolique compris entre le rayon dirigé dans 

le sens des x  positives et le rayon mené du centré au point (x , y ). 

Dans le cas où ce dernier point s’éloigne à une distance infinie de 

l’origine des coordonnées, l ’expression (33) ou la surface du secteur 

devient elle-même infinie. Ajoutons que, si l’on désigne par yj les 

coordonnées de l’asymptote qui s’approche indéfiniment de l’hyperbole 

prolongée du côté des x  et y  positives, on aura ·

(3 4 )' ■ ' ¡ H ' ! ’

Donc, en supposant -q — y , on trouvera

Y  __ i  
b a

et l ’on réduira l’expression ( 33) ou la surface du secteur hyperbolique 

à la forme .

(35)' - a b l (  a
X  ·

l a b d ^ z l
2 \ a

Donc cetle surface est équivalente, au signe près, à  la moitié du produit 

des demi-axes a et b par le logarithme hyperbolique du rapport qu’on
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obtient en comparant à la moitié a de l ’axe réel la longueur æ — % 

comptée, sur une parallèle à cet axe, entre la courbe et son asymptote. 

Si l ’on considérait une hyperbole équilatèrc représentée par l’équation

(36) x * - y * ~  R2,

la surface du secteur hyperbolique,‘ou l’expression (33), se réduirait à

(37) - R s/
a

or-y y

Si la même hyperbole était rapportée non plus à ses axes, mais à ses 

asymptotes,' son équation deviendrait

(38) ou .

et l ’on tirerait de l’équation (io )

< *> ' = ) « '< ! ) ■ '

Exemple III. — Si l’on considère la parabole représentée par 

l’équation

(40) y ' — i p x ,

la valeur positive de y  sera · . ’

(41) · ■ y =  ( * p ) ï x i ,

et l ’on tirera de l’équation (io ), en supposant, pour abréger, x # =  o,

(42) u='(np)tJ  ̂ x* dx =  |  (2p)1æi,

ou, ce qui revient au même,

(43) . u — ^xy.

Ainsi, l ’aire comprise entre l ’axe de la parabole, un arc de cette courbe 

qui a le sommet pour‘origine, et une coordonnée perpendiculaire à l ’axe, 

est égale aux deux tiers de la surface du rectangle circonscrit. On peut
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en conclure immédiatement que l’aire comprise entre l ’arc de la para

bole, la tangente menée par le sommet, et une droite parallèle à l ’axe, a 

pour mesure le tiers de la surface du rectangle dont il s ’agit.

Exemple IV. — Si l ’ón considérela courbe représentée par l’équation

(44) , y =  k x a,

A et a étant deux constantes réelles, on tirera de la formule (io ), en 

supposant, pour abréger, x„ o,

(4 5 )  · u —  k f  x a d x  — ——— ' x a+l,
y * .  a +  t-

ou, ce qui revient au même,

(46)

Si l’on suppose la constante a positive, l’éqüation (44) représentera 

une parabole du degré a, dans laquelle le sommet ou le point d’in- 

iloxion coïncidera précisément avec l’origine et la tangente menée par 

le sommet avec l’axe, des x ,  ou avec l’axe des y , suivant que l’on aura 

af>  i o u a < i .  Cela posé, on déduira de la formule ( 46) les deux 

propositions suivantes :

Dans toute parabole dont le degré surpasse l ’unité, la surface comprise 

entre un arc compté à partir du sommet ou du point d ’ inflexion,· la 

tangente menée par ce point, et une droite perpendiculaire à cette tan

gente, est à la surface du rectangle circonscrit comme l ’unité au nombre 

i ■+■  a. '  '

Dans toute parabole dont le degré a reste inférieur à l'unité, la sur

face comprise entre un arc compté à partir du sommet ou du point d ’ in

flexion, la tangente menée parce sommet, et une droite perpendiculaire 

à cette tangente, est à la surface du rectangle circonscrit comme le 

nombre a au nombre a H- i .

Si l’on supposait a — 2, la courbe (44) deviendrait une parabole du

x y  

a + 1
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second degré, et la formule (46), réduite à

(47) u — g ocy,

exprimerait la proposition énoncée à la fin de l’exemple III.

Si l ’on supposait a =  i,  la courbe ( 44) so changerait en une droite 

passant par l’origine, et la formule (46), réduite à

indiquerait que l’aire du triangle construit avec l’abscisse a?, et l ’or

donnée y  est la moitié de l’aire du rectangle qui a la même base et la 

même hauteur. · . '

Exemple V. — Si l’on considère la logarithmique représentée par 

l’équation . '

( 4 8 )  . ,  y  =  a l x ,

dans laquelle a désigne une constante positive, on tirera de· la for

mule (io ), en supposant æ0 — t et x  >  i ,

(49) I x d x .

D’ailleurs on trouvera, en intégrant.par parties,

'j  l x  d x  —  x l x  —  J d x  —  x  l x  — x  +  const.

On aura donc

(5o) : a ( x l x  —  X  H- i ) .

Telle est la surface comprise entre un arc de logarithmique compté 

à partir du point où cette courbe coupe l’axe des abscisses, ce même 

axe, et l’ordonnée correspondant à l’abscisse x . Si le point (x , y )  

s’éloigne à une distance infinie de l’origine, la surface dont il s’agit 

deviendra elle-même infinie.

Si l ’on voulait déterminer l’aire comprise entre le demi-axe des y  

négatives, la partie de la logarithmique qui a ce demi-axe pour asymp-
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t o t e  e t  l ’ a x e  d e s  x ,  i l  f a u d r a i t  r e c o u r i r  à  l ’ é q u a t i o n  ( 9 ) ,  r é d u i r e ,  d a n s  

c e t t e  é q u a t i o n ,  l e  d o u b l e  s i g n e  q u i  a f f e c t e  l e  s e c o n d  m e m b r e  a u  s i g n e  — , 

e t  p o s e r  e n  o u t r e  x 0 =  0 , X  =  1 . E n ,  o p é r a n t  a i n s i ,  e t  o b s e r v a n t  q u e  

l e  p r o d u i t  x  I x  s ’ é v a n o u i t  a v e c  l a  v a r i a b l e  x ,  c o n f o r m é m e n t  à  l a  r e 

m a r q u e  f a i t e  d a n s  l a  s e p t i è m e  L e ç o n  d e  Calcul infinitésim al, o n  t r o u v e r a ,  

p o u r  v a l e u r  d e  l ’ a i r e  d e m a n d é e ,

(51) U = — a f l x d x  =  a,
t/0 - .

C e t t e  a i r e  n ’ e s t  d o n c  p a s  i n f i n i e ,  c o m m e  l a  s u r f a c e  r e n f e r m é e  e n t r e  u n e  

h y p e r b o l e  e t  s o n  a s y m p t o t e ;  m a i s  e l l e  e s t  é q u i v a l e n t e  a u  n o m b r e  a ,  

c ’ e s t - à - d i r e  q u e  c e  n o m b r e  r e p r é s e n t e  l a  l i m i t e  v e r s  l a q u e l l e  c o n v e r g e  

s a n s  c e s s e  l ’a i r e  c o m p r i s e  e n t r e  l ’a x e  d e s  x ,  l a  l o g a r i t h m i q u e  p r o l o n g é e  

d u  c ô t é  d e s  y  j i é g a t i v e s ,  e t  u n e  o r d o n n é e  d e  l a  m ê m e  c o u r b e ,  t a n d i s  

q u e  c e t t e  o r d o n n é e  s ’ a p p r o c h e  i n d é f i n i m e n t  d e  l ’ a x e  d e s j .

S i  l ’ é q u a t i o n  d e  l a  l o g a r i t h m i q u e  é t a i t  p r é s e n t é e  s o u s  l a  f o r m e

X
( 5 2 )  y  —  en,

♦
o n  t i r e r a i t  d e  l a  f o r m u l e  ( 1 0 )

s>X OC / X £n\
( 5 3 )  u =  ( e" d s  =  a \e n —  e" J.

Jx,

E n  p r e n a n t ,  d a n s  l ’ é q u a t i o n  p r é c é d e n t e ,  p o u r  l i m i t e s  d e  l ’ i n t é g r a t i o n ,  

x 0 =  —  00, x 0 =  0 , o n  r é d u i r a i t  l a  f o n c t i o n  u à  l ’ a i r e  U  d é t e r m i n é e  

p a r  l a  f o r m u l e  ( 5 1 ) .  - . '

E x e m p le  V I. —  S i ,  e n  s u p p o s a n t  l a  c o n s t a n t e  a  p o s i t i v e ,  o n  c o n s i 

d è r e  l a  c h a î n e t t e  r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ é q u a t i o n

( 5 4 ) y —  a

X
ea H- e 

2

X
a

e t  s i  l ’ o n  f a i t ,  p o u r  a b r é g e r ,  x 0=  0 , o n  t i r e r a  d e  l a  f o r m u l e  ( 1 0 )

( 5 5 )

X

u — a2ea— e
X
a
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Toile est la surface comprise entre Taxe des abscisses, la chaînette et 

les deux ordonnées a, y  correspondant aux deux variables o et x. 

D’ailleurs, si l ’on désigne par s l ’arc renfermé entre ces deux ordonnées, 

on aura (voir la première Leçon)

(56 ) s — a-
ea —  e

Par conséquent, la formule ( 55) donnera 

(57) u —  as.

Donc Y aire comprise entre l ’arc des abscisses, l ’arc s compté sur la chaî

nette à partir du point le plus bas, et les deux ordonnées extrêmes de 

cet arc, est équivalente à l ’aire du rectangle qui aurait pour base l ’arc s, 

et pour hauteur l ’ordonnée du point le plus bas.

Dans plusieurs cas, on facilite l’évaluation des aires u et U en rem

plaçant, dans les formules (8), (9), (10) et (11), la variable x  par une 

autre variable. Concevons, pour fixer les idées, que l’aire u soit com

prise entre Taxe des a; et la cycloïde décrit^par un cercle dont le rayon 

est R, et représentée par les équations

( 5 8 ) x  —  R(w —  sinoü), y  =  R ( i  — cosw)

que nous avons obtenues dans la seconde Leçon du Tome I. On aura

• d x — yd<ù,

et l’on tirera de l’équation ( u ) ,  en désignant par w0 la valeur de co 

correspondant à x  =  x 0,

(69) y 2 d(ù =  R 2 / (1 —  cosco)2£&ü.
W0 ^0

Si l’on veut que l’aire u commence à l ’origine des coordonnées, il 

faudra poser co0 =  o, et la formule (5g) donnera

(6°) J/ntO 1 -tû
(i —  COS«)2 î/w =  R 2 / ' (i —  2 COS W 4- C0S2w) d(ù.

» 1 , d 0
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' Ori a d’ailleurs
. I+COS2M

• cos2w = --------------2
On trouvera, par suite,

(61)' ----2 COS CO -l·- -  CO S 2 632 2
dtù,

ou, ce qui revient au même,

(62) u =  R 2 —  2 sm&> -+- ^ sinau^,

Comme, dans les équations précédentes, co représente l ’angle que décrit 

en-tournant le rayon du cercle générateur de la cycloïde, il est clair 

qu’il suffira de poser co =  2t: pour déduire de la formule (62) l’aire 

comprise entre l’axe des x  et la première branche de cycloïde. Donc, 

si l ’on désigne par U cette aire, on aura

( 6 3 ) U =  3 riR!.

On peut donc affirmer que l ’aire comprise entre la base d ’un cycloïde et 

l'une des branches de celte courbe est équivalente au triple de la surface 

du cercle générateur.

Concevons à présent que u désigne l’aire comprise, d’une part, entre 

deux courbes planes représentées par les équations

(64) y —  î(æ),

( 6 5 ) ' y  =  F(œ),

et, d’autre part, entre les ordonnées correspondant aux abscisses x 0, x . 

Si l’on attribue à l ’abscisse x  un accroissement très petit Ax, l ’aire u 

recevra un accroissement analogue représenté par Au. Cela posé, 

soient (/>), ( q) les deux points de la courbe (6/j), et (r), (s) les deux 

points de la courbe (65) qui répondent aux abscisses x ,  x  Ax. 

Admettons d’ailleurs que, pour ces mêmes abscisses et pour toutes les. 

abscisses intermédiaires, la différence

(66) * ■ · F ( x )  —  f(;r)

reste positive. Enfin désignons par ô et 0  deux nombres variables, mais
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Yenfermés entre les limites o et i . Les ordonnées de deux points choisis 

arbitrairement sur les arcs pq, rs, pourront être représentées par .

( 67) ï {x- ^ -QAx) ,  F ( ; r - t - 0  A;c),

et si l’on nomme a l’aire du rectangle compris, d’une part, entre- les 

parallèles menées par ees deux points à l ’axe des x ,  d’autre part, entre 

les ordonnées correspondant aux abscisses x , x  -h Ax, on trouvera

(68) 8 =  Aîc[ F ( æ +  0A®) —  f(,r +  0 A#)]·

Or, l’aire a du rectangle sera évidemment supérieure à l ’aire Au de la 

surface pqrs, si le rectangle est circonscrit à cette même surface, c’est- 

à-dire si les valeurs assignées aux nombres 0 et 0 fournissent la plus 

grande valeur possible de l’ordonnée F(a; -t- 0  Ax),  et la plus petite' 

valeur possible de l’ordonnée f(ic -f- 0 Ax).  Au contraire, l’aire a de

viendra évidemment inférieure à Au, si le rectangle est inscrit à la 

surface, c ’est-à-dire si les valeurs assignées aux nombres 0 et 0 four

nissent la plus petite valeur possible de l’ordonnée F(a? +  ©A#) et la 

plus grande valeur possible db l’ordonnée f(a> -1- 6 A.r). Donc, pendant 

que l’on fera varier ô et 0 entre les limites 0 et 1, la différence

(69) A u — 8 =  Au — A# [F  (a? -h 0  Ax)  - f ( j  +  fl Aa?)]

s

sera tantôt positive, tantôt négative. Il est aisé d’en conclure que, si 

f(x )  et F(æ) représentent des fonctions continues de x,  on pourra 

choisir les nombres 0 et © de manière à vérifier l’équation

( 70) A¿̂  =  Ax [ F ( æ.· -h 0  Ax)  — î(x  -b 0 A,r)].

En effet, si la différence (69) obtient une valeur négative dans le cas 

où l’on a 0 =  Q0, 0 =  0O, et une valeur positive dans le cas où l’on 

a 0 =  0,, 0 =  0 ,, pour faire passer cette différence de la première 

valeur à la seconde, il suffira de poser

(71) 8 — 9l+ ( 9l — 80)t, 0 =  0O+ ( 0 1— 0o)£,'

puis de faire varier t entre les limites t =  0, z =  1. Or il est clair que 

l’expression (69), se trouvant alors transformée en une fonction con-
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tinue de t, ne pourra passer du positif au négatif sans devenir nulle 

dans l’intervalle, pour une valeur de t qui sera comprise entre les 

limites o, i ,  et à laquelle correspondra une valeur de chacun d.es 

nombres ô, 0, comprise entre les mêmes limites. .

L’équation (70) étant vérifiée, on en tirera, en divisant les deux 

membres par A x ,

(72) ( ^  =  [F(® +  0 i ^ )  - i ( x  +  6 Ax)].

Si, dans cette dernière formule, on fait converger A x  vers la limité zéro, 

on trouvera

(73) g = F ( * ) - f ( t f ) ,

ou, ce qui revient au même,

(74) d u = [ ¥ ( x ) —  î ( x ) ] d x .

L’équation (74) suppose que, dans le voisinage de l’abscisse x,  la diffé

rence F(a?) — f(ic) est positive. Si cette condition n’était pas remplie, 

l ’équation (74) devrait être remplacée par la suivante :

(75) du =  F( #)]  dx.

On aura donc généralement

(76) du =  ±  [F(a?) —  f (^)]  dx,

le double signe devant être réduit au signe -+■  ou au signe — , suivant 

que la différence F (* )  — î ( x)  sera positive ou négative. Si, pour 

abréger, on désigne par

(77) f { x )  —  ± { F { x ) ~  f (>)]

la valeur numérique de la différence (66), la formule (76) deviendra

(78) d u = f ( x ) d x ,

et l ’on en conclura, en intégrant à partir de x  =  x 0,

U—J '  f ( x )dx·( 7 9 )
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Enfin, si l ’on nomme U l’aire comprise, d’une part, entre les 

courbes .(64) et ( 65), d’autre part, entre les ordonnées correspondant 

ayx abscisses a;0, X, U sera évidemment la valeur do u correspondant 

à x  =  X, et l’on aura en conséquence

(8o) dx.

«

Les équations (79) et (80) sont entièrement semblables aux for

mules (10) et (11). Seulement, dans ces équations, f { x )  ne représente 

plus l’ordonnée d’une seule courbe, mais la longueur de la section 

linéaire faite, dans la surface U ou u, par un plan perpendiculaire à l’axe 

des x  et correspondant à l ’abscisse x.  Cette longueur est ce qu’on 

pourrait appeler Xordonnée de la surface u ou U. Elle est toujours équi

valente à la valeur numérique de la différence entre les ordonnées des 

deux courbes qui limitent cette même surface.

Si les courbes ( 64) et ( 65) se coupent en deux points différents, et si 

l’on suppose que, dans la formule (80), cc0, X représentent les abscisses 

(je ces mêmes points, l ’aire désignée par U sera celle qui se trouve 

renfermée entre les deux courbes. Il en serait encore de même si les 

deux courbes se touchaient aux points qui ont pour abscisses x 0 
et X. Enfin il pourrait arriver que

y  =  f ( x ) ,  y  =  F ( x )

fussent deux valeurs de y  tirées d’une seule équation

(81) § { x , . y )  =  o
«

propre à représenter une courbe fermée de toutes parts. Alors, pour 

déduire de la formule (80) la surface limitée par cette courbe, il suffi

rait de remplacer x 0 et X par la plus petite et la plus grande des 

abscisses qui correspondent aux différents points de la courbe, ou, ce 

qui revient au même, par les abscisses des deux points de l’axe des x  

qui comprennent entre eux la projection de la courbe sur cet axe. Le 

plus ordinairement ces abscisses appartiendront aux points de la courbe
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.où la tangente devient parallèle à l ’axe des y. Néanmoins, le contraire 

. pourrait avoir lieu, si la courbe représentée par l’équation (81) offrait 

des points saillants ou des points de rebroussement.

Pour montrer une application des principes que nous venons d’éta

blir, supposons que l’on demande l’aire comprise dans la courbe fermée 

à laquelle appartient l’équation

(82) 1,

m étant un nombre entier quelconque. Cette équation, résolue par 

rapport à l ’ordonnée y, fournira deux valeurs de cette ordonnée, savoir

L  —
( 83 ) y  —  —  (1 —  m, y  —  ([ —

et la différence entre ces deux valeurs sera ' ,

(84) J f ( x )  =  2 ( 1 —  x l my m.

De plus, comme on tirera de l’équation (82)

( 8 5 )
dy_
d x

il est clair que la tangente à la courbe deviendra parallèle à l’axe des y, 

quand on aura y  =  0, et par conséquent x  =  — 1 ouæ  =  +  i. Il est 

d’ailleurs facile de s’assurer que les deux valeurs précédentes de 

l’abscisse x  sont la plus petite et la plus grande de toutes celles qui 

correspondent aux différents points de la courbe (82). Cela posé, on 

trouvera pour l’aire demandée

(86) Y mdx.

La valeur précédente de U peut encore être présentée sous la forme
0

(87) · ’ U =  4 /  (i  —  x imf ™ d x .
j  0

Si l’on suppose en particulier m =  i,  la courbe (82) se trouvera ré

duite à un cercle dont le rayon sera l ’unité, et l’on aura, comme on
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( l e v a i t  s ’y  a t t e n d r e ,

U  —  7T.

S i ,  à  l a  c o u r b e  ( 8 2 ) ,  o n  s u b s t i t u e  c e l l e  q u e  r e p r é s e n t e  l ’ é q u a t i o n

( 88)

2 m 2  m
Xin + 1 yin-hl —  1 f

a l o r s ,  e n  o p é r a n t  t o u j o u r s  d e  l a  m ê m e  m a n i è r e ,  o n  t r o u v e r a  p o u r  l ’ a i r e  

c o m p r i s e  d a n s  l ’ i n t é r i e u r  d e  l a  c o u r b e

(89)

2n + l 
2 m \ 2 m 

x î" + l)  cfx .

M a i s ,  e n  s u p p o s a n t  l e  n o m b r e  m i n f é r i e u r  o u  t o u t  a u  p l u s  é g a l  à  n,  o n  

r e c o n n a î t r a  q u e  l e s  a b s c i s s e s  —  1 e t  + 1  a p p a r t i e n n e n t  à  d e s  p o i n t s  

d e  r e b r o u s s e m e n t  d e  l a  c o u r b e  o ù  l a  t a n g e n t e ,  a u  l i e u  d ’ ê t r e  p a r a l l è l e  

à  l ’ a x e  d e s  y ,  d e v i e n t  p a r a l l è l e  à  l ’ a x e  d e s  x .

S i  l ’ o n  p r e n a i t  e n  p a r t i c u l i e r  m =  1 , o n  t i r e r a i t  d e  l a  f o r m u l e  ( 8 9 )

in+l 2 n-hi

(90) U =  2 f  (1 —  x 2n+>) d x ~   ̂ f  (1 —  a>în+') d x .
«A>

P o u r  d é t e r m i n e r  l a  v a l e u r  p r é c é d e n t e  d e  U ,  i l  s u f f i t  d e  p o s e r

(91) x  =  sin2n+1(p.

E n  e f f e t ,  o n  a u r a  p a r  s u i t e

<92)

U  =  4 ( 2 «  +  

=  ( 8 «  +

n

i ) f  cos2,i+2œ sin2re9 d(f

it

COS2/H"20>(l cos2cp)/l dy, .

p u i s ,  e n  d é v e l o p p a n t  l a  p u i s s a n c e  ( T — c o s 2ç ) ra, e t  a y a n t  é g a r d  à  l a  

f o r m u l e  ( 8 5 )  ,d e  l a  p r e m i è r e  L e ç o n ,  o n  t r o u v e r a

. ( 2 «  -4- 1 ) n i.3 .5 ...(2/H-3)

.(2/î-t-2) i 2.4.6.. .(2 n  -+- 4) 
n ( n — i) r .3 .5 . . .(2w +  5 ) *1

1.2 2.4 -6 .. . { 2 / 1  -+- 6) •••J'

U  =  ( 4 «  +  2)71
.3 . 5 ..

2 . 4 . 6 . ,
( 9 3 )
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S i  l ’ o n  s u p p o s a i t  à  l a  f o i s  m =  i  e t  tz =  i ,  l ’ é q u a t i o n  ( 8 8 )  s e  r é d u i r a i t  à

<9 4 ) æ * + y *  =  i, .

e t  l ’ o n  t i r e r a i t  d e  l a  f o r m u l e  ( 9 2 )

7T

(g5 ) V — 1 2 J '  (cos; <p —  cos6<p) d<p =  6 n (  ̂ 4  —  ^ 4 -4  ̂ =  t- t K =  ktt·
2 .4  2 . 4 - 6 2.4 8

I l  e s t  e n c o r e  e s s e n t i e l  d ’ o b s e r v e r  q u e  l a  f o r m u l e  ( 8 0 )  s u b s i s t e  d a n s  

l e  c a s  m ê m e  o ù  c h a c u n e  d e s  f o n c t i o n s  f ( x ) ,  F ( a ? )  c h a n g e r a i t  d e  f o r m e  

a v e c  l ’a b s c i s s e  æ ,  d e  m a n i è r e  à  r e p r é s e n t e r  s u c c e s s i v e m e n t ,  n o n  p a s  

l ’ o r d o n n é e  d ’ u n e  s e u l e  c o u r b e ,  m a i s  l e s  o r d o n n é e s  d e  p l u s i e u r s  c o u r b e s  

o u  m ê m e  d e  p l u s i e u r s  d r o i t e s  t r a c é e s  à  l a  s u i t e  l e s  u n e s  d e s  a u t r e s  

d a n s  l e  p l a n  d e s  x ,  y .  C o n c e v o n s ,  p o u r  f i x e r  l e s  i d é e s ,  q u e ,  l a  f o n c 

t i o n  F ( a ? )  é t a n t  l ’ o r d o n n é e  d e  l a  p a r a b o l e  r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ é q u a t i o n

(96) y - = i  —  i

l a  f o n c t i o n  î ( x )  s e  c o n f o n d e ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  n é g a t i v e s  d e  x ,  a v e c  

l ’ o r d o n n é e  d e  l a  d r o i t e  - ■ ·

( 9 7 ) y  — — x >J 2

e t ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  p o s i t i v e s  d e  x , a v e c  l ’ o r d o n n é e  d e  l a  d r o i t e

5

( 98 ) ' y ~ i æ· ■

A l o r s ,  o n  a u r a ,  p o u r  # < o ,

( 9 9 ) . / ( t f ) = : l  —  ^X,

e t  p o u r  x~y>o,
5

(100) —  x 1 —  g « .

D e  c e s  d e u x  v a l e u r s  d e  f ( o s )  l a  p r e m i è r e  s ’ é v a n o u i t  p o u r  x  —  —  e t  . 

l a  s e c o n d e ‘p o u r  x  =  | ·  C e l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  v e u t  d é t e r m i n e r  l ’a i r e  c o m 

p r i s e ,  d u  c ô t é  d e s  y  p o s i t i v e s ,  e n t r e  l a  p a r a b o l e  ( 9 6 )  e t  l e s  d r o i t e s  ( 9 7 ) ,
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( 9 .8 ) ,  il su ffira de p re n d re , d a n s la  fo rm u le  ( 8 0 ),
#

_  1 V  _  2
— “ â* X - 3 ’

p u is  d ’a vo ir  é g a rd  a u x  é q u a tio n s  ( 9 9 ) e t ( 1 0 0 ) .  E n  o p é ra n t de c e tte  

manière on trouvera

U =  f  /(¿¡?) d x  —  f  f { x ) d x - \ - f f ( x ) d x  J 1 J ' 1 J„
(101)

x*  H- -  x  ) d x  -+-
Î V * ' -

x  ) d x ,

et, par conséquent,

(102) U =  -
2

1 3 2

24 16 +  3
8 5 _  847

81 27 1296

On déduirait avec la même facilité, de la formule (80), l’aire comprise 

dans un polygone convexe qui aurait pour côtés des portions de droites 

ou .même des arcs de courbes.

Concevons enfin que la surface U se compose de plusieurs parties 

tellement disposées que la section linéaire faite dans cette surface, par 

un plan perpendiculaire à l’axe des x et correspondant à l’abscisse x 
se transforme en un système de plusieurs longueurs distinctes repré

sentées par f\{x),fi{x),fî{æ) , . . . ,  et comprises, la première entre 

deux lignes données, la seconde entre deux autres lignes, etc. Si l’on 

admet toujours que cette surface soit limitée, dans le sens des x néga

tives et dans le sens des x positives, par les ordonnées qui corres

pondent aux abscisses xa et X, on aura encore

(80)

pourvu que l’on prenne

( io3 ) f { x ) = f i { x ) + / î { x ) + / 3{a:) + -----

La même remarque s’applique au cas où la surface U serait comprise
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dans une courbe fermée qui se replierait sur elle-même, de manière 

à être rencontrée en plus de deux points par les ordonnées correspon

dant à certaines abscisses. Alors l’équation de la courbe, résolue par 

rapport à l’ordonnée y ,  fournirait, pour chaque valeur de x ,  un nombre 

pair des valeurs réelles de cette ordonnée; et, après avoir rangé ces 

valeurs réelles par ordre de grandeur, il suffirait de retrancher succes
sivement la première delà deuxième, la troisième de la quatrième, etc., 

pour obtenir les quantités ci-dessus désignées par /,(# ), f 2(æ)> · · · ,  

c’est-à-dire les quantités dont la somme serait précisément la section 

linéaire / ( x ) ·

Après avoir expliqué comment on parvient, dans tous les cas, à 

évaluer la section linéaire faite dans une surface quelconque par un 

plan perpendiculaire à l’axe des x, nous allons établir quelques propo

sitions qui sont d’une grande utilité dans la quadrature des surfaces 

planes.

Théorème I. —  Si les sections linéaires faites, dans deux surfaces 

planes, par un système de plans parallèles les uns aux autres, sont entre 

elles dans un rapport constant, les deux surfaces seront entre elles dans le 

même rapport.

Démonstration. — Supposons les différents points de chaque surface 

rapportés à deux axes rectangulaires des x  et y,  qui soient compris dans 

le plan de cette même surface, et dont le second soit de plus renfermé 

dans l’un des plans parallèles'que l’on considère. Si Ton nomme f ( x )  

et f x )  les sections linéaires faites dans les deux surfaces par l’un de 

ces plans, savoir, par celui qui correspond à l’abscisse a?, on aura, par 

hypothèse,

( io4 ) . {{x  ) —  a f { x ) ,

a désignant un rapport constant. Soient d’ailleurs x„  et X les limites 

entre lesquelles x  doit rester comprise, pour que le plam correspondant 

à cette abscisse et perpëndiculaire à Taxe des x  rencontre les deux 

surfaces. En vertu de la formule (80), la première surface sera évidem-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



452 A P P L I C A T I O N S  DU  C A L C U L  I N F I N I T É S I M A L ,  

ment mesurée par l’intégrale

j  f ( x ) d x ,
*"/‘r o

tandis que la seconde surface sera mesurée par l’intégrale
’ y

f  Ç( x ) dx .

Or, on tirera de l’équation (io 4 )

( iod) I f ( x ) d x — a f .  f ( x ) d x ,
J  JC* J  .Y *

et il est clair que cette dernière formule comprend le théorème énoncé.

Corollaire I. — Supposons que l’on trace, dans le plan des oc, y, deux 

courbes fermées dont la première soit représentée par l’équation

(106) $ ( x , y )  =  o,

et la seconde par une goitre équation de la forme

(107) S [ x , Ç \  =  o,

b désignant une quantité constante. Il est clair que, pour chaque valeur 

de l’abscisse x, on tirera des équations des deux courbes des valeurs 

correspondantes de y qui seront entre elles dans le rapport de 1 à b. 
Par suite, les limites xQ, X, entre lesquelles l ’abscisse x devra rester 

comprise, pour que l’ordonnée y conserve des valeurs réelles, ne varie

ront pas, quand on substituera la seconde surface à la première. De 

plus, si l’on désigne par

( I o 8 ) J o ,  / l ,  f l ,  f s ,  ■ ■ ■

, les diverses valeurs réelles de y que fournit l’équation (106) pour une 

abscisse donnée, celles que fournira, pour la même abscisse, l’équa-
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t i o n  ( 1 0 7 )  s e r o n t  é v i d e m m e n t

(109) b y 0, b y u b y t, b y if . . . .

S i  d ’ a i l l e u r s  o n  s u p p o s e  l e s  q u a n t i t é s  ( 1 0 8 )  r a n g é e s  p a r  o r d r e  d e  g r a n 

d e u r ,  l e s  l o n g u e u r s  p r é c é d e m m e n t  d é s i g n é e s  p a r  f i ( x ) ,  f a ( æ ) ,  · · ·  

s e r o n t  é v i d e m m e n t ,  p o u r  l a  c o u r b e  ( 1 0 6 ) ,

(no) M ^ ) = y % —yt,

e t  e n  c o n s é q u e n c e  l a  s e c t i o n  l i n é a i r e  f ( x )  d e  l a  s u r f a c e ,  c o m p r i s e  d a n s  

l ’ i n t é r i e u r  d e  c e t t e  c o u r b e  s e r a  d é t e r m i n é e  p a r  la ,  f o r m u l e

( m )  / ( ■ » ) = / !  —  7 3 - / 2  +  · · · ·

O n  t r o u v e r a  a u  c o n t r a i r e ,  p o u r  l à  s e c t i o n  l i n é a i r e  f ( x )  d e  l a  s u r f a c e  

c o m p r i s e  d a n s  l a  c o u r b e  ( 1 0 7 ) ,

(1 1 2 ) f(a?) =  b y t —  b y 0+  by3—  by2 +  . . . —  b{y¡.—  y 0 +  y 3 —  y% + ■ · ·)·

O n  a u r a  d o n c

(ti3 ) f O  ) =  b f ( x ) .

C e l a  p o s é ,  o n  c o n c l u r a  d u  t h é o r è m e  I q u e  l e s  s u r f a c e s  c o u r b e s  r e n 

f e r m é e s  d a n s  l e s  c o u r b e s  ( 1 0 6 )  e t  ( 1 0 7 )  s o n t  e n t r e  e l l e s  d a n s  l e  r a p p o r t  

d e  x à  b.

Corollaire II. —  E n  r a i s o n n a n t  c o m m e  o n  v i e n t  d e  l e  f a i r e ,  m a i s  

é c h a n g e a n t  l ’ u n e  c o n t r e  l ’ a u t r e  l e s  d e u x  o r d o n n é e s  x ,  y ,  o n  p r o u v e r a i t  

q u e  l e s  s u r f a c e s  c o m p r i s e s  d a n s  l a  c o u r b e  ( 1 0 6 )  e t  d a n s  c e l l e  q u i  a  

p o u r  é q u a t i o n

( n 4 )  '

s o n t  e n t r e  e l l e s  d a n s  l e  r a p p o r t  d e  l ’ u n i t é  à  l a  c o n s t a n t e  a .  A j o u t o n s  

q u ’ o n  o b t i e n d r a i t  é v i d e m m e n t  l e  m ê m e  r a p p o r t  e n  c o m p a r a n t  l ’ u n e  à  

l ’ a u t r e  l e s  s u r f a c e s  c o m p r i s e s  d a n s  l e s  d e u x  e o u r b e s j r e p r é s e n t é e s  p a r
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les deux équations 

(i ï 5 )

(116)

a l * .  f  1 =  0.

'(H-=-
Corollaire III. — Si l’on compare directement l’une à l ’autre les deux 

surfaces comprises dans les courbes (106) et (116), on conclura des 

corollaires I et II .qu’elles sont entre elles dans le rapport de l’unité au 

produit ab. On peut donc énoncer la proposition suivante :

T héorème II. — Pour déterminer l ’aire comprise dans une courbe plane 

fermée de toutes parts, et représentée par une équation de la forme

(” 7 ) =  o ,

il suffit de mesurer l ’aire comprise dans la courbe dont l ’équation serait 

(106) g ( x , y )  =  o,

et de multiplier cette dernière par le produit des deux constantes a et b.

Corollaire I. —  Si la courbe ( i i 6 )  se réduit à l’ellipse (19), l’équa

tion (106) deviendra

(118) +  f  =  l

et représentera un cercle qui aura pour rayon l’unité. Or, l ’aire com

prise dans ce même cercle étant égale à u, on conclura du théorème II 

que l’aire de l’ellipse a pour mesure le produit

(26) tc ab j

ce que l’on savait déjà.

Corollaire II . — Si l’équation ( i i 5 ) se réduit à

( " 9 )

2 rn  2 m

a, b désignant deux quantités positives, et m, n deux nombres entiers, ·
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la courbe représentée par cette équation renfermera une surface qui 

aura pour mesure le produit de l’expression (93) par les deux con

stantes a et b.

Corollaire I II . —  D’après ce qu’on a dit dans la septième Leçon du 

Tome I, la développée de l’ellipse (19) est représentée par l’équation

(120)
x

dans laquelle A, B désignent deux quantités positives, déterminées 

par la formule
A a =  B b =  ±  (a2 —  è 2 ).

Or, on conclut du théorème I que la surface comprise dans cette déve

loppée est équivalente au produit des constantes A, B par la surface 

comprise dans la courbe (94)» et par conséquent à

(121) 3 A T> 3 (a 2 —  b-y  

ab

Corollaire IV . — Lorsque dans l’équation (117) on suppose b =  a, 

cette équation, réduite à la forme

(122) $ / - > — ') =  O,
' \ a  a J

représente une courbe sem blable  à la courbe (106), et dont les dimen

sions sont à celles de l’autre courbe comme le nombre a  est à l’unité. 

Cela posé, il résulte évidemment du théorème II que les aires comprises 

dans d e u x  courbes semblables sont entre elles com m e les carrés des dim en

sions de ces d e u x  courbes.

Nous terminerons cette Leçon en établissant un dernier théorème 

que l’on peut énoncer comme il suit :

T héorème III. — L e  rapport entre d e u x  surfaces plan es est toujours 

une quantité, m oyenne entre les diverses valeurs que peu t acquérir le 

rapport des sections linéaires fa ite s , dans ces d e u x  surfaces, p a r  un p la n  

m obile q u i demeure constam m ent parallèle à  un plan  donné.
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Démonstration. — Supposons les différents points do chaque surface 

rapportés à deux axes rectangulaires des x  et y, qui demeurent compris 

dans le plan de cette même surface, et dont le second coïncide avec 

la droite suivant laquelle elle est coupée par le plan donné. Soient 

d’ailleurs f(oc) et f(æ) les sections linéaires faites dans les deux sur

faces par le plan mobile et correspondant à l’abscisse x . Enfin admet

tons que ce plan ne puisse rencontrer l ’une des surfaces sans rencontrer 

l ’autre; et soient x 0, X les limites entre lesquelles l ’abscisse x  doit 

rester comprise pour que le plan mobile rencontre effectivement les 

deux surfaces dont il s’agit. Le rapport de l’une des surfaces à l ’autre sera

X

(1 2 3 )

D’ailleurs, si l ’on pose, pour abréger,

on aura

(1 2 5 )

(126)

âf ( « 0) = o ,  . F( . z 0) =  o,

$'{x)  =f(a.·),  Y' ( x)  = f ( æ ) ;

et la formule (1) de l’addition placée à la suite des Leçons sur le Calcul 

infinitésimal donnera

_  # ( X )  _  0 (X —  a?0)] _  f O o +  0 (X  —  «0)]

_  F ( X )  “ F ' [ > o + 0 ( X - * o ) ]  _ / [ ^ o + 0 ( X - ^ o ) ] ’

0 désignant un nombre inférieur à l ’unité. Or la fraction

f[a?a+ g ( X — > 0 ) ]

/ O o - t -  0 ( X  —  «0)]
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est évidemment l’une des valeurs que peut acquérir le rapport

J M
/(■ *)

des sections linéaires faites dans les deux surfaces tandis que a? varie 

entre les limites a?0, X, et par conséquent une quantité comprise entre 

la plus petite et la plus grande de ces mêmes valeurs. Donc la for

mule (127) entraîne le théorème III. Nous ajouterons que la for

mule (127) est renfermée dans l’équation ( i 3) de la vingt-troisième 

Leçon du Calcul infinitésimal(*). En effet, si l ’on remplace, dans cette

équation,/(îc), x(æ ) et o (x )  par f ( x ) , / ( x )  et j^ r y  011 cn tirera

(1 2 8 )

l

X

/(¿r ) dx
_1 (1 )

~  m ’

X désignant une valeur de x  comprise entre les limites x 0, X, c’est- 

à-dire une valeur de la forme x 0 -+- 0(X — x).

Si, pour certaines valeurs de l’abscisse, le plan mobile perpendicu

laire à l’axe des x  ne rencontrait plus que l’une des deux surfaces 

proposées, on pourrait encore démontrer, comme on vient de le faire, 

le théorème III. Seulement, il faudrait alors désigner par x„ et X  les 

limites entre lesquelles l ’abscisse x  devrait rester comprise pour que 

le point mobile rencontrât au moins l’une des deux surfaces, et consi

dérer chacune des sections linéaires f(x),  f(œ)  comme prenant une 

valeur nulle toutes les fois que la surface correspondante cesserait 

d’être coupée par le plan dont il s’agit.

Corollaire I. — Deux surfaces planes sont équivalentes lorsqu’un 

plan mobile, constamment parallèle à un plan donné, coupe ces deux 

surfaces suivant des sections linéaires qui restent toujours égales 

entre elles.

(*) QEuvrcs de Cauchr, S. II, T. IV, p.Jîig.

C E  titres d e  C . — S. Il ,  t .  V. 58
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O r  l a  l o n g u e u r  X  —  x^  r e p r é s e n t e  é v i d e m m e n t  l a  p r o j e c t i o n  l i n é a i r e  

d e  l a  s u r f a c e  ( 8 0 )  s u r  l ’ a x e  d e s  x ,  t a n d i s  q u e  / ( £ )  r e p r é s e n t e  u n e  

q u a n t i t é  m o y e n n e  e n t r e  l e s  s e c t i o n s  l i n é a i r e s  f a i t e s  d a n s  c e t t e  s u r f a c e  

p a r  u n  p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  a u  m ê m e /  a x e .  C e l a  p o s é ,  c o m m e ,  o n  p e u t  

p r e n d r e  p o u r  a x e  d e s  x  u n e  d r o i t e  q u e l c o n q u e  t r a c é e  à  v o l o n t é  d a n s  

l e  p l a n  d e  l a  s u r f a c e  q u e  l ’ o n  c o n s i d è r e ,  i l  e s t  c l a i r  q u e  l a  f o r m u l e  ( 1 2 8 )  

e n t r a î n e  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  :

ê

T h é o r è m e  I V .  —  Le rapport entre une surface p la n e et sa projection  

sur un a x e  tracé dans le p la n  q u i la renferme, est toujours une m oyenne  

entre les diverses longueurs q u i représentent les sections fa it e s  dans cette 

surface p a r  des plans perpendiculaires à  l ’ a x e  dont il s 'ag it.

Corollaire I L  —  S i ,  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 1 2 8 ) ,  o n  p o s e  f ( a ? )  =  1 , o n  

t r o u v e r a

e t ,  p a r  s u i t e ,  

O29)

X.
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TROISIÈME LEÇON.

QUADRATURE DES SURFACES COURRES.

Nous avons observé, dans la seizième Leçon du Tome I, qu’il paraît 

convenable de faire servir à la mesure de la longueur d’un très petit 

arc de courbe, passant par un point donné, la droite qui s’en rapproche 

le plus dans le voisinage du point dont il s’agit; et nous avons admis 

en conséquence qu’un très petit arc de courbe se confond sensiblement 

avec sa projection sur la tangente menée par un de ses points, c’est- 

à-dire que le rapport du petit arc à sa projection se réduit sensiblement 

à l’unité. Nous aurons recours, pour la quadrature des surfaces courbes, 

à un principe analogue; et nous ferons seryir à la mesure d’une 

petite portion de surface courbe, passant par un point donné, le plan 

qui se rapproche le plus de la surface dans le voisinage de ce point, 

en admettant qu'un élément de surface courbe dont les d e u x  dim ensions 

sont très petites se co n fo n d  sensiblement avec sa projection sur le p la n  

la n g en t m en é p a r  un de ses p o in ts;  c’est-à-dire que le rapport du  petit 

élément à sa projection se réduit sensiblement à l ’unité.

Ce principe étant adopté, considérons une surface dont l’équation en 
coordonnées rectangulaires se présente sous la forme

(0  . . z = f { x ,  7)*

Soit ( p )  le point de la surface qui a pour coordonnées ( x ,  y )  et t 

l’inclinaison en ce point, c’est-à-dire l’angle aigu compris entre le plan 

tangent mené par le point ( p )  et le plan des x ,  y .  Enfin, concevons 

que l’on projette sur ces deux plans un élément de surface désigné 

par o>, dont les deux dimensions soient très petites, et qui renferme le
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p o i n t . ( / ? ) .  S i  p a r  u n . p o i n t  q u e l c o n q u e  d e  l ’ é l é m e n t  co o n  m è n e  u n  

t r o i s i è m e  p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  a u x ' d e u x  p r e m i e r s ,  c e  t r o i s i è m e  p l a n  

c o u p e r a  l ’ é l é m e n t  s u i v a n t  u n  p e t i t  a r c  d e  c o u r b e ,  e t  l e s ·  d e u x  p r o j e c 

t i o n s  d e  l ’ é l é m e n t  s u i v a n t  d e u x  s e c t i o n s  l i n é a i r e s  q u i  s e r o n t  e l l e s -  

m ê m e s  l e s  p r o j e c t i o n s  d e  l ’ a r c  d o n t  i l  s ’ a g i t  o u  d e  l a  c o r d e  c o m p r i s e  

e n t r e  ses e x t r é m i t é s .  O r , . c b t t e  c o r d e  f o r m e r a  d e s  a n g l e s  t r è s  p e t i t s  

a v e c  l e s  p l a n s  t a n g e n t s  m e n é s  à  l a  s u r f a c e  p r o p o s é e  : i ° p a r  l ’ u n e  d e s  

e x t r é m i t é s  d e  l ’ a r c ,  2° p a r  u n  p o i n t  t r è s  v o i s i n ,  p a r  e x e m p l e  p a r  l e  

p o i n t  ( p ) .  D ’ a i l l e u r s , ' s i  l ’ o n  n o m m e  S l e  d e r n i e r  d e  c e s  a n g l e s ,  c e l u i  q u e  

f o r m e r a  l a  m ê m e  c o r d e  a v e c  l e  p l a n  d e s  x ,  y  s e r a  é v i d e m m e n t  t  ±  S;  

e t ,  p a r . s u i t e ,  l e s  d e u x  p r o j e c t i o n s  d e  l a  c o r d e ,  o u  l e s  s e c t i o n s  l i n é a i r e s  

l a i t e s  d a n s  l e s  d e u x  p r o j e c t i o n s  d e  l ’ é l é m e n t  en s e r o n t  e n t r e  e l l e s  d a n s  

l e  r a p p o r t  d e s  d e u x  q u a n t i t é s  c o s S ,  cos(t ±  o ) .  D o n c ,  e n  v e r t u  d u  

t h é o r è m e  I I I  d e  l a  d e u x i è m e  L e ç o n ,  l a  p r o j e c t i o n  d e  l ’ é l é m e n t  co s u r  l e  

p l a n  d e s  x ,  y  a u r a  p o u r  m e s u r e  l e  p r o d u i t  d ’ u n e  q u a n t i t é  m o y e n n e  

e n t r e  l e s  d i v e r s e s  v a l e u r s  d u  r a p p o r t

c o s ( t ±  S) 

cosô

p a r  l a  p r o j e c t i o n  d u  m é m o  é l é m e n t  s u r  l e  p l a n  q u i  t o u c h e  a u  p o i n t  ( p )  

l a  s u r f a c e  d o n n é e ;  e t  c o m m e ,  e n  v e r t u  d u  p r i n c i p e  a d o p t é ,  c e t t e  p r o 

j e c t i o n  p o u r r a  ê t r e  r e p r é s e n t é e  p a r

co ( i H-  i ),

i d é s i g n a n t  u n e  q u a n t i t é  t r è s  p e t i t e ,  n o u s  s o m m e s  e n  d r o i t  d e  c o n c l u r e  

q u e  l a  p r o j e c t i o n  d e  l ’ é l é m e n t  <o s u r  l e  p l a n  d e s  x ,  y  s e r a  é q u i v a l e n t e  

à  u n  p r o d u i t  d e  l a  f o r m e

cos(r  +  <5)
co-----------*—

coso
(1 +  0 ·

D ’ a u t r e  p a r t ,  l e s  d e u x  q u a n t i t é s  +  S  e t  i  é t a n t  l ’ u n e  e t  l ’ a u t r e  t r è s

p e t i t e s ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  I  u n e  t r o i s i è m e  q u a n t i t é  t r è s  p e u  d i f f é r e n t e

de zéro,  on t rouvera

c o s ( r :
( i - i - i )  —  c Q S î - t - I ;

cos
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et, puisqu’on peut faire coïncider le plan des x, y  avec un plan quel

conque, on sera évidemment conduit à la proposition suivante :

T héorème I. —■ Soit o> un élément de surface dont les deux dimensions 

soient très petites', et t  l ’angle aigu compris entre le plan tangent mené 

par le point (p) et un autre plan tracé arbitrairement ; la projection de , 

l ’élément co sera de la forme

( 2 )  îo ( c o s t  1  ) ,

I désignant une quantité très petite.

¡Soient maintenant (P), ( p )  deux points de la surface (1),.le premier 

fixe et correspondant aux coordonnées x 0, y  y, le second mobile et 

correspondant aux coordonnées variables x, y. Si, par chacun des 

points (P), (p),  on mène deux plans respectivement perpendiculaires 

aux axes des x  et des j', les quatre plans ainsi construits couperont la 

surface (1) suivant quatre courbes, et l ’aire comprise entre ces quatre 

cqurbes variera en même temps que la position du point (p). Cette aire 

sera donc une fonction des coordonnées x ,  y .  Ajoutons quelle donnera 

pour projection sur le plan des x ,  y  un rectangle dont les côtés seront 

respectivement égaux aux valeurs numériques des différences x  — x 0, 

y — y 0- Désignons par y ( x ,  y ) l’aire dont il s’agit, et par u sa projection 

sur le plan des a?, y. On aura, en supposant, pour fixer les idées, x j > x n 

e t ,r > r o .

( 3 ) u = . { x  — x 0) { y —  y 0).

Soient d’ailleurs Ax, Ay des accroissements très petits attribués aux 

variables x,  y,  et ( q) le point de la surface (1) qui correspond aux 

coordonnées x-\-Ax, y  +  Ay.. Enfin, concevons que l’on indique par 

la lettre x  ou y , placée au bas de la caractéristique A, l’accroissement 

que reçoit une fonction de x  et y ,  quand on y fait croître x  de Ax ou y

d e  À y .  L e s .  d e u x  e x p r e s s i o n s

( 4 )  (

(5) A x ii =  ( y  — y „ ) A x
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r e p r é s e n t e r o n t  l e s  a c c r o i s s e m e n t s  d e s  a i r e s  <p {oc, y )  e t  u  c o r r e s p o n d a n t  

à  l ’a c c r o i s s e m e n t  À #  d e  l a  v a r i a b l e  x .  D e  p l u s ,  l e s  a c c r o i s s e m e n t s  q u e  

r e c e v r o n t  l e s  e x p r e s s i o n s  ( 4 )  e t  ( 5 ) ,  q u a n d  o n  f e r a  c r o î t r e  y  d e  Ay ,  

o u  l e s  d e u x  q u a n t i t é s

(6) Ar A*<p(æ, y),

(7) Ar Ax u =  Aæ Ay

r e p r é s e n t e r o n t  é v i d e m m e n t  : t °  l ’ a i r e  c o m p r i s e ,  s u r  l a  s u r f a c e  ( 1 ) ,  e n t r e  

q u a t r e  p l a n s  m e n é s  p a r  l e s  p o i n t s  ( p ) ,  ( q )  p e r p e n d i c u l a i r e m e n t  a u x  

a x e s  d e s  x  e t  y ;  2 0 l e  p e t i t  r e c t a n g l e  a u q u e l  s e  r é d u i t  l a  p r o j e c t i o n  d e  

c e t t e  a i r e  s u r  l e  p l a n  d e s  x ,  y .  C e l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  t o u j o u r s  p a r  t  

l ’ i n c l i n a i s o n  d e  l a  s u r f a c e  ( 1 )  a u  p o i n t  ( p ) ,  p a r  co l ’ a i r e  A y A a,c p (a ? ,  y )  

d o n t  l e s  d e u x  d i m e n s i o n s  s o n t  t r è s  p e t i t e s ,  e t  p a r  I u n e  q u a n t i t é  p e u  

d i f f é r e n t e  d e  z é r o ,  o n  a u r a ,  e n  v e r t u  d u  t h é o r è m e  I ,

Ay A x u =  w ( co st  I )  =  ( c o s t -+-\) Ar Ax ®(æ, y),

e t  l ’ o n  e n  c o n c l u r a ,  e n  r e m e t t a n t  p o u r  AXAyu s a  v a l e u r  t i r é e  d o  l a  

f o r m u l e  ( 7 ) ,

'  AyAx y ( æ , y ) _  1
' ' 1 ■ A /  A æ  cost  +  1

S i ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 8 ) ,  o n  f a i t  d é c r o î t r e  i n d é f i n i m e n t  l a  v a l e u r . n u m é 

r i q u e  d e  .Ay, o n  o b t i e n d r a ,  e n  p a s s a n t  a u x  l i m i t e s ,  l ’ é q u a t i o n

, . dyAx cp(æ, y )  J_ r

' 9 '  dy Aæ c o s t  H - 1 ’

q u e  l ’ o n  p o u r r a  é c r i r e  p l u s  s i m p l e m e n t  c o m m e  i l  s u i t  :

, , * d A x <?(x, y )  _  Aæ
(IO ) * *  ---------T---------  --- -------------7 ?
v \  dy c o s t - h  1

e t  d a n s  l a q u e l l e  l a  q u a n t i t é  I c o n s e r v e r a  u n e  v a l e u r  t r è s  p e t i t e .  E n f i n ,  ' 

s i ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 9 ) ,  o n  f a i t  d é c r o î t r e  i n d é f i n i m e n t  l a  v a l e u r  d e  x ,  

o n  e n  t i r e r a ,  e n  p a s s a n t  a u x  l i m i t e s ,  ■
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ou, ce qui revient au même,

( 1 2 )
à2 cp (a7, y ) 

dx dy
—  séc ï .

On déduit aisément de l’équation (12) la valeur de l’aire cp(x,y). 
En effet, cette aire s’évanouit en même temps que sa projection sur le 

plan des x, y, non seulement pour y —y„, quel .que soit x, mais encore 

pour x — xn, quel que soit y. On aura donc généralement

(.3)

0 4 )

et, par suite,

(.5)

06)

<&(*?> y») =  o,

= 0,

d'J>(x, y 0) 
fcc

à<p(x„,.r) _ o> 
dy

' Cela posé, si l’on intègre l’équation (12) i° par rapport ky et à partir 

•de y=y0, 20 par rapport à a? et à partir de x =  xg, on trouvera suc

cessivement, en ayant égard aux formules ( i5 ) et (14),

(17)

et

( , 8 )

d (d ( x, y ) __
. dx

= J" sécxdy

y ( x , y ) z = f  f  s é c r d y d x .
" j 1,

Si, dans la dernière équation, on remplace les coordonnées x, y du 

point mobile (p) par les coordonnées X, Y d’un point fixe (Q) situé sur 

la surface proposée, cette'équation fournira la valeur de l’aire <p (X, Y) 

comprise entre quatre plans menés par les points (P),(Q ) perpendi

culairement aux axes des x et y, et si, pour abréger, on désigne par A 

l’aire dont il s’agit, on aura

(>9) séct dy d x .

Quant à la valeur de s é c T ,  on peut la déterminer immédiatement
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par la formule (24) de la quatorzième Leçon du Tome I. Donc, si la 

différentielle de l’équation (1) est présentée sous la forme

(20) dz r= p  d x  q dy ,

on aura

(21) ' sécr — \/i + p * +  q*

Il est important d’observer que, dans les équations (18) et (19), on 

peut sans inconvénient intervertir l’ordre des intégrations relatives 

aux deux variables a; e t/ . Nous ajouterons que, si l’on intègre l’équa

tion ( t o ) par rapport à la variable y  et entré les limites y  = / „ ,  y  — Y. 

on en tirera

r x 1
(22) Ax o ( x , Y ) = A x  -C0ST , i dy-

Cette dernière formule détermine la valeur de l’aire Ax z ( x , y ) ,  qui a 

pour projection sur le plan des x,  y  un rectangle compris entre deux 

parallèles à l’axe des x,  séparées l’une de l’autre par une distance égale 

à Y  — /„, et deux parallèles à l’axe des'/, dont la distance très petite 

est représentée par A x .

Concevons à présent que l’on coupe la surface (1) : x° par deux 

plans perpendiculaires à l’axe des x,  l ’un fixe et correspondant à 

l’abscisse x 0, l ’autre mobile et correspondant à l’abscisse x·, 20 par deux 

surfaces cylindriques dont les génératrices soient parallèles à l’axe 

des z, et dont les équations soient de la forme

( 23) y —  {{x) ,

(24) j  =  F(¿c).

On obtiendra quatre courbes d’intersection, et l’aire comprise entre ces 

quatre courbes variera évidemment avec la position du plan mobile. 

Cette aire sera donc une fonction de l’abscisse x.  Si on la désigne 

par <J>(a?), et si l’on nomme Ax  un accroissement très petit attribué il 

la variable x,  l’expression A^(a?) représentera une petite surface dont 

la projection sur le plan des x,  y  sera renfermée, d’une part, entre deux
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petits arcs pq, rs mesurés sur les courbes représentées par les équa

tions ( 23) et (24); d’autre part, entre deux plans perpendiculaires à 

l ’axe des x  et correspondant aux abscisses x,  x  +  A x . . Cela posé, 

soient 0 et 0 deux nombres qui varient d’une manière quelconque 

entre les limites o et 1. On reconnaîtra, en raisonnant comme dans la 

deuxième Leçon, que, parmi les valeurs numériques du produit

(25 ) A x [ F { x  H- G Ax)  — i (œ H- B Ax)~\

qui correspondent aux diverses valeurs des nombres 0, 0, la plus petite 

et la plus grande représentent les aires des rectangles .inscrits et cir

conscrits à la projection de la surface A ^(x),  par conséquent les pro

jections de deux nouvelles aires, mesurées sur la surface (1), et dont 

l’une est inférieure, l’autre supérieure à l’aire A  Ajoutons que 

chacune do ces nouvelles aires, étant comprise entre quatre plans 

perpendiculaires à Taxe des æ  o u  à l’axe des y  et correspondant aux 

abscisses x ,  x - h A x ,  ou à des ordonnées de là forme

f ( x - ^ B A x ) ,  F ( æ +  0 A æ),

sera mesurée par un produit semblable au second membre de l’équa

tion (22), et de la forme

(26)
/t F  ( x  ■+■  0  A x  )

A je  f  ----------— T
A, n A , .C O S T  H -  1 ^ [ .r-t-0 Ax)

df>

si, pour plus de commodité, on suppose la différence F(x) — i (x)  

positive. Donc le rapport

(27)
A  ) 

Ax

sera une quantité m o y en n e  entre deux intégrales de la forme

F ( . r + ® A x )  f

. C O S T  +  l  I v f j a '  +  D A x )
dy.

D’ailleurs, si l ’on fait décroître indéfiniment la valeur numérique de Ax, 

la quantité I s’approchera indéfiniment de zéro, et les diverses valeurs

OEuvres de C. - -  S. II, t. V. JC)
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de l ’intégrale (28) convergeront vers une seule et même limite, savoir,

, séc td y .
f(T)

Donc la limite du rapport (27), ou la fonction dérivée — sera 

équivalente à l ’expression (29), et l’on trouvera

( 3 o )
d'ilia;)

d x

~F(.r)
■ I séc zd y .
JtLr)

Enfin, comme on a évidemment

( 3 i) + lfBo ) = o ,

on tirera de l’équation ( 3o), intégrée, à partir de x  — x 0,

(32 ) t y ( x ) — l I sécr  d y d x .
^X„ •Al.»·)

Si, dans l’équation ( 32), on remplace l’abscisse, variable a? par une 

abscisse déterminée X, on en tirera
*

„X - F ( x )

(33) f  séc x d y d x .
Jxo •A(x')

Si, de plus, on désigne l’aire <|>(X) par A, et les deux fonctions f(a;), 

F (x ) par j 0 et Y, on aura simplement

(34)

Cette dernière formule suppose que la différence

( 35 ) Y _ 7 o _ F ( ^ ) „ f ( ^ )

reste constamment positive entre les limites x 0, X de la variable x,  et 

fournit la valeur de l’aire comprise, sur la surface (1), d’une part, entre 

deux plans perpendiculaires à l ’axe des x,  et représentés par les équa-
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t i o n s

(36 ) x  =  x „,

(3y) x  =  X;

d ’ a u t r e  p a r t ,  e n t r e  d e u x  s u r f a c e s  c y l i n d r i q u e s  d o n t  l e s  g é n é r a t r i c e s  s o n t  

p a r a l l è l e s  à  d ’a x e  d e s  s ,  e t  d o n t  l e s  é q u a t i o n s  s o n t  r e s p e c t i v e m e n t

( 3 8 )  y — fo,

( 3 9 ) 7  =  Y -

A j o u t o n s  q u e ,  l e s  l i m i t e s  d e  l ’ i n t é g r a t i o n  r e l a t i v e  à  y  é t a n t  d e s  f o n c t i o n s  

d e  x  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 3 2 ) ,  ( 3 3 )  e t  ( 3 4 ) ,  . i l  n ’ e s t  p a s  p e r m i s  d ’y  

r e n v e r s e r ,  c o m m e  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 1 8 )  e t  ( 1 9 ) ,  l ’ o r d r e  d e s  i n t é 

g r a t i o n s .

D a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  o ù  l a  s u r f a c e  ( 1 )  c o ï n c i d e  a v e c  l e  p l a n  d e s  a?, y ,  

o n  a

sécr  dy =  I dy ~ F ( x )  —  î ( x ) .  
t(x) . •A(.r)

E n  m ê m e  t e m p s  l e s  a i r e s  ^ ( a ? )  e t  A  =  ' | ( X )  s e  r é d u i s e n t  a u x  s u r f a c e s  

p l a n e s  q u e  n o u s  a v o n s  d é s i g n é e s  p a r  u e t  U  d a n s  l a  d e u x i è m e  L e ç o n  

( p .  4 4 6 ) ,  e t  l ’ o n  t i r e  e n  c o n s é q u e n c e  d e s  f o r m u l e s  ( 3 3 )  e t  ( 3 4 )

— f(a;)] dx,

—  f(a;)] dx.

L a  f o r m u l e  ( 4 t )  p e u t  e n c o r e  s ’ é c r i r e  c o m m e  i l  s u i t  :

( 4 a ) U = f  f  d y d x - i  ( Y - j 0) d x ,

L e s  t r o i s  é q u a t i o n s  p r é c é d e n t e s  n e  d i f f è r e n t  p a s  d e s  f o r m u l e s  ( 7 9 )  

e t  ( 8 0 )  d e  l a  d e u x i è m e  L e ç o n ,

L o r s q u e  l a  s u r f a c e  ( t )  n e  c o ï n c i d e  p a s  a v e c  l e  p l a n  d e s  x ,  y ,  a l o r s
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les «'lires u et U, déterminées par les équations (do) et (4 0  ou (42), 

sont évidemment les projections des aires i{/(æ) et A==^(X) sur le 

plan des x ,  y .

La formule (34) donne lieu à des remarques semblables à celles que 

nous avons faites dans la deuxième Leçon sur la formule (80). Ainsi, 

par exemple, si les courbes représentées, dans le plan des x , y ,  par les 

équations ( 38) et (3ç)), se coupent en deux points différents, et si l ’on 

suppose que, dans la formule (34), #0» X désignent les abscisses de 

ces mêmes points,, la surface A sera celle dont la projection U sur le 

plan des x,  y  se réduit à l’aire comprise· entre les deux courbes, et 

par conséquent elle sera renfermée entre les deux surfaces cylindriques 

qui ont pour bases les deux courbes dont il s’agit. Il en serait encore 

de même si les deux courbes se touchaient aux points qui ont pour 

abscisses x 0, X. En effet, il pourrait arriver que

.y =  jo,· y — x
1

fussent deux valeurs de y  tirées d’une seule équation

(43) $ { x , y ) — o
m

propre à représenter une courbe fermée de toutes parts. Alors il suffi

rait de remplacer x 0 et X par la plus grande et la plus petite des 

abscisses qui correspondent aux différents points de la courbe pour que 

l’aire A, déterminée par la formule (34), fût précisément l’aire mesurée 

sur la surface (1), et renfermée dans l’intérieur de la courbe suivant 

laquelle cette surface est coupée par la surface cylindrique que repré

sente l’équation (43). ·

Si, à la surface (1), on substituait une surface fermée qui ne pût être 

coupée qu’en deux points par une sécante quelconque parallèle à l ’axe 

des z, alors, pour déduire de la formule (34) l ’aire totale de cette nou

velle surface, il suffirait de faire coïncider l'équation ( 43) avec celle 

qui représenterait la surface cylindrique circonscrite à la nouvelle sur

face et engendrée par une droite parallèle à l’axe des z, puis de partager 

l’aire demandée en deux autres aires limitées par la courbe qui serait
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le lieu géométrique des points communs à la surface cylindrique et à 

la surface fermée. Le plus ordinairement, les points dont il s’agit ne 

différeront pas de ceux pour lesquels le plan tangent à la surface fermée 

devient parallèle .à l ’axe des s,  et par conséquent la surface cylindrique 

ci-dessus mentionnée sera représentée par l’équation

C O S T C O

ou . '

(4 4 )  ' -  ---------- : = 0 .
V I -+ -p'-+ q-

Néanmoins, le contraire pourrait avoir lieu si les sections faites dans 

la surface fermée par des plans parallèles à l’axe des s offraient des 

points saillants ou des points de rebroussement. Ajoutons que, dans 

l’hypothèse admise, l’équation de la surface fermée fournira pour 

chaque valeur de x  deux valeurs positives de sécT, que l’on devra 

substituer l’ùne après l’autre dans là formule (34), afin d’obtenir les 

deux aires dont la somme sera équivalente à l’aire cherchée.

Il est encore essentiel d’observer que les formules (34) et (42) 

subsistent dans le cas même où chacune des fonctions

y 0= ( ( x ) ;  Y — F { x )

changerait de forme avec l’abscisse x,  de manière à représenter succes

sivement, non pas l’ordonnée d’une courbe, mais les ordonnées de 

plusieurs courbes ou même de plusieurs droites tracées à la suite les 

unes des autres dans le plan des x ,y .  Ainsi l ’on pourrait déduire de la 

formule (34) l’àiré mesurée sur la surface ( t) et renfermée dans l’in

térieur d’un prisme qui aurait pour base un polygone convexe tracé, 

dans le plan des x,  y .  .

Concevons enfin que la projection de l’aire A sur le plan des x,  y,  

c’est-à-dire, la surface U, se compose de plusieurs parties tellement 

disposées que la section linéaire faite dans cette surface par un plan 

perpendiculaire à l’axe dés x  et correspondant à l’abscisse x  se trans

forme en un système de plusieurs longueurs distinctes les unes des
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autres, et comprises, la première entre deux lignes données, la deuxième 

entre deux autres lignes, etc. Alors, pour déterminer l’aire A, il suffira 

de la partager en plusieurs parties dont chacune puisse être calculée 

à l’aide cle la formule (80). Supposons, pour fixer les idées, que les 

quantités

(4 5 ) y», yu ft, y», · ·· ,

rangées par ordre de grandeur, soient des fonctions de x  propres à 

représenter constamment, entre les limites x  — x „ t x  =  X, les ordon

nées des diverses lignes qui comprennent entre elles les différentes 

parties de l’aire U. On partagera l’aire A en autant de parties corres- 

pondantes, lesquelles, en vertu de la formule (34), seront mesurées 

par les intégrales doubles

(4 6 ) sécr  dy d x sécr  dy dx, 9

et, en ajoutant toutes ces intégrales, on obtiendra la valeur de A. On 

aura donc

( 4 7 )
< c -

sécr  dy d x  ·
- a :

sécr  dy d x

ou, ce qui revient au même,

(4 8 ) H i r  séCTC?/+ J "  séc? d y dx.

Dans la même hypothèse, la projection de l’aire A, ou la surface U, 

sera évidemment déterminée par l’équation

( 4 9 )  u  — j  ( f  dy - + - f  dy - ! - · ·
¿>"0 V "/o J 2

que l’on peut réduire à

U —  f i f i  — yo +  ys  —  y 2 + ...) dx

. ) dx,

(5o)
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et qui s’accorde avec la formule (80) de la deuxième Leçon, dans le cas 

où l’on y substitue la valeur de f ( x )  tirée de l’équation (ro3).

Les formules ( 34) et (48) deviendraient inexactes, s’il s’agissait 

d’évaluer l’aire comprise dans un contour quelconque sur une surface 

rencontrée en plusieurs points par des droites parallèles à l’axe des z. 

Mais alors, par des procédés analogues à celui dont nous avons fait 

usage (p. 419)» on décomposerait l’aire demandée en plusieurs autres 

dont chacune pourrait être facilement déterminée à l’aide de la for

mule ( 34) ou (48). , .

Il nous reste à montrer quelques applications de ces mêmes formulés.

Nous observerons d’abord que l’on a, en vertu de la formule (14) de 

la vingt-troisième Leçon de Calcul infinitésimal,

sécr  dy  =  (Y  —  j-0) séci ,

t désignant une quantité moyenne entre les diverses valeurs que reçoit 

l’angle t , tandis que y  varie entre les. limites j 0, Y. Cela posé,' on 

pourra remplacer l’équation ( 34) par la suivante :

—  v 0) séc t d x ,

p u i s ,  e n  a y a n t  é g a r d  à  l a  f o r m u l e  ( i 3 )  d e  l a  v i n g t - t r o i s i è m e  L e ç o n  d e  

Calcul infinitésimal, o n  t r o u v e r a  d é f i n i t i v e m e n t

■ A =r sécT f  (Y  — j'o) d x

ou, ce qui revient au même,

(01) A  — U s é c T ,

T désignant une moyenne entre les diverses valeurs de t qui corres

pondent aux diverses valeurs de x , et par conséquent une moyenne 

entre les diverses inclinaisons de la surface A par rapport au plan 

des x , y . Comme on peut d’ailleurs prendre pour plan des x , y  Un pian
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q u e l c o n q u e ,  i l  e s t  c l a i r  q u e  l a  f o r m u l e  ( 5 i )  e n t r a î n e  l a  p r o p o s i t i o n  

s u i v a n t e  :

T héorème I I .  —  L e  rapport entre une surface courbe et sa projection  

sur un p la n  quelconque est une m oyenne entre les sécantes des diverses 

inclinaisons de la surface p a r  rapport au p la n  dont il  s’a g it.

C e t t e  p r o p o s i t i o n  p o u r r a i t  ê t r e  f a c i l e m e n t  d é d u i t e  d u  p r e m i e r  t h é o 

r è m e .  E n  e f f e t ,  s i  l ’ o n  d é c o m p o s e  l a  s u r f a c e  d o n n é e  e t  s a  p r o j e c t i o n  

e n  é l é m e n t s  c o r r e s p o n d a n t s  d o n t  c h a c u n  a i t  d e s  d i m e n s i o n s  t r è s  p e t i t e s ,  

o n  c o n c l u r a  d ’ u n e  f o r m u l e  c o n n u e  e t  d u  t h é o r è m e  I q u e  l e  r a p p o r t  

e n t r e  l a  s u r f a c e  c o u r b e  e t  s a  p r o j e c t i o n  e s t  u n e  m o y e n n e  e n t r e  l e s  

r a p p o r t s  q u ’ o n  o b t i e n t  l o r s q u ’ o n  d i v i s e  l e s  d i v e r s  é l é m e n t s  d e  l a  s u r f a c e  

c o u r b e  p a r  l e u r s  p r o j e c t i o n s  r e s p e c t i v e s ,  e t  q u e  p a r  s u i t e  c e  r a p p o r t  

e s t  d e  l a  f o r m e
I

c o s T - t - i ’

«

T  r e p r é s e n t a n t  u n e  m o y e n n e  e n t r e  l e s  d i v e r s e s  v a l e u r s  d e  t  c a l c u l é e s  

p o u r  l e s  d i v e r s  é l é m e n t s ,  e t  I u n e  q u a n t i t é  t r è s  p e t i t e .  O r ,  c e t t e  c o n c l u 

s i o n  d e v a n t  s u b s i s t e r  t a n d i s  q u e  l e s  d i m e n s i o n s  d e s  é l é m e n t s  e t  l a  

q u a n t i t é  I  d é c r o i s s e n t  e t  s ’ a p p r o c h e n t  d e  l a  l i m i t e  z é r o ,  i l  e s t  c l a i r  q u e  

l e  r a p p o r t  d e  l a  s u r f a c e  c o u r b e  à  s a  p r o j e c t i o n  d o i t  s e  r é d u i r e  à  u n e

q u a n t i t é  d e  l a  f o r m e  =  s é c T .

L o r s q u e  l ’ i n c l i n a i s o n  t  d e v i e n t  c o n s t a n t e  o n  p e u t ,  d a n s  l a  f o r 

m u l e  ( 3 4 )  o u  ( 4 8 ) ,  f o i r e  p a s s e r  l e  f a c t e u r  s é c o :  e n  d e h o r s  d e s  d e u x  

s i g n e s  d ’ i n t é g r a t i o n  r e l a t i f s  a u x  v a r i a b l e s  y  e t # ,  e t  l ’ o n  t i r e  d e  c e t t e  

f o r m u l e ,  c o m p a r é e  à  l ’ é q u a t i o n  ( 4 2 )  o u  ( 5 o ) ,

S

( 02) A  — U s é c T .

O n  p e u t  d o n c  é n o n c e r ,  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  :

T héorème I I I .  —  Lorsqu’une surface a  d ans tous ses poin ts la  m êm e  

inclinaison par. rapport au  p la n  des x ,  y ,  une aire mesurée sur celle
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surface est équivalente au  produit de sa projection  sur le p la n  des x ,  y  

p a r  la sécante de l ’ inclinaison.

¥

Cette proposition, que l’on peut déduire directement, et sans calcul, 

du théorème I I ,  ne diffère pas, lorsque la surface donnée est plane, de 

la proposition déjà énoncée à la page ^79 du Tome I. Elle est d’ailleurs 

applicable à la quadrature de plusieurs surfaces courbes, par exemple 

à l'évaluation d’une aire mesurée sur la surface d’un cône droit qui 

aurait pour base un cercle' tracé dans le plan des x ,  y„  et pour axe une 

parallèle à l’axe des z .  Supposons, pour fixer les idées, que l’aire dont 

il s’agit se réduise à celle du tronc de cône qui a pour base des cercles 

décrits avec les rayons r 0 et 11. La surface U sera la différence entre 

les surfaces de Ces deux cercles. On aura donc

(53) ' U =  71 II2—  7T/'5 =  7l(R2—

et, par suite,
À  =  U sécT = - 7r(R2— r l )  sécr,

■ /
/•0)sécr.

Or, l ’apothème du tronc de cône, ayant pour projection sur le plan 

des x ,  y  la différence R  —  r0 entre les rayons des deux cercles, et 

formant l’angle 1 avec le plan horizontal, est évidemment représenté 

par le produit ( R  —  r 0)  s ô c t , tandis que 2 7 i l l  et 27x r 0 représentent 

les circonférences des deux cercles. Par conséquent, la formule (54) 

nous ramène à une proposition déjà connue, et dont voici l ’énoncé :

T héorème I V .  —  Si l ’on coupe un cône droit et à base circulaire par 

deux plans perpendiculaires à son axe, la surface du tronc de cône 

renfermé entre ces deux plans sera équivalente du produit de son apo

thème par la demi-somme des circonférences des bases.

Corollaire. — Si le plan de la plus petite base vient à passer par le

OEuvrcs de C , —  S. I l ,  t .  V .  5 q

o u , c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  

( 5 4 )
^ _  3 7tR -4- 3 71 f O ^
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sommet du cône, cette base disparaîtra, et la surface déterminée par 

le th éo rèm e q u i p ré cè d e  sera p r é c is é m e n t la surface du cône, équivalente 

à la moitié du produit de Vapothème par la circonférence de la base. 

Lorsque l’équation (i)  se réduit à la forme

( 5 5 )  * = / ( * ) .

ou, en d’autres termes, lorsque la surface (i)  se réduit à une surface 

cylindrique dont la génératrice est parallèle à l’axe des y , on a

(5 6 ) sécr  =  v/‘ -t- [/'(■ *)]2·

Alors, sécr étant fonction de la seule variable x , on peut effectuer 

dans la formule (34) l’intégration relative à j ,  et l’on trouve ainsi

I sécr  d'y =  (Y  —  y„)  sécr,  

Jr> · i
( 3 ? )

( 5 8 ) A —  f  ( Y — j o )  sécr  dx.
•r o

Dans la même hypothèse, on tirerait de la formule (48)

( 5 9 ) =  f  ( y i — ? v ± ÿ i — y * + ' -  · ) s e c r e t e .
J  X*

On peut aisément, à l’aide de ces dernières formules, déterminer une 

aire A mesurée sur la surface d’un cylindre droit. Si l’on cherche en 

particulier l’aire comprise entre deux génératrices et deux courbes 

planes renfermées dans des plans parallèles au plan des x , z, il faudra 

supposer que, dans la formule (58), y„ et Y se réduisent à des quan

tités constantes, et l’on tirera de cette formule

(6o) A =  / sécr  dx.
J*«

D’ailleurs, Y — y 0 exprimera la distance qui sépare les deux plans. De 

plus, l’inclinaison % de la surface cylindrique par rapport au plan 

des x , y, n’étant autre chose que l’inclinaison, par rapport à l’axe
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. d e s  x ,  d e  l a  c o u r b e  q u i  s e r t  d e  b a s e  a u  c y l i n d r e  d a n s  l e  p l a n  d e s  x , z ,  

l ’ i n t é g r a l e

r e p r é s e n t e r a  é v i d e m m e n t  l ’a r c  S  c o m p t é  s u r  c e t t e  c o u r b e ,  o u  s u r  u n e  

c o u r b e  r e n f e r m é e ,  d a n s  u n  p l a n  p a r a l l è l e  a u  p l a n  d e s  x ,  s ,  e n t r e  l e s  

g é n é r a t r i c e s  d o n n é e s .  O n  p e u t  d o n c  é n o n c e r  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  :

T héorème Y .  —  L ’aire mesurée, sur la surface d ' u n  cylindre droit, 

entre d e u x  génératrices et d e u x  courbes renfermées dans des p lan s  

parallèles au  p la n  de la base, est équivalente au p ro d u it de la distance 

entre ces d e u x  p la n s p a r  l ’arc renferm é sur l ’une des courbes entre les 

d e u x  génératrices .

A  l a  v é r i t é ,  l a  d é m o n s t r a t i o n  q u e  n o u s  a v o n s  d o n n é e  d u  t h é o r è m e  Y  

n ’ e s t  i m m é d i a t e m e n t  a p p l i c a b l e  q u ’a u x  s u r f a c e s  c y l i n d r i q u e s  d o n t  l e s  

é q u a t i o n s  s o n t  s e m b l a b l e s  à  l ’ é q u a t i o n  ( 5 5 ) ,  c ’ e s t - à - d i r e  à  d e s  s u r f a c e s  

c y l i n d r i q u e s  q u e  c h a q u e  p a r a l l è l e  à  l ’a x e  d e s  s  r e n c o n t r e  e n  u n  s e u l  

p o i n t .  M a i s ,  p o u r  é t e n d r e  l e  m ê m e  t h é o r è m e  à  d e s  a i r e s  m e s u r é e s  s u r  

d e s  c y l i n d r e s  d r o i t s  d e  f o r m e  q u e l c o n q u e ,  i l  s u f f i r a  d e  p a r t a g e r  c e l l e s - c i  

e n  p l u s i e u r s  p o r t i o n s  d o n t  c h a c u n e  s o i t  r e n f e r m é e  e n t r e  d e u x  g é n é 

r a t r i c e s  c o n v e n a b l e m e n t  c h o i s i e s .  E n  c o n s é q u e n c e ,  o n  p o u r r a  é n o n c e r  

c e t t e  n o u v e l l e  p r o p o s i t i o n  :

T héorème Y I .  —  L ’aire mesurée, sur une surface cylindrique q u i a  p o u r  

base une courbe ferm ée, entre d e u x  p la n s perpendiculaires a u x  généra

trices, est le produit de la  distance entre ces d e u x  p lan s p a r  le périm ètre  

de sa base.

I

C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  l a  s u r f a c e  d u  c y l i n d r e  d r o i t  r e p r é s e n t é  p a r  

r é q u a t i o n

(61) x 2 — R ^ - t - ^ 2= o ,

e t  c h e r c h o n s  l a  p a r t i e  d e  c e t t e  s u r f a c e  q u i  e s t  r e n f e r m é e  d a n s  l ’ i n t é 

r i e u r  d e  l a  s p h è r e  d é c r i t e  d e  l ’ o r i g i n e  c o m m e  c e n t r e  a v e c  l e  r a y o n  R .
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Cette sphère, dont un rayon coïncide avec un diamètre du cercle qui 

sert de base au cylindre dans le plan des x , y , et dont l’équation est

(62) +

coupe le cylindre suivant une courbe qui a pour projection sur le plan 

des x , y  la parabole

(63) y 2=  R(R —  x).
Or, comme les deux valeurs de y  fournies par l’équation (63) sont 

respectivement

(6 4 )  r = —  v / K ( R —  «)>

(65) j  =  v/R(R — a;),

il résulte évidemment de la formule (58) que l’aire mesurée sur la 

surface cylindrique du côté des s positives, et limitée par la courbe 

d’intersection du cylindre avec la sphère, est équivalente à l’intégrale

(66) / 2\/R(R —  x )  sécr  dx,

t désignant l’inclinaison de la surface cylindrique, au point dont 

l’abscisse est x , par rapport au plan des x , y. D’ailleurs, la sécante 

de cette inclinaison sera donnée par la formule ( 56), si l’on prend 

pour f ( x )  la valeur positive de s tirée de l’équation (61), savoir,

(67) -  =  y/R;r — x 2.

On aura donc

( 68) ' secr  :
:V'  R œ - æ '

J R

S/Ri

et par suite l’intégrale (66) deviendra

(69) = r 2 R 2.

En doublant cette dernière quantité, on obtiendra l’aire A mesurée sur
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l a  s u r f a c e  c y l i n d r i q u e  e t  d a n s  l ’ i n t é r i e u r  d e  l a  s p h è r e ,  n o n  s e u l e m e n t  

d u  c ô t é  d e s  z  p o s i t i v e s ,  m a i s  e n c o r e  d u  c ô t é  d e s  z  n é g a t i v e s ;  e t  l ’ o n  

t r o u v e r a  a i n s i  '

( 7 ° ) A  =  4 R s

S i  l ’ o n  c h e r c h a i t  l a  p o r t i o n  d e  l a  s u r f a c e  d e  l a  . s p h è r e  c o m p r i s e  d a n s  

l ’ i n t é r i e u r  d u  c y l i n d r e  d u  c ô t é  d e s  y  p o s i  t i v e s  e t  d u  c ô t é  d e s  z p o s i  t i v e s ,  

i l  f a u d r a i t  r e c o u r i r  à  l a  f o r m u l e  ( 3 4 ) ,  e t  p o s e r  d a n s  c e t t e  f o r m u l e

¿ r„= o , X =  R, y 0 =  y/R (R — x) ,  Y  =  y/K? - X z,

A j o u t o n s  q u e ,  s i  l ’ o n  d i f f é r e n t i o  l ’ é q u a t i o n  d e  l a  s p h è r e ,  i °  p a r  r a p p o r t  

à  x ,  e t  e n  c o n s i d é r a n t  s  c o m m e  f o n c t i o n  d e  x \  2 °  p a r  r a p p o r t  à  y ,  e t  e n  

c o n s i d é r a n t  z  c o m m e  f o n c t i o n  d e  r ,  o n  e n  t i r e r a

dz
x  z  —— —  O,

â x
: 0,

_dz  __

P d x

X
<7 =

d z
-  Z  -r—

dy

d z  __ y

d ÿ ~ ~ s ' ’

e t  q u ’ e n  c o n s é q u e n c e  l a  v a l e u r  d e  s é c v  d é t e r m i n é e  p a r  l a  f o r m u l e  ( 2 1 )  

d e v r a  ê t r e  r é d u i t e  à

(70 SéCT :
i ^  y 2 __ K __  R

V Z 2 Z 2 Z  y'R2-- æ i ---- y i

C e l a  p o s é ,  o n  t r o u v e r a  p o u r  l ’ a i r e  d e m a n d é e  

( 7 2 )

R « y / iO -J

R dy dx.

O n  a u r a  d ’ a i l l e u r s  g é n é r a l e m e n t

f _____ c]y_

J  v/R2- .
arc sin y

■ x 1 —  y z V r 2 • X

3  d é s i g n a n t  u n e  q u a n t i t é  i n d é p e n d a n t e  d e  y ,  e t  p a r  s u i t e

x  d y  7T . (
/ ', — =  -  —  arc sin f—

2 U

R
: arc cos

R

R  +  ®
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D o n o  l ’ a i r e  d e m a n d é e  s e r a  é q u i v a l e n t e  à  l ’ i n t é g r a l e  s i m p l e

1
r" f R V

( 7 3 ) R j f  a r c c o s ^ g - j f r ^ J  d x ·

Pour évaluer cette même intégrale, il suffit de faire

/ R Y*
(74) « == are eos ( ’

ou, ce qui revient au même,

(75) x  =  Rlang!i.

*

Alors en effet on trouve

/ a r c  C0S ( i T T ^ ) 2 d x  = /  s d x  =  S X  - f x  ds =  s x -  R J  

=  { x  +  R ) 5 —  R t a n g s Y -  const.
et, par suite,

( 7 6 )

ds

En doublant cette dernière quantité, on obtiendra la portion de la sur

face sphérique interceptée par le- cylindre du côté des y  positives, et 

correspondant à des valeurs, soit positives, soit négatives, de l’ordon

née .s. Donc, si l ’on désigne par A la portion de surface dont il s’agit, 

on aura

( 7 7 )  A = ( n - a ) R * = ( i , i 4 i 5 . . . ) t t * .

Concevons encore qu’après avoir tracé dans le plan des x , y  une 

courbe représentée par l’équation

( 7 8 ) y  = / ( * ) »

on fasse tourner cette courbe autour de l’axe des x.  Elle engendrera 

une surface de révolution dont l’équation sera

( 7 9 ) j 2- 4 - * * =  [ / ( ¿ O P
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(voir11. I, p. 358); et la portion de cette surface située du côté des s 

positives entre deux plans perpendiculaires à l’axe des x  Sera [en 

vertu de la formule (34)] exprimée par la valeur numérique de l’inté

grale double
~X

( 8o) i i  ŝéc x d y d x ,
, *' .»·„ ‘ '-/(.T ) ' '

pourvu que l’on désigne par x 0, X les abscisses correspondant aux 

deux plans donnés, et que la fonction / ( x )  ne change pas de signe 

entre les limites. x  — x 0, x  =  X. Quant à la valeur de séci, elle se 

déduira des équations (21) et (79) ; et comme la dernière de ces équa

tions, différentiée successivement par rapport à a? et par rapport à y , 

donnera

= % = A * ) / \ x ) ,  y + * % = ° ·

P = ^ .  =  û f l £ i £ l ,  î = * = _ j ,

on aura évidemment

( 8 . )  +

( L * J w  S \/[/0)]2- y 2

D’ailleurs on reconnaîtra facilement : i° que. la valeur numérique de 

l’intégrale
d x

. J - f M W Y - y *

s e  r é d u i t  t o u j o u r s  a u  n o m b r e  tz; 2 0 q u e  l a  v a l e u r  n u m é r i q u e  d u  

p r o d u i t

f ( x ) \ / i + [ / ' ( x ) Y

est précisément la normale N de la courbe (78). En conséquence l’in

tégrale (80) pourra être réduite à

’ * y

7x j  N dx.
1

En doublant celle-ci, on obtiendra l’aire totale comprise sur la surface de
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r é v o l u t i o n  e n t r e  l e s  d e u x  p l a n s  q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  a b s c i s s e s  x u, X .  

D o n c ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  A  l ’ a i r e  d o n t  i l  s ’ a g i t ,  o n  a u r a

( 82) A  — N  d x.

L a  f o r m u l e  ( 8 2 )  é t a n t  a i n s i  d é m o n t r é e  p o u r  l e  c a s  o ù  l a  f o n c t i o n  f ( o c )  

c o n s e r v e  c o n s t a m m e n t  l e  m ê m e  s i g n e  e n t r e  l e s  l i m i t e s  X ,  i l  s u f f i r a i t ,  

p o u r  l ’ é t a b l i r  d a n s  l e  c a s  c o n t r a i r e *  d e  p a r t a g e r  l ’ a i r e  A  e n  p l u s i e u r s  

p a r t i e s  c o r r e s p o n d a n t  a u x  d i v e r s e s  p o r t i o n s  d e  l a  c o u r b e  ( 7 8 )  q u i  s o n t  

s i t u é e s  d e  p a r t  e t  d ’ a u t r e  d e  l ’ a x e  d e s  x .  C h a c u n e  d e  c e s  p a r t i e s  s e r a i t  

e n c o r e  l e  p r o d u i t  d u  n o m b r e  211 p a r  u n e  i n t é g r a l e  s e m b l a b l e  à  c e l l e  

q u e  r e n f e r m e  l ’ é q u a t i o n  ( 8 2 ) ,  m a i s  p r i s e  e n t r e  d e s  l i m i t e s  d i f f é r e n t e s ;  

e t  e n  a j o u t a n t  l e s  n o u v e l l e s  i n t é g r a l e s ,  o n  t r o u v e r a i t  p o u r  s o m m e

f  N  dx.

A u  r e s t e ,  o n  p e u t  d é m o n t r e r  d i r e c t e m e n t  u n e  f o r m u l e  q u i  c o m p r e n d  

l ’ é q u a t i o n  ( 8 2 ) ,  à  l ’ a i d e  d e s  c o n s i d é r a t i o n s  s u i v a n t e s .

S o i t  ^ ( a ? )  l ’ a i r e  m e s u r é e  s u r  l a  s u r f a c e  d e  r é v o l u t i o n  ( 7 9 )  e n t r e  

d e u x  p l a n s  f i x e s  q u i ,  p a s s a n t  p a r  l ’a x e  d e s  x ,  c o m p r e n n e n t  e n t r e  e u x  

l ’a n g l e  ©, e t  d e u x  p l a n s  p e r p e n d i c u l a i r e s  à  c e t  a x e ,  q u i  c o r r e s p o n d e n t ,  

l e  p r e m i e r  à  l ’ a b s c i s s e  c o n s t a n t e  a?0, l e  s e c o n d  à  l ’a b s c i s s e  v a r i a b l e  x .  

C o n c c v o h s  d ’ a i l l e u r s  q u e  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  t  n o n  p l u s  l ’ i n c l i n a i s o n  d e  

l a  s u r f a c e  ( 7 9 )  a u  p o i n t  ( x ,  y , z )  p a r  r a p p o r t  a u  p l a n  d e s  x ,  y ,  m a i s  

l ’ i n c l i n a i s o n  d e  l a  c o u r b e  ( 7 8 ) ,  a u  p o i n t  d o n t  x  e s t  l ’ a b s c i s s e ,  p a r  

r a p p o r t  à  l ’ a x e  d e s  a ; .  S i  l ’ o n  a t t r i b u e  à  l a  v a r i a b l e s ;  l ’ a c c r o i s s e m e n t  t r è s  

p e t i t  A x ,  l ’ a c c r o i s s e m e n t  c o r r e s p o n d a n t  d e  l ’ a i r e  s a v o i r ,  A ' K · * ) ,  

s e r a  u n e  p e t i t e  p o r t i o n  d e  s u r f a c e  d o n t  l ’ i n c l i n a i s o n  p a r  r a p p o r t  a u  

p l a n  d e s  y ,  z  r e s t e r a  s e n s i b l e m e n t  l a  m ê m e  e n  t o u s  l e s  p o i n t s  e t  d i f f é 

r e r a  t r è s  p e u  d e   ̂ —  t . D o n c ,  e n  v e r t u  d u  t h é o r è m e  II, l e  r a p p o r t  

q u ’ o n  o b t i e n d r a  e n  d i v i s a n t  c e t t e  p o r t i o n  d e  s u r f a c e  p a r  s a  p r o j e c t i o n  

s u r  l e  p l a n  d e s  y ,  z  d i f f é r e r a  t r è s  p e u  d e  s é c i ^  —  tA  =  O r  l a
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p r o j e c t i o n  d o n t  i l  s ’a g i t  s e r a  é v i d e m m e n t  l a  d i f f é r e n c e  e n t r e  l e s  s u r 

f a c e s  d e s  d e u x  s e c t e u r s  c i r c u l a i r e s  q u e  t r a c e r a i e n t  d e s  r a y o n s  

é q u i v a l e n t s  a u x  o r d o n n é e s  y  e t  j - t - A /  d e  l a  c o u r b e  g é n é r a t r i c e  e n  

d é c r i v a n t  l ’a n g l e  <p a u t o u r  d e  l ’ o r i g i n e .  C e t t e  p r o j e c t i o n  s e r a  d o n c  r e 

p r é s e n t é e  p a r

(83) ^(7 + A7 ) \ - f 7 2 =  7 ? A r ( I + % Ç ) i

e t  c o m m e  o n  a u r a  s e n s i b l e m e n t

A r  _  dy_ _

A x  dx
±  tangr,

o n  p o u r r a  r é d u i r e  l ’ e x p r e s s i o n  ( 8 3 )  à  l a  f o r m e  

(84.) ± 7 9  tangr A # ( i  -t- i),

i  d é s i g n a n t  u n e  q u a n t i t é  t r è s  p e t i t e .  C e l a  p o s é ,  i l  s u f f i r a ,  p o u r  o b t e n i r  

l ’ a i r e  A  d e  m u l t i p l i e r  l ’ e x p r e s s i o n  ( 8 4 )  p a r  u n  f a c t e u r  t r è s  p e u

d i f f é r e n t  d e  -J— · O n  a u r a  d o n c  sinr

Ad.-r =  ±7 9 - r ^ — ; (1 H- i) Â r,
T J  T suit -t-1

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

(85) A A(ic) 
A x =  ± 7 9  sécr

sint 
siriT -t- 1 {1 +  i),

[ d é s i g n a n t  e n c o r e  u n e  q u a n t i t é  t r è s  p e t i t e ;  e t  l ’ o n  e n  c o n c l u r a ,  e n  

f a i s a n t  c o n v e r g e r  Acc v e r s  z é r o ,

( 86)
dty(x)

dx
=  ± y y  sécr.

S i  d a n s  c e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l e  o n  s u b s t i t u e  a u  p r o d u i t  z h y s é c T  l a  

l o n g u e u r  q u ’ i l  r e p r é s e n t e ,  c ’ e s t - à - d i r e  l a  n o r m a l e  N  d e  l a  c o u r b e  g é n é 

r a t r i c e ,  o n  a u r a  s i m p l e m e n t

(87)
c? d>(x) 

dx
—  N 9 ;

O E uvres d e C . — S. H, t. V. 6 l
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p u i s ,  e n  i n t é g r a n t  l ’ é q n a t i o n  ( 8 7 )  à p a r t i r ' d e  x  =  x 0, o n  t r o u v e r a

(88) — ? ( N dx.

S i  l ’ o n  v e u t  é v a l u e r  f a i r e  e n g e n d r é e  p a r  la  r é v o l u t i o n  c o m p l è t e  d e  l . a r e  

m e s u r é  s u r  l a  c o u r b e  ( 7 8 )  e n t r e  l e s  p o i n t s  q u i  o n t  p o u r  a b s c i s s e s  x „  

e t  X ,  i l  f a u d r a  s u p p o s e r  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 8 8 )  9  =  2 “ . A l o r s  o n  o b t i e n 

d r a  l ’ é q u a t i o n

( 89) ^/(x ) =  2 t: Î  N dx,

q u i  p e u t  ê t r e  r e m p l a c é e ,  q u a n d  7  r e s t e  p o s i t i v e ,  p a r  l ’ u n e  q u e l c o n q u e  

d e s  s u i v a n t e s  :

(90) —  y s é c ^ d x ,

(91) ¿ ( x )  =  2 i z f  y \ J i  H- / ' 2 dx.

\ ■ * 

A j o u t o n s  q u e  s i  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 8 9 )  o n  p o s e  9  =  2 -rc, e l l e  f o u r n i r a

p o u r  l ’ a i r e  A  =  ' | ( X )  l a  m ê m e  v a l e u r  q u e  l ’ é q u a t i o n  ( 8 2 ) .

I l  e s t  b o n  d ’ o b s e r v e r  q u e  l ’ a i r e  A i ^ # )  d é t e r m i n é e  p a r  l a  f o r 

m u l e  ( 8 5 )  d i f f è r e  t r è s  p e u  d o  l ’ a i r e  ± 7 ® s é c .T  A x  m e s u r é e  s u r  l a  s u r f a c e  

d u  t r o n c  d e  c ô n e  q u e  d é c r i t ,  e n  t o u r n a n t  a u t o u r  d e  l ’ a x e  d e s  x ,  l a  p e t i t e  

l o n g u e u r  s é c - r A i c  c o m p t é e  s u r  l a  d r o i t e  q u i  t o u c h e  l a  c o u r b e  ( 7 8 ) 3 1 1  

p o i n t  ( x , 7 ) ;  c ’ e s t - à - d i r e  q u e  l e  r a p p o r t  e n t r e  l ’ a i r e  A ' | ( . r )  e t  l ’ a i r e  d u  

t r o n c  d e  c ô n e  d i f f è r e  t r è s  p e u  d e  l ’ u n i t é .

A p p l i q u o n s  m a i n t e n a n t  l e s  f o r m u l e s  ( 8 2 ) ,  ( 8 9 ) ,  e t c .  à  q u e l q u e s  

e x e m p l e s .

E x e m p le  I .  —  S i  l a  c o u r b e  ( 7 8 )  s e  t r a n s f o r m e  e n  u n e  d r o i t e  m e n é e  

p a r a l l è l e m e n t  à  l ’ a x e  d e s  x  p a r  u n  p o i n t  s i t u é  à  l a  d i s t a n c e  R  d e  c e  

m ê m e  a x e ,  A  r e p r é s e n t e r a  l a  s u r f a c e  l a t é r a l e  d ’ u n  c y l i n d r e  e n g e n d r é  

p a r  l a  r é v o l u t i o n  d e  c e t t e  d r o i t e  a u t o u r  d e  l ’ a x e ,  e t  d o n t  l a  h a u t e u r  s e r a  

p r é c i s é m e n t  X  — æ-0. C o m m e  o n  a u r a  d ’a i l l e u r s  N  =  R ,  o n  t i r e r a  d e
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A  =  27i R ( X  —  x 0).

I l  r é s u l t e  d e  c e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l e  q u e  la surface latérale d ’ un cylindre  

droit à base circulaire est le produ it de la hauteur du cylindre p a r  la cir

conférence de sa base. C e t t e  p r o p o s i t i o n  b i e n  c o n n u e  e s t  d ’ a i l l e u r s  c o m 

p r i s e ,  c o m m e  c a s  p a r t i c u l i e r ,  d a n s  l e  t h é o r è m e  V I .

E x em p le  II.  —  S i  l a  c o u r b e  ( 7 8 )  c o ï n c i d e  a v e c  u n e  c i r c o n f é r e n c e  d e  

c e r c l e  d o n t  l e  r a y o n  s o i t  é g a l  à  R  e t  d o n t  l e  c e n t r e  s o i t  s i t u é  s u r  l ’ a x e  

d e s  x ,  l a  v a l e u r  d e  A  d é t e r m i n é e  p a r  l a  f o r m u l e  ( 8 2 )  r e p r é s e n t e r a  l ’a i r e  

d ’ u n e  z o n e  s p h é r i q u e  q u i  a u r a  p o u r  h a u t e u r  X  —  x „ .  D e  p l u s ,  o n  t r o u 

v e r a  e n c o r e  N  — R ,  e t  p a r  c o n s é q u e n t  l ’ é q u a t i o n  ( 8 2 )  s e  r é d u i r a ,  

c o m m e  d a n s  l ’ e x e m p l e  p r é c é d e n t ,  à  l a  f o r m u l e  ( 9 2 ) .  O r  o n  c o n c l u r a  

d e  c e t t e  f o r m u l e  q u e ,  p o u r obtenir la surface d ’une zon e sphérique, il  

suffit de m ultiplier la hauteur de la zon e p a r  la circonférence, d ’ un g ra n d  

cercle. C e t t e  d e r n i è r e  p r o p o s i t i o n  e s t  u n e  d e  c e l l e s  q u e  l ’ o n  d é m o n t r e  

d a n s  l e s  é l é m e n t s  d e  g é o m é t r i e .  L o r s q u e  l a  h a u t e u r  d e  l a  z o n e  d e v i e n t  

é g a l e  a u  d i a m è t r e  d e  l a  s p h è r e  s u r  l a q u e l l e  c e t t e  z o n e  e s t  t r a c é e ,  l a  p r o 

p o s i t i o n  q u ’ o n  v i e n t  d e  r a p p e l e r  d é t e r m i n e  l ’ a i r e  t o t a l e  d e  l a  s p h è r e ,  e t  

l ’ o n  r e c o n n a î t  a i n s i  q u e  la surface de la sphère équivaut à quatre fo is  la  

surface d ’un g r a n d  cercle.

E x e m p le  III.  —  C o n c e v o n s  q u e  l a  c o u r b e  ( 7 8 )  c o ï n c i d e  a v e c  l ’ e l l i p s e  

q u i  a  p o u r  a x e s  l e s  l o n g u e u r s  2 a, 2 b, e t  q u i  e s t  r e p r é s e n t é e  p a r  

l ’ é q u a t i o n

( 9 3 )
x 2

a1
y l
6*

= j »

L a  f o r m u l e  ( 7 9 ) ,  r é d u i t e  à

(94)
x 2 

a1 b2 G

r e p r é s e n t e r a  u n  e l l i p s o ï d e  d e  r é v o l u t i o n ,  e t  l ’ o n  t r o u v e r a
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Si l’on suppose d’ailleurs a ^ > b ,  on aura, en désignant par e  l’excen

tricité de l’ellipse,

(90) as  =  y V —  b1;

par suite, la valeur de N deviendra

F /

( 96 ) ' » N =  — \/ a'1 —  s%x*.

Donc alors on tirera de l’équation (82)

(97) x 2 dx .

Or, en vertu de la formule (21) (deuxième Leçon), le produit

(98) x-  d x

exprimera l’aire comprise entre les ordonnées correspondant aux 

abscisses x 0, x , dans l’ellipse dont l’équation sera

( 9 9 ) à

y 2

2 ^  b2

et dont les axes, représentés par les longueurs 2̂ > 2b, seront dirigés

suivant les mêmes droites que ceux de l’ellipse donnée. Cela posé, la 

formule (97) entraînera évidemment la proposition suivante :

T h é o r è m e  V I I .  —  S i l'o n  f a it  tourner une ellipse autour de son g ra n d  

a x e , la surface de la zo n e engendrée p a r  la  révolution d ’ un arc de cette 

ellipse sera le p ro d u it d u  nom bre  7: p a r  la surface comprise entre les p lan s  

qu i renferm eront les d e u x  bases de la zo n e dans une seconde ellipse que 

l ’on déduira de la prem ière en fa is a n t croître le g r a n d  a x e  dans un  

rapport inverse de l ’excen tricité.

Lorsque la hauteur de la zone coïncide avec le grand axe de l’ellipse 

donnée, le théorème précédent détermine l’aire totale de l’ellipsoïde
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d e  r é v o l u t i o n ;  e t  l ’ o n  t r o u v e  p o u r ' l a  v a l e u r  d e  c e t t e  a i r e ,  e n  a y a n t  

é g a r d  a u x  f o r m u l e s  d e  l a  p a g e  4 3 5 ,

(IC O )
’ ab

A  =  2 n b 2+  27t —  a r c  r a n g  · s ° b

S i  l ’ o n  s u p p o s a i t  a  <  b , o n  a u r a i t ,  e n  d é s i g n a n t  t o u j o u r s  p a r  £ l ’ e x c e n 

t r i c i t é  d e  l ’ e l l i p s e  ( 9 3 ) ,

(101) bs —  \Jb‘i — a 2

e t ,  p a r  s u i t e ,

( 102) -+- iC2.

D o n c  a l o r s  o n  t i r e r a i t  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 8 2 )  

( i o 3 )  A  == 2 tt
¿>2£

62£2
■ ¿c2 dx.

' O r ,  e n  v e r t u  d e  l a  f o r m u l e  ( 3 o )  d e  l a  d e u x i è m e  L e ç o n ,  l e  p r o d u i t

( i o 4 )
¿>2£

62£2
x*- d x

e x p r i m e r a  é v i d e m m e n t  l ’ a i r e  c o m p r i s e  e n t r e  l e s  o r d o n n é e s  c o r r e s p o n 

d a n t  a u x  a b s c i s s e s  x 0, X ,  d a n s  l ’h y p e r b o l e  d o n t  l ’ é q u a t i o n  s e r a

( i o 5 )
y *  W & x-

¿i2

e t  d o n t  l e s  a x e s ,  r e p r é s e n t é s  p a r  l e s  l o n g u e u r s  2 ^ j 2 b, s e r o n t  d i r i g é s

s u i v a n t  l e s  m ê m e s  d r o i t e s  q u e  c e u x  d e  l ’ e l l i p s e  d o n n é e .  O n  p e u t  d o n c  

é n o n c e r  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  :

T h é o r è m e  V I I I .  —  S i l ’ on f a i t  tourner une ellipse a u tou r de son p etit  

a x e , la  su rface de la zon e engendrée p a r  la révolution d ’ un arc de cette 

ellipse sera le produ it du nom bre  i t  p a r la surface comprise entre les d e u x  

p la n s q u i renferm eront les d e u x  bases de la zo n e -dans une hyperbole  

dont l ’a x e  réel coïncidera précisém ent avec le petit a x e  de l ’ellipse, et dont
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le second a x e  sera équivalent au carré du g r a n d  a x e  de l ’ellipse divisé 

p a r  le carré du petit a x e  et p a r  l ’excen tricité.

L o r s q u e  l a  h a u t e u r  d e  l a  z o n e  c o ï n c i d e  a v e c  l e  p e t i t  a x e  i a  d e  l ’ e l l i p s e  

d o n n é e ,  o n  d é d u i t  d u  t h é o r è m e  p r é c é d e n t  o u  d e  l ’ é q u a t i o n  ( i o 3 )  l ’ a i r e  

t o t a l e  d e  l ’ e l l i p s o ï d e  d e  r é v o l u t i o n ,  e t  l ’ o n  t r o u v e  p o u r  l a  v a l e u r  d o  

c e t t e  a i r e ,  e n  a y a n t  é g a r d  à  l a  p r e m i è r e  f o r m u l e  d e  l a  p a g e  4 3 6 ,

E x e m p le I V .  —  C o n c e v o n s  q u e  l a  c o u r b e  ( 7 8 )  c o ï n c i d e  a v e c  [’ h y p e r 

b o l e  r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ u n e  d e s  é q u a t i o n s

L a  f o r m u l e  ( 7 9 ) ,  r é d u i t e  à  l ’ u n e  d e s  s u i v a n t e s ,

r e p r é s e n t e r a  u n  h y p e r h o l o ï d e  d e  r é v o l u t i o n  à  d e u x  n a p p e s  d i s t i n c t e s  o u  

à  u n e  s e u l e  n a p p e ,  e t  l ’ o n  t r o u v e r a

( 1 0 6 )
£ 1 —  £

D ’a i l l e u r s ,  s i  l ’ o n  f a i t ,  p o u r  a b r é g e r ,

( 1 1 2 )

la  v a l e u r  d e  N  d e v i e n d r a

as =  \Ja- +  b'1,

(îi3 )

D o n c  l ’ é q u a t i o n  ( 8 2 )  d o n n e r a
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O r ,  e n  v e r t u  d e  l a  f o r m u l e  ( 3 o )  d e  l a  d e u x i è m e  L e ç o n ,  l e  p r o d u i t

( • * 5 ) 2 ■
a

d x

e x p r i m e r a  l ’a i r e  c o m p r i s e  e n t r e  l e s  o r d o n n é e s  c o r r e s p o n d a n t  a u x  a b 

s c i s s e s  x 0, X ,  d a n s  l ’ u n e  d e s  h y p e r b o l e s  r e p r é s e n t é e s  p a r  l e s  é q u a t i o n s

C e l a  p o s é ,  c o m m e  l a  c o n s t a n t e  e d é s i g n e r a  é v i d e m m e n t  l ’ e x c e n t r i c i t é  

d e  l ’h y p e r b o l e  ( 1 0 7 ) ,  l a  f o r m u l e  ( i i 4 )  e n t r a î n e r a  l a  p r o p o s i t i o n  s u i 

v a n t e  :

.Théorème I X .  —  S i l ’fin  f a i t  tourner une hyperbole autour de son a x e  

réel, la surface de la zon e ■engendrée p a r la révolution d ’ un arc d é  cette 

hyperbole sera le produit du  nom bre  i t  p a r la surface com prise entre les 

d e u x  p lan s g u i renferm eront les d e u x  bases de la zon e dans une seconde- 

hyperbole que l ’on dédu ira  de la prem ière en fa is a n t  décroître l ’a x e  réel 

dans u n  rapport inverse de l ’excentricité.

E x e m p le  V. —  C o n c e v o n s  q u e  l a  c o u r b e  ( 7 8 )  c o ï n c i d e  a v e c  l a  p a 

r a b o l e

(118) y - - 2 p x

p  é t a n t  u n e  q u a n t i t é  p o s i t i v e .  L ’ é q u a t i o n  ( 7 9 ) ,  r é d u i t e  à

( ” 9 ) +  z* =  2 p x ,

r e p r é s e n t e r a  u n  p a r a b o l o i d e  d e  r é v o l u t i o n ,  e t  l ’ o n  t r o u v e r a

N  =  \ j i p x  -h p 2.(120)

O n  a u r a ,  p a r  s u i t e ,

x  =
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e t  l a  f o r m u l e  ( 8 9 )  d o n n e r a

J «N

I N! dN =  ^  ( N 3 —  N jj) ,

N„ °P

N 0 d é s i g n a n t  l a  v a l e u r  d e . N  c o r r e s p o n d a n t  à  x  =  x 0. P a r  c o n s é q u e n t  

l ’a i r e  e n g e n d r é e  p a r  l a  r é v o l u t i o n  c o m p l è t e  d ’ u n  a r c  d e  p a r a b o l e  q u i  

t o u r n e  a u t o u r  d e  l ’ a x e  d e  c e t t e  c o u r b e  e s t  l e  t i e r s  d u  p r o d u i t  q u ’ o n  

o b t i e n t  e n  m u l t i p l i a n t  l e  r a p p o r t  e n t r e  l e  n o m b r e  2 -rc e t  l e  p a r a m è t r e  

p a r  l a  d i f f é r e n c e  e n t r e  l e s  c u b e s  d e s  n o r m a l e s  r e l a t i v e s  a u x  d e u x  e x t r é 

m i t é s  d o  l ’ a r c .  S i  l ’ o n  s u p p o s e  e n  p a r t i c u l i e r  x ü =  0 , o n  t r o u v e r a  N „  — p ,  

e t  l a  f o r m u l e  ( 1 2 1 )  d o n n e r a

(122) ( y ~  P 1) ·

E x e m p le  VI. —  C o n c e v o n s  q u e  l a  c o u r b e  ( 7 8 )  c o ï n c i d e  a v e c  l ’ h y 

p e r b o l e

( 12 3 )' · x y  =  ^  R s .

L ’ é q u a t i o n  ( 7 9 ) ,  r é d u i t e  à

( 124) æ*(y* +  z ')  =  ± W ,

r e p r é s e n t e r a  u n e  s u r f a c e  d u  q u a t r i è m e  d e g r é ,  e t  l ’ o n  t i r e r a  d e  l a  f o r 

m u l e  ( 9 0 )

X* dr- /
sé cr  -£-·

D e  p l u s  o n  c o n c l u r a  d e  l a  f o r m u l e  ( i 2 3 )

e t ,  p a r  s u i t e ,

/  =  - -  t a n g r  =
1 R 5

2 x-

X 1 —
_ J V _

2 ta n g r ’
l x  —  l  R —  - l i  —  -  /tangr, 

2 2

d x

x

1 dz

2 s in r  cosr

P a r  c o n s é q u e n t ,  s i  l ’ o n  n o m m e  t „ l a  v a l e u r  d e  t  c o r r e s p o n d a n t  à  x  =  x 0, 

l a  f o r m u l e  ( i 2 5 )  d o n n e r a

t „ R .
2 J  s in r c o s 2

(126)
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D e  c e t t e  d e r n i è r e ,  c o m p a r é e  à  l a  f o r m u l e  ( 4 4 )  d e  l a  p r e m i è r e  L e ç o n ,  

o n  d é d u i t  i m m é d i a t e m e n t  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  :

L ’aire engendrée p a r  la révolution com plète d ’ un arc de l ’hyper

bole ( i 2 3 )  tournant autour de l ’a x e  des x  est le p rod u it de la su r fa c e  du  

dem i-cercle décrit avec le rayon  R  p a r  un arc m esuré sur la logarithm ique

(127). y  =  ex,

et tellem ent choisi que l ’ inclinaison de la logarithm ique, en chacun des 

poin ts situés a u x  extrém ités du second arc, coïncide avec l ’ inclinaison de 

l ’hyperbole dans l ’ un des p oin ts situés a u x  extrém ités du p rem ier arc.

C o t t e  p r o p o s i t i o n  s u f f i t  p o u r  d é t e r m i n e r  l ’a i r e  e n g e n d r é e  p a r  l ’ a r c  d e  

l ’ h y p e r b o l e ;  e t  d ’ a i l l e u r s  o n  t i r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 1-2 6 )  c o m b i n é e  a v e c  l e s  

f o r m u l e s  d e  l a  p a g e  4 * 4

(128) d/(;r) =  - 7iR2 ( — 1-------—----- h l tang — — l tang-
' TV ' 2 \ cost0 cosr 2 ° 2

E x e m p le  V II. —  L o r s q u e  l a  c o u r b e  ( 7 8 )  s e  r é d u i t  à  l a  l o g a r i t h m i q u e  

r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ é q u a t i o n

x '
(129) y  =  e n ,

l a  f o r m u l e  ( 9 1 )  d o n n e  ‘

(130) · J>(a;)=r27i/ e n \ j i - \ - y ' 2 d x .

é.r<,

D e  p l u s ,  o n  t i r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 2 9 )

e t ,  p a r  s u i t e ,

y' =  -  e a  
J  a

dy' — — e a  d x ,  e a dx —  a 2 dy'.

C e l a  p o s é ,  l a  v a l e u r  d e  ^ ( a ? )  p e u t  ê t r e  r é d u i t e  à

p y  ______
( i 3 i )  ,  ÿ ( x ) = 2 i:a * -  \ J i+ y n dy’,

y y  0

y „  d é s i g n a n t  l a  v a l e u r  d e  y ’ C o r r e s p o n d a n t  à  x  =  x 0. S i  m a i n t e n a n t

O Euvret d e  C . — S. I I ,  t .  V. 
i

62
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o n  a  é g a r d  à  u n e  f o r m u l e  d é  l a  p a g e  4 3 6 ,  o n  t r o u v e r a

const.

=  I  i i m  +  1 1 1 Sl n--  +  const.,. 
. 2 COS2!· 2 i  —  S i r i !

e t  d a  f o r m u l e  (  1 3 1 )  d o n n e r a

,,o . . J  sinr i .  i r' · s inr0(132) + 2 / C O S ' T o
—  I tang h ? ) ] ·

E x e m p le  V III. —  L o r s q u e  l a  c o u r b e  ( 7 8 )  s e  r é d u i t  a  l a  c h a î n e t t e  

r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ é q u a t i o n

( . 3 3 )

o n  t r o u v e  

034) ‘

x _x
e " - t -  e «

y  — a-

l  x _ £\*  
N =  7 W  +  e “ J 

4

e t  l ’ o n ,  t i r e  d e  l a  f o r m u l e  ( 8y ) ,  e n  s u p p o s a n t ,  p o u r  a b r é g e r ,  x 0 —  o ,

( . 3 5 ) ’li  (  x  )  =  7ï  a 1 + ·

IX tx
e “ - t -  e a dx,

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  ' ' ^

( . 3 6 )  =  r.a ^ (e " — e “ ) Ĵ·

Exem ple. I X .  —  S i  l a  c o u r b e  ( 7 8 )  s e  r é d u i t  à  l a  c y c l o ï d c  r e p r é s e n t é e  

p a r  l e  s y s t è m e  d e s  é q u a t i o n s
, t

(.37) îc =  R ( w —  sinii),  y  =  R 0 — cosw)

(v o ir  l a  d e u x i è m e  L e ç o n  d u  T o m e  I ) ,  o n  a u r a

_____ . i  i  >
\/1 -t- y n dx  =  \Jdx2- t -  dy-,—  2 2 R ( i  —  C o s t a ) 2 «<o

e t  l ’ o n  t i r e r a  d e  l a · f o r m u l e  ( 9 1 ) ,  e n  s u p p o s a n t  l ’ a n g l e  co r e n f e r m e  e n t i e
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l e s  l i m i t e s  o ,  2 tz,

i. />“  i  z»“  .  v
( 13 8 ) ÿ(æ ) =  2* n R 2 I ( i  —  c o s c o )2 du =  8 tcR 2 / s i n 3 -

Ju>, Jtù. 2
d<a.

O n  t r o u v e r a  d ’a i l l e u r s

o  . ,&) ( e
8 s i n 3 -  z = \ -

' ‘ ■ ---- P. 2

V / - I

.  . w . 3co
—  6 s i n -------s i n -------

2 2

C e l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  f a i t ,  p o u r  p l u s  d e  c o m m o d i t é ,  co0 =  o ,  l a  v a l e u r  

d e  d e v i e n d r a

0 3 9 )
. . . > „ »  / 8  o  «  1 3 w \

<];(;£) =  4 î t R 2 ( g —  3 COS — -+- g COS —  J·

S i  d ’ o n  v e u t  o b t e n i r ,  e n  p a r t i c u l i e r ,  l ’ a i r e  A  d é c r i t e  p a r  u n e  b r a n c h e  d e  

l a  c y c l o ï d e ,  o n  d e v r a  p r e n d r e ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 1 3 9 ) ,  co =  a i t ,  e t  l ’ o n  

t r o u v e r a

( . 40 ) A  =  ^ t: R 2= | ( 8 R ) 2.

E n  t e r m i n a n t  c e t t e  L e ç o n  n o u s  d é m o n t r e r o n s  d e u x  t h é o r è m e s  q u i  

p e u v e n t  ê t r e  u t i l e s  d a n s  l ’ é v a l u a t i o n  d e s  a i r e s  m e s u r é e s  s u r  d e s  s u r f a c e s  

d e  r é v o l u t i o n .  S i  l ’ o n  f a i t  t o u r n e r ,  a u t o u r  d e  l ’ a x e  d e s  x ,  n o n  p l u s  l a  

c o u r b e  ( 7 8 ) ,  m a i s  c e l l e  q u i  e s t  r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ é q u a t i o n

040 y  — b + A x )>

b d é s i g n a n t  u n e  c o n s t a n t e  p o s i t i v e ,  l a  n o r m a l e  d e  c e t t e  n o u v e l l e  c o u r b e  

s e r a  é q u i v a l e n t e ,  n o n  p l u s  a u  p r o d u i t

/(¿e) VO-H [ / '( ¿ O ] 2,

m a i s  a u  s u i v a n t

E & + / ( * ) ]  VO - K / ' W P ·

E n  c o n s é q u e n c e  i l  s u f f i r a  d e  s u b s t i t u e r  c e  d e r n i e r  p r o d u i t  à  l a  l e t t r e  N  

d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 8 2 )  p o u r  o b t e n i r  l ’a i r e  e n g e n d r é e  

p a r  l a  r é v o l u t i o n  c o m p l è t e  d e  l ’a r c  m e s u r é  s u r  l a  c o u r b e  (  t 4 1 )  e n t r e  

l e s  p o i n t s  q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  a b s c i s s e s  x 0, X ;  e t  s i  l ’ o n  d é s i g n e
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c e t t e  n o u v e l l e  a i r e  p a r  B ,  o n  t r o u v e r a

( 142)

B  =  271 f  - h  +  27i¿> í  \/i 4- [ / ' ( · * ) ] ’ d x

** *0 *^0 
___________

=  A  +  27ibj f  ·+· [ / ' ( · *  ) P  dx.

D ’ a i l l e u r s ,  s i  l ’ o n  a p p e l l e  S  l ’ a r c  c o m p r i s  s u r  l e  c e r c l e  ( 7 8 )  e n t r e  l e s  

p o i n t s  c o r r e s p o n d a n t s  a u x  a b s c i s s e s  x 0, X ,  o n  a u r a ,  e n  v e r t u  d e  l a  f o r 

m u l e  ( 9 )  d e  l a  p r e m i è r e  L e ç o n ,

'= J
1 +  [ f \ x ) Y d x .

C e l a  p o s é ,  l ’ é q u a t i o n  ( i 4 2 )  d o n n e r a  

(» 4 3 )  B  =  A  +  2 tt6 S .

C e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l e  c o m p r e n d  l e  t h é o r è m e  q u e  n o u s  a l l o n s  é n o n c e r  :

T héorème X .  —  S i l ’ on f a i t  successivement tourner un a rc de courbe, 

i °  a u tou r d ’ un a x e  choisi arbitrairem ent, 2 0 a u to u r d ’ un a x e  p a ra llèle  

séparé du  p rem ier p a r  la  distan ce b , la  différen ce entre les d e u x  surfaces 

de révolution en gen drées dans les d e u x  hypothèses sera le p ro d u it de  

l ’arc gén érateu r p a r  la circonférence que décrirait un p o in t du  second  

a x e  tou rn an t autour d u  prem ier, pourvu tou tefois que les d e u x  a x e s  ne  

rencontrent p a s l ’arc g én éra teu r et soient situés d ’ un m êm e côté p a r  

rapport à cet arc.

S i ,  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( i 4 i ) ,  ( I 4 2 )» ( i 4 3 ) ,  o n  r e m p l a ç a i t l a  c o n s t a n t e  

p o s i t i v e  b p a r  l a  c o n s t a n t e  n é g a t i v e  —  b, e t  s i  l ’ o n  s u p p o s a i t  d ’ a i l l e u r s  

l a  c o n d i t i o n

0 4 4 ) / ( « X *
♦

r e m p l i e  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  x  r e n f e r m é e s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  # 0> X> 

l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  f o r m u l e  ( i 4 3 )  d e v i e n d r a i t  A  —  a i r è S ,  e t  r e 

p r é s e n t e r a i t ,  n o n  p l u s  l ’a i r e  B ,  m a i s  c e t t e  a i r e  p r i s e  a v e c  J e  s i g n e  — .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CALCUL INTÉGRAL. 493

. O n  a u r a i t  d o n c  a l o r s  

0 4 5 )  A  +  R  — 27: 6 s ,

e t  p a r  s u i t e  o n  p o u r r a i t  é n o n c e r  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  :

T héorème X I .  —  Les mêmes choses étant posées que dans le théo

rème X, si les deux axes de révolution sont situés, par rapport à l'arc 

générateur, le premier d ’un côté, le second de l ’autre côté, la somme des 

surfaces de révolution engendrées sera le produit de l ’arc générateur par 

la circonférence que décrirait un point du second axe tournant autour 

du premier.
' à

A  l ’ a i d e  d e s  t h é o r è m e s  X  e t  X I ,  q u e  l ’ o n  p e u t  é t e n d r e  a u  c a s  m ê m e  

o ù  l ’ a r c  d e  c o u r b e  d o n n é  s e r a i t  r e n c o n t r é  e n  p l u s i e u r s  p o i n t s  p a r  d e s  

p l a n s  p e r p e n d i c u l a i r e s  à  l ’a x e  d e  r o t a t i o n ,  o n  d é t e r m i n e r a  s a n s  p e i n e  

l ’a i r e  B  d e  l a  z o n e  e n g e n d r é e  p a r  u n  a r c  d e  c e r c l e  S  t o u r n a n t  a u t o u r  

d ’ u n  a x e .  E n  e f f e t ,  s o i t  R  l e  r a y o n  d u  c e r c l e ,  b l a  d i s t a n c e  d u  c e n t r e  

à  T a x e ,  e t  H  l a  h a u t e u r  d e  l a  z o n e .  C o n c e v o n s  d ’ a i l l e u r s ,  p o u r  f i x e r  

l e s  i d é e s ,  q u ’ u n  s e c o n d  a x e ,  m e n é  p a r  l e  c e n t r e  d u  c e r c l e  p a r a l l è l e m e n t  

à  T a x e  d o n n é ,  n e  r e n c o n t r e  p a s  l ’ a r c  S .  S i  T o n  n o m m e  A  l a  p o r t i o n  d e  

s u r f a c e  s p h é r i q u e  e n g e n d r é e  p a r  T a r e  d e  c e r c l e  t o u r n a n t  a u t o u r  d u  

s e c o n d  a x e ,  o n  a u r a ,  e n  v e r t u  d e  l a  f o r m u l e  ( 9 2 ) ,

A =  27tRH

e t ,  p a r  s u i t e ,  l a  f o r m u l e  (  14 3 )  o u  ( i / | 5 )  d o n n e r a

(»46) B =  2tt(6S +  RH)

ou •

(»47) B =  27r(6 S — RH).

S i  T a r e  d e  c e r c l e  d e v i e n t  é g a l  à  l a  d e m i - c i r c o n f é r e n c e ,  o n  t r o u v e r a

H  =  2 R ,  S = t: R

e t  l e s  é q u a t i o n s  ( r 4 * 5 ) ,  ( i 4 7 ) >  r é d u i t e s  à

(i48) B =  27iR(7: 6 -t-2R),
(l4g) ’ B =  2 7tR(7r'& —.2R),
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f o u r n i r o n t  d o u x  v a l e u r s  d e  B ,  d o n t  l a  s o m m e ,  s a v o i r  4  -  - b 11, s e r a  

l ’ a i r e  t o t a l e  d e  l a  s u r f a c e  q u e  l ’ o n  n o m m e  surface annulaire. O n  p r o u 

v e r a  d e  m ê m e  q u e  toute courbe qui a un centre, en tournant autour d ’ un 

axe qui rie la rencontre pas, engendre une surface équivalente au produit 

de son périmètre par la circonférence que décrit le centre autour de 

cet axe.
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QUATRIÈME LEÇON.

CUBATURE DES SOUDES.

L e ,  p r o b l è m e  d o  l a  c u b a t u r o  d e s  s o l i d e s  c o n s i s t e  à  d é t e r m i n e r  l e  

v o l u m e  c o m p r i s  s o u s  u n e  e n v e l o p p e  d o n n é e .  P o u r  a r r i v e r  p l u s  f a c i l e 

m e n t  à  l a  s o l u t i o n  g é n é r a l e  d e  c e  p r o b l è m e ,  n o u s  e x a m i n e r o n s  d ’ a b o r d  

l e  c a s  o ù  i l  s ’ a g i t  d ’ é v a l u e r  l e  v o l u m e  d ’ u n  c y l i n d r e  d r o i t  à  b a s e  q u e l 

c o n q u e .  D a n s  c e  c a s  p a r t i c u l i e r ,  l a  q u e s t i o n  p e u t  ê t r e  i m m é d i a t e m e n t  

r é s o l u e  à  l ’ a i d e  d u  t h é o r è m e  q u e  n o u s  a l l o n s  é n o n c e r  :

T héorème I .  —  L e volum e  Y ,  compris dans le cylindre droit dont 

U  représente la base et II  la hauteur, est équivalent au produ it de cette 

base et de cette hauteu r; en sorte qu’ on a

( i )  V  l-  1I L .

D ém onstration. —  S u p p o s o n s  t o u s  l e s  p o i n t s  d e  l ’ e s p a c e  r a p p o r t é s  

à  t r o i s  a x e s  r e c t a n g u l a i r e s  d e s  x ,  y ,  s ,  e t  p l a ç o n s  l e  c y l i n d r e  d e  m a 

n i è r e  q u e ,  s a  g é n é r a t r i c e  é t a n t  p a r a l l è l e  à  l ’ a x e . d c s  z ,  l e  p l a n  d e  s a  b a s e  

c o ï n c i d e  a v e c  l e  p l a n  d e s  x , y .  C o n c e v o n s  d ’ a i l l e u r s  q u e  l ’ o n  c o u p c  l e  

v o l u m e  Y  p a r  u n  p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  à  T a x e  d e s  x  e t  c o r r e s p o n d a n t  

à  l ’ a b s c i s s e  a?. E n f i n  s o i e n t  f ( x )  l a  s e c t i o n  l i n é a i r e  f a i t e  d a n s  l a  b a s e  U  

' p a r  l e  p l a n  c o u p a n t ,  v l a  p o r t i o n  d u  v o l u m e  V  q u i  s e  t r o u v e  s i t u é e  p a r  

r a p p o r t  â  c e  p l a n  d u  c ô t é  d e s  x  n é g a t i v e s ,  e t  u  l a  p o r t i o n  c o r r e s p o n 

d a n t e  d e  l a  b a s e  U ,  S i  l ’ o n  a t t r i b u e  à  x  u n  a c c r o i s s e m e n t  i n f i n i m e n t  

p e t i t  A x ,  l e  v o l u m e  v r e c e v r a  u n  a c c r o i s s e m e n t  a n a l o g u e  r e p r é s e n t é  

p a r  Av. O r  i l  e s t  f a c i l e  d e  r e c o n n a î t r e  ; i °  q u e  l a  b a s e  A m  d u  v o l u m e  Av 

r e s t e r a  c o m p r i s e  e n t r e  d e u x  " r e c t a n g l e s ,  l ’ u n  i n s c r i t ,  l ’ a u t r e  c i r -
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c o n s c r i t ,  d o n t  l e s  a i r e s  s e r o n t  m e s u r é e s  p a r  d e s  p r o d u i t s  d e  l a  f o r m e

(2) [/(«) + I]Aa?,

( 3 )  ' [ f { x )  -H J ]  Aa?,

I ,  J  d é s i g n a n t  d e u x  q u a n t i t é s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s ;  2 0 q u e  l e  v o l u m e  À e  

s e r a  l u i - m ê m e  c o m p r i s  e n t r e  d e u x  p a r a l l é l é p i p è d e s  q u i  a u r o n t  p o u r  

h a u t e u r  H  e t  p o u r  b a s e s  l e s  d o u x  a i r e s  d o n t  i l  s ’ a g i t .  D o n c  l a  v a l e u r  

d u  v o l u m e  A e  s e r a  u n e  m o y e n n e  e n t r e  l e s  d e u x  e x p r e s s i o n s

( 4 )  H [ / ( * ) - t - I ] A * ,

( 5 )  ‘ H [ / ( * ) + J ] A * i

o u ,  e n  d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  o n  a u r a

( 6 ) A e  =  H r / ( a O + i ] A ® *

i  d é s i g n a n t  u n e  n o u v e l l e  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e  c o m p r i s e  e n t r e  I 

e t  J .  S i  m a i n t e n a n t o n  d i v i s e  p a r  Ax l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 6 ) ,  

o n  e n  t i r e r a

( 7 ) ^  =  H [ / ( a : )  +  i ] ;

p u i s ,  e n  f a i s a n t  c o n v e r g e r  Ax v e r s  l a  l i m i t e  z é r o ,  o n  t r o u v e r a

( 8 ) E  = “ / < * > -

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

(9) dv =  E / ( x ) d x .

C e l a  p o s é ,  s o i e n t  x0, X  l a  p l u s  p e t i t e  e t  l a  p l u s  g r a n d e  d e s  v a l e u r s  d e  x 
q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  d i f f é r e n t s  p o i n t s  d u  v o l u m e  v, o u  d e  s a  b a s e  u. 

L e s  f o n c t i o n s  u, v s ’ é v a n o u i r o n t  p o u r  x = ;  x0 ; e t ,  e n  i n t é g r a n t  l e s  d e u x  

m e m b r e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 9 )  à  p a r t i r  d e  x =  x0, o n  o b t i e n d r a  l a  f o r m u l e
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p u i s ,  e n  p r e n a n t  x

(* 0

D ’a i l l e u r s ,  e n  v e r t u ,  d e s  é q u a t i o n s  ( 7 9 )  e t  ( 8 0 )  d e  l a  d e u x i è m e  L e ç o n ,  

l e s  i n t é g r a l e s  q u e  r e n f e r m e n t  l e s  f o r m u l e s  ( 1 0 )  e t  ( n )  s o n t  p r é c i s é 

m e n t  l e s  v a l e u r s  d e s  a i r e s  u  e t  U .  D o n c  l a  p r e m i è r e  d e  c e s  f o r m u l e s  

p e u t  ê t r e  r é d u i t e  à

( 12 ) v —  YLu,

e t  l a  s e c o n d e  c o ï n c i d e  a v e c  l ’ é q u a t i o n  ( 1 ) .

L a  d é m o n s t r a t i o n  q u i  p r é c è d e  d e v r a i t  ê t r e  m o d i f i é e ,  s i  l a  s e c t i o n  

l i n é a i r e  f ( x ) ,  f a i t e  d a n s  l a  s u r f a c e  U  p a r  u n  p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  à  l ’ a x e  

d e s  x ,  s e  t r a n s f o r m a i t  e n  u n  s y s t è m e  d e  p l u s i e u r s  l o n g u e u r s  d i s t i n c t e s  

r e p r é s e n t é e s  p a r  / , ( x ) ,  f 2( x ) ,  f 3( x ) ,  . . .  e t  c o m p r i s e s ,  l a  p r e m i è r e  

e n t r e  d e u x  l i g n e s  d o n n é e s ,  l a  s e c o n d e  e n t r e  d e u x  a u t r e s  l i g n e s ,  e t c .  

M a i s ,  a l o r s  o n  p o u r r a i t  a i s é m e n t  d i v i s e r  l e  v o l u m e  Y  e n  p l u s i e u r s  p a r 

t i e s  V , ,  V 2 , V 3 , e t  l a  b a s e  U  e n  p a r t i e s  c o r r e s p o n d a n t e s  U , ,  U 2, 

U 3, . . . ,  d e  m a n i è r e  q u e  l e s  r a i s o n n e m e n t s  c i - d e s s u s  e m p l o y é s  f u s s e n t  

s u f f i s a n t s  p o u r  é t a b l i r  l e s  é q u a t i o n s  · *

V ,  =  n u „  V 2= H U 2, V s =  H U 3,

e t ,  e n  a j o u t a n t  c e s  d e r n i è r e s  m e m b r e  à  m e m b r e ,  o n  r e t r o u v e r a i t  e n c o r e  

l a  f o r m u l e  ( i ) .

S u p p o s o n s  à  p r é s e n t ,  q u e  l ’ o n  c h e r c h e  l e  v o l u m e  Y  t e r m i n é  p a r  u n e  

e n v e l o p p e  q u e l c o n q u e .  S o i t , F ( a ? )  l ’a i r e  d e  l a  s e c t i o n  f a i t e  d a n s  l e  

v o l u m e  V  p a r  u n  p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  à  l ’ a x e  d e s  x  e t  c o r r e s p o n d a n t  

à  l ’a b s c i s s e  x , ,  e t  n o m m o n s  t o u j o u r s  e  l a  p o r t i o n  d u  v o l u m e  V  q u i  s e  

t r o u v e  s i t u é e ,  p a r  r a p p o r t  a u  p l a n  c o u p a n t ,  d u  c ô t é  d e s  x  n é g a t i v e s .  

S i  l ’ o n  a t t r i b u e  à  l ’ a b s c i s s e  x  u n  a c c r o i s s e m e n t  i n f i n i m e n t  p e t i t  A x ,  l e  

v o l u m e  v r e c e v r a  u n  a c c r o i s s e m e n t  a n a l o g u e  A e  c o m p r i s  e n t i ’e  d e u x  s e c 

t i o n s  r e p r é s e n t é e s ,  l a  p r c m i è r e j D a r  F ( æ ) ,  l a  s e c o n d e  p a r  F ( a ? )  +  A F ( î c ) ;  

e t  i l  e s t  c l a i r  q u e ,  s i  l ’ o n  p r o j e t t e  s u r  l e  p l a n  d e  l a  p r e m i è r e  s e c t i o n ,

OUuvres de C. —  S .  11, t . V .  63

C A L C U L  I N T E G R A L .  

X ,  o n  e n  c o n c l u r a

49 7

x )  dx .
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n o n  p a s  l a  s u r f a c e  e n t i è r e  q u i  e n v e l o p p e  e x t é r i e u r e m e n t  l e  v o l u m e  V ,  

m a i s  s e u l e m e n t  l a  z o n e  o u  p o r t i o n  d e  s u r f a c e  q u i  r é p o n d  a u  v o l u m e  A v ,  

c e t t e  z o n e  a i n s i  p r o j e t é e  s e r a  c o m p r i s e  e n t r e  d e u x  c o u r b e s  t r è s  v o i s i n e s  

q u i  f o r m e r o n t  l e s  p é r i m è t r e s  d e s  b a s e s  d e  d e u x  c y l i n d r e s  d r o i t s ,  l ’ u n  

i n s c r i t ,  l ’ a u t r e  c i r c o n s c r i t  a u  v o l u m e  &v.  I l  r é s u l t e  d ’a i l l e u r s  d u  t h é o 

r è m e  I I I  d e  l a  d e u x i è m e  L e ç o n  q u e  l e s  s u r f a c e s  r e n f e r m é e s  d a n s  l e s  

d e u x  c o u r b e s  d o n t  i l  s ’ a g i t  d i f f é r e r o n t  t r è s  p e u  d e  l a  s u r f a c e  F ( a ? )  : 

c a r  c e s  t r o i s  s u r f a c e s ,  c o u p é e s  p a r  u n  p l a n  q u e l c o n q u e  p a r a l l è l e  à  l ’a x e  

d e s  x ,  f o u r n i r o n t  é v i d e m m e n t  t r o i s  s e c t i o n s  l i n é a i r e s  d o n t  l e s  d i f f é 

r e n c e s  s e r o n t  i n f i n i m e n t  p e t i t e s .  C e l a  p o s é ,  l e s  s o l i d i t é s  d e s  c y l i n d r e s  

i n s c r i t s  e t  c i r c o n s c r i t s  a u  v o l u m e  A v  s e  t r o u v e r o n t  r e p r é s e n t é e s  p a r  d e s  

p r o d u i t s  d e  l a  f o r m e

( 13 ) [F(.a?)+ 1] Aa-,
( '4 ) ' [ F ( * ) + J ]  Aa?,.

I ,  J d é s i g n a n t  d e s  q u a n t i t é s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s ;  e t  l ’ o n  a u r a  p a r  s u i t e  

(15 ) Av =  [F(a?) 4- î ] Aîp,

i  d é s i g n a n t  u n e  n o u v e l l e  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e ,  i n t e r m é d i a i r e  e n t r e  

I e t  J .  S i ,  a p r è s  a v o i r  d i v i s é  p a r  A x  l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  l a  f o r m u l e  ( i  5  ) ,  

o n  f a i t  c o n v e r g e r  A x  v e r s  l a  l i m i t e  z é r o ,  o n  e n  c o n c l u r a

dv „ .  ,
( 16 ) —  _  F ( . z ) ,  

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

( 1 7 ) dv =  1 t ( x ) d x .

E n f i n ,  s i  l ’ o n  n o m m e  x 0 e t X  l a  p l u s  p e t i t e  e t  l a  p l u s  g r a n d e  d e s  v a l e u r s  

d e  x  q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  d i f f é r e n t s  p o i n t s  d u  v o l u m e  Y ,  c ’ e s t - à - d i r e ,  

e n  d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  l e s  l i m i t e s  e n t r e  l e s q u e l l e s  l ’ a b s c i s s e  x  d o i t  r e s t e r  

. c o m p r i s e  p o u r  q u ’ u n  p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  à  l ’ a x e  d e s  x  e t  c o r r e s p o n 

d a n t  à  c e t t e  a b s c i s s e  r e n c o n t r e  l e  v o l u m e  V ,  o n  t i r e r a  d e  l ’ é q u a t i o n  Cr7 ) 

i n t é g r é e  à  p a r t i r  d e  x  =  x „

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



c C AL CUL  I NTEGRAL. 499

- p u i s ,  e n  p o s a n t  x  =  X ,  o n  o b t i e n d r a  l a  f o r m u l e  *

\

(19) V =  f  F(#) dx.

L a  f o r m u l e  ( 1 9 )  s u b s i s t e  é v i d e m m e n t  d a n s  l e  c a s  m ê m e  o ù  F a i r e  F ( ; r )  

d e  l a  s e c t i o n  f a i t e  d a n s  l e  v o l u m e  Y  p a r  u n  p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  à  

l ’a x e  d e s  x  s e  c h a n g e  e n  u n e  s o m m e  d e  p l u s i e u r s  a i r e s  F ,  ( a ? ) ,  F 2( ; r ) ,  

F 3 ( a ? ) ,  t e r m i n é e s  p a r  d i v e r s  c o n t o u r s .  A l o r s  l e  v o l u m e  Y  e s t  l a  

s o m m e  d e  p l u s i e u r s  v o l u m e s  r e p r é s e n t é s  p a r  l e s  i n t é g r a l e s

d a n s  c h a c u n e  d e s q u e l l e s  l a  f o n c t i o n  s o u s  l e  s i g n e  j ' a  c o n s t a m m e n t  o u  

u n e  v a l e u r  p o s i t i v e  o u  u n e  v a l e u r  n u l l e ,  t a n d i s  q u e  l ’a b s c i s s e  x  v a r i e  

e n t r e  l e s  l i m i t e s  x n, X .  C e l a  p o s é ,  o n  a u r a  t o u t  à  l a  f o i s ,  d a n s  l e  c a s  

d o n t  i l  s ’ a g i t ,

V :

F ( #)  — F t (a?) 4- Fs(sa?) 4- F3{x )  4- . . . ,

- f  F , ( x ) d x - h f  F 2 (x ) d x  4-  f  F 3{ x ) d x + . . . · ,  
■r0 dXt

e t  l ’ o n  e n  c o n c l u r a  e n c o r e

- f,r„
F ( x  ) d x  .

C o m m e ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( r g ) ,  F  ( a ? )  r e p r é s e n t e  F a i r e  d ’ u n e  s u r f a c e  

p l a n e  c o m p r i s e  d a n s  u n  p l a n  p a r a l l è l e  à  l ’ u n  d e s  p l a n s  c o o r d o n n é s ,  il 

e s t  c l a i r  q u e  l a  v a l e u r  d e  F ( æ )  p o u r r a  t o u j o u r s  ê t r e  f a c i l e m e n t  d é t e r 

m i n é e  à  l ’ a i d e  d e s  p r i n c i p e s  é t a b l i s  d a n s  l a  d e u x i è m e  L e ç o n .

S u p p o s o n s ,  p o u r  f i x e r  l e s  i d é e s ,  q u e ,  x 0, X  é t a n t  d e u x  q u a n t i t é s  

c o n s t a n t e s ,  y 0, Y  d e u x  f o n c t i o n s  d e  l a  v a r i a b l e  x ,  e t z „ ,  Z  d e u x  f o n c 

t i o n s  d e s ,  v a r i a b l e s  x ,  y ,  o n  d e m a n d e  l e  v o l u m e  r e n f e r m é ,  d ’ u n e  p a r t ,  

e n t r e  l e s  d e u x  s u r f a c e s  c o u r b e s  r e p r é s e n t é e s  p a r  l e s  é q u a t i o n s

(20)

(21)
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d ’ a u t r e  p a r t ,  e n t r e  l e s  d e u x  s u r f a c e s  c y l i n d r i q u e s  r e p r é s e n t é e s  p a r  l e s  

é q u a t i o n s

(22) y - y  »,

( 23) y  =  Y;

d ’ a u t r e  p a r t ,  e n f i n ,  e n t r e  l e s  d e u x  p l a n s

( 2/j ) X ”  ^o» *

( a 5 )  x = X .

L a  s e c t i o n  F ( a ? )  f a i t e  d a n s  c e  v o l u m e  p a r  u n  p l a n  p a r a l l è l e  a u  p l a n  

d e s  y ,  z  e t  c o r r e s p o n d a n t  à  u n e  v a l e u r  p a r t i c u l i è r e  d e  l ’a b s c i s s e  x  s e r a  

c o m p r i s e  e n t r e  q u a t r e  l i g n e s ,  s a v o i r :  d e u x  c o u r b e s  e t  d e u x  d r o i t e s  p a 

r a l l è l e s  à  l ’a x e  d e s  z.  A j o u t o n s  q u e ,  p o u r  o b t e n i r  l e s  é q u a t i o n s  d e  c e s  

q u a t r e  l i g n e s ,  i l  s u f f i r a  d e  r e g a r d e r  l ’ a b s c i s s e  a:· c o m m e  c o n s t a n t e  d a n s  

l e s  f o r m u l e s  ( 2 0 ) ,  ( 2 1 ) ,  ( 2 2 ) e t ( 2 3 ) .  C e l a  p o s é ,  s i  l ’ o n  n o m m e / ( a ? ,  y )  

l a  s e c t i o n  l i n é a i r e  f a i t e  d a n s  l a  s u r f a c e  F ( a ; )  p a r  u n  p l a n  p e r p e n d i c u 

l a i r e  à l ’ a x e  d e s /  e t  c o r r e s p o n d a n t  à  u n e  v a l e u r  p a r t i c u l i è r e  d e y ,  o n  

a u r a  é v i d e m m e n t

(26) f { x >  —  1  —  ^0;

e t  l a  f o r m u l e  ( 8 0 )  de. l a  d e u x i è m e  L e ç o n ,  a i n s i  q u e  l a  f o r m u l e  ( 4 a )  d e  

l a  t r o i s i è m e  L e ç o n ,  d o n n e r a

(27) F ( * ) = r  f ( x ,  y ) d y ,
*4·«

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

(28) F ( ¿ ) = f  (Z - z 0) d y = f  f  dz.

E n  c o n s é q u e n c e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 9 ) , p o u r r a  ê t r e  p r é s e n t é e  s o u s  l ’ u n e  d e s

f o r m e s •

(29) Y — f  f  f { x , y ) d y d x ,

( 3o) V =  f V -  f  d z d y d z = r  f  {Z -
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I l  e s t  b o n  d ’ o b s e r v e r  q u e  l a  f o n c t i o n  f { x , y )  r e n f e r m é e  s o u s  l e  s i g n e  

d ’ i n t é g r a t i o n  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 2 9 )  e s t  p r é c i s é m e n t  l a  s e c t i o n  l i n é a i r e  

f a i t e  d a n s  l e  v o l u m e  Y  p a r  l e  m o y e n  d e  d e u x  p l a n s  p e r p e n d i c u l a i r e s  

a u x  a x e s  d e s  x  e t  d e s  y .  D e  p l u s  o n  r e c o n n a î t r a  s a n s  p e i n e  q u e  l a  

f o r m u l e  ( 2 9 )  s ’ é t e n d  a u  c a s  m ê m e  o ù  c e t t e  s e c t i o n  l i n é a i r e ,  c e s s a n t ,  

- d ’ ê t r e  l i m i t é e  p a r  l e s  s u r f a c e s  ( 2 0 )  e t  ( 2 1 ) ,  s e  t r a n s f o r m e r a i t  e n  u n e  

s o m m e  d e  p l u s i e u r s  l o n g u e u r s  d i s t i n c t e s ,  r e p r é s e n t é e s  p a r
4

N , / ¡ O * . y), M x , y ) ,  ■ ■ ■

c t c o m p r i s e s ,  l a  p r e m i è r e  e n t r e  d e u x  s u r f a c e s  d o n n é e s ,  l a  s e c o n d e  e n t r e  

d e u x  a u t r e s  s u r f a c e s ,  e t c .

O n  p o u r r a i t  e n c o r e  é t a b l i r  l a  f o r m u l e  ( 2 9 )  p a r  d e s  r a i s o n n e m e n t s  

s e m b l a b l e s  à c e u x  q u e  n o u s  a v o n s  e m p l o y é s  d a n s  l a  t r o i s i è m e  L e ç o n .  

E n  e f f e t ,  s u p p o s o n s  d ’ a b o r d  q u e  l e s  q u a n t i t é s  j 0, Y  s e  r é d u i s e n t  à  d e s  

q u a n t i t é s  c o n s t a n t e s ,  c ’ e s t - à - d i r e  i n d é p e n d a n t e s  d e  l a  v a r i a b l e  x .  A l o r s  

l e  v o l u m e  d é s i g n é  p a r  V  s e r a  c o m p r i s  d ’ u n e  p a r t  e n t r e  l e s  s u r f a c e s  ( 2 0 )  

e t  ( 2 1 ) ,  d ’ a u t r e  p a r t  e n t r e  l e s  q u a t r e  p l a n s  m e n é s  p e r p e n d i c u l a i r e 

m e n t  a u x  a x e s  d e s  x  e t  y  p a r  d e u x  d r o i t e s  p a r a l l è l e s  à  l ’ a x e  d e s  s ,  d o n t  

l a  p r e m i è r e  c o r r e s p o n d r a  a u x  c o o r d o n n é e s  x 0, r 0, l a  s e c o n d e  a u x  c o o r 

d o n n é e s  X ,  Y .  O r ,  s i  l ’ o n  r e m p l a c e  l a  s e c o n d e  p a r a l l è l e  p a r  u n e  t r o i 

s i è m e  q u i  c o r r e s p o n d e  à  d e s  c o o r d o n n é e s  q u e l c o n q u e s  x ,  y ,  l e  v o l u m e  V  

s e  c h a n g e r a  e n  u n  v o l u m e  V a r i a b l e  q u i  s e r a  f o n c t i o n  d e  x  e t  d e  y .  

R e p r é s e n t o n s  c e  d e r n i e r  p a r  ciiÇx, y '),  e t  s o i e n t  A v ,  A y  d e s  a c c r o i s s e 

m e n t s  i n f i n i m e n t  p e t i t s  a t t r i b u e s  a u x  c o o r d o n n é e s  x , y .  L e  v o l u m e  t r è s

p e t i t  d é s i g n é  p a r
AyAx y)

s e r a  é v i d e m m e n t  u n e  q u a n t i t é  m o y e n n e  e n t r e  l e s  s o l i d i t é s  d e  d e u x  

p a r a l l é l é p i p è d e s  r e c t a n g l e s ,  1 u n  i n s c r i t ,  1 a u t r e  c i r c o n s c r i t ,  e t  p a r  

c o n s é q u e n t  e n t r e  d e u x  p i o d u i t s  d e  l a  f o r m e

* [f{æ, [ f (x ,  y) +  i ] A x A y ,

I, J é t a n t  d e u x  q u a n t i t é s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s .  O n  aura d o n c  

AyAx?(x > y) ~  [ f {x ,  y)  t] Ax Av,( 3 , )
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i  d é s i g n a n t  e n c o r e  u n e  q u a n t i t é  i n f i n i m e n t  p e t i t e  m o y e n n e  e n t r e  I e t  J .  

S i  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 3 i )  o n  f a i t  c o n v e r g e r  d ’ a b o r d  A y  e t  e n s u i t e  A n v e r s  

l a  l i m i t e  z é r o ,  o n  o b t i e n d r a  d e u x  a u t r e s  é q u a t i o n s  d e  l a  f o r m e

( 3 2 )
I

( 3 3 )

à Ax <p{¿c, y)  

ày

d * y ( x , y )

d x  ày ■

=  +  a # ,

= A * , y ) ;

p u i s , ,  e n  i n t é g r a n t  l a  f o r m u l e  ( 3 3 ) ,  i °  p a r  r a p p o r t  à  y  à  p a r t i r  d o  

y = y 0, 2 ° p a r  r a p p o r t  à  a? à  p a r t i r  d e  x  —  x 0, e t  o b s e r v a n t  q u e  l a  

f o n c t i o n  <p(a?, y )  d o i t  s ’ é v a n o u i r ,  n o n  s e u l e m e n t  p o u r  x  =  x 0, q u e l  q u e  

s o i t / ,  m a i s  e n c o r e  p o u r  y — y 0, q u e l  q u e  s o i t  x ,  o n  t r o u v e r a

( 3 4 ) y)  = y ) dy dx.

E n f i n ,  s i  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 3 4 )  o n  p o s e  x  =  X ,  y ~  Y ,  o n  o b t i e n d r a  

l ’ é q u a t i o n  ( 2 9 ) ,  q u i  s e  t r o u v e r a  a i n s i  d é m o n t r é e  p o u r  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  

o ù  y 0, Y  s e  r é d u i s e n t  à  d e s  q u a n t i t é s  c o n s t a n t e s .

C o n c e v o n s  m a i n t e n a n t  q u e  l ’ o n  v e u i l l e  r e v e n i r  d e  c e  c a s  p a r t i c u l i e r  

a u  c a s  g é n é r a l .  O n  c o m m e n c e r a  p a r  i n t é g r e r  l a  f o r m u l e  ( 3 2 )  p a r  r a p 

p o r t  à  l a  v a r i a b l e  y  e n t r e  l e s  l i m i t e s  y 0, Y .  O n  é t a b l i r a  a i n s i  l ’ é q u a t i o n

( 3 5 )  · Ax <p(x,Y) =  A x  f  [ f ( x , y )  +  i ] d y ,

q u i  d é t e r m i n e  l e  v o l u m e  Ax y ( x ,  Y )  c o m p r i s  d ’ u n e  p a r t  e n t r e  l e s  s u r 

f a c e s  ( 2 0 )  e t  ( 2 1 ) ,  d ’ a u t r e  p a r t  e n t r e  q u a t r e  p l a n s  p a r a l l è l e s  d e u x  à  

d e u x ,  s a v o i r  : d e u x  p l a n s  p e r p e n d i c u l a i r e s  à  l ’ a x e  d e s  y ,  s é p a r é s  l ’ u n  

d e  l ’ a u t r e  p a r  u n e  d i s t a n c e  é g a l e  à  Y  —  j 0, e t  d e u x  p l a n s  p e r p e n d i c u 

l a i r e s  à  l ’a x e  d e s # ,  d o n t  l a  d i s t a n c e  t r è s  p e t i t e  e s t  r e p r é s e n t é e  p a r  A # .  

O n  s u p p o s e r a  e n s u i t e  q u e ,  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( 2 2 )  e t  ( 2 3 ) ,  y 0, Y  

c e s s e n t  d e  r e p r é s e n t e r  d e s  q u a n t i t é s  c o n s t a n t e s  e t  d e v i e n n e n t  f o n c t i o n s  

d e  x \  p u i s  o n  d é s i g n e r a . p a r  v =  ' \ { x )  l a  p a r t i e  d u  v o l u m e  Y  r e t r a n c h é e  

p a r  u n  p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  à  l ’a x e  d e s  x ,  q u i  c o r r e s p o n d  à  l ’ a b s c i s s e  x ,  

e t  s i t u é e  p a r  r a p p o r t  à  c e  p l a n  d u  c ô t é  d e s  x  n é g a t i v e s .  A l o r s  o n  p r o u -
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v e r a  s a n s  p e i n e  q u e  l e  v o l u m e  A  ^ [ x )  e s t  u n e  q u a n t i t é  m o y e n n e  e n t r e  

d e u x  a u t r e s  v o l u m e s  s e m b l a b l e s  à  c e l u i  q u e  d é t e r m i n e  l ’ é q u a t i o n  ( 3 5 ) ,  

e t  r e p r é s e n t é s  p a r  d e s  p r o d u i t s  d e  l a  f o r m e

r \+j
( 3 6 )  . A x  / [ f ( x ,  y )  +  ¿]dy,

Jy,+1

I o u  J d é s i g n a n t  u n e  m o y e n n e  e n t r e  l e s  d i v e r s  a c c r o i s s e m e n t s  q u e  

r e ç o i t  j 0 o u  Y  t a n d i s  q u e  l ’ o n  a t t r i b u e  à  l ’ a b s c i s s e  x  d i v e r s  a c c r o i s s e 

m e n t s  i n f i n i m e n t  p e t i t s  e t  r e n f e r m é s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  o ,  A x .  D o n c  l e  

r a p p o r t

( 3 7 )
A  ^ ( ¿ r )  

A x

s e r a  i n t e r m é d i a i r e  e n t r e  d e u x  i n t é g r a l e s  d e  l a  f o r m e

( 3 8 )  Í  [ f { x , y )  +  i ] d y

Jy*+i

e t  d a n s  c h a c u n e  d e s q u e l l e s  i ,  I ,  J s e r o n t  d e s  q u a n t i t é s  i n f i n i m e n t  

p e t i t e s .  D ’ a i l l e u r s ,  s i  l ’ o n  f a i t  d é c r o î t r e  i n d é f i n i m e n t  l a  v a l e u r  n u m é 

r i q u e  d e  A x ,  l e s  d e u x  i n t é g r a l e s  d o n t  i l  s ’ a g i t  c o n v e r g e r o n t  l ’ u n e  e t  

l ’ a u t r e  v e r s  u n e  s e u l e  l i m i t e ,  s a v o i r

( 3 q ) f  f ( x , y ) d y .

Jy»

* t d  (1/ Í •'je )
D o n c  l a  l i m i t e  d u  r a p p o r t  ( 3 7 ) ,  o u  l a  f o n c t i o n  d é r i v é e  ^  > s e r a  

é q u i v a l e n t e  à  l ’ e x p r e s s i o n  ( 3 9 ) ;  e t  l ’ o n  a u r a

( 4 o )  . ^ l  =  f ] / ( x , y ) d y .

X ■ Jy*

E n  i n t é g r a n t  c e t t e  d e r n i è r e  é q u a t i o n  à  p a r t i r  d e  x  —  x a, e t  o b s e r v a n t  

q u e  ' I ( î k )  d o i t  s ’ é v a n o u i r  a v e c  l a  d i f f é r e n c e  x  —  x 0, o n  e n  c o n c l u r a

( 4 0  · r = f *
dXn «Ar„

y  ) dy d x  ;

p u i s ,  e n  p o s a n t  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 4 1 )  a? =  X ,  o n  r e t r o u v e r a  l ’ é q u a -
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t i o n  ( 2 9 ) ,  q u i  s e r a  a i n s i  d é m o n t r é e  p o u r  l e  c a s  m ê m e  o ù  l e s  s e c o n d s  

m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 2 2 )  e t  ( 2 3 )  d e v i e n n e n t  d e s  f o n c t i o n s  d e  l a  

' v a r i a b l e

L a  f o r m u l e  ( 2 9 )  d o n n e  l i e u  à  d e s  r e m a r q u e s  s e m b l a b l e s  à  c e l l e s  q u e  

n o u s  a v o n s  d é j à  f a i t e s  s u r  l a  f o r m u l e  ( 8 0 )  d e  l a  d e u x i è m e  L e ç o n  c t  s u r  

l a  f o r m u l e  ( 3 4 )  d e  l a  t r o i s i è m e .  A i n s i ,  p a r  e x e m p l e ,  s i  l e s  s u r f a c e s  

c y l i n d r i q u e s  r e p r é s e n t é e s  p a r  l e s  é q u a t i o n s  ( 2 2 )  e t  ( 2 3 )  s e  c o u p e n t  

s u i v a n t  d e u x  g é n é r a t r i c e s ,  e t  s i  l ’ o n  s u p p o s e  q u e ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 2 9 ) ,  

x n, X  d é s i g n e n t  p r é c i s é m e n t  l e s  a b s c i s s e s  d e s  p o i n t s  s i t u é s  s u r  l e s  

g é n é r a t r i c e s  d o n t  i l  s ’ a g i t ,  l e  v o l u m e  Y  s e r a  l i m i t é  d a n s  t o u s  l e s  s e n s ,  

o u  p a r  l e s  s u r f a c e s  c o u r b e s  ( 2 0 )  e t  ( 2 1 ) ,  o u  p a r  l e s  s u r f a c e s  c y l i n 

d r i q u e s  ( 2 2 )  e t  ( 2 3 ) .  11 e n  s e r a i t  e n c o r e  d e  m ê m e  s i  l e s  d e u x  s u r f a c e s  

c y l i n d r i q u e s  s e  t o u c h a i e n t  s u i v a n t  l e s  g é n é r a t r i c e s  c o r r e s p o n d a n t  a u x  

a b s c i s s e s  x 0, X .  C e s  d e u x  s u r f a c e s  c y l i n d r i q u e s  s e  r é d u i r a i e n t  à  u n e  

s e u l e  s i  l e s  d e u x  f o n c t i o n s ^ , , ,  Y  r e p r é s e n t a i e n t  d e u x  v a l e u r s  d e  y  t i r é e s  

d ’ u n e  s e u l e  é q u a t i o n  e n t r e  y  e t a ; .  E n f i n ,  d a n s  c e t t e  d e r n i è r e  h y p o t h è s e ,  

i l  p o u r r a i t  a r r i v e r  : i °  q u e  l e s  s u r f a c e s  ( 2 0 )  e t  ( 2 1 ) ,  é t a n t  d i s t i n c t e s  

l ’ u n e  d e  l ’a u t r e ,  s e  c o u p a s s e n t  s u i v a n t  u n e  c o u r b e  t r a c é e  s u r  l a  s u r f a c e  

c y l i n d r i q u e ;  2 0 q u e  z u e t  Z  f u s s e n t  l e s  d e u x  v a l e u r s  d e  z  t i r é e s  d ’ u n e  

s e u l e  é q u a t i o n  1

(4 2 ) $ ( x , y , z ) z = o

p r o p r e  à  r e p r é s e n t e r  u n e  s u r f a c e  c o n v e x e  e t  f e r m é e  d e  t o u t e s  p a r t s ,  à  

l a q u e l l e  l a  s u r f a c e  c y l i n d r i q u e  s e  t r o u v e r a i t  c i r c o n s c r i t e .  D a n s  l e  p r e 

m i e r  c a s ,  l e  v o l u m e  Y  s e r a i t  l i m i t é  d a n s  t o u s  l e s  s e n s  p a r  l e s  s u r 

f a c e s  ( 2 0 )  e t  ( 2 1 ) ;  d a n s  l e  s e c o n d  c a s ,  V  d é s i g n e r a i t  l e  v o l u m e  c o m p r i s  

d a n s  l a  s u r f a c e  ( 4 2 ) ·

S i  l ’ o n  s u p p o s a i t ,  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 2 0 ) ,  s 0 =  o ,  a l o r s  l e  v o l u m e  V  

d é t e r m i n é  p a r  l a  f o r m u l e  ( 2 9 )  s e r a i t  c e l u i  q u i  s e  t r o u v e  l i m i t é ,  d a n s  l e  

s e n s  d e s  x ,  p a r  l e s  d e u x  p l a n s  ( 2 4 )  e t  ( 2 0 ) ;  d a n s  l e  s e n s  d e s  y ,  p a r  l e s  

s u r f a c e s  c y l i n d r i q u e s  ( 2 1 )  e t  ( 2 2 ) ;  e n f i n ,  d a n s  l e  s e n s  d e s  z,  p a r  l e  p l a n  

d e s  x ,  y  e t  p a r  l a  s u r f a c e

(43) z = f { x ,  y)·
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Il nous reste à montrer quelques applications des formules ci-dessus 

établies. . ,

Supposons d’abord qu’après avoir tracé, dans l’un des plans (24) 

et ( 25), une ligne ou un contour quelconque qui renferme une aire 

égale à B, on promène sur les différents points de ce contour une 

droite qui reste toujours parallèle à elle-même, sans être parallèle au 

plan d e sj, s. Cette droite engendrera une surface cylindrique; et, si 

l’on coupe le volume Y renfermé dans cette surface entre les plans (24) 

et ( 2 5 ) par un autre plan perpendiculaire à l’axe des x, la section 

obtenue sera une nouvelle surface plane que l’on pourra superposer tr

ia surface B. On aura donc généralement, dans cette hypothèse,

(44) F ( « )  =  B ;  

et la formule (19) donnera

( 4 5 )  . . V  —  B  f  d x  —  B ( X - ^ 0).

•A«·.

Si, pour abréger, on désigne par II la distance des deux plans (24) 

et (20), on aura simplement

( 4 6 )  V = r B H .

Cette dernière équation comprend un théorème que l’on peut énoncer 

comme il suit :

T h é o r è m e  IL —  L e volume Y compris dans un cylindre oblique dont 

B représente la base et II la hauteur est équivalent au  p ro d u it de celte  

base et de celle hauteur.

Considérons maintenant une surface conique dont le sommet coïn

cide avec l’origine des coordonnées. Concevons d’ailleurs que l’on 

prenne pour base de cette surface une courbe plane dont le plan soit 

perpendiculaire à l’axe des x et coupe le demi-axe des x positives à la. 

distance 1 de l’origine. Enfin soient?], les coordonnées variables de' 

la courbe dont il s’agit, et

( 4? )  f in,  K) — 0

OEuvrcs de C .  —  S .  H ,  t .  V . 64
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s o n  é q u a t i o n .  L a  g é n é r a t r i c e  q u i  p a s s e r a  p a r  l e  p o i n t  ( ï ] , £ )  d e  c e t t e  

c o u r b e  s e r a  é v i d e m m e n t  r e p r é s e n t é e  p a r  l e s  d e u x  f o r m u l e s

(48) · £=Y), - = Ç .
X  X

O r ,  s i  e n t r e  c e s  d e r n i è r e s  e t  l a  f o r m u l e  ( 4 7 )  o n  é l i m i n e  ï ] e t  i l  e s t  

c l a i r  q u e  l ’ é q u a t i o n  r é s u l t a n t e ,  s a v o i r

(49) a £ ’ ï ) = 0'
s e r a  v é r i f i é e  p o u r  t o u s  l e s  p o i n t s  d e  t o u t e s  l e s  g é n é r a t r i c e s .  E l l e  r e p r é 

s e n t e r a  d o n c  l a  s u r f a c e  c o n i q u e .  C e l a  p o s é ,  s o i t  A  l ’ a i r e  c o m p r i s e  d a n s  

l a  c o u r b e  ( 4 7 ) ·  C o m m e  l a  s e c t i o n  f a i t e  d a n s  l a  s u r f a c e  c o n i q u e  p a r  u n  

p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  à  l ’ a x e  d e s  x  s e r a  l a  c o u r b e  p l a n e  q u e  r e p r é s e n t e  

l ’ é q u a t i o n  ( 4 q )  q u a n d  o n  a t t r i b u e  à  l ’ a b s c i s s e  x  u n e  v a l e u r  c o n s t a n t e ,  

e t ,  p a r  c o n s é q u e n t ,  u n e  c o u r b e  s e m b l a b l e  à  l a  b a s e  d e  l a  s u r f a c e  c o n i q u e , /  

o n  c o n c l u r a  d u  t h é o r è m e  II d e  l a  d e u x i è m e  L e ç o n  ( c o r o l l a i r e  IY) q u e  

l ’ a i r e  c o m p r i s e  d a n s  c e t t e  c o u r b e  e s t  é q u i v a l e n t e  a u  p r o d u i t  A a ; 2 . O n  

a u r a  d o n c ,  d a n s  l e  c a s  p r é s e n t ,

( 5o) F ( ¿ c ) = A . r í ,

e t  l e  v o l u m e  Y  d u  t r o n c  d e  c ô n e  r e n f e r m é  e n t r e  l e s  d e u x  p l a n s  x  —  x 0,
t

x  =  X  s e r a  d é t e r m i n é  p a r  l ’ é q u a t i o n

( 5i) V =  Ac i
c2 d x  —

A(X3- ^ )
3

S i  l ’ o n  v e u t  o b t e n i r  e n  p a r t i c u l i e r  l e  v o l u m e  d u  c ô n e  t e r m i n é  p a r  l a  

s u r f a c e  ( 4 9 ) e t  p a r  l e  p l a n  x  =  X , o n  d e v r a  p o s e r ,  d a n s  l ’ é q u a 

t i o n  ( 5 i ) ,  x „  =  o ,  e t  l ’ o n  t r o u v e r a  p o u r  l e  v o l u m e  c h e r c h é

( f o ) V ^ A X L

D ’ a i l l e u r s ,  s i  l ’ o n  n o m m e  H  l a  h a u t e u r  d u  c ô n e  e t  B  l a  b a s e  c o m p r i s e  

d a n s  l e  p l a n  q u i  l e  t e r m i n e ,  o n  a u r a  é v i d e m m e n t  *

II =  x, B =  F.(X) =  AX».
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P a r  c o n s é q u e n t  l ’ é q u a t i o n  ( 0 2 )  d e v i e n d r a

( 5 3 )  V  =  ^ B H .  .

C e t t e  d e r n i è r e  c o m p r e n d  u n  t h é o r è m e  q u e  l ’ o n  p e u t  é n o n c e r  c o m m e  i l  

s u i t  :

T h é o r è m e  I I I .  —  Le volum e compris dans un cône à  base quelconque 

est le tiers du produit qu on obtient en m u ltiplian t la base p a r  la hauteur.

R e v e n o n s  a u  t r o n c  d e  c ô n e  d o n t  l ’ é q u a t i o n  ( 5 1)  d é t e r m i n e  l e  v o l u m e .  

S i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  b e t  B  l e s  b a s e s  q u i  t e r m i n e n t  c e  t r o n c  d o  c ô n e ,  e t  

p a r  II  s a  h a u t e u r ,  o n  a u r a  é v i d e m m e n t

H  =  X  —  x 0, b =  A x l ,  B = A X 2.

P a r  c o n s é q u e n t  l ’ é q u a t i o n  ( 5 i )  d o n n e r a

( 5 4 )  V = j H ( B  +  b +  \/ÏÏb),

e t  l ’ o n  p o u r r a  é n o n c e r  c e  t h é o r è m e  :

T h é o r è m e  I Y .  —  L e volume Y  d ’ un tronc de cône com pris entre d e u x  

p la n s parallèles est le tiers du  p ro d u it qu’on obtient en m ultipliant la  

hauteur p a r  la somme de trois surfaces respectivement équivalentes a u x  

d e u x  bases du tronc de cône et à  une m oyenne proportionnelle entre ces 

d e u x  bases.

I l  e s t  c l a i r  q u e  l e s  t h é o r è m e s  I  e t  I I  s ’ é t e n d e n t  a u  c a s  m ê m e  o ù  l a  

c o u r b e  ( 4 7 )  s e  t r a n s f o r m e r a i t  e n  u n  s y s t è m e  d e  p l u s i e u r s  l i g n e s  d r o i t e s  

o u  c o u r b e s  e t ,  p a r  s u i t e ,  a u  c a s  o ù  l e  c ô n e  q u e  l ’ o n  c o n s i d è r e  s e r a i t  

r e m p l a c é  p a r  u n e  p y r a m i d e  à  b a s e  q u e l c o n q u e .  O n  s e  t r o u v e  a i n s i  

r a m e n é  à  d e s  t h é o r è m e s  q u e  l ’ o n  d é m o n t r e  d a n s  l a  g é o m é t r i e  é l é m e n 

t a i r e .

C o n c e v o n s  e n c o r e  q u e ,  a p r è s  a v o i r  t r a c é  d a n s  l e  p l a n  d e s  x , y  .u n e  

c o u r b e  r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ é q u a t i o n

( 5 5 )
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o n  f a s s e  t o u r n e r  c e t t e  c o u r b e  a u t o u r  d e  l ’ a x e  d e s  x .  E l l e  e n g e n d r e r a  

u n e  s u r f a c e  d e  r é v o l u t i o n  d a n s  l a q u e l l e  l a  s e c t i o n  f a i t e  p a r  u n  p l a n  

p e r p e n d i c u l a i r e  à  l ’ a x e  d e s  x  s è r a  p r é c i s é m e n t  u n  c e r c l e  q u i  a u r a  p o u r  

r a y o n  l ’ o r d o n n é e  d e  l a  c o u r b e  g é n é r a t r i c e .  D o n c ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  y  

c e t t e  o r d o n n é e ,  l a  s u r f a c e  d u  c e r c l e ,  o u  l a  v a l e u r  d e  F  (oc),  s e r a  d é t e r 

m i n é e  p a r  l a  f o r m u l e

F ( « )  =  7rjr2. ' -

C e l a  p o s é ,  l e  v o l u m e  Y  c o m p r i s  d a n s  l a  s u r f a c e  d e  r é v o l u t i o n  e n t r e  l e s  

p l a n s  ( 2 4 )  e t  ( 2 0 )  d e v i e n d r a  [ e n  v e r t u  d o  l ’ é q u a t i o n  ( 1 9 ) ]

( 5 6 ) V  =  7T y 3 d x.

S i  l ’ o n  r e m p l a c e  l e  p l a n  p e r p e n d i c u l a i r e  à  l ’ a x e  d e s  x  e t  c o r r e s p o n d a n t  

à  l ’ a b s c i s s e  X  p a r  u n  p l a n  p a r a l l è l e  c o r r e s p o n d a n t  à  l ’ a b s c i s s e  v a r i a b l e  x , 

a l o r s ,  à  l a  p l a c e  d u  v o l u m e  Y ,  o n  o b t i e n d r a  l e  v o l u m e  e d é t e r m i n é  p a r  

l a , f o r m u l e  ( 1 8 ) ,  d o  l a q u e l l e  o n  t i r e r a  d a n $  l e  c a s  p r é s e n t

( 5 7 ) y 2 dx.

A p p l i q u o n s  c e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l e  à  q u e l q u e s  e x e m p l e s .

E x e m p le  1 .  —  S i  l a  c o u r b e  ( 5 5 )  c o ï n c i d e  a v e c  l e  c e r c l e  r e p r é s e n t é  

p a r  l ’ é q u a t i o n

( 5 8 )  .æ 2 +  j s =  R 2,

o n  t i r e r a  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 5 7 ) ,  e n  p o s a n t ,  p o u r  p l u s  d e  c o m m o 

d i t é ,  x 0 == o ,

(69) v =  T t f ' (  R 2— x 3)d x  — t îx R 2— · —  | t: R 2^  -+- ^ 7ry 3x .

I l  r é s u l t e  d e  l a  f o r m u l e  ( 5 g )  q u e  le volum e d ’un segm ent sphérique  

compris entre d e u x  p la n s parallèles dont l ’un passe p a r  le centre d e la  

sphère surpasse le volum e du  cône construit sur la hauteur du  segm ent et 

sur sa plus p etite  base d ’une q u an tité précisém ent égale à la surface de
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la zon e qu i enveloppe le segm ent m ultipliée p a r  le tiers du rayon de la 

sphère.

S i  l a  h a u t e u r  x  d e  c e  m ê m e  s e g m e n t  d e v i e n t  é g a l e  a u  r a y o n  R ,  l e

v o l u m e  V  s e  r é d u i r a  s i m p l e m e n t  a u  p r o d u i t  | ^ R 3, e t  l e  d o u b l e  d e  c e  

p r o d u i t ,  o u  l a  q u a n t i t é

(6 0 ) ' |  n R3,

r e p r é s e n t e r a  l e  v o l u m e  d e  l a  s p h è r e ,  a i n s i  q u ’ o n  l e  d é m o n t r e  e n  g é o 

m é t r i e .
) *

E x em p le  II.  —  S i  l a  c o u r b e  ( 5 5 )  c o ï n c i d e  a v e c  l a  p a r a b o l e  r e p r é 

s e n t é e  p a r  l ’ é q u a t i o n

( 6 1) y i — 2p x ,

o n  t i r e r a  d e  l a  f o r m u l e  ( 5 j ) ,  e n  p o s a n t  x 0 =  o ,

(6 2 ) v =  7ïjo f  2x d x  — %px‘i — -'Kyî x.
d0 2

I l  r é s u l t e  d e  l a  f o r m u l e  ( 6 2 )  q u e  le solide en gendré p a r  la révolution de 

la parabole  ( 6 1 )  prolongée ju sq u 'a u  poin t dont l'abscisse est x  a p o u r  

mesure la m oitié du produit de sa hauteur x  p a r  la surface ~y~ du cercle  

q u i lu i sert de base, ou, en d 'autres termes, la m oitié d u  volum e du  

cylindre circonscrit.

E x em p le  III.  —  S i  l a  c o u r b e  ( 5 5 )  s e  r é d u i t  à  c e l l e  q u e  r e p r é s e n t e  

l ’ é q u a t i o n

( 6 3 )  y  —  k x a,
»

A  e t  a  é t a n t  d e u x  c o n s t a n t e s  r é e l l e s ,  o n  t i r e r a  d e  l a  f o r m u l e  ( 5 7 ) ,  e n  

p o s a n t ,  p o u r  p l u s  d e  c o m m o d i t é ,  x 0 =  o ,

J r x  ■ ¿ p S a + i t

t x î x d x  —  7tA 2---------= ----------7ry-x .  ■
0 2a  + 1  %a + 1  J

S i  l a  c o n s t a n t e  a  e s t  p o s i t i v e ,  l ’ é q u a t i o n  ( 6 3 )  r e p r é s e n t e r a  u n e  p a r a b o l e
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d u  d e g r é  a , e t  l ’ o n  c o n c l u r a  d e  l a  f o r m u l e  ( 6 4 )  q u e  le  solide engendré  

p a r  la révolution de cette p a ra bole prolongée à p a rtir de l'o rig in e  ju sq u 'a u  

p o in t dont x  désign e l ’abscisse renferm e un volume qu i est au volum e du 

cylindre circonscrit com m e l ’ unité au nom bre  2 « 4 - i .  D a n s  l e  c a s  p a r t i 

c u l i e r  o ù  l ’ o n  s u p p o s e  a  =  ^  o n  s e  t r o u v e  r a m e n é  a u  t r o i s i è m e  e x e m p l e .

E x e m p le  I V .  —  S i  l a  c o u r b e  ( 5 5 )  c o ï n c i d e  a v e c  l a  l o g a r i t h m i q u e  

r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ é q u a t i o n

(65) y  =  a l x ,

o n  t i r e r a  d e  l a  f o r m u l e  ( o q ) ,  e n  p o s a n t  x 0 =  o ,

(66) v = i t a 1 f  ( l a ;)5 d x  =  x a ! #[(1#)*— a l a p - t - a ] .

o'o

S i  l ’ é q u a t i o n  d e  l a  l o g a r i t h m i q u e  é t a i t  p r é s e n t é e  s o u s  l a  f o r m e

(67) y  —  ea,

a l o r s  o n  t r o u v e r a i t ,  e n  s u p p o s a n t  t o u j o u r s  a?0 =  o ,

(68) e a d x =  — i) =  ^ ( y î — 1).

E x e m p le  V. —  S i  l a  c o u r b e  ( 5 5 )  c o ï n c i d e  a v e c  l a  c h a î n e t t e  r e p r é 

s e n t é e  p a r  l ’ é q u a t i o n

(69) y  —  a-

o n  t i r e r a  d e  l ’ é q u a t i o n  i f q ') ,  e n  p o s a n t  x 0 =  o ,

( 7°) +  2 -+- e

Q u e l q u e f o i s  o n  f a c i l i t e  l ’ é v a l u a t i o n  d e s  v o l u m e s  e  e t  Y  e n  r e m p l a 

ç a n t  d a n s  l e s  f o r m u l e s  ( 5 6 )  e t  ( 5 q )  l a  v a r i a b l e  x  p a r  u n e  a u t r e  v a r i a b l e .  

C o n c e v o n s ,  p o u r  f i x e r  l e s  i d é e s ,  q u e  l a  c o u r b e  ( 5 5 )  s e  r é d u i s e  à  l a  

c y c l o ï d e  r e p r é s e n t é e  p a r  l e s  é q u a t i o n s  ( 5 8 )  d e  l a  d e u x i è m e  L e ç o n ,
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A l o r s  o n  t r o u v e r a

d x  —  y  du, y 2 d x  —  y z du  =  R 3(i —  cos co)3 du,,

e t ,  e n  d é s i g n a n t  p a r  co0 l a  v a l e u r  d e  co c o r r e s p o n d a n t  à  x  =  x 0, o n  

t i r e r a  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 5 7 )

(7 1 ) C =  7tR3
f

(1 —  cosco)3 du.

S i  l ’ o n  s u p p o s e  e n  p a r t i c u l i e r  x 0 =  0 , o n  a u r a  n é c e s s a i r e m e n t  co0 =  o  

e t ,  p a r  s u i t e ,

r w
(72) c =  7iR3 / ( i —  cosco)3 du.

*·''0 #

O n  a  d ’ a i l l e u r s

■ , . .  3 . , u  I (
(1 —  cosco)3 =  23 sin6 -  =  -------- l e 3 — e -  I

2 (—  2)z '  '  '

=  7(10  — 15 cosw +  6cos2w —  co s3co). · »
4

' D o n c  l a  f o r m u l e  ( 7 2 )  d o n n e r a

(73) ^10 co —  j5 sinco +  3 sin 2 w —  ^ s in3co ).

C o m m e ,  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  p r é c é d e n t e s ,  co r e p r é s e n t e  l ’ a n g l e  q u e  

d é c r i t  e n  t o u r n a n t  l e  r a y o n  d u  c e r c l e  g é n é r a t e u r  d e  l a  c y c l o ï d e ,  i l  e s t  

c l a i r  q u ’ i l  s u f f i r a  d e  p o s e r  co =  2 % p o u r  d é d u i r e  d e  l a  f o r m u l e  ( 7 3 )  l e  

v o l u m e  d u  s o l i d e  e n g e n d r é  p a r  l a  r é v o l u t i o n  d e  l a  p r e m i è r e  b r a n c h e  

d o  l a  c y c l o ï d e .  D o n c ,  s i  l ’o n  d é s i g n e  p a r  Y  c e  v o l u m e ,  o n  a u r a

( 7 4 ) V  —  5 Te2 R 3.

S i  l ’ o n  f a i s a i t  t o u r n e r ;  a u t o u r  d e  l ’ a x e  d e s  x ,  n o n  p l u s  u n e  s e u l e  

c o u r b e  r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ é q u a t i o n  ( 5 5 ) ,  m a i s  d e u x  c o u r b e s  r e p r é s e n t é e s  

p a r  d e u x  é q u a t i o n s  d e  l a  f o r m e

■ t

( 75 ) . ’ - . y=y0,

(76) y  =  Y,

y 0 e t  Y  é t a n t  d e u x  f o n c t i o n s  d ç - l a  v a r i a b l e  x  d o n t  l e s  v a l e u r s  f u s s e n t
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toujours positives entre les limites x  =  x 0, x  =  X, le volume compris 

, d’une part entre les surfaces engendrées par la révolution de ces deux 

courbes, d’autre part entre les plans (24) et (20), aurait évidemment 

pour mesure, non plus le second membre de l’équation ( 56), mais la 

différence des intégrales

Y*dx,

de sorte qu’en désignant par Y ce volume on trouverait

Y =  7i f  (Y2— y ¡ ¡ ) d x  —  2 7T f  f y d y d x .
*'·*■ » .Vn

(77)

Pour déduire directement l ’équation (77) de la formule (19) il suffit 

d'observer que le volume dont il s’agit en ce moment, étant coupé par 

un plan perpendiculaire à l ’axe des a?, donne pour section une zone 

comprise entre deux circonférences do cercle dont les rayons coïncident 

avec les ordonnées y 0, Y. On a en conséquence, dans le cas présent,

(78)  F ( t f )  =  7 r Y * - 7 î . y ; = 7 r ( Y * - y $ ) .  - ' .

Or, si l’on substitue la valeur précédente dcF(a;) dans la formule (19), 

on retrouvera l’équation (77)· Il est bon de remarquer que le volume Y 

déterminé par l’équation (77) est· précisément celui qu’engendre, en 

tournant autour de l’axe des x ,  la surface plane U renfermée dans le
4

plan des x , y , d’une part entre les courbes (75) et (76), d’autre part 

entre les deux ordonnées correspondant aux abscisses x 0 et X. Cela 

posé, concevons que tous les points de la surface U s’éloignent de l’axe 

des x  de manière que la distance do chacun d’eux à cet axe croisse de 

la quantité b, ou, ce qui revient au même, concevons que l’on fasse 

tourner la surface U autour d’une droite parallèle à l’axe des x  et située 

à la distance b de cet axe. Il est clair que le nouveau solide engendré 

par la révolution de la surface U offrira un volume équivalent à la 

différence

■jC* / [(Y+¿>)2- ( / 0 + b y ] d x  =  r : f  ( Y- - y \ ) d x  +  w b  f  (Y-
‘ ' vXq

■ y^dx,
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et, par conséquent, à la somme

( 79 ) V +  2 7 l è U .

II serait aisé de reconnaître qu’on arriverait encore à la même conclu

et (76), ou comprise, soit dans une seule courbe, soit dans un contour 

formé par un système de plusieurs lignes. D’ailleurs le produit 2-b  

représente évidemment la circonférence du cercle qui a pour rayon la 

distance b, et l ’axe des x  peut coïncider avec une droite quelconque 

tracée arbitrairement dans le plan de la surface U, mais en dehors de 

cette surface. O11 pourra donc énoncer la proposition suivante :

T h é o r è m e  Y. —  Si l ’on fait tourner une surface plane : i °  autour d'un 

axe situé dans le plan de cette surface, mais qui ne la traverse pas; 

20 autour d’un axe parallèle, plus éloigné de la surface dont il s’agit, et 

situé à la distance b du premier, les valeurs des solides engendrés par la 

révolution de la surface autodr du second et du premier axe donneront 

pour différence un volume égal au produit de cette même surface par la 

circonférence du cercle dont le rayon coïncide avec la distance entre les 

deux axes.

Concevons maintenant que la surface plane U soit divisible en deux 

parties symétriques par une droite menée parallèlement à l ’axe des x  

et à la distance b de cet axe. Dans ce cas, les équations (70) et (7G) 

se présenteront sous les formes

sion si la surface U était limitée dans tous les sens par les courbes (75)

( 80)

( 8 1 ) ·

y — b — {{x),  

y = b +  ï (x) ,

et la formule (77) donnera

ou, ce qui revient au même,

( 8 2 )

X

OEuures de C. —  S. II, t. V. 65

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5 1 4  A P P L I C A T I O N S  D U  C A L C U L  I N F I N I T É S I M A L ,  

et, comme on aura d’ailleurs

U
- r

[b — t{x)]\dx = 'i f
JCn

f  (x) dx,

o n  t r o u v e r a  e n c o r e

( 8 3 ) V  =  a i r ô U .

On prouverait facilement que la formule ( 83) subsiste lorsque la sur

face U est comprise ou dans une seule courbe fermée de toutes parts, 

ou dans un contour quelconque, pourvu que cette courbe ou ce contour 

soit divisible en deux parties symétriques par la droite y  — b. On peut 

donc énoncer le théorème suivant : t ·

T héorème YI. — Lorsqu’une surface plane est divisible parun axe en 

fe u x  parties symétriques, le solide engendré par la révolution de cette 

surface autour d ’un second axe parallèle au premier, et tracé dans le 

plan de la surface, mais de manière qu’il ne la traverse pas, est équivalent 

au produit de la même surface par la circonférence du cercle qui a pour 

rayon la distance entre les deux axes.

Ainsi, par exemple, le solide qu’engendre la révolution do l’ellipse

(84)
«2
a2

f
b2 i

autour de la tangente menée par l’une des extrémités de l’axe 2b est 

équivalent au produit qu’on obtient en multipliant la surface ■ Kab de 

l’ellipse par la circonférence 27zb que décrit le centre do cette courbe. 

Donc le volume-Y de ce solide est déterminé par l’équation

( 8 5 )  . ' V  =  2 Tt* ab2.

O n  p o u r r a i t  e n c o r e  d é d u i r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 9 )  u n  t h é o r è m e ,  d i g n e  

d e  r e m a r q u e  e t  d o n t  v o i c i  l ’ é n o n c é  :

T héorème VII. — Étant donnés deux plans parallèles à un axe avec 

un contour fermé dans l ’un de ces deux plans, si l ’on fait mouvoir une
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droite de manière quelle passe successivement par les différents points de 

ce contour, et forme toujours un angle droit avec Vaxe-que l ’on considère, 

le volume Y du solide compris entre la surface courbe engendrée par la 

droite et les deux plans donnés sera le produit de sa hauteur par la demi- 

somme des surfaces planes qui lui servent de base. k

Démonstration. — Prenons l’axe donné pour axe des x , et. soit b la 

distance des deux plans parallèles à cet axe. Si l ’on coupe le volume Y 

par un plan perpendiculaire au même axe et correspondan t à l ’abscisse x, 

la section F(a?) qui en résultera sera évidemment un trapèze dans lequel 

les côtés parallèles se réduiront aux sections linéaires faites par le plan 

coupant dans les deux bases du volume V. Donc, si l’on désigne 

par f { x )  et par f x )  les deux sections linéaires dont il s’agit, on aura

f O ) =  ^[/(*) +  f0*)]. 

et la formule (19) donnera

Or l’équation (86) fournit immédiatement le théorème' VII.

Pour montrer une application de la formule (29), supposons que 

l’on demande le volume V renfermé entre le plan des x ,y ,  une surface 

cylindrique dont la génératrice soit parallèle à l’axe des s , et la sur

face du paraboloïde hyperbolique que représente la formule (86) de 

la quatorzième Leçon du Tome I, savoir

(87) x y - c z .

On trouvera dans ce cas

et par conséquent la formule (29) donnera

xy d.y dx —
I

2C
— y\)xdx.(88)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



516 APPLICATIONS PU CALCUL INFINITÉSIMAL.

Si la base de la surface cylindrique se réduit au cercle représenté par 

l’équation '

(89)

a et b désignantes quantités positives et plus grandes que le rayon R, 

on aura ·
/o =  b —  v/R2— { x  —  a f ,

Y b +  y / l l 2 —  { x  —  a ) 2,  Yi  —  y *  —  k b  ^ / R 2 —  ( x  —  a ) 2,

x 0 ~ a  —  R ,  X =  a + R ,
et, par suite,

, ^ .a + B ___________
(90) V =  2 -  / ' y'R2— ( x — a ) 2x d x ;

C J  a- R

puis on en conclura, en posant x  — a — Ri,

( 91) V = a - R 2 f  (a +  Ri)  y'i — i2dt.  
c J—i

D’ailleurs on a évidemment

tandis que l’intégrale

représentant la moitié de la surface du cercle qui a pour rayon l’unité, est 

équivalente à ~  Cela posé, on tirera évidemment de l’équation (91)

(92) V =  ttR2
bc
a

Donc le volume Y sera le produit de sa base uR2 par une quatrième pro

portionnelle aux trois longueurs a , b et c.

Si l’on substituait à la surface cylindrique qui a pour base le 

cercle (89) un système de quatre plans perpendiculaires aux axes 

des a;et des/, alors il faudrait, dans l’équation (88), réduire les quan-
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tités jo» Y à des quantités constantes, et l ’on trouverait

(9 3 ) ■ V = ¿ ( X ’ - ^ ) ( Y > - j ’ ),

ou, ce qui revient au même,

(94) V =  ( X - * . ) ( Y - j „ ) ^0/0+ ^ Y  +  X jo+  NY 
4 c

D’ailleurs le produit (X -- £r0)( Y — J 0) représente évidemment, dans 

le cas que nous considérons ici, la surface du rectangle qui sert de base 

au volume V. De plus, si l’on pose *

(95 )
__ «0/0•"1— .... >

X Y  

c ’

s (, s a, s it s4 désigneront évidemment les quatre ordonnées dû parabo

loide hyperbolique correspondant aux quatre sommets de ce rectangle, 

et l ’équation (94 ) donnera. '

(96) V  =  ( X - ir0) ( Y - j 0) ^ z3 “H

Ajoutons que, pour construire le paraboloïdé hyperbolique, il suffira 

(voir la quatorzième Leçon du Tome I) de tracer le quadrilatère gauche, 

dont les sommets coïncident avec les extrémités des ordonnées s (, s 2, 

- 3, s t, et de faire mouvoir sur deux côtés opposés de ce quadrilatère 

une droite qui reste constamment comprise dans un plan parallèle aux 

deux autres côtés. Cela posé, on déduira de la formule (96) la proposi

tion suivante : · .

T héorème VIII. — Si, après avoir tracé sur les quatre faces latérales 

d ’un prisme droit à base rectangulaire un quadrilatère gauche, on fait 

mouvoir une droite sur deux côtés opposés de ce quadrilatère, de manière 

qu elle reste constamment parallèle aux plans des faces qui renferment 

.les deux autres côtés, le volume compris entre la surface engendrée par 

cette droite et le rectangle qui sert de base au prisme sera le produit du 

rectangle dont il s’agit par le quart de la somme des quatre longueurs
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comptées sur les arêtes du prisme entre les sommets du rectangle et ceux 

du quadrilatère. ■ '

Au reste, le théorème V I I I  se trouve évidemment compris, comme 

cas particulier, dans le théorème V I I .

Aux diverses propositions ci-dessus établies on peut en joindre 

plusieurs autres qui sont d’une grande utilité dans l’évaluation.des 

volumes, et que nous allons faire connaître.

Nous observerons d’abord que la formule (19) peut être remplacée 

par le théorème dont voici l’énoncé :

T h é o r è m e  I X .  — Pour déterminer le volume Y  compris sous une enve

loppe donnée, il suffit de mener ùn axe quelconque et de tracer, dans un 

plan fixe passant par cet axe, une courbe auxiliaire telle que la section 

faite dans le volume par un plan mobile perpendiculaire à l ’axe soit 

toujours équivalente au rectangle construit sur une ligne donnée b et sur 

la section linéaire faite par le plan mobile dans la surface renfermée 

entre Vaxe et la courbe. Si l ’on suppose cette surface limitée, dans le sens 

de l ’axe, par les deux droites suivant lesquelles le plan mobile, parvenu 

aux deux positions extrêmes qu’ il peut prendre, coupe le plan fixe, et si 

on la multiplie par la longueur b, le produit sera précisément la mesure 

. du volume proposé.

Démonstration. — En effet, si l ’axe que l ’on considère est pris pour 

axe des x ,  et si l ’on nomme toujours F (a;) la section faite dans le vo

lume par un plan mobile perpendiculaire à cet axe et correspondant à

l’abscisse x ,  ~  sera l’ordonnée de la courbe auxiliaire, ou, en 

d’autres termes, la section linéaire faite par le même plan mobile dans 

la surface renfermée entre l’axe et la courbe; et cette surface [en vertu 

de la formule (i 1) de la deuxième Leçon] sera équivalente à l’intégrale

Or, si l’on multiplie l’intégrale (97) par la longueur b, on obtiendra 

évidemment pour produit la valeur de Y déterminée par la formule (19).

(97)
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Corollaire I. — Si le volume Y se trouve renfermé dans un cône ou 

dans une pyramide .à base quelconque, et si l’on prend pour axe des 

abscisses une droite perpendiculaire à la base, la section F (a?) sera 

proportionnelle au carré de#, et la courbe auxiliaire sera une parabole 

qui aura pour axe l’axe des ordonnées. Or, en vertu de ce qui a été dit 

dans la deuxième Leçon, la surface comprise entre Taxe.des x, la para

bole et une ordonnée de cette courbe, sera le tiers du rectangle cir

conscrit. Cela posé, on conclura immédiatement du théorème IX que 

le volume compris dans un cône ou dans une pyramide à base quel

conque est le tiers du volume renfermé dans un cylindre ou dans un 

prisme circonscrit, c’est-à-dire dans un cylindre ou dans un prisme 

construit avec la même base et la même hauteur. On est ainsi ramené 

immédiatement au théorème III.

Corollaire IL — Si la section F(a?) se réduit à un trapèze dont les 

côtés parallèles représentent les sections linéaires faites dans deux 

surfaces planes dont les plans soient parallèles à l’axe donné, et si l’on 

suppose que la longueur b désigne précisément la distance des deux 

plans, l’ordonnée de la courbe auxiliaire sera précisément la demi- 

somme des sections linéaires dont nous venons de parler; d’où l’on 

conclura sans peine que Faire comprise entre l’axe des x  et la courbe 

auxiliaire est la demi-somme des deux surfaces planes. Cola posé, on 

déduira immédiatement du théorème IX le théorème YII précédemment 

démontré.

On déterminerait avec la même facilité, par le moyen du théorème IX, 

le volume compris entre deux plans dans une sphère, dans un hyper- 

boloïdc, dans un ellipsoïde, etc. Ajoutons qu’à l’aide de ce théorème, 

ou des équations (19) et (29), on peut encore établir les propositions 

suivantes :

T h é o r è m e  X. — Si les sections faites dans deux volumes par un sys

tème de plans parallèles les uns aux autres sont entre elles dans un rapport 

constant, les deux volumes seront entre eux dans le même rapport.

D é m o n stra tio n .Supposons les différents points de l’espace rap-
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portés à trois axes rectangulaires des x , y , s, et l’axe des x  perpendi

culaire aux plans parallèles dont nous venons de parler. Si l’on 

nomme F(a;) et §(x)  les sections faites dans les deux volumes par un 

de ces plans, savoir, par celui qui correspond à l’abscisse x , on aura, 

par hypothèse,

(98) Î ( x )  =  cF (œ ),

c désignant un rapport constant. Soient d’ailleurs x„  et X les limites 

entre lesquelles l’abscisse x  doit rester comprise pour que le plan cor

respondant à cette abscisse et perpendiculaire à l’axe des x  rencontre 

les deux volumes. En vertu de la formule (19), le premier volume sera 

évidemment mesuré par l’intégrale

/ F(a;) d x,  .

tandis que le second volume sera mesuré par l’intégrale

/ § ( x ) d x .
■ *Ar0

Or on tire de l’équation (98)

(99) / $ { x ) d x  —  c l  F ( x ) d x ,
J jt,

et il est clair que cette dernière formule comprend le théorème énoncé.

Corollaire I. — Deux volumes sont équivalents lorsqu’un plan mo

bile, constamment parallèle à un plan donné, coupe ces deux volumes 

suivant des sections qui restent toujours égales entre elles.

CorollaireII. — Supposons que l ’on désigne par a, b, c trois constantes 

positives, et comparons entre eux les volumes renfermés entre deux 

plans perpendiculaires à l ’axe des x  : i° dans la sphère représentée par 

l’équation

(100) x* +  y*-t- =  a5 ;
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. 2° dans l’ellipsoïde représenté par l’équation

(loi) -ïl
b°-

Z -

c I.

521

On reconnaîtra facilement que les sections faites dans ces deux volumes 

par un même plan perpendiculaire à l’axe des x  et correspondant à 

l’abscisse x  se réduisent, la première à un cercle qui a pour rayon le 

radical

(a2 — x>f
et pour surface le produit '

(102) n ( a · —  æ2),

la seconde à une ellipse qui a pour demi-axes les quantités

b I  c 1
-(a*— **)1

et pour surface le produit

(ro3 ) ^ ( a 2— a:2).

Or, comme les expressions (io3 ) et (102) sont entre elles dans le
bç

rapport de à l ’unité, on conclura du théorème X que les volumes 

compris dans l’ellipsoïde et dans la sphère entre deux plans quel

conques perpendiculaires à l ’axe des x  conservent entre eux le même 

rapport. Donc, si l’on nomme v le segment compris dans l’ellipsoïde 

entre le plan des y, z et un plan parallèle correspondant à l ’abscisse x , 

on trouvera, en ayant égard à la formule (09),

(io4) V
nbc 
—s- x a-

a2

Si la hauteur x  du segment devient égale au demi-axe a, le volume ç 

se réduira simplement au produit \%abc, et le double de ce produit, 

ou la quantité
4 ·;-

( io 5 ) abc,

représentera le volume cnticr^dc l’ellipsoïde..

OEuvrcs de C . —  S . l ï ,  t . V . 66
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T héorème XI. — Étant donnés deux volumes terminés par deux enve

loppes, si les longueurs interceptées par ces enveloppes sur une droite qui 

se meut en restant parallèle à un certain axe sont entre elles dans un 

rapport constant, les deux volumes seront entre eux dans le même rapport.

Démonstration. — Rapportons toujours les différents points de l’es

pace à trois axes rectangulaires des x , y , s, et admettons que le dernier 

coïncide avec Taxe auquel la droite mobile doit être parallèle. A chaque 

position de cette droite correspondra un système déterminé de valeurs 

des coordonnées x, y . Cela posé, soient f ( x , y ) ,  f(x, y )  les longueurs 

interceptées sur la droite dont il s’agit par les enveloppes des deux 

volumes. On aura, par hypothèse,

t
(106) \{x, y )  =  c f { x ,  y) ,

c désignant un rapport constant. Soient d’ailleurs x„,  X (.les quantités 

constantes, et y 0, Y  des fonctions de x,  tellement choisies que les 

équations

( 2?·) y = y » >

( 23) y  =  y ,
(24) · x =  x0,

(25) ¿c=X

représentent les surfaces cylindriques êt les plans entre lesquels la 

droite mobile doit rester comprise pour rencontrer les deux volumes. 

En vertu de la formule (29), le premier volume sera évidemment me

suré par l’intégrale double

f  f  f { x , y ) d y d x ,  
J y»

tandis que le second volume sera mesuré par l’intégrale double
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-Or on tirera de l’équation (106)

0 ° 7 )
~x ~y Cx r v

7  / f (x ,  y ) d y d x z = c  l  / f ( x ,  y )  dy d x  ;

et il est clair que cette dernière formule comprend le théorème énonce.

Éa démonstration précédente se trouverait en défaut si chacun des 

volumes proposés pouvait être traversé en plusieurs points par une 

droite parallèle à l’axé des a? ou à l’axe des y. Mais alors il serait facile 

de décomposer les deux volumes en parties correspondantes, dont le 

rapport, fixé à l’aide des raisonnements que nous venons de faire, serait 

égal à c; et, puisqu’il suffît de faire croître ou décroître les différentes 

parties d’une somme .dans le rapport de i à c pour que cette somme 

croisse ou décroisse dans le même rapport, il est clair qu’on se trouve

rait encore amené à reconnaître l’exactitude du théorème XI.

Nota. — II importe d’observer que le théorème XI subsiste dans le 

cas même où chacune des longueurs f ( x , y ) ,  l(æ,y)  sè transformerait 

en un système de plusieurs longueurs comprises, la première entre 

deux surfaces données, la seconde entre deux autres surfaces, etc.

Corollaire I. — Supposons qh el’on projette sur le plan des x , y  deux 

surfaces fermées, dont la première soit représentée par l’équation

(108) § { x ,  y ,  s)  =  o,
«

et la seconde par une autre équation de la forme

(109) § { x , y , - c J -  o.

Il est clair que, pour chaque système de valeurs attribuées aux coor

données x ,y ,  on tirera des équations (108) et (109) des valeurs corres

pondantes de z qui seront entre elles dans le rapport de 1 à c. Par 

suite, les .limites entre lesquelles æ et y  devront rester comprises pour 

que s conserve des valeurs réelles ne varieront pas quand on substi

tuera la seconde surface à la première.,De plus, si l ’on désigne par

, *3 , . . .(no) "o»· Zl>
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les diverses valeurs réelles de s que fournit l’équation (108) pour une 

abscisse donnée, celles que fournira pour la même abscisse l’équa

tion (109) seront évidemment

C-o, ■£-“2» -̂*3,.........

Si d’ailleurs on suppose les quantités (110) rangées par ordre de gran

deur, la longueur totale f ( x ,  y),  comptée dans l’intérieur de la sur

face (108) sur une ordonnée parallèle à l’axe des s, sera évidemment

(112) f ( æ , y ) = z l - z 0 +  z 3— z î - 1 - . . , .

Au contraire, la somme f(x, y )  des longueurs interceptées sur la 

même ordonnée par la surface (109) se déduira de la formule

(113 ) f ( x ,  y )  =  c s i  —  c z 0 +  c z 3 —  c z 3 +  . . . =  c ( z ¡  —  -c0+  z ¡ —  z ¡ - h . . . ) .

On aura donc

(106) y )  —  c f ( x ,  y ) \

et l’on conclura du théorème XI que les volumes renfermés dans les 

surfaces (106) et (107) sont entre eux dans le rapport de 1 à c.

Corollaire II. — En raisonnant comme on vient de le faire, mais 

échangeant entre elles les coordonnées x , y , - , on prouverait que les 

volumes-renfermés dans la surface (108) et dans celle qui a pour 

équation * >

(n 4) . .?'»*) = ° ’

ou

(115) § ( ^ x ,  z ' j  —  o ,

a, ¿ désignant deux constantes positives, sont entre eux dans le rapport 

de 1 à a, ou de 1 à b.

Corollaire III. — Si l ’on compare successivement l ’un à l’autre les 

volumes renfermés dans les quatre surfaces représentées par les
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équations

on conclura du corollaire précédent que les rapports du second volume 

au premier, du troisième au second et du quatrième au troisième 

sont mesurés par les nombres a, b, c. Donc le rapport du quatrième 

volume au premier aura pour mesure le produit abc. On peut donc 

énoncer la proposition suivante :

T héorème XII. —  Pour déterminer le volume compris dans une surface 

courbe fermée de toutes parts et représentée par une équation de la forme

<"7> # ( ? ’ H )  =  0’
dans laquelle a, b, c désignent trois constantes positives, il suffit d ’éva

luer le volume compris dans la surface courbe dont l ’équation serait

(iq8) § ( x , y , z )  =  o

et de multiplier ce volume par le produit des trois constantes a, b, c.

Corollaire /. — Si la surface ( 1 17) se réduit à celle de l’ellip

soïde (101), l’équation (108) deviendra

( 118 ) X1 -1- r= 1

et représentera une sphère qui aura pour rayon l’unité. Or, le volume 

compris dans cette sphère étant égal à |π , on conclura du théo

rème XII que le volume de l’ellipsoïde a pour mesure le produit

(ιο5) I nabc,

ce que l’on savait déjà.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



526 A P P L I C A T I O N S  D U  C A L C U L  I N F I N I T É S I M A L .

Corollaire II. — Si, dans l’équation (i 17), on suppose c = b  =  a, 

cette équation, réduite à la forme

représentera l’enveloppe d’un solide semblable à celui que termine la 

surface (108), et les dimensions du second solide seront à celles du 

premier comme le nombre a est à l ’unité. Cela posé, il résulte évidem

ment du théorème XII que les volâmes compris dans deux solides sem

blables sont entre eux comme les cubes de leurs dimensions respectives.

T héorème XIII. — Le rapport entre deux volumes est toujours une 

quantité moyenne entre les diverses valeurs que peut acquérir le rapport 

des sections faites dans ces deux volumes par un plan mobile qui demeure 

constamment parallèle à un plan donné.

Démonstration. — Supposons les différents points de l’espace rap

portés à trois axes rectangulaires des x , y , z, dont les deux derniers 

soient compris dans le plan donné. Nommons F(a?) et § (a?) les sections 

faites dans les deux volumes par le plan mobile, et correspondant à 

l’abscisse x. Enfin soient a?0, X les limites entre lesquelles l ’abscisse x  

doit demeurer' comprise pour que le plan mobile rencontre les deux 

volumes ou au moins l’un d’entre eux. Si, pour chaque valeur de x

renfermée entre les valeurs extrêmes x 0, X, le plan mobile rencontre
• 1

toujours les deux volumes, ceux-ci se trouveront mesurés par les in

tégrales )

D’ailleurs, si, dans l’équation ( i 3) de la vingt-troisième Leçon du Calcul 

infinitésimal, on remplace les fonctions/ (# ), jfoc)  et<p(#) par §(x),

F(a?) et
F ( * ) ’

on en tirera

)(120)
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f  désignant une valeur de x  comprise entre les limites x 0, X. Or la 

fraction
f(E)

J ( ï )

est évidemment l’une des valeurs que peut acquérir le rapport

$ ( x )

F (a:)

des sections faites dans les deux volumes, tandis que x  varie de

puis x  =  x 0 jusqu’à x  =  X, et par conséquent une quantité comprise 

entre la plus petite et la plus grande de ces valeurs. Donc la for

mule (120) entraîne, dans l’hypothèse admise, le théorème XIII.

Si, pour certaines valeurs de l’abscisse.æ, le plan mobile ne rencon

trait plus que l’un des deux volumes proposés, on pourrait encore 

démontrer comme on vient de le faire le théorème XIII; seulement il 

faudrait alors considérer chacune des sections F.(a?), $(x)  comme 

prenant une valeur nulle toutes les fois que la surface correspondante 

cesserait d’être coupée par le plan mobile.

Si au théorème que nous venons d’établir on joint le théorème III 

de la deuxième Leçon, on déduira immédiatement une proposition 

nouvelle dont voici l ’énoncé ;

T héorème XIY. — Le rapport entre les volumes renfermés dans deux 

enveloppes distinctes est une quantité moyenne entre les diverses valeurs 

que peut acquérir le rapport des longueurs interceptées par ces deux enve

loppes sur une droite mobile qui demeure constamment parallèle à un 

axe donné.

Si, dans l’équation (120), on pose §(x)  =  r, on trouvera

et, par suite,

( 1 2 1 )

f  § { x ) d x — Ç  d x  =  \  —  Xt) 

‘ Jjr°

f  =  (X — ¿e0) F(£).
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Or la longueur X — x 0 représente évidemment la projection linéaire du 

volume (19) sur l’axe.des x,  tandis queF(E) représente une quantité 

moyenne entre les sections faites dans ce volume par des plans perpen

diculaires au même axe. Cèla posé, comme on peut prendre pour axe 

des x  un axe quelconque, il est clair que la formule (121) entraîne la 

proposition suivante :

T héorème XV. — Le rapport entre un volume et sa projection sur un 

axe quelconque est une quantité moyenne entre les aires des différentes 

sections faites dans ce volume par des plans perpendiculaires à l ’axe.

Si l’on projette le volume V déterminé par l’équation (19) ou (29) 

non plus sur un axe, mais sur un plan, on obtiendra, au lieu du théo

rème XV, la proposition suivante : v

T héorème XVI. — Le rapport entre un volume et sa projection sur un 

plan quelconque est une moyenne entre les diverses valeurs que peut 

acquérir la somme des longueurs interceptées par l ’enveloppe de 'ce vo

lume sur une sécante mobile qui demeure constamment perpendiculaire 

au plan donné.

Démonstration. — Pour démontrer cette proposition il suffit d’ap

pliquer à la formule (29) les raisonnements que nous avons appliqués*, 

dans la page 471 de la troisième Leçon, à la formule (34) et à l ’aide 

desquels nous avons établi le théorème II de la page 472.

FIN DU TOME V DE LÀ SECONDE SÉRIE.
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