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PRÉFACE

L ’Optique est la partie la plus avancée de la phy
sique; la théorie dite des ondulations forme un en
semble vraiment satisfaisant pour l’esprit ; mais il ne 
faut pas lui demander ce qu’elle ne peut nous donner.

Les théories màthématiques n’ont pas pour objet de 
nous révéler la véritable nature des choses ; ce serait 
là une prétention déraisonnable. Leur but unique est 
de coordonner les lois physiques que l ’expérience nous 
fait connaître, mais que sans le secours des mathéma
tiques nous ne pourrions même énoncer'.

Peu nous importe que l’éther existe réellement ; c ’est 
l’affaire des métaphysiciens ; l’essentiel pour nous c ’est 
que tout se passe comme s’il existait et que cette hy
pothèse est commode pour l ’explication des phéno
mènes. Après tout, avons-nous d’autre raison de croire^ 
à l’existence des objets matériels? Ce n’est là aussi 
qu’une hypothèse commode ; seulement elle ne cessera 
jamais de l ’être, tandis qu’un jour viendra sans doute 
OÙ l’éther sera rejeté comme inutile,
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II PRÉFACE

Mais ce jour-là même, les lois de l ’optique et les 
équations qui les traduisent analytiquement resteront 
vraies, au moins comme première approximation. Il 
sera donc toujours utile d’étudier une doctrine qui re
lie entre elles toutes ces équations.

Les théories proposées pour expliquer les phéno
mènes optiques par les vibrations d’un milieu élastique 
sont très nombreuses et également plausibles. Il se
rait dangereux de se borner à l’une d’elles; on risque
rait ainsi d’éprouver à son endroit une confiance aveugle 
et par conséquent trompeuse. Il faut donc les étudier 
toutes et c ’est la comparaison qui peut surtout être 
instructive. » '

Malheureusement il faut pour les connaître toutes 
recourir aux mémoires originaux, souvent difficiles à 
trouver et pénibles à lire. Quand on passe de l’un à 
l’autre, tout Change : notation, manières de penser· et 
.de s’exprimer, et la comparaison devient presque im

possible.

■ J’ai donc cru qu’il ne serait pas inutile de réunir en 

un petit volume et dans un tableau d’ensemble ces doc

trines diverses, en publiant les leçons que j ’ai profes

sées à la Sorbonne en 1887-1888. Je suis très recon
naissant à M. Blondinqui a rendu ma tâche possible en 

recueillant et en rédigeant ces leçons.

Pour lire ce livre avec fruit, il faut posséder, an
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PRÉFACE III.

moins dans leurs traits généraux, les lois expérimen-. 
taies de l’optique physique. Je n’aurais pu en effet par
courir en un seul semestre une pareille étendue de, 
matières si je n’avais su ces lois déjà familières à mes 
auditeurs, pour la plupart licenciés ès sciences phy
siques. ,· ' .

La théorie des ondulations repose sur une hypothèse 
moléculaire ; pour les uns, qui croieiït découvrir ainsi 
la cause sous la loi, c ’est un avantage; pour les autres, 
c ’est une raison de méfiance ; mais cette méfiance me 
paraît aussi peu justifiée que l’illusion des premiers.

Ces. hypothèses ne jouent qu’un rôle secondaire. 
J’aurais pu les sacrifier ; je ne l’ai pas fait parce que 
l’exposition y aurait perdu en clarté, mais cette raison 
seule m’en a empêché.

En effet je  n’emprunte aux hypothèses moléculaires 
que deux choses : le principe de la conservation de 
l’énergie et la forme linéaire des équations qui est la 
loi généraleMes petits mouvements, comme de toutes 
les petites variations.

C’est ce qui explique pourquoi la plupart des con
clusions de Fresnel subsistent sans changement quand 
on adopte la théorie électro-magnétique de la lumière.. 
Je no parlerai pas dans ce volume de cette théorie, me 
réservant de l’exposer en détail dans un autre ouvrage 
où je publierai mes leçons du second semestre. J’ai cru
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îv PRÉFACE

devoir m’attacher d’abord a approfondir les idées de 
Fresnel; cela me paraissait la meilleure préparation à 
l’étude de la pensée de Clerk Maxwell.

Un dernier mot. Dans le chapitre relatif à la diffrac
tion, j ’ai développé des idées que je croyais nouvelles. 
Je n’ai pa§ nommé Kirchhoff dont le nom aurait dû 
être cité à chaque ligne. Il est encore temps de réparer 
cet oubli involontaire; je m’empresse de le faire en 
renvoyant aux Sitzungeberichte de l ’Académie de Ber
lin (1882, deuxième semestre, page 641).

Paris, le 2 décembre 1888.

H. P o in c a r é .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



THÉORIE MATHÉMATIQUE
DE LA LUMIÈRE

INTRODUCTION

De toutes les théories physiques, la moins im parfaite est 

celle de la lum ière, telle qu’elle est sortie des travau x de 

Presnel et de ses successeurs. E lle est fondée, com m e on le 

sait, sur l ’hypothèse des ondulations de l’éther. Cette théorie 

explique presque tous les faits actuellem ent connus en optique, 

et s’il en est quelques-uns gui échappent à une explication 

immédiate, il suffit dequelquesm odificationsde détail dans les 

hypothèses de Fresnel pour en rendre com pte.

A u x sceptiques qui pensent qu’un jo u r la  théorie des 

ondulations subira le même sort que la théorie de l ’ém ission, 

on peut répondre que lorsque Biot, en 1 8 1 3 , essayait d’exp li

quer les phénomènes connus alors en optique au m oyen de 

la théorie de l’ém ission, ce n ’était qu’au prix d’efforts trop > 

ingénieux pour satisfaire pleinem ent l ’esprit. Dans la théorie 

de l ’émission, il y  avait autant d ’hypothèses que de faits à 

expliquer ; dans celle des ondulations, il y  a, il est vrai, un 

certain notnbre d ’hypothèses, mais, beaucoup moins que de 

faits expliqués.

Il est donc probable que, quel que soit le sort réservé à la  

théorie de Fresnel, la  plupart des résultats subsisteront tou

jours, et que son étude restera toujours utile.

LA LUMIÈRE . 1
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2 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

Dans ces derniers tem ps, on a essayé de substituer à la  

théorie des ondulations une théorie électro-m agnétique, qui 

attribue les phénom ènes optiques aux variations périodiques 

et extrêm em ent rapides que subit un cham p m agnétique. 

Mais cette théorie conduit aux mêmes résultats analytiques 

que la  théorie des ondulations de Fresnel ; l ’interprétation 

physique des . form ules seule diffère. Il n’est même pas 

im possible que ces deux théories ne finissent par s’accorder 

et n’en fassent qu’une.

O b je t  d u  C o u r s .— Nous n’étudierons que la  théorie des 

ondulations, la  théorie électro-m agnétique étant inséparable 

d’un cours d’électricité. Nous nous en tiendrons aux travaux, 

de Fresnel, C auchy, L ain é,B riot et de M. Sarrau, en Fran ce ; 

de Neumann en A llem agn e; et à ceux de Mac Cullagh en 

A ngleterre. Nous admettrons comme connus tous les faits 

expérim entaux de l ’optique, et nous ne nous attacherons qu’au 

développem ent des théories mathém atiques.

Nous com m encerons par la  théorie des petits mouvem ents 

dans un m ilieu élastique ; nous établirons les lois générales du 

mouvement vibratoire et de la  propagation des ondes planes ; 

nous aborderons successivem ent l ’étude de la diffraction, des 

diverses théories de la dispersion, de celles de la double réfrac

tion, ainsi que de la  réflexion et de la réfraction à la  surface 

des corps transparents et isotropes, puis des corps cristallisés 

et enfin des surfaces m étalliques. Nous term inerons par l ’élude 

de l ’aberration et de la  propagation de la  lum ière dans un 

m ilieu en m ouvem ent.
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CHAPITRE PREMIER

ÉTU DE DES P E T IT S  MOUVEMENTS DANS UN MILIEU 

ÉLASTIQUE

1. Première hypothèse.—  Nous considérerons un m ilieu 

élastique comme formé de m olécules séparées les unes des 

autres ; c ’est-à-dire que nous admettrons la  discontinuité de. 

la matière. —  Rem arquons que la concordance dés- faits 

expérim entaux avec les conséquences m athém athiques obte

nues en partant de cette hypothèse n ’est pas une preuve 

d e là  discontinuité de la m atière. Cette hypothèse a seulement 

pour effet de sim plifier les calculs; on pourrait supposer la 

matière continue et la concordance que nous signalons exis

terait encore.

2. Seconde hypothèse. —  Nous adm ettrons que les 

molécules sont soumises à certaines forces, qu’il existe une 

position d’équilibre stable du m ilieu, et que, si on écarte les 

m olécules de leurs positions d’équilibre, puis qu’on les a b a n 

donne à elles-mêmes, elles prennent des m ouvements d’os

cillation très petits autour de leur position d’équilibre.
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4 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

3 . É q u a t io n s  d u  m o u v e m e n t .—  Considérons n  m olécules 

M<; M2,... M,·,... de masses m i , m 2,.. .  n u ,... Les coordonnées 

d’une de ces m olécules seront, dans la  position  d’équilibre, 

Xi, y 'i,zt ·, ^iprès le déplacement, h , y, -)- tq/, Zi-\~’ii· Nous

admettrons qu’il existe une fonction des forces U, c’est-à- 

dire qu’il y  a conservation de l ’énergie. Les équations du 

m ouvem ent de la  m olécule M,· seront :

( 1 )

TOj
æ ii_ d u
dP dlA

d \ t  d\]

mi dP dr{i

d%  rfU
mt dP  dX,t

4 . P r o p r ié t é s  d e  la  fo n c t io n  d e s  fo r c e s .  —  Si on

développe U suivant les puissances croissantes des ? (en 

désignant par \ l ’ensemble des quantités Ç,, Y|,,Ç, ; %2-r\2, Ç2. . 

on a :

U =  U 0-|— -J—U2 -J—U3 ...

U0, qui représente le term e constant, peut être supposé nul, 

car la  fonction U n ’entre dans les équations du m ouvem ent 

• que par ses dérivées.

U 0 qui représente l ’ensemble des term es du prem ier degré 

par rapport aux ?, c ’est-à-dire
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ÉTÜDE DES PETITS MOUVEMENTS 8

est nul, car ^  représente la projection sur OX de la force

s’exerçant sur la molécule M,·, force qui est nulle dans la posi

tion d’équilibre, c’est-à-dire pour \i =  o. est nul, et

par suite U 4 aussi.

Enfin, comme les quantités ? sont supposées très petites (2), 

on peut négliger les termes d’un degré supérieur au second 

par rapport aux ?, et on a simplement :

(2) ' U =  U2.

U2 est une forme quadratique par rapport aux 3n quan

tités? ; on peut donc la mettre sous la forme d’une somme de 

carrés. Cette somme doit être négative, car, l’équilibre étant 

stable quand les \ sont nuis, la fonction U doit passer par ün 

maximum, pour ? =  0 , et une des conditions pour qu’une 

fonction passe par un maximum est que Uensemble des termes 

du second degré du développement soit négatif..
t

Si on divise les forces agissant sur le système en deux 

groupes, forces intérieures et forces extérieures, et si l ’on 

désigne par U' la fonction des forces relative au premier 

groupe, par U,/ celle qui est relative au second groupe, on 

aura :

(3) U =  U' +  Û'.

5. Propriétés des fonctions U' et U". — Si les diverses 

molécules se déplacent de manière que leurs distances respec

tives ne varient pas, le travail des forces intérieures est nul ; 

U' est alors nulle. U' peut donc être considérée comme une
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6 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

fonction de la distance des molécules. En désignant par R, R'... 
les carrés de ces distances, nous poserons :

(4) U '= F (R ,R \R V ·)·

6 .  Si nous supposons que deux molécules ¡a et ¡x' s’attirent 

ou se repoussent ¡suivant des forces égales, dirigées suivant 

la droite qui les joint, et ne dépendant que de la distance ¡xjx'; 

en d’autres termes, si nous nous plaçons dans l’hypothèse des 

forces centrales, U' sera la somme des fonctions des forces 

relatives à deux molécules ¡x et p' ; nous aurons dans ce cas :

(5)· u '= / ( R ) + / '( R ') + /W  +  .... ‘

. 7. Les forces extérieures au système peuvent être de deux 

espèces :

1° Les forces qui s’exercent à la fois sur les molécules in- ' 

térieures et sur lcs*molécules superficielles, comme, par 

exemple, les forces ducs h la pesanteur.

2° Les forces qui n’agissent que sur les molécules superfi

cielles, comme celles qui s’exercent sur la surface interne des 

parois d’une enceinte contenant un gaz.

Les forces du premier groupe ne se rencontrent pas en op

tique, l’éther étant supposé impondérable. Quant à. celles du 

second groupe, nous n’avons pas le droit de nier leur exis

tence. Si l'on suppose qu’elles n’existent pas, Ja fonction des 

forces relative aux forces extérieures au système est nulle. 

On a alors U "= 0. *

8 . Nous pouvons développer les fonctions U' et U" par rap

port aux puissances croissantes desÇ, et pous aurons, en né-
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ÉTUDE DES PETITS MOUVEMENTS 7

gligeant les puissances des \ supérieures au second degré :

u ' = u 0+ u ; + u ' ,

u//=u;-|-u;/-f-u;/.

En identifiant le développem ent de la  fonction U (4 ) avec la  

somme des fonctions U' et U" développées, nous obtiendrons 

les relations suivantes :

u;+u;'=u0=o.
(6) ’ u ;+ U "  =  U4 =Ô.

■ . ( 7 )  ' u ; + u £ = u 2 = u .

Nous pouvons d’ailleurs supposer que les constantes 
1

Û , et U<J sont séparément nulles.

9 . E tu d e  d e . la  fo n c t io n  U '. —  Soient deux m olécules p. 

et ¡j.', dont les coordonnées sont dans la  position d ’équilibre,

x , y , z ,  ¿r-fD æ , y + V n j ,  z  +  T)z,

Nous désignons par la notation Dj; l ’accroissem ent d’une 

des coordonnées, car la  distance de ces m olécules voisines 

n ’est pas infinim ent petite. Le carré de cette distance est :

R = D ir2 +  Dy2 +  D^ 2

- Si on écarte ces molécules de leurs positions d’équilibre, 

leurs coordonnées deviennent :

œ +  l  y +  -n» x +  Ç;

x - f - D a ;  - f -  ?  - f~  y I h / - | - T ) D r ) ,  z  D . 2  - { -  Ç - j -  D Ç  ;
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8 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

et le carré de leur distance est alors :

L’accroissement p du carré de cette distance est donné par 

la relation :

P =  2 ^ «  +  J - D Ç * .

et, si nous posons :

(8 ) p, =  2(Dî»D?-}-D2/Dy|-|-.D̂ D̂ ) — 2 ^  DîcDç,

(9) p2 =  D^-l-DV +  DÇ3 = : 2 D?2’

nous aurons, pour p : *

(10) p =  p( H-p2·

La fonction des forces relative aux forces intérieures (5) 

a pour valeur, quand les molécules sont écartées do leurs 

positions d’équilibre :

U' =  F(R +  p, R' +  p', R' +  pV.·); ·

et, si on la développe par rapport aux puissances croissantes 

des p, on obtient :

rfaF d3 F
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ÉTUDE DES PETITS MOUVEMENTS 9

Dans cette expression, le terme F (R, R',R",...) ne dépend 

pas du déplacement; c’est donc le terme constant obtenu 

en développant la fonction U' par rapport aux \ ; pkr suite, 

ce terme est nul. Gomme les quantités p sont du même 

ordre de grandeur que les ?, on peut, dans le développement 

de U', négliger les termes qui contiennent p à un degré su

périeur au second ; on a donc :

d2F , 
rfRdR'pp·

En remplaçant p par la valeur tirée de la relation (10), 

on obtient :

(il) U' =  2
c?F v  ¿ F  , I t P F  a . v  ¿ 2F ,

d R  pl '2j c/ R  p2_’_ 2 t f R 2 p ' 2 j c f I W R ' p p '

Si maintenant on identifie'ce développement avec celui de la 

même fonction par rapport aux \ (8 ), on a, pour le second 

terme Uj,

(12) u ' i = E H p ^ 2S f v ( Da;D? +  T)̂  +  D̂ ) ·

10. Dansle cas particulier où la pression extérieure est nulle 

dans la position d’équilibre, l’expression précédente permet de 

trouver six relations importantes. En effet, la fonction des 

forces U" relative aux forces extérieures a le second terme UJ’ 

de son développement égal à zéro, puisque les dérivées par

tielles de U" par rapport aux quantités \ représentent les 

composantes de la pression extérieure ; la relation (6 ) montre 

que l’on doit avoir identiquement :
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10 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

UJ = 0 .

Une substitution quelconque faite dans à la place de Ç, 7|, Ç 

doit donner pour résultat zéro ; en particulier, si on fait 
 ̂=  u:, ifi =  i = o ,  on a

E S " · * “ « ·  ’

On aura évidemment aussi :

s S v = o .  s § » — ·

Si maintenant on fait la substitution \ =  y, tj =  Ç =  o, 
on obtiendra :

Dît Dy —  0 ;

et des substitutions analogue? donneraient :

Ainsi, si la pression extérieure est nulle dans l’état d’équi

libre, les six relations suivantes :

s  1 * ^ = 0 E æ D l D !' =  0'
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ÉTUDE DES PETITS MOUVEMENTS dl

<l3 > S  '7ï ï d;'' =  " ’ (**)

S i ^ = « ·  s  £ * » · = < > ·

V

sont satisfaites. Cauchy a démontré que, réciproquement, si 

ces six relations sont satisfaites, la pression extérieure est 

nulle. Dans la suite du cours nous serons amenés à démontrer 

cette réciproque.

1 1 .  Le troisième terme Ug du développement de U' par 

rapport aux quantités \ a pour expression, si on néglige les 

termesdu troisième et du quatrième degré en Di; ;

(13) ^  =  2
dF
dR

cPF ’ , 
cfRo!R'p,.Pl·

En substituant cette valeur de Uj dans la relation (7), on 

obtient :

u = D!=u;+2af>+iS dR*
cf2F

cmrfR'PlP<·

Le premier terme, Uj, de cette expression ne jouera en géné

ral aucun rôle dans l'élasticité; il ne dépend, en effet, que des 

pressions extérieures et ne peut provenir que des déplace

ments des molécules superficielles. Or, quand on étudie le 

mouvement dans un milieu indéfini, on est conduit à ad

mettre que les quantités £ sont milles à l’infini; en outre, dans 

un milieu limité, les conséquences déduites des calculs dans 

lesquels la quantité'U" est supposée nulle, rigoureusement 

vraies pour les portions du milieu situées à une certaine dis-
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12 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

tance des surfaces extérieures, sont à peine modifiées pour 

les portions voisines de ces surfaces.

Le second terme

v  ^
d\\

est nul dans un cas, celui où on suppose la pression exté

rieure nulle dans l’état d’équilibre. Cette propriété sera dé

montrée plus loin.

Quant au troisième terme, il subsiste dans tous les cas.

Enfin, le quatrième terme, 2  disparaît dans

l’hypothèse des forces centrales. Nous avons vu (6 ) que 

cette hypothqse réduisait la fonction U' à une somme de 

termes dont chacun ne dépendait que d’une seule quantité. 

En différentiant la relation (o) par rapport à R, on obtient :

dW  _  df{R) 

clR (¿R ’

et, comme la fonction f(Rj est indépendante de Rr, une 

nouvelle différentialion par rapport à R' donnera pour résul

tat :

<f2U' _  rf-F _  d d f{R) ,  

c/R'adt ~  d[\d\X ~  d\i' ’ rfR —  ü-

Le quatrième terme de la fonction U est donc nul dans ce 
cas.

12. Troisième hypothèse.— Nous allons maintenant in

troduire dans notre étude une nouvelle hypothèse. Nous sup

poserons que les molécules des corps, ‘extrêmement nom

breuses et séparées par des intervalles très petits, n’exercent
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ÉTUDE -DES PETITS MOUVEMENTS 13

leurs actions mutuelles qu’à des distances très petites. La dis

tance maxima à laquelle ces actions peuvent s’exercer s’ap

pelle le rayon d’activité moléculaire.

L’introduction de cette hypothèse va nous permettre de 

simplifier l’expression de la fonction U'. Considérons un cer

tain volume occupé par le milieu élas

tique et divisons ce volume en deux 

parties R et IV [fig. d). La fonction des 

forces U' ducs aux actions mutuelles 

des molécules du volume total pourra 

être considérée comme la somme des 

trois quantités suivantes: 1 ° du po

tentiel Y, relatif aux actions mutuelles des molécules du 

volume R; 2° du potentiel Y ,  dû aux actions mutuelles des 

molécules du volume R' ; 3° enfin, du potentiel résultant de 

l ’action des molécules du volume R sur les molécules du vo

lume R'. Ce dernier potentiel est très petit. En effet, les molé

cules réagissant l’une sur l’autre doivent être à une distance 

moindre que le rayon de la sphère d’activité moléculaire ; 

par suite, les molécules du volume R agissant sur celles du 

volume R' et les molécules du volume IV agissant sur celle du

volume R seront comprises à l’intérieur d’un volume limité
v

par deux surfaces parallèles à la surface de séparation de R et 

de R' et situées à une distance de cette surface égale au rayon 

d’hetivité moléculaire. Ce volume sera négligeable par rap

port à R et à R', et, si nous admettons que le nombre des mo

lécules d’un milieu est proportionnel au volume qu’elles oc

cupent, les molécules de chacun des volumes R et R' qui réa

gissent sur les molécules de l’autre volume seront en nombre
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14 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

n égligeable par rapport aux m olécules contenues dans lt ou 

dans R'. P ar conséquent, le potentiel dû à l ’action des m olé

cules du volume lt sur celles du volum e R' pourra être négligé- 

vis à vis de Y et V' ; on aura :

U' =  V-f- Y'.

Ce raisonnement subsiste d’ailleurs si on divise le volum e 

occupé par le milieu élastique en un nombre infiniment grand 

de volumes infinim ent petits, pourvu que les dimensions de 

ces volumes élémentaires^ restent infiniment grandes par rap 

port au rayon d ’activité m oléculaire; cela sera toujours pos

sible puisque ce rayon est un infiniment petit en valeur abso

lue. En désignant par cfo un de ces cléments de volum e, par ‘ 

W ûJt le potentiel dû aux actions m utuelles des m olécules si

tuées à l ’intérieur de cet élément, le potentiel des forces 

intérieures du volum e total sera :

(1 6 ) U '=  f  V f du.

13. Nous pouvons développer W suivant les puissances 

croissantes des et, en négligean t les termes d’un degré su

périeur au second, nous aurons :

W = W „  +  W < +  Wa.

Le term e constant W 0 peut être supposé nul et la  relation

(1 6 ) nous donnera :

(1 7 ) U) =  f  W, dr,

(1 8 ) U2= jf  w2rfx. !
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La fonction des forces U qui entre dans les-équations du 

m ouvem ent deviendra, en tenant compte de la relation (7 ) ;

(1 9 ) U =  U ' ' + / w 2^ .

Nous pouvons aussi développer la  fonction W  suivant les 

puissances croissantes des p, comme nous l ’avons fait pour la 

fonction U' ; et, en nous reportant à la  form ule (1 5 ), nous 

écrirons :

/cm\ tt  T V T  o®1 , 1  V T  a 'J T  2 , V T  a "Jl

(J)) W 2 —  2 j ¿ R p2 + 2 2 j r f l t 2 + 2 j (/ l W l t ' p,pl ’
1 v-, cf2F dï F

la  sommation s’étendant seulement aux m olécules de l ’élé

ment d-z.

L a quantité pj étant hom ogène et linéaire par rapport aux 

quantités D!j, Dy|, DÇ, et p2 étant hom ogène et du second degré 

par rapport à ces mêmes quantités, il résulte de l ’expression 

précédente que W 2 est une fonction hom ogène et du second 

degré de D?, Dt|, DÇ.

1 4 . N o u v e l le s  h y p o t h è s e s .  —  Nous admettrons que les 

déplacem ents iq, Ç, sont des fonctions continues des coor

données x , y , z  de la  m olécule dans la  position d ’équilibre, 

et qu’il en est de môme de leurs dérivées successives. Cette
t

hypothèse est lég itim e;ca r, s’il en était autrem ent et si le dé

placem ent re la tif de deux m olécules très voisines n’était pas 

très petit, il en résulterait des réactions élastiques très consi

dérables qui ne perm ettraient pas à un pareil état de choses 

de subsister.
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16 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

La continuité des fonctions ç et de leurs dérivées étant 

admise, nous pouvons développer ces fonctions suivant les 

puissances croissantes des variables x, y, z, et nous aurons :

(T i c T  d ï 1
D? = ^  D x  +  -^ D y +  B z  + f  dx ' dy 1 dz [ S D^ + 9 D y , + - > ·

Les quantités Dît, Dy, Da", qui sont les accroissements des 

coordonnées quand on passe d’une molécule à une molécule 

voisine, sont de l’ordre du rayon d'activité moléculaire; les 

carrés de ces quantités seront des infiniment petits qu’en 

général on pourra supprimer. Nous verrons cependant qu’on 

n’a pas toujours le droit de faire disparaître ces carrés, et 

que l’une des théories données pour l’explication de la dis

persion de la lumière nécessite leur conservation. En les sup

primant. D?, Dtt|, DÇ sont données par des fonctions linéaires 

,et homogènes des neuf dérivées partielles :

^  <h|
d x ' d y ' d z ' d x ' " '

On a :

* = S » - + ! ® r + g i *  .

<2 i > . D ' = â D * + ! i* ' + £ D '

_ dX, _ , dX, , dC, „  ’

K = S t e + i 5 D! ' + S D*

1 5 . Étude de là  fonction W 2. — Nous avons vu (13) que

Wa était une fonction homogène du second degré par rapport
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' ÉTUDE DES PETITS MOUVEMENTS 17 .

aux quantités D;, Dy|, DÇ ; c'est donc aussi une fonction ho

mogène et du second ordre par rapport . aux neuf dérivées

partielles^, ^ , . . . ,  dérivées que nous représenterons souvent

dans la suite par la notation de Lagrange : \L \ÿ Une 

forme quadratique à neuf variables indépendantes contient 

neuf termes, carrés et un nombre de termes rectangles égal au 

nombre des combinaisons de neuf objets deux à deux : 

9 x 8
— -—  =  36; elle peut donc renfermer quarante-cinq coeffi

cients arbitraires. Nous allons chercher le nombre des coefïî-. 

dents de la fonction W2.

Considérons d’abord le premier terme ^  ^ p 2 de cette

fonction développée suivant la formule (20). Les termes en

$'1 qui entrent dans ^  ^ p 2 ne peuvent provenir qu£ de D” ,

car, ni Dï|, ni Di; ne renferment \ 'x. Or on a, en élevant au 

carré les deux membres de la première des relations (2 1 ) :

w-- < I ) ÏEte!+ ( | ) V + ( | ) SD-*+2 | | D * D ÿ+ .

et le coefficient de dans. ^
clF
dRps e s t ‘

V  —  Vx2 
2 j dr d  ·

On trouverait la môme quantité pour le coefficient de T|'i et 

de KL2· Les coefficients des carrés des neuf dérivées partielles 

se réduisent donc à trois :

LÀ LUMIÈRE. 2
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Le coefficient du double produit2  ^  ~  est V , DæDy.Il est 
. . .  r . . dx dy ¿-i ¿R

facile de voir, en développant les carrés de et deDÇ, que les 

produits 2  ^ j, 2  ^  , ont pour coefficients cette même
d x  dy

quantité. Les coefficients des neuf doubles produits qui

Par conséquent le premier terme de \V2 ne contient que 

six coefficients arbitraires. Ces six coefficients sont nuis quand 

on suppose la pression extérieure nulle dans l’état d’équi

libre, ainsi que nous l’avons établi au n° 10.

16. Les deux derniers termes de Ws sont homogènes en p( 

et p(. En remplaçant, dans l’expression dep,

c’est-à-dire que p, est une fonction linéaire et homogène des 
• «

six quantités

Pl =  2(Did)i +- DyDr, - f  D^DÇ), 

Di, Dup DÇ par leurs valeurs (2 1 ), on trouve :
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La somme des deux. derniers termes de \V2 est donc une 
fonction homogène et du second degré de ces six quantités ; 
par suite elle ne contiendra que 21 coefficients arbitraires 
(6 coefficients pour les carrés et 15 pour les doubles produits).

17. Nous voyons déjà que, dans le cas le plus général, la 
fonction W2 ne contiendra que 21 -j-6  =  27 coefficients arbi
traires, nombre' qui se réduira à 21 quand la pression exte'- 
rieure sera nulle dans l’état d’équilibre.

Dans l’hypothèse des forces centrales, nous avons vu (11) 
que l’on avait : ’

d&dl\!

• Le troisième terme du développement (20) de W2 disparaît, 
et si, dans le second terme, on remplace pf par sa valeur tirée 
.de la relation (22), on constate que, parmi les 21 coefficients, 
six sont égaux deux à deux. Ainsi on a :

coef. de ( ~  -t* =  coef.de 2 ·^
\d y  d x )  d x dy

coef. de 2 ¡ %  =  coef. de2 ( p  +  ̂ )  (
d z \ d y  'd x / . \ d z  d y)  \d x  d z )

Le nombre des coefficients arbitraires se trouve alors réduit 
à 15.

En résumé, nous aurons dans W 2 :
1“ 27 coefficients arbitraires dans le cas général ;
2° 21 coefficients quand la pression extérieure est nulle 

dans l’état d’équilibre et que les forces ne sont pas centrales ; 
3" 21 coefficients quand les forces sont centrales et la
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20 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

pression extérieure différente de zéro dans l’état d’équilibre 
.(hypothèses de Cauchy) ;

.4°. 15 coefficients quand les forces sont centrales et la 
pression extérieure nulle dans l’état d'équilibre.

La valeur de ces coefficients, dans un milieu quelconque, 
dépendra en général des coordonnées du centre de gravité de 
l’élément de volume <*. Pour simplifier la question et nous , 
placer dans le cas le plus ordinaire, nous supposerons le mi
lieu homogène: les coefficients deviendront des constantes.

18. Fonctions isotropes. — Un milieq homogène est dit 
isotrope quand, dans ce milieu, toutes les directions sont iden
tiques. L’éther dans le vide, les corps gazeux, les liquides, 
les solides amorphes sont isotropes; les. solides cristallisés ne 
le sont pas. De cette définition il résulte que, dans un isotrope, 
un plan quelconque est un.plan de symétrie; en particulier 
les plans de coordonnées sont des plans de symétrie. Les 
équations du mouvement et, par suite, la fonction W2 ne 
doivent pas changer quand on substitue — a? et — % à ¿cet %, 

ou — y  et — 7] à y et iq, ou enfin — z  et — Ç à z  et Ç. Remar
quons d’ailleurs que les corps isotropes ne sont pas les seuls 
qui jouissent de cette propriété; elle appartient à tousles 
corps cristallisés qui possèdent trois plans de symétrie rec-

fl
tarigulaires, c'est-à-dire aux corps cristallisés appartenant 
aux quatre premiers systèmes cristallins. Pour ces corps et 
les jsotropes la fonction-W3 ne doit pas contenir de termes 
changeant de signe par l’une des trois substitutions précé
dentes; il est facile de reconnaître que les termes qui peuvent 
subsister forment quatre groupes :

•

1 ° les termes carrés de la forme ; 2° ceux de la forme■ - . - ax2
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d P  ' d l d ii; 3° les termes rectangles tels que ^  ; 4° le terme

^  Jrj et ceux qu’on en déduit par permutation

Dans les corps isotropes et les corps cristallisés du système 
cubique, tous les termes d’un même groupe ont le mêmecoef- 
ficient. En effet, dans ces corps les trois directions des axes 
de coordonnées jouent le même rôle; par conséquent, nous 
pouvons permuter deux des axes ou les trois axes sans chan
ger W2, c’est-à-dire que W2 doit’ conserver la même valeur 
quand on y permute, par exemple, x  et y , l et tj. Pour qu’il

d P  d n 2en soit ainsi il faut que les coefficients des termes

d z2
soient les mêmes ; par suite, les termes du premier

groupe entrent dans la fonction W2 pàr leur somme :

dP_ . d f  , dX?_· 
dx2 ' d yl d z2’

Gomme il en est de même pour les termes des trois autres 
groupes, la fonction W2 est la somme de quatre polynômes, 
homogènes et du second degré par rapport aux neuf dérivées 
partielles, multipliés respectivement par des coefficients nu
mériques. Ces quatre polynômes sont :,

S'l + Vj +  S'f

. l’I +  ri +  vi +  VI +  ü'1 +  G ■

Si %' +  Si U +  ù  y

s ;ni  +  U  Ü + W · . ·
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19. Il reste à chercher si ces quatre polynômes indépen
dants subsisteront dans le cas d’un corps parfaitement iso
trope. Nous allons montrer qu’ils se réduisent à trois que 
nous appellerons polynômes isotropes.

Puisque dans un corps isotrope toutes les directions sont 
identiques, l’expression d’un polynôme isotrope ne doit pas 
changer quand on fait un changement 'quelconque de coor
données en conservant la même origine ; la forme d’un poly
nôme isotrope doit être indépendante du choix des axes.

Soient x , y , z  les coordonnées d’une molécule p (fig. 2).d’un 
milieu isotrope ; x  -f- D x, y  -f- Dy , z  - \ - J i z  celles d’une mo
lécule voisine p'. Lorsque la molécule p sera dérangée de sa 
position d’équilibre, elle viendra en p, dont les coordonnées 
sont œ-|- Ç, y-f-Ki, s -f- Ç ; la molécule pr occupera le point 
p[ de coordonnées œ -f. Ç +  Dœ-j- D£, y  7! - f  T>y +  Dtj, 

DÇ. Par le point p menons la droite pp" égale et 
parallèle à p4 p{, et joignons p' à p". Par le point O, origine
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des coordonnées, traçons une droite OM égale et parallèle à. 
p-f/Z et une droite OP égale et parallèle à ¿ ¡ j." ; les coordonnées 
du point M seront Da?, Dy, D*; celles du point P seront DÇ; 
D-rj, DÇ. En désignant par l la longueur de la droite OP, nous 
aurons :

■■ (23)· P =  DE2 -j- Dtj2 DÇ2,

f  ·

et comme, d’après les équations (21), D;, Dy¡, DÇ sont des fonc
tions homogènes et du premier degré par rapport à Dæ, D ?/, 
D ,̂ l2 est une fonction homogène et du . second degré par 
rapport aux coordonnées du point M. Par suite le lieu des 
points M tels' que la longueur OP‘reste constante est un ellip
soïde dont le centre est en 0 . Le milieu étant isotrope on doit 
trouver le même ellipsoïde, quelle que soit la direction des 
axes. L’équation de l’ellipsoïde dépendra naturellement du 
choix des axes ; mais l’ellipsoïde lui-même ne changera pas 
quand on changera les trois plans de coordonnées. Or on sait 
que, si un ellipsoïde est fixe dans l’espace, il existe certaines 
fonctions des coefficients de son équation, connues sous le 
nom d’invariants, qui sont indépendantes du choix des 
axes; elles devront être des fonctions isotropes. L’un des 

’ invariants est la somme des carrés des coefficients des termes 
carrés. Pour le trouver, remplaçons dans l’équation (23) les 
quantités D!;, D?), DÇ par les valeurs (21). Nous aurons entre 
les coordonnées Da?, D y , D.s.du point M une. relation qui sera 
précisément l’équation de notre ellipsoïde et nous obtiendrons 
pour le coefficient de Dsc2 la somme : ,/

n  +  v i  +  v i
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celui de Di/3 sera :

■'2 ·
> y  >

et celui de H z2 :

.S'I + V I  +  Ç'|.

La somme de ces trois coefficients sera donc une fonction 
isotrope. Nous la désignerons par H ; ce sera la somme des 
carrés des neuf dérivées partielles

20. Pour trouver d’autres fonctions isotropes, considérons 
le cas où les molécules p et p' se déplacent de façon que la 
droite pp' reste toujours parallèle à elle-même : les droites 
0P et OM sont parallèles, et, en désignant par a le rapport de 
leurs longueurs, on a :

Di =  aDi», D tj =  a.By, ' DÇ =  aD .̂

Si on porte ces valeurs dans les équations (21) du n° 14, on 
obtient :

et l’élimination de B x , Dy , D'z entre ces équations conduit au 
déterminant :

(24) H =  2 5 ï

«Da =  Vx Dît +  Vy D y  +  \ i  B z, 

aDy  — B x  B y  +  Ÿu' D ,̂ 

*B z =  Ç'Da +  ç; B y  +  Ç.' D z,

\
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Celte équation déterminera a. Or'cette quantité est évidem
ment indépendante du choix des axes de coordonnées, par 
conséquent les coefficients de cette équation en a sont des in
variants, Le coefficient du terme en a"2 est : i

+  ^  +

Nous désignerons cette nouvelle fonction isotrope par 0,èt,‘ 
comme elle entrera au second degré dans la fonction W2, 
nous considérerons son carré:

(25) ®* =  (& +  *),; + «  )*■

21. Cette fonction 0 a une signification géométrique inté
ressante.

Le volume d’une portion du milieu élastique dans sa 
position d’équilibre a pour expression :

J ' J ' J "  dxdydz.

Par suite de la déformation du milieu,’ les coordonnées du 
centre de gravité de chaque élément du volume deviennent 
x  4 - S, y  yj, z  —j— Ç, et le volume de la portion considérée 
prend pour valeur : ;

f f f { d x  +  d q  (dy +  ch{) (<i z  +  dçj .

Rappelons que, si l’on a [une intégrale

sss*x ,y,z)d xd yd z

où x , y , z  sont des fonctions de trois nouvelles variables a,|3,y,
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cette intégrale devient, lorsqu’on prend pour variables a , ¡3, y  :

t  i  .. · .
D + ,  V,  -g)

D(«,P,r)
d a . d p . d y ,

zrj \  désignant le déterminant fonctionnel de x , y, z parD(*,P,y) ° *

rapport à a, j3, y. En nous appuyant sur ce théorème nous
aurons, pour l’expression du volume après la déformation :

Df(ag+g), (y+■*!) .(·«■+ Q]
Ti[x,y,z) dx dy dz.

Le déterminant fonctionnel qui entre dans cette intégrale a 
pour valeur :

i - K i  . y „  u

■ y \ í  1 +  R.v 13;
u  i  +  v  .

et si, dans le développement de ce déterminant, on néglige 
les. puissances des dérivées qui sont supérieures au premier 
degré, on obtient : ■ :

; l +  ^  +  /  '

c’est-à-dire

■" ‘ 1 +  0. . . .

Si nous portons cette valeur du déterminant fonctionnel dans 
l’intégrale qui donne le volume après la déformation, nous 
obtenons :

J ' J ' J ’ (1 +  0) dx dy d z , ,
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Un élément de volume dxdtydz devient donc, après la dé
formation, (1 -f- &]dxdydz ; par suite © est le coefficient 
de dilatation cubique du milieu.

22. Revenons à notre équation en a. Le coefficient du 
terme en — a est :

(26) K  =  U  7|,; - . 5 ^ + 7 ^  y  -  7b' Vy +  «  U -  U U  ■ ■ 

C’est un troisième polynôme isotrope qui peut s’écrire :

r P(S,7iî , D M ) , D(U)
B{x.,y) +  B{y,z) D( ,̂œ)’

■ 23. Les trois polynômes isotropes du second degré, H,©3, K, 

sont trois polynômes indépendants. Il ne peut y en avoir 
d’autres, car, s’il y en avait quatre, tous les corps jouissant 
de la symétrie cubique, pour laquelle la fonction W2 est 
une somme de quatre polynômes du second degré et indé
pendants, jouiraient en même temps de l’isotropie. D’ailleurs 
le premier des polynômes qui entre dans Wa, dans le cas des 
corps à symétrie cubique (18) :

ü'I +  V |-R 'f

n’est pas un polynôme,isotrope, car il change quand on fait 
tourner les axes, comme il est facile de s’en convaincre en 
faisant tourner les axes des x  et des y  de ‘45° dans le plan 
des. x y . ,

24. Expression de W 2 dans le cas des corps iso
tropes. — La fonction W2 ne peut contenir que les trois po
lynômes isotropes que nous venons de trouver, et comme 
cette fonction est homogène et "du second degré par rap-
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port aux neuf dérivées partielles elle doit'être li
néaire et homogène par rapport aux trois polynômes isotropes 
qui sont eux-mêmes homogènes et du second degré par rap
port aux neuf dérivées partielles; elle sera de la forme

(“27) W 3 — XK +  pH +  v©2. ·

Comparons cette expression au développement (20) de cette 
même fonction. Le premier terme de ce développement et 
l’ensemble des deux derniers devront être séparément 
isotropes, car’, dans un milieu isotrope, toute fonction symé
trique des distances mutuelles des points occupés par les mo
lécules avant et après le déplacement doit être une fonction 
isotrope.

Considérons d’abord le premier terme ^ ^ p 2de cette ex"

pression ; nous allons démontrer qu’il est égal au polynôme H 

multiplié par un facteur constant.
Dans l’étude de la fonction W a (15) nous avons vu que, si on 

remplaçait dans le premier terme du développement de cette 
fonction les quantités D?, D-q, Di; par leurs valeurs données par 
les relations (21), nous obtenions pour ce terme un polynôme 
homogène et du second degré par rapport aux neu f dérivées p*ar- 
tielles, contenant les carrés de ces dérivées et les neuf doubles

produits de la forme ~  -p· Mais ce terme, étant une fonction
dos dy

isotrope, ne peut contenir ces doubles produits qui ne rentrent 
pas dans les quatre groupes des termes subsistant dans le’ cas 
des corps à symétrie cubique (1 8 ); le premier terme de W a se 
réduit donc à un polynôme ne contenant que lee carrés des 
dérivées partielles. Il ne peut renfermer ni © ni K, cardans la
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fonction K se Trouvent des doubles produits tels que \  t\x 

,ne pouvant se réduire avec les doubles produits de ©2 qui ne 
sont pas de cette forme. Nous devons donc avoir :

(28) H.

2 5 . L’ensemble des deux derniers termes :

du développement (20) de la fonction W2 est aussi, dans le 
cas des corps isotropes, une fonction isotrope, et des rela

tions (20) (27) et (28) nous déduisons l’égalité

1 v-i gPF 2 i vi ,
cm2 ^ +  2 j c/îwr; P<P1 : rXK +  ̂ -p^H +v© 2.

Dans l’étude de la fonction W2 (16), nous avons montré 
que, dans le cas général, le premier membre de cette égalité 
est une fonction ’homogène et du second degré des six quan
tités :

U ,  r , ; ,  Z J  

V! / + - < \ ! c , ^' +  Ç,

Les termes et 2\yi\x ne peuvent provenir que du carré 
de la quantité i\!c ; par conséquent, ces termes doivent 
avoir même coefficient. Or le terme ne se trouve que dans 
la fonction H où il ale coefficient 1 ; il entrera donc dans le 
-second membre de la relation (29) avec le coefficient ¡x— jx4.
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Le terme ne peut provenir que de la fonction K où il
1à le coefficient — -  ; son coefficient, dans le second membre de 
A

(29),sera— Les deux termes considérés ayant le même

coefficient dans le premier membre de la relation, il doit en 
être de même dans le second membre ; par suite, nous aurons:

(30) 11 — ^ = — .̂

26. Quand on suppose que la pression extérieure est nulle

dans l'état d’équilibre, le terme 2 j  ^  p2 du développement

(20) disparaît (15) ; par conséquent ¡jl< est nul et la relation 
précédente devient :

(31) u =  - i "

Il ne reste alors que deux coefficients arbitraires dans la fonc
tion Wa.

— — —  p ( p {Cl XL U. il
est nul (17), et le premier membre de la relation (29) se réduit à 

0r nous av°ns vu que, si on remplace p? par sa 

valeur tirée de la relation (22), on obtenait

coef. de ( Ê l . * i Y _
\ d y ' d x )

coef. de 2 # ^ ;  . . a xciy

par suite, le coefficient de doit être égal à. celui de 
2 dans le premier membre de l'égalité (29), et il doit
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en être de même dans le second membre. Le terpie Vy1 .s’y 
trouve, avec le coefficient y  —  y t ; le terme cÂxt\y entrant

1dans O2 avec le coefficient 1 et dans K avec le coefficient - ,
A

il est dans le second membre de (29) avec le coefficient v-J- 5 .
A

Par conséquent, on a la relation :

¡A —  ^  =  V - f

En y remplaçant y  — y i par sa valeur donnée par (30), on 
obtient :

(32) 1  +  v =  0 ; '

et le nombre des coefficients arbitraires se trouve réduit à deux.

27. En résumé, la fonction W2 relative aux forces intérieures 
qui résultent de la déformation d’un milieu isotrope est une 
fonction homogène et du second degré des neuf dérivées des 
quantités qui contient au plus trois coefficients arbitraires 
l,y ,v . Le nombre de ces coefficients pouvant se réduire dans 
certains cas particuliers, nous aurons :

1° Trois coefficients arbitraires dans le cas général;
2° Deux coefficients quand la pression extérieure est nulle 

dans l’état d’équilibre et que les forces ne sont pas centrales ;
3° Deux coefficients quand les forces sont centrales et la 

pression extérieure différente de zéro dans l'état d’équilibre 
(hypothèses de Cauchy);

4° Un seul coefficient quand les forces sont centrales et la 
pression extérieure nulle dans l’état d’équilibre, car, dans ce 
cas, les relations (31) et (32) sont vérifiées simultanément. .
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28. Expression de W , en fonction des 
partielles.— La fonction W, est le terme du pren 
du développement de la fonction W par rapport 
sances croissantes des? (13); cette dernière fonc 
comme' la fonction 'U\ être développée par rapport aux puis
sances croissantes des p, et, en nous reportant au:
(12) et (17), nous obtiendrons :

la sommation s’étendant seulement aux molécules de l’élé
ment de volume clr. En remplaçant p, par sa valeur tirée de 
la relation (22), la fonction W 4 devient :

C’est donc une fonction homogène et du premier degré par 
rapport aujt neuf dérivées partielles.

29. Pressions extérieures. — Équations du m ouve
ment. — Considérons une surface ferme'e S [fig. 1) divisant le 
milieu élastique en deux parties : l’une R intérieure à la surface, 
l’autre R' extérieure. Les diverses molécules de R' exercent 
des actions sur les molécules de R, mais, le rayon de la sphère 
d’activité moléculaire étant très petit, il n’y a que les molé
cules de R voisines de la surface qui sont soumises aux actions 
de R'. Ces actions peuvent être remplacées par un système de 
forces appliquées aux éléments dm de la surface S et qui, en
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général, agiront obliquement sur l’élément considéré. Nous 
désignerons par

Px diù, Py dm, P- doi,

les composantes suivant les trois axes de la pression s’exer
çant sur Télément dm ; ce sont des· forces extérieures au 
système, si on ne considère que le volume R limité par la 
surface. L’application du principe ded'Alembertet du principe 
des vitesses virtuelles à ce système va nous permettre de 
trouver les valeurs des composantes des pressions, et, en 
même temps, nous donner une nouvelle forme des équations 
du mouvement.

(

Si p est la densité d’un élément de volume d i (la lettre p sera ' 
désormais exclusivement employée dans ce sens), la masse 
de l’élément est pdz, et les trois composantes de la force 
d’inertie qu’il faut supposer appliquée à cet élément, pour 
que, d’après le principe de d’Alembert, cet élément puisse 
être considéré comme étant en équilibre, sont :

, d?\
P* ST*’ PrfTÂ ï ’ >

, d K

- P  dTd ë -

Tous les éléments du volume R étant en équilibre sous 
l’action des forces effectives et des forces d’inertie, on pourra 
appliquer à ce volume le principe des vitesses virtuelles : dans 
un système en équilibre la somme des travaux virtuels est 
nulle. En désignant par U la fonction des forces relatives aux 
forces intérieures et extérieures à R, la somme des travaux 
virtuels cfe ces forces est SU; et, en appelant 8?, S-q, 8£ les pro
jections du déplacement virtuel d’un élément dr, le travail

LA LUMIÈRE. i
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virtuel de la force d’inertie est :

La somme des travaux de toutes les forces d’inertie sera :

- / p * ( i 8E+ S ^ + i s t ) i

et, d’après le principe des vitesses virtuelles, on aura :

quels que soient 8?, 5·/), 8Ç.
Remarquons que, d’après la relation (19), nous avons :

SU =  SU" -f- J '  8Wc?t ;

SU" étant la somme des travaux virtuels des forces extérieures, 
c’est-à-dire des pressions précédemment définies, nous aurons 
donc :

SU" =  J  d m  (P* Si +  P, Sy) +  P. SQ,

l'intégrale étant étendue à toute la surface S. Si on suppose 
que les composantes Stj et S£ du déplacement sont nulles, le 
travail virtuel des forces extérieures se réduit à :

SU" =  J ' d m  P* Si.

La fonction W relative aux forces intérieures est une fonc-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ÉTUDE DES PETITS MOUVEMENTS 33

tion des neuf dérivées partielles des ij. Par suite du déplace
ment virtuel donné au système, chacune de ces dérivées varie 
en général, mais dans le cas particulier où l’ôna8Yj =  8Ç= o, 
les seules dérivées qui changent de valeur sont \x, \y, Par 
conséquent :

Or c’est-à-dire S Jrj est égal à ^  S?, et l’expression de 

8W devient

Par suite, on a

et, en portant cette valeur dans l’égalité (33) où l’on fait 8t| =  
8Î =  o dans le terme relatif aux travaux des forces d’inertie, 
on obtient :

(31)' f ^ + J  =

I

30. Il faut maintenant transformer cette expression qui con
tient à la fois S| et la dérivée de cette quantité par rapport 
à co. Pour cela nous nous appuierons sur le lemme suivant, 
qui sert ordinairement à la démonstration du théorème de 
Green dans la théorie du potentiel ;
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Étant donnée une fonction F des coordonnées x ,  y , z  d’un 
point, l’intégrale de la différentielle Fa d m ,  où a est le premier 
cosinus directeur de la normale à l’élément d m  d’une surface 
fermée S, cette intégrale étant étendue à tous les éléments de

(¿Pla surface S, est égale à l'intégrale de la différentielle ^ g?t,

étendue à tous les éléments d x  du volume R limité par la 
surface S.

Si nous posons :

f - « î se-

nous aurons :

i t f
d x

d x  ;

ou, en développant l’intégrale du second membre,

Nous obtiendrons de la même manière les deux relations :

d \ X

/  d W U U l

V  d y  '

f  j  ■ f ' 1 ^ .  , i t l W c l MJ  w ^d“+ J  ~irm+J  ¿ n * d x

En additionnant ces trois relations membre à membre, nous
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avons :

d x /
v  d \ \ r d . Z \  

x l i d \ ' x  d x

ou,

. VI ¿w  d . l \

d x * * * % - J  8WtS
,rfW

! S .
d x

Le premier membre de cette relation est précisément le 
terme de l’égalité (34) qui contient la dérivée de 8?; rem
plaçons ce terme par sa valeur, nous obtiendrons : 1

d W

« * 2 - ^

-  /  t * * ÿ « = » ;

ou, en réunissant sous le même signe les quantités qui subis
sent la même intégration,

/«Kp* +2 *SD -/S5*Cs +2-ÿ)= “·■
Cette égalité devant avoir lieu, quel que soit 8$, il faut que 

les coefficients de 8$ d m  et de 8? d x  soient nuis ; par conséquent, 
nous aurons :

P* ~ 2
d W(35)
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31. La première de ces e'galités donne la valeur de la com
posante de la pression suivant l’axe des x  ; en posant

Considérons l’une des quantités Pxx, qui entrent dans cette 
expression, on a :

Or W, est une. fonction linéaire et homogène des dérivées 
partielles, W2 une fonction du second degré de ces mêmes 
quantités, donc le premier terme de Pxx est une constanté et 
le second une fonction du premier degré des dérivées par
tielles. Lorsque le milieu est dans sa position d’équilibre, les 
quantités \ sont nulles et, comme zéro est un minimum pour 
ces quantités, leurs dérivées \ y . . .  sont nulles aussi; le 
second terme de Pxx disparaît et la valeur de Pxx dans la 
position d’équilibre est : ‘

d W  p ~ d W  
d \ ; ~ V x y '  d \ ' z ~

l’expression de cette composante devient :

P* — Ot Pxx - j- P PXÿ -f- Y P  x :

Si l’on se reporte à la valeur de W 4 que nous avons trouvée
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(2 8 ), on voit que :

p~ = - 2 S i Ite‘ ·
«

On trouverait que, pour la position d’équilibre du système, 
on a de même :

P* . = - S2 s “ » ; p~ = - 22 i s D;' D* ......

Ges expressions montrent que, si les six quantités

sont nulles, la pression extérieure est nulle dans l’état d’équi
libre. C’est la réciproque de la propriété que nous avons dé- 
montrée au rt° 10.

3 2 . Considérons maintenant l’équation (36) qui est une des 
équations du mouvement; en y remplaçant W par son déve
loppement W, -j— W2, elle devient :

1
d W f . d W 0

c H  y  d U  VT d u

'P dt2 Zj dx 2 j  dx '

W, étant linéaire et homogène par rapport aux dérivées par

tielles, —¡ r ?  est une constante; la dérivée de cette fonction par

rapport à x  est nulle et le premier terme du second membre 
de l’équation disparait. Les équations du mouvement se ré-
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duiront donc à :

dx

33. Équations du mouvement dans les corps iso
tropes. — Dans le cas des corps isotropes, la fonction W2 

est donnée par la relation (27) (24) :

Wa =  XK - f  p l i  +  V 0 2.

En portant celte valeur dans les équations du mouvement, 
la première de ces équations devient :

d K  7 < m _  o?®2

dx dx dx

d -\ , vi
- P d P  =  x2 j

Cherchons la valeur de chacun des termes qui composent le 
second membre.

De la valeur de K donnée par la relation (26) (22) on tire :

—  — Tl' -1- V
a n

II dK
d \ l ~ U

et, par suite, , 

d K
«Si d \  . d K

.dK
d dp1 Cp 7| 1

. 
^"e

d K
dx dxdy 1 d x d z ’ dy dxdy' dz dxdz
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En additionnant ces dernières égalités, on obtient :

le coefficient 1 disparaît donc des équations du mouvement, 
mais il entrerait dans la valeur des pressions si l’on cherchait 
ces quantités dans le cas des corps isotropes.

En se reportant à la valeur de H donnée par la relation 
(24) : ·

H = 2 ^ ’

on en déduit:

et

(¿H

d U
=  % U ,

dH

<

— âÊ'--- -Sÿ)
dH

d \ l

, dH
d d ÿ

, dH

" ¿ B
dH  

d  d l l

d x  ~ '  d x 2’ d y -  2 d y » d z

K 2 d x

Cherchons maintenant la valeur du terme contenant 0 :
nous aurons 

d02 20, ^ - 0 d©2
d u

d 0 2 d02

^  0

, d©2
d r t ï

d x d x ' d z
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et
d 0 2

d x dx

Par conséquent, les équations du mouvement deviennent:

(38)

d2\ .  : d®

d h 1 . '. ^0- p ^ = 2 ^ - f - 2 v ^

G?2Ç o K y I q d&
- P ^ =2'aA!:+ 2v Tz-

Elles contiennent deux coefficients arbitraires, qui se rédui
sent à un seul dans le cas où les forces sont centrales et la 
pression exte'rieure nulle dans l’état d’équilibre. On a vu, en 
effet (27), que l’on avait alors : '

\  , ,
(* =  —  g ’ · / 4- v =  o,

ce qui donne

v
“ — 2"

\

3 4 . Mouvements longitudinaux et mouvements 
transversaux. — Nous allons montrer que le mouvement 
d’unemoléculed’unmilieu isotrope peut être considéré comme 
résultant de la superposition de deux mouvements ; nous 
appellerons l’un, mouvement transversal, l’autre, mouvement 
longitudinal, et nous justifierons plus tard ces dénominations.
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Prenons les équations (38), dérivons la première par rap
port à. x , la seconde par rapport à y ,  la troisième par rapport, 
à 2, et additionnons ; nous obtiendrons

Or, on a, d’après la relation (23) :

e  =  ïi +  ^  +  « .

par suite

A ©  =  AÜi +  Avjy - f  A ï ' =
d 2 ®  d 2® . cT2®
d x 2 d y 2 d z 2 ’

et

d t 2 d t 2 d t 2 ' d l 2 '

On voit donc que la somme précédente peut s’écrire :

— =  2(îa +  v)A0.

équation différentielle à laquelle doit satisfaire la fonction 0. 
Si on suppose qu’à l’origine des temps, c’est-à-dire pour t =  o, 
la fonction © et sa dérivée par rapport au temps sont nulles, 
l’équation précédente montre que la dérivée seconde est en
core nulle. Endé rivant cette équation, on en obtiendrait une 
nouvelle de laquelle on conclurait facilement que la dérivée

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



•44 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

troisième de 0  par rapport au temps est nulle pour t  —  o .  Les 
• autres dérivées seraient également nulles, ce qui exige que la 
fonction 0  soit identiquement nulle. Les petits mouvements 
pour lesquels la fonction 0 est identiquement nulle sont les 
mouvements appelés transversaux.

3 5 . Considérons les quantités

d-Ti clC, dX, d \ dS, d-n
u  —  ~ r — v  =  i — T> w = - r  —  - j 1 ,d z dy dx dz dy dx

et cherchons l’équation différentielle qui les lie. Pour cela, 
différentions la seconde des équations (38) par rapport à z ,  la 
troisième par rapport à y ,  et retranchons : nous aurons

¿20 \ 
d y d z  )

ou
d 2u 

~ p  d ?  '
:2 [aA m .

Nous obtiendrions de la même manière deux autres relations 
analogues :

dh' a .
!  ~ p d d = ^ v ’

d 2w

Si, pour t  =  o, les quantités u ,  v ,  w ,  et leurs dérivées du 
' premier ordre Sont nulles, les relations précédentes montrent 
que, pour cette même valeur de t ,  les dérivées de second ordre 
le sont aussi. En différentiant ces relations, on en obtiendrait 
de nouvelles montrant que les dérivées du troisième ordre
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sont nulles pour t  —  o. Par conséquent les fonctions u ,  v ,  w ,  

sont identiquement nulles. Les mouvements pour lesquels il 
en est ainsi sont appelés mouvements longitudinaux. »

3 6 . Remarquons que les trois relations identiques 

d z  d y  ’

d'C,__îÜ __ a f Î i _ * L —o
d x  d z  ’ d y  d x ~ ~  ’

sont les trois conditions nécessaires et suffisantes pour que la 
quantité

■' \d x  “J— t\dy -f- lydz

soit une différentielle exacte. Dans le cas des mouvements lon
gitudinaux, nous pouvons donc poser

\d x -(- 7\dy ï,dz — </cp,

et alors· on a :

t _  iü „-SÜP r  —  ¿ 2 ,

d x ’  ̂ d y ’  d z

37. Ces préliminaires établis, considérons un déplacement 
?, 7), Ç. Pour démontrer que le mouvement peut être con
sidéré comme résultant de la superposition d’un mouvement 
longitudinal et d’un mouvement transversal, il faut montrer 
que l’on peut avoir

T) =  ^  S  =  +  S 2 ,

îpT'lnSo se rapportant à un mouvement transversal, et vj2, ç’2,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



46 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

à un mouvement longitudinal. Nous aurons, d’après ce
précède : 1

■0

i  ~ (h

?2 ~  d x ’

d t a

^  =  ï y '

r _  ÎÜP
^  “  d z ’

et, par suite, >

s — ï
* “  ^  d x ’

&
Ï‘ =  V1< +  ^ ·

r - r  -(-¿2  
+ d z ’

satisfiiisant à l’équation différentielle des mouve
ments transversaux,

^  | I I <  ,_
d x ' d y ' d z

Différentions successivement vj, Ç par rapport à x , y , z  et 
additionnons ; nous aurons

__f i i l l  (h ïi l ^tL  _I_ c]lS . I _L düï
dx dy ' dz  dx ' dy~^~ dz  ' d x2 dy% & 2’

relation qui, d'après nos hypothèses, se réduit à

0 =  À(f>.

D’après l’équation de Poisson, la somme des dérivées se
condes du potentiel en un point est égale à — A n p ,  p étant la 
densité delà matière attirante au point considéré ; on aura 
donc une fonction <p satisfaisant à la relation

0  =  Atp

en cherchant le potentiel dû à l’attraction d’une matière' at-
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tirante dont la densité serait — — . Il existe toujours une

telle fonction, et, par conséquent, le mouvement d’une molé
cule peut toujours être considéré comme résultant de la su
perposition d’un mouvement longitudinal et d’un mouve
ment transversal.

3 8 . Équations des mouvements transversaux dans 
les corps isotropes. — Les équations des mouvements 
transversaux dans les corps isotropes s’obtiendront en faisant 
0  =  0 dans les équations (38) ; elles seront :

(39)

3 9 . Équations des mouvements longitudinaux. —
Les équations des mouvements longitudinaux prennent éga

lement une forme simple. On sait que

w I ^
™ d x  d y  ' d z '

, d @  d 3Ç , d  d t \  .  d _  d X ,

°^C d x  ~  d x 2 '  d y '  d x ' d z ' d x '

mais, puisque u , v , w ,  sont nuis, on a
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if©En portant ces valeurs dans l’expression de , on obtient

d & _  cPt , ePÇ d * l _  ,
d x  ~  d x 2 d y 2 d z 2 ~  ”

et si on remplace ^  par cette valeur dans, les équations (38)·, 

on a, pour les équations des mouvements longitudinaux :

' — P ¿¡ï =  %  +  v)A£ 

(40) — p ^  =  2([x - f  v)Atj

- f f = % + < » ■
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PROPAGATION D’UNE ONDE PLANE.— INTERFÉRENCES

40. Cas particulier du mouvement par ondes pla
nes. — Supposons que les composantes 'tj, Ç des déplace
ments qui en général sont des fonctions de x,  y,  z,  t, ne 
dépendent que de z  et de t. Si on considère un plan perpendi- t 
culaire à l’axe des z,  les déplacements de toutes les molécules 
de ce plan auront, au même instant t, la même valeur, puis
que le z  de tous les points du plan est le même. Ce plan est 
le plan de l'onde.

Dans le cas des mouvements transversaux, la fonction iso
trope 0 est identiquement nulle ; or puisque, dans le mouve
ment que nous considérons, S, t|, Ç ne dépendent ni de x,  ni 
de y, on a

s = ° . * i  =  o·
dy U’

et, par suite, la condition 0 =  o se réduit à

#  =  o.dz

La composante Ç du déplacement est donc une constante ; si 
nous la supposons nulle, le déplacement des molécules du mi-

LA LUMIÈRE. 4
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lieu élastique a lieu dans le plan de Fonde, ce qui justifie la 
dénomination de mouvements transversaux donnée aux mou
vements pour lesquels on a 0 =  0.

Les mouvements que nous avons appelés mouvements lon
gitudinaux sont caractérisés par les identités suivantes (3 5 ) :

d t i d X . _ _  d X , T d \  A . d \  d t ]  _ _  „
d z  d y ^ ~ 0 ,  V ~  d x  d z  —  d l J  d o o  —  °-

Dans le cas des ondes planes ces conditions se réduisent à

p  =  0 ,  —  =  0 .
d z  d z

Au même instant t ,  les composantes \ et -rç des déplacements 
de toutes les molécules sont donc les mêmes ; si nousles sup
posons nulles,le déplacement des molécules a lieu suivant une 
perpendiculaire au plan de l’onde ; c’est pourquoi nous avons 
appelé mouvements longitudinaux les mouvements qui satis
font aux conditions précédentes.

41. Les équations (39) des mouvements transversaux dans 
les corps isotropes se simplifient dans le cas de la propagation 
par ondes planes ; les quantités ü, ir|, X, ne dépendant ni de œ ,  

ni de y, on a, pour le mouvement de la molécule dans le plan de 
l’onde,

-  2[i dz*’
d 2y | 

p d t 2
2,u. d h 1 

d z 2 '

Si nous posons :
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ces équations deviennent

d P  d z 2

: d\  _ . y·, d\
d p  ' d z r

En intégrant la première, nous obtenons
. t *

' ? — F{z —  V i)- f  F'(jr +  Vf),

F et F'étant des fonctions arbitraires. Le déplacement % d’une 

molécule du plan de l’onde peut donc être considéré comme, 

la somme de deux déplacements·, l ’un donné par la fonction 

F [z— Y t), l’autre par la fonction F' (z-)-Yi).
\

42. La quantité V a une signification géométrique- très 

simple. Considérons deux molécules A et’ A', et désignons par 

h la distance qui sépare les plans menés par A et A' perpen

diculairement à l’axe des z  ; en appelant z 0 le 5r du point le 

plus bas A, nous aurons, pour la valeur de z  —  Vf au point A 

et à l ’instant- f0, , '

z 0 Vf0. -

Pour le point A' la valeur de cette expression, à l’instant 

t o + ÿ  > est ‘

■̂o v (f„  4 "  —  *o Y<o·

Elle a donc la même valeur qu’au point A au temps. f0 ; par 

conséquent la fonction F (z —  Y t) prend au point A' la valeur
i h ·

qu’elle avait au point A à un instant antérieur de —. Pour un
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observateur se déplaçant suivant OZ avec une vitesse V, la 

fonction P sera une constante ; si cette fonction représente le 

déplacement d’ime molécule, les différentes molécules ren

contrées par l’observateur lui paraîtront dans la même posi

tion. Par conséquent le mouvement des molécules du milieu 

élastique estle même que celui qui résulterait de la propaga

tion avec une vitesse Ysuivant OZ d’un déplacement de toutes 

les molécules d’un plan perpendiculaire à OZ ; c’est pourquoi 

on dit que F représente un mouvement qui se propage avec 

une vitesse V. Pour les mêmes raisons on dit que F' représente 

un mouvement se propageant avec une vitesse —  V. Les mou

vements transversaux peuvent donc être considérés comme 

résultant de la superposifion de deux mouvements se propa

geant, en sens contraires et avec la même vitesse, en valeur 

absolue.

43. En posant

V|=v/Z1EH,
les équations (40) des mouvements longitudinaux donnent, 

pour le mouvement suivant la normale au plan de l ’onde,

_  V 2 «PÇ-
dt% d z ^ ' .

L’intégrale générale de cette équation est

ç = f 4(* -.V ,9 -|- .f î (* +  V ) .

On peut donc considérer un mouvement longitudinal comme 

résultant de la superposition de deux mouvements se propa

geant avec les vitesses —J— V4 et —  Y,
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44. Quand la pression extérieure est nulle dans l’état d’é

quilibre et que les forces qui s’exercent entre les molécules ' 

sont centrales, les vitesses V et V., dépendent l’une de l’autre. ’ 

On a vu en effet (27) que, dans ces conditions, X, p. et v sont 

liées par les relations

. En éliminant X, on obtient

v =  2 ia ;

et en portant cette valeur de v dans les expressions de V et V.,, 

on arrive à la relation

V f.=  3V*. · ·

Dans tous les autres cas les vitesses V etV, sont indépendantes.

45. Hypothèses sur les propriétés de l’éther. — L’ex

périence montre que les vibrations de l’éther sont toujours 

transversales. Pour tenir compte de ce fait expérimental on 

peut faire plusieurs hypothèses.

Première hypothèse. On peut admettre que l’éther est sus

ceptible de propager les vibrations transversales et les vibra

tions longitudinales, mais que ces dernières n’impressionnent 

ni la rétine, ni les papiers photographiques, ni les instruments 

employés dans la chaleur rayonnante. Cette hypothèse est 

contredite par les expériences de Presnelsur la réflexion et la 

réfraction de la lumière ; ces expériences montrent en effet que 

la force vive du rayon incident se. retrouve tout entière dans 

les rayons réfléchi et réfracté transversaux.
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46. Seconde hypothèse. On peut supposer que l’on a V, = 0 ,

c’est-à-dire, d’après la valeur de cette quantité, que l’on a 
• /

i tA =  —· v·

En nousreportant (34) à l’équation différentielle

fj&\ h)
—  P —  %  +  V)A0>

nous voyons que cette hypothèse exige que l’on ait
d*@ =  0. .

Si, à l’origine des temps, la fonction 0 et sa dérivée ^  sont

milles, la fonction 0  est identiquement'nulle comme nous l’a

vons déjà montré (34) ; dans le cas contraire, la condition
¿ 20  

dt2
=  0 donne, pour la forme de 0 ,

© =  at -|- b.

Si a est différent de zéro, la fonction 0  croîtra au-delà de 

toute limite avec le temps. Or 0 représente l’accroissement 

de l’unité de volume du milieu. (31) ; par conséquent un vo

lume d’éther, aussi petit qu’on voudra, à l’origine des temps, 

pourra, au bout d’un temps suffisamment long, devenir plus 

grand que toute quantité donnée. C’est là une conséquence 

singulière de l’hypothèse ; cependant, il ne faut pas y atta

cher trop d’importance car si l’augmentation de volumjs du 

milieu élastique devenait trop grande, les quantités ij, -q, Ç ne 

pourraient plus être considérées comme très petites et nous 

sortirions des conditions dans lesquelles nous nous sommes 

placés au commencement de cette étude (2). Cette hypothèse 

permet d’expliquer tous les phénomènes connus en Optique ;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



PROPAGATION ü ’üNE ONDE PLANE —  INTERFÉRENCES 35

de plus elle conduit aux mêmes équations que celles qui ré

sultent de la théorie électro-magnétique de la lumière ; c’est 

cette hypothèse que nous adopterons de préférence.

A l. Troisième hypothèse. Elle consiste à admettre que la 

vitesse de propagation Y., des mouvements longitudinaux est 

imaginaire, c’est-à:dire que l’on a '

t · .
p -f- V >  o.

! ' · „
Cette hypothèse rend mieux compte que la première de la ré

flexion et delà réfraction de la lumière ; mais elle conduit à 

admettre que la position d’équilibre du milieu élastique n’est 

pas toujours stable. Si l’équilibre est stable, lesecond terme U2 

du développement de la fonction U par rapport aux \ doit être 

négatif ou nul. Or, nous avons trouvé (13) :

U2 =  U 2 +  f w 2dx

» ' * 
et, dans le cas des corps isotropes, on a (24) :

W2 =  AK-f- ¡xH -f- v©2! , '

Si nous considérons le cas particulier où toutes les dérivées 

partielles \'x, ŷ .... sont nulles à l’exception de Ci, que nous 

supposerons égale à l’unité, les fonctions isotropes H, K, 8 2, 

dont nous avons trouvé les valeurs, deviennent :

' K =  0 H =  1 ©2 =  1.

On a donc

W2 =  n +  v ; -
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c’est-à-dire que W2 est une quantité positive.^L’intégrale qui 

entre dans l’expression de U2 est positive, et par conse'quent 

l’équilibre est instable ; mais, dans l’ignorance où nous 

sommes de la véritable nature de l’éther, nous ne devons at

tacher qu’une importance secondaire aux objections tirées de 

la théorie de l’élasticité.

48. Quatrième hypothèse. On peut admettre que les molé

cules de l’éther ne sont pas libres, qu’elles sont soumises à des 

liaisons telles que l’on ait 0 = 0 . Cette condition revient à 

supposer que l’éther est incompressible. Cette hypothèse de 

l’incompressibilité de l’éther est, pour ainsi dire, inverse delà 

seconde hypothèse, qui conduit à admettre que © peut devenir 

aussi grand qu’on le veut, en d’autres termes que la résistance 

de l’éther à la compression est nulle. Fresnel a adopté tantôt 

l’une, tantôt l’autre de ces hypothèses ; dans ses çalculs il 

suppose, souvent implicitement, tantôt que cette résistance à 

la compression est nulle, tantôt qu’elle est infinie.

49. Equations du mouvement dans l ’éther. —  Admet

tons que l’on a g -f- v =  o, et posons

y=v/Z1,

V étant la vitesse de propagation de la lumière. Nous aurons

2 g . =  —  p V 2 , 2 v  =  p V 2 ;

en portant ces valeurs de g et de v dans les équations (38) du 

mouvement dans les corps isotropes, nous obtiendrons
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Ces équations peuvent se mettre sous une autre forme en po

sant

dvi dt ■ dC, d i d \ dt\
u =  —  —  v =  -=------y-, ---- -j-·d z dy dx d z dy dx

On a en effet :

_rf®__J S .  __ J lL
dx dx2 dy2 ‘ d z2 d x2 dxdy dxdz

‘ _  d r ç _ ^ y|_ , 'd*Ç _
c7y2 ctocTz/ "_r" d z2 (¿rete ’

j. _  (&£ cfo
°U dx dy d z '

En transformant de la même manière les quantités

Aï} --  -T—
c70 
d y ’

A/aç —· —

qui entrent dans les deux dernières équations du mouvement, 

on obtient :
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50. Résolution des équations des mouvements trans

versaux. — Les équations des mouvements transversaux 

s’obtiennent en faisant ® =  0 dans les équations (1 ) ; elles

sont >

(2 ) —  — V2A?
dt2 ç’ È  =  V^ ’ S = v i « ·

Nous allons chercher à satisfaire à ces équations en posant

Ç =  Aep, v! =  Bep, Ç =  Cep,

A, B, G. étant des constantes et P un polynôme du premier 

degré et homogène par rapport aux variables x, y, z, t,

P =  aie +  py +  t*  + Si·

Nous aurons, en différenliant ?, yj, Ç,

d\ , p 
— =  Aaep, 
dx

| = B^ p'

1 = ^ - ·

( P \  a 2 P 

_  Ug2eP
d t f  · p e ’

_  C 2eP
d z 2 “  T ’

cH
dt? =  AS2ep,

5 = b s v ,

§ = a v .

Par conséquent

s = 2 + | + f = ( 4 “ + B 'i + c ^

+  f + f ! ^ A e V + | P  +  ï·).

En remplaçant, dans les équations (2), Ai;, Ar), AÇ et les déri

vées secondes de ij, ri, Ç, par rapport.au temps, par leurs valeurs, 

on obtient ;

S2 =  V2(*2 -f- |32 +  y*).
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Puisque les mouvements sont transversaux, 0 = 0 , c’est-à-dire

Aa +Bp - f  Gy =  0.

Telles sont les deux conditions que doivent remplir les coef

ficients a, ¡3, y, 8 pour que les expressions de?, 7), Ç satisfassent 

aux équations du mouvement.

5 1. Si les quantités A, B, C, a, (5, y, 8 sont réelles, il en 

sera de même de \ ,tp ? ; mais si une de ces quantités est 

imaginaire, ?, Y|, Ç le seront aussi. Comme les équations du 

mouvement sont linéaires par rapport aux dérivées du se

cond ordre de ?, -yj, Ç, la partie réelle et la partie imaginaire 

d’une solution imaginaire devront séparément satisfaire aux 

équations du mouvement ; on aura donc deux solutions.

Dans l’étude de la lumière on ne rencontre que des solu- ' 

tions imaginaires ; en effet les mouvements lumineux sont 

toujours des mouvements vibratoires, c’est-à-dire périodiques 

par rapport au temps. Par suite, les quantités ?, 7], X, doivent 

être périodiques par rapport au temps ; si on les met sous la 

forme d’exponentielles, comme nous venons de le faire, ep 

doit prendre la même valeur pour des valeurs de t différant 

d’une même quantité, t ; il faut donc que l’on ait

8t =  2Z7T,

, ,  ,  .  2 ztt
d ou 8 =  —  .

A T ■

8 est donc imaginaire ; son carré sera négatif, et la relation

s2 = v v  +  p2 +  Y2)

montre que la somme a2 -j- p2 -f- y2 doit être négative, ce qui 

exige que l’une au moins des quantités a, p,y soit imaginaire.
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Lorsque nous aurons obtenu la solution imaginaire d’une
i

e'quation,nousen prendrons la partie réelle qui doit répondre 

aux faits expérimentaux. La partie réelle d’une exponentielle 

pouvant s’exprimer à l’aide d’un cosinus, nous pourrions 

trouver directement les solutions réelles des équations diffé

rentielles que nous rencontrerons en cherchant à y satisfaire 

par des valeurs de ?, v), Ç contenant un cosinus en facteur. 

Dans certaines questions, nous adopterons cette dernière 

marche, dans d’autres, au contraire, nous nous servirons d’ex

ponentielles imaginaires dont nous prendrons la partie réelle 

pour solution de la question.
/

52. Considérons maintenant un plan parallèle au plan 

ax -f- p-y -j- yz —  o.

Pour tous les points de ce plan le polynôme P a la même 

valeur à chaque instant ; par conséquent, les déplacements de 

tous ces points seront les mêmes au même instant. Confor

mément à la définition donnée (40), ce plan est le plan de 

l’onde.

Examinons d’abord le cas où le plan 

u.x -}- (5y y z  =  o

est réel. Nous pouvons le prendre pour plan des x y  et son 

équation se réduit à

z  =  o.

Nous devons donc avoir a =  p =  o et S2 =  V2y2 ; d’où

S 2î7T 
T — ÿ  — V7·
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Le produit Vt qui se trouve au dénominateur de l’expression 

de y se représente par X et s’appelle la longueur d’onde : c’est 

le chemin parcouru par la lumière pendant une période du 

mouvement vibratoire.

En remplaçant, dans P, les quantités a, J3, y, 8 par leurs va

leurs, on obtient :

P =
2î7T
T (* +  Vi).

P est donc une fonction périodique par rapport à z  et à. t ; 

pour z  la période est X. La valeur de \ qui satisfait à la pre

mière des équations du mouvement devient alors

Le coefficient A peut être imaginaire ; si A0 est son module et 

9 son argument, on peut l’écrire

A =  haelf

et la valeur de \ devient :

, . ^ ( s  + VO + i?
? =  A 0e X

La partie réelle de cette expression donne le déplacement sui

vant l’axe des x ; elle a pour valeur

? =  A0 cos (z +  Vi) +  <p).

On aura, pour le déplacement suivant l’axe des y,

7! =  B0 cos (z +  VI) - f
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Supposons maintenant le plan ai» +  -f- yz — o imagi
naire. L’équation de ce plan pourra se mettre sous la forme 
P -f- ¿Q =  0, les plans P =  0 et Q =  0 étant les plans bissec
teurs du plan imaginaire et de son conjugué. Prenons P =  0 
pour plan des y z, Q =  0 pour plan des x y  ;  l’équation du 
plan de l’onde devient

' ai» -f- ü z  =  0.

La condition © =  0 donne, dans ce cas,

Aa — Gît 0,

Arelation qui montre que le rapport ^ est imaginaire. A cause
Li

de la périodicité du mouvement lumineux on a

et la condition S2 =  V2 (a2 -f- j32 -j- y2) donne

Il en résulte que t doit être plus grand que a. La solution de 
la première équation du mouvement est

En en prenant la partie réelle, on obtient, pour le déplacement 
\  suivant l’axe des x,

l =  A 0eax + iEz+1r 1 + if.

On aurait deux expressions analogues pour les composantes 
71 et Ç du déplacement suivant les deux autres axes.
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53. R ayons évanescents. — La forme que nous venons 

de trouver pour \ ne diffère de celle que nous avons précé

demment trouvée dans le cas de l’onde réelle que par un fac

teur e“*. Si a est négatif, ce facteur décroît très rapidement 

quand x  croît; dans le voisinage du plana; = 0 1e mouvement 

sera sensible, mais dès.qu’on s’écarte un peu de ce plan, l’am-

• ; i

plitude est très petite. Comme a est à peu près de l’ordre de -,

le mouvement deviendra insensible dès qu’on sera à une dis

tance comparable à une longueur d’onde. Un pareil mouve

ment peut se rencontrer dans la réflexion totale. Quand l’angle 

du rayon intident avec la normale à la surface de séparation 

est plus grand que l’angle limite, 1a, valeur du sinus de l’angle 

de réfraction, donnée par la formule

sin i
—  = n , ■ 

sin r

est imaginaire ; la direction du rayon réfracté est imagi

naire, et le plan de l’onde réfractée,perpendiculaireaurayon, 

est aussi imaginaire. Dans le milieu le moins réfringent, nous 

aurons donc un mouvement devenant rapidement insensible. 

Une expérience, due àPresnel, tend à prouver l’existence des 

rayons évanescents. En mettant une lame de verre à une très 

petite distance d’une surface sur laquelle s’opérait une ré

flexion totale, il a obtenu des franges obscures et lumi

neuses.

Dans l ’étude des mouvements longitudinaux, Cauchy a 

trouvé des mouvements évanescents, mais leur existence n’a 

pu être confirmée par l’expérience. Supposons que les dépla

cements \ et 7i, çui sont les mêmes pour tous les points d’une
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onde plane, soient nuis, et cherchons à satisfaire à l’équation 

qui donne Ç,

dK
dt2

en posant ç =  Cedrs + 8‘i.

En calculant les dérivées secondes de cette expression par rap

port à z  et à t, et en portant leurs valeurs dans l ’équation du ’ 

mouvement, on obtient la condition

82 =  V?ya.

La quantité 8 étant purement imaginaire par suite de la 

périodicité du mouvement vibratoire, son carré est négatif. 

Cauchy s’étant placé dans l’hypothèse |j. -f- v;> o, on a VJ<  o ; 

par conséquent y est réel et l’exponentielle qui satisfait à. l’é-. 

quation du mouvement est

Ç =  C e f3 + 2T-‘.

Sa partie réelle est

î =  GQe'!z cos 2jw.
X

Si nous supposons y <  o l’amplitude du mouvement vibratoire 

décroîtra très rapidement quand on s'éloignera du plan z = o  

dans le sens des z  positifs ; nous aurons donc un rayon éva  ̂

nescent.

54. Trajectoire des molécules d’éther dans les mou
vements transversaux. — Si nous posons

y  (̂  +  V<) - f  ? = —; T =  °>
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les expressions

5 =  A0 cos [z 4 - Yi) 4- <p)

■0 — ®0 C0S (j  C*'+ Vi) +  tp^

trouvées (52) pour les déplacements suivant le plan de l’onde 
d’une molécule animée d’un mouvement transversal devien
nent :

\  =  A0 cos ü>

7) =  B0 COS (co -f- 0).

L’équation de la courbe décrite par la molécule s’obtiendra 
en éliminant co entre ces deux équations. On tire de ces équa
tions

c°8 “  =  i ·  sin<ü= ~ i 0^ i + x ; cots 0·

En élevant au carré et additionnant, on a

A i +  ( r 0 co ts° - B 7 âïï-o) = 4·

C’est l’équation d’une ellipse ; celle ellipse se réduit aune droite 
quand 0 est égal à zéro ou à 7t, comme on peut le voir faci
lement en éliminant eosco entre les valeurs de Ç et de qui ne 
contiennent plus 0. Lorsque la trajectoire de la molécule vi
brante est une ellipse, la lumière est dite polarisée elliptique
ment; si la trajectoire est une droite, la polarisation est dite 
rectiligne.

i

Dans l’étude expérimentale de l’optique, il n’est pas possible 
de déterminer directement la direction des vibrations de

LA LUMIÈRE. 5
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l’éther qui propage de la lumière polarisée rectilignement ; 

ce qu’on peut observer c’est que les phénomènes dépendent 

delà position d’un certain plan appelé plan de polarisation. 

Par raison de symétrie, la direction des vibrations doit être, 

soit dans le plan de polarisation, soit perpendiculaire à ce 

plan. Fresnel admet qu’elle lui est perpendiculaire, d’autres 

savants ont préféré l’hypothèse contraire ; nous y reviendrons

longuement dans la suite du cours.
«  *

55. Remarque sur les constantes introduites dans 

les valeurs du déplacement. — Dans la résolution des 

équations d’un mouvement transversal (50) les quantités A0, 

B0, C0, «, p, y, ç, Y, X, ont été considérées comme des cons

tantes. En réalité, les sept premières de ces neuf quantités 

prennent une infinité de valeurs dans une seconde ; mais 

comme elles varient beaucoup plus lentement que l, t¡, Ç, on 

peut les considérer comme constantes pendant la durée d’un 

certain nombre de vibrations (50,000 environ, dont la durée 

est à peu près un dix-milliardième de seconde). Y, vitesse de 

propagation de la lumière, est une constante absolue dans un 

milieu homogène ; il en est*de même de X dans une lumière 

monochromatique. On pourrait considérer X comme variant 

d’une manière quelconque dans la lumière blanche, ou bien 

admettre que la lumière blanche est formée par la superpo

sition d’un grand nombre de lumières monochromatiques. 

Mais, comme dans la suite du cours nous n’envisagerons ja

mais, que la lumière homogène, nous pourrons, dans nos 

calculs, regarder X comme une constante. Si l’on voulait en

suite avoir la valeur des déplacements d’une molécule dans le 

cas de la lumière blanche, on n’aurait qu’à faire la somme
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d’un grand nombre de déplacements pour chacun desquels 

1 serait une constante.

56. Intensité lumineuse. — On définit l’intensité d’une 

vibration lumineuse comme une quantité proportionnelle à la 

force vive" de la molécule en mouvement. Cette force vive 

étant une fonction du temps qui varie très rapidement, il est 

naturel d’admettre que l’intensité, mesurable, celle qui impres

sionne nos sens, est proportionnelle à la valeur moyenne de 
cette fonction.

La force vive de la molécule en mouvement est à un cer

tain moment

> [ ( f + ( ! ) * ] ·

Nous avons vu (54) que, dans le cas de la propagation de la 

lumière par ondes réelles, le seul cas qu’il y ait lieu de consi

dérer dans l’étude expérimentale, on avait, pour les compo

santes du déplacement de la molécule,

X =  A0 cos ta 7) =  B0 cos (ta +  0)

où CO =  ( z  -)- "Vif) -f- Ç'. ^

En difTérentiant X et iq nous aurons, en regardant A0, B0 et <p 

comme constantes,

d t
sin ta,

dt\_
dt B0 - y -  sin (ta -{-.0).

Comme sin x '~  —  cos ^  +  nous voyons que ^  et ^

2 TtV
sont égaux, au facteur près - r —, à. X et ·/) où l’on augmente

A

'ta de Or, d'après l’expression de co, augmenter cette quantité
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TC À T
de  ̂revient à augmenter le temps de ou  ̂ ; 'par consé

quent les valeurs de ~  et de au temps t sont proportion-

nelles aux valeurs de ? et de au temps t -{- La force vive

d’une molécule au temps t sera, par suite, proportionnelle &

la somme des carrés des valeurs de I; et de au temps / -f-

Si on change t cri i —[- — la valeur moyenne de la force vive

ne change pas ; elle sera donc proportionnelle à la valeur 

moyenne de l2 -f- tj2. Il en résulte que nous pouvons prendre 

pour valeur de l’intensité lumineuse une quantité proportion

nelle à la valeur moyenne de \2 7p.

57. Interférence de la  lumière non polarisée. — Soit 

P un point de l’espace où arrive la lumière provenant d’une 

source située à une distance z  ; nous aurons (52), pour les 

composantes du déplacement de la molécule d’éther placée 

en P,

Ç-=A0 cospE(*-f-Vt) +  ,>], ^ = B 0 co8 [ Ç ( ^  +  Vf) +  Tl] ·

Ces expressions deviennent

(1) Ç —  A0- cos w, 7) =  B0 cos (co -f- O),

en posant

<0 =  Y  ( *  +  ^ 0  +  <p> 0 =  ?4 —  <p.

Supposons maintenant que le point P reçoive en même temps 

de la lumière de même longueur d’onde provenant soit d’une
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seconde source, soit de la première source par un chemin dif
férent, et que cette lumière ait parcouru une distance z',nous 
aurons pour les composantes du déplacement suivant les 
mémos axes

(2) 5 =  Ai cos[| V + ^ )+ < p '], ti= B i c o s [y  (i'-f-YO +  Ti]

Introduisons une nouvelle quantité | qu’on appelle diffé
rence de marche des rayons lumineux au point P et qui est 
définie par la relation

Posons: <J> -j- c/ — <p =  s, ,

+ +  ?i ~  =  êi :

nous aurons pour les équations (2) '
j

, \  — Aé cos (« -(-s), 7| =  Bo cos (<o -j— 6 -f- tt).

Le déplacement de la molécule P, résultant des deux mouve
ments auxquels elle est soumise, aura pour composantes

(3) \  =  A0 cos w -f- Ao cos (w -f- e),

t] =  Bq cos (îo -|- 0) -j— Bq cos (o>-j- 0 -|—

58. Pour avoir l’intensité lumineuse au point P, nous 
allons chercher la valeur moyenne de I2 -(- ti2. On a

?2 =  k l  cos2to -|-1 Aq2cos2 (o> -f- e)-f- 2A0Aq Cosoj cos(w -f- e)

y,2 =  B2 cos2 (a) - f  0) - f  Bq2 cos2 (ca - f  0 +  e4)

2BqBq cos (w -j- 0)cos (co -j-  Û -f- s4 *
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Pendant la durée d’une vibration A0, <p et <p' et, par suite t, 

peuvent être considérés comme des constantes ; w prend 

toutes les valeurs comprises entre O et 2it. On aura donc, pour 

la valeur moyenne de i[2 pendant la durée d’une vibration, une 

quantité proportionnelle à l’intégrale de | 2 prise entré O et 

2ir. Convenons de représenter la valeur moyenne d’une quan

tité par cette quantité placée entre crochets ; nous aurons

/ 2tt

cos2 (o c L ·

o

/
! COS2 ((ü-j-e)rfco =  ^

| 2A0À.^cos(üCos(w-)-e) l = — 2A0Ao j  co sw cos(w -j-e) d u >

__ s*j
[C0 S (2<o -}- s) +  cos e] d e û

A0Aô cos s,

et par conséquent

S2 =
A 2 A 1 2  
/Vft I A0
2  “r  2

-)- A 0A q cos e.

Nous aurions, pour la valeur moyenne de 7|2 pendant la du

rée d’une vibration,

p ·  “ i  R 2  n  !2

b 2j =  2 +  2 + B«B» C0S
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Cherchons maintenant la valeur moyenne de ces quantités 
pendant l’unité de temps, une seconde. A0, A¿, B0, Bq, doi
vent alors être considérés comme des variables ; il en est de 
même de 9 et de 9', et comme ces quantités prennent une in
finité de valeurs pendant l’unité de temps, la quantité s prendra, 
aussi, en général, une infinité de valeurs pendant le même in
tervalle. Par conséquent, cose passera par toutes les valeurs 
comprises entre — 1 et-j-1 ; sa valeur moyenne pendant l’unité 
de temps sera nulle, et, par suite, la valeur moyenne dè|2 pen-

I""A2 A '2T-y -J- I. Pour les

mêmes raisons, la valeur moyenne de?]3 pendant une seconde

[B2 B'2T—0 -j— I. Donc, sauf dans certains cas exception

nels, l’intensité au point P ne dépendra pas de la position de 
ce point et se réduira à la somme arithmétique des intensités 
dues à chacun des deux rayons composants.

5 9 . Appelons cp0 et ç¿ les valeurs de 9 et de 9' dans le voisi
nage des sources, pendant que nous continuerons à désigner 
par les lettres 9 et.9' les valeurs de ces mêmes angles au point 
P. Ces quatre quantités 9, 9', 90 et 9Ó seront fonctions du 
temps, et on aura

? W = 9 o ( # — !)> ?'W =  ?ô 0 ’

Si les deux rayons ne proviennent pas de la même source, il 
n’y a aucune raison pour que 90 soit égal à. 9¿ et 9 à 9'. Les 
deux angles 9 et 9' varieront indépendamment l’un de l’autre. 
Leur différence 9 — 9', et par conséquent e pourront prendre 
toutes les valeurs possibles, de telle façon que la valeur moyenne 
de cos s sera nulle. Les deuxrayons n’interféreront pas.
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Si les deux rayons proviennent de la même source, on 
aura

?'M =  * » ( * - £ ) = ? ( *  4 - ^ ) ·

g  _ _  g*'

Si <j/ n’est'pas assez petit pour que —^— soit inférieur à un

dix-milliardième de seconde, il n’y a pas de raison pour que 
ç'soit égal à tpet, par conséquent, pour les raisons qui viennent 
d’être développées dans le cas précédent, les rayons n’in
terféreront pas.

Si enfin les deux rayons proviennent de la même source et 
que leur différence de marche  ̂soit assez petite pour que
Z - - Ẑ—- — soit inférieur à un dix-milliardième de seconde, on

aura

par conséquent

=  I +  ?' —  ? =  ! ·

Quant à (p, et cp{ ils pourront aussi être considérés· comme 
égaux, et nous aurons e, =  <]/. La valeur moyenne de l 2 -r\2

contiendra, en y remplaçant s et par leur valeur la
valeur moyenne de

A0Aq cos (p -f- B0B' cos ij/.

La différence de marche t}/ est une constante pour le point 
considéré P, mais la valeur de cette quantité varie quand on 
s’éloigne du point P; l’intensité lumineuse ne sera donc pas la 
même au point P et en un point voisin, et nous aurons des 
franges d’interférence.

6 0 . Interférence de la lumière polarisée..— Rece-
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vons les deux rayons lumineux sur deux polarisateurs n  et II'. 

Si leurs pians de polarisation sont parallèles, en prenant pour 

plan des yz un plan parallèle aux plans de polarisation et 

admettant que les vibrations sont normales à ces plans, 

les composantes ri des deux rayons lumineux seront dé

truites. L’intensité lumineuse, en un point P où arrivent les 

deux rayons après leur passage dans les polarisateurs, sera 

proportionnelle à la valeur moyenne du carré de la somme 

des, élongations \ suivant l’axe des x. L’interférence - des 

rayons polarisés se produira alors dans les mômes conditions 

que celle des rayons naturels.

Supposons maintenant les polarisateurs II et n ' orientés à 

angle droit. Les plans de polarisation des rayons qui ont 

traversé lespolariseurs étant rectangulaires, prenons-les pour 

plans des xz  et des yz. L’une des deux composantes, 7| par 

exemple, du premier rayon sera détruite par le passage de 

la lumière à travers le polariseur II ; nous avons donc B0 =  0. 

La composante \ du second rayon sera détruite par le polari

seur IT ; par suite Aj = 0 . Dans la valeur moyenne de l’ex

pression qui donne l’intensité lumineuse au point P, on n’aura 

pas de termes en cos s puisque les coefficients de ces termes 

sont nuis ; il n’y aura pas interférence.

61. Faisons maintenant passera travers un polariseur n" les 

deux rayons lumineux qui ont déjà traversé séparément les 

polariseurs n  et n'. A son entrée dans le polariseur n", le pre

mier rayon a un déplacement suivant OX

? =  A0 cos io ; 

le second a un déplacement suivant OY,

• t; =  B q cos (co -f- 6 -f- e.,),
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ou, si on admet que la différence de marche des deux rayons 

est très petite,

7| By cos (a) -|— 0 -J—

Sous l ’influence de ces deux mouvements, la molécule d’éther

placée en O vient au point M(/7r/. 3) 

de coordonnées^ et. tj. Soit OG la 

nouvelle direction des vibrations 

à la sortie du polariseur n"; la 

vibration OM peut se décomposer 

■ en deux, l’une OQ suivant OG, 

l’autre MQ perpendiculaire à OG, 

qui sera détruite par le passage

dans n". On a

OQ =  OM' cos g -f- MM' sin g 

ou OQ =  ! cos g +  sin g.

En remplaçant Ç et vj par leurs valeurs, on obtient

OQ =  A0 cos g cos w -j- Bq sin g cos (ou -|- 0 -f-

\

Pour avoir l’intensité lumineuse en un point P, nous allons 

chercher la valeur moyenne de OQ2 pour un très grand 

nombre de vibrations. La valeur moyenne de cette quantité 

pendant une vibration est

 ̂ cos 2 g -J-· Bq2 sinV -(- 2 A0B̂  sin^ cos g cos (0 -f- $  J
Si, avant son passage dans les polariseurs n  et n', la lumière 

était naturelle, 0 peut prendre une infinité de valeurs, et dans 

la valeur moyenne de l’expression précédente le* terme rec-
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tangle qui contient cos (0 -f-d isp ara ît. Dans ce cas il n’y a 

pas interférence.

Quand, au contraire, la lumière est polarisée rectilignement 

avant son passage dans les polariseurs II et II', la quantité 0 

est égale à o ou à 7t. La valeur du terme rectangle est, au 

signe près,

2 À0Bo cos g sln g cos  ̂ ;

sa valeur moyenne pendant un grand nombre de vibrations 

contiendra cos et les rayons interféreront.
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PRINCIPE DE HUYGHENS

. 61. Le principe de Huyghens sur lequel repose la théorie 

de la diffraction a été l’objet de nombreuses objections. Afin 

de lever ces objections et de donner une justification aussi 

complète que possible de cet important principe, nous serons 

obligés de nous étendre longuement sur ce sujet,

Exposons d’abord les idées de Huyghens. Supposons que, 

toutes les molécules d’éther étant 

au repos, on donne un ébranlement 

à celles qui sont contenues à l’in

térieur d’une sphère A (fig. 4) de 

très petit rayon, puis qu’on aban

donne l’éther à lui-mcme. L’ébran

lement donné aux molécules de 

A se propagera dans l’éther ; 

Huyghens admet qu’il se produit 

une onde sphérique, et qu’au bout 

d’un temps t, les seules molécules 

en mouvement occupent une cou

che infiniment mince située à la. surface d’une sphère S de 

rayon Yiet concentrique à A. Cette hypothèse revient à ad

mettre la possibilité de la propagation d’une onde isolée 

et, bien qu’expérimentalement la réalisation de ce fait n’ait
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jamais lieu, on peut faire usage de cette abstraction dans la 

théorie. S’il en est ainsi, les seules molécules en mouvement 

au bout du temps t -\-t' seront situées dans une couche sphé

rique S'concentrique à S et de rayon Y(i-f- f'). Le principe dé 

Huyghens consiste à admettre que le mouvement de l’éther 

en tout point de cette onde S' est la résultante des mouve- 

menls qu’enverraient isolément tous les éléments de la même 

onde considérée dans une position antérieure S.

Si ce principe est vrai, on doit pouvoir en déduire que les 

molécules en mouvement au temps t i' sont tou'es situées 

à l'intérieur de la couche S'. Or, l’onde partielle, provenant 

de la'propagation du mouvement qui animait au temps t un 

élément B de l’onde S, sera une sphère de centre B et de rayon 

Y l' ; cette onde s est donc tangente à l’onde S'. Il en sera de 

même pour toutes les ondes partielles, et l’on peut regarder 

l’onde S' comme l’enveloppe des ondes partielles provenant 

des différents points de S. Il est donc évident qu’il ne pourra 

pas y avoir de mouvement au delà de l’onde S'. Mais rien ne 

prouve a priori qu’il n’y en aura pas en deçà. Au premier 

abord, il semble môme difficile qu’il en soit ainsi, car, les 

mouvements des molécules de la sphère d’ébranlement parais

sant être de même sens, ils devraient donner .naissance à 

des mouvements de même sens qui ne peuvent se détruire. 

Huyghens expliquait cette anomalie en admettant que, la 

couche S étant infiniment mince, les mouvements provenant de 

l’ébranlement des divers éléments de cette surface devaient 

être infiniment petits et qu’ils ne pouvaient être appréciables 

que sur la surface S'où un grand nombre de ces mouvements 

se composent. Cette explication ne résiste pas à une ana

lyse rigoureuse.
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62. Presnel, dans sa théorie de la diffraction, modifie le 

principe de Huyghens en considérant, non plus une onde 

isolée, mais une succession d’ondes provenant de mouvements 

vibratoires. Voici d’ailleurs comment il énonce Ce principe : 

Les vibrations d'une onde lumineuse dans chacun de ses points 

peuvent être regardées conime la somme des mouvements élé

mentaires qu'y enverraient au même instant, en agissant iso

lément, toutes les parties de cette onde considérée dans une 

quelconque de ses positions antérieures. A cet énoncé il 

ajoute, en note (1) : « Je considère toujours la succession 

« d’une infinité d’ondulations ou une vibration générale du 

« fluide. Ce n’est que dans cè sens qu’on peut dire que-deux 

« ondes lumineuses se détruisent lorsqu’elles sont à une demi- 

« ondulation l’une de l’autre. Les formules d’interférence que 

« je viens de donner ne sont point applicables au cas d’une 

« ondulation isolée, qui d’ailleurs n’est pas celui de la 

« nature .» —  En considérant ainsi des ondes successives, les 

mouvements des molécules de S sont tantôt dans un sens, 

tantôt dans un autre, et on peut concevoir qu’au temps t -J- (, 

les molécules qui sont en dehors de la surface s’ ne soient 

pas en mouvement. Cette explication est loin d’être à l’abri 

de tout reproche, comme nous allons le voir dans le para

graphe suivant. D’ailleurs la théorie de la propagation d’une 

onde isolée, propagation mathématiquement possible, laisse 

subsister une difficulté qu’il est nécessaire d'expliquer.

63. Controverse de Fresnel avec Poisson. — Que 

l ’on considère une onde isolée ou une série d’ondes successives, 

le principe de Huyghens conduit à admettre’ qu’outre l’onde S'

(I) Œuvres deFresnel, t. I, p. 293.
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il s’en produit une autre S" qui est l ’enveloppe intérieure des 

ondes élémentaires s. C’est une des objections que fait Pois

son à Fresnel, dans une lettre (1) dont nous extrayons le pas

sage suivant : « Je vous ferai aussi remarquer que, dans le 

« raisonnement qui vous a conduit à la formule de la page 287 

« de votre Mémoire sur la diffraction (2), rien n’exprime que 

« lë point P [fig. 5) soit situé au delà de l’onde AMP, et que, 

« s’il ¿tait situé en deçà de cette onde, le même raisonnement 

« appliqué mot à mot vous conduirait à une formule sem- 

« blable pour exprimer la .

« vitesse qu’il reçoit, avec 

« cetteseuledifférencequ’au 

« lieu de a -j- à, cette for

te mule contiendrait a —  b,

« qui serait alors la distance 

« CP. Il suivrait donc de 

« vos principes que l’onde 

« AMF, même quand elle 

« est complète, devrait pro- 

« duire du mouvement en 

« deçà et au delà de sa po- Fig' 5'

« sition, conclusion qui suffirait pour montrer qu’il,y  a un 

« vice quelconque dans votre manière d’envisager la .question.

« El, en eifet, la production d’une nouvelle onde en avant de

(1) Œuvres de Fresnel, t. II, p. 209.
(2) C’est la formule

[ [ / - » ·

qui donne la vitesse du déplacement au point P et que Fresnel a trouvée en 
s’appuyant sur le principe de Hüyghens (Œuvres de Fresnel, t. I, p. 316)· 
a désigne la distance CM, b la distance MP.
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« celle que vous considérez, et la non-communication du 

« mouvement en arrière, n’ont lieu qu’à raison d’un rapport 

« déterminé qui subsiste, dans l’onde donnée, entre les 

« condensations et les vitesses propres des molécules fluides,

« et nullement à raison de l’interférence des ondes élémen- 

« taires parties de tous ses points à des instants difle- 

« rents. »

64. Dans sa réponse à cette lettre, Fresnel, après avoir ré

pondu à d’autres objections de Poisson, arrive enfin àla véri

table explication de l’anomalie qui avait si longtemps arrêté 

les géomètres. Il y a, dit-il, deux choses à considérer dans le 

mouvement d’une molécule : la vitesse dont elle est animée, 

et son écartement de sa position d’équilibre ; il en résulte 

deux systèmes d’ondes dérivées.

Mais, avant de citer ce passage de Fresnel, nous devons 

donner quelques explications au sujet de ce qu’il appelle la 

loi du cosinus. A l’époque où avait lieu cette controverse,

Fresnel avait déjà fait sa 

grande découverte de la 

transversalité des vibra

tions. Mais Poisson et les 

géomètres de son temps 

se refusaient à l’admettre. 

Aussi Fresnel, désireux 

de diminuer la divergence de ses vues avec celles de Poisson, ' 

et convaincu que sa théorie de la diffraction était également ' 

applicable à toutes les hypothèses, raisonne-t-il constamment 

comme si les vibrations étaient longitudinales.

C’est ainsi qu’il arrive, par un raisonnement qui ne serait 

d’ailleurs pas à l’abri de tout reproche, à cette conséquence
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que le mouvement envoyé par un point B (fig. 6 ) de l’onde S 

à un point D de l’onde S' est proportionnel au cosinus de 

l’angle DBG formé par la direction DB avec la normale à 

l’onde S. Ce raisonnement n’est en aucune façon applicable au 

cas des mouvements transversaux.

Heureusement la loi du cosinus ne joue aucun rôle essentiel 

dans la théorie de Presnel, et ne doit être considérée que 

comme un incident de sa controverse. Les objections auxquelles 

cette loi peut donner lieu ne portent aucune atteinte à la 

théorie elle-même.

65. Citons maintenant le passage le plus important de la 

lettre de Fresnel (Œuvres complètes, t. II, p. 227).

« Vous objecterez peut-être encore au raisonnement que 

■u je viens de faire pour le cas d’un petit ébranlement, qu’il 

« établirait l’existence de rayons d’une égale intensité 

« en sens opposé, lors même que l’ébranlement initial ferait. 

« partie d’une onde dérivée ; mais je répondrai, comme je 

« l’ai déjà fait, que ce n’est point une conséquence du prin-

« cipe sur lequel je m'appuie. En effet, j ’arrive à cette

« loi du cosinus, en considérant séparément l’onde produite 

« par les vitesses imprimées aux molécules comprises dans 

« le centre d’ébranlement, et celle qui résulte de leurs simples 

« déplacements, puis en les ajoutant ensemble : or, quand 

« ces deux ondes poussent le fluide dans le même sens, elles 

« se fortifient mutuellement par leur superposition ; et si les 

« intensités des divers points de la surface suivent la loi du 

« cosinus dans l’une et dans l ’autre, cette même loi aura en- 

.« core lieu dans l’onde résultant de leur réunion. Si elles

« tendent à pousser les molécules du fluide en sens opposés,

« les vitesses absolues qu’elles apportent se retranchent et
LA. LUMIÈRE. 6
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« peuvent môme se détruire mutuellement, dans le cas où 
« elles sont égales ; c’est ce qui a lieu pour les ondes rétro - 
« grades, lorsque le centre d’ébranlement a la constitution 
« particulière des ondes dérivées. Que l’on considère, par 
« exemple, un élément d’une pareille onde au moment où ses 
« molécules sont poussées en avant, c’est-à-dire dans le sens 
« delà propagation de l’onde dérivée : on sait qu’alors ce 
« mouvement en avant est accompagné d’une condensation, 
« c’est-à-dire d’un rapprochement des molécules ; si les mo- 
« lécules n’étaient que déplacées et d’ailleurs sans vitesse au 
« même instant, il résulterait de leur rapprochement une force 
« expansive qui pousserait le fluide en arrière comme en 
a avant, et produirait ainsi une onde rétrograde semblable à 
« celle qu’elle exciterait en avant, mais dans laquelle les vi- 
« tesses absolues seraient de signe contraire ; si, d’un autre 
« côté, les molécules se trouvaient dans leurs positions d’équi- 
« libre au moment où l’on considère l’ébranlement, et rece- 
« vaient seulement à cet instant les vitesses qui les poussent 
« en avant, il en résulterait encore une onde en arrière, 
« comme une onde en avant, puisque ces molécules seraient 
« suivies par celles qui sont derrière, et ainsi de proche en 
« proche.; l’onde rétrograde serait encore de meme intensité 
« que l’onde qui se propagerait en avant, et elle déplacerait 
« les molécules du fluide dans le même sens ; mais l’onde ré- 
« trograde résultant de la simple condensation les pousse en 
« sens contraire. Ces deux mouvements se retrancheront donc 
« l’un de l’autre dans les ondes rétrogrades dues à la conden- 
« sation et aux vitesses des molécules, tandis qu’ils s’ajoute- 
« ront dans les deux ondes qui se propagent en avant ; si donc 
« ces deux causes tendent à produire des effets égaux,
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« comme cela a lieu dans le cas particulier des ondes déri- 

« vées, les ondes rétrogrades s’effaceront mutuellement, et 

« les vibrations ne pourront se propager que dans le sens de 

« la marche de l’onde dérivée. »

C’était bien là la véritable explication du principe de Huy- 

ghens ; nous allons le montrer avec plus de rigueur dans ce qui 

va suivre.

6 6 . Intégration des équations des mouvements 

transversaux dans le cas des ondes sphériques. —  Re

prenons les équations des mouvements transversaux

—  =  V2A£
dU2 V Ç’

—  y 2aî;
dt2 . ”

que nous avons déjà résolues dans le cas des ondes planes 

(50), et proposons-nous d’en trouver les intégrales dans le cas 

des ondes sphériques.

Dans les ondes de cette nature les déplacements et les vi

tesses d’un poiht M [fig. 7) doivent 

avoir^les mêmes valeurs pour tous 

M les points situés à une même dis

tance r du centre des ondes ; donc 

7), Ç, et leurs dérivées ne dépen

dront que de r et du temps t. En pre

nant pour origine des coordonnées le 

centre des ondes sphériques et appelant x, y, z, les coordon

nées du point M, nous aurons

Fig. 7.

r2 =  x 1 y2 -f- z 2.

Posons

m étant une fonction quelconque de r et de i, et cherchons
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quelle doit être la forme de cette fonction pour satisfaire aux 

équations du mouvement.

La quantité A? est une fonction linéaire et homogène de u 

et de ses deux premières dérivées par rapport à r ; nous pou

vons l’écrire

AÇ =  A« +  B ^ + C
d2u 
dr2'

6 7. La valeur des coefficients A, B, G pourrait s’obtenir en 

calculant les dérivées secondes de ? par rapport à x, y, z  et 

les additionnant, mais il est plus simple de les déterminer en 

faisant des hypothèses particulières sur la fonction u.
1

Supposons d’abord que l’on ait u =  1 ; on aura £ == —. 

C’est la forme de la fonction potentielle dans l’attraction de 

.deux points suivant la loi de Newton. On doit donc avoir 

A? =  o, et comme l’expression de A? se réduit à A dans ce cas 

particulier, A doit être nul.

Prenons u =  r ; nous aurons? =  1, et par suite A? =  o. 

D’autre part, nous avons

d u _ (P u_ _
dr ’ dr2 ’

par conséquent, comme A est nul d’après ce qui précède,

A ? = B ^ = 0 .
■ dr

Le coefficient B doit donc aussi être nul.

Pour trouver le coefficient G, faisons u =  r3 ; la dérivée 

seconde de cette fonction par rapport à r sera égale à 6 ?· et la 

valeur de A? se réduira à

A? =  6 Cr.
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Mais si u =. r3, nous avons \ — r2 =  x 1 y^-^-z2, et le cal-, 

cul donne pour A?

Aï =  6.

En égalant ces deux valeurs de A?, nous avons pour valeur 

de G

G =  - .
r

L’expression de A£ dans le cas général est donc :

s _1  d2u
~ r d P '

Portant cette valeur dans la première des équations dumou- 
(p K J (¿u2

vement et remplaçant ^  Pa? sa valeur — ^ , nous aurons 

une équation qui déterminera u ; cette équation est

ou

t (Pu_T« iL d2u
r dP r dr2 ’

(P u   2 d2u
H P ~  V dr2'

En intégrant, on aura

u =  F(r —  Yi)

d’où ' ' l = : n r = ? i) .  +  w ± J \
r r

6 8 . Les fonctions P et P, étant quelconques, nous pouvons 

supposer que l’une d’elles, F,, se réduise à o; nous aurons 

alors

r  F(r1— V<)
r
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expression qui satisfait aux équations du mouvement. Par 

conséquent, dans le cas général, ? peut être considéré comme 

le déplacement résultant de deux mouvements se propageant 

par ondes sphériques, à partir du centre O, l’un avec une

1
vitesse Y, l’autre avec une vitesse —  V. Le facteur —

r

qui entre dans l’expression de \ montre que le mouvement 

s’affaiblit quand on s’éloigne du centre d’ébranlement.

Les deuxdernières équations des mouvements transversaux 

nous donneraient pour 7) et Ç des expressions analogues à celle 

que nous venons de trouver pour %.

69. Quand on se donne les valeurs initiales des composantes 

des vitesses, le mouvement est complètement déterminé et on 

peut trouver les fonctions F etP .̂ Supposons qu’au temps t= o  

nous ayons

Ç =  ?M. §  =  W -

En faisant t =  o dans l’expression de 5, et en égalant à la va

leur donnée p («*), nous obtenons la relation

(1) r ,{ r ) = F ( r )  +  F, (r).

La dérivée de \ par rapport au temps est

d\ F' {r —  Yt) F;(r +  VQ.
dt V r V r

sa valeur pour t =  o se réduit à

F »  Fj(r)
dt r ' ‘
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On a donc la relation

(2) r + (r) =  V(F,'-F ').

Les relations (1) et (2) détermineront les fonctions F et Fr  

Une solution particulière des équations des mouvements 

transversaux qui est intéressante en optique est celle où 

l’on a

F, (r) =  o, F (r) =  e

Le valeur de \ est alors

5 = - - - - - - - - - - -r

Sa dérivée seconde par rapport àiapour valeur a2V25. Gomme 

X satisfait aux équations du mouvement, on doit avoir

— ya^
dt2 ~

—  a2 V 2? =  V 2 A$,

ou enfin A$ -f- a25 =  o.

70. Intégrales générales des équations des m ouve

ments transversaux. —  Considérons la première de ces 

équations que nous écrirons sous la forme

o  ®  =  v ,iE ·

Nous aurons l’intégrale générale de cette équation si nous 

trouvons une fonction X de x, y, z  et t qui y satisfasse identi

quement et qui se réduise, p ouri=  o, à une fonction arbitraire
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A

cl\
de x, y et z , pendant que sa dérivée —  se réduit aussi, pour

t sa o, à une autre fonction arbitraire de cc, y et z.

L’intégrale générale contient donc deux fonctions arbi

traires.

Voyons d’abord à quoi nous conduit l'application du prin

cipe de Huyghens. Supposons qu’à l’origine des temps toutes 

les molécules de l’éther soient ébranlées de telle façon que 

l’ébranlement initial au point x ,  y , z ' soit égal à F (x'-,y',z'). 

Au bout du temps t, le point x ,  y', z ' aura envoyé un ébran- 

F
lernent égal à — à tous les points x, y, z  situés à une distance

r =  Y tdu pointa;', y', z ', et n’en aura envoyé aucun à tous les 

points situés à une distance plus grande ou plus petite..

Donc, d’après le principe de Huyghens, le pointa;, y , z  aura 

• - F
reçu à l’instant t un ébranlement — de-tous les points x ,  y , z '

de la sphère qui a pour centre x, y, z  et pour rayon r — Vt, 

et n’en aura reçu d’aucun autre point de l’espace.

Faisons donc

l’intégrale étant étendue à tous les éléments do> de la sphère 

de centre x, y, z  et de rayon r =  Vi; et x', y', z ' désignant 

les coordonnées de l’élément da. La valeur de l’intégrale dé

pendra évidemment du centre et du rayon de cette sphère, et 

par conséquent ü sera fonction de x, y, z  et t. Nous devons 

donc, pour justifier le principe de Huyghens, démontrer que la 

valeur (2) de Ç satisfait à l’équation (1 ).

(2)
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Calculons . Pour cela donnons à x  un accroissement dx dx
en conservant à y, à z,k t, et par conséquent àr leurs valeurs 

cela revient à donner à la sphère une translation dx parallèle 

à l’axe des x. Il en résultera pour x' un accroissement dx, 

tandis que y , z ', du etr conserveront la même valeur. L’accrois

sement de F (x\ ÿ , z') sera dx, et on aura

Comme l’accroissement de x' est le même pour tous les élé

ments de l’intégrale, on peut mettre dx en facteur, et en divi

sant les deux membres de l’égalité par cette quantité, on ob

tiendra

dx ■
d¥ du 
dx' r '

En dérivant une seconde fois par rapport à x, on aura, pour 

la dérivée seconde,

d2\ Ç  du
dx3 J  dx'2 r '

Le même raisonnement conduirait aux expressions
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pour les dérivées secondes de? par rapport à y et à z. En fai

sant la somme de ces dérivées secondes, on aura

(3) A? =/*AF (x'y’z') f .

71. Cherchons maintenant la dérivée seconde de l'intégrale

(2) par rapport au temps. Si nous donnons au temps t un ac

croissement c&sans faire varier x, y, z, le centre de la sphère 

ne changera pas, mais son rayon subira un accroissement :

clr — Ydt.

L’élément de surface du deviendra du. On peut faire dispa

raître du de l’intégrale en introduisant l'angle solide de sous 

lequel cet élément est vu du centre de la sphère ; on a

d’où

du =  r̂ da,

du
r

=  rda.

Par conséquent, l'intégrale devient

(4) \ —y  P {x’y'z') rda,

et comme r est le même pour tous les éléments de l’intégrale, 

on peut écrire

l =  r j 'P {x’ y 'z ’) da.

Si donc r subit un accroissement dr, l ’accroissement dl qui 

en résultera pour ? sera

F da =  r d .j*  F da,d\ =  drJ
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Pour calculer la valeur de la seconde intégrale qui entre 

dans celte expression, remarquons que, le rayon r étant nor

mal à l’élément de surface du, on a, d’après le théorème de 

Green,

J  f  "» = /iF*·
d-r étant un élément de volume, et l’intégrale du second 

membre étant étendue à toute la sphère. En introduisant dans 

cette dernière égalité l’angle solide d<s qui correspond à du, 

elle devient

(5) 4F* ·

Nous pouvons donc remplacer la valeur trouvée précédem

ment pour d£, par la suivante :

d\ — dr 

ou, en divisant par dr == Ydt,

ÀFe?T ;

En différentiant cette dernière expression par rapport à r,
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nous obtenons l’égalité

AFc?t +  -  £  . 
r dr

AFcfr,

qui, si nous tenons compte-de la relation (5), se réduit à

± d ^  _ ld _
Y2 dl2 r d r '

A F íÍt.

1
Le second membre de cette relation est, au facteur près^;>

la valeur de l’intégrale

étendue aux éléments de volume d’une couche comprise entre 

les sphères de rayons r  et r -f- dr. Considérons un de ces élé

ments limité par ces deux sphères et par un cône ayant pour 

sommet le centre commun des deux sphères et pour base 

l’élément dm de la surface de la première sphère. Le volume 

de cet élément sera, en négligeant les infiniment petits d’un 

ordre supérieur au troisième, dm dr. Par conséquent l’inté

grale précédente devient

J'kFdmdr,

ou d r j '  AF dm,

intégrale étendue à tous les éléments de la sphère de rayon r.
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On obtient alors, pour la relation (7),

(8) Y2 dp ~  r
AF.<Ao.

d2l
72. En remplaçant, dans l’équation (1) du mouvement, ^

par sa valeur tirée de cette dernière relation, et A? par sa va

leur (3), l’équation sera satisfaite. Par conséquent

- /
est une solution particulière de l’équation du mouvement. Ce 

ne peut être encore l’intégrale générale, puisqu’elle ne con

tient qu’une fonction arbitraire.
di

Cherchons les valeurs initiales de ? et de Quand t tend

vers zéro, le rayon de la sphère r tend vers zéro, et la valeur 

de F (x', y\, z )  tend vers F (x , y, z). Si x', y ',z 'diffèrent peu 

de x, y, z , l’intégrale

J  F {x',y,z')da 

aura une valeur voisine de ■

F(x,y,z)J'd<s =  AitY(x,y,z).

Il en résulte que la valeur de ? donnée par l’expression (4) dif

fère peu de

r . 4wF(<k, y, z), '

A la limite, quand r est égal à zéro,? est donc nul. Par con

séquent la valeur initiale de \ est nulle.
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La relation (6) nous donne, pour — ,

Le second terme du second membre peut être négligé quand 

le rayon r est infiniment petit. En effet, l’intégrale qu’il con

tient, devant être étendue à tous les éléments de la sphère, sera 

un infiniment petit du troisième ordre; son quotient parr sera 

du second ordre et seranégligeable vis-à-vis du premier terme 

dont la valeur est à la limite 47tVF. Nous aurons donc

Comme la fonction P est quelconque, la vitesse initiale du 

déplacement est arbitraire.

73. Pour avoir l’intégrale générale de l’équation du mou

vement, il nous faut trouver une seconde solution particulière 

dont la valeur initiale puisse être prise arbitrairement. Nous 

allons montrer que

satisfait à ces conditions.

D’abord, c’est une solution de l’équation du mouvement. 

En effet, on a

dt2 ~  Y dt3 V dt dfi ’

et A? =
d2 

dx2
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Par conséquent pour que l’équation du mouvement soit 

satisfaite, il faut que l’on ait

ou

i d  «pç _  va J. «L AE
Y d t ' d f i ~  V dt

dt ‘ cfta dt Ç'

Cette égalité sera satisfaite puisqu’on l’obtient en différentiant 

par rapport à t l’équation (1 ) à laquelle \ satisfait identi

quement,

Pour avoir la valeur initiale de X il suffit.de chercher ce 

que devient la relation (6) quand on y fait t =  o. D’après ce 

que nous avons dit précédemment dans la recherche de la va

leur initiale de on aura
dt v

(10) (50o =  ^ P  («,!/,*).
<

On peut donc prendre une valeur quelconque pour la valeur 

initiale du déplacement, puisque la fonction F est arbitraire. 
dP

La valeur initiale de —  se déduira de la relation (8). On a
d t

par conséquent la valeur initiale)de la vitesse —■ est nulle.
(XL·

74. La somme des deux solutions particulières \ et X que 

nous venons de trouver sera la solution la plus générale de 

l’équation du mouvement. Cette solution est
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en désignant par F, la fonction arbitraire qui entre dans la 

seconde solution particulière.

Cherchons l’expression de cette solution quand on se donne 

les valeurs initiales du déplacement et de la vitesse :

La valeur initiale de l’expression générale de % se réduit à 

la valeur initiale de la seconde solution particulière ; par con

séquent, la relation (1 0 ) nous donne

© =  47tF<.

La vitesse initiale de la seconde solution particulière étant 

nulle, nous aurons d’après la relation (9)

■ 4- =  4tcVF.
- r—·

En remplaçant, dans l’expression générale de Ç, les fonctionsF 

et F, par leurs valeurs tirées de ces dernières relations, nous 

obtiendrons _ ,

75. Justification du principe d eH uygh ens. —  L’ex

pression précédente montre que la valeur, au temps t, du dé

placement d’un point d’une sphère de rayon Vf dépend à la 

fols des valeurs du déplacement et de la vitesse du centre de

ou (1 1 )
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la sphèrë à l'origine des temps. Nous allons tirer de là la justifi

cation du principe de Huyghens, soit dans le cas d’une onde 

isolée, soit dans le cas d’une série d’ondes périodiques.

Supposons, comme le faisait Huyghens, qu’on ébranle les 

molécules d’uné sphère de rayon infiniment petit. Cet ébran

lement se propagera par ondes sphériques et à un certain 

moment les molécules ébranlées, seront situées dans une cou

che S comprise entre deux sphères de rayons r0 et î*0-|- s. Le 

déplacement d’une molécule sera donné par la formule

F(r —  Vf) ' ' -
· r ’ .* .

que nous avons trouvée (6 8 ) dans le cas de la propagation par 

ondes sphériques. Comme il n’y a de mouvement que dans la 

couche sphérique, \ et par suite P, devront être nuis pour tout 

point pris en dehors de cette couche. Cette fonction P, nulle 

pour r0 et pour r0 -j- e, doit passer par un maximum ou un mi

nimum pour une. valeur de r comprise entre r0· et r0 -|-1 ; par 

conséquent, sa dérivée par rapport à r  n’a pas le même signé 

pour tous les points de la couche. Or, la vitesse d’une molé

cule a pour valeur : * ’ s

dÇ
dt

elle doit donc changer de signe pour une valeur de r telle 

que

> r0 <  r <  rn +  s.

Au bout du temps t -j- l', il n’y aura de mouvement qu’à 

l’intérieur d’une couche sphérique S'limitée par deux sphères

LA LUMIÈRE. 7
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concentriques de rayons r0 -|- V£' et r0 .-f- t Yt'. *D’autre

part, si nous voulons avoir la valeur de ? à l’époque t - (  et 

en un point P quelconque de l’espace, nous pouvons regarder 

les diverses molécules de S comme des centres d’ébranlement. 

Cette valeur de ? nous sera donnée par la-formule (11) du 

n° 74.

L’intégrale doit être étendue à tous les éléments da> d’une 

sphère de centre P et de rayon r1 =  Vi', ou plutôt à tous ceux 

de ces éléments qui appartiennent à la couche infiniment 

mince S ; <p désigne la valeur du déplacement du centre de 

gravité de du> à l’époque t ; et <{/ représentela valeur de la vi

tesse de ce même point à ce même instant.

Il s’agit d’expliquer comment l’expression de \ ainsi trouvée

est nulle toutes les fois que le point P n’appartient pas à la

couche S'. On s’en rendra compte en observant que la vitesse 
' *

initiale ij/ ne conserve pas toujours le même signe ainsi que 

nous venons de le voir. L’intégrale a donc des éléments posi

tifs et négatifs et l’on conçoit qu’elle puisse être nulle.

Il nous suffira d’avoir montré qu’il n’y a là aucûne ano

malie réelle ; le calcul montrerait que l’intégrale s’annule ef

fectivement pour tous les points de l’espace situés en dehors 

de'S'.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE IV

DIFFRACTION

76. Équations des mouvements transversaux dans 

le cas de déplacements périodiques. — .Supposons que 

les composantes du déplacement soient des fonctions pé- 

riodiques du temps ; la valeur de la composante ? peut 

alors s’écrire

S =  A cos
2 *Vi

r
Bsin

2 t:Vt 
X

A et B étant des fonctions de x , y, z  seulement. En remar

quant que cos .a- est la partie réelle de l’exponentielle e~iz et 

sinz la partie réelle de —  ie~iz, on peut considérer X comme 

la partie réelle de l’exponéntielle

- 2iïv (
(A —  Bî) e X , 

ou

Ue
2 ¿TC
x V<

Or, les équations des mouvements transversaux ' étant
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linéaires par rapport aux dérivées secondes de ni, Ç, si une 

exponentielle de cette forme satisfait à ces équations, la partie 

réelle et la partie imaginaire y satisferont séparément. Nous 

pourrons donc, comme nous l’avons déjà dit (51), chercher 

les solutions de la forme

? =  U  x

et ensuite prendre pour valeur de la composante du déplace

ment la partie réelle de cette solution.

Pour simplifier, posons |

2 k

T  =  a>

nous aurons

5 =  So«-'“™.

La dérivée seconde de ? par rapport à l sera,

— _ ot2 V2? ' p - i n V tdfl a v ?oe »

?o ne dépendant pas du temps puisque les fonctions A et B 

n’en dépendent pas. La dérivée seconde par rapport à x  est

cPl _ d%  
dx2 dx2

i c t V t .

par conséquent on aura

A? =  ASoe-1'01,?.

Pour que la première équation des mouvements transver-

Baux,
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soit satisfaite, il faut donc que l’on ait

—  - taVi = V 2 M 0e ~

c’est-à-dire

(1) A?0 - f-  tt2?0 =  o

Les deux autres équations du mouvement nous donneraient 

deux nouvelles équations de condition,

(2) Aïio -f- <x2ir|0 =  0,

(3) ' Aî;0 4- a2Ç0 =  0.

En outre, les mouvements étant transversaux, nous devons 

avoir

8 = « + â  +  « = 0 ; ' :
dx ' dy ' dz

et comme,

__ 5 ^ 0 fl-í'aVí i?n _  g -ia V i __  <Ê ïSl p - u. --- ---” Q

dx dx dy dy
-- --1U Q -

dz dz

la condition de transversalité devient,

(4) <*So i _j_ _ o
dx ' dy ' dz

Telles sont les quatre conditions que doivent remplir Çj, 7i0, K0< 

pour que Ç, vj, Ç satisfassent aux équations des mouvements 

transversaux.

■ 77. Intégration de la première des équations de con

dition. —  Dans la recherche des intégrales des équations dés 

mouvements transversaux dans le cas des ondes sphériques,
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nous avons trouvé (69) pour solution particulière de l’équa

tion

l’expression

Par conséquent,

sera une solution particulière de l’équation de condition (1 ), r 

étant la distance du point x, y, z  à l’origine. Cette quantité 

sera encore solution de la même équation quand r désignera 

la distance du point oo,y,z à un point fixe quelconque, car 

l’équation différentielle conserve la même forme quand' on 

prend pour origínele point fixe.

Soient maintenant P.,, P2, P3,... P„ un certain nombre de 

points fixes dont les distances au point M de coordonnées x ,y ,z ,

* sont r2, r 3,.... rn ; la somme 

JS
eixri , êtar» , eiara , , eia,'n

=  m, —  +  m2 — -  +  m3 —  - f - . . .  +  mn — —
' i '2 r3 ' n

satisfera à l’équation (1). Si on supposait a =  o, se rédui-

» * 77Z
rait à une somme de termes tels que , c’est-à-dire que ?0

serait le potentiel au point M, supposé attiré suivant la loi de 

Newton par des points P1( P2,... P», de masses mi t m2... mn. 

Cette analogie va nous permettre de trouver facilement plu

sieurs solutions particulières de l’équation (1 ).

A? +  a2? =  o,

g  — ¡'«(r —  VI)

So =  ~etxr,
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Considérons en effet une matière attirante répandue d’une 

manière quelconque dans l’espace, mais de telle .façon que 

l’attraction, au lieu d’être régie par la loi de Newton, soit re

représentée par la fonction

d  / etK'\ 
d r \ r  ) '

r désignant la distance du point’ attiré au point attirant. D’a

près ce qui précède, on voit que le potentiel dû à l’attraction 

de cette matière satisfera à l’équation (1 ).

78. Dans la théorie du potentiel, on considère non seulement 

l’attraction de points isolés, mais encore l’attraction de vo

lumes et de surfaces. En supposant que les points P4, P2,... 

P» forment un volume on aura pour ?0

(5) Ç0=  j
L’intégrale est étendue à tous les éléments d-i du volume 

attirant, et X est une fonction quelconque des coordonnées de 

l’élément û?t. Cette fonction X représente la densité de la ma

tière attirante.

Il est clair que pour tout point pris en dehors du volume 

attirant, ç0 satisfera à l’équation (1 ). L’analogie avec la théo

rie ordinaire du potentiel suffit pour nous avertir qu’il n’en. 

sera plus de même pour un point appartenant au volume 

attirant. Démontrons qu’on aura en un point P de ce volume :

(6) ■ AÇ0 +  +  4*X =  o,

X désigne ici la valeur que prend ad point P la" densité de la
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matière attirants. Il est aisé de reconnaître que si l’on fait 

« =  o, on retombe sur l’équation de Poisson.

Pour démontrer cette équation, décrivons du point P comme 

centre une très petite sphère s, et décomposons le volume at

tirant en deux volumes partiels, à savoir la sphère s et le vo

lume T situé en dehors de cette sphère. Posons ensuite

So — -f" S2 +  S3»

où

S,

' s2

Ss

(intégrale étendue au volume T),

(intégrale étendue à s),

.(intégrale étendue à s).

Le point P étant en dehors du volume T, on aura 

AÇ, +  =  0 .

D’ailleurs, l’équation de Poisson nous donne

- f  4tuX =  0 .

Le rayon de la sphère s étant très petit, on aura à des infi

niment petits près

. S2 =  ü3 =  o, V = Ç 0.

D’autre part, si nous considérons l’intégrale qui définit la 

fonction $3, nous voyons que la fonction sous le. signe f  ne
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devient pas infinie pour r =  o ; nous en conlurons que A?3 est 

du même ordre de grandeur que la sphère s ; on a donc

A?3 =  o, A£0 =  A?, +  AÇ2,

d’où

*A 0̂ =  o.
S

79. Envisageons maintenant une surface attirante. Le po

tentiel. dû à l’attraction de cette surface sera représenté par 

l’intégrale

étendue à tous les éléments du> de la surface attirante ; X dé

signe une fonction quelconque des coordonnées de l’élément 

dm, et r est la distance de cet élément au point attiré x, y, z.

Nous trouverons encore ici la plus grande analogie avec la 

théorie du potentiel newtonien et en effet si nous posons

5« =  5, +  5a,

la première intégrale est le potentiel ordinaire, la seconde 

est telle que la fonction sous le signe J'ne  devient jamais infi

nie ; c’est donc une fonction continue ainsi que toutes ses dé

rivées.

D’après la théorie du potentiel newtonien, \K est aussi une 

fonction continue, il en est donc de même de |0. Mais il n’en 

est pas de même de ses dérivées.
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En effet ^  sont les composantes de la force
dx dy dz

attractive suivant les trois axes; nous désignerons de même sui

vant l’usage, parla notation la projection de cette meme 

force sur la normale à, l’élément du. On aura donc

an dx dy dz

l , m e t n  désignant les cosinus directeurs de cette normale.
i d̂

Nous savons que est une fonction discontinue et que si 

l’on considère deux points infiniment voisins situés de part et 

d’autre de l’élément du, les valeurs de cette fonction en ces
(jjY

deux points différeront d’une quantité égale à 4uX. Or -~

est continu. Donc =  — ■ 4- ^  sera discontinu et subira
dn dn dn

un saut brusque égal à 4 nX quand on franchira la surface 

attirante.

80. Il nous reste à étendre au cas qui nous occupe la théo

rie de la double couche attirante dont le rôle est si grand <Jans 

l ’étude du potentiel newtonien.

Considérons deux surfaces parallèles infiniment voisines, 

telles que les normales aux deux surfaces soient les 

mêmes, et que la distance infiniment petite de ces deux sur

faces, comptée sur l’une des normales communes, soit cons

tante.

Imaginons que de la matière attirante soit répandue sur ces 

deux surfaces, de telle façon que les densités sur deux élé

ments correspondants des deux surfaces soient égales et de 

signe contraire.
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En considérant le potentiel dû à. l’attraction d’une pareille 

double couche, nous allons trouver de nouvelles solutions 

particulières de l ’équation (1 ).

Désignons par e la distance qui sépare les deux couches, 

par X,, et —  X 4 les valeurs de la densité aux centres de 

gravité P et P' (fig. 8) de deux éléments correspondants dm, 

et posons

W ) =  —

Nous aurons pour le potentiel dû à l’attraction de ces deux 

éléments sur un point M situé en dehors de m

la couche, et dont la distance à l’un des élé

ments de surface est r,

(8) X^coP (r) —  X4*»F [r - f  dr)

• —  —  XjC?<üû?rF'(»’). '

Pour avoir la valeur de âr nous abais

serons du centre P d’un des éléments une 
«

perpendiculaire PQ sur la droite MP' ; la Fig. 8 . 

distance P'Q sera, à un infiniment petit du second ordre 

près, égale à dr ; nous aurons donc

dr =  ecosi]/,

<]; désignant l’angle de la droite MP' avec la droite PP' qui est 

normale à chacune des couches. En portant cette valeur dans 

(8) nous obtenons pour le potentiel total,

—  J 'X ^cocos^F ».(9)
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Gomme la fonction est quelconque, on pourra, sans dimi

nuer la généralité de la solution particulière (9) remplacer 

X(e par une seule lettre X2 désignant une fonction quel

conque de x, y, z. En outre, puisqu’on a posé

on aura pour la dérivée,

r

Par conséquent l’expression (9) de ij0 peut s’écrire

(10)

Posons encore :

5o =  Si +  5»,

Nous voyons que \K représente le potentiel newtonien d’une 

double couche. Quant à la seconde intégrale (comme la

fonction sous le signe J 'ne -devient pas infinie) elle sera con

tinue ainsi que toutes ses dérivées.

La théorie du potentiel newtonien nous apprend que ^
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est continu, mais que \{ est une fonction discontinue. Donc

est continu et Sj0 sera une fonction discontinue qui subira

un saut brusque égal à 47tXa quand on franchira la surface 

attirante.

81. La combinaison desintégrales (7) et (10) nous donne la 

solution la plus générale de l’équation (1 ).

En effet si X., et X2 sont deqx fonctions quelconques des 

coordonnées d’un élément dm d’une surface quelconque ; si r 

est la longueur de la droite qui joint l’élément dm au point 

x, y, z  ; et que <|> désigne l’angle que fait cette droite avec la 

normale à l’élément dm, l’expression.

/
p ia r [  p ia r  /  \  \

/  x 3 c o s + V v a - 7 )
dm

satisfera à l’équation(l). Ilnous reste à montrer que c’en est là 

l’intégrale générale.

Soit U une fonction quelconque finie et continue ainsi que 

toutes ses dérivées et satisfaisant à l’équation (1 ) en dehors 

d’une certaine surface S.

Soit V le potentiel dû à un certain volume attirant dont 

une partie pourra se trouver en dehors de la surface S. On 

aura

(12) A Y +  a2V =  o,

en dehors du volume attirant, et en un point de ce volume

(13) AV +  a2V +  4 t:p =  o,

p étant la densité de la matière attirante.„
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Le théorème de Green nous donne :

(14) (U A Y  —  V A U )cÎt

la première intégrale étant étendue à tous les éléments dta de 

la surface S et la seconde à tous les éléments de volume dr de 

l’espace extérieur à cette surface. Dans le calcul des dérivées

^  et on considéré la normale à l’élément dta comme dirí
an dn

gée vers l’intérieur de la surface S.

Gomme U satisfait à l’équation (1) et V aux équations (12) 

et (13) l’intégrale du second membre de (14) se réduira à

l’intégration devant être étendue au volume attirant qui en

gendre le potentiel V ou plutôt à la portion de ce volume qui 

est extérieure à S.

Supposons maintenant que le volume attirant qui engendre

V se réduise à une sphère de rayon très petit ayantpour centre 

le point x 0, y0, z 0, et que la densité p soit telle que la masse 

attirante totale soit égale à 1. Alors, en appelant r0 la dis

tance d’un élément dta de S au point x a, ?/0, z 0, la valeur de

Y au centre de gravité de cet élément se réduira à :

et celle de —  à : 
dn
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<]/ désignant toujours l’angle de la normale extérieure à l’élé

ment dia avec la droite qui joint cet élément au point 

®o> 2/o> *o·

L’intégrale J'üpd·: se réduira à U0 (U0 étant la valeur de U

au point x 0, y0, z 0), si ce point est extérieur à S, Cette inté

grale est nulle dans le cas contraire, car elle s’étend à la por

tion du volume attirant extérieur à S, et si le point x 0, y0, z0 

est intérieur à S, il en est de même du volume attirant tout 

entier. On a donc simplement :

- 4 * U 0: u £ .dn
dUN 
dn j

d(o.

Si, supprimant les indices, nous appelons x, y, z  le point 

que nous avons appelé x 0, y0, z 0 ; r sa distance à l ’élément 

du, et U la valeur de la fonction U en ce point ; il vient 

simplement :

™ 0 = “A  ̂  “  ’) cos 'f + f s  ■*■>·
On voit ainsi que U, qui est une fonction quelconque satisfai

sant à l’équation (1 ), est égale à l’expression (1 1 ) pourvu qu’on

prenne pour la fonction arbitraire X, la valeur de sur

l’élément du et pour la fonction arbitraire X 2 la valeur

de----r -  sur ce même élément.
in

82. L’équation (1S) est vraie [si le point x, y, z  est extérieur 

à S. Dans le cas contraire le second membre de cette équation
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(15) se réduit à 0, car nous venons de voir que, si le point 

x 0, y a, z 0 est intérieur à S, l’intégrale J Upcfc est nulle.

Si dans l’expression (11), les fonctions arbitrairesX  ̂et X2 sont 

quelconques, cette expression représentera toujours à l’exté

rieur de S une fonction U qui satisfera à l’équation (1) ; mais

il n’arrivera pas en général que U se réduira à —  4ttX2 et ~

à 4itX,, quand le point x, y, z  se rapprochera indéfiniment 

d’un élément dta de S.

Pour qu’il en soit ainsi, il faut, d’après ce que nous venons 

de voir, que l’expression (1 1 ) soit nulle toutes les fois que le 

point x, y, z  est intérieur à S.

Cette condition est suffisante. En effet, si elle est remplie, 

en un point infiniment voisin de S, mais intérieur à cette sur

face, les valeurs de l’expression (1 1 .) et de ses dérivées seront 

nulles.

Conside'rons maintenant un point infiniment voisin du pre

mier, mais extérieur à S. D’après ce que nous avons dit plus 

haut de la discontinuité du potentiel d’une simple couche ou

,
d’une double couche, les valeurs de U et de —  en ces deux

dn

points infiniment voisins devront différer de quantités égales 

respectivement à 47rX, et —  4nX2.

Or au premier point on a

TTU =  -y  =  O.
dn

On aura donc au second

U =  —  4ttX2 ,
dû
dn

=  4t:X1 ·
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83. Équations de la diffraction. —  Soit O une source 

lumineuse que nous supposerons réduite à un point dont les 

déplacements sont des fonctions périodiques du temps. Ce point 

deviendra le centre d’une série d’ondes sphériques dont chaque 

point sera animé d’un mouvement périodique. Les compo

santes du déplacement d’un de ces points seront les parties 

réelles d’expressions de la forme '

(1 ) 7| =

$ = Ç4a-‘«v‘,

ç,, Y|(, Ç,, satisfaisant aux équations différentielles

(2)

Aü4 +  =  O,

Avp +  a2Tf]4 o, 

Aï4 +  oïl, =  o ,

' dz
o.

Les ondes sont sphériques, d’où il résulte, non que 54 ni, 

sont fonctions de r seulement, (ce qui est incompatible avec 

la condition de transversalité) mais que ces quantités varient 

beaucoup plus lentement quand on se déplace sur la surface 

d’une sphère S ayant son centre en 0 que si l’on se déplace 

normalement à cette sphère.

Nous poserons donc

=  52e‘a' ï  '»h =  f[3,etar’ =  Î2e'"ar>

2̂> Tl2> ?2 variant beaucoup pliis lentement que le facteur etart
LA LUMIÈRE. 8
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La dérivée de eia'' est égale à i'j.eiar · comme a =  -r- est
À

une quantité très grande; cette dérivée est elle-même très 

grande. Au contraire, nous supposerons que les dérivées de 

?2, 7i2 et Ç2 sont des quantités finies.

Soient l, m, n les cosinus directeurs de la normale à la 

sphère S; nous avons besoin de

d x '  dy ‘ dz

Nous trouvons :

_ ç£ s
dn ~  dr

ict,l2eiar -f-
dr

eixr.

Le second terme est très petit par rapport au premier parce 

que a est très grand ; on a donc approximativement

d^
dn

et de même,

rfvy
dn =  *«'»h > i ■

Supposons maintenant qu’une portion d’une sphère S ayant 

pour centre le point lumineux soit occupée par un écran. 

L’intensité lumineuse en un point de l’éther intérieur à la 

sphère, sera très sensiblement le même que si l’écran n’existait 

pas. Il en sera de même pour les points de la sphère extérieurs 

à l’écran. Pour les points de l’écran, l’intensité doit être très 

sensiblement nulle.
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84. Voici donc les conditions que nous aurons à remplir : 
A l’extérieur de la sphère S les trois composantes du dépl 

cernent seront les parties réelles des exponentielles

et les fonctions E0, rl0, Ç0 devront satisfaire aux quatre condi
tions suivantes.

A. On devra avoir en dehors de S

A?0 -f - —  Ay)0 4 - a2ir)0 =  AÇ0 +  a2Ç0 =  o.

B. En tous les points de S qui n’appartiennent pas à l’écran 
on doit avoir très sensiblement

dn dn

C. En tous les points de l’écran̂ on doit avoir très sensi
blement.

D. La condition de transversalité

doit être remplie.
11 est impossible de satisfaire exactement aux conditions j
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B et G; on n’y peut satisfaire que très sensiblement, c’est-à- 
dire à des quantités près de l’ordre delà longueur d’onde A.

Nous avons vu plus haut que si une fonction satisfait à 
l’équation Aç0 -)- a2E0 =  o à l’extérieur d’une surface S, si 
aux divers pôints de cette surface elle se réduit à — 4tcX2 

dlpendant que se réduit à 4itX,, on aura à l’extérieur de S

(3) COS ij;Cào —(—
fitar

x< e—  d<*>>

tandis qu’à l’intérieur de S, le second membre de (3) se ré
duira à 0. '

Ici notre surface S se réduit à une sphère de centre 0 ; ?0 et 
(K

sont très sensiblement nuis pour les points de l’écran ;

pour les points extérieurs à l’écran, Ç0 est à peu près égal à

et à ¿oJj, si l’on considère la normale à S comme dirigée 
an 1

vers l’extérieur, et à — ¿al;,, si on regarde cette normale 
dirigée vers l’intérieur, ainsi qu’on doit le faire dans l’appli
cation de la formule (15) du n° 81.

Si donc nous prenons

X, =  ¿aX2 =  0,

pour les points de l’écran de S et

X, =  ¿aX2 =  —
1 2 47C

pour les points extérieurs à l’écran, le second membre de (3) 
différera très peu de à l’extérieur de S et très peu de 0 à 
l’intérieur de S.
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Nous arrivons donc à la conclusion suivante. 1 

S’il existe des fonctions l0, 7)0, Ç0, satisfaisant approxima
tivement aux conditions A, B, G, D, ces fonctions seront très 
sensiblement représentées par les intégrales

(4)

;0 =  X 2d u ^  ( i a - f i a  COS ^

, " = / V " î ? ( i l + “ C° 5 + ^ ) ’/

S° =  j * V  ( “  +  *a C0S + “  T ^ ) ’

étendues à tous les éléments eho de la sphère S. Dans ces 
formules,

X2 =  Y2 =  Z2 =  o

si l’élément c?w appartient à l’écran, et on a
j

X2 =  -  f - i  2 4 tt
Y2 =  -  ^  . 2 4ic Z, k

4 tt

si l’élément du> n’appartient pas à l’écran.
85. Il nous reste à faire voir qu’il existe effectivement des 

fonctions satisfaisant à ces conditions ; nous avons donc à 
montrer que les expressions (4) remplissent à très peu près 
les conditions A, B, G, D.

1° La condition A est certainement remplie d’après ce que 
nous avons dit au n° 82.

2° D’après ce que nous avons vu dans ce même paragraphe, 
les conditions B et G seraient remplies exactement si les in-
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tégrales (4) étaient exactement nuiles à l’intérieur de S. Elles 
seront donc sensiblement remplies si ces intégrales sont sensi
blement nuiles à l’intérieur de S.

Nous avons donc à démontrer d’abord que les intégrales

donner une méthode pour calculer approximativement ces 
intégrales. C’est ce que nous ferons dans le paragraphe 
suivant.

Nous établirons ensuite que si ?0, t)0, Ç0 sont définis par les 
formules (4) on a très sensiblement

Remarquons en passant que les intégrales (4) représentent 
à l’intérieur et à l’extérieur de S deux fonctions différentes qui 
ne, sont pas la continuation analytique l’une de l’autre. Cela 
tient à la discontinuité du potentiel d’une simple ou d’une 
double couche. Aussi les intégrales de Fresnel qui rendent 
compte des phénomènes optiques qui se passent à l’extérieur 
de la sphère S, ne représentent pas les phénomènes qui se 
passent à l’intérieur de cette sphère. C’est là l’explication des 
anomalies signalées par Poisson.

8 6 . Calcul des intégrales (4). Nous allons chercher à 
calculer approximativement la première intégrale (4) que 
nous écrirons

(4) sont sensiblèment nuiles à l’intérieur de S et pour cela à

( 5 )  .

en posant pour abréger

(6) ■ X =  X2 ĵ i'a (4 -j- cos <|/) —  C0S ̂  J
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Changeons de coordonnées. S (fig, 9) étant la sphère dont 
unè portion est occupée par un écran et P le point éclairé
x , y, z, la position d’un point sera déterminée dans le pou-/
veau système de coordonnées, par l’angle <p que fait le plan 
passant par ce point et la droite OP avec un plan fixe mené

par OP, par l’angle 0 de la droite qui joint le point au point 
O avec OP, et enfin par le rayon vecteur R mené du point O. 
Dans ce système un élément de la surface de la sphère S de 
rayon â, a pour expression *

du> — a2 sin QdQdcf,

/
On peut donner à cette expression une autre forme. En dé

signant par b la distance QP du point P à la sphère, on a dans 
le triangle MOP :

r2 =  (a -f- b)2 -f- a2 — 2a (a -f- b) cos 0 ;
I

. en différentiant, on obtient

rdr =  a [a -f- b) sin 6dB.

Et,’ si on remplace dans du le produit sin OdO par sa valeur
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dans cette dernière expression, il vient :

En portant cette valeur de ofou dans l’expression (5) de ?0, 
nous obtenons.

l’intégration étant. prise entre 5 et 2a -\ -b  pour r, et entre 
O et pour <p.

Toutefois nous n’étendrons l’iritégration qu’à la partie delà 
sphère S non occupée par l’écran ; cela ne changera rien au 
résultat puisque sur l’écran, la fonction X est nulle. Nous au
rons ainsi l’avantage que dans tout le champ d’intégration, la 
fonction X sera continue et que ses dérivées seront finies, ce 
qui est nécessaire pour ce qui va suivre. Dans ces conditions 
les limites de l’intégration par rapporta r  ne seront pas for
cément b et 2a -j- b. Nous les appellerons r, et r2.

Intégrons d’abord par rapport à r. En appliquant la règle, 
de l’intégration par parties et en désignant par r { et r2 les 
limites de la variable, nous aurons

et, si nous intégrons par parties l’intégrale du second membre 
nous obtiendrons
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a étant une quantité infiniment grande nous pouvons en gé
néral, dans le calcul approximatif que nous nous sommes pro
posé, négliger les termes du second membre qui contiennent 
en facteur une puissance de a inférieure à — 1. Nous avons 
alors

et la valeur de donnée par l’intégrale (7) est approximative
ment

87. Dans la figure 9, le point P se trouve en dehors de la 
sphère S ; mais il est évident que si,nous avions pris le point 
P à l’intérieur de la sphère, nous serions arrivés à la même 
expression de %0 en considérant dans ce cas la distance b du 
point à la sphère comme négative.

Nous allons montrer à l’aide de l’expression (8) que la va - 
leur de <j0 est sensiblement nulle en un point intérieur à la 
sphère.

Voyons en effet ce que représentent les limites supérieure 
et inférieure et r2. Plusieurs cas peuvent se présenter ; 
nous n’en envisagerons que trois :

1° Il n’y a pas d’écran. On a alors

r K =  b, r2 =  2a +  b,
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si le point P est extérieur à la sphère, et

r { =  b, r i =  <ia  — b,

si le point P est intérieur à la sphère.
2° Il y a un écran ; le point Q, pôle du point P, n’est pas sur 

l’écran, mais le point diamétralement' opposé appartient à 
l’écran.

Alors r, =  b ; et la limite supérieure r2, qui est en général 
une fonction de tp, est la valeur de r  qui correspond au bord 
de l’écran.

3° Il y a un écran ; le point Q appartient à l’écran et le point 
diamétralement opposé n’en fait pas partie.

Alors r2 =  2« dt b et at est la valeur de r qui correspond 
au bord de l’écran.

Appelons J l’intégrale

o

prise le long du bord de l’écran, et soient X' et X' les valeurs 
Xe'®'·de —r -̂ au point Q et au point diamétralement opposé. 

Nous aurons : '

dans le premier cas l0 =  (2uX" — 2nX'),
* *

dans le second L  =  —f-r (J — 2irX'),u a -\ -b ^  '

dans le troisième • (2TrX" — J).
. "° ~  a +  b . - 

Nous verrons plus loin que J est généralement négligeable.
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Il nous reste à calculer X' et X", Nous avons 

X =  X2 (¿a - f  ta cos

Le dernier ternie C°S est négligeable devant ¿a parce que a

est très grand. Il reste donc

X =.iaoX2 (1 -f-cos41) =  — (1 -(-cosi|/)

puisque en dehors de l’écran X2 est égal à —r ‘

Au point Q on a :
r

si le point P est extérieur àS i]/ =  o X' =  — ^  e‘a*,
Z7T

si le point P est intérieur à S | =  n X' =  o.
Au point diamétralement opposé on a, dans tous les cas 

Ÿ =  It et X" — o.
Par conséquent, si le point P est intérieur à S, l’intégrale (8) 

sera généralement négligeable.
8 8 . Si le point P est extérieur à S ; on a dans les trois cas 

envisagés plus haut :

Dans le premier cas

Dans le second cas

Dans le troisième cas

Donc sile point Q n’appartient pas à l’écran, c’est-à-dire si 
P n’est pas dans l’ombre géométrique, l’intensité est la même 
que s’il n’y avait pas d’écran. Si au contraire P est dans

5o =

So =  S, 

S0 =  O.

cl -j- b 

a
a +  b'
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l’ombre géométrique, l’intensité est nulle. En d’autres termes 
les phénomènes sont les mêmes que dans la théorie géomé
trique des ombres. Il n’y aura donc de phénomènes de diffrac
tion que si l’intégrale J n’est pas négligeable.

Nous sommes donc amenés à : 1° Démontrer que l’intégrale 
J est généralement négligeable.

2° Chercher quels sont les cas d’exception où elle cesse de 
l’être.

Nous avons à évaluer l’intégrale

étendue à tout le contour de l’écran.
Pour cela nous décomposerons ce contour en un cer

tain nombre d’arcs partiels qui seront de deux sortes

Io Sur les arcs de la première sorte la dérivée ^  sera 
finie ;

2° Sur les arcs delà deuxième sorte, cette dérivée sera assez 
grande pour ne pas être négligeable devant a.

D’ailleurs rien ne nous empêche de supposer que la subdivi
sion du contour en arcs partiels ait été faite de telle sorte 
que le long d’un de ces arcs r soit ou constamment croissant 
ou constamment décroissant.

89. Évaluons d’abord l’intégrale prise le long d’un arc de 
la première sorte.

Si nous prenons comme variable d’intégration r, notre in
tégrale s’écrira :

Xe!ar do----- r dr.vt dr
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En intégrant par parties, on a:

Xeiar d$_ 
<x2 dr

d Y dfX - f  dr.
dr dr

Or X est du même ordre que a ; si donc ^  est une quantité

finie chacun des termes de cette dernière somme est de l’ordre 
1de - , c’est-à-dire négligeable. Ainsi l’intégrale prise le long

d’un arc de la première sorte est négligeable.
L’intégrale

/
<Pi
Xe>'“'· ,

?oprise le long d’un arc delà seconde sorte sera aussi négligeable 
en général, parce que la différence <p, — cp0 des limites d’inté-

1
gration sera du même ordre de grandeur que .

Pour que l’intégrale J ait une valeur finie, il faut donc que 
<p, — tp# soit finie, c’est-à-dire qu’un au moins des arcs de la 
seconde sorte soit vu du point Q sous un angle fini ; ce qui 
peut arriver dans deux cas :

1° Si cet arc est lui-même fini ; on a alors tout le long d̂e

cet arc ^  =  oo , =  0, r =  const. : c’est-à-dire, que l’arc
dr dy ,

en question doit différer très peu d’un arc de cercle ayant son
pôle en Q. "

2° Si cet arc passe très près du point Q, c’est-à-dire si ce
point est très voisin du bord de l’écran.
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Toutes les fois qu’il n’en sera pas ainsi, l’intégrale J sera 
négligeable et nous n’aurons pas. d’autres phénomènes que 
ceux prévus par la théorie géométrique des ombres.

90. Cherchons donc dans quels cas ^  est infini. Nous avons 
trouvé au n° 86

rdr =  a(a -{- b) sin 8d8 ;

nous en déduisons

(10) *ï = ___ l-_____ r— ^ . .
' ' dr a(a b) sin 8 d8

Cette égalité nous montre que ^  pourra devenir infini dans

deux cas : 1 ° si sin 8 est très petit; 2° si ^  est infini.

Considérons le premier cas. L’angle 8 étant très petit, un 
- arc du contour de l’écran est très voisin du point Q et l’on 

peut confondre la portion de la sphère 
qui contient cet arc avec un plan pas
sant par Q. En outre cet arc étant infini
ment petit, on peut le considérer comme 
un élément d’une droite AB [fig. 10). La 
distance du MQ point Q à l’élément d’arc' 

M est a8, a étant le rayon de la sphère sur laquelle se trouve 
la portion considérée du contour de l’écran. En appelant 
a$ la plus courte distance QG du point Q à la droite AB, et 
cp l’angle de QM et QG, nous avons

aô cos cp =  aS 

ou
ôcosep =  S.
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L’angle cp que nous considérons ici ne diffère d’ailleurs que 
par une constante de l’angle désigné précédemment par la 
même lettre ; leurs différentielles auront donc la même va
leur. En différentiant les deux membres de l’égalité précé
dente, nous trouvons

«¿0 „ . . 
costp — Gsincp =0,

d ônouvelle égalité qui nous montre que est du même ordre

que 0, et par suite, que S. Pa*r conséquent ^  est de l’ordre de

rr et ^ , donné par la relation (10) est de l’ordre de^.

Si le point P est à une distance finie r de la sphère, ^  est

de l’ordre de rx et si l’on veut que cette dérivée soit du même 
. à

1 , .
ordre que r il faut que 8 soit de l’ordre de y A. Si au

contraire le point P est à une distance de la sphère 
de l’ordre de A, il faudra que 8 soit du même ordre que A

pour que ^  soit un infiniment grand de l’ordre de

La droite qui joint le point P à la source lumineuse devra 
donc rencontrer la sphère à une distance du contour de l’écran 
de l’ordre de A pour qu’il y ait en P un éclairement anormal ; 
la région dans laquelle doit se trouver le point P est alors trop 
petite pour être observable. On ne pourra observer d’anoma
lies dans l’éclairement de P que lorsqu’il sera une distance 
finie de la sphère.

Ainsi, sur une sphère concentrique à S, et de rayon a -\ - b,
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b étant fini, la région occupée par les franges de diffraction 
est de même ordre de grandeur que \/A. Sur la sphère S elle - · 
même, cette région est du même ordre de grandeur que A.

91. Examinons le second cas dans lequel est une quan-

tité infiniment grande; étant infini, ^  doit être infiniment
«0 aiep

. .  Vpetit. Si est une quantité finie, il faudra, pour que

que soit de l’ordre de A.. .A  ^  etep
Il faut en d’autres termes que 6 soit une constante aux 

quantités près de l’ordre de A, c’est-à-dire qu’en négligeant 
les quantités de cet ordre, un arc fini du contour de l’écran 
puisse être regardé comme un arc de cercle ayant son centre 
en Q ; la distance du point Q au centre de courbure moyen 
de cet arc doit donc être de l’ordre de A ; il résulte de là que 
les points éclairéë d’une manière anormale sont tous contenus 
à l’intérieur d’un cercle dont le rayon est de l’ordre de A et 
que les phénomènes sont inobservables.

Il faut donc pour que l’observation soit possible que sin 0 
et par conséquent le rayon de cet arc de cercle soit très 
petit.

aep
dr soit de l’ordre de

Si est une quantité de l’ordre de \/Â il suffira que ^

et par suite la distance du point Q au centre de l’arc de cercle 
soit aussi du même ordre.

La région de l’espace dans laquelle le point P doit être situé 
pour présenter des phénomènes anormaux est alors suffisam
ment grande pour qu’on puisse observer ces phénomènes. 

Remarquons que si le point P est situé sur la sphère, son
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éclairement sera déterminé par la théorie géométrique des 
ombres, ou du moins, l’observation sera impuissante à déceler 
une différence entre l’éclairement ainsi déterminé et l’éclai
rement réel.

On aura, en effet, quand le point P tend vers le point Q 

^ , car, dans le triangle MOP, on a

sin 0 _sin OMP
r  a

età la limite l’angle OMP est droit. Puisque est fini il arri

vera encore, d’après ce que nous venons de voir, que les 
phénomènes ne seront pas observables.

92. Nous allons montrer maintenant que la condition de 
transversalité

©o — ~f~ "nô ~f~ 0̂ --0

est remplie pour les points P situés en dehors de la sphère S 
ou sur cette sphère même.

En effet © 0 satisfait à l’équation :

A0O -|- a*0o =  o.

Nous avons donc à.l'extérieur de la sphère S d’après le n° 81

* = - / !
dixj)

les intégrales du second membre étant ’étendues à tous les 
éléments du> de la sphère S.

Or, nous avons vu que, si on laisse de côté la région où il y
LA LUMIÈRE, 9
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a des franges de diffraction, les phénomènes sont les mêmes 
que dans la théorie géométrique des ombres ; en d’autres 
termes, l’éclairement est nul en certains points et en d’autres 
il est le même que s’il n’y avait pas d’écran. Dans les deux cas

©o et sont nuis. an ,
Il suffira donc, avec le ' degré d’approximation adopté, 

d’étendre les intégrales du second membre à la région de la 
sphère S occupée par les franges ; or nous avons vu que cette 
région est de l’ordre de X. Les intégrales du second membre 
sont donc négligeables ; et par conséquent il ei> est de même 
de ©0

En résumé, les intégrales (4) satisfont.bien aux conditions 
A,B,G et D et il ne peut y avoir d’éclairement anormal que 
si le point.P est très voisin du bord de l’ombre géométrique.

93. Simplification des expressions Ç0 7|0 Ç0. N o u s  avons 
vu que, si le point Q est à une distance finie des bords d’un 
écran, l’éclairement du point P est le même que dans la 
théorie des ombres, et en second lieu que l’éclairement est 
modifié .si le point Q est à une distance de l’écran de l’ordre 
de y/X. L’éclairement d’un point ne dépend donc gpère que des 
portions de la sphère qui sont voisines du point Q. Ce point 
est appelé 1 epâle dû point P. Nous allons profiter de cette re
marque pour simplifier les valeurs de Ç0 T]# Ç0 données par les 
intégrales (4).

Prenons la première de ces intégrales,

$0 = J 'x 2du e~  (ùt + ftia.nos ip

Puisque les parties de cette intégrale qui ne sont pas négli-
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geables sont celles qui correspondent aux points très voisins
du pôle Q du point éclairé P, nous n’étendrons l’intégrale
qu’à cês points, et nous pourrons considérer X2 et <|> comme
des constantes. Gomme en outre a est une quantité très 

»
grande et que r  doit être fini pour que les phénomènes de 
diffraction soient observables, nous pouvons dans la quantité

place'e feous le signe d’intégration négliger le terme par

rapport aux deux autres termes ¿a et ta cos <)/. En faisant cette 
simplification et en mettant les termes considérés comme 
constants en dehors de l’intégrale, nous avons

50 =  X2îa (1 cosij/)

On sait d’ailleurs (84) que

X2 = k .
’

par conséquent, en remplaçant, dans l’expression de ?0, X2 et 
cos | par les valeurs de ces quantités au pôle Q, nous aurons

La distance rdu point P aux points de la sphère qui avoi
sinent le pôle Q diffère très peu de la distance PQ =  b, 
et,- par suite, peut être mise en dehors de l’intégrale puisque 
cette intégrale n’est étendue qu’aux points voisins de Q. La 
valeur, de i;0 deviendra

? — _11 /  eiCirdo>
ïo “  b j  a ■
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et enfin, par une dernière transformation,

eia

94. Cherchons la valeur de cette dernière intégrale. Nous 
avons dans le triangle MOP (fig.9),

r2 =  (a -f- b)2 -\- a2 — 2a (a -f- b) cos 6 ;

et comme nous n’avons à considérer que des points voisins du 
pôle Q pour lesquels 9 est très petit, nous pouvons remplacer

e2cos 8 par les deux premiers termes 1 — — de son dévelop-
A

pement ; nous aurons

r2. =  (a +  b)2 +  « 2 -  2a (a +  b) ( l  - £ ) ,  

ou

r2 =  (a -f- b —a )2 -f- a [a -f- b) O2 =  b2 -f- a {a -f- b) 02.

En désignant par s l’arc de grand cercle QM compris entre 
un point M de la sphère et le pôle Q, nous aurons,

et en portant cette valeur de 9 dans l’expression de r2, il 
viendra

»

r2 =  b2 4 - z A  si ' 
a

-----b = a ~1~ b 2 
a {r  +  b)S ·

O n tire  de là ,
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Mais r différant très peu de b, on peut remplacer r -)- b par 
2b, de sorte que l’on a

r — _  a +  6 2 
— 2 ab ■

Cette valeur de r  — b portée dans l’expression delj0, donne

’ 5o =
a + />„ 2 
2a* dut.

L’intégrale ne devant être étendue qu’aux portions de la 
sphère avoisinant le point Q, on peut considérer ces portions 
comme situées dans le plan tangent à la sphère en Q. Prenons 
dans ce plan deux axes de coordonnées rectangulaires se cou
pant en Q. Dans ce système les coordonnées du point M se
ront les distances l et V de ce point aux axes. Pour simplifier 
l’expression de ?0, nous définirons la position du point M par 
deux paramètres u et v tes que

l —  u

On a alors.

et

\/ 2 abl
2 ( a  +  ô)

V , /  abl
-M ) ’

s2 =  P -f  P  =  (M2 -f V2) abl

dut =  d l. dt — dudv

2 [a +  b)' 

abl
2 (a -f- b)‘

En portant ces valeurs de s2 et de du, dans l’expression de ?0, 
nous aurons après simplifications'
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et comme nous avons posé a =  — , nous obtenons en rem-
À

plaçant a par cette valeur

(U)
iatj, eig6 

2(a -j- b) dudv.

95. Intensité lumineuse en un point. — D’après ce que 
nous avons dit au n° 76, la composante suivant l’axe des x  

du déplacement d’un point P situé en dehors de la sphère S, 
est

\ =  partie réelle de ?0 e~iaVt,

où £0 est remplacée par l'expression (1 1 ) que nous venons de 
■trouver. Nous aurions pour les deux autres composantes les 
quantités

■»1 =  partie réelle de 7|0e-'“™,

Ç =  partie réelle de K ^~iaVt,

■vio et Ç0 se déduisant de Ç0 en remplaçant dans l’expression (1 1 ) 
S, par. iri, ou Ç,. L’intensité lumineuse au point P sera donc 
proportionnelle à

■ >[(f)'+($)'+©’}
or, on a, ’

partie réelle de iaV$0e -iay* -f- e-<«vi

et deux expressions analogues pour ^  et Par conséquent 

l’intensité est proportionnelle à la somme des carrés des
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modules des trois quantités analogues à

135

dt J

Mais dans la valeur (H) de ?0 la seule quantité qui dépende du 
temps est \K, de sorte que l’intensité est égale à la somme des 
carrés des modules de trois quantités dont la première est

(1) ( - iaVÇ, +
iaeli

dt )  2 (a -f b)
f

e 2 +l’ 1 dudv,

et dont les deux autres se déduisent de celle-ci en remplaçant 
1̂ par vi, et Ç,.
lies phénomènes de diffraction s’observant dans un plan, 

nous avons à considérer l’intensité relative de points situés 
dans un même plan. Ces points étant toujours voisins entre 
eux et à une certaine distance de l’écran, nous pouvons ad
mettre que >les distances b de chacun d’eux à la sphère qui, 
contient l’écran sont les mêmes. Il en résulte que, dans cha
cun des termes (1 ) dont la somme des carrés est propor-

tionnelle à l’intensité, le facteur iae‘i<xb

est le même pour
2 (a -j- b)

ces points, si toutefois on ne considère que la lumière homo
gène. En outre, comme ces points sont vus au même instant et" 
que les valeurs de -rj, Ç, varient peu quand on passe d’un point

de la sphère S à un point voisin, le facteur (— iv.Y?, -f- di,
dt

aura sensiblement la même valeur. L’intensité relative 
de la lumière aux différents points observés, sera donc 
proportionnelle, au même instant, au carré du module de
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l’intégrale,

(2) dudv,

qui se trouve en facteur dans le terme (1 ) et les deux qui s'en 
déduisent. 11 nous suffira donc pour avoir l’intensité lumi
neuse aux divers points du plan où se font les observations, 
d’étudier les variations du module de cette intégrale.

96. Expression de l’intégrale (2) dans le cas d’une 
fente à bords parallèles. — Nous supposerons que l’un 
des axes auxquels correspondent les paramètres u et v est 
parallèle aux bords de la fente ; ce sera l’axe des w, par 
exemple.· Si on se reporte à la relation

* . /  âbî
s = » V î ( ï + i ) ·

qui lie le paramètre u à la distance 8 d’un point du plan des
8

uv à l’axe des v, on voit que u est de l’ordre de 7̂̂ . La fente
ayant une longueur, sinon illimitée, du moins très grande par

— \

rapport aux quantités de l’ordre de ŶA, les valeurs de w se
ront toujours très grandes pour les points qui sont observés. 
Par conséquent, on peut dans l’intégrale (2) regarder les 
limites de u comme infinies. Nous désignerons par vf et v2 

les limites de v qui ont en général des valeurs finies, la lar
geur de la fente étant petite. Nous pouvons mettre cette inté
grale dont les limites sont des constantes sous la forme
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La première de ces intégrales a pour valeur 1 +  i dont le mo
dule est 2 ; de sorie que nous n’avons à, nous occuper que de 
la seconde qui devient, lorsqu’on y remplace l’exponentielle 
par les fonctions trigonométriques,

(3)

97. Représentation graphique de l’intégrale (3). —
Les deux intégrales du second membre sont connues sous le 
nom d'intégrales de Fresnel ; nous allons les étudier. Pour 
simplifier les calculs, nous supposerons nulle la limite infé
rieure de ces intégrales ; il sera facile ensuite de passer au 
cas général où les limites sont quelconques en faisant la 
somme algébrique de deux intégrales dont une des limites 
est o.

Posons donc

et construisons la courbe lieu des points de coordonnées x  

et y. Elle passe par l’origine des coordonnées, car on a 
x  —  y  —  o pour v =  o. Si on change v en — v, l’élément 
des intégrales ne change pas, mais la limite supérieure change
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de signe et a? et y  changent à la fois de signe ; l’origine est 
donc un centre de symétrie de la courbe.

Prenons les différentielles de oc et de y, nous avons

, tcw1dx =  cos —  dv, 
2 ’

t . kv2ay =  sin —ÿ - dv.

En élevant au carré et additionnant, nous obtenons

dx2 -)- dy2 =  ds2 =  do2 ;

donc

ds == dv,

ds étant un élément d’arc de la courbe. En intégrant les deux 
membres de cette égalité et en prenant o pour constante d’in
tégration, ce qui revient à compter les arcs à partir de l’origine 
puisque.» —  y =  o pour v =  o, on a

dxi 'Le rapport de ~  donne la tangente de l’angle formé

l’axe des a? et la tangente à la courbe au point x, y  ; en 
signant par a cet angle on a

par

dé-

(4 )

Le rayon de courbure en un point est donné par

ds   dv   1
rfa 7:vdv ko ’

à l’origine, c’est-à-dire pour v =  o, le rayon de courbure est
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infini et comme a est nul en même temps que v l’axe des« 
est une tangente d’inflexion au point O {figAÏ).

Pour construire la courbe 
nous ferons varier v de o à l’in
fini ; l’angle a de la tangente à 
la courbe avec l’axe ox aug
mentera au delà de toute li
mite ; le rayon de courbure 
tendra vers o. Nous aurons 
donc une courbe en forme de 
colimaçon avec un point asymp
totique. Cherchons les coor
données de çe point A. Pour cela cherchons la valeur de l’in
tégrale

0

Fig. i l .

dv.

On sait que l’on a

r--2cfcr =  !  \Ac.

' ■

Si nous posons

„ VK a
■z2 =  — ^ v >

nous avons,
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Par conséquent, nous aurons pour l’intégrale cherchée,

or
v

imî1
e 2 do —  x  -J- iy, 

donc, pour v =  oo, nous avons

Telles sont les coordonnées du point asymptotique A. On 
obtiendra la partie de la courbe correspondant à des valeurs 
négatives dè »par symétrie.

98. Pour mieux définir la courbe nous pouvons cher
cher la manière dont varie la distance AM du point asympto
tique A à un point quelconque M de la partie de la courbe qui 
correspond aux valeurs positives de v.

Soit via valeur du paramètre qui correspond à ce point, ses 
coordonnées seront

x  =

v

itv2 ,cos ~ÿ- do,

Transportons l’origine des axes de coordonnées au point M ; 
l’abscisse du point asymptotique A par rapport à ces nou-
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veaux axes sera égale à son abscisse par rapport aux anciens 
axes diminuée de l’abscisse du point M, c’est-à-dire

HW2
T

dv — •KV* ,cos —  dv. 
2

L’ordonnée du point A par rapport aux nouveaux axes s’ob
tiendra de la même manière et on aura,

Les coordonnées du point asymptotique par rapport aux 
axes passant par M seront donc données par la partie réelle 
et la partie imaginaire de l’intégrale

oo

Nous allons chercher une autre expression de J. Pour cela, 
nous nous servirons encore de l’intégrale

oo

e~z*dz = ,2 y

Si nous posons
x  =  vw
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où v est supposé positif, nous aurons,

GO

e-uV vdw —
£

Le produit de cette intégrale par l’intégrale (S) donnera

.00 00

v‘iC~T~~w2'} J y—e '· '  vdvdw =  -  y 7r.
,2

Intégrons l’intégrale double du premier membre par rapport 
à v, nous aurons

Nous en déduisons une nouvelle expression de J qui nous 
montre que les coordonnées du point A par rapport aux axes 
menés par M parallèlement aux axes ooc et oy sont les parties
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réelle et imaginaire de

99. Si maintenant nous faisons tourner les axes autour du
i

point M d’un angle égal à k v2, c’est-à-dire d’après la rela-

tion (4), d’un angle égal à celui que fait la tangente à la 
courbe en M avec l’axe ox, nous aurons un nouveau système 
d'axes formé par la tangente et la normale à la courbe au 
point M. Désignons par x' et y  les coordonnées d’un point 
dans ce nouveau système, et par x K et y K les coordonnées du 
même point dans le système d’axes parallèles hox et oy et pas
sant par M. Nous aurons les formules de transformation

, K V 2  ,  .  K V 2

x  =  x K cos-  ̂- +  y K sin-gp

, • K V 2  . K V 2

, . y  = y { COS-g — sin— ·

En mullipliant la seconde par i et additionnant le résultat
avec la première nous obtenons «

x  +  iy' =  (x{ 4 - iyt) cos ----- (ixt —  y {) sin —

OU

x' 4 - iy' =  [xK 4 - 22/,) (40s ̂  — i Sin ̂

ou enfin

x' 4 - i ÿ  =  {xt 4- iyt) e
j'ÏZV2 
2 .
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Cette dernière relation nous montre que l’imaginaire œ'-f- iy' 

dans le nouveau système d’axes est égale à sa valeur x K-\-iy\
_ toi;2

dans l’ancien, multipliée par le facteur e 2 . Or, pour le 
point asymptotique A, on a

æ\ +  =  J»
par suite on aura

— Í?í
œ -f- iy* =  Je 2 

et l’égalité (6) nous montre que

*00/ oo

- J î - ^ f — dv;.

s/tz (2w>2 — iit)
0

En multipliant les deux termes de la fraction placée sous le/
signe d’intégration par la quantité imaginaire conjuguée du 
dénominateur, nous obtenons

/
oo
2 (2io2 - )-  ît:) e ~ v'-

Vtt (4wh -f- ir2)
duo

La distance du point A à la normale en M qui est la partie 
réelle de cette intégrale, aura pour expression

00

4w>2e -  u2“ *

y/ir (4 w *  —|— 7t2)
dw ;

et la distanc e à la tangente qui en est la partie imaginaire
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sera

Les éléments de chacune de ces deux dernières intégrales

en M sont toujours positives et décroissantes. Il en résulte 
que la distance AM va toujours en décroissant En effet, s’il 
en était autrement, cette distance présenterait un maximum 
ou un minimum. Au point correspondant à ce maximum ou à 
ce minimum, AM serait normal à la courbe et la distance du 
point A à la normale serait nulle, ce qui ne peut être d’après 
ce qui pre'cêde.

On peut voir que pour les points de la courbe voisins du 
point A, la droite AM est sensiblement normale à la courbe. 
Pour ces points v est très grand et l’exponentielle e- ”2“2 est 
très petite à moins que w ne soit petit ; on pourra donc 
dans l’irttégrale (7) négliger les éléments qui ne correspon
dent pas à une petite valeur de w. Mais si w est petit, le dé
nominateur 2m>2— *7r se réduit sensiblement à — in, de sorte 
que la valeur de x' -f- iy' est approximativement

La partie réelle étant nulle, la distance du point A à la nor
male est nulle, c’est-à-dire que AM est sensiblement normale.

1
La valeur de AM est approximativement —

sont positifs et décroissent quand v varie de o à oo . Par con
séquent les distances du point A à la normale et à la tangente

>00

e — ”2™2 dw = 2 i 1 \Jn___ i_
n \Jn  ̂ M "KV

LA LUMIÈRE. 10
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La forme de la courbe est alors suffisamment bien déter
minée.

100. Diffraction produite par une fente étroite. —
Nous avons vu au n°96que l’intensité lumineuse en un point 
extérieur est proportionnelle au carré du module de l’intégrale

«2 ■ ·
,i% 9 .
e2 ” dv. 

vi

Le module de cette intégrale est égal a la différence géomé
trique des modules des intégrales

Si M4 (jîg. 12) est le point de la'courbe représentative qui cor
respond à vt, M2 celui qui correspond à v2, les modules de 

ces intégrales seront OM̂ et 0M2 ; leur 
différence géométrique est M, M2.

Si on considère un point P éclairé par 
une fente, les quantités v, et v2 sont pro
portionnelles aux distances qui séparent 
son pôle Q des bords de la fente ; comme 

ris· 12· la largeur de la fente est constante, la
différence v, — v2 a toujours la même valeur quel que soit le 
point P considéré dans le plan d’observation. Or, nous avons 
vu que et v2 sont égaux aux longueurs des arcs de courbes 
OMj et 0M2 ; par conséquent l’arc M2 a toujours la même
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longueur. Nous, devrons donc, pour avoir les variations de 
l’intensité lumineuse aux différents points du plan d’obser- ' 

vation, chercher les variations de la longueur 
d’une corde M, M2 sous-tendant des arcs 
égaux. Pour qu’il y ait maximum ou mini
mum, il faut que le triangle formé par la 
corde et les tangentes M1 T, et 

M2 T {fig. 43) soit 
' isocèle, ou bien 

. . que.les tangentes.
¡Fig. 1 3 . aux extrémités

soient parallèles et de même sens {fig. 14). Nous aurons ainsi 
deux catégories de maxima et de minima. Pour la seconde 
catégorie on devra avoir .

π 

2 ' > Γ +  2Κπ,

7Γ ·'
2V  étant l ’angle formé par la tangente en un point avec 

l’axe des x. Cette égalité nous donne

j , t>| — »? .=  4K
ou

. 4K
V 2  +  =  —  ’

en posant
■ l = v . À —  v t .

. Quant aux maxima et minima de la première catégorie, leur 
recherche est très compliquée. . :

‘ 101. Diffraction par le bord d’un écran. — Dans] ce 
cas, la limite de l’intégrale (3) du §96 est infinie et l’inten-
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sité lumineuse en un point P est proportionnelle au carré du 
module de

Si M4 est le point correspondant à u, ce module est égal à 
la longueur AM̂ de la droite qui joint le point asymptotique A 
au point M,.

Quand lepointP est à l’intérieur de l’ombre géométrique, 
son pôle Q est sur l’écran; par con
séquent la limite inférieure vt de l’in
tégrale précédente est positive et le 
point qui lui correspond est sur la 
partie de la courbe située du môme 

-x côté que A (fig. 15). L’intensité va 
Fig·15· donc en décroissant très rapidement

dès qu’on s’écarte du bord de l’ombre géométrique sans pré
senter ni maximum ni minimum.

1
AM étant approximativement égal à — , le carré du

1
module de notre intégrale est égal à ^5̂ 5·

Par conséquent du côté de l’ombre géométrique, l’intensité 
lumineuse varie sensiblement en raison inverse du carré de 
la distance au bord de cette ombre.

Si le point P est en dehors de l’ombre géométrique, son 
pôle Q est en dehors de l’écran ; la valeur limite v{ est néga
tive et le point M, est sur la partie de la courbe située au- 
dessous de l’axe des x. La droite AMi et par suite l’intensité
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en P, présenteront une succession de maximum et de minimum ;
ôn aura des franges. Les
maxima et minima de AM,
correspondent aux points où
cette droite est normale à «
la courbe. Quand le point 
M, est voisin de A' les nor
males à la courbe qui pas
sent par A diffèrent peu de 
la droite AA'. Cette droite 
faisant avec ox un angle

TT *égal à y; la tangente en un Fig. 10.

point correspondant à un maximum ou un minimum fait 
avec ox un angle donné par la formule

- ï + k*.

TTCet angle ayant pour valeur en fonction deu,  ̂a2, nous 
aurons l’égalité

I ’ ’  =  - Ï  +  k*

qui donnera pour v2

v2 =  2K — J·

Telle est la formule qui donne approximativement les va- 
leurs de v2 correspondant aux maxima et minima.

Soient M, et M2 deux points correspondant à un maximum 
et à un minimum consécutifs. La différence d’intensité sera

AM? — AM I.
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Si le maximum est d’ordre élevé, les points M, et M2 :sëront 
très voisins l’un de l’autre et seront sensiblement sur la droite 
AA', on aura alors sensiblement

AM, +  AM2 =. 2AA'

AM, — AM, =  À'M, -j- A'M, =  —  +  —

v, et u2 étant les valeurs de v qui correspondent à M, et à M2. 
La différence d’intensité sera donc

2AA

ne qui montre que la différence entre un maximum et un mi
nimum consécutifs varie sensiblement en raison inverse de-la 
distance au bord de l’ombre géométrique.

102. Diffraction par un petit écran circulaire. — Sup
posons qu’un petit écran circulaire occupe une partie de la 
sphère S. Pour avoir les variations de l’intensité lumineuse 
aux différents points d’un plan situé à une distance b du Centre 
de l’écran, nous devrons comme précédemment étudier les 
variations de l’intégrale

(1 )'

étendue à, tous les points du plan.tangent à la sphère en Q, 
qui sont en dehors de l’écran. .

Cherchons en particulier l'éclairement en un point situé sur 
la droite qui joint la source lumineuse au centre de l’écran ; 
le pôle du point considéré se trouve alors au centre de l’écran.
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Posons
u — p cos <p, î? =  psincp.'

On aura
p 2 =  W 2 D 2

el comme u et » sont proportionnels aux distances d’un point 
du plan tangent en Q à deux axes'rectangulaires passant par 
Q, p sera proportionnel à la distance de ce pointa Q. Par con
séquent,.si nous prenons comme coordonnées pet <p, les bords 
de l'écran auront pour p une valeur constante a. Le produit 
du dv proportionnel à la surface d’un élément devient dans 
ce système de coordonnées pdpdto ; par conséquent l’intégrale 
qui donne l’intensité est

En intégrant par rapport à 9, on a :

00
«V

e 2 pdp ;

.et en faisant l’intégration par rapport à p, on obtient

00

a

Pour la limite p =  00 , la valeur de l’exponentielle imaginaire 
est indéterminée. Nous prendrons pour cette valeur zéro, car

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



152 THÉORIK MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

nos formules ne s’appliquent qu’au cas où p est petit et les 
éléments de l’intégrale (3) qui correspondent à des valeurs très 
grandes de p ne doivent pas être considérés. Nous aurons donc 
simplement

Le module de cette dernière exponentielle est 2. L’intensité 
lumineuse au point considéré est donc indépendante de a, et 
par suite, du rayon de l’écran ; elle a la même valeur que si 
a =  o, c’est-à-dire que si l’écran n’existait pas.

Cette conséquence des formules de diffraction a été trouvée 
par Poisson. Presnel a vérifié expérimentalement la présence 
de ce point lumineux au centre de l’ombre géométrique don
née par un petit écran circulaire.

On conçoit facilement que ce phénomène ne se produise 
qu’avec un petit écran, car, dans le cas contraire, nos formules 
ne s’appliquent plus. En effet nous avons vu (95) que l’inten-

d l ,sité en un point dépend des valeurs de et de aux divers

points de la sphère S, valeurs que nous avons supposées 
constantes; ce qui ne peut être que si nous ne considérons 
qu’une très petile portion de la sphère S.

103. Diffraction par une petite ouverture circulaire. 
— Dans ce cas, les limites de l’intégrale (3) du paragraphe 
précédent sont 0 et a. Nous avons donc pour l’intensité en un 
point dont le pôle occupe le centre de l’ouverture, une quan
tité proportionnelle au module de
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Le module du premier facteur est 2, celui du second facteur 
varie de 0 à 2 avec la valeur de a. Ce module est nul pour 
a? =  4K, K étant un entier ; il est égal à 2 pour a? =  4K +  2. 
Nous aurons donc en un même point de l’espace de l’obscu
rité ou de la lumière suivant le rayon de l’ouverture. Autour 
de ce point, on aura des franges qui par raison de symétrie 
devront être circulaires.

104. Diffraction en lumière parallèle. — Un cas par
ticulièrement intéressant de la diffraction est celui où l’on ob
serve les phénomènes à une grande distance d’un écran placé 
très loindelasourcelumineuse. Nous pourrons alors considérer 
le rayon de la sphère contenant l'écran comme infini, et cette 
sphère deviendra un plan. .

Soit P {fig. 17) un point de l’espace ; l’une des composantes 
du déplacement de ce point R M o
sera la partie réelle de

avons vu que quand l’écran n’était pas très éloigné de la 
source lumineuse, la portion de la sphère voisine du pôle du 
point P avait seule de l’influence sur l’éclairement de ce point. 
Il en sera de même quand le rayon de la sphère deviendra 
infini et nous n’auroqs encore à considérer dans la recherche 
de l’éclairement du point. P que les points du plan R voisins

X étant une fonction du dépla
cement ^ d’un point du plan R, 
et l’intégrale étant étendue à 
tous les points de ce plan. Nous

Z
Fig. 17.
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du pied de la perpendiculaire abaissée de P sur le plan. Nous 
pourrons donc supposer que la fonction X a une valeur cons
tante et la faire sortir du signe d'intégration. En outre, le 
point P étant supposé éloigné du plan, ses distances PO et 
PM à deux points voisins M et O différeront peu l'une de

1l’autre, et nous pourrons considérer le facteur -  comme

-ayant la même valeur pour tous les éléments de l’intégrale 
-qui ne sont pas négligeables.Nous aurons donc pour cette in
tégrale

e,a,'cfco

en appelant r0 la distance du point P à un point arbitraire O 
du plan Q

105. Par les mêmes considérations que celles que nous 
avons exposées au § 95 nous arriverions à, montrer que l'in
tensité lumineuse des divers points d’un plan parallèle à R 
èst proportionnelle au carré du module de l’intégrale

(1) ' ' ( ¿ d i a .

Transformons cette intégrale. Du point M abaissons sur OP 
la perpendiculaire MM' et désignons par P l’angle OPM et 
par r la distance PM ; nous aurons

PM' — reos P =  r — r (1 — cos P) =  r — 2rsina - ·» J t

L’angle P est très petit puisqu’on ne considère que des points

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DIFFRACTION 155

du plan R voisins l’un de l’autre ; par suite sin2 -  est le carré

d’une quantité très petite et quoique r soit supposé très grand, 
Ple produit 2rsin2 -sera négligeable. On aura PM'=  r ’et 

. ’ » M · , < · ‘ * ’ (
OM' =  r0 — r.

Prenons dans le plan R deux axes de coordonnées rectan
gulaires passant par O. Si nous .désignons para;' et y  les 
coordonnées de M et par ¿et m les cosinus de la direction OP 
avec les axes, nous aurons pour OM' qui est la projection de 
OM sur OP, r

’’ ' ' , · 1
OM' =  Ix -f- my

et par conséquent,

r a — r  —  Ix +  my,

En portant cette expression de r0 — r  dans, l’intégrale (1), 
’elle devient

mais comme nous n’avons à considérer que le carré du 
module de cette intégrale nous pouvons prendre

( 2 ) ·  > ,  J ' gía(te,+ /«2/)¿ ÜJ)

dont le module est le môme.

106. Franges produites par une ouverture ayant 
un centre de symétrie. — En général les mini ma d’inten
sité lumineuse ne sont pas nuis, car le module de notre “inté
grale ne pourrait s’annuler que si la partie réelle et la partie
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imaginaire s’annulaient à la fois ce qui n’aura pas lieu en 
général : mais dans le cas de la diffraction produite par une 
ouverture ayant un centre de symétrie, ces minima sont 
égaux à zéro.

En effet, si nous supposons que le point 0 est le centre de 
symétrie de l’ouverture, l’intégrale

f  eia(lx + m̂ diü,

étendue à tous les points de l’ouverture, doit conserver la 
même valeur quand on change a: en — a? et y en — y. Par 
ce changement l’intégrale devient

/ * - t a l l x  + m y)¿l0¡¡

La partie imaginaire de cette intégrale est de signe contraire 
à la partie imaginaire de l’intégrale précédente. Gomme ces 
deux intégrales ont même valeur, la partie imaginaire est t 
nulle et chacune d’elles se réduit à la partie réelle.

j 'cos a (Ix -f- mÿ) dm,

Cette intégrale est réelle et n’est généralement pas toujours 
de même signe. Il faut donc qu’elle s’annule, de sorte qu’en 
lumière .homogène les minima d’intensité sont rigoureusement 
nuis.

107. Diffraction par des ouvertures semblables. —
Désignons par 8 l’angle de la direction OP {fig. 17) avec la per- 
peildiculaire en 0 au plan de l’ouverture. Nous allons mon
trer que si on remplace cette ouverture par une ouverture
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semblable dont le rapport de similitude h la première est K, 
le sinus de l’angle de déviation 8 qui correspond à une même 
frange est divisé par K.

Si x  et y  sont les coordonnées d’un point de la première 
ouverture, les coordonnées du point correspondant dans l’ou
verture semblable seront Ki» et Ky. L’intensité lumineuse en 
un point P auquel correspondent les cosinus directeurs l et m 

sera, dans le cas de la première ouverture, proportionnelle au 
carré du module de

J'g  ia  ( l ï  +  m y ) ^ ,

et dans le cas de la seconde, au carré du module de 

J e ia.K (la: +  »»y) K aC?to.

Si nous considérons un point P., toujours situé à la même 
distance du plan R, mais dont les cosinus des angles avec les

i  V î taxes des œ et des y  sont ·= et -rT, l’intensité lumineuse enü IV
ce point sera, avec la seconde ouverture, proportionnelle au 
carré du module de

j  e!a(te + '«ÿ)KMo.

Cette intensité sera proportionnelle à l’intensité au point P 
supposé éclairé par la fente p’rimitive et les maxima ou mi- 
nima de ces intensités auront lieu en même temps. Cher
chons le sinus de l’angle de déviation 81 du point Pr En ap
pelant cp l’angle du planPOZ avec le plan des xz, on a,

l =  sin 8 cos cp m =  sin8 sin cp.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



158 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

Par suite
sin2 8 =  l2 -f- m2.

%

Pour le point P4 on aura .

•as '  P  , m 2Sm3^ . - £ 2 ,+ J â  ’

et par conséquent

. siri2 Ssin2 81 = - j r ‘

Cette égalité nous montre que si on remplace une ouver
ture par une seconde K fois plus grande, le sinus de l’angle 
de déviation correspondant à une même frangé est divisé ‘ 
par K ; le plan de diffraction sera d’ailleurs le même, puisque

le rapport ~  n’a pas varié. . '

Ainsi deux ouvertures semblables produiront des figures de 
diffraction semblables; mais les dimensions de ces figures 
seront en raison inverse ides dimensions des ouvertures..

108. Théorème de Bridge.,— Lorsqu’un écran est percé
'k' * · i ' * · * ' i 1  ̂ , · ’
de plusieurs ouvertures identiques et semblablement dispo
sées, l’intensité en un point est égale à l’intensité résultant 
d’une seule ouverture.multipliée par l’intensité due à un en
semble de points lumineux disposés dans le plan comme le 
sont les ouvertures. ;
• L’intensité en un point P est proportionnelle au carré.du 

module de l’intégrale

(1 ) I e
/oc (Ix + my) dm

étendue à toutes les portions éclairées de l’écran. Celte inté-
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grale sera la  somme d’intégrales de même forme étendues à la

surface- de chacune des ouvertures. Ces ouvertures étant égales

et sem blablem ent disposées, si à  un point de coordonnées

x  et y  de l ’une d’elles correspond un point de é coordonnées

x  -j- a  et y  -f- b d’une autre, on aura tous les points de c e tte ,
»

dernière ert donnant à x  et’ y  toutes les valeurs que peuvent 

prendre.ces quantités dans la  prem ière ouverture. P ar con

séquent le. term e de l ’intégrale (1) qui correspond à une ou

verture quelconque est égal à

J  g i a  ( l (a  + x )  +mlb + y)) —  g i a { l a  + .mb)J '  e  i a  (te + my) f a  ^

ces intégrales étant étendues à .toute la surface de l ’une des 

ouvertures. L ’intégrale (1 ) aura donc pour valeur le produit

(1 q  ia  (la + mb) _|_.......  ̂J ' g  i o u lx  +  my) f a

que l ’on peut écrire

2gla(la + mb)J'gict (Ix + my) ^

l ’uniié s’obtenant en faisant a =  b =  0 

Le carré du m odule du prem ier facteur est proportionnel à 

l ’intensité lum ineuse due à n  points disposés dans le plan 

com m e le sont les ouvertures de l ’écran ; le carré du m odule de 

l ’intégrale est proportionnel à l ’intensité due à une seule ou

verture. Le théorèm e de Bridge est donc dém ontré.

1 0 9 .  T h é o r è m e  d e  B a b in e t .  — Deux écrans com plém en

taires, c ’est-à-dire tels qu’aux vides de l ’un correspondent
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les pleins de l'autre, donnent en un point de l’espace le même 
éclairement, excepté si ce pointest dans la direction de oz.

Désignons par R la portion éclairée du premier écran et 
par R'la portion éclairée du second. Puisqu’aux parties non 
éclairées du premier écran correspondent les parties éclairées 
du second, la somme des surfaces R et R' doit être égale à 
tout le plan. L’intensité lumineuse en un point de l’espace 
sera, avec le premier écran, proportionnelle au carré du mo
dule de l’intégrale

étendue à toute la portion éclairée de l’écran. Avec le se
cond écran, il faudra pour avoir l’intensité étendre cette in
tégrale à tous les points de la portion éclairée R' de l’écran. 
La somme de ces deux intégrales sera l’intégrale étendue à 
tout le plan, c’est-à-dire

Le carré du module de cette intégrale représente l’éclai
rement dû à une très grande ouverture ; d’après ce que nous 
avons vu au sujet des ouvertures semblables, les angles de 
déviation sont d’autant plus petits que les dimensions de l’ou
verture sont plus grandes. Pour une ouverture très grande 
les déviations seront très petites, c’est-à-dire qu'il n’y aura de 
lumière sensible que dans la direction de l’axe des z.

Cette intégrale est donc nulle pour tous les points de l’es
pace qui ne sont pas voisins de l’axe oz. Par conséquent, pour

J ' e ia(lx + m y)d<ü'

H“ 00

---00
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tous ces points les intégrales qui servent à trouver l’intensité 
en un point ne différeront que par le signe et le carré de leur 
module aura la même valeur. L’intensité lumineuse est donc 
la même en ces points.

110. Diffraction par des ouvertures allongées. —
Supposons qu’on remplace l’ouverture d’un écran par une 
autre obtenue en multipliant les ordonnées de chaque point 
de la première par la même quantité K sans changer les abs
cisses. Dans une telle transformation un carré devient un rec
tangle, un cercle devient une ellipse.

L’intensité lumineuse en un point de l’espace quand on 
prend la seconde ouverture est proportionnelle au carré du 
module de l’intégrale

Par conséquent l’intensité lumineuse donnée par la seconde 
ouverture en un point P4 auquel correspondent les cosinus l et
f ï t  'g· sera égale à K fois .l’intensité donnée par la première ou

verture un point P tel que les cosinus directeurs de OP sont 
¿ et m.r

Si dans le plan passant par P et parallèle au plan R de la 
figure 17,nous menons des axes de coordonnées parallèles aux 
axes des a; et des y  tracés dans le plan R, les coordonnées 
x t et y K de P par rapport à ces axes seront égales aux coor
données de la projection de ce point sur le plan R. Les cosi
nus directeurs de la direction OP sont l, m et cos 8 ; par consé- 
i quent, en désignant par z la distance constante du point P au 
plan R on a

J eia +

h  · - mz
y y . cos8

LÀ LUMIÈRE. 11
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où, en remplaçant cos S par sa valeur en fonction de ¿et de w,

. % ■ I z  ■ m z

V l  —  P  —  nP \/l —  P  —  nP

■ Par conséquent, quand on remplace une ouverture par une 
autre dont les ordonnées sont K fois plus grandes les coordon
nées du point dont l’intensité est K fois celle que possédait 
le point x i t  y K avec l’ouverture primitive sont :

Ce point s’est donc rapproché de l’axe des œ t .

Les déviations sont généralement petites de telle sorte que 
nous pouvons négliger P  et r r P  et écrire ;

æ1 = Iz , y k —

x't =  Iz,
' mz

y { =  -y

cct =  æj, ■ II

L’abscisse du point qui correspond à un maximum d’inten
sité n’a donc pas changé pendant que l’ordonnée est devenue 
K fois plus petite. On déduira donc les nouvelles figures de 
diffraction des anciennes en multipliant les ordonnées de tous

les points par

Supposons en particulier que l’ouverture primitive soit cir
culaire. Par raison de symétrie, les franges de diffraction se-
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ront aussi circulaires. Si nous multiplions les ordonnées des 
divers points de l’ouverture par K, celte ouverture deviendra
une ellipse. Pour obtenir les nouvelles franges de diffraction,

. . . ' . ' i
il faut multiplier les ordonnées des anciennes franges par^; ces
franges deviendront ainsi elliptiques.

Ainsi une ouverture elliptique produit des figures de dif
fraction qui sont aussi des ellipses. Ces ellipses sont sem
blables à. l’ouverture mais inversement placées, le grand axe 
des franges elliptiques étant parallèle au petit axe de l’ou
verture.

Si nous prenons une fente très allongée, les points où l’in
tensité est nulle seront très, près de l’axe des car on peut 
considérer une"telle fente comme résultant d’ün carré dônt on 
a multiplié le côté parallèle à l’axe des y  par un nombre très 
grand K. On n’observera donc de phénomènes de diffraction 
que dans le plan des xz, c’est-à-dire, dans un plan perpendi
culaire à la longueur de la fente.

111. Diffraction par une fente ou un écran rec
tangulaire. — Désignons par 2a et 2b les dimensions de la 
fente. Pour avoir l’intensité lumineuse donnée en un point P 
par celte ouverture, nous avons à considérer l’intégrale

J  eiallx + my)cl(û)

étendue à toute la surface de la fente. L’élément de surface 
diz étant égal au produit dx dy, nous aurons pour nouvelle

I
forme de cette intégrale

J ' J ' e ia (te + my) dxdy ;

et comme nous pouvons supposer que l’origine des axes de
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coordonnées coïncide avec le centre de la fente, les limites d’in
tégration seront —  a  et -j- a  pour a;, et — b  et —|— b  pour y .  

Les limites d’intégration étant des constantes, l’intégrale pré
cédente est, le produit des deux intégrales simples, prises, 
Tune par rapport à x ,  et l’autre par rapport à y .  Nous aurons 
à chercher le module du produit

.+  a ✓ »+ b

e  i a l x  d æ  J g  i a m y  ¿ [ y

Pour simplifier nos expressions, posons

(1 ). a l  —  u  .

nous aurons
,+  a b

La première intégrale de ce produira pour valeur

vu U

La valeur de l’intégrale prise par rapport à y  est

0 ib v  _  Q — ib v 2 sin b v

v  ,i v

Le produit des deux intégrales sera

sin aw sinJü
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ou encore
. . sin au sin bvAab----------- ;----

au bv -

On aura donc pour l’intensité lumineuse une quantité pro
portionnelle à

' (2)

Cette intensité deviendra nulle quand l’un des sinus sera nul, 
c’est-à-dire pour

(3) au —  Ktt, ou bv =  K'7r,

sin au\ 2 
au X

/ sin bv\2 
[  bv )

où K et K' sont des entiers quelconques, mais ne pouvant pas 
être supposés nuis. En effet pour K =  o ou K' =  o, la valeur

des deux facteurs -in aUi SI / - ->■ est l’unité et par conséquent au bv
l’intensité n’est pas nulle ; elle est même maximum, l’unité 
étant la plus grande valeur absolue que puisse avoir chacun 
des facteurs. Remarquons que si K et K' sont nuis on a 
u =  v —  o et par suite l —  m =  o. Le point dont on cherche, 
l’éclairement est alors situé sur l’axe oz (fig. 17) c’est-à-dire 
sur une perpendiculaire au plan de la fente élevée par le 
centre de cette fente. En tout point de cette droite l’intensité 
est maximum.

112. Les valeurs de Let de m qui correspondent aux mini
ma d’intensité s’obtiennent en remplaçant dans les équations 
de condition (3), u et v par leurs valeurs (1) ; ces valeurs 
sont

i  —  — , m ~ — ·
aa. ba. '

Nous avons vu (110) que si on prend dans le plan où s’ob-
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servent les phénomènes deux axes parallèles aux axes des x  et 
des y  et se coupant sur oz; les coordonnées œK et y, d’un point 
sont proportionnelles à laim . Par conséquent, les points dont 
l’intensité est nulle sont situés sur des droites parallèles à l’un 
des axes de coordonnées et équidistantes entre elles. Le phé- 
nomène aura donc l’aspect d’une série de mailles rectangulaires 
lumineuses dont le centre présente un maximum d’éclairement. 
Ces maxima. décroissent très rapidement dès qu’on s’écarte 
des axes, c’est-à-dire dès que m o u »  augmente, puisque l’ex
pression (2) à laquelle l’intensité est proportionnelle contient 
en dénominateur le produit u2 i>2. Aussi, ne voit-on guère 
qu’une croix lumineuse dans la direction des axes, formée par 
les points qui correspondent à K =  o ou K' =  o.

Le théorème deRabinet nous indique que l’on aura le même 
phénomène en prenant un petit écran rectangulaire.

Si l’une des dimensions de la fente a une grandeur consi
dérable, on n’aurà, d’après le §110 de phénomènes observables 
que dans le plan perpendiculaire à la plus grande dimension 
de la fente. On verra uhe série de bandes.d’intensité nulle 
séparées par des bandes lumineuses dont l’éclairement décroît 
très rapidement à partir de la bande centrale. Le calcul 
montre qu’au'second maximum correspond une intensité 
20 fois moindre qu’au premier.

Les mêmes phénomènes s’observeraient avec un fil.

113. Cas de n points lumineux irrégulièrement dis
posés dans un plan. — En appelant a et b les coordon
nées d’un quelconque de ces points, que nous supposerons 
avoir la même intensité, l'intensité lumineuse en un point de 
l'espace est proportionnelle au carré du. module de la
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somme

g i (ua +  vb)'

Or, le produit de deux quantités imaginaires.conjuguées est 
égal au carré du module de l’une de ces imaginaires ; l’inten
sité lumineuse sera donc proportionnelle à

g i (ua +  vb) ’SÿT g _  i (na +  vb) —_  g i [ a [ a - a ' ) + ( f( 6 - b ')]

a  etô'étant les coordonnées d’un second point lumineux quel
conque.

Le nombre des termes de ce produit est n 2. Pour n  d’entre 
eux, ona«  =  Æ,l b  =  V et la valeur de chacun d’eux est 1  ; 
leur somme sera n .  Pour les w2 — n  autres termes le module 
est 1 et l’argument, u  ( a  — a ! ) - \ - v  [ b  — b '). Cet argument’ 
peut prendre toutes les valeurs possibles puisque les points 
sont irrégulièrement distribués. Or, on sait que la valeur 
moyenne de e“P, où <p peut prendre toutes les valeurs pos
sibles, est zéro ; par conséquent, la somme des n2 — n  termes’ 
considérés est nulle. L’intensité en un point éclairé par les n  

points dé même intensité sera donc une constante égale à n '  

fois l’intensité donnée par un seul point éclairant.

114. Cas de n  ouvertures. — Considérons n  ouvertures 
égales, semblablement disposées mais irrégulièrement placées 
dans le plan. D’après le théorème de Bridge (108), l’intensité 
sera le produit de deux facteurs, dont l’un est proportionnel à 
l’intensité donnée par une seule fente, et l’autre proportionnel 
à l’intensité donnée par n  points placés dans le plan comme le 
sont les ouvertures. Quand ces ouvertures seront irréguliè-
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remenl placées, ce second facteur sera, d’après le paragraphe 
précédent, égal à n fois l’intensité résultant d’une seule ou-, 
verture.

Le théorème de Babinet nous apprend qu’il en serait de 
même avec n écrans. En particulier avec n petits écrans cir
culaires on devra avoir les mêmes phénomènes qu’avec un 
seul écran ; les maxima de l’intensité lumineuse seront seu
lement devenus n fois plus grands. On peut vérifier ce fait 
expérimentalement en saupoudrant de lycopode l’objectif 
d’une lunette astronomique ; on aperçoit des franges noires 
et brillantes lorsqu’on fait l’expérience en lumière homo
gène.

115. Cas de deux points d’égale intensité. — Prenons 
pour axe des x  une droite passant par ces points, et pour axe 
des y  une perpendiculaire menée par le milieu de la distance 
qui sépare les deux points. Les coordonnées de l’un des points 
seront a et 0, celles de l’autre, — a et 0. L’intensité lumineuse 
en un point de l’espace sera proportionnelle au carré du mo
dule de

gi a t i  __ g—i a u ,

Cette différence étant égale à 2 cos au, l’intensité est propor
tionnel̂  à cos2aw. Les minima d'intensités auront lieu pour

' 1J_ _ ( 2 K + 1 ) * .
2 a ’

ils-seront régulièrement espacés et leur Valeur sera nulle. Ils 
sont dus à l’interférence des rayons. Les maxima seront régu
lièrement espacés et égaux entre eux ; ils correspondent à

_ K tç
• a
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¥

116. Cas de deux ouvertures ou de deux écrans cir
culaires. — En désignant par I l’intensité lumineuse en un 
point lorsqu’on a une seule ouverture et par 2 a  la distance 
des centres des deux ouvertures, l’intensité donnée par les deux 
ouvertures sera proportionnelle à

I cos 2 a u .

Les variations du premier facteur détermineront un sys
tème de franges concentriques ; les variations du second don
neront lieu h  des franges rectilignes.

117. Cas de deux fentes rectangulaires. — D’après le 
§111 l’intensité résultant d’une fente de largeur 2ô et dont la 
hauteur est relativement grande, est proportionnelle à

/ sinétA2 

,  \  b u  )

Par conséquent, on aura pour deux fentes égales distantes 
de 2 a ,

/sinfoA2 ,
( r ^ r ) cos flM·

Les minima d’intensité, qui seront nuis, auront lieu pour

Ktt
T

(2K +  1) ir 
2 a

Aux valeurs de u  données par la première égalité corres
pondent des franges de diffraction, aux valeurs données par 
lai seconde correspondent des franges d’interférence. Gomme 
a  est plus grand que b ,  les franges d’interférence sont plus 
rapprochées entre elles que les franges de diffraction et entre 
deux de ces dernières se trouvera toujours un certain nombre 
des premières.
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. 118. Cas de n points en ligne droite et équidistants.
— Désignons par 2a  la distance de deux points consécutifs ; 
prenons pour axe'des x  la droite quî passe par tous les points 
et pour origine le premier des points. Les abscisses seront :

0, 2a ,  4 a ,  ........................2 (n — 1) a

et l’intégrale dont le carré du module est proportionnel à 
l’intensité deviendra

(■ I) 1 g i i a u  _|_ g  M a il _|_ _ _ g U n  — A)iau_

Les termes de cette somme forment une progression géomé
trique dont la raison est e 2 i a u  ; la valeur de cette somme est 
donc

g 2 n i a t i   | (

V g 2 ia n  __  |

On ne changera pas le module de cette fraction si on la mul
tiplie ou si on la divise par des quantités dont le module est 
l’unité. Multiplions le numérateur par e ~ n i a u  et le dénomina
teur par e ~ i a u ‘, nous obtiendrons,

p lia it  __ g —tiiau

' giau  __ Q—iau.

»
expression que l’on peut écrire

sin n a u  

sin a u

L’intensité en un point sera proportionnelle au carré de 
cette quantité :

sin 2 n a u
(2) sin 3 a u
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• Étudions cette fonction. Elle est périodique, car si nous 

augmentons u de -> au augmente de ir et nau de nk ; donc

la valeur absolue des sinus ne change pas.
Pour les valeurs de u données par

_K x
— na

le numérateur s’annule et la fonction elle-même devient nulle 
à moins que le dénominateur ne s’annule en même temps 
que le numérateur, ce qui a lieu pour les valeurs de K qui sont 
des multiples de n. Pour avoir la valeur que prend la fonc
tion pour les valeurs de K multiples de n, il nous suffit, puisque 
la fonction est périodique, de chercher ce qu’elle devient 
quand on y fait K =  o ; on a dans ce cas,

sin 2nau n2‘aiul .
——5----=  —5- 5- =  ni .sm2 au a2« 2

L’intensité est proportionnelle à w2 ; c’est un maximum ab
solu de cette intensité, car chaque terme de la somme (1 ) ayant 
pour module une quantité au plus égale à 1 , le module de la 
somme efet au plus égal à n et par suite l’intensité a pour 
valeur maximum une quantité proportionnelle à w2. — Nous 
appellerons maxima principaux ceux qui correspondent à une 
intensité proportionnelle à n2.

Entre deux de ces maxima la fonction (2) s’annule n-1 fois, 
et entre deux zéros consécutifs elle passe par un maximum 
au moins ; nous aurons donc au moins n — 2 maxima secon
daires. Il ne peut d’ailleurs y en avoir davantage. En effet, la 
fonction est un polynôme entier de degré n — 1 en cos au ; 
sa dérivée par rapporté cos au sera de degré n - 2 et n’aura
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que n- 2 racines à chacune desquelles correspond un maxi
mum ou un minimum.

Les maxima secondaires sont très petits et d’autant moins 
apparents que n est plus grand. En effet, on a,

sin2 watt 
sin2att < sin ait

Si sin au a une’ valeur finie, le second membre de l’inégalité 
et par suite le premier sont très petits par rapport à w2.

Quand sin au est petit, c’est-à-dire pour les valeurs de u

voisines de —  , les maxima secondaires qui sont alors 
a n

voisins des maxima principaux sont encore difficilement ob
servables. Dans ce cas attelant voisin de Kit, nous pouvons, à 
cause de la périodicité de la fonction, supposer attirés peu dif
férent de zéro, et remplacer sin au par l’arc ; nous aurons pour 
le facteur diintensité

sin2 nau 
a2tt2

Le calcul de ce facteur montrerait que le premier maximum 
secondaire ést 20 fois plus petit que le maximum principal et 
le second 60 fois plus petit.

119. Réseaux. — Dans un réseau nous avons n fentes 
d’égale largeur 2à, parallèles et placées à une distance 2a les 
unes des autres. Le facteur d’intensité d’une seule fente étant

/iN sin26tt.
W  ■ Ô V ’

celui de h points équidistants

sin2 nau
(2) sin2 au
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l’intensité donnée par le réseau sera proportionnelle au pro
duit de ces deux facteurs. Comme les fentes ont une grande 
hauteur relativement àleur largeur, on n’observera les franges 
que dans un plan perpendiculaire à la longueur des fentes.

On devrait donc observer les maxima dûs aux deux facteurs, 
mais comme n est généralement très grand, les maxima prin
cipaux dus au facteurs (2), seront seuls visibles. Pour ces 
maxima, on a

_  Kw 
. a

et l’intensité est proportionnelle à'

(3)
sin·“Kb n  

a

K 27t2£ 2

Cette quantité contenant K2 au dénominateur les maxima 
principaux diminueront d’intensité quand on s’écartera de la 
normale au plan du réseau.

Si -  est très petit, le produit K -  sera plus petit que x pour 
( t  a  a

un grand nombre de valeurs de K. Dans ce cas le numérateur 
de (3) ira constamment en 'décroissant et comme on ne peut 
observer plus de 6 ou 7 maxima principaux, ils iront en dé
croissant d’intensité. ' · ·

Quand -  n’est pas très petit, le produit K  ̂ peut devenir 
1

plus grand que -  pour des valeurs de K inférieurs à 7 et

alors les maxima principaux ne décroissent pas régulièrement, 
le numérateur de (3) oscillant entre 0 et 1.
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Si le quotient -  est commensurable, il existe une valeur

de K qui annule sin 5 Par conséquent, le maximum

principal correspondant manquera. Ainsi, si ~ =  |i tous les

maxima principaux d’ordre pair manqueront. Dans ce cas 
K&7Cparticulier, sin —— a pour valeur absolue l’unité quand K

est un nombre impair. Les maxima principaux d’ordre
1impair seront proportionnels à ^  ; ils iront en décroissant

régulièrement. - · > ■,
Remarquons que l’intervalle plein qui sépare deux fentes

est égal à 2a — 26 ; si donc nous changeons 26 en 2a — 26,
c’est-à-dire 6 en a — 6 , dans nos formules d’intensité, nous
aurons l’intensité résultant d’un nouveau réseau ne différant
du premier qu’en ce que les espaces opaques remplacent les
fentes et réciproquement. En changeant 6 en a — 6 dans
. K6tt , isin---- > nous obtenons

a

sinK (a — 6) 7t . I  „ K6ît\ , . I{6tt 
— 1------- L—  —  sm K.7t ---------=  dz sin------- -

a )

Par conséquent la formule (3) devient

n‘ sin ■, 6Kir

K V  (a —  6)2
„2

' )

Nous aurons donc la même loi de décroissance pour les 
maxima principaux ; résultat conforme au théorème de Ba-, 
binet.
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120 . P h é n o m è n e s  d e  d i f f r a c t i o n  e n  l u m i è r e  b l a n c h e .

— Dans notre étude, nous avons toujours supposé X constant, 
c’est-à-dire que nous supposions la lumière homogène. Si nous 
opérons avec la lumière blanche, la position des maxima d’in
tensité dépendra de X ; nous aurons donc des franges colorées. 
En particulier dans le cas des réseaux, la déviation étant très 
considérable, nous aurons des spectres complets séparés par 
des intervalles obscurs.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C H A P IT R E  V

POLARISATION ROTATOIRE. — DISPERSION

121. Pour trouver les,équations 

9  d t 2

^  ( 9  d t 2

d K  

9  d t 2

du mouvement d’une molécule dans un milieu élastique (32), 
nous avons admis (14) que les quantités Da?, Dy ,  T ) z  étant 
de l'ordre du rayon d’activité moléculaire, nous pouvions, 
dans les expressions de D?, Du), Di, négliger les termes conte
nant Dît2, D y 2 ,  D z 2 . Il en résultait que D?, Dï|, Di étaient des 
fonctions linéaires des neufs dérivées partielles de ?, y|, i par 
rapport aux variables x ,  y ,  z ,  et que W2 était une fonction 
homogène et du second ordre par rapport à ces neuf dé
rivées.

Nous avons ensuite (41) cherché ce que devenaient les équa
tions (1 ) dans le cas des milieux isotropes, et nous avons vu 
(42) que le mouvement des molécules dans un tel milieu se

2 - i  d x  d \ x

S d  cfWs 
d x  d y x

S d  d W 9  

d x  d X , L
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propageait avec une vitesse constante

2jj .

P

Or l’expérience démontre que quand la lumière traverse un 
milieu isotrope autre que l’éther dans le vide, sa vitesse dé
pend de sa longueur d’onde 1  ; nous sommes donc conduits à 
penser que l’hypothèse dû § 14, qui n’est justifiée par aucune 
considération théorique, doit être rejetée quand nous consi
dérons la propagation de la lumière dans un milieu pondérable. 
Si nous abandonnons cette hypothèse les quantités D?, Dt), DÇ, 
contiendront les dérivées des divers ordres de ?, i), Ç par rap
port à x ,  y ,  z ,  et, par conséquent, la fonction W 2 qui est 
homogène et du second degré (13) en D?, Dt|, DÇ, sera homo
gène et du second degré par rapport aux dérivées partielles 
des divers ordres de?, vj, Ç. Nous allons montrer que les équa
tions du mouvement d’une molécule, en prenant pour W2 une 
telle fonction, expliquent le phénomène de la dispersion et 
celui de la polarisation rotatoire.

122. En désignant par U la fonc
tion des forces relative aux forces exté
rieures et intérieures qui s’exercent sur 
les molécules d’un volume R limité 
par une surface S (Jîg. 18), nous avons 
trouvé (27), par l’application du prin
cipe de d’Alembert et du principe des vitesses virtuelles, 
l’équation

R'

(2) SU ■
- /

p ^ ( S ^ + § ^  +  S ^ )  =  0 ,
\ d p  " 1 d t 2  1 r d f  

qui doit être satisfaite quels que soient 8?, Stj, 8Ç.
LA LUMIERE. 12
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La partie de la fonction U qui correspond aux forces inté· 
rieures est

J SWtfr,
■ i '

et celle qui est relative aux forces extérieures qui s’exercent sur 
la surface de séparation S est >

f  ( P J I  +  P̂ Sti +  P28Ç) d u ,

P*, Py, P̂  désignant les composantes suivant les trois axes 
de la pression qui s’exerce sur l’élément de surface d u .  En 
remplaçant SU par la somme de ces deux quantités l’équation
(2 ) devient

f (Pœ8? +  P̂ Syi +  P28Ç) d u  + f  SWtfr -

Gomme cette équation doit être satisfaite quels que soient 8?, 
8y|, SÇ nous pouvons, en particulier, supposer S-rç =  8Ç =  o ,  et 
nous avons l’égalité

(3) f P„SS&> +  j  ÎW * —J  ■g  S f *  *  o,

qui devra avoir lieu quel que soit 8?.
123. 11 s’agit de transformer le second terme de cette éga

lité. La fonction W est, en général, une fonction des dérivées
»

partielles des divers ordres de kj, Ç. Dans un déplacement 
virtuel quelconque donné au système chacune de ces dérivées
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varie, mais dans le cas où l’on a, comme nous l’avons supposé, 

B-ri =  SÇ =  o, il n’y a que leŝ  dérivées partielles de \ qui charn 

gent de valeur. Par conséquent, l’accroissement SW de la 

fonction W ne dépendra que des accroissements des diverses 

dérivées partielles de Dans le but de simplifier les calculs,

nous admettrons que les seules dérivées partielles de \ qui en- 
d\ d l̂

trent dans W sont ~  et dérivées que nous pourrons re

présenter sans ambiguité par X et Ç". Nous avons alors,

et, par suite

SWtfr w  « ' * + f

On sait, et nous avons rappelé cette propriété au § 30, 

que l’on a

(4)

et

d d W ,
dx d\' ’

d x .

Cette dernière égalité devient, en faisant subir à la seconde 

intégrale du second membre une transformation analogue,
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En additionnant les seconds membres des égalités (4) et (5) et 

en remplaçant dans (3) la seconde intégrale par cette somme, 

nous obtenons une égalité contenant des intégrales étendues à 

la surface S et des intégrales étendues au volume R. En re

présentant la somme des intégrales doubles par I,· l’équation

(3) devient

et, comme elle doit être satisfaite, quel que soit 8?, l’élément 

différentiel placé sous le signe d’intégration étendu au volume 

doit être nul. Nous aurons donc

Cette équation devient, en désignant par W., le terme du 

premier degré et par W2 le terme du second degré dans le 

développement de W par rapport aux puissances croissantes 

. de Dû, Dy|, DÇ,

(PI _  _  d_dw¡_ ,'d^<£N ± _  <P <fW2
 ̂ dp d x  d \' ”** dos2· dS? d x d% ' d x2 d%

Mais Dû, D?|, DÇ étant du premier degré (14) par rapport 

aux dérivées partielles de û, i\, Ç, il en sera de même de W4 ; 

les dérivées de cette fonction par rapport à Û' et û" seront des 

constantes et l’équation précédente se réduit à

C’est la première des équations du mouvement d’une molé

cule ; les deux autres s’obtiendraient de la même manière.

' d dW <P dW
dx d% dx2 dl"

d2\ . d dW d2 dTN
P dt2 dx dû’ dx2 d%'

d2l d cfW, d2 d\\T9 
? dt2 ~  dx de,' +  dx2 ■ dl" '
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Quant à la somme d’intégrales que nous avons désignée 

par I, elle nous donnerait la valeur des pressions qui s’exer

cent sur la surface S. Nous ne chercherons pas ces pres

sions.

124. Équations du mouvement. —  Nous sommes donc 

conduits à la règle suivante.

Les équations du mouvement s’écriront

d2\ 
p dt2 =  P> 0 £ n - n

p dt3 “  Q’ p dt2 -  R ·

P, Q, R étant des polynômes linéaires par rapport aux dérivées 

des divers ordres de 7), Ç et formés comme il suit :

Pour former P, on différentiera W2 par rapport à chacune 

des dérivées partielles de ? qui y entrent. On différentiera la 

dérivée de W2 ainsi obtenue : par rapport k x, y et z, de la 

même manière que l’a été la dérivée partielle de \ qui y 

entre. Par exemple on différentiera :

dW9

rfW,
dl"W'SX X

■ dWa 

d&y

une fois par rapport à a?, 

deux fois par rapport à x,

une fois par rapport à oj et une fois par rapport 

à y, etc.

On ajoutera ensuite toutes les dérivées ainsi obtenues après 

avoir affecté du signe-j-lesdérivéesd’ordre pair et du signe —  

les dérivées d’ordre impair. On aura donc :

d d W , d d W 9 d dW 9 . d2 dW 2
F “  don dti dy d\'y dz d\l +  dx2 d\^x +  ’ ’ ’

. d2 dW2 . _ <P dW9  
dxdy d\xy "r" ' ‘ ' dx3 cĈ xx
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On formerait le polynôme Q de la même manière en diffé- 

rentiant W 2 par rapport aux dérivées partielles de vp

Dans quelques cas particuliers, l’expression du polynôme P 

se simplifie. Ainsi, si le milieu élastique est isotrope, les déri

vées d’ordre impair n’entrent pas dans P. En effet, dans un tel 

milieu, les équations du mouvement ne doivent pas changer 

quand on change à la- fois les signes de x, y , z ,  £. 7), ¡¡.

dit
Or, quand on fait ce changement, ~  change de signe ;

par conséquent, les différents termes de P doivent aussi 

' changer de signe. Cela a lieu pour toutes les dérivées d’ordre 

pair des Ç par rapportât, y, z, mais les dérivées d’ordre im-

dzl d3\
pair comme -t v  t t t > conservent la même valeur puisque
r dx3 dxi dy r 1

leurs numérateurs et leurs dénominateurs changent de signe

en même temps. Ces dérivées ne pourront donc entrer dans

l’expression du polynôme P relatif à un isotrope.

Quand le milieu élastique a un centre de symétrie, les équa- 
»

tions du mouvement ne doivent pas changer quand on change 

les signes de x, y, z, Ç, vj, Ç. Dans ce cas encore, le polynôme 

 ̂ P ne devra contenir que des dérivées d’ordre pair.

125. Polarisation rotatoire du quartz. —  Le quartz 

cristallisant sous une forme hémiédrique du système rhom- 

boédrique, les cristaux de quartz ne possèdent pas de centre 

de symétrie.

Si nous admettons que la ‘distribution de l’éther lumineux 

dans un corps pondérable est identique à celle des molécules 

matérielles qui constituent le corps, l’éther contenu dans le 

quartz sera un milieu élastique dépourvu de centre de sy

métrie.
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Par conséquent, le polynôme P qui entre dans les équations 

du mouvement des molécules d’éther propageant la lumière 

dans le quartz, pourra contenir des dérivées partielles de 

5, n, Ç, d’ordre impair. Nous allons montrer, en nous plaçant 

dans des conditions particulières pour éviter des calculs trop 

longs, que la présence des dérivées dü troisième ordre suffit 

pour rendre compte des phénomènes de polarisation rotatoire 

que présente le quartz.

Considérons une onde dont le plan est perpendiculaire à 

l ’axe du cristal. En prenant pour plan des xy un plan paral

lèle au plan de l’onde, les déplacements ?, -q, Ç.des molécules 

d’éther ne dépendront que de z  et du temps t, et, par suite, 

les dérivées partielles des divers ordres de Ç, 7), Ç par rapport 

k x  et à y seront nulles. De plus, comme les vibrations sont 

transversales, la condition de transversalité, © =  o, exige 

que l’on ait identiquement Ç5' =  o. Par conséquent, W2 sera 

une fonction homogène et du second degré des dérivées par

tielles du premier ordre \'z, -r\'z et des dérivées partielles d’ordres 

supérieurs de Ç, 7), Ç, par rapport k z .  Désignons par l’en

semble des termes de W2 qui sont homogènes par rapport aux 

dérivées partielles du premier ordre, et, pour simplifier (1 ), 

supposons que les autres termes de W2 soient nuis à l’excep

tion du suivant :

d-t| d2lj 
a dz dzî

En appliquant la règle que nous avons donnée (124) pour la 

formation des seconds membres des équations du mouvement,

(1) Voir plus loin la chapitre relatif à la double réfraction dans les milieux 
hémiédrlques, où nous revenons sur cette question avec plus de détails.
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nous obtenons pour ces équations :

d?\_ y  d_ e?3ir|
P dt2 dx dX'x "r" a dz3 ’

Î 3 - _ V Î ^ i _  fP5.
 ̂ dt2 2j  dx d-t\x a dz3 '

Les termes des seconds membres provenant 'de seront 

des dérivées partielles du second ordre de multipliées par 

un coefficient constant. Admettons que dans la première équa-

tion ces termes se réduisent et que, dans la seconde,

ils se réduisent à ; nous aurons alors pour les équa

tions du mouvement :

(*)  ̂ dt2 dz2 a dz3 ’

12)
d \  d2̂  d3\ 

 ̂ dt2 dz2 a dz3

Cherchons à satisfaire à ces équations en posant

jiiz
=  Be*

(2-VO

Les dérivées partielles de Ç et ti qui entrent dans les équa

tions du mouvement auront pour valeur
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. /2tVc\2 ^t*-vo 
dz* —  A V X J e ’

d \
dz2

En portant ces valeurs dans les équations (1) et (2) et en 

supprimant les facteurs communs aux deux membres, nous 

obtenons,

(3J

(4)

A (pV2 — 1) =  aB

B(pY2 — 1) =  — « A ^ ·

En divisant ces équations membre à membre nous aurons,

A _  B.
B “  A ’

égalité que l’on peut mettre sous la forme

d’où
A2 =  —  B2, 

A =  rh Bî .

Nous pourrons donc satisfaire aux équations du mouvement 

en prenant pour ? et  ̂ les parties réelles de

=  B te*^  W),

2ÖE
iq4 — Be *

C* -  Vt)
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ou de

L· =  —  B ie

Le premier système de solutions nous donne pour les 

déplacements de la molécule dans le plan z  =  o, des expres

sions de la forme

\K =  r cos (ai tp),

71( =  r sin (ai tp).

Le second système, nous donne pour les déplacements 

dans le même plan

Sa =  — rcos (ai - f  cp),

■ »la =  r s in  («* +  ?)·

Pour obtenir la courbe décrite par la molécule dans le 

plan des 00, y, il nous suffit d’éliminer t entre les valeurs de 

S et ·«). Nous aurons, en additionnant les carrés de et 7), et 

les carrés de \2 et T|2 les deux équations,

5? +  ■ »!? =  r2>

• «  +  *12 =  r*·

Ces équations montrent que dans les deux cas la trajectoire 

de la molécule sera un cercle ; mais, les valeurs de \K et de Ç2 

étant de signes contraires ces deux cercles seront parcourus 

en sens contraires. Par conséquent, une onde plane qui se 

propage dans un cristal de quartz peut être considérée comme 

se dédoublant en deux ondes planes polarisées circulairement

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



POLARISATION ROTATOIRE. — ' DISPERSION 187

l’une dans un sens, l’autre en sens contraire. 11 nous suffit 

maintenant de montrer que la propagation de ces ondes se 

fait avec des vitesses différentes pour que la polarisation ro

tatoire du quartz soit expliquée.

Pour avoir ces vitesses faisons successivement dans l’une des 

formules (3) ou (4), A =  B» et A =  —  Bi ; nous obtien

drons :

-ira ap Y2 —  1 =  —  a —>

pVa - i  =  « T ;

d’où nous tirons pour les carrés des vitesses Y, et Va des 

deux ondes polarisées

(5) TT2 _ i  2L ^
4 " p .  P *

(6) T l = i + 2 ^
P 1 p A

Puisque a n’est pas nul, nous avons pour Y 4 et V2 des va

leurs différentes ; par conséquent, dans la propagation dans 

le quartz d’une onde plane polarisée, le plan de polarisation 

de cette onde doit tourner.

126. Des valeurs que nous venons de trouver pour les 

vitesses de propagation deS ondes polarisés circulairement, il 

est facile de déduire la loi de Biot sur le pouvoir rotatoire du 

quartz, c’est-à-dire de montrer que ce pouvoir rotatoire varie 

en raison inverse du carré de la longueur d’onde.

En désignant par e l’épaisseur de la lame de quartz traversée 

par les rayons lumineux, la différence de marche de ces rayons
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à la sortie de la lame sera

V2
y.

Y étant la vitesse de propagation dans le vide.

Or, on sait que la rotation du plan de polarisation est égale 

à 360° quand la différence de marche est égale à la longueur 

d’onde. Par conséquent, l’épaisseur d’une lame de quartz qui 

fait tourner de 360° le plan de polarisation est donnée par la 

formule

d’où

En retranchant l’une de l’autre les égalités (5) et (6 ), nous 
obtenons

V I  -  V? =  y  pÀ p

d’où nous tirons

" _J___(v, + v,) x p
Va— Y4 — 4* a

L’expression de e devient, en y portant cette valeur de ' 
1

v 2 - v /

4ttV a

Comme la valeur de a est très petite, nous pouvons dans les 

valeurs de Y? et de V| négliger le second terme devant le
1

premier et on a Y, =  Y 2 =  y  En remplaçant V2 et V2 par
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cette valeur dans l’expression précédente, nous obtenons

X2
6 “  2 traVy/p'

L’épaisseur capable de faire tourner le plan de polarisation 

de 360° est donc proportionnelle à X2 ; on en déduit immé

diatement que la rotation produite par une lame dont l’épais

seur est égale à l’unité varie en raison inverse du carré de la 

longueur d’onde.

Des expériences très précises ont montré que cette loi n’est 

pas rigoureusement vérifiée ; ce résultat ne doit pas nous sur

prendre puisque les calculs que nous avons faits ne sont qu’ap

proximatifs.

127. Polarisation rotatoire des cristaux et des dis

solutions. —  Il existe un certain nombre de substances cris

tallisées qui présentent, quoique à un degré moindre que le 

quartz, la propriété de faire tourner le plan de polarisation 

de la lumière. Comme jusqu’ici, tous les cristaux pour lesquels 

on a constaté cette propriété, sont des cristaux hémièdres, on 

peut leur appliquer l’explication que nous avons donnée du 

pouvoir rotatoire du quartz. Mais, on connaît un grand nombre 

de substances organiques dont les dissolutions jouissent du 

pouvoir rotatoire et, dans ce cas, l’explication du phénomène 

devient plus difficile, les liquides se comportant en général 

comme des corps isotropes. On n’a pas trouvé d’ailleurs, une 

explication satisfaisante et, nous sommes obligés d’admettre 

que ces substances organiques détruisent l’isotropie des liquides' 

et que leurs dissolutions, qui ont une infinité d’axes de symé

trie, n’ont cependant pas de centre de symétrie.
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128. Explication de la dispersion. —  Nous ne nous 

occuperons pour le moment que des 'corps isotropes ou des 

corps ayant un centre de symétrie. Dans ce dernier cas nous 

prendrons le centre de symétrie pour origine des coordon

nées. Les seconds membres des équations du mouvement ne 

contiendront alors que des dérivées partielles d’ordre pair des 

5, 7), Ç par rapport à x, y, z.

Considérons une onde plane se propageant dans un tel mi

lieu et prenons pour plan des xy un plan parallèle au plan de 

l’onde. Les déplacements ne dépendant que de z  et de

• t, les seules dérivées partielles de ces quantités qui entreront 

dans les seconds membres des équations du mouvement seront 

les dérivées partielles d’ordre pair par rapport à z. En ad

mettant la transversalité des vibrations, la condition © =  o 

nous donne pour la valeur de Ç-' l’identité Ç.' =  o ; par con

séquent, les dérivées partielles de Ç sont identiquement nulles 

et les seconds membres des équations dumouvementne peuvent 

contenir que les quantités

f l  <w
dz^ dz^ dza\ , ’ dz^ dz*’ dz*’

Prenons la première des équations,

d
p dP

=  P.

Cette équation ne doit pas changer par la substitution de —  y 

à y et de —  iq à -q dans le cas des corps isotropes ou dans le 

cas des corps possédant un centre de symétrie quand on prend 

ce point comme origine des axes. Or, le premier membre de 

l’équation ne changeant pas de signe par cette substitution,
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les dérivées partielles de m ; · · · dont le signe

changerait, ne doivent pas entrer dans le polynôme P. Par 

conséquent le second membre de l’équation ne peut contenir 

que les dérivées de En nous bornant aux dérivées d’ordre 

inférieur au huitième, cette équation devient

(F i_  
p dt2 —

. daÇ ,
a d F  +

W ,  ' çW
dz* + C  dz6’

Un raisonnement identique nous montrerait que la seconde 

équation du mouvement des molécules d’une onde plane se 

propageant dans un milieu isotrope ou un milieu à centre de 

symétrie se réduit à

dhi
p dt2 ~

d \  . 
a +

d \
d F dz°'

Si nous cherchons à satisfaire à ces équations par des expres

sions de l et 7) de la forme suivante

2Î2(*-Vi)
• ? =  Ae x ,

2 i £ { z - V t )

=  Be * ,

nous obtiendrons deux équations de condition contenant la 

vitesse V de propagation. Pour montrer que Y dépend delà 

longueur d’onde 1 de la radiation, il nous suffit de prendre 

l’une de ces équations. En calculant les dérivées partielles de \ 

et en portant les valeurs trouvées dans la première des équa

tions du mouvement, nous obtiendrons, après avoir divisé par 

le facteur commun aux deux membres

p y  Ae2- f < - v%
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la relation suivante :

pV2 =  a +  i  ( y ) ’  +  c  ( ~ y

OU

47t25 , lô^e 
=  a jjr  +  — ·

L’indice de réfraction n étant proportionnel à l’inverse de 

la vitesse, nous aurons une quantité proportionnelle à n en 

l
prenant la puissance —  ̂du second membre de cette der

nière relation. Par conséquent, nous pouvons écrire :

» =  A0 +  ^ + § ·

Cette formule, trouvée par Cauchy, nous montre que l’indice 

de réfraction varie avec la longueur d’onde et que, par consé

quent, les diverses radiations d’une lumière hétérogène seront 

inégalement déviées. La comparaison des valeurs derc calculée 

par cette formule avec les valeurs trouvées par l’expérience, 

a montré qu’il y a une concordance très satisfaisante pour 

toutes les radiations lumineuses. Les résultats de l’expérience 

sont déjà suffisamment bien représentés quand on ne prend 

que les deux premiers termes delà formule.

129. Théories diverses de la dispersion. —  La théorie 

de la dispersion que nous venons d’exposer suppose que, 

lorsque la lumière traverse un milieu pondérable, les quantités 

de l’ordre du carré du rayon d’activité moléculaire ne sont pas 

négligeables. Puisque nous pouvions négliger ces quantités 

quand, dans les chapitres qui précèdent, nous ne nous occu-
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pions que de la propagation de la lumière dans le vide et que 

nous n’envisagions que l’action de l’éther sur lui-même, nous 

devons conclure que la matière agit sur les molécules d’éther, 

et que le rayon d’activité des molécules matérielles est incom-, 

parablement plus grand qué celui des molécules d’éther. Cette 

action de la matière sur l’éther avait déjà été admise par Fresnel 

qui supposait que l’éther engagé dans les milieux pondérables 

avait une densité constante mais plus grande que dans le vide. 

Plus tard, Cauchy, dans le but d’expliquer la dispersion, admit 

implicitement que les molécules matérielles sont entraînées 

par les molécules d’éther et qu’elles vibrent avec la même 

amplitude. Bien que cette dernière hypothèse puisse paraître 

peu vraisemblable, il ne faut pas se hâter de la rejeter ; c'est 

ainsi qu’uh corps flottant à la surface d’un liquide, participe, 

par entraînement, aux mouvements qui sont imprimés au 

liquide. En tout cas c’est celte hypothèse qui a conduit 

Cauchy à l’analyse du n° 128 dont nous avons vu l’accord 

avec l’expérience.

Après Cauchy, Briot reprit l’étude de la dispersion. Dans 

une première théorie, il admit l’entraînement de la matière 

par l’éther, mais il supposa que les amplitudes des vibrations 

des molécules matérielles étaient incomparablement plus pe

tites que les amplitudes des molécules d’éther. Il résultait 

de cette hypothèse, que dans les calculs on pouvait considérer 

les molécules matérielles comme fixes par rapport aux molé

cules d’éther. Dans ces conditions, les seconds membres des 

équations du mouvement d’une molécule d’éther contenaient, 

outre les dérivées secondes de ?, ip Ç, ces quantités elles- 

mêmes. La vitesse de propagation du mouvement vibratoire 

dépendait alors de la longueur d’onde, et l’indice de réfraction
LA LUMIÈRE. ' 1 3
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était donné par une formule de la forme

n =  A +  BA2.

Mais, celte formule se trouvant en contradiction avec les ré

sultats de l’expérience, Briot fut conduit àrèjetercette théorie 

et en proposa une autre que nous allons exposer.

130. Théorie de Briot (1). —  Dans cette théorie, Briot, 

considérant les milieux pondérables comme formés de molé- 

cules matérielles séparées les unes des autres, admet que la 

densité de l’éther engagé dans ce milieu est d’autant plus 

grande que la molécule d’éther est plus proche d’une molécule 

matérielle. Il en résulte que cette densité p est une fonction 

des coordonnées de la molécule considérée.·

Jusqu’ici, nous avons supposé constanteladensité de l ’éther 

et au § 33 nous avons montré que dans cette hypothèse et lors

qu’on néglige les quantités de l’ordre du carré du rayon d’ac

tivité moléculaire, le mouvement d’une molécule d’éther était 

donné par trois équations dont la première est

d%
- ? d f i =  ^  +  2v x ;dx

En admettant (46) que l’on av =  —  pt. celle équation se ré

duit à

d ? \ _  
p dt2 ~

d & \
d x )

(1) Nous avons conservé le nom de théorie de Briot à l’explication que 
nous allons développer, parce que Briot est le premier qui ait cherché à 
fonder une théorie complète de la dispersion sur l’hypothèse de la périodi
cité de l’éther. Mais le mode d’exposition que dous allons suivre diffère 
absolument de celui de Briot et se rapproche bien davantage des idées de 
M. Sarrau.
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Le coefficient —  2 g, est positif, car la vitesse de propagation 

des vibrations transversales est réelle et on a vu que cette 

vitesse est donnée par la formule

V2 =
P

Par conséquent, on pourra, par un choix convenable de 

l’unité de force, faire en sorte,que l’on ait'—  2(* =  -j- 1. La 

première des équations du mouvement devient alors

. (1)
. .  a®

 ̂ dt2 ~  dx

On sait qu'il est facile de trouver une solution de cette équa

tion quand p est une quantité constante, mais la complication 

du problème serait singulièrement augmentée si p dépendait 

des coordonnées de la molécule vibrante. Pour concilier l'hy-- 

pothèse fondamentale de la densité variable de l ’éther avec 

les exigences du calcul, nous admettrons en outre que le rayon 

d’activité moléculaire de l’éther est très petit, et que, dans l’inté

rieur d’une sphère de rayon égal au rayon d’activité molécu

laire, la densité peut être regardée comme constante. Il en 

résultera que dans cette sphère le mouvement d’une molécule 

est donné par trois équations analogues à l’équation (l).Nous' 

allons chercher, sans nous attacher à suivre le mode d’exposi

tion deBriot, comment ces hypothèses peuvent rendre compte 

de la dispersion dans les corps cristallisés et dans les corps 

amorphes.

131. Cas des corps cristallisés. —  On sait, qu’en s’ap

puyant sur dès considérations dont l’idée est due à Bravais, 

on peut considérer les corps cristallisés comme formés de mo-
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lécules matérielles occupant les sommets de parallélipipèdes 

égaux et juxtaposés. Les faces de ces parallélipipèdes for

meront trois systèmes de plans que nous pouvons représenter 

par les équations

dans lesquelles m, m', m" seront des entiers variant de —  oo à 

-|- oo. Les valeurs de x, y, z satisfaisant à ces trois équations 

seront les coordonnées d’un sommet d’un parallélipipède. 

Prenons un de ces points P et donnons à ses coordonnées des 

accroissements a, p, y satisfaisant aux équations suivantes

(4) au. bp -)- cy =  d

(5) a'a -{- ô'p -|- c'y =  o

Les deux dernières équations montrent que le pointP'de coor

données x-\- a,· y -j-p, z  -J- y est situé dans les plans des systèmes

(2) et (3) qui passent par le point x, y, z. De l’équation (4), il 

résulte que les coordonnées du point P' satisfont à l’équation

a {œ +  ») + b {y -f p) -f- c [z -f y) = d (m -f 1).

Par conséquent le point P' se trouvera dans le plan du système

(1 ) qui est le plus rapproché du plan de ce même système 

passant par le point P. Les points P et P' forment donc les 

extrémités d’une arête d’un parallélipipède et, par suite, a, p, y 

sont les projections de cette arête suivant les trois axes.

On verrait de la même manière que les projections a', p', y'

( 1 )

(2)

(3)

ax -f- by cz =  dm 

a'x -f- Vy -f- c'z =  d'm' 

ci'x - f  Vy - f  c"z =  d!'m"

(6) a"<x +  Vp +  c" y
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et, a", |3", y "  des deux autres arêtes des parallélipipèdes sont 

données par des équations qui se déduisent facilement des 

équations (4), (5) et (6 ).

132. Ces préliminaires établis, revenons à la théorie de 

Briot. Soient x, y, z  les coordonnées, d’un point quelconque 

de l’espace ; la densité de l’éther en ce point est une certaine 

fonction de x, y, z  que nous représenterons par F [x,y,z). Si 

nous donnons aux coordonnées des accroissements a, |3, y ,  

nous obtiendrons un nouveau point qui sera évidemment situé 

par rapport aux sommets d’un certain parallélipipède comme 

le point x, y, z  se trouve situé par rapport aux sommets d’un 

des parallélipipèdes contigus. Puisque la position de ces deux 

points par rapport aux molécules matérielles est la même, la 

densité de l’éther en ces points doit avoir la même valeur. On 

aura donc

p =  F {x, y, z) =  F {x -f- a, y - f  p, z  - f  r) ;

c’est-à-dire que la densité est une fonction périodique des 

coordonnées.

En donnant aux coordonnées x, y, z  des accroissements 

égaux aux projections des deux autres arêtes des paralléli'pi- 

pèdes.on obtiendra deux nouveaux points où l’éther a la même 

densité ; par suite on a

p =  F (œ, y, z) =  F (x - f  et.', y -f- P', ^ -f- y) 

p =  F (x, y, z) =  F (x - f  a", y +  0", *  -f- y").

La densité p de l’éther dans un milieu cristallisé est donc une 

fonction triplement périodique des coordonnées.

133. Considérons une onde plane se propageant dans un 

milieu cristallisé et prenons pour plan des xy un plan parai-
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lèle au plan de J’onde. Nous savons que ?, iq, Ç ne dépendent 

alors que de z  et de t, et qu’il résulte de la condition de trans

versalité que Ç est identiquement nul. La densité étant sup

posée constante à l’intérieur d’une sphère de rayon égal au 

rayon d’activité moléculaire, p sera indépendant des dépla

cements !j, ri, Ç et sera seulement fonction des coordonnées 

de la position d’équilibre de la molécule considérée. Comme 

nous voulons seulement pour le moment faire voir l’influence 

de la périodicité et montrer qu’elle suffit pour expliquer la 

dispersion nous supposerons pour simplifier, que p est une 

fonction périodique de z  seulement, et par conséquent qu’on 

la peut développer en série trigonométrique. Nous poserons

■ p =  L0 +  hi cos z  -j- . . . .- ) -  sin z  -]- M2 sin t z  - f- . . .

Démontrons que la condition nécessaire et suffisante pour 

qu’une fonction périodique <p soit la dérivée d’une fonction pé

riodique est que la valeur moyenne de y soit nulle. Pour· 

.cela développons <p en série trigonométrique, nous aurons

<p =  a0 -f- aK cosz -\-a2 cos 2 .?-f- . . .  bh sin,? -f- b2 sin2 ^ -|-. . .

Si nous donnons à z  toutes les valeurs possibles, les fonctions 

sinus et cosinus qui entrent dans ce développement prendront 

une infinité de valeurs comprises entre -f- 1  et —  1 ; la valeur 

moyenne de ces fonctions sera donc nulle, et, par conséquent, 

la valeur moyenne de (p se réduit à a0. L’intégrale indéfinie de 

<p sera ’ ' ■

<|/= c -j- a0z  -{- a, sin z  -f- a2 sin 2z-\-... —  bt cos z — b2 cos 2  z — ...

Quand la valeur moyenne a0 de tp est nulle, cette intégrale est 

une fonction périodique de z. La condition énoncée est donc
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nécessaire ; il est évident qu’elle est suffisante. Nous nous ser

virons de cette propriété des fonctions périodiques dans ce qui 

va suivre.

134. Prenons maintenant les équations du mouvement. 

Par suite de la transversalité des vibrations, l’équation (1) du 

g 130 devient dans le cas d’une onde plane parallèle au plan 

des xy,

<Pl _  d%n
 ̂ dt2 dz2

Essayons de satisfaire à cette eauation en posant

A
\ =  giV-t+fvte

où g. est e'gal à ----^ et où v est une fonction périodique

de z. Nous aurons pour les dérivées premières et secondes de 

\ par rapport à t et à z  :

CÍ . £

dt2 —

dz — v

d2l », I y dv

En portant ces valeurs des dérivées secondes dans l’équation 

du mouvement, nous avons

(1) g  +  ^  +  p ^ O

équation différentielle qui donne la valeur de v en fonction de 

sret de ¡ji. Remarquons que, par suite de l’unité de longueur 

adoptée, la quantité ,̂ est très petite. En effet, cette unité, choi

sie de manière que la période de la fonction périodique p soit
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finie, est comparable avec les dimensions du parallélipipède 

élémentaire, c’est-à-dire très petite par rapport à A ; par con

séquent A sera exprimée par un nombre très grand, et ¡a, qui 

est l’inverse de A, sera un nombre très petit. Il en résulte que, 

si nous développons v suivant les puissances croissantes de |a, 

nous obtiendrons une série dont les termes tendront rapi

dement vers zéro ; il nous suffira donc de calculer les coeffi

cients des premiers termes de cette série pour avoir une valeur 

de v suffisamment approchée.

135. Voyons comment on obtiendra ces coefficients.

Nous pouvons écrire le développement de v,

v  =  p v t | A 2 +  p.3r 3 - f  ¡a*t>4 +  . . . ,

v2, v3, . . . étant comme v des fonctions périodiques de z  ; 

nous en tirons

v2 =  ¡ A  ? - f  2 ¡a3ü4 v.2 +  (x4 (v l +  1vK v3) ¡a5 (2 o4 w4 +  2 ü2vs) - f ..., 

et

dv dv, .
Tz =  * d ï + V · '

dv 2 

dz
dvh
dz ' ‘ ‘ '

En portant ces valeurs dans l’équation (1), nous obtien

drons dans le premier membre un développement ordonné 

suivant les puissances croissantes de ¡a. Ce développement 

devant être nul quel que soit ¡a, les coefficients des diverses 

puissances de (a doivent se réduire à o. Nous avons donc

(2)
dv{
dz =  o.

(3) d ?  +  v' +  P = °
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W  ^  +  2 ^ l>2 =  °

(5) lïz  +  +  2*^3 =  0

(6) ^  +  2 («4»4 4- U2u3) =  O 

La première de ces équations nous donne

v{ =  constante.

ôso
De cette e'galité et de l’équation (3), il résulte que est

une fonction périodique de z , puisque, par hypothèse, p est 

une fonction périodique. D’après la propriété des fonctions 

périodiques démontrée précédemment il faut, pour que »2soit

cko
une fonction périodique, que la valeur moyenne de soit

nulle. Par conséquent la valeur de est égale à la racine 

carrée de la valeur moyenne de p changée de signe. La valeur 

de se trouvant ainsi déterminée, l’équation (3) donnera par 

intégration l ’expression de v2.

Dans cette expression, la constante d’intégration est arbi

traire. Pour avoir sa valeur qui est la valeur moyenne de v2, 

nous aurons recours à l’équation (4). La valeur moyenne de

dv¿ 
dz

doit être nulle pour que « 3 soit une fonction pério

dique ; par conséquent la valeur moyenne du produit 

doit être nulle. Comme est une constante différente de zéro, 

il faut que la valeur moyenne de v2 soit nulle ; la constante 

introduite par l’intégration dans l’expression de v2 se réduit 

donc à zéro. L’équation (4) permet alors de trouver l’expres

sion de v3 ; la constante d’intégration se trouverait par la
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considération de l’équation (S). En continuant ainsi, on cal

culerait les expressions des différentes fonctions vv v2,v3.....

que l’on veut introduire dans le développement de la fonc

tion v.

136. Cherchons la vitesse de propagation de l’onde plane 

considérée.

En désignant par v0 la valeur moyenne de v, nous aurons 

J ' vdz =  v^z-^u,

u étant une fonction périodique. Par conséquent, la compo

sante \ du déplacement de la molécule d’éther aura pour ex

pression

£ g W t +  +  U — g t\^t + V Z  q U'

Le facteur eu est nne fonction périodique de z  sur laquelle 

nous ne savons rien sinon que la période est très petite ; cette 

période est en effet du même ordre de grandeur que les arêtes 

du parallélipipède éliminaire. Il en résultera des variations 

très rapides du facteur eu. Il est donc certain que la valeur 

moyenne du déplacement interviendra seule dans les expé

riences.

Par conséquent nous devons dans l’expression précédente 

de ?, remplacer ea par sa valeur moyenne C ; nous aurons 

alors

\ =  Geiilt + ™.

La vitesse de propagation a donc pour valeur
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L’indice de réfraction n étant inversement proportionnel à 
la vitesse de propagation, il sera proportionnel au rapport 

)̂0
— j— Si donc nous désignons par v0,, v°2, v°3,... les va

leurs moyennes des fonctions v2, v3,..· qui entrent dans le 
développement de v par rapport aux puissances de ¡x, l’indice 
de réfraction est proportionnel à

-J- -J- -j- .

Montrons que cette expression est réelle. L’équation (3) 
donne pour la valeur de vt la racine carrée de la valeur 
moyenne de — p ; c’est donc une quantité imaginaire. Dési- 
gnons-làpar— ia. Quant à la valeur moyenne de v2, nous avons 
vu qu’elle était nulle. L’équation (5) nous montre que la va
leur moyenne du produit vt v3 est égale, au signe près, à la 
valeur moyenne de v\ ; v\ étant essentiellement positif, il en 
sera de môme de sa valeur moyenne. La valeur moyenne de 
vK v3 est donc positive, et cette quantité divisée par la valeur
— iadeVf donnera pour une quantité purement imaginaire
— ïb. Pour avoir »¡^prenonsl’équation(6). Il résulte de cette 
équation que w, est égal, au signe près, à la valeur moyenne 
de v3 v3. Or, en multipliant le premier membre de l’équation
(4) par v3, on obtient

^ ¥ î =
dv,

v* l u  =
1 dv3
2 dz

Le second membre de cette nouvelle équation étant la dérivée 
d’une fonction périodique a pour valeur moyenne-zéro ; il en 
résulte, puisque est une constante, que la valeur moyenne 
det>2 v3 est nulle. Il en sera de même de la valeur moyenne de
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v, vÀ, et par suite de vJ. Il serait facile de voir que la valeur 

de est une quantité purement imaginaire —  ic.

L’indice de réfraction sera donc proportionnel à

a -f- btt? -j— CfA4 -f-. . .,

et comme p. est inversement proportionnel à X, la valeur de 

cet indice sera donnée par une formule de la forme

W = A 0 +  2̂! +  ' f̂ +  · · ·»

formule qui est suffisamment bien, vérifiée par l’expérience.

137. Si au lieu de considérer une onde plane, nous vou

lions traiter le cas général où p est une fonction périodique de 

x, y, z, l’intégration des équations du mouvement présenterait 

de grandes difficultés. A propos de la double réfraction, nous 

montrerons comment M. Sarrau est parvenu à trouver des 

fonctions satisfaisant approximativement aux équations du 

mouvement dans le cas où p est une fonction périodique des 

coordonnées. Ces fonctions sont de la forme

- · ■ ^ (a a  + fiÿ + Y.z-Vi)
\ = k e k ,

S|i (ax + Pj(+ Y2-Vi)
ri =  Be À ,

ç _  «*+P»+ry-vo

Pour satisfaire aux équations du mouvement, dans le cas où la 

densité estconstante, on donnerait à A, B, C, a, p, y, Y des va

leurs constantes. En prenant pour A, B, G des fonctions pé

riodiques des coordonnées on parvient par approximations
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successives à intégrer les équations du mouvement dans le 

cas où p est variable. Par une première approximation on par

vient à l’explication de la double réfraction, par une seconde 

à celle de la polarisation rotatoire, et par une troisième à 

celle de la dispersion.

138. Cas des corps amorphes. —  Dans les milieux 

amorphes, les molécules matérielles sont irrégulièrement dis

posées et la densité de l'éther est une fonction des coordon

nées oscillant irrégulièrement autour de sa valeur moyenne. 

Cette fonction est quelconque et pour arriver à intégrer les 

équations du mouvement il faut faire une hypothèse sur sa 

forme. L’hypothèse la plus simple consiste à admettre que p 

est une fonction de la même forme que dans les milieux cris

tallisés, mais non périodique.

Nous supposerons donc que dans les milieux amorphes p 

est donné par une fonction de la forme

p =  ̂  R sin (ax -f- by -f- cz d)

où a, b, c sont des nombres quelconques, non entiers, et dune 

constante également quelconque. La valeur moyenne de p, 

autour de laquelle oscillent les valeurs.de la fonction p 

n’est autre que le terme de la série pour lequel on a a — b =  

c =  o ; cette valeur moyenne est donc égale à

R sin d

L’application de la méthode de M. Sarrau.à la recherche 

des intégrales du mouvement présenterait dans ce cas de 

grandes difficultés. On pourra néanmoins trouver les valeurs 

moyennes de ces intégrales et nous avons déjà montré que ce
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sont ces valeurs moyennes qui seules interviennent dans les 

résultats expérimentaux. L’intégration se ferait d’ailleurs par 

approximations successives comme dans le cas des milieux cris

tallisés.

139. Sans traiter complètement la question, il est pos

sible de montrer que dans le cas particulier d’une onde plane 

parallèle au plan des xy la valeur de l’indice de réfraction 

dépend de la longueur d’onde.

La première des équations du mouvement est

æ x _ w
p dt2 — dz2'

Nous avons vu (130), que lorsque p est une fonction périodique 

de z on peut satisfaire à cette équation en posant

X — eiv-t+fvdzt '

(v est une fonction périodique de z  et les coefficients de 

son développement suivant les puissances croissantes dep sont 

données par une série d’équations récurrentes). Puisque nous 

avons supposé que dans les corps amorphes p avait la même 

forme que dans les corps cristallisés, nous pourrons satisfaire 

aux équations du mouvement dans les premiers milieux en 

prenant pour v une fonction non périodique dont les coeffi

cients de son développement suivant les puissances de p se

ront donnés parla même suite d’équations récurrentes.

Cherchons la valeur moyenne des coefficients du dévelop

pement pour avoir ensuite la valeur moyenne de X. L’équation

(2) du §135 nous montre quel?, se réduit à une constante; la 

valeur de cette constante peut se déduire immédiatement de 

l’équation (3), car la fonction «2, quoique n’étant pas une fonc-
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tion périodique, ne diffère d'une telle fonction· que par la 

valeur des coefficients qui entrent sous les signes sinus et co

sinus du développement en série trigonométrique. Gomme il en
clv

est de même de p, il faut donc que la valeur moyenne de ^  

soit nulle. En désignant par—  a laracine négative de la valeur 

moyenne de p, nous aurons une des valeurs de =  — ia. 

Cette même équation (3) nous montre que la valeur moyenne 

de «2 est une quantité réelle. En considérant les unes après 

les autres les diverses équations on verrait que les coeffi

cients impairs comme«,, ,v3,... sont purement imaginaires et que 

les coefficients pairs, «2, w4... sont réels. Nous allons montrer 

que ces derniers sont nuis.

L’homogénité exige que dans les milieux amorphes les mo

lécules matérielles soient disposées de la même manière par 

rapport à chacune d’elles. Chaque molécule est donc un centre 

de symétrie et si nous prenons un de ces points pour origine 

des axes, p est une fonction paire, c’est-à-dire conservant le

même signe quand on change  ̂ en —  z. Il résulte de l’équa-
d'o

tion (3) que est une fonction paire ; par conséquent «2

est une fontion impaire. Les équations suivantes montrent que 

« 3 est paire et « 4 impaire. Les coefficients «2, «4, «G sont donc 

des fonctions impaires dont la valeur moyenne est nulle.

La valeur demoyenne«3seradonnée parl’équation (5).C’est, 

comme nous l’avons dit, une quantité purement imaginaire. 

Si nous la désignons par —  ib, nous aurons pour · la valeur 

moyenne de«, en nous arrêtant au terme en p.4,

«° =  —  ia\j. —  ib\j.3.

Par conséquent, la valeur moyenne de la vitesse de propa-
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gation sera

et l’indice de réfraction, inversement proportionnel à cette 

vitesse, sera donné par une expression de la forme

Comme g est inversement proportionnel à la longueur 

d’onde, on obtiendra enfin

Nous retrouvons doncTexpression de l’indice de réfraction 

qui s’accorde avec les résultats des expériences.

1 4 0 .  T h é o r i e  d e  M . B o u s s i n e s q .  Au lieu de supposer, 

comme Briot, que la densité de l’éther engagé dans un milieu 

pondérable dépend de la position de la molécule considérée, 

M. Boussinesq suppose cette densité uniforme. Pour 'tenir 

compte de l’action de la matière sur l’éther et arriver à 

l’explication de la dispersion, il introduit dans les équations 

du mouvement des molécules d’éther un terme complémen

taire P représentant les forces élastiques mises en jeu par 

cette action. Il admet en outre, que les forces élastiques qui 

s’exercent entre les molécules d’éther sont les mêmes que 

lorsqu’on considère l’éther dans le vide. Par suite de ces hy

pothèses, la première des équations du mouvement devient

n =  «o +  V 2·

( 1 )

Mais, si les molécules d’éther sont soumises à des forces F
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résultant de l’action de la matière, réciproquement les molé

cules matérielles seront soumises à une force égale et con

traire due à l ’action de l’éther. De plus, les molécules maté

rielles sont soumises à des forces élastiques F, provenant de 

leurs actions mutuelles. Par conséquent, si nous appelons p, 

la densité de la matière et ?, le déplacement d’une molécule 

matérielle, nous aurons

dnL
dt2

=  —  F - f  F«

Les forces élastiques F, dues à l’action de la matière sur 

elle-même doivent être beaucoup plus petites que celles qui 

s’exercent entre les molécules d’éther, puisque le son, qui ré

sulte des vibrations de la matière, se transmet avec une 

vitesse incomparablement plus petite que celle de la lumière. 

Aussi M. Boussinesq admet-il que l’on peut négliger F, par 

rapport à F. L’équation du mouvement d’une molécule maté

rielle devient alors

Pi
d \  
dt2 ~

—  F.

En remplaçant dans l’équation (1), F par la valeur tirée de . 

cette dernière équation, on obtient :

' ( 3 )
d2? _  d0

9 d t* ~  dx  Pl dt2

Le déplacement?, des molécules matérielles doit dépendre 

des déplacements ?, -q, Ç de l ’éther et de leurs dérivées. Mais, 

comme ces déplacements sont très petits, on peut réduire 

?, au premier terme de son développement par rapport à
LA. LUMIÈRE. . ' 14
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ces quantite's, c’est-à-dire à une fonction linéaire de Ij, 7|, Ç et 

de leurs dérivées.

D’ailleurs, dans certains cas, cette fonction se simplifie. 

Si d’abord nous prenons le plan de l’onde pour plan des xy ; 

les dérivées par rapport àc z  entreront seules dans les milieux 

isotropes. De plus ne contient ni y) ni Ç. En effet,- 

les équations du mouvement ne doivent pas changer 

quand on y remplace y et y\ par —  y et —  Y|. Si l’on fait cette 

substitution dans l’équation (3), le premier membre ne change 

pas; l’ensemble des deux premiers termes du second membre, 

conservant aussi la môme valeur, il faut que ne change 

pas, Cette dérivée, et, par suite E4, ne doivent donc pas con

tenir ti, ^ ..... ’ Un raisonnement analogue montrerait que E(

ne doit pas contenir Ç. Par conséquent E( se réduit à une 

fonction linéaire de E et de ses dérivées. Encore toutes les 

dérivées n’entrent pas, car l’origine étant centre de symétrie, 

les équations ne doivent pas changer quand on change les 

signes de x, y, z. E, 7) Ç, ce qui exige que les dérivées d’ordre 
■ · d3* '

impair disparaissent de et, par suite, deEr
(XtA

■ 1 4 1 .  Cherchons l ’intégrale de l’équation (3) dans le cas 

d’une onde plane se propageant dans un milieu isotrope. Les 

dérivées deE, >1, Ç par rapport à a? et h y étant alors nulles, 

E1 se réduira à une fonction linéaire de E et des dérivées de E 

d’ordre pair par rapport à z. En négligeant les dérivées 

d’ordres supérieurs au troisième, nous aurons

■ ’ ' s. = » î + s S ’ ■ ·. ' ■  -,

et, en portant cette valeur de E) dans l’équation (3) elle
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devient, lorsqu’on suppose les vibrations transversales,

: ... d2\ _  d2\ cPl , <M
^  ■ P dt2~  dz2 ?*a dt2 Pi° dz2dt2' '

Si nous essayons de satisfaire à cette équation en posant. 

S =  ke '«<*-Vi>,

nous aurons comme équation de condition; résultant de la 

substitution dans (4) des dérivées déduites de cette valeur de ü,

pV2 =  1 -  p^V2 +  Ptbx2V2 ■
d’où

y 2 ________ ^

P +  Pi« —  Pi6«2

Par conséquent l’indice de réfraction sera proportionnel à la 

racine carrée de -

P +  «Pi —  ¿Pi*2 I

et puisque a est inversement proportionnel,à n sera de la

forme

, « =  A0 + p ·

L’indice de réfraction dépend donc de la longueur d’onde.

142. La théorie de M. Boussinesq (1) peut se présenter 

d’une autre manière quand il s’agit des corps isotropes.

Puisqu’il y a action de la matière sur l'éther* il faut tenir 

compte de'cette action en introduisant dans les équations du 

mouvement les forces élastiques qui en résultent. Or l’bÿpo-

(1) Sous celle forme, la théorie de M. Boussiuesq se rapproche d'une 
théorie de Helmhollz, où le savant allemand rend eompto, non· seulement 
de la dispersion ordinaire, mais de la .dispersion anormale et que je regrette 
de n’avoir pas eu le temps de développer dans les leçons de ce semestre.
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thèse la plus simple que l’on puisse faire sur la nature de ces 

forces élastiques, est qu’elles sont proportionnelles à la diffé

rence —  % des déplacements de la matière et de l’éther. En 

désignant par M le facteur de proportionnalité, la première 

des équations du mouvement de l’éther peut s’écrire

Dans le cas d’une onde plane, elle devient

æX _  cPX 
dt2 ~  dz2

Si on cherche à satisfaire â cette équation en posant

£ =  Aeia<z- V<>,

£4 =  Be¡ia<si-'Ví>,

A et B étant des constantes et oc ayant pour valeur 

on obtient pour résultat de la subtitution

(5) —  poc2A V 2 =  —  oc2A  + '  M (B —  A ) .

L’équation qui donne le mouvement de la molécule maté

rielle est,

T. $ = * ( ? - « ·

En y substituant la valeur prise précédemment pour XK, 

on a, . ,

(6 ) —  Pl<x2BV2 =  M (A —  B).

Éliminons A et B entre les équations (S) et (6 ) pour avoir 

la vitesse en fonction de oc. Pour cela mettons ces équations
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sous la forme suivante '

A [M -—  a2 (pV2 —  1)] =  MB,

B (M —  a.2PlY2) =  MA,

et multiplions membre à membre ; nous obtiendrons après 

simplification,

—  a2M (p,V2 +  pV2 —  1) -H ct^V2 (pV2 —  1) =  0, 

ou

M (P +  Pi) (V2 -  p- ^ )  =  a2p j 2 (pV2 -  *)·

Par suite de la grandeur de l’unité de longueur imposée par

la forme sous laquelle nous avons pris l’équation du mouve-
*

ment, a est très petit. Par conséquent l’équation précédente, 

mise sous la forme

( ? ) Y2 Pi Y2 (pV2- l ) ,p +  p, Mtp +  pJ1 

nous donne comme résultat d’une première approximation

1' V 2
P +  Pi

Remplaçant V2 par cette valeur dans le second membre de 

l ’équation (7), nous obtenons pour seconde approximation

V2 = - +  : _fiL
"p -|- pi M (p +  Pi) P +  p< \P +  Pi

\
ou, en simplifiant,

V2

—  1

1 . *2p2

P +  Pi M (p +  Pi)3
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Nous obtenons donc encore pour la vitesse, une expression

qui dépend de a, et, par suite, de A.

143. Montrons maintenant comment la théorie de M. Bous- 

sinesq rend compte de la polarisation rotatoire dans les 

milieux qui, comme les dissolutions de composés organiques,

direction quelconque est un axe de symétrie.

Puisqu’il n’y a pas de centre de symétrie, la fonction 

dépend à la fois des dérivées d’ordre pair et.dçs dérivées 

d’ordre impair des.déplacements Y|, Ç de l’éther. Mais par 

suite de l’existence d’axes de symétrie, cette fonction se 

simplifie. En exprimant que les équations du mouvement ne 

changent pas quand on fait tourner d’un angle quelconque 

deux" des axes de coordonnées autour du troisième, et en 

négligeant les dérivées d’ordre supérieur au premier, on trouve 

pour

Pour les autres composantes vq et Ç, du déplacement de la 

matière on aura

Dans le cas d’une onde .plane parallèle au plan des xy, les 

dérivées par rapport A x  et y étant nulles, on a

sont dépourvus de centre de symétrie, mais dans lesquels une

•q, =  a-q — 5 —  ;
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et les équations du mouvement de l’élher deviennent'

d2X _  d2X d2X d \
p dl2 — dz2 apt dt2 ■ ?1 dzdt2 ’

d \  d \  d \  , 7 d3X
p dt2 — dz2 ~  ap< dt2 "T- p) dzdt2'

Si nous essayons de satisfaire à ces équations par des valeurs 

de X et 7) de la forme

X —  Ae‘a(i-Vi>,

y, =  BeiK(2- Vi),

nous obtenons les deux équations de conditions :

' —  pAY2 =  -  A +  a?K AV2 +  Sîap^BV2,

_  pBV2 =  — B +  aPlBV2 —  bi<x?iAV2.

Ces équations peuvent s’écrire

A (1 —  pV2 -  «p,Y2) =  bià.?tBY2 

B (1 —  PY2 —  aPlY2) =  —  ôiap4AV2. ’

En les divisant membre à. membre, on obtient »
• s

A B
B.,“  A ’

d’où ' · ’

A2 =  —  B2. '

Nous aurons donc deux systèmes de valeurs de X et Y|, satis

faisant aux équations du mouvement. Ces deux systèmes cor

respondent à. A =  -{- Bf et à A =  —  BA Nous pourrons donc 

montrer, comme nous l’avons fait au §<125, que l’onde plane
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donne naissance à deux ondes planes polarisées circulaire- 

ment en sens inverses et se propageant avec des vitesses 

inégales. —  Nous en concluons immédiatement que le plan de 

polarisation de la lumière incidente doit tourner d’un certain 

angle en traversant Je milieu.
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CHAPITRE VI

DOUBLE RÉFRACTION

144. —  Le phénomène de la double réfraction, observé 

pour la première fois vers le milieu du xvn° siècle dans le 

spath d’Islande, fut ensuite reconnu dans toutes les substances 

cristallisées n’appartenant pas au système cubique. Biot, qui 

étudia tout particulièrement la double réfraction au point de 

vue expérimental, divisa les cristaux biréfringents en deux 

classes, suivant que les phénomènes étaient symétriques tout 

autour d’une droite ou qu’ils semblaient se coordonner par 

rapport à deux droites. Les cristaux du premier groupe (cris

taux uniaxes) appartiennent à l’un des systèmes cristallins 

rhomboédrique, hexagonal, quadratique qui possèdent un 

axe de symétrie cristallographique d’ordre supérieur à 2 ; 

cet axe de symétrie se confond avec l’axe optique du cristal.· 

Les cristaux du second groupe (cristaux biaxes) sont ortho- 

rhombiques, clinorhombiques ou anorthiques ; les directions 

de leurs axes optiques ne sont pas en relation immédiate avec 

les éléments de symétrie de l’édifice cristallin. C’est Haüy qui, 

le premier, fit remarquer ces importantes relations entre la 

forme cristalline et la propriété biréfringente.

i
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■ Les premières recherches théoriques entreprises dans le 

but d’expliquer la marche de la lumière dans les milieux 

biréfringents sont dues à Huyghens; elles ne s’appliquaient

mais ce dernier, pas plus que Huyghens, ne parvint à une 

véritable explication du phénomène. C’est, à Presnel qu’était 

réservée là gloire de trouver l’explication mathématique des 

lois de la double réfraction dans les cristaux uniaxes et biaxes.

Les travaux de Fresncl ouvraient une voie nouvelle aux .· 

recherches des mathématiciens. Cauchy, Lamé, Neumann, 

Mac-Cullagh et tout récemment MM. Sarrau et Boussinesq, 

partant de considérations dilFérentes, édifièrent un certain 

nombre de.nouvelles théories.

Nous étudierons successivement ces diverses théories. Aupa

ravant, nous déduirons des équations des petits mouvements 

dans un milieu élastique, l’existence d’une surface du second 

degrc qui joue un rôle capital dans cette étude et dont l’in

troduction dans la science est due à Cauchy ; nous voulons 

parler de Vellipsoïde de polarisation.

145. — Transformation des équations du mouve
ment. —  Par un choix convenable de l'unité de masse, la 

densité p d’une molécule d’un milieu élastiqu'e peut devenir 

égale à 1. Dans ces conditions, les équations générales du 

mouvement établies au n° 32 deviennent

qu’aux cristaux uniaxes. Elles furent reprises par Young,

dp dx d%x

dp 2 j dx d-riJ. ’

d K _ _ _ y  
dP 2j  dx dX,x

(<)'
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Cherchons à satisfaire à ces équations par les valeurs de 

Z, 7), Ç de la forme,

(2) Z =  Aep, Y| =  Bep, Ç =  Cep. 

où l’on a,

P ,=  ^  («® +  py +  f z  -  Vt).

Nous aurons ainsi un mouvement se propageant par ondes 

planes normales à la droite ayant pour cosinus directeurs 

a, p, y. En remplaçant dans les équations du mouvement 

, les dérivées partielles de Z, nq, Ç, par leurs valeurs tirées des éga

lités (2)’ on obtiendra trois équations de condition entre les 

quantités A, B, C et la vitesse de propagation V du mouve

ment. Il est possible de mettre ces équations sous une forme 

simple.

Les dérivées partielles du premier ordre de Z, 7), Ç, par rap

port aux coordonnées x, y , z  contiennent toutes en facteur la 

quantité ^  ep. Ainsi, on a
A ' '

Zi =  ^ j  <*Aep, K
2 mt ,'pT P A ^ , . . .

Par conséquent W2, qui est une fonction homogène du se

cond degré de ces dérivées partielles, contiendra en facteur

CfV ̂ J e2p. Si donc nous posons,

Il sera un polynôme homogène et du second degré par rap

port à A, B, C et par rapport à a, p, y.
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En dérivant par rapport à A cette fonction W2, nous obtien

drons,

(3) rfwg _  _  i  /2 w\ 2 2p
dA 2 \ A / 6 dA

D’ailleurs la dérivée de W2 par rapport à A peut s’écrire,

dW, v i dW, d\'x;
dA ~  2j  dU dA’

et, en remplaçant dans cette expression les dérivées par rapport 

à A des diverses dérivées partielles de tj, Ç par leurs va

leurs, nous aurons,

dW2

dA
2î7c p \i  rfW,

-  T  e 2j du

En égalant cette valeur de à la valeur (3), et supprimant
CtPi.

2î7T
le facteur -r— ep commun aux deux membres de l ’égalité ob- 

À

tenue, il restera,

■ W S d'W2 1 2tT: p c?n
00 dU ~ ~ ~ 2  A e dA

/

De cette égalité nous allons déduire une nouvelle expression 

du second membre des équations (1) du mouvement. La 

dérivée est une fonction homogène et linéaire par rapport

aux dérivées, partielles des \ ; si donc on y remplace ces 

dérivées partielles par leurs valeurs tirées des relations (2 ),

QîTZ
on aura en facteur la quantité —  ep. Nous pouvons alors

À

posçr /

dW9
<%i
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cp étant une fonction homogène et linéaire par rapport A, B, G 

et à a, ¡3, y, mais ne dépendant pas de x, y, z. Par conséquent 

nous aurons

ou

d dW2_2 îit p c?P_p
dx cR,x A 6  ̂ dx A e X

2 îTta

cAV,.
d x  dl,x ), a d\!j. ’

et par suite

E d  c?Wa 2îTr ^  a?W2
d x  d\'x A 2 j  % d\x

En remplaçant dans le second membre de cette expression 

la quantité placée sous le signe S par sa valeur (4), nous 

obtenons,

S d  d W s _  _  1 /2îTt\2 p d l i . ■ 

d x  d U  ~  2  \ A / 6 dk ’

c’est, au signe près, la valeur du second membre de la pre

mière des équations (1 ).

D’autre part, la première des égalités (2) nous donne,

§ = ^ m · ·

par conséquent la première des équations du mouvement 

conduit à l’équation, ·. , ·

AepY2
( ? ) '

1 /2i7t\2 p du
2 V A J 6 dk '

ou,

a V 2 =  |  * § - ·
2  dk

Les deux autres équations du mouvement nous donneraient 

des équations analogues; par suite les équations (1 ) peuvent
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être remplacées par le grouper

AVS =  x tt
1 cfrl
2 dA

(5) g y 2 i
2 ¿B

“ 2  dC

On pourrait résoudre analytiquement le système des trois 

équations précédentes; on obtiendrait les valeurs de Y et de 

A, B, 0 qui, pour des valeurs données de a, p, y, donnent des 

déplacements ¡;,Y|, Ç satisfaisant aux équations du mouvement. 

On peut, également suivre la méthodç géométrique indiquée 

par Cauchy ; c’est cette marche que nous adopterons.

146. Ellipsoïde de polarisation. —  Si nous considé

rons A, B^G comme les coordonnées d’un point, l’équation 

Il =  1, dont le premier membre est homogène et du second 

degré par rapport à A, B, C, représente une surface du second 

degré rapportée à son centre; c’est l’ellipsoïde depolarisation.

Les coordonnées A, B, C de l’extrémité d’un axe de cette 

surface s’obtiendront en écrivant qu’en ce point le rayon vec

teur est normal à la surface. Les cosinus directeurs de la nor

male étant proportionnels à et ceux du rayon

v.ecteur au point A, B, C, proportionnels aux coordonnées 

de ce point, A, B, C devront satisfaire aux équations,
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L’élimination de A,B,G, entre ces trois équations, qui sont 

linéaires et homogènes par rapport à ces quantités, conduit, 

comme on le sait, à une équation en S du troisième degré. A 

chacune des racines de cette équation correspond un système 

de valeurs de A,B,G, obtenu en portant la valeur de S dans 

les équations (6 )  ̂Or ces équations ne diffèrent des équa

tions (5) qu’en ce que V2 a été remplacé par S. Par conséquent 

la résolution des équations (3) nous conduirait à trois valeurs 

de Y et à trois systèmes de valeurs de A,B,C. En portant ces 

valeurs dans les égalités (2 ), nous obtiendrions trois systèmes 

de valeurs de £, tj, Ç, satisfaisant aux équations du mouvement.

Les valeurs de ?, tj, Ç, ainsi obtenues correspondent à trois 

directions de déplacements dont les cosinus directeurs sont 

proportionnels à ?, 7), Ç, et par suite aux trois systèmes de 

valeurs de A,B,G. Ces valeurs, solutions des équations (6), sont 

proportionnelles aux cosinus directeurs des axes de l’ellipsoïde 

de polarisation ; par conséquent, les directions correspon

dantes des déplacements sont perpendiculaires entre elles.

En résumé, la vibration est parallèle à l’un des axes de 

l'ellipsoïde de polarisation, et la vitesse de propagation 

V =  \js est inversement'proportionnelle à la longueur de 

cet axe.

147. De ce qui précède, il résulte que, pour qu’une onde 

plane se propage dans un milieu élastique anisotrope, en 

restant plane et perpendiculaire à la même direction a,p,y,· il 

faut que les déplacements des molécules du plan de l’onde 

soient parallèles à l’un des axes de l’ellipsoïde depolarisation. 

Si la vibration des molécules du plan de l’onde n’a pas lieu 

suivant une de ces directions, on pourra, d’après le principe 

de la superposition des petits mouvements, décomposer le

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



224 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

déplacement de chaque molécule en trois composantes, suivant 

les axes dé- l’ellipsoïde, et considérer l’onde donnée comme 

formée de trois ondes planes, dont les vibrations seraient ' 

parallèles à ces axes. Chacune de ces ondes planes se propa

gera sans altération et comme leurs vitesses de propagation 

(les racines carrées des racines de l’équation en S), sont en 

général différentes, ces ondes se sépareront. Par conséquent, 

d’après la théorie de l ’élasticité, un rayon lumineux, traver

sant un milieu anisotrope, doit donner naissance à trois rayons ; 

on devrait avoir une triple réfraction.

Cette conséquence est en contradiction avec l ’expérience 

qui n’a jamais révélé qu’une double réfraction. Pour mettre 

d’accord la théorie de l’élasticité avec l’expérience, on peut 

faire' diverses hypothèses sur la constitution du milieu qui 

transmet les vibrations lumineuses.

On peut admettre :

1° Que l’éther est incompressible (Presnel) ;

2° Qu’un des trois_rayons prévus par la théorie n’est pas 

perceptible, son intensité étant trop faible (Cauchy) ;

3° Que la vitesse de propagation suivant une direction est 

nulle. L’ellipsoïde de polarisation, dontles axes sont en raison 

inverse des vitesses, devient alors un cylindre (Lamé, Neu

mann, Mac-Cullagh) ;

4° Que l’un des axes de l’ellipsoïde de polarisation, qui 

devient un hyperboloïde est imaginaire. Le rayon lumineux 

vibrant suivant la direction de cet axe est alors évanescent.

C’est là. sans doute l’hypothèse à laquelle se serait arrêté 

Cauchy, s’il était revenu, sur la fin de sa vie, à la théorie de 

la double réfraction. .

Par l’étude des diverses théories de la double réfraction,
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nous verrons que ces hypothèses fondamentales, complétées 

quelquefois par des hypothèses secondaires, permettent 

d’expliquer le phénomène de la double réfraction.

148. Dans les milieux isotropes, la réfraction de la lumière ne 

donne lieu qu’à un seul rayon réfracté; cherchons ce que 

devient dans ce cas particulier ^ellipsoïde de polarisation.

Nous avons vu (24) que dans les milieux isotropes, la 

fonction W2 se réduit à

W 2 =  XK - f  ¡/.H +  v© 2.

Le polynôme K disparaissant des équations du mouvement (33), 

nous pouvons, sans changer les résultats! supposer que R 

n’entre pas dans l’expression de W2. Admettons donc que 

l’on ait A —  o et qu’en outre, pour tenir compte ds la trans

versalité des vibrations, g. et v soient liées (46) par la relation.

[J. - j -  v =  o .

La fonction W 2 devient alors :

' ' W 2 =  (x (H -  ©2)

ou, en remplaçant dans cette expression H et 0 par les valeurs 

trouvées aux n°‘ 19 et 20,

w 2 - i . [ ^ 2- ( ^  +  ^  +  ^)a] ·

On déduit facilement de cette nouvelle expression, l’équation 

suivante pour l’ellipsoïde de polarisation.

Il =  g. [(a2-f-P2 +  y2) (A2-)-B2-(-C2) — (Aa+Bp +  Cy)2] = 1
LA LUMIÈRE. 15
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c’est l’équation d’un cylindre de révolution tangent à la sphère

A2 4- B2 4- G2 =  - >
• (*

suivant la circonférence découpée dans cette sphère par le 

plan

Aa -J- Bp Gy =  0.

L’ellipsoïde de polarisation se réduisant à un cylindre de 

révolution, l’un des axes de cet ellipsoïde devient infini, et la 

vitesse de propagation correspondante, qui est l’inverse de la 

longueur de cet axe, devient nulle. Les deux autres axes sont 

égaux au rayon de la sphère. Par suite, on n’a qu’une seule 

valeur pour la vitesse de propagation de la lumière dans un 

milieu isotrope, conséquence conforme à l’expérience.

THÉORIE DE FRESNEL

149. Convaincu, par l’étude des phénomènes d’interfé

rence de la lumière polarisée, de la transversalité des vibra

tions lumineuses dans, l’air, Fresnel tenta en s’appuyant sur 

ce résultat expérimental d’expliquer les phénomènes de la 

doublé réfraction présentés par les cristaux à un axe et à deux 

axes. En admettant que ces vibrations transversales sont nor

males au plan de polarisation, il ne tarda pas à trouver une 

explication de la propagation de la lumière dans les uniaxes 

dont les conséquences s’accordaient avec les lois expérimen

tales connues, en particulier avec la loi de Malus. Par une suite 

de déductions heureuses, dont on trouve la trace dans son
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premier Mémoire sur la double réfraction (1), il parvint à se 

rendre compte de la marche de la lumière dans les biaxes.

Ayant vérifié, par de nombreuses expériences, la conception 

qu’il s’était faite du phénomène de la double réfraction, Fres- 

nel en rechercha l’explication mécanique. 11 y parvint, grâce 

à deux hypothèses fondamentales. Nous verrons plus loin 

quelles sont ces hypothèses, et comment une analyse rigou

reuse permet d’en déduire les véritables lois de la double 

réfraction. Mais d’abord nous rappellerons succinctement quelle 

a été la marche des idées de Fresnel, en renvoyant pour les 

détails aux œuvres complètes du grand physicien.

150. E xplication  mécanique de la double réfrac

tion. —  Si on imprime à une molécule d’un milieu élastique, 

des déplacements égaux dans toutes les directions, chacun
‘  ̂ i

d’eux donne naissance à une force élastique inversement pro

portionnelle à la racine carrée du rayon vecteur, dirigé sui

vant le déplacement, d’un certain ellipsoïde, et parallèle à la 

normale à l’ellipsoïde à l’extrémité de ce rayon vecteur. C’est 

cet ellipsoïde qu’on appelle ellipsoïde inverse d'élasticité, et 

souvent aussi ellipsoïde d'élasticité Les axes de cet ellipsoïde 

sont donc tels qu'à un déplacement dirigé suivant l’un d’eux 

correspond une force élastique de même direction et de sens 

inverse ; ce sont les axes d'élasticité du milieu. ■

L’intersection de l’ellipsoïde d’élasticité par un plan sera 

une ellipse que nous désignerons par E; un déplacement sui

vant un des axes de cette ellipse donnera naissance à une 

force élastique qui, en général, ne sera pas dans le plan de 

l ’ellipse E, · mais dont la projection sur ce plan sera dirigée

(1) Œuvres complètes de Fresnel, t. II. p. 261.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



228 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

suivant l’axe lui-même. Si on admet avec Presnel que cette

composante de la force élastique est seule efficace, la vibration

résultant du déplacement se propagera dans le milieu en con-
*

servant la même direction. La vitesse de propagation qui est 

en général proportionnelle à la racine carrée de la force agis

sante sera proportionnelle à l’axe de l’ellipse dirigé suivant 

le déplacement. Dans le cas où le déplacement considéré est 

quelconque dans le plan de l’ellipse, on peut le regarder comme 

résultant de deux déplacements dirigés suivant les axes ; les 

axes étant inégaux, les vitesses de propagation seront diffé

rentes.

Considérons maintenant une onde plane ; nous admettrons 

avec Presnel, que la force élastique développée par les vibra

tions des molécules de cette onde est proportionnelle à la 

force élastique résultant du déplacement d’une seule molé

cule. Si nous regardons cette onde comme résultant de la 

superposition de deux ondes planes ayant pour directions 

de vibrations les axes de l’ellipse, ces deux ondes auront 

d’après ce qui précède des vibrations rectangulaires et 

des vitesses de propagation différentes. Celte conséquence 

est donc conforme à l ’expérience, qui montre qu’une onde 

plane polarisée dans un azimutb quelconque se dédouble dans 

un cristal biréfringent en deux ondes planes distinctes, 

polarisées à angle droit.

Dans le cas où le plan de l’onde incidente se confond avec
I

une des sections cycliques de l’ellipsoïde d’élasticité, les deux 

vitesses de propagation sont égales, et l’onde ne se dédouble 

pas; de plus l’onde émergente doit conserver son plan primi

tif de polarisation. Comme un ellipsoïde à trois axes inégaux 

possède deux séries de plans cycliques, on devra avoir en gé-
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néral deux directions de propagation jouissant des propriétés 

précédentes ; ces directions seront celles des axes optiques du 

cristal. Quand l’ellipsoïde d’élasticité devient de révolution, 

il n’y a plus qu’une série de sections cycliques, et par suite 

qu’un seul axe optique : c’est ce qui a lieu pour les cristaux 

uniaxes.

1 5 1 . Hypothèses de Fresnel. — Telle est, en résumé, la 

théorie de Fresnel. Elle est de tous points conforme aux lois 

expérimentales; mais nous voyons qu’elle repose sur deux 

hypothèses qui demandent à être examinées de plus près. 

Ces deux hypothèses peuvent s’énoncer:

1° La force élastique développée par le mouvement d’une 

onde plane est indépendante de la direction du plan de l ’onde, 

elle, ne dépend que de la direction des vibrations des molé

cules, et elle est proportionnelle à la force élastique déve

loppée par une molécule isolée, les autres molécules du plan 

de l’onde restant en repos.,

2° La seule composante de la force élastique qui soit efficace 

est la composante parallèle au plan de l ’onde.

La première de ces hypothèses, que Fresnel a vainement 

essayé de justifier, est entièrement arbitraire, mais rien n’em

pêche de l’admettre. Il suffit pour cela de supposer que 

l’ellipsoïde de polarisation de Cauchy est invariable et indé

pendant de la direction du plan de l'onde, c’est-à-dire de a, 

(3 et Cela arrivera quand le polynôme II se réduira à un 

polynôme du 2 ° degré en A, B, C multiplié par

a 2 +  P2 +  y 2 =  i ·

Cet ellipsoïde fixe de polarisation n’.est autre chose, comme
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nous le verrons plus loin, que l’ellipsoïde d’élasticité de 

Fresnel.

Quant à la seconde, elle est une conséquence immédiate de 

l’incompressibilité de l’éther. Nous avons déjà dit (48) que, 

dans ses calculs, Fresnel admettait, souvent implicitement, 

tantôt que la résistance de l’éther à la compression était 

nulle, tantôt qu’elle était infinie. Dans ce cours, nous nous 

sommes placés jusqu’ici dans la première hypothèse; cher

chons maintenant quelles sont les équations du mouvement 

dans l’hypothèse où la résistance à la compression est infinie, 

c’est-à-dire dans l’hypothèse où le milieu élastique est in

compressible.

152. Équations du mouvement dans un milieu 

incompressible. —  L’incompressibilité imposée à l'éther 

suppose des liaisons entre ses diverses molécules; nous devons 

donc appliquer la théorie des systèmes matériels à liaisons.

L’équation exprimant que l'éther est incompressible est 

@ =  0. Si nous considérons un certain volume II de 

l ’éther limité par une surface S, et si nous désignons par U 

la fonction des forces relative aux forces intérieures et exté

rieures à R, nous arriverons, en appliquant le principe de 

d’Alembert et celui des vitesses virtuelles, à l’équation

qui, pour un choix convenable de la fonction arbitraire A, doit 

être satisfaite identiquement, quels que soient les déplace

ments virtuels 8?, 8t|, 8Ç. On peut donc «upposer que l’on a
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oYi —  SÇ =  o. Dans ce cas, SU peut, comme nous l’avons déjà 

vu (29), être remplacé par la somme

SD = / p  - f  J SWcfr,

P* étant la composante suivant l’axe des x  de la pression qui 

s’exerce sur un élément da> de surface S, et qui résulte des ac

tions des molécules de R' sur celles de R. L’équation précé

dente, en y faisant S-q =  =  o et en remarquant que l’on a

® =  -|- 7|y +  ¡¡2', devient alors ;

(1) J *  PaSÇdu-fJ *  SW * — / * § * * ' + f AS U d r  =  0.

Nous devrons, comme nous l’avons fait au n° 30, transfor

mer les intégrales du premier membre de manière à ce 

qu'elles ne contiennent plus de termes en )Si¿. Dans cette
I

transformation nous obtiendrons des intégrales doubles éten

dues à la surface S et des intégrales triples étendues au vo

lume R. Les intégrales doubles n’entrant pas dans les équa

tions du mouvement, nous abrégerons la recherche de ces 

équations en n’introduisant pasees intégrales dans nos cal-· 

culs, ce qui peut se faire en supposant qu’on étend les inté

grales triples à tout l’espace et qu’à l’infini les forces élas

tiques sont nuiles.

Dans ces conditions, la première intégrale de l’équation 

précédente disparait, et nous avons pour la valeur de la se

conde

• y ’ i w * = _ y ’ « * s à ® ·
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Quant à la dernière intégrale nous la transformerons d’une
\

manière analogue en nous appuyant sur l’égalité connue

/ / J W / · - · '
et en posant

Nous obtiendrons

F =  ASÇ.

j  j j AJ;8Wr =J ' J

dA

d x
Z\dx,

ou, puisque d’après nos conventions l’intégrale double est 

nulle,

J A l \ 'xdx =  — J  ~  l\dx.

Par conséquent l’équation (1) peut s’écrire

ou

Puisqu’elle doit être satisfaite quel que soit 8?, le coefficient
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de cette quantité dans l’élément différentiel doit être nul. On 

a ainsi une des équations du mouvement. Si nous faisons p =  1 

et si nous remarquons que nous avons déjà trouvé (32) 

l’égalité

nous aurons pour les équations du mouvement

d2X d dW 2 dh
dt2 Zà dx d\'x dx

d2~t\_ v j d_ dW2 dh.
dfi ~~ dx cfyi dy ’

e?2Ç_ v  ̂ d riW2 dh
dt2 Zj  dx dï̂ x dz

1E>3. Propagation d’une onde plane. —  Considérons 

une onde plane parallèle au plan

a® +  Py H- =  °-

Les composantes des déplacements des. molécules de cette 

onde seront de la forme .

Nous avons vu précédemment (145) que pour des valeurs 

de X, tj, Ç de cette forme, on a

S d d W _v i d dW2
dx dliç dx dix ’

X —  Àep, Tj =  Bep, Ç =  Cep,

où

P =  (a® +· py - f  t*  —  Vt)·

1 (2 h \2 p dU
2 V X ) 6 dh
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Nous sommes donc conduits pour satisfairé aux équations 

du mouvement (2 ), à poser

H étant une constante indépendante de x, y, z  et t ; nous 

tirons de cette égalité

p

Si nous portons les valeurs de ces diverses quantités dans les

équations (2 ), nous aurons en supprimant le facteur 

commun aux deux membres,

<3> BY’ = l i - p H·

CV2 =  -  —  —  vH 
V . 2 dC Y

Ces trois équations jointes à l’équation de liaison 0 =  0 

permettront de déterminer H et des quantités proportionnelles 

à A,B,C. L’équation de liaison devient, quand on y remplace 

les dérivées partielles de ij, ï), X, par leurs valeurs,

0  = ~ e p (Aœ - f  B8 +  Cy),
A

d’où

(4) ' Aoc +  Bp -f- Cy =  0.

Cette équation exprime que la vibration a lieu dans le plan
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de l’onde ; nous devions nous attendre à cette conséquence, la 

transversalité des vibrations étant exprimée par l’identité 

0 = 0 .

Si l’on compare les équations de condition (3) aux équa

tions (5) du n° (145), on voit qu’elles ne diffèrent de celles-ci 

que par l’introduction des quantités aH, (3H, yH. Gès quan

tités sont donc, à un facteur constant près, les composantes 

de la force de liaison; par suite, les cosinus directeurs de 

cette force sont proportionnels à a, p, y. La force de liaison 

est donc normale au plan de l’onde, et cette conséquence ma

thématique de l’incompressibilité de l’éther aurait pu rempla

cer la seconde des hypothèses de Fresnel.

154. Les valeurs de la vitesse de propagation de l’onde 

plane s’obtiendront en éliminant A, B, C, H entre les équa

tions (3) et l’équation (4). Si nous admettons avec Fresnel que 

la force élastique résultant du déplacement d’une onde plane, 

est indépendante de la direction de l’onde, la fonction des 

forces W2 ne doit pas dépendre de a, (3, y, et, par suite, le 

polynôme ndoit se réduire à un polynôme homogène du se

cond degré en A, B, G, multiplié par un polynôme homogène 

du second degré de a, |3, y dont la valeur est constante; ce 

dernier polynôme ne peut être que a2 -f- ¡Ia -f- y2. En pre

nant les axes de coordonnées parallèles aux axes de l’ellip

soïde de polarisation II =  1, on aura

n  =  (aA2 +  6BS -f- cC2) (<x8 - f  p2 - f  /2) =  aA2 +  6B2 +  cC2

et par suite,

1  dU . 
î d A '— aA’

1 dU 2dB C i J f i
1  dn
2 dC c G.
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En portant ces valeurs dans les équations (3) nous obtenons

. (5)

d’où, 

A —
aH

Y2 —  a

AV2 =  «A —  «H, 

BV2 —  bk —  pH, 

CV2 =  cG — YH;

B =  — C = YH
Y2 -  c

Si nous multiplions ces dernières égalités respectivement 

par *, p, y, et si nous additionnons, nous trouvons

Aoc -f- Bp +  Gy =  -  H 4 - ^i-1}— b +  y r ^ ) ’

et si nous tenons compte de l’équation de condition (4), nous 

avons

__ |___Êi_ h__ x!___ o
Y 2 _  a ^  V 2 —  b ^  V 2 —  c  ~

Cette équation déterminera V; on aura donc deux valeurs 

pour la vitesse de propagation.

155. Il est facile de trouver une expression de V en fonction 

de A; B, G. Il suffit de multiplier sucessivement chacune des 

équations (5) par A, B et G et d’additionner. On obtient 

ainsi

(A2 +  B2 +  G2) Y2 =  ak2 - f  5B2 +  cC2.

Or les équations (5) jointes à l’équation (4) ne déterminent 

que des quantités proportionnelles à A, B, G; nous pouvons 

donc satisfaire à ces équations et par suite aux équations du 

mouvement par des valeurs de A, B, G satisfaisant à la rela-
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tion

(6) n  =  aA2 - f  Z>B2 +  cC2 =  l.

On a alors

y =  - j = = ^ = ·
V'A2 4- B2 +  G2

L'interprétation géométrique de celte expression est évi

dente; la vitesse de propagation est inversement propor

tionnelle à la longueur du rayon vecteur de l’ellipsoïde n  =  1 

ayant pour direction celle du déplacement. 11 en résulte que 

l ’ellipsoïde

«A2 +  ÔB2 -f- cC2 =  1

n’est autre que l’ellipsoïde d’élasticité de Fresnel.

156. Nous terminerons l’étude de la théorie de Fresnel en 

faisant remarquer qu’il n’est pas nécessaire de supposer l’éther 

incompressible et qu’on peut arriver aux mêmes conséquences 

d’une autre manière. Il suffit de supposer que l’équation de 

l’ellipsoïde de polarisation est d'une, forme particulière.

Si nous multiplions la première des équations (S) par a, la 

seconde par p, la troisième par y et si nous additionnons, nous 

obtenons

V2 (A* +  Bp -f- Gy) =  Aaa - f  Bip - f  Gcy —  H ;

et comme d’après la condition (4) le premier membre de cette 

relation est égal à zéro, nous en tirons

‘ H =  Aaa. -f- Bôp -f- Ccy.

Admettons que l’équation de l’ellipsoïde de polarisation 

soit

(7) n  =  (aA2 +  ôB2-f'eC2) (a2+ p 2-fy 2)— 2H(Aa-f-Bp+Gr)= l,
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où H a pour valeur l’expression précédente. En portant cette 

valeur de II dans les équations (3) du n° 145 déduites des 

équations du^mouvement dans un milieu élastique non assu

jetti à des liaisons, nous obtiendrons

AV2 =  aA —  aH —  (Aa -j- Bp -J- Cy), .

(8)  . BV2 =  SB — pH —  (Aa — Bp Gy),

T̂T
CV2 =  c G -  YH (Aa +  BP 4- cr) ;

nous déduirons de ces équations en les multipliant respec

tivement par a,p,y et additionnant les produits

V2 (Aa-|-Bp-|-CY)=: Aaa-}-BJp - f  Ccr —  (a« +  p2- f  Y2) H

-(JU + B p + O ï)(.f+ p i+ Ti ) .

ou, en remplaçant H par sa valeur,

V2(Att +  Bp +  Cr) =  ■

=  - (A“ +  HP +  ^ ) ( « f + P i + ï ^ >

Une solution de cette équation est

(9) Aa - f  Bp - f  CY =  0,

équation qui est celle que nous avons déduite de la condition 

0 =  o exprimant l'incompressibilité. Quand cette équation est 

satisfaite, les équations (8) se réduisent aux équations (5). Nous 

retrouvons donc ainsi les équations (4) et (S) obtenues en sup

posant l ’éther incompressible. t

Une autre conséquence de réquation'(9) est que la normale
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au plan de l’onde est perpendiculaire aux directions de vibra

tion satisfaisant aux équations du mouvement. Gomme, d’une 

manière générale, ces vibrations ont pour directions les axes 

de l’ellipsoïde de polarisation, le plan de l’onde est un plan 

de symétrie dè l’ellipsoïde de polarisation déterminé par 

l’équation (7). ,

THÉORIE DE CAUCIIY

157. Plans de symétrie optique dans les cristaux 
biréfringents. —  Cauchy admet que dans tout milieu aniso

trope, l’éther qui s’y trouve contenu admet trois plans de 

symétrie rectangulaires. La forme extérieure d’un certain 

nombre de substances cristallisées nous montre qu’une telle 

symétrie existe pour les molécules matérielles dans les cristaux 

appartenant aux systèmes cubique, hexagonal, rhomboé- 

drique, quaternaire ou orthorhombique; il est donc rationnel 

d’admettre que dans ces substances la même symétrie se pré

sente pour les molécules d’éther. Mais pour les cristaux des 

deux derniers systèmes cristallins, le système clinorhombique 

et le système anorthique, on n’a plus trois plans de symétrie 

et rien, a priori, ne nous autorise à admettre l’existence de ces 

trois plans dans l’éther. En réalité, l’expérience montre qu’au 

point de vue optique les cristaux anorthiques et clinorhom- 

biques possèdent trois plans de symétrie; mais ces plans, au 

lieu d’avoir des positions fixes par rapport aux éléments de 

symétrie du cristal, ont des directions variables avec la durée 

• de la vibration, c’est-à-dire avec la longueur d’onde de la 

lumière. Si donc nous admettons, avec Gauchy, l'existence de
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trois plans de symétrie rectangulaires dans tout milieu aniso

trope nous devrons toujours supposer la lumière homogène et 

nous négligerons ainsi les phénomènes dus à la dispersion, 

comme nous l’avons fait dans l’étude de la théorie de Fresnel, 

où les plans principaux de l’ellipsoïde d'élasticité n’étaient 

autres que les plans de symétrie optique.

Nous choisirons ces trois plans de symétrie comme plans de 

coordonnées. Par raison de symétrie, le premier membre II de 

l’équation de l’ellipsoïde de polarisation ne doit pas changer 

quand on y fait a=r— a etA =  —  A, ou p = —  p et B =  —  B, 

ou enfin y =  —  y et G =  —  G. Il en résulte que II ne doit, 

contenir que des termes de la forme suivante,

a2 A 2, P2A 2, y2 A 2, PyBC,

a2B2, p2B2, y2B2, ayAC,

a2C2, p2c2, y2C2, upAB,

Le nombre de ces termes étant égal à 12, n  pourra conte

nir 1 2  coefficients numériques arbitraires et l’équation de l’el-

. lipsoïde de polarisation sera de la forme
«

(1 ) A 2 (Xa2 +  jxp2 - f v y 2) - j-B 2 (X V  +  ¡x'p2 +  v'y2)

- f C 2 (X 'V  +  ¡/'p2 +  v V )  +  2i )pyBC +  2 ? yaCA +  2 r«pAB =  1 .

158. Conséquences de l’hypothèse des forces cen

trales. — Pour Cauchy toutes les forces sont centrales; aussi, 

dans sa théorie de la double réfraction admet-il implicitement 

qu’il en est ainsi. Nous avons fait remarquer (17) que dans 

l’hypothèse des forces centrales, le nombre des coefficients
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numériques de la fonction W2 se trouvait réduit; nous devons 

donc nous attendre à avoir dans ce cas un certain nombre de 

relations entre les douze coefficients numériques de'l’ellip

soïde de polarisation. Cherchons ces relations.

Dans le premier chapitre de cet ouvrage, nous avons vu 

que si les forces sont centrales, on a

_  y i  e£F , 1 vt dfF 2 
w 2 -  2 j  p2 ■ >" 2  2 j  ¿ r 2 :

OÙ, · -

p, =  2(D »DÇ +  D î/D yi +  D ^D ?), 

p2 =  Di;2 +  D y)2 +  D i2,

Dans le cas d’une onde plane ?, R, £ étant de la forme

5 =  Aep, Tj =  Bep> ? =  ^eP » 

nous aurons

D i  =  ^  A ep (« D  a  +  p y  +  T D * ) ,
À

Dt) =  ^  Bep (aDtf +  PDV +  Y0*). 
À

D i =  ^  Cep (aDtf +  pDy +  ïD » )  î
A

LA LUMIÈRE. 1 6
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et par conséquent,

P< =  2 ^ 0 ^  e ^ A D a ^ o d k :,

Pa =  =  ( T ) '  e2P (A2 +  B2 +  °2) ( S aDœ) 2’

pf =  4 0 ^  elp j^ADaj ^aD zJ '·

Il est facile de constater que dans pa,

y  e2PDa;2, 

e2PD»»,

et que dans'p|,

/âz*r\ ^
coef. de a2B2—coef. de 4a|iAB=4 ( —r- J e2P(Daj2Dy2—XixT)yY)xT)y)

/2 jV\ a
coef.dea2G2—coef.de4aYÀG=4 ( —  j e2P(Da;2D-r2—DîcD^DîçD )̂ 

Dans p2 et pa, la relation*

coef. de ot2B2 —  coef. de 4afSAB =  coef. dea2G2 —  coef. de 4ayAG

est donc satisfaite ; par suite elle l’est dans Wa et aussi dans

II. Par permutations circulaires, nous pouvons en déduire 

deux autres. Les douze coefficients numériques du premier 

membre de l’équation de l’ellipsoïde de polarisation étant liés 

par trois relations, neuf seulement de ces coefficients sont 

arbitraires. Les trois relations entre les coefficients de l’équa-

coef. de «2B2 —  coef. de 4aflAB =  

coef. de a2C2 —  coef. de 4ayAG =
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tion (1) sont:.

(2)

159. Vibrations quasi-transversales et vibrations 
quasi-longitudinales. —  Les vibrations d’une onde plane se 

propageant dans un milieu anisotrope devant être dirigées 

suivant les axes de l’ellipsoïde de polarisation (147) il faut, 

pour qu’elles soient rigoureusement transversales ou longitu

dinales par rapport au plan de l’onde, que ce plan soit un des 

plans principaux de l ’ellipsoïde de polarisation. Cette condi

tion sera réalisée si la normale au plan de l’onde est un des , 

axes de l’ellipsoïde, c’est-à-dire si a, ß, y satisfont aux équa

tions

1 dn 
ÂS =  2  S T · BS — 2 cfB

_  1 ¿n 
“ 2 dC

Tirant de l’équation (1) de l’ellipsoïde de polarisation 

de Cauchy les valeurs des seconds membres de ces der

nières équations et remplaçant ensuite A par a, B par p et 

C par y, nous obtenons après réduction

S =  )a2 -J- ¡¿p2 -f- vy2 -f- qy2 -|- rp2,

S =  AV-fp'p2 - f  v'y2 +  roc2 +  p f ,

. _ S A V  - f  p5p2 +  A 2 +  PP2 +  ?oc2·

Pour que ces équations soient satisfaites quels que soient
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a, p, y, il faut que les coefficients de a2, p2, y2 soient les 

mêmes dans les trois équations ; on a donc

X =  X'-f-r =  r -\ -q ,

|x r —  p/ =  ¡j/' -j- p, 

v 4 -q  =  '*' -\~p =  v".

Or ces relations jointes aux relations (2) déduites de l ’hypo

thèse des forces centrales exigent que l’on ait

p = q =  r,

et elles deviennent alors, *

X =  X -j- Pi X' : X"

(* =  [*' — P>
r ■ it

t* =  Ia

' v' =  ■

Ces dernières relations conduisent aux égalités

/ut2 -j- fxp2 —(— vy2 — pv? =  X'a2 -|- p'p2 -j- v'y2 —  pp2 

=  X"a2 -f- p."p2 +  v"y2 —  p f

. Il est facile de s’assurer que ce sont là les conditions aux

quelles conduisent l’applicalion à l’équation (1) des formules 

connues qui expriment qu’un ellipsoïde est de révolution 

autour d’un axe ayant pour cosinus directeurs a, p, y. Par 

conséquent, les vibrations ne peuvent être rigoureusement 

transversales ou longitudinales que si l’ellipsoïde depolarisa

tion est de révolution autour de la normale au plan de l’onde. 

Une telle conséquence est inadmissible, car les deux ondes 

planes à vibrations rectangulaires et transversales qui ré-
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sultent de í’onde plane incidente auraient même vitesse de 

propagation et la double réfraction ne s’expliquerait pas.

Ainsi les hypothèses de Cauchy conduisent à admettre 

qu’une onde plane donne naissance,'en se propageant dans un 

rrtilieu anisotrope, à trois ondes planes dont les directions de 

vibration ne sont ni normales au’ plan de l ’onde, ni situées 

dans ce plan. Mais la biréfringence étant très faible dans toutes- 

les substances jouissant de la double réfraction, les vibrations 

de deux des ondes planes seront quasi-transversales et celles . 

de la troisième, quasi-longitudinales.

L’existence de vibrations quasi-transversales n’est pas abso

lument contraire à nos connaissances sur la direction des 

vibrations lumineuses, car si l’expérience nous apprend que 

dans l’air les vibrations doivent être rigoureusement transver

sales, rien ne nous prouve qu’il en est ainsi à l’intérieur d’un 

cristal. Quant au rayon dont les vibrations sont quasi-longi

tudinales, Cauchy ne put tout d’abord expliquer pourquoi il 

n’avait d’existence réelle ; il est probable que s’il avait eii 

occasion de revenir sur la double réfraction, il eut admis que 

ce rayon était évanescent.
’J

160. Vitesses de propagation des ondes. —  La théorie 

de Fresnel se trouvant vérifiée par. les expériences les plus 

.délicates, toute théorie de la double réfraction doit conduire 

aux mêmes conséquences que celle de Fresnel ; en particulier 

on doit arriver aux mômes valeurs pour les vitesses de propa

gation des ondes réelles. Ces vitesses étant, dans là théorie de 

Cauchy, inversement proportionnelles aux axes de l’ellipsOïde 

de polarisation et, dans celle deFresnbl, aux axes de l’ellipse E 

d’intersection du plan de l’onde avec l’ellipsoïde d’élasticité, il,
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faut, pour qu’elles aient une même valeur, que l’ellipse E se 

confonde avec l’une des sections principales de l’ellipsoïde 

de polarisation. Or s’il en était ainsi, le plan de l’onde, qui 

contient l’ellipse E, serait un plan principal de l’ellipsoïde 

de polarisation de Cauchy, ce qui ne peut avoir lieu, comme 

nous venons de le démontrer. Par conséquent, les vitesses 

théoriques de propagation des ondes ne peuvent avoir les 

mômes valeurs dans les deux théories. Mais en assujettissant, 

comme le fait Cauchy, l'ellipsoïde de polarisation à passer par 

l’ellipse E, les différences entre ces valeurs deviennent de 

l’ordre des erreurs expérimentales.

En effet, soit . . .

ax% -(- by2 -J- cz2 =  1

J’équalion de l’ellipsoïde de polarisation de Cauchy rapporté à 

ses axes. A cause de la faible biréfringence des cristaux, le plan 

de l’onde fait un angle infiniment petit avec l’un des plans 

principaux de cet ellipsoïde, par exemple, avec le plan z  =  o. 

En appelant a, p, y les cosinus directeurs de la normale au 

plan de l’onde, a et p seront des infiniment petits D’après nos 

conventions, l’intersection de l’ellipsoïde par le plan de l’onde 

est l’ellipse E. Les inverses des carrés des axes de cette sec

tion sont, donnés par les racines de l’équation en R,

a.2(b —  R) (c— R) +  p2 (c— R) (a— R)-j-y2(a —  R) (b —  R) =  0;

en négligeant les carrés de a et de p cette équation se réduit à 

la suivante

• (a —  R) (b —  R) =  0,

dont les racines a et b sont précisément les inverses des
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carrés, des deux axes principaux de l'ellipsoïde de polarisation 

situés dans le plan z  =  o. Par conséquent, ces axes ne dif

fèrent de ceux de l’ellipse E que par des infiniment petits 

du second ordre; il en sera de même de|leurs inverses et par 

suite des valeurs des vitesses de propagation.

16 1 . Équation de l’ellipsoïde de polarisation de 

Cauchy. — En résumé, Cauchy admet l’existence de trois 

plans de symétrie optique, suppose les forces centrales et 

assujettit son ellipsoïde de polarisation à passer par l’ellipse 

d’intersection du plan de l’onde et de l’ellipsoïde d’élasticité 

de Fresnel. Cette dernière hypothèse permet de trouver faci

lement l’équation de J’ellipsoïde de polarisation.

L’équation de l’ellipsoïde d’élasticité étant

aA2 +  èB2 -j- cC2 =  1,

celle du plan de l’onde

«A +  pB -f- yC =  0, · ·

l’équation de l’ellipsoïde passant par l’intersection de ces deux 

surfaces est de la forme

n — (aA2 +  ôB2 +  cC2) -J- (aA-|- pB-f- yC)(a, A4p,B4y1C)=l.

Cette équation sera homogène et du second degré par rapport 

à a, ¡5, y et par rapport à A, B, C, en l’écrivant

n  =  («A2 4  £C2 +  cC2) (a2 - f  p2 - f  y2)

+  («A 4  pB 4 - yC) («,A +  fcB -f- y,C) =  1,

et en admettant que a,, p,, y, sont des fonctions linéaires et 

homogènes de a, p, y. Les plans de coordonnées étant les
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plans de symétrie optique, l’équation précédente ne doit 

pas changer, quand on change simultanément les signes de 

a et de A, ou de p et B, ou enfin de y et G. Les fonctions 

linéaires a4, p4, y4 doivent donc se réduire à

Y < = c 4y;

en portant ces valeurs dans l’équation de l’ellipsoïde de pola

risation; elle devient

(1) n  =  (a2 - f  p2 +  y2) (ah? -}- ¿>B2 4 . cC2) - f

-1- (<xA +  pB +  YC) K a A  +  i,pB -f- clYG) =  1.

Si nous admettons maintenant que les forces sont centrales 

nous aurons entre les coefficients de cette équation, trois 

relations dont la première est 
#

coef de a2Bs —  coef de 4apAB =  coef dea2C2 —  coef de 4ayÀC ; 

elle donne :

b —  4 K -f b t) =c — * ( a t -f e,).

Les deux autres conduisent à

c —  4(5, - f  C|) =  a —  i(b t + ·« ,),

« - 1 4  (e< +  « 4 )  =  b —  4 (c4 +  t>{ ) ·

Ges trois dernières relations peuvent d’ailleurs s’écrire

a —  4 aK — b —  4 ô4 =  c —  4c.,.

Telles sont les conditions introduites par l’hypothèse des forces 

centrales; il serait facile de montrer que, quand elles sont
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remplies, le plan de l’onde n’est pas un plan de symétrie do 

l’ellipsoïde.

162. Si nous abandonnons l’hypothèse des forces centrales, 

le plan de l’onde pourra devenir un plan de symétrie de l’el

lipsoïde de polarisation·. Il faut pour cela que la perpendicu

laire au plan de l’onde soit un axe principal, c’est-à-dire que 

oc, p, y, satisfassent aux équations des directions principales 

de l’ellipsoïde (1) du paragraphe précédent. La première de 

ces équations est

AS =  ï  fü =  aA (*24-P24-y2) 4-1 « faa'A+i .PB-KtC)

4~ g aia 4* PB 4- yG) ;

en y remplaçant A, B, G par a, p,^ elle donne, après sim

plification,

s =  (« +  f ) P24- y*) 4-f K-2 4- W 4- ciY2)·

Les deux autres équations conduiraient à

S -  (b 4-|)(«2 4- P2 +  y2) 4-| W + W + c M  

s =  (c + 1) (oc2 4-P2 4- y2) 4- Í  4-*«P* 4-^y2)·

Pour que ces trois dernières équations se réduisent à une, 

il faut et il suffit que l’on ait

« 4 - ?  =  » +  ^  =  « +  ! ·
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Eri particulier, si on a '

(2 ) . « +  f  =  i  +  ^ = c - h |  =  0 ,

Je plan de l’onde sera un plan principal de l ’ellipsoïde de po

larisation et les vibrations seront rigoureusement transver

sales et longitudinales. Les vitesses de propagation des ondes 

dont les vibrations sont transversales, sont inversement pro

portionnelles aux axes de l ’ellipse d’intersection; celle de 

l’onde dont les vibrations sont longitudinales est proportion 

nelle à l'inverse de l’axe normal à l’onde, c’est-à-dire à la 

racine carrée de

S =  (o  +  f )  («2 +  P2 .+ Y2) +  \  +  b4p* +  c,y2);

quantité qui, par suite des relations (2), se réduit à 

S = | K a 2 +  ^P2 +  cir2).

Or, puisque a, b c sont positifs, il résulte des relations (2) que 

cij, bt, c,, sont négatifs; S sera négatif, la vitesse de propaga

tion des vibrations longitudinales est imaginaire, et le rayon 

longitudinal évanescent.

On retrouve donc ainsi très facilement toutes les consé

quences de la théorie de Fresnel.

THÉORIE DE NEUMANN '

163. Hypothèses de Neumann. —  Les hypothèses par

ticulières à cette théorie trouvée presque simultanément par 

Lamé, Neumann et Mac-Cullagh sont les suivantes :
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1° Le plan de l’onde est un plan de symétrie de l’ellipsoïde 

de polarisation.

2° La ' vitesse de propagation du rayon longitudinal est 

nulle.

Il résulte de ces hypothèses que l’ellipsoïde de polarisation 

se réduit à un cylindre dont les génératrices sont perpendicu

laires au plan de l’onde. Si nous désignons par A', B', G' les 

quantités proportionnelles aux cosinus directeurs de la vibra

tion que nous désignions par A, B, C dans les théories précé

dentes, et si nous continuons à appeler a, p, y les cosinus
1

directeurs de la normale au plan de l’onde, le premier membre 

Il de l’équation de l’ellipsoïde de polarisation sera une fonction 

homogène du second degré par rapport à A', B', C' et par 

rapport à a, ¡3, y. Cet ellipsoïde se réduira à un cylindre à 

génératrices normales au plan de l’onde si les équations

... tfn n c?n <m .
W  ¿Â' =  0\  Sb , = 0 ’ d ë = 0 ’

qui expriment que l’un des axes de l’ellipsoïde est nul, sont 

satisfaites pour A' =  a, B' =  p, C' =  y.

164. Équation du cylindre de polarisation. — Si nous 

posons

A =  G'p — B'y, ’

(2) B =  A'y — G'«,

G =  B'a — A'p,

le premier membre de l’équation 
<

(3) n  =  nA2 - f  JB2 - f  cC2 +  2rfBC +  2eCA-f2/AB =  l, 

sera homogène, et du second degré par rapport à A', B', G'et
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par rapport à a, (3, y ; nous allons démontrer que c'est l’équa

tion du cylindre de polarisation de Neumann.

. Nous allons d’abord faire voir que si le polynôme II est de 

cette forme, les équations (I) sont satisfaites quand on y rem

place A', B', G' par a, p, y. On a en effet

2  dk' *  {ak +  eG + B̂) dÂ +  (ÔB +  di‘ +  fA) dk'
t

+  (cG +  ^B +  e A ) ^ ,.

Or, si dans les relations (2) on fait A' =  a, B' =  p, C' =  y, on 

trouve A =  B =  C =  0; par conséquent, quand on fera cette 

substitution dans l’équation précédente, les coefficients des 

dérivées qui entrent dans le second membre seront nuis et on 

aura — , =  0. On démontrerait d’une manière analogue que les 

deux dernières des équations (I) sont également satisfaites. 

L’équation (3) représente donc bien un cylindre dont les gé

nératrices sont parallèles à la direction a, p, y.

Pour compléter la démonstration il faut démontrer que 

réciproquement, si n  =  1  est l’équation d’un cylindre dont les 

génératrices sont normales au plan de l’onde, cette équation 

peut se mettre sous la forme (3), A, B, C étant définis parles 

relations (2). Nous laisserons au lecteur le soin de démontrer 

cette réciproque.

Nous pouvons prendre les axes de coordonnées de manière 

à faire disparaître les termes rectangles de l’équation (3) qui 

alors se réduit à
I

(4) 1 II =  ak? -j- ôB2 -(- eC2 =  1.

Les nouveaux axes de coordonnées sont alors les plans de
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symétrie optique du milieu. En effet, si l’on se reporte aux équa

tions (2), on voit que le changement deA'en— A' etdeaen—  a 

ne change pas la valeur de A et ne fait que changer les signes 

de B et de G; ces quantités n’entrant dans II que par leurs 

carrés, ce polynôme conservera la même valeur quand on 

changera les signes de A' et de a, et par suite, le plan des yz 

est un plan de symétrie. optique. Un raisonnement.analogue 

montrerait que les deux autres plans de coordonnées sont éga

lement des plans de symétrie optique. Ce sont donc les mêmes 

que ceux que nous avons pris dans la théorie de Fresnel et 

celle de Cauchy.

165. Propagation d’une onde plane. —  Les équatiôns 

de condition qui donnent les directions de vibration et les v i

tesses de propagation d’une onde plane sont ici

, y a  —  1Æ  _  i  ( (ËL ¿à. j _  Ë2 i® _l  E®
A V ~  I  dA' ~  2 \dA  dM +  dB dA! +  dC dA')’

ou A'V2 =  5yB —  cpC,

et B'V2 =  cocC —  ayA,

C'Y2 =  «p A —  6aB.

Ces trois équations peuvent être remplacées par un système 

de trois autres ne contenant plus A', B', C'. Pour cela multi

plions la troisième par p, la seconde par y et retranchons ce 

dernier produit du premier; nous obtiendrons f

(C'p —  B'y) Y 2 =  aA (p2 +  y2) —  a (6pB —  cyC), ,

' et en remplaçant C'p —  B'y par A ,‘puis'ajoutant l ’identité
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nous aurons

AV2 =  ak (a2 - f  -f  r2) _  tt (aaA - f  SpB -f- cyC).
\ '

Si nous posons

H =  a x k  -j- ôpB -(- eyG,

l’équation précédente et les deux qui s’en déduisent par per 

mutation deviennent *

AV2. =  aA — aH,

BV2 =  £B — pH,

CV2 =  cG — yH.

Ce sont les équations que nous avons déjà trouvées (154) en 

exposant la théorie de Fresnel ; elles nous montrent donc que 

les quantités A, B, C sont proportionnelles aux cosinus direc

teurs de la vibration de Fresnel, et qu’en outre les vitesses 

de propagation ont les mêmes valeurs dans les deux théories.

Dans ces deux théories les vibrations ont lieu dans le 

plan de l’onde ; il est facile de voir qu’elles sont rectangu

laires. En effet si nous multiplions les relations (2) successi

vement par A', B', G', et si nous additionnons, nous obtenons

AA'+BB'-|-GC'=A'G'p—A'B'y+A'B'y—B'G'a+B'Ca—A'C'p=0.

La théorie de Neumann ne diffère donc de celle de Fresnel 

qu’en ce que la vibration au lieu d’étre normale au plan de 

polarisation est parallèle à ce plan ; par suite toutes deux ren

dront également bien compte des faits expérimentaux puisque 

l’expérience ne peut indiquer si la vibration est parallèle ou 

normale au plan de polarisation.
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166. Équations de Lamé. —  Les équations du mou

vement d’une molécule d’une onde plane dans un milieu élas

tique satisfaisant aux hypothèses de Neumann peuvent être 

mises sous une forme intéressante en introduisant les quan

tités u, v, w définies par les relations

_ dX, ét\

U dy dz

_ ç % _ d X  
dz dx

dn cfl; w —  — 1  —

dx dy

Ces quantités, quand on y remplace Ç, ^  K par les valeurs 

l =  A'ep, 7, =  B'ep, Z =  C'ep,

deviennent

u =  j ^ e p (C'p-B'y) =  Ç  Aep>

(S ) v = ^ e p (A'Y -  C'a) =; ~  Bep,
2 w ■

2 /TT p ,n, A,0. o
w -— —— e (B a—A p) =  —r·

D’autre part, on a

(6)
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Or, la première des équations de condition trouvées dans le 

paragraphe précédent donne, quand on multiplie ses deux

membres par ep>

( ^ W v 2 =  —  0 y ) 2cpCep>

et il est facile de voir, en calculant les dérivées partielles de 

u, v, w par rapport à x, y. z, que cette équation peut s'écrire

X J 6 A V ~  ° dz ° dy

Il résulte de ces transformations et des transformations 

analogues que l ’on pourrait effectuer sur les seconds membres 

' des équations (6) que ces équations se réduisent à

(¿2? __ j dv dw
dt2 J dz ° dy

d2t\_ dw du
dt2 ' dx a dz

qf2Ç_ du_ T dv
dt2 a dy dx

Ces équations seront satisfaites pour les déplacements l, -r\, Ç 

des molécules d’une onde plane vibrant suivant les hypo

thèses de Neumann. C’est sous cette forme que les équations 

du mouvement de ces molécules ont été trouvées par Lamé.

Remarquons que, d’après les équations (5), w, v, w sont les 

composantes du déplacement d’une molécule d’une onde plane 

dans la théorie de Presnel quand ?, ttj, Ç, satisfaisant aux équa

tions (7), sont les valeurs des composantes du déplacement
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dans la théorie de Neumann. De là résulte une méthode com

mode pour trouver les équations du mouvement d’une molé

cule dans la théorie de Fresnel. En effet, si de la dérivée par 

rapport à y de la troisième des équations (7) nous retran

chons la dérivée par rapport à z  de la seconde, nous obte

nons ’ '

d d2X, d <P_7)__ d2u . d2v d2w . cPu
dy dt2 dz dP a d2y dxdy ° dxdz ' a dz2’

ou

d fdï, d-<\_ (d ‘2u | d2u , d'-u\ d2u , d*v d2w
dt2\dy dz) a\dx2 ' d y 2 ' d z 2)  a dæ2 dxdy ° dxdz

ou encore

d2u _ d2u , éPv d2w
dt2 a u a (jæ‘i dxdy , ° dxdz .

t
On trouverait par une marche analogue deux autres équa

tion? qui, avec la précédente, détermineraient les valeurs de 

u, v, io pour une molécule d’une onde plane. La substitution 

d e u  —  Aep, v z= Bep, w =  Cep dans ces équations doit évi

demment conduire aux équations que nous avons déduites des 

hypothèses de Fresnel (154) et que nous avons retrouvées 

précédemment (165) ; c’est ce dont il est facile de s’assurer.

T H É O R IE  D E  M . S A R R A U

(
167. Équations du mouvement. —  M. Sarrau prend 

pour bases de sa théorie les mêmes hypothèses' queBriot dans 

sa théorie de la'dispersion, hypothèses que. nous avons déjà
LA LUMIÈRE. 17
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énoncées dans le chapitre précédent(140). Dans cette théorie 

les équations du mouvement sont

(1 )

dx

d© 
dy

dK . y d0

d z

où p est une fonction périodique dés coordonnées qui, déve

loppée en série trigohomélrique, peut s’écrire :

„ p = ^ B s in  (ax -j- by-\- cz d),

La valeur moyenne de tous les termes de celte série étant 

nulle, sauf celle du terme où l’on a «  =  i  =  c =  o, la valeur 

moyenne de p est égale à R sincf. À cause de cette périodicité 

imposée à la densité la résolution des équations du mouvement 

nécessite des calculs pénibles et, malgré les simplifications in

troduites parM. Potier, ils sont encore longs,

168. Propagation d’une onde plane. —  Si nous po

sons,

(2) %—  Lev, y, =  Mep, Ç =  Nep,

où P =  2^(aa?-|-py-\-yz  —  Vf),

a, p, y et X étant des constantes, ces quantités représenteront les 

composantes du déplacement d’une molécule d’une onde plane 

aa? -j- py - f  =  0

En choisissant une unité de longueur très petite, de l ’ordre
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des distances qui séparent les'molécules, X sera exprimé par
*■ 27T

un nombre très grand et par conséquent — > que nous dé-

signerons par ¡x, sera une quantité très petite. Nous pourrons 

donc dans les calculs négliger les termes contenant fxre en fac

teur, la valeur de l’exposant n Variant avec le but que l’on se 

propose. En conservant les termes du premier degré on trouve 

l’explication delà polarisation rotatoire et nous avons montré 

qu’en conservant ceux ,du second degré on explique le phé

nomène de la dispersion. Dans la théorie de la double réfrac

tion on peut négliger toutes les puissances de ¡x. Cherchons ce 

que donnent dans cette hypothèse, les équations (1 ) quand oh 

y remplace Ç, 7) et Ç par leurs valeurs (2 ) en admettant, 

puisque p est une fonction périodique des coordonnées, que 

L, M, N sont également des fonctions périodiques.

Nous obtiendrons pour 0,

. (l'f\ . (-l<_
dx~*~ d y ' d z

VdL
I_dx

dh . dû  , rfN . . , T . . . .  , ..,”1

et si, pour simplifier, nous posons :

(3)
dL , Æ  , «ÏN_ 
d x ' d y - d z  ’

w aL -f-p M -f rN =  Q,

nous aurons

®. =  ep (T -f- *(xQ).

De cette dernière expression nous tirons,

d x ~  eP\_dx+ (* T H - ^ ) —  ■
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- ' ' '
Le calcul de la dérivée seconde donne

doc

par conséquent nous aurons pour A?,

A Ç = ^ ( Â L  +  2 . > g - ^ L ) .

en posant .

d L_ dL . dM 1 dN
dn * dx  ̂ dy '^ d z

d^
Enfin nous trouverons pour — >

d2£
5  =  - ^ ·

d0  d2H
En portant ces valeurs de — , A?, dans la première des 

équations (1 ) cette équation devient :

(5 ) - ,> ï> PL = 4 L -g -| : . v ( 2 ^ ^ . T - g ) - (1.(L-«Q).

Si on néglige les termes qui contiennent en facteur les 

puissances de p, cette équation se réduit à

(6) AL —  ^  =  0.
' dx

I

169. On peut mettre cette équation et les deux qu’on 

déduirait de la même manière des deux dernières équations du 

mouvement sons une autre forme en introduisant les quan-
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lités I, m, n définies par-les relations suivantes

dy d z

d L _ rfN  
dz dx

d x dy

En effet si nous développons l’équation (6), elle devient :

‘ ¿ 2L ■ d*L j d*L d*h d m  rfaN
- dx1 dy2 d z2 dx2 dxdy . dxdz ~  ’

rf2L. cPM ‘ d2L d*N
0U dy2 ctei/y * cte2 dxdz

Mise,sous cette forme, il est facile de voir que celte équa

tion n’est autre que la suivante
#

dn dm___
d y '  dx

Par conséquent les trois équations du mouvement noua 

donneront le groupe d’équations

( I I )

dn dm_
dy dz ’

« > 1
dl dn _
dz dx ’

dm dl _
dx dy ~  '

&

dont chacune est formée avec l, m, n, de la même manière

que ces quantités sont formées avec L, M, N.
\
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De l’équation (5) nous pouvons tirer une relation entre les 

valeurs moyennes des quanlités qui y entrent. L, M et N étant 

des fonctions périodiques, et la valeur moyenne de la dérivée 

d’une fonction périodique étant nulle, nous aurons

les quantités affectées d’un indice 0 représentant-les valeurs 

moyennes de ces quantités. En remplaçant Q par sa valeur (4)

à la précédente qui s’en déduisent par permutation, on ob

tient un nouveau groupe de relations :

Enfin les équations (1) du mouvement nous donnent une der

nière relation. Nous en tirons en dérivant respectivement 

chacune d’elles par rapport à oo,y, z  et additionnant

dx  ̂ dC1 ' dy  ̂ di2 ' dz^ dt2 \ete ' d y '  dz)

_ d2& __ d2& d2&
dx2 dy2 dz2 ’

*
ou, puisque le second membre est identiquement nul

d_ (PI d_ <Pv\ d_ 
dx  p dt2 +  dy p dt2 +  dz p dl2 ~

Or, pour les valeurs de ?, iq, Ç définies par les relations (2),

V2 [PL] 0 =  [ L - a Q ] 0,

et en écrivant immédiatement les deux équations analogues

(III)

V2 [PL]0 =  L0 -  « (ttL0 +  PM0 +  TN0) 

Y 2 [pM]0 = ‘M0 - p ( « L 0 +  pM0 -|-YN0) 

V2 [PN]0 =  N0 —  y (aL0 - f  pM0 +  YN0)

on a
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par conséquent l’identité précédente peut s’écrire

ou

Si, comme nous l’avons dit, nous négligeons les termes con

tenant ¡a, nous aurons simplement

Nous avons donc pour déterminer Y, les fonctions L, M, N 

et les valeurs moyennes de ces fonctions, les trois groupes 

d’équations (I) (II) (III) et l’identité (IY). Au premier abord le 

problème semble indéterminé, puisque la fonction p est in

ne cherche que les quantités susceptibles d’une mesure expé

rimentale; mais auparavant nous allons établir deux pro

priétés des fonctions périodiques qui nous permettront de dé

montrer la périodicité des quantités l, m, n, et de détermi

ner les valeurs de ces quantités.

170. Propriétés des fonctions périodiques. —  Io Si 

u et v sont deux fonctions périodiques de z, on a la relation 

suivante entre les valeurs moyennes

En effet, le produit u» de deux fonctions 'périodiques est 

une fonction périodique ; par conséquent, la valeur moyenne

connue. Nous verrons cependant qu’il peut être résolu si on
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de la dérivée de ce produit sera nulle. On a donc

puisque la valeur moyenne d’une somme est égale à la somme 

des valeurs moyennes des parties qui la composent.

2° Si p et <p sont deux fonctions périodiques de x, y, z, sa

tisfaisant à

A 0ÉL . A  0A  +  A  0A  =  q
dx ° d x '  dy ° dy ' dz ° dz ’

la fonction y doit se réduire à une constante.

En effet, d’après la propriété précédente ou a

D
d

 ̂ dx  ̂ dxJ 0 . 

et par conséquent

04?1 =  -  [ P 1 ,
dx dx Jo

f» ( A  p A  V A  p A  +  A  p ^ \ ]  =
\dx ' d x '  dy° d y '  d z ' dz) J 0

Mais par suite de notre hypothèse, le premier membre de cette 

égalité est égal à 0 et on a

[ K ( S M t ) ,+@)’)]»=0'
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Si p est positif, la quantité entre crochets est le produit de 

deux quantités positives et sa valeur moyenne doit être po

sitive ; elle ne peut donc être nulle comme l’exige l’égalité 

précédente, que si

ce qui exige que chacun des termes soit nul, c’est-à-dire,

Or, cette suite d’égalités n’est vérifiée que si <p est une cons- 

• tante.

Remarquons que si on fait p =  1 dans la relation qui, 

par hypothèse, lie les fonctions p  et cp, cette relation devient 

A c p  =  0. Par conséquent, si une fonction périodique cp est telle 

que l’on ait A c p  =  0, cette fonction se réduit à une constante.

1 7 1 . Valeurs des quantités 1, m, n. — Le groupe 

d’équations (11) exprime que

est une différentielle exacte. Si nous désignons par cp la fonc

tion dont cette quantité est la différentielle, nous aurons

(¿cp ___  (¿Cp   (¿cp_

dx d y ^ d z

Idx -f- mdy ndz

En dérivant la première des équations du groupe (I) par 

rapport à x, la seconde, par rapport à y, et la troisième, par
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rapport àz, puis additionnant, nous obtiendrons

ou, en remplaçant l, m, n par les expressions précédentes,

Montrons que <p est une fonction périodique. L, M, N étant, 

par hypothèse, des fonctions périodiques, l, m, n seront, 

d’après les équations (I) des fonctions périodiques ayant pour 

valeur moyenne zéro ; par conséquent, les dérivées partielles 

de la fonction <p seront de la forme

^  Asin (ax by cz -\- d) A sinO,

En dérivant la première de ces égalités par rapport à y et la 

seconde par rapport à x, nous obtenons deux expressions de

^   ̂sin {ax -f- by -f- cz -f- d) B sin 0,

^  G sin {ax +  ty +  cz 4" d) = 2   ̂ŝ n 9·

la même quantité ■ f  J  ; ces deux expressions doivent être
CCCCCtiJ

identiques. On a donc identiquement

et par conséquent,

A b =  Ba.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D O U B L E  R É F R A C T I O N 267

On obtiendrait
/

nous avons donc

et par suite,

c?tp =  (adx -}- bdy cdz) sin 6 =  sinfloW.

En intégrant nous aurons ,

<p = .—  ^  D cos 8 -f~ Cte

cp est donc une fonction périodique, et puisqu’elle satisfait à 

Àcp = 0 , elle doit, d'après la. propriété des fonctions pério-i 

diques précédemment démontrée, se réduire à uneconslante.il 

en résulte que i, m, n qui sont les dérivées partielles de cp ont 

pour valeur 0 .

172 . Recherche des quantités L, M, N. —  Puisque les 

quantités l, m, n sont nulles, le groupe d’équations (I) nous 

donne les relations

c?N dM_q dL dN __  ̂ dM d L __^
dy d z  ’ dz. dx  ’ dx dy ’

qui expriment que

' L dx - f  M dy +  N dz

est une différentielle exacte. En désignant par «j/ la fonction

d’une manière analogue*
w

A o =  Gu;

- = î = - = ” .a b c
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dont cette quantité est la différentielle exacte, nous aurons

(1 ) Ldx -f- Mdy Ncfo =  cty,

équation qui peut remplacer les groupes (I) et 'II). Si l’on con

naissait cette fonction p on en déduirait immédiatement les 

valeurs de L, M, N, qui sont les de'rivées partielles de tp par 

rapport à x, y, z . Nous allons montrer que, pour des valeurs 

données des valeurs moyennes L0, M0, N0 de L, M, N, il existe 

une fonction p satisfaisant aux conditions imposées par les hy

pothèses de M. Sarrau et qu’il n’en existe qu’une en négli

geant la constante d’intégration.

Remarquons que L0, M0, N0 étant des constantes,

L ¡¿lx -)- M 0dy -f- N()̂ ,

est une différentielle exacte. Par conséquent on a
* * f  . * *

(2) (L —  L0) dx +  (M —  M0) dy +  (N —  N0) dz =  dx,

dx représentant la différentielle d’unè certaine fonction x qui 

doit être périodique. En effet, les dérivées partielles L —  L0, 

M —  M0, N — N0 de cette fonction sont des fonctions pério

diques puisque, par hypothèse, L, M, N sont périodiques ; de 

plus la valeur moyenne de chacune de ces dérivées est évi

demment nulle. La fonction x doit donc être périodique. 

L’intégration des équations (l)el(2) donne

p =  L0x  -)- M0y -f- N0̂ · +  x;

relation qui nous montre que, si à des valeurs données de 

L0, M0, N0 correspondent plusieurs fonctions p, ces fonctions 

ne peuvent différer entre elles que par la partie périodique x.
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Par conséquent, pour démontrer qu’il ne peut exister qu’une 

fonction  ̂ il nous suffit de démontrer qu’il ne peut y avoir 

qu’une seule fonction périodique y.

Pour cette démonstration considérons l ’équation (IV). En

y remplaçant L, M, N par elle devient :

! ! .1 . 1

(3)
d cty . d _q

dx  ̂ d x ' d y  ? dy ' dz  ̂ dz

Si nous admettons qu’il existe deux fondions tj/, et t|/2 satis

faisant à cette équation, la différence i|/4 —  ij/2 devra également 

y satisfaire. Or cette différence est une fonction périodique 

égale, d’après ce qui précède, àla différence y, — y2 desparties 

périodiques des fonctions et>j/2 ; elle doit donc se réduire à 

une constante. Par conséquent les deux fonctions ^  et t|*2 ne 

diffèrent que par une constante.

173. Montrons qu’il existe une fonction <J/ satisfaisant à 

la relation (3).

Considérons la fonction

¡».(L* - f M* +  N*).

Sa valeur moyenne est essentiellement positive puisque p est 

une quantité positive et le second facteur une somme de 

carrés. En outre elle ne peut devenir nulle, car il faudrait que 

l’on eût L =  M — N =  0, ce qui est impossible puisque les 

valeurs moyennes L0, M0, N0 qui sont données ne sont pas 

nulles en général.' Celte valeur moyenne doit donc passer par 

un minimum auquel correspond une certaine valeur de la 

fonction y. Si nous donnons à y un accroissement 8y les 

accroissements SL, 8M, 8N de L, M, N satisfont en vertu des
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propriétés des minimums à la relation

(4) £p (L8L -f- M8M =  0 .

Or, la valeur de ^

| =  L0îc -|- M0y -f· N0sr X.,

donne :

=  h -

Par conséquent on aura

S L = - ^ - S y , 8M =  —  8jf, 8 
dcc K dy *·

et par suite.

M„=[pL;N.’

[H.=[pNs!4 ·
En additionnant ces relations membre à membre on obtient

une égalité dont le premier membre est nul d’après la rela-
-

tion (4) ; on a donc

[fLl s4 +[pMl 84 + [fNs 8i]. = 0

Si nous transformons chacun des termes de cette égalité en 

nous appuyant sur la propriété des fonctions périodiques dé-
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montrée précédemment (170), nous oEtiendrons

^£H.+M pMl+[8zspN].=0'
Cette égalité devant être satisfaite quelle que-soit la valeur 

dnnnée à 8y, on doit avoir

<6) b hJr  £ f “  +  | f N= 0· '

Il existe donc une fonction y et par suite, une fonction <]/, 

telles que les valeurs de L, M, N, qui s'en déduisent satisfont à 

l’équation précédente.

11 est facile de démontrer que si

pour L0 =  1, M0 =  N0 = 0 on a i|< =  >Jq,

M0 =  4, t-1 li o II O 4 =  4'2»

Z O II Mo =  L0 =  0 4*=  43)

la forme la plus générale de la fonction |  sera

4* =  Lo4o +  +  No^·

En effet, puisque ijq, i]>,, <j>3 satisfont à l’équation (S), la 

fonction \i doit y satisfaire également. De plus les valeurs 

moyennes des dérivées partielles de ip sont bien égales à' 

L0, M0, N0, car on a

puisque par hypothèse
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On verrait de la même manière que les valeurs moyennes des 

dérivées partielles par rapport à y et à z  sont respectivement 

M0 et N0.

174. Valeurs des vitesses de propagation. —  La re

lation.

!  =  Lo® - f  M0y -f- No* -|- x

nous montre que dépend linéairement de L0, M0, N0 ; par 

suite il en sera de même des dérivées partielles, L, M, N, de 

cette fonction. La fonction p (L2 -f-M2 -j- N2) et sa valeur 

moyenne seront donc des fonctions homogènes du second de- 

gré de L0, M0, N0. Par un choix convenable des axes de coor

données, que jusqu’ici nous avons laissés arbitraires, nous 

pourrons faire disparaître les termes rectangles de la valeur 

moyenne et nous aurons

■ ^  + ^ H - ^  =  [ p( L2 +  M2 +  N2)]o

Si nous donnons à L0 un accroissement BL0 il en résul- 
2L 8L

tera un accroissement — 18 de la valeur moyenne de

p (L2 —J— Ma N2). Or, cet accroissement a également pour 

valeur

2^p(L8L-f M8M - f N 8N)J ;

=  h  +  aSL0, 

8L =  £ 8* +  8L°

8m=I8*
8N = l s/->

comme on a
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la dernière expression de l'accroissement de la valeur moyenne 

de P (L* +  M2 +  N2) devient "

2 M .  + 8 [p (L ̂ + N s **)],·
Le second terme de cette somme est nul puisque la rela

tion (5) doit être satisfaite. Par conséquent, en égalant les 

deux valeurs de l’accroissement, on obtient

^  =  [ p L S L o l o  =  S L 0 [ p L ]0 ;

d’ou

[pL]#— ta.
a

On aurait pour les valeurs moyennes [de p M  et de p N  les 

M N
quantités -£■ > ~ ·̂ En portant ces quantités dans les équations 

du groupe (III), ces équations deviennent

V 2L
- ^  =  L0 - « ( a L 0 - f pM0 +  YN0), 

V2M
(V) =  M 0 —  P (aL0 +  pM0 -t- rN0), ·

V 2 N
^  =  N0- . y (aL0 -}- pM0 -}- Y N0),

d’où nous pourrons tirer des quantités proportionnelles à 

^0* M0, N0.

Les périodes de L, M, N étant très courtes, les valeurs 

moyennes de ces quantités interviendront seules dans les expé

riences. Donc tout se passera comme si les vibrations avaient
LA. LUMIÈRE. 18

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



274 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA LUMIÈRE

une direction constante dont les cosinus directeurs seraient

proportionnels à L0, M0, N0. Nous n’aurons donc, pour la

recherche des conséquences expérimentales de la théorie de
«

M. Sarrau, qu’à considérer le groupe d’équations qui précède. 

Il est facile de les mettre sous une forme déjà connue en 

posant

(6)

et

L0 =  A a, M0 =  BÆ, N0 =  Ce,

H =  Aaa -J- Bip -j- Ccy :

nous obtenons alors

V2A =  «A —  «H, 

(VI) V2B =  SB —  pH,

V2C = c C  — yH.

Ce sont les équations que nous avons déduites des hypo

thèses de Fresnel ; elles conduisent à l ’équation suivante :

r

Va
=  0

qui donne les vitesses de propagation d’une onde plane.

175. Direction des vibrations d’une onde plane. —
Si A, B, C sont les composantes de la vibration de Fresnel 

celles de la vibration de M. Sarrau seront, d’après les rela

tions (6),

, A a, , B b, Ce,

Désignons les composantes de la vibration de Neumann par 

A',B',C' ; nous savons qu’il existe entre A, B, G, A', B', C',a,p, y
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les trois relations

A* +  Bp -f- CY =  0,

A'a -f- B'p - f  C'y =  0,

AA' - f  BB' -f- CG' =  0.

Les deux premières expriment que les vibrations de Fresnel 

etde Neumann sont dans le plan de l’onde, la troisième que ces 

deux vibrations sont rectangulaires. Elles vont nous permettre 

de trouver la direction de la vibration d’après M. Sarrau.

Multiplions les équations (VI) par A', B', C' et additionnons; 

nous aurons

V2 AA' =  ^ a A A ' -  H^ttA',

équation qui d’après les relations précédentes se réduit à . .

A'A« +  B'Bè-f- C'Cc.= 0.

Cette dernière relation montre que la vibration de M. Sarrau 

est perpendiculaire à celle de Neumann. Comme en général la 

vibration de M. Sarrau ne se confond pas en direction avec 

celle de Fresnel puisque dans les corps anisotropes, a, b, c 

ont des valeurs différentes, -elle n’est pas située dans le 

plan de l’onde ; nous verrons bientôt qu’elle est perpendicu

laire au rayon lumineux. Bans le cas des corps isotropes, a, b,o 

deviennent égaux et la vibration de M. Sarrau ayant alors la 

même direction que celle de Fresnel se trouve dans le plan de 

l’onde.

Les théories de Fresnel, de Neumann, de M. Sarrau condui

sent donc à la même équation pour la vitesse de propagation ; 

elles ne, diffèrent que par la direction de la vibration. En outre
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dans les milieux isotropes elles donnent pour cette direction 

soit celle de l’intersection du plan de polarisation et du plan 

de l’onde, soit celle de la normale au plan de polarisation
* * I  ̂ ’ I

contenue dans le plan de l’onde. Lesobservations ne pouvant 

être faites que dans l’air, milieu qui jouit de l’isotropie, l’expé

rience ne pourra indiquer laquelle de ces trois théories doit 

être définitivement acceptée.

THÉORIE DE M. B0USS1NESQ

176 . Équations du m ouvem ent. —  Nous avons, à pro

pos de la dispersion, expose · les hypothèses particulières à 

M. Boussinesq et nous avons vu que les équations du mou

vement d’une molécule d’éther sont :

d ' ‘ ¿0 ' d*h
p dta — ^  dx dt2

et les deux qui se déduisent de fcelle-ci'par permutation. Dans 

ces équations p est la densité de l’éther, p< celle de la matière 

au jaoint considéré ; Ç, vp Ç les composantes du déplacement de 

là molécule d’éther; , Trjj, Ç,, celles du déplacement de là mo

lécule matérielle. Ces dernières quantités doivent dépendre du 

déplacement et de la vitesse de la molécule d’éther, c’est-à-dire 

de S, Vj, Ç et de leurs dérivées. Lorsque nous voulions expli- 

qùer la dispersion nous avons dû tenir compte de ces 

dérivées, mais dans la théorie de la double réfraction ton 

petit les négliger et considérer \K, vp, comihe des fonctions 

de Ç, V), Ç, seulement. D’ailleurs, comme 1·, vp' X, sont des 

quantités très petites on peut, avec une approximation très
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suffisante, prendre pour np, les termes du premier degré 

des développements de ces fonctions par rapport à X, vj, Ç. Les 

composantes du déplacement d’une molécule matérielle seront 

alors des fonctions linéaires des composantes du déplacement 

de la molécule d’éther et-pour un système d’axes de coordon

nées convenablement choisi on aura

=  h l ,  -i], = k t \ ,   ̂ =  K -

En substituant ces valeurs dans les équations du mouve

ment nous obtiendrons

-, \-Ld^ - k(P +  P i ) ^ = ^ - - ,

et deux équations ̂ analogues. Si nous posons

P 4- P<̂  —
1

a
p 4- çKk — i

V p-j-p^ — - ;

elles deviendront

■ W

l £ i  __ _  d&r
a dl2 dx.

1  d2t\ . ’ rf©
b d ï 5 ==L·yï- d l ¡ ,

1  dK de
c rfi2 ~  AÇ dz

177. Propagation d’une onde plane.—  Soient?,k|,Ç 

les composantes des'’.vibrations d’uné onde plane; nous 

pouvons poser

(2) \ =  L0ep, ' îrj =  M0ep, :Ç =  N0e*.
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Si nous calculons quelles sont alors les valeurs des quan

tités qui entrent dans les équations (1 ) nous trouvons

d p  P  V L°e ’

<R, , 2î7t
Tx =  + ~  aL«e ’A

4 tt‘

T*
f * ! = _ * L Î a2L fip 
cfo2 12  a ^  »

d’où nous déduisons

® = ^ ep («Lo-fPM0 +  TN0),

£  =  - ^ eM a L 0 - l - p ft- f  ïNrt).

as 4tt2 .  PA? — L0e .

En portant ces valeurs de ^  > A!· dans la première

des équations du mouvement (1 ), nous obtiendrons une 

nouvelle équation à laquelle nous joindrons les deux qui 

s’en déduisent et nous aurons

— — 2 — L0 —  a (aL0 -|- pM0 -f~ TfN0),
(X

^  =  M0- p  (aL0 +  |iM0 +  YN0),

V2Nn
=  N0 -  Y (aL0 - f  pM0 - f  YN0).

c

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D O U B L E  R É F R A C T I O N 279

Ces équations sont précisément celles que nous avons déduites 

des hypothèses de M. Sarrau (175) ; la théorie de M. Boussi- 

nesq doit donc conduire aux mêmes conséquences que celle 

de M. Sarrau.

178. Relations entre les composantes des vibrations

de Fresnel, de Neumann, de M. Sarrau. —  On peut

donner aux équations (1 ) du mouvement une autre forme en

posant,

x  _ dl dt11 
dy dz

(I) dz dx

z =  * l_ ëL,
dx dy

et

. dZ dY
U dy dz'

(II)
_ rfX  dZ

dz dx

__ dY dX
' W dx dy

La substitution dans u, v, w des valeurs de X, Y, Z données *
par le groupe (1) conduit à

Aï i

et deux égalités analogues ; par conséquent les équations (I)
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deviennent

ePÇ 
dt2

au

(III)
d \  
dt2

=  bu

dt2
=  CM·

Nous allons montrer que S, iq, Ç étant les composantes de la

vibration de M. Sarrau, X, Y, Z sont proportionnels à celles

de la vibration de Neumann et u, v, w à celles de la vibration

de Fresnel.
*

Si dans X, Y, Z nous remplaçons les dérivées partielles de 

5, ni, Ç par leurs valeurs tirées des relations (2 ), nous obtenons 

pour l ’une de ces quantités X, ·

X = ^ V (pN#— rM, ;

et si nous posons,

A' =  pN# -  YM0> 
(3)  ̂ B' =  YL0 -  aN0,

G' =  aM0 —  pL0,

nous aurons pour X, Y, Z,

X =
2 irç

3i
A'ep

c’est-à-dire que X, Y, Z sont respectivement proportionnels à 

A', B', C'. Or des relations précédentes (3), nous déduisons im-
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médiatement les deux suivantes,

A'a +  B'p -f  C'y =  o,

A'L0 +  B'M# 4 - G'N0 =  o.

La première exprimant qu’un déplacement ayant pour 

composantes Àr, B', G' appartient au plan de Fondé,la seconde 

que ce déplacement est perpendiculaire à la vibration de 

M. Sarrau, A', B', G' doivent d’après ce que nous savons sur 

les directions des vibrations de Neumann et de M. Sarrau, 

être proportionnels aux composantes de la vibration de Neu

mann. <11 en est également de même de X, Y, Z.

Considérons maintenant u, v, w. Ces quantités étant formées 

avec X, Y, Z comme X, Y, Z le sont avec I-, 7|, Ç, nous aurons 

la valeur de u en remplaçant dans la valeur X précédemment

trouvée X par w, N0 par —  G' et M0 par —  B'. Cette substi

tution donne

Nous aurons donc pour u, v, w

w =  - ^ e p( p G '- TB'):

» =  - ^ e p(rA '-< xG '): 

4ir2

p

A2 6 A>

epB A2 6 ° ’

^  =  - y r e p(a B '-p A ')  = ¿7t2

' A2
epC.

Ces égalités montrent que les quantités u, v, to, sont propor

tionnelles aux quantités A, B, G définies par les relations
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suivantes

. A =  pC' —  yB',

B =  yA' —  ttG',

C =  aB' — pA'.

De ces relations on déduit facilement

Aa-j- Bp —|- Cy oj 

AA' +  BB' +  GG' =  o.

Si donc A', B', G' sont proportionnels aux cosinus directeurs de 

la vibration de Neumann, A, B, C et par suite u, v, w seront 

proportionnels à ceux de la vibration de Fresnel, ces relations 

exprimant, la'première que la direction A, B, G est dans le 

plan de l’onde, la seconde que cette direction est normale à la 

vibration de Neumann.

Dans la théorie électro-magnétique de la lumière ,on re

trouve les trois groupes d’équations (I), (II), (III) ; dans cette

théorie ^  sont les composantes de la force électro-

motrice, x, y, z  celles de la force magnétique et w, v ,  w, celles 

du déplacement électrique.

179. Changements d’axes de coordonnées. — Les

équations du mouvement dans les diverses théories de la 

double réfraction ont été établies en prenant pour axes de 

coordonnées des axes particuliers, les axes de symétrie op- 

tique du milieu. Les équations du mouvement mises sous la 

forme (III) présentent le grand avantage de se prêter à un 

changement d’axes et de donner facilement les cosinus direc

teurs de la vibration de M. Sarrau. Les relations qui existent
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entre les directions des vibrations de Fresnel, de Neumann et 

de M. Sarrau étant indépendantes du choix des axes de coor- 

données pourvu qu ils soient rectangulaires, les groupes de re

lations (I) et (II) permettront toujours de trouver les cosinus 

directeurs des vibrations de Neumann et de Fresnel quand on 

connaîtra les composantes Ç, vj, K de la vibration de M. Sar

rau. Cherchons donc ce que deviennent les équations (III) 

quand on fait un changement d’axes 

Posons

au2 -f- bv2 -{- cw2 r= F(w, v, w). 

Les équations (III) peuvent alors s’écrire :

(IV)
<Pl___l^F rf^___lriF
dt2 2du dt2 2  dv dt2 ~"  2 dw

L'équation du plan tangent à l’ellipsoïde F =  1 au point P de 

coordonnées —  w, —  v, —  w est :

U ?  +  V ?  +  W T " =  — 1du dv dw

et la distance OT [fig. 19) du centre O de l ’ellipsoïde à ce plan 

est: ,

1

v / ( f ) ! + ( f ) ! + ( s ) ·

Si donc on prend sur la droite OT une longueur OS =  —

les coordonnées du point S seront —  —  r̂> —  4 ·̂ c’est-
r . du dv dw
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d2ii d2t
à-dire le double de > -j^· Le point S se déduisant du

point P par une construction géomé

trique indépendante de la direction des
, , , d2\ d \  dK

axes, les valeurs de auront

toujours la même forme quels que 

soient les axes. Les équations (IV) se

ront toujours vraies, mais P aura pour 

expression dans le cas le plus général

F  =  aie2 -j- bv2 -j- cw2 - ( -  édvw -f· 2ewu - | -  2fuv.

En développant les seconds termes des équations. (IV), on 

obtient alors

dt2

=  —  ifu +  +  M ,

d2t
—  =  —  (e w ^ c fo - fw ) ;  ’

=  —  {au -j- fo -j- ew),

ce sont les équations de la double réfraction rapportées à des 

axes quelconques. ’ ■

SURFACE D’ONDE. —  PROPAGATION RECTILIGNE DE LA LUMIÈRE.

180. Surface d ’onde. —  Si nous supposons l’éther primi

tivement au repos et qu’à l’origine des temps on ébranle les 

molécules contenues dans une sphère de rayon très petit, les
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molécules en mouvement au bout de l’unité de temps appar

tiendront à une certaine surface qu’on appelle surface 

cConde,

Cette surface est une sphère dans un milieu isotrope. En 

étendant aux corps non isotropes le principe de Huyghens, on 

peut trou ver l’équation de la surface d’ondè dans ces milieux 

iquand on connaît la vitesse de propagation d’une onde plane. 

Mais on peut faire à cette extension du principe de Huyghens 

les objections què nous avons signalées dans le cas des iso

tropes, et pour être rigoureux, il nous faudrait recommencer 

pour les corps anisotropes la justification à laquellè nous 

sommes parvenus dans le chapitre III. Nous nous bornerons 

à admettre la manière de raisonner de Huyghens sans en 

chercher la justification.

Considérons une onde plane PP' (fig. 20) passant par un 

point O d’un milieu 

anisotrope. Au bout de 

l’unité de temps, cette 

onde coïncidera avec 

le plan QQ' parallèle 

à PP', et situé h une distance de ce dernier plan égale à la 

vitesse de propagation Y de cette onde.

D’autre part, l’ébranlement initial du point O mettra en 

mouvement au bout du temps 1 les molécules du milieu élas

tique qui, d’après la définition de la surface d’onde, sont si

tuées sur la surface d’onde S relative au point O. Or, d’après 

le principe de Huyghens, le mouvement de l’éther en tout 

point de l’onde plane QQ' est la résultante des mouvements 

qu’envoient isolément chacun des points 0,0' de l’onde PP'. 

Les ondes élémentaires de ces points étant S, S',... il fie peut y

Fig. 20.
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avoir de mouvement au-delà du plan tangent commun Q,Q  ̂

à ces ondes. De plus il y en a certainement au point Q4 où ce 

plan QjQ'touche la surface S; car Qj étant extérieur aux 

autres surfaces d’onde S' etc ; le mouvement envoyé en Q( 

par le point 0  ne peut-être détruit par le mouvement envoyé 

par les autres points du plan PP', et comme le mouvement 

ne doit avoir lieu que dans le plan QQ’, les deux plans QQ' 

etQj Q/doivent se confondre.

Quelle que soit la direction du plan de l’onde PP' passant 

parle point O, la surface d’onde de ce point sera toujours 

tangente à la position occupée par l’onde plane au bout de 

l’unité de temps ; par conséquent, elle est l’enveloppe de ces 

positions.

18 1. Direction du rayon lum ineux. — Voici comment 

on peut, en s’appuyant sur le principe de Huyghehs, détermi

ner la direction du rayon lumineux. Soit P (fig. 21) la position 

du plan de l ’onde à un instant quelconque, et 

P' la nouvelle position du plan de l ’onde au bout 

q de l’unité de temps. .

Supposons maintenant que le plan P ne soit 

pas tout entier ébranlé, et que la partie éclairée 

de ce plan se réduise à un élément AB, ayant 

- FiS· 21· son centre de gravité en O, très petit,d’une ma

nière absolue, mais assez grand toutefois, pour qu’on puisse 

négliger les phénomènes de diffraction.

On obtiendra la portion éclairée du plan P' en construisant 

les surfaces de l’onde qui ont pour centres les divers points 

de AB, et on cherchera les points de contact de ces surfaces 

avec le plan P'. Les points ainsi obtenus formeront un élément
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plan A' B' ayant son centre de gravité en O'. La droite 00' est 

alors le rayon lumineux cherché, d’où la règle suivante :

On obtiendra la direction du rayon lumineux en joignant 

le 'point 0 au point de contact de la surface de l'onde, qui a 

son centre en O, avec un plan tangent parallèle au plan de 

l'onde.

Nous allons appliquer cette règle sans nous inquiéter des 

objections soulevées par le principe de Huyghens. Nous en 

donnerons d’ailleurs plus loin (189) une démonstration rigou

182. Soient a, p, y les cosinus directeurs de la normale à 

une onde plane, V la vitesse de propagation de cette onde, et 

x, y , z  les coordonnées du point où la surface d’onde est ren

contrée par le rayon lumineux passant par l’origine. Ce point

appartenant au plan occupé par l’onde au bout de l ’unité de
*

temps, ses coordonnées satisîont à l’équation

comme il appartient également à l’enveloppe de ce plan on a 

aussi

Quant à la vitesse de propagation Y, nous savons que dans 

toutes les théories de la double réfraction que nous avons 

exposées, elle est donnée par l’équation

reuse.

( 1 ) +  ?y 4~ y* =  V;

(2) xda -f- yd[i -)- zdy — dY.

qui, par différentiation, donne :
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En y remplaçant dV par le premier membre de l’égalité (2) 

cette équation devient :

( d F  . dF\ /dF . dF\ . /dF. . dF\ , „

D’ailleurs a, p, y sont liés par la relation

aa -¡_ pa _}_ Ya _  

qui donne par différentiation

(5) affix — pdp -f- ydy =  0.

' Les deux relations (4) et (S), satisfaites à la fois pour toutes 

les valeurs que l’on peut donner à du. et dp, doivent être iden

tiques ; nous aurons donc en introduisant une constante 

arbitraire K

( 6)

dF . dF „  
^ + “ dv =  Ka ’du.

dF 
dp

dF . dF v
W + * 5 v  =  K r '

+  s / j f  =  KP.

Cherchons les valeurs de K et des dérivées partielles qui 

entrent dans ces équations. Pour cela rappelons que lavitessp 

de propagation Y satisfait aux équations

AV2 =  «A —  aH,

(I) BV2 =  ÔB —  pH,

CV2 = .cC  yH, '
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ou

H =  Aaa Bip -|- Ccy,

et qui par élimination de H nous ont conduit (154) à l’équa

tion (3). Nous aurons

dP · 2 a 
¿a ~  V2 —  a

i

et, en remplaçant V2 —  a par sa valeur tirée de la première 

des équations du groupe (l),

, d T ' _ _ 2 A_ 
du. H

Nous trouverons

d F  _  2B , d F ___ 2G
dp ~  ~  H ’ •d'i H ’

de la même manière. ' ’

Pour la dérivée par rapport à Y nous aurons

rfP
rfV S 2a2Y 

.(V2 —  a) 2
=  —  2 V Y

Or nous avons vu (155) que si le point A, B, 0 est sur 

l’ellipsoïde d’élasticité, on a ·

V =  ■ *
v/A2 -t- B2 - f  G2’

il én résulte

r f F _ _ 2 V J _ _  _ _ 2 j  
rfV “  H 2 V 2 ~  "  Y H 2'

LA LUMIÈRE. 19
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Calculons le coefficient K. Pour cela multiplions les équations

(6 ) par a,5P, y et additionnons, nous aurons

V __n  d F ,  rfFri
K a d* rtV Z j ’

mais

S d F  2 A X

a *  =  - l - r = 0 ·

et d’après l’équation (1 )

^  a<r =  V.

2  k%

Par conséquent

K = A
H2

En portant ces valeurs K et des dérivées partielles dans

2
les équations (6 ), puis multipliant par —  jj j  > nous obtien

drons

AH +  |  =  a,

(II) B H -j-|= |J ,

CH +  f = Y,

équations qui nous donneront lés coordonnées ce, y, z  du point 

d’intersection de la surface d’onde par le rayon lumineux.

183. Relations entre la  direction du rayon  lum ineux 

et celles des vibrations. —  Considérons la vibration de
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Neumann- dont les cosinus directeurs sont proportionnels à 

A', B', G'. Si nous multiplions les équations du groupe (II) · 

par A', B', G' nous obtenons pour la somme de ces produits

H2 AA' + l 2 A' * = 2 A'a·

Nous savons d’ailleurs que la vibration de Neumann est si

tuée dans le plan de l’onde et qu’elle est perpendiculaire à 

celle de Presnel ; par conséquent, nous aurons

A'cc-f-B 'p -f C'y =  0,

. AA' - f  BBf -f- GG' =  0,

et la relation précédente se réduira à la suivante

A'x -f- Gy -j- G z —  0

qui exprime que la vibration de Neumann est perpendiculaire 

au rayon lumineux

Prenons maintenantda vibration de M. Sarrau, dont les co

sinus directeurs sont proportionnels èi Aa, B b, Ce. En multi

pliant respectivement chacune des équations (II) par ces 

quantités et additionnant, nous avons

H ̂ « A 2 -f- ^ ^¡j aAx —  ^  A««.

Le point de coordonnées A, B, G étant sur l’ellip

soïde d’élasticité, EaA2 =  1 ; d’autre part, par hypothèse, 

H =  SAaa. Par conséquent, la relation précédente se réduit 

à la suivante * , ' :

, aAx bBy - f  cC* =  0,
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qui exprime que la vibration de M. Sarrau est perpendicu

laire au rayon lumineux.

184. Équation de la surface d’onde. —  L’équation de 

cette surface s’obtiendra en éliminant a, fl, y, A, B, G et V 

entre les équations formant les groupes (I) et (II) et la sui

vante

(IY) Aax -j— Bby Ccz =  0,

que nous venons de déduire du groupe (II).

La première des équations (II) peut s’écrire

ccH ' '
Y  =  aH -  AH2,

et la première des équations (I) nous donne 

' «H =  A {a —  Y 2),

Nous aurons donc

Y ■ =  A (a —  V2 —  H2).

Cherchons la valeur de Y 2 -f- H2. Pour cela tirons des 

équations (II) les valeurs de x, y, z  et formons les carrés de 

ces quantités; nous aurons :

a? =  aY —  AHV, œ2 =  <x2Y 2 —  2AaHV2 - f  A2H2Y 2,

y =  —  BHV, y 2 — 2̂Y 2 —  2BpHY2 - f  B2H2V2,

z  =  yV —  GH Y, ,* 2 =  y2Y 2 —  2CYHY2 +  C2H2Y 2,
I

et par conséquent

+· Y2 +  * 2 =  r 2 =  Y 2 — 2HV2 2 Aa -f- H2Y 2 2  A2.
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Nous avons déjà vu que 2 Aa =  0 et 2 A2 =  y j ;  par suite

nous aurons pour le carré du rayon vecteur de la surface 

d’onde

r2 =  V2 - f H 2.

En portant cette valeur de V2 -|- H2 dans l’expression pré- 

cédemment obtenue de -y-, nous obtiendrons

ou

y
et par symétrie,

Y  =  A [a —  r2)

x  - _ _  AV 
r2 —  a H

y BV
r2 —  b H.

x _  GV
r2 —  c — H

>

)

Nous avons ainsi des quantités proportionnelles à A, B, G qui 

portées à la place de A, B, G dans l’équation (IV) nous 

donneront

----- 1---  " __ =  0 ·
r2 —  a ' r 2 —  b ' r 2 —  c ’

c’est l’équation de la surface d’onde sous sa forme la plus 

simple.

Cette surface paraît être du sixième degré; il est facile de 

montrer par le développement de l’équation précédente 

qu’elle est seulement du quatrième degré. On aura en chas'
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santles dénominateurs

^ a x 2 (r2 —  b2)(r2 —  c2) = 0 , 

ou

r4 ^  ax2 — r% ^  (b -|- c) ax2 -f- °-bc (a;2 -f- y2 -j- s 2) =  0 .

r 2 se trouve donc en facteur ; en supprimant ce facteur 

on obtient

^  x 2 ^ ja x 2 — ^  \ab -f- ac) x 2 -f- abc —  0 ,

équation qui n’est que du quatrième degré.

185. Construction géométrique de la surface d’onde.
—  Considérons une onde plane et prenons pour plan de figure 

un plan perpendiculaire au plan d’onde et passant par la vi

bration de Fresnel. Cette vibra

tion sera représentée par la droite 

OF (fy. 22). La vibration de 

— Neumann, située dans le plan 

plg· 22. de l’onde et perpendiculaire à

celle de Fresnel, sera normale au plan de la figure et se pro

jettera au point O. Le rayon lumineux et la vibration deM. Sar

rau tous deux perpendiculaires à la vibration de Neumann, 

seront situés dans le plan du tableau ; soient OS, la vibration 

de M. Sarrau, OM, le rayon lumineux, droites qui sont rectan

gulaires entre elles. La position du plan de l’onde au bout de 

l’unité de temps est représentée'par Sa trace PM.
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Le plan tangent à l’ellipsoïde d’élasticité 

a x 2  -f- by2 -f- cz% =  1

au point P de coordonnées A, B, G a pour équation

akx  -f- bBy +  cGz =  1 .

Les cosinus directeurs de la normale à ce plan sont propor

tionnels à ak, bB, eC, c’est-à-dire aux composantes de la vi

bration de M. Sarrau. Ce plan tangent sera donc perpendicu

laire au plan de la figure sur laquelle il se trouvera représenté 

par la perpendiculaire FQ sur OS. —  ,Ge résultat peut être 

obtenu d’une autre manière. La droite OP est un axe de l’el

lipse d’intersection E de l’ellipsoïde d’élasticité par le plan de 

l'onde; par conséquent, la tangente en P à cette ellipse est 

perpendiculaire à OP, et, comme en outre elle est située 

dans le plan de l’onde, perpendiculaire au plan de la figure, 

elle est elle-même perpendiculaire à ce dernier plan. Le 

plan tangent à l’ellipsoïde en F contenant cette tangente sera 

aussi perpendiculaire au plan de la figure.

Considérons la sphère décrite du point 0 comme centre 

avec un rayon égal à l’unité. Si nous prenons sur la droite OQ

une longueur OS =  le point S est le pôle du plan FQ par

rapport à cette sphère. Par conséquent, le lieu du point S 

quand le point P décrit l ’ellipsoïde d’élasticité sera l’ellipsoïde 

polaire réciproque de l’ellipsoïde d’élasticité. Cet ellip

soïde réciproque a donc pour équation

x 2 

a

7/2 *2 

+  T  +  7  =

Menons le plan tangent en S à cet ellipsoïde; il a pour pôle
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le point F; par conséquent, il est perpendiculaire au 

rayon OF, et il coupe le plan de ld figure suivant ST. Nous 

allons en déduire que la droite OS est un axe de l’ellipse d’in

tersection E' de l'ellipsoïde réciproque S plar un plan pérpen- 

diculaire au rayon lumineux. En effet, la tangente en S à 

cette ellipse est située dans le plan de section et dans le plan 

tangent à l’ellipsoïde ; ces deux plans étant perpendiculaires 

au plan de la figure, la tangente est· aussi perpendiculaire à 

ce dernier plan, et, par suite, au rayon vecteur OS qui doit 

alors être un axe.

Montrons maintenant que l’on a OM =  OS. Les droites OM 

et OP étant respectivement perpendiculaires à OS et OF, les 

angles FOS et POM sont égaux. Nous aurons donc, puisque 

OP, vitesse de propagation normale d’une onde plane, est 

égal à l’inverse de l’axe OF de l ’ellipse E,

O P l
OM = ------- - =  ----------

cos 0 OF cos 0

D’autre part le triangle OFQ nous donne .

1 ' 1n e ----- -- — __ :___ _
OQ “  OF cos 0

. , , i
Nous avons donc bien OM =  OS.

·'; Le point M étant un point de la surface d’onde, nous pour

rons construire cette surface de la manière suivante : Couper 

l’ellipsoïde réciproque S par un plan quelconque, et porter 

sur la normale OM à ce plan des longuéurs égales aux axes 

de l’ellipse E' d’intersection.,

1 8 6 .  S e c t i o n s  d e  la  s u r f a c e  d ’ o n d e  p a r  l e s  p l a n s  d e  

s y m é t r i e .  —  P r e n o n s  p o u r  p lans d e  fig u re  l ’ un des tro is
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• \ 8 ,

0 j  A

Fig. 23.

plans de symétrie optique du milieu. Ces plans étant les 

plans principaux de l’ellipsoïde d’élasticité seront egalement 

les plans principaux de l’ellipsoïde-réciproque S. Un plan 

perpendiculaire au plan de la figure et passant par le centre 

de cet ellipsoïde contiendra donc 

un de ses axes, celui qui est per

pendiculaire au plan de figure.

Si OS {fig. 23) est le plan de sec

tion considéré, on aura les deux 

points correspondants de la sur

face d'onde en portant sur la normale OM à ce plan la Ion-
f

gueur OM =  OS et la longueur OM' égale à l’axe projeté 

en O. Les deux points M et M'sont situés dans le plan delà 

figure, et on obtiendra l’intersection de la surface 'd’onde par 

.ce plan en faisant tourner le plan OS autour de la normale 

passant par 0. L’un des axes des sections ainsi obtenues étant 

l’axe projeté en 0, la longueur OM' sera constante et le point 

M' décrira un cercle. Le point M décrira une ellipse qui n’est 

autre que l’ellipse AB d’inter

section de l’ellipsoïde récipro

que parle plan de la figure, el

lipse dont on a fait tourner les 

axes de 90°.

L’intersection de la surface 

d’onde par chacun desplans de 

symétrie se compose donc d’un 

cercle et d’une ellipse. La con

naissance de ces intersections Fig. 24.

permet de se rendre assez bien compte de la forme de la sur- 

.face d’onde. Si nous supposons que l’on ait a > ô > c la partie
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de la surface d’onde comprise dans le trièdre où les trois coor

données d’un point sont positives aura la forme représentée 

par la figure 23. .

Dans le cas particulier de cristaux à un axe l ’ellipsoïde 

d’élasticité est de révolution ; l’ellipsoïde réciproque, et par 

suite la surface d’onde le sont également. L’intersection de 

cette surface par deux des plans de symétrie se compose 

d'une ellipse et d’un cercle; l’intersection par le troisième 

plan de symétrie est formée de deux cercles. —  La surface 

d’onde se compose alors d’une sphère et d’un ellipsoïde de ré- 

volution tangents.

18 7. Om bilics et plans tangents singuliers de la 

surface d’onde. — Considérons un plan cyclique de l ’ellip

soïde réciproque. Tous les rayons vecteurs de cette section se

ront des axes égaux ; par conséquent, à un plan cyclique ne 

correspond qu’un seul point M de la surface d’onde. Mais, à 

chaque direction OS d’un axe correspond un plan tangent 

normal au plan passant par OS et OM ; nous aurons donc une. 

infinité de plans tangents en M. C’est un point conique. 

Comme à chaque section cyclique correspondent deux points 

coniques, nous aurons quatre points coniques réels et huit 

points coniques imaginaires. On appelle encore ces points 

les ombilics de la surface d’onde.

Le cône formé par les plans tangents à la surface d'onde en 

un point conique est du second degré. En effet, il ne peut 

être du troisième degré, car la droite passant par deux de ces 

points rencontrerait la surface en six points, ce qui ne peut 

avoir lieu puisque cette surface est du quatrième degré.

La considération des plans cycliques de l’ellipsoïde d’élasti-
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cité condijit à une nouvelle propriété intéressante de la sur

face d’onde. .

Si nous supposons que le plan de l’onde soit un plan cy

clique, tout rayon du cercle d’intersection sera une direction 

de la vibration dePresnel. A chacune de ces directions corres

pond un plan tangent PM à la surface d’onde; mais comme 

1
OP =  —  et que OP est constant, ces divers plans tangents se

confondent. Leurs points de contact avec la surface d’onde ne 

se confondent cependant pas, car à chaque direction de OF 

correspond une direction particulière de OS et, par suite, de 

OM. Par conséquent, le plan PM correspondant à une section 

circulaire de l’ellipsoïde touche la surface d’onde en une infi

nité de points distincts. Ces points forment une courbe qui doit 

être du second degré, car, en général, la section d’une surface 

par un plan tangent singulier se composant de deux courbes 

confondues, chacune de ces courbes est d’un degré égal à la 

moitié du degré de la surface. D’ailleurs, cette courbe du se

cond degré est un cercle. En effet, les directions asympto

tiques de la surface sont données par les termes du plus haut 

degré Hx2hax2 ; deux de ces directions sont celles d’un 

cercle, et comme pour les plans tangents singuliers les 

directions asymptotiques doivent se confondre deux à deux, 

puisque les courbes d’intersection se confondent, les quatre 

directions asymptotiques sont' celles de cercles. La courbe 

d’intersection de la surface par un plan tangent singulier se 

compose donc de deux cercles confondus- Il y aura quatre de 

ces plans tangents singuliers qui seront réels, un ellipsoïde 

ayant deux directions de sections cycliques à chacune des

quelles correspondent deux plans tangents singuliers.
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; Bien d’autres propriétés de la surface d’onde ont été étu

diées par divers mathématiciens. En particulier, nous cite

rons les procédés élégants indiqués par M. Mannheim pour 

trouver les rayons de courbure et tracer les lignes de courbure 

de la surface d’onde. Mais nous n’insisterons pas sur ces pro

priétés qui n’ont aucun intérêt au point de vue de l’Optique. 

Seule, la considération des ombilics et des plans tangents sin

guliers a une grande importance. On sait, en effet, qu’elle a 

conduit Hamilton à la découverte de la réfraction conique 

intérieure et de la réfraction conique extérieure que Lloyd a 

pu mettre en évidence par des expériences délicates.

PR O PAG A TIO N  RECTILIGNE DE LA  LUMIÈRE

188. Propagation rectiligne de la lum ière dans un 

m ilieu isotrope. —  Nous avons déterminé plus haut (181) la 

direction du rayon lumineux dans un milieu cristallisé en 

nous appuyant sur le principe de Huyghens ; mais ce prin

cipe, quelles que soient l’utilité et l’importance de son rôle 

en optique, prête à un grand nombre d’objections dont nous 

avons cherché à donner une idée dans la première partie du 

cours.

Aussi ne _sera-t-il pas inutile d’expliquer ici comment on 

peut déterminer la direction du rayon lumineux dans un mi

lieu isotrope ou anisotrope en s’affranchissant du principe de 

Huyghens et des difficultés sans nombre qu’il soulève. Nous 

commencerons par le cas le plus simple qui est celui des mi

lieux isotropes, et nous écrirons les équations du mouvement
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transversal sous la forme habituelle,

p dl2 — A?’

P
d* -ri
¿ ¡ 2 =  Ay1·

p dt2 ~  AÇ’

avec

' 0  =  0.

Cherchons à satisfaire à ces équations en faisant:

(1) 5 =  Aep, 7! : : Bep, Ç =  Cep,

où

Si nous regardions A, B, C comme des constantes, nous re

tomberions sur la théorie ordinaire de la propagation d’une 

onde plane indéfinie. Mais alors la question de la direction du 

rayon lumineux ne se poserait pas, puisque tout l’espace se 

trouverait également éclairé. Nous devons donc supposer 

qu'une portion seulement de l’éther est agitée par des ondu

lations et par conséquent que A, B, G sont des fonctions de 

x, y, z  et t.

Nous prendrons une unité de longueur comparable à nos 

unités habituelles, de telle sorte que \ sera une longueur très

petite et ^  une quantité infiniment grande ; (si dans l’expo-

sition de la théorie de M. Sarrau, nous avons regardé cette 

quantité comme très, petite c’est que nous avions pris une
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unité de longueur comparable à la distancequi sépare deux 

molécules.matérielles). Au contraire nous supposerons que les 

fonctions À, B, G et leurs dérivées des divers ordres sont 

finies.

Les considérations qui vont suivre ne s’appliquent donc pas, 

du moins sans modification,'au cas où les fonctions A, B, G 

sont discontinues et où par conséquent leurs dérivées ne sont 

pas finies ; dans ce cas, en effet, il se produit des phénomènes 

de diffraction et il y a déviation du rayon lumineux.

Substituons les valeurs (1) dans la première des équations

du mouvement', il viendra, en divisant par —  ep

( V2A —  -
\ VK

Xa d2A\ ;
4tt2 dfî ) ~  in dz

Nous négligerons les termes en X2; si nous remarquons 

que pV2 =  1, nous verrons que les termes indépendants de X 

disparaissent ; les deux membres contiendront alors le fac

teur V  Si nous faisons disparaître ce facteur, il restera sim

plement

( 2) —  _LV —  — 0 · 
d t + y d z ~  °

On trouverait de même

v ^ B _ 0
dt ^  d z ~

i y  —  —  o 
dt ^  dz

Si nous substituons les valeurs (1) dans l’équation 0 =  0 

et que nous la divisions par ep, il viendra

2tu n  .  d k  . d B  . d C

—  c + æ + ^ + * = ° ·
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Cette équation nous montre que C est un infiniment petit 

du même ordre que X. Quant à l’équation (2 ), elle a pour 

intégrale générale :

A =  fonction arbitraire de x, y et z  —  Vf.

Ainsi la valeur de A au temps f et au point dont les coor

données sont x, y, et z  -f- Vf, sera la môme qu’au temps 0 et 

au point x, y , z. Si à l’origine des temps il n’y a de lumière 

sensible' qu’à l’intérieur d’unepetite sphère ayant pour centre 

le point x-,y, z  ; à l’époque f, il n’y aura de lumière sensible 

qu’à l’intérieur d’une petite sphère du même rayon ayant 

pour centre le point x, y et z  -\- Vf. En d’autres termes,· 

la lumière se sera propagée dans la direction de l’axe des z\ 

c’est-à-dire perpendiculairement au plan de l’onde.

Ainsi dans un milieu isotrope le rayon lumineux est normal 

au plan de l’onde. . . . .

, 189. Propagation rectiligne de la lumière dans un 

milieu anisotrope. —  Passons au cas d’un milieu cristallisé, 

et prenons par exemple les équations de M. Sarrau : · ' '

a dt2 dx .
1  H I —

( i )

1 ^ 3  » f-®
b dt2 — 71 —  dy

Í  Af — — · 
c dt2 dz

Cherchons à y satisfaire en posant

5 =  Lep, 7! =  Mep, Ç =  Nep,

L, M, N étant des fonctions de x, y, z  et f.
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Si L, M et N devaient être des constantes L0, M0, N0, ces 

constantes et V devraient satisfaire aux équations

( 1 )
YfLo

a =  L» —

Posons alors :

«H, — — 1 = M 0 —  pH, 

H =  aL0 +  pM0 +  rN0.

Z !N _0
c =  N . - TH.

L =  L0r-j-ff, VL =  M „r + h t N = N  / ,

et cherchons à déterminer les trois fonctions f, g et h.

Pour obtenir ces trois fonctions, substituons dans les équa

tions du mouvement à la place del, vp Ç, leurs valeurs, c’est- 

à-dire,

S =  ( V  +  0 K ,  T) =  (M« f + h ) e * ,  Ç =  N0/fep .

Nous obtiendrons ainsi trois équations différentielles entre f, 

g et h. D’après leur mode de formation ces équations seront: 

1° Linéaires et homogènes par rapport kf, g et h et à leurs 

dérivées partielles des deux premiers ordres ;

2° A coefficients constants, après que l’on aura supprimé le 

facteur commun ep.

Eliminons maintenant g et h entre ces trois équations ; il 

restera une équation différentielle unique qui définira f.

Cette équation sera encore linéaire,, homogène et à coeffi

cients constants ; mais elle sera d’ordre supérieur au second.

Elle ne contiendra pas f ;  car les équations du mouvement 

doivent être satisfaites quand on fait

• , /■ = 1 ,- · g — h =  0.

Elle ne changera pas quand on multipliera à la fois A, a?, y, z
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et t par un même facteur, ce qui revient à changer simultanément 

et dans un même rapport l’unitéde longueur etcellede temps. 

Soit :

AX̂ D mf

un terme quelconquedu premier membre de notre équation; 

A est une constante indépendante de X ét Dm/'une des déri

vées partielles d’ordre m de/\ Quand on changera X oc, y, z  et 

t en AX, Ax, Ay, Az, et At, ce terme se trouvera multiplié par’ 

A?~m. Pour que l’équation ne change pas, il faut que m — p 

ait même valeur pour tous les termes de l’équation. Nous mul

tiplierons noire équation' par une puissance de X telle que 

m —  p soit égal à f. ·. -

Alors les coefficients des dérivées du premier ordre ne con

tiendront pas X ; ceux des dérivées du second ordre contien

dront le facteurX; ceux des dérivées du troisième ordre cbntien-, 

dront le facteur X2 ; et ainsi de suite. Mais X étant très petit, 

nous pouvons négliger les termes qui contiennent ce facteur ; 

il ne nous restera plus alors que les dérivées du premier ordre 

et l’équation en f  s'écrira

df . , df . „ d f  , df*Tx+*Ty + * Tz+Jt = °
p, |/, jx" étant des constantes.

L’intégrale générale de cette équation sera :

f  =  fonction arbitraire de a; —  ¡jJ, y —  u!t et z  —

ce qui veut dire que les cosinus directeurs du rayon lumineux 

sont proportionnels à ¡x, ¡x' et ¡x" et que la vitesse" de propa

gation, estimée non pas normalement au plan de l’onde, mais 

dans la direction du rayon est vVa +  p· '2 -f~ ¡a"2.
LA LUMIÈRE. 20
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On pourrait déterminer [/.' et [/ en effectuant tous les ’ 

calculs que nous venons d’indiquer ; mais cela est inutile. 

En effet les équations du mouvement devront être" satis

faites si l’on fait f  =  eæ~ijt, d’où g el h =  constante très 

petite X  e x ~ ! i t  et

L =  L0e*-/“ ? M =  N == NJe*-/“ .

L0, M¿ et Nj étant desconstantes très peu différentes de L0, M0 

et N0. On aura alors

Ç =  L0ep:, 7i =  M'ep', Ç =  Njep';

_ p,=T [(*+è > +^+f* ■- (v+tyy
Or nous avons vu que' si l, iq» Ç sont égaux à! des constantes 

multipliées par ep et que l’on pose :

X étant choisi de telle façon que a2 -|- p2 -]- y-2 =  1 ; on 

devra avoir

„ 2  ' · & 2 ■.  Y 2 '  1

Y 2 _  » rr  Y 2 _  b T  Y 2 _  c -  u·

Nous désignerons comme nous l’avons déjà fait plus haut'le 

premier membre de cette équation par

F («, p, Y, V).

Comme a2 p“* -j- Y 2 =  1 ; nous aurons également

. (3) P ( * ’ Y> V«a -j-p2 - H 2)  ~~ ° ’
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La relation (3) étant homogène en a, p, y et V subsistera en* 

core quand on aura multiplié à la fois a, p, y et V par un 

même facteur. Elle est donc encore vraie, même quand on ne 

suppose plus que la somme a2 -|- p2 -f- y? soit égale à 1 .

Ainsi la relation (3) devra être satisfaite quand on y rem

placera a, p, y et Y par les coefficients de x, y, z  et —  t dans 

P', c’est-à-dire par ■ .

Cela est vrai avec le degré d’approximation adopté plus haut, 

c’est-à dire en supposant que X est très petit ; on a alors ' en 

négligeant X2

[ ( * + 2i ) ’+ e ’ + r · ]  ’ = [ ( - ’ + ' f + > ) + ê ]  ’ =

et

v  +  i

\ / ( tt+ | è ) J + |3a +

__ v  , Xlt aVX
"T" 2 ™ 2*7c ■

F ( a +  2i ’ ^ ’

v -4- 
. ^  2 Ar

\ / ( “ +  5 s ) ’ +  'P’  +  r*,

ra / n , X [‘ cfF . 0?F , ,r,~l_  P (a, p, y, V) - f  8fw +  dv (p. aV)J·
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Il reste donc en tenant compte des relations (3) et (4)r

cZF . < f i ?  -  - ,  d F  

d e .  +  '"'rfV- d V ’

dF -, ; c?F
d v  =  ï y % '

dF : ; dF " - dF ' - 
^ T + F  âŸ =  ^ Ô Ÿ -

Si l’on compare ces équations aux équations (6) et du § (182), 

on verra que le point dont les, coordonnées sont p, p' et 

p" n’est autre que le point que nous avons appelé O' dans ce 

paragraphe (voir figure 2 1 ) et dont les coordonnées étaient 

désignées par se,'y et z, -

Comme les cosinus directeurs du rayon lumineux sont 

d’après ce que nous venons de voir proportionnels h p, p' et 

p" ; la droite 0 0 ' de la figure 2 1  est Lien parallèle au rayon 

lumineux; ce qui est conforme au résultat où nous avait con

duits l’application du principe de Hifyghens.

DOUBLE RÉFRACTIO N DANS LES CRISTAU X  HÉM1ÈDRES

190. Équations du mouvement. —  Les théories de la 

double réfraction précédemment exposées ne s’appliquent 

qu’aux milieux holoèdres. Pour l’explication des phénomènes 

présentés parles milieuxbiréfringents hémièdres, nous devons, 

comme nous l’avons fait dans la théorie de la polarisation ro

tatoire, rejeter l’hypothèse, du § 14, où nous admettions que 

dans les expressions de DÇ, D-rp DÇ lés termes contenant les 

Carrés de Da>, Fiy,F)z étaient négligeables. Nous avons vu que
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si l’on n’accepte pas cette hypothèse, la fonction W 2· est uné 

fonction homogène et· dù second degré des dérivées partielles 

des divers ordres de 5, ni, Ç et que les équations du mouvement 

sont

d \  n
P d t* ■“  R’

P, Q, R étant des polynômes linéaires par rapport aux déri

vées des divers ordres de -q, Ç, polynômes dont nous avons 

indiqué le mode de formation'(124).

. Si l’on ne tient pas compte de la dispersion il est.inutile 

d’introduire les dérivées partiellesdu quatrième ordre« Posons 

donc

• P =  X +  F, ; Q — Y -fr G, ‘ R = Z - f - H , i*

X, Y, Z étant des fonctions linéaires des dérivées secondes de 

S, K], Ç et F, G, H des fonctions linéaires des dérivées du troi

sième ordre. En prenant des :unités telles que p soit égal à 1, 

les équations du mouvement sont alors ··

£ _ ? _ x  . p
^ - X +  P’

.dt* ~ Y +  G,

, Dans le cas des milieux holoèdresces équations doivent né

cessairement se réduire àcellesque nous avons prises au com

mencement de ce chapitre et qui nous ont conduits à l’expli

cation des phénomènes de double réfraction présentés parces
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milieux. Montrons qu’en effet les quantités F, G, H dispa

raissent alors des équations précédentes.

Les milieux holoèdres possédant trois plans de symétrie op

tiques et par conséquent un centre de symétrie, les équations 

qui donnent le mouvement d’une de leurs molécules ne doivent 

pas changer quand on change les signes de x,y, z , Ç, tj, Ç. Or cette 

condition ne serait pas satisfaite si ces équations contenaient

une dérivée du troisième ordre,-
(PI

dx2dy
par exemple, car

cette dérivée conserverait son  ̂signe tandis que les dérivées

dP\
qui forment les premiers membres, en change

raient. D’ailleurs nous avons déjà dit (124) que d’une manière 

générale les équations du mouvement dans un milieu possé

dant un cèntre de symétrie ne pouvaient contenir que des dé

rivées d’ordre pair.

■ 1 9 1 .Les coefficients des différents termes des polynomesF, 

G, H ne sont pas indépendants ; nous allons montrer que si

le polynôme F contient a le polynôme G contient

’ dx2dy

D’après le mode de formation du polynôme P le terme

a ■ de ce polynôme doit provenir du terme a 4  ̂
dx2dy dx dxdy

ou a-r̂  %xy lft fonction W 2. En effet si nous appliquons ce

mode de formation nous devrons d’abord prendre la dérivée

de ce terme par rapport à Væy, ce qui donne a·»̂ , puis prendre

la dérivée seconde de ce résultat par rapport à x  et à y, ce

qui donne .  ’ ■ ·
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Si maintenant nous cherchons les termes de G qui sont don

nés par le terme oc Viv delà fonction W2, l ’un de ces termes 

s’obtiendra en dérivant d’abord par rapport à _■ »)*, puis en dé

rivant, le, résultat par rapport à x  et changeant le signe.-En 

effectuant ces opérations on trouve comme nous l’avons an-

noncé,
qq?3i;

dx2dy

192, Propagation d’une onde plane. —  Étudions, èn 

prenant pour point de départ les travaux de Neumann et de 

Mac-Cullagh, la propagation d’une onde plané dans un milieu 

hémièdre;'· ' . ' !

Les axes auxquels sont rapportées les équations du mou

vement étant quelconques. nous pouvons considérer l’onde 

plane comme parallèle au plan des xy„ Alors vp Ç ne dé

pendent plus que de z  et de t, et les dérivées des déplacements 

par rapport à x  et y disparaissent des équations du mou

vement. Si les polynômes P, G, H étaient nuis, les vibrations

seraient transversales ; la condition 0  =  0 donnerait ~  =  0

et les dérivées de Ç par rapport à z  disparaîtraient aussi des 

équations du mouvement. En général, quand' P, G et H sont 

différents de zéro, il n’est plus ainsi, mais les vibrations étant 

encore presque transversales on peut négliger ces dérivées.;

: Dans ces conditions les équations du mouvement dans le 

plan de l’onde sont
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équations dans lesquelles les coefficients satisfont aux rela

tions imposées par le mode de formation des seconds 

membres.

Elles se simplifient quand on prend pour axes des# et des y 

les directions rectangulaires des deux vibrations de Neumann. 

Elles doivent alors être satisfaites pour les valeurs de $ et tj 

correspondant à ces vibrations quand on y néglige les dén

o te  -\t)
vées du troisième ordre. Or si on fait ü —  ke * , 7) =  0,

coordonnées de l’extrémité de la vibration parallèle à l’axe 

des #, la seconde donne b — o. Par conséquent, par ce choix 

d’axes de coordonnées les équations précédentes-se rédui

sent à

dt2 a dr* +  * d ?  + P
«Pj·. 
dx3

4!ü =  c Î ! 2! _ b £?Ü . ËÎ2L.
dt2 dz* ° dz3 ^  ‘ dz3

193. En faisant des hypothèses particulières sur les coef

ficients des termes de W2 qui contiennent des dérivées secondes 

et qui, par conséquent, donnent les termes F, G, H des équa

tions du mouvement, Mac Cullagh est arrivé à des équations 

dans lesquelles a. =  y =  o. Nous allons montrer que sans 

faire aucune hypothèse sur la fonction W2 on a toujours

D’après le mode de formation des seconds membres des

équations du mouvement le terme de W2 qui pourrait

d3l dt d*t
donner a-r-4 dans F devrait être de la forme a —— ; ou 

dz3 dz dz*

aÇs'Çj. Cherchons les deux termes qu’il donnera dans F. Nous
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aurons :

ou

„ ___ d d.U l'l ■ rf» .
—  cè<r rfçi- " f " ^ a rfÇ' '+' '

P = ‘ S * + £ * + ■ · ■ .

tf3S d3?
F - ~ -  a ^T3 +  a ^ + · ·ete3

Par conséquent le seul terme de W2 pouvant donner un

d?\
terme en dans la première équation en donne deux qui

se détruisent. On verrait de la même manière que
n dz3

ne doit pas entrer dans la seconde équation. On a donc pour 

ces équations

£ Ç _  ‘ I A Î3L
d t 2 “ “ -irîTP , 1 * 1dz2 dz3

(1 )

rf2y) d \  d3l
dt3 ~  Jr* P ^ ~ 3dû-2 cù-3

194. Vitesses de propagation. —  Cherchons à satisfaire 

à ces équations en posant

t =  Be A

Nous obtiendrons en substituant et divisant par — >
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2l7c
et en remplaçant —  p par p'

(2)
AV2 =  ak -f- fp'B, 

BV2 ^  cB —  tp'A. -

Nous tirons de ces équatioris

(V2 —  a) A =  tp'B,

(Y2 — c) B =  — *p'A,

et en multipliant ces deux dernières nous obtenons

• (3) · (V2 — à) (Y2 — c) =  p'2.·. .· . ' ·

Cette équation nous, donne deux valeurs pour la vitesse de 

propagation de l’onde, et ces valeurs sont réelles, car p étant 

très pelit, p' l’est aussi ; nous aurons donc deux rayons lumi

neux, Ces vitesses deviennent égales à. Y =  s/a ±  p' quand 

on a a =  c. Dans le cas général, l’une d’elles est très voisine 

de sja, l’autre de \Jc. '

195. Polarisation elliptique des rayons. —  La se-' 

conde des équations (2 ) nous donne

B —  ¿p' .
' ' A - Y2 — b5' ·■■ ·

. g
elle nous montre que le rapport -r est une quantité purement

imaginaire. Si donc nous supposons A réel, B est de la forme 

B =  iBj et les parties réelles de \ et qui satisfont aux équa-
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lions du mouvement sont

? =  A c o s Ç  (* —  Yt), 

= — B ,s in ^ (3 ·— Vi).

La trajectoire de la molécule vibrante est donnée par, 

l’équation.

Ï2 ·« 2
-----L -3- =  t
A 2 ^  B?

qui est celle d’une ellipse , rapportée à ses' axes. Par consé

quent, dans les cristaux hémièdres, les rayons sont polarisés 

elliptiquement et les axes de l’ellipse, de polarisation sont les 

directions de vibrations des rayons polarisés rectilignenient 

dans le cristal holoèdre.

Le rapport des axes de l’ellipse est égal à

! · _ g j _  r . .
A Y 2 —  a

En élevant au carré et remplaçant p' 2 par sa valeur (3), nous 

obtenons pour le rapport des carrés des axes.

Pour l’onde dont la vitesse de propagation est voisine de 

\Ja, le numérateur de R est voisin de a —  c, et le dénomi

nateur voisin de 0; la valeur de R est donc très grande, et 

• l’ellipse est très allongée. —  Pour l’onde dont la vitesse de 

propagation est voisine de R est voisin de zéro, et l’el

lipse est encore très allongée. Par conséquent, en général, la.
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polarisation des deux rayons réfractés sera presque' recti

ligne. Pour que la polarisation elliptique soit appréciable, il 

faut que la différence a —  e soit très petite ; dans ce cas, en 

effet, les deux termes du rapport R étant très petits, ce 

rapport aura une valeur finie.

Considérons le cas où c =  a. Si on néglige les termes con

tenant p' en facteur, les deux équations (2 ) deviennent
î

AV2 - ka BV2 =  B a

B
et le rapport — est indéterminé; la polarisation est rectiligne,

mais le plan de polarisation est indéterminé. La direction de 

propagation [est donc un axe optique du cristal. D’après ce 

qui précède, la polarisation elliptique ne sera sensible dans 

un cristal hémièdre que'lorsque la direction de propagation 

sera voisine de l'axe optique, puisque dans ces conditions 

seulement a —  c sera très petit.

Si l’on considère une onde plane dont la direction de ¡pro

pagation dans un cristal hémièdre est celle de l’axe optique, 

elle donnera naissance à deux ondes planes, puisque les vi

tesses de propagation \ja -)- ¡3' et \Ja —  p' de ces ondes sont 

différentes. En outre, ces deux ondes seront polarisées circu-

lairement, car le rapport.R des carrés des axes de l’ellipse de
ys _a

vient alors ^ ------ =  1. On aura donc le phénomène de la

polarisation rotatoire.

196. Reprenons le cas où les deux ondes se propagent avec 

des vitesses différentes que nous désignerons par T  et Y", et 

où les rayons sont polarisés elliptiquement. Montrons que les 

ellipses décrites par la molécule vibrante dans les deux ondes 

planes sont égales.
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Si nous supposons que T  soit la vitesse la plus voisine de 

Va, le rapport R des carrés des axes de l’ellipse qui corres

pond à cette vitesse sera plus grand que 1 et représentera le 

carré du rapport du grand axe ail petit axe ; la valeur de R 

est alors . , . . · -

•Y'2 —  c - 
Y '2 —  a

. Pour l ’autre vitesse Y", R est au contraire plus petit que 

l’unité, et le carré du rapport du grand axe au plus petit axe 

de l’ellipse correspondant à cette vitesse est

Y"2 —  a 
V"2 —  c'

Si les deux ellipses sont égales, nous devons avoir
, s

. .V'2 —  c V"2 —  a
Y '2 —  a ~  Y"2 —  c’

ou

■ V'2 -j- Y"2 =  a -f-c .

Or, si nous développons l’équation (3) qui donne les vi- < 

tesses, nous obtenons

■ V4 —  (a 4- c) Y 2 4 - ac —  p'2 =  0,

- et nous avons bien pour la somme des racines Y '2 et Y"2 de 

cette équation

. . V'2 _J_ B c.

Ces deux ellipses égales ont leurs grands axes perpendicu

laires l’un à l ’autre, puisque le rapport R du carré de l’axe 

dirigé suivant 0% au carré de l’axe dirigé suivant O y, passe
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d’une valeur plus petite que 1  à une valeur plus grande que 1 , 

.ou réciproquement quand on y fait successivement Y 2 égal à 

Y ' 2 et à Y"2. '

Enfin ce? ellipses seront décrites en sens contraire, comme 

l'indiquent les flèches de la figure. Pour le faire voir, il suffit de

B
montrer que le rapport des mo-

dules de Tq et de Ç change de signe 

avec le rayon considéré. Or, ce rap-

x port a pour valeur Y 2

i l et il

changera de signe' si c est compris 

entre les valeurs V' 2 et Y" 2 des car

rés des vitesses. La substitution de 

c à Y 2 dans le premier membre de l’équation des vitesses

(V2 —  a) (Y2 —  c) —  p  =  0.

donne un résultat négatif, tandis que si l’on fait Y 2 =  oo et 

Y 2 =  0, on obtient une quantité positive. L’une des racines 

est donc plus grande que c, l’autre plus petite.

‘ 197. Il est possible en partant des hypothèses de M. Sarrau 

d’expliquer les phénomènes de double réfraction dans les mi

lieux hémièdres. Nous n’insisterons pas sur cette théorie, et 

nous renverrons au mémoire que M. Potier* a publié sur ce 

sujet’dans le Bulletin de l'Association française pour l'avan

cement des sciences (t. I, p. 264).'
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CHAPITRE VII

RÉFLEXION

198. Quand un rayon de lumière arrive à la surface de 

séparation de deux milieux, une partie de la lumière est réflé

chie par cette surface et reste dans le premier milieu; une 

autre partie est réfractée et pénétre dans le second milieu. On 

peut se demander quelle est la fraction de la lumière incidente 

qui est réfléchie et quelle est la fraction qui est réfractée. 

D’autre part si le rayon incident est polarisé, les rayons réflé

chi et réfracté le seront également et il importe de savoir; 

quels sont leurs plans de polarisation. En "d’autres termes, 

le problème que nous nous proposons est le suivant :

- Etant données la direction et l’amplitude de la vibration incK 

dente, trouver la direction et l’amplitude de là vibratiorv 

réfractée et de la vibration réfléchie.

■ Nôus supposerons toujours que le premier milieu est trans-; 

parent et isotrope, mais la solution sera différente suivant que; 

le second milieu sera j Io Transparent et isotrope ; S4 Trans-' 

parent et cristallisé; 3° Opaque. , 1 . " ' ">

Nous examinerons successivement ces trois cas" qui sont 

ceux de la réflexion vitreuse, de la réflexion cristalline et de la 

réflexion métallique. ’ ■ · *
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RÉFLEXION VITREU SE

La réflexion vitreuse a donné lieu à trois théories également 

confirmées par l’expérience, ce sont celle de Fresnel, celle 

de Neumann et Mac Cullagh et celle de Cauchy.

TH ÉO RIE DE FRESN EL ( 1 )

199. Hypothèses fondamentales. —  Fresnel suppose :

1° Que la vibration est perpendiculaire au plan de polari

sation.'

' 2° Que l’élasticité s de l’éther est constante et est la même 

dans les deux milieux. La densité p de l’éther est au contraire

variable. Comme la vitesse de propagation Y est égale à 

nous devons admettre, si nous regardons e comme constant, 

que p est proportionnel au carré de l’indice de réfraction.

3° Fresnel envisage ensuite les vitesses de deux molécules 

infiniment voisines l’une de l’autre et de la surface de sépara

tion, mais situées de part et d’autre de ces surfaces; il décom

pose chacune de ces vitesses en deux autres, l’une parallèle au 

plan tangent à la surface de séparation, l’autre normale à ce 

plan. Il admet que les composantes tangentielles des vitesses 

des deux molécules doivent être les mêmes en grandeur et en 

direction, mais que les composantes normales peuvent être 

différentes. , '

î · J
(1) Œuvres complètes. T. I, p. 767.
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, Cetle façon d’énoncer l'hypothèse de la conlinuité peut pa

raître arbitraire et elle a semblé telle à bien des esprits. Nous 

croyons que c’est h tort. Les vibrations de l’éthefr sont trans

versales; nous avons montré (45) qu’on peut expliquer cette 

transversalité de bien des manières, mais nous avons surtout 

insisté sur deux de ces explications. On peut supposer que 

cette transversalité est le résultat d’une sorte de liaison, 

telle que la résistance de l’éther à la compression est infinie. 

C’est, ainsi que nous l’avons dit plus haut, l’hypothèse que 

Presnel paraît avoir adoptée dans sa théorie de la double 

réfraction. Ici il adopte l’hypothèse contraire, celle où les 

équations du mouvement s’écrivent :

et où la résistance de l’éther à la compression est nulle. Mais 

s’il en est ainsi, rien n’empêche d’admettre que les compo

santes normales des vitesses de nos deux molécules infini

ment voisines soient différentes. Imaginons eh effet que la 

surface de séparation des deux milieux soit un plan et consi

dérons deux plans infiniment voisins parallèles au plan de sé

paration,. mais situés de part et d’autre de ce plan. Envisageons 

les molécules d?éther situées dans ces deux plans; si les com

posantes' normales de leurs vitesses ne sont pas les mêmes, la 

distance de ces deux plans va varier d’une façon périodique et 

il en résultera des compressions et dilatations alternatives de
■ LA LUMIÈRE. 21
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l'éther compris entre ces deux plans. Mais la résistance de. 

l’éther à la compression étant nulle, ces alternatives pourront 

se produire sans apporter dans le mpuvement aucune pertur

bation.

4° Enfin Fresnel s’appuie sur le principe des forces vives.

200. Application des principes précédents. —  Nous

supposerons que la surface de séparation dos deux milieux est

un plan; que les ondes incidente, réfléchie et réfractée sont

planes. Nous supposerons de plus que le rayon incident, et par

conséquent les rayons réfléchi et réfracté sont entièrement

polarisés. Les lois de la réflexion de la lumière naturelle se
, %

déduisent en effet aisément de celles de la lumière polarisée, si 

l’on regarde un rayon naturel comme la superposition de deux 

rayons d’égale intensité polarisés à angle droit.

Nous prendrons le plan de séparation des deux milieux pour 

plan des xy. Soient Ç, vj, X, les trois composantes du dépla

cement d’une molécule quelconque; ü,, 7 ,̂ les composantes 

du déplacement dû à la lumière incidente; Ç2, ti2, Ç2 celles du 

déplacement dû à la lumière réfléchie; 53, t)3, Ç3 celles du dé

placement dû à la lumière réfractée. On aura alors dans le 

premier milieu :

5 =  ~l· h  > TQ =  "»Il “f- "Ha » ? =  +  ?2 >

et dans le second milieu :

Ü =  £3 > — 3̂ ! ? =  ?3 >

D’après la troisième hypothèse de Fresnel, \ et t; sont des 

fonctions continues, mais Ç peut être discontinu. On a donc 

pour z  —  0 ■

(lj · ; ?! -h =  3̂ . ■ *h +  ‘»lî =  *13
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Les ondes étant planes, on aura

323

—  Aj cos (P4 -f- w4),

iq, =  B, cos (P< 4-ü),'),

. ' K, =  G, cos (P, - f  WÍ) ;

ou

9_
p < =  (*i® +  h y + y<* —  Vi)

52 =  A2cos (P̂  -f- <o2),

Yl2 =  B2 cos (P2 +  w2) i

Ç2 =  C2cos (P2 +  ü>£) ; 

ou

' P 2 =  Y  («2a7 +  h y  +  Ï2-3· —  V¿)

Ç3 =  AgCOS (P3 -f.W3),

"̂ 3 =  P 3 C0S (P 3 “h  ws) »

Ç, =  C¿cos(P3 +  <o5);· 
ou

2 tc
p 3 =  T  (“ a«7 +  h y  +  Ys* —  V f).

A3

, /
Les A, les B et les G et les <o sont des constantes; V a la même 

valeur pour le rayon incident et pour le rayon réfléchi, car 

c’est la vitessé de propagation dans le premier milieu ; Y' est 

la vitesse de propagation dans le second milieu et l’on a, en 

appelant n l ’indice de réfraction

V = -
n
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Les vibrations devant être dans le plan de Tonde ; oit 

aura

2) Í 1 = “2?2+p2'),l2 + Y 2 Í2 = a3 ? 3 + p 3 ^ 3 + Y 3 Í3 = 0 ·

201. Fresnel introduit ici une hypothèse nouvelle; c'est 

que w, =<0 2> cette hypothèse lui est suggérée non par des 

vues théoriques, mais par l’expérience qui lui prouve que 

tant qu’il n’y a pas réflexion totale, la lumière réfléchie reste 

polarisée reclilignement si la lumière incidente l’est elle- 

même.
t . 1 ·

Dans ce cas l’éqüation;(3) ne peut être vérifiée identiquement
. „ ¡ » 

que si 1 on a

La première des équations (1) qui doivent être vérifiées 

pour z  =  o, nous donne

(3)

(4) =  =  =

0)4 =  0>2 =  Wj

A< +  A 2 —  A 3.

La’seconde équation (1) nous donnerait de même
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' Les équations (4) nous donnent

Xj — X3 · a, =  «2 > " : Pa»

V  h. X3 = H =  2 1 , . fV =n n n

Nous supposerons que le plan d’incidence ait.été choisi

comme plan des xz·, on aura alors =  0 et en appelant i

l’angle d’incidence :

a, =  sin*, | y, =  cos*.

Si est nul, il devra en être de même de p2 et de p3 en 

vertu des équations (4). Gela veut dire que l’onde réfléchie et 

l’onde réfractée sont perpendiculaires au plan de xz, ou en 

d’autres termes que le rayonréfléêhi et le rayon réfracté sont 

dans le plan d’incidence.

Puisque a, =  ,a2 on aura aussi

a2 =  sin i 

et

y2 =  ±  — al — PI — —cos *· 1

Comme y2 ne peut être égal à sans quoi le rayon .inci

dent et réfléchi se confondraient, on aura
t _ ’ ’ 1 ■ *

Y 2 =  —  Y ,  cos*.

Cela montre que l’angle de réflexion est égal.h l’angle 

d’incidence.

De même si r est l’angle de réfraction, on aura, 

i' - ot3 =  sinr, y3 =  cosr
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et puisque a, =  wa3, on arrive à la loi connue de la réfraction1

■ - sin i =  n sin r.

La théoriè de Presnel conduit donc très simplement aux 

lois élémentaires de la réflexion et de la réfraction.

; D’àulre i part les équations (2) deviennent :

; · 1 Vi,.:
AtaJ cos (P1 -)- iat) -j- Cj q cos (P̂  toj') =  0,

A2a2 cos (P2 -f- w2) -}- C2v2 cos (P2 -f- w2) =  0,

A3a3cos* (p 3 _|_ W3) _|_ C3y3cos (P3 -f· 0)3 ) ·=  0.

Ces équations ne peuvent être vérifiées identiquement que 

si l’on a . . .

A4a4 -|- G, y, =  A2a2 C2Y2 =  A3a3 -j- C3y3 =  0 

u), =  toi. <»2 =  w 2 > “ 3 =  “ 3 ·

Si le rayon incident est polarisé rectilignement on aura 

=  <û[ ; de sorte que les neuf quantités 10 seront égales ; nous 

pourrons supposer alors que l’origine des temps a été choisie 

de telle sorte que ces neuf quantités soient nulles.

Il nous restera donc entre les quantités A, B et C les rela- 

. tions :

(5) A< -f- A2 =  A3, B4 -}~ B2 =  B3

A,a, +  =  0,
• (6), ■ . , . .·

A2a, —  C2y, =  0, A3a3 +  C3y3 =  0.

202. Application du principe des forces vives. —
Pour pouvoir appliquer le principe des forces vives, il faut 

supposer qu’une portion seulement de l’éther est ébranlée;
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car si tout l’espace était éclairé, la force vive totale sérail· 

infinie et l’application du principe deviendrait illusoire.

Nous supposerons qu’à l’origine des temps l’éther ébranlé se 

trouve renfermé dans un parallélipipède rectangleGDEF(/?$r.26)

Fig. 26.

limité par deux plans parallèles au plan d’incidence, par deux 

plans parallèles au plan de l’onde incidente et par deux plans 

perpendiculaires aux quatre premiers. Nous supposerons de 

plus que les dimensions de ce parallélipipède soient très 

grandes par rapport à une longueur d’onde de façon à 

n’avoir pas à tenir compte des phénomènes de diffraction.

Que deviendra l’ébranlement de l’éther au bout d’un temps t, ' 

L’ébranlement parti d’un point m du parallélipipède GDEP che->' 

minera d’abord dans la direction du rayon incident jusqu’à sa 

rencontre en p avec le plan de séparation; là il se divisera en 

deux parties, l’une ira. de p en m' en suivant le rayon réfléchi, 

l ’autre de p en m" en suivant le rayon réfracté. 11 marchera
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d’ailleurs avec une vitesse V le long de mp et de ¡W  et avec 

une vitesse Y' le long de y.m" de sorte qu’on devra avoir :

m\i. , fj.mr_, \i.m"_______
■ y - !-  y  y  ’T ’ y t

OU

(7) n . \i.m" =  \mi.

Ainsi au temps t la lumière partie du parallélipipède GDEF oc-
*

cupera deux parallélipipèdes: le premier C'D'E'F', occupé par 

la lumière réfléchie aura deux faces parallèles au plan d’inci

dence et deux faces parallèles à l’onde réfléchie.

Le second C"D"E"F", occupé par la lumière réfractée aura 

deux faces parallèles au plan d’incidence et deux faces paral

lèles à l ’onde réfractée. Sur la figure ces trois parallélipipèdes 

sont représentés en prenant pour plan du tableau le plan 

d’incidence.

Soient q{, q2 et q3 les masses d’éther contenues dans ces 

trois parallélipipèdes. La valeur moyenne de l’énergie d’une 

masse d’éther ébranlée,‘par exemple par la lumière incidente, 

sera proportionnelle d’une part à cette masse, d’autre part à ' 

Af -f- B J -f- G J ; le théorème des forces vives s’écrira donc :

?.’(A Ï+ B Ï-fC Î) =  q2 (Aî +  Bj + C Î) - f  q3 (AÎ-f-B§ +  C5);

Il est clair que qt = q 2; il faut chercher le rapport de q3à,qt. 

Les volumes de nos parallélipipèdes seront entre eux comme, 

leurs sections faites par le plan d’incidence, c’est-à-dire comme 

les rectangles GDEF, C'D'E'F'. Gomme d’autre part la densité 

dans le second milieu est w2 fois plus grande que dans lepre-, 

mier, on aura

q{ ~  GE CD
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On a, en vertu de l’e'quation (7) : ’ '

c r ^ _ I  ' F/A 1
C'A n 1 E'A n '

d’où

C'E" =  — G'E' =  — CE. ·■
’ n n

D’autre part, .

C"D" =  AB cosr, CD =  AB cosf,

d’où *

_. co s r  ' sini cosr ^  ^  ‘ . . . ■
gq cosî sinr cosi a3

Le principe des forces vives peut donc, s’écrire , ·

?  (A? +  Bî -1- G? -  A l -  Bî -  Cl) =  J» (AJ +  3Ï 4 - Cl)
a l a3

Nous pouvons décomposer le rayon incident en deux autres, r 

l’un polarisé dans le plan d’incidence, l’autre perpendiculaire

ment à ce plan.

Pour le premier Av C,,· A2, C2, A3, C3 sont nuis. '

Pour le second B0  B2 et B3 sont nuis. > .

Le principe des forces vives doit être vrai pour-chacun de 

ces rayons séparément de sorte que l’équation des forces vives 

se décompose en deux :

(8) ï i ( B Î - ï ï l j = ï » B Î , ,

(9) I i (A?_ Ai +  C2 _ G1 ) = I 3(Ai +  C2)
a4 «3 ■ >

Les équations (5), (6), (8) et (9) suffisent pour déterminer 

A2, Bj, C2 et A3, B3, C3 quand on connaît A4,B4 et Cr
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203. Prem ières conséqu en ces.—  Si nous divisons' 

l’équation (8) par la seconde des^équa,tions (S) il vient :

(10) ^ ( B , - B 2) =  J b 3.
oq ût3

Si dans l’équation (9) nous remplaçons C<, C2 et C3 par 

leurs valeurs tirées de (6 ) il vient :

Î )  ( ‘  +  f f )  -  A «  -  ^  ( *  +  f f ) A l  ,

ou en divisant par la première éqtiation (S),

ou

(11)
A< — A 2   A3 ^

a l Y <  ~  t t3 Y 3

Les deux équations (8) et (9) peuvent donc être remplacées 

par les équations (1 0 ) et (1 1 ) qujontl’avantage d’étre linéaires. 

L’équation , (10) peut s’écrire (si l’on , se rappelle que

Ï2 =  — Yu*2 =  ·’

(12) ' -B<Ti |. B2Y2 _  B.iYa.
2̂ 3̂

De même l’équation (11) peut s’écrire

ou en tenant compte des équations (6)

A<y< C,*, 1 A2Ya Caa2 __A3y3
"r  ■ — ■
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Cette équation et l’équation (12) s’écriront plus symétrique

ment (en se rappelant que les p sont nuis)

(13)

l' P2Y2 ^2^2 : ®3Ï3 3̂p3
^ 11 \  ~ *3

c i*< —  AiY< 1 C2a2 A2y2 G a œa A3y3
1 \ ~  Â2

■ “ }---- ’
H

lies on peut ajouter la suivante

A < P l  ®4a1 I1 ^ 2̂ -2 * A a P a  P a « a

h 1 ,  - 1 ■ ’A3

que l’on déduit de la seconde équation (3) en observant que

les p sont nuis et que ^  ^  ^
A j  a 2 a 3

V
Sous cette forme symétrique il est aisé de voir quelle est la 

signification des équations (13). Nous ayons, en efTet, en nous 

rappelant que les quantités que nous avions appelées w sont 

supposées nulles,

S, = A 1 cosP1, Ç, î jCosP,;

d’où

d\t 2 ^  . .-r1· = ------r- ·̂ A, sidz sin P4
_ ' 27ra

dx X̂
1  C< sinP0

de sorte que :

^ _ ^ = 2 ,  sinP, G,a< - - - V -1  
dz dx 4 \

Ainsi, la seconde équation (13) peut s’écrire :
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Elle signifie que ^  — Jrg est une fonction continue. De 

même les deux autres équations (13) signifient que ^  '

et t — 4 -1 sont des fonctions continues. Ces conditions
dy dz

peuvent remplacer le principe des forces vives.

Je dis que est aussi une fonction continue. En effet Ç et 7) 

sont continues et il est aisé de voir qu’il en est de même

de ~  et 4^· Mais à cause de la transversalité des vibrations,
d x d y

on doit avoir dans les deux milieux

e  =  +  =  . dx dy 1 dz

dX,Donc —· est aussi continu. 
dz

Ainsi dans les hypothèses de Fresnel non seulement \ et ï),
d\ dX, dyi d\ dX, dy\ . dX, . ,

mais encore 3 ---- 7 1 7 1 ------r  ·> —,------- p  e t - r  sont des,
dz dx dx dy dy dz dz ·.

fonctions continues.

204. Théorème de Mac - Cullag. —  Multiplions la

seconde équation (S) par ï i  et ajoutons la à (10) de façon à
ai

éliminer B2, il viendra

(14) 2B
•ft

Éliminons de même A2 entre la première équation (S) et 

l’équatiop (1 1 ), il viendra * )

2A, ( ï i +  «A  -  Ab (I l +  *1 + 1» +  ^ ) =  0,
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ou,

La compàraison des équations (14) et (15) donne :

B, C< A, B̂  Gj

■ 3̂ 3̂ 3̂ =  0 , ou plus symétriquement A3 B3 C3

0 *4 Pi ïl

Cette équation prouve que le rayon incident, la vibration 

incidente et la vibration réfractée sont dans un même plan.

En d’autres termes la vibration incidente est, en direction
I

seulement, la projection delà vibration réfractéesùr l’onde in-r 

cidente.

On démontrerait de même que la vibration réfléchie est, en 

direction, la projection de la vibration réfractée sur l’onde ré

fléchie. . ■ ;

205. Loi de B re w s te r .—  Supposons que le rayon réfléchi 

soit perpendiculaire au rayon réfracté, c’est-à-dire que l’onde 

réfléchie soit perpendiculaire à l’onde réfractée.

Toute droite située sur le plan de l’onde réfractée se pro

jettera sur le plan de l’onde réfléchie suivant la droite d’inter

section de ces deux plans, c’est-à-dire suivant l’axe des y. .

Quelle que soit donc la direction de la vibration réfractée 

et par conséquent aussi la direction de la vibration incidente,

, la vibration réfléchie sera parallèle à l’axe des y.

En d’autres termes, quel que soitle plan de polarisation du 

rayon incident, le rayon réfléchi sera entièrement polarisé
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dans le plan d’incidence. Il en sera donc encore' de même 

quand la lumière incidente sera naturelle.

206. Réflexion totale. —  Si le second milieu est moins 

réfringent qué le premier,« est.plus petit que 1 ; il peut arriver 

alors que a3 soit plus grand que 1 et par conséquent que y3 

soit imaginaire.

L’angle, de réfraction est alors imaginaire, la lumière ne 

pouvant se transmettre dans le second milieu se réfléchit 

toute entière et l’on dit alors qu’il y a réflexion totale. Dans 

ce cas les formules de Fresnel deviennent illusoires, car le rap-

port -r1  par exemple est imaginaire. Nous avons vu que dans 

le cas ordinaire Fresnel avait introduit l’hypothèse que les 

deux rayons incident et réfléchi avaient même phase et que

Dans le cas de la réflexion totale ses formules lui donnent

pour -r-3 une valeur imaginaire de la forme 

cos<p -}- fsin<p.

Fresnel admet, par une sorte d'intuition heureuse que le 

module de cette expression imaginaire, c’est-à-dire 1  repré-
A. . -

sente la véritable valeur du rapport-y-2 et que l’argument de

cette même expression c’est-à-dire <p représente la différence 

de phase <o2 — u, qu’il avait jusque là supposée nulle.

Il a été évidemment conduit à cette hypothèse hardie par 

deux expériences antérieures qui lui avaient prouvé que si le 

rayon incident est polarisé rectilignement, le rayon réfléchi, 

quia d’ailleurs même intensité, est polarisé elliptiquement. '
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Quoi qu’il en soit, sa hardiesse a été pleinement justifiée par 

l’expérience.

207. Objections contre la théorie de Fresnel.— L’ana

lyse qui précède a été entre les mains de Fresnel un admirable 

instrument de découverte; c’est à ce point de vue qu’il faut la 

considérer sans y chercher une rigueur qui ne saurait s’y 

trouver. Les théoriciens y ont fait un certain nombre d’objec

tions plus ou moins. sérieuses que nous devons réfuter si 

nous voulons établir la parfaite concordance de la théorie 

des ondes avec l’expérience.

Io La restriction apportée au principe de la continuité en 

ce qui concerne les composantes normales parait assez arbi

traire ;

2“ L’hypothèse de «u =  io2 que nous avons introduite plus 

haut ne paraît justifiée au premier abord par aucune raison 

théorique ;

3» La formule de la réflexion totale, confirmée par l’expé

rience, paraît due plulôtà un heureux hasard qu’à un raison

nement rigoureux .

4° Si l ’élasticité de l’éther est constante, sa densité devra 

être proportionnelle au carré de l’indice de réfraction, mais 

comme cet indice dépend de la longueur d’onde, cette formule 

conduit pour la densité de l’éther à des valeurs différentes sui

vant la couleur de la lumière que l’on considère ;

5° Enfin la théorie précédente ne paraît pas, pour une rai

son analogue, susceptible d’être étendue aux milieux cristalli

sés puisque l’indice de réfraction n’est, pas une constante. 

Si donc la densité est regardée comme une constante, elle ne 

saurait être proportionnelle au carré de cet indice. , . ,
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208. Réfutation de ces objections. — Nous allons 

chercher à faire une autre exposition de la théorie de Fresnel, 

sans nous écarter de la pensée de son auteur, mais en nous 

mettant à l’abri de ces objections. .

■ . Nous écrirons les équations du mouvement sous la forme

; Nous regarderons s comme conslant et p comme variable ; 

nous pourrons alors choisir les unités de façon que s =  i. 

Nous imaginerons ensuite que l’espace est partagé en trois 

régions; l’une occupée par le premier milieu, et où p pourra 

être regardé comme constant; l’autre occupée par le second 

milieu et où p aura une valeur constante différente de la pre

mière ; énfin entre ces deux régions s’étendra une troisième 

•région intermédiaire que nous appellerons couche de passage 

et où p variera très rapidement depuis sa première valeur 

constante jusqu’à la seconde. L’épaisseur de cette couche de 

passage sera finie, mais très petite par rapport à unedongueur 

d’onde.

Si la surface de séparation est le plan dès æy, la couche de 

passage sera limitée par deux plans extrêmement voisins 

■ z =  o, z  =  h, parallèles au plan de séparation.

Alors la densité p est une fonction de seulement, qui reste 

constante de z  =  —  oc à z '=  o, varie très rapidement de 

z  =  o k z  =  h e  t prend de nouveau une valeur constante dif

férente de la première d e z = h k z  =  -\ -a s .'
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L’existence d’une pareille couche de passage semblera plus 

naturelle que l’hypothèse d’un changement brusque dans la 

nature du milieu, elle nous débarrasse d’ailleurs de toutes les 

difficultés relatives au principe de continuité.

Ceci posé, cherchons à satisfaire aux équations du mouve

ment en faisant :

=  X g  Hax + bt)  ̂ > ^ —  Y g i  («* + « ), Ç —  2ie ‘ (ax + l>t))

X, Y et Z étant des fonctions imaginaires de z  seulement. 

Alors ?, ï), Ç seront aussi des fonctions imaginaires dont les 

parties réelles représenteront les véritables déplacements des 

molécules d’éther, conformément à la Convention faite plus 

haut. ;

Les équations du mouvement deviennent alors > (

II' 1
—  P52X =  X" — ia7J,

— pô2Y =  — a2Y -j- Y",

—  P&2Z — —  a2Z —  iaX',

y »
en représentant par des lettres accentuées les dérivées de

X, Y, Z, par rapport à z . , .

Dans chacun des deux milieux la densité p est constante et 
/ ‘ 1 ,

on trouve pour l’intégrale de ces équations

; X  =  A e ^ v V 2- « 2 - f  A ' e - ^ V V - « 2 

Y _  Be^V/p*2- « 2 _|_

Z — QgizVpb2- “* _f_ Q'e-tzVpb2-a2

Appelons c la valeur de sjpb2 —  a2 dans le premier milieu 

et c la valeur de ce même radical dans le second milieu.
LA LUMIÈRE. . 2 2
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• Alors nous aurons en comparant nos notations à celles que 

nous avons employées plus haut :

27ta. 2ira, 2ttou

a \ 1 1 ’A ( a 2  a 3

—  2 itY — 27tV'
Y \ \

■ L’expression de X que nous venons de trouver se com

pose de deux termes ; dans le premier milieu, le terme 

en eiez correspond au rayon incident et le terme en e -  '“ corres

pond au rayon réfléchi ; dans le second milieu le terme eic'z 

correspondra au rayon réfracté; le terme en e -  ic'z ne corres

pondra à rien et son coefficient devra être nul. Dans le pre

mier milieu on aura donc ,

X =  keicz -f- k 'e - icz, Y =  Beicz -f- B'e~iez,

Z =  Ce1'“  - f  C'e-iez,

et dans le second milieu

' X =  AVVz, Y =  B"elc’z, Z =  C"elVz

Si nous comparons nos notations actuelles à celles que 

nous avons employées plus haut, nous trouverons :

P4 =  ax -)- cz bt, P2 =  ax —  cz bt,

P3 =  ax c'z -|- bt.

A = A 1ei“ i B = B ,e*w‘' C =

A' =  A2e*“« . B' =  B2eiw*' C' =  C2eiws*

A".= À3eiu 3 B" =  B3eiu,s Cw= C 3eiw*'
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Si nous posons, .

d Z _ ! h  =  u — „ É R ^ . ^ Ï  =  Wi
dy d z 9 d z dco ‘ ’ . dsG dy

’ * . >
les équations du mouvement deviennent

g?2!· _dv dw
P d t \  d z  d y '

d * i_dw du
 ̂ dt2 d x d z

c?2Ç 1 du <io_
P cft2 dy d x '

ou :
du . i , o  — =  taw -f- pô2·/,, dv , , ,  ■

Ces équations montrent que les dérivées et ~  sont finies ;

et comme la couche de passage est extrêmement mince, les
valeurs de u et v des deux côtés de cette couche seront extrê-

• - .

mement peu différentes. Donc u et v sont des fonctions conti
nues et par conséquent finies. /

On a

dÇ , . - G?T|
d z

Ainsi les dérivées de ? et de -ri sont finies et par conséquent 
? et r sont continues. Comme on a d’autre part’

w =  iat\,

on voit que w est aussi continue.
Si l’on ajoute les trois équations du mouvement après les
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avoir différentiées respectivement par rapport à x , y  et z  ; 

il vient :

d (p?) i d fpv|) , d  (pfl _  „ 
dx *r· dy "r  d z ~  ’

ce qui nous donne ici,

d (  pfl 
dz

— ïapl.

Gela prouve d’abord,que pC est une fonction continue et 
comme p est discontinu, Ç ne pourra être continu à moins 
d’être nul. ;

De plus \  étant continu il en résulte que

1 d  (pfl 
p . dz

est' continu'. Mais dans les deux milieux p est constant·

dç =  0, de sorte que cette expression se réduit à ~ ·

Ainsi, par le calcul rigoureux qui précède nous retrouvons 
les mêmes résultats auxquels une intuition heureuse avait

conduit Presnel : les fonctions ?, 7|, u , v , w  et —; sont con
tinues, tandis quë Ç est discontinu. '

En écrivant ces conditions, il vient

(15) . ·
A +  A' =  A", B - f  B' =  B".

AC — C« -f- A'c — C'a =  A V  — C'a, Bc -  B'c =  BV,

auxquelles il faut joindre les conditions de transversalité :

• A a ‘-J- Ce =  A 'a — Ce =  A"a CV =  0.
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• Les conditions (15) suffisent pour la solution complète du 
problème. Nous n’avons donc pas fait intervenir le principe 
des forces vives; ce principe est cependant certainement ap
plicable dans le cas qui nous occupe; en effet.les équations du 
mouvement'dont nous nous sommes servis sont celles que 
nous avons obtenues dans le chapitre premier en supposant 
l’existence d’une fonction des forces; ce qui implique le prin
cipe des forces vives. > . . .  ! ;

209. Réflexion totale. — Laquantité c — ^p^-qui serap-

porte au rayon incident est toujours réelle; la quantité c' est 
aussi toujours re'elle si le premier milieu est moins réfringent 
que le second. Mais, si n <  1, la quantité c' n’est réelle que si 
l’angle d’incidence est assez petit. Si l’angle d’incidence dé
passe une certaine limite, c' devient imaginaire et il y a ré
flexion totale.

Tant que c' est réel, les équations (15) nous donnent pour 
les rapports des quantités A, B, C, etc. des valeurs réelles; ce 
qui revient à dire qu’elles ont toutes même argument ou que

‘ i
toutes les quantités co sont égales entre elles. Si l’on suppose 
que l’origine du temps ait été choisie de telle façon que soit 
nul, les neuf <o seront nuis. Ainsi se trouve justifiée l’hypo
thèse de Fresnel. "

Il n’en est plus de même quand c' est imaginaire et qu’il y 
a réflexion totale ; les rapports des coefficients A, B, C, etc. 
dpviendront imaginaires. On verrait que les rapports

A' B' G'
A ’ B ’ G

ont pour module l’unité, ce qui prouve que l’intensité du rayon
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lUéfléchi est la même que celle du rayon incident. Les argu- 
<ments de ces’rapports représentent les différences déphasé du 
-rayon réfléchi, et du rayon incident. Ainsi une analyse rigou
reuse, :que· remploi des exponentielles.imaginaires a rendue 
'très simple, nous conduit au même résultat que l’induction 
'hardie de Fresnel. ,
-. Quels seront alors les mouvements de l’éther dans le second 
milieu. Nous trouverons par exemple :

, v i  =  partie réelle de B,/ei(i,a:+Ai + c’z)

Comme b' est imaginaire nous pourrons poser

; , .  c = ï h  ‘

d’où, en supposant qne l’origine du temps ait été choisie de 
façon que l’argument de B" soit nul,

" . ' ■ ·. TJ =  B"e-A2cos(a£c:-f- bt)

Nous reconnaissons ainsi qu’une certaine quantité de. lu
mière pénètre dans le second milieu et que, si elle n’est pas 
observable, c’està cause de la présence du facteur e ~ hz qui est 
très rapidement décroissant quand z  croît. Il en résulte que 
l’intensité delà lumière réfractée n’est sensible qu’à une faible 
distancç du.plan de séparation, distance du même ordre de 
grandeur qu’une longueur d’onde.

On est parvenu à déceler la présence de cette lumière ré
fractée (1) par l’artifice suivant. Deux prismes de verre sont 
séparés par une lame d’air extrêmement mince ; cette lame 
est comprise entre deux faces parallèles AB et A'B', apparte-

(1 ) Q d in c k e , Po'gg. Â n n .
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nant l’une au premier prisme, l’autre au second. Un rayon 
lumineux traverse le premier prisme et vient rencontrer la 
face AB sous un angle d’incidence supérieur à l’angle limite ; 
la lumière réfractée pénètre danslalame d’air et si cette lame 
est assez mince pour que la lumière atteigne la face A'B' avant 
de s’être éteinte, elle pénètre dans le second prisme et se com
porte ensuite régulièrement, de sorte que l’on peut observer 
la lumière transmise à travers les deux prismes et la lame 
d’air.

I
■ Cette expérience parait avoir été faite par Fresnel (1); elle 
a été répétée plus récemment et complétée par M. Quincke, 
Le phénomène est tout à fait analogue à celui des anneaux 
colorés; mais on n’observe pas alors les vives colorations que 
présentent d’ordinaire les lames minces. Il est aisé de se rendre 
compte pourquoi; ën effet dans la théorie ordinaire des an
neaux colorés, on trouve que l’intensité*des rayons dont la
r- c · 1
la longueur d’onde est X, est proportionnelle à sin —> ( dési-

À · 11 1 i
gnant l’épaisseur de la lame et a un coefficient qui dépend de 
la direction .du rayon lumineux. Pour certaines valeurs de X, 

ce sinus s’annule, ’ce qui fait disparaître les rayons de certaines 
couleurs et produit une vive coloration de la lumière. Ici a est 
imaginaire et les sinus ordinaires sont remplacés par des sinus 
hyperboliques qui ne peuvent s’annuler que si l  =  o. Les vives 
colorations n’apparaîtront donc pas. , >

Nous n’insisterons pas sur cette expérience ; nous nous 
bornerons à ajouter que les résultats concordent avec la 
théorie d’une façon assez satisfaisante, mais qu’il subsiste 
néanmoins dé légères différences qui paraissent s’expliquer,'

! * · * t

(I)'Fbesnel (?) cité par Vebdet, Leçorls d'optique physique,’ t. ïl.1' · ■ ' 1
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parce que l’épaisseur de la couche de passage ne serait ' pas 
tout à fait négligeable devant une longueur d’onde.

210. Objection relative à la dispersion. — Les considé
rations qui précèdent nous paraissent réfuter complètement 
les trois premières objections faites à la théorie de Presnel. 
Nous reviendrons sur la cinquième à propos de la réflexion 
cristalline ; mais nous devons parler ici de la quatrième qui est 
relative à la dispersion. Pour la réfuter, il faut se reporter à 
ce que nous avons dit des théories de la dispersion.

Prenons par exemple la dernière des théories que nous 
avons exposées. Dans cette théorie, on considère l’action mu
tuelle des molécules d’éther et des molécules matérielles, et 
les équations du mouvement s’écrivent en appelant ?, tj, Ç les 
composantes du déplacement d’une molécule d’éther, ?,,·»!,, ^ 
celles du déplacement d’une molécule matérielle, p la densité 
de l’éther, p, celle de la matière, M un coefficient assez 
grand :

l ' -

rf2? d® . ~ if2?, ~ y ,
P dP  ~  ^  ~~ dx  +  M ^  ~  P* tff2 — M ~

i f 2·/! . i f®  , M  ,
p ^ = A 7> - ^  +  m ^ ■ •n). Pi dt* M (·»! — 'OH )»

d K
P dP

' d%  M X -  Q ,

M, p et p4 doivent être regardés comme des fonctions de z  % 

qui, constantes dans chacun des deux milieux, varient très 
rapidement dans la couche de passage.

Supposons qu'on cherche à satisfaire à ces équations, en
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faisant

j- =  i  ( a x  +  ¿()) 

7j =  Ye i  ( a x  +  b t )

Ç =  Ze,(aa! +w>, 

oh a alors

=  X ,e  +

T), =  Y4e *(»* + «),

=  Z ,e l <a* + l’i>;

l d ^ = i d \ _ l d ^ _ l d ^ l _  _
Ç (fi2 ~  ij rfi2  ̂cf£3 T, dt* ... ............— — 6

d’où

P,i>ï, +  M (ï-E ,)  =  „, «, =  5̂

Posons

p ' =  P + MP1 . 
M —  pjù2 ’

il viendra, en remplaçant ?, par sa valeur dans la première 
des équations du mouvement

-p '6 aS =  A Ü - (f® 
d x ’

et de* même

• Tout se passe donc comme si chacun des deux milieux était 
homogène et avait pour densité p'. Mais cette densité fictive p'· 
dépend de b, c’est-à-dire de la longueur d’onde. Tout se passe 
donc comme si la densité de l’éther n’était pas la même pôur
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les différentes couleurs, et la quatrième objection se trouve 
écartée.

La théorie de Briot, qui explique la dispersion en admettant 
que p n’est pas une constante mais une fonction périodique 
permet' aussi de réfuter' sans peine cette objection. Cela ne 
serait pas aussi aisé si on admettait la théorie de Cauchy. ,

T H É O R I E  D E  N E U M A N N  E T  M A C  C U L L A G I I .

211. Neumann et Mac Cullagh ont fondé sur des hypothèses 
toutes contraires à celles de Fresnel, une théorie qui est ce
pendant également confirmée par l’expérience. Dans l’étude 
de cette théorie, nous adopterons un mode d’exposition qui 
diffère beaucoup de celui des inventeurs, mais qui fait mieux 
ressortir la véritable raison de ce fait étrange.

Soient X, 7|, Ç les projections sur les trois axes du déplace
ment dû à la propagation d’une onde plane quelconque, de 
sorte que X, tj, Ç soient les parties réelles de
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m, c et*w> seront les parties réelles de

un

A'e‘p, B'e'p, CVP

ou ,

A '= ~ ( p C  — TB), B '= r^ (rA  — ttG), G '= Ç ( « B - p A ) .

Si l’on regarde u, v, w comme les projections sur les trois 
axes du déplacement dû à la. propagation d’une seconde 
.onde plane, il y aura entre les deux mouvements vibratoires 
représentés respectivement par 5, 'np Ç et par w, v, w les rela-, 
tions suivantes : · .,
. 1° Les deux vibrations (!·, .ni, Ç) et (w, v ,  w )  seront toutes 
deux dans le plan de l’onde (qui sera le même pour les deux 
mouvemeiits vibratoires); mais elles seront perpendiculaires 
l ’une à l’autre. »

2° II y a entre les deux vibrations une différence de phase 

égale à  ̂(à cause du facteur i  qui entre dans A', B' et G'). ■

3° L'amplitude de la vibration (u, v, %o) sera à celle de la
2tt.vibration (?, vp Ç) dans le rapport — ·

- 212, Revenons maintenant à la théorie de Fresnel que nous 
venons d’exposer; nous avons vu que si l’on appelle -»p, ^ ; 
?2> 7l2> 2̂! ?3> "n3> les composantes du déplacement dû res- 
pectivernent à la lumière incidente, à la lumière réfléchie, et 
à la lumière réfractée, des considérations théoriques ont con
duit Eresnel à établir entre ces neuf quantités certaines rèla-

' *
tions que l’expérience a confirmées.

On peut former alors les quantités ùv v \, io i \ m2, v 2 , !
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u 3 > vv  w3 'i fie la façon suivante :

u K
dX̂ K dt\K
dy dz

u 2

Supposons avec Neumann et Mac Cullagh que la vibration 
est parallèle au plan de polarisation, perpendiculaire par con
séquent à la vibration de Presnel.

Supposons en même temps que les trois composantes des 
vibrations incidente, réfléchie et réfractée sont respectivement 
w<> wh ; w2, v2, w2 ; w3, v3, w3 ces quantités étant liées par 
les mêmes relations que dans la théorie de Fresnel.

Nous allons montrer d’abord que ces hypothèses ne sont 
pas contredites par l’expérience, c’est à-dire que les résultats 
vérifiables expérimentalement sont les mômes que dans la 
théorie de Fresnel. ‘ *

En effet, les vibrations (1;, v), Ç) et (u , v, w) sont perpendi
culaires entré elles, d’où il suif que la direction des vibrations 
incidente, réfléchie et réfractée est dans la théorie de Neu
mann perpendiculaire à ce qu’elle est dans la théorie.de 
Fresnel; mais, comme nous supposons en même temps que le 
plan de polarisation est parallèle à la vibration et non perpen
diculaire comme l’imaginait Fresnel, le plan de polarisation 
qui est seul accessible à l’expérience, est le même dans les 
deux théories opposées.

Soient I4, I2) I3 les intensités des lumières incidente, réflé
chie et réfractée dans la théorie de Fresnel ; soient I j , I2, I 3 les 
intensités des mêmes lumières dans'la théorie de Neumann: 
Soient A,, X2 et X3 les longueurs d’onde correspondante.
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Comme les intensités sont proportionnelles aux carrés des 
amplitudes, on aura

T '  —  -  —  Th  -  11. T t —  . . .  T■*2 — 2̂ *2»

\
Anr 2

T '  —  — -  T
A3 —  ^ 2  1 3·

Comme X4 =  X2 =  wX3 on aura
11 IÍ

k II k
,a k .

Ainsi le rapport de l’intensité de la lumière réfléchie à celle 
de la lumière incidente est la même dans les deux théories, de 
sorte que les expériences qui déterminent ce rapport ne per
mettent pas non plus de décider entre elles.

I ' ILe rapport rf est au contraire ditférent de rapport t5 ; mais. 
h

si nous supposons par exemple que le premier milieu soit 
l’air et le second le verre, on pourra observer l’intensité de la 
lumière incidente, mais on n’aura aucun moyen d’aller obser
ver dans le verre celle de la lumière réfractée; il faudra 
attendre, pour que cette observation devienne possible, que 
cette lumière soit sortie du verre par une nouvelle réfraction 
pour pénétrer de nouveau dans l’air. Son intensité sera deve
nue alors I4 dans la théorie de Presnel, dans celle de Neu
mann et puisque la longueur d’onde sera de nouveau·égale à 
X0 (longueur d’onde dans l’air) on aura :

I4
— iî! r
~  x? 4

de sorte qu’il viendra encore
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De même les expériences d’interférence telles que celle des 
trois miroirs ne peuvent permettre de donner la préférence à 
l ’une des deux théories. Si deux rayons interfèrent de façon à 
se détruire c’est que les valeurs de Ç, tj, et Ç relatives- à ces 
deux rayons sont respectivement égales et de signe contraire. 
Il en sera alors évidemment de môme des valeurs de :

_ dX, drp ___dX, _d-t\ rfg
U dy d z ’ ' V d z dx W dx dy

E n  résumé les deux théories sont toutes deux également bien 

conformes à Vexpérience.

213. Principe de continuité.— Nous avons vu, (203) que 
w,u,w;sont des fonctions continues. Comme ces fonctions re
présentent dans la nouvelle théorie les composantes du déplace
ment, nous voyons que ces trois composantes sont continues. 
Lep rin cip e  dç continuité n ’est donc plus ic i  soumis à la même 

restriction que dans la théorie de Fresnel où les composantes 
parallèles au plan de séparation devaient être continues tandis 
que la composante normale pouvait être discontinue. ,.

Cette condition de continuité s’exprime en écrivant que 
pour z  =  o, on a

I
(1) « 1-f-w2 =  W3; VK -f- v2 =  V9 ; w t -f· m>2 =  Wy

214. Densité de l’éther. — Voyons quelle doilêtre dans la 
nouvelle théorie la densité de l’éther. Reportons-nous à ce que 
nous avons dit plus haut au sujet de l’application du principe 
des forces vives (202). Ce principe doit être applicable aussi bien 
dans l’hypothèse de Neumann que dans celle de Fresnel. Soient

ü2 ri vs les volumes de trois parallélipipèdes d’éther CDEF,
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C'D'E'F' et G"D"E"F". Soient p., et p3 les densités de l’éther 
admises par Fresnel dans le premier et le second milieu ; 
p{ et pi ce que doivent être ces mêmes densités dans la noùJ 
velle théorie; on aura d’après l’une des hypothèses de Fresnel

Ps = WV

Le principe des forces vives s’écrira dans la théorie de Fresnel

(2) p< (u jj — v2l̂ ) —  P3U3I3,

et dans celle de Neumann

(3) p{ (W|Ii ü2̂ a) — P3W3̂ 3·

L’équation (2) donne
?

~  ~~ n2®3̂ a
d’où.

=  V3̂ 3>

ou enfin en comparant à (3) :

.  / ___ .1p3 — Pi* -

A in s i dans la théorie de Neumann, la densité de l'éther doit 

être regardée comme constante et son élasticité comme seule 

variable.

En résumé les hypothèses que nous avons faites équivalent 
aux suivantes qui sont celles qui ont été énoncées par Neur 
mann et Mac Gullagh :

1° La vibration est perpendiculaire auplan.de polarisation ; 
2° La densité de l’éther est constante ;
3° Les trois composantes du déplacement sont des fonctions 

continues.
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215. Théorème de Mac Cullagh. — Soit 0 [fig. 27) un 
point du plan de séparation; menons par ce point trois droites 
01, 01V et OR dont les projections sur les trois axes soient 

r respectivement, uK,v K,w K;  ua,v v w2;  

u3, v3, w3. Ces trois droites repré
senteront en grandeur et direction, 
dans la théorie de Neumann, les vi
brations incidente, réfléchie et ré
fractée. D’après les équations (1), OR 
est la somme géométrique de 01 et 
de OR', c’est-à-dire la diagonale du 
parallélogramme cénstruit sur 01 et 

OR'. Les trois droites 01, OR et OR' sont donc dans un même 
plan.

Cherchons à déterminer ce plan. Soient OP et OP' les di
rections des vibrations incidente et réfractée dans la théorie 
de Presnel. Le plan IOF est celui de l’onde incidente, le plan 
R'OF' celui de l’onde réfractée. D’après un théorème démon
tré plus haut (204), OF est la projection de OF' sur l’onde inci
dente. Les deux plans, IOF et F'OF sont donc rectangulaires ; 
de plus l’angle IFO est droit; donc 01 est perpendiculaire au 
plan FOF' et par conséquent à OF' ; OF’ perpendiculaire à la 
fois à 01 et à OR est perpendiculaire au plan ROI. Donc le 
plan ROI et le plan de l’onde réfractée sont rectangulaires. 
Donc le plan  des trois vibrations 0 1, O R  et OR' passe p a r le 

rayon réfracté.

Ceci permet de résoudre lé problème suivant: connaissant 
en grandeur et direction la vibration incidente 01 (dans la 
théorie de Neumann) construire les vibrations réfléchie et ré
fractée.
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Par 01 et le rayon réfracté faisons passér un plan qui coupe. 
Tonde réfléchie suivant une certaine droite 0 IV et l’onde ré
fractée suivant une droite OR. Par le point 1 menons une pa
rallèle à OR'jusqu’à sa rencontre ën R avec OR, puis par le 
point R une parallèle à 01 jusqu’à sa rencontre en R' avec OR’. 1 
Nous avons ainsi construit en grandeur et direction les droites 
OR et ÔR'. . . .
' Si Ton veut énoncer le théorème sans fàiré intervenir la di

rection de la vibration, il faut dire: '
. L e  plan de polarisation du rayonréfraclé  coupe le p la n d e · 

polarisation du rayon incident suivant une droite perpendicu

laire au rayon incident et le plan de polarisation du rayon  

réfléchi suivant une droite perpendiculaire au rayon réfléchid

THÉORIE DE CAUCHY (1)

, I
216. Cauchy prend pour point de départ le principe de conti

nuité auquel il n’apporte aucune restriction ; non sèulemént 
Ç, y) et Ç doivent être des fonctions continues, mais il en est de

même des dérivées ^  etj^> (s* l’on Pren<i Pour plan

des x y  le plan de séparation).
Il serait impossible desatisfaireà ces conditions si Ton n’ad

mettait qu’à côté des vibrations transversales susceptibles 
d’être observées, il. se propage également des vibrations longi
tudinales inaccessibles à l’expérience. Nous ne devons donc

.. , " . i j ·■·■ ' i
(II Nouveaux exercices de malhématiques, Comptes rendus, passim 1836 

et 1839. Œuvres complètes, première série, t. IV, passim et, principalement 
page 112 sqq. première série, t. V, page 111.

la lumière. 23
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pas admettre que la vitesse de propagation des rayons longi
tudinaux soit nulle; elle ne peut non plus être réelle, sans quoi 
une portion de la force vive due à la lumière incidente serait 
absorbée par ces ondes longitudinales et l’expérience n’indique., 
aucune trace d’une semblable perte de force vive.

Nous sommes donc conduits à supposer que cette vitesse- 
de propagation est imaginaire ; elle sera par exemple h  dans 
le premier milieu et ù' dans le second. D’ailleurs s et s' se
ront très petits. De cette façon les rayons longitudinaux 
seront évanescents (53) et n’absorberont pas de force vive.

Soient Ç,, Tq, ¡¡j les composantes du déplacement dû aux 
vibrations transversales, T|2, Ç2 les composantes du dépla
cement dûaux vibrations longitudinales,on aura

5 == +  ï2 , "o =  '»ii -f- Tq2 > £ =  4 “ »

Cherchons à satisfaire aux conditions en posant comme 

plus haut (210)

1 Ç, =  +  Y|, =  y y t a a r  +  é i ) ,  ^  —  Z <Ci <«ae +  **>

\2 =  X 2e^ax+ bl\ ^2 =  Y 2e^ax + bt\ ç2 =  ’L ¡¡e,Hax\bt)

les X, les Y et les Z étant des fonctions de z  seulement.
Nous aurons, dans le premier milieu , c’est-à-dire pour 

z  <  0,
i

X2 =  Ae+te, Y2 ’=  B «+**. Z2 =  Ce+'11 ;

et dans le second milieu, c’est-à-dirc pour z  >  0 

X2 =  A'e-V*,· Y2 — B'e-A'=, Z2 =  C e -* * ,
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Écrivons que laf vitesse de propagation d^ns ;le premier 
milieu est ie, il viendra

On trouve de même

' k =\/“'+7ï· :

Nous voyons d’abord que & et s\ étant irès petits, h et h' se
ront très grands. Par conséquent les facteurs ehz (dans le pre
mier milieu où z  < o ) et e~~h'z(dansle second milièu' où z  > ’o)' 
seront très petits à moins que la valeur absolue de z  ne soit très 
petite. Il n’y aura donc de lumière longitudinale sensible que 
dans le voisinage immédiat du plan de séparation ce qui ex-

I ' ' * 11 J ’ / i ^
plique pourquoi elle est inobservable et n’absorbe pas de force 
vive.

Ecrivons que la vibration (i;2, Rü* Q  est longitudinale;♦
nous aurons :

(2) ^ » 2 _________ d £ a ___ d 'C .1 ^  d r i

' dy dz· d z dx 'd x

Cela montre que ^  est continu ;Ί d y  dz
il en est de même

1 dX,
de Ty

^  puisque d’après "le principe de Cauchy, 7)'j t' 

sont continus ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Donc
d^
dy

dr\x
,dz

est continu, de même que d ^
dz

d ^ \  
dx ’ dx dy

Ainsi si Γόη ne considère que la lumière transversale obser- ’· ' · . ·. ■ ■■ ·, ; ‘ . ,, 
vable les'quantités que nous avons appelées plus haut i ï ,v ,w

sont continues comme dans la théorie deFresriel. "·■ î 3
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■' Les conditions (2) peuvent aussi s’écrire,

A.____ç _  a; ____G_
, a 7T.— ih  , a ïK

Donc =  0 et comme 7) est continu, tq, devra 
comme dans la théorie de Fresnel.

Il vient ensuite dans le premier milieu

l’être aussi- /:> )

dx dz

et dans le second milieu

. , , 2  ^ 2  , a  <%>£_  q
• · ,= ■· ■ .· · r  dx  ^  d z .

ou, ce qui revient au. même, dans le premier milieu

,13) +  = 0,·dx  1 ■ \d x  ' d z }

et dans le second

La vibration étant transversale on'aura dans les
deux milieux ; ’ ·.· · ■

; ,,«çJ , _
dx  T" d z ..

(t), est indépendant de y) ;

dl d l , . 1 <&,<> . dL· .et comme est continu, cela signifie que est

également continu.
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Si donc nous «appelons ^  ,et Çlj les· valeurs de ?2 et de Ç2 
dans le premier milieu, mais infiniment, près çlu , plan ,d(j 
séparation, et de môme et les valeurs de'̂ 2 et.Ç2 dans le 
second milieu et infiniment près du plan deséparation,' nous 
aurons . v -, ·. !

dx ' dz dx

et les équations (3) et (4) donneront

(S)’· • É i.
dx'

<R\ _a2
dx S2 d x , '~ dz

' Si la vitesse 'de propagation des vibrations longitudinales
était la môme dans tous les milieux, on aurait s =  ■£·,; le .se-,
, · ■. ■ ·, - d l '  - ‘
cond membre de l’égalitc (S) serait nul et serait continu,'

d\.Il en en résulterait que -g- et par conséquent seraient

des fonctions continues et il y aurait concordance complète 
avec la théorie de Presnel.

Mais il est plus naturel de supposer s ^  e' ; dans ce cas,

comme s et s' sont tous deux très petits, le second membre 
de (5) n’est plus nul mais seulement très petit et la concor
dance avec la théorie de Presnel n’est plus qu’approximative. 
En particulier le rayon réfléchi devrait présenter des traces de 
polarisation elliptique.

La théorie de Cauchy a paru un instant recevoir une con
firmation éclatante quand les expériences de Jamin ont dé
celé l’existence de ces traces de polarisation elliptique que le 
géomètre français avait prévues. Mais de nouvelles expé-
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riencesdu même physicien ont cessé de-concorder ia\lec les 
prévisions de Cauchy, , -q * î
1 Soient it, fa', h" les vitesses de là lumière longitudinale 
dané Pair, dans l’eau et dans le verre ; les observations de Ja- 
min sur la réfraction de l’air dans le verre devraient fournir le

rapport^; de même enobservant la .réfraction de l’air dans

l’eau, puis de l’eau dans le verre, on devrait trouver les rap-
, I · · · . · ! .g 6 'ports ^ et p· . .

Le prepiier ijapporf, devrait être égal au produit des, deux 
autres; il n’en est rien.

Aussi là théorie de Cauchy est-elle.aujourd’hui abandonnée 
et· préfère-t-on expliquer les phénomènes observés par Jamin 
en admettant que l’épaisseur de la couche, de passage (208) 
n’est pas négligeable devant une longueur d’onde.
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/

RÉFLEXION CRISTALLINE

Il y a deux théories principales de la réflexion cristalline; 
la première est une extension de la théorie de Neumann et 
Mac-Cullagh; la seconde est celle de M.· Sarrau qui peut être 
regardée comme une généralisation des théories de Cauchy et 
de Presnel.

THÉORIE DE MAC-CULLAGH (1)

217. Hypothèses fondamentales. — Mac-Cullagh et
, . : i  i.

Neumann admettent les mêmes hypothèses que dans le cas de
la réflexion vitreuse : ■ !

1° La vibration est parallèle au plan de polarisation;
2° L’élasticité de l’éther est variable et sa densité constante';
3° Le principe des forces vives, est applicable; ,
4° Les trois composantes du déplacement yj et Ç sont dés

fonctions continues. ■ , .,
• '

218. Équations du mouvement lumineux. — Rappe
lons d’abqrd quelles sont les équations de la double réfraction 
rapportées à des axes quelconques f 179).

Soient X, Y, Z les trois composantes de la vibration de* * f
M. Sarrau; Ç, y\, Ç celles de la vibration de Neumann, u , v, w

\

(I) Mac-Cullagli(Transaotions do l'Académie royale d’Irlande, vol. XVIII; 
■Journal de Liouville, première série, tome VII, page 217 ; Neumann, 
Journal de Liouville, première série, terne VII, page 389, trad.uclion d'un 
mémoire lu à l’Académie de Berlin, le 7 décembre 1835.
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celles de la vibration de Fresnel, il viendra :

dZ dY· '
U

·.■ rfÇ dti" . d2X ■ dWo
' dy dz dy d z 1 di2 — du

dX dZ
V

■ dï dï. d2Y dW,
dz dx dz d x ' di2 ~ do ·

dY ■ d X ' ·
w

d ii d ï d 2Z ’ dW?'
dx " d y - dx dy : di2 — dw?

=  a u2 bv2 cw2 -j-' 2etw -(- Qlfuw  -j- Qguv

Si l’on pbservé qu’en tenant compte des expressions de u et 
de v, on a

dW2 ■ dW9 dW„ dW, dW9 dW9
du -  dg  -  dï,' ’ d u  -  d g  “  dg  -  ° ’, etc

*·. -■.··■* ■ ■
il viendra ,

ü£> ■ »! tf( -il·:!: , a· . ”  , .· 1 . 1 1  ·, _ ¡ f  ; ’ :

^l — A ^ _ A ^ J  — _  A-ÇWji _ A  ^ 2  ■ ■  -■  '

. di2..( dyfdt2 . ^dz dp  , ,, d y t dï^ , d z dï'z

. (i)
d^·»
d t\~' ' c

d  d \ V 2 -‘ d  d W 2 _ d ^ d W ¿ . ' / . !  '
da? d ï ^ · ·  dy d£¿. d z d ï i  , . r „*

On en déduirait par symétrie deux équations analogues
d 2 Y) d 2 Ç · .  , , ......................................................................... ■ · .  . · .

’U rd ^ e t d^·i » « » * " « '
Cela posé, nous allons reprendre l’hypothèse de la couche

de passage que nous avons exposée plus haut-(208) et mon- 
'trerque cette'hypothèse est équivalente à celle de Neumann. 
- . Dans'-làHhéorié de là doublé réfraction■ on regardé les
coefficients de W2 comme des constantes. Mais ici nous n’avons 
plus affaire à un milieu homogène. Nous devons donc regar
der ces coefficients a, b\ c, e, f , ‘g comme variables.
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* Nous considérerons toujours deux milieux séparés par une 
couche de’passage.extrêmement mince; cette couche de pas

sage sera limitée par deux plans parallèles, à savoir par le 
plan des x y  et par un plan infiniment voisin. Dans chacun des 
deux milieux les coefficients de W2, conserveront des valeurs 
constantes; dans la couche de passage au contraire ils varie
ront très rapidement. Remarquons de plus que, si l’un des 
plans qui limitent la couche de passage est pris pour pian des 
x y , ces coefficients seront fonctions de z  seulement.

On aura alors par exemple :

~^T. =  gu - f  b v-\-ew ,

et

d d W 9 du . . do , dw , d a , , db . de
^ = 9 d ' z + b ~ r  +  e ~ ~  +  U ~* +  V ^ + W ~*• d z d \l dz dz dz dz dz

Je dis maintenant que les équations que je viens d’écrire 
équivalent aux hypothèses de Neumann et Mac-Cullagh. », ■

219. Densité, de l’éther. — En premier lieu elles en
traînent le principe des forces vives et la constance de la 
densité de l’éther. En effet nous avons vu dans le: chapitre 1er que

sipest'la densité del’éther et que J  W2dv représente la fonction 

des forces, l’équation du mouvement s’écrira

d  ¿W 2 d d W 9 d d Wa 
' '  ̂ dt2 dx dXx dy 'd\y ■■ - d z d \l  ■ : ■· '·*

Cette équation devient identique à l'équation (1) si l'on y 
fait p = 1 . , .. ' ,
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L’existence d’une fonction des forces entraîne le principe 
des forces vives. On est obligé d’ailleurs, pour identifier les 
équations (1) et (2), de supposer p =  \, c’est-à-dire de regarder 
la densité de l’éther comme constante, ce qui est précisément 
l’hypothèse de Neumann.

220. Principe de continuité.* — En second lieu les 
équations du mouvement telles que nous venons de les écrire 
entraînent la continuité de ?, ij, Ç qui constitue la seconde 
hypothèse de Neumann.

En effet, supposons qu’on cherche à satisfaire aux équations 
du mouvement en faisant comme nous l’avons fait plusieurs 
fois dans la théorie de la réflexion vitreuse,

X =  \  =  <“*+?*>, u =  w1ei<«*+P‘)i

Y =  Y,®'<«*+?*>,· 7) ==7i,e‘'1focar + po,
Z — Z, ei<xx + p‘\  Ç =  ^ eifaa! + pi), w — w^et(«x+pt)t

, , ; t . '

X,, Y,, Z t.· ut, vt, Wf étant des fonction de z  seule
ment.

- "Les équations du mouvement donneront: ,

d Y
dz - 5 ,

d X  . , .
—  =  yl +  mZ,

dti 
dz

Ê .
d z

=  v - \ -  ivX,,

ç =  *«Y, w — iaT).

Ces équation» montrent :
1° Que les dérivées de ?, vj, X et Y sont finies et que ces 

quatre quantités sont par conséquent continues;
2° Que Ç et w sont égaux à Y et à vj au facteur constant près
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ta. Donc C et w sont continues comme Y et y) le sont elles-
mémesi ·

X
Ainsi :
Io Les trois composantes ï, ■»;, Ç de la vibration de Neumann 

sont continues ;
2° Les deux composantes de. la,vibration de M., Sarrau pa-- 

rallèles au plan de séparation, c’est-à-dire X et Y sont aussi 
continues.

221. Vérifications expérimentales. — En écrivant que 
X, Y, Ç, iq et Ç sont des fonctions continues, on a un nombre 
suffisant d’équations pour déterminer en grandeur et direc
tion les vibrations réfléchie et réfractée, quand on connaît la 
vibration incidente. Nous ne croyons pas utile toutefois de 
former ici ces éq.-uations linéaires et de les résoudre effecti
vement; il n’y a là qu’un calcul algébrique qui est assez long 
mais ne présente aucune difficulté. Nous nous bornerons à 
dire que les prévisions de la théorie ont été confirmées par 
l’expérience.
• ’ Dans toutes les expériences qui ont été faites, le premier 
milieu était monoréfringent et le second cristallin et dans 
les développements qui vont suivre nous supposerons toujours 
qu’il en est ainsi. Une des difficultés principales provient de 
ce que toutes les substances connues sont assez peu biréfrin
gentes,; il en résulte que le plan de polarisation diffère peu en 
général de ce qu’il serait avec une substance isotrope. On a 
tourné cette difficulté en prenant comme premier milieu un 
liquide dont l’indice de réfraction diffère peu de l’indice moyen 
du cristal. Dans ces conditions on peut observer des déviations 
très considérables du plan, de polarisation. Les déviations, ob-
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servées paraissent concorder suffisamment avec les déviations 
calculées.

j
Il semble toutefois que certains cristaux présentent.des ano

malies. Ainsi le diamant'qui est du système cubique et devrait 
se comporter par conséquent comme un corps isotrope donne 
lieu à une polarisation elliptique très intense.

222.Réfractionuniradiale.—Si un rayon incident tombé
sur un cristal, il se partage en un rayon réfléchi et deux
rayons réfractés; ces deux derniers sont entièrement polarisés. 
‘ · ‘ 1 ’ / *
Supposons maintenant que le rayon incident ait été polarisé
par son passage à travers un nicol; quand on fera tourner ce
nicol, lès intensités des deux rayons réfractés varieront; dans
une des positions du nicol, l’un des rayons réfractés disparaît;
dans une autre position, c’est l’autre rayon réfracté qui s’éteint'.
On dit alors qu’il y a réfraction uniradiale. Les directions de
la vibration incidente.qui correspondent à cette'extinction de
l’un des deux rayons réfractés s’appellent les deux directions
uniradiales. * ' ‘

; 223.. Théorème de M ac-Cullagh.— Le théorème de 
Mac-Cullagh (215) est susceptible d’une généralisation 
remarquable par son élégance (1), mais que nous énoncerons
sans démonstration.'-· '■> . : ..........; <
: Il faut d'abord donner la définition du plan polaire d’une 

des vibrations réfractées. Nous considérons un des deux rayons 
réfractés; par un point O quelconque menons une parallèle ON 
à la 'vibration de Neumann et une parallèle OM.au- rayon.’ 
Construisons la surface de l’onde qui a pour, centré le point0

-. (1). Maç-Gullagh, Journal, de, Liouville, première, série, tome VII, 1842.;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



RÉFLEXION ' 3 6 S

et qui vient couper en' M le rayon lumineux OM.En ce point 
M menons le plan tangent à la surface de l’onde et abaissons 
du point M une perpendiculaire OP sur' 
ce plan tangent; nous appellerons R le 
chemin que là -lumière aurait parcouru 
dans le premier milieu pendant le temps · 
que met dans le second milieu un ébran
lement parti du point O pour parvenir 
au point M ou en un point quelconque !... 
de la surface de l!onde qui. passe en M. v · , .
• " i!

Prenons ensuite sur le prolongement de OP un point , tel 
que : '

' R2 iOT =  ——OP

Joignons MT ; le plan mené par ON parallèlement à.MT s’ap
pelle le plan polaire du rayon réfracté considéré.

Il résulte de cette définition que si l’on change la direction 
du plan de' séparation en faisant varier en même temps la 
direction du rayon incident, mais de telle façon que celle du 
rayon réfracté ne change pas, le plan polaire ne changera pas 
non plus, pourvu que l’indice de réfraction du premier milieu 
soit resté le même ; la direction de ce plan dépend au contraire 
de l’indice de réfraction du premier milieu.
. Voici maintenant en quoi consiste le théorème de Mac-Cul- 

lagb. ■”
Dans le cas de la réfraction uniradiale, on obtiendra le dé

placement d’un point quelconque du premier milieu en 
composaritles déplacements dus à la vibration incidente et à la 
vibration réfléchie ; quant au déplacement d’un point du se-
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cond milieu il seréduir'aau déplacement dû à la seule vibration, 
réfractéë'qili'subsisté, puisque nous avons supposé le nicol- 
orienté de façon à éteindre la seconde vibration réfractée.', , \ 

Si donc nous construisons- en uii point du plan de sépara-, 
tion trois droites représentant en grandeur et ¡direction la vi-, 
bration réfractée, la vibration incidente et la vibration réfié-, 
chie, la première sera la somme géométrique des deux^autres., 
Ces trois droites sont donc dans un même plan! [

L'analyse de M ac-Cultagh montre que ce plan n'est autre, 

que le plan po’aire de la vibration réfractée. . ' · ■'

224. Proposons-nous maintenant le problème suivant: 
Connaissant en grandeur et direction la vibration incidente,* 

construire la vibration réfléchie et les deux vibrations ré
fractées .

La construction de Huyghensnous permettra d’abord, con
naissant le plan de l’onde incidente de construire les plans dé
bonde réfléchie et des deux ondes réfractées ; nous connaîtrons' 
également le rayon réfléchi et les deux rayons réfractés.

Nous en déduirons les directions des deux vibrations réfrac
tées 01t| et OR* ; puisque dans la théorie de Neumann la vi-· 
bration réfractée doit être menée dans le plan de l’onde per-: 
péndicutairement au rayon (215).

Nousconstruisons ensuite les plans polaires des deux vibra-, 
tions réfractées ; ces plans polaires couperont le plan de l’onde, 
incidente suivant les deux directions uniradiales.

Soit 01 la vibration incidente donnée, nous la décompose-'
» „ , t

rons, par la règle de parallélogramme en deux composantes 
Ó!' et 01" dirigées suivant ces deux directions uniradiales.

- r < ,
Le premier plan polaire qui passe par OR'et 01' coupera 

Fonde réfléchie suivant une droite OS'. Nolis achevons le pa-,
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rallélogramme.OrR'S' dont un côté est 01' et dont l’autre côté 
et la diagonale sont dirigés suivant OR' et OS'. Alors OR' -re
présentera, non seule
ment en direction, mais 
en grandeur la première 
vibration réfractée, et OS' 
représentera, en grandeur 
et en direction ce que se
rait la vibration réfléchie 
si la vibration incidente 
se réduisait à 01'.

On con struirait de mèm e 
un second parallélo
gramme 01" R"S" dont un côté serait 01"; dont la diagonale 
OR" représenterait en grandeur et direction la seconde vibra
tion réfractée ; dont enfin le second côté OS" représenterait ce’ 
que serait la vibration réfléchie si la vibration incidente se ré
duisait à 01".

On n’aurait plus ensuite qu’à composer OS' et OS" par la 
règle du parallélogramme pour avoir la vibration réfléchie 
totale 0£>. 1 ,

225. Remarque. — Il est aisé de se rendre compte d’après ce 
qui précède pourquoi les phénomènes de la réflexion cristalline 
s’écartent d’autant plus de ceux de la réflexion vitreuse .que 
l’indice du premier milieu se rapproche plus de l'indice moyen 
du cristal. En effet l’écart -entre les deux ordres de phéno
mènes sera d’autant plus grand que le plan polaire défini plus 
haut s’écartera plus du plan NOP; c’est-à-dire que l’angle PTM 
sera plus voisin de 90°. Les substances connues étant peu biré
fringentes l’angle POM est petit et par conséquent PM est petit.
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■ Pour què l’anglè PTM ne soit pas petit, il faut que PT soit 
petit. Or: -, '

R îPT =  —- OP OP.

OPIl faut donc que OP soit très voisin de R. Or —  est le rapport
H

de la vitesse de propagation de l’onde réfractée à celle dé 
l’onde incidente. Ces deux vitesses doivéntdonc être très voi
sines ce qui exige que les indices moyens des deux milieux' 
soient peu différents.

THÉORIE DE M. SARRAU (I )

i 226. M. Sarrau suppose : · , .
_ 1° Que la véritable vibration a pour composantes les quan
tités que nous avons appelées plus hautX, Y etZ ;

2°. Il admet en outre les principes fondamentaux delà théo
rie de la réflexion qui est due'à Cauchy et d’après lesquels les 
trois composantes du déplacement seraient continues ainsi que 
leurs dérivées du premier ordre, mais à la condition de tenir,, 
compte, à côté des rayons transversaux observables, de rayons 
longitudinaux évanescents et inaccessibles à l’expérience. -

Nous avons vu plus haut(216) quelles étaientles conséquences 
des principes admis par Cauchy. Si^, 7|,, Ç, sont les trois 
composantes du déplacement dû à la lumière transversale (en 
prenant le plan d’incidence pour plan des ccz et le plan de, 
séparation, pour plan des ¿y), les quantités \ , ; ,

■0%, -chu ■ d%i ■ d^  s
,7'( ’ '· dy d z ’ d z ■ d x ’ ' dx . ■ d y ' >v

(1) J o u r n a l  d e  L i o u v i l l e ,  deuxième série, t. XIII. '
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sont des fonctions continues. Si en nuire la vitesse imaginaire 
des ondes longitudinales est la même dans tous les milieux, 
Üj est aussi une fonction continue. Quand même d’ailleurs cette 
condition n’est pas remplie, ^ est encore approximativement· 
continu.

Ici les trois composantes de la véritable vibration sontX, Y. 
et Z; donc X, Y et ■

ç _ d Z _ d Y ^  ' , _ d X _ d Z } rfY._tfX.
d y  d z  ’ ^ d z  d x '  d x  d y

sont des fonctions continues. Ce sont là précisément les ré
sultats auxquels conduisait la théorie de Neumann et Mac- 
Cullagh ; il y a donc concordance parfaite entre les deux 
théories.

Il importe de préciser, dans le cas des milieux anisotropes, 
ce qu’on doit entendre par rayon longitudinal ; les vibrations 
longitudinales sont dirigées non suivant le rayon, mais nor
malement au plan de Fonde.

Ajoutons que la théorie de M. Sarrau conduirait au même 
résultat, si au lieu de prendre pour point de départ les idées 
de Cauchy, il avait supposé l’existence d’une couche de pas
sage et la variation continue des coefficients du polynôme que 
nous avons appelé W2. '

La théorie de la double réfraction de Fresnel (149) combinée 
avec les principes de la théorie de la réflexion de Cauchy, 
conduit à des résultats incompatibles avec les observations.

Il n’en est pas de même si on admet que la véritable vibra
tion est celle de Fresnel et qu’il existe une couche de passage ; 
les résultats auxquels on est ainsi amené ne diffèrent pas de 
ceux qu’on peut déduire des deux autres théories.

LA LUMIÈRE. 24
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Grâce à l’hypothèse de la couche de passage, les phéno
mènes de la réflexion cristalline ne permettent, pas de décider 
entre lés trois théories de la double réfraction ; les équations 
du § (218) conservent en effet toujours la même forme quelle 
que soit celle de ces trois théories que l’on adopte ; l’inter
prétation physique seule diflère. Pour M. Sarrau, c’est X, Y, Z ; 
pour Neumann, c’est?, tj, Ç; pour Fresnel c’est u , v , i o  qui re
présentent les composantes de la véritable vibration. Mais la 
forme analytique des équation  ̂et par conséquent les phéno
mènes observables restent les mêmes dans ces trois cas.
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.· RÉFLEXION MÉTALLIQUE

227. Propagation de la lumière dans un milieu ab

sorbant. —  Les milieux opaques comme les métaux doivent 

être considérés, non comme absolument imperméables à la 

lumière, puisque en lame mince ils jouissent d’une certaine 

transparence, mais comme doués d’un pouvoir absorbant con

sidérable.

Voyons comment on peut concevoir la propagation de la 

lumière dans un semblable milieu.

Les trois composantes du déplacement seront les parties 

réelles de fonctions de la forme

X —  AeiP , iri =  BeiP , où P =^~  (a# -j- py -j- —  V<).
À

Mais les quantités A, B, C qui sont proportionnelles à 

l’amplitude de la vibration devront décroître Irès rapidement 

à mesure que le rayon se propagera. L’hypothèse la plus 

naturelle sera de supposer que A, B, G sont de la forme

A =  A0e-Q , B =  B0e-« , G =  C0e-« ,
I

ou Q ~  Ix -j— my +  n,z ;

A0, B0, C0, l, m et n étant des constantes.

' On voit ainsi qué dans la propagation d’une onde plane 

dans un milieu absorbant on a à envisager deux plans qui 

jouent tous deux un rôle important, le plan de l ’onde

aa? -j" Pv H-  o
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et le plan d’absorption

Ix -f- my -\~nz —  0 .

Les expressions de ?, y) et Ç, peuvent encore s’écrire

S =  A0eiP’, 7i =  B0e’p', X, =  C0eiP',

en posant

p'=[(ta — ü) *+(t p ~ im) y +
. /27C . \ 27tVn

+VT7-'")*— - j

En d’autres termes termes tout se passe comme si le plan 

de l’onde avait pour équation :

P" =  a —  ihj x  -|- p —  im jy  y —  inj z =  0

et si la vitesse de propagation avait pour expression :

V̂FW+FWTFW
Nous appellerons le plan P" =  o, plan imaginaire de l’onde 

/ et la vitesse Y', vitesse imaginaire de l’onde.

Pour que le rayon aille constamment en s’affaiblissant à me

sure qu’il se propage, il faut et il suffit que la normale au 

plan de l’onde menée dans le sens de la propagation du rayon 

et la normale au plan d’absorption menée dans le sens de l’ex

tinction fassent un angle aigu. Cette condition s’écrit:

<d -j- 4 - yn >  0 .
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i
Ur, la partie imaginaire de ^  est égale à

—  ^ÿj K +  P» +  r e 

cette partie réelle doit donc être négative.

En résumé un milieu absorbant se comporte comme si son 

indice de réfraction était imaginaire. Soit

m (cos^ —  isin^)

cet indice. Comme l’indice de réfraction est proportionnel à

1
l’inverse de la vitesse, c’est-à-dire ici à ~r> et que la partie

1
imaginaire du carré de —, doit être négative, l’angle  ̂

devra être compris entre 0 et ^ ;

228. Cela'posé, proposons-nous le problème suivant:

Un rayon lumineux tombe sur une surface métallique sous 

une incidence égale à cp ; quelle est la direction du plan ima

ginaire de l’onde, du plan de l’onde, du plan d’absorption, et 

le coefficient d’absorption?

Le plan d’absorption ne peut être que le plan de séparation 

des deux milieux que nous prenons pour plan des ocy. Nous 

prendrons le plan d’incidence pour plan des xz.

Soit r l’angle du plan imaginaire de l’onde avec le plan 

des xy, c’est-à-dire l’angle imaginaire de réfraction. Soit r 

l’angle du plan réel de l’onde avec le plan desœy, c’est-à-dire 

l’angle réel de réfraction.
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Le plan imaginaire de l’onde devra avoir pour équation

ou

(1 )

x  sin r' -¡-z  cos r' =  0

sinr' =  (cos  ̂-|- ¿sin^),
m

On aura d’autre part

et

P =  ^  (x sin r -f- z  cos r —  Vi), ,

Q =  xz,

x étant le coefficient d’absorption.

L’équation du plan imaginaire de l’onde s’écrira alors

2 ir '.
sin r -f- z  cos r —  =  0 ,

On a donc :

tang r' =

2 tu .
—  sin r 

À

2 tc
—  c o s r  —  *x 
À

De l’équation (1 ) on tire aisément cotr' sous la forme :

..  „ , *

on a alors

cotr =  A

côtr' =  A —  «B ;
i

27tB sin r
A ’

ce qui détermine l’angle réel de réfraction et le coefficient 

d’absorption.
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229. Équations du mouvement lum ineux dans un 

milieu absorbant.—  On a proposé diverses formes pour les 

équations du mouvement dans un milieu absorbant L’une 

des plus générales est celle de Voigt {!) qui s’écrit :

(2)
d*Z _  . , ,  , dÇ

p Ä i  ~  +  b dl + c !ü  + cUa

avec deux autres équations analogues pour ■*] et Ç, auxquelles 

il faut joindre là condition de transversalité O =  o.

La théorie électromagnétique de la lumière a conduit Max

well à une équation de même forme, mais où les coefficients 

a, c et e sont nuis.

Ces équations ou d’autres analogues ne peuvent évidemment 

rendre compte de la propagation de la lumière dans les mi

lieux peu absorbants qui produisent un spectre de raies ou de 

bandes.

Quel que soit le nombre des dérivées partielles de \ qu’on y 

introduise, on n’arrivera jamais à rendre compte de la prodi

gieuse variété de ces spectres. En revanche ces équations pa

raissent rendre assez bien compte des phénomènes optiques 

que présentent les métaux.

Cherchons à satisfaire à l’équation (2) en faisant

2Î5 (a 'æ  +6’y + Y z —V 't)
Z =  k e™

La partie réelle de cette exponentielle imaginaire sera alors 

la véritable valeur de Z ; t sera la période de la vibration, Y' 

sera la vitesse imaginaire de propagation ; a', ß', y' seront les

(I)  G ö ttin g er N a ch rich ten , 1884, p age 137 sqq.
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cosinus directeurs du plan imaginaire de l’onde de telle sorte 

qu’on aura

·- (3) «' + ^ + ^ = 1 ·

'On trouve alors, en substituant cette valeur de Ç dans (2 ), 

supprimant les facteurs communs et tenant compte de (3) :

4-Tt2e\

'J

_, Cette équation montre que la vitesse imaginaire V' dépend 

de t et par conséquent de la longueur d’onde, mais ne dé

pend pas delà direction du plan de l’onde.
sin vf

, Par conséquent l’indice imaginaire de réfraction ■ est

une constante qui dépend de la couleur, mais est indépendante 

de l’incidence. Il n’en serait pas de même de l’indice réel de

réfraction
smcp

230. Théorie de Cauchy (1). -J*- Cauchy suppose que les 

hypothèses qui servent de base à sa théorie de la réflexion vi

treuse sont encore applicables à la réflexion métallique.

De ceshvpothèses il résulte, ainsi que nous l’avons vu, que 

si le plan de séparation est pris pour plan des xy , les fonctions

dz dx dx dy

Nous venons de voir que, dans un milieu métallique, les 

équations du mouvement sont les mêmes que si l’indice de ré-

(1) Nouveaux exercices de mathématiques, J o u r n a l  d e  L i o n v i l l e ,  pre
mière série, t. VII, p. 338. .

, dX, dt\
’ 711 dy d z ’

sont continues.
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fraction était im aginaire. D’autre part, dans les idées deCau*· 

ch y , les conditions à la limite sont les mêmes que dans le cas 

de la  réflexion vitreuse. Il est donc inutile de recommencer 

les calcu ls; les formules de la réflexion vitreuse doivent rester 

applicables ; il suffît d’y  rem placer l’indice de réfraction par sa 

va leu r im aginaire.

Nous savons que dans l’étude de la réflexion vitreuse la 

théorie de Cauchy et celle de Fresnel conduisent aux mêmes 

résultats. Fresnel dém ontre que le rapport de la vibration ré

fléchie h la  vibration incidente est égale à

sin (r —  cp) 

sin (r +  <p)

si la  lum ière est polarisée dans le plan d’incidence et à

tang (y —  r) 

tang (cp -f·  r)

si la  lum ière est polarisée perpendiculairem entà’ce plan.

Les angles <p et r  sont les angles d’incidence et de réfraction. 

Si l ’on appelle N l ’indice de réfraction, ces deux rapports sont 

ég au x  respectivem ent à

A _cos cp — y/N2 —  sin 2 cp o f  A, __ N2 cosep — VN2 —  sin2 y

cos ep —)—\/N2 —  sin 2 cp N2 cos cp -|-\/N2 —  sin2 9

Ces form ules se déduiraient sans peine de celles que nous 

avons données plus haut (2 0 3 ).

Si a, p, y sont les cosinus directeurs de l ’onde réfléchie, X la 

lon gueur d’onde et Y  la  vitesse de propagation dans le premier 

m ilieu, le déplacem ent dû à la  vibration réfléchie sera la par

tie réelle de

AeiP ou A 'eiP
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OU

P =  ^ ( a a  +  (ty +  y z  -  Yi).

Si on passe à la  réflexion m étallique, il faut donner à N 

une valeur im aginaire ; A et A ' sont alors im aginaires et 

on a

A =  A0ety, A ' =  A ' ^ ' f .

Alors le déplacem ent dû à la lum ière réfléchie sera 

A0cos ( P +  <|/)

si le plan de polarisation est le plan d’incidence, et 

A i cos (P -f· <j/)

si le plan de polarisation est norm al au plan d’incidence.

Il y  aura donc polarisation elliptique et la  différence de 

phase des deux composantes du rayon réfléchi sera <\i —  (]/.

L ’expérience confirme très suffisamment les form ules de 

Cauchy.
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CHAPITRE VIII

ABERRATION ASTRONOMIQUE

231. Dans l’étude des divers phénomènes optiques que nous 

avons considérés jusqu’ici, nous avons toujours supposé que 

le mouvement vibratoire qui donne naissance à la lumière 

avait lieu dans un fluide particulier, l’éther, répandu dans 

tous les milieux matériels transparents aussi bien que dans 

les espaces interplanétaires. Il est évidemment impossible de 

concevoir la propagation de la lumière du soleil à la terre sans 

l'existence d’un milieu élastique; en revanche il peut paraître 

superflu et peut-être, peu philosophique, de supposer l’exis

tence de l’éther dans les milieux matériels. Cependant le phé- 
/

nomène de l’aberration astronomique, qui met en évidence 

le mouvement relatif de l’éther et du milieu pondérable qu’il 

pénètre paraît s’opposer absolument à la suppression de cette 

hypothèse ; ou du moins, si cette hypothèse était rèjelée, 

l’explication de l’aberration astronomique rencontrerait de 

telles difficultés que son maintien est préférable. Aussi, allons- 

nous dire quelques mots de ce phénomène.

On sait que lorsqu’on vise un astre avec une lunette, l’astre
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ne se trouve pas sur la droite qui joint le centre optique de 

l’objectif au point de croisement des fils du réticule, en un 

mot, sur l’axe optique de l’instrument. Nous ne voyons donc 

pas un astre dans sa direction réelle, et l’angle de cette direc

tion avec celle de l’axe optique de la lunette s’appelle l’aber

ration ; cet écart angulaire peut aller jusqu’à 2 0".

232. Explication de Bradley. —  La première explica

tion du phénomène de l’aberration est due à Bradley; elle 

s’appuie d’ailleurs sur la théorie de l’émis

sion qui était alors adoptée. Soit OA (fig. 

30) une droite représentant en grandeur 

et en direction la vitesse dont sont animés 

les corpuscules lumineux émis par l’astre. 

L’observateur placé à la surface de la terre 

et entraîné par le mouvement de celle-ci 

ne pourra constater que la vitesse rela

tive du corpuscule.

Cette vitesse relative s’obtiendra en composant la vitesse 

réelle OA et la vitesse OB égale et de signe contraire à la 

vitesse d’entraînement de l’observateur ; c’est donc OC. L’ob

servateur verra l’astre suivant la direction CO au lieu de le 

voir dans la direction AO; par conséquent, l’aberration sera 

l’angle tp. La valeur de cet angle sera évidemment maximum 

quand le quadrilatère OABC deviendra rectangle. Dans ce cas 

on aura

tang <p = — ,

or la vitesse OA de la lumière étant d’environ 300 000 kilo

mètres par seconde, et la vitesse d’entraînement d’un point
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de la surface de la terre n’étant que de 30 kilomètres, on aura 

approximativement

30 _ 1·
lang f  300000 —  ÎOOOO'

/
L’angle tp correspondant à cette valeur de la tangente est, 

comme nous l’avons dit, d’environ 20 secondes.

233. E xplication  élémentaire dans la théorie des on

d ulations.—  Dans l ’hypothèse des ondulations, la théorie élé

mentaire du phénomène est aussi simple. Soient A [fig. 31) le 

centre optique de l’objectif d’une lunette, B 

la croisée des fils du réticule et AE la direc

tion d’un rayon lumineux venant d’une

étoile E. Si la terre étaitimmobile les trois1
points E, A et B se trouveraient en ligne 

droite; mais par suite du mouvement de 

la Terre, le point B est venu en B' pendant 

le temps que le rayon lumineux a mis pour 

parcourir le chemin AB'. Le rayon lumi

neux qui vient frapper l’œil de l’observa

teur a donc pour direction réelle EÀB', 

tandis que sa direction apparente est celle FiS· 3t

de l’axe optique, c’est-à-dire celle d’une parallèle à BA 

menée par B' ; l’aberration est donc l’angle BAB' =  <p. Si nous 

désignons par Y la vitesse de propagation des ondes lumi

neuses dans l’éther immobile et par v la vitesse d’un point de

la surface de la terre supposée parallèle à BB' nous aurons :
»

. BB' vt v
sm  ̂ AB' Yi Y'
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Gomme l’angle <p es! très petit, on peut confondre là valeur 

de l’angle avec celle de sa tangente ou de son sinus ; paé con

séquent nous retrouvons pour le maximum de $ la même va

leur que par l’explication de Bradley.

Ce raisonnement suppose que l’éther contenu dans la. lu

nette est immobile dans l’espace, qu’il ne participe pas au 

mouvement de la Terre. En effet, quand un milieu élastique 

se déplace, les vibrations qu’il transmet participent à ce mou

vement; ainsi, on sait que la vitesse du son dans l’air en 

mouvement dépend de la vitesse de l’air, et l’influence du vent 

sur la vitesse de propagation du son en est une preuve évi

dente. Par conséquent si l’éther contenu dans la lunette se 

trouvait entraîné avec elle, la vitesse de propagation de la lu

mière dans le tube de là lunette serait la composante Y' de la 

vitesse Y et de la vitesse d’entraînement v du milieu élastique. 

Mais d’autre part, l’observateur participant au mouvement de 

la Terre, la vitesse relative de la lumière serait pour lui la 

résultante de V' et* de — v, c’est-à-dire Y. Les phénomènes 

observés seraient donc les mêmes que si l’éther et l’observa

teur étaient immobiles; parsuiteil n’y aurait pas d’aberration, 

conséquence contraire à l’expérience.

«

234. L ’éther engagé dans unmilieu matériel en mou

vem ent est partiellement entraîné. —  Mais l’éther est-il 

immobile quand il traverse un milieu plus réfringent que 

l’air? Une expérience des astronomes de Greenwich nous per

met de répondre que i’éther est 'partiellement entraîné et que 

sa vitesse d’entraînement dépend de l’indice de réfraction de 

la substance traversée par la lumière. Dans l’air même il de

vrait y avoir un entraînement partiel de l’éther, très faible il
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est vrai puisque l’air est peu réfringent ; mais pour que l’ex

plication précédente soit tout à fait rigoureuse, nous aurions 

dû supposer que le tube de la lunette était vide d’air.

L’expérience des astronomes de Greenwich consistait à vi

ser une étoile avec une lunette pleine d’air, puis avec la même 

lunette dont le tube était rempli d’eau ; ils constatèrent que 

dans les deux cas, la position apparente de l’astre étaitla même. 

Analysons cette expérience et cherchons-en les conséquences.

Soit EAB' (fig. 32) la direction de propagation de la lumière 

dans la lunette, que nous supposerons vide d’air, dans l ’hypo

thèse où l’éther ne participe pas au mou

vement de la terre. Si nous admettions 

qu’il en est encore ainsi pour l’éther con

tenu dans l’eau en mouvement, le rayon 

EG, pénétrant obliquement dans ce mi

lieu, se réfracterait suivant AB" en se rap

prochant de la normale. L’image de l’étoile 

se formerait en B". Or la lumière se pro

pageant plus lentement dans l’eau que 

dans le vide, le point de croisement B des 

fils du réticule de la lunette se trouvera, 

par suite du mouvement de la terre, en un Fis· 32.

point B"', situé à droite de B', quand les vibrations lumineuses 

arriveront dans le plan du réticule. Les points B" et B"'étant, 

le premier à gauche, le second à droite de B', ne peuvent coïn

cider, et par conséquent, l’image de l’étoile ne se trouverait 

plus au point de croisement des fils du réticule. Nous devons 

, donc admettre, pour être d’accord avec l’expérience, que 

l’éther qui propage la lumière dans l’eau est entraîné, au moins 

partiellement, par le mouvement de la Terre; ·
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- Cherchons la vitesse d’entraînement. En désignant pare et r 

les angles d’incidence et de réfraction de la lumière quand 

elle pénètre dans la lunette remplie d’eau, nous aurons

sine _
sinr

D’ailleurs les angles i et r étant très petits, les sinus peuvent 

être confondus avec les tangentes et la relation précédente de

viendra .

tan gf_tangBAB' __BB'
tangr tangBAB" BB"

BB" =  -  BB'. 
n

D'autre part, en appelant Y’ la vitesse de propagation de la 

lumière dans l’eau et v la vitesse d’entrainement de la lunette, 

nous avons en écrivant que la lumière arrive en B'" quand B 

arrive en ce même point,

AB'" =  V'i', BB'" =  vt';

d’où nous tirons,

AB" V'
BB'" “  v ‘

Nous trouverons de la même manière

ab; _  Y
BB' v

Nous en tirons

(1)

Si nous confondons les longueurs AB' et AB'" qui diffèrent 

très peu, noqg obtiendrons en divisant l’une par l’autre les
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deux relations précédentes,

, ♦ .

BB'" =  ^7 BB' ...

ou, puisque l’indice de réfraction est égal au rapport des vi

tesses,

(2) •BB" =  nBB'. .

Pour que le mouvement vibratoire de l’éther engagé dans 

l’eau parvienne en B'" en même temps que le point de croise

ment des fils du réticule, il faut que le mouvement d’entraîne

ment de l’éther soit tel que le point B" ait parcouru B"B"' pen

dant le temps t' employé par la lumière pour aller de A en B™. 

Les relations (1) et (2) nous donnent pour la valeur de B"B"’.

— BB'" —  BB" =  ( n ~ l̂ j BB' =  ( l  —  ~ j  BB'";

;

mais, puisque BB'" =  vt', nous aurons

B'B'" vif

La vitesse d’entraînement de l’éther aura donc pour valeur

235. Des expériences ont été entreprises parM. Fizeaudan^ 

le but de vérifier l’entraînement de l’éther par un milieu ma

tériel en mouvement. Dans ces expériences, deux rayons lumi

neux provenant de la même source traversent deux tubes pa

rallèles remplis d’eau et d’une longueur de l m,50 environ ; à 

leur sortie, ces rayons donnent des franges d’interférences qui 

sont observées avec un oculaire muni d’un micromètre. En
L A  LUM IÈRE. 25
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faisant mouvoir l’eau des tubes en sens opposé, on constatait 

un déplacement des franges. Ce déplacement était, pour une 

vitesse de 7 mètres par seconde de l’eau des tubesj de 2di’4 du 

micromètre, soit presque d’une demi-frange, une frange entière 

occupant 5 du micromètre. Le calcul effectué dans l’hypo

thèse où la vitesse d’entraînement de l ’éther est donnée par

l ’expression précédente i l — v conduit à une valeur du

déplacement très voisine de celle trouvée expérimentalement. 

En outre le déplacement avait lieu tantôt à droite, tantôt à 

gauche suivant le sens du mouvement de l’eau.

Le déplacement des franges était bien dû à ce mouvement, 

car, en faisant, au moyen de miroirs, traverser successivement 

les deux tubes aux deux rayons lumineux avant de les faire 

interférer, on évitait les différences démarché qui auraient, 

pu résulter dé variations inégales de la température ou de la 

pression dans les tubes.

Les mômes expériences tentées en remplaçant l’eau par de 

l’air n’ont donné aucun résultat; le calcul conduit aussi à un 

déplacement inappréciable des franges même pour des valeurs 

considérables de la vitesse de l’air.

Tout récemment, deux physiciens américains, MM. Michel- 

son et Morley ont repris les expériences de M. Fizeau avec un 

appareil de plus grandes dimensions (1). L’eau circulait dans 

des tubes de 6  mètres de longueur sous une pression de 

23 mètres de hauteur d’eau. Le déplacement de la frange cen

trale a-atteint presque une frange entière (0f,8'.)9). Avec l’air 

animé d’une vitesse de 23 mètres par seconde le déplacement

(1) A m e r i c a n  J o u r n a l  o f  S c i e n c e ,  vol. xx'xi, mai 1886.
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des franges a été sensiblement nul. Les expériences de 

M. Fizeau se trouvent donc pleinement confirmées.

236. Vitesse de la lumière dans un milieu en 

mouvement. —  Nous avons deux vi

tesses à considérer, d'une part la vitesse 

de la lumière par rapport à des axes fixes 

dans l’espace, d’autre part 1s vitesse par 

rapport à des axes mobiles invariablement 

liés au milieu en mouvement.

Pour avoir la vitesse par rapport à des Fig. 33-

axes fixes nous avons à composer la vitesse absolue V' avec la

vitesse d’entraînement 1̂ —  v de l’éther. Si cp est l’angle

de ces deux vitesses représentées par AB et, BG (fig 33), la vi

tesse cherchée sera :

AG =  V 'cosA-f- (4 , - J V cosC.

L’angle A étant trèspetit nous pouvons.confondre sofl'eosinü& 

avec l’unité. Nous négligeons ainsi les quantités de l’ordre· dù 

carré de l’aberration ; or nous en avons le droit car l’aberration

l  , 1
étant au plus égale à 20" ou — son.carré est la ïqqqqç

\ · ' ' * , 't ' ’ '
partie de 20", soit de seconde. Nous aurons alors

AC==V' +  r ( i - . £ ) c p s ?.

: Prenons maintenant des axes liés au milieu mobile. 11 fap-î 

dra remplacer dans l’expression, précédente la. vitesse absolue
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d’entraînement v ^1  —  par la vitesse relative

/, 1 \ v ,
\ n2 J · n2

Par conséquent nous aurons pour la vitesse de la lumière
( . i

par rapport à ces axes

' ' ; Y' —  v' costp.

237. Temps em ployé par lalum ière pour passer d’un 

point à un autre d’un milieu en mouvement. —  Consi - 

dérons pri rayon, lumineux allant d’un point A0 à un point A re
j. ri/.

Ai ' A«

A(
An

X  A'o A i A'* A’n V

.F ig . 3,4.

d’uri milieu en mouvement· en suivant la ligne brisée A0Ar .Are

{fig< 34). Pour passer du point A, au point A2, le rayon mettra

j < À A. ,
un temps égal à y ----·. Développons cette quantité

par rapport aux puissances croissantes de v' en nous arrêtant 

â la première puissance; nous aurons

AtA2 , A<A, cpstp , 
y / . "T y /2 v  '
( · ’

' i I *

Si nous menons une droite&y parallèle à la vitesse du milieu 

en mouvement l’angle des diverses portions de la ligne brisée 

avec celte droite est précisément l’angle d’aberration cp qui
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entre dans l’expression précédente; par conséquent A, Â eoscp 

est égal à la projection A{ A2 de.A4 A2 sur xy et le temps em̂  

ployé par la lumière pour aller de A, en A2 devient

A<A2 . A{A 2 ,
Y  ~  Y'2 v ·

v Y
Nous avons d’ailleurs v =  —r et Y' =  — ? v étant la vitesse

.. . n2 n

de translation du milieu et Y la vitesse de la lumière dans le 

vide ; en remplaçant v' et Y' par ces valeurs dans la somme 

précédente, nous aurons

A1A3 _i_ » / * /
y  T  A 2

V

Y 2’

Le temps employé pour aller du point Â0 au point A„ serai 

la somme de quantités semblables, c’est-à-dire

AlAâ LL —  A 'A  ' Z j Y  r  y 2 A°A,t·

Le premier terme ^  —y *  représente le temps qu’emploie

rait la lumière si le milieu était en repos, le second ne dépend 

que de la position des points exlrêmes et nullement du che

min parcouru par la lumière pour aller de l’un à l’autre de 

ces points.

328. Phénomènes optiques dans un müieu en mou-' 
Yement. -r- Une conséquence importante de la formule pré

cédente est que les lois de la réflexion et de la réfraction, les 

phénomènes d’interférences ne sont pas affectés parle mouvez 

ment de la Terre.

Considérons en particulier le phénomène de la réfraclion.
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Si A et B 33] sont deux points situe's dans deux milieux diffé

rents Je chemin AGB suivi par la lumière pour aller deAàBest 

tel que le temps employé pour parcourir ce chemin est mini

mum. Pour montrer que les lois de la réfraction sont les 

mêmes quand les deux.milieux sont en repos ou sont en mou- 

/*A vement, il nous suffit de montrer 

que si AGB est le chemin le plus 

court quand les milieux sont en 

repos, il l’est encore quand les 

deux milieux sont animés du 

même mouvement.

. Soient, T le temps employé 

Fjg 35 par la lumière pour aller de A

à B par le chemin minimum quand les milieux sont en repos ; 

T 'le  temps nécessaire pour parcourir un chemin infiniment- 

voisin AG'B. Si AGB est celui qui correspond aux lois de la 

réfraction, on a T <  T'. Or d’après ce que nous avons dit 

précédemment les temps employés pour parcourir les che

mins AGB et AG'B dans le cas où lés milieux sont animés d’un 

mouvement de translation dont la vitesse est v, sont

T|. =  T +  ~  A'B', Ti =  T'-f- ^  A'B',

A'B' étant la projection de AB sur une droite parallèle à la 

vitesse w; ils ne«diffèrent de T et de T' que par une même 

quantité. Si donc on a T <  T' on aura T, <  T f et le chemiq 

le plus court dans les milieux en repos sera encore le plus 

çourt quand les milieux seront en mouvement. Les lois de la 

réfraction sont par conséquent les mêmes dans les deux cas.,· 

, Les phénomènes d’interférence des-rayons lumineux ne
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dépendent pas non plus du mouvement du milieu où ils se; 

produisent. Si T et T' sont les temps mis par deux rayons; 

pour aller d’un point ,A0 à un point A„ dans le cas où le; 

milieu est en repos, ces temps seront tous deux augmentés de 

la même quantité si on suppose le milieu en mouvement ; par 

conséquent la différence des temps ne variera pas et les phé-, 

nomènes d’interférence resteront les mêmes dans les deux 

cas. , ■ : . :

En un mot les phénomènes optiques ne peuvent mettre en, 

évidence que les mouvements relatifs par rapport à l'obser

vateur de la source lumineuse et de la matière pondérable. 

C’est ce qui a lieu dans l’aberration où l’observateur et l’astre, 

observé ne sont pas animés du même mouvement ; c’est ce qui; 

arrive aussi dans l’expérience de M. Fizeau où l’eau contepue 

dans les tubes possède un mouvement relatif par rapport à 

lLobservateur. Un seul fait ne s’accorderait pas avec ces con

clusions ; c’est la variation du plan de polarisation de la 

lumière réfléchie sur le verre avec l ’orientation de la· direc

tion lumineuse par rapport à la vitesse de rotation c|e la Terre. 

Cette influence a été constatée par M. Fizeau mais la difficulté 

des expériences ne lui a pas permis d’en être absolument 

certain. ' ,

239. Hypothèses de Fresnel. —  L’expljcalion que nous

avons donnée de l’aberration et les conséquenpep que nousu - - -  . -  » ’ · _ < '

avons tirées de l’expression du temps employé par la lumière 

pour aller d’un point à un autre d’un milieu en mouvement, 

reposent sur l’hypothèse que la vitesse d’entraînement de

l’éther contenu dans un milieu en mouvement est v

L’indice do réfraction n n’est pas une constante; il varie avec
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la couleur dH rayon lumineux et n’est pas le même pour un 

rayon ordinaire et un rayon extraordinaire dans un milieu 

biréfringent. Il en résulte que la vitesse d’erttraînement de 

l’éther n’est pas la même suivant qu’on considère un rayon 

extraordinaire ou ordinaire ou encore deux rayons de cou

leurs différentes. On a pu vérifier, au moyen d’expériences 

suffisamment précises, que le rayon ordinaire et le rayon 

extraordinaire ne sont pas entraînés de la même manière·' 

Aussi ne doit-on pas admettre, comme paraît le faire Fresnel, 

que la vitesse d’entraînement de l’éther est indépendante delà 

longueur d’onde de la lumière et égale à la valeur- moyenne 

des valeurs qu’elle prend pour une infinité de valeurs de la 

longueur d’onde.

Fresnel supposait que, quand un milieu transparent est en 

mouvement, la masse d’éther entraînée par le mouvement 

était l’excès de la masse contenue dans le milieu en mouve

ment sur la masse qui serait contenue dans un même volume 

du milieu environnant. En appelant p0 la densité de l’éther 

dans ce dernier, p la densité dans le milieu en mouvement," 

p— p0 sera la densité de l’éther] entraîné. Pour avoir la vitesse 

apparente d’entraînemejit de l’éther contenu dans le milieu 

en mouvement, pous n’avons qu’à chercher la vitesse du: 

centre de gravité de deux molécules M et M' dont l’une M a 

pour masse p0 et reste en repos et dont l’autre M' a pour 

masse p—p« et possède la vitesse v du milieu en mouvement. 

Si nous appelons v( la vitesse du centre de gravité, nous 

aurons, en appliquant le théorème des quantités de mouve- · 

ment, '

i ·· . (p p0 - f  p0) vt =  (p — pô) « - f  po X  O,;
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d’où

v, =  P---- ^ v. .
P " *

Or dans la théorie de Presnel on a, en désignant par V0 et 

V les vitesses de propagation des ondes lumineuses dans les 

milieux de densité p0 et p,

£û _ X 1 _ ± .
:. · · .· p - y j - n * ’ . ■ · ;

par conséquent on a pour la vitesse apparente d’entrainement 

de l’éther

Il n’y a là qu’un simple aperçu dont il est difficile de se 

contenter, mais nous allons chercher à justifier la façon de 

voir de Fresnel par une analyse plus rigoureuse.

240. V itesse do propagation dans un milieu en 

mouvement. —  On peut se rendre compte de l’entraîne

ment apparent de l’éther en étudiant la propagation d’une 

onde plane dans un milieu en mouvement et en admettant que 

le déplacement des molécules d’éther déppnd du déplacement 

des molécules matérielles. Si nous désignons par \  et  ̂ les 

composantes suivant l’axe des x  des déplacements des molé

cules d’éther et de matière, nous aurons, dans le cas où le 

milieu matériel n’est pas animé d’un mouvement de trans

lation les équations suivantes (142). 1 ■ ,·
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Supposons maintenant què, l’éther restant en repos, le 

milieu matériel possède un mouvement de translation de 

vitesse v normale au plan de l’onde ; prenons pour plan des 

yx un plan parallèle au plan de l’onde et cherchons ce que 

deviennent les équations précédentes.

est une fonction de z  et de t seulement. Quand le milieu, 

est en repos, la vitesse de la molécule matérielle à, l’instant t

est ^  ; mais par suite du mouvement de translation que

possède ce milieu le z  de la position d’équilibre de la molé

cule augmente de vdt pendant le temps dl. Par conséquent 

’accroissement de pour uh accroissement dt du temps sera

d\ “ + dz
dz =  c f t + T 1 vdt, 

dt ' d z

et la vitesse de la molécule matérielle à l’instant t aura pour 

valeur

d l  , dL ,

L’accélération à ce même instant sera

dw_dw . dio dz
, dt dt ' dt dt ’

les dérivées de w, placés dans le second membre étant des 

dérivées partielles. En remplaçant dans cette, expression. v> 

par sa.valeur, on a pour l'accélération ■

dt2
d %
dz2'

L’équation du mouvement de la molécule matérielle est
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donc, en négligeant le parré de.v,

(3) i t )  =  » ( ' - « '

Telle est l ’équation qui doit remplacer l’équation (2). 

Quant à l'équation (1) elle'se réduit dans le système d’atfeS 

adopté à

d2f  d2X .
p dt2 “  dz2 +  M J ’

puisque X ne dépend plus que de z et de t.

L’addition de, ces deux dernières équations élimine M et 

nous donne·

(3) d2X ,
S ,+ &

d'%'
dzdt.

(PX
dz2·'

Nous supposerons que M est très grand ; l’équation (4) 

montre alors que M [Xt —  X) est fini. On en conclut que Xt —  ? 

est très petit et nous sommes conduits à admettre à titre de 

première approximation que l’on â X — [Xf. L’équation (5) de

vient alors , ,

(6) (p +  Pi) ¿fi +  2vP
■ d2X d2X

1 dzdt dz2

L’équation du mouvement dans le vide' se déduira dé la 

précédente en y  faisant =  0 ; nous savons queidans ce cas, 

la vitesse de propagation est

Y

Si on suppose' le mouvement iumineiyc se propageant dans
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un milieu "matériel en repos, il faut faire v =  0  dans l’équa

tion (6) qui donne alors pour la vitesse de propagation
(

1

Vp "H pi

Par conséquent l’indice de réfraction de la substance est

• ■

Pour avoir la vitesse de propagation dans le cas où le 

milieu matériel est animé d’un mouvement de translation 

suivantTaxe des z, cherchons à satisfaire à l’équation (6 ) par 

la valeur suivante de l

Nous obtiendrons après suppression des facteurs communs 

aux deux membres

(p +  Pi)V2 -  2»VPl =  l ;

d’où nous lirons

V2 2»YP< ,

P +  Pi P "h Pi

Cette valeur V différant peu de la vitesse de propagation 

dans le même milieu supposé immobile-, nous pouvons dans 

le second membre de l’égalité précédente remplacer Y par

sa valeur approchée
1

v a

Vpi +  p

1

et nous avons

2 up

P "H Pi' ' (Pi +  p) Vp -T Pi
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ou puisque nous avons négligé les quantités qui contenaient 

le carré de v ,

y  —  _ ___ J_ _E£i_.

Vp +  Pi P +  P<

Tout se passe donc comme si l’éther se trouvait entraîné 

avec une vitesse égale à

VP*
■ P +  Pi

Cette formule peut d’ailleurs s’écrire,

v

ou, puisque n =
y /

p +  Pt,
P

V

On retrouve donc la même expression que dans les théories 

de Fresnel. Ce n’est là qu’une première approximation. Eneffet 

5, —  \ n’est pas nul mais seulement très petit; la différence 

est de l’ordre delà dispersion.

L’analyse du n° 142 montre que le rapport ^ qui est

voisin de l’unité, dépend de la longueur d’onde. Pour rendre 

compte des expériences qui, comme nous l’avons vu, donnent

pour la vitesse d’entraînement v n étant Vindice derè-

fraction de la couleur considérée il faut admeltreque cerap- 

port est, quelle que soit la 'couleur indépendant dev; nous ne 

connaissons aucune théorie satisfaisante pour justifier cette 

hypothèse.
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241. Dans l’étude,; de. chaque phénomène nous avoi 

exposé parallèlement plusieurs théories rendant égalemei 

bien compte des faits observés. Ces théories peuvent d’ailleui 

se rattacher à l’un des deux groupes suivants : celles o 

l’on suppose comme Fresnel l’élasticité ç du milieu cons 

tante; celles où on admet avec Neumann que la densité 

de l ’éther est constante. Nous n’avons trouvé aucune raisoi 

pouvant faire préférer l ’une de ces hypothèses à l’autre 

Seule l’explication de l’aberration par l'entraînement par

tiel. de l’éther peut faire pencher la balance du côté de 

l’hypothèse de Fresnel ; car l’entraînement partiel de 

l’éther suppose que la densité de l’éther n’est pas la même 

<|ans tous les milieux. Mais, comme nous l’avons fait remar

quer, il est difficile de se bien rendre compte de ces phéno

mènes d’aberration et aucune théorie n’est satisfaisante. Il <), , * ’ t ‘ . . .
n’ÿ a donc pas là de raison suffisante pour décider du choij 

d’une théorie. , · '

• D’ailleurs nous ne pouvons nous plaindre d’être dans-l’im- 

possibilité de faire un choix. Cette impossibilité nous montre 

que le'â théories mathématiques' des phénomènes physiques 

ne doivent être considérées que comme des instruments de
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recherches; instruments très précieux, il est vrai, mais dont 

nous ne devons pas rester esclaves et que nous devonâ rejeter 

dès qu’ils se trouvent en contradiction formelle avec' l’expé

rience. '

242.11 y a une raison générale qui nous empêche de choisir 

entre les théories optiques que nous avons exposées. Nous 

savons en effet que les équations du mouvement dans un milieû 

élastique isotrope ou anisotrope sont des équations linéaires 

et à coefficients constants. Une propriété générale des équa

tions de ce genre est que si îj, et \2 sont deux intégrales de 

l’une d’elles, la quantité A?, -f- Bl2 en sera également une 

solution. Nousavons donc une infinité de manièresde satisfaire 

aux problèmes optiques. ’ .

En outre nous avons vu que l’une des équations du mou

vement dans un milieu élastique isotrope est . ‘

d ^ _  AP —  — · ·
dt2 dx

Si nous dérivons les deux membres de celte équation par 

rapport à une variable quelconque, nous aurons

«jT
dt2 A r-h dx·

Donc, si une fonction satisfait à l’équation (lj une dérivée 

quelconque de cette fonction y satisfera égaleraient.

Si nous désignons par ï, tj, X, les composantes, du dépla

cement d’une molécule d’éther dans la théorie de Fresnel, 

quantités qui satisfont aux équations du mouvement telles v 

que (1 ) les dérivées i\!c, . . . satisferont aussi aux

équations. Il est aisé de constater qu’il en sera de même des 

des binômes alternés y  —  t[l, U Ki> i\i — \y- ‘ 1
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Or, nous savons que les composantes du déplacement d’une 

molécule d’éther dans la théorie de Neumann sont précisément 

ces binômes alternés ; par conséquent, elles seront aussi solu

tions des équations du mouvement. On peut donc .être-assuré 

que tout phénomène expliqué par la théorie de Fresnel le 

sera également par celle de Neumann. La réciproque estd’ail- 

leurs vraie.

Dans certains cas cependant, nous avons eu des coefficients 

variables dans les équations du mouvement. Ainsi dans la 

théorie de M. Sarrau et dans la considération de la couche de 

passage dans la réflexion. Mais comme nous ignorons absolu

ment la loi de variation de ces coefficients il nous suffit de 

quelques hypothèses pour faire concorder la théorie avec 

l ’expérience et nous ne pouvons rien décider sur la justesse 

de la théorie.

243. L’étude d’un phénomène particulier, la polarisation 

par diffraction semblait pouvoir permettre de décider entre 

la théorie de Fresnel et celle de Neumann. On croyait être ar

rivé par le calcul à ce résultat que la rotation du plan de po

larisation n’avait pas la même valeur dans ces deux théories. 

Mais certainement les. calculs étaient inexacts, car les équa

tions du mouvement étant à coefficients constants, il ne peut, 

comme nous venons de le dire, y avoir aucune divergence 

entre les résultats des deux théories. Cependant, à la suite de 

ces calculs, des expériences ont été.tentées dans cette voie. 

Elles sont, très délicates car la déviation d’un rayon' diffracté 

est très faible et la rotation du plan de polarisation qui en ré

sulte est excessivement petite. On a, dans le but d’augmenter 

la déviation du rayon diffracté, expérimenté avec des réseaux. 

Mais le problème ée complique alors, car il y a à la fois dif-
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fraction et réfraction ou réflexion ; aussi les expe'riences ne 

furent d’accord ni entre elles, ni avec les conséquences de la 

théorie de Fresnel, ni avec celles de la théorie de Neumann.

Tout récemment M. Gouy,a repris le même problème sans 

idée préconçue ; il a obtenu une déviation considérable du 

rayon difïraclé en plaçant la source lumineuse, formée par la 

concentration de rayons au foyer d’une lentille convergente, 

sur le bord d’un écran. Les résultats de ses expériences pour 

la valeur de la rotation du plan de polarisation ne sont pas 

non plus d’accord avec les deux théories de la polarisation. La 

théorie de la diffraction se trouve même en défaut, car M. Gouy 

a constaté' que les phénomènes dépendent de la forme du 

bord de l’écran et de la nature de cet écran. Ce désaccord 

entre les expériences de M. Gouy et la théorie de Fresnel ne 

doit pas nous surprendre; car; nous avons dit .qu’il était im

possible de trouver une, solution de .l'équation ;

A5-f<x*Ç =  q,

satisfaisant exactement aux conditions du problème. Ce n’est 

qu’en y satisfaisant approximativement que nous avons pu 

édifier une théorie de la diffraction,

L’approximation était très largement suffisante dans les 

conditions habituelles des expériences de diffraction ; car les 

quantités négligées sont alors extrêmement petites. Il n’en est 

plus de même dans les conditions où M, Gouy s’était placé.

FIN

IA LUMIÈRE. 20
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Page i \  Jigue 13 au l i e u  d e  l i r e  ,

35 · . 4  au l i e u  d e \ x , \ y r  \ z  K r e U ,  5,;,.$-'. ■ j ,f
39 15 m e t t r e  entre les deux derniers termes le signe
1 ■-< . +  a u l i e u é d u  signe =s.

215 figure 20 a u  l i e u  d e  Q Q ' m e t t r e  Q jQ! à la droite supé
rieure. ’

326 lignes 5, lO et 15 a u  l i e u  d e  ou, l i r e , o u .

394 lignie 12 a u  H e u  d e  l i r e  d ï  +  /* .
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