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FIGURES D’EQUILIBRE

D’UNE MASSE FLUIDE

CHAPITRE PREMIER

THEOREMES GENERAUX SUR LE POTENTIEL NEWTONIEN

Objet du cours. — Nous allons étudier la figure d’équilibre
d’unc masse fluide animée d’'un mouvement de rotation : les seules
forces auxquelles est soumis le systéme sont des forces intéricures
dues a I'attraction newtonienne : deux points s’attirent en raison
directe de leurs masses et en raison inverse du carré de leur
distance. Nous allons d’abord rappeler quelques résultats connus
sur le potenticl newtonien.

Deéfinition et propriétés du potentiel. — Un point de masse
m, soumis a Dattraction de tout le reste du systeme, est soumis
a une force dérivant d’un potentiel V, ¢’est-a-dire’ que les com-
posantes, suivant les axes de coordonuées, de la force agissant sur
ce point, sont les dérivées partielles d’'une méme fonction

oV v

nm-——, Ry D
dy ’ 45

dx

Siles masses attirantes sont discontinues, le potentiel a pour

expression
v :2: m;
r;

en appelant r; Ia distance du point de masse m au point de
masse 7.

Poincarf. — Figures d’équilibre. 1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



2 THEOREMES GENERAUX SUR LE POTENTIEL NEWTONIEN

Si ces masses sont continues, lc potentiel a pour expression

v [ 22,
-
g’ étant la densité de I’élément de volume d<', r étant sa distance
au point 7, et U'intégrale étant étendue i tout le volume attirant.
On sait que U'intégrale a un sens.
Si la masse attirante est répandue sur une surface, avec une
densité superficielle @/, le potentiel a pour expression

V_g HI(IO',

»”

Enfin, si ¢’est un volume infiniment mince d’épaisseur ¢

, alors
d7 ==:'d7,
et le potentiel est

Pour un volume, en dehors des masses attirantes, Y est une
fonction continue, ainsi que ses dérivées premieres,

dans tout
V'espace, et on sait que l'on a
0V 0y 0’y
W=zt T =0

A Vintérieur, en un point de densité o, on a
AV = — 4=3,

Les dérivées secondes sont discontinues en une surface de sépa-
ration de deux milicux différents.

Pour une surface, V est continue dans tout 'espace, mais ses
dérivées ne le sont pas sur la surface elle-méme.

Sur la normale en un point A d'une surface S (fig. 1), prenons
«leux longueurs

AB =dn,, AC =

dn,.
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THEOREME DE GAUSS Co 3
Si 'V, estle potentiel en A, le potentiel en B et C est .
; oV

Vn :‘TAAF N dﬂes
07,

-
Ve V.- 2V ..
Ore;

On a d'ailleurs

S0V v
on, + on,

i

- 4“»1*7

@ ¢étant la densité de la masse attirante..
Sil'on désigne par £, m, n les cosinus directeurs de la normale,
supposée dirigée vers 'exiérieur, par

(i) G G2 ()0 (50 (52)
0\1‘ e, O; n’ 0:* e, (ﬁx i’ W i’ 7(32? i’

les valeurs des dérivées partielles i l'intéricur et a I'extérieur de
Ia surface, on a

oV Y oV oV
(o) () (),
oV ov v oV

o (@‘)p”n <@>f+ 4 ( 32 )

Théoréme de Gauss. — Gauss a démontré que, en dehors

|

|

des masses atiiranies, V n’a ni maximum ni minimum, puisque
T'on a AV = o.

D’une fagon générale, si AV est f)ositif ou nul, la fonction V'
n'a pas de maximum; si AV est négatif ou nul, il 0’y a pas de
minimum. Dans le cas qui nous occupe, AY est nul ou négatif: V
n’a pas de minimum et n’a pas de maximum en dehors des
masses agissantes.

Done, st sur une surface fermée ne renfermant pas de masses
attirantes, V est compris entre deux nombres g et A, il en
résulte qu’en tout point situé al'intérieur de la surface, on aura

g<V<h.
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4 THEOREMES GENERAUX SUR LE POTENTIEL NEWTONIEN

Théoréme de Green, — Si U et V sont deux fonctions con-
tinues 4 Vintérieur d’un volume T limité par une surface S, on a
Végalité

e ]

d\ do’: UAVd:

(1)

e/ s T
e ]

ou oV 0 V OU Y

Dans celte égalité, on peut permuter U et V, et en retranchant
les deux égalités obtenues, on a

oV U .
() (UG — V5 )de = [ (UAV—Vau)as.
Cas particuliers de I'égalité (1) : faisons U = 1.
Vel

(3) / Wt [ aven.

Faisons :

*

(4) V — do= VAVdx

- f () (2 () e

Si V est une fonction satisfaisant a I'équation de Laplace,

AV ==o,
) Ve | (&) + () +(5)
) o 7= ) Ty ) |

le second membre étant positif, le premier I'est aussi.
Si U et Vsont des potentiels, sur une sphére de rayon suffi-
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THEOREME DE GREEN

(%23

1 .
samment grand, U et V sont de l'ordre de =, leurs dérivées

R

premitéres de Vordre de —R—, On peut alors appliquer la for-

mule (1) a I'espace extérieur i une surface S et intérieur & une
sphére de rayon trés grand. Si ce rayon est suffisamment grand,
I'mtégrale prise sur la surface de la sphere 3 est négligeable :

1
c'est-a-dire est de I'ordre de -— ; mais on a la relation

b” dq /U——dc—o

car les ¢léments de l'intégrale se détruisent deux a deux.
Quant aux intégrales des seconds membres, leur somme donne

des intégrales étendues al'espace entier, et on a, en ajoutant les
deux eg'lhtos obtenucs :

UAVd: +

DV 3U bV ouU 0V _GE) o
0/ dy 0z bz_ GE=

les intégrales étant étendues & tout I'espace.
De méme, la formule (2) donnera

(UAV —VAU) ds==0;

et, en se rappelant que

— AV =43

— AV, = 45,
ona
(7) (Vyp —VPi) dv—o

l'intégrale étant étendue & tout I’espace.
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6 THEOREMES GENERAUX SUR LE POTENTIEL NEWTONIEN

Cette formule est analogue a celle que 'on trouve dans I
shéorie de V'électricité, ‘

Ztmvi ——-27;th == o,

Dans la formule (7), faisens
V,=V-dV, 0, =2+ dp;

en en conclut la formule

{8) (Vdp — zdV)dr =0,

Travail de I’attraction.~— Supposens un systeme de masses
m', m”, ..., etc. attirées par un autre m',, m",, ...., stc.

Soit V', V”,,... le potentiel aux points m', m",..., etc., di aux .
masses attirantes ni',, m”, ..., ete.

V', V..., le potentiel aux points m',, m",..., dd aux points
m', m",

aeera

Les masses attirées se déplacant, on a comme travail

A S AL A ov, . oV, .
:_Zm(bx oxr —— 5 cy —+ e u..)

en appelant 6z, oy, 8z, le déplacement du point de masse mz;

s:ZmEV‘.
H:ZDZV“

e =2¢ll.

Si je pose
. .
JTaural

Si les masses attirantes se déplacent.aussi, mais seules, le
potentiel V, deviendra

V,~-o'W,
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THEOREME DE GREEN e

o Ql
o'l = Z mo'Vy.

Siles deux déplacements ont lieu simullanément, on a

eton a

e—oH &1,

Supposons que les masses attirées forment un volume T, on a

H— oV, dr,

T

cette inlégrale pouvant d’aillenrs s’étendre a I'espace entier,
puisque » est nul en dehors de T. On a

ol ——\/ V,8pd~

étendue de méme a espace entier.

Si la masse atliranle est la mémre gue la mrasse attirée, on

a¥V=7¥,

\ . ol —_:j Vdadz,

ce qul peut s’éerire en tenant compte de

fo&\rd.,

ou encore

aII . JV *F VBD .
2
Posons malntenant
W — eV dr,
. 2
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8 THEOREMES GENERAUX SUR LE POTENTIEL NEWTONIEN

T'intégrale étant toujours étendue & tout I'espace; W est I'énergie
du systéme.

On a
W =¢
On peut d’ailleurs écrire, puisque AV = — 43,
. W="—"— | VAV
8w

’

o [ )+ (55) G e

I'intégrale étant toujours étendue a I'espace entier.

et, en tenant compte de (

Conditions d’équilibre. — Ceci étant rappelé, nous allons com-
mencerl'étude du probléme que nous nous sommes proposé.

Considérons une masse fluide, isolée de toute influence exté-
rieure, tournant antour d’un axe fixe que nous prendrons comme
axe Oz, d'un mouvement uniforme de vitesse angulaire w; prenons
les axes Ox et Oy, invariablement liés a la masse fluide,

Soit p la pression en un point (z, y, 5); p ne dépend que de
Z, i, 2, la force s’exergant sur 1'élément de volume dv a pour
composantes

a \
X =L, Y=2 7= L ds,
Oy
tcrivons les conditions d'équilibre relatif, en remarquant que
I'nceélération de Coriolis est nulle. Si on appelle X, Y, Z les

composantes suivant les axes de coordonnées de lu force agis-
sant sur la molécule (z, y, z), on a

/X——p +m ox,

Y=0p _al+w29yr

./
v
=g

¢
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THEOREME DE GREEN g

et, en posant

U=V 42 @ ),
on a
D/) __ou
P
0/) . oU
(‘)_7/ Y oy’
0/)_ oU
= Vs
d’ott T'on tire
0Opd_][()/) +B/) <(—U—dx}—bd+ou >,
x
dp = 0dU.

Cette relation montre que g est uniquement fonction de p; U est
par suite, aussi uniquement fonction de p et, par suite, de 3.
On arrive alors au théoréme suivant:

Théoréme. — Quand une masse fluide, animée d'un mouve-
ment de rotation autour d'un axe fize, est en équilibre relatif, les
surfaces de niveau sont les surfaces d’égale pression, et aussi
d’égale densité.

A la surface de la masse, on a p=o0. Donc U est une cons-
tante. La surface libre est donc une surface de niveau.

S’iln’y a pas de rotation, ona U=V,

Dans le cas général on a AV—=—4xp. AV est done simple«
ment fonetion-de U.

oU 00U oU
ox W’ 0z

normale aux surfaces de nivean, U=C.

Remarquons que la force totale est en général

Ces conditions d’équilibre sont nécessaires.

Une condition nécessaire et suffisante d'équilibre est que le
travail résultant d’un déplacement virtuel soit nul. Ce travail
comprend le travail de D'attraction, plus le travail di a la foree
centrifuge.
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10 THEOREMES GENERAUX SUR LE POTENTIEL NEWTONIEN

Le premier a pour expression 3W, que nous avons déja
étudié, le second a pour expression

ads (W zdz - wiysy)

30"l )

— adz
2

V)

o (£ ¥*) dv;

et, si J est le moment d'inertie par rapport a Oz, le travail du &
* la force centrifuge est

()

J.

n
0 —_—
Py
La condition d’équilibre est done

2
[ O .
el =o0

2

W +

pour tout déplacement compatible avec les liaisons.
Cette condition n’'implique pas nécessairement que

W42
2

soit maximum ; il faut encore d'autres conditions ; mais je dis
que si celte fonction est maximum, U'équilibre est stable.
Soit T la force vive relative, on a I'égalité

2
T—(w+—‘:~ J):C“.

2
(O] .
Posons W | — J =U, et supposons que pour le maxinum
2

U soit égale a U,
On a
T—U=T,—TU,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



RELATION ENTRE LA MASSE, LE VOLIUME ET L4 VITESSE 11

Si on donne maintenant 2 U une waleur U< U, et & T, une
valeur o, en aura
T—U=T,—U,
T=0—(U,—U).

La force vive duns les instanls suivants sera inférieure a T,
I"équilibre est done stable.

Relation entre Ia masse, Ie volume et la vitesse de rotation.
— Une condition nécessaire de ’équilibre est, qu’en tout point
de la surface libre, la force soit dirigée vers Vintérieur, autrement

une partie se détacherait. I1 {aut done < o el par suite
7 €
>

ds << o.

on,

8

La formule (5) translorme cette inégalité en la suivante :

su

AUdrz < o.

Done il faut que I'on ait -

/AVJT+/2m2(ZT<O
__47:\/ pd—.—{—/ awldz<< oy

En désignant le volume par T et la masse par M, il vient

c¢’est-a-dire

— 4mM 4 20T <o.

Dans le cas particulier o la densité est constante et égale a p,
on a

2w? < 47p.
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13 THEOREMES GENERAUX SUR LE POTENTIEL NEWTONIEN

Dans l'application de cette formule, il faut se rappeler que les
unités sont telles que la force d’attraction newtonienne s’ex-
prime par la formule

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE II

MASSE HOMOGENE FLUIDE

LA MASSE EST SANS MOUVEMENT DE ROTATION

Simplification des formules générales. — Fiudions le cas
particulier d’une masse homogene fluide et sans mouvement de
rotation.

En apphquant les théorémes généraux, on trouve que la sur-
face libre doit éire une surface équipgtentielle V-=V,.

Si on prend la densité de la masse pour unité de densité, le
pulentiel en un point a pour expression -

3
dt
V= .

7

pVa’":~ Vdz
. a o

V est conlinu dans tout l'espace ainsi qu'a la surface libre; il est

I’¢énergie est

i

et qa e ar .
nul a P'infini ; 4 Uextérieur il n’a ni maximum ni minimum et est
compris entre o ¢t V,; a l'intérieur il est supéricur & V, et a un
maximum.

. dV .
L'intégrale . ds étendue a une surface fermée entou-
n

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



14 MASSE HOMOGENE FLUIDE

rant le corps a pour valeur fAV dz, étendue au volume limité

par cette surface, et on aIAVd. = — 4= }npzk = — 4=M..

Ce théoreme est encore vrai pour la surface limite, et il s’ap-
A

plique que le corps soit creux ou plein, et méme si I'on a affaire

a une distribution superficielle.

Comme enfin nous supposons le corps homogene et de den-
sité 1, on a

N\ .
fbn d;—:/ AVds —f4n9d.:_4..T

en désignant par T son volume, et par S une surfuce qui le
renferme completement, en particulier sa propre surfuce.

Si on porte sur la normale en M a la surface extérieure un
segment MM' =dn, (fig. 2), le potentiel en M a pour expression :

. - oV
w —— _ .
\ =/ \ N + ()n dn:
, " Or,ona
Fig. 2. \yu/ <\7u;

on en conclut que
oV
dn

€

< 0.

On a vu que cette condition était nécessaire pour U'équilibre :
ict elle est toujours remplie.

Soit V, le potentiel de la masse fluide sur sa surface, et suppo-
sons maintenant une couche électrique de masse M, en équilibre
4 la surface du corps, et produisant dans 'espace un potentiel
V'tel que sur la surface et & son intérieur le potentiel soit V'=Y,.

A lextérieur, on a V' ==V. En effet, sur la surface V=1V et
alinfini V== 0. Or V' et ¥V sont deux fonections satisfuisant a
I'équation de Laplace, ayant les mémes valeurs sur la surlnce et
sur une sphére de rayon tres grand. Ces deux fonctions coinci-
dent done : c’est le principe de Dirichlet.
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TUKORIE DE LIAPOUNOI¥F 15

On a, d’aprés des formules connues,

av ds—— 4=M.

On a d’aillcurs

Donc la masse M répandue a la surface a pour valeur T et réci-
proquement si

M—=T, V=—V.

38}

esl ce que I'on appelle la. capacité ¢lectrique

Le rapport——

v,
du corps.
Cette notion va nous etre utile pour résoudre le probleme
proposé.
' Théorie de Liapounoff. — Parmi les figures d’équilibre, il y

a une solution ¢vidente qui est la sphére : mais peut-il y avoir
d’autres figures d'équilibre ? Nous n’en savons rien : mais si Uon
s¢ propose de chercher les figures d'équilibre stable, le pro-
bleme est différent.

Le maximum absolu de W est bien atieint pour la sphere,
malis @ prior nous ne pouvons alfirmer que W n’ait pas d’autres
maximums relalifs. Cela a ét¢ démontré par Liapounofl; la
démonstration est assez longuc et on va procédcr par étapes.

L’énergie a un maximum. — Le potenticl d'un volume
quelconque par rapporl a4 un point quelconque, est inféricur au
potentiel d’'une sphere de méme volume par rapport a son centre.

Du point M, comme centre, je décris la sphore Zayant le méme
volume que le corps S (fig. 3).

Le corps S est purtagé en deux volumes : le volume K inté-
rieur a %, etle volume A extérieur,

Soit B le volume de T extérieur a S,
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16 MASSE HOMOGENE FLUIDE

On a par hypothése B==A.
Si R est le rayon de la sphire, on a

Potentiel de A < %—
. I3 A

Potentiel de B > T =&

D’otr

Potentiel de B > Potentiel
de A

Potentiel de S = Potentiel
de K+ Potentiel de A

Potentiel de £ == Potentiel

de K 4- Potentiel de B.

£

¥ig. 3.

Donc -
Potentiel de T > Potentiel de S.
Si V est le potenticl an point M, et R le rayon de la sphere ¥,
on a done

.

V < amR2.

L’énergie qui est égale a

Y=
D)
e
est donc inféricure &
el
=IR? d=;
L]
et 1l vient
W <=RT

en appelant T le volume de la masse.
On a d’ailleurs

4 s
T—— 3 uI{,

d’aprés In définition de RR.
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THEORIE DE LIAPOUNOFF 17

Donec

I’énergie VW due 4 un volume T est donc limitée supérieure-
ment ; W a donc un maximum, Je dis que ce maximum n’est
atteint que si la surface extérieure est une sphére,

Nous allons d’abord démontrer le théorétme snivant :

La capacité électrostatique a un minimum. — De tous les
corps ayant méme volume, la sphére cst celul qui a la moindre
capacité électrostatique. -

En effet, la formule (9) (p. 8) donne

1 oV \? A oV \?2
W= [(@‘) +(‘a;> +<T) ]““”

Pintégrale étant étendue & tout l'espace.
Supposons que sur uu corps conducteur de volume T il y ait

une masse électrique T en équilibre. Si V’ estle potentiel corres-
pondant, sur la surface du corps on a

CV =T

par définition de la capacité C du conducteur.
A lintérieur du corps, V' est constant; a l'extérieur, V' satis(uit
i 'équation AV’ —o et est nul a Vinfini. )
L’énergie éleetrique est, d'apres une formule connue de 'élec-

tricité:

W= OV
2

Elle est d’ailleurs égale a

N AL AL AL AR
W 5= [(W) +(_—0y> *( % ) ]"

Pintégrale étant étendue, soit & tout l'espace, soit au volume

Poixcarf, — Figures d’équilibre, P
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18 MASSE HOMOGENE FLUIDE

extérieur seulement, puisque V est constant 2 lintériear du
volume.

Nous allons voir qu'elle est inférieure a 1'énergie W due au
potenticl newtonien du corps supposé homogene ct de den-
sité égale d Lunité.

Soit V=V’ U ce potentiel : je pose
] 2 / - N
S M T
8= / or
Pintégrale étant étendue a tout I'espace.
T ’ 2 T/ 2
T [ 6\ GV>+<E\7>]dT
8= Oy 0s

2 (OV’ oU oV’ dU v/ U I
5= | \or @ty oy e )

I aU 2 U\ 2 oU\ ?
+a [(W)+(Fy‘> +(55) ] o=

La premiére intégrale est W',
La deuxieme se décompose en deux : I'une prise a l'intérieur

du corps, quiest nulle, puisque — oV’ ﬂ:ﬁl: o.
or 0y 0z
L’autre, prise & l'extérieur, se transforme par la {ormule de
Green en
V! oU des — V'AUd=.
on,

1]
La seconde de ces deux intégrales est nulle puisque AU est nul
a 'extéricur.
La premikre est également nulle : en effet, sur lu surface, A
est constant et égal a V',

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THEORIE DE LIAPOUNOFF

Lintégrale est done

v
on da

(4

v’

—V; ds —V,

Oz, 0n,

ar
v
o,

ds = 4=T,

o -
OV ds —=4=T,;
on,

cette intégrale est donc nulle.
On a par suite

(_61 510) oV dU oV U
P R T R P Py

19

>CZT: 0.

La troisieme n’est pas nulle, car U n'est pas nul & Pintéricur

du corps, puisque Y’ y cst constant, ¢t que V y varie.

o

La troisieme intégrale est alors positive, et on a bien

W> W,

On a donc, en réunissant les deux résultats précédents :

2

RT > W > —2T—~

G
d’oll
i T
C> e
et enfin
211
C 33
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20 MASSE HOMOGENE FLUIDE
C a donc un minimum,. Je dis que ce minimum ne peut étre

atlteint que pour la sphére.

Le minimum est atteint pour la sphére. — Supposons qu'un
corps conducteur ait la forme pour laquelle ce minimum est

atteint : on a

, M AN AN AN
aWles == [ (W) +<—oy )+ () ] =

WA \ .. . . .
Py désignant la dérivée suivant la normale a la surfuce équi-
n

potentielle passant par le point (z, y, z),

v ! LV')’ .
2\V—4ﬁ <Dn d=.

Déformons le conducteur de facon que I'élément de surface
ds devienne do’ (fig. 4). Appelons

L la projection sur la normale a la

surface du déplacement ds compté -
avec son signe,

L’augmentation du volume est
alors

tds.

Tig. 4.

L’augmentation de l'intégrale est
M? dC Cds [(OV’)“‘ (OV’)’+(O\") ’]
C? W Jds

-1 (QV_’) ’ *ds

on

Ceci suppose rque le potentiel reste constant; mais, par hypo-
thése, la figure est en équilibre. Donc il y a un minimum pour
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THEORIE DE LIAPOUNOFF 21
M® - . . - .
ok la variation de l'intégrale due a la varialion du potentiel
esl done nulle, puisque cette intégrale est minimum,
Or, sion appelle p la densité superficielle, on a

ov _

—W_—4“’H.

2
%q:fwcdg
:47cfp?§d7.

Or, il faut que dC =o : donc

On a done

wides=o

et comme on doit avoir en méme temps dec:o, quel que
soit 4, il faul que Uon ait p—=C*.

On a d'ailleurs M =uS en appelant S la surface du conduc~
teur : on a done

S3dC

Supposons maintenant que le conducteur se déforme en restant
semblable a lul-méme : la capacité est proportionnelle i la
racine cubique du volume, et on a

dC 1 dT |
ol T
d’oll on conclut
S2—12=TC.

Tous les corps dont la capacité est minimum sont donc tels
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22 MASSE HOMOGENE FLUIDE

que cette relation existe entre leur capacité, leur volume et leur
surface, .

Mais alors, pour tous les corps de méme volume, la capacité est
minimum si la surface est minimum; or, parmi tous les corps
de méme volume, la sphere est celui qui ala surface minimum.
C’est done celui dont la capacité électrostatique est mini-
munn.

Nous arrivons maintenant au théoréme que nous nous étions
proposé de démontrer,

La sphére est la seule figure d’équilibre. — Je dis que W est
maximum quand le corps de volume T a la forme d’une sphere.
Soit T le volume correspondant, donnons-lui un aceroisse-

ment (fig. 4)

dl = Cds.
Comme on a
Y B
aw— [ 2V 4
= VY dp d=.

Le corps étant supposé de densité égaled 1, dp est égala— 1,
o ou 1; dp n'est différent de zéro que dans le voisinage de la
surface, qui est une surface équipotentielle, le corps étant sup-
posé en équilibre; c’est-a-dire que V est constant,

dW =YV, dpdx
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LA SPHERE EST LA SEULE FIGURE D'E‘QUILIBRE a3

et l'intégrale est égale & dT. On a donc
dW =V dT.

On peut établir une aotre relation entre d\V et dT.
Supposons que le covps varie en restant semblable alui-méme :
5

— du
3

I'énergie varie en restant proportionnelle 4 la puissance
volume. On a donc

AW 5 dY
W 31T

Eliminant dW et 4T cntre ces deux dernieres relations, on
trouve

W v.T.
) 5]
D’apres la définition de W, on voit que 'on peut appeler

2 W
—

1
le potentiel moyen. Il est égal &

6 ..
= Vo

Or W est aussi donné par Vinléarale
P g

1 V2 VA% oV 2
o [(W)+(TJ>+<T> ]‘

(3

étendue i 'espace entier.

La partie étendue & Vespace intérieur est, d'aprés la formule

de Green (4) :

I vV I
L 2 deee — 4 VAVA:
8= v T vay
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24 MASSE HOMOGENE FLUIDE

Sur la surface, V est constant. L’intégrale a donc pour

valeur

V, oV {
.ﬁ —6—”—- (lG‘ _— -8?- VAVJT,
ce que l'on transforme immédiatement, puisque — AV = 4n3
= 4w, en
v, X
=_£fdr+fv‘k
2 2
‘,'
Sl

5 wr .
= — (T“ —}-\V—T\V.

La partie de I'intégrale étendue av volume intérieur est donc
a la partie étendue au volume extérieur, dans le rapport cons-

1 . -
tant —, en supposant évidemment le corps en équilibre.

5
Mais I’énergie de ce corps est en raison inverse de sa capa-
cité électrostatique.
Nous voyons donc bien que la sphére est le volume pour lequel

W est maximum.

LA MASSE EST ANIMEE D'UN MOUVEMENT DE ROTATION.

Formules générales. — Supposons maintenant le corps,
homogene, soumis a une rotation w autour d'un axe fixe.

Appelons J le moment d’inertie autour de cet axe.

J= | ds(a*+ ).
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Si le corps change de forme, de facon que la projection du
déplacement de 'élément de surface do sur la normale soit g,

* I varie ct on a

d] = Cdo (2* -y,

2
. w
Nous avons appelé U la fonction V—l———(xz-{—yg).
2
toujours l'énergie due an potentiel new-

W  représente

tonien,
On a
2 2
AW dy— c[v+ O _1/2)] da
=3 Ulda.

A la surface d'équilibre U est constant et égal a U,.

On a done
Cds =UdT.

S
AW - — d] = U,
2
D’ailleurssile corpsse déforme enrestani semblable a lut-méme,

-

W et J varlent comme la puissance,— de T,

On a donc
S w?
dW - ) dJ“ 5 4T
w? 3T
W4+ —1
et par suiie
S T=W =
5
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26 MASSE HOMOGENE FLUIDE
On a

AU =20* 4 AY,

I

20 — 4w,

= 20? — 4.

On a déja va (page 11) qu'une condition nécessaire pour
I'équilibre est que

aw! < 4,

c’est-a-dire que AU soit négatif.
Donc U, i lintérieur du corps, ne peut avoir de minimum, et
comme surla surface il est constant et égal a U, a intérieur on

alU>U,.
Si AU estnul, U est constant et égul & U,.
Enfin si AU était positif, U serait dans tout le corps inférieur

a U,

Considérons maintenant l‘intégrnle

=2 W -} m

Suivant que AU est négatif, nul ou positif, le premier membre
est supérieur, égal ou inférieur i

ond—.=Uo/d——
e

On a donc dans les trois cas :

— (V).

AU <o

L\-] [

(\V+—J>< 2W—+———J W >l

5 w? w? . .
AU =0 == (\V—{— J):z\V+—J W =uw’]
3 2 2

AU > o —i—(W-lr— >>)W—+—(—‘)——J W < wll.
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MASSE EN ROTATION 27

Limite de la vitesse de rotation. — Supposons maintenant

que w varie d’'une facon continue, La tigure se déforme d’une
maniére continue, et on a

2

w

AW -1 _“;— I b wfdw — -

[N

TdU,.

(44

2
, , .- W ;
La figure étant supposée en équilibre, W - e J est maximum

ou minimum, en tous cas

2
AW -2 d] — o.
) 2
11 reste
3 ..
(1)]({(1) :T rId[}o.
Donc
dU,
—2 > 0.
dow

.
U, croit quand w augmente.

V étant le potentiel newtonien, on a sur la surfuce

w?

VU, — et y).

Si donc la surface rencontre I'axe de rotation, U, est le poten-
tiel newtonien au pdle. Si w croit, ce potentiel croit également.
U, ne peut d’ailleurs dépasser a=R* {page 16), R étantle rayon de
lu sphére ayant méme volume que la masse fluide,

En divisant membre 3 membre, on a

wldw dU

|

Si on fait croitre w indéfiniment, w?® finira par dépasser
W sera inférieur a w?] ;

w?] 2

R
Y yew
2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



28 MASSE HOMOGENE FLUIDE

et par suite

2 dw dU
—_— <
3 o

Si w croit indéfiniment, U, devra croitre indéfiniment ; mais
U, ne peut dépasser 2xR?; il est donc nécessaire, ou bien quc w
cesse de croitre, ou bien que la surface d’équilibre ne rencontre
plus I'axe ; on a alors une figure anuulaire.

Nous verrons que parmi les figures d’équilibre, il y a des
ellipsoides de révolution ou des ellipsoides a trois axes inégaux.
Pour les premiers, « est inférieur a 4= >< o,112. Pour les
seconds, w < 47 >< 0,093. .

Il est aussi possible qu'il existe une succession de figures
d'équilibre, pour lesquelles w passerait par une infinité de maxi-
mums ou de minimums. Ici, le raisonnement ne s’appliquerait
plus et w pourrait augmenter indéfiniment.

Permanence de I’axe de rotation. — Jusqu’ici nous ne nous
sommes préoccupés que d’'un mouvement de rotation uni-
forme. :

On pourrait se demander s’'il peut y avoir des figures d’équi-
libre relatif pour une masse fluide animée d’un mouvement de
rotation non uniforme,

Nous allons prouver que c’est impossible.

Nous pouvons d'abord supposer le centre de gravité du corps
immobile; puisqu’il n’y a aucune force extérieure, son mouve-
ment est un mouvement rectiligne et uniforme,

I’équilibre ne sera pas troublé si on ajoute une nouvelle liai-
son au corps, si on le solidifie, Alors le mouvement du solide
autour de son centre de gravité est un mouvement a la Poin-
sot.

D’aprés le principe de Dalembert, le travail virtuel de la {orce
totale, pour tout déplacement compatible avec les liaisons, cst
donc nul. Dans le cas qui nous occupe, il n’y a qu'une liaison,
c’est I'incompressibilité du fluide, s’il s’agit d’un liquide. Si l'on
a affaire & un gaz en équilibre, I'équilibre subsiste a fortiori en
supposant le corps incompressible.

Si 8., oy, 8z représentent les déplacements virtuels d'un point
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PERMANENCE DE I’AXFE DE ROTATION 29

z, ¥, 5, la condition d'incompressibilité s’exprime par la rela-
tion

d

({
— 0f+ 8y —+

38'_:0.
dz

d’

1 peut y avoir trois sortes de déplacements virtuels :
¢ Les déplacements de toute la masse. considérés comme les

déplacements d'un corps solide. L’application du principe de
Dalembert montrerait que le corps doit avoir un mouvement 2
la Poinsot autour du centre de gravité, comme on I'a déja vu.

2° 11 y a les déformations du corps. )

3° On peut supposer que la masse soit animée d’'un mouvement
tel que les molécules se déplaceraient sur des surfaces a densité
constantes.

Les surfaces d’é¢gale dcnslte étant ausst des surfaces équipo-
tentielles, on aurait

30 B RE)

+___ Y+ = 6z = o,
R

Les surfaces d’égale densité restant les mémes, il en est de
méme de la forme extérieure. Tout se réduit donc a des dépla-
cements internes dont nous allons étudier le travail virtuel.

Soit un point M de masse m, de coordonnées z, y, =, animé
d’une vitesse z',y', 7, I'aceélération du mouvement étant 2, y", 5.
La force d'inertie a pour composantes mx”, my”, ms".

Appelons w,, w,, w, les composantes de la rotalion instantanée
suivant les axes liés aux corps Oz, Oy, O=. '

D’aprés les formules connues, on a

;o -
g = wy — wu,z,
Z ¥y - w s — e,
S _
& == (U_,.Z' miy.

L’accéléralion a pour composanies

&
rJ

= (0 —w, z"+(w Y — w'ya),
Y = (0,5 — wz) + (0 5 -—wiz),
= (na —woy)+(0r —oy).
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3o MASSE HOMOGENE FLUIDE

’équilibre relatif ayant lieu, il y a équilibre entre le travail de
Iattraction et la force d'inertie mz", my”, ms".
Cette force se compose de deux parties : l'une est ce que l'on
trouverait si I'on supposait le mouvement
P’ unilorme; 'autre est due a 'accélération
du mouvement de rotation.

A un instant ¢, 'axe de rotation est OP
(w,, ©,, w,); a U'instant 2 d¢ I'axe instan-
. tané de rotation est OP’ (fig. 5). Le vec-

0 ) PP/
teur OQ équipollent au segment i
tend, lorsque d¢ tend vers zéro, vers
une position limite, et ses projections sur les trois axes sont
(m’“ @'y wls)'

Si on prend cet axe OR lui-méme comme axe Oz

Fig. 5.

— [ —
w, = w) = o,

La force d'inertie due a D'accélération angulaire se réduit a
1 I
WY, — Wiz, 0. .
Appliquons maintenant le principe de Dulembert aux déplace-
ments virtuels que nous considérons.

Le travail de Dattraction est nul, puisque la forme du corpsn’a
2
. . . wi
pas changé. Le travail de la force centrifuge est égal a -—cJ, en
2

posant w? = ] + w} 4 w;.
Ce travail est nual puisque J ne varie pas,
Le travail de la troisiéme partie est

-
w'sz m(ysx — z8y).

Puisqu'il y a équilibre, il doit étre nul. Or, on peut toujours
choisir un déplacement virtuel tel que

Em(yax — x8y)

ne soit pas nul; il suflit de supposer un courant autour de Os.
La somme aurait pour mesure l'aire du plan des zoy, limitée
par la projection du courant sur ce plan.
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STABILITE DE L'EQUILIBRE 31

Il faut done que wy soit nul, c’est-a-dire que on ail un mou-
vement de rotation uniforme. C. Q. F.D.

Il faut de plus que 'axe de rotation soii un des axes principaux
d’inertie; cela résulte de D'étude du mouvement d’un corps
solide,

_Stabilité de I’'équilibre. — Jusqu’icl on ne s’est pas préoccupé
des conditions de siabilité de I'équilibre.

I.cjeune-Dirichlet a démontré que la condition néeessaire et
- 2

sullisante de la stabilité de 'équilibre est que W - —2; J soit

maximum.

Mais 1l faut faire la distinction cntre la stabilité temporaire et
la stabilité séculaire. Lord Kelvin qui le premier a fait cetie dis-
linction, appelle stabilité séculuire celle qui a licu méme en
tenant compte duo frotiement; tandis que la stabililé temporaire,
qui subsiste quand on ne tient pas compte du-frottement, ne
subsiste plus si on en tient comple. Lord Kelvin a démontré que :

La condition nécessaire et suflisante de la stabilité séculaire
de 'équilibre relalif est Ia condition de Dirichlet.

Evidemment cette condition est toujours sulfisante ; mais sup-

w?

posons que W -

I ne soit pas maximum, il pourra, d’aprés
2

le théoreme de L. Kelvin, y avoir équilibre stable, 2 condition
qu’il v’y ait pas de frottement. Maiss’il yaun frottement, si petit
qu’il soit, 'équilibre ne sera plus stable.

On ne peut appliquerimmédiatement le théortme de L. Kelvin,
car il suppose que tout mouvement détermine un frottement, ce
qui n’est pas le cas pour cette masse fluide: en effet, si la masse
isolée dans 'espace se déplace d'un bloc, a la fagon d'un corps
solide, il n’y aura pas de frottement.

Solide équivalent. — Avant d’aller plus loin, il est néeessaire
de définir ce que nous appellerons le corps solide équivalent
a la masse {luide. C’esl un solide ol, 4 linstant considéré,
les molécules ont la méme position que dans le systeme fluide.

La vitesse de son centre de gravité est la méme que pour lc

fluide,
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3a MASSE HOMOGENE FLUIDE

Les axes principaux d’inertie ayant évidemment la méme posi-
tion, les trois moments de rotation autour de ces axes sont les
mémes que pour la masse fluide,

Son mouvement est donc bien défini & linstant considéré;
mais il faut remarquer que le solide équivalent a 'instant ¢, n’est
pas le solide équivalent a I'instant ¢/,

Théoréme. — La force vive du fluide est équivalente & la force
vive du solide équivalent, augmentée de la force vive du fluide
dans le mouvement relatif par rapport & des axes invariablement
liés au solide équivalent.

En effet, appelons &, 7, §, les composantes selon ces trois axes
de la vitesse absolue de la molécunle m; &, 7', ¥ les composanties
de la vitesse de la molécule correspondante du solide équiva-
lent; £, 4", €' les composantes de la vitesse relative de cette
molécule par rapport au solide équivalent. On a

=+ Y,
=1+’
C=0 -+

Les trois forces vives considérées ont pour expression :

T =Z —':— (E”+n’+ Cz),
-3 2 i),
=) Z (”’—i—n’”—i—ﬁ’”),

et il faut démontrer que

T =T 4 T".
Ona

A ’ ma 2
T:Z ';%[(E’+E”)2+(". + ") 4+ +5) ]

= T4 T4 3 mEY '’ +-L8),

L}
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Je vais démontrer que
W m(EY LT = o,

Cette expression représente le travail d'un systeme de force S”,
tel que la force agissant sur la molécule m ait pour composantes
mE’ mn", m§’, mais ce systeme est la différence de deux auntres S
et ', dont les forces sont mE, mn, m¥, et m%, mn’, m§' ; ces deux
systemes de forces sont équivalents. La résultante générale est la
méme et les moments résuliants des deux systemes sont les
mémes par rapport aux trois axes, par la définition méme du

solide équivalent.
Z mé =2 mt

On a en effet
puisque la vilesse du centre de gravité du solide équivalent estla
méme que celle de la masse {luide.

De méme on a

Z nl(yzl -— Z"’)’) :Z m(?/i"‘ Z'G) s

puisque les moments de rotation sontles mémes aulour des trois

axes de coordonnées. Done S=15’ ¢t S” ¢stnul; son travail Uest

aussi.
Par suite
Y mlEE A 4+ ) =o.
Condition de stabilité de Lejeune-Dirichlet. — Revenons

maintenant i notre masse fluide.
On a Pégalité
T — W = C",
D’ou
T —-T" — W — Ct.

Cette égalité suppose qu'il n'y a pas de [rottement : autre-
ment T/ -+ T” —W ira constamment en diminuant.

PoiNcaRrE. — Figures d’équilibre. 3
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34 MASSE HOMOGENE FLUIDE

Si on pose

T +T'—W=p¢,

3 .
—— est nul s’il n’y a pas de frottement.

dt
Mais alors c’est qu’il n'y a pas de mouvement relatif, et par
suite T"=o0.

Si T"> o, illi < o.
at

Dans ce mouvement de rotation le théoréme des aires s’applique,
et on peut considérer comme des données les trois moments de
rotation,

Je vais démontrer que la condition nécessaire et suffisante de
stabilité est que T’ — W soit minimum.

Pour une position d’équilibre relatif, on aura

T = T,
W=W,
T = 0.

Si I’on part de cette position d’équilibre, et que I'on fasse varier
trés peu les éléments des mouvements des molécules, mais de
facon que les moments de rotation ne soient pas altérés (c’est
une restriction sur laquelle nous reviendrons), la masse fluide
ne s'écartera pas beaucoup de la position d’équilibre.

En effet, soient T’ et W, les valeurs de la force vive et de
I’énergie, on a

! 7
T—W> T, —W,.
On a a fortiori

T4+T' —W>T,—W,;
T+ T” — W =« est d’ailleurs voisin de T; —W,.

Cette quantité ne peut jamais croitre, donc elle restera toujours
voisine de T, — W,.

Les valeurs des variables ne differeront que trés peu de leurs
valeurs pour T, et W,, donc il y a équilibre stable : Ia condi-
tion est suffisante.
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Elle est aussi nécessaire. En efllet, s1 T,— W', n’est pas mini-
mum, je puis choisir T’ et W de maniére que

T — W < T, —W,
et méme que
T+ T"— W<, —W,,

T étant suflisamment petit.

Mais alors T’ T”— W ne peut que déeroitre ; T lui, tendra
vers zéro; T’ et W ne pourront alors reprendre leurs valeurs pri-
mitives. .

Il y a une restriclion & lever. Supposons que l'on écarte le
corps de sa position d’équilibre sans conserver la valeur des
moments de rotation autour des axes principaux; on sait alors
que le solide équivalent aurait un mouvement ol les moments de-
rotation auraient des valeurs peu différentes de celles qu’ils
avaient précédemment et 'on est ramené au premier cas.

L’axe de rotation est le petit axe de I’ellipsoide d’inertie.
- Je vais démontrer maintenant que 1'équilibre n’est stable que
si I'axe de rotation esl le
plus petit axe de l'ellip-
soide d’'inertic relatif A
la masse fluide,

Soient (fig, 6) Oxyz un
triedre fixe de coordon-
nées; OA,0B, OC, les axes

principaux d’'inertie; o la

vitesse instantanée de rota~
tion dont les composantes
sont w,, w,, w, suivant les
trois axes fixes, p, g,r sul-
vant les axes OA, OB, B -

OC;ona Fig. 6.

2

w? = wf+w§+m§;1;2+qz+r'2.

Soit OR l'axe instantané de rotation, J le moment d’inertie
par rapport a cet axe.
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On a
3

T = (Ap'++ Bg'+Crt) = ——1.

Solent [t;, {4y, i4ys lcs moments de rotation par rapport aux trois
axes de coordonnées. Le segment OM, dont les projections sont
(Wyr Wzs Ms)» st fixe dans Pespace (théoréme des aires), et 'on a

we=pl 4 =Co
Les projections de OM sur les axes OABC sont Ap, Bgq, Cr,

et 'on a encore
u? = A%? 4 B¢+ C%°,

La condition de stabilité, comme nous ’avons dit, est que
T’—W soit minimum. Or, si on change lorientation sans
changer la forme du corps, W ne variera pas. Donc il faudra que
T’ soit minimum. OM est fixe dans I'espace.

Si on pose
pVA=X,
g VB =Y,
r/C=17.
Ona

I

T/_____z_(xz_*_Yz + 22)
u? = (AX® 4 BY? 4-CZ?) = C*,

Done, le point X, Y, Z doit étre sur un ellipsoide donné et sur
une sphére de rayon minimum. Donc 'axe instantané de rota-
tion est le plus petit axe de 'ellipsoide donné et par suite, de
Pellipsoide d’inertie.

Si A est la plus grande des quantités A, B, C, I'axe de rota-
tion sera l'axe des x. Alors on ap=w, g=o0, r=o.

A==],
!J_2

2]

T =
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11 faut done que
‘11.2

(1) W—T'=W—=;

soit maximum ; donc que

a(w— *‘2)=o.

2J)

11 suffit aussi que
() (W—+— L J)

soit maximum (p. 10), condition qui n’est pas nécessaire,

Donc
2
Les deux conditions donnent :

wie]
J?

W -

:0’
EW -‘:—'aJ:o.

On doit done prévoir que si la condition (2) est remplie, la

premiére le sera également.
Supposons qu’il en soit antrement, ¢’est-i-dire que 'on puisse
’ p

avoir en méme temps
2 a
(1] ()
2
\

ul?
VV—E_>W°_2.] .

"]

Comme on a p=uwl,, on conclurait facilement

2 2 2
Wty 2
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En additionnant membre & membre, on aurait

w2

2
Y (J - JO)J < ’22" (JJo—'_'Jog)v

2

F—2lJ 4+ J2< o,
(J'__Ju)n <o,

ce qui est absurde; mais la réciproque n’est pas vraie; la
deuxieme condition n’entraine pas la premiere.
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CHAPITRE III

FONCTIONS SPIIERIQUES

’ Expression de AV dans un systéme triple orthogonal. —-
Soient

gz, y, z) =2,

[z, y,3)= B,

Uz, y, 2) =1,
trois familles de surfaces, constituant un systeme triple ortho-
gonal,

Considérons le petit parallélépipede rectangle dont les faces
sont les 6 surfaces.

E—E, £, - df,
N =", =7, + dr,
:"———Coa ::Co+dC7

['R21

Les arétes de ce parallélépipéde ont pour longueurs
adt, bdy, cdZ,
La diagonale est
ds* = a?dE® -+ D’d® 4 2d Q2.

Supposons une fonction V (§, 7, £) et cherchons 4 déterminer
la valeur de 1"intégrale

fzwdv
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étendue au volume du parallélépipede; elle est égale a

oy
on

ds

étendue ia sa surface.
Le volume étant infiniment petit, la premiére intégrale a pour
expression

AV.a.b.c.db.dv.d%.

La seconde est la somme de trois intégrales étendues chacune
aux deux faces opposées du volume.
Pour la face £ = £, on a

A%
adk

bedndy.

Pour la face opposée § =5, -+ d%, on a

be OV 0 be VY i P
[7: Tt (“ T) dG]d"dﬁ'

a

et par suite pour I'ensemble des deux faces, on a

h) be BV e
T (7?) dnd%dE,.

On a donc
AVabe.dE dq d%
v 0 be OV d ca IV 0 ab BV]
e ar L be oY % ¢ vy YV 8¢ Yy,
=dind | TS T St e

et finalement on a

1 V) be 3V
A _ ————— _— — ———
v abe 2 of ( a 0 )

Application aux coordonnées polaires. — Dans ce systeme
on a
z ==r sinf cos o,
y ==r sin § sin g,

5 =7 cos {,
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POLYNOMES SPHERIQUES 4t

et, en posant cos 6 = i, on a

x:r\/l——p.‘ cos »,
y—-—-—r\/l—u‘ sin o,
Z:I':».L

~ L’élément linéaire dans ce systtme de coordonnées a pour
expression
ds® = dz* + dy® + dz° = dr® 4 r*d¥ - r* sin®*idy®
d 2
=5 dl'2 + 7'2 —I—'_lu:?z—-—%— 1'2(1‘——“2)6{5‘02.

Au lieu de §, 7, €, nous avons r, u, 2 et dans ce systéme

a—1I,

On calcule alors facilement

0%V 2 JdV
Wt 7ot 70

Polynomes sphériques. Fonctions sphériques.— On appelle
polynome sphérique un polynome homogeéne en z, y, z satisfaisant
a Péquation de Laplace, AP = o.

. . . n4-1)(n-2 .

5’1l est de degré n en x, y, s il contient H)_<-H coeffi-

2
cients arbitraires. Mais il y a un certain nombre de relations
entre ces coellicients puisque U'on a AP, = o. Cetle relation est

(n — 1) .
relations entre les coef-

de degré n— 2.1l y a donc n

ficients.
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Il y a done
(n—4-1)({n~+-2) . n(n—1)

2 2

= on-1

polynomes sphériques, indépendants du degré n.
On peut exprimer z, y, s en coordonnées polaires: on aura
alors

P,=rmY, s

Y, étant uniquement une fonction de ¢ et de g, que nous
appelons fonction sphérique d'ordre n.
On a évidemment la relation
dP,

(1) r— = nP, .

Considérons maintenant I'égalité (2) démontrée page 4

(Ui‘—f- —V G_U_) ds= (UAV — VAU)dx.
on on

5 T

Supposons que la surface S soit une sphere de rayon 1, que U
et V soient deux polynomes sphériques d’ordre m et n, le second
membre sera nul, et on aura

oP, P, 1,
[P,,, Tr - p, ]da—o.

Done, en tenant compte de I'égalité (1), ona

(m—n) P, P, de = o.

Si m est différent de 7, on a

P,.P.ds = o,
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Vintégrale étani étendue a une sphiére de rayonm 1 ; et on peut
encore écrire ceci :

1 ot ‘ '
f meYnd?d}LZO.
— 0

Sim = n, ce résultal n’est plus vral,
Fonctions sphériques fondamentales. — On a va que l'on a
— N e
x=r\/l—u cosw:r\/l——u. —_—
) i ) 2
P

y=r\i1—u sin'p:r\/x—p‘

21

Si on remplace r et y par ces valeurs dans P,, on aura
P=n

P" =] E rt eil’?X,’:,

p=—n
X2 étant une fonction de p seulement; ce sera un polynome
en p. et en \/T—? Les polynomes ou p est pair, ne contiendront
V1 — p? qud des puissances paires. Les polynomes ol p est
impair, ne contiendront \/pr.é qu’a des puissances impaires.
Les premiers seront donc des polynomes en w, les seconds
seront des polynomes en p multipliés pary/ 1 — 2.
Substituons la valeur de P dans I’équation A P, = o.
On obtient

d’ X
Zo L1 =) d;: |

)

Q!
ZJ [n (n -+ l),.nvz ei? Xg + yn—2 eip?
. X2 pira—t s ]
3 |0
I — WU

Fn annulant le coefficient de #»~2 ¢#2, on obtient I'équation
a laquelle doit satisfaire X3, Clest

;7 [(x — X ]— Rkl bl w A TP

du [ — u?
v [y
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L’intégrale générale de cette équation est une fonction trans-
cendante, mais il y a une intégrale particuliére qui est de l'une
des deux formes exigées par la définition de X%, et qui est
déterminée a un facteur constant prés.

On voit que X3 et X;? satisfont 3 la méme équation. On a
donc

Xfl = AX;”,

A étant une constante quelconque. On a ainsi la forme des
2n ~+ 1 fonctions sphériques cherchges.

X5, Xieie, Xke¥r, ..., Xnenie, .,
t ,—i 9,9 TR -—ni
Xle—ie, Xle—2r, ..., X% e . |

On peut écrire autrement 2z 4 1 fonctions indépendantes en
posant

nr Xjcosg, Xicos 29 ,..., X7 cos nyp,

Xising, XZsinap,..., XJsin np.

Deux fonctions sphériques different donc soit par r, soit par p,

soit que n et p solent égaux, mais que I'une contienne le sinus,
l'autre le cosinus de pyp.

On a déja démontré que

44 9x
—1 0

est nul si m =~ n; nous allons achever la démonstration et démon-

irer que 1’intégra1e
+ 2
f dy f YY'dp
—1 0

est nulle s1 Y et Y sont deux fonctions différentes.

Il suffit de le démontrer dans le cas de deux fonctions de
méme ordre.

On a alors
+1 2x

Xt X1 du

cos pp cos g3 dp

1 0
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ou bien
+1 A

X2 X2dw sin po sin g9 do,

—1 0
4+1 2r
X2 du sin po cos pyp do,
—1 0

Dans les trois cas, la seconde intégrale est nulle,
Enfin il est évident que

+1 2r
2 7.
dy Yidy
—1 0
est différent de zéro.
Détermination des polynomes X}, — Proposons-nous main-

tenant de déterminer X2, et pour cela, commengons par le cas
ou p = o.
L'équation est alors

d% [(I_Hz) %]+ n(n4-1) X=o.

(C’est 'équation qui définit les polynomes de Legendre, et
ona

X2 (Cos §) est donc unc fonction sphérique ol § représente
I'angle d’une direction avec I'axe Oz.

Par raison de symétrie, X;, (Cos &), oli & représente Uangle de
la direction considérée avec une autre direction quelconque, mais
fixe, sera aussi une fonction sphérique ; mais on a

cos & = cos 0 cos ¥+ sin b sin B’ cos (» —%')

et cela, quels que soient § et 0.
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Done

Xe [cose cos & - sin §sin §' cos (v — To’)]

sera encore une fonction sphérique.

Si on pose
sin B e—ie’ — 2§,
sin §' e's' = o7,

d’olt on conclut, en ajoutant membre & membre aprés avoir mul-
tiplié ces deux équations respectivement par e et e~ i,

sin 0 cos (p —o') =Ee'? 4-rne~*
et en multipliant membre A membre,
sint ¥ = 450 ;

d’oir
cos?f — 1 — 4L ;

la fonction
Xe [\/1 — 48 p—\/1— p? (Eetr - e ) ]
est donc encore une fonction sphérique quels que scient Eél g

En particulier, si on fait
2

Y 0,
Xn[H+\/l—zﬁe"’]

est une fonction sphérique,.
Si je développe suivant la formule de Taylor, j’ai un poly-
nome :

__ . dXa
X [{L—*—\/[——p.ze'?]: Xo(w) 4 ety 1—p? Ja-

)

n
emt—u?) 2 dvX,

n

i
e’rr (I — }L2) 2 (ZPX,,
1.2...p du? RAen 1.2...R du
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Chacun des termes de la somme est une fonction sphérique.
On a donc défini les fonctions X2 4 un facteur pres.

2. dPX2 (W)
XM=

r. dﬂ+p ( I — H2‘\n

= (=) s

Propriétés des fonctions sphériques. — Soit U une fonction
de r, et P, un polynome sphérique :

r=\/2 -y~ 7.
Proposons-nous de caleuler A(U P,). On a

Y dU oP.
1 — PR ;
AUP,) =DP,AU + » 0 on —-UAP,,

mais .
ouU o dU dr dU  x

A= = =

a*u 2 dU
A(UP) =P - ]
+ 2 (]U M’n bpn +? al)n
T dr <x dx -y Oy s )

et, parce que Pn est une fonction homogene,

Cp,) —p, (LY., 2 AU\, 2np dU
ALP) = Po (G4 2 S )2 P
- #U | a(n4-1) dU
=D dr* + r _d_l—],

Proposons-nous maintenant de calculer

A(UY,) = A[—Ij- > P, ]
-
puisque P, = 7"Y,.

. 1 &0 a dU nin+4-1)U
A(L‘Yn>:P” T di -+ L dp T ]’

. T d*U 2 dU nln-+1)U
MOV =Y g - - — = |
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Gouche sphéroidale. — Nous allons appliquer ce qui précéde a
I'étude d’une masse fluide sphéroidale, c’est-a-dire d’une masse
{luide dont la figure d'équilibre est peu différente d'une sphére,
ou, d’'une maniére plus précise, dont la surface est comprise entre
deux surfaces sphériques de rayon's voisins. Une couche sphéroi-
dale sera une couche comprise entre deux surfaces sphéroidales.

Action d’une couche sphéroidale. — Soit (fig. 7) d=1'élément
de surface d’une couche de rayon 1, e 'épaisseur de la couche
sphéroidale, dz I'élément de volume
de la couche sphéroidale; on a

dr = eds.

On peut supposer que la masse
contenue dans dt est sur 1'élément
ds, et est représentée par pds

Soit un point M dont les coordon-
nées cartésiennes sont z, y, s, les

coordonnées sphériques

Fig. 7.

r, p=rcosl, o
Soit un point M’ dont les éléments analogues sont 2, ¥/, &';
=1,y =cos¥, ¢,
La distance MM’ est égale a 1+ 7% — 27 cos (OM, OM’),
Cos y = cos (OM, OM’) = cos 0 cos ' 4~ sin § sin §' cos (» —%/).

Développement en série de ﬁ — Le potenticl en M, di &

la couche sphéroidale, est

e'ds!

V= MM

¢’ est une fonction de w et de ¢; r est plus petit que 1.
Or

MM = 1 7 cos Y+ 17 = (1—ref) (1 — re~ 1),

! -1
'_‘"MI\[/ :((——-re".') E <x—1'e—"'f> 2.
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Ona
AN_L o I . 1.3 L.
([—-—re“( 2 = 14— re‘v+ rie?ic-. .,
2 2.4
. 1.3.5... (an—1) e
2.4.6... 2n
(Vest une série absolument convergente pour r <1,
De méme
AL 1 . 1.3...(2n—1) -

I—7reW) 2=1 —re ... ey

< ) + 2 + + 2.4... 2n +

Le produit de ces deux séries est une série encore conver-
gente, si » < 1; le coellicient du terme en " est

1.3... (2n—3)

13 (2n—1) o )
A= 2.4 .. 27 e 2.4... (2n—2) ° o ¢ !
1.3...(an—35) 1.3 ()i 1.3.5... (an—x)
+ 2.4...(2n—4) " 2.4 € Tt 2.4.6... an. e

Le coeflicient du terme en e égale celui du terme en e &,

On a donc un polynome a coefficients réels du cosinus de
I'angle v et de ses multiples jusqu’a n ; comme les coefficients de
ce polynome sont tous positifs, ce polynome atleindra sa valeur

maximum pour Yy == o0, Mais alors :

I

. .
W:—l—_-—r-:l+l+...+l—+—...

Donc les coelficients du développement sont inférieurs ou dgaux

1 n
=2

A, étant unc fonction de @, de », de p’ ¢t de ¢,

a I'unité,
On peut done éerire

Développement en série du potentiel d’'une couche sphéroi-
dale. — Le potentiel V sera alors égal a

Zr"/‘i.ﬁ,,e.’dc.‘

PoiNcARrE, — Figures d'équilibre. 4
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Les termes de V sont moindres que ¢ da.

I’erreur commise quand on prend pour Vla somme des 7 pre-

’JI'H

e’ da.

milers termes, est moindre que

—_r
La série sera donc convergente si 7 <1.
Wpeut dtre développé suivant les puissances croissantes
des variables 2, ¥, z,

I

MM :\/ 7 — a) ( — )

m

mpq

et, sion revient aux coordonnées polaires, on aura un développe-
ment suivant les puissances de 1™,

Si j’appelle V, 'ensemble des termes de degré n dans 'V, j'au-
rai

=Vt Voo Voo
Or V satisfail a I’équation de Laplancé: on a done
AV, AV, 4 ...~ AV, 4 ... = o.

Cela exige que chacun des polynomes V, soit un polynome
sphérique; et, si on remplace dans V,,, z, y, 5, en fonction de 7,p.
et », on aura un résultat de la forme 7°Y, ou Y,, est une fonction

V::Z Y.

Cette formule est valable si r est plus petit que r,
Supposons maintenant r supérieur a 1, et considérons le

point M, image du point M, tel que OM, >< OM = 1 (tig. 8);

sphérique, On a donc
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- 1 . . .
jai OM == r, OM, = Si M’ est un point de la sphére, on a
les égalités

MM oM oM’ \V/OM>< OM’ oM
7 _— y _ el jem— == AN
MM, T OM ~ OM, — \/ON><OM, 0N,

Orle potentiel en M, est
e'ds edo
V1~f MM ’f MM

Orle potentiel en M,, point

On a donc

“ s . I
situé 2 une distance — du
r

centre, est

Y?l
Z re Fig. 8.

Le potentiel en M est donc

Y,
PRI
Supposons maintenant que M et M, se rapprochent de la
surface de la sphére en restant inverses l'un de l'autre. Les
valeurs du potentiel M et M, sont voisines, mais les dérivées

ont des valeurs différentes de part et d'autre de la surface et
on a

Vv,

o,
mals
V,=Vr,
v, vV dr
Se=lr o+
Y
v OY 4
_— V’ 6]' 1.
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On a donc lorsque r tend vers 1

lim[ _bl 43 —E —+- Vr-’]: 4ms.
ar or

est fini, onn

Dans les mémes conditions, pulsque

oV

. oV
Iim N r*)=o;

lim (r—1)=o,

enfin
limV (1 —r)=o.

Si on ajoute ces quatre égalilés, on voit que 'on a
. 9
hm[zr —V+ V]=4ns.
L or

Posons

$—=o2r ﬂ —+V.
or

Si 7 est inférieur a 1, @ peut se représenfer par une série de

la forme
b — Z(2n+ 1) 1Y,

® est donc une fonction satisfaisant a 1’équation de TLaplace,
puisque c’est une somme de polynomes sphériques.

Si r tend vers 1, ® tend vers 4we. Si on démontre que ce
développement est encore valable pour r=1, on arrive au théo-

réeme de Laplace :

Théoréme. — Une fonction quelconque de deux variables est
développable en une somme de fonctions sphériques,

Potentiel en un point de la couche sphéroidale. — Soit ¢ la
fonction donnée sur une sphére de rayon 1.
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Elle définit & I'intérieur de la sphere un potentiel V, prenant
sur Ta sphére la valeur 4xe.
Ce potentiel est développable en une série entiére

(1) - ZA"’J‘ ' o

convergente si r est inférieur a r; et, si on regarde r comme une
variable complexe, cette série définit une fonction @ convergente
a Vintéricur du cercle de rayon 1, et qui scra obtenue cn faisant
dans V, r=pe*.

Dans V, faisons r = ¢*; on a une fonction @' définie sur le
cercle de rayon 1, sauf peut-étre en un certain nombre de points
singuliers. Si la série (1) converge ponr p =1, elle représentera
¢ d’apres le théoreme d’Abel.

Je dis qu’il en est ainsi dans le cas oli @' est développable en
série de Fourler,

Nous avons alors

@ — E A:‘em'v(. + B,’.G""N’.

Je dis que l'on a .

! !
. An:An B" = 0.

En effet, d’aprées le théoréme de Cauchy, Ia suite des valeurs
@ définit a Vintérieur du cercle de rayon 1 une fonction qui
n’est autre que la fonction V (pe®).

Cette fonction est développable suivant la série (1), et on a
d’autre part

1 ®'do I
2UT e 20T

O dp=o0,

les deux iptégrales étant prises le long du cercle de rayon 1.
Mais la premiére inlégrale se réduit a A',, la seconde a B/,. On

a donec ' -
Al=A

n» -

Done, s1 9 est développable en série de Fourier, la série sera
encore convergente pour r==e¢'% et en parLiculier pour r==r1.
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Tout revient donc & démontrer que @' est développable en
série de Fourier, ¢’est-a-dire que 9 est une fonction de v admet-

tant une dérivée, sauf en quelques points singuliers, et qu'en ces

points singuliers 1’intégralef[ ©"f dp a un sens.

Nous allons maintenant démontrer que ¢ est développable en
une somme de fonctions sphériques. Le potentiel en un point M
de coordonnées (r, 0, 3) est

€ ‘do’
MM’

¢’ étant la densité de la couche sphérique, an point (§,').

Ona

vV gds’ dMM’

| NMET 4r

¢ (cosv —r) ds'

MM’

Comme cela a é1é6 démontré, nous avons

’ oV e (1—r?)dd’
E——-‘D(Q,?)—‘—*—-ij—— W

Supposons que OM soit une direction fixe que nous allons
prendre comme axe Oz @

f=—o, po=1,

MM =1 —oarcosy—+ r*=1—o2ur +4r.

L’élément de surface est d3’ =du'dy’, et on a pour valeur en M
de la fonction &

+1 g4

ql,,: (I —_— 7‘2)
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car ¢ seul dépend de 3. Si on pose

on &
+1
F(p)dy
C P ==(1 — ) .

3
—1 (r—ory 447

Supposons que la sphere soit partagée en un nombre fini de
polygones sphériques dont les cotés soient des arcs de courbes
analytiques, et que dans chacun de ces polygones ¢ soit une fone-
tion continue de p’ et de ¢'.

Dans ces conditions, F (u') sera une fonction analytique de p’,
excepté pour les valeurs de ' correspondantes aux sommets des
polygones, ou aux paralleles de la sphere tangents aux cotés des

. F (v .
polygones. La fonction M— sera alors intégrable entre — 1 et

MM
+ 1.

Si on pose r=e¢'*, on aura

MM = 'gr[% (r —+ %) — p.’]: 21‘[cos - %Ll]

et si on pose ensuite

cos g — p' =72
on aura
1
® r— 2 F(w) du’

(ery> [,

Nous démontrerons plus loin que @ est une fonction de n{)
admettant une dérivée, et est par suite déveioppable en une série
de Fourler,

Enfin, si nous développons suivant les puissances de », nous
aurons une série convergente pour [7[<{ 1. Llle sera strement
convergente méme si | 7|==1, dans le cas oli ¢ ne comprend qu’un
nombre fini de¢ termes.
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Voyons quelques exemples qui nous serviront par la suite.

. . I
Si on fait ¢/=-—, on aura
an

2x
d»
F (Hl>: ] I,J
ot
[
. . 1
si on [ait ¢/ = , On aura
n
Tion
F{u)=>».

On pourra prendre pour fonctions sphériques correspondantes

1 1
Y,——ouY,——_-.
2T '
!

De méme,si ¢ =~ ,onaenappliquantlaformule de la page 52
T

27

fre' =Y, + 3Y, + 5Y, + ...

Dans le cas qui nous occupe

Yu :Y2 == ...—0
2
Y‘: 3 e
ct
b = 2r =12e’.
Théoréme de Laplace. — On a toujours le droit d’écrire

F(w)=a+ by +F, ()

@ ct b étant des constantes quelconques ; @ sera alors de la forme

2a -+ 2bet 4 @,

et sl on pose
n@) — 1—31'2 =—isinn;¢ e—i—ﬁ‘;

215 \Vr

on aura
+1
P, = (}) L W; .
=1
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Ceci posé, pour établir que @ est développable en série de

dd

d

un nombre limité de points singuliers de la fonction @ ; 2° que

Fourier, il faut démontrer : 1° que existe et est fini saul en

|®]dy est fini en ces points singuliers. 11 y a une difficulté,

car Z s’annule si @' =cos ¢. Il faut donc que F (u') s’annule pour
wW==cos{ et alors on doit étudier vers quelle limite tend la
{onction lorsque w tend vers cos ¢,

1° kL existe. En effet on a
dy
+1 +1
dd . dn F.dy' 3 . F.duw
or iy an 1 e ) Rl wil
a5 2bie +d4a 7 -+ S siny i
—1 —1

Or, je puis disposer de a et b, de facon que 1'on ait

F, (cos {) =0,
F{(cos{) =o.
Si done cos § — W' est un infiniment petit du premier ordre,

F('), qui cst analytique au voisinage de cos ¢, sera un infini-

ment petit du second ordre, et, sous le signe d’intégration, les
. . . . 3 5 .
dénominateurs sont respectivement d ordre — et — ; le numé-
2 2

rateur est d’ordre 2. L’intégrale est donc finie, sauf si cos ¥ est
nne valeur singuliere de (). Il faut qu’en ces points singuliers,

ol § =, Pintégrale

lo]dy

soit finie.

Supposons
a —F (cos ¢4

b = 0.
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On a alors

f]@ld9<2f|F(cosy |d¢+l/ le —1‘ "{cosd) Ldy

Le second membre doit rester fini. La premiére intégrale est
finie. I1 faut démontrer qu’il en est de méme de la seconde.

C’est une intégrale double qui, aux points singuliers, doit &tre
un infiniment petit d’ordre inférieur a 2, et aux lignes singuliéres
d’ordre inférieur a 1.

Or, nous avons ici une ligne singuliere, la ligne p' = cos ¢,

mais pour W = cos {, le dénominateur est d’ordre —, le numéra-
2
teur est d’ordre 1, sauf aux points singuliers de F(w). Donc
) o1 i . . . 1 .,
Pélément de I'intégrale devient infini de 'ordre —, l'intégrale
) 2

a un sens.
Aux points singuliers F(p') == F(cos ¢), la fonction est d’ordre

3 ..
—, l'intégrale a encore un sens.
2

La fonction ® remplit donc les conditions nécessaires pour
étre développable en série de Fourier.
La formule de Laplace est valable pour 7==1, et I'on a

:—J;Z(an +1)Y,.

Le théoréme de Laplace est ainsi démontré.
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CIIAPITRE 1V.

MASSE FLUIDE HETEROGENE. PROBLEME DE CLAIRACUT

Préliminaires. — Supposons le mouvement de rotation de la
masse suflisamment lent : la surface differera peu de celle d'une
sphere, le carré de la vitesse de rotation w® sera considéré
comme un infiniment petit du premier ordre.

On a déja vu que si le mouvement de rotation est nul, les
surfaces équipotentielles sont également des surfaces d'égale
densité. Le potentiel V, en un point est uniquement fonction
de r et l’équation de Laplace se réduit a

4, 2 dV

(1) AV, = 7 —}——r- 7 = — {mp.

La masse contenue entre deux sphéres infiniment voisines de
rayon r et r - dr est

4mripdr,
et la masse totale contenue & I'intérieur de la sphere de rayon »

est

4rertadr.
0
Sion appelle D la densité moyenne de cette sphere

r

4rr¥edr = —é— mi°D.

3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6o MASSE FLUIDE HETEROGENE. PRORLEME DE CLAIRAUT

D est une fonction de r dont la dérivée D' est négative dans
I'hypothese d’un équilibre stable.

En différentiant cette derniére équalion, on a

drrfadr = 4wr*D dr—+ % w3 Didr,

Iin supprimant le facteur 4nr’dr, ona

(2) 3p =3D + D"

En prenant encore une fois la dérivée, on obtient la relu-
tion
3) 3p' =4D" 4- D"

qui nous sera utile par la suite.
Faisons encore la remarque suivante. On a évidemment :

3D > 3D +-+D'>o0.

La premieére inégalité est vérifiée puisque D’ est négatif; la
scconde l'est, car p est positif. On a done

rD’
o> > 3.
D’ . .
Ona ==0 si la masse est homogene,
D'
7 . .
On a o= 3 si toute la masse est concentrée au centre.

Le potentiel de la sphére de rayon 7 en un point de sa surface
est

—4—1':1‘2[).

3

La force qui s’exerce sur une molécule de la surface est

. av, 4
(4) -—d—’_—————-—a—-mD.

Puisque 5 et V, sont uniquement fonctipn de r, on peut les sup-
poser fonctions l'un de l'autre, et, en vertu de la relation (1),
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DEVELOPPEMENT DU POTENTIEL EN SERIE 61

AV, est fonction de V, et on peut écrire AV =f(V,); en diffé-

rentiant
dAV,
ar (Vv AV) dr —4mp"
dVo 4V,  dv, _
& TP
En tenant compte de la relation (3), on a
‘ 4D+ D"
(s 4 _—
() f (Vo) - 7D
Développement du potentiel en série. — Supposons main-

tenant un mouvement de rotation lent. La surface se déformera,
mais peu. Le potentiel en un point d'une sphére sera dévelop-
puble en une somme de fonctions sphériques, et 1'on aura

V=V, +ZHY,

Y représentant une fonction sphérique et 1l étant un coefhi-
cient qui est une fonction de r de V'ordre de w?, puisque V dif-
fere peu de V,.

L'équation de Laplace peut s’écrire

6) AV:AVO—{—EA (1Y) = — 4=p.

On a d'ailleurs, d’aprés une formule démontrée plus haut

(p-47) )
A (HY) __*Y[dZH _2_ dIl . n(n+1) HJ

r dr &

en supposant que n soit l'ordre de la fonction sphérique Y.
Sion pose

2
U:V—}——%‘——(.z"2 -+ y2),

la condition d'équilibre est, comme on I'a démontré plus haut,
que les surfaces U == constante coincident avec les $u1'faces
d’égale densité. ' '

On a donc i : .
AV = — 4wp = fonction de U.
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62 MASSE FLUIDE HETEROGENE. PROBLEME DE CLAIRAUT
w?* élant trés petit, V differe peu de V5
AV differe peu de AV,

La relation entre AV et V differe peu de la relation entre AV,
et V,, et on peut par suite écrire

AV =£(U) ¢ (U

2 étant une fonction dont Ia valeur est constamment de 'ordre
de w?.
Si I'on développe le second membre suivant la formule de

Taylor, on a

AV = f(V)4-(U~—V,) £/ (V) +
+ ?(Vo)"*—(U'——V)?,( o)+

En vertu des hypothéeses faites, on peuf n(‘ghger les termes
infiniment petits du deuxieéme ordrc et éerire

AV =[(V) 4 (U — V) [/ (V) +3 (Vo)
— AV, - (U—V,) £(V,) 47 (V,).

Enfin, en tenant compte de (6), on peut écrire
N AHY)=(U=V) £/ (V) + 3 (V)

On a d’ailleurs

U ~—V0=Z Y + -2 (257,

2

w ; .

— (#* 4 »*) est lui-méme décomposable en une somme de
2

{onctions sphériques

%«x—}—y ZCY

2

Y (ot = Sy P e (@ g — )
w?r? wih? 2?4yt — 2zt
—_ 5 + 6 ’.2
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Le développement se réduit a la somme des deux fonctions

. -yt — o052 . .
sphériques Y =1 et Y — -——’+_'/2—— affectées respective-

. w‘Z I.Z w? ’.2
ment des coeflicients C, = 3 et C2=T

Les autres coellicients soni nuls. B,
On peut dans ces conditions écrire

U—Vv, =Z(H+’C)Y,
Ba @) = Y (- ) Yf (V) +2 (V).

Détermination des coefficients du développement. — Pour
trouver les valeurs de [, on peut égaler terme a terme les coef-
cients d’'une méme fonction Y. '

A(HY)
eonticnt Y en facteur ; on a done

AHY) =Y (H+C)f (V)
rD - 4D’

=Y (+C) —%

Sionprend Y=1, on a

w? R ‘D"——{——[}D’
3) s = (1S ) P (v,

H est donc déterminé par une équation linéaire du second
ordre.

Si on prend
224yt — 2z?
——

- Y —

H est déterminé par I'équation :

, o\ o DY 4D
(9) A(Ih):(ll+ ; )& T
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64 " MASSE FLUIDE HETERQGENE. PROBLEME DE CLAIRAUT

Pour les autres, on a simplement I’équation
> p q

_ oy SR 4D

(10) A (HY) 5

Ces derniéres équations out une intégrale évidente, Il =o;
nous allons démontrer que I'on ne doit pasen considérer d’autres,

Dans le cas ot Y est une fonction du premicr ordre, on peut
trouver la valeur correspondante de II. En eflet, il y a trois fonc-
tions indépendantes du premier ordre :

Considérons I'une d’elles, -~ par exemple, on a vu que ['on
~

avait
AVo :f(vo) .

Sije prends les dérivées des deux membres par rapport a z,

jai:
] 0 .
3 AV = /i),
OV vy OV,
av, or\ .., dv, or
A( dr —07)_f (V) dr - 3z’
A dV, 27| dV, = rD"4-4I
[ dr * )—_l— dr ' r rD '

. . . LT, .
On voit que st Y est égal a —, Véquation
.

Y ’
a(y) =y ZEA A
av,

est satisfaite pour H=a 7
ar

. Il en est de méme si X—:—‘—:—l-

5
ou Y — —.
,.
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LES SURFACES DE NIVEAU SONT DES ELLIPSOIDES 65

On a alors pour les termes du premier ordre

av, (az+ by +es )
dr r !

a, b, ¢ étant des constantes quelconques. — Nous verrons pro-
chainement qu’on peut les supposer nulles, a condition de
prendre le centre de gravité de la masse comme origine des
voordonnécs.

Les surfaces de niveau sont des ellipsoides. — Considérons
une surface de niveau primitiyement sphérique, lorsque la rota-
tion est nulle.

Pendant la rotation (fig. g),
le point M est venu en M’ sur la
nouvelle surfice de niveau. Le
déplacement normal est

 —=MM'cos (rr, MM').

Avant la déformation, on avait
en M . Fig. 9.

AV, =—4wp.
Apreés la déformation, la densité en M’ cst encore ¢. Ia den-
. A .
sité en Mest o, = — —— en appelant V le potentiel en D, et
1T .

on a la relation

v g BV
On a de plus
dAV, dsV, Y,
dr— dV, = dr’

el, en se servant des relations (4) et (3),
4= o
3 =

Porxcari. — Figures d’équilibre.

AV = AV, - (4D + D).

@t
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66 MA4SSE FLUIDE HETEROGENE. PROBLEME DE CLAIRAUT

Nous avons d’ailleurs déji écrit

AV =AY, +2AHY.

On a done

3 .
(11) c:mZAHL

Revenons maintenant aux équations déterminant les coeffi-

cients [T,
I’augmentation de volume entre la figure d’équilibre au repos,
et la figure d’équilibre dans le mouvement de rotation, est nulle.

On a done

lds—o,

[

Z AllYds —o.

E s (r‘)f\'a'cr:o.

Chaque terme s’annule séparément, sauf toutefois le premier,
pour lequel Y est égal & l'unité. On a donc, en désignant le coel-
cient de Y = 1, par L,

Ccel peut s’éerire

A (IIU):()?
mais 11 est uniquement fonction de R si bien que
d'H, 2 dll,
AIIU—- drz +T —(F~——O.

I'intégrale générale de cette équation est

HO:A—}— %7

A ¢t B étant deux constantes,
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67
Mais remarquons que V=V, 4 21 Y; a Pinfini, V doitl étre

nul comme V,. Done A est nul. De méme B est nul; autrement

le potentiel au centre serait infini, ce qui est absurde.
L’équation (8) qui.définit H sc réduit dans ce cas a

(1)21'2

P V) 5= 43 (V) =o.

Cette équation définit o (V). :

Il nous reste encore a voir que pour les autres valeurs de Y, les
scules valeurs possibles de H sont les valeurs Il = 0. Si nous
admetlons ce résultat, nons voyons que { se réduit a un seul
terme, et que l'on a

e
S
B
PNy
<
~ |
=
N
=

On a done

Ceci montre que les sar faces de niveau sont d.es elhpsmdes
En effet, on a .

v

@ty 7)) = (r P =r 4 arl ¢
mais nous pouvons négliger 5%, et il reste

2yt — 2,

z* +y2 +_;2:)‘2+2I' e Jf (")'

(’est I'équation d’un ellipsoide derévolufion autour de l'axe Oz.

Aplatissement. — L’aplatissement est le rapport de la
différence  entre le rayon équatorial et le rayon polaire, au
rayon moyen, que nous pouvons supposer égal ar,

Pour avoir ces rayons nous pouvons caleuler § pourles vulem‘

(£ =y =0,5 =r)et pour (y =3 ==o0,2==r), on trouve les
deux valeurs respectives
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La différence est

40
et l'aplatissement est
20 (0
e— 230y
3r% _3_:

E

<

a4yt — 2zt r
en désignant par Y la fonction sphérique

2t Ayt — a2zt
I,Z

On a vu que
3 YAILY

= Ty

a somme se réduit ici i un seul terme. L'équation oune
L duit 1t L’ i d

A (IY) = (H +

w’r? N _( w?r? 4D 41D’
)Y (V) = (++2=) Y

Done,

a2
frr*DeY :(u+ o )Y,

»
Aer DY = -3 [AHY 4+ Ay |
4 6
On a d’ailleurs aussi
Ar*Y =— o,

puisque Y est une fonction sphérique du second ordre.
On a aussl
O ATIY = (D" + 4D') erY.
I’équation devient donc

Aer®DY == (rD"~ 4D’} erY.
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On a démontré que si I est un polynome sphérique d'ordre n,

on a

A(UP)—_—P[U”—Jr—z(n—}—x)U’—_/].

Sinous posons pour n =2

U=eD,
P =,
On aura I'équation
2 ) /
d (eP) +£ d.eD — D 4D'e ;
dr r dr r

en développant les calculs on trouve,
77 m' 2 I 6 !
¢'D4-2¢D'+— —eD' 4 — ¢'D=0.
r r

(Vest une équation linéaire du second ordre que 'on peut
ramener & une équation du premier par le changement de

variables. -

L’équation devient
(12) D (ra/ +n* +50) 20D (1 1) =o.

Cest Uéquation de Clairat.

Limites de . — Nous avons vu [p. 60) que 'on avait

D’

—3<. B

< 0.

Dans Péquation (12), substituons ces valeurs extrémes de 71,
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et considérons les deux paraboles (fig. 10), o I'on a porté en
abscisses %, et en ordonnées ry’

- 451 =0
et
r 47—+ 5 —6 (1 4 7,) =o.

»

r

g

Fig. 10,

Le point dont les coordonnées sont rv/et 7, ne peutse trouver
qu’entre les deux paraboles (dans la région hachurée sur la figure.)

Je vais maintenant démontrer que 7 est compris eutre o et 3.

r, ne peut étre négatif. En effet, s’il est négatif pour une
valeur r,, on pourra trouver deux nombres positifsa et § tels que
LUon ait

— <L —n,
a et 2 pourront méme satisfaire a Uinégalité
o< <2 <5 <f.

- Je dis que r, ne peut dépasser — «.
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En effet, si n atteignait le valeur — a pour une valeur r infé-

. d oL Py L.
rieure a r, ~—”——sera1t negatlf, 1'—7?'— serait neganf.

dr
Le point dont les coordonnées sont r7 et v, = 2 ne se trou-
verait pas alors dans la région hachurée.
De méme 7 ne peut dépasser — 3. En effet, si pour une valenr
P . . d, . ... rdr .
de r inférieure i r, on avait » < r,, ~- serait positif, o, serait

positifl aussi et le point représentatif serait dans une région
du plan ol le point (77, n) ne peut se trouver.

Done si pour une valeur de r,, 7 est négatif, il est, pour toute
valeur de 7 inférieurd », compris entre deux nombres—azet—f,
on a done

re

.__.__<_u- .
e/ 2
_—<{{—

e 7

En intégrant de r, 4 » <r;, on a

1. _e__> L (—L)—u,
¢

0 T

e>Ar—-=.

N - X . . N
Or e croitrait plus que — lorsque r ténd vers zéro, ce qui
’-'4

est impossible pour »r suffisamment petit, car e serait trés
grand. Done v ne pent étre négatif.

Je dis maintenant que » est inférieur & 3. Le raisonnement est
le méme.

En effet, supposons que pour r==r, on ait n =4, >3, je dis
que pour » inférieur a r,, on aurait encore v > 3. '

En effet, U'inégalité ne cesserait que si 7 devenait inférieur
a 3, vu si 7, devenail négalil en passant par U'infini. Cette derniére
hypothese est a écarter d’aprés ce que l'on a vu plus haut. 1l
reste done 4 montrer que % ne peut devenir égal & 3. En effet,
pour 7, = 3, ' serait positif, ry’ serait positif, ce qui estabsurde,
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le point (r+/, 7,) ne serait pas compris entre les deux courhes,
On a donc tonjours

7, < 3.
On a d’ullcurs
' +1*—1n—6<o0 pourz >3J.
A fordori on a
1) +4*—7—0—5(n—3)<o,
- (n — ) <o

et en multipliant par dr qui est négatif si r décroitde r, a zéro,
on a

dr dr,
T+ m>0,

¢’est-h-dire

I I
(ZLT +dT——j_<o’
I

710_3 '

L+ 4~ <Lt
” — r
Le second membre est une quantité finie; le premier est une
somme de deux termes, dont le premier seulement devient infini
lorsque r tend vers o, I'inégalité est donc impossible.
Ou a done bien

0 <3
) C. Q.F. D,
Les limites peuvent-elles étre atteintes?
S D’ ., . Sy el
51 ona~z—=o, I'équation se réduit i

o/ 44—+ 3n=o0,
et admet la solution

=0,
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rD’

SiT:— 3, I'équation se réduit a
'+ (a—3) (1 +2)=0

. qui admet la solution # = 3.

Le premier cas correspond a un point intéricur de la massc
supposée homogene ; le second correspond aux points extérieurs
i la masse, et en particulier au cas ol toute la masse est concen-
trée au centre,

Je dis que dans ces cas particuliers, les seules intégrales
admissibles sont les solutions 4 =0 et 1 = 3.

En effet :

=0, L’équalion se réduit it

7
Supposons

D
i/ 12+ Bn = o,
dr d,
—+t =0
r "o
dont la solution est
i T, .
Lrd 4L 2 —cm
] n—+9
Pour » = o, on aurait
n
L——=u;
n—+5 ’
done = — 5 ; or pour r quelconque, 7, est toujours positif :
doncla constante d’intégration ne peut étre que — oo, €t I'inté-
grale se réduita n = o, Il en est donc de méme pour v, = 3,

dans le cas de la masse concentrée au centre. A Uextérieur de la
masse, on a l’équation

412 —n—6=—o,

dont Iintégrale générale est

i\ —3
Lt —-t—— 4 Ct.
T, -+ 2
La constante d’intégration ne peut &tre que o et on a 7, == 3.
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Ce sont les seuls cas ol 7 puisse atteindre ses limites. En effct,
supposons d’abord que pour une valeur r,, onait v, = o, pour r
différent de zéro, 7, est supérieur a zéro, donc «’ () = o0, et en
portant ces valeurs dans’équation de Clairaut, il vient

D'—=o,
mails comme

D' 3D==33,

on a D= 5. La densité en ce point est donc égale a la den-
sité moyenne, et comme par hypothése la densité ne peut
diminuer vers le centre, on a un noyau homogeéne.
Supposons de méme que pour r = r, on ait v, =3, de
méme que précédemment il faudra que v = o; donc .

rD/

= — 3.

g=o0ence point, et pour r >r,on a encore 5=0; g ne peut
angmenter puisqu’il y a équilibre, et par suite ; =3 pour r >r,.

Il reste a voir ce qui se passe pour r <{r,. Je dis que l'on a
encore 1, == 3. S’il en était autrement, 5 serait plus petit que 3,
r® (+,—3) serait une quantité qui diminuerait avec r, sa dérivée
serait positive. On aurait donc

i +5#—3)>o0.

Or, I'équation de Clairaut peut s’écrire
n/ - -
2;)D +6J [1—}—-4.]:0.

Les decux derniers termes étant essentiellement positifs, il en

4 5 —3 + (= 37+ |

résulle que 'on devra avoir
ro 4+ 5(r—3) <o
- . ~ Al » -
ce qui esl contraire a ce que l'on a établi plus haut.
Pour r < r, on a donc encore v, = 3, et par suite

[21)])/ _},6]:0‘
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Donc g == o pour r < r,.
La masse de Ia planéte est donc entierement concentrée au
cenire,

Forme des courbes intégrales. — Etudions maintenant la
{orme des courbes représentées par 1'équation

RaY
'r'r"—+—'r,2 + b5r 4+ 21’)]) (147 =0

Tracons les axes de coordonnées Ov et Or,
Il suffit évidemment d’étudier les courbes comprises dans les
régions ot l'on a
o<, < 3.

Tracons la droite D d’équation v, = 3.

Parun point du plan passe en général une courbe et une seule,
- & moins que v/ ne soit pas une fonction holomorphe,

Or, on a

arD’

"2 - -
5 202 ()

P

7/ est pas holomorphe si 7 == 0; la droite 7 = o estune courbe
intégrale de Péquation; ily asur cette droite deux points remar-
quables = o et = — 5, pour lesquels 7/ est indélerminé

’

N P r i
i condition que - tende en elfet vers zéro avec . Or, on a

Le second membre est essentiellement négatif, la densité d'une
-«couche €lant inféricure a la densité moyenne de la masse inté-
ricure 4 cette couche, puisque par hypothése il y a équilibre,

Lorsque r tend vers zéro, g tend vers une limite g, ¢t l'on a

e <D <3,

I ;
o I<D 1< 0;
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i

. 0 ) o .
muls ~—~ — 1 tend vers zéro avec r, donc o ! tend aussi vers

0
7

. Lo .
zéro et par suite —— tend vers zéro avec r.

b

Aux deux points

les deux courbes intégrales ne sont pas définies d’une fagon

unique.

Faisons maintenant » sulfisamment grand, alors

L’équation devient

rD’ ,
’D*‘ _ 3.

ry) -1} —1,—6 =o.

Elle s’integre immédiatement, et son intégrale générale cst

hv‘ —|—7

Les courbes représentatives sont toutes asymptotes a la drolte

7,==23, mais elles ne sont pas nécessairementasymptotes ala droite

Y
’D = — 3 pour

r=o:le raisonnement ne Syﬂp—

I"=— 0, car on a

plique plus.

Considérons le rectangle OABC
(fig. 11) formé par les droites
n=o0,r=o0,1=3,r=r,r,
étant une valear quelconque. Par
un point P, pris sur le cdté OA,
passe une courbe intégrale et une
seule. Pour cette valeur

9] C

Fig. 11,

1D}
7 =— >0

D

lIa portion de la courbe qui pénetre duns le rectangle est done
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dirigée vers le coté AB, quel que soit le point P. Une courbe
intégrale ne peut done sortir du rectangle par le e6té OA, car si
clle ressortait en un point I, elle aurait une forme analogue a

lu courbe PMP’ (fig. 12), ce qui est impos-

r
sible puisque -dL ne peut dtre nul dans le
d, P
rectangle.
Dane cette courbe ne peut sortir du rec- P
tangle que par un point M de la droite AB, 0] T
De méme, si 'on considere la courbe inté- Fig. 12,

grale passant par un point Q du segment
CB, la tangente en ce point a comme coeflicient angulaire
’ g P g

dr r

d, 4 2rD’ ]
- [6 5

quantité qui est négative puisque 'on a

arD’
b

>—6.

La branche de courbe qui pénetre dans le rectangle est donc
dirigée vers U'arc AB, le méme raisonnement que précédemment
montre (ue cette courbe ne peut sortir du rcctangle que par un
point N de la droite AB, Evidemment, d’ailleurs, le point M est
a gauche du point N puisque deux courbes intégrales ne peavent
pas se couper,

Les points M ont done une limite M'lorsque le point P se rap-
proche de C, de méme les points N ont une limite N’ lorsque le
point Q se rapproche de C.

Le lieu des points M’ sera une courbe complétement comprise
entre les droites =10, 7, = 3. Il en est de méme pour les lieux
des points N’

Est-il possible que M et N coincident ? Supposons, ce qui
sera démontré un peu plus loin que cela arrive. Alors il y
aura une courbe intégrale et une seule qui passe par le point O,
Cette courbe sera évidemment la courbe intégrale convenable,
puisqu’elle restera constamment comprise entre les droites r, = o,
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78 MASSE FLUIDE HETEROGENE. PROBLEMNE DE CLAIRAUT
7,== 3. Il en résulte que la fonction 7, (r) est parfaitement déter-
‘
.. re . . .
minée, —— est donc parfaitement déterminé ; e cst alors, en
e

désignant par E la base des logarithmes népériens

-
v .
e

e=—e,[°

La constante e, sera connue si on se sert de I'une des équations

précédentes, par exemple

2,2
e,.2D:—._9_. (II+ mﬁ—'——>,

Une seule courbe est acceptable.— Démontrons maintenant
qu'il y a une seule courbe intégrale acceptable. Nous allons, pour
cela, démontrer qu’il y en a une et unc scule qui passe par le point
r=:0, n,.==0, et que toutes les autres passent par le point r =o,

= — 3, E

Démontrons d’abord qu'il y a au moins une courbe passant

par le point n=o0, ¢t une passant par 7 = — 5.

Nous avons déja vu quel était le signe de 77/ pour diverses
valeurs de 7 ; r est négatif si % est inférieur a — 5, ou sups-
vicur & - 3 et positif si % est compris entre o et — 2.

Dans les autres intervalles, les deux signes sont possibles.

Pour n = — 5, o/ peut étre nul ou négatif, mais non positif.

Pour n = — 2, r7/ ne peut étre que positif ou nul. :

r’

Enfin, nous avons vu que —p —estune fonction tendant vers ¢

avec r, de facon, qu’étant donné un nombre positif o voisin de
zéro, on peut déterminer un nombre 7 tel que I'inégalité

< r,
entraine ' '
5% '
0> = > o

’

L’équation de Clairaut peut s’écrirve

' A (=) (n+7)==o,
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'NE SEULE COURBE EST ACCEPTABLE 7g

3 et vétant des nombres positifs, tendant 'un vers zéro, l'autre
vers § lorsque « tend vers zéro.

Ceciva nous donner des indications sur le signe de rr/,lorsque r
est inférieur a 1. On a le tubleau suivant:

7! —w

5

- —_— Y o 2. +
e B R

11y a deux intervalles pour lequel le signe de 77/ est douteux,
mais ces intervalles sont moindres que cenx précédemment
déterminés,

Ceci posé, je vais démontrer que pour r<(r,, 7, est nécessaire-
ment inféricur & 3. Supposons que pour une valear r,<r, on ait
7 =r7,> 8. Je dis que si 7 < 7, on aura encore » > 3. En eflet,
l'inégalité ne pourrait cesser que si /= 3, mais alors duns l'in-
tervalle, 7/ sera positif, ce quiest contraire a la régle des signes.

Or I'équation peut s’écrire :

- (o — B) (a-1) 2 (T~ o) (1 r)=o;

par hypothese

on a done

A fortiord on a

1 I i I
'—L —_— > __[A'__‘——
- R B
 § ‘ 1 1 I
L——+ <L— '
r 1, Fj "y 7‘1-‘3
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8o MASSE FLUIDE HETEROGENE. PROBLEME DE CLAIRAUT
Or 7,— {3 scrait positif: on aurait a fortiori
1 1 1
L —<L-—+4——p
7 7y hy — Pi
Le sccond membre est fixe, le premier peut grandir au dela de
toute limite, 'hypothese faite est done absurde. Par suite

< ‘3
7, a pour limite zéro lorsque r tend vers zéro.
Je dis maintenant que Véquation de Clairaut admet au moins

une mtégrale tendant vers — 5.
En effet, étant donnée une valeur 7,, comprise entre —y et — 3

» .
— ol < —Y,

considérons une courbe intégrale passant par le point (r,, %), je
dis quesir, <r, n,<y. Autrement 7/ serait négatifl pour s > —-y,
ce qui est contraire i la regle des signes,

On a done pour r suffisamment petit

— S n<—m;

mais v pourra étre choisi aussi voisin de 5 que I'on voudra; il en
résulte quew, tend vers — 5.

Soient 7, et 7, les deux intégrales dont nous venons de démon-
trer U'existence, Il leur correspond des intégrales e, el ¢ de
I’équation linéaire du second ordre

" , 2 6
4¢'D 4 2¢D 4+ - - D'+ ~— D =o0.
I r
L’intégrale générale de cette équation sera -
e== Ae¢, -+ Be,,

A et B élant deux constantes. L’intégrale générule de l‘équa-_
tion de Clairault sera

re’ Are/ -} Bre

e  Ae, 4+ Be,

eU
ATIU 7}_+ B'f“
i

N B ¢
[

i
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RELATION ENTRE L'APLATISSEMENT, LA PESANTEUR, ETC. 81

Or, quand r tend vers zéro, n, tend vers — 5, =, tend vers zéro.
Il cn résulte que n, — %, pourra étre inférieur a — 4. On aura
done

re re
1 0
DS S <_4,
¢ ¢y
! ’
e e 4
i )

L — < — =,
e, e, 7
e <e, r—*

1 9 *

c'est-a-dire que la limite de -Z—" est zéro quand r tend vers
1

zéro, Donc quand r tend vers zéro, la limite de n éstla méme que

celle de 7, tant que B est différent de zéro. Si B — o la limite

est .. Il en résulte qu’il y a une intégrale et une seule de 1'équa-

tion de Clairaut tendant vers zéro avee r : c'est celle qui corres-

pond & B—=o.

Relation entre I’aplatissement, la pesanteur et Ia force
centrifuge & I'équateur. — A Vextérieur de la planéte, comme
cela a déja été remarqué, on ne peut parler de surfaces d'égale
densité, mais on peut encore parler de surfaces de niveau.

Pour ces surfaces, on a toujours 'équation

AY = A\YO ~- A(}I\,) —=0;

mais AV, = — 4=p est nul & I'extéricur de la masse fluide. On a
donce’

A(TY) =o

ATHY) =Y[II" +— H— "(%Li) H]: 0.

Faisons n=—=12, on a

2 6

I —f——r I — . H ==o.

L’intégrale générale de cette équation est

= Ar*— B3,

Poixcark. — Figures d’équilibre. 6
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8 MASSE FLUIDE HETEROGENE. PROBLEME DE CLAIRAUT
wmais & U'infini H doit étre nul, 1l {uut done que A == 0. On a done

[I—=Br3%;

si M représente la masse fluide, V le volume enfermé par la sur-
fuce de niveau considérée, on a

M C
D= —= P
en posant C —= SM .
4w
[’ équation
1.9
&Y :%[H + L()’_]Y
devient
eC 9 [B w?r?
] b |
9B W ]
= 4ﬁ[(lr2 + 6C 1’
D’otr

I'C, -—

9 — 9B 3,m27'3]
<L G e |

On a done

Bo.2,.3
JW
re/ 4-se — 9 .
AT 6C
. 157 28
8rC
15w?
T 8=D
Comme on a posé
re'=er,
on a [inalement
15 ®
C(q-—+— 2): —_
8= D
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Cette relation établie pour l'extérieur de la masse, est encore
valable & la surface. On peut lui donner une autre forme.
La force centrifuge a I’équateur est égale a w®; la pesanteur

i la surface est —i— =rD. Si on désigne par =, le rapport de lu

premiére a la seconde de ces quantités, on a
5
e(n+2)=—3.

Or 7, est compris enire o et 3; il en résulte la double inégalité

~

i L UG
A > 5 )
7,= 3 seulemeut si la planéte est homogtne, L'aplatissement
. ..o . . ,
ne peut atteindre la Limite ‘2—que st la plantte est homogéne.
Détermination compléte des coefficients. — Nous allons
maintenant démontrer que les équations
rD’ D" _ .
any — D 4ADT gy

D

qui déterminent les coefficients IT du développement .
V=V, +ZHY,

n‘admettent que la solution H=o.
En effet, soit n l'ordre de la fonction sphérique, posons

H=7:"D.
I’équation devient
A(ZrmDY) =

1)/ !
D _,{‘_41) Z’.n\';

7Y est un polyndéme sphérique; en appliquant Ja formule

A(PU}:[U”+ N o ]P,
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84 " MASSE FLUIDE HETEROGENE. PROBLEME DE CLAIRAUT

on obtient finalement

(7Y’ 4 252 1Dy =70+ iID_

14

ce qui, développé, s’écrit :

D)+ 22 7Y —o.

r

27D - a7/ (D'-+- "“I*_" !

Sil'on fait le méme changement de variables

FYA
=
on a
t ‘Dl
1'5'+52+(2n+1)s+ 2’1) (E+n—[)_—:0.

Cette ¢quation se discute de la méme maniere que I'équation de
, -~

Clairaut ; est compris entre les limites o et —06,

On est done amené a considérer les deux équations :

T I‘s-’—{—sz—#—(zn—{—l)s:o,
re! e+ (2n—5)e —6 (n—1) =o.

On construit les courbes en portant & en abscisses et r¢' en
ordonnées (fig. 13); on obtient deux paraboles, et comme pré-
cédemment on démontre que € ne peut étre compris qu'entre
o et 3,

A Textérieur de la planete on a A (IIY) =o, ce qui peut s’écrire

T Gl k) N P
-

,
L’intégrale générale de cette équation est
H=ar® 4 br—n+1;

II devant s’annuler a l'infini, on a @ = o, ¢t par suite

Il = (11'_"’_ 1,
b

7 —=—
G

p—2(n+1) ,
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DETERMINATION PRECISE DE L'APLATISSEMENT
d'ou

85
e=—2a(n-1).

Mais e doit 8tre compris entre o et 3; donc & doit étre nul.

N\ W\

_““\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\1

Fig. 13.
ll=o0 est donc la seule solution possible, a I'extérieur dela
masse. Il en est donc de méme a V'intérieur.
Ce résultat ne subsiste pas sl # = 1 ou 2, mais nous avons
déjh examiné ces cas.
Détermination précise de I’aplatissement. — Nous avops
trouvé
AV = AV, + 4=s'%,
AILY) = 4=p'%,
3
oY
Nous avons donc 1'équation
AHY) = 4 mes'rY,
(HY) == —- megY,
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86 MASSE FLUIDE HETEFROGENE. PROBLEME DE CLAIRAUT

et, en se rappelant la formule

1T ! )
A(H,Y) :Y{II//+ 7' . n\ll—j—l/ [I], ] .
) : 2 .
dans laquelle 2 = 2, on arrive pour déterminer H & Iéquation
linéaire avec second membre ;
1 _*,_LH-__ SI‘I — -é—-‘ﬁep’]'_
r r 3

L’intégrale générale de I'équation sans second membre

¢étant

H = ar? - Br,

ot 2 et 3 sont des constantes d’intégration, on déterminera I'in-
tégrale de I'équation avee second membre, en regardant o et &
comme des fonctions de r. La méthode de variation des cons-
tantes donne

(1) ort 4 3r—*=o,

par suite
I3

' = 2ar — 33/~

H" = 2a'r—33r—' - 20+ 128—°
et, portant ces valeurs daus I’équation primitive, on a
(2) 2a2/r — 33r—t = —- mep'r.

Les équations (1) et (2) déterminent o et &'

I 4= ’
o =5 e
T
I’ﬂ'::__. __-'{ L’P” 5
&4
On a done
r W
2 -3
T 471 ]
H— 4 = ep'dr — es'iidr.
15 I
A b
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Cette fonction comprend deux constantes arbitraires a et 0.
Comment faut-il les choisir ? Soit r, le rayon de la planéte; pour r»
supérieura ry, p== o0, &' == o, par suite les intégrales se réduisent

ades constantes
ry L
ct .
a b

Pour r =090, Il doit sannuler. Donc le coelficient de r est
nul; onadoneca=r,.

De méme pour r = o, doit é&tre fini; donc le coefficient de
r~? doil étre nul, s1 r==0, 0on a donc b —=o.

I est ainsi completement déterminé.

Portons cette valeur de H dans I’équation

2,2
cl'zD:-—g— [II+ m_l ]

6

11 vieut

Que devient cette expression a lasurface pour r==72D devient
D, la densité moyeune de la planéte, et on a

ry
e:—sT):;;; eg’r‘dr%——%— ;“l;j-
o
)
(3) e = ——57% ep’r"dr+—j——,
0

» étant comme on I'a déji indiqué le rapport de la force cen-
trifuge a 'équateur, a la pesanteur,
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Moments d’inertie de I'ellipsoide. — Calculons Vintégrale

ngdo', Y étant la fonction

xZ _+_y2 - 2’.2
- .32

I

x:r\/l—iﬁcos ®,
y:r\/x—y.?sin 2,
Z:I'ZJ,,

dﬂ‘ = ({lu.d';.

On a done a calculer

2n +1 +
f f[l—fiy.ﬂ]qdy.d:p:z» ll—Gp\”—kg‘u.‘]dp.
[ 0 T —1 [}

d

—1

ee qui donne

g 16w
(4) /\ dc_T.

Calculons les moments d’inertie A, B, C de la masse

A =f_o(y"—}—:2) ds.

On a
AV == — 41‘:‘0,
— 47:1\:‘/".\\/'(]/7—%52)41':,
— 4=B :fAV(z"—{—xE)d'r,
— 4=C =fAV(x“ + y*)de
— (A A B )= [ AV(@p i )i,
Or on a '

AV = AV, + A(HY)
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et de plus
f ANY)r s = o

en effet, on a de =1 drdpdy =drds.
1] vient

f AWYrds = [W(IY)r*drds

Y
= A\I—\[,X—)—i'gdl'.\'dc: ff(r)(lrdeo’,

re qui est nul, car le second facteur est nul. On a done.
) " am(A4-BA4C) = f IR

— f AV, ridrds,
et comme AV, ne dépend que der, on a

2n(A 4+ B 4 C) = 4= fAVor‘dr.

-Or
d*V dv d d¥
.2 g2 0 . 0 2 0 .
r*AV, = 7 —}- 27 = [7 el K
mals on a
av, o 4=rD
dr : >
donce
8 "t
A4+B+C= —5‘— ’2—¢Z;—-- (Drs)(lr'.

0

Si on integre par parties et que I'on remarque que A =B, on
voit que l'on a

1

-2A 4+ C= 8—;- [[rﬁD]:‘ — art Ddl‘] .

0
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En négligeant des infiniment petits on a A = C; et par suite

i

87: riD—a2 r"Ddl'] .

C=

Calculons maintenant C— A : on a
4=(C—A) :fAVv — %)=,

4 (C—B) = fAV(;!_yi)d—..
Done

B=(C—A) —— [ AVi*Yd=

. - 0 . I )—‘
en désignant par Y Ia fonction sphérique ——+J—z—~
- r

On a, comme on a vu précédemment :
8r(C—A)=— [V a5 —fA(IIY);-WJ—..
T.a premiére intégrale est nulle, car ¢’est le produit de deux

.fAVOI'*dl"/QY(I:r.

dont la seconde est nulle. L’iutégrale

fA HYr \a’:'__f l[\ Y~
A(HY)

intégrales :

“»

= —\—— ridr Yids

[ ¥

et comme on a

" _i(ir.
(4) : Yids = 5o
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il vient
167 AIlY)
87:((:——-1\) =z N rtdr
—_ '2'—: —g—zeg’r‘dr
6 "
e
_ ”, fep'r‘dr.
N
0
Done on a

l'l
8w
C—A=—"_ Zridr
15
e
o

quantiié positive.
On a donc en se reportant a la formule (3) page 87

@ g (C—A)
! 2 8= OV .

On auarait pu faire une hypothese différente de celle de Clai-
raut, par exemple, supposer un noyau solide non homogene,
recouvert d’une masse fluide; la relation établie plus haut sub-

sisterait encore.

Comparaison de la théorie et des observations. — Posons
C—A '
T—:J’ on

1L

‘ D J .
—_—— D YD r
e, " 7D, [l 1D, — 2 ? cl/J

2 {.:""'Dth'

= -
7D,
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e, est mesuré par la géodésie, on trouve

1
293,5

J est mesuré par la preces-

; ¢ est mesuré

par la physique, on trouve ————

288 38 7
. L. ~ I
sion des équinoxes, on trouve 0,0032733 = ——— on a done
305,31
I'égalité
2fr"Ddr
e __’P’ ~
- = —— =0 149.
7D, J 4914

Revenons maintenant 4 'équation de Clairaut

D+ (>4 50)D + 2rD/(1 47) =0

on a
Vi | R D S
dr 2\ 1+, s\ 1+, Vit
5D ' r{t—47) D’]
— 8 H+—
\/1 —+_’| J D

On peut done éerive I'équation de Clairaut

- E -2
Loy =222

V/‘+"n 10 2
:)l"D -
_ (422
\/ I—f—n
J'integre de o a r, et j'ai
L'
Joge -
S /T D _ oD I
,l VI% le Dj_' \/]+'q I+ 9 10 ar.

[

On peut appliquer le théoréme de la moyenne, puisque 57D
est une fonction positive; § désignant une valeur comprise
entre o et 3, ¢t correspondant a une valeur de » comprise entre

oetr, jal
2
S S
r,’ \/1 ~+=7,D, = ____")‘—ﬂ_ 5r*Ddr.
Vit3
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Voyons les variations de

= K;
' Vi4- &
lorsqué § varie de o 4 3 on trouve:
E: (4] K=1
£E= -‘;* K = 1,00075 maximum
£= ~ K = 1,0002
2
- E—o0,53 K =1
E=1,=0,344 K, =0,99954
§-—=1 K = 0,989
=2 K= 0,9
E =3 K== 0,8.

On voit que K varie irés peu et reste compris eutre 1,00075,
et 0, 99994. K est donc trés voisin de 1 ; et si dans la formule on
remplace 7, par sa valeur 0,544, on trouve

2fr“Ddr

2
S TRVt

1 i

I
= 0,497 " > 0,49663.
Précédemment on a trouvé pour la méme valeur

0,49145.

Comment peut-on expliquer cette différence?
On peut admettre qu’il y a des erreurs sur les quantités
qui entrent dans le calcul : c¢’est-a-dire des erreurs sur J et e,.

La premiére équation donnerait alors comme valeur exacte :

2 f #Ddr
I.l

1

== 049145 — —;—- de, -+ ﬁLTI—T:P‘ sJ

= 0,49145 — 305,31 8¢, -+ 155,26 3],

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



94 MASSE FLUIDE HETEROGENE. PROBLEME DE CLAIRAUT
La seconde équation donnerait :
q

¢K [rDar ot 2)de

.5 - [ S
D, oe\/1_+_—,“

2I{fr"Dd1- R
= 0,49700 — 120,18 ¢e,.
B3
D,

-~

Supposons 8] =o; pour que ces lormules soient comparables,

il faudrait que 8e, soit égal & — 0,000027 et la valeur de e, serait

1 X
alors 595,85 .

Si on suppose que I'erreur est commise sur I, on a

£J==0,000034.

X
J’aural alors pour valeur ——— .
P 302,18
Cela est-il admissible ? Remarquons d’abord que le J qui
, , . . C—A
figure dans cette formule n’est qu approximativement—z—.
Cela revient i remplacer J par
J
2
I — —J
3
. - 2
L’erreur commise est ¢J =3 J?: on trouve

8] = 0,000000.

Ce n’est pas de la que provient V'erreur.
D’autre part les mesures de nutation sont assez précises. Si
on désigue par N la constante de la nutation, on a

;Y‘:ﬁ}k— l’/ M
N = I 536543

L. L .
en désignant par w le rapport — de la masse lunaire, a la masse
r1\ ’
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terrestre ; le nombre entre parenthese étant non le coefficient
mais le logavithme de ce nombre,

Soit p la précession des équinoxes : c’est la somme de deux
termes

p=p—+p,
celui dit & Tattraction de la lune

" — 866135 — b - J=—134,38;
P o9 1+ . N

celut di 4 Pattraction du soleil

P’ = 4871,051= 15,95.

Posons
N
L
on aura
N e aJ
~ =%t
R S aJ I g 8
=P T | TP T
_E
= p : +p T
p est micux connu que N, on peut done supposer 8p = o; et

N

. . . &] A
résolvant les deux équations ol l'on regarde — comme égal

J
0,000034 >< 305,31 =0,0103, an trouve :

-

og

-
= — 0,013
€
N
—— == 0,00).
N 2

Cela revient & prendre pour N la valeur 9”17 au lieu de g"21

. I . .
au lieu de o—. Ces chiffres paraissent

I
1,h 8a’

et pour w la valeur

difficiles & admettre.
On peut alors supposer que I'erreur provient de la somme des
errcurs commises sur chacun des termes.
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96 - MASSE FLUIDE HETEROGENE, PROBLEME DE CLAIRAUT

Une autre explication serait que I'hypothése de Clairaut n’est
approchée qu'aux lermes du second ordre pres. M. Callandreau,
qui a fait le calcul, a montré que considérer les termes du second
ordre reviendrait a ereuser l'ellipsoide de 9 metres seulement.,
C’est négligeable.

On pourrait alors se demander jusqu’a quel point I'hypothése
de Clairaut serait exacte : par exemple, on peut supposer la terre
complétement solide sauf la mer. Au moment de la solidifica-
tion, les couches obéissaient a la loi de Clairaut, mais depuis ce
moment, la vitesse de rotation aura pu varier (par exemple, les
marécs diminuent cette vitesse de rotation); et de plus P'aplatis-
sement des ellipsoides internes aura pu se modifier par suite des
tassements qui ont produit les continents et les montagnes. -

Enfin on pourrait supposer qu'une portion intérieure de Ila
terre est restée fluide : les deux parties fluide et solide, agiraient
alors séparément dans le phénoméene de la précession : mais
I'hypothése de la fluidité intérieure de la terre n’est guére vrai-
semblable,

Jusqu'a présent nous avons considéré les plangtes comme
fluides et nous avons montré quelle devait étre la distribution
des densités a I'intérieur.

Supposons maintenant que I'on ait une masse solide, de forme
quelconque, ol la distribution des densités est quelconque, mais
cntierement recouverte d’'une masse fluide de faible épaisseur,
soumise a la pesanteur et i la force centrifuge due a la rotation.

La surface extérieure sera une surface de niveau, sur laquelle

on aura

w?
U:V__+_ '_2— (_z.z +y2):cla

mais & Uintérieur les surfaces équipotentielles ne sont pas néces-
sairement les surfaces d’égale densité,
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CHAPITRE V

MASSE SOLIDE RECOUVERTE D'UNE MASSE FLUIDE

Théoréme de Stokes. — Supposons que l'on ait déterminé la
forme de la surface extérieure S, la masse M et la rotation v,
on pourra déterminer en tout point extérieur la valeur du poten-
tiel V.

Il y a une infinité de lois de distribution de la matiere dans le
novau, qui peuvent douner une méme surface exiérieure, mais
quelle que soit cette distribution, le potentiel V, a I'extéricur, est
completement déterming par les éléments S, M et o.

En effet Ia fonction V satisfait a 'extérieur de Ia masse & 'équa-
tion AV =—o, Al'infini V=o0; sur lasurfuce on a

et enfin 1'égalité

Le probleme de la détermination de V est complétement déter-
miné. En effet, soit V/ une autre solution. Sur la surface, on a

V—V' =U—TU" =K —K'==constante.

On a d’ailleurs A (V—V')=o.

Poixcart. — Figures d'équilibre. 7
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48 MASSE SOLIDE RECQUVERTE ID’UNE MASSE FLUIDE

Done V— V' estle potentiel d’une charge éleetrique répartie
sur la surface, puisque c’est une fonction constante sur cette
surface,

La charge a pour expression

/V—V)
ds
T T
e/
Uintégrale ‘étant étendue a Ia surface extérieure; mais elle est
nulle puisque Von a par hypothése

fl ds — — 4=M,

Y

on =—4=M,

V-—7V,1le potentiel d’une charge nulle, est done nul. Cest ce que
V"on voulait démontrer.

L’expérience du pendule qul peut faire connaltre les valeurs
de g a diverses altitudes ne peut donc rien nous apprendre surla
distribution des masses intérieures, que ne nous fassent connaitre
les éléments considérés dans le théoretme de Stokes. De méme,
nous ne pouvons rien apprendre de plus par_les perturbations
produites sur le mouvement des autres astres.

Développement de —— - en série de polynomes. — Solent

1
MM
O Torigine des coordonnées (fig. 14), M’ un point attirant de
coordonnées ', ¥, 5, de densité p', M (z, y, z) un point attiré,

En prenant les coordonnées polaires on a :

\/1—-—p cos p,

I\/l-—lL s1nc9

H

H Jl

2

IU.

x'=r \/1 w'? cqg:p’,
-y in o
v—'\/l—.Lk sin ¢/,

1

T — N
]

&Z—IJM+ .

Yig. 14.
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SUR UN CERTAIN DEVELOPPEMENT EN SERIE

MM"?—=r? —ari'cosy + 17

=2+ P F 2 —2(xa - yy' - 2d) 2 -y Lz

) ¢

I
42

I4
MM . 2r' cosy r
r\ =2 4 L

T
,.2:.1:2__*_:[/2 _+_22’
I./_’ :‘Z./Z + yli _*_Z/Z,

x a ¥y y z z
COSY=r——"F T+~ 57+ — 7
ror ro ro

Dév cloppons M\l’

suivant les puissances croissanles de —
7

99

3

. )
le coefliclent deTsera un polynome I, (z,y, =; &, ¢/, ).

On doit avoir les deux relations
I
A(MM>=°’

/ 1 .
A(Mw>‘”’

a premiére étant obtenuc en considérant z, ¥, 2 comme
: ¢'est U'inverse dans la seconde.

bles, 2'y's’, comme fixes ;

b““ I- 62 | 9 I )
A 1 B MM/ MM/ MM/
<;M.Tl’r> o dx? + 012 8z5*
., 1 , I N
N I ) - 0 MM/ d MM’ MM
(W Y =+ oy ds?
On sait que l'on peut écrire
T ol 5
,/z:I—}—P‘T—*’—"'—}_I"

,
\/1—2 7005y—i—

ot ', est un polynome en cos v de la forme

A cos™y 4 A, cos™ Y+
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1C0 MASSE SOLIDE RECOUVERTE D'UNE MASSE FLUIDE

si on y remplace cos v par sa valeur, on aura

P . Q (,Z', Y, %5 -ZJJ .7/11 Z/; 7 l',)
n .

ik ’.I a

Le polynome Q sera un polynome homogene et de degré n
par rapport a chacun des systemes de variables (z, g, z, r),
(z'sy', &, ). Il ne contiendra d'ailleurs » et 7/ qu'a des puissances
paires, on pourra done remplacer 7% et #'* par leurs valeurs

z' 4yt 42t et a4yt
on aura domnc :

17, - N
I n(x,,l/,z,x,y,z),

o7 2 pin
A 7

\/1 —2 — cosy+—;
; pe

1\ Q
1\1.\1’ ’_‘L ’.2n+i ’

I pepré : ; .
Q' représentc un polynome homogéne et dec degré n par rapport
a chacun des systemes de variables x, y,z; 2, ¥, 7/, chacun des

deux ensembles y entrant de Ja méme facon que l'autre.
On a d’ailleurs

|1

4 MM/

== Q.

Donc on a

7 n

ct, comme r ne dépend pas de 2/, ', 2, on a :

A/ (Q’) —==o.

Q' est donc un polynome sphérique d’ordre n par rapport aux
variables 2/, &/, z' et par suite par rapport aux variables (x, y, 2).

Nous savons qu'il y a 2p -1 polynomes sphériques d’ordre p,
de lorme
T Jrte(p— e P
L (i —ul)

du? * 9 !
)

. igsl 2
P}lq:lpe”]'kl —_— .lL)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CAS OU R EST SUFFISAMMENT GRAND 101

ol ¢ prend les valeurs

—177*_‘}),—{_1;""' — L0, I, 2,. .. 1)_—1’1)'

Q,:ZPJ:q. Q]ﬁq.,

formule ot P est un polynome fondamental en z, 77, 5, Q un

<

On peut done écrire

pelynome en (&', y', ') ; Q' est d’ailleurs fonction de

cosy== up’ /1 — /1 — " eos (3 — 7

Q' ne dépend donc que de la différence (2—3') : il en résulte
rue le coefficient de P, ne peut &tre que

N Al

M a— g 12\ g
Qu=r" e= 17 (1— ) dyr +e ’
)

et on pourra écrire :

AyPr P
) ——2 11;+1 ’

est un coelficient numérique que 'on peut déterminer faci-

A

1S
lement.

Application. — Supposons que 7 soit suffisamment grand par
rapport au rayon de la planéte. On pourra développer le poten-

. . . - - I
tiel suivant les puissances croissantes de —— et on aura
7

— o Pra_
’p i
D'aprés ce que 'on a démontré plus haut, la connajssance de

S,Metw suffit pour déterminer V, done ces éléments permet-
tent de déterminer B, ,; or, on a

." _
pld= Al qu

. V= ™M T R -—q
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102 MASSE SOLIDE RECOUVERTE D'UNE MASSE FLUIDE

il vient done

B,,= qu P,P,p, —q dv ‘

P’, , est'un des polynomes sphériques fondamentaux d’ordre p.

On doit done savoir calculer
¢ P
Considérons d’abord le polynome d'ordre o: Py ;=1; ona
plde’ =M.

Les polynomes d’ordre 1 sont 27, ¥, s’ : on connait donc la valeur

des intégrales
fp’x’d:,fp’y’d:,fp’z’d’..

Ce sont, & un [acteur pres, les coordonnées du centre de gra-
vité de la masse. Supposons que la surface extérieure.possede
un centre de symétrie, et prenons 'origine des coordonnées en
ce centre ; les intégrales sont nulles puisque ce sont les coeflis

. x ? z .
cients des termes en —, —%, —, daus le développement du
r . r
potentiel et que les surfaces équipotentielles doivent admettre
l'origine comme centre de symétrie. Le centre de gravité de la
planéte coincide avec le centre de symétrie.
Les polynomes de second ordre sont

12,0 . .
ZY, ¥e, <y

~,__12__sz, z/z_y .

Si f.z"y’ @'dv est nulle, ainsi que les deux auulres intégrales
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RELATION ENTRE L’APLATISSEMENT, LA PESANTEUR, LTC. 103
analogues, les axes de coordonnées sont les axes principaux
d’inertie-du systeme. Si ‘/‘(x’“ — y"®) pdt est connu, on connai-

tra la différence entre les moments princi-paux d’inertle.

On a trouvé une relation entre e,,r,, D, et w; les deux premiers
¢éléments sont donnés par la connaissance de S; D, est connu
puisque I'on connait M et S ; » est connu puisque 'on connait o ;
C~ A est aussi connu. On doit en conclure que la relation déduite
de I'équation de Clairaut est vraie, quand méme la distribution
intérieure de la matiére ne serait pas conforme & I'hypothése
faite pour l'établir.

Relation entre I’aplatissement, la pesanteur et la force
centrifuge a I'équatenr. — Proposons-nous de calculer les pre-

micrs termes du développement de MIM’ .

On a d’apres la formule du binome

[
1 r’®
4

I I ar’
e =L (et )

3 /o P N2 T
R —+-—8‘ (TCOSY_,' ’.z) + . .]’

Y : I- .
négligeant les termes de l'ordre de ——; nous avons .

1 1 7’ cosy I 72 3, -
WHT—*—T—[—F[_T—}—Z_"HCOSWJ’ ’.
1 - 1 I o , L ‘ (xlz yrz z/2) ] ‘
MW T [“ Yy e 2 :

=+ 2r®

(xx' 4 yy' —+ =7')°

I 1 ,
= +— (rx' -yy —+—zz:)

7

— (@ g ) (g 2 — 3 (o gy ).

. I L.
Le coefficient du terme —5- peut s'écrire
. B 2r

. | 3 ) | .
- (2 —y?) (& — ') —-——;- (.r2+y2fzzz} (- y?—az?)
6 (xx yy Faxx' 57 A yy =),
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104 MASSE SOLIDE RECOUVERTE D'UNE MASSE FLUIDE

On a alors
'd~ x -
EELN 5 | e

3 — 2 ) )
+ (541.5.7/ ) (.z'"——yl)p’d*-
Ve ofds
o MM

1 (2 4y — 252 5 ) o
+_4_( +./l.§ ) (x/l+y/__2z‘l)‘ad,:

‘L —6 2 %/— Z'y' o' dv
§

Si M est la masse, 2, 3, v les coordonnées du centre de gravité,
A, B, Cles axes principaux d’inertie, on a

M ar —+ By —+~s
O

r

| 3= BN
+(x2—}—y2——zz‘l)(—A—B—’r—zC)—GZ% x’y’e’df-]

Supposons que la surface soit de révolution, que I'origine des
coordonnées soit placée au centre, que les axes de coordonnées
soient les axes principaux d’inertie : alors

B=A
et

I

A
V:-—:— —+ (£~ y* — 22" (C—A).

D) ’.b

Calenlons maintenant la valeur que 'on déduit pour V de la
forme extérieure de la surface, que nous supposons un ellipsoide
d’aplatissement e¢,. Ce potentiel est de la forme

V=

My 4+ 3QZ,

r
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RELATION ENTRE L'APLATISSEMENT, LA PESANTEUR, ETC. 105
ol Y est 1a fonction

1.3 +y2_232

et Z est une fonction sphérique différente de Y.
- 1l et Q doivent &tre d'une forme particuliere, puisque le poten-
tiel doit s’annuler & I'infini, nous avons déja vu que "on avait

II; et ¢, sont des constantes; on a done

.M IY 0.L
V= -+ [.)3 +2’,1/1+L'

r r

A la surlace libre on a

w? o
U:V—}——:!—(‘Z‘ﬂ-FyQ):Lm-

w w?Y
— Woa WY e
V4~ 3 r? G

11 vient done

M »? w’?Y 1Y Q7 .
g e e Y e —e

Posons

r—=r .

On a vu {p. 69) que l'on avait

de plus on a
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106 . MASSE SOLIDE RECOUVERTE D'UNE MASSE FLUIDE

Tous les termes étant petits, saul le premier, on peut y négli- )
ger e} et ona

M M M (I e,Y)

r» o, (1 —+ e‘3Y) ry 3
L’équation U= C' se réduit donc a
il_ Me, Y -+ w?? 4 wi?Y I,y Zq,L —
r, 3r, 3 6 r mr

Comme par hypothése nous avons un ellipsoide : g, =o0; done
V se réduit a
M H,Y
—

’ I

et on conclut, en comparant les deux valeurs de V, que

C—A
H—= =
On a done 1'équation
M Me,. C-—A w?rd w?riY
i T : — Cle.;
r, < 3r, o oart >Y+ 3 =+ 6
on en conclut que le coeflicient de Y est nul, et que I'on a
| Me, C—A | w¥
3r, a2 + 6
On a d’ailleurs
M= édr.D,rf,
M
g™ ,.? ’
) M
Wr=vg,=% 2
1
Il vient done .
C—A o re, 2507y
o T80 3 6
C—A 258, b
Ea S R L
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PESANTEUR EN UN POINT DE LA SUAFACE -, io0m
/

et, en supposant le rayon de la terre égal i I'unité, on'a-

c—‘x=2_§°_(ei_i).

2

Les composantes

Pesanteur en un point de la surface.

oU 93U oU

de la pesanteur sont W,—ay— 'z

=V (&) +(5) +(&)
£=V \o= 3/ T\

La composante suivant le rayon OM est, ¢ étant le cosinus de
Pangle de la verticale avec le rayon OM,

,et on a

comme ¢ est petit, ¢ cos ¢ est sensiblement égal & g, aux quan-

tités du second ordre pres, on a done

o
§=—5
M (C—A) Y 2w?r wirY
i B M T
Si maintenant on fait r = 1 4- g,
SLE — 27,

on trouve

g=—=M— 2M:—+——Z— (C—A)Y — 25~ —w,

5 2w o?Y
g=—M (1 —2%) g, (e‘~—;> y—2 ok,
2¢,Y © 20g,  2gY
‘f:g0<l— 5’ )+gn(81_;‘>Y+ :5 '_—-‘5
g oY By
o 1T T3 T X3

2

TR | _ﬁ)
*l—{——"j—' "?([31 > «
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108 MASSE SOLIDE RECOUVERTE D'UNE MASSE CLUIDE

C'est la formule de Clairaut qui donne la pesanteur en un
point, en fonction de la latitude de ce point.

Influence de I’altitude. — Si1 on s’éleve en ballon, la cor-
rection est facile & faire, on n’a, dans la {ormule, qu'a rem-
placer 7 par 1 -+ {4/, aulieu de le remplacer par 1 - £, mais
ce n'est pas dans ce cas que l'on a & faire la correction d’alti-
tude : le plus ﬁ’équemment cette correction se présente pour un

licu situé sur un plateau, et il faut
R < tenir compte de Dattraction due a
ce plateau.
Il faudra donc tenir compte des
aspérités positives ou négatives; il
faudra d’abord choisir une surface
définissant le nivean général du
plateau : cette surluce sera la sphére
décrite sur OM comme diameéire
(ig. 15), O étant le centre du sphé-
roide, M le lieu de I’observation,
Fig. 15. On calcule lattraction due au vo-
lume compris entre les deux sphieres,
Ierrear est peu considérable el d’autant moins que l'attraction
des montagnes est trés faible. On prend, en général, comme
densité de la masse la densité moyenne des roches a la surfuce,

T ) .
c'est-a-dire — D,, en représentant par D, la densité moyennc
2
du sphéroide.
Correction de Bouguer. — Supposons une couche sphérique

homogene d’épaisseur /2 et de densité p; le volume de cette
couche sera

4wrih,
ct sa masse

4rhria.

a correction apportée a la mesure de g sera 4mslr} et ona
L t t 1 de g ahri
8¢ 4mph 3k

- - D

or

1SN

—,ﬁ—ﬁD ,
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CORRECTION DE BOUGUER 109

D'un point M situé a une certaine distance au-dessus de la
couche, menons le cdne tangent a la sphere (fig. 16); le cercle
de contact partage la couche en deux portions, et nous savons
que les attractions de chacune de
ces deux portions sur le point M

sont égales. "\
Appliquons ici ce théoreme.

Nous avons supposé que la surlace
de la planéte était limitée a la
sphére décrite sur OM comme
diametre; si donc on suppose
que 'atiraction de la masse MRS
se compose de Yattraction d’un
certain nombre de couches homo-
genes et minces, la partic de ces
couches limitée & la sphere (OM) ¥ig. 16.
aura sur M la méme action que la
moitié de la couche totale. Il faut dounc calculer I'attraction sur M
d’une couche entourant le sphéroide de densité p et d’épaisseur &
é¢gale & laltitude du point M. La correction a apporter a la
pesanteur sera la moitié de cette attraction.
L'épaisseur b de la couche pent se représenter par un dévelop

AY
. _“2 ]

le potentiel dit a cette couche, d'aprés une formule connue sera

4=AY .
2(2n+ I)I.n+1 ?

, .
Paccroissement de & sera

55’:————-ZAY4 n+x

pement de la forme

an —}~ p’
car on fait ensuite 77 = 1 dans la formule, et on a
o 3o n—41 .
o Bl w5 — ' AY.
2o D, - an + 1
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110 MASSE SOLIDE RECOUVERTE D'UNE MASSE FLUIDE

Si on se borne au terme n=o

g 3p .
—_— b
So D,

si on en prend la moitié, c¢'est la correction de Bouguer.

La correction totale comprend donc deux termes : 1° celui
qui provient de I'augmentation d’altitude sans tenir compte du
plateau; 2° celui ott 'on tient compte de Ia masse du plateau, on
a finalement la formule

3¢ sh 3 oh
g.ﬂ l'i 2 Dlri

Si on applique cette formule on trouve unc valeur trop faible :
la valeur fournie par I'observation est, en général, sur les conti-
nents, inférieure a la valeur calculée; elle lui est au contraire
supérieure sur les océans et dans les iles 1solées.

M. Faye a ainsi trouvé qu'il vaut mieux ne pas tenir compte
de la correction de Bouguer, ce qui correspond a des masses qui
devraient se trouver sous les océans, et & des vides qui existe-
raient dans les continents.

A la surface des mers on a U = U, La surface U= U, est une
surface qui, se prolongeant sous les continents, doit donner une
surface de révolution, mais il n’en est pas ainsi. Cette surface
s'appelle le géoide.

"

Pesanteur en un point de la surface du géoide. — Considé-
rons une sphére de rayon voisin du rayon de la terre; soit { I'al-
titude du continent au-dessus de cette sphére, on pecut éertre

¥ la distance a 'ellipsoide, peut s’écrire

T= Y (—g) Y,

¢ — ¢ est la distance de la sphére a l'ellipsoide au lieu consi-

déré ;
FEE
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PESANTEUR EN UN POINT DE LA SUHFACE DU GEOIDE (981

Soit & Taltitude du poinl au-dessus du géoide,

h:Z/cY

U~/ est la surélévation du géoide au-dessus de Vellipsoide

an a
C—h =Y (l—g—hY,

¢ — { seréduit 2 deux termes ; celui qui correspond a Y = 1,
.. . 22 Lyt —ozg? '
et celui qui correspond & Y = +'/3 - .
) -
A la surface du géoide U = g, = constante; en un point d’al-
titnde &, on a
. U
U=g,+ 3 b
On a d’ailleurs
' dU
J— —_—
al' fall]

Done

U +Z(H_A-)Y ‘
Vo +2(11—1f——y) Y.
oo

Les cocflicients s sont connus : ils correspondent au développe-
ment de

2
[0

A r2_ 2y,
PG Ry’
5o

si on rétablit 'homogénéité, on a '

V 1 Sl—k—yY

. ER Y ’
So ! 7

et comme on a:
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112 MASSE SOLIDE RECOUVERTE D'UNE MASSE FLUIDE

on en conclut :

g I T(nd)(MM—k—y)Y

P Ihd + 2

Les opérations géodésiques {ont connaitre £, les opérations
de nivellement font connaitre I, les observations peudulaires
font connaitre g. Théoriquement, deux séries d’observations sul-
firaient pour connaitre {, % et g; mais pratiquement les observa-
tions d’aucune des trois espéces ne sont assez nombreuses, ni
assez précises pour qu’on puisse se passer d'une série d’observa-
tions.

Jusqu’a présent 'on peut dire que l'on a trouvé la surface du
géoide peu différente de celle d'un ellipsoide de révolution.

Nous allons, dans ce qui suit, montrer qu'il peut exister des
figures d'équilibre autres que I'ellipsoide de révolution,
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CHAPITRE VI

FONCTIONS DE LAML

Coordonnées elliptiques. — Considérons les quadriques homo-
focales

1.2 '112 ZZ

R

Par un point de I'espace passent trois de ces surfaces : en cffet,
z, y, z étant donnés, on a pour déterminer 2? une équation du
troisitme degré dont les trois racines sont séparées par les
nombres a?, %, c%.

Il en résulte que 'une des racines, la plus grande, supéricure
a a®, correspond & un ellipsoide; la racine moyenne, comprise
entre a® et 4°, définit un hyperboloide a une nappe;la troisieme,
comprise entre * et ¢, définit un hyperboloide a deux nappes.

Soit p?, u?, v* ces racines, on a done

Pz>a2 >p~’>b2>v2 2,

Réciprogquement si 2, @, ¥ sout donnés, on a trois surlaces st
coupant en huit points, placés symétriquement par rapport aux
divers plans de coordonnées.

Sion ne considere que les points situés dans un triedre trirec-
tangle donné, les trois nombres g, w, v définissent un point et un
seul,

On peut écrire

e y? -2 -1)2—00 (72—u2\/ 2 ,,-2)

2+ /12+7‘——c —12(7.2—(5) N b)\A ——c‘)'

N —a

Poixcark, — Figures d'équilibre, 8§
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114 FONCTIONS DE LAME

Si on multiplie par )3 — &', et qu'on fasse ensuite }* = 4
ona
2 2 2 2 2 o2
@)@ )
p b

(@ — %) (@® — ¢3)

on obtiendra done

x__\/<\°2""az)(}*:—az)(:"z'_nz) .
T (a* — b*) (a* — ¢*) ’

et de méme pour y ct z,

y—/ = 0l
(b)_a’ )( c) ?
(’32—(:2)(};_2__ 3 (‘/2——02) -

) ;
@[ — )

Le signe qu'il faut prendre devant le radical correspond au
tritdre des coordonnées que Uou considére.
Soit /() un polynome, et posons

R=/{",
M — ()
N={7),
RMN sera un polynome symétrique des trois quantités g*, p*, v’
racines de I'équation
‘Z,E 2 2
e T T e
et par suite une fonction entiere de 2°, ¥?, 5°.
Si on pose

WE—

ou bien

R )V 7] (7" — )

Oou cncore

R= VT — @) (6 —0) (7 —)
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ELEMENT LINEAIRE EN COORDONNEES ELLIPTIQUES e
et que l'on prenne pour M et N les mémes fonctions de p et
de v, RMN sera un polynéme en x*, y°, 5%, xr_)uItiplié parz, parzy

ou par zys.
Supposons que R soit un polynome entier en p?¥; on peuL le
décomposer en facteurs du premier degré et ecrlre :

R—11(pr— ).
“Alors

¥ s .
(l) —‘H[)z 2.—{"';‘%_02 +?.f——cz _I]'

RMN sera done, dans tous les cas possibles, un produit de fac-
teurs de la forme (r) multiplié par un certain nombre de quan-

tités =, y, @ -
Elément linéaire en coordonnées elliptiques. ~— Les -sur-
faces p =C*, p=C", v = C* forment un systeme triple ortho-

gonal et I'élément linéaire peut s’écrire :
ds® =a’dg® ++ Bdul -+ *ds,

, B, v étant des fonctions de 3, ., v que nous allons déterminer;

on a
ds* = dz* -+ dy* + d=*,
dr odp wd vdv
T“—Pz__az“*ﬂyz_az-}_vz__aa»’
dy  pds wd vy
y _‘Pz_b2 XJ.Z——I)Z ‘/2——02,
dz pdp wd vely
T‘— p2—02+}ka—cz +v2—(:2

On a done

2 ) 2 2
2 2 ~2 2 7.2 z y o
dz* + dy*+ dz* = g’dp [(Pl szI’+" PR ~+ (92_02)2]

+ w0 g

age| y’ 2
+ vidy [(vz_az)z ,—*:(-VZ‘—‘ZIZ)2 -t (yz_cz-)z]’
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et ensuite
KN (w — %) (v —p%)
o (e =) (=)

Je vals poser

Q= (W —p) (" —)
Ar (=) (P =0 (p* — &)

P_ 3
B (W a) (=8 (u — )
_ - ,
o ) (1) e
vﬂ b

A’et C* sont positifs, B? est négatif; donec A et C sont réels,
B est purement imaginaire,

Avee ces notations on a
e
2 2
Ay/p. —v

Q
m———
¢ B\/vz ___Fa

~ —

WV i
CVe—p

\/vﬂ—o’est urement Imaginaire, donc 3 est réel
o*est p > aginaire, done 3 es .

Equation de Laplace. — VYoyons ce que devient 1'équation

de Laplace en coordonnées elliptiques. Nous avons déja établi
(p. 40), que si on désigne l’élément linéaire par

(ls‘z — a?dP‘Z _+_ ‘62‘[%2 __+_.\‘/2dy'l,

A== aéY Z% [%Y' ]

1’équation AV = o devient done :

h) ?’Y 4 .
Y (5 )=-

on a

oV
Op
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FONCTIONS DE LAME 11y

Ona

ﬁ AQ W — Vi

a  BC Y ) (T — )

AV (@),
- BC ’

et I'équation de Laplace est alors :

d3[ A Vv
Y lwc 0 5 e
)

A seul dépend de g. On a done

Wyt 3 [, OV
BGC 07 [AT);]_")’

en multipliant par ABC on obtient I'équation

EA(;E—v abg [ vy ]_0

,
D) [N [N

(2)
2
K/ P 00

Les coefficients de cette équation sont réels, car A*, B?, C?sont
réels, et par suite leurs dérivées le sont aussi.

Fonctions de Lamé. — Parmi les solutions de Véquation de
Laplace, il y a des polynomes de la forme RMN : on lcs appelle
fonctions de Lamé.

Remarquons d’abord que nous avons les identités évidentes :

Z(H“—v2)=0:
et =)=

Il en résulte que I'équation (2) est équivalente & la suivante

,
E[Az v +A—f£— o +IIFEV+KV](92—~/2):o.

) [}
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178: FONCTIONS DE LAME

Supposons que lon ait V= RMN et que R satisfasse a U’ équa-

tion .
(3) A’ ‘2}} +A %—d—R—+H 2R+hR~o

M et N satisferont a des équations analogues, et la fonction V
satisflera a I'équation de Laplace. Cette condition suffisante est
aussi nécessaire, c’est-a-dire que si V est de la forme RMN et
salisfait @ 'équation de Laplace, R satisfail a I'équation (3), etpar
suite M et N satisfont aux équations analogues obienues en rem-
placant p par uetv, et A par B et C. '

En effet si on fait w==y Yéquation doit éire encorc vérifiée ;
R se réduit 2 M en ce cas, et 'équation se réduit a

M 4B dM
d TP I

\ A

B? M+ KM =o.

Existe-t-11 de telles fonctions? Consldelons Ia fonctlonp ()
définie par 'équation différentielle

pu=2 \/Z/iu —e,) (pu—rce,) (pu—e,),
ou : ‘
e, +e,4-¢,=o0.
" Posons

ot =pu-+t1h,

at=-e, + 1,
O == ¢, + 1,
==e,+h;
on en conclut )
fe O —+ b;—{— c

On a donc

On a d’ailleurs
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FONCTIONS DE LAME 119

done
dp

A=

et par suite

dR  dR dp _ dR

“dp — do du T du

1’équation

dy, dR .
AEP—[A " ]—}—(Hp +K) R=o0

devient

L -l K)R—o.

Peut-on choisir II et K de manitre que R soit un polynome
eng, ou un tel polynome multiplié soit par \/92——@2, soit par
\/9'3 — %, soit par \/p®—¢*? -

Ce polynome, si on y remplace p® par p (u), sera une fonction
doublement périodique admettant les deux périodes de p(u)
2w et 2w,. Elle admettra une double infinité de péles quiseront
les poles de p (v), ¢’est-a-dire u == 2mw, + 2 nw,, m et 7 étant des
entiers positifs, négatifs ou nuls. Ces péles qui sont des pdles
doubles de p (u) seront pour le polynome des podles d’ordre 2n.

De plus \/92—a2 = V/pu—ei, est une fonection doublement
périodique admettant les périodes 2w, et {w, et ayant comme pdles
simples les pbles de p (u); donc si on ajoute a u la valeur 2w, 2w,
ou 2wy, la fonction R garde sa valeur ou change de signe sui-
vant qu’elle contient 0 ou 2 radicaux, ou bien qu’elle est le pro-
duit d’un polynome par 1 ou 3 radicaux.

Done R est une fonetion paire, ou une fonction impaire, mais
dans un cas comme dans 'autre on doit avoir le développement

a a a
0 1 2 .
Rt o b :

un 14

sl on porte cette valeur dans I’équation, en se rappelant que

p(u):—;lz— o,
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120 FONCTIONS DE LAME

on obtient I'équation :

[71(/1:{;2)% + (n—1)(n—2)a, +]

1] w

1 a, a, L
+ [ Il( ;F+ ad + ..>+I{] [ o +“"—_‘,‘+.]—O

Pour que cette équation soit vérifiée il faut d'abord que le

terme en - disparaisse, ce qui n’est possible que si 'on a
lt7l"~_

H=—n({-+1).

On a d'ailleurs si ¢ est le degré de R, et qu’il faille lui ajouter p
radicaux, (p =1, 2 ou 3):

n=2g - p.

Formation des fonctions de Lamé. — Ainsi donc les poly-
nomes de Lamé, doivent s’ils existent satisfaire aux conditions
sulvantes.

Regardés comme fonctions de z, y, 5 ce sont des produits de
facteurs quadratiques multipliés par un ou plusieurs des facteurs z,
y,s. Si on remplace z,y,zpar leur valeur en fonction de g%, 1%, v}, on
obtient une fonction de la forme RMN, ou R désigne, soit un poly-
nome en g%, soit un tel polynome multiplié par 1, 2 ou 3 des
radicaux

Ver—a®, Vo=l Vo =&

2

et M, N désignent les mémes fouctions ou o est remplacé par p
etv. '

On a pour Q huit formes possibles, a chacune desquelles cor-
respond une forme pour R. Si 7 est le degré de 9, le degré de R
en p®sera suivant le cas

n o n—1 n—2 n—3

’ ) ou ’
2 2 2

suivanl que R contiendra o, 1, 2 ou 3 radicaux,

Enfin si dans R on remplace g* par pu, on obtient une fonction

qui, lorsqu’on remplace u par « -+ 2w, change son signe oureste
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DETERMINATION DE K 121

invariable, suivant qu’il y a un nembre impair ou pair des deux

)

radieanx \/o'-——l)2 et \/92—02, car V/l)u—e1 ne change pas de
slgue pour i —+ 2w,.

De méme quand on augmente u de aw,, \,/)u—e et\, 1L — €,
changent de signe et par suite R changera de signe ou non, sui-

vant qu'il contiendra un nombre impair ou pair de ces radi-
caux.

Ces résultats sont résumés dans le tableau suivant, ou la pre-
mitre colonne contient 1a forme de Q, la seconde la forme corres-
pondante de I}, la troisieme le degré du polynome qui entre
duns R en founction du degré de Q, la quatrieme et la cinquieme
indiquant si la fonction change de signe pour I'adjonction a « des
périedes 26, et aw,; Q, désigne uniquement un produitde facteurs

([uudraliqucs. .
R : . n-42
Q .. R ne conticent pas de radical = -+ | -+ —
Q. .| Reontienty p*—a? n—y | T | — ) n
Q. - » \/pz — b2 3 — | + s -
Ql:' . » ‘/P —ct - -
Qe . v ‘{ af— 42 ‘/O‘_C- ) n—a + | — ) n-++1
Qe .| »  Yi—cyp—d e R e
Q| Ve—eve—p | — |-
9 2 LAY ) o} n_3 n_I
Qays| v NEF—ae b | 4 |+ | S

Détermination de K.— Ceci posé, cherchons a déterminer K.
Pour les fonctions du premier genre, R est un polynome

, n n 3 .
d'ordre —— contenant — —- 1 coelficients homogenes,
2 2
Substituons dans I'équation différentielle, nous avons un poly-
n . . .

nome de degré7+ 1, qui devra é&tre identiquement nul. Le
coefficient du terme de (1cgré le plus élevé disparait de lui-méme
. . n
a cause de hypothese Il = — n (r—1). Il reste alors ~ -+ 1
coelficients & faire disparaitre

n ] . .
Les — + 1 coefficients du polynome doivent done satisfuire
92
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132 FONCTIONS DE LAME

. n . . .. , .

a4 ——— 1 équations linéaires et homogénes, dont les coefficients
2

dépendent linéairement de K; I'élimination des coefficients du

. ., n
polynome donnera done pour K une équation de degré — - 1.
9

. s s . n-- ‘
Si R est du second type, on aura a déterminer nt coeffi-

. , n—1 . , .
cients d’un polynome de degré ———. Le degré de I'équation
2
cn K sera done, d’aprés un raisonnement analogue au précédent,
n-r
pa—

Pour ceux du troisieme, I'équation en K serade degré —.
2

Pour ceux du quatrieme, 'équation en K serade degré

Ces résultats figurent dans la sixitme colonne da tableau pré-
cédent.

Il résulte de ceci qu’a chacune des racines des équations en K
ainsi obtenues correspond un polynome et un seul.

Si n est pair, il 0’y a de polynomes que de premiere et de

troisitme espéce; leur nombre est
n n

— 143 —=o2n-41I.
2 2

Sin est impair il 0’y a de polynome que de seconde el quatrieme
espeéce; leur nombre total

n—r L n 1
-+ 3 + —an—41.
2 P

Done il y a au plus 272~ 1 polynomes de Lamé. Je dis auplus,
car les équations en K pourraient avoir des racines multiples;
nous verrons qu’il n’en est rien.

Analogie avee les fonctions sphériques. — Supposons que
2, ¥, z soient infinis du premier ordre; w et v restent essen-
tiellement finis, mais 3 deviendra infini du premier ordre aussi.

L’ensemble homogene des termes de degré le plus élevé dans
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ANALOGIE AVEC LES FONCTIONS SPHERIQUES 123
la fonction de Lamé, satisfait évidemment a I'équation‘de Laplace.
(’est donc un polynéme sphérique que l'on peut écrire 11(z,¥y,5).
Le terme de degré le plus élevé dans RMN en g sera ag™MN.

Passons aux coordonnées polaires

S r==rsinf cosy,
{ y==rsin9sin g,

Z ——=1I1COS$ 9,

sip est tres grand il differe peude 75 u, v dcpendront au contraire
de g et de 8.
En effet Péquation qui détermine o pent s’écrire

2 2 2

z y z

. 51 -+ — T — l==0.
iLa uA {J'Z bl }Ll 'l

Si z,y,z sont tres grands, 'unité est négligeable; il reste une
équation du second degré; p et vles deux racines noninfiniment

/ < . .
grandes ne dépendent que du rnpport—J—et —c’est-a-dire de %
z oz

et de §.

On peut alors écrire
11 (sin f cos o, sin U sinw, cos i) ==2p"MN,

et comme 7 =—3, ona
Il (sin § cos 3, sin § sin o, cos §) =2MN ;

le produit MN apparait donc comme une fonction sphérique,
et sera décomposable en un produit de facteurs quadratiques (*).
M. Moutard a démontré que c’était le seul cas ol un polynome
sphérique était décomposable en un produit de facteurs quadra-
tiques et de facteurs linéaires.

MN, considérée comme fonction de § et de ¢, est donc une fonc-
tion sphérique : il en rcsulte que toute fonction de u et v peul se.
mettre sous la forme d’une somme

ZaMN,

() Yoir Journal de Liouville, t. XI, 1846, p. 278.
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124 FONCTIONS DE LAMNE

puisque toute fonction peut s mettre sous la forme d'une somme
de [onctions sphériques; mais Uanalogic des fanctions sphériques
et des fonctions de Lamé, va apparaitre davantage quand on étu-
diera le cas ou les surlaces homofocales sont de révolution,

Cas des ellipsoides de révolution. — Cela peut se préscnter
de deux manikres différentes suivant que V'on a a = b, ou b ==c.

1° Si a=14, on u des ellipsoides de révolution aplalis quand
12 esl supérieur a @ et des hyperboloides 4 deux mnappes si
a* << #* < % Les hyperboloides a une nappe se réduisent a des
plans passant par Paxe Oaz.

2° S1b=rc, on a des ellipsoides de révolutions allongés autour
de Oz, pour ¥* > a’. Bia® > 4*>> 1 on a des hyperboloides a une
nappe, les hyperboloides a4 deux nappes se réduisant & des
plans passant par l'axe Ox.

Dans ces deux cas, soit u, soit v ne peutservir de paramétre, on
est obligé de prendre comme paramétre angle du plan avec un
plan fixe, le plan 2Oz par exemple dans les deux ecas. Nous

\/(9_1, Hz—/r' w\/a_lf
'_—*‘" (a at 3 y 2"

avons :

— \
i w) (n*

S5i b tend vers @, p tend aussi vers a, et I'on voit que l'on a:
3 . — b’
A lim \/H
x a’— p?

Si ¢ est I'angle du plan passant par le point (x, y, z) et l'axe Oz
avee le plan 20z, on voit que w peut étre considéré comme fonc-
tion de %, et 'on a

9 __ 3 2, 2 1.8
w=a’cos’ o+ " sin® ¢.

On voit que 'on a

. _[;2——- 2
lim \/—a2 — }; =cos .
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CAS DES ELLIPSOIDES DE REVOLUTION 125

Dans les mémes conditions l'équation qui détermine y peut
g'éerire en supprimant I'unité, négligeable devant z, y et z,

2 2 ~2
-y + 5

; 3 ; 7~ —— 0.
Vi a® Vit

Si on passe aux coordonnées polaires, on a

72 s1n%) 12 cos?0

S =();

v: — ot NENp

n = \/ i
- at— ¢t
cosﬂ:\/v—‘_—c;—.

at—¢*

Dans ce cas on peut immédiatement [ormer les fonctions de

et ensuite

Lamé,

Nous savons que MN est une fonction sphérique ; M ne dépend
que de 2, N ne dépend que de §; MN est donc Pune des fonctions
sphériques londamentales considérées plus haut (p. 42).

On peut alors écrire M = cos pp ou sin pp; et pour N on

F2 (cos §) :F};[\/ vi—d
a’—c?

B ARy —g)n

Fﬁ(t) — ([ - 52) = dir .

prendra

en posant .

On voit que les zéros de N se déterminent en calculant les
zéros de ['2, abstraction faite des zéros =1, Ces zéros sont tous
réels et distincts; car, comme on le voit par le théoreme de
Rolle, les zéros de I} séparent les zéros de IF3~* Ona

1 —_—
AT\ LT,
(i =y 4

Donesi p est pair, F2 ne changera pas de'signe avec sin §; au
contraire sl p eslimpair, I, changera de signe avec sin f.
Sion remplace z, ¥, z par leurs valeurs en coordonnées polaires,
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Q changera de signe s'il contient 1'un des factewrs z ou y;
mais s’il n’en contient aucun, ou s'il en contient deux, il nc ehan-
gera pas de signe; p sera donc impair dans le premier cas, et
pair dans le second. - X

On voit aussi que y et sin p 3 changent de signe en méme temps;
done si Q contient le facteur 3, M devra étre pris égal a sinpo,
sinon M devra 8tre pris égal a cos py».

De méme si b® = ¢*, on prendra comme coordonnées polaires

z =rcos f,
y == rsinbcos gz,
-+, z==rsinlsino.

La fonetion N sera sin p» on cos pz, la fonction M sera
F2 (cos 0).

On prendra p impair si () contient I'un des facteurs y ou z;
p sera pair au contraire s1 Q ne contient aucun de ces facteurs ou
s'il les contient tous deux. On prendra pour N, sin p g on cos pz

suivant que Q contient ou ne contient pas le facteur =,

Résumé. — Lie résultal de cette discussion est résumé dans Ie
tablean suivant : la premiere colonne contient les 8 formes possi-

| a* = b? bt — 2
| I o Cos o Cos
Pxz. .. R \/’pTu: I Cos 0 Cos
Py . .| Rypi—02 1 Si;l 1 Cos
Pxs . .| Rypi—¢f o Cos 1 Sin
Pxzy . | R Vm 1 Sin o | Sin
Px<sz . | Ry (p?—ch)(o? —a?) . t | Cos | 1 | Sm
Pxxy. .| R Vm o Sin X Cos
Px<ayz. .| Ry o2 —a¥)p2— 0% (a2—c?) o Sin o Sin -
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bles de Q, la seconde contient les formes correspondantes de IR, 1u
troisi¢me et la quatrieme contiennent les cas limites pour a* = b2;
dans la troisieme on a mis le signe o si p est pair, 1 si p est
impair ; la quatrieme indique si M se réduit a cos pg ou sin pyp;
la cinquitme et la sixiéme contiennent les indications corres-
pondantes dans le cas o b’ == ¢%.

Les valeurs de K sont réelles. — Nous allons maintenant
démontrer que les équations en K ont toutes leurs racines réelles.
Supposons d'abord a?==1J,% On sait alors trouver les valeurs

- LI R T PR, :
de K. Nous pouvons poser .’ = a® cos® - 0® sin® o, puisque u
esl compris entre a et b et lorsque @ = b, ceci est encore la

valeur de M ; Yéquation qui définit p

A

dku (B ﬂ>_ n{n+ 1) — KM — o,

dp.

peut s’éerire, en prenant comme varinble @

Vi —e* —d— [\/ w—c il[—] — [n (n+ I)}Lz——K]M —o.

: dy dyp
; d*M ; . dM
(W*—c?) 7‘?7 + 14 -— @} sinz cos iz

— [n (r4-1) ‘u.z—K]M —o0

el s1 on [ait @® == b® on trouve I'équation

&M .
(a®*—¢?) il —[n(n ~+1)a* — K]M: 0.
. d*
Cette équation doit avoir comme solutions cos pp el sin pp, on
a donc
K—n{n+1)

at

2

:1).

L’¢quation en K a donc n - 1 racines réelles, correspondant
aux valeurs de p,

0, 1, 2,...(n—1),n,

On volt que les équations en K ont toutes leurs racines réelles;
les valeurs paires de p, séparent les valeurs impaires.
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Lorsque & variera de @ vers ¢ les racines des équations corres-
pondant aux deux groupes de fonctions de Lamé, contenant
zéro et deux radicaux d'une part, sépareront les racines corres-
pondant aux deux autres groupes contenant un ou trois radicaux;
cela ne cessera d'étre, que si une des racines d'un groupe d’équa-
tions, devenait égale & une racine » d'un autre groupe.

Soient, K cette racine, R ¢t S les fonctions de Lamé corres-
pondantes, appartenanl par hypothiése a deux groupes diffé-
rents : on a par hypothese

R — (1 +K) R =o,
5 — Hp? +K)R=0;
on en conclut

RS”— S"R =o.
On peut intégrer immédiatement et écrire
RS — SR —=a.

St on suppose R et S exprimés en fonction elliptique du para-
métre «, on sait que I'on pourra augmenter u de 2 w, de 2w, ou
de 2 w, de facon que R par exemple ne change pas de valeur, et
que S change de signe, ct de méme pour R’ et §'; mais alors Ie
produit RS’ — SR’ aurait changé de signe; on a donc a = o;

on en conclut que est une constante, ce qui est évidemment

S
faux,
Deux équations en K correspondant & une méme valeur de »
ne peuvent donc admettre de racine commune.

Remarquons que dans 'équation en K le coefficient du terme
de degré le plus élevé se réduit a I'unité; il est donc impossible
que le degré de I'équation s’abaisse.

Les fonctions de Lamé sont linéairement indépendantes.
— Je vals démontrer maintenant qu'entre les p fonctions de
Lumé, d’'une méme forme, et pour une valeur de » donnée il

n'existc aucunc rclation linéaire a coefficients constants ;<p est

. ) n n—1 n-{1 n
I'un des nombres — -1, ——, ——, —>
2 2 2 2
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En effet : supposons que I'on puisse avoir une relation de la
forme

Rypp=a R, +a R, ... + 2, R, q<p,

en portant R, dans 'équation du second ordre, on aura a écrire
que les p coefficients d'un polynome seront nuls; on aura pour
déterminer a, @,... o,. p -1 équations du premier degré, dont la
premitre sera satisfaite identiquement. Il restera done p équa-
tions homogeénes a g inconnues, L’élimination de ces inconnues
donnera un certain nombre d’équations en K de degré au plus
égal a g et ces équations devront &tre satisfaites pour les p va-
leurs de K ; ees équations se réduisent alors & des identités. On
peut donc déterminer les coefficients a, a,... o, quel que soit
K, el on aurait alors un polynome comme solution de I'équalion
de Lamé, et cela quel que soit K; c’est une contradiction.

Les polynomes de Lamé ont leurs racines réelles. — Je
vais maintenant démontrer qu’un polynome R quelconque a
loutes ses racines réelles et comprises entre a® et ¢?.

On peuat partager I'intervalle de — o & - oo en quatre autres
par les nombres a?, 4% et ¢

Je vais d’abord démontrer que le nombre de racines compris
dans chaque intervalle est constant lorsque 6? varie de a’a ¢*. En
eflet, il ne peut en élre autrement que si, pour une valeur de &,
deux racines réelles devenaient imaginaires. Mais alors, pour
cette valeur de &, ce polynome aurait une racine double : R’ serait
nul. On a

R’”=FR=o,
F étant (H?0 +-K); on a

R”=—=FR' -+ FR,
RY —FR"- 2F'R’+ FR" cte. ;

toutes les dérivées seraient nulles, ce qui est impossible.
Il pourrait encore arriver que I'une des racines devienne égale
aa’, b ou ¢ Supposons par exemple qu'une racine devienne

égale 4 @® : comme on a posé

2

2
pu—e =g —a*,

Poincark. — Figures d'équilibre. - 9
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lavaleur de z correspondante serait w,, or on a p'w, =0, w, estun
zéro de p'w, ; donc ce serait un zéro de R’ et 'on revient au cas
précédent.

Ceci posé soit ¢, le nombre des racines imaginaires de 1'cnsem-
ble des polynomes correspondant a une valeur de n ;
€,, le nombre des racines réelles cbmprises entre o® et {7

?
€qs » » réelles comprises entre b® et ¢*;
€,, » » réelles non comprises entre a® et ¢2,

Le nombre total des racines est égal ala somme des degrés des

polynomes

n/{n
. <T+ I)=€1—l—€2+€3+€5-

Lorsque 4 est égal 4 4, toutes les racines ¢, se réduisent a o*
et ¢, se réduisent a a* ou a ¢*; lorsque &° est égal a ¢?, toutes les
racines ¢, se réduisent & ¢* et ¢; se réduisent a4 a? ou & ¢,

Mais si @®> = b* les polynomes sonl les dérivées successives
de (v*— 1)"etils ont toutes leurs racines réelles; il y en aun qui
n

a o racine, un qui en a uue, un (qui en a deux, ... un qui en a—~
abstraction faite des racines == 1 ; on a donc
Sy (R B
e, — I €.,
3 4 9 3’

de méme on a

4

Nous avons donc l’égalité

n{fn
g, = (T+I>+s'2.

e, e, +e,+e, = Z (i -+ 1>—+-s1 e, ¢,

d’ot1 I'on conclut :

el par suite

Le théoreme est donc démontré.
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Pour savoir maintenant combien il y a de racines dans chacun
des intervalles @®... 4%, 6°... ¢*, on voit que dans le cas général il y
en a autant que dans le cas particulier, ou a® = D%

Et on voit qu'il y a :

T 2 2 n 2 2
un polynome ayaut o racine entre a” et b*, et — entre b% et c2.
2

n
» I » — — 1 n
2
n
J— » (] »

Développement d’une fonction en une somme de fonctions
de Lamé. — Soit un ellipsoide de la famille, déterminé par le
paramétre p; si je pose

1

= —,

Ve —uh) (F —)

f IMN.M,N,d7 = o.

MN désignant un des produits déja désignés, M|N, en désignant
un autre, et U'intégrale étant étendue a toute la surface de 'ellip-
soide.

Soit

V—=RMN, V,=R,M N,

Puisqué I'on a AV =0, laformule de Green donne

av, avy .,
(V-—dn —V, m*) ds=o,

lintégrale étant étendue a une surface fermée quelconque; sup-
posons que cette surface soit I'ellipsoide; R et R, sont alors des

-

dV
constantes. Calculons —— et L : quand on se déplace sur la

dn dr
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normale a lellipsoide, w et v demeurent constants, p augmente
de dp; et ona

dV 0V ds 0V du dp
dn = 0p dn _—07?7;
o 0V du .

T 0w dn’

mals nous avons

ov dR
e =M
l'intégrale devient donc
. du
MN, M,N, (R, — RR) 2 do = o

mais RR’, — R,R' ne dépend que de p et comme c’est une cons-
tante, on peut la {aire sortir du radical. On a d’ailleurs

R, — R,R' 5= 0;

il vient donc en changeant le signe

f——M\I\TN ii-”—da_n

Tout revient a calculer

du du da

dn dp dn’
nous avens vu que l'on avail, en posant o> =pu+- A

d

ol \ 2 2
o = @) — T — )
d’ol
da
— e A
du ?

lorsque p tend vers l'infini, pu tend vers o, « tend vers o, donc
décroit ; on doit prendre le signe moins.
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On a d'ailleurs, puisque 1’élément linéaire est
2,2 7.9 27 2 2 7.2
ds? == ot dp° 4 By’ A y'ds
etque p seul varie sur la normale :

do _x _ AVE—=¥)

dn =

o Q

o

On adone, en posant

dll
dn’

] ——
l— — V=
Q

VieP— w)(e* )

ce qui est Uégalité anuoncée. L'intégrale, d’ailleurs, ne dépend

pas de g. Car nous avons
ds = Bydudy;
el par suile
Q’ \/:dp.dv
BV — e
(u*—v?%) \/——xtl‘udv

BC

lds =

On a démontré que toute fonction déterminée sur lellip-
soide peut se mettre sous la forme d’une somme de fonctions

® :Z A M, Ni

Le théortme précédent permet facilement de trouver les coef-

de Lamé;
ficients. On a

f 10 My Ng d = f Z AIM, N M, Nido ;

le second membre se réduit a Akfle(N,%do- : ce qui détermine A,.
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Les fonctions 8. — Nous allons maintenant considérer une
autre fonction de p satisfaisant aussi a 'équation de Lamé; nous
la définirons ainsi qu’il suit.

Soit R une fonction de Lamé de degré n définie par la relation

R"4 FR =oj;
la fonetion S, associée a la fonction R, sera définie par la relation
S" 4+ FS=—o
ou I’ a la mé¢me valeur : on en conclut que
S’R—R"S ==o0;
en intégrant on trouve
S'R— RS = C¥,

et nous prenons arbitrairement cette constante égale a 2n 41 ;
on a donc

S'R —R¥%’ an—1

R? R*
Done
S an -1
'—H _— T dll H

on peut choisir arbitrairement la limite inférieure d’intégration

et ona
5 an—4-1
"‘I‘i— == —RT— d?l.
1]
Pour o* tres grand
R = Ap",

A étant unc constante que nous pouvons prendre égale a 'onité ;
© est alors tres petit : puisque

p?=pu;
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. ' . N
o estapproximativement égal & —
§ IlJ
I
¢ » » —_
i
On a done
R=um,
an 41
S = u " _—_— dll — gl .
"—m ’
0
. . . N 1 . ,
S est donc sensiblement égal a4 «**'= ——; le produit SMY
’J'l +1 9

satisfait aussi & I'équation de Laplace.
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CHAPITRE VII

ATTRACTION DES ELLIPSOIDES

FIGURES D' EQUILIBRE

Probléme de Dirichlet sur I’ellipsoide. — Abordons main-
tenant le probléeme de Dirichlet pour un ellipsoide, dans lequel
on se donne, sur un ellipsoide déterminé par le paraméire 8y
les valeurs d’une fonction V, en proposant de trouver la fonction
YV satislaisant a I’équation de Laplace et prenant sur I'ellipsoide

la séric des valeurs données.

[ — @ :ZA,.M‘.N,,;

A=aR'S?,

Soit sur Vellipsoide

on peut poser

R? étant lavaleur pour g ==p, de la fonction R associée i M et N,
et S} » » S, » Ry

1
On a alors

cp:Z RS M,YN,.

Ceci posé, considérons la fonction définie par l'expression

2 2SRMN

a U'intérieur de 1'ellipsoide, et

ZaR"SMN

a l'extérieur du méme ellipsoide.
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Ces deux séries sont convergentes dans les espaces indiqués,
Ja Jonetion est donc bien déterminée.
Calculons les quantités

oV N oV
on, € On;

on a

oV 2: o a7 . du
—a—lz——- o R,— S,— )I, 1\,‘. -El—.
=1 ; RIS NN,
iy OGN

On a de meme

LA zZ «,S* R M,N.,.
on; i

V est une fonction continue quand on traverse la surface, mais
ses dérivées ne le sont pas. V est done le polentiel d'une masse
superficielle, dont la densité & est déterminée par la relation

v v

on, on; 4

Au lieu de supposer la densité variable, on peut supposer une
distribution de densité égale & 1, mais d'une épaisseur Z, telle

que Von ait
o v,
on, on; =

équation qui détermine &, car on a
\ Y
4L =— 1Y a(RIST— RISYMY,
— lZu(zn-{— 1) MN.

Sil'épaisseur de la couche est déterminée par une fonction de

Z I3MN,

la forme
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on en déduira réciproquement le potentiel sur la surface par la

formule
Z — iy,
an—+1

d’ott I'on déduit simplement le potentiel a I'intérieur et a 'exts-
rieur de la surface.

Application. — Yoyons maintenant Ies plus simples des fonc-
tions de Lamé.

1° pour =0 on a

R,=M,=N,=1, *
S—=u
2° pour 2=—1 on a trois fonctions R

R’:;\/ P a?, P\Z:V/‘az—br, Bx:\/loz—c“’.
On a
z="RMN,,
y = ,RMN,
z == h RN,

en posant

I

]L = —_—
LV e — )
I
/l_ fmnd
2 \/([12——02;\\:1)2— az) ’
h, — !

Vi —a oty
3°Pour n==2,0n a:

d'abord deux polynomes du sccond degré

Pﬂ — ]L-Z
et

2 12
p—h,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



APPLICATION 139

que P'on peut calculer facilement; on sait que I'on a
al >SS >l
¢t ensuite les trois fonctions
R, =\/(9’— Fil’—¢),

=V (p"— ¢ p"—a?),
Rs‘\/(° —a®)(p*— ).

On a
R, =R,R,,
R, =R, R,,
° , R,=R/R,;
le produit R M.N, est 4 un facteur constant pres yz.
» RM,N, » » zz.
» RGI\ION. » » xY.

Remarquons encore la signification des fonetions R,, B;, By
qui sont les demi-axes de l'ellipsoide correspondant & p. Son

volume est
T = 4 R RR, = 4 R, R
—-_d"r“ 1y S—T“ 1.
Supposons qu'a la surface de 1'ellipsoide, soit répandue une
couche de densité constante, et d’épaisseur
$=DMN,;

le potentiel a la surface sera

V =4n=R{S{M N, = 4ru,
les indices inférieurs indiquant le numéro d’ordre de la fonction
de Lamé, I'indice supérieur indiquant qu’on y fait g =yp,. A l'in-
térieur, le potentiel sera

4=SgR M N = 4ru,,

le potentiel sera constant & l'intérieur; on peut dome consi-
dérer la distribution de matiére comme la distribution d’une
couche électrique en équilibre a la surface de l'ellipsvide sup-

posé conducteur.
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Le potentiel sera & I'extérieur
4 RIS MN = 4w,

Les surfaces équipotentielles seront donc les surfaces u = C*,
c’est i dire les surfaces p = constante; ce seront des ellipsoides
homolocaux.

La couche carrespondante est celle comprise entre deux ellip-
sofdes homofocaux comme le montre la valeur de §.

Attraction d’un ellipsoide homogéne. — Considérons (fig. 15)
un ellipsoide homogene dont le potentiel soit V. Déplagons l'el-
lipsoide parallelement 4 l'axe Oz, d’une
quantité ¢; le potentiel en un point (x, y, z)
va devenir

'
0.

1

V(z—e,y, z)=V(z,y,5)—¢

et Vellipsoide prendra la position E’. la

différence de potentiel provient de ce qu'il
y a en plus la région ombrée a droite, et
Fig. 17. en moins la région ombrée a gauche. On

peut supposer que c'esl le potentiel d’une

épaisseur [ répandne i la surface de 1'ellipsoide, § étant positif

a droite et négatif a gauche.

Calculons T : si PP” est la normale commune aux deux ellip-
soides, § = PP”; PP’ = ¢, et le triangle PP'P” est rectangle

en P, on a donc
PP ==¢ cos (PP, PP").

Comme
PP" cos (PP, PP") = projection de PP” sur Oz,

et, puisque PP” est normale & Vellipsoide p, on a

LeosP = 0. ds
0p
dx dp

=% dn "

oz dp

= dn ¢
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de ces égalités on déduit

cosP=—a—x— dn 0x du

Nous savons aussi que :

or
5o ="M,
en posant
0R, ds
. 1 _
Ri= dp du
— AL
=—4 R,
¢l comme

A=~;—\/(92—-a2) (PP — ) (p*—¢') =

on en conclut

R,=R

i 47
et on a
\)
_0‘”—= AR,M,N,.
i

I1 vient donc
cos P=~AIRIM,N,
{—chRIM|N,.

Jo dn T du E=_

dx

du

%Ril’{zﬁa

—-RR,

On peut donc maintenant déterminer le potentiel V/ relatif a

la couche d’épaisseur £, en appliquant la formule connue

la surface

Ve — 4% ResTRIMN,.

3

A Tintérieur de Vellipsoide on a

Ve — A7 RogiR M,N,

3
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142 ATTRACTION DES ELLIPSOIDES
et, puisque RMN, ==,
eTzS;

f e ea—— %
Ve

on a dong

v TzS8?

o T I

s

A l'extérieur on a

g :i;ik— RRS,M,N,
_ Ta§,
R, ’
. . oV . . <1 .
A Pintéricur —— est donc proportionnel a x, & I'extérieur la
x
vV

relation est plus compliquée; 37 représente la composante de

Pattraction parallele a Oxz.

Théoréme d’Yvory. — Considérons deux ellipsoides homo-
focaux, correspondant, le premier E| an paramétre g, le second B
au paramettre p,; 5, > g, (fig. 18). Soient P, et P, deux points cor-
respondants, ¢’est a dire ayant
respectivement pour coordon-

P‘ - .
nées elliptiques (g, u, v) (o,
#, v). Les coordonnées rectan-
gulaires de deux points corres-
pondants sont proportionnelles,
¢’est-a-dire que 'on a
Ty == P2y,
-’//0 - 7.’/1,
Fig. 18. ®g =TSy

Py ¢, r étant seulement fonctions de p, et de o,.
Le théoréme d'Yvory consiste & comparer V'attraction de l'ellip-
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soide E, sur P a 'attraction de l'ellipsoide E, sur P,. La pre-
miére a pour composantes suivant Oz

4=ARISIRIM,N,,

la seconde a pour composantes sulvant Ox

4=hRIRISIM N,
le quotient est done
RU
_ﬁz_ — Cle ;

on trouverait de méme que les rapports des attraclions sui-
vant Oy et Oz sont respectivement

R R
-T{—;—' € —11?.

Ellipsoide de Mac Laurin. — Considérons un ellipsoide
homogéne, que nous faisons tourner autour de l'axe Oz, d’une
rotation infiniment petite o ; le point de coordonnées z, y, z,
aura pour nouvelles coordonnées

x, Y—4ws, I—uwy,;

son potentiel sera

. _ oy Y
V(.I', .l/+zw1 Z—]/(D):\ (:C, Y, ‘.)+m(z—07/——-1 -0}7)’

V' — V est le potentiel di a la couche superficielle comprise
entre les deux ellipsoides.

Si (z,y, z) représente un point intérieur, I'action en ce point
a pour composantes

TS} TyS53 TsS] |
TR RE ST TR

elle dérive d’un potentiel

T T " Sl 2 82 ~2 .1>
VeV (o R YR TR
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en appelant V, Ie potentiel au centre ; et cette formule est encore
vraie i la surface: donc

v, AV
s

sont proportionnelles a y et a 5, eton a

Vi —V=Awyz

= AwR,M,N,.
En appliquant la formule démontrée précédemment (p. 137),
Iépaisseur de la couche en un point est .
5Awl M,N,
4= ST

Pour que ellipsoide puisse étre une figure d'équilibre, il faut
qu’a la surface on ait

(L)2

Vo

(]/2 +Z2) J—— C(e.

2

Nous allons traiter un probleme plus général; de savoir si un
ellipsoide a trois axes peut &tre une figure d’équilibre, sachant
qu’il est soumis, outre les attractions mutaclles de ses parties, a
une force dérivant d’'un potentiel

— (a2 By 75,

o, 3, v étant des constantes.
Pour que U'équilibre ait licu, il faut que
TS TS TS
2 . 1 2o _ 2 =2 . 3
g <°‘ R, >+-” ( i, >+ (" K, >

soit constant a la surface de Dellipsoide dont I'équation est:

.2'2

R’Y

7/2 22
+-‘i€+—l§—l:0.

Il faut donc que l'on ait

() aRE—TSR,==3 R —TS$R,—=vRI—TSR,.
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Dans le cas particulier qui nous occupe, c’est-a-dire quand
l'ellipsoide est en rotation, on a, a= o0, f = y = v?, et nos
formules deviennent

TSR, = R} — TS, I}, = 'R — TSR, ;

on a done

w? R,5,—R,S RS, —R,S
1 = L) . P S 2N _ 1M
() T —p RS -3 R, !

et dailleurs

4w
T= =5 R,R,R,;

T est une donnée du probleme ol les inconnues sont p* — a?,

— 5, 92 —

On a une premiere condition, qui est que w® doit &tre positif;
dong il faut que

R,S,—R,S,>o,
R,S,—R,S, > o.

Ces inégalités sont tonjours vérifiées, Démontrons par exemple
uc¢ la premiere 1'est, ¢’est-a-dire que 'on a
P ’ q

R,S, — RS, >o.

Remarquons que R, R,, S, et S, sont des quantités positives,
puisque * > «*; il faut done que 'on ait

S, R,
S, R, ’
c'est-a-dire
R, di
R:
0 R,
au > l{ ?
R du !
t I
0
Porncart. — Figures d’équilibre. 10
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u

du
ITER.

> I > I : ’
du _I_{?
R

o

et on est ainsi ramené a un théoréme d’arithmétique connu, Le
premier rapport est compris enire la plus grande et la plus
petite valeur du rapport des quantités placées sous le signe f: Ia

plus grande de ces valeurs est 1 correspondant & u = 0, p == o,
2 2
I a . 1 . »

la plus petite est ‘j—b—;, le théoreme est donc démontré. On
a7

)
en donnera plus loin une démonstration plus générale.

On voit de suite que l'axe de rotation ne peut pas étre laxe
Oy, car il faudrait que R,S, soit la plus grande des trois quantités
analogues. ’

La relation (II) a une solution évidente, c¢’est R,=R_, qui con-
duit & un ellipsoide de révolution autour de Oz : c'est ellip-
soide de Mac Laurin.

Ellipsoide de Jacobi. — Les relations (II) peuvent aussi étre
satisfaites pour un autre ellipsoide découvert par Jacobi, mais
nous devons, avant de le rechercher faire la remarque suivante :

Si nous nous donnons un ellipsoide homogéne qucleconque,
nous pouvons loujours choisir les constantes o, @3, v, de maniere
a satisfaire aux relations (1) c’est-a-dire de fagon que cet ellip-
soide soit en équilibre sous Paction de la gravitation et d’une
force supplémentaire dont les composantes sont ez, By, vz ; nous
allons supposer o == o. .

La condition d’équilibre d'un ellipsoide homogene I soumis
a la gravitation et & une force perturbatrice dérivant d’'un poten-

tiel é (B8y* 4+ -(5% est que, a la surface
T ] E
U=V 2 (" 4 327

solt une constante,
Supposons que V'ellipsoide se déforme mais peu, de facon que
Ia nouvelle surface ¥ ne differe pas beaucoup de Vellipsoide, et
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cherchons & quelle condition I sera une figure d’équilibre, en
continuant a supposer que le fluide reste soumis aux mémes
forces, c’est-a-dire a la gravitation et a la force az, By, ys.

La condition d’équilibre est que, en désignant par V 4 ¢ le
potentiel dd a la figure X

Vot o (87 415

soit une constante a la surface.
Soit{ la longueur de la normale comptée de E a Z; on pourra
développer § en une somme de fonctions sphériques :

{= _2 AIMN;

¢t I'on aura a la surface

- 47:? 0Qo

D’autre part, on aura, a des quantités prés de 'ordre de 2,

ou
U :Uo+ on C)

et, en appelant g Pintensité de la pesanteur a la surface, il vient

v ou
CE o’
d'olt
U=U,—g%.

La condition d’équilibre est que U soit une constante et comme
p I e
U= Vo ()=
7 1 p
U=VAo—+ ‘2—(;'3,724—'}',:2):(:“;

la condition d’équilibre est que

.
0+ &%
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soit une constante a la surface c'est-a-dire que

(1) Z 43 pogrN 2053\u\~c“
an—-1

Je dis que gl est une constante sur Dellipsoide ; en effet,

déplacons T'cllipsoide parallelement a l'axe Oz, l'équilibre ne
sera pas troublé, car par suite de la condition o = o, le travail
de la foree (ax, By, vz) est nul. Nous avons vu que 'on avait
pour ¢ la valeur

{=KIMN,,

K étant une constante ; 1'équation précédente se réduit en ce
cas a

4§K RISOM, N, — gIKM,N, = C*;

cecl ne sera constant que si

gl =" 41 RS,

I.’équation (x) devient alors

0g0 [ ay]
2<I{S —RS>M\I~(}9-
DY 3

et I'équation d’équilibre devient, en supprimant l'indice zéro,

RS RS,

an—+1 3

Si la masse est en équilibre sous 'action de attraction et de
la force centrifuge, elle le sera encore si on lui donue un mouve-
ment de rotation. Cette rotation ¢st une des transformations que
I'on peut faire subir i un ellipsoide de Jacobi, sans troubler
I'équilibre.

Nous avons vu que dans ce cas, on avait i un facteur constant

pres (p. 144)
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onen conclut que l'ellipsoide de Jacobi doit satisfuire a la relation

‘

R'psb N RISI
5 7 3

Réciproquement, supposons u'un ellipsoide soit en équilibre
sous I'action de 'attraction et d’une force dérivant du potentiel

I /o2 2\ .
; (r‘.’/ +Y32) )
je dis que si on peut le faire tourner d’un angle w sans troubler
équilibre, €’est que 3 =1.

En elfet, a la surface on doit avoir, en appelant V le potentiel
newtonien

Vb — (B 7=V, =C"

au sommet du petit axe V=1V,; si on fait tourner I’ellipsoide
d'un angle w autour de Oz, le sommet du petit axe restery sur la
surface de I'ellipsoide, la constante ¥, n’aura pas changé, ¥V n’aura
pas changé non plus,

Or
8V - Byly -+ ys8: =20V ;

il faudra donc que sur la surface
R, R
pyoy + (505 =0

et en tenant compte des relations

Sy = ws
83 _— — (1)!/,
on devra avoir sur la surface

B—+) wyz=0;

done

B=.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



150

ATTRACTION DES ELLIPSOIDES

Discussion de I’éguation des ellipsoides de Jacobi. — Nous
avons donc a diseuter Véquation des ellipsoides de Jacobi

(v)

Cette équation ne convient pas aux ellipsoides de révolution,
cela provient de la fagon dont on a établi cette équation : dans le
cas d'un ellipsoide de révolution, on aurait en effet {=o.

Au lieu de discuter V'équation (1), nous allons discuter I'équa-

tion plus générale

=

Rksk RiSi

PYITEEES |

an—+1

oir 'on a o® > o’ ; m étant Uordre de la fonction R, n étant
P’ordre de la fonction R,.

D

F et —— sont
K}

de méme signe, de plas R, ne pent pas s’annuler

puisque les racines des polynomes R sont comprises entre a*

et ¢* 3 done I'équation

S, S, R:

- (200 -4 1) R,

Lt 1R, R

a les mémes racines que F==:o.

Les racines de 1'équation ——

-
h

== o sont sépardes par celles

Ri
de la dérivée :
ar, 1 d S, 1 R 4 S
du ~ a2m-f1 du R,  an—+1 Y du R,
I S, d <R;)>
. T an+1 R, de \ R}/’
On a par définition
d S, om—4-1
de R, R’
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et par suite

dFF, 2 S; R; RIR,—RR;
die — an+1 R, R, R;
2S; RIR,—RR, |
an-4-1 ° R; ’
. ) . dT
mais S; ne peut s’annuler : donc les racines de 7 L sont les
i
racines de R/R, — R;R/. Nous ne nons occupons évidemment

que des racines supéricures a a®.
Cherchons la dérivée de cette fonction par rapport a z, c¢'est :

R/R,— R.RY;
et, d'apres la définition de R; et R,
R =(Hz*+ K) R,,
ona
RR; {2 (n—4 1) —m (m+1)] o + K, — K, }.

Les deux premiers facteurs n’ont pas de racines en p* supé-
rieures 4 a’; le troisieme ne peut évidemment en avoir qu’une

.
seule : donc

ne peut en avoir plus de deux, F, ou I ne peu-

dll
vent en avoir plus de trois.
Supposons que J_{l- soit constamment croissant, sa dérivée ne
k

s'annulera pas; donc F, sera constamment décroissant et ne

.

. . . . R .
pourra avoir qu’une seule racine. Au contraire, si — est toujours

R,
décroissant, F, sera toujours croissant. D’ailleurs pour = o,

R, .. 1 .
s==00, -S—'est a peu pres égal a—; donc F part de zéro et est
: P

toujours croissant ou toujours décroissant, donc n’a pas de
racines, sauf la racine p —=o0 qui n’est pas admissible.

Dans le cas le plus général, F peuat avoir, nons I'avons vu,
trois racines : mais parmi celles-la se trouve la racine p =oo,
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F a donc zéro, une ou deux racines supérienres a a?; siF‘ est
’

toujours croissant ou toujours décroissant, elle n’en a aucune.
Revenons alors a 'équation

RS, R,S,

¥ 3 2n+1:0

. . - ( Ry)\?
Si B, contient en facteur\/o* — a?, <——‘> sera un polynome

R,
dont toutes les racines sont réelles et comprises entre a® et
¢*; donc la dérivée ne peut s’annuler pour une valeur de p® supé-
rieure 4 a’. L’équation I’ n’a pas de racine supérieure a a*. Sup-
posons maintenant que R, ne soit pas divisible par {/p> — a?, ot
que r soit plus grand que 1, je dis que I’équation a au moins une
racine. En effet, substituons &?, le premier terme s’annule, le
second est négatif : on a donc une somme négative ; remplacous

2 par oo ; le premier terme de I'équuation est h peu pres égal a

1 I I .

g 3 an—41/"
-le résultat est positif; il y a donc un nombre impair de racines
entre a’ et -0 , il ne peut y en avoir plus de deux, ily en adone

une et une seule.
Ce raisonnement n’est pas valable si n=—=1, ¢’est-a-dire si

R,=R,=/p* — %,
ou bien

Ry=R,—\/¢" — ¢,
dans ces deux cas, la quantité

R? g’ —0b

n pl—a’

et les quantités analogues sont toujours croissantes lorsque laz
varie de o & a’. Donc l'équation correspondante n’a pas de
racines ; ¢’est un théoréme déja énoncé (p. 145).
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Appliquons ce principe a 1'ellipsoide de Jacobi. Il faut consi-
dérer I'équation
RS, RS, .
3 5 ’

R, n’est pas divisible par R, : donc il y a une racine, et une seule.

Done parmi les ellipsoides homofocaux, il y a un ellipsoide
et un seul, qui soit une figure d’équilibre; c’est l'ellipsoide de
Jacobi,

Figures dérivées de I’ellipsoide de Mac Laurin. — Suppo-
sons que b*=¢c? et cherchons s'il y a des figures peu différentes
de I'ellipsoide de Mac Laurin. Pour qu'il existe une figure d’équi-
libre 2 peu différente de cet ellipsoide, il faut que Von ait la
condition
) R,S, RS,

(1) 3 2n-4-1

Nous avons vu qu'en posant

~

<|

on avait

N.= cos pyp,

-
M, —AF (\/Z—_;* )

h étant une constante. On a posé
2
F (E>= (] _Ez) 1 Drte (l o Ez>u'
La condition nécessaire et suffisante pour que l'équation (1)
ait une racine est que R, ne soit pas divisible par {/2* —a?; donc

M; ne doit pas &tre divisible par V/az—p.'l, done n—tp doit étre
pair, z et p étant déterminés, une figure d’équilibre voisine d’un

cllipsoide de révolution est déterminée par la relation :
L=« IM; cos py
ou, d'une fagon plus générale,

§ =0\ (z cos pp -+ < sin py).
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On peut supposer ¢'==o0 : cela revient a faire tourner les axes
de coordonnées d’un angle convenable autour de Ou. La figure
que l'on obtient ainsi est une figure admettant ’axe Ox comme
axe de symétrie d’ordre p. ¥ (E) ne change pas sil’on change § en
— &, donc le plan des yz est un plan de symétrie. Sip =0, { ne
dépend pas de », lafigure est de révolution.

On ne doit pas conscerver parmi les équatlons obtenues celle

ol n== 0, car le volume ne serait pas conservé; de méme on doit
3

exclure n = 1, car alors R; serait divisible par \/ér—a' : donc
la valeur minimum de 2 est 25 a cette valeur de n correspondent
deux valeurs dep: p=o0, et p—=na.

Quelles sont celles de ces figures qui sont ellipsoidales : con-
sidérons un ellipsoide I}, et un autre E, qui en soit peu différent
mais non homofocal. Le potentiel de chacun d’eux a son inté-
rienr est une fonction do second degré des coordonnées carté-
siennes; la différence des potentiels est donc aussi un polynome
du second degré : c¢’est d’ailleurs le potentiel dit 4 la couche com-
prise entre les deux ellipsoides. On peut par suite dévelapper ce

ZERMN,

R, M, N étant des fonctions sphériques d'ordre o, 1 ou 2.

V:Z eR MY,

et & extérieur on a par conséquent

R,
= £ SMD
Y E 5, N,

potenticl sous la forme

A la surface on a

Iépaisseur de la couche produisant ce potentiel est donc

- o2n—+ 1 &
Z_Z T4 S, MY

=Ze’lMN. X
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Il n’y a que des termes d'ordre o, 1 ou 2, mais nous avons dit
que M ne pouvait étre d'ordre o ou 1; il reste donc n—2 ¢t
p==0 oup==2.5ip=o0, la surface considérée est de révolution,
c’estun ellipsoide peudifférent du premier;si p =2, on a un ellip-
soide de Jacobi,

Variations de w? avec I’aplatissement. — Si on fait varier
o’de a® a4, Vaplatissement des ellipsoides considérés varie
deoar.

Lorsque l'aplatissement est nul w?==o0; 'aplatissement crois-
sant, w’va aussi en croissant; mais il peut avoir des maximums et
des minimums; lorsque Paplatissement augmente, le moment
d’inertie principal augmente aussi.

On a vo que

(1)2
TU,=H=W4—1]
2 .
ne pouvait pas dépasser une certaine limite. On a de plus
(1)2
dll = dW + wldw + —dJ;
2
dans une position d’équilibre on a
2
AW 4 — d]l = o
2
il en résulte que pour une position d’équilibre on a aussi

dH = w Jdw.

Lorsque 'aplatissement augmente, J angmente indéfiniment;
donc w doit diminuer et tendre vers zéro ; »® part de zéro, revient
a4 zéro, donc a un maximum dans l'intervalle,

ReMaroue. — Faisons varier p? de o a a’. On obtient des
ellipsoides de plus en plus aplatis : on en rencontrera pour les-
quels on anra

RS, RS

3 an 1 ;
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je dis que la premiere figure d’équilibre que ’on rencontrera

est celle d’un ellipsoide de Jacobi. En effet, si on suppose que -g"—-
4

est toujours croissant dans lintervalle considéré, on voit que

RS, R, S

7

—t - est toujours positif,
Pour g*== ona

RS, _ RS, RS
3 5~ an—4-1"’

si p décroit, on finira par avoir

RS, RS, RS;
3 5~ an—+ 1’

7 continuant a décroitre, on auraalors

RS, R;S;

3 __2n—+—x;

mais on voit que I'on rencontre d’abord un cllipsoide de Jacobi.
i

Figures dérivées de I’ellipsoide de Jacobi. — 1] reste a étu-
dier les figures d’équilibre qui différent peu de I'ellipsoide de
Jacobi. Pour cet ellipsoide on a

RS, RS,
3 57

pour une figure peu différente, on aura

R,S, R;S;

Ce——
la hauteuar de la surface au-dessus de I'ellipsoide étant
L= elM;N,.
On a done & considérer les deux équations

R,S, R,S, RS,

3 5 on 41
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On a trois inconnues p* —a®, o> — ?, 2* — ¢*; et on a pour le

volume qui est donné

V= L NF—a T T

Pour quel'équation
R, S R;S;

3 7 an—-1

ait uneracine, il ne faut pas que R; soit divisible parR, :\/;:2——112;
pour que I'équation
' RS, RS,
5 7 an—-1

. . R, . .
ait une racine il faudra que " ne soit pas constamment eroissant,
4
R;a done comme seules formes possibles les formes suivantes, ol

P désigne un polynome en g%
o )

p,
P >ey/F— &,
P><\/p"——c’,

P < \/(pf — )" — Y.
Yoyons si ces quatre formes sont possibles et rappelons que

on a R, ==/ (a*— %) (p*—¢?).

1 Type. R; est un polynome; si a est la plus grande racine

de R; on pourra poser
R, = [p*—2) 11,.

% est compris entre a® et ¢* et on a

eV e
; o — b ot — ¢

I; eroit constamment,

170

croit constamment,

croit si o est inlérieur a L?, décroit dans le cas con-
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]
. 2—u . 4. ;
traire; il ne faut pas que \/‘T_F solt décroissant : done a < 4?
G _
)
et loutes les racines de R, sont par suile comprises entre 4% el ¢*
Parmi les fonctions de Lamé d’ordre », il y en a une et une
seule ayant toutes ses racines comprises entre b° et ¢*; c’est celle-
la que 'on doit prendre pour R,
( L]

Type. Prenous R, = {/p*—0* P et :lppelons o la plas
grande racine du polynome P; on a

_\/0 _a\/ £ :(“ I,

Les trois factcurs sont constamment croissants, donc toutes les

fonctions de ce type sont a rejeter.
3° Type. Posons
Biz\//FZ——-L'z (Pg—a)H,

I1 étant un polynome dont les racines sont Inférieures a o; nous

i /T2 @
r Ve “\/ — I

Pour que I'équation puisse avolir unc solution, 1l est néces-
saire que a<< 5. Done toutes les racines de P sont comprises enire
b? et ¢?.

4° Type. On voit de méme que les fonctions du quatrieme type

avons

'D

sont telles que %’— soil un polynome sans racines supéricures a
4
a®, donc il 'y a pas & considérer de fonctions dua 4 type.

Donc pour qu'une figure pen différente d’un ellipsoide de Jacobi
soit une figure d’équilibre, il est nécessaire que R, soit une des
fonctions que nous avons appelée R, ,. Je dis que cette condition
nécessaire est aussi suflisaunte : en ellet, supposons que 6* varie
de ¢* a a?; @ chaque valcar de 0° correspond une valeur de p* telle

(IUC
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considérons alors la fonetion,

Fe H,.S,._ RS, |
5 2n 41"’

R :

3 i - o0

pour b == ¢?, o8t constamment croissant, donc I est positif;
L3

si =4’ la valeur correspondante de p* tend vers a?, alors

R,=o,

R. =/ o puisque R; ne contient ni\/s’—a? ni ¢ et quetoutes
i puisq i g ’ i
ses racines sont comprises entre J* et ¢* : done

F<o

et il y a certainement un systeme de racines pour les équations
considérées.

Nous voyons done qu'il y a des figures d’équilibre voisines des
ellipsoides de Jacobi.

Resanque, — Quelle est la premikére figure d'équilibre que
l'on rencontre ? c’est-a-dire, pour quelle valeur de 2 la valeur
correspondante de p est-elle maximum?

Considérons deux fonctions R, et R, ,,

m>n;
je dis que
I)lu,m o RI:
R,, K

est constamment croissant; nous allons montrer que la dérivée,
prise par rapport & u, est constamment positive; cette dérivée
est a un facteur positif prés

}1’]; Pli‘- Rk R,i;

st R;n’est pas divisible par \/9”——51,2, R/ est; et réciproquement,
Maisici R, et R, ne sont divisibles n1 pm‘\/F”—a* ni par \/loz—bz;
il en résulte que

R, R,—R,R/,

s'annule pour p’ == a’.
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Si on exprime R, et Ry en fonction de I'argument «, on a

R, =TF(pu),
R} :1)’u F’[p(u)],

et on voit que la dérivée n’a pas de racine supéricure a &’ Ln
eflet la dérivée de celte fonclion (prise par rapporta u) est

(RY Ri—RR}) = (5, — 2) R, R,

comme on U'a déja vu; R, et R, ne peuvent s’annuler, o, — ¢, ne
peut s'annuler deux fois, puisque c¢’est un polynome du premier
degré en p®, La dérivée ne peut donc s'annuler plus de deux fois
pour a? == 92, ¢’est-a-dire pour o < u = e,.

La dérivée qui s’annule pour « == o, u=¢,, ne peut done s’an-

. R, .
nulerdansl’intervalle; i est done constamment croissantlorsque
i

o® varie de a® it 4~ oc . Il en résulte que 'on a aussi

RS RS,

2741 am—-1°

.
lorsque o varie de o a a’, on rencontre donc d’abord une
valeur satisfaisant a I’équation

RS, RS,
5 7 on—+1'

puis eusuite la valeur de o® satisfaisant & I'équation

R/,S/. . Rk Sk

D an —1 '
La premiere des valeurs de n que U'on trouve est done n =1,
puis 7 = 2: on a déjix examiné ces valeurs; il {aut maintenaunt

examiner la surface voisine de 1'ellipsoide de Jacobi et corres-
pondant & R ,; nous allons étudier d’'une fagon générale la
surface correspondant & I3 ,.
L’épaisseur de la couche sera

Z_:EZ)I Ni 5
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cette épaisseur sera nulle aux points o1 'on a

M;N,=o,
ou bien
RM;N,=o.
Cecl est décomposable en facteurs quadratiques de la forme
xﬂ y2 Z2
at—a? + ol — b° =+ 2

les « sont d’ailleurs compris entre 5% et ¢?; les surfaces corres-
pondantes sont done des hyperboloides 2 deux nappes coupant
Uellipsoide suivant des
lignes de courbures
d'un seul systeme,

D'un cbdté d’une de
ces lignes { sera positif;
ct de autre c¢6té { sera
négatif, On peut, avec
ces données construire

la figure dans I’hypo-
these de n =3. On re-
présente (fig. 1g) en
ponctué le contour apparent de l'ellipsoide, en traits pleins U'in-

tersection de la surface avec Dellipsoide ainsi que le contour
apparent extérieur a l'ellipsoide, en pointillé le contour apparent
de la surface intéricure a I’ellipsoide. L’une des lignes de cour-
bure est d’ailleurs l’ellipse principale, comme on le voit en re-
marquant que

R,; = V' — ¢ < P.

On construira avec les mémes conventions la figure d’équilibre
correspondant a R, (fig. 20).

Je remarque qu'on ne peut prendre pour les fonctions R; de
fonction du second ordre, car il faudrait prendre pour la fonction
R,, un polynome de la forme p>-— A% ce qui donnerait un autre
ellipsoide et nous avons vu qu’il ne pouvait y avoir qu’un ellip-
soide de Jacobi pour une vitesse de rotation donnée.

PoiNcarf, — Figures d'équilibre. I8
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En résumé, si on fait varier 6% de ¢* a a?, on obtient des ellip-
soides 4 chacun desquels correspond une valeur o et une seule;
w ne peut avoir de maximum ou de minimum, car §’il y en avait

un v,, 1 une valeur voi-
- sine de w, correspon-
draient deux figures
ellipsoidales ce quin’est
pas. Done w varie tou-
jours dans le méme
sens,
RS e Supposons que &* ci
¢® tendent vers zéro, la
Fig. 20. forme de Dellipsoide
tend alors vers une al-
guille allongée; w a d’ailleurs Ja méme valeur pour deux ellip-
soides semblables. Il suffit donc de voir ce qui se passe dans le
cas ol b et ¢ restant fixes, ¢ augmenterait indéfiniment. On
aurait alors un cylindre elliptique, la force résullante de l'at-
traction du cylindre sur lui-méme et de la force centrifuge
doit étre normale au cylindre, ¢’est-a-dire parallele au plan 50z,
Considérons un point d’une génératrice passant par l'axe de
révolution : par raison de symétrie, Pattraction doit élre paralléle
au plan yOz, il en résulte que la force centrifuge qui est per-
pendiculaire 2 Oz ne peut étre que nulle, et par suite w tend
vers zéro lorsque a augmente indéfiniment,

On peut d’ajlleurs remarquer que le cylindre ne peut étre

que de révolution pour que I'équilibre soit possible,

STABILITE DES FIGURES TROUVEES

Représentation graphique des résultats précédents. —
Prenons deux axes de coordonnées (fig. 21) et portons en abs-

2 2
2

B

les rapports de I'axe moyen et du grand axe au petit.

cisses les valeurs de

” 3 .,
et en ordonnées —=; ces quantltes sont
Rz ?
1

On a un premier point A correspondant au cas ou ces rapports
sont égaux a 1, la figure correspondante est unc sphére. La partie
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de la bissectrice de I'angle Oy partant du point A correspond

aux ellipsoides de révolution, Les ellipsoides de Jacobi sout

représentés par une courbe CBC' syméirique par rapport a cette

bissectrice et la coupant en

un point B. ¥
Pour les ellipsoides de

Mac Laurin, w® va en crois-

sant quand on part en crois-

sant du point A, jusqu'a ce

que 'on arrive en un point D,

puis il décroit quand on s'é-
loigne du point D jusqu’a
Iinfini ou il arrive a4 la
valeur zéro. Sur la courbe

CBC' deux points symétri-
ques par rapport a AH re-
présentent le méme ellip-
soide ayant tourné de g9o°: w

Fig. a1,
* décroit quand on part de B
pour aller vers C ou vers C’; les points C et C' s’éloignant indé-
finiment correspondent au cas du cylindre de révolution, Ia
courbe CBC/ est asymptote aux droites z = 1, y = 1.,

Nous marquons sur All les points E, F, correspondanf aux
figures peu différentes de l'ellipsoide de révolution, de méme sur
CBC!, nous remarquons les points GKLM, G'K'L'M’, correspon-
dant aux valeurs R , donnant les figures peu différentes d’un
ellipsoide de Jacobi, que nous avons rencontrées précédemment.

1l faut remarquer que les paramétres que nous avons pris ne
correspondent pas aux vraies données du probleme. Les para-
métres sont le volume T, la rotation w et le moment principal
d’inertie J. Si on pose p= w'J, u et T sont des données du
probleme, puisque w®] doit étre constant; u est du cinquiéme
ordre par rapport aux longueurs, T est du troisitme; si on
pose

M=

lml'F

r

T3

M sera une donnée du probleme indépendante de 'unité de lon-
gueur choisie.
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Liouville a cherché a quelles valeurs de M correspondaient les
divers points des lignes AH et CBC’. Il a montré que lorsqu’on
se déplace sur AH, M croit lorsqu’'on va de A a ) et décroit
si on va de D vers H. Sur la ligne CBC/, M décroit lorsqu’on
s’¢loigne du point B soit vers C, soit vers C'.

Donc si w est trés grand, il n’y a pas de figure.d’équilibre
possible; si w est compris entre v, et w,, il y a deux figures pos-
sibles qui sont des ellipsoides de révolution.

Si w est inférieur 2 w,, il y a quatre figures d’équilibre pos-
sible, dont deux sont des ellipsoides de Mac Laurin, et deux des
ellipsoides de Jacobi; ces deux ellipsoides de Jacobi sont d’ailleurs
égaux comme on 'a déja remarqué.

Courbes d’équilibre. — Considérons un systeme dépen-
dant de » variables z, z, ... z,, soumis 4 un systéme de forces
dépendant d’un potentiel F (z, z,...z,, X); la condition néces-
saire et suflisante de T'équilibre est que F soit maximum par
rapport aux x, A étant douné; on a ici

2 2
w T W M

2 2l

FeW

La condition d’équilibre est que

0P OF _F

Er R iy vx

:0;
pour que l'équilibre soit stable, il faut de plus que la forme

O O%F O’F
— e — __EE
@ ——ZJ oz} St 22_ 0z, 0z, 8k

soit une forme définie négative ; on peut la mettre sous forme
d’'une somme de 7 carrés :

p— w2
O = E AR

Ces coefficients 2, sont appelés coefficients de stabilité ; si 'un
de ces coefficients s’annule, le discrininant de la forme @ s’an-
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nule, puisque cette forme est alors réductible a une somme de

moins de » carrés; ce déterminant est, en posant .
»F
Sror. o Gk
OijIk
al-l alni s al."
A1 Gy Lan
A= 5
T,y Gn3 Ay n

51 deux coefficients a; sont nuls, tous les mineurs du premier
ordre de A sont nuls; nous supposerons qu’il n’en est pas ainsi.
Si A est différent de zéro, on peut résoudre les équations

OF _  OF _ F
dr, dx, U dx,
et on aura
x; =4:(}).

Al

Différentions la relation == o0 par rapport a x, on aura

»F  dz, »F

i Vr,0z, dh T dzon
ce qui peut s’écrire
dz; ’F
20.,: F 7N T YN
i
. <o , dr;
Si 4 est différent de zéro, on peut trouver les valeurs de A

puisque 'on a n équations linéaires a n inconnues et les = seront
des fonctions uniformes de A, dans le voisinage des valeurs con-
sidérées.

Supposons A nul, sans que tous les mineurs du premier ordre
le solent, supposons que l'on ait par exemple
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Nous pouvons alors résoudre les n-— 1 derniéres équations
linéaires par rapport a

dz, dx dx,

8

Rk ah ) cees Py )

ce qui montre que z,, &y, ... Z, seront fonctions uniformes de z,
et de A.

Substituons dans la fonction F les valeurs de #,, 4, ... ,, en
fonction de z, et A tirées des équations

oF o oF o-
dr, T 0
on aura une fonction ¢ (z,,4), et on a
dy dF F dz, i 0F  dz,
dz, _ 0z, 0z, dz, 0z, dx, ’
mais par hypothése
oF oF
= 0

—_— =0,
0x, U da,

quand on y remplace z,z, ... z, en fonction de z, et de 2; on a
done

C’est une relation entre x, et A qui définit une courbe, x, sera

2

. . . d .
une fonction uniforme de X si 7 "~ est différent de zéro; la

2}
d*
dz}
Supposons que cette condition soit remplie sans que Pon ait
A
en méme temps W:o, la courbe a alors une tangente ver-

condition A==0 équivaut done i

ticale (fig. 22).
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Quand X traverse la valeur de l'abscisse de cette tangente, il y a
pour z, deux valeurs réelles qui viennent se confondre, puis
deviennent imaginaires ; de méme
pour x,, ... Tp. Y

Si -d—f‘i—)\zo, le point corres- R
pondant de la courbe est un point
double, & tangentes distinctes ou
confondues; I'une des tangentes : /
peut étre verticale ou non, on a a =

deux dispositions principales : Fig. 22.

celle qui correspond & deux tan-

gentes distinctes et non verticales (fig. 23) et celle qui
correspond a une tangente verticale et une non verticale

(fig. 24).

K4

Fig. a3. Fig. 24,

On a deux cas a distinguer : dans le premicr cas, deux valeurs
réelles de = se confondent et redeviennent réelles quand on tra-
verse la valeur correspondant au point double,

Dans le second cas, deux groupes de valeurs réelles se confon-
dent et deviennent ensuite imaginaires lorque A traverse la valeur
eritique dans un sens convenable, une autre valeur de z est
réelle avant et apres la valeur critique. Les autres dispositions de
figures peuvent se ramener a celles-la, du moins au point de vue
qui nous occupe.

Echange des stabilités. — 1l y a équilibre stable, avons-

nous dit, lorsque F est maximum, z,z,... z, étant variables. 11
faut @ fortiori que F soit maximum st z, étant douné on fait
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varier z,, Zy, ..., %, d’une fagon arbitraire, il faudra donc que

oF _OF ___F
0z, E_"';Oxn‘ :

On tirera z,,z,, ..., z, de ces équations dont le déterminant
fonctionnel n’est pas nul par hypothtse, on portera ces valeurs
dans ¥ (z, z, ... z,), el on aura une fonction qui devra étre maxi-
mum pour qu’il y ait équilibre. Done ¢ (x,, 3) doit ¢ire maximum;

= o0, mais il n’y aura équilibre

il y aura done équilibre si
dx,
2|

stable que sil'on a en méme temps T <0
. =

Un arc de la courbe ;'4/ ==o0 partage la région du plan ou
Z

dy

. - . Lod .
il se trouve en deux parties, 'une olt > o0, I'autre ol
d.l‘1 d.Z'i

<0;

. . . d
si ¢'est un arc sans singularité, 14 ne sera pas nul et sera

2
dz?

négatif si la région ol d‘ est positif est située au-dessous de
z

1.

Parc de courbe; et au contraire sera positf, si dl‘ est positif au-
x
i

dessus de V'arc de courbe considéré. Le premier cas correspond a

une position d’éguilibre instable.
P q ”
d

En couvrant de hachures la région ou p
,
que la figure 25 correspond au cas d'un équilibre stable et la

figure 26 au cas d’un équilibre instable,

est positif, on voit

4

Fig. 25. Fig. 26.

Dans le cas oh 'arc BAC a une tangente verticale en A, deux
cas peuvent se présenter, suivant que c’est la partie convexe

ou la partie concave qui est hachurée.
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Dans la figure a7 :
Parc BA correspond a des positions d’équilibre instable,
I'arc AC » » stable ;
dans la figure 28 :
Varc BA correspond a des positions d’équilibre stable
Yarc AC » » instable.

B

1
i
|
i
t
|
L

Fig. a7. Fig. 28.

Ce qu’il y a d’essentiel, c’est qu'en suivant ’arc et en passant

par le point A, les deux systemes de figures d’équilibre échangent
leur stabilité,

Dans le cas d’un point double sans tangente verticale, deux
cas peuvent aussl se présenter; dans les figures 29 et 3o, les

7| B’ C B c’

Fig. 29. Fig. 3o.

- arcs BA et AC/ correspondent a des figures d’équilibre instable,
lesares B'A et AC correspondent a des figures d’équilibre stable.
Remarquons encore qu'en suivant I'are BAC ou l'are B'AC/ les
figures d’équilibre, de stables deviennent instables ou récipro-
quement.

Enfin dans le cas d’un point double avec une tangente verti-
cale, on arriverait a la mé¢me conclusion, les figures d’équilibre
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que l'on obtient en suivant un are quelconque échangeant leur
. . . 0%

stabilité quand on passe par un point oi1 a—"-i-: o (fig. 31 et 32),

xl

R4 Y

Fig. 31. Fig. 3a.

Stabilité de I’équilibre des figures trouvées. — Appliquons
ceci 4 notre probléme et considérons la figure 21; ce que nous
avons appelé w représentera ici ce que nous avons appelé ) et
w correspondra a z,.

La fonction F, qu'il faudra rendre maximum est

w® augmente lorsqu’on se déplace de A sur D, et décroit de
D a H; sur AH, M va en croissant, et croit aussi de B a C ou
a ¢

Il s’agit maintenant de traiter la question de stabilité.

Partons de A, ol v = o et ol on a une sphére, nous savons
que dans ce cas U'équilibre est stable : donc tous les coefficients
de stabilité sont négatifs. Ils cesseront d’étre tous négatifs quand
on rencontrera une figure de bifurcation,

La premiére bifurcalion que l'on rencontrera en suivant AH
sera au point B, ol lellipsoide de Mac Laurin différe peu d’un
ellipsoide de Jacobi. Le coefficient de stabilité s’annulera donc
en méme temps que

Apres cela 1} ne s’annulera plus; quand on arrivera en E, un
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autre coefficient s’annulera en changeant de signe, mais le
premier coefficient restera positif. Donc de A a B nous avons un
équilibre stable, au dela de B il est instable.

Sur la branche BC, on a au contraire des ellipsoides qui sont
stables jusqu'en G ; en G P'un des coefficients s’annule et au dela
reste positif, donc a partir de G sur la ligne BC on aura des
positions d’équilibre instable, mais a partir de G commenceront
de nouvelles figures d'équilibre et ce sont celles dont il faudra
étudier la stabilité; il y a une difficulté, car, pour ces figures,
M peut croitre ou décroitre.

Il est aisé de voir que 'on a en tous cas un maximum ou un
minimum ; on a en effet pour ces figures, si elles correspondent
a des formes peu différentes de celle que Ponaen G

J=¢elM N

0.3

en G méme, e=o0. Si on change ¢ de signe, la figure a une
forme symétrique de la premiere, M garde donc sa valeur; il en
résulte qu'en G la quantité M passe par un maximum ou un
minimum, Si M <M, on a aprés une seule figure d’équilibre; si,
au contraire, M > M, on aurait trois ﬁgures d’équilibre dont une est
stable. On n’a pas encore fait le calcul complet, bien qu’il semble
plus probable que I’on a un minimum.

Conclusion. — Quoi qu’il en soit voyons les deux hypotheses :
supposons une masse fluide homogéne animée d'un mouvement
de rotation et soumise a un refroidissement assez lent pour
qu’il ait le temps de se propager dans la masse ; supposons de
plus que le mouvement de rotation soit le méme dans toute la
masse, et cela en supposant le frottement suffisamment grand.

La vitesse du mouvement de rotation n’est pas constante, ce
qui est constant ¢’est w =w"J, en vertu du théoréme des aires ; le
volume T doit diminuer puisque la masse se refroidit, donc M
augmente. On a des figures d’équilibre stable jusqu'en B ; apreés
cela, ce qui devient stable ce sont les ellipsoides de Jacobi et cela
jusqu’en G ; le refroidissement continuant, on ne peut plus avoir
d’ellipsoides de Jacobi, puisqu’ils sont instables. Si, pour autre
série, M; est un maximum, cetle seconde série ne donnera aucune
figure, et le corps se dissipera dans l’espace; si, au contraire,
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M, est un minimum, on aura une sorte d’ovale etranglee que
r ctranglcment divise en deux partles inégales.

On n'a pas fait le calcul jusqu’au bout pour voir ce qui
arriverail ensuile : peul-tre I'étranglement s’accentuera-t-il et
la masse pourra se diviser en deux parties. Remarquons que ceci
ne peut s’appliquer directement a '’hypothese de Laplace, car
la nébuleuse considérée par Laplace n’est pas homogeéne, elle
doit au conlraire étre fortement condensée au cenltre.

Quoi qu’il en soit, on ne sait pas jusqu’a présent sien G corres-
pond pour M un maximum ou un minimum.
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CHAPITRE VIII

ANNEAU DE SATURNE

Etude des figures annulaires d’équilibre. — On peut faire
trois hypothéses sur I'anneau de Saturne : on peut admetire qu’il
est solide, qu’il est fluide ou qu’il est composé d’'une masse de
solides indépendants ; la troisieme hypothése connue sous le nom
d’hypothése de Cassini parait étre 'hypothése véritable.

HYPOTHESE DE L'ANNEAU SOLIDE

Historique. — Laplace est le premier qui ait examiné cette
hypothese : et il a remarqué que si I'anneau était homogéne son
mouvement serait instable ; pour peu que son centre s’écartit
du centre de gravité de la planéte, I'anneau se précipiterait sur
celle-ci; l'attraction de Saturne ne tendrait qu'a accentuer l'ano-
malie, Si done I'anneau est solide il doit présenter des irrégula-
rités ; Laplace ne chercha pas a déterminer 'ordre de grandeur
de ces irrégularités ; Maxwell a fait le caleul et a recounn
quelles doivent étre considérables; ces irrégularités sont inad-
missibles.

Equations du mouvement.— Parmi les forces qui sont appli-
quées a 'anneau 1l n’y a pas a s’occuper de P'attraction de 'anneaun
sur lui-m&me parce que I'anneau étant solide ses diverses parties
n'éprouvent pas de déplacement relatif ; il n’y a donc a s’occuper
que de lattraction de Saturne et de celle des autres corps
célestes ; nous négligerons cette derniére action et nous allons
nous occuper seulement de l'attraction de Saturne.

Nous allons supposer que l'anneau a son centre de figure au
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centre O de la planete : I'observation montre qu’il en est ainsi;
le centre de gravité G de anneau est supposé différent de O.
Un point M de l'anneau, puisque l'on ne parle pas de laitrac-
tion de 'anneau sur lui-méme, est soumis a 'action de l’attraction
de Saturne; I'ensemble des forces d’attraction fait donc équi-
libre a la force d’inertie. Un point M de I'anneau est soumis &
Pattraction de Saturne et ala force centrifuge : siYanneau con-
serve son centre de figure au méme point cette force centrifuge
et cette attraction sont constantes : M tournera alors avec une
vitesse égale a celle d'un satellite placé a4 la méme distance;
c’est la condition nécessaire et suffisante de I'équilibre. Si
Vanneau est homogéne, cette condition n’est pas nécessaire, car
la vitesse de rotation peut &tre quelconque : chacun des points de
I’anneau serait soumis 4 Ja méme force, et ’équilibre aurait lieu
quelle que soit la vitesse de rotation. Dans le cas géndral le
centre de gravité G décrira donc d’an mouvement uniforme une
circonférence autour de Saturne.

Prenons comme uniié de longueur le rayon de l'anneau,
comme unité de masse la masse de 'anneau ; son moment d'inertie
par rapport au centre dec figure scra égal a 1. Il reste a déter-
miner 'unité de temps : on peut la prendre de [agon que, en
désignant par M la masse de Saturne et par fle coelficient de
la gravitation, on ait fM==1.

Etudions le mouvement : soient z et y les coordonnées du cen-
tre de gravité, nous avons

z pds:fp coss.ds,
Y FdS:/.lDSiHS. ds,
e

en appelant p la densité de 1’élément linéaire de Varc ds de

I’anneau supposé étroit,
fpds

est la masse de 'anneau.
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Les équations du mouvement du centre de gravité sont

2
%fpds:fpcossds:x ods,

d’ols
d’x
T
&’y
=Y

Les intégrales de ces équations sont, en prenant une origine,

des temps convenable,

( z=acos

y=Bsint.

Le point G décrit donc une ellipse dans le cas général; si
c’est une circonférence, elle est décrite avec une vitesse angulaire
égale a D'unité : c’est la vitesse d’un satellite placé i 'unité de
distance et décrivant un cercle et dans ce cas, « = B.

Stabilité du mouvement. — Il reste a voir si ce mouvement
est stable. Supposant négligeable, par rapport 4 la masse de
Saturne, la masse de
l'anneau, nous pou-
vons supposer Sa-

Y Y

turne fixe.
Par son centre O,
faisons passer deux 5

axes fixes OX et OY /
8

(fig. 33); par le cen- 1 5 \ e

tre de figure de l'an-

neau, faisons passer Fig. 33.

deux axes oz, oy in-

variablement liés a Vanneau, leur position, et par suite celle

de 'anneau, sera déterminée, si I'on se donne les coordonnées

z et y de O par rapport a zoy, et 'angle § de 'axe oz avec OX.
Soit G le centre de gravité de 'anneau, qu'on peut supposer
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sur o ; on a oG = a, ¢’est une donnée du probléme; les coor-
données X et Y du centre de gravité sont

X=—ysinl+4(a—x)cosh,
Y= ycosl+(a—ax)sinf.

La force vive de l'anneau est égale 4 la force vive de trans-

M

lation (X 4-Y") augmentée de la force vive de rotation J§2,

2
Le moment d’inerlie par rapport au point o est donné par la
relation | ==J + a®. La force vive est donc une fonction de z, y, §
et de leurs dérivées et on a

X2 Y2 e g ylz_+_ g2 [y2+ (a__r)z] Y [xly+ (@ _ij/]'
L’énergie potentielle est
U=—/MV,

V désignant le potenticl de I'attraction de 'anneau au centre de
gravité, et comme on a

fM: I’

on a

U= —V.

Supposons que la densité de I'anneau soit une fonction déve-
loppable en série de Fourier. Si dy est l'angle sous lequel on
voit du centre de I'anneau un élément linéaire, on aura, en appe-
lant o la densité au point déterminé par 'angle ¥,

20 ' 28 . -
9:90[1—{—2acos¢—+—Tcosgy+—3—sm 2y - ],

si § et » sont les coordonnées d'un point de I'anneau par rap-
port aux axes mobiles, on a

pa’s—_—_ I,

péds =a,
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prds=o0,

p(Etmtds= | pds=1.

On trouve encore

2x
fp Nds= pcosm.!xdq;:%,
0

2z
pln ds = psinz@dd{:—,‘:—.

Le potentiel en G de Yattraction de Saturne sur lanneau
est, comme on le voit en effectuant Je caleul,

[t

x!2_+_yl2
4

Les équations de Lagrange donnent

d <BT> oT au
T \37) T T

+ By +—

=1-4axr—+ A

(@ —y) 4+ o

b

mais comme U ne dépend pas de g ona

d J(T—T) 0(T—1) .
dt dq' o dg -

On peut écrire
A4 2 BY 4+ C

2

T—-~U= —*—V,

ot I'on a posé pour abréger
A=J+y*+ ([a—a),
B=—ay+4-y' (e —z),
C:r/2+y/2 ;

Poincart, — Figures d’équilibre.
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remarquons que T — U ne dépend pas de §; la premiére des
équations de Lagrange donne done :

d[a(T-—U) .
dr K% ]"

et, comme U ne dépend pas de 8, il reste

dT
=

p étant une constante. Il est d’ailleurs facile de calculer cette
coustanle, élant données les conditions initiales; si on déve-
loppe V'équation on a

AY 4 B=p.
Suppoesons x,= 0,y,== 0, et par suite &', et y', lres pelils, on
trouve
AO =I,
BDZO,

et par suite p=~,/; donc c’est la vitesse de I'annean, supposé en

équilibre : on a, comme on l'a démontré plus haut, O, = r;

done p==1: I'équation obtenue est I'équation des aires.
Transformons maintenant les équations de Lagrange : posons

H=T—U—p¥.

Les équations de Lagrange conserveront la méme forme, si on
y remplace T— U par H; car, si g est 'une des variables, ona

A AT —U) oT ol o
0 T 0 e g TP g
et, comme on a
oT
P=735>

on conclut :
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De méme on voit que l'on a

On peut faire disparaitre §' de ces équations, on n’a en eflet qu’a
remplacer § par
p—B
A b
et comme, ni T ni U ne contiennent 0, 1 ne sera plus fonction
que des deux variables z et y, et de leurs dérivées. On trouve
n— =B, €y
2A 2

Supposons maintenant que le centre de 'anneau soit trés prés
de Saturne, ¢’est-a-dire supposons.z ety petits, et voyons si dans
le mouvement ultérieur x et y resteront petits. _

Les termes de degré zéro qui entrent dans H peuvent étre
négligés, car ils n’inlerviennenl pas dans les équalions de
Lagrange. Les termes du premier degré en x et y doivent dispa-
raitre d’eux-mémes : en effet, dans les équations de Lagrange ils
donneraient des termes constants, et ces équations dolvent
admettre la solution z =0, y =o0. Quant aux termes du premier
degré en z’ et 3’ ils disparaissent dans les équations de Lagrange.
Il ne reste donc que les termes du second degré, que nous
appellerons W, le reste étant négligeable.

Développons H, en ne conservant que les termes du second
degré; on trouve pour W le développement suivant :

Ez? +2Czy+Fy*+ x: -+ -12_—“2- y*— 'y 4 (1 — 2a’) zy’
en posant

E:%——zaﬂ—{——z—,

c=2,

F:-;)— +%-
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Les équations de Lagrange, comme on l'a remarqué, peuvent
se réduire a

d AW W
di 0" T Tz
d IW W
dr oyt Ty

c¢'est-a-dire
a2’ —a(1—a®’)y'=2Ezx—+2 Cy,
(1—a®)y"+ 2 (1—a®) 2’ = 2Cx + 2Fy.

Ce sont deux équations linéaires a coefficients constants ; pour

intégrer on pose
o piat
xr=ux e,
y=y,ex.

On aura quatre valeurs possibles de w, et 1'équation générale

du mouvement sera
P l1 giut —+ l2 eiw2t+ la ginat | 14 etuat .
y==m, elogt —+ m, etwal "i_nla elust —+ m, giugt ,

les [ et les m étantdes constantes quelconques déterminées par les
conditions initiales. Pour que le mouvement soit stable, quclles
que soient ces conditions, il faut que les valeurs de w soient a
pariie réelle négative ou nulle.

Pour déterminer w, on remplace x et y dans les équations
différentielles et on a

'z — 2 (1— a’) wy =2Ex 42 Cy,
(1 —a®)u'y+ 21 —a®) wr=12Cx-2Fy,

on peut éliminer z et y entre ces deux équations, et on trouve

o' (1— %) 4 o (——1—-}— i -+ ad.)

2 2

+%(9_a2—§9—~24a2—|—8a2a)=0.

L’équation en o® doil avoir ses racines réelles : car si elles
étaient imaginaires, les racines carrées de ces deux racines ne
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seraient pas des imaginaires pures, et par suite, comme elles
sont égales et de signes contraires, I'une serait a partie réelle
positive.

Or, pour un anneau homogéne, o

aA=4a= @:O,
I'équation se réduit a

(1)“—-(1)2"*—"%:0;

les racines en sont imaginaires : si @, a, 3 sont voisins de
zéro, elles seront encore imaginaires, Il faut done que a, a et §
solent grands, il y aurait done de grandes irrégularités dans
I'anneau : et sa régularité apparente serait inexplicable.

Maxwell a fait le caleul dans I'hypothése ol 'anneaun serait
homogene, sauf en un point, ot il y aurait une massc supplé-
mentaire : et il a trouvé que cette masse devrait étre au moins

les —é— de la masse totale de 'anneau, c’est-a-dire que I'on aurait
5
a> 0,8,

M. Radau a examiné le cas ol l'épaisseur de l'anneau serait
variable d’un point & un auire, et il a trouvé que la densité
devrait varier de 2,7 & 0,04, ce qui ne parait pas probable.

De plus, la section de l'anneau étant mince, 11 lui faudrait
une grande résislance pour résister a lattraction des satellites :
irn a caleulé qu'il lui faudrait une résistance mille fois supé-
rieure a celle de Vacier : donc lanneau de Saturne n’est pas
solide.

HYPOTHESE DE L'ANNEAU LIQUIDE

Potentiel d’une circonférence homogéne. — Cherchons le
potentiel d’'une circonférence homogéne, en un point P de 'es-
pace. Soient PA = a, PB == b les distances minima et maxima
du point P & la circonférence. La circonférence étant donnée
de rayon R, a et & déterminent complétement le potentiel.
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Soit w 'angle AOM (fig. 34), on a
PM’ = a?cos® =~ | b*sin? 1,
2 2

P le potentiel

on
. uRdw
Ve= PM
0
2x
dw
=\ —_—
art > PM
o
Fig. 34. =Mz (a, b).

Comme le potenticl ne dépend que de @, de 6 et de la masse
de la circonférence, on peut ramener
le calcul de V au potentiel d'une cir-
conférence, en un point de son plan :
on décrit une circonférence de dia-
meétre (¢ - b), et on calcule le po-

tentiel de cette circonférence en un
point situé a une distance a d’une des
extrémités du diamétre (fig. 35).

Le potentiel en P est le méme,
on a Fig. 35.

2%
dw
V=M ;
_ , W g o g O
o 2% \/a2 cos® — - b?sin® —
. 2 2

mais on a aussi

@
any/ OA” cos” (LJ—%—QPZ sin® ¢ ’

V=M

Q élant le point de la circonférence dont la projection sur le
diameétre AB est en P, { étant I'angle AOM ; on a donc

¢ (a,b) =19 (OA, QP)

(S ).

=0
i
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Si donc on forme une série de quantités

a b
“ b
. i
telles que 'on ait
a, — (Ln_,—i—bnﬁ, ’

b, —\/“n—i n—1y

V—=Ms(a, b.),

on aura

ct cela quel que soit Ventier n. On démontre facilement que a,
et b, tendent vers une méme limite qu'on appelle la moyennc
arithmético-géométrique de a et de b.

Soit m cette limite, on a

2n

In
d d M
V—NM | v v M
qJ L omm = m
o 27\/ m’cos® -~ L m®sin® 2~ N
2
» {a, b) est une fonction homogeéne de a et de b, de
degré — 1, ¢'est-a-dire que 'on a

9 (ha, lb)=0""'y(a,b);

I a

et, remplacant ¢ (a, 1) par  (a),on a

1 a
wla,b)= 55—}
T ( ’ ) AR < b)
Que devicent la formule si P est rapproché de la circonférence?

a est alors une quantité trés petite. On sait que Pon a, en dési
gnant par L le logarithme néperien

on peut donc écrire

K
V=o2y,L —P——{—e,
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p désignant la distance da point P au point P, le plus voisin du

cercle, € étant une quantité tendant vers zéro avec g, u, et K étant

des constantes ne dépendant pas de la position du point P par

rapporta P non plus que de la position du point P, sur le cercle.
En reprenant les notations précédentes on a

K
Ve=op, L—;
ct comme
M ==2np R,
on a
v 1 L

™M ®R

b differe peu de 2R, a Vordre d’approximation adoptée; on a
d'ailleurs

=50,

M

Cette relation permet de calculer la constante K : on a en eflet

o(a,b)=f<\/a—b,:‘.:§i)= > zp(g\/;Z);

a-t+b

sion fait b === 1 ona

¢(a)= Ij_a o(fﬁZ}

Il vient donc dans le cas qui nous occupe, en négligeant a

devant 'unité

¢ (a)=12¢(2y/a);
mais on a aussi
' K

a

b (IT{>:2L <2\}/{;)

LK—La=3sLK—2log2

¢la)=L—;

donc

lLa;
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d’ol1 on conclut

LK=2L2,
K={,
et finalement
v b3 4
M=l (;) ’

avec l'approximation donnée.
On peut chercher une forme plus exacte pour % (a). Posons

?(a):% logé[l-{—A’a—{»—Aza2 -+ ]

+—7—2t-[Bo-+~B,a—{—B2a2—{—...];

en se servant de la relation

o(a) =— w( Va );

I+a 1+ a

on trouve facilement que 'on a

A,—o,  B,—B,—o,
1 I
Az_:Zv Bzz_z'L?"

de fagon que 'on peut prendre pour % (a) la fonction

e
™ a
et cela en négligeant seulement les termes en 7'2 .
Masse annulaire de révolution. — Soit G le centre de gra-
vité de la section méridienne, menons Gy parallele A I'axe de
révolution et G dans le plan méridien, perpendiculaire a Gy
et tel que le sens positif soit dirigé de I'axe de révolution vers
le point G, soit ! la distance du point G & cet axe de révolution.
Un élément de surface do’ de la section méridiennc, de densité o
etde coordonnées z’ et ' engendre un anneau dont la masse est

arg! (I ) do.
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Cherchons le potenticl de cet anneau en un point P du plan
méridien, dont les coordonnées soient z et y; il {aut d’abord
calculer les quantités a et 5. Si on suppose le point P du méme
cOté de Vaxe de révolution que l'élément do, on a

Y €y TR
b=\ (202 + 2 4y —y)°.
Supposons l'anncau mince et le point P situé pres de G, de
fagon que x, y, ', ¥’ soient négligeables devant [; @ esi une

quantité du méme ordre ; on peut prendre pour valeur approchée

de & .
al4-x 42

car (y — ') est négligeable ; il faut maintenant caleuler ¢ (a, &).

On a
i a
slat)=5 2 (5)

o 1 L 4b
T el x4 a

Le patentiel en P est done

4o'ds’ (4 2) . 4b .
___b__~4L__.

a

V==

on a

i+ 2 {2

6 T et

comme par hypotheése # et #” sont petits, on peut écrire approxi-

mativement
{42 1 2z
~+- LIS R x .
b 2 2l

Il vient ensuite

LA

L'—'—’-'IA"—“

]
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ce qui peut 8'écrire, avec le degré d’approximation donné

s
Li=”+i;

2l 2l

on peut alors écrire aussi

V:dc’.zp’[x-{— ][L x;{;x ]

Le potentiel de 'anneau sera done

xr—ux 8 zr—x

zp’L——SEZ- de’ +- p'L-—a——dc'—{v— -——x—p'dcr',

les autres termes ¢tant négligeables, et les intégrales étant
étendues a la surface de la section. Nous allons supposer 'anneau
homogéne et nous écrirons p’ = 1.

Les deux premiers termes sont des potentiels logarithmiqués
qui jouent, dans P’atiraction des masses planes, le méme réle que
lc potentiel newtonien dans l'attraction des corps célestes ; les
propriétés du potentiel logarithmique dans le plan sont anulo-
gues a celles du potentiel newtonien dans 'espace : on démontre,
par exemple, que le potentiel logarithmique d'un cercle homo-
géne est le méme que si toute sa masse était concentrée au centre.

Si le point P est a la surface d’un tore, & une distance @, du
cenire du cercle générateur, il suffit de considérer le potentiel
logarithmique en P du cercle de rayon a,; sa surface est wal,
Son potentiel est done

naoL—z—l

la premiére intégrale est par suite

2:\-0—0 L%{-
0

La seconde est la somme de deux autres :

xl

8l z . 8l
T L&'~ | plo-ds,
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dont la seconde se calcule immédiatement, on trouve pour sa

valeur
Z a2 L _§£;
l a

[]

Ia premiére va se calculer plus tard.
On trouve de méme

puisque le centre de gravité est a I'origine des coordonnées.
Il reste a calculer

/
| fi L8 g
. { a

nous allons employer un procédé de culcul dont nous nous
sommes déja servi dans une autre question : supposons que la
densité du cercle soit

aﬁ ‘1‘12 __*_3//2

b

2 2

le potentiel sera

U= p’do”Lﬂ;
a

la densité ne dépendani que de la distance au eentre, le potentiel
Iogarithmique du cercle est le méme que si tonte la masse est
concentrée au centre. Cetle masse est facile a calculer, c'est :

b End ag

2 2
a:-—r
- rdr
2 ! 2
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== | ==,

13
0

. Ta

4

Le potentiel est done, en un point A, situé a une distance o, du
centre du cercle e, > a,,

~al 8
L—,
4 a,

Supposons que le cercle Cse déplace d’une quantité ¢ paralle-
lement a l'axe des z, de facon &
accuper la position C; le poten-

tiel en A sera (fig. 36)
U

dx '’

U+

la différence de potentiel sera donc

ou
M Fig. 36.

Nous allons étudier d’olt provient cette différence : en un

point de Y'intérieur du cercle la densité était p’, elle est devenue
I
o/ —e¢ -g—i_,— .

Dans la région da cercle C' extéricure au cercle C, la densité
était nulle, elle est devenue égale & p’ qui est petit puisque la
densité p’ est nulle sur la circonférence du cercle C, et Uaire de
la région considérée est de l'ordre de e, 1l y a encore a consi-
dérer l'aire égale a la précédente, intérieure au cercle C et exté-
rieure au cercle (/, la variation de densité en sens contraive de
la précédente est aussi de Dordre de e au plus, puisqu’en un
point de cette zirela densité g/, petite sur le bord du cercle, est
devenue nulle.

La variation de potentiel due a ces deux aires est donc négli-
geable, et on a

U 87

!
£ e e I3 ____Gp L ds'.
or X a
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Or
0z’
) P 2'2‘1;

o’

il vient done, en supprimant le facteur ¢,

2L B g U
a oxr

L’intégrale que nous voulons calculer est donc, au facteur? prés,

.0y oU . .
égale 4 —— ; or — est la composante de D'attraction suivant
ox ’ ox

. 1 .
Oz ; cetle aitraction est — , sacomposante suivant Ox est ——.
a a

On a done

. et, si on suppose le point situé sur la surface du tore, c’est-a-dire
sil'on a a, = a,, il vient pour la valeur de I'intégrale

@

On a donc pour le potentiel en un point de la surface du tore

wag

87 z 8/ 5z .
o, T Lot A

[ = 2nal

b
en négligeant les quantiités de ordre de CZL,D .

Section méridienne de Panneau. — Si l'on appelle M la
masse de Saturne, o la vitesse de rotation de l’anneau, une

condition nécessaire de l'équilibre est que, & la surface du
22

tore, la fonection U -} soit une constante, U représentant

le potentiel de 'anneau sur lui-méme augmenté du potentiel de
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Saturne, ce dernier peut &tre représenté, avec I'approximation

employée, par—l\lL et I'on doit avoir a la surface de I'anneau :

M w?R? "
V+7 +— =
En posant
R=Il+4=z,
R =10 42lzx;

la distance d’un point de la surface au centre du tore est
o' =(I+2)' + ¥,
ce qui, avec l'approximation que I'on cherche, peut s’écrire
p?=(l+2z),

d'olt

enfin on a

La condition d’équilibre peut s’écrire

T 8/ bx
arall — ———ma? L — — ma?
(/] . l 0 ao 4l 0
. 272
+ 1\71_# 2 4 ot = o

il faut donc que le coeflicient de x soit nul, ce qui donne

Sral na; 8l M 0y
T—-TIA T—-?‘+ml—- 0.

Cette équation donne w?, aux quantités du deuxitme ordre

pres.
2
a . -
Comme TU est aussi pelit, on a

M
©

(.1)2
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La vitesse de rotation d'untore engendré par un eercle, derayon
sullisammenl pelit par rapport & sa distance de Saturne, est
donc la méme que celle d'un satellite placé a la méme distance.

5’11 v’y a pas de corps central, M == o : on voit alors qu'en
I'absence de corps central il peut y avoir une figure annulaire

o . . . w
d’équilibre : a® est alors trés petit, mais le rapport —— tend vers

I petit, PP pe

[\]

l

e s . l
I'infini quand a, tend vers zéro, car L — augmente alors
a
- 0
indéfiniment.
Si on voulait pousser plus loin P'approximation, il faudrait
calculer les termes de la forme de

xmyﬂ ‘Z.lm’ y/n’ L %L dc.’

et
‘z.m ynfx/m’ y/n/ dG/.

Supposons maintenant que le tore ait une section elliptique;
nous devons alors calculer le potentiel logarithmique d’one
ellipse. Or le potentiel newlonien d’une droite indéfinie en un
point, est le potentiel logarithmique en ce point de la projection
du point sur la droite ; il en résulte que le potentiel logarith-
mique d'une ellipse en un point de son plan est le potentiel
newtonien d'un cylindre long par rapport a sa section droite,
en un point situé a une petite distance de sa surfuce. On est
done amené a calculer le potentiel d’un ellipsoide trés allongé
pour lequel on supposerait ¢? infini,

Le potentiel intérieur est donc une fonction du second degré

YV =Az" 4 By*

<lont les coeflicients sont faciles a caleuler (page 140).
Pour le potentiel extérieur on a

V=A4+Axs +A2+ Ay ...
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On peut calculer A, A}, A, comme on I'a fait précédemment,
mais les intégrales devront &tre étendues a la surface d’une
ellipse dont U'équation est

l.l ,/'2

T hagE=r

Les quantités du troisicme ordre soni négligeables. La fonction
de force peut de méme se développer en série de la forme

Cy +Cx—+ Cxr® + Cuy.
La condition d’équilibre est que 'on ait
A+ Cle+ (A,+C) 4+ (A, +C)y*=C"
alasurface de U'ellipse; il faut donc que I'on ait

Al —+ C’ =0
(A, + C-z) at == (A, + €)%

Laplace avait fait le calcul, et a discuté 'équation mais sans
tenir compte des termes en A, et A_.

M™e de Kowalewski a été plus loin et a fait voir que la section
méridienne du tore n’était pas symétrique par rapport a l'axe
des y.

. Nous étudierons plus tard la question de la stabilité; nous
allons d'abord discuter I'hypotheése de Cassini.

HYPOTHESE DE CASSIXNI

Vraisemblance de Phypothése. — Cette hypothése est la scule
compatible avec les travaux de Maxwell sur Vanneau de Saturne.
L’observation confirme cette hypotheése, car 'anneau est trans-
parent et la lumiere le traverse sans trace de réfraction j il faut
done supposer qu'il est composé de corpuscules solides (ou
liquides), isolées les unes des autres. Les observations spectros-
copiques montrent d’aillears que la vitesse d’une molécule de
Panneau n'est pas la méme sur le bord interne, ou sur le bord
externe.

Porxcark. — Figures d’'équilibre. 13
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Equations du mouvement. — Nous allons commencer par
étudier un cas trés simple : nous allons considérer p satellites
de méme masse u, équidistants sur un cercle; la distance

) aTe 2
de deux satellites sur ce cercle sera — = 20; le rnpportj——

. b
, . .
n'est pas infiniment grand,

Un mouvement possible du systeme est celui ol chaque satel~
lite parcourrait le cercle d’'un mouvement uniforme, avec une
vitesse w, déterminée par Vattraction de la planéte, augmentée
d'un terme ot il faudrait tenir compte de la masse des autres
satellites; et nous allons chercher s’il y a un mouvement peu
différent de celui-1a.

Soit M, le satellite de rang &, son rayon vecteur sera 1 - p;,
son angle polaire sera w¢ -+ 249 - o,; dans le mouvement non
troublé on aurait

B

Sk

I

0!
G5
si le mouvement est stable g, doit rester petit.

La force vive T, etla fonction de forces U, sont fonctions de g
et de a3 les équations de Lagrange donnent

d (GT ) aT oU

TN ) T 0 T e
d /9T 0T U
dt < aPlk) U 03, '
en posant
T—U=1,
on a

d oH
EZN DA T

Nous pouvons supposer que Saturne est fixe, ¢’est-a-dire que
nous négligerons les perturbations apportées dans le mouvement
de Saturne par celui des satellites ; 1a mise en équation du pro-
bleme est alors indépendante du mouvement de Saturne.
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La force vive du systeme est

‘

g ou | !
T= 2& i_l Flil.-+(’+.:ﬁ)!(‘”+"”‘>g]’
et, en négligeant les infiniment petits du troisieme ordre :

Q 13 3 3 2 2
T— Z %[ekurw- - 202, 0%, F- 205 5 442l k]

La fonction de forces est

—~ u .
U-;_—‘ — 'R,
21 (1+P1.> T

R représentant la partie complémentaire du potentiel due i
Uattraction des satellites les uns sur les autres; si ’'on pose :

y= (k — I,
ona
RzZ L R T ol TR (atpul®  (on—pul® gy
2sin ¢ z 2 A 8 i
—~+ (o2 G"_[ls"' cotg¢+ﬁ__2ﬂ cotgy

e \2 N
+(G—k8—a'—‘)—(t+zcotg2+) —+ .,.g,

les termes non écrits étant négligeables, On peut écrire aussi

* 2
Ty e
Les termes les plus importants de R sont évidemment ceux
pour lesquels ¢ est petit, sin 4 étant un infiniment pelit du pre-
cotg . . cotg?:
LO8Y est un infiniment grand du second, et .g }
nd . " sing

i

mier ordre,

est un infiniment grand du troisieme,

UetTcomme onle voitne dé-pendent pas de 7, et sont du second

oT T . .
~—— sont du - premier

1 . o 3 ! e
degré par rapport i 223 et o'y P
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d T
legré par rapport a4 ces cuantités; enfin ———< est dupre-
degre p pp q 5 o7 R pre

mier degré avec des dérivées du second ordre. Les équations de
Lagrange sont done des équations a coefficients constants de la
forme

A.—+—B(p,p/,p” 5 s,d’,rr”) =0,

A étant une constante, et B étant une fonction linéaire des argu-
ments; mais ces équations doivent admettre la solution p==g:=o0;
il faut done que A disparaisse de lui-méme; les équations sont
alors des équations linéaires et homogenes, qui s’intégrent par
les exponentielles, et on a,

Q= E !16“,
)

les 2 étant des racines d'équations algébriques, et les « étant des
constuntes,

Le mouvemenl sera stable si p ne croit pas au dela de toute
limite ; en mettant en évidence la partie réelle et la partie imagi-

naire de A, on a
A=n, +ih;

le mouvement sera stable si A  est négatif ou nul; mais si nous
démontrons que 'équation en A a ses racines deux a deux égales
et de signes contraires, nous verrons que », ne peul élre que nul.
Or si nous changeons t en — ¢ les équutions ne changcnt pas,
puisque les termes du second ordre seuls interviennent dans les
équations de Lagrange; il en résulie que si I'équation en A
admet une racine, elle admettra aussi la racine de signe con-
traire, et par suite, la condition nécessaire de la stabilité de
I'équilibre, est que les racines de I’équation en A solent purement
imaginaires. La condition est d’ailleurs évidemment suffisante
puisque, dans ces conditions, p s’exprime par des fonctions trigo-
nométriques de la variable réelle ¢.

Vous avons 2p équations du second ordre, donc % salisfaita
une équation algébrique d’ordre 4p; c’est une équation en 22, de
degré ap dont toutes les racines sont réelles et négatives.
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Les premieres des équations de Lagrange sont

o : R
o — 0 113) —205h+1—23, = A
k

on peut écrire, en mettant en évidence dans R les termes de
degrés o, 1 et 2

R=R,+R,-+R,;

et l'on a

M IR, OR,

* 024 - ¢ 05y b0y '

IR, R, C e
estune constante, est une fonction linéaire.

0p4 Px

Les secondes équations sont

oR oR,

1 2
v
: .
03, DL

1 14
Ok - 2tp =

Dans la premiére équalion les termes constants doivent dispa-
raitre : on a done

R,

0oy
BN !
— TZ sy’

{ prend les valeurs §, 20, 36, ..., (p — 1) §. Dans le cas ou p=o

Ln)2—~I:—-IJ.

on aurait w?=1,
Les équations sont done

oR
! 14 2 2
or — 205, — (0 +4-2)p, =y S
Bk
a, — awa, — ._OE
A W2y, 33,
Changement de variables. -— Faisons le changement de

variables,

e
J— iyh —
o,== 2 E.c¥hn Y oE== 1,0, p.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



198 ANNEAU DE SATURNE
On a par exemple

p, = Elem - E_)»ue +53€m+ ey
e, Eleue,f_ Ezesie+53612ia+

|

Posons de méme

o= E n, e*ik:s,

Les §, d’une part et les 7, de l'autre sont deux a deux imagi-
narr e.s (,on:]ug'uees 5 d_une facon plus précise je dis que ET et EI,_Y
sont 1maginaires conjuguées. En effet, on peut écrire

PES Ep__,ezlk -t = E[‘,__., ek,

Cette seconde valeur de p;, s¢ déduit de la premiere en chan-
geant i en —¢ et €, en &, 27il faut donc que §,_, se déduise de &,
par le clmnggment de i en — i; donc ET et Ep_.r sont imaginaires
conjugués. On démontrerait de méme que 7, et np_, sont imagi-

naires conjugués. Si p est pair, ¢, est réel, car 1l est a lui-méme
z
son lmaginaire conjugue.

dt
fermera d’ailleurs que les termes de la forme £, ;. En effet, T
ct R sont symétriques par rapport aux g, et aux o,; si 'on per-
mute circulairement les g, d’'une part et les o, d’autre part, c’esi-
a-dire si 'on remplace E.[ par E e, E’.[ est multi.plié >par le méme

ds, \? . .
(l‘f— scra un polynome du second degré en &, qui ne ren-

facteur,

De méme pour 7, et 7/, . Par ce changement ni T ni R ne doivent
dtre modifiés : il fant done qu’un terme &/, &', se transforme cn
lui-méme; done il faut que le changement de variable multiplie
ce facteur par e?™#; i] faut done que

20y ) B=ailp; -

donc

Yy =p.
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En appliquant toujours le méme raisonnement, on voit qu'en
définitive T et R ne doivent contenir que des termes de Ia forme

£ 8-, B tp—
Ev E,ﬂ -7 E? Np—y
& Sy §o—+
Elr Yip—+ Tig Tp —v

Si maintenant on regarde de plus pres la formation de la fonc-
tion H, on voit que 1'on peut poser

H—=M,+ I, ... I + .4 H,
en écrivant 11, a la place de
AL L SR LS BAL J5 SO U LA P £ S
| =L o M ot )+ N |

L, M, N sont donnés par les formules

I _;Z ( sin*yy coéth o ‘gos'2 vy )

‘ 4sin®y 2siny

A — \ sin ayd cos §
M, id  8siny

N (sintboosty  sinty)
N, 772 ( 2 sin*) -+ fsind /'

Les équations de Lagrange seront alors

d<aH.,') OH
O 0%,

de \ 0%, N3

3

et on aura en supprimant les indices

£ —E (w4 2) — 2wn/= p [LE 4 My ],
7/ - 2wk = [AIE -+ Nv|.

L’équation en A est

(#—w? —2a—Lu) (¥ 4+ Nuw) — (1*M? — 40*)?) =o.
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Discussion des équations. — Quel que soit ¥, les racines de
cette équation en )2 doivent éire réelles et négatives; on voit
que cette condition sera remplie si @ est suffisamment petit;
Maxwell a démontré qu’il fallait que I'on et ;L<-j%. Dans
ces conditions pp tend vers zéro quand p augmente indéfininment;
c’est la une difliculté, car la masse de I'anneau précisément égale
a up, serait négligeable; mais cette difficulté disparait d’elle-
méme si on suppose les satellites répartis non sur une circon-
férence, mais dans un certain volume. .

Si les racines de I'équation en 2* sont négatives, on pourra
poser

E_‘ — Aprt— Aein[7
n étant, une quantité réelle, ct en prenant
A:Aoe‘"?,
B = Bum?i’
on aura !
. it i
E_{__ Aoem + iy,

— Nt 4+ 1
7, =B B,

On aura une solution particuliere si a g, 7, on ajoute les solu-
tions,

55:())
7“,‘,’::0.

S # g
i
el on aura alors une solution particuliere pour les p, en posant
ok :A“ei (nt + B + 2,8) ;

a cette solution on peut ajouter la solution imaginaire conjuguée;
on obtiendra ainsi des solutions de laforme

cr==A, cos (nt-to 4 2&yH), °
o= B, cos (nt 4 ¢ - 2£vH).

Si on suppose un systeme d’axes entrainés constamment avec le
satellite M, dans son mouvement non troublé, et tel que l'und’eux
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coineide avec le rayon OM,, p, et 5, seront les coordonnées du
satellite, par rapport a ces uxes, et on voit que le satellite décrit
par rapport a eux une petite ellipse.

On passe de la trajectoire d'un satellite a celle du suivant en
changeant £ en k4 1; le sccond satellite est donc en retard sur
le premier, et ainsi de suite; il y a ce que l'on appelle un déca-
lage égal & y0. Si Av8 est un multiple de 2= le satellite de rang
k-1 sera dans la méme position que le premier satellite ; celui
durang & -+ 2 dans la méme position que le second et ainsi de
sulite.

Le mouvement sera comme g1l se transmettait d’'un satellite &
I'autre avec un certain retard; on peut aussi dire que le mouve-

.. ar
ment se transmet comme une onde, dont la longueur serait .

-
y

Les ondes qui sont les plus dangereuses pour la stabilité
sont les ondes courtes; les ondes qui compromettentle plus la sta-
bilité sont donc celles qui correspondent aux grandes valeurs
de y. Cousidérons en effet une valeor de r, suffisamment grande;
pour une grande valeur de vy, 'onde serait trés courte, deux satel-
lites voisins pourraient se rapprocher d’'une maniére sensible, et
leur action mutuelle ne serait plus négligeable par rapport a
I'action de Saturne.

. pes . 2,3 .
La masse totale pp doit dtre inférieure 3 ——; si on suppose

2
p==100, on voit que la masse de 'anneau devra étre inférieure &
2,3 . . . .
! , ¢’est un inconvénient de la théorie de Maxwell ; mais
10 000

c’est un inconvénient artificiel, ear 'hypothése que nous avons
faite est trop simple et il faut supposer une distribution de satel-
lites occupant un certain volume de Vespace.

La perturbation apportée au mouvement d’un satellite par I'ac-

. \ . ” “ .
tion d'un autre est de 'ordre de —(‘:3— , en appelant & la distance

des satellites,
Si les satellites sont répartis sur une circonférence de
- { .
longucur /, on a 6= -—: le mouvement sera stable si la per-
[]

turbation a une valeur moindre qu'un nembre donné A. Dans
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I’hypothese de satellites répartis sur une circonférence, il faut

donc que 'on ait
3

Wy

T << 1\
ou bien
AP
p<< I

Si les satellites sont répartis sur une couronne comprise entre
deux cercles de distance comparable & la longueur de I'un deux,
le nombre des satellites sera comparable a p?, S'ils sont dans un
anneau de volume fini, leur nombre sera comparable a p*, la
masse de I'anneau sera égale 4 pp® et la condition de stabilité
sera que 'on ait

wp® < Al

la masse de 'annean devra done &tre Inférieure a un nombre qui
ne dépeund pas du nombre des satellites.

Stabilité de I’anneau supposé liquide. — Nous allons main-
tenant, d’aprées Maxwell, examiner de plus pres la stabilité du
mouvement, dans le cas ot 'on suppose l'anneau, soit fluide,
soit composé de corpuscules indépendants, Dans cette partie du
travail de Maxwell, les ralsonnements ne sont pas tout a [ait
rigoureux, ni méme trés clairs, mais on doit en accepter la con-
clusion; il est probable qu’un calcul rigoureux conduirait a des
résultats peu différents de ceux auxquels nous arriverons,

Soient x, 7, 5 les coordonnées d’un point dans le mouvement

normal; u, ¢, w, les composantes de sa vitesse ;

x - &, ¥+, 4G,
d= dr, . dl
e s Mt

les mémes éléments dans le mouvement lroublé.

La force vive du systeme est .

R dey? dr, \ 2 A%\ *] sd=
ree [ [ (o) (i) e ) 15
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U'énergie potentielle — U est égale a

e

(V4 V) [+

‘2

)d’.

en appelant V et 5 le potentiel et la densité dans le mouvement
normal, V4V’ o 42/, ce que deviennent ces quantités dans le
mouvement troublé. V est une somme de quatre intégrales :

V"p d=

Valds
— 4

La premiere intégrale est une canstante ne dépendant pas
de &, v, {; la seconde et latroisieme sont égales, comme on I'a
vu au commencement du cours. Elles représentent la moitié de
I'énergie potentielle due & Vattraction de la matiére répartic,
comme dans le mouvement normal, sur 'excés de matiere qu’il y
a en chaque point dans le mouvement troublé.

On peut poser en négligeant le cube de E, 7, &,

2)\ oV
7 ~— ‘3
dz

~, 02
+‘;_>_4£‘ S 24 e oJo»

Lasomme de la seconde et de la troisieme intégrale peut done

( Y f)V g is “’;V_, £2+Z‘:T‘—El>0d’:'
o’ 0y0s /'

a :

Vg V= V4§

s’écrire

11 faut maintenant calculer la derniére intégrale; je peux sup-
poser que le déplacement §, 7, § est la somme de deux déplace-
ments, 'un daus le sens de la propagation de ce mouvement,
I'autre transversalement A ce sens : on posera ainsi:

=&, +8,
== 1,
(=747,
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On sait d’ailleurs, d’aprés les formules connues des vibra-
tions longitudinales et transversales que

S do +gr, dy + o8 ds = df

est une différentielle exacte et que I'on a

diet) | dlevy) | d(p%)
Tdr dy + .
On a d’ailleurs la relation
d (2E) d{ar, d (0]
ll__+_ (\ / + (A > + (A—-/ —o0.
dx dy E

Prenons maintenant des axes mobiles tournant avec une
vitesse © autour de l'axe de l'anneau, l'expression de YV ne
change pas. T devient dans ces conditions :

2

\

dk , d, o |
,[u—{—-—————wu/——f—-'rl)] —{—[(J—f——(ﬁ——i—w (t—f—,]J

dt

)1
4 (w _{—W | d=.
La condition d’équilibre est que

(T—U)de

soit maximum; si 1'on tient compte de la relation

a8, do—-ar, dy 2% dz = db,
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on trouve les érquations

W
L P
VT = 3
2
Wi = S
oP 3%
S A M P

P est un polynéme du second degré en (&, 4, C), § est une
variable auxiliaire liée aux trois premiéres par la relation,

hi or, hid
A == Lo
o + Oy + RER
Conclusion. — Maxwell est arrivé au résultat suivant : pour

que U'équilibre soit stable, on doit avoir : p <

300"
Ce résultat est vrai pour un amas de poussieres cosmiques

comme pour un anneau liquide ; mais 1l y a une condition de plus
pour un anneau liquide : la pression a la surface doit ¢tre dirigée
vers l'intérieur ; or, Laplace a trouvé pour I'anneau & section

elliptique que la densité doit étre supérieure a —, pour anneau
2

extérieur et a 2 pour l'anneau intérieur.

On peut alors se demander s'il y a d’autres figures d’équilibre.
Rappelons que Yon atrouvé qu'il fallait que

w® < 27p.

Dans cette formule, w doit &tre pris égal a la vitesse angulaire
d’un satellite dont I'orbite coinciderait avec 'anneau. On a donec,

en désignant par Mla masse de Saturne et par L le rayon de
l'anneau.

M

3
W =
Si g, est la densité de Saturne, R son rayon, on a

M= —ﬁ—- =R%,.
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On trouve donc

o

A

Ty
e 2 (1)
T3 '

. I .
Le SGCOIld membre est superielr a —=- : s1 on rapproche ce ré-

16
sultat du résultat précédent, on voit que I'anneau de Saturne ne
peut &étre liquide. On a d’ailleurs vu plus haut que les observa-
tions montraient qu’il était probablement composé d'une masse

de pelits corpuscules.,
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ERRATA

Page 3o, ligne 15 en remontant. — Au liex de — w'yx, il faut .—m’sz.

A 2387 i 22
Page 37, ligue 10 en remontant. — Au lieu de 18 , il faut %I—O;- .

]2 I
. . LT 1
Page 103, ligne 3 en remontant. — Au lieu de w5 il faut — P

Page 104, lignes 6 et 10. —

Au liew de — Sg%fx'y'p'de, i f“"”‘z% oy d.

Y
Page 105. — La dernitre formule de la page doit étre r —=r, (1 + e_,3_> .
Page 107. — Les dernié¢res formules de la page renferment quelques erreurs

de signe faciles 4 apercevoir, d’ou il suit pour la formule finale

Page 124, ligne 10 en remontant. — Le numérateur de la fraction sous le
second radical doit étre a? — c2.

Page 128, ligne 13, — Lire 8"—(Hp? 4 K} S —o. La formule suivante
doit étre R"S— S”"R —o, d'ou en intégrant R'S — S'R —1z. .

Page 134, lignes 13 et 15, — Lire ¥R — R'S.
Page 137, ligne 7. — Mettre le signe — devant [.

Page 187, ligne 7. — Dans le dernier terme de la ligue, il fout x + z' au
lieu de x — x'.
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