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Sopra alcune condizioni caratteristiche
delle funzioni
di una variabile complessa.

(Nota di Viro Vorterra, allievo della R. Scuola Normale in Pisa.)

N ella presente Nota viene risoluto il problema della determinazione di fun-
zioni di variabile complessa definite, sotto certe condizioni al contorno, in
campi finiti. Queste soluzioni portano alla integrazione della equazione diffe-
-renziale A4 =0 con date condizioni ai limiti, come & da prevedersi a causa
del legame che passa fra i due problemi. B da notare come le formule tro-
vate risolvono altrettante questioni di fisica relative alla distribuzione delle
temperature e delle correnti galvaniche costanti.

L

DY

B facile dimostrare che & sempre possibile eostruire nell’interno di un cir-
colo una ed una sola funzione di variabile complessa la quale verifichi le
seguenti condizioni:

1.° si mantenga finita in ogni campo situato internamente al cerchio in
questione e in tutti i punti interni al cerchio sia monodroma e continua;

2.° al contorno la sua parte reale (oppure la sua parte immaginaria)
assuma valori dati arbitrariamente, colla condizione che anche al contorno
essa si mantenga sempre finita e continua, esclusi al pill un numero finito di
punti o un gruppo infinito di punti di prima specie; sard per conseguenza
necessario che i valori dati al contorno costituiscano una funzione finita e con-
tinua dell’arco del contorno, esclusi al pilt i punti singolari in questione;

3.° in questi punti singolari la funzione di variabile complessa possa essere
discontinua e in vicinanza di essi possa anche crescere indefinitamente, colla

Annali di Matematica, tomo XI. 1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



2 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

condizione peraMro che in un intorno sufficientemente piccolo del punto d’in-
finito la parte reale (oppure la parte immaginaria) moltiplicata per una po-
tenza, inferiore all’unitd, della distanza dal punto d’infinito si mantenga sempre
inferiore ad un numero finito; per conseguenza i valori dati al contorno do-
vranno costituire una funzione dell’arco, che diviene infinita soltanto in un
numero finito di punti di ordine inferiore all’unitd diminuita di un numero
positivo. .
4.° in un punto qualunque del campo la sua parte immaginaria (oppure

la sua parte reale) assuma un dato valore arbitrario.

Ammetteremo come proprieth note le seguenti: Se la funzione f(¢) definita
fra 0 e 2r, & atta alla integrazione, anche ridotta ai suoi valori assoluti, la
funzione :

1 (2= Rz—y2
u(r “)=2_wf f(e)R2+r2—2choske—ac)d9
0

in cui 7 e « sono le coordinate polari di un punto del piano, & finita continua
e verifica I’equazione differenziale A*»=0 in ogni punto interno al cerchio’
di raggio B che ha il centro all’origine ed & continua nel punto del contorno
di questo cerchio di coordinate R e 6, se la f(6,) & continua nel punto 6,.

Supposta I'esistenza di una funzione u finita e continua e che verifica la
equazione A*»=0 in tutti i punti interni ad un cerchio, che diviene infinita
di ordine inferiore ad un numero minore di 1 soltanto avvicinandosi ad un
numero finito di punti del contorno ed & discontinua in un gruppo di punti
di prima specie del contorno, mentre in tutti gli altri & finita e continua e
assume dati valori, questa funzione & unica.

-Cid premesso sia la funzione f(¢) definita fra 0 e 2x, infinita al pit in un
numero finito di punti di un ordine inferiore a p<C1 e discontinua al piu in
un gruppo di punti di prima specie.

Consideriamo la funzione

Rz_,rz

1 M=
u(r “)=;Ef SO R2+r?—2lircos(6———a)d6
0

e determiniamo il modo con cui si comporta avvicinandosi ad un punto di
infinito (B, «,) del contorno.

. e 3 . ™ .
E evidentemente possibile determinare il numero ¢<{5 e minore anche del
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delle funzioni di una variabile complessa. 3

minimo arco che separa due punti di infinito in modo che:

[I }(f(&) liz—i—r?—sz—i:cosUﬂ—a)de)

ac,s

si mantenga inferiore in valore assoluto ad un numero finito M positivo per
€
a+ '2‘>“>11—§'
Ora la funzione
pFeospe=F(r, )

in cui p e w sono le coordinate polari riferite al punto (R, «;) come origine
e al raggio che passa per questo punto come asse polare, & finita continua e
verifica 1’equazione A*F'=0 in tutti i punti del cerchio in questione e del
contorno di esso, escluso il punto (B, «,) in cui diviene infinita di ordine .
Per ¢ entro I'intervallo (a,—e, a1+¢)

(6
F(&, 6)

non supera in valore assoluto un numero finito positivo N; quindi in valore
assoluto si ha:

%y te Rz —y2
,[ J© ).R*-{-r?—-—ﬂircos(ﬁ—a)
- “te  f(0) Rz —1¢?
_J 7@ 0F E ) mrr 2 Rres—n <
%, +e Re— 2
<Nf F(R, 9)R2+72—2chos(6‘——oc)'

Ora esiste evidentemente un pumero finito positivo P tale che in valore
assoluto si ha:

U +f ](F(R g)R*+7’f;;rr:os(e—a)de)<z)‘

o, +e

. . € ' N .
Quindi se a1+—>tx>ai— %, in valore assoluto abbiamo:

M Np o R2— g2
u(ry, Q) <5, ‘I‘“J‘ F(ER, e)ﬂz_i_,,z 2 Rreos(8—«) do.
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4 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

Ma per i lemmi enunciati deve aversi:

1 (2= ' Rz— 2
2—;f F(E, ) R+ r2—2 Rrcos(f —a)
0

do=F(r, a)

per conseguenza in valore assoluto:

P
u(r, a)<2]—g+ 1;7_7: +NF(r, o)

il che prova che nel punto (B, «) la u(r, o) & infinita di ordine non supe-

riore a p. Cid dimostra evidentemente il teorema enunciato da principio.
Questo teorema si estende facilmente in molti casi a quei campi i quali

ammettono una rappresentazione conforme nell’interno del cerchio.

II.

Per uno qualunque di tali campi & pure una condizione caratteristica di
una funzione di variabile complessa finita monodroma e continua in ogni punto
interno al campo e al contorno pure sempre finita e continua (esclusi al pil
un numero finito di punti nei quali essa diviene infinita, di un ordine infe-

riore ad % meno un numero positivo, rispetto alla inversa delle distanze dal

punto d’infinito stesso, ed esclusi pure al pit un gruppo di punti di prima
specie nei quali essa pud essere discontinua) la conoscenza in una porzione
del contorno della sua parte reale e nella rimanente della sua parte imma-
ginaria (*).

(*) Da un esempio che @i il signor Scuwarz: Zur Integration der partiellen Differential-

2 2
gleichung g—;:--l-%:O, G. di Boromarpr, t. 74, pag. 237, si vede subito che pud eostruirsi
in un cerchio una funzione di variabile complessa non costante che in un dato punto abbia
per la parte immaginaria un dato valore e abbia la parte reale nulla lungo tutto il con-

torno, purchd in un punto di questo la funzione divenga infinita di 1° ordine, La funzione

z—1
colo di raggio 1 la parte reale nulla, nella porzione rimanente nulla la parte immaginaria

; 6
g—ef i . . . . . .
\/ e 4 ci offre 'esempio d’una funzione che ha in una porzione del contorno del cir-

e diventa infinita soltanto nel punto 2=1 di ordine —;, mentre in tutti i punti interni si

mantiene monodroma finita e continua.
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delle funzioni di una variabile complessa. 5

Supponiamo infatti che in tutti i punti interni ad un dato campo (che si
pud rappresentare conformemente in un circolo) le due funzioni di variabile
complessa

w=u-}1v, Wy == Uy -+ 10,

siano finite monodrome e continue.

Ammettiamo che la % e la w, in una porzione del contorno (esclusi al piu
un numero finito o un gruppo di prima specie di punti) siano finite e continue
ed assumano gli stessi valori; nella porzione rimanente del contorno la v e
la v, (esclusi sempre un numero finito di punti o un gruppo di prima specie)
siano finite continue e prendano gli stessi valori.

Ammettiamo che se le % e w, divengono infinite lo siano in un numero
finito di punti del contorno e moltiplicate per le distanze dai punti d’infinito

elevate alla potenza —;——p. (#>0) rimangano sempre finite e inferiori ad un

numero dato.
Consideriamo la funzione:

We=(w—w)=u—u)—©—0) 4 2i(u—u)v—o)

essa sard finita monodroma e continua in tutti i punti nell’interno del campo;
al contorno la sua parte immaginaria sard (esclusi al pilt un numero finito o
un gruppo di prima specie di punti) finita continua ed eguale a zero; inoltre
diventerd infinita al pit In un numero finito di punti del contorno di un or-
dine, rispetto alle inverse delle distanze da questi punti, inferiore all’unitd
diminuita di un numero positivo. Ne segue che w, non potrd essere che co-
stante in tutto il campo e quindi come si vede subito eguale allo zero. Dunque
in tutti i punti del campo sard

w=w4.

Si vede facilmente che questa stessa proprietd sarebbe verificata qualunque
fosse il campo (anche molteplicemente connesso) e comunque fossero le funzioni
date al contorno, purché si avesse che i moduli di w e w, si mantenessero in
tutto il campo sempre inferiori ad un numero finito e si avesse che la u e
la u, si comportassero egualmente coll’avvicinarsi a tutti i punti di una por-
zione del contorno, e la v e la o, si comportassero pure egualmente avvici-
nandosi alla porzione rimanente del contorno.
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6 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

IIIL.

Ammessa ’esistenza di una funzione w=wu-14v della variabile complessa 2
avente il modulo sempre inferiore ad un numero finito monodromo e continuo
in tutti i punti di un campo semplicemente connesso S che supporremo per
semplicith avere il contorno s costituito da un numero finito di pezzi di curve
analitiche (*) e ammesso che la w possieda la derivata prima finita e gene-
ralmente continua anche al contorno di S, cerchiamo di determinare la w co-
noscendo in un pezzo A del contorno la % e nel pezzo B rimanente la v.

Eseguiamo percid la rappresentazione conforme del campo S sopra il quarto
di piano ¢=£&+in dalla parte delle £ e » positive in modo che, Q essendo
Vorigine degli assi £ e 5, al pezzo del contorno A corrisponda 1'asse 7,5 Q €
al pezzo B T'asse Q&,,. Questa rappresentazione conforme si eseguisca me-
diante la funzione di variabile complessa

t=2(2)
che & in tutti i punti del campo delle z monodroma finita e continua e di cui

I'inversa
z2=z()

& pure in tutti i punti del quarto di piano monodroma finita e continua e al
contorno possiede una derivata finita e generalmente continua.
Della funzione

wlz(©)]

definita come funzione monodroma finita e continua in tutti i punti del quarto
di piano ¢ e che ammette al contorno una derivata finita e generalmente con-
tinua si conosce il valore della parte reale

u[s()]
lungo T'asse delle », e il valore della parte immaginaria
v[s(@)]
% . . , . . . Lo O'u , 9w
(¥) Vedi Scawarz: Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung W—FW =0

unter vorgeschricbenen Grenz-und Unstetigheitsbedingungen. Monatsberichte der K. Akademie
der Wissenschaften zu Berlin, October 1870.
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delle funzioni di una variabile complessa. 7

lungo I'asse delle &; conosciamo quindi al contorno, lungo l'asse delle 5:
du _duds
9n  ds dn
e lungo l'asse delle £:
0v _ _Qu__dvds.
98 Om  dsadf
Ma 0% ¢ la parte reale della funzione di variabile complessa

on
.dw __ gu i)v
rid al ~ 9n +15

quindi conosciamo di questa funzione il valore della parte reale lungo il con-
torno del quarto di piano, dato come funzione generalmente continua dell’arco
del contorno stesso. Poiché ora si sa eseguire la rappresentazione conforme del

quarto di piano mel circolo, potremo determinare il valore di ¢ {;g in ogni
punto del quarto di piano a meno di una costante additiva. Il valore di questa

costante dovrd scegliersi in modo che ¢—= fl?; si annulli nel punto : oo perche

abbiamo supposto che la w sia sempre finita. Determinato cosl il %2 C si otterra

con una quadratura il w(Z) e qumdl la funzione richiesta w[¢(2)].

IV.

Applichiamo questo metodo al caso in cui il campo S sia un circolo di
raggio 1. Per potere applicare il metodo generale che & stato indicato, alle
funzioni date » e v dovremo imporre le seguenti condizioni:

1.° che esista una funzione di variabile complessa che verifica alle con-
dizioni volute al contorno e mnell’interno del cerchio;

2.° che le due funzioni date al contorno siano continue ed ammettano ri-
spetto all’arco del contorno una derivata finita e generalmente continua.

Risolveremo il problema sotto queste due ipotesi; perd trovata la formula
risolutiva determineremo direttamente le proprietd della funzione di variabile
complessa che risulta senza fare alcuna ipotesi sopra i valori dati di e di »
e-cosi verranno a togliersi la maggior parte delle condizioni imposte alle » e
alle v stesse.
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.8 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

La formula che da la rappresentazione conforme del circolo di raggio 1 si-
tuato nel piano delle 2 sul mezzo piano situato dalla parte delle Y positive

nel piano delle Z &
’ . Z— 7
T Z—27"

in cui Z, e Z', sono valori complessi coniugati e avendosi

=Xo+7:Yo

Y,>0 (%)

La rappresentazione conforme del mezzo piano delle Z sul quarto di piano delle
t situato dalla parte delle £ e » positive viene data da

t=\Z,
quindi si ha:
\/SZ 0o~ Zo
¢= z—1

per la rappresentazione conforme del circolo sul quarto di piano.

Sia = AB Y'arco del circolo nei punti del quale & conosciuta la u, pren-
diamo per asse delle x la congiungente il centro col punto estremo 4, (I'arco
A B essendo contato in senso positivo); siano p e o le coordinate polari di un
punto del piano del circolo quando si prenda per origine il centro del circolo e
Iasse & per asse polare. Pel modo col quale deve farsi nel nostro caso la rap-
presentazione conforme del circolo sul quarto di piano, le Z,=¢" e Z'y=¢*
si determineranno mediante la relazione:

e?Z'\—Z,=0,
donde:

i —

2
Zy=¢e Z'y=c¢e

Se ne deduce che al punto del contorno del circolo z==¢* corrisponde il va-

lore di ¢:
w—0
sen( 5 )

(*) Vedi Carisrorren: Sul problema delle temperature stazionarie e la rappresentiazione
di una data superficie. Annali di Matematica, serie II, t. 1, pag. 94.
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delle funzioni di una variabile complessa. 9

quindi per z=¢® e @< si ha:

sen i—o
[

per z=¢* e >0 si ha:
sen(w_e)
2
£ =7

)
sen -
2

H 7;=0.

Di qui si deduce inversamente che per ¢=1»,

0

sen;z
i 2arcotang ]
w2+ cos

2==¢€ [

]
sen o
i] 2arcotang 5
cos5 — g2

Della w(2), conosciamo u#(w) per <6 e v(w) per o> quindi della w[2(¢)]
conosciamo lungo I'asse » la parte reale

e per {=¢,

g=¢

]

sen —
u|2arcotang 5
72 - cos 5

e lungo I'asse £ il coefficiente della parte immaginaria

0
sen 5
v| 2arco tang—e— )
2 ke
Ccos 2 c
quindi lungo 1'asse delle 5:
] 9
an , sen— N sen§
— = —4u | 2arco tang 5
dn ] b . 7}
%2+ cos 5 sen’ -+ %%+ cos 9

Annali di Matematica, tomo XI.
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10 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

e lungo I’ asse delle &

sen 9 Esen 9
dv _ 9% _ 44/|2arcotan 2 2 :
dé— dn gc 2 Ez se E_gzz
08 5-—¢* [ sen 5—{- cosg
Poniamo
.dw
17 =)
e consideriamo la funzione
w:[¢(2)]-
11 valore della parte reale u, di questa funzione al contorno del circolo sara:
per o<<8
en(e—w)serﬁw
, > 2 2
“1("’) =—4u (w)\ 29
sen 2
e per o >0
w—0 [
. sep ( 3 )sen3 0}
U (0) = —4v'(0) 5 ;
‘ sen? 7
quindi essendo 2 un punto interno al circolo:
‘en(—e — w)sensw
2 (0, T2 2 vtz
w [5()] = —;f ¥ () A X
0 sen? —
2
sen (w —9 )sen3 2
2 (2=, 2 2 eivt g
_EJ V() () ei"’——zdw+0
b sen? 5

in cui C & una costante (*), e poichd per z==1 si ha =00, cosl: .

2 2
(*) Scawarz: Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung -g—;-ﬁ + M—O

2y
fiir die Fliche eines Kreises. XV Jahrgange der Vierteljahrsschrift der Naturforschenden
Gesellschaft in Ziirich, s. 128,
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delle funzions di una variabile complessa.

11
sen(e— )sen ® ' *en(m—e)se 22
2 2 eiv+l 2 (2, il W7 2 eiv+ 1
C= —f (@) o0 ei“’~1dm+7—rf V(@) " eentd e —1 do,
sen 5 b 3
onde:
sene;w-sen @ »
w 20, 2 2feiotz  eivf1
Z—d—c‘=w4[5(z)]=_;;fu(“’) (eim_z— eiw_])dw_
° sen —
2
0—b N
‘() Sl BRI L (ei“’—l—.e el"’—{—l
- v con? e —z v —1]
e 2
Ma si ha: 0\ o
ar zsen(§ e
dz— \e—ef)(z—1)
quindi:
dw

wsl@

W__%j “("’)\/se“( oo (5)e'% (55 - zi::i)\/(e—ewl)(z—l)ad“"

0feiv+z ei®+1 1
——j v(m)\/sen( )sen3§e 4( . )
0

¢~z €°—1)\[(z-e?) (e 1)3

e integrando:

7-1 Y e=_1 *
w——f '(w)log

_1 2-1 eiv-1
\/ —eib \/ezm eze I v'(w)lo g\/z_eié) \/Ziu_eied“”o‘
z—1 Y eiv—1 z—1 Y ew—1
in cui C, & una costante. Eseguendo una integrazione per parti si trova, C.
essendo una costante,
i 2_2
e —e(z—1)
w=__\/(z e%) (2 I)J
2m

)Te;_ de +

0 (z — ¢i®) \/sen (

- i15-3)
\/(3—619) (¢—1) ¢ ® 1 2
[ ”()@_eiw)\/wd +04C
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12 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

V.

In ordine a quello che abbiamo detto sopra, studiamo, senza occuparci del
modo con cul siamo giunti a determinarla, le proprietd della funzione della
variabile complessa z:

w(z)=_vz—ez)(z—1)J @) e doi

0 (¢ —ei®) VSen (

Ve —eif)(z—1) e
e[ — \/_(w—;_e)_%jd

in cui f(w) e fi(w) sono funzioni reali della variabile reale o, finite e atte alla

integrazione. Per valore della espressione \(z — ¢i) (2 — 1), fisseremo quello de-
finito dalla relazione
fa 0
« i+

[\/(z——%ml i _+2\/sen( )sen§ e (6>a>0).

Si riconosce subito che la % & una funzione finita monodroma e continua
in tutti i punti interni al cerchio di raggio 1, e che almeno quando la u e
la v sono continue ed hanno la derivata finita e atta alla integrazione, veri-
fica certamente alla condizione di mantenersi finita anche avvicinandosi ai
punti del contorno.

Per vedere le proprieth della funzione w quando la 2 si avvicina al con-
torno del circolo ci serviremo di un teorema del sig. Du Boms-Revxoxp (¥)
relativo agli integrali definiti che sono atti a rappresentare analiticamente
una funzione (**).

Chiamiamo rispettivamente con R(4) e I(4) la parte reale e il coefficiente
della parte immaginaria del numero complesso 4. Avremo ponendo:

z2=re? (r<)

@)

(*) Vedi: Du Bois-Reymonp, vol. 79, Borcrarpr's Journal, e prof. Urisse Dini: Serie di
Fourier ed altre rappresentazioni analitiche di una funzione di variabile reale, pag. 41.

(**) Faccio notare che il metodo che verrd ora adoperato potrebbe servire utilmente
anche in altre analoghe verificazioni di proprietd ai limiti di funzioni note. ’
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delle funzioni di una variabile complessa. 13

che:

(:(%"‘%))= (r — 1) cos (g——g)

z— et® 72 —}--1—2rcos(a—w)’

\3 +%) 2\/;sen(w“2—“)

ws e 1
R[f T dw:I=Warco tang —

o

-,
—
w(e

Ne segue che supponendo

W >a 6 wy<la
si ottiene:
5+3) s+
lim R f“’ _dw =1ime —dol=—T
r=1 z—ew r=1 Z—e? 2
e per conseguenza:
e+9)
limB f ' du|=0
r=1 g— ¢

L

se wy € w; sono ambedue maggiori oppure ambedue minori di e.
Inoltre si ha che

(r—1)cos (;—) — ;—C)

72 4~ 1 — 2, cos (0 — )

si mantiene sempre negativo finché si ha in valore assoluto
»—a<lm.

Di qui si deduce immediatamente supponendo §>>«>>0 e supponendo inoltre
che nel punto « la %(w) non abbia discontinuitd di seconda specie:

o @ 0.
—_
‘(2‘2)

lim R fe f(e) 2 __Ef(“+0)+f(“—0)'

) \/;0——@—@ T e [=—3 \/'-e———_a =
) 2 Sen2 sen 2 Sen2
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14 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

Di pit si ha in valore assoluto

g Qi
I f\/ Lt du|<Mlog(1—n)+ 1,
0 sen sen§

essendo M e M, numeri finiti, e

lim Vz—ele z—l) —2\/sen( )sen

r=1

quindi avremo per

6>a>0
che:
1l ;e (® ei(;—)—g) f(x+0)+f(x-0)
lim R —2—__V(z—ei9)(z—1)f f(w) do|LE20 :
r=1 " 0 (z-¢t) \/sen %— sen g

Analogamente si trova supponendo 27 >a>6:

imR| [ fa) e do|=0
im ® i
r=1 (e —ei®, \/Sen 6 S sen |
92 2
(5+%)
1) [ e —— <M

0 (z——ezm)\/sen(e—w)senz

in valore assoluto, M, essendo un numero finito, e poich? in questo caso
limv(z—ew)(z_l) =—2 \/sen( )sen =

r=1 t(—
i(5-1)
F=—eG—D)| :
lim 7| — = VE=enG=1) [ ) . do|=0
0 (z—ei‘*’)\/sen%mseng

¢osi sard:

per 2x>a>06.
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delle funzioni di una variabile complessa. - 15

Se 6>a>0 si ha:

Ag+3)
hme fulw)— v |=0
(¢ —€i®) \/sen g senz

(5+%) o]
ef f‘(w)(z——et‘“)\/sen sen— o=

in- valore assoluto, M, essendo un numero finito; quindi:

» ]
Nz~ Z')
lim B| — 2 G—eG—D [ £ o du|=0.
r=1 o (2—ei®) \/sen sen -

Se 2r>a>0 e « non & un punto di discontinuitd di seconda specie della
v(w) si trova:

limR ’-Zuf( ) ei(%—l-%} do ©filxF O Fi(2—0)
1@ =3
[ (z—ei“’)\/senw—esen“—) 2 \/sxen‘x—_—esenZ
2 2 2 2
) {243 |
If £, () ————do| < Mlog(1—7)+ 1,
b (6—e) \/sen 7 seny

in valore assoluto, M; e M, éssendo finiti, e siccome

lim Ve—eE—1) _ 2@\/sen(———“_e)senﬁ
r=1 (2 +4) 2 2
e

cosl sard:

| -4
Tim 1 Ql\/(z__—ef‘%——l)fhﬁ(w) d _do RACLMALS)
r=l g2 (6~ei®) Vaen

0 sen—

La w(z) data dalla (1) & dunque una funzione che in ogni porzione tutta
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16 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

interna al circolo che si considera si mantiene sempre finita monodroma e con-
tinua; avvicinandosi ai punti (B, «) dell’arco 6 del contorno nei quali la f(w)
non ha discontinuitd di seconda specie (gli estremi esclusi) secondo i raggi vet-
tori che vanno ai punti stessi, la parte reale della funzione w(2) tende verso
la media dei valori del limite a destra e di quello a sinistra dei valori della
#(w) nel punto «; avvicinandosi ai punti (R, «,) della porzione rimanente del
contorno nei quali non si hanno discontinuitd per la fi(w) (gli estremi esclusi),
sempre nella direzione dei raggi, il coefficiente, della, parte immaginaria di
w(2) tende verso la media del limite a destra e di quello a sinistra dei valori
della f,(w) nel punto a,.

Si rieonosce dunque cosl il modo di comportarsi della w(2) in tutti i punti
del contorno, esclusi quelli in cui la f() o la f,(») hanno discontinuitd di se-
conda specie e gli estremi dell’arco 6. :

Si noti ora, come pud verificarsi applicando le considerazioni precedenti,
che in tutti i punti dell’intervallo (3, 1) interno all’altro (4,, p.) (6> >21,>0)
in cui la f(w) si mantiene sempre continua, la parte reale della w(2), avvici-
nandosi la z ai punti del contorno lungo la normale, tende con continuita ed
in egual grado verso i valori della f(»). Se ne conclude che la parte reale
della w(2) & continua assolutamente nei punti e**(n>>a>>1) del contorno. Una
analoga proprietd si ha per la parte immaginaria della w(z). Si ha dunque
che, quando la f(») e la ¢(») sono continue ed ammettono la derivata, pud
dirsi che la w(z) data dalla (1) & I'unica funzione che si mantenga finita e
abbia la parte reale e la parte immaginaria che prendano al contorno con
continuitd, rispettivamente i valori f(v) e ¢(w), I'una fra 0 e ¢, I’ altra fra 6 e 2.

VI
Consideriamo ora la funzione:
i u 9
() =— "(2—"’ =D [*fo)— do—
oy (2—e0) \/sen sen—
IZ — 619 io ew (2)
1 v 1 + \/d ®—1
— ;f ?(m)log detCi
8 .e—l - \/ew—1
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delle funzioni di una variabile complessa. 17

in cui f(w) e ¢(w) sono funzioni reali dell’argomento reale » finite e atte alla
integrazione, e C & una costante reale. I valori dei radicali saranno fissati per
mezzo della stessa relazione che ha servito allo stesso scopo nel paragrafo
precedente.

La w,(2) & sempre finita monodroma e continua in ogni punto interno al
cerchio di raggio 1.

Poiche si ha identicamente:

o’ \/biu —pY
\/ z—1 + cie —1

;f ?(w)log s
? \/z—l \/ci"’—}
JF =TT 2= e JE-3) .
= =2 [ a) dm+zf 2(w)do,
’ o 8 z—e““)\/sen b

si vede che la parte reale della w,(2) coll’avvicinarsi della z=re¢** ad un

punto del contorno (1, «;), 6>>a,>>0 [la f(») non avendo discontinuitd di
seconda specie nel punto o,] tende verso

flas+0) 4-f (s —0)
2

Ora, il campo di variabilita della z pud evidentemente essere esteso oltre il
circolo di raggio 1 senza che la funzione

e (s —1) z
wg(z) \/(z e)(z 1)ff(r ¢ do

(z—e@)\/sen ———sen_

cessi di mantenersi finita monodroma e continua in tutti i punti interni al
campo, purche seguiti ad essere un pezzo del contorno di esso I'arco (0, 6)
del circolo di raggio 1; si ha quindi, poiché la w,(2) & reale nei punti del-
Parco (6, 2x) del circolo di raggio 1, che per 27 >a>>0

(25

Annali di Matematica, tomo XI. 3
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18 Volterra; Sopra ulcune condiziont caratteristiche

Ma per r<<1:

5 —¢if ei® v @10
+\/ 10
= s o= e =
\/.a'-—-l \/ci“-v—l
(«.+ + = )

.\/@——-67)(7—1).[ ¢(w) \/SGD (o — 9)sen A — ——do

2
3

e si ha, essendo 27>a>>9, [la ¢(») non avendo discontinuitd di seconda specie
nel punto «]

15 kn
lim | | (m)\/sen (o—6)sen o do|—

— el

— 5 [+ 0)+ 9(=—0)] sen%(a—&)sen;—a,
2+3)

I {fznqa(w) \/sen ]j (@ — 6G)sen % ) ez —

0

dw]<Plog 1—r+09

in valore assoluto, P e @ essendo numeri finiti, e finalmente:

N

‘(ETZ)‘

e 1
lim = i 1 1
r=1\lz —¢¥) (2 ) —2i\/sen§-(ﬂ-—e)sen§“

per conseguenza essendo 2w >a >0

?

tim-LL {1 () ~1im & (R, )| = 2D 2220,

Si ha dunque, come facilmente si poteva prevedere, che la formula (2) ci
da una soluzione del problema di determinare una funzione di variabile com-
plessa finita monodroma e continua in tutti i punti interni ad un cerchio, di
cui & noto il valore della parte reale in una porzione del contorno e nell’altra

& noto il valore della derivata rispetto alla normale al contorno della parte
reale.
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delle funzioni di una variabile complessa. 19

Col separare la parte reale dalla parte immaginaria nella (2) si ottiene la
soluzione del problema di determinare una funzione U di due variabili reali
finita monodroma e continua in tutti i punti interni ad un cerchio, che verifica
Iequazione differenziale: '

AU =0,

quando si conosca in una porzione del contorno il valore della funzione e nella
porzione rimanente il valore della sua derivata rispetto alla normale al con-
forno. -

. Col fare nella (2) 6=2= si trovano le note formule della teoria della inte-
grazione della equazione A*U=0 (*).

VIL

La formula trovata (1) ci fornisce immediatamente per analogia la soluzione
di un problema pil generale di quello risoluto.

Suppongasi che di una funzione della variabile complessa 2, definita come
funzione finita monodroma e continua in tutti i punti di un circolo di raggio
1 si conosca il valore della parte reale v data come funzione dell’arco w del
contorno dal punto O al punto 6,, il valore del coefficiente v della parte im-
maginaria dal punto 6, al punto 8,, quello della parte reale dal punto 6, al
punto 6;, ecc. Finalmente quello del coefficiente della parte immaginaria dal
punto 6.x-, al punto 2r; si tratta di determinare la funzione di variabile com-
plessa. -

Consideriamo la funzione:

Oap1 ¢ (7‘:9”'}2’9‘)
w(z)———ﬁ\/( 1)x I] (z— %) ZP >54141[,(@) Zk—ezkm)vnssen( m)dm
A I:(" u , 3)

oo 2 ‘l(lm——saes)
jvﬁ(w) ¥ d&)

(* — eiko) /_ Hssen ( ) ‘
i

02p+1

(*) Vedi Scnwarz, terza opera citata.
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20 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

in cui 6,=0, 0=2mn, up(n) & una funzione definita fra 6,, e 6,y,, afta alla
integrazione e vy(w) & una funzione definita fra Gyp,, € 6p,» pure atta alla

( 2k ‘
integrazione. Per valore della espressione \/(—- 1rI(e — ¢i) fisseremo quello
1

definito dalla relazione

— FI TS L L :
N@ l)kH(z—eiﬂs)] m2+2k\/ﬂsen(as - "')e Fera3) gm0
i 1 Z—e 1 <

La w(2) & una funzione di # monodroma finita e continua in ogni porzione
tuita interna al circolo di raggio 1; vediamo come si comporta al contorno:

Si ha analogamente a quanto venne trovato precedentemente suppounendo
z==ret* (r<1)

ISE

E
, fglatal _ 27 senla—(ﬁ’—oc)
R Ie—c-wdm ~ L Tarcotan 2
zh — gk Tk s rh—1
ot

i3

e quindi se &' >a>6"

» Lot ¥t

. [4] ' *e w

ImR J mdw— :llmB f m ==—"§7€-
o% [

r=1 r=1

e per conseguenza se 6" e 6" sono ambedue minori o ambedue maggiori di «

- i:z'-fm-i-u)
. e
limB| [ 45— du|=0.

r=1

w

Di pitt & da osservare che

&
[ iglota) (rk-—l)cosg-(w——a)
B

e
gk the | 9t U] 2y cosk(n—oa)

. . k12 . .
espressione che in valore assoluto, se w—a<3> & sempre negativa.

Cid premesso si ha subito, poiche:

2%

Bs—o
[T sen

1 ( 2

2
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delle funzioni di una. variabile complessa. 21

per @ compreso fra O,y € Gyp,4, che:

. et up (o e 7w Up(a—4-0)+oup(x—0
:I'ER f (s — o zk—-c“‘“.dw Y " (G —a
92 l;[ sen ( 9 _) ) Iil sen ( 5 )

se il punto « & compreso fra ézp e G, (gli estremi esclusi) e non & un punto
di discontinuitd di seconda specie per la funzione w,(w), mentre

! i;i(m+oz)

5
. Pl up (@) e
lim R f __w(@) —du]=0
=1 2k s — ) &k —eike de
05 };Isen B)

se il punto « non & compreso nell’intervallo (6;p, 65p,:) n& coincide cogli estremi
di questo.
Si ha inoltre in valore assoluto:

i5(0+a)
—dw|<S:log(l—n)+ T,

9 .
’1’“ wp (@) e

S. e T, essendo numeri posmw finiti per tutti i valori di « diversi da 6 €
631 qualunque sia il valore di 7.
Ora se « & compreso in un intervallo della forma (f:y, 6244), si ha

2k
V(= DRI (e — ) ST
lim LI =2k l'[sen( ):
=1 i ’iu 13 9) 1 2
’ c(’ +33et

mentre se « & compreso in un intervallo della forma (05441, f2g42) 81 ha invece

2k
VDI — e s
A o R =
r=1 i(z—“+4‘z'6“’) 1
_ e !
Ne segue che:
7 ( ) ‘l(f(d—li’;ee)
. 4 Uplo 4 =
EI;R _7:_2_’:\/(_ )kn(z—ele)f \/ es—m ol
I1 sen ) :
_41p(oz+0)+up(oc~—-0)
—— 2
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22 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

se & & compreso nell’intervallo (G, 8:p,.) (gli estremi esclusi) e non & un punto
di discontinuith di seconda specie per la up(w);

lim R| — — \/( 1)n(z—ew)f \/ () ¢ ——do|=0
r=1

03 —_— W Zk —_— e‘k“’
I sen

se « & un punto dell'intervallo (6.4, 62g41) ¢Zp; ©

. byt Up () 7
hlIiI 7 2k \/( 1) H<z_ezﬁ J p(() — - 2k — gike
= by \/H sen ( : )

se « & un punto dell'intervallo (fig.1, Gaqys) (g P, esclusi i punti by € Opp.s).
Analogamente si trova poiché:

2% _
_Hssen(es w)>0,
" 2

per o compreso fra fp.4 @ fapi., che:

Oy s 'ili(m-l—a)
hmR - vp () € % vp(x -4 0)4-vp(x—0)

el . b — o | ek — ethe do|= 2k p—
Oppp1 ——IIsen( —Hsen( )

se a & compreso fra up,, € Gyp,. (gli estremi esclusi) e non & un punto di
discontinuith di seconda specie per la funzione vp(w), mentre

9y ss ©) i;c— (w0 + &)

7

. Vpl® e

ljl—flR f 2k 05—\ &k — ¢the do|=0
JRTVI T ( T)

se « & un punto esterno all’intervallo (op.1, fp,2) € non coincide cogli estremi
di questo. Di pil si ha in valore assoluto

N
0 'L%-(m + a)

J‘ 2042 Up ((0) e

zk 6 gk — gtk
s (0]
Dot \/— IiIs sen( = )

a

do|<<Slogl—r)4 T,

’ 7 . . a0 . .
S’z e T', essendo numeri finiti positivi per qualunque valore di r, essendo «
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delle funzioni di una variabile complessa. 23

differente da 85,4 € 6,5 Ne segue che:

e 1%
Oonts rp () 61(76’ ‘IE;SB")
llmI —% \/(_ 1)k IIs(z—e"’ ) f P do|=

l-_[ 93 —_—® Zk - (ﬁh’“
211+1 sSen

__vp(a4-0)-+vp(x—0)
- 2

se il punto o« & compreso fra 6,, e 6,4 (questi due valori esclusi) e vp(w) non
ha discontinuitd di seconda specie nel punto «;

% 1 %
1(7&) —4_'21808)

2k
lim I| \/(— 1M, (2 — i) j e du|=0
1 \/—- HsSED( s—m)

per « compreso in un intervallo (fegi18eq12) 9ZP;

Jk 1 2%
l(z—m—;—;sea)

lim B L ay [ e do|=0
1m 2k (— 1k Hs (z—e ) — g 00—
\/—-Hsen( )

per « compreso in un intervallo (fog 6:4.) il punto « essendo perd differente
dagli estremi.

Abbiamo dunque che la w(2) gode della proprietd che avvicinandosi il punto 2
lungo la normale al contorno ad un punto di questo appartenente ad un arco
{62p, bapys) (gli estremi esclusi) tale che la funzione w,(w) in quel punto non
abbia discontinuitd di seconda specie, la parte reale della w(2) tende con con-
tinuitd verso la media del limite a destra e del limite a sinistra dei valori
della w,(») in quel punto, mentre avvicinandosi il punto 2z, sempre lungo la
normale al contorno, ad un punto di questo appartenente all’arco (f:p,1, Gepy2)
(gli estremi esclusi) tale che la v,(w) non abbia in quel punto discontinuita
di seconda specie, il coefficiente della parte immaginaria della w(2) tende con
continuitd verso la media del limite a destra e del limite a sinistra dei valori
della v,(w) in quel punto.
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24 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

VIII.

Dalle formole trovate si possono dedurre subito le soluzioni dei problemi
analoghi a quelli ora risoluti per il cerchio, nel caso generale di aree piane
semplicemente connesse di cui si conosce la rappresentazione conforme nel cer-
chio. Alla conoscenza di questa rappresentazione pud sostituirsi, come & noto,
quella di una funzione reale, monodroma e continua che si annulla al contorno,
in un punto interno qualunque diviene infinita di ordine logaritmico rispetto
alle distanze da questo punto, mentre in tutti gli altri si mantiene finita, e
verifica di pit I'equazione A*=0 (*). La determinazione di questa funzione
corrisponde a quella della funzione di Greex (**) per un punto qualunque del
campo.

Se per un dato campo S nel piano =¢&-4», la funzione di Greex di un
certo punto P corrispondente al valore &, di ¢ & u(&»), e

t, (£r) = () — 5 Log [t —&0 + (o — )

e % ((n)+v,{n) & una funzione monodroma finita e continua della ¢ in tutti
i punti interni del campo che si ottiene aggiungendo al contorno ¢ di S una
linea situata tutta internamente a questo campo che non taglia st stessa ed
unisce P con un punto di o, si otterranno subito per il campo S le soluzioni

dei problemi analoghi a quelli risoluti nel caso del cerchio sostituendo nelle
formole (1), (2), (3) in luogo di #

F(C) — eul(E'ﬂ)-l»iOI(E"l)

e v, [£(o), n(o)] invece di @, intendendo con &(c) e »(c) i valori di £ e » nel
punto ¢ del contorno di S.

IX.

Con un metodo analogo a quello adoperato per risolvere il primo problema
propostoci potrebbe risolversi il seguente:

(*) Vedi Riemaxn: Dissertazione inaugurale. Annali di Mz;.tematica, gerie I, t. 2, pag. 353
e la seconda Memoria gid citata di Scawarz, pag. 787.
, e  0'd

(**) Vedi C. Neomaxx: Integration der partiellen Differentialgleichung T +—a—f=0.

. Giornale di Borcmarpr, t. 59.
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Determinare una funzione w==u - ¢v della variabile complessa 2, monodroma
finita e continua in tutti i punti di un. cerchio di" raggio 1 (il contorno in- -
cluso) e che nei punti dell’arco (4, 6p,) del contorno verifichi alla condizione

Ay Bpo(@) =F0), (=1, 2,.. )
supponendo la circonferenza del cerchio divisa‘in n parti, essendo 4, e B,
numeri reali variabili con p soltanto e F' (¢) una funzione reale ﬁnlta, con-
tinua, avente la derivata finita e continua. -

Eseguiamo percid la rappresentazione conforme (il che pud sempre farsi
quando si supponga n>2) del cerchio nel piano z, entro un poligono chiuso
ad un solo strato e semplicemente connesso nel piano ¢ in modo che all’ arco
(6p, 6p4) corrisponda un latoe del poligono avente per equazione

Apé + Bpn==cost (*).

. J
z=2()
la funzione che da questa rappresentazione eonforme; poniamo:
wl[z(@)] =w,&)=u,+v,.

L’arco 4 del contorno del cerchio pud considerarsi come una funzione del
corrispondente contorno s del poligono; determiniamo il valore di
dF[(s)]

as

Sia

<1

per i valori s, di s corrispondenti ai punn del lato pesimo del poligono (gli 3
estremi esclusi).

Avremo: "
dF[0(sp)] du[e(s )] dv[0(sp)]
dSpp AP - +B dSpp )
Ora:
dul0(sp)] _ 0wt 98 | Dm 61,
T dsp 0% 0sp ' Om 0sp
dv[0(sp)] 2 Dou BE 1 Qo B _ " Pun 08 | Qui @
T dsp > 08 08p- a‘ﬂﬁsprxa'oasp"aas
"8 _ & By J) '
0sp  \AZ-\BE *t—)t&,
an F Ap

Qs VAT i

" (*) Vedi Dim: Sulla rappresentazione gvograﬁca di ‘una superficie su i un’altra. An:
nali di Matematica, serie II, t. 8.
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26 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

A

onde
adF0(sp)l _ _ gy Tmer o™,
s T V4; + B; 5

Si ha dunque che la parte reale della funzione di variabile complessa
.d
@-dli’=w2 )

al contorno del poligono (i vertici esclusi) & data da

. F1 AF[b(sp)] F1 dF(H)di(sp)
VETE: dsp (T B 49 dsp

>

e nei vertici se diviene infinita & di ordine inferiore ad un numero minore di
uno. Ne segue che la parte reale della funzione w,[%(2)] nei punti interni al-
I’arco (6p, 6p.,) del contorno del circolo &:

F1 dF® 1

Vai+B; ab  [dsp
db

e se in qualche punto del contorno diviene infinita, & di ardine inferiore ad
un numero minore dell’unitd, quindi per mezzo di note formule si pud deter-
minare in tutti i punti interni al circolo il valore di

wg[c(z)]=i%ﬁ |

de

e per conseguenza mediante una quadratura quello di .

X.

Non stard a sviluppare la soluzione del problema col metodo precedente,
perché ne dard ora un altro per mezzo del quale si risolve un problema piu
generale, ciod di determinare quali sono le funzioni

w(2)=u—+iv

che nell'interno di un dato campo si mantengono sempre monodrome, finite e
continue ed avvicinandosi ad un punto qualunque s del contorno (escluso al
pilt un gruppo di punti di prima specie oy, 0;... 0,,) lungo la normale al con-
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delle funzioni di una variabile complessa. 27

torno in quel punto, sono tali che

fO)u-te@o
tende con continuitd verso un limite @(s). Le funzioni f(s) e ¢(s) sono reali,
finite e continue, colle derivate prime e seconde determinate, atte alla integra-
zione ed inferiori ad un numero finito in tutti i punti, escluso un numero
finito di punti; ammetteremo inoltre che f(s) e ¢(s) non siano mai zero con-
temporaneamente e se s, & un punto [0 (s,8",) & un tratto] in cui la ¢(s) si
annulla, la ¢(s) non cangi segno coll’attraversare il punto s, [o il tratto (s,5")[;
supporremo che la f(s) non sia mai negativa.

La funzione O(s) & reale, finita, ed escluso un gruppo di punti di prima
specie con degli intervalli di eui la somma & arbitrariamente piceola, risulta
in tutti gli intervalli rimanenti continua e con estremi oscillatort (*) inferiori
ad un numero finito. .

- Fra i punti oy, 0s... o, _esclusi in prinecipio si intendano compresi quelli di
singolaritd delle funzioni f(s), ¢(s) e O(s).
Premettiamo la dimostrazione dei seguenti teoremi: (*¥)
1.° Se la funzione F'(6) definita fra 0 e 2n & finita e continua nell’in-

tervallo (6, —¢, 6, +¢) (s< ) e di pil nello stesso intervallo ha gli estremi

oscillatori sempre inferiori in valore assoluto ad un numero finito positivo M,
mentre fra 0 e 6,—¢, e 6,+¢ e 2n & atta alla integrazione, anche ridotta ai
- suoi valori assoluti, il modulo della funzione di variabile complessa

w=u-+1v
definita nei punti 2 del cerchio di raggio R dalla formula:

w(z)=2—1-wf F()Rw ‘16

0

si mantiene sempre inferiore ad un numero finito in un intorno del punto
(B, 6).

Infatti sappiamo che la u coll’avvicinarsi di 2 a Re® tende con continuitd
verso F'(6,); esiste dunque un intorno del punto (R, 6,) in cui la « si mantiene
in valore assoluto inferiore ad un certo numero finito; abbiamo poi ponendo

(”.‘) Vedi Dixt: Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali, pag. 190 e seg.
+ (**) Alcuni di questi lemmi sono analoghi a teoremi dimostrati dal prof. Dixt nella sua
Memoria: Sull’ equazione A*u =0. Annali di Matematica, s. II, t. 8.
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2=re*, I'(s) essendo finito:

1 (2 Rrsen(a—1Y)
v(r, a)=7—rJ F(é)ﬂz_}_fz—zlircosw—a)dg—
P ,

1 (2 ; Rysen(x—6) :
=q?f [F(e)—F(a)]1€’+1’~2chos(am0)d6'
0

Ora finch® la a & compresa nell’intervallo (9,—32, 0,—1-%

) si ha in valore
assoluto;

[fa‘—e"_‘[zn]{[F(g) _ F(oc)] - Rrsen(x—0) d9§<N

78 —2 Krcos(a—1H)
.0 H4+s

N essendo un numero positivo finito.

Abbiamo inolire in valore assoluto per  sempre compreso fra gli stessi
limiti

Ay e Rrsen(a—6)d6
j [F(@)—F(a.)] Rz+¢z_2chos(a—~6)=

0,—¢
(e FO)—F(a) b—«a Rersen (a—0)
_f 0 —a sen(e_a)sen(c?-—a) B2 -}-r*—2 Rrcos(a —0) S

0,—¢

Rrsen(a—6)d0
+r2—2Krcos(x—0)

Ce -
<M—,2J sen(a —6) T <M§s
0

in cul M & un numero finito, Quindi in valore assoluto:
N 1
v <-7? —l— 5 M.

Ne segue, che il modulo di w(2) in un intorno del punto Re®* si mantiene
inferiore ad un pumero finito, come volevasi dimostrare.

2.° Se la funzione F'(¢), definita fra 0 e 2=, nell’intervallo (6, —¢, 4,) (gli
estremi esclusi) & finita e continua ed ha gli estremi oscillatori inferiori ad
un numero finita e nell’intervallo” (6,, 6,}¢) gode delle stesse proprietd, men-
tre nel punto 8, ha una discontinuitd di prima specie avendosi

Fo,+0)—F(6,—0)=Fk; |

di pitt negli intervalli (0, 6,—¢) e (6, 4¢, 27) & atta alla integrazione, anche
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ridotta ai suoi valori assoluti, la funzione della variabile complessa 2
=110

definita dalla relazione

“L%da

1
=ﬂf F(e) Re 26
0

per tutti i valori di 2 nell'interno del circolo di raggio R, nel pun'to Retr =g,

diviene infinita come la funzione —w—log(z—~zo),- ciod: -~

- k—‘:log(z-‘—i 20) 4 w(2) =w,(2)

sl mantiene finita in un intorno del punto (B, 6,).

Esiste infatti un intorno del punto 6,, tale che per 6 compresa in questo
intorno la parte reale di w.(Re®) & sempre finita eontmua ed ha gli estremi
oscillatort sempre inferiori in valore assoluto ad un numero positivo finito.

3.° Se la funzione F'(§) definita fra 0 e 27 & finita e.continua nell’in-
tervallo (8,—e, 9,4¢) ed ammette in tutti i punti di.questo intervallo una
derivata I (¢) determinata, inferiore in valore assoluto ad un numero finito e
atta alla integrazione, e negli intervalli (0, 6, —¢) e (6,~+¢, 2x) la F(6) & atta
alla integrazione, anche ridotta ai valori assoluti, 14 funz10ne di variabile com-
Pplessa:

w@=u-tiv=g- [P T4
[

definita per tutti 1 valori di 2 nell’interno del ecircolo di raggio R, coll’avvi-
cinarsi di # lungo la normale al contorno al punto Re® tende com continuitd
verso un valore determinato e finito. Se prendiamo per valori della w(z) al
contorno del circolo i limiti (quando esistono) verso cui tende la funzione w(2)
coll’avvicinarsi ai punti del contorno lungo la normale, avremo che nei punti
‘R (pei quali 6, +e>a>>0,—¢) la w(z) avrd valori determinati e finiti g
.sarj continua e monodroma, , .

Infatti pappiamo che la u coll’ayvicinarsi della z al punto Re® lungo la
normale tende con continuitd verso F'(6,); dimostreremo che anche la v tende
“verso, un limite determinato e finito.
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Se z=7re® si ha:

, Rrsen(6—0)) —
v——f F( ) Rz+7-!—21f.rcos(0—ei) dﬁ'-—
0

=AY m )

64—8

La funzione

(" "+ )0 mrr st mmt—=r%)

0 9‘+S

& finita e continua per tutti i valori di » da 0 ad R (R incluso). Abbiamo poi:

0,+e Rrsen(6—86,) —
2I F(o) K242 —2 Rrcos() —by) do=

0‘—‘!'

=[F (8,4 ¢)— F(6,—¢)]log (B +r*— 2 Rrcose) —

__femF‘(@)log[Rz + 7t —2Rrcos (9 —d,)]do.

0,—¢

£ J""‘“ F" (6)log[B +1* — 2 R cos(0— 6] d6 =

U —e

1 (6.t —R 1 [0+
=;‘ F(@) Hz+12——2liroos(6—6)de+7f F(6)de
9,—5

6—e

quantitd che si mantiene, per tutti i valori di » compresi fra un certo valore
r’>0 e R, sempre inferiore ad un numero finito. Ne segue che

0,+e Rrsen(0—9,)
f F) Rt 472 —2 Brcos(§—by) a9

0,—¢

coll’avvicinarsi di » a R tende verso un limite determinato e finito e quindi
anche v ha un limite pure determinato e finito per =R, Si vede analoga-
mente che esiste sempre un limite determinato e finito per v(r, ) quando
tende verso B e 6, +e>a>0, —e.

Se il limite superiore dei valori di F(6) nell’intervallo (9, —¢, 6,+¢) & M
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si ha In valore assoluto:

lim " B (6)log[B + r*— 2 Rercos (6 — o)} d0 —
r=
0,—¢
0+e M
-—J F'(9)log(B* +1* —2Rreos(9 —a)]d0 <2 —(c+z)(R—71). -
0,—¢

Cid prova che la funzione v & continua nei punti (R, «) e quindi anche w &
continua negli stessi punti.

4.° Se oltre tutte le condizioni imposte nel teorema precedente alla F'(6),
si pone che nell’intervallo (6, —¢, 8,4 ¢) essa possieda la derivata seconda de-
terminata inferiore ad un numero finito ed atta alla integrazione, avremo che
- la v(B, o) per 6,—{—e>oz>9,—e ammetterd una derivata determinata, finita e
continua rispetto ad a.

Abbiamo infatti in valore assoluto, se s'<'—'-,

[t o

0,—¢

]da,

0,—¢
il che prova, che
0+
j ™ log[Rt 7' — 2 Rrcos (6 — )] d6
6,—2'
pud rendersi, qualunque sia », inferiore ad un numero piccolo ad arbitrio im-

piccolendo sufficientemente ¢'. Si ha dunque che:

lim " (6)log[R2+ 12 —2Rreos (6—o)]do=
r=R

0,—¢

._J' ‘F (6)log[sen2(

0,—¢

)]de 4 [F 6+ ¢)— F(6:— e)]log 4 B

J .
€ per conseguenza:

o(R, a):%[ of ", f “][E(e)cot(e‘T“)de]- =" (a)log(sene )de .

0,—e

= [F (01 +)-F (6, s)]log(sen” )(*)

i .
(*) Questa formula prova, indipendentemente dalla dimostrazione gia fatta, la seconda
parte del teorema precedente.
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Ora:

¢ () —f P ®log (sen’

‘- )dG—JO o [F (e)f log(sen2

= F'(6,F s)f log(sen2
0,-¢s

f log[sen’(e “)]de— f . “log[sene 1]dx

0,—¢ 0yj—e—ao

)de_

)da]d ,

ma

quindi:
$()=F' (6, +) f logseng( )dx- f it [F ®) J logsen“’(;)dl]dé’,
—E—% 0,—z |—t—o
il che dimostra che esiste la derivata di ¢(a) rispetto ad « ed & data dalla

funzione continua:

(e = — I 0+ oY log sent L= 4 (6 — )logsent (= =2) 4

*)as.

Ne segue che v(R, «) possiede una derivata determinata finita e continua
rispetto ad « per 6+e>a>0,—¢. ’

Evidentemente questi teoremi si estendono ad un gran numero di campi pei
quali si ha la rappresentazione conforme nel cerchio.

+fel+ F’ (0)]0t1r(sen26

" 0—e

XI.

Cid premesso nel caso in cui si tratti di uno di tali campi, passiamo alla
risoluzione del problema enunciato. Consideriamo la funzione:

f(s)

<p(s)——arco tang — 26

£(s)
()

assuma arco tang—‘OA—=‘ig in modo che la {(s) risulti per tutti i valori di

~ ™ .
il valore compreso fra — e +5 esl

quando si prenda per 1'arco tang —— 5
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¢ finita e continua, esclusi al pili un numero finito di punti corrispondenti ai
punti singolari di f(s) e ¢(s) in cui ha discontinuitd di prima specie e fa salti
inferiori in valore assoluto a n. Indicheremo tali punti con s, 8,... s, ¢ i salti
che in essi hanno luogo con a@,, as... ay.

La {(s) viene a possedere le derivate prime e seconde determinate e infe-
riori ad un numero finito in tutti i punti, esclusi quelli di singolaritd.

Sard dunque possibile determinare la w,(2) finita, monodroma e continua in
tutti i punti interni al campo in questione e in tutti i punti del contorno, esclusi
i punti 8y, s,... 8,, e tale che al contorno la parte reale prenda con continuitd
i valori ¢(s) nei punti in cui questa funzione & continua. Avremo inoltre che nei
punti del contorno, esclusi s,, S:... S», la parte immaginaria, considerata come
funzione dell’arco del contorno, possederd la derivata prima determinata, finita
e continua. Nei punti s, S;... S, corrispondenti ai valori z,, 2;... 2, di 2 la
w,(¢) diventerd infinita logaritmicamente, rispettivamente come

+M0gemz), £ Zlogle—z),..  * Zlog(s—2n)

Consideriamo la funzione
Wa{2) =ty -} 10, = ¢i,(8) 5

essa sard finita, diversa da zero, continua e monodroma in tutti i punti in-
terni al campo in questione, e sard pure finita, continua, monodroma e diversa
da zero in tutti i punti del contorno, esclusi i punti s;, s,... 85. Inoltre la u,
e la v,, nei punti del contorno (esclusi s,, ;... s,), considerate come funzioni
dell’arco del contorno, possederanno la derivata prima finita e continua. In un
L
+ =
intorno di uno qualunque dei punti singolari s, avremo che (2—=zp) " w.(2)
si manterrd sempre inferiore ad un numero finito in valore assoluto e discosto
da zero piti di una certa quantith.

Indichiamo con 2s i valori della 2z nei punti s del contorno, e con u,(s) e
v,,(s) 1 valori di #, e v, negli stessi puntl avremo, per tutti i valori di s di-
versi da S, Sp... Sn,

mod ws(z
VFE(s)+92(s)
mod ws(2s)
e/ (8)=—0:(5)
VF2(s) +9(5)
in cui i radicali debbono intendersi presi collo stesso segno di ¢(s).
Annali di Matematica, tomo XI. 5
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Ora poichd w,(2) & finita e continua in tutti i punti del contorno (esclusi
i punti 8, S,... 8,) sard modw,(2s) una funzione finita e continua dell’arco
del contorno esclusi i punti 8,, $,... 8, nei quali se diviene infinita, & di or-

. . . ; a as a .
dine non superiore in valore assoluto ad —*, —-.- —7:-‘ che hanno tutti un va-

lore inferiore all’ unitd.

Potrd dunque costruirsi una funzione w,(2) la quale sia monodroma, finita e
continua in tutti i punti interni al campo e coll’avvicinarsi della z ad un punto
qualunque s del contorno [esclusi i punti s,, 8,... s, € quelli di discontinuitd
della ©(s)] lungo la normale al contorno, la parte reale tenda con continuitd

verso
modwe (25)

-——-———-—@ — .
Vi (s)+ 9% () ©)=16)

Nei punti s,, 8,... 84, la parte reale della w,(2), se diviene infinita sard di
ordine inferiore all’unitd diminuita di un numero positivo. Inoltre poiché
modw,(2;) considerata come funzione di s possiede la derivata prima finita
e continua in tutti i punti, esclusi s,, ;... ., & ©(s), escluso un gruppo di
punti di prima specie, possiede estremi oscillatorf inferiori ad un numero finito,
la parte immaginaria di w,(¢) si manterrd inferiore ad un certo numero A
coll’ avvicinarsi a ciascuno dei punti s del contorno, esclusi sy, $;... $» € i
punti di singolarita della ©(s). Tutte le funzioni della forma

ws(2)+ C1,

in cui C & una costante arbitraria reale, godono della stessa proprieta.

Consideriamo la funzione
. w3 (5) +C1
U 1V =W(?) = ————
+ ( ) We (.2') b

essa Sard monodroma, finita e continua in tutti i punti interni al campo, e il
suo modulo si manterrd inferiore ad un numero finito A’s variabile con s,
avvicinandosi al punto s del contorno [esclusi i punti s, ;... s, ¢ quelli di sin-
golaritd della ©(s)]. Ora abbiamo:

Bw;(2)] = wit, — v0s;

quindi avvicinandosi ad un punto qualunque s del contorno [esclusi i punti
8,y Sz... Sn € quelli di discontinuitd della ©(s)] lungo la normale, avremo che

uug—'wvz
tenderd con continuith verso y(s). Ma w, e v, tendono con continuitd verso
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#,5(s) e v,(s), quindi:
u [tty — 2 (8)] — 0 [02 — 0:(5)]
tenderd verso zero avvicinandosi al punto s del contorno lungo la normale. Ne
segue che
ik, (8) — V0 (s)

tende con continuith verso x(s), ossia

9(s)u +f(s)v
tende con continuitd verso ©(s).
Cid prova I'esistenza di un numero infinito di funzioni che verificano le
condizioni imposte e d3 il modo di trovare un numero infinito di esse. B poi
evidente che quando esistono delle funzioni w(2) che nei punti sy, $,... s, di-

. . . . . . T—a
vengono infinite di ordine inferiore a -

diminuito di un numero positivo

e negli altri punti singolari divengono infinite di ordine inferiore ad 1 dimi-
nuito di un numero positivo, esse appartengono a quelle delle funzioni w ()
che sono date dalla espressione trovata
w3 (2)+C1
we(2)
B facile quindi vedere quali altre condizioni vanno imposte alla w affinchd
resulti completamente definita. ‘

In ultimo & da osservare che se la ©(s) oltre essere continua possiede la
derivata prima atta alla integrazione ed inferiore ad un numero finito in tutti
gli intervalli che si ottengono escludendo, con intervalli di cui la somma & ar-
bitrariamente piccola, un gruppo di punti di prima specie, la w(2) data da

ws(2)+Ci
we (2)
in tutti i punti del contorno, esclusi si, s,... s, e i punti di singolaritd della
O (s), resulta finita e continua; e in questi punti, considerando la # e la v come
funzioni di s, viene verificata la relazione:

ug(s) +v7(s) =0 (5)

XII.

Facciamo 'applicazione al caso del cerchio di raggio 1.
Chiamiamo « I'arco s del contorno, e poniamo z=re*.
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Avyremo:

1 ro2n rsen(w — «)
11:5 $() r’—Zrcos(m—:x)d“
0

mod w,(2)=e ,
. _?lﬁlj2nq’(°’)l+r”se'12(:’o;a)) o) .]r=l
. e 0
=06
x()=6() V@@
e per conseguenza:
1] r2r rsen (a1 — B)
1 fz“w )e +zdm ~,,—lf ‘l‘(“)1+ris_2(rcoa(m—p) ]=
w@ee "o — 2hetapci| @
am A HOEED)

in cui C & una costante arbitraria reale.

La soluzione del problema gid risoluto per altra via nel § IV, si ottiene
subito da questa formula prendendo la funzione ¢(w) eguale a 1 fra 0 e 6 ed
eguale a 0 fra 6 e 2x; la funzione f(«) eguale a 0 fra 0 e 4, eguale ad 1
fra 6 e 2x. Si ottiene in questo caso che ¢(w) & eguale a O fra 0 e 6 ed @

* eguale a —-g fra 6 e 2n, quindi:

. P 1
w,(2) = —<log Ve_:_: + 1 @r—9),

M—z ;0

wy(2)=1 ¢ 5
—=E
s 1—“3 sen( 2 )z—i—e"?
w(E) =5\ s’ J o)\ |— - Eds—
sen§
sen —6)
— "o > it gy oil.
[ seng
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Prendendo
~0\
sen | ——
c=["o@ ) oot 3 (8- 6)d6-[ "6 (8) (pi— cob 7 (B-0)d,
0 0 SGD§
si trova:
{-3)
1 - Z o s ap
w(z>=—2;V(1-W—z)fe<ﬁ)\/ ——T
0 SBDESGD B}

{e-3)

“5(2”9(6)\/ e@ F—0 ¢—ef|

sen —sen
2 2

Servendosi della formula (4) si potrebbe risolvere il noto problema, gid riso-
luto. con altri metodi, di determinare la rappresentazione conforme di un poli-
gono in un circola (¥).

XIIL

Il primo dei metodi esposti (§§ III e IX) per la risoluzione dei vari problemi
trattati, non pud evidentemente estendersi al caso in cui si vogliano considerare
dei campi molteplicemente connessi, essendo fondato sulla rappresentazione con-
forme dei campi stessi entro un quarto di piano o un poligono semplicemente
connesso. 1 molto facile vedere che il secondo metodo esposto (§ XI) pud.
invece estendersi a un gran numero di casi in cui si hanno dei campi moltepli-
cemente connessi. Perd dard ora un altro metodo mediante il quale possono
risolversi alcuni problemi analoghi a quelli gid risoluti sulle funzioni di varia-
bile complessa e sull’integrazione dell’equazione A*w =0, e che pud applicarsi
facilmente al caso di campi molteplicemente connessi.

La U e la ¢ siano funzioni di due variabili # e y finite, continue e aventi

(*) Vedi Caristorrer, op. cit.; H. A. Scawarz: Ueber einige Abbildungsaufgaien, Bos-
caarpT’s Journal, Bd. 70; Divi: Sulla rappresentazione geografica di una superficie su di
un’altra. Annali di Matematica, s. II, t. 8.
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le derivate prime e seconde pure finite e continue in tutti i punti interni ad
un campo C a due dimensioni e in tutti i punti del contorno; la U e la ¢
verifichino inoltre I’equazioni

AU=0 Ate=0.

Se r & la distanza fra il punto (x,, ¥,) interno a C e il punto (z, y), pela
normale diretta verso I'interno del campo, si ha:

Uen 90=5 |45 togr-+5)— 0(222 4 02)1as,

in cui I'integrale & esteso a tuito il contorno s del campo. Da questa for-
mula si deduce se 4,20,

s 9= g5 2z [(An'gy + BaT) g7+

_ U[Bm(logr—l- &)+ A (9‘0";" + g;)]zds+

b [+ 0o

quando si supponga diviso in una maniera qualunque il contorno totale s megli
intervalli 8,y S:... Smeee) Siy Seeee Snees

Se dunque si pud determinare la ¢ in modo che nella porzione s, del con-
torno si abbia:

Buiogrt )+ (g7 1) =0

e nella porzione ',
logr +¢=0,
si avrd:

Ulei, 9)=55 Zm 7 f (4 L0+ B U) Qogr +4)ds—

- fo e

e quindi basterd conoscere al contorno il valore di

L
map TBnU

®)
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negli intervalli s, e il valore di U negli intervalli s’, per poter determinare
la funzione U in un punto qualunque (zy, %,) interno al campo C. La funzione
¢ viene cosl a calcolarsi analogamente a quella di Greex e a quella del chia-

rissimo prof. D (¥).

E facile estendere una proprietd reciproca della funzione di Greex (**) alle
funzioni che abbiamo ora considerato. Indichi infatti #’ la distanza di un punto
(2:, ¥:) interno a C dal punto (z, ); ¢’ sia una funzione che rispetto al punto
(w5, ¥2) goda delle stesse proprietd della ¢ rispetto ad (2., .). Avremo:

9 (2, y)= gl;zmz%f(zlm%% + qua')(logr +9)ds __2};2”[ (alaozpfr

#(@ 2) = QWZmA f(Ama +Bm?)(10gr+?)ds-—2nf?(

or

Ora osservando che si ha

| (Am%wm?')q»ds—zn[ y 15—

—sz(Am%-Jer?)? ds+ an9 0% 35 —0

&m

nel tratti s,, si ha:

89 + m?=—Amalogr—Bmlog’r,

l

oD op
4,07 L L
3 + B¢’ Am o Bplogr,

e nel tratti s, si ha
¢=—Ilogr, ¢'=—logr’,
8i ottiene

' 1 log ' I ,
e 9)=o(an 19 =—g: [ (T logr — 2R logr')ds.

%-E)ds,

g—g) ds.

(*) Vedi Divi: Su una funzione analoga a quella di Green, Nota letta alla Reale Acca-

demia dei Lincei il 6 febbraio 1876.
(**) Vedi Neomanx, Memoria citata.
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Ma @& facile dimostrare che

{(31{;27 logr Ba(ﬁb‘logr’)ds=0,

8

quindi ,
o' (%1, Y) =09, ¥2) (*)-

XIV.

Se U4V & una funzione della variabile complessa # 4 ¢y monodroma, finita
e continua in tutti i punti del campo C, (il contorno incluso) si ha, ricor-

dando che:

e integrando per parti'

(logr +9)ds fV(alogr - gf) ds,

U(x,,y,—_—%: [ (2 +-22) {2 4 22—
— Lyt f 4V + B, 0) (L2254 22)—

oo e s

+ 3z 3 [ 7 (L + 2E) - 0O+ 2 )as.

”

Se & possibile determinare la ¢ in modo che negli intervalli s, verifichi le

BaTga i)+ an (g 4+ G0

(*) La funzione del prof. Dixt gode al pari di quella di Greex e delle funzioni ora con-
siderate di una proprietd reciproca. Essa pud dedursi -immediatamente da un feorema di-
mostrato nella mia Nota: Sopre una legge di reciprocits nella distribuzione del calore e

delle correnti galvaniche costanti. Nuovo Cimento, s, IIL, t. 11,

quindi:

relazioni
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delle funzion: di una variabile complessa. 41

e negli intervalli ', verifichi I’ altra

Blozr 09_
+ = 55—

gl trova.®

U, y,)=‘2—11;2m‘—:;f(AmV—{—BmU)(ag)§r +89)as—

x ol

Cid prova che basterd conoscere nei tratti s, del contorno il valore di
AV + B,U

e nei tratti s', il valore di U per poter determinare in tutti i punti interni al
campo C il valore di U.
Quando si sia determinata la U mediante la (5) o la (6) si avra subito la
V per mezzo delle note relazioni
oU _ 0oV oU__9oV,
0z, 0 0y 39‘4

(6)

XV.

Applichiamo le formule trovate nel § XIII al caso in cui il campo C sia lo
spazio compreso fra due cerchi concentrici di raggi R e R, (R>R) e si voglia
determinare la U conoscendone i valori sul cerchio di raggio Ri e conoscendo

1 valori di %— 90U sul cerchio di raggio R. Basterd percid determinare una fun-

o

zione ¢ monodroma, finita e continua insieme alle derivate prime e seconde
nel campo C che verifichi I'equazione A?¢ =0, che sul cerchio di raggio R,
09 ﬁlorw, ,
op  op
essendo la distanza da un punto interno (z,, ) al punto sul contorno.
Prendiamo 1’ origine nel centro comune ai due cerchi e poniamo:

sia eguale a —logr, e sul cerchio di raggio B sia tale che

Z == pcosf y = psend,
&y =P100801 . yi = Pisen 91.

L’immagine del punto (z., ¥.) nella trasformazione per raggi vettori reciproci
Annali di Matematica, tomo XI, 6
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42 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

rispetto al cerchio di raggio R,, avrd per coordinate:

L2 2
w2=£cosei, y,=—R—‘sen91.
P : 1

Sia ¢.(p, 6) la funzione del prof. Dmvt (*), corrispondente al punto (z,, ) ri-

K

spetto ai due cerchi concentrici di raggi B e T e 9. (p, 6) quella corrispon-

dente al punto (z,, y,). Poniamo:

¥(py 6)=logri—logr:+i(e, 6)—2:(p, 9),
in cui r, & la distanza dal punto (z,, %) al punto (z, y) e r, & la distanza
dal punto (z., y.) al punto (z, y).

Avremo che:
’ 91(py 6)—9:(p, 6)

2
sard una funzione definita fra i due cerchi di raggi R e %, monodroma, finita

e continua insieme alle derivate prime e seconde, e che verifica 1’equazione
A*=0; si avrd inoltre:

2] - g2 e

Consideriamo la funzione:
L{H
Ve, O+4 (5> 6) =06, 0);

essa sard finita, monodroma e continua insieme alle derivate prime e seconde
e verificherd I'equazione A*@ =0, in tutti i punti, al pil esclusi (z,, y.,) e
(%2, ¥.); inoltre sard:

2062.0) _[a.w] o
o=

R}
=TF

oe de o=
Ora:
logr(s, 6) =3 log s+ —2opucos(s—2))
logrs(p, 6) =%log(-R7t +p2—2 ii‘%pcos(ﬁ— 9,))
quindi: ) 5

2 2
logri(p, 6)—1logr:(p, 9)+10gr1(1?, 9)—'1031'2(—[;—‘, )___]Og}’%,

(*) Vedi 'ultima Memoria citata del prof. Dixr.
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delle funzioni di una variabile complessa. 43

Cid prova che la O(p, 6) si mantiene monodroma, finita e continua insieme
alle derivate prime e seconde anche nei punti (2., y.) e (%2, ¥:); quindi:

8, O)=C
in cul C & una costante. Ma
R2
‘!’(P) 6)P=BA— (F, 6) R47
quindi:
1
‘P(P) 6)F=.R4 =3 C.

Si ha dunque che la funzione
1
—logre+ (e, 6)— ?2(5’1. 5)_5 Y

gode delle proprieta della funzione ¢(p, 6) cercata.

E da avvertire che si pud riconoscere facllmente che la funzione ¢ & anche
data da

?(P; 6)—10gr3+q>,(p, 6)+9's(py 6)

in cui 3 & la distanza fra i punti (p, 6) e (ps, 0s), immagine ottenuta colla
trasformazione per raggi vettori reciproci rispetto alla circonferenza di raggio
R del punto (o4, 6,); ¢'. & la funzione di Greex corrispondente al punto (ps, 6.)

2
rispetto ai due cerchi di raggi E, e %; ¢'s & la funzione di Greex rispetto

agli stessi cerchi corrispondente al punto (ps, 6,).

Ora st ha:
2 L2\en 2\en
(), ol s
‘Pi(P; 0)="

loge-3,
i R
R-r(T) ! np P;[R* —(1_{) }
(Ri) m[(l%i)m (Bi)zn] (Bg)zn[(ﬁg)m "I‘%m]
') o o) R) N NG S
7 (ﬁ)logf’_§ . I [Rm E m]
\& e (Pi) (R)

in cui C, e C; sono costanti. St vede subito che

cosn(6-6,) + C,

¢:(p; 6)=- cosn(9-0;) + Cs
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«quindi:

T .1 & (o2 — Rin) (Litn - p3n)
¢(p, 9)=~§IOg[Rf+P’P--2p,pGOS(9 6)] 1}] np”p';(h?"*-lffi‘) cosn(f-6,).

Se ne deduce, poich® le serie che qui compariscono sono derivabili termine a
termine,

R (=0Us R2(p2+ R —2p, Rcos (8 —0,)
Ules, 0= 27c 0p [ lo (ll{—l—.tizpf—-‘zhlilifcosw—ei) +

+ }-,‘(R’Z'l — EKin)(Rin

AT ﬂznp)‘ cosn (6 — 0,)]d 6 —

L : Lt (—R—g———)cosn 6—6 ]da
_2—7=f Us, [hf—l—pl——zmp‘cos(ﬁ—61)+2Z k2n 4 Kin ( )
0

' . . UR . . .
essendo Upg, i valori di U sulla circonferenza di raggio R, e U= i valori di

or
U

o sulla circonferenza di i‘aggio B.

Applicando noti sviluppi in serie di FourmEr si trova:

U(Fika.ea) = —%(log %’:‘)Ih %%d&—]-

- 0

_;_E%]_([_‘)‘ ”(M 'qZﬂag’icosn(e—e,)da-,L-
T “n\p, ) \lend- Bn A op

ﬁ’”_ﬂ—-) (" Up, cosn(s — 6,)dé.
2JUR“I+ V(p)(ﬂwrﬂmj meosnG=4)

Quindi ponendo p,e® =z, si ha:

U+W=W(z.)=[ logFf”aaUIj’dH f Ug,da]—

UR n -nifd _

Rt o UR R R} [ 0Uz i
» aa "‘6‘”]+ Sawm il .( At
v

+ B[ Uy 0]+ O
0_
essendo C una costante arbitraria reale.
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Cid prova che & necessario che sia verificata la relazione

[T as=0

affinch® la funzione di variabile complessa costruita resulti monodroma, come
facilmente poteva riconoscersi a priori.

Dalle ultime due formule scritte si deduce subito, mediante una integrazione
per parti, supponendo la W(z,) monodroma,

U= (U a0 — 2 S(EV(EEE) [ Vasenn (s —0.)do
=_?:_:J 7,46 — ( )(lim—l—p?")f zsenn (9 —6,)do -+
]
L 1 n( Ren +92”. L
23 R [ oneomo—nias,
0

. 1 2= r (iw
W) =gz | Undot g [ Vado+
v

1]
o " 27 ; . 2 .
+1 ;ﬁ[RJ URLe—meda-i—zR"f VRe—mﬂde]+
]

11 B R n 710 n nid
—l—;EL—ET_H-iZ—n[R URe d@—l—ZR VRe d@]
0

essendo Vp i valori di V nei punti della circonferenza di raggio R.
L’ ultima formula si pud anche porre sotto la forma

W(z)=— zﬁ,nimn[R?"f Uit iRV dz]*

grnt
8

e s el

in cul s e s, sono rlspettlvamente le due circonferenze di raggi B e R,.
Quando A4 B.0 si deduce sublto da questa, formula, I'altra

1 Zn
W,(Z{) 7?!(1‘1.-*'.5) 2‘ lizn _i_li?n [R f(A U—l— B V) 71,+1

{LRmf(BUJrAzV) nﬂ] '

8
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46 Volterra: Sopra alcune condizioni caratteristiche

1 o T
+7‘Fi(A+_B)2hmz+Lfn [R f(AU-I-BzV)z ‘de
+Ri”f(BU+AiV)zn“dz],

la quale diviene la nota formula di Lavrext quando si prende
A=B=l¢

Si avrebbero formule analoghe a quelle gid trovate nel caso in cui si co-
noscessero 1 valori della U nei punti della circonferenza di raggio R e si do-

oU

noscesse nei punti della circonferenza di raggio B, i valori di %—-

op

i facile estendere il metodo adoperato per la determinazione della fun-
zione ¢, al caso in cui si ha un campo doppiamente connesso, di cui una sola
delle linee chiuse costituenti il contorno & un cerchio.

XVL

Dalle formule ottenute si passa con facilitd ad altre che risolvono i problemi
analoghi a quelli ora risoluti, nel caso di molti campi doppiamente connessi di
cui & nota la rappresentazione conforme entro lo spazio compreso fra due cerchi
concentrici. Per esempio, poiché si pud, mediante una trasformazione per raggi
vettori reciproci, rappresentare conformemente lo spazio compreso fra due
cerchi non concentrici e che non si tagliano né si toccano in quello compreso
fra due cerchi concentriei, potranno con facilitd generalizzarsi le formule tro-
vate nel caso di un campo compreso fra due cerchi situati comunque, purche
non si taglino né si tocchino.

Quindi in molti casi potranno dirsi risoluti i problemi analoghi ai precedenti,
se il campo dato & compreso fra due linee di livello (¥), perché si ¢onosce la
rappresentazione conforme di questi campi, in molti casi, nello spazio com-
preso fra due cerchi concentrici.

Quando si tratta, per esempio, del campo compreso fra due ellissi omofocali
per i quali la distanza focale & 29 e, essendo « e 3 i parametri isometrici di

!
(*) Vedi Neumaxx, Memoria citata.
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delle funzioni di una variabile complessa.’ 47

un doppio sistema di ellissi ed iperbole omofocali, #, e «, sono i parametri
corrispondenti alle due ellissi contorno, si ha che la funzione

P ‘l‘\]m ,
cd’
in cui il radicale va preso positivo per 2z, positivo e maggiore di d, ci da la
rappresentazione conforme dello spazio compreso fra le due ellissi situato sul
piano delle z,, nello spazio compreso fra due cerchi aventi il centro comune
nell’ origine del piano delle z, di raggi a,, e o, (*).

Quindi se si conosce, di una funzione di variabile complessa W(z,) definita
come monodroma, finita e continua in tutti i punti del campo (il contorno in-
cluso) compreso fra le due ellissi o, € a,, il valore della parte reale U nei
punti dell’ellisse o,, e il valore della parte immaginaria ¥ nei punti dell’el-
lisse a,, si potrd determinare completamente la funzione W () in tutti i punti
interni al campo e si avra:

_L D (2'14‘\)"?_32)” 7o ) dz‘
W) =5 4t g e [ g j e e

Tl

y 2N
+ € IIVsz = (‘e“

1 3 (a4 m)—” tna 2 2\ _d T
+;7% ((2ﬂ70+eg7la‘) [6 ‘fU(Zi+vzi—a) vm""‘

, - dz
s 1
i [V, + VE= 9 =],
%y !
2, essendo un punto interno al campo compreso fra le due ellissi omofocali
(-2 e &ye

XVIIL

Nel caso in cui si tratti di un campo compreso fra due cerchi concentrici,
accenneremo all’applicazione di un metodo (**) per mezzo del quale si possono

(*) Vedi Dixi: Sopra le funzioni di una variabile complessa. Annali di Matematica,
s. I, t. 4.

(¥*) Vedi Neouasx: Das Dirichlet’sche Princip ..., e Dixi: Sopra una funzione analoga.
o quella di Green.
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48 Volterra: Sopra alcune eondizioni caratteristiche

risolvere direttamente alcuni problemi simili a quelli gid risoluti, e determi-
nare alcune delle funzioni analoghe a quelle di Greex e del chiar. prof. D
Supponiamo che la funzione a

w(@)=u-+1v

definita in tutti i punti interni al campo compreso fra i due cerchi di raggi
R’ e R aventi il centro all’origine, sia monodroma, finita e continua. Per un
noto teorema di Laurent, avremo, se pei® & un punto compreso fra i due cerchi:

==+ ip”(ancosnw + busenne)+ ipln(ancosnm—l—ﬁnsennm)
L [

®, 21
v=">b,+ Y s"(asennw — bycosnw) 4 Ep—n (—ansenno 4 B,c087 w),
1 1

B—mp%=2n(n—1)...(n—m+1)pn'm(ancosnm--|—bnsennw)+
(m=1, 2... q,)
Zn(n—}—l) A(n+m— )W(ancosnw—i-ﬁnsennw),
%P —-g'n(n—l) (n—m 1) " "™ (a,8enn e — bpcosnw) 4
(m=1, 2... q,)
+§;n(n+‘1)...(n+m—1) Wm ” (— ansenno -+ Brco8nw),

in cui @y, bs, as, B Sono costanti reali.

Supponiamo che tutte le serie scritte si mantengano convergenti in egual
grado in tutti i punti dello spazio compreso fra i due cerchi (il contorno in-
cluso), e supponiamo di conoscere su ciascuna delle due circonferenze i valori
di una espressione lineare in %, v e nelle derivate successive di queste quan-
titd rispetto alla mormale, ciod si abbia al contorno del circolo di raggio R,

Mu+Noo+ zm %",i‘, +szm won=1(0),
e al contorno del circolo di raggio R,
Mou—l—Nov-l—EmMma - +Em apm =¢{w)

in cul My, Nowy M'smy N's sono costanti note,.e /() e ¢(w) sono funzioni note.
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Dovremo avere per le ipotesi fatte:

1 27
Moao'l‘Nobo:ﬁf f(m)dw

7 ’ 1 2
Mya,+N obo=2—7;f ¢(w)dw
0

i ~—

ln@n +Aan — Mpby, + tnfn =1J~27r f(m)cosnmdw

™

0

1 (2= "

M On — tnan = lnbn -I-Znﬁn:?—:f f@)sennwdw
. 0

1 ’ ’ 2
l,nan +>‘n“n—mnbn+l’~nﬁn=:—_‘f 7rCP(C:))COS?‘M)d(«)

0

P ' ' ’ 1 (%=
mndn—ynan-l-lnbn -I-)\nﬁn:;f 9)(w)sennmdw
: 0
in cui:

ln =MOR"+$man(n—— 1).(n—m+ ]_)_Rn—m

(=1m
Krn+m

A =%+%man(n+ ...n4+m—1)

tn =Ny B+ S Npnn(0 — 1)....(n—m + 1) Rr—m
1 R

(=1)ym=
Rn4m

pn =%:—+$Nmn(n—l—1)...(n-|—m—l)

Uy ==M'0R'"+3]M'mn(n—— D)...n—m-+4 1) R m
1

, _M'o & (=1)m
Yn = + ZMmn(n + 1. (0 +m—1) |

tn =N B L SN wn(n—1)...(0—m + 1) R
i

o = ot I wn(r 4 D.cn 4 m— )G

Annali di Matematica, tomo XI.
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Si ha dunque il modo, conoscendo la f(w) e la ¢(w) di determinare le a,, b,
Gny any bn, B © quindi di conoscere le espressioni in serie di » e » purché
queste serie resultino convergenti in egual grado anche nei punti del contorno,
il determinante

bny Any =My P
Mpy, ——Pn, ln 9 >"n
l’n, )\'n, m'n, En
m’m - !"M U ’ Xn

si mantenga diverso da zero per tutti i valori di », e inoltre sia
MO7 No I
MIO.; N,Q . l

pure diverso da zero.
Quando sono verificate queste condizioni si ha che la soluzione del problema
& unica. I '
Allorch® si avesse che il primo determinante seritto, per qualche valore di
n, oppure il secondo determinante, si annullasse, allora evidentemente si avrebbe
che il problema dato ammetterebbe un numero infinito di soluzioni oppure non
ne ammetterebbe alcuna.

XVIII.

Se la % & una funzione monodroma, finita e continua, avente le derivate
prime e seconde determinate, finite e continue nell’interno ed al contorno di
un campo compreso fra due cerchi concentrici di raggi R e R di pid la »
verifica I’ equazione A =0, si ha:

u=a-+alogp+ N p(ancosnw+bnsennm)+z ~ (2n 0087w -} 35607 0)
’ O — —1)——(‘1,:'1‘}‘“

'—"—TE

+
(m=1, 2,... 9) —I—j‘]n(n—1)...(n—m+l)p"—m(ancosnm+bnsennw)+

\ Zn(n-{-l) (n+m— 1)(n+m (ancosnw -+ fBsennw),

pet® essendo un punto compreso fra i due cerchi.
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Supponendo che queste serie siano convergenti in egual grado in tutto lo
spazio compreso fra i due cerchi (il contorno incluso) e posto al contorno del
circolo di raggio R

] ou—l—?M = f(w)

e al contorno del circolo di raggio R:

Myu+ ZM =9(v),

si trovano le equazioni:

Moa—}-(M logR~|—z-n(m-1) S M,’n)a’ = [ fds /

, . 1 (=
oa-{—(M log B’ —|—Zn(m—l)( R’m n Mm)a =2——Wj p(w)dw j
lnan—i—Xnan=71:f2ﬂf(m)cosnmdm )
0
Z'nan+xnan=};f2"?(m)cosnwdw )
v

b+ = J'“ f(w)sennado

0

1 2n
l'nbn+ Xnﬁn;_-gf qa(co)sennmdm

0
in cui
I =MuR’?+f2n(n—1)...(n—m+1)Rn—mMm
)Ln'-'-_‘-? +Zn(ﬂ+1) (ﬂ+’l’}’t1—1) En'*'m Mm
V= MR 4 Sn(@—1)...(6—m+ 1) R M’
. 1

4 q —1)m
)’n=%+§n(n+1)...(n+m 1) o M
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Per conseguenza quando i determinanti

(=1)m™

M, MlogR + Sn(m—1) "
1

M,
M'o, M‘ologR’ -+ é}w(m —1) (—Rl—")‘ﬁ—!— M,

‘ ln ] An
l'n ? lIn

sono sempre differenti da zero si pud determinare in un modo solo la %, pur-
che la serie che risulta sia convergente in egual grado nel campo compreso
fra i due cerchi (il contorno incluso). Affinche la # risulti la parte reale di
una funzione monodroma bisogna evidentemente che si abbia:

2 (f) g,
i)J (E‘—M'o)dw—o'

XIX.

I metodi indicati nei due paragrafi precedenti rendono necessario di verifi-
care la convergenza in egual grado di serie i cui termini sono funzioni di due
variabili e che verificano I’ equazione A*=0. In molti casi percid potrd rie-
scire utile applicare il seguente teorema:

Se fi(s), fz(8)... fa(s)... sono funzioni dell’arco s del contorno di un campo
C (connesso o no), se la serie

PNAC

& convergente in egual grado per tutti i valori di s, e se & possibile deter-
minare le funzioni u,, %;... %y... definite in tutto il campo C finite, continue
(1 contorno incluso), che assumono al contorno rispettivamente 1 valori f,(s),
fe(8)... fu(s)... e che soddisfanno I’equazione A*=0, saranno verificate le se-
guenti proprietd:

1.° la serie

Enun= V
1

sard convergente in egual grado entro tutto il campo C,
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2.° si potranno eseguire le derivazioni successive per serie della funzione
V in tutti i punti interni a C ed in direzioni qualunque,

3.° la funzione V verificherd 1'equazione A?V'=0 in tutti i punti interni
al campo C.

Infatti dovranno esistere due valori s, e s, di s per cui si ha

§nfn(sl><§;nun(x, y)<}}fn(sz),

qualunque sia il punto (z, 4) interno a C. Ma si pud prendere p cosi grande
che si abbia, qualunque sia s e qualunque sia m>>p, in valore assoluto

n

;’ﬂfn(s)<a

in cui ¢ & un numero piccolo ad arbitrio. Avremo quindi in valore assoluto:

Enun(x1 ?])<7,

»

per tutti i punti (z, y) interni a C. Cid prova che la serie

un———V

h—Ms

& convergente in egual grado in tutto il campo C.

Preso a considerare un cerchio qualunque ¢ di raggio R, situato tutto inter-
namente a C, e chiamando u,. e V. i valori di u, e V al contorno di esso,
avremo in un punto qualunque interno ad esso di coordinate polari » e « ri-
ferite al centro del cerchio preso come origine:

1 (= Rz —yt
Un (T “)=ﬂf u"'°R2+r2~—2chos(6—a)de’
0

Py

quindi per quanto & stato ora dimostrato:

v o 1 § 2 R2— 2 de
(ry “)‘"g’”‘“"(”’ “)=2—7v‘7‘"f Yn, e R2+r2—2Rrcos(b—«)
0

1 (2= Re—yp2
—%J Vcﬁz—{—r?—-2chos(6—-—a)d9'
0.

Ne segue, indicando con (__an_) la derivata di una funzione nel

aagaaz ..aan ”, o
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punto (r, ) di C presa rispetto alla direzioni a,, @;... @x,

onv ) 3 _1_ "2n v o Re~p2 )d&-—
(aaiaaz...aanra.—2'ﬂ'6 cBagaas...’aan(R’+z"—v2chos(6—ac) -

- i 8”’ Re—yt a"un
‘@”2_! e Dargas.. Ban(th? 2 Rrcos(6 - «)) ?n(aa;aa:..-aan)r’a.

Cid evidentemente dimostra la seconda e la terza parte del teorema enunciato.

XX,

Pud applicarsi il metodo del § XVIIL per determinare la funzione ¢ analoga
a quella ‘di Grees, volendo adoperare la formula (5) (vedi § XIII) nel caso
in cui il campo nel quale & definita la U sia quello compreso fra i due cerchi
concentrici di raggi B e E' (R>E) e sia s, il contorno del circolo di raggio
R, s, il contorno del circolo di raggio R,

Ponendo Porigine delle coordinate nel centro comune dei due cerchi, pren-
dendo le coordinate polari p e 6, e ricordando che si ha, se 7 rappresenta la

distanza fra 1 punti (o, 6) e (o1, 6.):
logr=logp—i—(icosn(e—6>,)
T ne?

per p>pi, €
® "
logr =logp, — 12—7‘:?;—003"»(9— 64)

per p<pi, 8i trova che la ¢ vien data dalla serie,
atalogp+ X a,,Encosn(e ,)—}—24711%00811(9——9,);
1
1 cui coefficienti vengono determinati dalle relazioni

A\, 4,
Bia +(B410gR —f)a =_BlilogR_ 7

’ Az ’
B2a+(B2logR —|——}7)a = B,logp, )
B, A4, ANR™ @ (B, -4
(ot + ) = (2 1)
A

B+ F)mat (2= (Z+%)
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delle funzioni di una variabile complessa. 55

in cui le B e le 4 hanno lo stesso significato che venne loro attribuito nel
§ XIII, quando i determinanti

B,(leogR’ +

A, 4,
R,)—Bz(BilogR—?),

&_4}_ (&__Az\)_ Ei_ ) A2 R?n
n EN\n R n ' R)\n O R ) fee
si mantengono sempre diversi da zero.

Infatti in questo caso si vede che la serie che da il valore di ¢ risulta con-
vergente in egual grado anche per p eguale a B e a R

Pisa, 15 gennajo 1882,

ERRATA-CORRIGE.

Pag. 6, 92 linea, invece di: finito monolromo e leggi: finvito, n{onodroma. e
- continuo continua
16 7e » discontinuitd »” discontinuita di se-
n 3
K ’ conda specie
1vi 91 derivata ” derivata finita e atta
- " . 8
” - ’ . alla integrazione
; @iy Ogeve Croes
» 26, ultima ) Gyy Tyeee T » 11 T2 n
” 277 14> » ” G5 g, Gy n Gyy Tgove Cres
I u
" H4, il ” » Us, o ” n,c
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Sur l'intégration
des équations différentielles du probléme
des N corps.

(Mémoire par Girax DiLLxer.)

Formules préliminaires.

1. Posons une fonction entitre et rationnelle de degré », & coefficients
indéterminés g¢,,..., g, et & racines simples ¢,,..., ¢,

(X)) =g+ g X+ - 4. X =g,(X—c) - (X—c), )

et soit ¢(X) une fonction entiére et rationnelle dont le degré est inférieur a
celui de ¢(X); posons ensuite le produit & p facteurs,

M(X) = (X— Xt (X — X, )3 @

alors, d’aprés ma Note, insérée dans les Comptes-rendus de I’Académie des
sciences de Paris, du 31 janvier 1881, ou d’aprés les formules du n.° 12 de
mon Mémoire, qui se trouve dans le tome 18 des Actes de I'Académie des
sciences de Stockholm, on aura l'identit¢ suivante, la différentiation étant faite
par rapport & X,,..., X, comme seules variables,

¥y VX dX, (e Gl(e) |,  Y(e) dlox T
z‘;MP 9Xe) 'P,m)dlog £(e1) LA 7" e Pl @)

ou M,,..., M, sont des constantes, et ol G et P(X) désignent des quantités
indépendantes de X,,..., X,.

Cela étant, posons un produit rationnel & des zéros comstants b,y..., by,
d’ordres positifs respectifs 8,,..., B, et qui soit d’un degré supérieur a celui

(*) Ce Mémoire, écrit en suédois, a été présenté & 1’Académie des sciences de Stockholm,
et paraitra dans les Comptes-rendus de cette Académie.
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Dillner: Sur Pintégration des équations différentielles, etc. 57

de ¢(X) mais non supérieur a celui de o(X), °
P(X)=(X—bfs-- (X —bnfoe, 4)
et solent M,,..., M, des entiers positifs satisfaisant & 1'égalité,
Mt oo My=s; (5)

ces conditions établies, nous posons en employant (1), (2) et (4) I'équation al-
gébrique suivante, les coefficients g,, gi,..., dans (1) étant supposés variables,

GI(X) = P(X)— ¢(X), (6)

od G est le doefficient de la plus haute puissance de X du membre droit; de
cette équation on tire les deux systémes suivants d’équations,

) P(X,)=9(X,) (=1, 2,...; p), (7)
et, d’apreés (1), '
Gl (c,)=P(c,) (e=1, 2,..., »). ()

Puisque la fonction P(X) dans (4) est indépendante de Xi,..., X, V'identité
(3) se changera, 3 I'aide des équations (7) et (8), en 1'équation différentielle
suivante,

' Y&Xp)aX

M IR e ) 9) -

pgl P .P(Xp) ) ( )
équation qui par suite est satisfaite par les racines Xy,..., X,, d’ordres res
spectifs M,,..., M,, de Uéquation (6). '

Remarque 1. D'aprés la remarque 1 du n.° 12 de mon Mémoire cité
ci-dessus, 1'équation différentielle {9) subsiste aussi dans le cas que deux ou
plusieurs des racines c¢i, c;,... dans (1) sont égales.

) Remarque II. En accord de la Note citée ci-dessus, la condition que
dans (9) le degré de P(X) soit plus élevé que celui de §(X) garantit la pos-
sibilité qu’une des racines de ¢(X) puisse s'agrandir indéfiniment. On pourra
aussi déduire I'équation (9) de I'équation (12) de la Note citée, pour n=1.
A cet effet, on multipliera cette équation par (—a) et fera ensuite croitre a
indéfiniment; alors, sous les conditions établies ci-dessus, la limite du membre
droit §'annulera, et le résultat de différentiation de I’équation ainsi obtenue
s'accorde parfaitement & I'équation (9).

Annali di Matematica, tomo XI. 8
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58 Dillner: Sur I'intégration

2. A cause des racines égales .de VYéquation (6), les équations suivantés,
au) nombre de M, .-+ M,=u doivent étre satisfaites,

X=X,
l ‘anxy

n(X,)=0, =0y

X=Xp y 4
I " Xy
ax¥ /

Mais, en supposant ¢,= const., le nombre des coefficients variables g,,..., g,_,

dans 1’équation (6) est aussi v; donc nous concluons qu’tl n'y g aucune dé-

pendance entre les variables Xi,..., X, de Uéquation différentielle (9).
Donc, nous pouvons énoncer, en accord de la Note et du Mémoire cités,

comme une propriété fondamentale des fonctions algébriques: que seulement des

différentielles & coefficients algébriques pewvent satisfaire & une équation de

la forme (9), les variables étant généralement dépendantes ou indépendantes

suivant que ces coefficients sont irrationnels ow rationnels.

Premier systéme d’équations différentielles fondamentales.

3. Dans mon Mémoire sur le probleme des N corps, inséré dans les Actes
de Ja Société rogale des sciences d’Upsala pour 1877 (*), j’ai établi dans les
formules (48) et (49) un systéme d’équations de cette forme,

. dxrs) dyrs) (ers) fd(x” ’Urs 323)}
s = {
%m,msi( 75 ( i | 7N comst ,
-~y d’l/rs (l zr; 2 d Zps 2 d("/’l’ﬂ x?‘@) —
%‘m,msi( 77 ) ( 77 ) —(7) —[—of Iin ' ; const., ) (11)

Bor  (Azpe\e  (Ayrs | (A8 S—l))
%“mrms?(‘—dt ) _(—dt) —(_dt )—f-—rrf i g——const,7 J

"(*) Cf. le. Mémoire intéréssant de Mr. E. Berm, Sopre @ moto di un sistema di un nu- ,
mefd qualunque di punti che si attraggono o si respingono tra loro, Mémoire qui est inséré
dans les Annali di Matematica pour 1877.
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des équations différentielles du ‘probléme des N corps. 59

N , Y . . . N M AT
ol Z,s, Yrs, 2rs sOnt les coordonnées, projetées sur trois directions rectangulaires
fixes, du vecteur «,, qui va du corps & masse m, au corps & masse ms, tandis
que¢ ley indices s sont combinés de cette maniére: 12, 13,..., 1N;—323, 24,...,

2N;...; N—1N, combinaison qui donne .lN(N— 1) termes dont la somme
est marquée par fa lettre N sous le signe de Jsommat‘ion, et ol enfin
o=yt my, (12)

(221

Ri==a 42, + 22, (13)

Od obfiendra, en ajoutant & chacune des équations (11) leur somme, multlphee
par (—1), et différentiant les résultats, les équations différentielles suivantes,-

A Zrs d(zrs)?
¥
Amrmsid( ai ) +a \ Rrs }—Or

N

1A

;”érmsg (d'l/rs)_l_ d(”/rs).}_o, (14)

e a5 o T =0,

que nous appelerons le premier systéme d’ équations dzﬁe’rentielles fondamen-
tales. *

Différentielles les plus générales qui satisfont au premier systéme
d’équations différentielles fondamentales.

4. Le nombre p des termes et les entiers positifs M,,..., M. de 'équation
(9) ftant tout arbitraires, nous pouvons poser
¢ . . t

p=gy N(N—1) (15)

et identifier M,,..., M, aux produits de masses m,ms (rs=12,..., N—1N),
exprimés en noﬁlbreé entiers; done, en vertu du énoncé du n.° 2 la. forme ld
plus générale des p dlﬂ'erentlelles de la premitre équation fondamentale (14Y
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60 Dillner: Sur Uintégration

doit &tre la suivante,

dZrs ! d(xrs)? Xrs ers e
d( ;t )+a -(Zf;'l) = ¢(P(2){rs) (7'8’-—-'127.,,, Nle)? (16)

équations qui n’imposent pas aux termes de la premitre équation (14) d’autres
conditions que d’étre des différentielles les plus générales qui puissent satis-
faire & cette équation sans lier entre elles les p variables X, d’aucune dé-
pendance.

5. 8i I'on désigne par P,, P, et ¢y, ¢, des fonctions de forme identique
respectivement & celle des fonctions P et ¢ dans (16) mais dépendantes d’au-
tres constantes, on trouvera de la méme maniére, comme correspondants aux
deux dernidres équations fondamentales (14), les deux systémes suivants d’équa-
tions,

d(dyrs)z 4 Bl () d T

(rs=12,..., N—1N), (17)

at ;'8 - Pi(yrs)
et
d2rs d(&rs)? . 4‘2(er)er3 _ T
d( dt)+° B, = Pz (rs=12,..., N—1N), (18)

équations qui donc n’imposent pas aux termes des deux derniéres équations
(14) d’autres conditions que d’éfre des différentielles les plus générales qui puds-
sent satisfaire & ces équations sans lier entre elles les p. variables Y, ou
les p variables Z,s d aucune dépendance.

6. Les intégrales des membres droits des équations (16), (17) et (18) sont
de forme algébrique logarithmique connue. Si I’on désigne ces intégrales de
cette maniére,

(&= [ 0 1k,

1(Yrs)d Yrs y
J.(Yw)=f‘P—‘1,‘(§,T+KN (rs=12,..., N—1N),  (19)

([ (Z)AZrs | e
Jo(Zp) = f A K

ot Kysy K'vsy K", sont les constantes d’ intégration, on pourra écrire les sy-
stémes (16), (17) et (18) sous cette forme intégrée,
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des équations différentielles du probléme de N corps.
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(dm )= Yo f d@n) _ y(X,)

dt B,
() 20— vy | o= t., F)

systémes ol les variables X,s, Y,s, Z,s sont indéterminées.
Si I'on pose d’une manidre usitée,

. d zrs |2 dyrs \? fﬁs_ *
V=) +( 5 +( )

(20)

(21)

on obtiendra, en ajoutant les équations (20), le systéme suivant de p intégrales,

V=2l b JX) + AT+ hZe)  (rs=12,..., F=1N), (22)

systéme correspondant & I'intégrale connue des forces vives (*).

Second systéme d’équations différentielles fondamentiales.

7. En designant par A.s, A'ys et 2", des longitudes, définies par les équa-

tions,

tangd,, =22 =uq,,
Zrs

tangl’,,=%=bn (rs=12,..., N—LN),

Lrs
tang A, s =—=c¢
g rs 51‘8 rS

et en différentiant celles-ci, on obtiendra les résultats,

72 dars_x dyrs___ & Trs
8T g TS T g y"—dt

ab d d —r
yf‘a d:s=y1‘8 dz:s_'zrs—% (7'3=‘—12,..., N—-].N),
o _ dae . dee
A TR TR A T

(*) Cfr. la formule (50) de mon Mémoire sur le probléme des N corps.
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62 Ditiner: Sur Vintégration

‘résultats qui, portés dans les équations des aires (36) de mon Mémoire sur le
probleme des N corps, et différentiés, donnent le systéme suivant 4’équations,

.
Emrmsd(x‘i,iaﬁ)r-o, |
< dt

dbys
Emrmsd(yi, —dT)=O’ 25)

N

at

que nous appelerons le second systéme @' équations différentielles fondamentales.

4 .
‘z_‘mrmsd(z:, c")=0,

Différentielles les plus générales qui satisfont au second systéme
@’ équations différenticlles fondamentales.

7

8. Si I'on désigne par f, fi, f> et x, xiy x. des fonctions de forme iden-
tique respectivemeént & celle des fonctions P et ¢ dans (16) mais dépendantes
d’autres constantes, on trouvera de la méme manidre que dans les équations (16),
(17) et (18) les trois systemes suivants, chacun d’eux contenant p équations,

d($2 d ars) . XL (Ars) AArs \

T 0 == f(.drs) N
2 d brs A (B'rs) d Bfrs . .

d( Sy )= i (Bro) (rs=12,..., N-—l_N), (26)
2 ders . Xz(Crs\)dCrs

d(zf" dt.)— 72 (Cre)

équations, qui donc n’imposent pas aux termes des trois équations fondamentales
(25) d’autres conditions que d’étre des différentielles les plus générales qui
" puissent satisfaire & ces équations sans lier entre elles les p variables A,s ou
les p. variables B,s ou les p variables C,s d’ aucune dépendance.

9. Les intégrales des membres droits des équations (26) étant de forme
algébrique logarithmique connue, nous les représentons, comme dans (19), de
cette maniére,

. . X‘(Ars)dA-rs
? (Ars> _—J‘ f(Ars) + krs
. b (Br dBrs ’

. . : xe(c'rs)dcrs ”
w(Cre) = | Sy e

IN), @
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des équations différentielles du probléme des N corps. 63

ou les quantités k., k',s, &",s sont les constantes d’intégration; et alors nous
pouvons écrire les trois systtmes (26) sous cette forme intégrée,

dflrs .

x?s dt ’é /L(A'rs)

2 d“br-s . o

Y- =i(B,) | (rs=12,..., N—1N), (28)
dcrs .

Z§@W= Q(Ors) J

systémes ou les variables 4,5, B,s, Cys sont indéterminées.

Remarque. Les lieus des N corps étant complétement déterminés par les
(N —1) vecteurs ajs,..., a;y ou par leurs coordonnées, le corps dont la masse

est m, étant quelconque, il s’ensuit que des y.=;i~N (N —1) intégrales, conte-

nues dans chacun des trois systémes (20) et dans chacun des trois systémes
(28), 11 n’y aura que (N — 1) & coordonnées indépendantes, ¢’est-a-dire en somme
6 (N —1) intégrales indépendantes, les autres intégrales devant &tre déterminées
par les relations, entre les coordonnées, qui sont données par la formule (2)
de mon Mémoire sur les probleme des N corps, as==ayp -+ aps.

Transformation des équations du mouvement.

10. A I'aide des équations (12) et (13) de mon Mémoire sur le probleme
des N corps, les équations du mouvement, exprimées en les coordonnées z,s,
Yrs, 2rs seulement, prendront la forme suivante,

sy a2 Lps Lrs \

sglmrmsi a +O-R;'s

S=N Z! TS 7 ¢
Em,wzsg(—d?i—?——{—a%;sE:O r=1, 2,..., N). 29)
s=1 g

s<N d? 2rs Zrs 2_

sglm,.ﬁ’ls -th——l'a'm)—o

En employant les systémes (16), (17), (18) et (19), les équations (29).se trans-
formeront en le systéme suivant de 3N équations, les termes a I'indice 7
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étant nuls,
sml AT (Xrs) ‘

\
sélmrms dZrs =0
F AJi (Yrs .
Zlm, . d;,.s )0} (r=1, 2,..., V), (30)
il dJ2(Zys)
N om.me ——e TS
8‘,:lm, Ms To O/

équations qui donc expriment les seules liaisons qui existent entre les » varia-
bles X,;, entre les y variables Y,, et entre les x variables Z,,.

Padoue, le 30 mai 1882.
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Ueber die Integration der Hermiteschen
Differentialgleichungen der dritten und
vierten Ordnung, bei denen die Unend-
lichkeitsstellen der Integrale von der
ersten Ordnung sind.

(Von G. Mirrac-Lerruer, in Stockholm.)

(Uebersetzung einer in Schwedischer Sprache in Acta Societatis Scientiarum Fennice,
tom. XII erschienenen Abhandlung.)

Wie bekannt hat Hermire die Differentialgleichung
Y —[h4+n{n+ 1) k*sntx]y =0,

in der & eine arbitrire Constante, n einen positive ganze Zahl, vollstindig

integrirt: (*). Diese differentialgleichung wird dadurch characterisirt, dass der
doppeltperiodische Coefficient

htn(n4+ Dk

keine andere Unendlichkeitsstellen als #=4K' und hiermit congruente hat
und dass der allgemeine Integral eine Function rationalen Characters ist oder
mit anderen Worten eine ¥unction die sich in jedem endlichem Bereich wie
eine rationale Function verhilt.

In Uebereinstimmung hiermit will ich die Benennung Hermitesche Diffe--
rentialgleichung der »n-ten Ordnung einer linearen, homogenen Differentialglei-
chung der genannten Ordnung geben, deren Coefficienten doppeltperiodische-
Functionen der Verinderlichen « sind, welche die beiden Fundamentalperioden
2K und 27K besitzen und unendlich werden immer und nur in x=¢K’

(*) Hermite: Sur quelques applications des fonctions elliptiques. Comptes rendus de 'Aca-
démie des sciences de Paris, 15 octobre 1877 sqq. Die Abhandlung ist noch nicht beendigt.
Annali di Matematica, tomo XI. 9
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66 Mittag-Leffler: Ueber die Integration der Hermiteschen

und hiermit congruenten Stellen, und deren allgemeiner Integral eine Fun-
ction rationalen Characters der Veranderhchen x ist.

Nach der Untersuchung des Herrn Fucams (¥) ist eine solche Hermlte sche
Differentialgleichung der n-ten Ordnung immer von der Form

y(n) 4 (o (m)y(n—z) +-.- 4+ ?n(x)y = 07
wo
02 (2) = atg + oy 813

9s(x) =By + Bisn*z + B, Dosn’x
P4 (x) =% + }'isnzx + yngsngx + 73Disn2x

........................

------------------------

und ey, B0 i Beyoy1y2ys-.. gewisse besonderen Bedingungen unterworfene Con-
stanten sind.

Schon vor paar Jahren war es mir gelungen sowohl die verschieden Typen
einer Hermiteschen Differentialgleichung gegebener Ordnung darzustellen, wie
auch jeden solchen Typus vollstindig zu integriren, wenn die Unendlichkeits-
stellen des allgemeinen Integrals solche der ersten Ordnung sind. Herwite hat
dargelegt (**) dass dieses Resultat dadurch Bedeutung erhilt, weil keine an-
dere Classe von homogenen, linearen Differentialgleichungen beliebiger Ord-
nung integrirt geworden sind, als die mit Constanten Coefficienten. Es ist mir
doch nachher moglich geworden diese Trage viel weiter zu bringen, und bin
ich jetzt im Stande theils alle verschiedenen Typen einer Hermiteschen Dif-
ferentialgleichung darzustellen, welche einer gegebenen, beliebigen Ordnungs-
zahl der Unendlichkeitsstellen des allgemeinen Integrals entsprechen, theils
auch jeden solchen Typus vollstindig zu integriren. Was mich am meisten
bei der Losung dieses allgemeineren Problems aufgehalten hat ist der Um-
stand, dass zwischen den Constanten a,e,ByfiB:707:727s-. eine grosse Anzahl
Bedingungsgleichungen erhalten wird, unter denen doch nicht Alle von einander
unabhiingig sind, und die Schwierigkeit eine nothwendige und geniigende An-
zahl Gleichungen auszuwiihlen, aus welchen dann die Uebrigen abgeleitet
werden konnen.

‘Wohl habe ich auch frither (***) eine Methode dargestellt, Welche die voll-

(*) Comptes rendus, ete., 22 mars 1880, p. 648.
(**) Comptes rendus, ete, 5 avril 1880, p. 764.
_(***) Comptes rendus, ete., 2 février 1880.
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stindige Integration der noch viel allgemeineren Gruppe von Differentialglei-
chungen ermoglicht, die jede lineare und homogene Differentialgleichung um-
fasst, deren allgemeiner Integral eine Function rationalen Characters von der
unabhingigen Verinderlichen ist, aber die Form, unter der Integrale hierbei
erscheinen, kommt mir zu allgemein vor, um in besonderen Fiillen, anders als
ausnahmsweise, sich fiir ein durchgreifendes Studium der Eigenschaften der
Integrale zu eignen. Die Integrale der Hermiteschen Differentialgleichungen
dagegen werden doppeltperiodische Functionen zweiter Ordnung oder gewisse
Abarten solcher Functionen. -

Sowohl die Darstellung der verschiedenen Typen einer Differentialgleichung
gegebener Ordnung wie auch die Integration jedes solchen Typus konnen, wie
ich bei Gelegenheit darlegen werde, auf einige einfache Funetionentheoretische
Betrachtungen zurtickgebracht werden. Auf diesem Wege habe ich auch die
Hermite'schen Differentialgleichungen dritten und vierten Grades dargestellt
und integrirt, welche der grosse Mathematiken mir die Ehre gemacht hat in
seiner Abhandlung: Sur quelques applications des fonctions elliptiques, zu ve~
roffentlichen (*). Diese Gleichungen und ihre Integrale kénnen doch auch durch
eine einfache Rechnung dargestellt werden, deren allgemeinen Gang ich hier
andeuten will. : _

Laut dem von mir in Comptes rendus am 16 Februar 1880 bewiesenen
Theoreme (**), welches ein Complement zu dem bemerkenswerthen Satze des
Herrn Proarp ist, hat die Hermitesche Differentialgleichung wenigstens einen
Integral, der eine doppeltperiodische Function zweiter Ordnung ist. Hat jetzt
der allgemeine Integral Unendlichkeitsstellen von nur erster Ordnung, muss
also die Hermitesche Differentialgleichung nothwendig wenigstens einen Inte-

gral von der Form
(@)= x(x) C*

(*) Comptes rendus, ete., 22 mars, 5 avril 1880,
(**) Dieses Theorem lautet: « Wenn eine lineare und homogene Differentialgleichung
mit doppeltperiodischen Coefficienten

YO+ Y0Py .+ pay =0

einen eindeutigen Integral besitzt, so hat sie auch immer einen Integral y = ¢ (z) welcher
nicht nur eindeutig sondern auch so beschaffen ist, dass

YE+2E)=ui(@); Y@+ 2iK)=v{(2)

wo i und v gewisse Constanten sind ». In der genannten Abhandlung in Comptes rendus
ist die fiir die Giiltigkeit des Theorems nothwendige Bedingung, dass die Differentialglei-
chung einen eindeutigen Integral besitzen muss, niclit deutlich genug hervorgehoben.
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68 Mittag-Leffler: Ueber die Integration der Hermiteschen

besitzen, in welcher y(z) dieselbe Bedeutung hat wie bei Hermire, némlich
(@ T L1
__ H(0)H(z+w) 0—%#(’”-"‘ R Y'S
10 ="5(wew) '
Die Constanten «oaiBofBiBs7071727s.-. in der Hermiteschen Differentialglei-
chung deren allgemeiner Integral Unendlichkeitsstellen von nur erster Ordnung
besitzt, miissen also nothwendig von der Art sein, dass die Gleichung

F@) + (D)7 (0) -+ ga(z) =0
identisch erfiillt wird fiir wenigstens ein Werthpaar 1, snw. Dieses findet aber
statt, wenn die doppeltperiodische Function zweiter Ordnung:

F o)+ @D @) -+ (@)
keine Unendlichkeitsstellen hat. Damit wieder dieses eintreffe, ist erforderlich,

dass ein System von n -} 1 gegebenen Gleichungen erfiillt wird. Zwischen den
Constanten aqa; BB, B27o717:7s... bestehen also n—1 Relationen, die beiden

Uebrigen bestimmen 2 und sne.
Innerhalb einer gewissen Umgebung von z=¢K' hat man

K+ =2+ At aetae +ast .

wenn
1 2
a‘—g(l '—'Q)
A3 QA (1
“=FT 2 3
" _M o ox o o
T 04 4 3 8
und
R 1
k*sn(s K +e)=;;+bo+bze’+b4e‘+
WO
14k
bo= 3
b— 1—Fke 4kt
2 15
5 _ 2—3k*— 3kt - 2ks
i 189
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Differentialgleichungen der dritten und vierten Ordnung, ete. 69

Die Grossen Q Q, Q,... haben hier dieselbe Bedeutung wie bei Hermrre,
nimlich:
14k

3

Q=kFsmecnedne

QR 4R, T—22k TR
*—'———3 SN e ~—~ 15

Q =ksnw—

Die Hermitesche Differentialgleichung dritter Ordnung hat die Form
y" + (@ + 2, k2sn22) y’ + (Bo -+ Buk?sn’z + B, Dok?sntx)y = 0.
Entwickeit man jetzt die Function
f" @)+ (20 + asksnx) ' (2) + (B -+ B k*sn*x + B, Dy kP sn*x) f()

innerhalb einer Umgebung der Stelle z=4K’ in einer Potenzreihe, welche
nach den Potenzen von x—¢K' =e¢ fortschreitet, und bringt man die Coeffi-
cienten der verschiedenen negativen Potenzen von ¢ gleich Null, erhilt man
vier Gleichungen, welche die nothwendige und geniigende Bedingung enthalten,
die erfiillt sein muss, wenn die genannte Differentialgleichung einen Integral
besitzen soll, dessen simmtliche Unendlichkeitsstellen von der ersten Ordnung
sind.

Diese vier Gleichungen sind
6+ o +28,=0
2B —B=0
(s —2B2) @y 4 Bud + st — by == 0
2(ay — B)as+Biay + Bo+ B0y =0

oder
6+a,+28=0
2B, A —Bi=9
SX+BFa)sn’ota—(1+£)=0
A+ 3k sr*e 4 —3(1 + 4] — (2 +«,) k*snwenwdne -+ B, =0.

Aus diesen vier Gleichungen erhélt man jetzt zwei Relationen zwischen den
Constanten aye:3,3:8: und noch zwei Gleichungen, durch welche 2 und snew
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70 Mittag-Leffler: Ueber die Integration der Hermiteschen

bestimmt werden. Es kann jetzt nachgewiesen werden, dass wenn man die
Constanten noch der Bedingung unterwirft, dass die beiden letztgenannten Glei-
chungen von drei Paar Werthe 1 und snw erfiillt werden, die verschiedenen
Typen der Hermiteschen Differentialgleichung dritter Ordnung erhalten werden,
deren allgemeiner Integral Unendlichkeitsstellen von nur erster Ordnung be-
sitst. Durch eine leicht ausfiihrbare Discussion der oben angefiihrten vier Glei-
chungen findet man, dass in zwei verschiedenen Féllen drei Werthpaare 1,
snw denselben geniigen. Es giebt also zwei verschiedene Typen der in der
Trage stehenden Hermiteschen Differentialgleichungen. Der eine, welcher frither
von Prcarp gefunden ist (*), ist

Y+ (20— 6k s0°2)y + By =0,
wobei die drei Werthpaare A und sne aus den Gleichungen
302 —k*sn?w)+ay—(14+£*)=0
23 —22[3k*sn%w — (1 + #?)] — 4 k*snwcnwdne — B,=0
oder aus folgenden mit diesen aequivalenten
8B, k*snwenwdne + Mi2sn’w 4+ N=0
2[6%*sn*ew 4 a,—4(1 + ]2+ 3(4k*snwcnwdne -+ 5,) =0,

abgeleitet werden, worin

=2 [ — 4+ Bz + 127

N=———247 [16 — 24 a0+ 92 — ol + 3 (16 — 16 a0+ 3 o)kt +
+24(2 — o)) k* 16 k5] 4 5.
Diese beiden Gleichungen kionnen auch durch folgende drei mit ihnen gleich-
bedeutenden ersetzt werden
22+ MU+ RNALP=0

14k
3

o=
k”snmcnmdnm=—[l3 + (2-‘1 —+ kz)) A+ ‘li]

(*) Comptes rendus, ete., 19 janvier 1880.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Differentialgleichungen der dritten und vierten Ordnung, etc. 71

wenn
B
2
2 1 .2
e (-1 )
9}=-"‘2—°(§—(1+k2))
g a2 woo 1LBE-ER | A42Uk 420k 44k
P=r— o T +F)a— 3 a+ 27 '

Die zweite Differentialgleichung ist
9" + (eo—3ktsn2)y’ + (B, + B k2sn*z — 3 h*snzenzdnz)y =0
WO :
3(ee—1—Fk)+p£;=0.
Hierbei erhilt man die drei Werthpaare 1, snw aus den beiden Gleichungen
32+ 8. =0
ksnwenwdne 4+ 31k*sn?e -+ B, —22(1 +£2)— 23 =0.
Die Hermitesche Differentialgleichung der vierten Ordnung hat die Form
Y+ (o + e E2sn22)y" + (B, + Buk*sn?x + By Do ksnix)y’ +
+ (o +pkrsnix + y. Do ksn®x + y, DL k*snx)y = 0.
Man gewinnt hier fiinf Gleichungen, welche die nothwendige und geniigende
Bedingung dafiir enthalten, dass eine solche Differentialgleichung einen Inte-

gral von der Form f(z) besitzt.
Diese Gleichungen sind

3ys+ Bt o +12=0

67:A—(2y,+B)=0

2(8ys— 52)“1—272)\ + 200+ 2a4b5 -y, ==

2(Bys— 28y + )ty — (270 — B1) & + 7. A — Bo— Brby=0

6 (75— Be -+ 0) @5 — 2 (72 — B s + 7101+ 70 + 7106+ 2 (75— B+ 1) b =0.
Hier hat man also drei Relationen zwischen den Constanten “J'““Bf’ﬁiﬁ?“/ohyeys

und zyei Relationen, durch welche A und snw bestimmt werden. Es kann
nachgewiesen werden, dass, wenn man die Constanten a,a,B80f:B8:70717:7s noch
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der Bedingung unterwirft, dass vier Werthpaare 2, snk den beiden letztge~
nannten Relationen geniigen sollen, simmtliche Typen der Hermiteschen Diffe-
rentialgleichung vierter Ordnung erhalten werden, desen allgemeiner Integral
Unendlichkeitsstellen von nur erster Ordnung hat. Eine leicht ausfiihrbare Di-
scussion unserer fiinf Gleichungen zeigt, dass vier verschiedene Typen erhalten

werden.
Sie sind

A.
Y7+ (2o —12E*sn?2)y" + Boy' + (30 + yi k2sn22)y = 0,

wo
240— 8(1 +k2) +?1=0-

Die vier Werthpaare A und sne werden aus den beiden Gleichungen
¥»—(12Q+y)2—8Q,+ 5,=0
90t — (540 Q + 157,)3* — 720 @, 2 — 2700, 4- 157, —
—30y,— 10(1 + &)y, +48(L —* 4 &) =0

erhalten (*).
Diese. Gleichungen kénnen durch die beiden hiermit aequivalenten (**)

L,k*sn*o + Ly k*snwcnadnw + L, k*sn’o+ L; =0
| 21+ 9,=0
ersetzt werden, wo

[ 5" 2' 97
L= —[T})- 7831 4+ k) p— 9}’0] + Tﬁ§74

L, ——Bo[ 67— (%(1 +k“’)71+70—4(1—k2+k‘))71-27:~ﬂ3]

1 1, 1 45 457kt 445k
Ls=myf+m(1~rk2)ﬁ+[ﬁ?o— 5 ]7?—

—1a +ke)[’29 70—-18—3k*—~181c*]{f—

(*) Die letztere dieser beiden Glelchungen ist in Hermites Abhandlung in « Comptes
- rendus, ete., 5 Avril 1880 » durch einen Rechnenfehler entstellt.

(**) Die muhsamen Eliminationen in diesem und den beiden folgenden Fallen sind durch
einen meiner Eleven; Herrn E. A. Srenpere, Studirender an der Universitat za Helsing-
fors, ausgefiihrt.
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_[gyg_(:-;o+78k2+30k4)7,,+72(1—4k2+k4)kz]y,+
+54(1+ke)y§—72(2—3k2—3k«+2kv)70—
~[mr e a2 (gt 1 -t g
L= — o (1 K7 — s [ — 31— BTt +
+ 75 (L4 B o+ 12872 -+ 5 (o 128 [ro — B(1L — kY] 2 —
— 2 (LB G0+ 127, — (0 129 4 (1 o 1) (o + 12 ) —

171 15
— 3|5 T A+ = F Gt 12— (L + 1) + 1205 +

27

+ 2—5333
und
* Q= kzsnmcnmdnm[108(48 =14+ E)y,—3y,—6(1—F —Fk‘))k’sn% -+
243 5

+ 515 n——(l + Ryt + 1081 7+ Oyoya+
+ 108 (1 + A7, — 216 (1 — 3k — 3/ + ks)] +

+ 30[243 wono+81 (1 —3(1 + kz)) Fisnto +

+ 3@—3—6(1 )y — 94— 13K+ 45— g-yo)kesnem_ﬁ_é I
+ o B+ 2 e+ B S g (L B+

+ 2 5AR(L 1)

8,=27[370 +(1_|-ic’)yi+24(1——k2+k4)]k6sn%+

48 75

+ ['36% R oo (14 )y — 272 + B+ 2;;4)}:1_(2_:_ 7t 81 +k2))7°—

Annali di Matematica, tomo XI. 10
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4 Mittag-Leffler: Ucber die Integration der Hermiteschen

—108(4-34 3kt 4 4k")]k‘sn‘w-—~
— [27ﬁok2snmcnwdnm+ %Bﬁ][9k4sn‘m—(%+ 6(1+ ke))kzsner
R e LS. I k*)?]—-

—[128 B (L4 )yt — g (15— 141 + 18 k)2 —

—9(3+5k»+ 5k*+ 3k6)yl+—
—973+(1; yi— (1+k”)y,—9(7+2k2+7k‘))yo

- 216(1— 4k 2t — A5 + ks)]kesnem+

Le > 2 3 2 ' 2
b —og it g (L8R k) — - (3 + 5k + BA* 4 3 R7)y; —

— 9(1 + 6% + k) Ry, ‘(YZ +3(1+ ke))yg+

(B L s 2+ 108+ 17+ 90— 5 — 5B B+
+ 108 k(1 — Ic2 — k* - E5).
Diese beiden Gleichungen sind auch mit den drei folgenden gleichbedeutend:
A4 A3+ 4,8+ 40+ A,=0
k*sn?w = 5 ! [930 224
9Bor+ i —8(1+ k?)y1— 24 o - 24 (1 — k® -+ k)

+ (Y_ — (L + #6704 24(L — it + k‘)))ﬁ—
—(Fn—sa+m)ar+ g+ -+t

+ (gyo— 8(1+ k‘))w— (1 + K)o+ 241 — k2 — Rt 4 ke)]

k*snocnwdne = - , 1 . [_ 9Byd +

9o +§y§—8(1 )y — 2470 4 24 (1 — A7+ )

+(BA— U+ Bhn— 3 — 24— 4 B9+ 33—
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(4%

vi_ 14k, L 63
—a— 5 A=t 5 =B )+ B+

+12(2"'3k2’—3k‘=2k6))1+
+ %—((1 +k2)71+370—3(1—762—1-76‘))50]

wenn
5 27
=T =30+ W1~ 97~ L i,

A1=Bo(—ir—é“+ 3L+ k) gt + 9[yo—4(L — k2 + k4], -I-QT,Z 53)

5 p 15v0 — (33 - 47 k2 - 35 14
A== P g (R PR =EE 7
279 18-} 15k + 18
+ T3 B — 2001 + 1y, + S IERA IR LISy

+ [ 307+ 4200 — B + Bype— 21 4 BB+ T2 — Akt 1)+

+72(2—3k2—3k1+2k6)70_27(% (=l kA))ﬁg
yi_ 7 s 1 7
A3_ﬁ°[ﬁ_Z(l+k2)71—z(2170—57+9k2~—57k‘)7f+
+(24(1-I-kz)yo—f—éﬁﬁ—%(l—k*—k4+k5))yi+367§_
—36(1—k+ k%,]
Adi=(—=5 L opa )2+ (40 + 30410
1 32+ (+ )71']‘ (+ + )}’o+
+ § U+ 1B — 2406+ ) 71+
+ (160 + B8 —24@ + 4 By 2870+

(B Fa—r 1)+ 120 )|+

+(T5 o+ a8k —3k+ 219 +16,1— 96(L — bt + 193 +

+144(1 — I + kP yo— 64(1 — K2 + ey,
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B.

Y+ (o — 8 E2sn2 )y + (B + Bu kP sn*x — 8k*snzenzdna)y’ +
+ (yo+ 7  k?sn*x — By k2 snzenz dnz)y =0

byo=B; A +8[a—2(1+ )16 +165,=0.
Man erhilt die vier Weftpaare A, snw aus den beiden Gleichungen
48(1 — Q) + 1281 424 a4 38} —64(1 +£5)=0
12034 — 720022 — 960 Q, % — 3600, — 60 8,(3* —3 Q% —2Q,) —
— 158 (32— Q) — 1205, — 10(L + &?) 62 + 64(1 — k* 4 k%) =0
oder aus den beiden mit diesen aequivalenten Gleichungen
M k*snte + M, 2snwcnodne + M,k sn’o + M; =0
Mmr+ M =0

WO

WO

7 2
MO 256 (1+k2)18 + 6051_1670

My=— g5 Bt 1 (L) Bi— B8+ 4l — (L= FY16 +

+8<1+k2>@0+12‘g—§

zz—mﬁs (1 +k2),3:

128@053 —( o — 9+ 10k — 9 E4) 2

— ) — L B 8L+ ) — (L — R —

[yo+<1+k2>2]@°+8<1+k2>‘5°+8f§:
My = e (LH )8 + i G+ B 107 4 8B 6t + g7 (L+ B4+
1 .
+ T BB+ 5 (Bro+ 5+ 221+ 59 B — 10— (L — B7]e +
5 3 po . 0
+;;(1+-k)ﬁo+[%ﬁ§+4(l+k‘)[7o—(1—k2)g]ﬁ—l+

+2(0—8— 2%~ 3% % — 41 -Hc?) —2
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und
1 -
m =§Bik 8D*w — B, — lﬂ-ﬁi 5 ﬁ
SJ?,=—Sk‘sn‘w+ﬁ,k’snmcnmdnm+
+(f5e— 4B°+4<1+k*))k*sn w+.pz+
+ 5 Al 2+ 2 — 2 By (L)

Statt diesen beiden Gleichungen in A und snw konnen auch folgende drei auf-
gestelll werden

B4 R0+ B3t 4 By 4B, =0
k’sn'w=x=+%z+%+“—2"—(1+k*)

EP'snocnodne = —————m 81— yp—ch [— B — 28,03 —

_(_3§+6% 16(1+k’))1’+ PRI A

Olof'l_!_l'l'k ﬁ 2+4(1+k2)a0’—'}'o—4(1+3ka+k4)]

WO
Bo= i+ (S — 2+ 1)1+ 1670
Bi= gt (f— 20+ B0+
+ [302 — 16(L -+ F) oo + 470+ 16 (1 + 3%+ £4] 6,

27 4 3 _ 2\ 24
By = oo Bit 55 B T(14-ED] 8+

16°°
ot —8(1 K)o+ 437+ 4(1+3E +F)]w—
—32(1+k")y— 64K (L +F7)

L (Bh et 18004 By ook 154 5T+ 1581
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Bi= el o (20— (01 Jikﬁ))@§+
+—(§ia2——(1 + e —ﬁ+7+15k’+7k5)ﬁ3il—
2132 ° 2 °T 8 !
2L — B(1 4+ E')a2 + 4(5 + 11K + BE4Ya, — 8(2 4 Th* + Th* + 2k9)] 8,
15, 1 \
Bi=—tGmas B 512( 7(1'{"]“))‘@é

13 o o ) A y.7
—gli—%—ao-‘*fi(lﬁ—k)ao—— 1o 47415k 4 Tk )/3,+

(B Byt (1488 4 B~ 5~ R |5+

+ (Pt — 40+ F)a0Fyn A F3F 1),

C.
Y+ (2 —6& sn*x)y” + (B — 12k 'snzenz dnx)y + (yo -+ y kP sn*a)y =0

wo o
7it 2[e0 — 4L+ F)]y: — 12y, =0.
Hier erhilt man die vier Werthpaare 1, sno aus den beiden Gleichungen
6(N — Q)+ 2oty —4(1+£)=0
B—(6Q—y)rA—40,—B,=0
oder aus den beiden mit diesen gleichbedeutenden Gleichungen

N, E*sntew 4 N, k*snwene dne + Ngvkgsn“w-l—N3 =0

in welchen
No=271
N1=2ﬁ0
Mo T U B oo ) 4 40
oY1 1 k2 2 2
Ny= A VR ey 2 0 b AL+ B+

+ 5—4[71+6<1‘+k2>]y:+‘*° — g (LY
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- 2 2 1’_«_!_“1_
n ——2ksnw—|—-2w 3

N, =2k sneenwdne + %"

Statt diesen beiden kinnen auch folgende drei Gleichungen aunfgestellt werden:
G0t 4= G, % 6,0+ Col 6, =0
Tan?e =— 32 Z‘l 'ﬁ — _1.1{'_&3
Esnte =14 3 + 8 3

Fsnwenednw= — [134- (221 ~{ +k2))l+%]

wenn
o~
-
R SIS 2Bt i 20ER), g
@35—%‘1(_9;2_(1 +#9)
sim Bt (ot G - 2D (W )+
N 1+37;2—{—k4 (%+%)~_ 4+21k2—{;7211\,‘+ 4l
D.
Y A (oo — 4K 0 B)y" 4 (B + Bk sn*x — 8L snxenzdnx)y 4
+ (ot ysn’x+ B k' snxenwdne — 8 kisnta)y =0
wo

8[o0 — 4 (L + K Vat 47+ =0
480+ Bulyr— AL+ )] =0,
Man erhilt die vier Werthpaare 1, snw aus den Gleichungen
4348,=0
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901 —15(0° — Q)[3y, —8(1 +£*)] — 360Q2* — 360Q,2 —
—90Q, — 90y, —30(1 + %)y, +16(11 4+ 4k +11k5H=0
oder aus folgenden
A4 B,=0
kAsnte — B, k*snwenedne +[%—— Y2—'—|— g(—lﬁ]k*sn’m —

23 10k - 23%¢

5 0.

‘LB 1482
L L P I
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Sulla classe
di equazioni differenziali lineari
considerate nella precedente Memoria
del sig. Mittag-Leffler.

(Nota di F. Brioscat,-in Milano.)

1.° Posto:

nella quale:

5 Z(:Jc)

v=\z—E-¢ )

2p(z—E)—Vp®)
20=[* s

p@)=4r'—g,x—gs=4(@—e)(x—e)(® — es)
sl ottiene tosto la:

v'\p (@)=
essendo:
@) —Vo®)
= + z— E""‘
Sia ora:
m—el_kzsnzu, e!'—'ei=k2
€s—¢€1 €3 — €1
risulterd, come & noto, che:
_ V(@)
d u \/63 —0
e quindi:
A (_l_'v____ .A( v
du Ve3 -—ey
Annali di Matematica, tomo XI. 11
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ed in generale:

dur ™~ z @)

indicando con A, la espressione:
Ar= AiAr-i ’I" A,rq \/CP—(;)

La equazione differenziale lineare dell’ordine ennesimo considerata nella Me-
moria precedente si trasforma quindi nella seguente:

An+peAn_ostpsdn st +pnidi+p=0 (3)

ed in questa i coefficienti p;, ps,... pn sono funzioni intiere e razionali di z
e di Vp(x) della forma seguente: '

Pe =0+ o2, 3=‘30+ﬁ1x+ﬁzvm
Pr="Fy+ k& + E\e@) + k2 + kaxVo@) 4+ - + ko 12® (r pari)

s
pr=ko+kix + ko @)+ kst + kioVo@) 4+ + Foux ¥ Vo(@) (r dispari),

2.° Le espressioni A,, A,, A4;,... furono gid da me considerate in una
Nota del luglio 1880 pubblicata in questi Annali (tomo 10, pag. 74), nella
quale ho dimostrato che una qualsivoglia di esse A, pud esprimersi come segue:

Ar=PrA1+Qr . (4)
essendo P, Q» due polinomi in z dei gradi r—1, r;?’ se # & disparij e
dei gradi r’;2 ) ?:‘ se 7 & pari

I valori dei polinomi P,, @, si poﬁno' dedurre da quelli di P,_,, @, , e
loro derivate rispetto ad x, nel modo seguente. Pongasi per brevita:

a=3(—p), . b=2p3—6pE—EV?T@3 2

5
C=a2—66y.—3gg ©)

dalle quali eliminando le &, w si ottiene la:
2710*—16ac+12abp—386¢u*—12g,a+1089,=0 (6)
gia data nella Nota citata pilt sopra [equazione (6)]. Ora essendo:

Vs@y=pdi—g;  ANg@=qditr
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considerate nella precedente Memoria del sig. Mittag-Lejfler. 83

nelle guali:
1 1 1
P=2(x—l*'—g“)5 q=2ym+§a;x+§b
2 1 1
r=2xz+§ax+7ga2+€c
e: B
pr+g=9()

si ottengono le:

.P,-= 2}1- P¢_4 + Qr-i +g -Plr—t +P Q,r"-i
Qr=(2x-}-;7a)P,-_,+7TP'7-_4—qQ',«A

e siccome:
1
Py =2y, Qz=2x+§“

si avranno di seguito i valori di P, ‘Qs, Py, @, ecc.

Analogamente posto: .
ANe@ =L, A, + M, (7

r-+3
2

r N . . . ’
se r € dispari, ed il primo

>

1
2

i polinomi L,, M, saranno dei gradi

del grado r_g2 » il secondo del grado 25, se r & parl. Essi potrannoeviden-

temente esprimersi in funzione di P,, @, nel modo seguente:
L,=qP.+pQ., M,=rP,—qQ..

Cosl essendo per r dispari:
r—1 r—3 . r—3

P.=I(r)x * —Z—Tgn(r)axT—{----, . Qr=’_% m(r)ba * +--.

s1 avranno le:
- r+1 . " r43

L=2N()pz* +--»  M,=20()x * +-..

e per r pari:
r—2 r—k& -2

Po=T()ur * +57 00087+ Q=T(a*+ - -I()as T +--v

ed in conseguenza:
+2

: &= 1. 7 z
L,=21(r)z * —gﬂ(r)ax‘-i—---, M,=—%H(r)bx2 4

nelle quali II(r)=1-2.3...7,
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3.° La equazione (3) per le relazioni (4) (7) riducesi quindi alla:

n—1
2

» I'altro del grado —g ge n & pari. Ora perchd la equa-

ge n & dispari, ed il

essendo ®, ¥ polinomi in x, entrambi del grado

primo del grado n—2

zione superiore sia identicamente soddisfatta dovranno essere eguali a zero i
cocfficienti delle potenze di z in ciascuno dei polinomi ®, ¥; si avranno ciod
tanto nel caso di » dispari, quanto in quello di # pari, un numero n-1 di

ni(n—+1)

5 —1 e le inde-

relazioni fra i coefficienti «,, aiy By, Biy... In NUMero

terminate &, p.
Se n dispari, le equazioni che si ottengono eguagliando a zero i coefficienti

n—1

di ¥ di ® e di ¥, sono le seguenti:
O#)+ I —2)a,+ 2T —3) B+ —4) 7+ +42nstpne+ 200, =0
H(”—3)61+2H(n—4)}'2+n(n—5)33"{—"‘+2)n_4+2£Ln,3+Vn_’—2Vn_’y-=0.

Supponiamo che i coefficienti ai, By ysy..+ va_1 sieno numeri interi, ed indi-
cando con pyy pzy... pn_gy #—2 numeri interi, pongasi:
a1=p4+ps+p3+----I—pn_g—(n—l)n

g — 1) (1 —3)(n—2)
ﬁz=—n2 pry  ye=—n—3)(n—2)p, 64=_(" )(nz = Paze

...y.n_g=—H(n—2)Pn_3, Vn_1=—%n(n_2)Pn_2

la prima delle equazioni superiofi sard soddisfatta e la seconda diventa la
I(n-3)B, + 2I(n~4)ye + II(n=5)0s + -+ + 2y + 2ptn_g + ¥n_ g == TL(0—2) pn_spt
da cui per n=3, 5, 7,... si avranno le:
Bi=—pip; 2B+ 2y + dy=—06psp;
248,412y, + 284 2¢4+ s =— 120p5p
e cost di seguito.
Se n pari, il coefficiente di x% in ¥ eguagliato a zero da:
TT(8) I8 — 2)o, + 211 — )6+ (1 — &) -+ 2hn_g & 2pm_s F- 3.4 =0
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considerate nella precedente Memoria del sig. Mittag-Leffler. 85

alla quale soddisfasi ponendo:

ey =pet gt pns—(n—1)n

—9 _ — _
62=._2—2—P,7 y,;-.:—(n—3)(n:2)p“ (}4_—_;_("' 4)(n - 3(n 2}‘63"-.'

; o
.ooy-n_z'—,_—"—:'z_n('n_Q)Pn_:;’ ' Vn_4=""H(’n—"2)Pn 2’
_ ) ) n—-2
e per questa la equazione che ottiensi eguagliando a zerp il coefficlente di z Z
in @ diventa la: '

M(n-3)B,+2I(n—4)ys + M(n—D5)ds + -+ 4dy g+ ptn 31‘27”_2:‘.]](”—2)Pn_2y.
e quindi n=4, 6, 8,...
,ﬁ;+27,=—2p2y.; 6{3,+4y2-]—6‘3+2£4=——24p4y.
1208, + 48y, + 68+ 4ei -+ ¢s +2 ¢ =— 120 ps 1.

Oltre a questa equazione si avranno n—1 relazioni fra i coefficienti non nu-

"("2_1) eleé, p

4.° Sia n=3. La equazione (3) & in questo caso la seguente:

Ayt [t (o1 — 6)2] 4, + 4 Bz — L p V5@ =0

merici ay, Bo, Biy... In NuMero

e sl ha la:
. ﬁi=_PlP"
Le altre due relazioni sono:

(pi—3)a—3Bip+32=0
(P1-4)b—§‘.61a+4ﬁo=0

nelle quali le a, b sono le funzioni di £, p indicate sopra. La condizione che
almeno una delle indeterminate £, u debba avere tre valori, non pud eviden-
temente essere soddisfatta che supponendo p,=0 oppure p,=3.

Nel primo caso si hanno le:

ﬁ‘=0, a=¢o; b=‘Bo

nel secondo:
.H=_%, i+ 34=0, .b—{—%@;a—‘iﬁo%—o

‘¢ quindi tanto nell’'uno che nell’altro caso due fra le tre costanti a,, Bsy Bi
rimangono indeterminate.
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Sia n==4; si avrd la equazione:
A+ [“o + (Pt +pe— 12)“’] A+ (Bo + ﬁix-vag)At Y ¥ YT 72V¥_2P2x2=0
e la:
' Bit 2y =—2pp.
Le altre tre. relazioni sono le seguenti:

(pr—p)a+ 670 —3(+ 2a)=0
(m—®b+%@w—&ﬂ+ﬂwp—2m=0

Bprtpe—18)c+3(— B0+ 370+ 3paga— 187 =0.
La condizione per le £, u, che I'una almeno di esse abbia quattro valori,
conduce facilmente ai seguenti valori. di p,, p,:

1 p=p=0 L2 p=p=t
3 p=4, p=0 £ p=6, p=0.
Ora 1.° Se py=p, =0, la prima delle tre relazioni da tosto y,=0 e quindi
Bi=0, yy=—2¢. Le altre due equazioni diventano:
b+ ap+ =0
. .
¢zl yo=
2.° 8e p,=p;=4, la seconda delle relazioni superiori da y,= ;—ﬁ,,
quindi:
——f
T4

il qual valore sostituito nella prima e seconda, conduce alle due relazioni fra

1 coefficienti:
8a,+ 4y, +pi=0

4.30 :‘l".&)’;g 0

e si avra per determinare i quatiro valori di ¢ la equazione

3 3 .
C+Zﬁ1b—§74a—69g+970=0.

3.°Se py=4, p,=0 si ha y,=— 2l B, e sostituendo il valore di @ de-

dotto dalla prima relazione nella seconda si otterranno fra i coefficienti le due
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relazioni:

y=78 - 166-+8al+B=0
e le due equazioni che danno i quattro valori di £, p saranno le:
3 31
a""z,ﬁx[*"z(zﬁf"“?“o):o
3 1., .
c+4—‘81b""’8—‘31a+370=0-

4.° Se py=6, p,=0 si ha ancora 72-——--—-;— B: e sostituendo i valori

di a e di b desunti dalle prime due relazioni nella terza, si hanno fra i coef-
ficienti .Je: :

B:(Bi—8y)=0,  (n+2a)(Bi—27)+ 688+ 24y,=0
e le due equazioni:
a—-;—ﬁ;y—%(74+2do)=0

1
b—‘gﬁia“]‘?i#— b=0.
La prima delle due relazioni fra i coefficienti pud essere soddisfatta da , =-% Y
ma in questa ipotesi le due equazioni superiori conducono ad una equazione
in p del terzo grado; quindi dovranno essere:..
B1=0, 72=0, a—§(71+2“0)=0

1270— 27, =71=0,"  b+yp—F=0
e tre coefficienti rimangono indeterminati in questa come nelle altre.
Le equazioni del terzo e del quarto grado trovate sopra e le corrispon-
denti relazioni fra i coefficienti sono note pei lavori dei sig.i Picarp, Hermite,

Mirtag-Lerfrer.  °
Se n=>5 si ha la equazione:

YN ORI ¥ VIR (R A
+ 0ot 7247 Ve =602 A+ 8+ 0w+ Vg + 012 — 6 V=0

colle b relazioni
28142y, 4+ s =—6psp
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(P2_93)a+63(l-—(}'1+232+6¢0)=0
(P’ 2P2+P3)b+—(2'/2 )a 40, p.+2(a‘4.<)ﬁo) 0
(2P1’Pz+Pa—10)(c+392)_§(2.34—472+33)i)+(7;—232)a—66,p.-18g,+67°=0

] -
(2P‘ + P3- 16)3" _,(6 Bl_ 672 + 6‘3)6 + 2 (71- ag)b‘2aia + 6‘392 + 1230=0
nell’ultima delle quah e=ab—3cp.
Si hanno cosl pei valorl di piy pey ps le sei seguenti combmazwm

. 20 10
1* p=p=ps=0 3" p=5, pp=p,=0 5 Pi=—’P2=_’P3"'0

2 p=p=p==0 4 p=8, p==p;=0 6" p,=8, p=4; p=0.
Nel primo caso si dimostra subito per le prime tre relazioni superiori do-
ver essere: _
% =0, 7:=0, Jdy =0, Pr=0, * y1=—06a, dy=—20
e le due equazioni saranno le:

5 )
C+'5—“ Bo}‘-‘l‘ 592 5}'0 0

3
e+zaob—zﬁoa_zao=0

rimanendo indeterminati i quattro coefficienti a5, Bo, ¥o; .

Nel secondo caso dovendo evidentemente essere 2/, 3:=0 28,-4y, +0,=0
si hanno le:

1
‘)’zﬁﬁl, 33=2égx, 6‘2=§71

per le quali:

Sostituendo questi valori nella seconda, terza, e quarta delle relazioni supe-
riori si ottengono le altre tre relazioni fra ¥ coefficienti, e ciod:

5ag+5y.4£1=0
1030—‘—55‘,-{—3,7,:0

Byot+ B0, —15g,=0"
e la equazione:

e+ By bF20a—28,0,—120,=0
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la quale conduce ai cinque valori di £. Le costanti indeterminate sono in
questo caso B, 7., 4, Jo.

Nel terzo caso dovendo essere d;=0 si hanno le y,=—8, e y,+23, +62,=0,
ed eliminando & dalla terza e dalla quarta relazione, si ottengono le tre se-
guenti:

2

31=5—72az 71—232'-:?;?’: };?(a‘i-l' 2.30)+15!]2+5}"o=0
od in fine si avranno fra i coefficienti le sei relazioni:
1 1/1
=0, re=—20, 71=5_Bf_3“07 62=_§(513§+3“o)

: 3
61={1)—Bi(-l,1)—ﬁf +3mo), 570+ 1592—513 Bi—gafl—24 =0

rimanendo indeterminate le o,, B, Bi, ¢,. Le equazioni che danno i valori
delle &, 1 sono le:

b5 it 2 (LB Bt s B 60+ B )+ S 80— 0

1 1/1 1 1
e_l—gﬁlc—g(ﬁﬁ;—do)b_l_ﬁﬁj (gﬁf+3ao)a—26‘0=0,

Nel quarto caso saranno ancora d;=0, y,=— @, e dalle altre relazioni si
ottengono le

1 1 2
32=§ i 71==— (B} + 6 ), 31=—534(B,+3ao)

123+ 2708+ 26 (8 + B0) — - BB+ B =0

e le due equazioni:
1 1, 1 - ) 1, .
b—ﬁﬁxa—'z 1H—§ﬁ1(ﬁi+3txo)—|—gﬁo_0
=1 Bib— 5@+ 3a)at 3 (8 + Sedut 7 =0.

Le quattro costanti indeterminate sono le ay, Boy £i, 7o-
Nel quinto caso si hanno dapprima le y,=0, ds=—2p,; poi dalle relazioni
seconda, terza, e quarta le:

1 1 1
dp =15 B 31=ﬁﬁ1(71—gﬁf)

1060 "!" 30‘0,31 ‘l‘ﬁa}'i =0
1 1
2070 — 6075 + 81— 5 6] 7t~ 75 B =0
Annali @i Matematica, tomo XI. 12
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¢ le due equazioni:
3 1 1
a—'gBL{* E(}'1+'{)‘B:+6¢zo)_—-0

1 3 1, 3 1, 3 9
e+Zﬁic'—_4—(71_E61)b+16‘61(}’1—5'51)a +Z@492—"2—3o=0

colle quattro ecostanti indeterminate «, Biy 7:y 9.
Infine nell’ultimo caso si trovano le sei relazioni fra 1 coefficienti:

1
72 =i, 0\3=—4B‘7 71=ﬁi) a2=§l@f

40,+20+ B+ 3xpB.=0
1260—27061—ﬁi6‘1—395031=0

e le due equazioni saranno le:
1
a—pup—g (B +32)=0

C+Z_516—381H—692+370=0

rimanendo indeterminate le quattro costanti «,, Bi, Jiy 7.

5.° La calcolazione delle equazioni in p od in £, che forma lo scopo della
precedente Memoria del sig. Mrrraa-Lrrrier per le equazioni differenziali li-
neari del terzo e del quarto ordine, si ottiene molto facilmente quando il pro-
blema si presenti sotto I’aspetto algebrico qui indicato. La equazione in p &
in generale il risultato della eliminazione delle a, b, ¢ dalla terza delle rela-
zioni (5), dalla equazione identica (6) e dalle due equazioni trovate per le
varie combinazioni di valori delle p,, p,,...

Consideriamo, per esempio, per n=>5 il caso ultimo in cui p,=38, p,=4,
ps=0. Ricavando dalle due equazioni corrispondenti i valori di @, ¢ di ¢ e
sostituendoli nella (6) si ottiene la:

2T10*=Lb+4 M
nella quale:

L=—6[118,p>+ (56 + Bao)u -+ 2 £,(8} + 3 )]
M= 12[9 O+ (480, — 90+ 18g) i — (487 + 38,0, — 9B.92) . +

5 (61 8 g — 261+ 87— 9.

D’altra parte pel valore di ¢ si ha che:
Pb=¢
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posto:

P=2(4p—B), Q=B +(B+358+30)u+, (Bi+3a) —9g. 437

si avrd quindi dalla eliminazione di b:
(LQ+MP)P—-271¢Q*=0

che & appunto una equazione in p del quinto grado. La prima delle equazioni
superiori da quindi tosto, richiamando il valore (5) di a, la:

f=p g Bt g (6 +3)

dalla quale si ottengono i cinque valori corrispondenti di &.

6.° Le espressioni che abbiamo piu sopra indicate colle lettere P,, Q,,
L., M, come le p, ¢, r hanno una proprietd che risulta subito dal modo di
loro formazione ed & la seguente. Se nelle espressioni stesse alle quantitd p,
Vo(&) si sostituiscono le —p, —Vp(), si ha che tutte mantengono lo stesso
valore, ma le p, # non mutano anche segno, mentre ¢ diventa —g; inoltre
per r pari P,, M, mutano segno e non lo mutano Q,, L, e reciprocamente
per n dispari. Quindi una espressione della forma, per n pari:

E,=4,_, +P1An_3 +p. Ap s+ +10.,,__£A3 +pn_—_2Ai
2 2
o 'altra, per n dispari:
.Di = Anﬂl +P1An 3 'I’PzAn -5 + te +]0n_3 A2 +Pn—1
2 2

nelle quali pel momento supporremo p,, p,,... costanti; daranno origine ad
altre due E,, D, mutando i segni di p, V(£); e si avranno le:

E1=‘I)A1+"P' D4=(I).A1+qf
.E2=(DB1—‘W .D2=—®B1+\V

essendo B, il valore di A4, nel quale siasi introdotto quel mutamento di segni.
Moltiplicando queste quattro equazioni per 2(x —£)=p, ed osservando essere:

24\ —8)=g+Ve(®), 2B(x—8)=—q+Vs(@)

si hanno le:
2Ey(x— &)= H-+o\y(z); 2D,(x—¢&)=H4+ 0\o()
2E,(x—t)=—H+0\o(@); 2D,(z—&)=H—0\3(@)
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nelle quali H=q® -+ pV¥, e quindi per » pari H sard del grado 121 e ® del

"—;2 > & per n dispari H del grado nrl

n—3

grado

e ® del grado - Si

2

avrd cosl che i secondi membri delle equazioni:
4E,Ey,(x — ) =— H* -+ ®*¢(x); 4D,Dy(x—Ey=H>— ®*¢(x)

saranno polinomi del grado »-1, tanto per »n pari, quanto per  dispari.
Si indichi ora con v, I'integrale (1) e con v, quello che ottiensi mutando i
segni delle 1, Vo(%). Se poniamo:
P!/1==E'4'01 o P?/1=Dﬂh
- ure
Py2=l’42")2 PP P!/2=-D2?72

essendo p un coefficiente numerico a determinarsi; siccome v,v,=x—¢ si
hanno le:

4o*y,y.(x—E)=—H*4d*¢(x)  per n pari
4p%Y.ys (0 —E) = H*— 0 9(2) per n dispari

ed osservando che i secondi membri di queste equazioni sono divisibili per

x—E&, si potrd porre il prodotto y,y, = F (), essendo F'(x) un polinomio in z
del grado n. ' i

Notisi infine che posto:

K= (An_z +p1An—4 +- - +pp—~_&. 4, +p_n_—_?)\/9—’(’/c_)
2 P)

si hanno per la indicata proprietd della L,, M,, che se n pari:
K1=.RA1_!"S, K2=RB1—S

. P . 7 —2 o s .
essendo R, S polinomi dei gradi 7 ed ’12—— E quindi sussisteranno per queste

espressioni proprietd analoghe a quelle dimostrate sopra, le quali trovano una

applicazione nella integrazione dell’equazione differenziale di Lamg e di altre
piu generali.

3 luglio 1882.
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Interprétations géométriques de la théo-
rie des substitutions de n lettres, parti-
culiérement pour »n=3, 4, 5, 6, en rela-
tion avec les groupes de I’ Hexagramme
mystique. ()

(Par J. VEronese, & Padoue.)

PREAMBULE.

y

L Académie royale de Belgique pour le concours de 1879 et pour celui
de 1881 avait proposé, comme question & résoudre, la généralisation des pro-
priétés de 1'hexagramme mystique.

L’énoncé de la question pour 1881 était le suivant: Ktendre, autant que
possible, les théories des points et des droites de Steiner, Kirkmaxn, Cavrey,
Sarmon, Hesse, BAUER aux propriétés qui sont pour les courbes supérieures,
pour les surfaces et pour les courbes gauches les analogues des théorémes de
Pascar et de Briancron.

(*) Dopo aver preso cognizione di questo importanie lavoro, siamo lieti che I'egregio
Autore abbia aderito ad affidarne la pubblicazione alla direzione degli Annali. Noi ci aste-
niamo dall’indagare le cause per le quali un lavoro cosi originale non abbia trovato mag-
gior favore presso la Commissione dell’Accademia Reale delle Scienze di Bruxelles, ¢ d’al-
tronde ad esse si accenna sufficientemente nel preambolo; non possiamo perd dissimulare
anche in questa occasione una nostra antica convinzione, che le Accademie provvedono
male all'incremento delle scienze, sia col proporre temi troppo speciali, sia col costringere
gli Autori a seguire un indirizzo ed un piano stabilito @ prior: nella soluzione dei medesimi.

F. BrioscHr,
Annali di Matematica, tomo XI. 13
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(Voir, pour ces derniers, les travaux de MM. Cremora, P. Serrer et Foum) (¥).

Sur l'invitation en quelque sorte de M. Forre, membre de I'’Académie de
Belgique, je me suis présenté au second concours avec un Mémoire de 150
pages environs qui portait pour devise:

« Les groupes de I’ Hexagrammum mysticum donnent une expression géo-
métrique particuliére bien simple et élégante des groupes des substitutions de
siz lettres. »

Cette devise était reproduite dans un billet cacheté renfermant mon nom et
mon adresse (*¥).

L’Académie royale de Belgique dans le mois de décembre 1881 a adopté
les conclusions de Monsieur le rapporteur Foume, auxquelles s'étaient ralliés les
deux autres Commissaires, Cararaxn et pE Tiry.

Je reproduis le rapport entier de M. Foue, accompagné de mes commen-
taires, afin que le lecteur puisse mieux le comprendre et voir de quelle fagon
on a jugé mon travail.

« La question proposée, accompagnée surtout du renvoi aux travaux de

(*) Je remarque, dans I'intérét du lecteur, que dans I’hexagramme il n’existe pas de
points ou de droites qui soient désignés sous le nom de Hesse ou de Bauer, comme le
ferait croire la rédaction méme de la question,

(**) Comme j’avais envoyé & M. Forie un exemplaire de mon Mémoire sur I’ hexagramme
mystique de 1877, il m’écrivit aussitét la lettre suivante:

Monsieur,

J’ai parcouru avec beaucoup d’intérét les brochures que vous m’avez fait ’honneur de
m’ envoyer ef, en particulier, votre Mémoire sur I’hexagramme mystique, dans lequel se
trouve résolue la premiére partie de la question que j’avais posée & 1’Académie de Bruxelles
pour 1879,

J'ai insisté, en consdquence, pour que la seconde partie de la question restit au pro-
gramme de concours pour 1881, La Classe des sciences, dans sa séance d’hier, a adopté
ma proposition et m’a chargé de la rédaction de la nouvelle question.

Je m’empresse de vous en informer et de vous envoyer cette rédaction, persuadé que,
par vos travaux antérieurs, vous étes fort & méme de la résoudre.

En méme temps je vous adresse deux brochures dont j’ai fait des tirés & part et qui
pourront en partie vous servir de guide.

Agréez, ete.
Liége, 4 janvier 1880, FoLg

Je remarque que M. Forie ne dit pas vous devronf, mais vous pourront servir de guide.
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» MM. Cremona et P. Serrer ainsi qu'aux miens, ne nous semble guére suscep-
» tible d’un sens amphibologique.

» Dans nos fondements d’une géométrie supérieure cartésienne, nous avons
» fait voir que si le théordme de Pascar s’énonce sous cette forme:

n Les cotés opposés de deux trilatéres conjugués inscrits & une conique se

n coupent en trois points situés en ligne droife, le théoréme analogue s’énon-
» cera, pour les courbes du 3™° ordre:

» Les cbtés opposds de deux quadrilatéres conjugqués inscrits & une courbe du
» 3me ordre se coupent en quatre poinis situés en ligne droite, et, pour les
» surfaces du 3™ .ordre:

» Les faces opposées de deux tétraédres comjugués inscrits & une surface
» du 3™ ordre se coupent suivant quatre droites situées dans un méme plan.
» Ces extensions du théordme de Pascar, jointes & celles que nous en avons
» données pour d’autres courbes planes ou gauches, indiquaient bien clairement
» le gens de la question de concours. Or le titre seul du Mémoire envoyé en
» réponse & la question montre que ce n’est pas dans ce sens qui ’Auteur a
» voulu l'entendre.

» Et cependant il n’ignorait pas que ce sens était bien le véritable; la preuve
» en est qu’'il a recherché ’extension proposée pour le cas des courbes gauches
» du 3™° ordre, parce que sa théorie s’appliquait & ce cas, tandis qu’il a laissé
» de coté les extensions aux courbes planes et aux surfaces d’un ordre supé-
» rieur au second, par Ja raison contraire.

» Toute sa théorie, en effet, repose sur le 2% ordre, et ne peut en général
» 'étendre au deld que dans un espace & plus de trois dimensions, ce qui ne
» rentre nullement dans la question proposée (*).

(*) J’ai étendu les groupes de I’hexagramme & 6 points d’une cubique gauche au moyen
du théoréme de CHasLes et CrEmMoxa directement de la figure méme de I'hexagramme par le
principe de projection; mais ceite méthode n’a rien de commun avee celle dont je me suis
servi dans presque tout mon travail.

J’ai appliqué I’extension aux courbes et aux surfaces supérieures, car je I’ai fait pour
toute configuration de » points du plan et de 1’espace linéaire & trois dimensions, et, par
conséquent aussi, pour toute courbe et surface de ces espaces.

Il n'est pas vrai que ma théorie ne puisse s’étendre que dans un espace & plus de trois
dimensions. M. Fouig n’a pas méme fait attention au passage « Bien qu’il soit déja trés
intéressant, ete. » de ma préface, duquel résulte trés clairement que je me sers en général
des espaces & n dimensions comme moyen et non pas comme but, pour étudier les figures
de Yespace ordinaire et du plan. Pourtant celle-ci est une des idées fondamentales de mon
travail. '

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



96 Veronese: Interprétations yéométriques

n Celle-ci est-elle susceptible d’une solution générale?

» Evidemment non; et les termes mémes de la question, « étendre autant
» que possible », prouvent que I'’Académie ne demandait pas une solution de
» 'espéce. . ,

» Mais ce qu'elle voulait, c’est qu’on étendit, dans les limites du possible,
» aux courbes et aux surfaces d’ordre supérieur les conséquences, déduites par
» les géomdtres modernes, de la propriété de I’hexagramme mystique.

» Or, cette extensions peut se faire, au moins dans des cas particuliers; nous
» signalerons, par exemple, les points d’inflexion d’une courbe plane du 3™
» ordre comme l'un d’entre eux; et nous ne doutons nullement qu’il en existe
» de semblables dans les courbes d’un ordre supérieur.

» Pour les surfaces du 3™° ordre, nous pensons méme que l'extension de-
» mandée est susceptible de la plus grande généralité (*).

» Tel était donc le point de vue auquel on devait d’abord se placer pour
» traiter la question proposée (*¥).

» Apres cela, rien n’aurait empéché de I'étudier & d’autres points de vue
» et, en particulier, & celui d’olt ’Auteur du Mémoire I'a examiné, quoique
» son interprétation soit peut-étre, entre toutes, celle qui est la moins suscep-
» tible de généralisation (***). '

(*) Il est impossible, comme je le démontrerais dans wne note de ma préface, de faire
I'extension demandée au moyen des 9 points d’inflexion d’une courbe du 3™€ ordre par des
quadrilatéres conjugués inserits &4 la courbe, tandis que pour les surfaces du 3™ ordre
on obtient 1'extension donnée par CrEMoNa (Teoremi stereometrict dai quali si deducono le
proprield dell’ esagrammo di Pascal. Atti della R. Ace. dei Lincei, 1877). Les plans, aux-
quels donnent lieu les couples des tétraddres conjugués inscrits & une surface dnu 3™° ordre,
qu’on obtient en considérant les 27 droites de la surface, ne sont autres que les plans de
Priicker du Mémoire de CrEMONA.

(**¥) Jo demande pourquoi M. ForLie n’a pas dit ici que je devais aussi me placer aux
points de vue de MM. Cremoxna et P. Serrer. La preuve que je n’étais pas obligé de suivre
ses extensions, je la vois aussi dans la lettre, ol il me dit: mes mémoires vous pourront
et non pas vous devront servir de guide.

(***) Done M. Fore convient qu’on pouvait se placer & mon point de vue pour étudier
la question; il convient aussi, plus loin, que mon travail a des mérites trés réels pour les
apergus nouveaux, pour les interprétations intéressantes et enfin pour la méthode féconde
qu’il expose; mais pourquoi done dit-il & la fin de son rapport que j'ai écrit mon travail a
propos de la question proposée et non en réponse & cette question? 8’il n'y a pas de doute
sur le mérite du travail, et si ’on peut se placer & mon point de vue pour traiter la question,
comment peut-on dire aprés cela que je n’ai pas traité la question? M. Forie devait dire
franchement: le travail soumis & notre examen résout la question, mais & un autre point
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7

» Aussi n’a-t-il guére réussi qu'ad reproduire, d’une manidre originale, les
» résultats que M. VEroNesE a obtenus, par une voie élémentaire, dans un
» Mémoire dont le travail actuel est un commentaire fort intéressant (¥).

» Ce travail est assurément I'ceuvre d’'un géometre distingué, qui nous semble
» avoir particulidrement étudié les maitres italiens et avoir un peu négligé
n1’étude des courbes supérieures auxquelles la question se rapportait sur-
» tout (**).

» Outre les théorémes déjd connus, il renferme un grand nombre d’idées
» neuves et originales, et méme, comme nous 'avons dit plus haut, quelques
» unes des généralisations demandées; mais il ne semble pas avoir été écrit
» dans le but de saisir, dans toute son étendue, le probléme proposé (***).

» Nous croyons superflu de faire, de son travail, une analyse détaillée qui ne
» serait, & peu de chose pres, que la reproduction de celle que I’Auteur a ex-
» posée sous forme de préface, ou de présenter des observations de détail, qui
» ne seraient pas de nature & éclaircir la Classe sur la valeur du Mémoire. Il
»en est une cependant que nous ferons dans I'intérét du lecteur: c’est qu’il
» 8’y rencontre certaines dénominations proposées par Barraermv, et qui ont
nle tort de créer une homonymie regrettable. Celle d'involution, par exem-
» ple, qui est prise dans un sens tout & fait différent de celui que PonceLer,
»pE Jonquikres, Hesse, CueBscr, CaviEy, Sanmoxn, etc., ont attribué & cette

de vue, qui n’est pas le ndtre, ef par conséquent, il ne mérite pas le prix. Cela du reste
résulte trés clairement de tout son rapport.

A Yégard de ma méthode je dirai seulement qu’elle ne se laisse peut-dtre pas généraliser
car elle est déjd trés générale. Dans ma préface j'ai dit: « La méthode que je suis est
trés générale et peut s’appliquer & I'étude d’une configuration quelconque. »

(*) Certes je suis parti de mes résultats, mais cela ne signifie point que je les ai re-
" produits; par la table méme des matiéres on peut se convaincre que les résultats de mon
travail actuel sont presque tous nouveaux et qu’ils ne sont pas une reproduction, si ori-
ginale qu’on la suppose, de ceux de mon Mémoire sur 1'hexagramme mystique, de 1877.

(**) Il n’ignorait pas que j'avais I’intention de prendre part am concours et il savait
bien que I'unique concurrent ¢’était moi, puisqu’il n’y en avait pas d’autres. Mais M. Fore
se trompe lorsqu’il dit qu’il résulte de mon travail que j'ai étudié particulierement les
maftres italiens, car je me suis servi seulement de mon Mémoire sur 1’hexagramme my-
stique, de 1877, des travaux de MM. P. Serrer, Jorpax pour la théorie des substitutions
ot de ceux de M. KiEiv sur la théorie des complexes linéaires des droites, deux & deux
en involution.

(***) Le lecteur pourra voir, par la table des matiéres, que je traite la question de fond
en comble et que si au commencement j’ai I'air d’y étre étranger, c’est parce que j’ai
d’abord exposé les théories générales qui devaient me conduire aux extensions demandées,
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» expression, dans le sens de I'homographie cyclique des géomeétres alle-
» mands (*).

» En résumé, nous nous trouvons en présence d’un travail remarquable, qui
» mérite certainement d'étre accueilli dans les Mémoires de I’Académie, &
» cause des apergu nouveaux, des interprétations intéressantes, de la méthode
» féconde enfin qu’il expose.

» Il a le défaut seulement, d’avoir été écrit non pas en réponse & la ques-
» tion proposée, mais & propos de cette question.

» Si le but de I’Académie n’avait été que de provoquer un travail original,
» celui-ci mériterait le prix.

» Mais nous ne devons pas oublier qu'un des buts de la question posée par
»la Classe était d’engager les jeunes géométres dans la voie qui a été ouverte,
» dans nos Mémoires mémes, par I'extension des théorémes fondamentaux de
» la géométrie supérieure aux courbes et aux surfaces d’un ordre élevé, et de
» provoquer, dans cette voie, des recherches qui complétent celles de I'école des
» géometres belges, selon I'expression de Crasves.

» Or nous venons de le voir, ’Auteur n’a presque rien tenté dans cette
» voie; il 8'est borné & suivre la sienne propre (**).

(*) Avant tout je ferai observer que si M. Fore ne voulaif pas donner une analyse dé-
taillée de mon travail, il devait au moins dire en quoi consiste ma méthode et quels sont
les résultats principaux que j’ai obtenus, pour démontrer ensuite que je n’ai pas résolu la
question; tandis que cela ne ressort pas le moins du monde de ce rapport. C’est pourtant
ainsi qu’en agissent tous les rapporteurs d’Académie, qui indiquent en peu de mots la mé-
thode suivie par I’Auteur pour pouvoir en conclure si le Mémoire mérite ou non le prix.
En effet, on lit dans I’Annvaire méme de 'Académie royale de Belgique de 1881 & I’ar-
ticle 21 sur les publications: « Les rapports des commissaires, qui devromt présenter un
apercu de ce que ces mémoires contiennent de plus remarquable, peuvent étre imprimés dans
les Bulletins. » Mais on voit facilement d’aprés les notes précédentes et d’aprds ce que dit jei
M. Forie qu’il Iui était impossible de faire un tel apergu. Ce qu’il dit, en effet, sur 1’invo-
lution est tout & fait contraire & la verité, car je ne me suis jamais servi dans mon travail
d’aucune dénomination proposée par Barraeuist J’ai étendu Pidée de I'involution aux
espaces & plus de trois dimensions, prise dans le sens commun (Collinéation ou homologie
en involution, lorsque le rapport anharmonique de I'homologie est égal & — 1.) et non dans
le sens de Barraguizt (Voir, en effet, le théor. I de mon Mémoire ci-aprés)., Mais ce n’est
pas tout. Le n° 4 de mon travail a pour titre Homographies cycliques. Ce titre seul suffit
pour démontrer que dans mon Mémoire I'idée de l'involution et celle des homographies
eycliques sont bien distinctes.

8i M. Forie s’est trompé ainsi dés le début de mon travail, il est facile de comprendre
ou d’admettre qu’'il n'a pu étre en harmonie avec le reste.

(**) Mais cela n’entre nullement dans le programme du concours, Du reste je demande
pourquoi il n’a pas dit que les autres buts de 'Académie étaient de faire compléter les
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» La question reste donc entitre.

» Notre intention formelle est de proposer ultérieurement & la Classe de la
» maintenir au programme du concours.

» Nous ne pouvons, dans ces conditions, déclarer que le travail soumis & notre
» examen mérite le prix.

» Nous ne voulons pas non plus proposer une mention honorable pour I’Au-
» téur, récompense qui ne nous semblerait pas proportionnée aux mérites trés
»réels de son travail.

» En conséquence, nous avons 1'honneur de proposer & la Classe d’ordonner
» que le Mémoire soit imprimé, si I'Auteur veut y consentir, dans les volumes
»in 4°, et d’adresser & celui-ci des félicitations et des remerciments bien mé-
» rités. »

N’est-il pas étrange que dans un rapport qui juge mon Mémoire digne
d’étre accueilli parmi les mémoires de I’Académie mais non conforme au con-
cours, on ne donne aucune idée de ce qu’il contient? N’est-il pas étrange
qu'on ne dise rien pour informer le lecteur des résultats obtenus? N’est-il pas
étrange que lorsque le rapport parle de mon travail on se trompe toujours?

Une chose seule résulte trés clairement du rapport: le prix n'a pas été ac-
cordé au Mémoire parce qu'on n'y a pas tenu compte des travaux géométri-
ques de M. Foue, suivant que le pensait I'auteur du programme.

Ce n’est pas pour la perte du prix mais dans I’espérance d’une sentence
plus juste, que j'en appelle du jugement de M. Forie et de I’Académie royale
de Belgique & celui de tous ceux qui s’occupent des sciences mathématiques.

De méme que je ne puis accepter la décision de I’Académie belge, de méme
je ne puis consentir & 'impression de mon travail dans les mémoires de I'Aca-
démie et, par conséquent, je ne peux pas accepter en I'état de cause les féli-
citations et les remerciments qu’elle veut bien m’adresser.

J’ai demandé 1'hospitalité aux Annali di Matematica dirigés par Monsieur
le Sénateur et professeur Brroscamr, et je remercie 'illustre directeur de me
Vavoir accordée.

recherches des écoles italienne et frangaise (4 la premiére desquelles appartiennent aussi
mon travail sur I’ hexagramme, de 1877, et ceux de MM. CremoxNa, BerLaviTIS ot CaPoRALI)
puisque dans le programme du concours il a c¢ité en premier lieu les travaux de MM. Cge-
MoNa et P. Serrer.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



100 Veronese: Interprétations géométriques

Que les gens compétents et impartiaux lisent entidrement mon Mémoire et
qu’'ils relisent ensuite le rapport de M. Forie avec mes commentaires. J’ose
espérer qu'ils partageront ma conviction:

1.° que j’ai été jugé trés légérement par qui n’a pas lu ou n’a pas com-
pris mon travail;

2.° que la voie que j'ai suivie est précisément celle qui, dans I'état actuel
des connaissances géométriques, se présentait comme la plus féconde en résul-
tats nouveaux et intéressants, et la plus propre & une véritable généralisation
de I'hexagramme de Pascar, sinon selon la pensée et le désir de I’auteur du
programme, au moins selon I'esprit et I'état de la science;

3.° qu'on ne peut m’imputer & reproche si une telle voie est neuve et
originale, au lieu d’étre celle que M. Foue prétend avoir découverte et indi-
quée aux géometres de 1’ avenir.

propos de cette dernidre voie je me bornerai & la déclaration suivante:

J'ai lu et j’ai examiné les Fondements d’une géométrie supérieure Carté-
sienne et les autres mémoires de M. Fouie pour les utiliser dans la solution de
la question proposée; mais j'ai dft bientét me convaincre que par cette voie
je n’aboutirais & aucune conclusion sérieuse. Les Fondements de M. Foue ne
contiennent aucune nouveauté de méthodes, de théories ou de théorémes; tout
ce qu’il a exposé avec une grande pompe de phrases, est évidemment contenu
dans les ceuvres de Poncerer (¥), et se réduit & des cas particuliers de théorémes
déjd donnés par Geraosxe (**) et par Poxcerer (***), développés par pe Jox-

(*) Analyse des transversales, ete. Journal de CrELLE, vol. 8, 1831. T'raité des propriétés
projectives. II Ed., 1866.

La théorie de I’involution donnée par les # points d’intersection d’une transversale quel-
conque avec les courbes ou les surfaces d'un faisceau 4 + 1B =0, était déja connue par
Poxcerer méme en 1830, quoiqu’il I’ait publiée seulement dans la 2° édition de son traité
en 1866, tandis que pE Jonquikres avait publié son Mémoire sur 1’involution dans ce méme
journal en 1859.

(**) Annales de mathématique, tome 17.

(***) T'raité des propriétés projectives. Pour I'extension du théoréme de Drsaraues voir
les n.%® 253, 258, 259, 266, 278, et pour I'extension du théoréme de Pascan voir en outre
les n.%s 154, 227, 296, 297.

L' heureuse analyse de M. Forie, comme il I’appelle dans ses Fondements, se base tou-
jours sur des équations de la forme A 4+2B =0, ot 4 et B sont deux courbes ou deux
surfaces réductibles ou irréductibles du m™ ordre.

Il y a aussi dans ses Fondemenis des contradictions dont je donne ici quelques exemples,
Pour la généralisation de 1'idée de I'involution quadratique, dans une note de sa préface.
pag. 2, il dit:
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quitres et par d’autres géomédtres toujours avant qu’il leur arrivit la grande
fortune @’étre retrouvés et retouchés par le mathématicien de Lidge.

Padoue, juillet 1882.

« Depuis que ce travail (ses Fondements) a été écrit nous avons trouvé dans la nouvells
» édition du Traité des propriétés projectives de Poxcerer (. 2, pag. 240 et suiv.) cette
» extension de 1’idée de I'involution, qui ne parait pas avoir été remarquée des géomdtres,
» malgré sa haute importance (1870)» tandis que, aprés avoir donné la premiére générali-
sation du théoréme de Drsareues (pag. 15), il dit:

« On voit clairement par 13 pourquoi I'involution de six points, la seule connue jusqu'a
» ce jour, ete.»

Et & pag. 31:

« Nous ne pouvons pas mettre les équations générales des courbes d’un ordre supérieur
» au cinquiéme sous la forme

80...8,,_,=k8'q..»8',.a1

» qui nous a conduit & appliquer 1'extension que nous avons donnée & I'idée de 'involution.

« Par quoi faudra-t-il remplacer U involution dans ces courbes? C’est ld un probléme qui
n mérite certainement de faire Vohjet des efforts des géométres et sur lequel nous appelons
» lour atltention.»

1l paraitrait que M. Fouie n’a pas méme lu Fendroit du traité dé Poxoerer qu’il cite,
car Poxcerer a étendu I'involution aux faisceaux de courbes ou de surfaces d’um ordre
quelconque.

Voici mainterant quelques exemples de 1'art de phraser de M. Forim. Aux pages 3, 4,
il dit:

« On nous pépondra peut-étre avec Poivsor que o’est une heureuse analyse qui nous a
» conduit & ces résultats; nous faisons si peu difficulté de le reconnaitre que nous sommes
» étonné que DEscarTes lui-méme, lorsqu’il a fait cette découverte splendide qui renfermait
» er germe toute I'analyse moderne, on les géomeétres qui lui ont suceédé, n’aient presque
» fait aucun usage de I’idée qui nous sert de point de départ, »

Cette heureuse analyse, comme nous venons de le voir, est basée sur des équations de
la forme A4 +AB =0 dé&ja connues.

« Le titre méme de notre travail indique suflisamment que nous w’avons veulu que poser
» les bases d’une méthade qui eonduit aux plus belleg propriétés de la géométrie supérieure.

» Déduire les corollaires de mos théorémes serait une entreprise qui exigerait peut-éire
» des années de travail. R

» C’est 13 un champ que nous ne faisons que défricher et sur lequel ceux qui voudront
» poursuivre ces recherches sont certains de faire une ample moisson de découvertes,»

¥t & la fin du premier livre (pag. 78) nous lisons:

« Nous avons, dans le fivre qui précéde, étendu’ au moyen d’une analyse fort simple Tes
» théorémes fondamentaux de la haute géométrie aux courbes supérieures planes, pour fes-
= quelles Ja plupart de ces théorémes n’avaient pas encore été décourverts, malgré la
» profondeur et la pénélration des géomdires. »

Annali di Matematica, tomo XI. 14
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MEMOIRE?

PREFACE.

La question & laquelle j essaie de répondre par le présent travail est trés
vaste et semble tout d’abord trés difficile. Le probléme peut étre envisagé sous
beaucoup de maniéres différentes. Jusqu’ici on a proposé déja bien des ana-
logies au théoréme de Pascar; mais remarquons qu’en général pour déterminer
ces propriétés, que 1'on considére comme de méme nature, on est obligé de ne
prendre en considération dans I'Hexagramme mystique qu’un ordre de pro-
priétés et non pas 1'ensemble; citons & I’appui les théorémes de Cmastes et de
M. P. Serrer sur les surfaces du 2¢ degré et ceux considérés par M. Form
pour les courbes et pour les surfaces d’ordre supérieur dans ses fondements et
ailleurs (%). :

Les groupes des droites de Pascar, des points de Strver, des 6 figures I,
des points de Kirgmax, des droites de Caviry, ete., et des systdmes infinis [Z2],,
de 60 droites z et de 60 points Z (ol m est un nombre entier positif quel-
conque). Pour m =1 le systtme [Z2],, devient le systtme de Pascar-Kirx-
MaN (°) dépendant uniquement de ce que I'on peut permuter de toutes les
manidres possibles les 6 points fondamentaux de la conique.

t

(") Ce Mémoire est identique & celui que j'ai envoyé & 1'Académie royale de Belgique,
sauf quelques corrections de forme, qui du reste ne changent en rien le sens. Je joins main-
tenant & certains points du travail des notes complémentaires en renvois, distinguées par
des numéros des notes primitives indiquées par des astérisques.

(*) Je dois avertir que mon intention n’était pas d’affirmer que les théorémes indiqués
par M. Forie sont de lui. .

(®) A., Nuovi teoremi sull’ Hexagrammum mysticum. (Atti della R. Accademia dei Lincei,
1877). Théorémes XII, XLIX.
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Ainsi en permutant les 6 points on obtient en tout 720 permutations corres-
pondant 12 & 12 aux 60 hexagones, qu'on peut former avec les 6 points, ou
bien aux 60 droites de Pascar. ' ‘

- On voit done, que la théorie des groupes de 1’Hexagramme n’est qu’une
expression géométrique particuliere de la théorie des substitutions de six
lettres,

C'est 12 I'idée fondamentale qui nous guidera dans tout notre travail. Or,
en examinant & ce point de vue les propriétés que 1’on considére comme ana-
logues du théoréme de Pascar, j’ avoue n’avoir pu trouver de groupes analo-
gues & ceux de I’Hexagramme. Cette difficulté insurmontable résulte de ce que
les éléments fondamentaux, sur les courbes et sur les surfaces, donnés par ces
propriétés ne sont pas arbitraires, comme le sont les 6 points sur la conique,
et qu'en effectuant des permutations de ces éléments les propriétés ne subsis-
tent plus (*).

Je donne quelques exemples:

Il y a pour les surfaces du 2% degré un théoréme que I'on peut considérer
plus que tout autre comme I’analogue du théoréme de Pascan; c’est celui
qui est relatif aux 6 génératrices d’un hyperboloide, appartenant trois & trois
aux deux systdmes de génératrices. Ces 6 droites se rencontrent deux & deux
en 9 points, avec lesquels on peut former trois hexagones, dont les cdtés sont
les 6 droites elles-mémes, et dont les diagonales se rencontrent respectivement
en trois points. Ces trois points sont & une ligne droite g. Les plans tangents
aux sommets opposés pour chacun des trois hexagones se coupent en trois
droites d'un plan. Les trois plans, qui en résultent, se coupent suivant une droite.
Cette droite est la polaire de la droite' g par rapport & 1’ hyperboloide (*¥). Ce
dernier théoréme peut étre considéré comme I’ analogue du théoréme de SrriNer

(*) Je remarque que M. P. Sgrrer lui-méme ne considére pas ses deux théordmes sur
dix points quelconques d’une surface du 2! degré comme les analogues du théoréme de
Pascar. Le premier de ces théorémes, relatif & deux pentaédres qu’on obtient en séparant
les dix points en deux groupes de 5 points, est analogue au théoréme que deux triangles,
dont les sommets sont 6 points d’une conique, sont conjugués par rapport & une autre co-
nique 2. On obtient en tout 10 telles coniques, qui ont été étudiées par M. BauEr en re-
lation avec les droites de Pascar, et avec les points de Kirkmaw, ete. Pour les 176 surfaces
du 2% degré X, qu'on obtient en séparant de toutes les maniéres possibles les 10 points
fondamentaux d’'une surface du 2? degré en deux pentaédres, le probléme, qui se présente
le premier, ¢’est celui de leurs intersections; probléme qui n’est ni linéaire, ni & premidre
vue élégant et qui offre peu d’intérét. L’élégance et la beauté de I'hexagramme dépendent
de ce que I'on peut I’étudier au moyen de constructions purement linéaires,

(**) Puiicker: System der Geometrie des Raumes, Nr. 87-93,
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pour Vhexagramme mystique (*), mais il y a eette grande différence que, pour
la ¢onique, on & 60 hexagones, ou bien 60 droites dé¢ Pascar et 20 points de
Steiser, tandis que, avec les 6 génératrices de I'hyperboloide, ou d’une sur-
face quelconque du 2! degré, on obtient seulement deux groupes de trois he-
xagones et un seul couple de droites, qui correspondent 4 un couple de deux
points conJugués de SremEr. On voit done qu'il est impossible d’étendre les
groupes qu’on peut former avec 6 points d'uné conique & 6 telles génératrices
d’un hyperboloide (¥).

(*) ¢’ est au moyen de ce théordme que Hesse a démontré que les 10 points de StEiNER
sont conjugués deux 3 deux par rapport & la conique fondamentald,

{*) M. Four dans ses Fondements & la pag, b donne les définitions suivantes:

« Nous appellerons polygones conjugués de n cités inscrits & une courbe du n™ ordre,
» deux polygones tels que chaque c¢6té de I’un passe par I'un des points d’intersection de
» chaque c¢6té de I'autre avec la courbe.»

Ces deux polygones sont, selon PoxcELET, deux courbes du #™ ordre, qui déterminent un
faisceau de courbes du n™ ordre auquel appartient évidemment la courbe & laquelle sont
inscrits les deux polygomes. (T'raité des prop. proj., n.°8 253 et suivants.)

« De méme nous appellerons polygones conjuguds de n 41 cbté inscrits & une courbe du
» n"¢ ordre deux polygones tels, que chaque c6té de I'un passe par Pun des points d’inter-
» section de chaque ¢b6té de I’autre, nn seul excepté, avee la courbe; les edtds opposés dans
» ces deux polygones seront ceux qui n’auront pas de point commun sur la courbe.»

De méme je remarque que ces deux polygones peuvent étre considérés comme deux
courbes du (n - 1)®@ ordre, qui déterminent un faisceau de courbes du méme ordre, ol
n(n 4 1) des (n -+ 1) points fondamentaux du faisceau sont situés sur la courbe du n™
ordre, & laquelle sont inscrits les deux polygones, done les #+ 1 points fondamentaux
restants, ol se rencontrent les c6tés opposés, sont situés sur une droite.

Pour n =2 on obtient deux frilatéres conjugués inscrits & une conique, qui déferminent
sur la conique 6 points tout & fait arbitraires. En permutant ces 6 points on obtient 60
couples de pes trilatéres qui donnent lieu aux 60 droites de Pascan, desquelles dépendent
uniquement les groupes de 1'hexagramme.

Pour la courbe du 3™® ordre (n = 3) on obtient deux quadrilatéres qui déterminent sur
14 eourbe 12 points situés 8 & 3 sur leurs cotés; les 4 points d’intersection de leurs cdiés
opposés sont situés sur une ligne droite y. En permutant les 12 points on n’obtient pag
en général d’autres couples de ces quadrilatéres, et, par conséquent, il est impossible dans
co cas de faire I'extension demandée.

Mais M. Foum dit dans son rapport qu’on peut la faire an moyen dés 9 points d’inflexion
de la courbe.

Par le eorollaire III (pag. 13) de ses Fondements, on pout construire des guadrilatéres
conjugués inserits & la courbe du 3™ ordre, st 1’on & un systdme de deux trilatéres conja-
gués inscrits & la méme courbe.

Bofent en effet 0, 1, 25 0, 1, 2', l¢s points de rencontre de la courbe avee deux sécantes
8, 8. Les transversales 00'= 7, 11' = #,, 22' = #, rencontrent Ia courbé encore en trois
points situés sur une ligne droite u,. I est clair qtie s8'u,, £, ¢, donnent deux trilatéres
conjugués. Si I'on considére maintenant les transversales 01'= T, 12'= T, 20'= T, des
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Cependant, pour la cubiqte gauche, on a la propriété donnée par Cuasues et
complétée par Cremona, par laquelle on peut faire cette extension. 81 1234567

transversales déterminent une autre droite U, par leurs intersections ultérieures avec la
courbe. Les quadrilatéres

Uptytityy u, T, T, T,

sont évidemment inscrits & la courbe el les intersections de leurs cbtés opposés Uy, u; ¢y,
Tg; tyy Ty5 5y Ty; sont siuées sur une droite g.

Dans le ¢as des 9 points d@’inflexion situés 3 & 8 sur 12 droites L, on peut former avee
eux 4 trilatéres inscrits deux & deux & la coutbe. Il n'y a aucune autre droite qui passe par
deux des 9 points, car les 12 droites L représentent précisément les 36 droites qui joignent
deux & deux les 9 points. Ces 12 droites se rencontrent dans les 12 sommets des trilatéres.
Elles n'ont en dehors de ces poinfs et des 9 points d’inflexion aucun autre point commun.
Or il n’est pas difficile de voir qu'on he peut pas former avec ces droites, au moyen de la
construction susdite pour # = 3, des quadrilatéres conjugués inserits & la courbe, qui dornent
de nouvelles droites g de la figure. Il est done émpossible dans ce cas de faire I’ exten-
sion demandée.

M. Fou dit, dans son rapport, que pour les surfaces du 3™ ordre I'extension demandée
est susceptible de la plus grande généralité.

On a pour ces surfaces le théordbme suivant:

« Les faces opposées de deux tétraddres conjugués inscrits & une surface du 3™ ordre F?
» se coupent suivant quatre droites situdes dans un méme plan.»

Considérons en effet les 12 droites

Cigy Cigy Cixy Cigy Cazy Cays Cosy Cagy C350 C36s Cas) Cug

d’aprés les indications ordinaires. (Voir par ex. Cremona, Teoria delle superficie et REys,
Geometrie der Lage, 11 Abt.) Avec ces 12 droites on peut former deux tétraédres conju-
gués & F'3, savoir:

Cigr  Ca3r Cys Ciy C C3g
Ciur Ca6r Cgy Cis Cog Cyg
€13y Casy  Cyg €6 Co4 Cgs
G5y Can 36 Ciz Cop Oy

dont les faces sont évidemment des plans tritangents de F'3 et dont les faces opposées se
coupent en 4 droites p d’un plan P. Si T'on considére en effet Ihexagons

€16C23 45 2514035
Tes faces opposées ¢,g¢,q, Cy5¢,,% €o3Cusy €14 Cas) €405y Cos Cr 5 OUpONt suivant trois droifes
p d’un plan P. (Brioscmi, Annali di matematica, 1855.) Mais les faces qui soht opposées

pour FPhiexagone le sont aussi pour les tétraddres; donoc les deux faces opposées restantes

ge coupent suivant une drofte du méme plan P.
Si I’on considére les 12 droites ¢, qui eorrespondent & une certaine manidre aux 6 potnty

fondamentaux de I'hexagramme, il est clair qu’on ne peut pas obtenir d’autres evuples de
tétraédres conjugués inscrits 3 F'%, et, par tonséquent, aueun autre plan P. Cependant en
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sont 7 points d'une cubique gauche, les trois points
12.457
23576
34-761

ot 12, 23, 34 rencontrent les plans 457, 576, 761 sont situés sur un plan &
passant par le point 7 (*). Cremona a démontré que, si le point 7 se déplace
sur la courbe, le plan & passe toujours par une sécante p de la cubique (**).
Cette droite correspond & I’hexagomne 12, 23, 34, 45, 56, 61. On obtient donc
en tout 60 sécantes p de la courbe en permutant de toutes les manidres pos-
sibles les six points fondamentaux. Mais les théorémes de Caasies et de Cre-
MONA §'obtenant par projection du théoréme de Pascan méme, on peut par pro-
jection aussi obtenir les groupes formés par les 60 sécantes p.

A la fin de ce travail je donnerai quelques théorémes sur ces groupes. Mais
ce que je viens de dire est une application toute spéciale et, ajoutons-le aussi,
trop facile. Développer les résultats peu intéressants qu’elle fournit ne serait
point répondre & la question, par suite de laquelle nous avons & étendre les
groupes de I’hexagramme aux courbes et aux surfaces.

Pour y arriver j’ai dd laisser de c6té les propriétés connues considérées
comme analogues, et partant de la théorie des substitutions j’ai développé dans
ce travail une méthode générale, qui me donne des analogies nouvelles et cela
assez élégamment. ‘

~J’ai fait observer dés le principe que les groupes de I'hexagramme ne sont
qu'une expression géométrique particuliere de la théorie des groupes de 6

considérant 15 des 27 droites, qui n’appartiennent pas & un double-six on obtient des ar-
rangements analogues & ceux de 1"hexagramme, c’est & dire qu’on obtient la figure étudiée
par CremoNa, Les triangles des deux tétraddres, que nous avons considérés plus haut, sont
désignés dans le Mémoire de CremoNa par les symboles III I, III IT; IV I, IV II; V I,
VII; VII, VIII, ou I, IT, ITT, IV, V, VI sont les indices romains relatifs anx 6 figures
1, on bien aux pentaédres de la figure dans 1’espace. Cremoxa appelle les droites p, ol
se coupent les faces des deux tétraédres, droites de Pascar et les plans P, ol elles sont
situées 4 & 4, plans de Priicker; il en étudie d’abord les propriétés pour une surface F'3
avec un point double et ensuite pour une surface du 3™ ordre quelconque. *

Cette figure a été également étudiée par M. CaroraLy, qui a donné aussi une autre exten-
sion des groupes de 1’hexagramme pour les 16 points et pour les 16 plans singuliers de la
surface de Kummer, (Atti R. Ace. dei Lincei, 1878.)

(*) Cuasues, Apergu historique, pag. 403.

i (**) Sur les lignes gauches de 3™ ordre. CRELLE, 58,
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lettres. Représentons, en effet, les 6 points d’une conique par 6 valeurs z,, 2.,
T3, T4y Tsy Tg d’un paramétre. Sil'on permute ces 6 valeurs de toutes les ma-
niéres possibles, on obtient, en partant d’une figure géométrique quelconque
qui dépend uniquement des 6 points fondamentaux, en général 720 figures de
méme espéce, ou bien seulement un nombre 7 diviseur de 720. Si cette figure
est la conique’ fondamentale, les 720 coniques correspondantes coincident avec
elle, ¢’est & dire que la conique fondameniale se transforme en elle-méme.

Donnons maintenant aux 6 valeurs z,, z,..., ¥; une autre signification géo-
métrique, par exemple supposons qu’elles soient les coordonnées homogenes
d’un point de I’ espace linéaire & 5 dimensions E;; en les permutant on obtient
720 permutations qui nous donnent, en général, 720 points correspondant 12
& 12 aux 60 droites de Pascar. Ces 720 points forment précisément les groupes
analogues & ceux de !’hexagramme, car les deux figures ont la méme base -
algébrique, les groupes des substitutions des 6 lettres.

Il y a encore bien d’autres maniéres d’étendre ces groupes. On trouve, en
effet, dans R, aussi des sous-groupes spéciaux de 720 points, par exemple un
groupe de 120 points, dont les coordonnées sont les différentes racines 6™ de
I unité, correspondant deux & deux aux 60 droites de Piscar.

Cependant 1’extension la plus intéressante dans B est la suivante. Avec
les 6 points fondamentaux de la conique on peut former 15 triangles AafB. Ces
15 triangles déterminent deux & deux les 60 droites de Pascan, qui peuvent
étre représentées par le symbole AafBAay («, B, 7, &, ¢, A sont identiques,
a Yordre pres, aux indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 relatifs aux indices romains I,
1I,..., VI des 6 figures II) (*). Nous verrons dans le chapitre II qu’ils déter-
minent aussi trois & trois les 20 points de Stemver et les 60 points de Kirkmax,
qui peuvent &tre représentés respectivement par les symboles AaB Aay Afy,
Aaf Aay Aad. Les 6 figures IT peuvent étre représentées par cinq triangles A« f;
par exemple la figure I par le symbole A,,A;;A1AisA.. Une quelconque de ces
figures est formée par 10 droites de Pascan et les dix points correspondants
de Kirgman qui sont podles et polaires par rapport & une conique II.

Or dans I'espace E; aux triangles Aa 3 correspondent 15 surfaces du 2¢ degré
& 4 dimensions (**), qui représentent géométriquement les mémes groupes de
48 substitutions que les triangles Aaf de 1’hexagramme.

"De méme aux 60 droites de Pasoar Axzf Aay correspondent 60 surfaces du

*) A L ¢, pag. 28.
(**) Voir nomenclature, Nr. 1.
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4™ ordre & 3 dimensions, aux 2Q points de StemEr correspondent 20 surfaces
du 6™° ordre & 2 dimensions, aux 60 points de Kirrnay 60 surfaces du 8™° ordre
4 2 dimepsigng et aux 6 figures II 6 configurations I, Je fais observer que
ces groupes IT gont représentés dans la théorie des substitutions de 6 lettres par
les 6 fonctions remarquables & 6 valeurs trouvées par J. Serrer (¥),

Ces groupes de points, de droites, de plans, de courbes et de surfaces dans
B, ont des propriétés tres simples et trés intéressantes.

Les six points fondamentaux de la conique dans I'hexagramme, peuvent étre
représentés par les 6 fommets de la pyramide fondamentale dans R,. En effet
au sommet (x,, 0, 0, 0, 0, Q) correspond le point z, de la conique. Mais la
conique elle-méme a des représentants dans notre espace. Il suffit de remarquer
que la conique se transforme en elle-méme en permutant les 6 paramétres
T1y+.., & des 6 points; done toute configuration ou toute courbe, surface & 2,
3, 4 dimensions dans RB;, qui passe ou non par les 6 sommets de la pyramide
fondamentale et qui se transforme en elle-méme par les permutations des 6
‘quantités xi,..., @, correspond évidemment & la conique.

L’ étude des substitutions et des propriétés géométriques, qui en résultent,
nous donne donc pour ces configurations, ces courbes, ces surfaces & 2, 3, 4
dimensions, les analogies directes de U hexag7 amme, la réponse & la question
proposée.

Bien qu'il soit déja trés intéressant de déterminer de telles propriétés dans
un espace d’'un nombre de dimensions quelconque, il est bon d’ utiliser ces
théories pour Uespace & trois dimensions et pour le plan. J’ arriverai & ce
résultat par Uemploi du principe de projection (*).

Etant donnée une conﬁgumtzon dans U espace & n-+1 dimensions B, _,, nous
obtiendrons par projection univoque, sur Uespace ordinaire et sur le plan, des
configurations que 3’ appelle de méme classe.

Nous projetterons toutes les figures analogues & celle de U hexagramme, dé-
torminées dans Ry, comme il @ été dit, sur I’ espace & trois dimensions et sur
le plan; nous obtiendrons qinsi dans ces espaces les analogies cherchées.

Ces théories m’ont conduif nécessairement & donner tout d’abord des théo-

(*) Journal de LiooviLue, 1850.

(*) Je tiens & constater actuellement que j’ai développé ce principe dans mon Mémoire
publié récemment dans le 19™¢ volume des Math. Annalen intitulé: Behandlung der project.
Verhiltnissen der Riume von versclhiedenen Dimensionen durch das Princip des Projicirens
und Schneidens. Le travail présent est une vaste application du théoréme que j'ai donné
dans ce Mémoire sur les configurations générales, pag. 176-178. :
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rémes généraux pour l'interprétation géométrique des groupes des substitutions
de’'n lettres dans V'espace linéaire & n— 1 dimensions, et & faire ensuite des ap-
plications & une configuration quelconque de I'espace & 3 dimensions et du plan.

J’indiquerai en terminant les résultats principaux que j'ai obtenus, en sup-
posant que ,, Z;, ¥s,..., & soient les coordonnées d'une droite de 1'espace 2
trois dimensions en prenant comme figure fondamentale les 6 complexes linéaires
deux & deux en involution de Kiew (*). On a alors pour les coordonnées d'une
droite la relation

2323+ s o a2 o =0

une droite quelconque donne lieu en général & un groupe de 720 droites, un
point & un groupe de 360 points, auquel se relie un groupe de 360 plans.
Je mets cette figure en correspondance directe avec I’hexagramme lui-méme
et nous aurons dés lors pour cette figure de nouveaux théorémes.

Je ne consideére jamais en elle-méme la figure corrélative d’une figure donnée.
Les propriétés analogues au théoréme de Briancmon se déduiraient des pro-
priétés de I'hexagramme par le principe de réeiprocité. Il 'y a pourtant des
cas ol je considére aussi deux figures corrélatives, mais comme formant en-
semble une seule figure.

A cet égard je suppose connu mon Mémoire sur I'hexagramme de 1877,
en outre je fais appel aux propriétés principales de la théorie des substitutions;
et, dans la seconde interprétation géométrique, & la théorie des complexes de
droites.

La méthode que je suis est trés gémnérale et peut s’appliquer & 1’étude
d’une configuration quelconque.

Je crois que mon travail a aussi une certaine importance algébrique; cette
méthode donne de la vie & la théorie des groupes des substitutions en les ren-
dant plus visibles, pour ainsi dire, plus plastiques (*).

On pourrait encore étendre les groupes en question & toute courbe ou surface
unicursale. L’ application directe de la théorie des transformations de Cremona,
I’application & la représentation sur le plan pour les surfaces donnent des ana-
logies nouvelles. Mais ces analogies, comme on le voit facilement, n’ont ni
I'élégance, ni I'importance de celles que nous donnons ici.

(*) Math. Annalen, vol. 2. Ueber die Liniencomplexe 1** und 2* Grades.

(*) KiEix a 6té le premier & utiliser la géométrie pour la représentation des résolvantes
des équations algébriques et pour la résolution des équations. Math. Annalen, vol 4. Ueber
die Resolventenbildung, etc., et vol. 12, Eine neue Auflisung der Gleichungen 5°* Grades, ete.

Annali di Matematica, tomo XI. 15
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Je donne aussi & la fin un théoréme analogue & celui de Pascan pour 8
points queleonques de la courbe rationnelle du 4™ ordre dans 1espace & 4
dimensions.

Pour terminer, je dois avertir que la derniére partie n’est pas complétement
rédigée, faute de temps. Les résultats sont donnés, mais les démonstrations sont
incomplétes. Au besoin, lors de la publication de ce travail, je développerai ce
qui peut y manquer (*).

(*) Aujourdhui je publie en effet les démonstrations complétes en renvois sans altérer
le texte.
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CHAPITRE L

GENERALITE SUR I’ INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA THEORIE
DES SUBSTITUTIONS DE # LETTRES.

§ 1.

Etude de la correspondance projective entre deux espaces & n — 1 dimensions
dans un espace a n —1 dimensions.

NorarTions.

4. Je conserve dans le présent travail les dénominations de point, droite,
plan dans le sens ordinaire et je désigne ces éléments par les symboles R,, B,
R,. J appelle simplement espaces & 3, 4,..., n—1 dimensions les espaces
linéaires & 3, 4,..., n—1 dimensions et je les désigne par les symboles R,
R,,..., R,_,. Je dis que deux espaces sont corrélatifs dans I'espace R,_,, lorsque
la somme de leurs indices est égale & n—2. Ainsi I'espace R, a pour cor-
rélatif 'espace R, p_;. Si n=2¢ I'espace R, est corrélatif de soi-méme.

Deux espaces quelconques R, R, se coupent suivant un espace E,, ou
a=m-+tm'—n-41 ().

J appelle courbe C™ du mme ordre toute figure géométrique dans I'espace
R,_4, qui est rencontrée par un espace quelconque I, _, en m points. De méme -
j appelle surface & 2, 3,..., n—2 dimensions et du m™ ordre toute figure
géométrique qui est coupée par un espace R, , respectivement suivant une
courbe ou suivant une surface & 2, 3,..., »—3 dimensions et du méme ordre.

Ttant donné maintenant un point R, et un espace R, ., qui ne passe pas
par R,, projetons par R, uné courbe ou bien une surface quelconque & 2,
8,... n—3 dimensions et d’ordre m située dans l'espace R, ,. Nous obte-
nons autour du point B,, comme sommet, un cdne-point & 2, 3,..., n—2
dimensions et du méme ordre; en effet ce cOne est coupé par un espace B, _»
quelconque suivant une courbe du méme ordre ou suivant une surface & 2,
3,..., n—3 dimensions et du mme ordre.

(*) Voir A., Math. Annalen, 1. ¢, Einleitung.
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Si I'on veut projeter une figure de l'espace B, , par un espace R, il suffit
de faire passer par l'espace Ry et les points, les droites, etc., et les espaces
Rum-s de la figure des espaces Rpm,., Rmys, etc., Ry ;. Si I'on coupe ces
espaces par un espace R, ,_, quelconque, qui n’ait aucun point commun avec
'espace R,,, on obtient sur B,_n_, la projection de la figure donnée faite par
R,.. Evidemment, ’espace sur lequel on projette et l'espace projetant doivent
étre deux espaces corrélatifs. Ainsi, pour projeter par exemple une figure de
R,_, sur un plan R,, il faut la projeter par un espace R,_,; ou bien, si nous
voulons la projection sur un espace & 3 dimensions I, il faut la projeter par
un espace quelconque R, 5, qui n’ait avec E; aucun point commun.

Le principe de projection nous sera trés utile pour étudier les configura-
tions dans 1'espace 3 3 dimensions et dans le plan. Personne ne s'est encore
occupé de ce principe, mais il y a 1 une méthode féconde pour étudier non
seulement des configurations de points, de droites, de plans, mais aussi de
courbes et de surfaces dans 1'espace & 3 dimensions. L’étude devient beau-
coup plus facile si 'on cherche une configuration, une courbe, ou bien une
surface & deux dimensions dans E,_, dont Ja configuration, la courbe ou la
surface donnée dans R, soit une projection univoque (*).

HowmoerAPHIES,

2. Nous allons maintenant considérer deux espaces S,_,, S'n_s projectifs
situés dans I'espace R,_,. Si nous désignons par @, &z, %s,..., Za les coor-
données homogenes d’un point de S,_, et par z's, 's,..., &'» les coordonnées
du point correspondant de S’4_, on a

P =@+ isPe -+ AinZs  OU i=1, 2,0, n () €))

Les points doubles sont donnés par le déterminant

Ayy=——p Qigees Ain
(/79 agg_P.q. Qon -

: —0, @
ayu anz “ee ann - p

Ce déterminant est du n™e degré en p, il y a done en général n points doubles.

(*) Voir A., Math. Annalen, L ¢. Ce travail  été publié  la fin de I’année derniére, tandis
que j'ai envoyé le présent Mémoire & I’Académie de Bruxelles au mois de juillet précédent.
(*) Les quantités au sont quelconques.
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Les n points doubles forment une pyramide & » sommets; si nous prenons
cette pyramide comme fondamentale, les formules (1)} deviennent

px = a;%;. (3)

1l existe dans V'espace R,_, des homographies spéciales, tout aussi bien que
dans I'espace & 3 dimensions, et qui dépendent évidemment du déterminant (2).
Cependant je m’occuperai seulement des homographies, que j’appelle collinéa-
tions, et qui peuvent &tre toujours représentées par des formules analogues aux
formules (3). ,

Soient AP 4P... AV les.n points doubles, qui déterminent la pyramide fon-
damentale. On voit que cette pyramide a mnT_l) arétes R, #{n —21_);"_2)
faces planes R,, etc., n faces & n—2 dimensions, que nous désignons respec-
tivement par les symboles A%, A4;°®%, etc., 423" "P=A4",, ol les indices
supérieurs indiquent les sommets de la pyramide, par lesquels passe 1’aréte ou
la face considérée. Nous voyons & l'inspection de ces symboles que deux faces
sont corrélatives lorsque les indices supérieurs, pris ensemble, contiennent tous
les » indices 1, 2,..., n. Par ex. le point A; et I’espace A% “* sont cor-
rélatifs. ‘

En général les espaces projectifs S,_,, S'»_, ont dans la face A, seulement
les n—1 points doubles 4,... 4}’; s'ils en ont encore un, tous les points de
A®, correspondront & eux-mémes. Dans ce cas deux points P, P, correspon-
dants quelconques sont situés sur une droite, qui passe par le point Af’; en
d’autres termes on obtient une homologie & n—1 dimensions, ou bien une
collindation de premiére espéce. Je dis que le point 4 et 'espace AY, sont
le centre et Uespace d’homologie, ou bien les deux espaces fondamentoux de
la collinéation.

On voit aussi facilement que les points AP P, P’y et le point d’intersection
de la droite, qui les joint, avec I'espace A2, donnent un rapport anharmonique
constant quels que soient leg points P, P’;. J’appelle ce rapport anharmonique
la caractéristique de la collinéation. )

Si la caractéristique est égal & —1, alors les points P, P’, sont divisés har-
moniquement par AY et A2,. On a dans ce cas une involution de premiére
espéce. Si la caractéristique est égale & tune racine primitive mme de 1’ unité,
chaque point P,(¢’), considéré comme appartenant aux deux espaces S,_.,
S'n_1, donne un cg/cle projectz;f de m points, qu’on ‘obtient en déterminant suec-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



114 . Veronese: Interprétations géométriques

cessivement les points correspondants de PO(Q(,) (*). Je dis alors qu'on a une
collinéation cyclique du m™ ordre.

3. Considérons maintenant les deux espaces Ay¥, A%, En général les
deux espaces Su_i; S'n_, ont dans A¢®, AJ% les points doubles AP AP; AP,...
Ay mais 8’ils en ont encore un dans A‘j’” et A%, tous les points de ces espaces
seront des points doubles de S,_, S'n_,. Deux points correspondants quelcon-
ques P, P’, sont situés, dans ce cas, sur une droite, qui coupe les deux espaces
AP, A%, Deux plans correspondants E,E’, passant respectivement par les
points P,P’, rencontrent I’espace A%, en un point.

Je dis qu'on a dans ce cas une collindation de 2¢ espéce pour laquelle les
espaces A{®, A%, sont les deuxw espaces fondamentaur. On voit aussi que le
rapport anharmonique de deux points correspondants P, P’, et des deux points
d’intersection R,S, de la droite P,P’, avec A}®, A% est constant. En effet,
soient P, P’y, @,Q’, deux couples de points correspondants. Les deux dr01tes

P, Py, ©,Q, déterminent un espace 3
Jl’«l') \Bo M. () trois dimensions, qui passe par la droite
f A et qui coupe I'espace A% suivant
une droite a,, sur laquelle sont situés les
points S,S’; d’intersection des droites
P,P'y, Q, @, avec A"?,. Soit donné en

1
A

n—3

outre un point M,(M’;) de la droite A}?

N,(N) comme sommet; projetons par M, les
~ points P,P’,, et considérons le plan E,
des trois points P, Q,M,. Ce plan ren-
contrera A%, en un point N,(N'.), qui

sera situé sur la droite a,, puisque le

plan E, appartient aussi & I'espace 2

trois dimensions déterminé par les droites P,P’',, Q,@’,. Le plan correspon-
dant E', passe par N, M, et P’, et doit couper la droite @, ¢, au point ¢’,.
Si nous projetons maintenant du point N, les quatre droites M,R,, M,P,,
M,P's, M,S,, on obtient quatre plans, qui passent par la droite N, M, et qui

ey

(*) Pour les cycles projectifs de m points dans I'espace i trois dimensions voir Barra-
auint: Sulle involuzioni di diversi ordini, R. Ace. di Napoli, vol. 1, 2, 7. Krewx et Lie
Math, Annalen, vol. 4. Ueber diejenigen Ebenencurven, welche durch ein geschlossenes Sy-
stem von einfach unendlich vielen vertauschbaren Transformationen in sich iibergehen. A.:
Sopra alcune motevoli configurazioni, ece, Atti della R. Accademia dei Lincei, 1881.
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coupent la droite Q,¢’, aux points R',Q, ¢, S’; 4’ ot

(Po P'o So Ro) = (Qo Q'o S”o Rlo)
c. q. f. d

Ce rapport anharmonique est la caractéristique de la collinéation. Si elle
est égale & —1 on a wune involution de 2° espéce.

En général j’appelle espace fondamental d’une homographle un espace dont
tous les points se correspondent & eux-mémes.

Si 'on continue comme précédemment on obtient des collinéations de 3™°,
4™°,... espéce. Si n=2¢, ou bien n=2¢-41 on voit que, tout au plus, on
a des collinéations de ¢m¢ espéce. Done:

Théoréme 1. Si n=2¢t ou n=2t+1 il y a dans Vespace & n—1 di-
mensions B,_, des collindations de 17¢, 22, 3me,... tme espéce, dans lesquelles se
correspondent & eux-mémes tous les points de deux espaces fondamentaux cor-
rélatifs, respectivement A,, An o5 Asy An_s;ece; Asyy Asa; ou bien A, ,, A
Deuz points correspondants quélconques Py P’y sont situés sur une droite, qui
rencontre les deux espaces fondamentaux en deux points B,S,. Les points R,S,
donnent avec PP’y un rapport anharmonique constant, la caractéristique de
la collindation. 4

St la caractéristique est égale & —1 on a des involutions de 1ore, 2¢, 3me,. ..
tme espéce. Si elle est égale & une racine m™® primitive de Uunité on a des
collinéations cycliques de 17, 2¢,... t™ espéce et du m™ ordre (*).

HomoerAPRIES 0YCLIQUES (®).

4. Comme nous aurons besoin plus loin de ces homographies, je vais en
donner les propriétés principales.
Nous avons trouvé pour la correspondance homographlque générale les for-

mules
pxi=0;%; i=1, 2,... n. )]

( ) Pour n =4 on obtient deux collinéations dans I'espace & trois dimensions; pour la pre-
midre les deux espaces fondamentaux sont un point et un plan; pour la seconde ce sont
deux droites quelconques. Si la caractéristique est égale & — 1 on obtient des collinéations
ou homologies en involution. (Involutorische Collinéation ou bien simplement Involution. Voir
par ex. Fieprer Darstell. Geom. et REYE: Geom. der Lage, II Abth.) C’est done dans ce sens
que je me suis servi du mot «involution » et non dans le sens de BarracrLini, car j appelle
les involutions de BaTTAGLINI, comme nous le verrons mieux plus loin, cycles projectifs, si 'on
considere ces involutions en elles-mémes, et collinéations cycliques lorsqu’il s’agit d’une col-
linéation ou homologie pour laquelle la caractéristique est égale & une racine m™ de l'unité.

(*) On voit par ce numéro méme que je n’ai pas non plus appelé involutions les Homo-
graphies cycliques, comme le veut faire croire M. Forie dans son rapport.
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Si nous opérons successivement cette transformation & un point quelconque #;,
nous obtenons un groupe de points

Yiy aiYs, @i Yiyeees ai' Yiy - )
que nous appelons un groupe projectif de points dans I'espace R, ,. Il est
clair qu’on passe du point y; au point ai'y; par les formules

p:c'.~=a;-"x; (3)
on voit donc que les points y;, al'y:, ai"yi, etc., forment aussi un groupe

projectif.
Si I'on suppose que les constantes a; sont toutes positives, les points du
groupe (1), qui sont en nombre infini, déterminent une courbe transcendante W.

On obtient cette courbe en éliminant m et p, de maniere qu’'on a

log % o \10g dn log . log s logfl1 log iR

X un [ X2 a, (X X an [X xX

B @) (@) =1 () ()" (2] =1, oo )
¥ ye Yn y ys

. Yn
En supposant @, >a,>a;>a...>0a, et puisque on a
Qe as a3
loga—l—loga—‘-{—lo E=O’

nous pouvons écrire

T IOgZ_:. Le Iog%’f Iy ’Ogg':-*_l()g% Ze ]OJZ: x'3 Ing: ZIn lng:l—z+log%:-
)6 =) ) GG  ete- ©)
La courbe W peut done étre donnée par I'intersection de » —2 cénes & n—1
dimensions dont les sommets sont »—2 espaces A, , de la pyramide fonda-
mentale. Cette courbe sera algébrique lorsque les logarithmes des rapports des
coeflicients @ seront proportionnels & des nombres rationnels quelconques. Comme
les courbes W planes et- de I'espace & trois dimensions, les courbes W des
espaces & plus de trois dimensions ont la propriété de se transformer en elles-
mémes par des transformatiops infiniment petites (*).

En effet, en posant
' Op="12Tn=1 i=1, ete.

en différenciant les équations (5) on a:

07e 22 logas 0rs__ a3 logas 0%n-t _ Zn_, logan_s (6)

——

00X @y logus ’ Dzs s logag, ’ O0%n_2  an_s logan_e

(*) Voir Kueiy, Lie et A.: Sopre alcune configurazioni, 1. ec.
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Si nous posons
., = 4+ Joga,dm
!

2, =o'y +2'loga.dm

! (7

Ty =% pn_1+ % n_iloga,_dm

ot dm est une quantité infiniment petite, et si nous différencions nous obtenons
les équations (6). Mais les formules (6) nous donnent une transformation li-
néaire infiniment petite; donc, en opérant sur les courbes W une telle transfor-
mation, elles se transforment en elles-mémes. En la répétant on pourra passer
d’un point P, de la courbe W & un quelconque de ses points ¢,; on obtiendra
ainsi une transformation de la forme

 pmi=al . (8)
Nous voyons que dans toutes les homographies données par les transformations
d’ume courbe W en elle-méme, la pyramide fondamentale est toujours la py-
ramide des points doubles. Les tangentes p,, q, en Py, @, & la courbe sont deux
droites correspondantes dans I"homographie (8). On a done:

Théoréme 1I. Un groupe projectif de points, détermine une courbe tran-
scendante W, yui dans certains cas peut étre aussi algébrique. Les tangentes
d’une courbe W quelconque rencontrent quatre faces quelconques & n—2 di-
mensions de la pyramide des points doubles, donnde par le groupe projectif,
en quatre points d’un rapport anharmonique constant.

Théoréme I111. Deux courbes quelconques W se rencontrent seulement aux
sommets de la pyramide fondamentale, par ok elles passent.

Une courbe W a toutes ses singularités sur les sommets, arétes, elc., de la
pyramide fondamentale.

Théoréme IV. Une droite B, ou un plan R,, efc., donne liew & une sur-
Jace engendrée par ume droite, ou par un plan, efc., qui relativement & ses
droites, plans, elc., a des propriétés analogues & celles des courbes W relati-
vement & leurs points.

5. Si nous supposons dans les formules (7) du numéro précédent a7'=1
ol bien a;="%1, le point afy; du groupe projectif tombe sur le point y; méme,
c’est & dire que mous avons un cycle projectif de m points.

Les formules (8) deviendront '
guimy =y
pri=e " ou bien pa’,=roiz;
olt u==0, 1,..., m—1 et r est une racine primitive mme de 1’ unité.
Annali di Matematica, tomo XI. 16
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Si I'on multiplie les coordonnées d’un point quelconque, par ex. yi, ¥s,...,
Yn, par n des racines mme* de I'unité de toutes les manidres possibles, on ob-
tient m™™! points qui forment un groupe (Yi)me-1.

Considérons les deux points de ce groupe, dont les coordonnées sont

Yy 1Py, P Ys, TP Y piageney TPr1Yn sy Yn 1)

Yy PGy Py P Yy PTGy, Yee o (2)

On voit facilment qu’ils sont situés sur une droite, qui rencontre les deux faces
Ty=T = =T;=A45_,=0; Tspy==Tgp ="+ =T =An s, =0

de la pyramide fondamentale. On voit aussi qu'on peut passer du ‘point (1)
au point (2) en multipliant les s premidres coordonnées de (1) par 7% et les
n—s dernidres par r%.

Si maintenant nous faisons la méme chose avec le point (2) nous obtenons
le point

P Y gy ey Pt g, PP Ysiny ey Yn @)

et en continuant & faire la méme opération avec le point (3) et ainsi de suite,
il est clair, qu'on obtient un cycle projectif de m points situés sur une méme
droite. Donc:

Théoréme V. Si Uon multiplie par ex. les s premiéres coordonndes d’un
point quelconque du groupe (Ys)mr— successivement par une puissance r4: d’une
racine primitive m™ de Uunité, et les n—1 autres par une aulre puissance
r2:, on obtient m points &’ un cycle projectif, situés sur une droite. Cette droite
rencontre les deux faces

Ty =Ty=-- - =a;=4;_,=0, Lop1=Tsyp=r+ o =Tp=Ap_s_,=0

de la pyramide fondamentale. D’aprés le théoréme I les m points forment un
cycle de m™ ordre et de s™ espéce. .

Théoréme VI. Pour chaque couple de faces opposées As i, An_s_s de la
pyramide fondamentale le groupe (y:)m»- se décompose en m»* cycles projectifs
de sme espice et d'ordre m, situds respectivement sur autant de droites, qui
coupent les deux faces As_,, An_s_s.

St n=2¢%, ou bien n=2¢-+41, on a tout au plus des cycles projectifs de

ime espéce, situds sur des lignes droites.

6. Considérons maintenant les deux points

Yy Yz Yzyeeny Ynay Yn - (1)
Yy« TYpy 7 Ysyeeey " Yn_ay Yne )
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On passe du point (1) au point (2) en multipliant les coordonnées de (1) res-
pectivement par r, #%..., 7%, 1. Si nous multiplions par ces mémes quan-
ités les coordonnées de (2), nous obtenons le point

Yy Yy T Ynogy Yo (3)
En continuant ainsi on obtient m points d’un eyecle projectif, mais qui ne sont
pas situés sur une droite. Le m™¢ point sera

Tmaiy“..-, rYn_1, Yn- (m)

Ces m points sont situés sur une courbe W. Il n’est pas difficile de voir, d’a-
prés le n.° 4, que cette courbe est algébrique. Je dis que ce cycle est du m™e
ordre et de la (£ 1) espéce, lorsque n=2¢ ou n=2¢--1. Donc:
Théoréme VII. Les m points du groupe (4)m—1, quw’ on déduit d’un point
quelconque de (Y)mr—1 en multipliant ses coordonndes respectivement par r, 2,
73,0, 74 1 forment un cycle projectif de la (t-+ 1) espéce et du m™e ordre
(n=2¢% ou =2¢+ 1), qui est situé sur une courbe algébriqgue W.
Si n==m il est facile, par ce qui précéde, de démontrer le théoréme suivant:
Théoréme VIII. Les n points d’un cycle projectif de (¢ -+ 1)"¢ espéce et
d’ordre n sont situéds sur une courbe rationnelle W de (n— 1y ordre (*).
7. 81 au lieu de considérer un point y; on considére la surface du 2% degré
3 n—2 dimensions
v+ a4 2h=0 )
et si I’on multiplie #}, x3,..., 2} de toutes les maniéres possibles par » racines
mes de I'unité, on obtient aussi un groupe de m”~* surfaces du 2¢ degré & n—2
dimensions (S).»1. Or, avec ses m** surfaces on peut former, d’ une maniére
analogue & celle des numéros précédents, des cycles projectifs de m surfaces
et respectivement de la Iere, 2¢, efc. (¢4 1yme espéce et d ordre m.
Si nous considérons deux surfaces d’un cycle projectif de s”¢ espece, par ex.:

rPxy e drPegl SrPenal,, S0P, 4a,=0
PG gt e P g Pt Gl P, =0

on déduit:
Toutes les surfaces d’un cycle projectif de s™ espéce, o s< i1, se tou-
chent suivant deux surfaces du 3% degré respectivement 4 s—2 et & n—s—2

(*) La courbe d'ordre n—1 est la courbe la plus simple qui puisse exister dans I'espace
EB._, sans &étre situde dans un espace de dimensions moindre,
Voir maintenant mon travail des Math, Annalen, 1. ¢,
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dimensions, situdes dans deux jfaces opposdes As_.y An-s_v de la pyramide fon-
damentale. ’

8i I'on considére un cycle projectif de (£ 1) espece, par ex. celui qui est
déterminé par les deux surfaces

o +x; et =0
ray eyt o ey 2 =0;

on voit que les m surfaces du cycle rencontrent les arétes de la pyramide
fondamentale en des points différents.
Nous avons aussi les théorémes suivants:

Théoréme IX. Un cycle projectif de m points du groupe (y:i)m»-+ de s™
espéce a le méme cycle polaire par rapport aux surfaces du 22 degré de m»™*
cycles du groupe (S)w— de s™ espéce. Si le cycle du groupe (yi)m— est de
la (4 1)me espéce, la courbe W qu'il détermine, a la méme polaire réciproque
par rapport & m*~t cycles de surfaces du 2¢ degré et de (t 41y espéce.

Théoréme X. Le groupe (Yi)m—' @ par rapport & toutes les m»™* surfaces
du groupe (S)u»— le méme groupe polaire de m»™* espaces v; & n—2 dimen-
sions, qui jforment aussi un groupe (Vi)m .

Théoréme XI. La polaire réciproque d’une surface du 2% degrd d’un
cycle d’espéce quelconque par rapport & une autre surface du cycle, appartient
au méme cycle.

La polaire réciproque d’ une surface du 2% degré par rapport & une autre
surface du groupe (S)n— est une surface du méme growpe (*).

§ 2.

Interprétation géoméirique d’une substitution quelconque,
particulidrement de la forme (12) (34).... (m—1, m).

8. Soient yi, ys,..., ¥ les coordonnées d’un point S, de I'espace Kn_.;
si nous permutons les n indices des coordonnées de toutes les manidres possi-
bles nous obtenons 1-2-8... n=N points, qui représentent les N permuta-
tions des indices 1, 2, 3,..., n. Je dis qu’ils forment un groupe (S;)y.

(*) Pour les systdmes polaires voir A., Math. Ann,, 1. ¢., pag. 184 et suivantes. Pour
les groupes (y:)w~—1 6t (S)mn-1 lorsque n.=3, ¢ voir A.; Sopra alcune configurazioni, etc.
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On peut mettre une substitution quelconque sous la forme
l 123... =

klm... p @

(ky 1, m,.. P étant, & I ordre prés, 1dent1ques a1, 2,.., n). La substitution
peut donc g’exprimer par la” transformation lméalre

p'y =y,
lezzxL

: (2)
P’x'n=xpo

On voit trés clairement que nous avons 3 faire & une homographie entre deux
espaces & n—1 dimensions, que nous avons déja étudiée dans le paragraphe
précédent.

Les points doubles sont donnés par le déterminant

—pZy, 0, 0,... Thyeoo 0
0, — Pz, 0,... Z7... 0,... 0
. == ). 3)
O', O’; 02-., 0’... 0,--. xp,... —pxn

Les points doubles de cette hOmographle restent invariables par la substitu-
tion (1% Done:

Théoréme XII. En opérant une substitution quelconque sur les indices
des coordonnées d’un point y;, on obtient en général n points qui restent in-
variables.

9. Nous avons trouvé (n.° 3) certaines espéces de collinéations et d’ho-
mographies (n.° 4) que nous rencontrons ici comme des cas spéciaux d’une
substitution®* quelconque.

a) Considérons d’abord la substitution (12),
En opérant cette substitution sur un point

, Y1, Y2y Ysyeeey Yn
on obtient le point

T o

s Yz Yy Ysyeeey Yns

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



122 Veronese: Interprétations géométriques

Dans ce cas nous avons donc une involution de premidre espéce; c'est & dire
que les deux points sont situés sur une droite, qui passe par le point des coor-
données
— Pu2
i, -1, 0 0,... 0=P;

tandis que I’espace fondamental de I'involution est

93“ -_— xgEH;f.z_)g == 0.

. n'(n—1 . .
Or, comme la pyramide fondamentale a Kl 5 ) arétes, il est clair, que nous
nn—1 . ; g . TP <
avons —(—2—) points P, situés respectivement sur ces droites et un égal

(n—1)
2

i ” .
nombre d’espaces II{*,. Il y a encore un autre groupe de points

P’ qui sont situés respectivement sur les arétes de la pyramide fondamen-
tale, dont les coordonnées sont de la forme

o 0,.. 1, 0.. 1, 0.. O

Par exemple les points P,® et P'!® sont situés sur I'aréte AP AP et divisent

harmoniquement le segment A A?. Il y a aussi un autre groupe de nn—1)

2
espaces ITI%h, dont les équations sont de la forme
zi+2r=0.

L’espace II;”; contient tous les points P, excepté ceux qui ont dans leurs
indice supérieur seulement I'indice 1 ou I'indice 2; c'est & dire qu'il contient
(n—2)(n—3) 2)2("—3)+ 1 points P'é™, En outre, il passe par tous les points P qui
n’ont ni I'indice 1, ni P'indice 2 ou ni 'un, ni I’autre. Il passe donc par
(n—2)(n—3)
2 .
rapport aux points P{® et P'(%),
Si 'on considére la surface & n—2 dimensions du 2! degré

it dai=855,=0 )

on voit facilement que les points P et P'#*' ont pour espaces polaires, par

rapport & la surface (1), les espaces I} et IT'"s; cest & dire que la figure

formée par les points Py, P’ et par les espaces I\, II'%, est polaire

réciproque d’elle-méme par rapport & la surface (1). Donc:

points P{®. La méme chose a lieu pour les espaces IL*}, par
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Théoréme XIII. Sur chaque aréte de la pyramide fondamentale, par ex.
ADAR=A 4l y o deux points P, P, dont les coordonndes sont res-
pectivement 0, 0,... 0, 1, 0,... 0, —1, O,... 0; 0, 0,... 0, 1, 0,... 0, I,
0,... 0, et qui divisent harmoniquement le segment AP AP, 1l y a aussi pour
chaque face & n—3 dimensions de la pyramide fondamentale, par exemple
APy AR = AT deux espaces I, I, dont les dquations sont de la forme

Z; F2r=0

qui passent par AL et qui divisent harmoniquement les deux faces AP, ,

AP,. Les n(”;n espaces Xy passent par le point « unité » (le point qui

a toutes les coordonndes égales & I unité).

Un espace quelconque I, contient (—n:—%)zﬁz;?’—) +1 points P () et (”;2)2(7%—_—?2
N(n—3 . ,
points PE®. De méme un espace TI¥), contient (—)2(”——2-[—1 points P
et (—ZZ——Q);—"; points P,

Théoréme XIV. La figure formée par les points Pj®, P ot par les
espaces TIEY, , TGS, est polaire réciproque d’elle-méme par rapport & la surface
du 2% degré & n—2 dimensions S2i=S%_,=0.

Théoréme XV. Les 1-2-3... n=N points qu’on obtient en permutant
de toutes les maniéres possibles les indices 1, 2, 3,..., n des coordonnées d’'un

point S, dans Uespace Rn_., et qui forment un groupe (S,)y, sont situés deux
& deux sur 3-4... . droites, qui passent par un quelconque des points
2 ’
P{®, Les deux points sur une de ces droites sont divisés harmoniquement par
P et par Vespace IIi<y.
b) Yoyons maintenant une substitution de la forme (12) (34).
Du point ¥:, 4y Y3y Yy Ysy-++y Yn OB passe au point

Y. Yn Y4, Y3y Ysyerr  Yno

Pour cette substitution tous les points de la droite Pi®P3® et tous les points
de l'espace & n—3 dimensions II;2,, II:9, restent fixes. En effet, chaque point
de la droite P§® P2 a ses coordonnées de la forme

1y =1L, oy = 0 0., "0

ol X est un paramétre. Cela a lieu aussi pour chaque point de I'espace IT;2, I3,
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qui est donné par les deux équations
xl — xz == O’ — x4 0

¢

c'est & dire que nous avons une snvolution dg 2° espéce (0.° 8). Les N points du

groupe (S,)x sont done situés deux b deux sur = drmtes, qui rencontrent la

2
droite Py» P = P% et |'espace II;{BQII(“’Q_H;‘?’“’ Or le nombre des droites
P,, qui passent par le point P est @:—2);—n—3)s il y en a en tout

n(n—I)(n2—8-2)(n—3)5 done:
Théoréme XVI. Les ”(nz_]) points P9 déterminent "(n—l)(z;2)(”—3)
droites PP (ol a, B, v, & sont quatre indices différents de la série 1,
2,... 1), qui contiennent les deux pomts PR P De méme les espaces
nin—1Y(n—2)(n—

23

I, déterminent espaces (A0 oiy se rencontrent les
deur espaces TIF) T,
Théoréme XVII. Les N points du groupe (S,)y sont situés deuz & deux

sur 972_ droites qui coupent une des droites PP ef Uespace correspondant

[(£)(9), Les deuz points sur une des g droites sont divisds harmoniquement

par la droite P, et par T espace 11,_s.

c¢) 11 est évident que I'on peut faire des considérations analogues pour
la substitution (12) (34) (56); passons néanmoins immédiatement & la substi-
tution de la forme

(12)(34)...(m—1, m)

ot m est naturellement un nombre pair plus petit ou égal ?L n, 81 n est pair.
Du point

Yiy Yoy Yss Yayeery Ymoty Ymy Ymyayeeoy Yn
on passé au point
Y23 Yy Yoy Ysyeee Ymy Ymsy Ympigseey Yno

On peut facilement vérifier, que les points de I'espace déterminé par les points
Py, Pg*,..., PO, que Je désigne par le symbole P;;*ff‘":“”“’ ", 8¢ transfor-
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e . m
ment en eux-mémes, ainsi que les points de I'espace, ol se rencontre les —

espaces II3%,,... I"3%™, Pour trouver le nombre des plans Py, il suffit
de séparer les indices 1234 des restants 5, 6,..., n.

(n—4)(n—5)
2

Or, avec ceux-ci on peut former combinaisons de deux indices,

(n—4)(n—5)
2

qui ont la droite P{** commune. Si l'on fait la méme chose pour toutes. les

nin—1)(n—2)(n—
Q3

L n(n—1)...(n—5)

24.3 '

que le nombre des espaces P, , ot des espaces II

Z

et si nous les combinons avec {12) (34) nous obtenons plans P,,

3) droites P,, on trouve que le nombre de plans P, est pré-

cisément

En continuant ainsi on arrive & cette déduction,

m . est

2

nn—1(n—m-t1)
b

T g .7

2 3-4 o)

si n=m=2¢ il en résulte que le nombre des espaces P, Il:_, est

b4 1)(E42)...(20—1)

9t—¢

Done: :
Théoréme XVIII. Les n(n-2—1) points P déterminent

nm—1)...(n—m-+1)

b
97,2y

espaces PEA @)~ (a, By..., v sont m indices de la série 123...n) qui
5—1
2 .
passent par les points PR P),..., PW). On a un égal nombre d’espaces
H(“ﬁ)(vai---(-‘“), déterminés par Uintersection des %L espaces meA),.. o) , et qui

m

N———

2
sont les polaires des premiers par rapport & la surface S;_s=0.
tE1)--+(2¢—1)
ot—1 -
tiques & Vordre prés aux indices 1, 2,... n) et un égal nombre d’espaces
TI{=R) -+ (<2),

Sin=2¢ton a espaces PR (4 B,... %, £ sont iden-

Annali di Matematkica, tomo XI, 17
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Nous voyons que les espaces
) ma—xﬂEHf{"_‘:‘g’=0

.

t, —ry =M =0
passent par les points P'(*A P ... P9 done:
Théoréme XIX. Les espaces IR0 sont déterminds par les points
PR P L., PR
Théoréme XX. Les N points du groupe (So)y sont situés, deux & deux sur

N . . -
= droifes qui rencontrent deux espaces correspondants quelconques P%»_ 0 II_?_ ¢

Les deux points d'une de ces droites sont divisés harmoniquement par les deux
espaces. '
De ce qui précéde on tire aussi la déduction suivante:
Théoréme XX1I. Les points Py* sont situés dans Uespace unité Sz;=0 et,
n(n—1)n—2)

droites d’intersection de cet espace

n(n-1)(n-2)(n-3)
2-3-4

espaces & trois dimensions, etc.

en conséquence, 3 & 3 sur les

avec les faces planes de la pyramide fondamentale; 6 & 6 sur
n(n-1)n-2)(n-3)(n~4)
2:3+4+5
Les 6 points d’un tel plan sont les sommets d’un quadrilatére et les 10
points d'un tel espace & trois dimensions sont les sommets d un pentaédre.
Les points Py*) et P'J* d’'une quelconque des faces planes de la pyramide
Jondamentale sont les sommets d’un quadrilatére, et ceux d’une quelconque des
faces & trois dimensions forment trois tétraédres d un systéme desmique (*).
nin—1)(n—2) n(n—1)(n—2)(n—3) de
2-3 2-3.4
ces systémes desmiques.

plans et 10 & 10 sur

Il y a donc de ces quadrilatéres et

§ 3.

Substitutions cycliques.
40. o) Nous considérons d’abord une substitution cyclique de tous les »
indices, par exemple

(123...%).

(*) Voir A.: Sopra alcune nolevoli configuraziont, ete. 1. e,
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v

Du point y:, ¥y ¥s,-.., Yn on obtient les »—1 autres points
YaYsYseo Y
. . (1)

YiYsYzeeYn 1o
Or, ces points forment un cycle projectif (n.° 5) ou, en d’autres termes, la
substitution (1234...n) donne une homographie cyclique d’ordre n. En effet,
les points doubles de 'homographie donnée par la substitution (123... n) sont
évidemment les n points

\

1, 1, 1,..., 1, 1

3 3 nei
Tny 7oy Poyeery o 1

n—2

1‘:, 7':1, 7‘2,..., Ta 7y 1 (2)
n—1 n—2 n—3
rn Tn Pn yeeey Tn, 1

ol 7, est une racine #”¢ primitive de l'unité. Nous voyons qu’il y a dans
chaque ligne verticale et dans chaque ligne horizontale de (2) toutes les ra-
cines nmes de I'unité. Mais les » points (2) d’aprés le numéro 5 forment un
cycle projectif de » points par rapport & la pyramide fondamentale, situé sur
une courbe rationnelle W de (n—1)" ordre; donc les faces & #n — 2 dimen-
sions de la pyramide déterminée par les » points (2), peuvent éire écrites sous
la forme
Tt T+ 24 F 2, =0

TaZi 130+ 10+ 2, =0

: - ®)
r w2 =0
On voit aussi que le cycle (2) est polaire du cycle (3) par rapport & la sur-
face S2_ (n.° 7). Si nous calculons les coordonnées des n points (1) par rap-
port & la pyramide (8), nous voyons qu’elles sont précisément de la forme

’ ’ ’
Yo Y2yeeey Yn

’ e 7 !
"nY 1y TalYeyeeny Yn
n—y - n-2 s 4
n Y4, Tn "Yayeiny Yn
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ce qu’il fallait démontrer. Donec:

Théoréme XXII. Les points doubles de U’ homographie donnée par une
substitution cyclique de tous les n indices par ex. (1234... n) forment un
cycle projectif de n points par rapport & la pyramide fondamentale, cycle qus
est situé sur une courbe rationnelle W de (n—1)™ ordre.

Théoréme XXIII. Les n points qu'on obtient en partant d’un pomt So
et opérant sur ce point la substitution cyclique (123...n) forment aussi un
eycle projectif par rapport & la pyramide des points doubles. Ces points sont
situés sur une courbe rationnelle W de (n—1)™° ordre.

Les N points du groupe (S))y forment % cycles projectifs, qui correspon-
dent & la substitution (123...n).

Or, les points de la forme (2), qui ont pour coordonnées les différentes puis-
sances d'une racine primitive #”¢ de I'unité (mod ) sont en tout % J’appelle
(r») le groupe qu’ils forment.

Dans le groupe total des substitutions de # letires il y en a % de cycli-

ques, qui contiennent tous les n indices.

On sait que la p™ puissance d’une substitution S eyclique de I’ordre # est
aussi une substitution cyclique si p est premier avec mn. Si n est premier il
est clair que toutes les puissances de S sont des substitutions cycliques. Si n

n'est pas premier, supposons que C représente la quantité des nombres pre-
miers avec n.

Dans le premier cas on voit que les E substitutions cycliques du groupe total
determment N - homographies cycliques; dans le second cas elles en détermi-

nent i\f_ .
nC

Théoréme XXIV. Les _z::r substitutions cycliques du groupe total des subs-
titutions de n letires donnent liew & —zg homographies cycliques, si n est

premier, et — si n n'est pas premier. Les points doubles de ces homographies

nC
sont n—1 points du groupe (rx) et le point unité. Ces points forment un cycle

projectif d’ordre n par rapport & la pyramide fondamentale, situé sur une
courbe rationnelle W du (n— 1) ordre.

Théoréme XXV. Les N points du groupe (S;)y forment de % ou de
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IZ, maniéres différentes —lz cycles projectifs de n points, chaque cycle étant

situé sur ume courbe mtwnnell& W de (n—1)=° ordre.
b) Nous allons maintenant nous occuper des substitutions eycliques, qui

contiennent moins de # indices, par exemple:
1, 2, 3,..., 8) ou s<nm.
Du point
Y1y Y2y Yayeeey Ysy Ystayeery Yn
on obtient les points

Yz Y3 Yayerns Y1 Yst1yeeey Yn
: )
Ysy Yu Yzyeery Ys-1 Ysrayeeny Yn-
Si nous projetons les s points (1) par la face An s_4
x5+g=0, x3+2=07-.. xn=0

de la pyramide fondamentale sur la face opposée As_;, on obtient sur celle-ci
un eycle projectif de s points. On a donc une homographie (*) cyclique d’ordre
s autour de I'espace A,_s_.. Les espaces doubles de cette homographie sont
les espaces E,., qui passent par A, , , et par les s points suivants

1, 1, 1,... 1, 1, 0,.., 0

—1
Tsy s, T3yeee s 1, 0,..., 0 @
—2
re, ri, r5y.e. e, 1, 0,..., 0
7874, re2, rho. 1, 1, 0y.ery 0.

Les s—1 derniers points de (2) sont situés sur I'espace unité Zz;=0 et sur
Iespacé A,_;. On obtient donc dans cet espace une homographie cyclique
d’ordre s.

Théoréme XXVI. Une substitution cyclique de s<<n indices donne une
homographie cyclique d’ordre s autour d’une des faces An_s_, de la pyramide
fondamentale. Les s espaces doubles B, s de cette homographie passent par

(*) De méme que dans I’espace E, on peut avoir autour d’une droite des faisceaux de
plans projectifs, de méme dans l’espace R, on peut avoir autour d'un espace, par ex.
R,_4 des systdmes projectifs s — 1 fois infinis.
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—— e —— —————— et e e T e e = e e

An_s_s; par le point unité et respectivement par s—1 points, situés dans la
JSace A,_; opposée & An_s_,, dont les s coordonnées, désignées par les indices
de la substitution, sont les différentes racines smes de Uunité.,
Par ce qui précede, en posant 1-2:3...5=3, on a:
Théoréme XXVII. Aulour d’une face An_s_, quelconque de lo pyramide

s . . .8 .
fondamentale on a =, si s est un nombre premier, ou bien —, homographies
s2? 7 sC’

cycliques d’ordre s, ou C' indique la quantité des nombres premiers avec s,
et plus petits que s.

§ 4.

Théorémes généraux sur les groupes
qu’on obtient en permutant moins de » indices.

14. Du numéro précédent ) nous concluons qu'il y a (»n—2) espéces
d’homographies cycliques, respectivement de I'ordre 7, n—1, ete. 3. Or il est
n(n—1) .-(n—3s)
) 2e3ee-8
données sont les différentes racines smes de I'unité et dont les autres n—s
sont égales & zéro. Je dis que ces points forment un groupe (rs). On voit fa-
cilement, quelle que soit s (s <n), que les points de (rs) sont situés dans l'e-
space unité

clair que dans toute la figure il y a points, dont les s coor-

done:

Théoréme XXVIII. Tous les poinis des n—2 groupes rs sont situés dans
Pespace unité Sx;=0.

42. Si I'on permute seulement s coordonnées d’un point S,, par exemple
les s premiéres, on obtient 1-2.3...s=S autres points, qui forment un groupe
(S)s spécial. Je dis que ces S points sont situés sur un espace R,_,. 1l suffit
de démontrer ce théoréme pour s=n—1, et nous pourrons le démontrer en-
suite pour s quelconque.

En effet, faisons passer par le point

Y. . Yzyeeey Yn

et*par 1'espace RE,_s, oll se rencontrent les deux espaces 32;=0, ,=0, un
? b
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espace R, ., dont I'équation peut se mettre sous la forme

A A o 2 R X L kL _';{ “~+'”"“'wn=0. (1)
% n
On voit que si on permute toutes les »—1 coordonnées ¥, ¥zy--+y Yn_1 OD
obtient 1.2.3...n—1 points situés dans 1’espace (1). Les espaces 3z;=0 et
x,=0 passent par les points du groupe (rn_s), qui ont la derniére coordonnée
nu]le ces points seront donc aussi situés en (1).

Les 1.2.3...(n— 1)——5\I points (S,,)N situés dans 1’espace (1) forment un

groupe de points qui dépend des substitutions de n— 1 indices; ils seront done
. N N . ve
gitués W —T) a w1 1 espaces R, ,, qui passeront par l'inter-

section de I’espace unité et de x,=0 avec une autre face quelconque zz=0

de la pyramide fondamentale. Le groupe de points dan8 un tel espace

N
nn—1)
R, _; dépend aussi des permutations de »— 2 indices. Les N points du groupe

(So)y forment done n(n—1) groupes de 5 points, situés respectivement

N
n(n-—
dans n(n~=1) espaces R, ,, qui passent par I mtersectlon de deux faces z,=0
2, =0 avec I'espace Sz;=0.

La loi est évidente, donc:

Théoréme XXIX. Si Uon permute s coordonndes d’ un point S,, par exemple
les s premiéres, les RSy points, qui en résultent et qui appar-

tiennent au groupe total (S))y, sont situés sur un espace Bs_,. Cet espace passe
par Uintersection de U espace unitd Sx;==0 ef les n—s faces

xs+{=0’ x3+g=07u- xn=0

de la pyramide fondamentale.
Los o 2V
E+D(E+2)--n
mutations de s indices et auquel s’ appliquent les théorémes donnés pour 8 =n.
Théoréme XXX. Les N points du groupe (So)y forment (s+1)(s42):--n
groupes (8,)s situés respectivement sur (s-41)(s+2)---n espaces Es_,, et qui
passent par Despace .Rs 2, donné par :

points forment un groupe (So)s qui dépend des per-

" Zx;=0, Zsyi =0, Loy =0,... “2p =0
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En tout on peut former (s+1)(s+2)--- n. " --11)-‘-;?1.:3-#11
avec les N points de (So)y.

Corollaire I. Les N points de (Sy)y forment 4-5---n groupes (S,); de
6 points situés respectivement sur 4-5---n plans R,, passant par la droite o

se rencontrent les espaces

de ces groupes

Z(I}i=0, $4=0, £E5=0,... $n=0-

'u(n—l)(n

En tout on peut former avec N points (So)y 4-5---m 5.3 =3 g ces

groupes.

Corollaire II. Les N points de (So)y forment 5.6...n groupes (S). de
24 points situés respectivement sur 5-6---n espaces Rs, qui passent par le
plan, o se rencontrent les espaces

2x;=0, x5=0, x6=0,..-, Tn=0.
On a en tout 5-6.--n- "{":l)é';__f)(""s) de ces groupes.
§ 5

Représentation des groupes de substitutions.

43. On sait, par la théorie des substitutions, qu’un groupe quelconque des
substitutions de n lettres peut étre toujours représenté par une fonction et vi-
ceversa (*¥). Soit F une fonction qui représente un groupe 4 des substitutions
des n lettres z,, @;,... #, d'ordre m. En posant

F=0 D)

on a une surface, qui représente géoméiriquement seulement le groupe 4, ou
bien un groupe B de I’ordre m/, qui contient 4. Le second cas arrive toujours
lorsqu’il y a des substitutions' 7, qui operées sur la fonction F' la changent de
signe sans changer pourtant sa valeur abgolue. Si ces substitutions n’existent
pas, la surface (1) représente seulement le groupe 4 si elles existent, il faudra
ajouter & F' une fonction F' symétrique des n lettres z,,..., , & une seule

(*) Jorbax: Théorie des substitutions, § B, pag. 50; ce théordme est dd & Cavcar.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



de la théorie des substitutions de n lettres, etc. 133

valeur. Dans ce cas
F4+F' =0 2)

représentera le seul groupe A.

Si nous considérons maintenant m fonctions semblables, ¢’est & dire  fone-
tions qui représentent le méme groupe A de substitutions, en les égalant &
zéro et en considérant I'intersection des surfaces, représentées par ces équations,
nous obtiendrons une surface & # —m — 1 dimensions, qui représentera le méme
groupe A. :

Cette surface pourra se réduire & une courbe, ou bien & un certain nombre
de points. Done:

Théoréme XXXI. Chaque groupe de substitutions peut étre représenté par
une surface & n—2, n—3,...,-2 dimensions, ou par une courbe, ou bien aussi
par un certain nombre de points. ‘

Si nous considérons m fonctions, qui ne sgont pas semblables, correspondant
& m groupes AM, A®), ... A" et si nous représentons géométriquement ces m
groupes par des surfaces & n — 2 dimensions; leur intersection représentera un
groupe résultant de la fonction, qui est le produit des s fonctions données, plus
une fonction symétrique & une seule valeur, s'il en est besoin.

On a aussi:

Théoréme XXXII. Pour chaque groupe A de substitutions d’ordre p on
obtient d’un point S, un groupe de p points (Sy)p. Avec fous les N points du

groupe total (S))y on peut- former auw moyen du groupe A, % groupes (Sy)yp

N
(m=1, 2,00 ;)

Le groupe des _JZ\T_ substitutions paires nous donne deux groupes (4 o)y (So)s
K

trés intéressants. Si nous opérons sur un point quelconque d’un de ces deux

groupes une substitution impaire, on obfient un point du second groupe. Si

cette substitution est de la forme (a8)(yd)...(»v), olt le nombre des transposi-

tions est impair et en outre si ces transpositions contiennent des lettres dif-

férentes, nous obtenons par exemple au moyen du point S, de (Sy)i un point
Z

8’y du groupe (S,)%. Les deux points S,, S’y sont alors situés sur une droite
zZ

qui coupe I'espace P(«#)(7%) --(») et I'espace correspondant II(«f)(%)-~(w), c'est

& dire les espaces fondamentaux de l'involution donnée par la substitution

(2B)(y9)...(uv). Si la substitution est de la forme («8) les deux points S, S’
Annali di Matematica, tomo XI. 18
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sont situés sur une droite passant par le point P{*f), et les points §,S’, sont
divisés harmoniquement par le point P{*#) et par I'espace IT\*f); P{"#) et TI\"F)
étant le centre et I'espace de I'involution donnée par la substitution (), donc:

Théoréme XXXIII. Pour le groupe des f;l substitutions paires le groupe

(Se)w; qui provient d’un point quelconque S,, se décompose en deux pyramz’des
dé % sommets (S,)y; (Sfo)z Ces dewx pyramides sont homologiques de -~ 1)
2

n(n—l)
2
élant centres et espaces d’homologie.

Deux sommets des deur pyramides, situds sur une droite passant par P{®),
sont divisés harmoniquement par ce point et par Uespace correspondant TI),
Si U on applique & un point quelconque d’une des deux pyramides une substi-
tution impaire on obtient un point de U autre.

44. Nous étudierons maintenant les surfaces & n—2 dimensions qui re-
présentent le groupe total.

La surface la plus simple & n — 2 dimensions qui représente le groupe total
est I’espace unité

maniéres différentes, les points P et los espaces correspondants T1*,

S2;=0. (1)
Nous avons ensuite les surfaces
sxi=0, Sz;2,=0. 2)
1l est clair que chaque surface du 2! degré & n—2 dimensions qui représente
le groupe total appartient au faisceau
3242w, =0, (3)

Si nous déterminons la surface de (3) qui passe par un point quelconque S,
on Yoit qu’elle passera aussi par tous les points du groupe (S,)y. En outre, il
est clair que les surfaces du faisceau (3) se touchent suivant une surface du
2! degré & n—3 dimensions S2_;, située dans I’ espace unité. Done?

Théorémé XXXIV. Un groupe quelconque (So)y de N points est situé sur
uné surface du 2% degré & n—2 dimensions S%_s du faisceau

St AZxixr=0.

Toutes les surfaces du faisceau se touchent suivant une surface du 22 degré
& n—3 dimensions S;_s, située dans I espace

;=
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Ces surfaces ont le méme cone tangent & n— 2 dimensions, qué @ pour sommet
le point unité; elles passent par tous les points de tout groupe (rs), ok s varie
de 3 & n.

Si I'on considere les surfaces & n—2 dimensions

223=0, Zaier=0, Sxirpx1=0

on voit que chaque surface du 3" ordre & n— 2 dimensions, qui représente le
groupe total, appartient au systéme doublement infini

S} AZxier + p2aixrr;=0.

Si nous voulons trouver quel systtme forme toutes les surfaces & #—2 dimen-
sions et d’ordre p (o p=m), qui représentent le groupe total, pour déterminer
les dimensions de la variété (Mannifaltigkeit) qu’elles constituent, il faudra re-
présenter le nombre p de toutes les manidres possibles par la somme de #
nombres entiers 0, 1, 2,... p. Or, un cas encore plus général a été traité par
Brroscar (*). Ce nombre Cp, dont le calcul se simplifie dans le cas actuel, nous
donne par conséquent les dimensions de la variété, que nous cherchons, Nous
avons donc la variété

Mt hfat -+ fo, =0 )
oll on a par exemple si p est <<n
fi=2s}, fi=321"'m.,  fo,=3T.2...7
8l p est =n le dernier terme sera f0p=x,x2...xn
si p est >n » » fo, =272f...,
oll :

at-Btyteetyv=p.

Donec:
Théoréme XXXV. Cpo—1 groupes (S'o)y,-.. (S52 ")y, qui correspondent &
Cp— 1 points quelconques de Uespace R,_,, sont & une surface de la variété

(*) Voir Fia p1 Broxo: Théorie de Formes binaires, pag. 153. I1 donne le Lemme sui-
vant; Lo nombre de maniéres dont un nombre p peut étre formé par la somme de # nom-
bres entiers 0, 1, 2,..., n est égal au coefficient C, du terme 272" dans le développement

1
l—2)1—x2)...(l—a2)’

Pour notre cas, il faut poser » =n, # = p. Co coefficient C, peut étre représentd par un
déterminant, pag, 155-156.

do la fonction 2z =
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a Cp—1 dimensions
Mfitdefet - +7tcp_1fqa=0

0t fiy feyey fo1 SOME des surfaces de pme ordre qui w’appartiennent pas &
une variété de dimensions moindre, et qui représentent le groupe total.

15. Nous avons vu que si 'on permute seulement s coordonnées, on ob-
tient d'un point S, un groupe (S,)s du groupe total (S,)y. Ce groupe est situé
dans un espace Fs_, (n.° 12) et il correspond aussi aux permutations de s in-
dices. Donc le groupe (S,)s sera situé aussi sur une surface du 2' degré & s —2
dimensions, qui n’est autre chose, que I'intersection de R;_, avec la surface du
2! degré & n—2 dimensions, déterminée par le groupe (S;)y. Done:

Théoréme XXXVI. Les (3_1_1)(8_‘_2)__.nn(n—-lz):td.‘(.,?s_s—kl)

(So)s (Théor. XXX), qu'on peut former avec les N points du groupe (Sp)y,
sont respectivement situés en autant de surfaces du 2 degré et & s—2 di-
mensions.

Corollaire I. Les 4-5---n

situés en autant de sections coniques.

Corollaire II. Les 5‘6'“"1”“—1)2(’.%3—.*2)(”—3)

points sont situés respectivement en autant de surfaces de 27 degré et & deux
dimensions. ‘

N’allons pas plus loin dans cette théorie; ce que nous en avons dit suffira
pour le cas de 6 lettres que nous avons & considérer.

groupes

n(mr—1)(n—2)

75 groupes (Sy); de 6 points sont

groupes (Sy).s de 24

§ 6.

Projections sur un espace a trois dimensions et sur aun plan.

46. Soient donnés # points quelconques d’un plan S, dans R, ,, qui ne
soient pas situés sur une droite, et projetons-les par un espace S,_,, qui ne
coupe pas S,. On obtient autour de I'espace S, ; n espaces S, s, qui ne sont
pas situés dans un méme espace R,_,. On pourra done choisir d’une infinité
de manitres dans ces n espaces n points tels qu’ils soient situés dans I’espace
R,_, sans étre situés dans un espace de dimensions moindre, Ces n points for-
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ment une pyramide en R,_,, la plus simple qui existe dans E,_,; on peut done
regarder les n points donnés du plan S, comme la projection des » sommets
d’une infinité de pyramides en R, ,. Et réciproquement, d’une telle pyramide
on pourra obtenir par projection toutes les espéces de configurations de n ou
bien moins de » points sur le plan (*). On voit que ce méme raisonnement
peut &tre appliqué au cas d'une configuration de » points dans I'espace & trois
ou & plus de trois dimensions. Done:

Théoréme XXXVII. D’ une pyramide fondamentale de n sommets de Ues-
pace R,_, on peut par projection oblenir toutes les espéces de pyramides ou
polygones de n ou moins de n sommets de I’ espace & trois ou & plus de trois
dimensions et du plan (%)

PRrOJECTIONS DES GROUPES PRECEDENTS SUR UN ESPACE 83.

17. Projetons maintenant les figures que nous avons étudibes en R,_,
dans les paragraphes précédents, par un espace S, ; sur un espace quelconque
Ss, qui ne coupe S,_; en aucun point. Si 1'espace S,_; est quelconque, la py-
ramide fondamentale sera projetée en S; sur une pyramide , 4, .47,... . AM
générale.

Si 'on projette les groupes projectifs d’un nombre infini de points (n.° 4)
on obtient en S; des groupes (P) analogues, mais qui ne sont plus projectifs,
car pour les groupes projectifs dans I'espace & trois dimensions la pyramide
fondamentale des points doubles doit se réduire & un tétraédre. On voit donc
que les groupes (P) sont une généralisation des groupes projectifs de I'espace
& trois dimensions par rapport & une pyramide de n sommets. Ils sont situés
sur des courbes transcendantes ou algébriques W, qui sont les projections des
courbes correspondantes dans I'espace R, ;. Ces courbes W* sont aussi une
généralisation des courbes W de I'espace & trois dimensions.

Le groupe (y)."-' sera projeté en un groupe (¢)m - de S;. Le nombre des
n(n—1)-- (n—s+1)
2:3-

faces A;_, de la pyramide fondamentale en R, , est

donc du théortme VI il résulte que:
The'oreme XXXVIII. Les points (y)m (n—2t ou n=2t-+1) sont si-

tués m & m sur m""%"("—l)) 5("—3—”) drostes, ot s=1, 2, 3,... &.

”

(*) Nous disons que deux configurations de m points dans un espace guelconque sont de
la méme espéce, quand les 7 points ont la méme disposition dans les deux configurations.

(1) Voir le théoréme général sur les configurations que j’ai dooné dans mon Mémoire
des Math. Annalen, p. 177.
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=

Et 8i 'on pose dans le théortme VI s=:1, 2 on obtient:

Théoréme XXXIX. Les m»~* points du groupe (y)m— sont situés m &

m sur m** droites passant par un quelconque des sommets A% de la pyra-

mide dans S,. Ils sont situés aussi m & m sur m»* droites, qui rencontrent

n(n—1)
2

Et du théoréme VII on déduit:

Il y a un certain nombre (qui neé doit pas étre difficile & déterminer) de
systémes de mn~* cycles de m poinis situés sur des courbes algébriques W'.
Si m est égal & n, les courbes W sont des courbes rationnelles de {n— 1)
ordre.

Les courbes W dans Rn_: ont toutes leurs singularités sur les sommets, sur
les arétes, etc. de la pyramide fondamentale; les courbes W' auront les mémes
singularités et en outre celles qui dérivent de la projection méme. Dans mon
Mémoire des Math. Annalen & la page 208 j'ai démontré que, d’une courbe
rationnelle de (n— 1)™® ordre dans R,_, on peut obtenir par projection toutes
les espéces de courbes rationnelles de (n— 1)™® ordre, ou d’ordre moindre, du
plan et de I'espace & trois dimensions. On voit donc que I’on peut construire
sur chaque courbe rationnelle du plan et de U'espace & trois dimensions des

cycles de n points analogues & ceux que nous venons de trouver.
‘ 418. Des théorémes XIII, XVI, XXI on a:
n(n—1)
2

une quelconque des arétes de cetle pyramide.

Théoréme XL. Les deux groupes de

n(n—1)
2

points P§0, P sont pro-

Jetés en deux groupes de paints (PO, P, o les deux points PP,

P divisent harmoniquement les deux sommets AP, (A{P. De méme, les droites
P +2):9) donnent par projection des droites (PP W), qui passent par les points
JPlf), P,

Les points (P sont situés 3 & 3 sur
nin—1){n—2)(n—3)
2-3-4

quadrilatére.

Les points (P, P swr une face plane de la pyramide fondamentale sont
les sommets d’un quadrilatére, et ceux qui sont situés sur les 6 arétes d’un
tétracdre de la pyramide forment un systéme desmique. Ils forment donc en

n(n—1)(n—2)(n—3)
tout W

n(n—1)(n—
2-3

plans. Les 6 points d’un tel plan sont les sommets d'un

2) droz'tes, 6 & 6 sur

systémes desmiques.
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Des théoremes XV, XVII, XXV on déduit:
Théoréme XLI. En pro]etant un groupe quelconque (Sp)y de Rn_, sut S
on obtient un groupe de 1-2<.-n=N points (S,)y dans Ss; qui sont situés

devx & deux sur % droites passant par un quelconque des points JP™. Ils
sont situés aussi deux & dewx sur % droites, qui coupent une quelconque des

drottes P, Ces N points forment de ;—i ou de ;% maniéres différentes
J . [
% cycles de n points, situés respectivement sur des courbes W rationnelles
du (n—1)™° ordre.

Des corollaires I et II (n.” 16) on tire:

Théoréme XLII Les N points de (So)y forment 4-5--.p. = (n _21:);”*2)

groupes (So)s de 6 points situés sur un égal nombre de coniques, dont les plans

se rencontrent 4-5..-n & 4.5-.-n suivant nn—1(n—2) drottes situées re-

2.3
MDD foces de la pyramide uAY,... AP do 5.

Théoréme XLIIT. Les mémes N points forment5.6.. 5. nin-1 )2(.’%3—.24)(% 3)

groupes de (Sy)o, de 24 points situés en autant de surfaces du 2% degré en S;.
Et des théordmes XXXII, XXXIII.

Théoréme XLIV. Pour chaque groupe de substitutions A dordre p on
obtient d’un point Sy un groupe de p points (S,)p. Avec tous les N points

«(So)y on peut former }ZY groupes (So),, o m=1, 2,... %

spectivement sur les

Théoréme XLV. Le groupe (S))x se décompose en deux pyramides de y

2

sommets 1(So)y, (So)k. Les sommets de ces deux pyramides sont situés deux &
F 4

deuz sur -J;I droites passant par un point (Po)® quelconque.

Or & 'aide du théoréme XXXVII on a:

Théoréme XLVI. Pour thaque pyramide de n ob moins dé # sommets
dans Uespace & trois dimensions on obtient des configurations analogues & la
précédente, que nous appelons de méme classe.

Si nous projetons, par ex., par un espace S,_s passant par le point Py?, il
est clair que la pyramide fondamentale dans R,_, Berd projetéé em S, stivant
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une pyramide de # — 1 sommets, parce que S,_s et les deux points Ay’ A sont
situés dans un espace S,_,, qui rencontre S; en un seul point. En outre on

. . . N _.
voit aussi que les N points d’un groupe (S,)y seront projetés en - points;

puisque les N points sont situés deux & deux sur g droites passant par le
point. P}*. .

Si I'espace S,_; st situé dans P'espace unité Zx;=0, les points de cet espace
seront projetés en S; sur le plan E, d’intersection de Zz;=0 avec S,;. Et du
théoréme XXVIII on aura que tous les points ,(rs) (od s=2, 3,... n) seront
situés sur le plan E,.

Prosections sur un pLAN S;.

19. Nous devons projeter la figure par un espace S,_,, chaque point P,
de la figure projetée par S, s donne un espace S,_s, qui rencontre S; en un
point .Py, qui est la projection du premier point sur S;.

Je ne veux citer que les théorémes les plus intéressants, les autres se dé-
duisant de la méme maniére.

Théoréme XLVII. Les n sommets de la pyramide fondamentale A?,...,
A? dans Ry_, sont projetés en général par S,_, sur S, en n sommets ,AP,...,
LA d'un polygone général. De méme les points PR, P’ sont projetés en
deuzx groupes de n(n; D points PO, (PYR dipisant harmoniquement les

deuz sommets ,AP, ;A du polygone.

Les points (P)* sont situés trois & trois sur

n(n—1)(n-=-2){n—38)
2:3:4 .

Les points ,P{®, P pris ensemble, forment "(L‘"‘z&gf“_m quadrilatéres

. o —D(n—2)(n—3 \ . - .
qui donnent liew o n(n )2(1_13. T ) systémes desmiques de quadrila-

teres (V). :
Théoréme XLVIIL Les N points d'un groupe quelconque (Sy)y de Rn_,
se projettent en N points d’un groupe (So)y sur le plan S, , qui sont situés

5 N ,
deux & deux sur 5 ‘droztea passant par un quelconque des points P

nn—1)(n—2) 1; =2 droites et Sfor=

ment quadrilatéres.

(1) Voir A.: Sopra aleune notevoli config. 1, ¢., Mem. II, Parte II,
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Théoréme XLIX. Les N points d’un groupe o(S.)y forment 4-5.+.n.
n(n—1)(n—2)
' 2.3
ques en S;.
Du théoréme XXXVII nous obtenons:
Théoréme L. Pour chaque polygone de n ou moins de n sommets du plan
S: on obtient des configurations spéciales de méme classe et desquelles résul-
tent des théorémes analogues aux précédents.

groupes 5(So)s de 6 points situés sur un égal nombre de coni-

§7.

Application aux courbes et aux surfaces
dans 1’espace & 3 dimensions et sur le plan.

20. Si nous considérons maintenant une surface F' quelconque dans !'e-
space & trois dimensions du m™¢ ordre, nous savons qu’elle est déterminée par
(m—+1)(m 4+ 2)(m <+ 3)

2.3

—1 points. Or en posant

(m -+ 1D)(m<+2)(m + 3)
2.3 =

Ces n points, que nous désignons par ,4Y,..., 4™, sont toujours la projection
des n sommets d'une infinité de pyramides fondamentales dans I'espaee R,_,
(n.° 17). Soit donnée une de ces pyramides, par exemple 4,..., A™; alors par
les substitutions de n lettres nous obtiendrons pour cette pyramide les groupes,
que nous avons étudiés, dans les paragraphes précédents, par lesquels la py-
ramide fondamentale reste inaltérée. En projetant ses » sommets sur les »
points donnés ,A4Y,... A situés sur la surface F', on obtient aussi pour ces
points des configurations analogues & celles que nous venons de trouver, et qui
sont une simple expression géométrique des groupes des substitutions de » lettres.
La méme chose a évidemment lieu pour les courbes situées dans l'espace
R, ou bien sur le plan. Mais je remarque que en prenant sur chaque courbe
ou sur chaque surface un nombre »' quelconque de points, (#'=n), on a des
configurations pour les »" points de la courbe et de la surface, qui correspon-
dent & la théorie des substitutions de »’ lettres.
24. On peut regarder les » lettres w,, ,..., x, comme les paramétres
homogeénes qui déterminent une surface du m™¢ ordre, car nous savons que
Annali di Matematica, tomo XI. 19
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toutes les surfaces dans R, du m™¢ ordre constituent une variété n—1 fois
infinie et qui est représentée par I'équation

Zfot 2afob -+ Tafa=0 W)

oll fi, fey.-+, fn sont n surfaces tout & fait arbitraires et qui ne dépendent pas
les unes des autres.

En permutant les paramétres x,, #,,..., Z», comme nous I'avons fait pour
les n coordonnées d’un point dans I'espace R,_,, on obtient d’une surface quel-
conque 1-2-3--.n=N surfaces du m™e ordre, qui donnent aqussi une inter-
prétation géométrique des substitutions de n letires.

Cela a lieu aussi évidemment pour chaque courbe du m™e ordre sur le plan.

Si dans la variété (1) on pose #,=x,=:--=2x,=1 on voit que la surface

fotfobee =0

se transforme en elle-méme. Elle représente donc la surface fondamentale de
ces configurations.

Quoique dans ce chapitre nous n’ayons pas parlé de I’ Hexagramme mystique,
on s’ apercoit facilement que les propriétés que nous avons données servent de
base pour traiter la question; comme nous le verrons dans les chapitres sui-
vants. Nous montrerons ensuite, que les groupes des droites de Pascar, des
points de Kirkmaw, des six figures II, etc. donnent une expression géométrique
particuliere, bien simple et élégante des propriétés des groupes des substitu-
tions de 6 lettres. Les figures que nous trouverons et qui représentent les
mémes groupes de 6 lettres nous conduirent & une extension nécessaire des
groupes qui corréspondent & 1'Hexagramme mystique.
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CHAPITRE 1I.

PREMIERE INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES GROUPES DES SUBSTITUTIONS
DE SIX LETTRES EN RELATION AVEC LES GROUPES DE L’HEXAGRAMME MYSTIQUE
DANS LES ESPACES A 5, 4, 3 DIMENSIONS ET DANS LE PLAN.

§ 1.

Groupes principaux de 1’Hexagramme.
Emploi d’une notation nouvelle.

22. Pour ftraiter la question par rapport aux espaces & 5, 4, 3 dimen-
sions et au plan, il faut que je donne d’abord un résumé des groupes princi-
paux de I'hexagramme. Je les emprunte & mon travail de 1877; cependant
j'aurai recours ici & une notation nouvelle plus simple et plus conforme 3 la
théorie des substitutions de six lettres.

Soient done donnés 6 points 1, 2, 3, 4, 5, 6 fondamentaux d’une conique
sur un plan. En joignant les 6 points deux & deux on obtient 15 droites, qu’on
appelle les 15 cotés de I’ hexagramme. Ces 15 cotés se rencontrent deux & deux,
en dehors des 6 points fondamentaux, en 45 points P, qu'on désigne par le
symbole P, ol ¢, k, I, m sont quatre indices quelconques de la série 1,
2, 3, 4, 5, 6.

On peut former avec les 6 points fondamentaux 15 triangles A,z, dont les
cOtés contiennent tous les 6 points.

TABLEAU DES TRIANGLES Asp.

A, 12-34.56 Ay; 14.25-36 Ay 15-26-34
A; 16-23-54 Ay 15-23-46 Ass 12-35-46
A, 14-26-35 Ay 16-24.35 Ay 12-36-45
Ay 13-25-46 Ay 13-26-45 A 16.25.34
Ay 15-24-36 Asy 13-24.56 As; 14-23-56.
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Nous verrons plus loin quelle est la signification des deux indices «f3 des
triangles Aqp.

Droites pE Pascar.

23. Avec les 6 points de la conique fondamentale (ou bien avec 6 lettres)
on obtient 720 permutations qui correspondent 12 & 12 aux 60 hexagones de
I’hexagramme, ou bien aux 60 droites de Pascar.

Si I'on considére, par exemple, I'hexagone 123456, ses cdtés sont 12, 45,
23, 56, 34, 61, et les trois points P,; .5, Pus.s6, Pas.eu s0nt situés sur la droite
de Pascar de I'hexagone 123456. Si 'on opére sur cet hexagone les deux
substitutions cycliques inverses (123456) et (654321) on voit que la droite
de PiscaL reste fixe. On peut représenter la droite de Pascan de 1’hexagone
123456 par le symbole

12 34 56
45 61 23

C'est & dire que chacune des 60 droites de Pascav de la figure peut étre re-
présentée par Uensemble de deux triangles AwgAsy.

Mais il y a un autre triangle A,z qui joue un role important pour la droite
de Pascar 123456 ou bien A,,A;; ¢’est le triangle 14-25-36=A,,. 1l est
clair qu'on peut indiquer toute de suite cet autre triangle lorsque 1'hexagone
ou le symbole de la droite de Pascar est donné. J’ai appelé A, le triangle
Ase de la droite de Pascan A, Ay (%)

En opérant la substitution (14)(25)(36) sur les triangles A,;, A on voit
qu’'ils se transforment I'un dans ) autre, c’est & dire que la droite de Pascar
ApAy me change pas.

=A; A,

Points pE STRINER.

24. Si nous considérons 1’hexagone 123456 et que nous laissions fixes
les indices impairs 1, 3, 5, ou bien les indices pairs 2, 4, 6, en permutant de
toutes les maniéres possibles les trois restants nous aurons les deux groupes
suivants de 3 hexagones, savoir:

123456 123654
143652 163452
163254 143256.

*) A., Nuovi teoremi sull’ Hex., n0 7.
] ?
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Les trois droites de Pasoar des trois premiers hexagones ont les symboles
AsAigy AipAgs, AgAgg et celles des trois autres, AsAse, AisAus, AwAse. Lies trois
premidres droites se rencontrent en un point Gy, de StrmNEr et les trois autres
se coupent au point conjugué G'se. Les 20 points de Stemer se divisent en dix
couples de points conjugués par rapport & la conique fondamentale (¥).

Les deux points de Stemer G, Gyse peuvent étre représentés par un sym-
bole unique, savoir

12 34 56
45 61 23 1)
36 52 14

Si nous regardons ce symbole comme un déterminant, les termes positifs de
ce déterminant contiennent respectivement les indices 1, 3, 5; tandis que les
termes négatifs contiennent respectivement les indices 2, 4, 6. Cependant il est
intéressant de représenter les deux points de StEINER conjugués, séparément au
moyen des triangles A,g; ainsi nous représentons le point G, par le symbole
ApAzAy et le point conjugué par le symbole A,;AuA5. De ces symboles ré-
sulte immédiatement la détermination des droites de Pascan qui passent par les
deux points de Stemer. Nous verrons bientdt que les indices des triangles Aqg
sont donnés par les 6 figures II. J’appelle les triangles Ay, AizAss, AgAsAyg les
triangles des points de STEINER G55, Guss (**). Nous voyons aussi & 1'inspection
de ces symboles que le triangle A,z des trois droites de Pascar; qui se coupent
en un point de STEINER Gy, par exemple de la droite AjAss, est précisément
fourni par le troisitme triangle A,; du symbole du point considéré Gs. En
outre, remarquons que les trois sommets du triangle par exemple A;, sont
situés respectivement sur les trois droites de Pascar AiAs, AsAss, AwAse qui
passent par le point conjugué Gis. Done:

Théoréme LI. Les trois triangles A.g des trois droites de Pascar qué pas-
sent par un point de STEINER ont leurs sommets respectivement sur les trois
droites de Pascan qui passent par le point conjugué.

Pomts pE Kirrman.

25. 11 y a une autre manitre de permuter les 6 points fondamentaux de
maniére & ce que trois droites de Pascan se rencontrent en un point.

(*) Hesse: Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid. Journal de CRELLE,
vol. 24, p. 40.
(**) Nuovi teorems, ete., théor. XXII, 1. c.
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Si I'on considére 1’hexagone 123456 correspondant & la droite de Pascan
A, Ay, en négligeant les 6 cotés de 1'hexagone il reste encore 9 cdtés avec
“lesquels on peut former les trois hexagones

135264, 136425, 153624

qui correspondent aux trois droites A, Ai, AsAi, Audi. Ces trois droites se
rencontrent en un point de Kirrmax.

Ce point peut étre aussi représenté par I'ensemble de trois triangles A,g, sa-
voir Ay AiA. On voit toute de suite la différence qui existe entre les indices
des triangles A, d’un point de Kirxman et ceux des triangles A,z d’un point
de Srever. Dans les premiers le méme indice est repété trois fois, les autres
étant différents; tandis que pour les points de Stemer on a 3 indices différents,
chacun repété deux fois.

On appelle le point A, AsAy le point de Kirkuax correspondant 3 la droite
de Pascar A, A,

Ficures II.

26. Ce sont six figures formées par 10 points de Kirkmax et par les 10
droites correspondantes de Pascav; trois droites de Pascan passant en chacun
des dix points et trois points étant sur chacune des dix droites. Les dix points
et les dix droites sont pdles et polaires par rapport & une comique.

Je donne ici un tableau des 6 figures II et j’en donnerai ensuite une nou-
velle notation au moyen des triangles Asg.

TaBLEAU DEs 6 FIGURES IL

I 1L IIL
Gias 123456 =Pass | Gues 125634 =1pus | Gis 163254 =D
Giss 135264 =7Piss | Guss 153246 =pis | Gase 153462=2Di
Gue  136425=Du | Gois 154623 =Pui | Gos 156243 =P
Gus 153624 =7Dis | Guso 135426 =7Pus | Guss 135642=pus
Gliss 124365 =Dpus Giss 1265483 =pus G 142563 =Pus
G ss 154236 =pPas Gass 136254 =DPss G 132456 =P
G 126534 ="DPiss | Guzs 124356 =Pus Glase 146352 ==Pus
Glias 145326 =0s35 | Gass 163524 = Poss Gz 123546 =2Pss
Gliss 125648 =Piss Gies 123465 =Dis Goss 143625==Pus
Gus  132546=Dus | Gou  132546=Pau | Gux 154326 =Puu
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V. V: VI
Gus 125436 =Dus | Gue  145632=poss | Guss 165234 =7y
Gios  153264=1pu | Gues  185246=pus | Gos  135462=p,y,
Gue 156423 =D | Gus 134625 =pus | Gus 136245 =1p,
Gue  135624—=pus | Gus  153426=pus | Gu 153642 =7,
Gos 124563 =pus | Gus  126345=pys | Gue 142365 =p.s
Gos 134256 =pus | Gue  156234=pus | Gue 152436 =1,
Gus  126354=pus | Gus  163542=piss | Gus 146532 —=p,,
Gro 143526 —=pus | Gus  165324=pus | Gos 125346 =pys
Gos  123645=pusi | Gus 125463 =pysi | Gus 145623 =1,
Gos 152346 =Py | Guse  132564=puss | Guis 134526 =1y

Je fais observer que les indices des droites p n’ont rien de commun avec les
indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 qui désignent les 6 points fondamentaux, ou bien avec
ceux qui désignent les 6 indices des 15 triangles A,z relatifs aux 6 figures IL
Ce sont seulement des indices se rapportant aux dix droites et aux dix points
d’une figure II. Par exemple sur la droite ps; sont situés les points de Kirrmax
K, Ky, Kis et elle correspond au point K,,. Le point K,, est le pdle de la
droite ps,; par rapport & la conique IT de la figure & laquelle il appartient. Le
point de Stewver qui est placé & coté de chaque droite de Pascar désigne pré-
cisément le point de StemEr situé sur la droite.

Mais les propriétés des 6 figures II résultent bien plus clairement du tableau
que je vais donner en représentant les droites de Pascar par deux triangles Aqg.

Tasreav I pes 6 wicures II.

L 1L II1.
12.34.56 =A,, 12-34.56=A,, 16-23-54=A
16-23-54=A,, 14-25-36 =A, 14-25.36 = Ay
14.26.35=A4,, 15.23.46 = A, 13-24-56 = Ay,
13.25.46 =4, 16-24.35=Ay 15-26-34=Ay
15.24.36 =4, 13.26-45=A, 123546 = Ay
=Ap Ayl = A ApsAosDosAse = A1s Ags Asa Bz Ass
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111 1v. V.
14.26-35=A,, 13.25.46 =Ay 15-24.36 = A
15-23-46 = A, 16-24-35 = A, 13.26-45=A,
13.24.56=A,, 15.26 .34 =A;; 12.35:46 = A,
12.36-45=A, 12-36-45= A, 16-25-34=A
16-25-34=A, 14-23.56 = A5 14-.23.56 = Ay,
=ApuAsAy Ay A = A5 Aps Ass Aus Ase =AusAs5Ass AgsAss

On voit donc par ]a que les indices des triangles A,z dépendent des indices
romains des 6 figures II. En outre, on voit facilement qu’a la droite de Pascar,
par exemple A, A3 de la figure I, correspond le point de KirkmaN A, AisAu
de la méme figure, que sur la droite A,,A,; sont situés les points A, A;Au,
ApAzAys, AAsAjs et enfin que par le point de KirgMan A, Aj5A s passent les
trois droites Ay A, AjuAs, AsA. I en résulte aussi qu’il n’est pas possible
avec les b triangles A,p d’une figure II de former le symbole d’un point de
Stemer. Ce tableau démontre également que les 10 droites de Pascar d’une
figure IT ne passent par aucun des sommets des 5 triangles de la figure.
Deux figures TI, par ex. I et IT ont le triangle A,, commun et trois figures
par ex. I, II, III ont deux & deux les trois triangles A, Ay;;, Ay; communs
déterminant le point de StemEr Gh»; tandis que les trois autres IV, V, VI
ont deux & deux les triangles A, Ay, Ass communs, qui donnent le point con-
jugué Q. '
Nous faisons observer aussi que les 6 figures IT sont symétriques par rap-
port aux 6 points fondamentauzx, c’est & dire que les 120 permutations cor-
respondantes aux dix droites de Pascan d’une de ces figures sont syméiriques
par rapport aux 6 indices 1, 2, 3, 4, 5, 6; en d’autres termes on ne peut faire
correspondre les 6 figures T respectivement aux 6 points fondamentauz (*).
Les 6 figures 11 condensent en elles-mémes toute la théorie de U hexagramme.

Drorres pe CayLEY.

27. Nous avons vu que les droites AjpAss, ApAss, AjsAys passent par le

point G; et que les droites AgAy, AsAss, AwAss passent par le point con-
jugué G-

(*) M. CaporaLi dans son travail récent, Sull’ Esaedro completo, Atti della R. Ace. di
Napoli 1881, a trouvé la belle propriété qu’il existe dans I’hexagramme 6 droites qui cor-
respondent respectivement aux 6 figures I
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Nous avons vu aussi que ces deux points de Stemer peuvent étre représentés
par le symbole

12 84 56°
45 61 23 (1)
36 52 14

ol les indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 qui y sont contenus, se rapportent aux 6 points
fondamentaux, tandis que les indices des triangles A se rapportent aux 6 fi-
gures IL

Or, considérons les deux groupes des trois points de Kirxuan correspondants
aux droites de Pascar indiquées plus haut; ce sont

AHAIS Am, A24A25 AEG’ A34 A35A38
Ail A24 A34 ] A55 A25 A357 Aw A26 A36 .

Ces deux groupes de trois points sont situés sur deux droites ¢, €45 de
CavLEy, qui correspondent aux deux points de STEINER (e, Gise. Les deux
droites .3, €456 e sont pas conjuguées par rapport & la conique fondamentale (*).

D’aprés ce qui précéde on voit qu'on peut représenter les droites de Cavrey
Ci2s, Ciss Par le symbole sous forme de déterminant

Ay Ay As
Aes Ay Ay (2)
Ay Asp Ass

Les triangles des termes positifs de ce déterminant représentent les trois
points de KIRMAN situds sur la droite c.s,, tandis que les termes négatifs re-
présentent les trois points de KirrMan situés sur la droite ¢ys.

En outre, je remarque qu’aucun triangle A,z du symbole (2) n’entre dans
les symboles des points correspondants de STEINER G5, Glse- Il est donc treés
facile, étant donnés deux points conjugués de STEINER (i3 Giss de déterminer
les symboles (2) des droites de CayrEy correspondantes.

On voit que les indices des triangles A,z du symbole (2) et ceux du sym-
bole (1), qui représente les deux points Gy G5, De sont pas les mémes; mais
il n’est pas possible de disposer les indices dans tous les symboles (2) de ma-

(* A., Nuovi téoremz', ete.,, n.% 6.
Annali di Matematica, tomo XI. 20

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



150 Veronese: Interprétations géométriques

niére & ee qu'ils soient identiques auxindices des symboles correspondants (1),
car cela reviendrait & faire correspondre les 6 figures II, desquelles dépendent
les indices des triangles Aqg, aux points fondamentaux; ce qui n’est pas possible.

DES FIGURES DETERMINEES PAR DEUX FIGURES QUELCONQUES II.
SystiMEs [Z2]m (*).

28. Nous avons vu (0.° 26) que deux figures II, par ex. I et 1I, ont le
triangle A,; commun. Il n’y a aucune droite de Pascar, de ces deux figures,
qui passe par un quelconque des sommets du triangle A,,. Ces figures ont les
points P suivants communs, savoir

13.24, 14.23, 15.26, 35.46,  16.52,  36.54 (*¥)

qui sont situés trois & trois sur quatre droites de Pascar, savoir piit, pihi, pl,
Pis qui appartiennent respectivement aux quatre autres figures Il. Ces droites
ont les symboles AyzAssy AiyAgsy AisAgsy AygAgs.

Il y a en outre deux quadrilatéres de droites de Pascan des deux figures,
savoir

p‘uspissp‘mp}ﬁ; Pgspguplxlsspﬂs '
qui sont donnés par les hexagones
123456, 126534, 125643, 124365;
125634, 1234586, 124356, 126543
et qui se coupent deux & deux aux 12 points P situés sur les cotés du triangle
Ay, les sommets exceptés, et en outre aux quatre points de STEINER Giasy Gry
Gy Gz situés sur la droite de Sremnves-Puriicker g,, commune aux deux fi-

gures I, II.
Ces, droites sont représentdes par les symboles

‘A12A13r.;. A12A14, AnAxs) AIZALG; A52A23, A12A247 A12A25; AysAsse (1)
Les deux quadrilatéres ont done six points de Kikmax pour sommets, savoir
Ai2A13A14, ‘ A12A13A15, A12A13A16; ‘AIZAMAiS) » AleMAiG; ApAp A

oo 2)
AieBssAsy AspAgsAys, Ay ArsAosy AlpAssy AplsBisy  AgpAss Ay

(*) A., Nuovi teoremi, ete., n.2 10 et suivants,
(**) A., ib., n° 5.
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Ces 12 points de Kirrman sont situés deux & deux sur 6 droites v,, qui pas-
sent respectivement par les sommets du triangle A,, divisant harmomquement
ses cotés.

Par exemple les deux couples de points

A12A14A15) Al! A24A25; A12A13A“) A12A23A24

sont situés sur deux droites v,,, qui passent par le sommet 12.34 du triangle
As,. Dans tout I'hexagramme on a 90 droites v, (*).
Les trois droites v,,

ApAuls, AleécAzs} AizAqu, A:eAque; A:zAisAis, AazAzsAzs (3)

qui passent respectivement par les trois sommets du triangle A,;, se coupent
en un point Z% ,, qui correspond & la droite pij; déterminée par les deux fi-
gures 1 et IT (**). Je désigne le point Z}J, par le méme symbole que la droite
pos, c'est & dire AAy. En effet, nous verrons dans le paragraphe ol nous
traiterons des groupes des substitutions de six lettres, que les groupes de sub-
stitutions qui laissent inaltérée la droite pi; transforment le groupe (3) en lui-
méme; ou, ce qui revient au méme, laissent le point ZW, fixe.

J’ai démontré que les 90 droites v,, se rencontrent trois & trois en 60 points
4, qui, comme nous venons de le voir, peuvent &tre représentés par les mémes
symboles que les droites de Pascar. Ces 60 points Z, sont situés trois & trois
sur les 20 droites de Caviey; les trois points d'une telle droite, par exemple
€23, correspondent aux trois droites de Pascan passant par le point Gy, donc
les symboles de ces trois points sont

Apdy, Ay A, AgsAys.

Les 60 points Z, sont aussi situés trois & trois sur 60 droites 2,. Par ex. les
trois points Z, qui correspondent aux trois droites de Pascawn A,ZAB, ApAy,
ApAy passant par le point A,;AisAy, sont situés sur un droite 2;, qu’on peut
désigner aussi par le symbole A AjsAy. Nous voyons done par 1a que les points
Z, correspondent aux droites de Pascar et que les droites 2, correspondent
aux points de Kirkman; en outre la correspondance entre les points Z, et les
droites 2, est analogue & celle qui existe entre les droites de Pascan et les
points de Kirgmax.

(*) A., Nuovi teoremi, ete., théor. XXII,
(**) A., ib, théor. XXIV.
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- Les 60 droites 2, passent trois & trois par les 60 points Z,, par ex. les trois
droites AipAssAiyy AsAizAssy AeAjzAe passent par le point Z, représenté par le
symbole A;;A;;. En outre elles passent trois & trois par les 20 points de StEiNER.
Aux trois points de KIRRMAN A AsAssy AosBasAssy AnAssAse (n.° 27) situés sur
la droite de CavLEY ¢,y correspondent les trois droites 2;, qui sont représen-
tées par les mémes symboles et qui passent par le point de STEWER G5 Donc
on peut représenter aussi les points de StEINER G, Giss par le méme sym-
bole (2) (n.° 27) que les droifes de CAYLEY ¢i55, Ciss. On voit aussi que les
points Z; et les droites 2, forment 6 figures IT, analogues & celles qui sont for-
mées par les droites de Pascar et par les points de Kirkman.

J’ai aussi démontré qu'il y a une infinité de systemes analogues [Zz]m
qui découlent 'un de I’autre au moyen de certaines droites vy, vy, etc. et de
points Vs, Vi, ete. qui correspondent deux & deux aux points P du systéme
Pascar-Krgman (¥). Quoique ces systémes aient leurs propriétés principales
communes avec le systéme Pascar-Kirkmawn ils ne sont cependant pas donnés
par 6 points d’une conique. D’aprés mon Mémoire de 1877 ou d’aprés celui de
Crenoxa (**) on voit que notre symbolique peut étre étendue aussi & tout sy-
stéme [Zz]. -

29. Les deux figures I et I déterminent aussi une autre figure analogue
a celle que nous venons d’étudier, ¢’est & dire qu’il y a deux quadrangles de
points de Kmkman qui correspondent aux deux quadrilatéres de droites de
Pasoar du numéro précédent, savoir

AuAisAm, ApsAys Aw, A13AMA16) AisAuAls;
Ay A25A267 Agslss Aee, Ay Azs, AppAgiAss

qui sont situés deux & deux sur les 4 droites de CAYLEY Ciesy Cigay Ciesy Ciose
Ces droites passent par le point de Saimon S,; correspondant & la droite g,
des deux figures I, II. Or, dans les symboles des quatre droites ciss, Cisdy Cuss,
€136 [(2) n.° 27] n’entre pas le triangle A,;, puisqu’il est contenu dans les sym-
boles des points de StriNerR correspondants, donc on peut représenter la droite
de Stemer-Priicker g, et le point de Saumox S, par le symbole A,.

Il est vrai que dans la question proposée par I'Académie royale de Belgique,
et & laquelle j’essaie de répondre par le présent travail, on ne demande pas

(*) A., Nuovi teoremi, ete., théor. XXIX.
(**) Cremors, L c.
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d’étendre les groupes que j’ai trouvés dans mon Mémoire de 1877; mais par
la notation méme que j’ai donnée ici des 6 figures II on voit et on verra
mieux par la suite qu’elles sont trés utiles sinon nécessaires.

§ 2.

Groupes des substitutions de trois lettres
et interprétations géométriques. -

30. Nous passons maintenant & la détermination et & I’ interprétation des
groupes de 6 lettres, et nous montrerons en méme temps la correspondance qui
existe entre ces groupes et ceux de I’hexagramme. Nous donmerons ensuite
une premiére interprétation, d’abord dans I'espace & 5 dimensions, puis, par
projection, dans l'espace & 3 dimensions et dans le plan.

Mais dans la théorie des substitutions de 6 lettres est contenue la théorie
des substitutions de 3, 4 et b lettres; il nous faut donc étudier tout d’abord
les groupes des substitutions de 3, 4 et 5 lettres.

M. J. Serrer a donné les fonctions des groupes de 4, 5 lettres, et la fon-
ction d’un groupe remarquable de 120 substitutions de 6 lettres qui est une
exception du théoréme de BertraND que « toute fonction de n lettres, qui a n
valeurs distinctes est symétrique par rapport & n—1 lettres » (¥*).

Nous déterminerons les groupes de 6 lettres en nous appuyant sur les groupes
de I'hexagramme; nous verrons ainsi que les 6 fonctions de SErrer donnent
précisément les groupes des 6 figures II de I’hexagramme.

341. Les groupes qu’on peut former avec trois lettres z,, ,, #; ou bien
avec trois indices 123, sont au nombre de trois seulement, savoir:

1, (12); 1, (123), (132)
et le groupe total
1, (12), (13), @3), (123), (132).

Si nous considérons, donc comme dans le cas général, que ,x,x, sont les coor-
données d'un point S, sur un plan on obtient 6 points, savoir: .

LT 23, TyXsTyy  T3TiTey L1, L3227, T2,

B e ————

(*) SerrET. Journal de Liouvitee, 1850, p. 70.
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qui forment deux groupes séparés de trois points et qui représentent les per-
mutations des trois indices 123 ou bien des trois letires z,z,x,.

Le théoreme XIII nous apprend que sur les c6tés du triangle fondamental
il y a 6 points Py¥, Py Ped; Pu» P'4> P, que P! et P'U® gont situés
sur le coté AP AP et divisent harmomquement le segment AP AP, Les coor-
données de ces six points sont respectivement

1—10, 10—-1, 01—1; 110, 101, 011,
les trois premiers points étant situés sur la droite unité
‘ 2+ 2+ 2, =0.
Nous avons aussi un groupe de deux points (r;) n.° 10
W21, r;r'sl

ol 7; est une racine cubique de l'unité. On a donc des theoremes XV et
XXXIV:

Théoréme LIL Les 6 points d’un groupe (Sy) forment deux trzangles
homologiques de irois maniéres différentes, les trois points P et les trois
droites TI{®, dont_les équations sont de la jforme

x,-——xk=0

dtant centres et axes d involution.

Dans ce cas, comme le groupe des trois substitutions paires est le groupe
qu’on obtient par la substitution cyclique (123) nous voyons que les trois
sommets d'un quelconque des deux triangles de (S;)s donnent un eycle pro-
jectif de trois points par rapport au triangle qui a pour sommets le point unité
et les deux points 7,721, 73r;1 de la droite

oy 4o, 2,=0. (1

Du numéro 10 il résulte que les deux autres c6tés de ce triangle sont:
73y -+ 132, +23=0 ()
r3%y L2 2, =0. 3)

Les trois cotés (1), (2), (8) forment donc un cycle projectif de trois drmtes par
rapport au triangle fondamental. -

Les sommets forment aussi un cycle projectif et il n’est pas difficile de vé-
rifier que ces points sont situés sur trois coniques W, qui passent respectivement
par deux des sommets du triangle fondamental en y touchant les deux autres
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cOtés. La propriété corrélative a lieu aussi pour les cdtés (1), (2), (3) du triangle
des points doubles de I'homographie cyclique, (123). Done:

Théoréme LIII. Les deux triangles du groupe (S,)s donnent deux cycles
projectifs de trois points et en méme temps de trois droites par rapport au
triangle des points doubles (111), (ryr2l), (rirs1) de U homographie cyclique
de 3me ordre déterminde par la substitution cyclique (12 3).

Les sommets d’un quelconque des deux triangles sont situés sur trois co-
niques W, qui passent respectivement par deux sommets d’'un coté du triangle
des points doubles en y touchant les deux autres cotds. (Les coniques sont ima-
ginaires avec 4 points réels.)

Les sommets du triangle des points doubles donnent aussi un cycle projectif
de trois points par rapport au triangle fondamental et sont situés sur trois
coniques, qui passent respectivement par les deux sommets d'un cété du triangle
Sondamental en y tfouchant les deux autres cétés. (Les coniques dans ce cas
sont réelles.)

Du théoreme XXXIV on déduit:

Théoréme LIV. Les 6 points d’un groupe quelconque (S,)s sont situds sur
une conique du faisceau

Sx}+ArZxixr=0.

Cette conique passe par les points (rsr3l), (rirs1) et y fouche les droites qui
Joignent le point unité & ces deux points.

32. Les 6 points d'un groupe (S,); forment un hexagone spécial qui a
des propriétés intéressantes. Désignons en effet les 6 points

YiYeYsy YelYsYss YsYilYes Y2Y1Ysy YsY2lYry Y1YsYe

respectivement par ‘les indices 135, 246. Il est alors facile de prouver que
les 9 POintS Pm.sn Pm.ss, P:u.ss; Pus.zs; P16.457 P23..45; Pu.ss, Pu.ss, st.ss
tombent respectivement sur les trois points Py®, Py, P¢®; c’est & dire que
les triangles Ay, Aj;, Ay du paragraphe précédent se réduisent & ces trois
points. Donc les droites de PascaL ApAg, AipAos, Ay tombent sur lo droite
x,+x,-+x;=0.

En outre par le point, par ex. P, ; ou Py¥ passent encore trois droites de
Pascar savoir:

- pi=125346, Pl =126345  pll.=125436. )

Chaque droite passant par le point PU% ou bien chaque point situé sur la
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droite
2, —2,=I1I*=0

doit avoir ses deux premiéres coordonnées égales, ¢’est & dire que les trois
droites de Pascar (1) forment un groupe de 6 droites réduit & 3. De méme
pour les 8 autres points P, qui tombent sur les points Py®, Py®, P On a
donc 271 droites de Pascan, qui forment trois & trois 9 groupes spéciaux de
trois drottes.

Il en reste encore 30 qui forment 6 & 6 cinq groupes (p)s de 6 droites, et
qui ont les propriétés corrélatives de celles des 6 points d'un groupe quelconque
(Sy)s. Done:

Théoréme LV. Si les 6 points fondamentaur d’ une conique forment un
groupe (Sy)s tous les éléments, qui appartiennent auw méme groupe de U hexa-
gramme, par ex. toutes les droites de Pascav, tous les points de Kirrman, etc.
donnent des groupes de 6 ou de 3 éléments, qui ont les mémes propridtds que
le groupe (S,)s-

33. Du théoréme XXXVI il suit que trois groupes (S;); sont situés sur
une courbe du 3™° ordre du systéme

256?—{-12(13311}};"{-‘0-’1715”2173:0 i; k=17 27 3. (1)

Les trois courbes 22} =0, Zx}rr =0, 2,2,2,=0 coupent la droite unité aux
points P§?, Py®, P$®; nous aurons donec:

Théoréme LVI. Deux groupes quelconques (S.)s sont situés sur une courbe
du 3™ ordre, qui appartient aw systéme (1). Les courbes du systéme passent
par les trois points Py, P, P,

Et par analogie:
Trois groupes quelconques (S,)s sont situés sur ume courbe de 4me ordre,
qui appartient au systéme

Sat Al e+ p3atel 4y S22, 2, =0

et qui touche la droite unité aux deux points ryryl, rirsl.
Sil'on suppose que le point ¥,9. ¥y, soit situé sur la droite x, + 2, +2;—=0on a:
Théoréme LVII. Si le point S, tombe sur la droite unité, les 6 points du
groupe (So)s sont situds sur cette droite et ils forment trois couples de points
équidistants relativement aux points Py®, Py®, P, Ils forment aussi deux
cycles projectifs de trois points par rapport aux points (rsr3l), (r37sl).
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§ 3.

Groupes des substitutions de quatre letires
et interprétations géométriques.

34. Pour les groupes des substitutions de 4 et 5 lettres je me sers des
résultats de M. J. Serrer (*). Il ne donne que les fonctions, ce qui revient au
fond & donner les groupes; seulement en donnant les groupes on peut en tirer
des conséquences, qui pour notre maniére d’interpréter la théorie des substitu-
tions sont fort intéressantes.

Nous laissons maintenant de c6té les groupes, qui sont relatifs & 2.ou 3
lettres, et que nous avons déja considérés. D’aprés SerrEr on a alors les types
suivants des fonctions de 4 lettres, & c6té desquelles j'écris les groupes corres-
pondants

I. (y + axs)(x; +axy)
1, (12)(34)
IL (&, + %)+ a(@s+24)

L, (12, (34, (12)(39.

Ce groupe est engendré par deux quelconques des trois derniéres substitutions.
Dans le groupe total il y a trois de ces groupes.

I11. (@1 —z,) (x5 — 24)
1, (129B4), (1@, (14)@3).

Ce groupe est aussi engendré par deux quelconques des trois derniéres subs-
titutions. Dans le groupe total il 'y @ qu’ un groupe de ce genre.

IV. (2 — 23) (22 — 2) [(20, — 24)* — (20, — 2,)7]
1, (13)(24), (1234), (1432).
Ce groupe est engendré par la substitution cyclique (1234).
V. Ty + 25T
1, (12, (84, (1234, ()@Y, 1HE2), (1423), (1324).

*) L. c.
Annali di Matematica, tomo XI, 21
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7

11 est engendré par deux substitutions, par ex. (12), (13)(24). Dans le groupe
total on a trois de ces groupes.
VI (xl. - 7/'2) (371 - xs)(xa e -'”4)(373 - xs) <x2 - x4)(x3 — xt)
1, 1234, (13)24, (1H@3), (123), (132), (124), (142)
(234), (243), (134), (143).
C’est lis le groupe des 12 substitutions paires, qui peut étre engendré par deux

substitutions par ex. (123), (124) ou bien (12)(34), (123).
VII. Groupe total

T2+ 242,
qui peut étre engendré par les couples des substitutions
(13), (134); (12), (1234); (132), (1234); (1234), (12)(34).

. INTERPRETATION GEFOMETRIQUE DANS L’ESPACE A TROIS DIMENSIONS.

35. Du théortme XIII on déduit pour n=4:

Théoréme LVIII. Sur chaque aréte du tétraédre fondamental, par ex.
AP AP =AY, il y a deux points P{?, P, dont les coordonnées sont 1, —1,
0,0; 1, 1, 0, 0, et qui divisent harmoni_quement les deux sommets AP A .
Il y a aussi deux plans I,®, II'?, dont les équations sont

2,—2,=0, 2, —2:=0

et qui passent par Varéte AP AP = AP. Les 6 plans 11, passent tous par
le point unité, tandis que les 6 points Py® sont tous situés sur le plan unité.
Chaque plan II“") passera par deun points P'iF) et par un point P, De
méme pour tous les plans IIFF (¥).

Je fais observer que les 12 points P, P’ forment trois tétraddres, savoir:

Pfoi2)’ P';l?), Pg“), P’:)34) ; P(m) P’:’if{)’ PL“)’ P’(:l);
P:)M)’ P’(OM)’ P(23) P’:)??)
dont les faces sont précisément les plans correspondants IT3%, II'!?) I3, 11’4, ete.
p P P 2 ) R T
Ces trois tétraddres, que je désigne par les symboles (P”), (P"), (P") ont la
propriété remarquable d’étre homologiques de quatre manieres différentes, les

)

(*) J'énonce tovjours ces théortmes pour chaque cas particulier, parce que les figures qui
en résultent jouissent de propriétés spéciales.
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sommets et les faces opposées du troisitme étant centres et plans d’homologie.
Il y a aussi trois autres tétraédres qui jouissent de la mdme propriéts. Ce sont
le tétragdre fondamental (4) et les deux tétraddres (B), (C) (*)

P

1 1 11 —1 1 1 1
-1 —1 11 1 —1 1 1
-1 1 —1 1 1 1 —1 1

1 —1 —1 1 1 1 1 -1

Nous aurons & considérer cette figure dans le 3™° chapitre
Du théortme XIV on déduit:
Théoréme LIX. Les trois tétraedres (P’ ), (Ph, (P sont conjugués par
rapport & la surface de 2¢ degré

o+, o+ 2 =85=

Du théoréme VI on a:

Théoréme LX. St I'on multiplie les coordonndes d’un point Sy par les
racines carrées de Uunité de toutes les maniéres possibles, on obtient 8 points
qui déterminent deux tétraédres homologiques de quatre maniéres différentes,
les sommets et les plans du tétraédre fondamental (A) étant centres et plans
d’homologie. Si le point S, est le point unité, on obtient deux tétraédres (B) et
(C) qui sont aussi conjugués par rapport & la surface S2.

En outre, du n.° 7 on obtient en changeant les signes de S? 8 surfaces du
21 degré, savoir:

"‘v+x2+x3+x_0 — it oyt +a=0

—ai—ay ot xi=0 2 — i+ a;+x=0 M
—a s ta=0  al4ai—aidal=0
B—wi—atei=0  gtoitn—o=(

qui jouissent de propriétés analogues & celles des m»~* surfaces du n.° 7; elles
sont par ex. réciproques d’elles-mémes par rapport & 1'une quelconque d’entre
elles (*¥).

(*) Yoir A.t Sopra alcune not. configur., L. ¢., Mém. II,
(**) A.: Sopra alcune not. configur., 1. ¢., Mém. II,
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Du théoréme X on déduit aussi: .

3. . Théoréme LXI. Les deux tétradres (B) (C) sont conjugues par rapport
& toutes les surfaces (1) (*).

36. Du théoréme XV on déduit:

Théoréme LXII. Les 24 points qu’on obtient en permutant les 4 coor-
données d'un point S,, sont situés deux & deux sur 6.12 droites, qui passent
12 & 12 par les points P{®. Les deux points d’une telle droite sont divisés
harmoniquement par P et par le plan I,

En opérant I'involution («8)(yd) («, B, y, ¢ sont identiques, & I'ordre prés,
aux indices 1, 2, 8, 4) sur les coordonnées du point S;, on déduit des théo-
rémes XVI, XVII ‘{IX ,

Théoréme LXIII Les 6 points P“’C) déterminent 3 droifes P(*)(%) (4, 8

v, 0 sont identiques, & Vordre prés, aux indices 1, 2, 3, 4) qui contiennent les
deuz points P{*F), P, De méme les plans TI{®) se rencontrent en trois droites
n{*A @) par lesquelles passent les deux plans TP, ) et qui sont déter-
‘mindes aussi par les deuz points P'*F), P'\#). Les 6 droites P{*) 118 (+)
donnent deux & deux trois couples d’arétes opposdes respectivement des tétrae-
dres (P’), (P"), (P"). Les trois droites TI*P (%) passent par le point unité, et
les trois droites PP sont situdes sur le plan unité.
: Théoréme LXITV. Les 24 points du groupe (Sy).. sont situés deux & deux
sur 3.12 droites, qui coupent 12 & 12 les droites P{"®(1%) et les droites cor-
respondantes A (), Les deux points situés sur une telle droite sont divisés
harmoniquement par les deux points d’intersection.

Si Ton opére sur les coordonnées du point S, la substitution cyclique (123 4)
on obtient 4 points, qui forment d’aprés le n.° 10 un cycle projectif de 4
points par rapport au tétraedre (1, 1,1, 1) (—¢, —1,4, 1), (—1,1, —1, 1)
(¢, —1, —14, 1),.00 4=\{—1. En posant par ex. i=r,, les faces de ce té-
tracdre sont

T+ T+ xs+2,=0

T Frit, Friv,+x,=0
rie,+ zrizs4-2,=0
1@ Frx, +rivsf2,=0

()

(*) J'appelle aussi tétraddre conjugué par rapport & une surface du 2% degré un tétraddre
dont les sommets sont situés sur la surface et dont les faces sont les plans tangents en ces
points.
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les sommets et les faces de ce tétraddre forment deux cycles projectifs de 4
points et de 4 plans. Ces 4 points sont situés sur une courbe W du 3™ ordre
(théor. XXIIT). Dans ce cas on voit que les cdnes qui projettent cette courbe
W sont simplement (n.° 4)

20y =12; L%y =1773; X0 =123; Tix, =1,

C’est donc une courbe W qui passe par les points z,=2,=2,=0, z,=2,
=x,=0, en y touchant les arétes z,=2,=0, z,=2,=0 et qui a dans le
premier le plan 2, =0, dans le second le plan z, =0 comme plans osculateurs.
Done:

- Théoréme LXV. Les points doubles de I’homographie donnée par une sub-
stitution cyclique de 4 indices (123 4), forment un cycle projectif de 4 poinis,
-qui sont situés sur une courbe W du 3m¢ ordre. Cette courbe passe par deur
sommets du tétraédre fondamental en y touchant deux arétes, et ayant en ces
deux points deux faces comme plans osculateurs.

Lin tout on a 3 homographies cycliques, ot les points doubles sont le point
unité et trois points du groupe (r,), qui ont pour coordonnées les différentes
racines 4™ de U unité.

Théoréme LXVI. Les 4 points qu’ on déduit d'un point S, par Ihomo-
graphie cyclique (1234) forment un cycle de 4 points, projectif par rapport
au tétraedre des points doubles de U'homopraphie.

En tout avec les 24 points du groupe (So). on peut former de 3 maniéres
différentes sixz cycles projectifs de 4 points.

37. Si nous opérons sur les coordonnées d’un point S, une substitution
de 3 lettres, par ex. (123), d’aprés le théordme XXVI on obtient une homo-
graphie cyclique d’ordre 3 autour du point z,==2,=2;=0. D’aprés le théo-
reme XXX nous voyons que:

Théoréme LXVII. Les 24 points du groupe (So).s sont situés 6 & 6 sur
16 plans, qui passent 4 & 4 par les droites d’intersection du plan unité avec
les faces du tétraédre fondamental. Les 6 points situés sur un quelconque des
16 plans sont situés sur une conique et ont les mémes propriétés que les 6
points (Sy)s du paragraphe précédent.

38. Interprétons maintenant les autres groupes de 4 lettres. Du groupe II
nous déduisons que:

Théoréme LXVIII. Si sur un point S, on opére successivement les deux
involutions (12), (34) ou bien (12), (12)(34) ou encore (34), (12)(34), on 0b-
“tient le méme groupe de 4 points. Ces quatre points sont situés deux & deux
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sur 4 droites, qui passent respectivement deux & deuz par les deux points P42,
P30, Ils sont situés aussi deux o deux sur deur droites, qui s’appuient sur
les deux droites Py, T2 ot ils y sont divisés harmom’guement.

Avec les 24 points (So)es on peut former de trois manitres différentes 6 de
ces groupes.

Pour le groupe III on a:

Théoréme LXIX. Si Uon opére sur un point S, successwement les deux
snvolutions (12)(34), (13)(24) ou encore (13)(24), (14)(23) on obtient un autre
groupe de 4 points; ces quatre points sont situés deux & deux sur 6 droifes,
qui coupent deux & deux respectivement les droites PUP¢0 T}V Pee [ oe0,
Piwes 110 Les deux points situds sur une telle droite sont divisés harmo-
niquement par les deux droites P,, II, qu'elle coupe.

Avec les 24 points (S)es ont peut former d’une seule maniere 6 de ces groupes.
Pour le groupe V on a:

Théoréme LXX. Si Uon opére sur le point S, les deux involutions par ex.
(12), (13)(24), on obtient un groupe de 8 points. Ces 8 points se divisent en
deux groupes de 4 points du théoréme LXVIII, et en outre ils forment deux
cycles projectifs de 4 points donnés par U homographie cyclique (1324).

Avec les 24 points (So)y on peut former de trois manieres différentes 3 de
ces groupes.
Du groupe VI on a:

Théoréme LXXI. Si Uon opére sur le point S, successivement les deux
homographies par ex. (123), (124), on obtient un groupe de 12 points (So)is-
Le groupe (So).s se de’compose en deux de ces groupes (So)l,, (So);, qui sont
homologiques de 6 maniéres différentes, les points Py*¥ et les plans 1Y) étant
centres et plans d’homologie.

Et finalement:

Theéoréme LXXII. St l on opére sur le point S, successivement, par ezx.

Uinvolution (13) et U homographie cyclique (124), on obtient le groupe total (80)as-
Du théoréme XXXIV on déduit aussi:

Théoréme LXXIII. Un groupe quelconque (Sy)s est situé sur une sur-

Jace du 22 degré dw faisceau

Sai A3z =0 i, k=1, 2, 3, 4.

Les surfaces de ce faisceau se touchent suivant une conique du plan unité, pas-

sant par tous les points des groupes (ry), (rs).
Deux groupes sont situés sur une surface du 3¢ ordre, quatre sur une sur-
face du 4me ordre, etc. (théoréme XXXV).
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INTERPRETATION GEOMETRIQUE SUR LE PLAN 2y - &, 4 2, +2,=0.

39. J'indiquerai seulement les résultats qu'on obtient lorsque le point S;,
Y1Y2YsYs, est situé sur le plan z, + 2,42, +2,=0, que du reste nous pou-
vons regarder comme quelconque. Sur ce plan on a le quadrilatére donné par
les 6 points P{?, P, P, P¥, P, P dont les cbtés sont les droites
d’intersection du plan avec les quatres faces , =0, 2, =0, £,=0, 2,=0 du
tétratdre fondamental. Nous pouvons prendre ce quadrilatére comme fonda-
mental; alors entre les coordonnées d’un point ¥, ., %5, ¥« on aura la relation

Yi+y+9ys+y,=0 (1)

qui est précisément la condition afin que le point soit situé sur le plan unité.
Nous considérons tout d’abord la conique ol se rencontrent les surfaces du
faisceau du théoreme LXXIII, c’est & dire

R R @)
ou bien d’apres la relation (1) '
@y 4 5+ X5+ L1 %+ 2, s + X225 =0. 2"

Cette conique donc se transforme en elle-méme par les permutations des
quatre coordonnées x,, ¥y, s, %;, de maniére qu'un de ses points quelconque
donne un groupe de 24 points inscrit & la conique fondamentale.

Il est facile de voir que dans le plan il n'y a pas une autre conique qui
jouisse des mémes propriétés, tandis que dans P'espace a trois dimensions il y
@ une infinité de surfaces du 2! degré qui se transforment en elles-mémes.

Les 6 points P'{™® ont pour polaires, par rapport & la conique fondamentale,
les 6 droites
—xy=0  2,—2x,=0

501——%3———— :Eg—-{h:() (3)
xg—'w;;————o x3—£lf4=0

d’intersection des plans TI(® avec Sx;=0. Ces 6 droites se rencontrent 3 3 3
2
en 4 points Pi®, Py, P, P dont les coordonnées sont:

(—3) 17 17‘ 1)) (17 _37 11 1)7 (1; 17 —3; 1)'7 ‘ (17 17 17 _3)

qui sont les poles des cbtés 2,==0 x,=0 ;=0 z,=0 du quadrilatére fonda-
mental par rapport & la conique fondamentale: Les 10 points P¢?, P2, Pg¥,
Py, Py, Peb, PR, P8P PP, P sont situés 3 & 3 sur leurs polaires par
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rapport & la conique fondamentale; ils forment donc une figure analogue a
celle, qui est donnée par dix points de Kirxmax et par les 10 droites corres-
pondantes de Pascar d’une figure II. Or, les 6 points Pg®,..., PP forment
un quadrilatére et les autres P, P®, P P# forment un quadrangle, qui
est le polaire réciproque du quadrilatére par rapport & la conique fondamen-
tale; en outre, le quadrangle et le quadrilatére sont conjugués par rapport &
la conique (*) et n’ont aucun sommet et aucun c6té commun; c’est a dire,
que pris ensemble ils constituent la figure entitre des 10 points et des 10
droites. Il est aussi facile de voir que cette figure se décompose en 5 groupes
des quadrangles et des quadrilateres susdits. Cette propriété s'étend aussi aux
figures II de I’hexagramme, on a donc:

Théoréme LXXIV. Toute figure I d’un systéme quelconque [Zz]n de
Phexagramme se décompose de b maniéres différentes en un quadrangle et en
un quadrilatére, qui sont conjuguds et polaires réciprogues par rapport & la
conique I1 déterminde par la figure.

Le quadrangle d’un des 5 groupes a pour sommets 4 points Z, et le qua-
drilatére a les 4 droites 2m correspondantes pour coiés.

Mais la figure des dix points P que nous venons de considérer n’est pas
générale. En effet, la conique fondamentale passe par les huit points du groupe
(rs) de chaque c0té du quadrilatére fondamental, et ces huit points divisent res-
pectivement équianharmoniquement les trois sommets de chaque coté, ce qui n’a
pas lieu en général.

40. Si on permute toutes les coordonnées y,, ¥z, ¥s, ¥« d'un point T
du plan unité, entre lesquelles a lieu la relation S¢;=0 on obtient 24 points,
qui sont aussi situés sur le méme plan, et pour lesquels on a:

Théoréme LXXV. Les 24 points d’un groupe (Ty)., situé sur le plan
unité, sont situés deux & deux sur 12-6 droites qui passent 12 & 12 par les
6 points Pi® (i, k=1, 2, 3, 4).

Le segment déterminé par les deux points est divisé harmoniquement par le
point PR et le point d’intersection avec la polaire de P{® par rapport & la
conique fondamentale. '

Les sommets du triangle diagonal du quadrilatere des points P{*) sont pré-
cisément les trois peints

(17 _17 "“17 1)7 (“‘17 11 —17 1)7 ("‘ 17 —17 17 1)° (1)

(*) J’emploie le mot conjugué dans le sens dooné par M. P, Serrer dans sa Géom. de
direction, 1869,
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Nous avons vu (théordme LXIII) que les trois droites I*# () passent par le
point unité, "elles ne sont donc autre chose que les droites qui joignent le point
unité avec les trois points (1). En effet, les coordonnées d’un point de la droite
M2 =P» P’ sont de la forme I, 1, ), }; cette droite passe donc par le
point unité 1, 1, 1, 1 et par le point 1, 1, —1, —1. Par conséquent en in-
terprétant le groupe II sur le plan on tire:

Théoréme LXXVI. Les 24 points de (To). sont situes deux & deux sur
12.3 droites qui passent 12 & 12 par les sommets du triangle diagonal du
quadrilatére des points P et ils sont divisés harmoniquement par ces som-
mets et les droites diagonales opposées.

Si I'on opére sur un point T, de =x;=0 1’homographie cyclique (123), on
obtient trois points d’un cyele projectif par rapport au triangle des points dou-
bles qui sont P %, (rs, 73, 1, 0), (72, 75, 1, 0), et en remarquant que dans le
groupe total des substitutions on a 8 substitutions cycliques de la forme (x8y),
qui donnent 4 homographies cycliques, puisque les substitutions inverses (123),
(132) donnent lieu & Ja méme homographie cyclique, on a:

Théoréme LXXVII. Les 24 points du groupe (To)u forment de quatre
maniéres différentes huit cycles projectifs de trois points, donnés par: les quatre
homographies cycliques du 3™ ordre du groupe total.

Pour le groupe III on obtient:

Théoréme LXXVIII. Les 24 points (Ty), forment 6 quadrangles ayant
pour triangle diagonal celus du quadrilatere des- points Py®.

Des théoremes LXVII, LXX, LXXI on déduit aussi:

Théoréme LXXTX. Les 24 points (Ty), sont situés 6 & 6 sur 16 coni-
ques passant 4 & 4 par les 4 points dont trois coordonndes sont égales aux
- racines cubiques de Uunité, tandis que la quatriéme est nulle.

Théoréme LXXX. En opérant sur le point T, successivement les deux
homographies (123), (124) on obtient 12 points d’un groupe (T.).,. Les 24
points (To)es forment donc deux polygones de douze sommets, qui sont homo-
logiques, les 6 points P*) et les trois sommets du triangle diagonal de leur
quadrilatére d’une part et leurs polaires par rapport & la conique fondamen-
tale d’autre part étant cenires et axes d’homologie.

On peut construire le groupe total (o). au moyen de deux involutions, par
exemple (13), (12)(34).

Cette figure, que nous avons obtenue sur le plan unité, n’est qu'une projection
de la figure considerée de I'espace B, faite par le point unité.

Annali di Matematica, tomo XI, 22
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PRrOJECTION SUR UN PLAN QUELCONQUE
PAR UN POINT KGALEMENT QUELCONQUE DE L’ESPACE R,

44. Si nous projetons par un point quelconque R, la figure de ' espace
sur un plan R,, nous obtenons une figure plus générale que celle du plan unité;
ces figures pourtant appartiennent & la méme classe.

Ainsi avec le tétraddre fondamental on obtient sur Je plan B, un quadrangle
APl AP = (4) sur les cbtés duquel sont projetés les 6 points P et P’{™*,
Les premiers sont situés trois & trois sur quatre droites, qui sont la projection
des droites d’intersection du plan unité avec les faces du tétraédre fondamental.
Si l'on projette sur R, les sommets des deux tétraddres (B), (C) du n.° 85, on
obtient sur le plan deux quadrangles (B), (C) tels que leurs sommets sont
respectivement situés deux & deux sur seize droites passant quatre & quatre par
les sommets du quadrangle ,(4). La méme chose a lieu évidemment pour les
couples de quadrangles ,(4),B), (4).(C) par rapport aux sommets de ,(C) ou
de (B).

Or, si nous nous souvenons de la figure commune & deux figures IT, par ex.
I et IT de I’hexagramme (n.° 28), on voit que la figure de ces trois quadran-
gles ((4), «(B), s(C) est précisément la corrélative de celle donnée par les droites

PuusPlosDisiDiss Phis Pl Dis Plis
et du triangle A, avec la droite de STEINER g¢,,.

Théoréme LXXXI. Les 24 points {S))e qu'on obtient en projetant de R,
sur R, un groupe (S,).. de Uespace sont situés deux & deux sur 612 drodtes
passant 12 & 12 par les point P{®), et ils sont aussi situés 6 & 6 sur 16 co-
niques. '

Les deux droites P09 1(*£ ) dans le cas du numéro précédent, sont
projetées par le point unité sur une droite et en un point, car la droite IT,
passe elle-méme par le point unité; tandis que dans le cas général actuel les
droites en question sont projetées sur R, suivant deux droites ,P{“P09), JI{#)0),
Done: ’

Théoréme LXXXII. En projetant les deux points du groupe (So)u qui ont
les coordonnées : '

Yo YrYyYsy YeY2YsYy

on obtient sur R, deux points du groupe (Sies, qui sont divisés harmonique-
ment par les deux droites PP 1) ),
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On pourrait donner aussi au point de projection E, ou au plan R, des po-
sitions spéciales par rapport au tétraddre fondamental, et on obtiendrait dés
lors des configurations spéciales de Ia méme classe.

§. 4.

Groupes des substitutions de 5 lettres.
Interprétations géométriques dans 1’espace & 4, 3 dimensions
et dans le plan,

42. Je donne ici seulement les groupes des substitutions qui contiennent
toutes les 5 lettres.

L (et ra, - rPo, 4 r2e, Y ric)

ol » est une racine de l’équation
14z+22 a2 +420=0
1, (12345), (13524), (14253), (15432).

Ce groupe est engendré par la substitution (12345).

IL (4 - 2,) (03— 2,) (25 — 25) (4 — 25)

1, (12), (345), (354), (12)(345), (12)(354).

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (12), (345) ou

bien par la substitution (12)(345). Dans le groupe ftotal il y a 10 de ces
groupes.

IIL (@ — @) (203 — 24) (05 — @) (24 — %5)
1,  (345), (354, (1934, (ADBH),  1A2)45).

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (12)(34), (345).-
Dans le groupe total il y a 10 de ces groupes.

IV, : 22, 2%+ s+ 24+ 25
1, (84b), (354, (12, (34, (35, (49, (12)(34),
ADE5), (A5, (1G5,  (12)(E54).

Ce groupe peut étre engendré par deus substitutions, par ex. (12)(34), (35).
Il ¥ a aussi 10 de ces groupes dams le groupe total,
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V. g = 22 (2o 5+ Lo ) + 22 (@ 23+, ) + 23 (@, 25 T 22 2,) +
' T+ 23 (@12 - 3 5) - 22 (@1, - 0 25)
1L, (13)@#5), (1HE@3), (BELH, (1(35),
(25)(34), (2354), (1325), (1452), (1534), (2453),
(1243), (1485), (1523), (1254), (1342)
(12345), (13524), (14253), (15432).
Ce groupe peut élre engendré par deux substitutions, par ex. (12)(35), (1325).

Il y a dans le groupe total 6 de ces groupes.
En posant

0=y = 29) (Ts = 23) (01— 24) (s = T5) (X0 = X5) (02 — @) (0, — 25) (T3 - 2,) (T3 — 5) (X4 — X5)
la fonction
VI vy

nous donne le groupe
L, (13)45), (14@3), = (15)@E4, A)B5), (2539,

(12345),  (13524),  (14253),  (15432).

Ce groupe peut étre engendré par dewx substitutions, par ex. (13)(45), (14)(23).
On a 6 de ces groupes.

VIL v, .
Cette fonction représente le groupe de 60 substitutions paires. Il peut étre en
gendré par deur substitutions, par ex. (12)(34), (23)(45) ou bien par les subs-
titutions cycliques (12345) et (ikl) (i, k, 1 sont trois indices de la série 1,
2, 3, 4, 5). Naturellement il n’y a quw'un seul de ces groupes.

INTERPRETATION GHOMETRIQUE DANS L'ESPAcE R, X 4 DIMENsIONS. .

43. Pour n=>5 du théoréme XIII on déduit:

Théoréme LXXXITII. Il y a sur chaque aréte de la pyramide fondamen-
tale par ex. APAY =AY deux points P,*, P’ dont les coordonnées sont
1—1000, 11000, et qus divisent harmoniquement le seqment déterminé
par les deuxr sommets AP, AP.

Les 10 points P sont situés trois & trois sur 10 droites, qui déterminent
5 quadrilatéres. Les 20 points P, P'0%) sont situés trois & trois sur 30
droites qui avec les 10 premicres forment 10 quadrilatéres.
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Il y a aussi deun espaces & trois dimensions T2, I, qui passent par le
plan d’intersection des faces x,=0, 2,=0, et les dwz’sent harmoniquement.

Les 10 espaces II{*¥) passent par le point unité, tandis que les dix points
P sont situés sur Uespace unité.

Chaque espace TI{® passe par 3 points Pi* et par quatre points P,

La figure formée par les points P, P'%) T TI'(%) gst polmre réciproque
d'elle-méme par rapport & la surface

Sri= O

En posant dans len’5 m=2, n=>5 du pomt unité, on obtient 2¢=16 pomts,
savoir:

1

P11 11 1 9] 1 1-—1-—1 1
2| —1—-1 .1 1 1 0] 1 1—-1 1-—1
s|l—1 1—-1 1 1 1| 1 1 1—1-—1
4)—1 1 1—=1 1 2|—1 1 1 1 1 "
5l—1 1 1 1-—1 18] 1—1 1 1 1
6] 1—1-—1 1 1 4] 1 1-1 1 1
7] 1—1 1-—1 1 15 1 1 1—1 1
8] 1—1 1 '1—1 6] 1 1 1 '1—1.

Ces points n’ont pas les propriétés analogues & celles des points que nous avons
trouvés au n.° 35 pour n=4. Il est facile de s’assurer que les espaces po-
laires de ces 16 points par rapport 4 la surface 222 =0 ne contiennent aucun
de ces points.

Si nous considérons par ex. les deux eraces II;”’ e, dont les équations

sont
T —xy=0 x1+x2=0

on voit que chacun d’eux contient huit points différents du groupe (1). Done:
Théoréme LXXXIV. Si d’un point quelconque en R,, par ex. du point
unité, on change les signes des coordonnées de toutes les maniéres possibles,
on obtient 16 points (B). Les points sont situés 8 & 8 respectivement sur les
20 espaces IIJ0), II'® tellement que deux de ces espaces correspondants les
contiennent tous. Par chaque point du groupe (B)s passent 10 des 20 espaces
TIR IT' %),
Ces 16 points sont aussi situés 4 & 4 sur 40 plans, qui passent 10 ¢ 10
par chacun d’eux.
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Les couples de points
1, 12; 2,13; 3,14; 4,15: 5 16; 6,1t; 7,10; 8,9

sont situés sur 8 droites passant par le sommet A de la pyramide fondamen-
tale, done:

Théoréme LXXXV. Les 16 points de (B)i sont situés deux & deux sur
5.8 droites passant 8 & 8 par les sommets de la pyramide fondamentale,

44. Des théorémes du n.° 9 on déduit:

Théoréme LXXXVI. Les 120 points qu'on obtient en permutant les coor-
données d’un point S, dans Uespace R, sont situés deum & deux sur 10-60
droites, qui passent 60 & 60 par les points P{®. Les deux points sur une de
ces droites sont divisés harmoniquement par le point P et par Uespace cor-
respondant I,

Théoréme LXXXVII. Les 120 points du groupe (Sy)iso Sont aussi situés
deux & deux swr 1560 droites, qui coupent 60 & 60 chacune des 15 droites
PR ot o plan correspondant AU en deux points. Ces points divisent
harmoniquement les deux points de (S))is..

Théoréme LXXXVIII. Les 120 points du groupe (So)wo Sont situés 6 &
6 sur 200 plans, qui passent 20 & 20 par les droites ol PUespace unité ren-
contre les faces planes de la pyramide fondamentale Les 6 points d’un tel
plan sont situés sur une conique et ont les mémes propriétés que celles du
groupe (So)s du § 2.

Ils sont ausse situés 24 & 24 sur 25 surfaces du 2% degré & 2 dimensions,
dont les espaces & 3 dimensions passent 5 & b par les plans d’intersection de
Uespace unité avec les faces de la pyramide fondamentale. Les 24 points d'une
telle surface ont les mémes propriétés que celle du groupe (So)u du paragmpke
précédent.

45. Du groupe I et du théordme XXIII on déduit:

Théoréme LXXXIX. Si Uon opére sur un point S, de B, I'homographie
cyoligue (12345) on obtient § points d'un cycle projectif. Les points doubles

~de Yhomographie sont le point unité et 4 points qui ont pour, coardonndes les
racines 5mes de Uunité.

Pour le groupe II on a

Théoréme XC. Si Von opére sur un point S, successivement une involu-
tion, par ex. (12), et Vhomographie cyclique (345) on oblient un groupe de G
points, qui sont situés deux & deuw sur 3 droites passant par le point Py®
el qui forment deun cycles projectifs de B points.
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Avee les 120 points du cycle (S)).0 0n peut former de dix maniéres diffé-
rentes 20 de ces groupes..

Pour le groupe III on obtient:

Théoréme XCI. En appliquant au point S, successivement I involution
(12)(34) et Uhomographie cyclique (345), on obtient un groupe de 6 points,
qui sont sttués deux & deux sur 3 droites rencontrant 3 & 3 les drodtes P¥@,
P Punus of log plans correspondants TP, Ils forment aussi deuz
cycles pro_;ectzfs de trois poinis.

Avec les 120 points de (So)ieo 0n peut former de 10 maniéres différentes 20
de ces groupes.

Pour le groupe IV:

Théoréme XCII. En opérant sur un point S, successivement les deuz in-
volutions (12)(34) et (35), on obtient un groupe de 12 points, situés deux &
deux sur 24 droites, qut passent 6 & 6 par les poz’nts Py, P:,s”, PP, PP,
Ils sont situés ausst deux & deux sur 10 droites, qui coupent 6 & 6 les droites
pupes puoss  punus of Jos plans correspondants T, dls forment quatre cy-
cles prq;ectzfs de 3 points.

Du groupe V: .

Théoréme XCIIL. En opérant sur le point S, successivement Uinvolution
(12)(85) et Phomographie cyclique (1325) on obtient 20 points.

Ces 20 points sont situés deux & deux sur 50 droites, qui coupent 10 & 10
les 5 droites P{*F)0) ¢t les plans correspondants TP donnés par les b
snvolutions de la forme («B)(y9) du groupe V. Ils forment aussi 4 cycles pro-
Jectifs de b points.

Avec les 120 points (Sp)ieo 01 peut former de 6 manieres dzﬁ”erentes 6 de
ces groupes.

En égalant & zéro les 6 fonetions y on obtient 6 surfaces & 3 dimensions
du 4™ degré, qui représentent le groupe V.

De méme pour le groupe VI. Pour le demi-groupe on a:

Théoréme XCIV. En opérant sur le point (S,) successivement les deux
involutions (12)(34), (23)(45), on obtient un groupe de 60 points (S,).,. Le
groupe (So)ise se décompose en deux de ces groupes (So)s,, (So)s, qui sont homo-
dogiques de 15 maniéres différentes, les points P et les espaces I dtant
centres et espaces d’ homologie.

Et finalement pour le groupe total on voit qu’en opérant sur le point S,
successivement Vinvolution (12) et Uhomographie cyclique (12345) on obtient
tous les poinis du groupe.
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On déduit aussi des théorémes du n.° 14 qu'un groupe quelconque de 120
points (So)izo est toujours situé sur une surface du 2! degré du faiscean
. St 2AZz;2p=0
et ainsi de suite.

INTERPRETATION DANS L’ESPACE UNITE

ET DANS UN ESPACE A TROIS DIMENSIONS QUELCONQUE.

46. Si nous supposons qu'un point 7', soit situé dans I’espace unité, ses
coordonnées vy, ¥s,..., s doivent satisfaire & la relation

Yi+y:+ Y+ yi+ys=0. (1)

Dans l'espace unité on a les 10 points Py®, Py3, PU® Py P P4 P
PP, P& P4 qui sont situés 6 & 6 sur 5 plans, c’est & dire sur les plans
ol l'espace unité rencontre les faces & trois dimensions de la pyramide fonda-
mentale dans EB,.*

Considérons analoguement au n.” 39 la surface

w3t aybag ol tai=0, 33;=0 @

par laquelle passent toutes les surfaces du faisceau déterminé par les groupes
(S)120 de R,. L'’équation (2) peut s'écrire aussi sous la forme

3a; 4 Swep=0 i, k=1, 2, 3, 4. (3)

Théoréme XCV. Un point quelconque T, de la surface (2), que j'appelle
Sondamentale, donne un groupe (Ty)w, inscrit & la surface. Cela n’a pas liew
pour fout groupe (To)wo Situé sur Uespace unité.

Les plans polaires des 10 points P par rapport & la surface fondamentale
ont leurs équations de la forme

Ti— = O. (4)

Il n’est pas difficile de voir que ce sont précisément les plans d’intersection
des espaces II{®, passant par le point unité, avec l'espace Sz;=0. Les 10
plans (4) se coupent 6 & 6 en 5 points, Py® P7® P§® PJ® P dont les coor-
données sont: -
 (—41111, (1—4111, (11—411),
111—41), @@111—4).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



de la théorie des substitutions de n lettres, etc. 173

Ces points sont les pdles des faces du pentatdre fondamental, ol sont situés 6
4 6 les 10 points Py, Ces 5 points forment donec un pentagone gauche de
Fespace unité, qui est conjugué par rapport & la surface fondamentale ainsi
que le pentatdre fondamental.

Or les 10 points Py et les b points P2%, PE,“’, pgo, Pie, P forment
dans l'espace & 3 dimensions la figure analogue & celle que nous avons trouvée
au n.° 39. Si nous désignons le plan polaire de P?* par le symbole II}*, on
voit qu’il passe par les points PP, P2, P, P%¥, P P3; il en est de
méme pour les plans polaires des autres points P{*® («, =1, 2, 3, 4, 5, 6).

Je remarque aussi que les 15 points P{**) sont situés 3 & 3 sur 20 droites
D(=#7); qui contiennent les trois points P{*#), P{f), P(*) et qui passent 4 3 4
par Ies 15 points P, Ces 20 droites sont situées a leur tour 4 & 4 sur les
15 plans II,. Donc:

Théoréme XCVI. Les 15 points P{"F) de Vespace unité & trois dimensions
(2y B==1, 2, 3, 4, b, 6) sont situés 3 & 3 sur 20 droites D{** et 6 & 6 sur
leurs plans polaires TI*F) par rapport & la surface fondamentale.

Les 20 droites D, passent 4 & 4 par les 15 points P{*P et sont situdes 4
& 4 sur les 15 plans 1P, :

Les 15 points P{*P) et les 15 plans TIF) forment une figure réciproque
d’elle-méme par rapport & la surface fondamentale. Elle est analogue & la
figure compléte de deux tétraédres homologiques, de méme qu’une figure I de
Uhexagramme constitue la figure compléte de deux triangles komologiques dans
le méme plan (*).

v Théoréme XCVII. La figure précédente se décompose en 6 groupes d’un
pentaédre et d’'un pentagone complets, qui n’ont commun aucun sommet, ni
aucune face, et qui, pm’s ensemble, constituent la figure entiére. Ce pentagone
et ce pentaédre sont conjugues et polaires réciproques par rapport & la sur-
Jace fondamentale (%).

< La figure que nous venons de consxdérer n’est pas identique & la figure gé-
nérale compléte de deux tétratdres homologiques, car la surface fondamentale
rencontre les 10 droites D,, ol sont situés les premiers dix points P{™, (7,
k=1, 2, 3, 4, 5), aux points (r;), dont trois coordonnées sont les racines cubi-

(1) Voir A., Behandlung der project. Verhilinisse, etc. Math, Annalen, vol. 19.
(®) Voir A., Math. Annalen, L c., p. 192, § 5. Polar figuren in Bezug auf eine (n— 1)

dimensionale F2_..

Annali di Matematica, tomo XI. 23
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T

ques de I'unité et les deux autres sont nulles. La surface passe qussi Par les
points des groupes (r,), (), ol r, et s sont racines primitives 4uwes et Hmes e
I'unité.

Les points du groupe {r;) sont au nombre de 20
» n (re) n 30
) ” (rs) ” 24,

Au moyen de cette surface et de 1'icosagdre, M. Krry a résolu I’équation
du 5™° degré (*). Cependant il n’a donné aucune indication sur )’ étude des
groupes de 5 lettres, comme nous l'avons fait ici. Je cite ce travail trég im-
portant de KrEmv, pour montrer que les recherches, qui nous occupent dans le
présent travail, ont aussi un grand intérét en algebre.

47. Pour étudier maintenant les propriétés des 120 points d'un groupe
(T')se0, situé dans I'espace unité, il suffit de suivre la méme méthode que celle
suivie pour le cas n=4.

Nous trouvons:

Théoréme XCVIII. Les 120 points (To)ise sont situés 2 & 2 sur 10-60
droites, passants 60 & 60 par les 10 points Py® (i, k=1, 2, 3,... 5). Deux
points sur une telle droite sont divisés harmoniquement par le point PJ* et
par le plan T correspondant.

Si nous considérons I'involution (12)(34), on sait alors que dans I'espace R,
les deux points que Von déduit d’un point quelconque S, sont situés sur une
droite, qui coupe P/ et le plan correspondant IIS>®%,

Or, en projetant par le point unité sur 'espace =x;=0, les deux points sont
projetés en deux points d’un groupe (T')io, car les groupes (T\)s de Pespace
Sx;=0 peuvent &tre considérés comme la projection des groupes (Sy)i, de B,
faite par le point unité. Ces deux points sont situés sur une droite, qui coupe
la droite P®* et la droite d’intersection de Zz;=0 avec le plan II}*“¥
puisque ce plan passe par le point unité. Done:

Theéoréme XCIX. Les 120 points (To)ie d’un groupe dans Zx;=0 sont
situés deuz & deux sur 10-60 droites, qui rencontrent 60 & 60 les 10 droites
PR of les droites I, d'intersection de Sx;=0 avec les plans correspon-
dants TI{*AV9D, Les deux points sur une telle droite sont divisés harmonique-
ment par les droites Py, II,.

Si le point R, de projection est un point quelconque, il est clair que ce

(*) Math, Annalen, vol. 12, pag. 545. Eine neue Aufissung der Gleich. 5** Grades.
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théoréme n’a pas lieu, parce que les plans II{*F)(*?) ne passent pas par R,.
Dans ce cas, on obtient dans 'espace RB,, ol 'on projétte, une pyramide quel-
conque de 5 sommets ,4Y,..., . A®=,(4). Sur ses arétes il y a 10 points ,Py*)
et 10 points ,P'(, tels que ,P, ,P'W divisent harmoniquement les deux
gsommets , 4, ,A®,

Les 10 points P{® sont situés 3 & 3 sur 10 droites, qui forment 5 qua-
drilatéres, ¢t 6 & 6 sur 5 plans. Les 20 points P ,P'{*) sont encore situés
3 & 3 sur 30 droites, qui forment avec les 10 premiéres 10 quadrilatéres.

St nous projetons les 16 points (B)is (théor. LXXXIV') sur B, on obtient
un groupe de 16 points (B), qui sont situés deur & deux sur 40 droites
passants 8 & 8 par les 5 sommets (AY,..., 1Ay de (4).

Si l'on fait la projection de ce groupe par le point unité sur I'espace unité,
ces 16 points étant 8 & 8 sur les espaces

xi—xr=0 (1)
on a:
Théoréme C. En projetant le groupe (B),, du point unité, on obtient sur
Uespace unité 15 points [car le point unité est lui-méme un point du groupe
(B)se], qui sont situés T a T sur les 10 plans ol les espaces (1) coupent Sx;=0,
c’est & dire sur les 10 plans polaires II, des 10 points P par rapport &
la. surface fondamentale.

Si nous considérons les trois espaces

2, — 2, =0, 2, —2;=0, Lo— 2, =0 @)

ils passent par un plan, puisque les trois points correspondants P¢?, P>, P
sont situés sur la droite, odt Sx;=0 rencontre la face A}*® de la pyramide
fondamentale en R,. Il est facile de voir sur le tableau des points (B), (n.° 43),
que les trois espaces (2) contiennent respectivement les points

1,2, 9, 10, 11, 14, 15, 16; 1, 3, 7, 8, 11, 13, 15, 16
1, 4, 5, 6, 11, 12, 15, 16.

On woit donc que les points 1, 11, 15, 16 sont situds sur un plan et que les
projections sur Zax;=0 de 11, 15, 16 sont situdes sur une droite, qué est une
des arétes du pentagone formé par les dix plans II (¥).

(*) C’est & dire que les 15 points sont donnés par les 5 sommets de ce pentagone et les
10 points de rencontre de ses c4tés avec les faces opposées.
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Les groupes de 120 points (To)ise dans Sx;=0, ou bien dans un espace quel-
conque B, ont communes leurs propriétés, qui dérivent du théor. LXXXVII.

On peut étudier leurs groupes de la méme manitre que nous avons traité
les groupes (7). sur le plan dans le paragraphe précédent.

Prosecrion sur uN pLAN R,.

48. Pour projeter les figures de I'espace R, sur un plan R, il faut pro-
jeter par une droite E,, qui ne coupe pas E;. On déduira ainsi, de la pyra-
mide fondamentale AY,..., 4%, un pentagone ,4,..., ,A¢, et des groupes de
120 points ;(S5)iz0, dont les propriétés se déduisent facilement des théorémes
précédents. Les configurations qu’on obtient dans B, sont naturellement une
expression géométrique de la théorie des substitutions de 5 lettres.

En donnant & la droite de projection E,, ou bien au point B, de projection
sur un espace R, des positions spéciales par rapport & la pyramide fondamen-
tale en R,, on a, d’aprés le théoréme XXXVII:

Théoréme CI. Pour chaque pentagone ou tétraédre dans R,, ou bien pour
chaque triangle, quadrangle, pentagone complet dans le plan, on obtient des
configurations de la méme classe, qui sont unme expression géométrique de la
théorie des substitutions de b letires.

§ 5.

Groupes des substitutions de 6 letires
en relation avec les groupes de 1’hexagramme mystigque.

49. Former les groupes des substitutions de # lettres est un des problémes
les plus difficiles de la théorie des substitutions, et il est, en général, loin d'étre
résolu. Cependant, dans des cas particuliers, on peut, ou par une méthode, ou
par I'autre déterminer des groupes; c'est ainsi, par ex., que Serrer a trouvé
les fonctions.de 4, 5 lettres et les 6 fonctions de 6 lettres. Mais nous n’avons
pas seulement besoin des fonctions et de Pordre des groupes qu’elles représen-
tent, nous avons besoin aussi de connaitre la forme des substitutions d’un groupe,
afin d’en tirer ensuite des conséquences pour nos figures géométriques; comme
nous venons de le faire pour n=4, 5.
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Pour trouver les groupes principaux de 6 lettres et les groupes qui y sont con-
tenus, nous nous appuierons sur la connaissance des groupes de ’hexagramme
méme. J’en donnerai seulement les résultats, comme pour n=4, n=>5; on aura
en tout cas presque toujours une vérification géométrique dans I'hexagramme,
si 'on tient compte de la notation que j’ai donnée au § 1 de ce chapitre.
Pour établir les substitutions je pars toujours de I'hexagone 123456,

GROUPES DES TRIANGLES A,p, DES DROITES DE STEINER-PLUCKER
ET DES POINTS DE SALMON.

I 11 y a dans ’hexagramme 15 triangles A,z (n.° 22); ces triangles re-
présentent un groupe de 43 substitutions. Si nous considérons, par ex., le triangle
A,,=12-34-56, on a le groupe suivant:

1, (12)(34), (12)66), GHEE), (134, (14)23) (1423)(56)
(1324)(56), (15)(26), (1625((34), (16)(25), (1526)(34), (35)(46)
(12)(3645), (12)(3546), (36)(45), (135)(246), (145)(236), (146)(235)
(136)(245), (153)(264), (164)(253), (163)(254), (154)(263)

(12), (34), (36), (12)B4(36), (1324), (1423) (14)(23)(56)
(13)(24)(56), (1526), (16)(25)(34), (1625), (15)(34)(26), (12)(35)(46)
(3645), (3546), (12)(36)(45), (135246), (145236), (146235)
(136245), (153264), (164253), (163254), (154263).

Dans ce groupe, il y a 24 substitutions paires et 24 impaires. Les 48 permu-
tations obtenues, en partant de I’hexagone 123456, sont les suivantes:
123456, 345612, 561234; . 214356, 435621, 562143,
213465, 346521, 652134; 124365, 436512, 651243;
341256, 563412, 125634; 432156, 564321, 215643;
342165, 653421, 216534; 431256, 654312, 126543;

432165, 654321, 216543; 341265, 653412, 126534;
431256, 564312, 125643; 342156, 563421, 215634;
214365, 436521, 652143; 123465, 346512, 651234;
213456, 345621, 562134; 124356, 435612, 561243,
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Or, d’apres le premier tableau des 6 figures IT et d’aprés le n.° 23, on voit que
ces permutations correspondent 6 & 6 aux droites de Pascar

DausPisPislias  PoisPisiPissPiss
ou bien

' AuAaa, AuAu, A12A157 A;zAls; AisAzs, AuAu, AnAes, Aquc, (1)

qui forment les deux quadrilatéres des deux figures I et II, dont les cbtés se
rencontrent deux & deux sur les cdtés du triangle A,; et aux 4 points de SteNER
Giosy Gisiy Gliesy Gy de la droite de StriNer-Pricker G.

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (3645) et
(135246). Il transforme le triangle A, en lui-méme, de méme que Uensemble
des deux quadrilatéres (1) et la droite de Stener G, et le point de Satuon S,,.

Dans le groupe total il y a 15 de ces groupes.

Ce groupe peut &tre représenté par la fonction

Ap=2,2, + 2,2, -} 25 2. (2)

On a donc 15 fonctions du 22 degré A.p, qui correspondent aux triangles A.p
de U hexagramme. 1l est clair que ces fonctions jouent dans la théorie des subs-
titutions de 6 lettres un réle analogue & celui des triangles A,z dans la théorie
de I’hexagramme.

II. Les 24 substitutions paires du groupe I forment naturellement aussi
un groupe; il est donné par les 24 premidres substitutions et par les 24 pre-
miéres permutations du groupe I. Ces derniéres correspondent 3 & 3 aux
droites de Pascar des deux quadrilatéres des deux figures I, I1.

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (12)(34),
(1526)(34). Ce groupe est le seul que Uon rencontre dans le groupe I.

GroUPES DES DROITES DE PASCAL ET DES POINTS Z DES SYSTEMES [Z2]em
ET DES DROITES 2 DES SYSTEMES [Z2]emis.

50. Soit, par ex., donnée la droite pl,,=123456 =A;,A;s, elle représente
le groupe: ‘
II1. \- 1, (123456),. (135)(246), (14)(25)(36), (153)(264),
(165432), (16)(25)(34), (15)(24), (14)(23)(56), (13)(46),
(12)(36)(45), (26)(35).

Ce groupe contient douze substitutions qui correspondent aux douze permuta-
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tions de la droite de Pascar. Il peut étre engendré par les deux substitutions
(123456), (18)(46). Il contient 6 substitutions paires et 6 impaires.

Si au lieu de considérer la droite A;A,; on considére la droite A,;A., qui
a pour triangle A le triangle A, (n.° 23), on voit que le groupe qu’elle re-
présente, en partant de ’hexagone 163254, est contenu dans celui qui corres-
pond au triangle A,,. Nous avons vu qu’il y a quatre droites de Pascar, qui
ont le méme triangle A, ce sont:

Ay Azs, Au Au ) A A25, AgsAge.

Les groupes qui représentent ces 4 droites, si ’on part non pas de la permu-
tation 123456 mais d’une quelconque de leurs permutations, appartiennent au
groupe I du triangle A,,.

Si I'on applique les substitutions du groupe III & une autre droite de Pascar,
qui ne soit pas A;A,s, on obtient douze permutations, qui n’appartiennent pas
3 la méme droite de Pascar.

Dans le groupe total, il y a danc 60 groupes IIT, qui sont contenus 4 & 4
dans les 15 groupes I.

Cette décomposition des groupes mnous sera trés utile pour 1’interprétation
géométrique.

Nous avons vu aussi (n.° 28) que les trois droites v,;, qui se rencontrent au
point Zi,; ., correspondant & la droite pl, (*), ont les symboles

A23 Aﬂ A25 A23 A25 A26 ’ A23 A24 A26
Ags Asy Ass Ass Ass A |’ Ass As Ase

’

Si nous appliquons & ces symboles les substitutions du groupe III, ce groupe
de 3 droites v,, reste invariable; donc le point Z3, , reste aussi inaltérd. On
peut le représenter, en conséquence, par le symbole AwAys de la droite corres-
pondante de PascaL.

Le groupe de la droite de Pascan peut étre représenté par la fonction

(x'1x2 + x4+ x5x6)(x1x6 F 225 - 2 25) =ApAgs.
IV. Le groupe des 6 substitutions paires de la droite de Pascan AiA; est
1, (13)(46), (26)35), (135)(246), (153)@264), (15)(24)

(*) Au n.° 28 nous avons trouvé les symboles des droites v,,, qui passent par le point
Z’st,g; on en déduit le symbole des droites »,, passant par le point Z:«lus,.a en changeant 1'in»
dice 1 avec 2.
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qui peut élre engendré par deux substitutions, savoir: (13)(46), (26)(35),
ou bien (135)(246), (13)(46).

Si nous opérons les substitutions de ce groupe sur I'hexagone 163254 de la
droite A;sA,s, on obtient 6 permutations, qui correspondent trois & trois aux deux
droites Aj3Azsy AyAgs. Donc ce groupe laisse inaltéré le point de STEINER Gl

V. 1, (123456), (135)(246), (14)(25)(36), (153)(264),
(165432).

Ce groupe contient 3 substitutions paires et 3 impaires, et il est engendré par
la substitution cyclique (1234586). '

VI. 1, (135)(246), (153)(264).

Ce groupe contient les 3 substitutions paires du groupe précédent, et il est en-
gendré par (135)(246).

VII. 1, (13)(46), (14)(25)(36), (16)(25)(43).

‘Ce groupe contient 4 substitutions du groupe III, et il peut étre engendré par
deux quelconques des trois derniéres substitutions.
On voit aussi qu'il contient deux substitutions paires et deux impaires.
. Dans le groupe 11T <l y a 6 de ces groupes.
54. Dans ce numéro nous donnons d’autres groupes, qui sont contenus

dans le groupe A,.

VIIIL 1, {12)(34), (12)(56), (34)(56).
Ce groupe contient 4 substitutions paires, qui appartiennent aw groupe I. II
peut étre engendré par deux quelconques des trois derniéres substitutions. Le

groupe I contient un seul de ces groupes.
.. Les 4 permutations sont

123456, 214356, 213465, 124365,

qui .correspondent aux droites ApAssy ApAyy, AipAis, AAy de la figure I Ce
groupe laisse par suite inaltéré le quadrilatére formé par ces quatre droites.

IX. 1, (12)(34), (1625)(34), (12)(56), (1526)(34),
.+ (16)(25), (34)(56), (15)(26).

Ce groupe contient 8 substitutions paires du groupe de A, et il peut étre
engendré par deux substitutions, par ex. (12)(34), (1625)(34). Dans le groupe I
oty a 3 de ces groupes.
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Les 8 permutations sent:”
123456, 654312, 213465, 564321, 214356,
653421, 124365, 563412,

qui correspondent respectivement aux droites des deux quadrilatéres des deux
figures IL I et II. Ce groupe laisse donc aussi inaltérés la droite de STevEr-
Priicker et le point de Savmon.

X. 1, (12), (34)(56), (12)(34)(56).

Ce groupe contient deux substitutions paires et deur impaires du groupe A,
et il peut étre engendré par deux quelconques des trois derniéres substitutions.
Dans le groupe A, il 5y a 3 de ces groupes.

Les 4 permutations

123456, 213456,  124365,. 214365

correspondent aux droites du quadrilatére de la premitre figure, que nous avons
considéré plus haut.

XL 1, (12), (8645), (34)(56), (3546), (12)(3645),
) (12)(34)(56), (12)(3546).
Ce groupe contient 4 substitutions paires et 4 impaires du groupe A, et il
peut éire engendré par deux substitutions, par ex. (12) (3645). Dans le groupe

Ay 2l y a 3 de ces groupes.
Les 8 permautations sont:

123456, - 213456, 126534, 124365, 125643,
216534, 214365, 215643

qui correspondent aux 8 droites de Pasca. des deux quadrilatéres des figures
II I et II. Ce groupe laisse -aussi inaltérés la droite. G\, de Stemver-Priickes
et le point de Satmon S,,. :

XIL 1, (12), (14)(23)(56), (56)(1423), (1324)(56),
(34), (13)(24)(56), (12)(34).

Ce groupe contient 4 substitutions paires et 4 impaires. Il peut éire engendré
par deux substztutwns, par ex. (12), (14)(23)(56). Dans le groupes Ay il y a
3 de ces groupes.

Annali di Matematica, tomo XI. 24
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182 Veronese: Interprétations géomeétriques

Les 8 permutations qu'on obtient de 123456 sont:
123456, 213456, 432165, 342165, 431265,
341265, 124356,  -214356,
qui correspondent aux droites de Pascar des deux quadrilatéres des deux fi-

gures I et IT, dont les cotés se coupent respectivement sur les e6tés du triangle
Ays. Donc ce groupe laisse ausst tnaltérés la droite Gy, ef le pbifnt Sie.
XIIIL 1, (1423)(56), (12)(34), (1324)(56).
Ce groupe contient les 4 substitutions paires du grouwpe XII et il peut étre
engendre’ par la substitutzon (1423)(56). Dans le groupe I il y a 3 de ces
groupes. ‘
Les 4 permutations

123456, 431265, 214356, 342165
correspondent aux 4 droites .
VisPisPisPibs 00 ApAisy  ApAw, Dipliy Aples.

XIV. 1, (12), (135246), (154)(263", (12)(34)(56)
(145)(236), (164253), (!35)(246), (154263), (34)(56), (145236)
(164)(253), (146)(235), (163254), (136245), (153)(264)
(153264), (12)(34), (163)(254), (56), (12)(56), (146235)

. 34), . (136)(245). . o
Ce groupe contient 12 ‘substitutions paires et 12 impaires du groupe Ay, ,- et al
peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (12), (135246).. .

On ne peut former avec les substitutions de A, quw un seul de ces groupes.
Les 24 permutations en partant de 1’hexagone 123456 sont:

123456, 345621, 562143, 214363, 436512 651234,
213456, 345612, 561243, 124365, 436521, 652134,
435621, = 652143, ° 846512, = 561234, 562134, - 214356,
651243, 123465, 213465, ~ 435612, ° 124356, 346521,

qui correspondent aux huit droites de Pascan des deux quadrilatéres des deux

figures I et II. Ce groupe transforme donc en euz-mémes la drmte Gy et le
point S,,.

XV. 1, (12)(34), (135)(246), (153)(264), (146)(235),
(154)(263), (145)(236)," (164)(253), (163)(254), (12)(56),
(34)(56", (136)(245).
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’ . (‘f '
Ce groupe contient les 12 substitutions paires du groupe précédent, et il peut
étre engendré par deux substitutions, par ex.'(12)(34), (135)(246). On ne peut
forsmer avec les substitutions de A, qu’un seul groupe semblable.
Les 12 permutations sont:
123456, ! 345612, 561234, 214356, 435621, = 562143,
436512, 652184, 651243, 213463, 124365, 346521,

qui correspondent aux 4 droites du quadrilatére de la premidre figure IT.

(GROUPES DES POINTS DE STEINER ET DES DROITER DE CAYLEY.

52. Soient donnés les deux points de STEINER Gip; Giss, qui sont représentés

par le symbole
.12 34 56

45 61 23 (n.° 24) (1)
36 25 14
ou bien chacun r'espectivement par les syrﬁboles A Ay Assy Az AysAse.

Les deux points G Gm,' ow mieux les T2 permutations correspondantes aux
6 droites de PascaL, qui passent trois & trois par ces deux: points, forment

un groupe de T2 substitutions, 'savoir: -
XVI. 1, (135){246), (153)(264), 15)(24), (13)(46),

(26)(35), (35)(46), (15)(26), (13)(24), (135)(264), (153), (246),
(264), (135), (153)(246), (15)(46), (13)(26), (24)(35), (1256)(34),
(14)(2365), (1632)(45), (16)(2345), (14)(2563), (12)(3654),
(1438)(25), "(16)(23), (12)(3456), (1236)(45), (1634)(25),
{1432) (56}, (16)(2543), (1234)(56), (1452)(36), (1456)(23),

ST e (1254)(36), (1652)(34),
(123456), (14)(25)(36), (16)(54)(32), (16)(25)(34), (14)(28)(56},
[(12)(36)(45), (125436), (165234), (145632), (145236), (163254,
(12)(34)(56), (16)(23)(45), (125634), (143652), (143256), (123654),.
(1633525, (35), (15)(246), (13)(264), (135)(24), (153)(46), (26),
{246) 35), " (15)(264), T13), (135)(26), (153)(24), (46),. (264)(35),
(15), (13)(246Y, (135)(46), (153)(26), (24),
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Les 6 droites de Pascan qui passent par G et G sont:
A42A13=1234:56, Ag2A23=125634, A19A23=‘163254

Ausbe=125436,  Aghys=145632,  A,As,=165234.

Ce groupe contient 36 substitutions paires et 36 impaires. Il peut étre en-

gendré par deux substitutions, par ex. (35), (1256)(34) ou (13), (123456). 1l
Y a, dans le groupe total, 10 de ces groupes.

Si l'on effectue les substitutions de ce groupe sur un hexagone correspondant
2 une droite de Pascan, qui ne passe ni par Gy, ni par G.,, on obtient 72
permutations, qui ne correspondent pas aux 6 droites de Pascar de deux points
conjugués de Stemer. En effet, en opérant la substitution (35), par ex. sur
I'hexagone 135264 de la droite pl,, passant par le point Gus (§ 1 de ce
chapitre) on obtient I'hexagone 153264 de la droite pl),, qui passe par le
point &z '

XVIL Les 36 substitutions paires du groupe précédent forment un groupe,
qui peut étre ausst engendré par deux substitutions, par ex. (1256)(34), (15)(24),
ou (1256)(34), (12)(3456).

Si nous considérons le groupe XII comme engendré par le deux substitu-
tions (13), (14)(23)(56), on obtient un groupe de 8 substitutions, contenu dans
le groupe XVIL. Dans ce groupe, il y en a 9 semblables, qui dépendent des
substitutions (1256)(34), (14)(2365), (45)(1632), (16)(2345), (12)(3654),
(25)(1436), (1654)(23), (1432)(56), (1452)(36).

XVIIL 1, (123456), (135)(246), (14)(25)(36),

(153)(264), (165432), (13)(24), (145632), (35)(46), (125436),
(156)(26), (165234), (143256), (163452), (123654), (15)(46),
(24)(35), (13)(26), (125634), (16)(23)(45), (143652), (153)(246),
(135), (264), (135)(264), (153), (246), (163254), (12)(34)(56),
(145236), (26)(35), (15)(24), (13)(46), (16)(25)(34), (14)(23)(56),

(12)(36)(45). '
Ce groupe contient 18 substitutions paires et 18 impaires. Il peut étre en-
gendré par deux substitutions, par ex. (123456), (13)(24).
Les 36 permutations, que U'on obtient en partant de Ihexagone 123456, cor-

respondent précisément aux 36 hexagones des 3 droites de Pascar, qui passent
pur le point G .
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Dans le groupe XVI, il w'y a qu’un seul de ces groupes.
Le point de Stemer Gy a pour symbole A,gAiaAn (n.° 24), donc on peut
représenter le groupe XVIII par la fonction ro

(xa Zy -+ xsa;& + x5 2) (xl Tg - ToTs o 3) (xsxs £ xzxs -+ xixl) ——sz asAzs (2)
3
tandis que le point conJugue G est replesenté par la fonction
(xixz + 2z, xsxs) (xa z+ 976@ + xexs) (xs Xe -+ X205 + fbﬂ]) = AisDigAse. (3)

Nous appelons ces deur fonctions: deuz fonctions conjuguées.
Le produit de ces deux fonctions représente le groupe XVI.-
Nous avons vu, au n.° 27, que les deux droites de Cavrey cm, €456 SONE Te-
présentées par le symbole . R
AN A36 A25
A A Ay "(4)
A 25 AN AiG
Or, comme le groupe XVI transforme le roupe des 6 triangles AI,A,3A23,
AisAiAss €N lul-meme, de méme le symbo]e (4) se transformera en lui-méme;
done le groupe. XVI transforme en lui-méme le couple des deux droites de
CAYLEY Cus, Cuss, de méme que la conique S5, qui @ pour triangles conjugués
les triangles 135, 246 des 6 points fondamentauz.
XIX. Le groupe des 18 substitutions paires du groupe XVI]I peut etre
engendre par deux substitutions, par er. (135), (246).

XX. 1, (35), (153)(264), (135)(246), (15)(246), (13),
(264)(35), (153), (264), (135)(264), (246), - (153)(246), (13D5),
(15)(264), (246)(35), (13)(246), (13)(264), (15).
Ce groupe contient 9 substitutions faires et 9 ﬂnpaires, il peut étre engendré

par deux substitutions, par ex. (35), (1563)(264). On a dans le groupe XVI
deux de ces groupes, qui correspondent aux deux groupes des substitutions

(13), (15), 35);  (24), (26), (46).

Les 18 permutations que I'on obtient en partant de Thexagone 123456 sont:
123456, 561234, 345612, 543612, 321456, 165234,
521436, 163254, 365214, 143652, 541632, 325416,
563214, 145632, 341652, - 523416, © 125436, 361254,

qui correspondent aux 6 drmtes de PascaL passant par G,23 et G .
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XXI. Les 9 substitutions paires du groupe précédent peuvent élre engen-
drédes par deux substitutions’' par ex. (135)(246), (135)(264).
Les 9 permutations qui résultent de 1’hexagone 123456 correspondenf aux
3 droites_de Pascar du point Gi. -
Ce groupe transforme en lui-méme le point de STEINER Ges ef naturelle-
ment aussi le point conjugué.

XXIL 1, (35), (15)26), (163)(26), (13)(26), (135),

(15), (26), (26)(35), (153), (135)(26), (13).

Ce groupe contient 6 substztutzons paires et 6 dmpaires, et il peut étre en-

gendré par deux substitutions, par ex. (35), (15)(26), ou (35), (153)(26).
Dans le groupe XVI il y a 6 de ces groupes, comme on le voit en remar-

quant que le groupe XXII correspond & la substitution (135)(26), ou (153)(26).
Les 12 permutations, en partant de 1'hexagone 123456, sont:

123456, 125436, 561432, 361452, 325416, 163452,
| 165432, 321456, 365412, 563412, 521436, - 523416.

Elles correspondent aux 6 droites de Pascar, qui passent par G, Gg.
XXIIL. Le groupe des 6 substitutions paires du groupe précédent peut étre

engendré par les deux substitutions (15)(26), (135).

" Les 6 permutations correspondantes, obtenues en partant de I hexagone

123456, appartiennent aux trois droites de Pascav, qui pussent par Gis.

GnobyEé pEs ‘6 FIGURES II.°

53. Considérons par ex. la ﬁgure I. Nous avons vu (n.° 26) que cette
figure peut étre representée par le symbole

112-34.56
16-23-45 |
142635 | =AnbuAubelu.
1325 - 46

15-24-36

Elle ge gompose de. 10 droites de Pasoar, qui donnent 120 permutatmns., Ces
120 permutations forment préclsement le groupe suivant:
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XXIV. 1,
(26)(35), (23564), (15(36), (16243), (16435), (15623), (24)(16),

(135)(246), (153)(264), (15)(24), (13)(46),

(134926), (14)(35), (15462), (15346), (14)(26), (13542),

(25)(46),
(145)(236),

(34)(56),
(156)(243),

(126)(354),

(13265), (12453), (12645), (13)(25), (24653),

(136)(254), - (165)(234), (14563), (25436),
(12364), (16352), (16)(23), (124)(356), (152)(364),
(15234), (14632), (146)(235, (154)(263), (12)(34),
(14256), (13654), (162)(345), (16)(45), (134)(266), (142)(653),
(12536), (16524), (132)(456), (136)(245), (164)(253), (12)(56),
(23)(45), (125)(346), (143)(265), (14325), (123)(465), (26345);

(123456), (14)(25)(36), (165432), (16)(25)(34), (14)(23)(56),
(12)(36)(45), (132546), (126534), (1452), (145326), (1254),

(134652), (2365), (163245), (125643), (124365), (164523), (2563),

(154236),

(1246),
(2534),
(3645),
(2435),
(3546),
(1356),

(1634), (143562), (1436), (162354), (156342),
(135264), (1532), (1526), (1324), (12)(35)(46),
(1465), (13)(26)(45), (1345), (146253), (2654),
(1625), (13)(24)(56), (136425), (1653),- (2456),
(15)(28)(46), (1263), (1235), (152463), (2643),
(15)(26)(34), (1423), (142635), (1543), (2346),.
(153624), (1642), (16)(24)(35), (1564), (1362).

Ce groupe contient 60 substitutioris paires et 60 substitutions impaires, et il
peut étre engendré par deux substitutions,-par éx.

(14)(23)(36),  (12453).

Dans le groupe total, il y a 6 de ces groupes.
XXV, Le groupe des 60 substitutions paires du groupe précédent peut

¢tre_engendré par deux substitutions, par ex. (26)(35), (12453).

~ On peut représenter le groupe de la figure I par la fonction

(%1 T2 4 T3 24 + 5 26) (X1 6 + T2 T3+ 24 -T:) (w4 +x2x6 + x5%5)

(111'1 Ty Ty x;,‘i‘ 1’4‘-’”6) (waws + 224 xs%) =ApAsAuldisl.
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- Y

Ce sont précisément les 6 fonctions données par J. Serrer (*).. Done:
_, Théoréme CII. Les 6 fonctions symétriques de J. SerrET par rapport &
- 6 lettres, et qui ont 6 valeurs, donnent le méme groupe des 6 figures Il de
chaque systéme [Zz]m de U hexagramme.

En effet, les points Z,, Z;, etc. et les droites 2., 25, ete. ont respectivement
les mémes symboles des droites de Pascar et des points de Kirkuan.

Si T'on applique les substitutions de ces groupes & un hexagome qui n’ap-
partient pas 2 la figure I, on obtient 120 permutations, qui ne correspondent
pas aux 10 droites de Pascar d’une méme figure II. Pour le constater, il
suffit 'opérer la substitution (16243) sur I’ hexagone (125634) de la droite pl.;
on obtiendra ’hexagone 645213 de la droite pj,. Il serait intéressant d’é-
tudier les propriétés de ces groupes des droites de Pascavn, qui en résultent,
par rapport & la conique 11 de la figure I. Nous avons vu, dans les paragra-
phes précédents, qu’en permutant les coordonnées d’un point on obtient des
involutions ou bien des homographies cycliques; 4ci les droites de Pascar, qui
dérivent des 120 substitutions du groupe XXIV ne jouissent-elles donc pas
de certaines propriétés polaires par rapport & la conique 11 de la figure 12

Les 10 droites de Pascar de la figure I méme ont des propriétés polaires.
En existe-t-il ici de correspondantes? On peut se faire aussi la méme demande
pour tous les groupes les plus interéssants.

GrouPES DES POINTS DE KIRKMAN ET DES DROITES Z DES SYSTEMES [Z2]um
ET DES POINTS Z DES SYSTEMES [Z2]emys-
54. Soit donné par ex. le point de Kirrman
12-34-56 | «
45-61-23 | =AuwAnlu,
14-26-35
qui correspond & la droite de Pascar
(136425) = A Ay

Les-trois droites de Pascar, qui passent par ce point, donnent 36 permutations;
mais elles ne donnent pas un groupe, comme pour un des points de StEiNEg,
parce que 36 n’est pas un diviseur de 120 (**). Dans une figure IT on a dix

* L.e. . o .
(**) On sait par la théorie des substitutions que I'ordre m d’un groupe contenu dans un
autre d’ordre m doit étre un diviseur de m.
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points de Kirruaw, et I'on trouve que le groupe le plus grand qui tpansf\ormg
le point de Kirkmax én lui-méme est de 12™ ordre. La droite de Pascar se
transforme en elle-m@me par le groupe III de 12 substitutions, mais eelui ci
n'est pas "analogue de celui du point de Kmkuax.

En effet, le groupe du point A,;A;A,, est le suivant:

XXVI 1, (26)35), (66)(13)(24), (152463), (16)(45),

(126)(354), (14)(25)(36), (19)(23)(56), (12)(34), (162)(345),
(15)(23)(46), (136425).

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (26)(35), (56)(13)(24),
et il contient 6 substitutions paires et 6 impaires du groupe XXIV.
Les 12 permutations obtenues, en partant de 123456, sont:

123456, 841265, 541623, 623541, 265341, 456123,
432165, 214356, 614532, 532614, 356214, 165432,

qui appartiennent aux droites de Pascan passant par le point AsAssAu.

Il y a dans le groupe XXIV 10 tels groupes et dans le groupe fotal 60.

XXVIIL. Les 6 substitutions paires du groupe précédent forment un groupe,

qui peul étre engendré par deux substitutions, par ex. (26)(35), (16)(45).

Nous avons vu, (n.° 28), que les droites 2,, 2,, etc. des systtmes [Z2]un et
les points Zym,. sont représentés par les mémes symboles que les points de
Kirgnan. Donc les groupes des points de Kirkman sont aussi les groupes qui
correspondent aux droites 2., 2,, etc. et aux points Z,m.4.

On peut représenter le groupe du point de Kirkman A, AiA,, par la fonction

{22, +- 524 + T526) (2225 4 o1 -+ Ly ) (T4 B4 - T2 X+ 25 Ts5) == A3 A Ay

XXVIIL Le groupe de 360 substitutions paires peut étre engendré par
-deux substitutions, par ex. (126), (12345).
Les 360 permutations que I'on obtient en partant d’un hexagone quelconque,
appartiennent 6 & 6 aux 60 droites de Pascar.
Enfin nous avons:
XXIX. Le groupe total de 120 substitutions peut étre engendré par deus
substitutions, par ex. (12), (123456).
Nous avons donc ces deux théoremes:
Théoréme CIII. Les groupes de 3, 4, 5, 6 lettres considérés peuvent étre
tous engendrés pur deux substitutions.
Annali di Materfmtica, tomo XI. 25
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« Théoréme CIV. Tout groupe de 3, 4, 5, 6 lettres considéré; qui contzent
des substztutwns poires et impaires, les contzent en égal pombre]

Ces groupes pour #==©6 et ceux que nous avons trouvés pour n=3,"4, 5
sont la base de toute configuration analogue & celle de I'hexagramme. On voit
aussi, en méme temps, que celui-ci n’est qu'une expression particuliére de ces
groupes. Nous obtiendrons maintenant des configurations, qui en sont une ex-
pression générale.

Les groupes, que nous venons de donner, sont aussi trés intéressants pour
’hexagramme lui-méme, comme nous ’avons dit au n.° 53, aprés le théoréme CIL.

§ 6.

Interprétation géométrique dams 1’espace R;
en correspondance avec 1’hexagramme.

55. Nous n’avons plus maintenant qu’a exprimer géométriquement les
conséquences, qui résultent immédiatement des groupes précédents, et'nous ob-
tiendrons dans R; une véritable extension des groupes de 1’hexagramme mys-
tique. Mais cette extension peut étre faite dans B; de différentes maméres,
d apres le § 5 du premier chapitre.

in effet, si nous permutons les 6 coordonnées ¥,,... ys, d’un point S, dans
- R;, nous obtenons 720 points. Si sur les coordonnées on opére les 12 substi-

tutions du groupe III de la droite de PascarL A, Az, on obtient 12 points, qui
correspondent & cette droite. '

Mais nous savons qu'il y a 120 points .dont les coordonnées sont les 6 ra-
cines 6™ de I'unité (n.° 5), et qui forment un groupe réduit de 120 points. Si
‘nous considérons les deux points

ey Toy ey Te 7’27. Ty e, Ta T3 Tiy Te

ol 7¢, par ex. est =—r,, étant r, une racine cubique de I'unité. Ce couple
se transforme en lui-méme par les 12 substitutions de la droite A,,As; donc
on peut faire correspondre aux 60 droites de Pascan les 60 couples des 120
points (7). -

Nous avons vu qu’aux 15 triangles Ag correspondent (n.° 49) 15 fonctions
A.g. Si nous posons ces fonctions ==0 nous obtenons 15 surfaces du 2% degré
4 4 dimensions, qui représentent les 15 triangles A,z de I’hexagramme. Ces 15
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surfaces A.g dans R, jouent précisément un role analogue & celui des triangles
A,p dans 'hexagramme. En projetant ensuite sur*un espace 4 4, 3 dimensions .
et sur.un P]an nous obtiendrons des extensions de notre ﬁgure dans ces espaces.

On peut trouver aussi dans ces extensions )’analogue 3 la conique, ol sont
situés les 6 points fondamentaux de 1’hexagramme. En permutant les 6 points:
de toutes les maniéres possibles, la conique se transforme en elle-méme. Si nous
supposons donnée une courbe, ou une surface &4 2, & 3, ou bien & 4 dimensions
dans Ry, qui passe par les 6 sommets de la pyramide fondamentale, et qui se
transforme en elle-méme par les permutations des 6 coordonnées, cette courbe.
ou cetle surface & 2, 3, 4 dimensions est dans Uespace Ry le représentant de;
la comgue fondamentale de U hexagramme.

56. Avant de passer & I'étude des surfaces A.g, nous voulons etudler les.
proprletes des 720 points d'un groupe (Si)0, que I'on obtient en partant d’un-
point quelconque S, et en permutant ses 6 coordonnées y,,..., ¥ de toutes
les manidres possibles. -

On voit clairement maintenant pourquoi nous avons dd interpréter d’abord
les groupes pour n=13, 4, 5, car les propriétés des groupes (Sp)s, (So)esy (So}izo
des § 2, 3, 4 de ce chapitre sont les mémes que pour les points des groupes
de (Sp)ro, lorsqu’on y permute seulement 3, 4 ou 5 coordonnées. '

Du théoréme XIII et suivants on obtient pour n=6.

Théoréme CV. Sur chaque aréte de la pyramide fondamentale AP, A,...,
A (que nous désignerons simplement par les indices 1, 2, 3, 4, 5, 6) dans R;,
par ex. AP AP =A%, il y a deux points Py, P}, dont les coordonne’es sont
1, —1,0000, 110000, gui divisent harmoniquement le seqgment ALAP. Il y
a pour chaque face & trois dimensions de la pyramide, par er. AP AP =AY,
deuz espaces PN} dont les égquations sont de la forme

$,$$2=0

et qui passent par AP divisant harmoniquement les deux faces AP AP.

On a en tout 15 points Pi™ et 15 points P'(*) et un nombre égal d’espaces
& 4 dimensions II{®), TI'),

Les 15 espaces I1¥ passent par le point unité, tandis que les 15 points PEP
sont situés sur l’espace unité Sx;=0.

Un espace II™ quelconque contient T points P'(®) et 6 pomts Pye, et un
espace II'™) 6 points P'{0 et T pomts P,

Les 15 points PO sont situés 3 & 3 sur les 20 droites d’zntersectwn de

Vespace unité avec les faces planes de la pyramide fondamentale Ils sont

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



192 Veronese: Interprétations géométriques

situés 6 a 6 sur les 15 plans d’intersection de Uespace unité avee les 15 face..
& trois dimensions de la pyramide fondamentale. Les 6 points sur un de ces
plans sont les sommets d'un quadrilatére (*). Sur chaque face plane. de la py-
ramide fondamentale on a 3 points PJ® et 3 points P, qui sonl les som-
mets d’ un quadrilatére. Les 30 poinis P, P/ pris ensemble, sont situés
3 & 3 sur 80 droites, qui sont 4 & 4 les cotds de 35 quadrilatéres, y compris
les 15 quadrilatéres que nous avons considérés plus haut.

Théoréme CVI. La figure formée par les points Pi®, P et par les
espaces IR, TI'J0) est polaire réciproque d’elle-méme par rapport & la surface
22i=08;=0.

Théoréme CVII. Les 720 points d’'un groupe (Sp)e que lem obtient en
permutant les 6 coordonndes d'un point quelconque S, de toutes les maniéres
possibles, sont situés deux & dewxr sur 15-360 droites, qui passent 360. 4 360
par les 15 points Pi¥. Les deux points d'une de ces droites sont divisés har-
moniquement par P et par Uespace correspondant TI{®).,

Théoréme CVIIIL. Les 15 points P{® déterminent 60 droites PERG9),
(ay By v, 0 étant quatre indices de la série 123456), qui contiennent les points
PA) P$O). De méme les espaces I déterminent 60 espaces & 3 dimensions
A1) qui sont les espaces polaires des droites PP par rapport & S:.

Théoréme CIX. Les 720 points (Sy)ro sont situés deux & deuz sur 60-360
droites, qui eoupent 360 & 360 les 60 droites P, et les espaces correspondants

s« Les deux points d'une de ces droites sont divisés harmoniquement par les
espaces P, et II; qu’elle rencontre. -

Théoréme CX. Les 15 points P® déterminent 15 plans PO (4
By 7, 9y € X sont identiques, & Uordre prés, aux indices 123456), passant par
les trois points P{F), P9, P, Les 15 espaces N déterminent 15 plans
(AN, Ces 15 plans sont aussi déterminés par les points P'(*F), P'(1) P+,

Les 15 plans P, et les 15 plans correspondants 11, sont polaires par rap-
port & la surface St (%) (*).

—— e s

(!) Si I'on projette la figure des points P{* dans un espace & 3 dimensions on obtient
la figure compléte de deux tétragdres homologiques. Voir n.° 46.

(%) Par rapport & une surface & 4 dimensions et du 2¢ degré en R, un point a pour espace
polaire un espace & 4 dimensions, une droite un espace & 3 dimensions, et um plan a pour
polaire un plan. :

(*) Voir mon Mém. des Math. Annalen. Abschnitt III, (» — 1)-dimensionale Fliichen 2

Grades F,_,, p. 184 ot suivantes.
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Théoréme CXI. Les 720 points du groupe (Sy)ne Sont situés deux & deux
sur 15-360 droites, qui coupent 360 & 360 les 15 plans PUF)D) ot fes
plans correspondants T{*A)EN Les deux points, sur_une telle droite, -sont
divisés harmoniquement par les deux plans qu’elle remcontre, .

LThéoréme CXII. Les points doubles de Phomographie donnée par une
substitution cyclique, par ex. (123456), forment par rapport & la pyramide
Jondamentale un cycle projectif de 6 points, qui est situé sur une courbe W
ratz?mnel?e du 5me ordre. ' B

Les 120 substitutions cycliques d’ordre 6 du groupe fotal donnent 60 ho-
mographies- cycliques, dont les points doubles sont le point unitd et points
du groupe (re. , — . — ) N | ‘ o -

Tke’préme CXIII. Les 120 points (S))n forment de 60 maniéres diffé-
rendos 120 cycles projectifs de 6 points, situés sur des courbes W rationnelles
de &me ordre. 1 1 .

1 Théoréme CXIV. Les T20 points (Si)reo Sont situés 6 & 8 sur 2400 plans
passant 120 & 12Q par les 20 droites d’intersection de U'espace unité avec les
Saces planes de la pyramide fondamentale. Les 6 points sur un de ces plans
son situés sur une conique; et ils ont leS mémes propriétés que les 6 points
d'ung groupe (So)s du- § 2 de ce chapitre.” - ‘ :

1 Théoréme CXV. Les 120 points (Si)rg Sont situés 24 a 24 sur 450 espaces
@ 3 _dimensions passant 30 & 30 par les 15 plans d’intersection de Uespace
unité avbe les 15 _7"ace5l & 3 dimenstons de la pyramide fondumentale. Les 24
poirits d’un el espace.sont situds sur une surface du 24 degré & 2 dimen-
sions et ils ont les mémes propridtés que les 24 points du groupe (S du
§ 3 de ce chapitre. ,
¢ Théoréme CXVI. Les T20 points (S))me sont situés 120 & 120 sur 36
espaces & 4 dimensions, passant 6 & 6 par les espaces a4 3 dimensians oil
Lespace unité coupe les 6 faces & 4 dimensions de la pyramide fondamentale.

" B87. Des groupes (y)m du n.° 5, en posant m =2, n==06, on a des groupes
{#):3. de 32 points obtenus en. changeant les signes des 6 coordonnées d’un
point quelcondue de toutes les maniéres possibles. Si I'on part du point unité
(comme nous I'avons fait pour n=4, 5) on oblient un groupe de 32 points,
.qui se séparent en deux groupes (B)u, (C)ic de 16 points, de méme que dans
" le cas n=4 on a deux groupes de 4 points (B) et (C).
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81 ndus considérons les deux espaces II;*, IT'¢®
x,—x,:d xi-l-:a;2=0
on toit que le premier contient les 16 pomts
B,BgBuBanB“B,S B, C.C.C,C.Ci CuuCis Cl
ef le second les 16 points:

B.B.B,B.B,B.B,Bs  C:CiC; C,C, 0,00y Cs-

Done:

Théoréme CXVII. En changeant de toutes les maniéres possibles les si-
gnes des coordonnées d’un point S,, par ex. dw point unité, on obtient deux
groupes de 16 points (B, (C)is. On passe d'un point d’un des deux groupes
& un point du méme groupe par le changement d’un nombre pair de signes,
et Uon passe & un point de Uautre groupe par le changement d’un nombre
impair de ‘signes.

L’espace unité donne liew & deux groupes de 16 espaces & 4 dimensions (B)s,
(D), qui sont les polaires réciproques de (B) et (C)s par rapport & la sur-
face £xt=8=0

Théoréme CXVIII. Les espaces de (B)s ou de (T'), passent respective-
ment par diz points de (C),s ou de (B)s.

Les 32 points (B)is, (C)is sont situés 16 & 16 sur les 30 espaces T, TI'7),
Un de ces espaces contient 8 points de Uun et 8 de Uautre groupe. Deux espaces
correspondants, par ex. 11> 11>, pris ensemble, contiennent tous les 32 points.

Les 15 espaces II/®) forment la figure corrélative des 15 points P{*. De
méme que les points, par ex. P P!, P sont situés sur une droite, de méme
les espaces IL®, II}*, TI?® passent par un espace & 3 dimensions. Or, ces trois
espaces passent par les 8 points B,, By, B, B, Ci, Cu, Cis, Cy, cest 3
dire que les 32 points sont situés 8 & 8 sur 20 espaces & 3 dimensions passants
par le point unité, car il y a 20 droites ol sont situés 3 & 3 les 15 points P,
Mais il en arrive de méme pour chaque point des deux groupes (B)s, (C)ie,
parce que la figure de 32 points est symétrique par rapport & ses pomta donc:
* Théoreme CXIX. Les 32 points (B),6 (Che sont situés 8 a 8 sur 80
espaces & 3 dimensions, qui passent 20 & 20 par chacun d’eux.

Si nous considérons les 6 espaces

513,—-’132=0 ' xj—x3: 3 m,—x4=0

)

w Ly = 0, :C,—.’I?4=0, xs""x4=0
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ils passent par un plan, car les § points correspondants P¢® sont situés sur
un plan. Ces 6 espaces passent par les points B, B, CysCy, qui sont par con-
séquent sur un plan. Or, nous avons 15 groupes (1), donc nous avons 15 plans
passants par le point unité et contenants encore 3 autres points des deux grou-
pes. Mais cela a lieu aussi pour chacun des 32 points, done:

Théoréme CXX. Les 32 points de (B, (C)is sont distribués 4 & 4 sur
60 plans passant 15 & 15 par chacun d’euz.

58. 8i I'on considére les 9 espaces

x‘+x2'=0, -x4+x5=0’ x3+x6=0,
t+24,=0, *~ #+x,=0, =z,+2,=0,
373—]-0?4"-—‘0, xa+x‘=0, $g+x5=0,

on voit qu’ils passent par le point 1, —1, 1, —1, 1, —1, ou bien C;. Cest un
point qui me varie pas par les substitutions du groupe des deux points de
STEINER Gye3; Giss, dome: ’
Théoréme CXXI. Les 10 points du groupe (C)., dont les coordonnées
- ont trois signes positifs et trois négatifs, représentent dans R les 1Q couples
des points de STEINER.
On ¢ assure facilement sur les coordonnées elles-mémes des 32 points (B)i,
(C)ic de la vérité des théoremes suivants:
Théoréme CXXII. Les 120 droites qui joignent deux & deuz les 16 points
de (B)is ou de (C)s passent 4 & 4 respectivement par les 30 points P+, P'y¥),
Théoréme CXXIII. Les deux groupes (B), (C)is sont homologiques de
6 maniéres différentes, les sommets ef les faces opposées & 4 dimensions de
la pyramide fondamentale étant centres et espaces d’homologie.
Si l'on considere la surface

‘et si ’on change les signes de toutes les maniéres possibles dans son équation,
on obtient 32 surfaces, qui forment aussi deux groupes (Sp)i, (S:)e, dont les
propriétés résultent du n.° 7. Une des propriétés les plus remarquables est la
suivante, qu'on peut vérifier trés facilement.

Théoréme CXXIV. Une quelconque des 32 surfaces (So)is, (Scjis du 2¢
deqré et & 4 dimensions, qui se déduisent en changeant les signes de toutes les
maniéres possibles dans U équation de U'une &’ entre elles, par ex. Sat=0, est
polaire réciproque d’elle-méme par rapport & chacune des autres surfaces.
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On a aussi:
- Théoréme CXXV. La figure de 32 points (B)s, (C)e @ par rapport aux
32 surfaces (Sp)i, (S:)e, la méme figure polaire réciproque des 32 espaces

(B)is (T):e- '

Des 15 SURFACES A,g DU 2! DEGRE A 4 DIMENSIONS
ET DES GROUPES DE (S;)rsp CORRESPONDANTS AUX TRIANGLES A,s DE L’HEXAGRAMME.

59. Nous avons vu (n.° 48) que le groupe du triangle A,, peut é&tre re-

présenté par une fonction Ay, et si, d’aprés le n.° 13 (chap. I), nous posons

X, +x3x4 +x5erA42 = 0 (1)

on obtient une surface du 2' degré & 4 dimensions dans B;, qui représente le
groupe du triangle A,,. Donc:

Théoréme CXXVI. Aux 15 triangles Ang de Uhexagramme mystique cor-

respondent dans Ry 15 surfaces A.g de 2% degré & 4 dimensions, dont les équa-
tions sont de la forme

TaZg - 2,25 + e 2y = 0.

TABLEAU DES SURFACES Agg.

LyBy + TaZy + B X =013=0, LTy +To%5+TaTe=003=0, Z,%;+ L%+ 230, =Ass=0,
Ty Lo+ Xo X3 + Ts Xy =D13=0, T35+ To%s + TuTe=Apy=0, %2+ L3%5 + T, T, =Ags =0,
By + Lo + T Xs=A14=0, ZyTe+ L@y + 385 =055=0, &%y + L3706 + T, =A45 =0,
Ty T3+ ZoTs + T3 X5 =015=0, Ta%s+Tollg + L5 =006=0, T, %6+To%s+ 232, =A;s=0,

Ty s + Lo Ly + L =A1s=0, ZiTs+ B2+ TsX6=034=0, X, X4+ To%3+2T5%=As6=0.

Une surface quelconque A.g, par ex. A, passe par les 6 sommets de la pyra-
mide fondamentale, de méme que les cdtés des triangles A,z de I’hexagramme
passent par les 6 points fondamentaux de la conique. La surface A,, contient
aussi les faces A%, A%, A", AMO AT, AM AM® que je désigne sim-
plement par les symboles 135, 136, 145,146, 235, 245, 246; elle passe, en
conséquence, par les 12 arétes

13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26, 35, 36, 45, 46.
Annali di Matematica, tomo XI, 26
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Les arétes 12, 34, 56 manquent donc; ce sont celles données par les produits
T,T;, Xs%y, T5Ts, qui se trouvent dans I'équation de la surface A, (*). Done:
Théoréme CXXVII. Chaque surface Aqp, par ex. &, + By + Ty =0,
passe par les huit faces planes 135, 136, 145, 146, 235, 236, 245, 246 et
par douze arétes, les arétes 12, 34, 56 exceptées, de la pyramide fondamentale.
L’espace polaire d’un point quelconque y; de R par rapport & A,, est:

Y@+ Yoty + Ys Bat Yas + Ys Lo+ Yo s =0 2)

si le point ; est le sommet 1 de la pyramide fondamentale, on voit que (2)
devient I'espace z,=0 lui-méme; donc:

Théoréme CXXVIII. Les 6 espaces & 4 dimensions tangents & une sur-
face Ay aux sommets de la pyramide fondamentale, sont ses 6 faces elles-
mémes, & 4 dimensions.

Si 'on considére une surface du 2! degré dont I'équation est

Ayt e e+ 2000 X+ - + 20552525 =0
son équation en coordonnées w; corrélatives est:
Ay iz OQyzeee Qg Uy
Az Qg Boz.ee Qyg  Up
=0. 3)

Qg Aoz Ozge.. Agg  Ug

[ Uy Ue  Uze.. Ug O
Le déterminant (3) pour la surface A,, se réduit a V'équation
. Uy Uy —+ Us Uy + Uz Ug = 0. )

Il est facile de voir que la surface A, est polaire réciproque d’elle-méme par
rapport & la surface

z: + x4 rs+ 2i a5 + 2= 5] =0. (5)

Il suffit d’écrire la condition pour que I'espace polaire d’un point y; par rap-
port & S}, c’est & dire
ZYir;=0

(*) Les surfaces du 2¢ degré & 3 dimensions ont un systdme de oo® droites, celles a 4
dimensions ont deux systémes de oo® plans, ete. Voir mon Mém. des Math. Aunnalen, p. 189,
Anzahl der linearen Riume, die in einer (n— 1)-dimensionalen F,._, enthalten sind, etc.
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* touche la surface (4); le point y; est alors situé sur la surface A,, elle-méme.
Done:

Théoréme CXXIX. Toute surface Aag est polaire réciproque d’elle-méme
part rapport & la surface fondamentale Si=3z?=0 (*).

60. Du groupe I n.° 49 on déduit:

Théoréme CXXX. En opérant sur un point quelconque S, dans R, suc-
cessivement les deux homographies cycliques (3645), (135246), om obtient 48
points, qui forment un groupe (S,);,. Ces 48 points correspondent aux 48 per-
mutations des droites de Pascan

AuAis, AleAu, Ayl Aqu; A12A23’ Ay Agyy A12A25, A A

des deux figures I et II.
Les 120 points du groupe (S))us, forment de 15 maniéres différentes 15
groupes (S,);5 (m=1, 2,... 15) par rapport aux 15 surfaces Ag.
Théoréme CXXXI. Les 48 points du groupe (S,)}, sont situés deux &
deux sur 3-24 droites, passant 24 & 24 par les 3 points Py®, P30, P,
centres des involutions de premiére espéce (12), (34), (56) du groupe A.
Les 48 points de (S,)!, sont situés deux & deux sur 9-24 droites coupant
24 & 24 les droites P{*P() ¢t les espaces correspondants TP (), qui sont les
espaces fondamentauz des 9 involutions de 2¢ espéce contenues dans le groupe A,,.
Théoréme CXXXII. Les 48 points de ()i, Sont situés sur T-24 droites
coupant 24 & 24 les plans P*F)0D 6D ot Tes plans correspondants T (4,
qui sont les espaces fondamentaux des T involutions de 3™ espaces contenues
dans le groupe A,,.
Les 8 substitutions cycliques d’ordre 6 de A, se divisent en 4 couples, ol
une substitution d'un couple est une puissance de 1’autre, done:

. Théoréme CXXXIII. Les 48 points de (S,)\, forment de 4 maniéres dif-
férentes 8 cycles projectifs de 6me ordre, par rapport aux pyramides des points
doubles des 4 homographies cycliques du groupe A,.

Les 6 substitutions cycliques du 4™ ordre du groupe A,, forment aussi 8 cou-
ples, de la méme manitre que les 8 substitutions cycliques de 6™ ordre, done:

- Théoréme CXXXIV. Les 48 points de (S.)i; forment de 3 maniéres dif-
Sérentes 12 cycles projectifs du 4me ordre du groupe A,.

De méme pour les autres groupes (S)r.

Q) On peut, si Pon veut, prendre cette surface comme surface correspondante de la conique
fondamentale de Vhexagramme,
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Théoréme CXXXV. Si le point S, tombe sur une des surfaces A, les
720 points de (So)eo Se distribuent 48 & 48 sur les 15 surfaces Aqg. .
Le groupe II donne:
Théoréme CXXXVI. Si, sur le point S,, on opére successivement l’mvo-
lution (13)(24) et Uhomographie (1526)(34) on a 24 points du groupe (S,),-
Dans toute la figure on a 2-15.15 de ces groupes.

-

Des 60 SURFACES A,pAsy DE 4™° ORDRE ®T A TROIS DIMENSIONS
ET DES GROUPES DE (S);0 CORRESPONDANTS AUX DROITES DE PascAn,
AUX DROITES Zymyt ET AUX POINTS Zppm.

~ 61. Considérons la droite de Pascar Ay, A, elle nous a donné le groupe III
(n.° 50). Ce groupe est représenté par la fonction Aj;Ay;. Sinous 'égalons & zéro

(@12 + 32, + 25 26) (X425 + X601+ 2, %5) =App Ay =0 (0]

elle nous donne 'ensemble de deux surfaces A, Ay, et d’aprés le n.° 13 leur
intersection nous représente le groupe IIL. Cette intersection est évidemment
une surface du 4™ ordre et & 3 dimensions (*).

Les deux surfaces de 2! degré A, A, passent par les surfaces planes de
la pyramide fondamentale

- 135, 136, 145, 146, 235, 236, 245, 246
124, 125, 134, 135, 246, 256, 346, 356.

Elles passent done par les deux mémes faces 135, 246 et en outre par les
arétes 14, 25, 36, qui ne sont pas situées sur les deux faces.

Ces trois arétes sont données par les 3 couples des indices de la surface A,;.

Nous avons vu que les points Z,,, et les droites 2u,,. ont les mémes sym-
boles de droites de Pascar, done:

Théoréme CXXXVII. Aux 60 droites de PascaL AupAay, 0w aux 60 points

Zism €t aux droites 2m,., correspondent 60 surfaces AspAay & 3 dimensions et
du 47¢ ordre, suivant lesquelles se coupent deux & deux les 15 surfaces Adg.
Une de ces surfaces, par ex. Ay;Ays contient les faces 135, 246 ef les arétes
14, 25, 36 de la pyramide fondamentale (**).

(*) Voir mon Mém, des Math, Annalen, p. 187, Biischel von (n — 1)-dimen. Flichen F 1.
(**) Voir aussi n.° 67. .
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62. Le groupe IIT donne:

Théoréme CXXXVIII. Si Von opére, sur un point quelconque Sy, U'invo-
lution (13)(46) et U'homographie cyclique (123456), on obtient un groupé de 12
points (So)ly, 1a, qui correspondent aux 12 hexagones de la droite de Pascar Ay As.

Les 720 points (So),zo Jorment de 60 maniéres différ entes, 60 de ces groupes
(525, (p=1, 2;... 60).

Théoréme CXXXIX Ces 12 pomts sont situés deux & deux sur 3.6
droites, qui coupent 6 & 6 les droites P{#)()) ot les espaces correspondants
A& fondamentauz de 3 involutions des 22 espice du_ groupe IIT (n.° 50).

Théoréme CXL. Ils sont aussi situés deux & deux sur 4-6 droites, qui
coupent 6 & 6 les plans P”ﬁ)(/")()) B fondamentaur des 4 dnvolu-
tions de 3™ espéce du groupe III.

Théoréme CXLI. Ils forment deux cycles projectifs de 6™ ordre corres-
pondants & Vhomographie cyclique de 6 ordre du groupe III. .

Des autres groupes IV, V, VI de la droite de Pascar on peut ausst

" oblenir des groupes spéciaux de points.
Du groupe VII on déduit:
. Théoréme CXLII. Si Uon opére, sur le point S,y successivement les deux
involutions (13)(46), (14)(25)(36), on obtient 4 poinis de (So)l, s, situés deux
& deux sur 4 drottes, qui coupent deux & deux les plans P Ploseo
et les plans correspondants fondamentaux des deux involutions de 3™¢ espéce
du groupe V. Ils sont situés deur & deuw sur deux drotites, qui coupent la
droite P4 et Vespace T8> fondamentaux de Uinvolution (13)(46) du groupe.

Les 12 points du. groupe (Sy)l, ,, forment de 6 maniéres différentes 3 de ces
groupes. ,

Naturellement les autres groupes (So)2g, , ont les mémes propriétés. ‘

Si le point S, est le point 74, 7, 7%, ¢, #S, 1, en opérant sur ce point 1'ho-
mographie cyclique (123456), il reste inaltéré, et si- nous opérons sur lui Iin-
volution (13)(46) et I’homographie cyclique (123456), qui engendrent le groupe
8))1s13, on obtient deux points, savoir: .

Tey T2y 73

4 5 .
Sy ray, 1y 1

1 4 3 2
; 1, »3, i, r 7 Tee

6?7 6)

On peut par conséquent faire correspondre aussi ces deux pomts a la droite

de PascaL ApAjs. Done: .
Théoréme CXLIII. Les 120 points du groupe (rs), dont les coordonnées

sont les 6 racines 6mes de Vunité, correspondent deuw & deuz aux 60 droites
de Pascar.
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Ils sont situés 8 & 8 sur les 15 surfaces Aqp.
Pour démontrer la dernidre partie de ce théordme il suffit de remarquer que
la surface, par ex. A

x1£,+x3$4+x5363“-=0

passe par le point 1, —ry, 75, — 7}, rz, —1 (r; étant une raciné eubique de
Vunité). Le groupe correspondant de 48 points se réduit pour ce point & 8.
Ces 8 points correspondent auz droites de Pascay, des deuz quad: ilatéres don-
nés par les deus figures TL I et II, C'est & dire piplsPiaiPiess PoisPisiPlisPiis-

63. Du groupe VIII on a:

Théoréme CXLIV. Si Uon opére, sur le point S,, deux involutions quel-
conques de 2% espéce du groupe VIII, on obtient 4 points. Ces 4 points sont
situés deux & deur sur 6 droites coupant deiwx & deuw les espaces fondamen-
tauz des trois involutions du groupe.

Ce sont les 4 points correspondants aux 4 droites de PASGAL de la figure F
1734527135]743427445 ‘

Les 48 points d'un groupe quelconqué (S,)sp forment d’zme seule maniére
12 de ces groupes.

De méme le groupe IX nous donne 8 points du groupé (S, correspondant
aux 8 droites de Pascar des deux quadrilatéres donnés par les deux figures
I et II. On peut les engendrer avec I'involution (12)(34) et l’homographle
(1625)(34).

Avec les 48 points d’un groupe (S,).s on peut former des trois manidres
différentes 6 de ces groupes.

De méme, des groupes X, XI, XII, XIII, on obtient respectivement des
groupes de 4, 8, 8, 4 points, dont les propriétés peuvent étre établies de la
méme maniére que pour les groupes précédents.

Enfin le groupe XIV nous donne:

Théoréme CXLV. S8i Von opére, sur le point S, Vinvolution (12) et I’ho-
mographie cyclique (135246), on obtient un groupe de 24 points de (S,),, si-
tués deux & deux sur 3-12 droites et passants 12 & 12 par les trois points
P Py, Pgo. Ces 24 points correspondent auxr 8 droites des deux quadri-
latéres des deux figures I et II. .

Les 48 points d’un groupe quelconque ($,)7; forment d’une seule maniére
deux de ces groupes.
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Drs 20 surraces As,gA.yAg, DU 6™° ORDRE A 2 DIMENSIONS
ET DES GROUPES DE (S; 70 CORRESPONDANTS AUX 20 PoiNTs DE STEINER
ET AUX DROITES DE CavLEy.

64. Nous avons vu, n.° 52, que le groupe du point de StEINER G peut
8tre représenté par la fonction A,A,;As. Or en posant cette fonction égale a
zéro, on a

ApAAp= {22, + 2: 74 -} X5 ;) (%25 + T2y + T2 75) (xswc + 2,25+ xi“’&) =0.

D’aprés le n.° 13, I’intersection des trois surfaces Ajp,=0, Ajy=0, A;s=0 re-
présente le groupe XVIIL
Les trois surfaces Ay, As;;, Ass passent respectivement par les huit faces

135, 136, 145, 146, 235, 236, 245, 246,
124, 125, 134, 135, 246, 256, 346, 356,
123, 126, 135, 156, 234, 246, 345, 456.

Elles passent donc toutes les trois par les faces 135, 246 de la pyramide fon-
damentale. Elles passent aussi par le point —1, 1, —1, 1, —1, 1 des 10
points du groupe (C),, qui représentent les groupes des 10 couples de points
de Stemver (théoréme CXX). L’intersection de 3 surfaces quelconques du 2!
degré 4 4 dimensions en R, est une surface de 8™° ordre & 2 dimensions.
Dans notre cas les trois surfaces passent par les deux plans 135, 246, qui font
donc partie de la surface d’intersection, par conséquent elles se coupent en
outre dans une surface de 6™ ordre et & 2 dimensions. Cette surface passe
naturellement par le point —1, 1, —1, 1, —1, 1.

Au point de StemER G5 correspond une surface AsA,Asz, qu’on peut ap-
peler la conjuguée de la premidre. Elle passe aussi par le point ~1, 1, —1,
1, —1, 1, done:

Théoréme CXLVI. Aux 20 points de STEINER AqpAqyApg, cOrrespondent en
Ry 20 surfaces AagAoyAgy de 6™ ordre ef & deux dimensions, situces respecti-
vement sur les trois surfaces de 2% degré A.g, Aay, Apy.

Théoréme CXLVII. Les surfaces AopAayAgy, AsAniAcr, qui correspondent
& deux points conjugués de StEINER, passent par celus des 10 points du groupe
(C)ie (théor. CXX), qui représente le groupe des deux points de STEINER.

65. Du groupe XVI il résulte: ¢

Théoréme CXLVIII. En opérant, sur le point S,, I involution (13) et Uho-
mographie cyclique (123456", on obtient un groupe de 72 points (So)iw..ss, qUt
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correspondent aux T2 hexagones des 6 droites de Pascar passant par les deuz
points de STEINER Gips, Gliss.

Les 720 points de (Sy)no forment 10 de ces groupes (So)es,, 3 (q—l 2
10), qui correspondent aux dix couples des points de STEINER, ainsi qu’aux dzx
couples des droites de CavLEY.

Théoréeme CXLIX.' Les 12 points du groupe (S, s SOnt situés deux &
deux sur 6-36 droites passant 36 & 36 par les points Pi®, centres des 6 in-
volutions de premiére espéce du groupe XVI.

Ils sont situés deux & deux sur 10-36 droites, qui rencontrent 36 & 36 les
espaces fondamentaux P,, II, des 10 involutions de 2% espéce du groupe.

Théoréme CL. Les 12 points du groupe (S))ly s forment de 6 maniéres
différentes 12 cycles projectifs de 6 points par rapport aux pyramides des
points doubles des 6 homographies cycliques du groupe.

En effet, les 12 substitutions cycliques du groupe XVI déterminent précisé-
ment six homographies cycliques.

Iis forment aussi de deux maniéres différentes 24 cycles de 3 points corres-
pondant aux deux homographies cycliques (135), (246) du groupe.

Le groupe XVII des substitutions paires de X VI nous donne un groupe de
36 points de (S,)%,; 56, done:

Théoréme CLIL Les deux groupes, que Uon obtient de (Sy)is.iss, SONE évi-
demment homologiques pour chacun des 6 points PF¥ et des espaces corres-
pondants I du théoréme CXLIX.

Du groupe XVIII on obtient:

Théoréme CLIL. En opérant sur le point S, Uinvolution (12)(34) et Uho-
mographie cyclique (123456) on a 36 points du groupe (S))is, e COrrespon-
dant aux trois droites de Pascan de Gy, tandis que les 36 restants corres-
pondent & celles de Gy Les propriétés de ces deux groupes de 36 points ré-
sultent, comme pour les autres, de la nature des substitutions du groupe X VIIL

Si le point S, tombe sur une des 20 surfuces AapAayAay, les 120 points (So)o
se distribuent 36 & 36 sur les 20 surfuces.

Du groupe XX on obtient en partant du point {S,), 18 points, qui corres-
pondent aux 6 droites de Pascan de Gios, G-

Avec les T2 points de (5)))y;.456 on peut former de deux maniéres différentes
4 de ces groupes. -

Du groupe XXI qn obtient 9 points contenus dans les 18 points précédents
et correspondants aux trois droites de G, tandis que les 9 restants eorrespon-
dent aux trois droites de Gys;.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



de la théorie des substitutions de n lettres, ete. 205

*

Du groupe XXII on déduit de S, 12 points du groupe (So)sss..se- Lies T2
points de (So)igs.iss fOrment de 6 manitres différentes 6 de ces groupes. Ces 12
points correspondent aussi aux 6 droites de Pascan de G, Giss-

Du groupe XXIII on a de S, un groupe de 6 points contenus dans les 12
points précédents; ils correspondent aux droites de Pascar de Gs.

Ces propriétés s'étendent naturellement & tout groupe (So)lg, s

Des 6 conFicUrRATIONS II QUI CORRESPONDENT AUX 6 FiGURES II
DU SYSTEME PAscAL-KIREMAN OU D'UN SYSTEME QUELCONQUE [Z2]n.

66. Nous avons vu au n.° 53 que le groupe d'un figure II, par ex. de la

figure I, est représenté par une des fonctions de SerreT, savoir: ApAiAuAisA.
En posant

(x4x2+x3x4 +x5xs) (wixs +Xo03 +x4x5) (x 14+ 2% +x3$5) (x 1X3+Ledls +x4xs%a‘-4x5 +X200, *'xgxe) = 0
=ZApAALABAS

les 5 surfaces A;s, Ay Ay, Assy Ag, prises ensemble, passent par toutes les 15
faces planes de la pyramide fondamentale; elles passent aussi toutes par les
6 sommets; leurs points d’intersection ultérieurs forment une configuration II,
qui correspond & la figure I de I'hexagramme. Donc:

Théoréme CLIII. Aux six figures I d’un systéme quelconque [Z2]m,
ou bien du systéme Pascar-Kirrmax, correspondent en R, 6 configurations II,
qui sont domnées respectivement par les points d’infersection de 5 surfaces
AapAayBasAaiAar, les sommets de la pyramide fondamentale exceptés.

Du groupe XXIV on a:

Théoréme CLIV. Si¢ Uon opére sur le point S, successivement Iinvolu-
tion (14)(23)(53) et Uhomographie (12453), on obtient 120 points formant un
groupe (S, relativemeut aux dix droites de Pascau de la figure I

Les 120 points du groupe (S,)s, forment, de 6 maniéres différentes, 6 de ces
groupes, qui correspondent aux six figures II d'un systéme quelconque [Zz2)n.

Théoréme CLV. Les 120 points de (S))1 sont situés deux & deux sur
15.60 droites, qui coupent 60 & 60 les espaces fondamentaux P, et T, des
15 involutions de 2° espéce du groupe.

Iis sont situés deux & deux sur 1060 droites rencontrant 60 & 60 les plans
Sfondamentaux P,, I, des 10 involutions de 3™ espéce du groupe.

Les 20 substitutions cyecliques d’ordre 6 de XXIV (n.° 53) forment 10 cou-
ples des substitutions, dont 'une est une puissance de I'autre.

Annali di Matematica, tomo XI. 27
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-

Les 24 substitutions de 5™° ordre se séparent en 6 groupes de 4 substitutions,
dont I'une est une puissance des autres, comme par’ ex.

(23564), (25436), (26345), (24653).

En outre, les 30 substitutions de 4™° ordre du groupe se séparent en 15 cou-
ples, en sorte qu'une des substitutions d’un tel couple est une puissance de
Pautre; comme, par ex., les deux substitutions du couple (2365), (2563). Donec:
Théoréme CLVI. Les 120 points de (So)i forment de 10 maniéres diffé-

rentes 20 cycles projectifs de 6 points, par rapport aux pyramides des points
doubles des 10 homographies cycliques du groupe.

Ils forment aussi de 6 maniéres différentes 24 cycles projectifs de 5 points
par rapport aux 6 homographies cycliques d’ordre b du groupe.

Enfin ils se séparent, de 15 maniéres différentes, en 30 cycles projectifs de
4 points par rapport aux 15 homographies cycliques de 47¢ ordre du groupe.

Du groupe XXV on obtient 60 points du groupe précédent, engendrés par
I'involution (26)(35) et par 1’homologie cyelique (12453).

Des 60 SURFACES AszAsyAss DU 8™° ORDRE A 2 DIMENSIONS
ET DES GROUPES DE (), QUI CORRESPONDENT AUX 60 poiNts DE KIRKMAN,
AUX 60 POINTS Zgu,y OU AUX 60 DROITES Zpm.

67. Si nous considérons maintenant un point de KirryMAN, par ex. ApAid,,,
il correspond 3 la droite de PascAL Aj;Ay, ou aux points Z, et aux droites
Zumys Teprésentés par le symbole AizA, (0.° 50). Le groupe de ce point de
Kirgman peut étre représenté, comme nous I'avons vu, par le produit des trois
fonctions A,,, A, Ay. En posant

(@12, 254 F 2526) (T4 5 + X6 4+ L2 T3) (X1 Ty + T2 T + T3 05) =A12 A1, =0 (1)

on obtient une surface, qui représente le groupe du point de Kirkmax. Les trois
surfaces A, A, Ay passent toutes par les arétes 13, 25, 36, 15, 24, 35 de
- la pyramide fondamentale. Ces 6 arétes sont données précisément par les 6
cotés de ’hexagone de la droite de Pascar correspondante A;sA, ou bien de

la surface ApAy
(@1 %3+ o F5 ~+ T3 05) (T, Ts + T, 24 +- %5 25) = 0.

Les surfaces Aj;, A, passent toutes les deux par les 9 arétes restantes, données
par les 3 surfaces (1), ou bien par les 9 cotés des trois hexagones des droites
de Pascar passant par le point de Kirrman (n.° 25). Les trois surfaces se ren-
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contrent donc suivant une surface 4 2 dimensions de 8™° ordre, qui représente
le groupe du point de Kirrman A,,A;A,. Cette surface passe par les 6 arétes
données par les 6 couples des indices des deux surfaces A,s, A;; de la surface
correspondante A;A,.. Celle-ci passe par les 9 arétes restantes (*). La surface
Ay, A3 Ay correspond aussi aux points Zym,, et aux droites 2y, de I’hexagramme,
qui ont le méme symbole, de méme que la surface A,;A,; correspond aux points
Zym et aux droites 2;m,. du méme symbole A;A,;. Done:

Théoréme CLVII. Aux 60 points de Kirkmax, aux 60 points Zym,, et
aux 60 droites 2., correspondent, en Ry, 60 surfaces du 8m¢ ordre & dewzx di-
mensions, données par Uintersection de trois surfaces Asg, Aay, Aus.

Théoréme CLVIII. A la surface AusAn,Aus est relative la surface de
4me ordre & 3 dimensions Ay.A.; .

La surfoce AyuAuyDas passe par les 6 arétes de la pyramide fondamentale
données par les siz couples des indices des deux surfaces Ay, Awy. La surface
Asc Aax passe par les 9 arétes restantes, détermindes par les couples des indices
des trois surfaces AugAayAas.

Le point de KirkmaN A,,AqA,, et la droite de Pascarn correspondante AyA,,
appartiennent & la figure I (n.° 26); de méme les surfaces correspondantes
AsAAy et AsA,s appartiennent & la configuration I; c’est a dire que ces
surfaces passent par les points de cette configuration. Donec:

Théoréme CLIX. Les 10 surfaces AsgAayAus et les 10 surfaces corres-
pondantes AqcAay relatives aux 10 points de KirgMan et auxr 10 droites de
Pascan d’une des 6 figures I, ou bien aux dix points Z et & leurs droifes 2
d’un systéme quelconque [Z2]n, passent par les points de la configuration cor-
respondante 11

Les 10 droites de Pascar d’une figure IT passent 3 & 3 par les 10 points de
Kirruan de la figure, et ceux-ci sont situés 3 & 3 sur les 10 droites de Pascar
correspondantes (n. 26), donc:

Théoréme CLX. Les dix surfaces & 3 dimensions A.pAq, d'une configu-
ration II en Ry se coupent 3 & 3 aux diz surfaces AusAucAuwx de la méme con-
figuration, et ces dix surfaces sont situdes 3 & 3 sur les dix sm'faces AupAy,.

68. Le groupe XXVI donne:"

Théoréme CLXI. Si Uon opére, sur - le point S,, successivement les deux
involutions (26)(35), (56)(13)(24), on obtient un groupe de 12 poinits (So)is..5.4
relatifs aux droites de Pascan du point de KIRRMAN AjpAi3Ay.

(*) Voir n.° 61.
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Avec les 120 points du groupe (Sp) (n.° 66) on peut former 10 de ces groupes
correspondants aux diz points de Kirkuax de la fiqure I.

Théoréme CLXII. Les 12 points du groupe (So)is.is.,s Sont situés deux &
deur sur 3-6 droites, qui rencontrent 6 & 6 les espaces fondamentauz P, et 11,
des 3 involutions de 2¢ espice du groupe.

Ils sont aussi situés deux & dewx sur 4-6 droites coupant les plans fon-
damentaur P,, II, des involutions de 3™ espéce du groupe.

Ils forment aussi deux cycles projectifs de 6 points par rapport & I homo-
graphie cyclique de 6™ ordre du groupe.

St le point S, tombe sur une des 60 surfaces AugAayAes les 720 points de
(S0 se disposent 12 & 12 sur ces surfaces.

Du groupe XXVII on déduit un groupe de 6 points contenus dans le groupe
précédent.

Le groupe XXVIII de toutes les substitutions paires donne:

Théoréme CLXIII. Si Uon opére sur le point S, les komographies cy-
cliques (126), (12345), on obtient 360 points (S,).. Les T20 points jforment
deux de ces groupes.

Ces deux groupes sont homologiques de 15 maniéres différentes, les points
P et les espaces TI®) étant centres et espaces d’homologie (théor. XX XIII).
Le groupe total donne:

Théoréme CLXIV. En opérant sur le point S, U'involution (12) et 'ho-
mographie cycliqgue (123456), on obtient le groupe entier (Sy)mo-

69. Nous avons vu, (n.° 26), que trois figures I de 1’hexagramme, par ex.
I, II, III, déterminent le point de StEwErR Gy, tandis que les trois autres ont
le point G commun. On trouve aussi dans Ry la propriété correspondante.

Théoréme CLXV. Trois configurations Il en Ry, par ex. I, IT, III, déter-
minent lo surface AAyslgs, tandis que les autres déterminent la surface con-
]uguee ApsAieAss.

Deux figures II, par ex. I et II, ont le triangle A,, commun, (n.° 28), donc:

Théoréme CLXVI. Deux configurations II dans Rs, I et II par ex., sont
situées sur la surface A,.

Les deux figures II déterminent aussi les 4 points Giosy Giery Glosy Guss situés
sur la droite de STENER-PLUCKER ¢), qui a pour symbole A, (n.° 28), donc:

Théoréme CLXVII. Deux configurations 1, I et II par ex., dans Uespace
R;, déterminent les 4 surfaces & 2 dimensions et de 6™ ordre relatives aux 4
points de STEINER Gles, G, Gies, Giss, qui sont situées sur la surfuce du 2°
ordre & 4 dimensions A,,.
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Done les surfaces A.p correspondent aussi aux droifes de StTEINER-PLiiCKER
et aux points de SALMON.

Nous voyons que cette interprétation, dans Vespace & 5 dimensions, est la
véritable extension de la figure de Pascar pour les courbes et les surfaces qui
se transforment en elles-mémes, de méme que la conique fondamentale dans
U hexagramme se¢ transforme en elle-méme par les permutations des 6 points
fondamentauz.

§ 7.

Projections des figures obtenues dans ’espace a 5 dimensions
sur Vespace & 3 dimensions et sur le plan.

70. Nous pourrions projeter d’abord sur un espace 4 4 dimensions quel-
conque et d’'un point quelconque, ou bien du point unité sur I'espace unité. Les
figures que 'on obtiendrait seraient aussi des expressions géométriques de la
théorie des substitutions de 6 lettres dans l’espace & 4 dimensions.

Cependant, je veux, pour ne pas entrer dans des développements trop longs,
faire seulement des projections sur Vespace & 3 dimensions et sur le plan.

Prosrcrion sur 1'ESPACE A 3 piMENsions S;.

Les configurations, que nous venons d’étudier dans Es, nous donnent le moyen
d’obtenir des configurations différentes de la méme classe sur Vespace & 3 di-
mensions, par la méthode développée dans le chapitre I, § 6.

La projection d'une figure quelconque de E; sur un espace & 3 dimensions,
que nous supposons tout & fait arbitraire, doit s'effectuer au moyen d'une droite
de projection S,, qui ne coupe pas S;. En effet S, et S; dans R; sont deux
espaces corrélatifs, tandis qu'un plan et un espace a4 3 dimensions se coupent
en général en un point (n.° 1).

Nous supposons que la droite S, et I'espace S; n’aient aucune position spé-
ciale par rapport & la pyramide fondamentale Ay,..., AP de RE;, que nous
avons aussi désignée simplement par les 6 indices 1, 2, 3, 4, 5, 6. Nous com-
mencons par projeter la pyramide sur S;. On en obtient un hexagone ,(4)
complet. Les points P{®, P seront projetés en 30 points P, P, si-
tués deux & deux sur les arétes de 1'hexagone (4) fondamental et divisants
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harmoniquement le segment déterminé sur I'aréte par les deux sommets. Les
propriétés projectives restent en effet inaltérées par projection, donc:

Théoréme CLXVIII. Si Von projette, par une droite S, les figures pré-
cédentes sur un espace S; qui ne rencontre pas S,, dans Bs; de la pyramide
Sondamentale AY,..., AY on obtient sur S, un hexagone complet (A) tout &
Joit général, si la droite S, et Vespace S, w’ont aucune position spéciale par
rapport & la pyramide fondamentale.

Des 15 points PE® et 15 points P’ résultent dans Ry 30 points ,Pi),
LE qui sont situés dewx & deux sur les 15 arétes de I'hexagone (A), en en
divisant harmoniquement les deux sommets.

Les 15 points P sont situés 3 & 3 sur 20 droites, qui forment 15 qua-
drilatéres. Les points P et ,P™ pris ensemble sont situés 3 & 3 sur 80
droites, qui sont les cotés de 20 autres quadrilatéres.

Théoréme CLXIX. Des 120 points (So)o de Ry résulte par projection
sur Ss, un groupe de 120 points ,(So)no, Situés deux & deux sur 15-360 droiles,
qui passent 360 & 360 par les 15 points P (théor. CVII).

Si nous considérons dans R les deux points S,8;’ de coordonnées

YiYeYsYsYsYs
Yo sYiYsYsYs

ils sont situés sur une droite passant par P{* et sont divisés harmoniquement
par P{® et par I'espace IT¥*). Or, on ne peut pas projeter univoquement 1’es-
pace II, sur l'espace S;; donc & 1'involution (12) de By ne correspond pas une
involution de S;.

Si nous considérons les deux points

S, YiYoYsYiYsYs
Sf)m?/z YaYaYsYsYs

qui se correspondent dans 1'involution (12)(34), la droite, qui les joint, coupe la

droite P et J'espace II{®**. Or, on peut projeter univoquement la droite P,

et Pespace II;, mais la projection de ce dernier sera I'espace S; méme, c’est

a dire que dans S; nous n’avons pas |'involution correspondante a (12)(34).
Enfin, si nous considérons les deux points

S, YiYeYsY1YsYs
Sy YoYsY1YsYeYs
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qui se correspondent dans I'involution (12)(34)(56), on voit qu'ils sont situés
sur une droite, qui rencontre les deux plans fondamentaux P{* 4% et T2 60
de l'involution. Or, ces deux plans seront projetés par la droite S, sur S; sui-
vant deux plans , Py 126450 qui passeront respectivement par les deux
groupes de points Py®, PP, ,Pso; P2 P'e* P3P, Les deux points pro-
jections de §, S diviseront harmoniquement ces deux plans. Done:
Théoréme CLXX. Les 15 points P déterminent 60 droites ,P{"F))
et 15 plans PO (4 B 5 & ¢, A sont identiques & 1’ordre prés aux
indices 123456) tandis que les 15 points ,P'™ déterminent 15 plans JI{*F) (9 (D),

Les 720 points (Sy)e sont situés deux & deux sur 60-360 droites rencon-
trant 360 & 360 les 60 droites ,P,.

Ils sont situés deux & deux sur 15-360 droites, qui coupent harmoniquement
360 & 360 les plans correspondants P, et ,II, en deux points.

Si nous projetons un cycle projectif de 6 points de R; sur S;, nous obtenons
aussi un groupe de 6 points, situé sur une courbe rationnelle ,7W, et de méme
pour les cycles de 5, 4 et 3 points.

En permutant les trois premigres coordonnées du point S;, on obtient 6 points
situés sur un plan de R, qui passe par la droite ol l'espace unité coupe la
face A#*® de la pyramide fondamentale, donc le théoréme CXIV nous donne:

Théoréme CLXXI. Les 120 points 4(So)o en Ss sont situés 6 & 6 sur
2400 plans, qui passent 120 & 120 par les 20 droites des 20 faces de U he-
zagone ,(A) fondamental, ow sont situés 3 & 3 les 15 points ,P). Les 6
points sur un de ces plans forment deux triangles homologiques de trois ma-
niéres différentes, les trois points \P{® situés sur le plan, étant centres d’ ho-
mologie.

Si nous permutons seulement les premiéres quatre coordonnées de S, en R;,
on obtient 24 points situés dans un espace & trois dimensions, qui passe par
le plan ol I'’espace unité coupe la face & 3 dimensions A**. Les 24 points
sont situés d’apres le théor. CXIV, sur une surface de 2¢ degré & deux dimen-
sions, qui sera projetée en S, suivant une surface du 2! degré; done:

Théoréme CLXXII. Les 720 points (Sy)r0 en Ss sont situés 24 & 24 sur
450 surfaces du 2% degré, qui correspondent 30 & 30 aux 15 tétraédres que
UVon peut former avec les 6 sommets de Uhexagone fondamental.

71. Si nous projetons maintenant sur S; les deux groupes de points (B).,
(C)is (n.° 51) nous obtenons:

. Théoréme CLXXIII. Les 32 points (B)16 (C)is sont pmjele’s en S; sui-
vant 32 points (B, {(C)s. Ces derniers points sont situés 4 & 4 sur 120
plans, qui passent 15 & 15 par chacun d’ewx (théor. CXX).
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Les 120 droites, qusi joignent deux & dewz les points de (B)is ou de (C)i,
passent 4 & 4 respectivement par chaque point P et P’ (*) (théor. CXXII).
Théoréme CLXXIV. Les points de (B)is avec les points (C)is sont situés
deux & deux sur 6.16 droites, qui passent 16 & 16 par les sommets de U he-
ragone jfondamental (A) (théor. CXXIII).

72. 8i nous considérons les groupes formés par les 720 points de (Sy)e,
nous obtiendrons facilement par projection les groupes correspondants sur S;.
Cependant on ne peut pas avoir dans S, les surfaces correspondantes des sur-
faces A,g, parce que les surfaces sont & 4 dimensions; de méme on ne peut pas
avoir le correspondant des 60 surfaces A,zA.,. Mais on peut projeter les 20
‘surfaces de 6™° ordre & 2 dimensions A,gA.yAg, et les 60 surfaces de 8™° ordre
& 2 dimensions A,gAsyAqs, et enfin on peut aussi projeter les 6 configurations
I1, qui correspondent aux 6 figures II.

Théoréme CLXXYV. Les 20 surfaces AupAayAg, de 6™¢ ordre i 2 dimen-
sions (n.° 64) sont projetés sur S, swivant 20 surfaces AagiAasyiAs, de 6™ ordre,
qui correspondent aux 20 points de Stewer et aux 20 drodtes de Cayrey.

Théoréme CLXXVI. Les 6 configurations II (n.° 66) sont projetées sur S,
sutvant 6 configurations II, qui correspondent auzx 6 figures I &’ un quel-
conque des systémes [Zz)m de U hexagramme.

Théoréme CLXXVII. Les 60 surfaces AqgAayAoz de 8™ ordre & 2 dimen-
stons (0.° 67) sont projetées sur Sy suivant 60 surfaces ;AugAoyAas de 8™ ordre.
Celles-ci correspondent aur 60 points de Kirrmax, aux 60 points Zom,, ou aur
60 droites 2am.

Théoréme CLXXVIII. Les 60 surfaces \AugilayiAas passent respective-
ment 10 & 10 par les 6 configurations II.

Dans S; on a aussi d’autres configurations de points ou d’ autres courbes
et surfaces qui représentent les groupes de I'hexagramme, d’aprés ce que nous
avons démontré, sur les groupes en général, dans le premier chapitre (n.* 17
et 18).

En projetant les 120 points (re), on obtient en S; 120 points que correspon-
dent deux & deur aux 60 droites de Pascan (n.° 55).

73. On peut donner & S, et & Vespace S; des positions spéciales par rap-
port & la pyramide fondamentale; on obtiendra en S, des hexagones spéeiaux,
ou bien d’aprés le n.° 17, des pentagones ou des tétraddres.

(*) De la Note n.° 57, on déduit que les 15 plans passant par un des points, par ex., de
+(B) 5, passent par les 15 cdtés d’un hexagone formé avec 6 points du groupe ,(C), et en
outre respectivement par les autres points de ,(B)s-
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Nous voyons, par ex., que si la droite S, passe par le point unité dans R;,
la figure en S; se particularise; mais la pyramide se projette towjours sur S,
suivant un hexagone ,(4) général. En effet, le point unité peut étre regardé
comme un point quelconque de l'espace B;. Dans ce cas les espaces II{*#)(7)
sont situés dans des espaces & 4 dimensions avec la droite S, de projection;
tous leurs points seront projetés sur les plans d’intersection de ces espaces avec
Ss. Dans ce cas donc nous avons aussi dans S, les imvolutions correspondantes
aux involutions de 2¢ espéce de Ry (*).

D’aprés le théoreme XXXVII nous avons:

Théoréme CLXXIX. Pour tout tétraédre, pentagone et hexagone complet
dans Vespace & 3 dimensions, on obtient des configurations de la méme classe
que Uhexagramme mystique, et dont les propriétés résultent des théorémes preé-
cédents.

Toutes les courbes ou surfaces & deux dimensions de R;, qui se transforment
en elles-mémes, seront projetées suivant des courbes ou des surfaces pour les-
quelles les groupes, que mous venons d'dtudier, ont les propriétés analogues &
celles que les groupes de Uhexagramme ont par rapport & la conique fonda-
mentale.

Prosecrion sur UN PrAN S,

74. Nous projetons maintenant par un plan B, quelconque de RE; sur un
plan S;, et nous supposons d’abord que R, et S; n’aient aucune position spé-
ciale par rapport & la pyramide fondamentale. On a:

Théoréme CLXXX. En projetant par un plan B, sur un autre plan S,,
qui ne coupe pas R,, les figures de Ry; de la pyramide fondamentale, 7esulte
un hexagone général 5(A). Des 30 points Pi0, P'UF) résultent 30 points ,PJ®),
P00 situds deux & deux sur les cotés de Uhexagone (A4), et qui en divisent
harmoniquement les deux sommets.

Les 15 points P sont situés 3 & 3 sur 90 droites et ils sont 6 & 6 les
sommets de 15 quadrilatéres.

Les 30 points , P, ,P't sont situés % ¢ 3 sur 80 droites, qui détermi-
nent 20 autres quadrilatéres.

(*) Dans ce cas les 32 points (B),, (C),, sont projetés en 31 points, c’est & dire en 15
points ,(B),, et 16 points ,(C),s. Du théor. CXX on déduit qu’il y a un hexagone com-
plet de 6 points de [(C),s, dont les cbtés passent par les points ,(B),s.

Les 120 points (r;) étant situés sur Vespace unité, si la droite S, est contenue dans Ves-
pace unité, les 120 points (ry) sont situés sur un plan, ainsi que les 15 points P, ete.

Annali di Matematica, tomo XI. 28
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Théoréme CLXXXI. Les 120 points d’un groupe (So)no de Ry sont pro-
jetés en 120 points d'un groupe o(So)m de S:. Ces T20 points sont situés deux
& deur sur 15-360 droites, qui passent 360 & 360 par les 15 points PP,

Ils sont situés 6 & 6 en 2400 coniques, qui passent 120 & 120 par les points
projections des points (rs), situés sur une des 20 droites, ot sont disposés 3 &
3 les points P,

Les deux points de (rs) d'une de ces droites divisent équianharmoniquement
ses trois points P,

Les 6 points d’une de ces coniques ont les mémes propriétés que les 6 points
(So)s du § 2 de ce chapitre.

Ainst tous les groupes de points de (Sy)-0 dans Uespace Bs, par ex., les groupes
(So);n,e; (So)fp,a-ﬁ (SO)Z[:’“/; (SO)Zﬂy, de)d (So)zlxﬁ, wy, s, ws, o ) (SO):‘B,a-/,m?; efc. qui corres-
pondent aux groupes des triangles A.p, des droites de Pascan, des points de
Stemer et de leurs couples, des 6 figures I, des points de Kirkman, efc. nous
donnent par projection sur S, les groupes correspondants.

On aura aussi dans le plan S, des groupes spéciaux; par ex., en projetant les
120 points (rs), on obtient sur le plan 120 points correspondants deux & deux
aux 60 droites de Pascar, elc.

D’apres le théoreme XXXVII on déduit:

Théoréme CLXXXII. Pour tout triangle, quadrangle, pentagone, hera-
gone du plan on obtient des configurations de points, de droites et de courbes
de la méme classe que U’ hexagramme mystique.

Ce théoréme a lieu aussi quand 1'hexagone est inscrit & une conique.

Toutes les courbes de Ry qui se transforment en elles-mémes, seront proje-
tées sucwant des courbes planes, pour lesquelles les groupes plans, que nous
venons d'étudier, ont des propriétés analogues & celles que les groupes de I he-
zagramme ont par rapport & la conique fondamentale.

Par la méthode que nous avons suivie jusqu'a présent pour n=3, 4, b, 6
on peut discuter aussi complétement les configurations, qui correspondent & n
quelconque, soit dans Yespace E,_,, soit dans un espace de dimensions moindre.

Nous avons donné déja quelques propriétés fondamentales de ces configura-
tions dans le chapitre I. Par exemple, pour le cas n=10, ou » =20, etc. on
obtiendra des configurations analogues pour 10 points quelconques d’'une sur-
face du 2% degré, ou pour 20 points quelcongques d’une surface de 3™¢ ordre, etc.
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£

CHAPITRE IIL

AUTRES INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES DES GROUPES
DES SUBSTITUTIONS DE 6 LETTRES.

§ 1.

Interprétation géométrique an moyen de 6 complexes linéaires
de droites deux & deux en involution dans Rs.

75. Soient donnés 6 complexes linéaires de droites z, =0, z,=0,...,
rs=0 deux & deux en involution. Pour que ¥,, ¥.,..., ¥s soient les coordon-
nées d’une droite, il faut que soit satisfaite la relation quadratique

yit+yityit--+y=0. (1)
Si 9.y Y2,..., ys ne satisfont pas & cette relation, I'équation
?lixi‘l'?/zwz"l‘"""%ws:or (2)

représente un complexe linéaire général.

Les 6 complexes linéaires ont, deux & deux, deux directrices communes, qui
forment, 6 & 6, 15 tétraddres, que Kuen appelle fondamentauz. Leurs sommets
et leurs faces sont distincts, de manitre qu'on a 60 sommets et 60 faces. Par
exemple, les deux complexes x, =0, 2, =0 ont pour directrices les deux droites:

1, +4, 0, 0, 0, 0

que 'on peut désigner par le symbole 12. Le tétratdre donné par les six di-
rectrices 12, 34, 56 peut étre représenté par le symbole 12-34-56, de méme
que le triangle A,, de 'hexagramme. Nous désignerons aussi ce tétraddre par
le symbole 6, (*).

(*) Une droite dans ’espace & 3 dimensions a 6 coordonnées pi, o Pu = (¥i 2 — ¥ 24),
étant y,, ¥y, Y52 Us3 %15 %5y 25, 2, deux points quelconques de la droite. Si u:, o; sont les
coordonnées de deux plans passant par la droite, on a w4 = wiv, — u,vi. Entre les coor-
données py et w il existe les relations

B =p,psi+ Ps1Ps + Pubes =0, PueiPoy? Por *Pou  Pry P Poa = Tga P Tae? T P Ty Tyt T4
Kumix a démontré qu’étant donné un complexe du 2¢ degré & =0, on peut transformer li-
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-

76. En permutant les coordonnées ., #.,..., ¥s d'une droite p de toutes
les maniéres possibles, on obtient 720 droites, car la relation (1) reste toujours
inaltérée. Si I'on considére encore deux droites y';, y";, qui rencontrent la pre-

néairement E-et @ en deux équations contenant seulement les carrés de 6 variables py,
lorsque les racines du déterminant de la forme I -+ 1Q, égalé & zéro, sont distinctes. (Inaug.
Dissertation: Ueber die Transformation der allg. Gleichungen 2¢* Grades zwischen Linien-
coordinaien auf eine canonische Form. Bonn, 1868). De manidre que R peut prendre la forme:

@)
ol z,, z,,..., 7, sont six complexes linéaires en involution. (Voir aussi KLrix, Math. Ann.,
vol. 2). On trouve beaucoup de propriétés nouvelles sur cette figure dans mon Mémoire.
Sopra alcune notevoli configurazioni, ecc. Mem. II, Atti della R. Acc. dei Lincei, 1881.

8i nous considérons comme- tétraédre fondamental le tétraddre 6,,, les formules de trans-
formation entre les coordonnées p; et a: sont:

ait+ai+...+2i=0

Dyg =Xy + 17y, Py =%+, P =5+t —_

. X . i=y—1 M
Dy =%y — 1y, Py =23 —22,, Doy =Ty — 1%,
d’oui:
T, =Pyet+ Py Ty = Pgy + Doy Ly =D+ Pss ) @)
Ty = 1(Pgy — Pagh Ty =3(Pay — Par)y Zg =1 (Pyg - P4 5
Etant donné le complexe linaire
Apy + Bpy, + 0P34+Dp23+EP31+FPu=0 (3)

on en détermine 1'équation en coordonnées x; an moyen des formules (2); on a:-
2,(C+ F)+ix,(F— C) 4 23(B + E)+ iz, (E— B)+2,(D + 4) +iz,(4 —D)=0 (3"
ou bien en posant:

C+F=a, i(F-C)=ea, B+E=a,, i(E:'—B):au ?

. 4)
A+ D=a, i(4A—D)=aq, )
on déduit:
. ' 8, %, + 0Ty + o0+ agzy =0, . (39
Des formules (4) il résulte: ‘
A =ag—iag, D=ga;+ta,, B=gag+ia,, E=ay—ia, ) )

C=a,+ia,, F=a,—ia,. )
DIRECTRICES DE DEUX COMPLEXES LINEAIRES DE DROITES.

Bitant donnés en général deux complexeﬁ linéaires de droites, dont les coefficients sont
ABCDEF, A'B'C'D'E'F', ils déterminent un faisceau de complexes dans lequel les deux
directrices sont deux complexes spéciaux; donnés par les deux racines de 1’équation:

(A'D + BE)u+ [(AD+AD)+(BE+BE)u+(AD+EB=0 _ (5)

(PLiicRER, Neue Geometrie des Raumes, pag. 69).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



de la théorie des substitutions de n lettres, efc. 217

midre en un méme point P, en opérant toutes les permutations paires de 6
lettres sur les coordonnées y;, %'y, 4";, on obtient trois groupes de 360 droites,
qui se coupent 3 & 3 suivant 360 points formant un groupe (P)so - En opérant
sur les coordonnées y;, y';, y"; les permutations impaires, on a trois groupes
de 360 droites, situées 3 & 3 sur 360 plans d’un groupe (Mse0, qui est relié
au groupe (P)s+ Done (1)

Théoréme CLX YXHI En permutant de toutes les maniéres possibles les
6 coordonnées 7, Ys,..., Ys d'une droitep, on obtient 120 droites d'un groupe

Par les formules (4) on en déduit:
(0% +a? + a3+ aYpd+ (0,05 + 0,0 + aga'y +a,07) v + (a3 + @ +al + a)) = 0. (5)

étant @,y @gye..y @45 @'y, @gy..., 0' los coordonndes des deux complexes.

FORMULES DE TRANSFORMATION ENTRE LES COORDONNEES D' UNE DROITE
ET CELLES DE SA POLAIRE PAR RAPPORT A UN COMPLEXE LINKAIRE DE DROITES.
Soit :
APy 4+ By Cpy+ Dpgg + Epyy -+ Fp, =0. (6)

Les formules de transformation entre un point z,, #,, 5, Z, et son plan focal, ou polaire

%,y %y, Uy, %,, par rapport & ce complexe sont d’aprés Priicker:
z,=Du,+ Cuy— Buy, x,=Eu,— Cu + Au,, .

)

Zy=Fu,+Bu, — Au,, x,=— (Du, + Ewuy+ Fu,)

et, par conséquent, en considérant la droite p; qui joint deux points z;, 2;, on obtient les
formules de transformations demandées, savoir:

P&, &'y — &', @) = ppyy = C(CPyy+ Dp'os + Bp'y + Ap' +Ep5) -
’ — (BE~+ AD)p'y,
p(x3% = X3 %) = ppy =F (Bp o+ Doy + Ap', + Ep'yy + Fp')
—(BE+AD)p,,.

e méme pour les autres coordonnées. Au moyen des formules de transformation (2) on
‘obtient :

®

U ’ U ‘ ’ U
pxy = — (6} + @} + 0} + a} + af — o)) @, + @ (B, %+ 03Ty + A&, + ATy + 0,%'), ete.

(*) En effet, si I'on opére sur les coordonnées d'une droite y; une permutation paire on
a alors une homographie parmi les points de I’espace, car le déterminant donné par la
permutation est négatif; tandis que si I’on opére une permutation impaire le déterminant
est positif, et, par conséquent, on obtient une réeciprocité entre les points et les plans de
I’espace, de maniére que si une droite passe par um point, la droite correspondante est
gituée sur un plan.
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(p)rso- Un point P donne liew & un groupe de 360 points (P)ss, et de 360 plans
(M)seo- Et, réciproquement, un plan du growpe (W), donne liew aux deux mémes
groupes (e €t (P)seo-

Les deux groupes sont corrélatifs.

Des 15 TETRAEDRES ET DES SURFACES DE 2! DEGRE 4.

77. Le groupe d’un triangle A, par exemple du triangle A, de I'he-
xagramme, ou bien de la surface A, de V'espace & 5 dimensions du chapitre
précédent, est aussi le groupe appartenant au tétraédre 6,, de cette figure. Donc:

Théoréme CLXXXIV. Les 15 tétraddres fondamentaux 6,5 correspon-
dent auw 15 triangles A,z de Uhexagramme.

Si Ton considére les trois complexes linéaires:

x5+$2=0, x3—|-$4=0, 975+x6=0

ou bien
2, —2,=0, 23— x,=0, Ty —Le=0

d’aprés la régle donnée par Kuew (*) (), il est facile de voir qu'ils détermi-
nent une surface de 2' degré, dont I'équation est:

x;x2+w3$4+935x65512=0-

Cette surface admet aussi le méme groupe que le triangle A, donc:
Théoréme CLXXXV. Aux 15 triangles Aqg correspondent aussi 15 sur-
faces de 22 degré Gnp, qui ont respectivement le tétraédre 6,z comme conjugué.
Théoréme CLXXXVI. La surface 8.5 est polaire réciproque d’elle-méme
par rapport aux 6 surfaces dont les symboles ne contiennent ni Uindice « ni .
La polaire réciproque de la surface 6.5 par rapport & une des 8 autres

*) L. ¢, pag. 209.

(*) Si on a un complexe @, x, + a, T, -+ .. .-+ a, £, =0, on appelle la quantité a}+a} +...+ a}
I*invariant du complexe. Si I’on considére un autre complexe b, 2, + byy + ... + b2, =0,
la quantité a,b, + ayb,+ ...+ a.b, 8'appelle Vinvariant simultané des deux complexes. Si
on a trois complexes linaires, et 4,,, 445, A5 sont leurs invariants et A4 ,,, 4,5, Ay leurs
invariants simultanés, I’hyperboloide qu’ils déterminent, est donné par le déterminant:

o f! fz fs
fo 4y 4y 4
fo Ase Ap Ay .
fo Ais A Ags

=0.
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surfaces Gayy..., Oary Ggyy+-+y 91, (2, B, 7, 9, ¢, A sont identiques, & 'ordre prés,
aux indices 1, 2, 3, 4, 5, 6), par ex., & la surface 0.,, est la surface 6g, (V).

¢ Théoréme CLXXXVII. Du point P on obtient au moyen du groupe du
triangle A (0.° 49) 24 points (P) s et 24 plans (A) s des groupes (P,
(M)sso. Lies 24 points de (P)as, forment 6 tétraédres conjugués par rapport &
la surface 6,s. Les faces de ces tétraédres sont les 24 plans de (II) sss. -

St le point P par exemple torrespond & la droite y., Yoy Ys, Ysy Ys, Y, la
Sace opposée T, du tétraddre, qui a pour sommet le point P, est donnée par lu
droite Yo, Ysy Yay Yoy Yoy Ys-

Les 360 points de (P, et les 360 plans (I)s, forment de 15 maniéres dif-
férentes 15 de ces groupes (?).

(*) En opérant la transformation entre les coordonnées p; et z:, I’ équation de la surface
9,, devient:
= Pls+ Py — Pl + Pl P+ P =0
ou en coordonnées de points:
Yty =0
(A., Sopra alcune notevoli conf., ete., L. ¢., Mém. II). La droite p,s, Pasy Py Posy Puas Py
a, par rapport & cette surface, la droite polaire Dy, — Pyey Poss — Pass Pesy — Pyyy OU bien
la droite z,, =,, x,, #,, #;, %, a pour droite polaire la droite x,, 2,, #,, @y, T, ;.
On obtient 1a surface polaire de la surface
05 =T, Ty + Ty &g + £, 75 =0
par rapport & 0,, en remplagant au lieu de x,, 7,, %;,..., #; les coordonnées z,, Ty
Zgy Xy Ty, qui est, comme on le voit, la surface O, elle-méme. La surface polaire de
0, = @, %, + X, &y -+ 2,25 = 0 par rapport & la surface 0,, est la surface
»
Oy = @, &, + T2, + 237, =0,

(*) Supposons qu’au point 2,, 2,, 2,, 2, correspond la droite z,, &y, %3, Z,, Xy, Zgy que
I’on trouve en joignant le point z; avee un autre point 2’;, on a, au moyen des 24 substi-
tutions paires du groupe A,, (n.° 49), les 24 droites et du point 2; les 24 points correspon-
dants suivants, accompagnés avec les droites de Pascan correspondant aux 24 hexagones
représentés par les 24 droites.

2y %9 23y 2, Ty Ty T3 Ty Ty T Plis
I 12y, —2y, 2, iz Zy Ty Ty Xy Ty T Pl
) 12y, 2y 12y, —4 Ty Ty Xz Ty Xg Ty Plu
12y, 12, —2, 2, x, T, T, T, Ty Xy Plis
2y 23y %y T2 Ty Ty Ty Ty X5 Ty Plis
1L —12, —2z, 25 12 Ty T3 T Ty Ty T4 Pl
125, —2, 1%, —% Ty Ty Ty Ty T T, P
t2g, —12,, %4 Zg Ty Ty Ty Ty Tg Ty Pl
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De ce théoreme on tire:
Théoréme CLXXXVIII. Les 360 points (P, sont situés 15 ¢ 15 sur
les 360 plans de (W)ge, €t, réciproquement, cewx-ci passent 15 & 15 par les 360
points (P)sso-
 Les 15 points situés sur un de ces plans 11 forment 15 triangles A’y con-
Jugués respectivement par rapport aux 15 coniques d’intersection du plan I
avec les 15 surfaces 6ag (V). |

e

—Z 24 23, ) Ty Tg X3 Ty Ty Ty Piw

IIL. 12y, — 24, 24, —12, Xy T, T, Ty T, B, U,
124, 2y —t2, —2, Tg Ty T3 Ty Ly T, Pis

12, —12,, —2,, 2 Ty Tg Ty T3 Ty T, Pl

2y T2y 24 23 Ty Ty Ty Ty T3 Ty Piis

- ":23> —2,, ——.zg, iz, Ty T, Xy Xy Ty T, P
iz, 2z, 12, 2, Ty Ty T, Xy X, Ty Pl

—1izy, 12, —24 2 Ty Ty Xg T5 Xy Ty Diis

iy —%3 — 2 2y T3 Ty X5 Xg Ty Ty Pis

- 124, 2y, —23 iz, T, Xy Ty Ty T, T Pl
—tz,, 2y 12y, 2 Ty Ty Ty Tg Ty X, Pls

— iz G2y, —2, —2, T3 T, g Ty Ty Ty Piss

—%, —2, 249 23 Ty Tg &y Xy Xy X, Pis

VI 12y, —2y —24 —12, Ty Ty Ty Xy Ty T, Plu
12y, Zy, —1i2y, 2, Xg Ty Ty Ty Ty Xy D

— 12y, —12,, — R4 2, Xy L Xy Ty Xy Ty Plas

Les 24 substitutions impaires du groupe A,, donnent 24 plans. Nous avons vu qu’s la droite
Tgy Tyy Ty Tgy Tg, Lg correspond le plan des coordonnées — z,, 2,, 23, 2,. Ce plan est évi-
demment le plan polaire du point z,, 2,, 2;, 2, par rapport & la surface

bp=—yi+yi+yi+y;i=0

et il contient en outre les trois autres points du tétraédre I. Le plan polaire du point iz,,
— 2,, 2,, i2, passe aussi par les trois autres points de I; done le tétraddre I est un té-
traédre conjugué par rapport & la surface 0,5, et les faces de ce tétraddre sont des plans du
groupe (M),

(*) Nous avons vu, qu’en se rapportant au tétratdre 6,,, & la droite z,, @,, Z;, Z,, 5, %5
correspond le plan — 2, z,, 2,, 2,. La droite, qui correspond au péle de ce plan, par rap-
port & la surface 6,,, s'obtient, d’aprés ce qui précéde, en opérant sur les indices de z,, x,,
@gy &,y L5y &, la substitution (12)(34) (56) donnée par les indices de 8,,; de méme pour les
autres surfaces 8.5 . Pour obtenir les trois droites correspondant aux points du groupe (P) s,
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- On sait que les six péles d’un plan II par rapport aux 6 complexes fonda-
mentaux sont situés sur une conique, et qu’ils n’ont aucune autre particula-
rité (*). On déduit >

Théoréme CLXXXIX. Les 15 points P d’un plan II sont situés respec-
tivement sur les 15 cotés de I'hexagramme H, déterminé par les 6 piles du
plan par rapport aux 6 complexes fondamentauzx (3).

situés sur le plan — 2,, 2,, 25, 2,, il suffit d’opérer sur les indices de la droite donnée les
substitutions (56), (84), (12). 8i 'on fait cette opération pour toutes les surface 9.5, on trouve
seulement 15 droites correspondant & 15 points P situés sur le plan 11 donné, car en effet
on a seulement 15 transpositions (x8), et le théoréme est ainsi démontré.

Les 15 droites du plan - 2z, 2,, 2,, 2, sont:

(12) @, @, &, &3 x5 @, (28) oy &, &, X, Ty @5 (35) @, &, o, &, &, iy
(18) =z, @5 @, &, T4 & (24) a, @, @, T3 X4 T (36) @, @, @, T, X5 T
(14) z, a2, 314 7, 25) a5z, 23 757, 45) =z, z, 5 53 T, @,
(15) &y @y &, 73 5 &, (26) x5 @, @, @y @y 4 (40) wy @, Ty &y T, a0y
(16) &z, @y or, g 2, 2 (B4) aou, 05 T, Tgxy (66) @, &, @, wy 5 @4

On sait que le rapport anharmouique des 4 points d’intersection d'une droite avec les faces
d’un tétraédre est égal au rapport anharmonique des plans passant par les sommets ef par
la droite. Au moyen des substitutions du groupe A,, le téiratdre 6,, se transforme en lui-
méme, donc: les 48 droites, qui dérivent d’une droite donnde, coupent les 4 faces du tétraédre
0, en 4 points d’un méme rapport anharmonique, car une substitution nous donne, comme
nous Vavons va, une homographie ou bien une réciprocité de 'espace.

(*) Krein, Math., Annalen, vol, 2, L e,

) Etant donné un comp!exe lmeaxre

Ap,+Bpy, + Cpy+Dpyy + Epy + Fp, =0
le pdle du plan u,, u,, uy, u, par rapport & ce complexe est, d’aprés PriickEr (l. €., pag. Si).
yo=Du,+ Cuy—Buy, y,=FEu, —Cu +Auy, y,=Fu, +Bu — Au,,
— (Du, + Euy+ Fu,). .
Si nous considérons le complexe &, =0 ou p,,+p;;=0ona C=F=1,4=B=D=E=0
d’olt
Yy =Yg, Yo = = Uy Ys = Uy Yy = — Uy

S8i le plan donné est le plan — 2,, 2,, 2,, 2, le pdle est évidemment z,, z,, 2,; — ;.

Les pbles de ce plan par rapport aux autres complexes fondamentaux 2, =0, 23 =90,...,
e =0 sont 2y, 2,, —2,, 243 23, —2,, 2, By} 25y 24y Byy — &} Byy 23y — By, B3 2, — 2,
2,, 2,. Les coordonnées des points de la droite des deux premiers points sont: z,(l + 2);
2, (L-+2), 2,(1 —2), 2,(A —1).

En posant A = — 7, nous obtenons précisément le point iz,, iz, — 2, 2, qu1 est un des
15 points P du pluu II considéré. .
Annali di Matemakica, tomo XI. 29

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



222 Veronese: Interprétations géométriques

Théoréme CXC Si le point P tombe sur une des surjfaces 6.a, les 360
points de (P)sso se distribuent 24 & 24 sur ces surfaces, et les 360 plans de
(M)seo sONE tangents 24 & 24 en ces mémes points aux mémes surfaces.

(GROUPES CORRESPONDANT AUX DROITES DE PASCAL.

78. Aux triangles A,gAqy, qui déterminent une droite de Pascarn, corres-
pondent les tétraddres up, 6., et les deux surfaces bop, 6oy, Ces deux surfaces
se rencontrent suivant une courbe C* de 4™° ordre qui correspond & la droite

de Pascan A,pA,,. Done:
Théoréme CXCI. Aux 60 droites de PascAL A.pAn, correspondent 60
courbes C* de 47 ordre Gqp64y, qui sont Uintersection de deux surfaces 6og, Gay.
Théoréme CXCII. Les 6 points P de (P)y, €t les 6 plans II de (Il)ss,, dé-
terminés par le groupe de la droite de PascarL AqpA.,, forment deux figures

polaires réciproques par rapport & la surface 6g,.
Les 360 points (P)ss, et les 360 plans (), forment de 60 maniéres dif-

Jérentes 60 de ces groupes (%).
Théoréme CXCIII. Si le point P tombe sur une des 60 courbes 6,564, , les
360 points de (P se distribuent 6 & 6 sur ces courbes.

(GROUPES CORRESPONDANT AUX POINTS DE STEINER.

79. Le groupe des deux points de STEINER Ges; Gz (D.° 52) est repré-
senté par la surface du 2! degré

. xf+x§+x§=x§—|—w:—|—x§=0=_=‘34ss (l)
qui a pour tétratdres conjugués les tétraddres
bizy bisy bis; Ossy Giey Gse-
Les dix surfaces (1) ont été trouvées par Krew (*) (¥). Done:

(*) Nous avons vu, au n.° 50, qu’en partant de la droite de Pascarn 163254 = A;A,, les
12 permutations correspondantes sont contenues dans le groupe A,,. Or, des 6 permutations
paires on obtient les 6 permutations impaires en opérant la substitution (12)(84)(56); on
sait aussi qu'en opérant cette méme substitution sur la droite @, 2,2,2,2,2, correspondant
au point 2,, 24, 23, 2,, on obtient la droite 7, &, 2,2, 2,2, qui correspond au plan polaire
de ce point par rapport & la surface A,,. Mais (12)(34)(56) est une substitution du groupe
de la droite A 4 Ay,, done la droite o, 7,7, @, 2,75, qui résalte de &, 7, 737,75 2,, est la polan'e
de cette droite par rapport & la surface A,,.

(*) Kueix, L. ¢, pag. 209.

(® A, Sopra alcune notevoli config., ete., 1. ¢, Mem, II.
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Théoréme CXCIV. Un quelconque des 10 couples de points de StuiNER est
représenté par une des diz surfaces S.g, jfondamentales de Kum.

Une surface S.gy a pour conjugués les tétradres Gug, Ouy, 6ay; 82, 861, 6ar,
que _forment une ﬁgure identique aux deux ternes des tétraédres (4), (B), (C);
(P, (P, (P") du n° 3.

Théoréme CXCV. Les 6 surfaces Oug, bay, bay; 6ocy b5, Ger SoONE polazres
réciproques d’elles-mémes par rapport & la surface S,s, de Kum. ,

Une surface 6.5 est polaire réciproque d’elle-méme par rapport aux 4 sur-
faces Sa.gy, Sups, Szpe, Szpr. L’ensemble de ces 4 surfaces correspond & la
droite de STEINER-PLiickER ¢.s et au point de Samon S.s (V).

Théoréme CXCVI. En opérant sur le point P les substitutions du groupe
 XVI, on obtient un groupe de 36 poinis et des 36 plans de (IL)se,.

Les 36 points sont sztues 4 & 4 sur les 36 plans et ceux-ci passent 4 4 4
par les 36 points.

" Les 360 points de (P)s, et les 360 plans (W), forment de 10 maniéres dif-
férentes 10 de ces groupes (°).

Théoréme CXCVII. Si le point P tombe sur une des 10 surfaces S,g,
les points (P, se distribuent 36 & 36 sur ces surfaces, tandis que les plans
(M)seo sont 36 & 36 fangents en ces mémes points aux mémes surfaces.

(*) En opérant la transformation entre les coordonnées pi. et & 'équation de la surface

S = o} + a0 +af =0 devient:
.plas_—*'p:l + ph +p§4+ p?&"“P;a: 0
ou bien en coordonnées de points:
yi+u+yi+vyi=0.

Une droite qui a les coordonnées s, Payy P31y Pass Pasy Pos OU &yy Tgy L3y &y Tgy T 8
pour droite polaire, par rapport 4 cette surface la droite pg,, P.gy Posy Paiy Posy Py OU 2,
— &gy Tgy — &yy Tyy — L4

Trouvons maintenant la surface polaire de 0,; = &, &, + @, Ty + &, &5 = 0 par rapport &
cette surface. En remplagant &,, ;... &5 Par &,, — &,, &3, — &y, L5y — ¢, on obtient la
surface 0,, elle-méme. Done le théoréme est démontré.

(%) On obtient, au moyen des 72 substitutions du groupe XVI (n.° 52), 36 points P et
36 plans II. Au point z,, 24, 24, 2, correspond toujours la droite #,%,3%,%; ;5 mais dans
le groupe XVI il y 4 la substitution (12) (34) (56), done parmi les 36 plans il y a aussi le

plan correspondant & la droite z,2,2,2,7,75. Ce plan d’aprés la Note, pag. 221 contient
les 4 points correspondant aux droites

LZg Xy X gy TgL Xy XqWeyTyy Tl X T Tg gy T X, DBy Tg Ty s

qui sont aussi contenus parmi les 36 points P; done le théoréme est démontré.
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(GROUPES CORRESPONDANT AUX FIGURES I

80. Théoréme CXCVIIIL. Le groupe d’une figure I, par exemple I, est
représenté dans Uespace par Vensemble des b tétraédres, 0126153146156, ou bien
des b surfaces des mémes symboles.

.~ Les arétes de ces 5 tétraédres contiennent tous les 60 sommets et par elles
passent toutes les 60 faces des 15 tétraédres Gqa.

Théoréme CXCIX. Les 60 points P de (P)s,, donnés par le groupe d’une
figure 11, par ex. I1I, déterminent 5-15 tétraédres qui sont conjugués 15 &
15 par rapport aux surfaces O, G5, 934, G55, 636, €t dont les faces sont des
" pluns 0 (").

81. Si V'on considére le eomplexe linéaire
@+ 2+ s+ 2+ 2+ 2 =0

que j' appelle le complexe unité, on voit facilement qu’il se transforme en lui-
méme par les permutations des 6 coordonnées. Il y a deux groupes trés-inté-
ressants de 6 droites qui se transforment en eux-mémes par les permutations
des 6 coordonndes; ils sont formés par les directrices communes aux 6 com-
plexes fondamentaux et au complexe unité.

Les deux directrices de z,==0 et du complexe unité ont les coordonnées

i\/—__b’ L, L, 1, 1, 1 ().

() D'aprés la Note (1) pag. 220 on voit que la droite ,z,x, 7,2,7, correspond au péle
du plan correspondant & la droite Ty Ty T, TyTeTy Par rapport & la surface 0, = &z, x, +
w3y + o7, = 0. Considérons les 4 droites suivantes:

T, X, 0 X gTy Ty Ty Ty, XqTg Ty Ty X T T3y, Ty &, T, T3 X Ty (=)

Les points relatifs aux trois derniéres droites sont contenus dans le plan correspondant
& la droite @,%, 2,23 T¢7s. Ces points P forment avee le point correspondant & la droite
T, &, XXy T, un tétraddre conjugué par rapport & la sarfaced 9,,, comme il n’est pas dif-
ficile de le voir d'aprés les régles données & la Note (2) pag. 219. Mais les 4 droites (*)
uppartiennent au groupe de la figure III; les 60 points P qui en résultent forment, en
conséquence, 15 tétraédres conjugués par rapport & 6,,, et dont les faces sont 60 plans I
La droite qui correspond au plan des trois points relatifs aux trois derniéres droites de (%),
est @, X, 2, X, &y, qui n'appartient pas au groupe de la figure III avec celles des 60
points P,

(®) En effet, si ’on détermine dans ce cas la valeur de w dans I'équation (5) de la Note
3 pag. 216, et qu'on substitue ensuite dans ’équation

Ly + 8y + Ty + T+ Ty + T+ 02, =0,.

on obtient les deux directrices =y 5, I, 1, 1, 1, 1. En opérant sur une de cesdroites,
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-82. 8i l'on considéré un complexe quelconque, 1};&13 exemple
oy + oy ool oy g =0

qui se transforme en lui-méme par les permutations des 6 coordonnées, sa sur-
face focale (Brennfliche), se transforme aussi en elle-méme, c’est & dire chaque
point P de la surface détermine un groupe (P)ss, tnscrit & la surface, de méme
gw'un plan 11 tangent & la surface détermine un groupe () circonscrit.

Cette surface a les mémes propriétés par rapport aux 15 tétraédres fonda-
mentaux a5, aux surfaces 6,3 et auxr 10 surfaces S,g,.

SECTION DE LA FIGURE AVEC UN PLAN.

83. Soit donné un plan IT; ses six pdles par rapport aux 6. complexes
fondamentaux soient 1, 2, 3, 4, 5, 6. On a les théorémes suivants:
Théoréme CC. Les 15 couples de directrices des 6 complexes fondamen-
taux coupent un plan I en deux groupes de 15 points Tieb), T situés
deux & deux sur les 15 cotés de Uhexagramme H, déterminé par les six pdles
1, 2, 3, 4, 5, 6 du plan II par rapport aux six compleres.
Les deux points, par ex. T, T"0%), divisent harmoniquement le segment 12 (*).
Théoréme CCI. Les 30 points T'@0)-T"@) sont situés trois & trois sur
les 60 droites d’intersection du plan 11 avec les 60 faces des 15 tétraédres 6.s.

Ils sont aussi de 10 maniéres différentes les sommets de 6 quadrilatéres,
donnés par un des 10 sextuples de tétraddres 0up0uy0sy, 059228

Il y a aussi 6 groupes de 5 de ces quadrilatéres, dont les 30 sommets sont
les 30 points T'@®, T'@0 (2),

Ces 30 points ne forment évidemment pas la figure analogue & celle des 30
points ,P®, ,P'¢¥) du n.° T4, car ceux-ci sont situés 3 & 3 sur 80 droites et en
outre les points P’y ne forment pas la méme figure que les 15 points ,P;®,
tandis que les points 7' ont les mémes propriétés que les 15 points 77(@),

par exemple + /5, 1, 1, 1, 1, 1, toutes les substitutions des 5 indices 234586, elle reste inal-
térée, tandis que les tétraédres 0,5 se transforment en eux-mémes, ou I'un dans Pautre,
done: Les droites des deux groupes considérés coupent respectivement les 15 téiraddres en
quatre points d’un méme rapport unharmonique. Un point d’une droite d’un des deux groupes
donne un groupe de 360 poznts distribués 36 & 36 sur les 6 droites du groupe, et 360 plans
passant 36 & 36 par les mémes droites.

(*) On sait que les pbéles d’un plan par rapport & deux complexes linéaires de droites
sont situés sur la droite qui joint les deux points d’intersection du plan avec les direc-
trices des deux complexes, et on sait aussi que les pé]es d1v1sent harmomquement ces deux
points (Priickes, L. c.).

(*) Cela résulte évidemment de la figure méme des 15 tétraddres 6.g.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



226 Veronese: Interprétations géométriques

Théoréme CCII. Les 10 surfaces de KLEm S,g, rencontrent le plan 1 sui-
vant les 10 coniques Sqpc qui ont pour triangles conjugués deux triangles, dont
les sommets sont trois de 6 points fondamentaux de Ihexagramme H (V).

Théoréme CCIII. Les 6 quadrilatéres des dix sestuples de points T'(ab)
T'@ sont respectivement conjugués par rapport aur 10 coniques Zqpe (°)-

Théoreme CCIV. Les 15 surfaces 6,5 rencontrent le plan U suivant 15
coniques 0,5. Par rapport & la conique 6., sont conjugués le triangle A", (voir
le théor. CLXXXVIII) et le quadrilatére T, T2 ; TGO T 6o T T,

(1) La surface S, ou S, correspond au couple des points de STRINER G5, G5 dont
le symbole est:

12 34 56 .
45 61 23 (no 24). %))
36 52 14

La surface S,,3 a pour tétraédres coojugués les tétraddres 0,,, 0,5, 0,35 045y O4sy 055 qui
sont donnés par les lignes horizontales et verticales de (1).

En rapportant toute la figure au tétratdre 0,,, au moyen des formules de transformation
entre les coordonnées py, ot 2: (n.° 76), on trouve que les autres couples des dlrectnces 13,
15, 35; 24, 26, 46 ont les coordonnées:

pour 13 p, =1, py =i, py=0, Pay =1, Poy =8, Pos=0;
» 15 pe=1, py, =0 Pu= i, py =1, Pu=0, Pp==x1;
» 35 p,=0, py=1, Pyu=zxi, Ppy=0, Pu=1 Pos = £ 15
v 28 po=i, po,=F1, P,=0, py=-14, py==xl, Pus=0;
" 26 py=1i, p3 =0 Pu=F1l, py=—1i, p, =0 Pis=x1;
» 46 p,=0, p,, =i, Pu=F1 p;, =0, Poy=—1% Paa==x1;

tandis que I’équation de la surface S,,, est:

Hi+yit+yityi=
On démontre facilement que cette surface contient les directrices des couples 13, 15, 35;
24, 26, 46. (Voir A., Sopra alcune noteroli conﬁg, ete., 1. ¢, Mem. IL.) Donc une surface
bk’gﬂ, passe par les dzrectf ices des siz couples qui ne sont pas comprzs dans le symbole corres-
pondant (1).

Maintenant coupons la figure avec le plan Tl Les points T'¢» T'@® situés sur les cotés
13, 15, 35; 24, 26, 46 de I'hexagramme des six pdles, par ce qui précéde, appartiennent
4 la conique d’intersection du plan II avee la surface S,,,. En conséquence, les points 1,
3; 8 et 5 sont divisés harmoniquement par cette conique, c’est & dire que le point 3 a pour
polaire la droite 15; de méme pour les autres sommets des triangles 135, 246. On voit
aussi que les indices ab¢ des coniques ¥ se rapportent aux poiuts fondamentaux de 1’hexa-
gramme, tandis que les indices « B8y des surfaces S de Kueix se rapportent aux 6 indices
des figures TI.

(*) Cela résulte évident par la figure méme des tétraddres 6,5 et des surfaces de Krmix.
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84. Théoréme CCV. Les piles S@ S'@ du plan T par rapport aux
deux complexes xq = 2,=0 sont situés sur les cbtés ab de I’ hexagramme H
divisant harmoniquement les segments ab et T'(eb) T'(ab),

Théoréme CCVI. Le pole St du plan II par rapport au complexe
&+ 2+ 2, =0 est le point d’intersection des trois droites 15¢¥, 251 3§02,
qui joignent les points fondamentaux 1, 2, 3 respectivement aux pomts St 23)
S(is)’ S12),

Théoréme CCVIL. Le pble S4=0 du plan T par rapport au complexe
4 2,42+ 2,=0 est Uintersection des 4 droites 180, 28024 3§leq)
4 8022, Par ce point passent aussi les trois droites S48, S92 S0 St s,

Théoréme CCVIII. Le pble St=+) du plan II par rapport au complexe
L+ X+ 252, +05=0 est Uintersection des 5 droites

1 S 2345) 92 S(ms) 3 S(ms) 4 S(mu)
Par ce point passent aussi les 10 droites S(@) Slede) (a, b, ¢, d e etant iden-
tiques & l'ordre prés, aux indices 12345).

Théoréme CCIX. Le pole St=ee) du plan I par rapport au complexe
unité Sx,=0 est le point de rencontre des 6 droites

1 S(esm)’ 2 S(13456)’ 35’(1?456)’ 4‘9(12356), 5} 8(12346)7 6 S(nus)'
Par ce point passent en outre les 15 droites S Stcdef) ¢f les 20 droites

Stabe) Sef) (gbedef étant, identiques & l'ordre pres, aux indices 123456).
De méme on peut obtenir les pdles par rapport aux autres complexes

ix;ixgixgi“hixsixs:(). (1)

Les équations des 6 complexes polaires des 6 complexes fondamentaux par
rapport au complexe unité sont:

_2xa+ x;+x3+w4+x5+ xe—o \
2, —2x,+ o+, +as+ 2,=0
: @)
Bt T4 22— 2, =0

ces complexes sont naturellement deux & deux en involution.

De méme si 'on détermine les six complexes polaires par rapport & un quel-
conque des autres complexes (1).

On peut facilement construire les 6 pdles 1, 2, 3', 4/, 5, 6' du plan de
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section IT par rapport aux 6 complexes (2). Les droites 11°, 22/, 33/, 44,
55, 66" doivent passer évidemment par le point S(=4¢) déja déterminé. La
droite 11 doit passer aussi, comme nous I'apprend le théoréme précédent, par
le point Ss4%), Kitant A le point harmonique de S349 par rapport aux points 1,
Stse). le point 1" est le point harmonique de A par rapport & 1 et S(zse) (1),
Les 6 points 1', 2, 8, 4, 6’ déterminent un autre hexagramme H’, qui est
relié au premier par le pdle du complexe unité. En continuant & faire avec
I'hexagramme I’ les mémes opérations indiquées dans les théordmes précé-
dents pour l'hexagramme H, on obtient un autre hexagramme H", et une
suite- de nouveaux complexes et par conséquent d’hexagrammes, deux hexa-
grammes consécutifs ayant les mémes propriétés que H, H'.

Si Uon donne enfin au plan I des positions spéciales par rapport aux
tétraédres 0.5 fondamentaux, on obtient des hexagrammes spéciaux, qu’il serait
intéressant d étudier.

§ 2.

Autre extension des groupes de 1’hexagramme pour 6 points
d'une courbe gauche de 3*° ordre.

85. Soient donnés 6 points 1, 2, 3, 4, 5, 6 d’une courbe gauche C* de
3™ ordre. Nous avons donné déja une extension des groupes de I’hexagramme
dans le chapitre II, § 7, en projetant les figures de I'espace & 5 dimensions I,
sur I'espace & 3 dimensions.

Les théorémes de Cuasves et Crenova sur la C% obtenus au moyen du théo-

(*) En effet, le point 8% est le péle du plan I par rapport au complexe
T+ Tyt Ty, + 0+ X ~&, =0,
tandis que A est le pole du plan II par rapport au complexe

Ty F Ty Ly + T+ T+ T+ &, =0
on .
20, + Xy + Ty + T+ T+ T =0,

On voit donc que le pdle 1° du plan II par rapport au complexo‘
B A b T A e

est précisement le point harmonique de. 4 par rapport & 1, Stsse
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réme de Pascar, peuvent encore fournir par projection une nouvelle extension
des propriétés de I'hexagramme.
Etant donné un septidme point 7 quelconque de la courbe, les trois points
du schéma
12. 457

23 . 576
34.761

ou les droites 12, 23, 34 rencontrent les plans 457, 576, 761 sont, d’apres
CrasLEs, situés sur un plan passant par le point 7. Cremoxa a démontré que
si Je point 7 se déplace sur la courbe, les plans correspondants passent par une
sécante fixe p de la courbe C? qui correspond donc & la droite de Pascan de
I'hexagone 123456, que nous avons désignée aussi par le symbole A,A.

On obtient ainsi 60 sécantes p, qui correspondent au 60 hexagones gauches
de C* et aux 60 droites de Pascar. Elles peuvent &tre représentées par les
mémes symboles que celles-ci.

On déduit tout simplement par projection de I'’hexagramme méme (*) les
théorémes suivants:

Théoréeme CCX. A trois droites de Pascar, se rencontrant en un point
de STEINER oy en un point de KIRKMAN, correspondent trois sécantes p, situées
sur un hyperboloide qui contient la courbe C°.

Aux 20 points de Stemer G ef aux 60 points de Kirxkvan K correspondent
respectivement 20 et 60 hyperboloides G, K.

Théoréme CCXIL. A quatre points de Steier, situds sur une droite de
StemEr-PLicKER g.p, correspondent 4 hyperboloides, qui se coupent suivant une
sécante g.p de C°.

Théoréme CCXIL A trois points de Kmxuan situds sur une droite de
CAYLEY cag, correspondent irois hyperboloides K, qui se remcontrent swivant
une sécante c.p, de la courbe C-.

Théoréme COXIIL. A quatre droites de Cavizy passant par un point de
SaLuon Sap correspondent 4 sécantes copy Situées sur un hyperboloide.

Théoréme CCXIV. Aux 6 figures II correspondent 6 figures de 10 sé-
cantes trois & trois sur 10 hyperboloides K, qui passent trois & irois par les
10 sécantes p.

(*) D’aprés ]a remarque faite au n.° 6, une courbe gauche de 3™ ordre est toujours con-
tenue dans un espace & 3 dimensions. ’
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Des systémes [Zz],» en nombre infini on déduit aussi par projection un
nombre infini de systémes de 60 sécantes 2 de C* et de 60 hyperboloides Z
passant par la courbe C fod

J’ai donné ces théorémes pour faire voir que V'on peut aussi générahser les
groupes de l’hexagramme de cette maniére pour la C3.

On peut aussi faire correspondre aux triangles A.z, par ex. 12-34-.56 1'hy-
perboloide déterminé par les cdtés 12, 34, 56 de I'hexagone de C*. On a
alors 15 hyperbolmdes Asg. 1ls se coupent deux a4 deux suivant 60 courbes de
4™ ordre, qui passent toutes par les 6 sommets de I'hexagone. A un point
de Sterver ou & un point de Kirrmax correspondent deux points, ete.

Si nous projetons 'hexagone 1, 2, 8, 4, 5, 6 de C* par un point-quelconque
S, sur un plan, on obtient sur ce plan 6 points, qu’'on peut regarder en gé-
néral comme quelconque. Au moyen de la géométrie descriptive, nous pouvons
aussi déterminer les projections p' des 60 droites p, ¢ des 20 droites ¢, et ¢’
des 15 droites g. De méme, on peut construire les contours -apparents des 20
hyperboloides G et des 60 hyperboloides K, qui sont simplement des coniques
touchant respectivement trois droites p’. Les coniques S touchent aussi 4 & 4
les droites g' et les coniques K touchent trois & trois les 20 droites ¢

On voit que cela donne aussi une extension des groupes de I’hexagramme
pour 6 points quelconques du plan. Ces six points se réduisent & 5 lorsqu’on
prend le point de projection S, sur un des 15 cdtés de I’hexagramme de C-.
La courbe méme est projetée sur une courbe rationnelle de 3™° ordre C* (¥).

§ 3.

Théordme analogue a celui de Pascal
pour 8 points de Ia courbe rationnelle du 4™ ordre
dans V’espace & 4 dimensions, — Corollaire (2).

86. Cette courbe est déterminée par 7 points quelconques de l'espace R,,
Soit 8 un autre point de la courbe et considérons I'octagone 12345678, et

(*) On voit elairement par ce qui précéde, que la méthode trds simple que j’ai développée
dans ce paragraphe n’a rien & faire avec les méthodes que j’ai développées dans les para-
graphes précédents.

(*) A., Math, Annalen, vol. 19, 1. ¢. On trouve développé dans ce Mémoire les propnetés
prmelpales des courbes rationnelles d’un espace de dimensions quelconques. Lie théoréme que
je donne ici se déduit par projection de la propriété de 7 points d’une cubique gauche.
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formons le schéma

123:56T=A? -
234.678 = A

— A® (1)
345781 = A"

456.812= A",

On voit que les quatre points AP, A®, AP, AY, ou se rencontrent respecti-
vement, les plans 123, 567, ete. des couples (1) (car dans R, deux plans en
général se rencontrent seulement en un point), forment un cycle; c’est & dire
que si I'on continue & former, en partant de 456 -812, un autre couple de plans
de la méme maniére qu’'on a formé le second couple du premier, ou le troi-
siéme du second, on obtient le premier couple. Ce schéma a donc les mémes
propriétés que le schéma
12 - 45

23 . b6
34.61

de la droite de Pascar de 1'hexagone 123456 dans le plan R,.
On peut démontrer le théoréme suivant:
Théoréme CCV. Si 12345678 sont huit points quelconques de la courbe
rationnelle C* dans Uespace & 4 dimensions R, et que Uon forme le schéma

123 . 567
234 - 678
345 - 181
456 - 812

les quatre points Ay, Ay, Ay, AY o se rencontrent respectivement les plans

des quatre couples du schéma forment un tétraédre, dont les 4 faces coupent
les diagonales 15, 26, 37, 48 de loctagone.

Le 4 points déterminent un espace S, & trois dimensions. Dans tout Uocta-
gramme il y a 2520 de ces espaces.

Corollaire. Si les droites 12, 34, 56, T8 sont tangentes & la courbe C*,
les quatre points Ay, AP, AP, A} sont situés sur un plan, qui ne passe par
aucun des 4 points de contact, et qui n’est pas contenu dans Uespace & trois
dimensions déterminé par ces quatre points. «
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Ces théorémes se laissent aussi étendre aux courbes rationnelles C¢, C&,...
C*m des espaces R, Rs,... Rom. Dos lors le passage de C*» & C*™*t se fait
comme dans le théordme Cuasies-Cremoxa pour C® qu'on déduit de C®. La
projection dans R, et B, donne des théorémes pour les courbes rationnelles ().

Leipzig, juillet 1881,

ADDITION,

AUTRES GROUPES DE SIX LETTRES.

87. Dans le groupe I des triangles A,,, n.° 49, il y a aussi les trois
groupes suivants:

VII* 1, (12), (34), (36), (12)(34), (12)(56), (34)(56).

Dans le groupe I il y a un seul de ces groupes, et il ne peut pas étre egendré
par deux substitutions. On peut Vengender par trois substitutions, par ex.
(12), (12)(34), (12)(56).

VI * 1, (1625), (16)(25)(34), (12)(56), (1526),
(34)(56), (15)(26)(34), (12)(34).

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (1625), (16)(25)(34).
Dans le groupe I il y a trois de ces groupes.

VIII*** 1, (12), (34), (56), (12)(34), (12)(56),
(34)(56), (12)(34)(56), (15)(26), (16)(25), (15)(26)(34),
(16)(25)(34), (1625), (1526), (1625)(34), (1526)(34).

Ce groupe contient 8 substitutions pairés et 8 impaires, et il he peut pas éire
engendré par deux substitutions. Dans le groupe I il y a trois de ces groupes.
Dans le groupe des points de Stemer, par ex. XVIII, est contenu le groupe

(') J'ai démontré dans mon Mémoire des Math. Annalen, I. ¢., que d’une courbe ration-
nelle C* de R, on déduit par projection toutes les esptces des courbes rationnelles de #™
ou d’un ordre moindre de I'espace B, et du plan.
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guivant des 18 substitutions:

1, (135), (246), (153), (264), (135)(246), (135)(264), (153)(246),
(153)(264), (14)(25)(36), (163254), (125634), (143652), (145236),
(165432), (16)(23)(45), (12)(34)(56), (123456).

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (135), (123456)

ou bien (135), (12)(34)(56). Il contient 9 substitutions paires et 9 impaires.
Dans le groupe XVIII il y a deux de ces groupes.

Une chose trés utile & faire ce serait d’étudier les groupes géométriques, que
nous venons de trouver, par la méthode synthétique, et comme celle-ci rend les
choses plus visibles, on pourra trouver peut-tre des théorémes sur ces groupes

qui échappent & I'analyse et qui auront leurs correspondants dans la théorie
des substitutions.
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Intorno ad una congruenza
di modulo primo.

(Nota di Carto Maria Pruma, in Genova.)

Essendo
m=pq+1

. . . . . . . . . .
un’intero primo, p e g interi, e A, B, C parimente interi e nessuno di essi
divisibile per 7, in questa Nota, mi propongo di stabilire le condlzwm neces:
sarie e sufficienti, onde la congruenza

Az?+ Byt 4 C=0 (‘mod.m) @)
possa essere soddisfatta non ‘assegnando ad x e ad y che soli valori interi, e
poi, nel caso che cid sia possibile, di esporre un metodo il quale permetta di
abbreviare alquanto la serie dei calcoli diretti alla determinazione dei valori

interi di # e di y che la verificano.
In primo luogo & evidente che, se la (1) & soddisfatta dalla coppia di valori

z=b, y=a (mod m)
assegnati ad x e ad y, necessariamente ne seguird che la congruenza
Az+Bz,+C=0 (mod m) 2)
sard essa pure verificata da
z=br, 2z=0a1 (mod m).

Ed osservando che quando & ed @ sono interi diversi da zero si ha pure

#—1=0, 22—1=0 (mod m) (3)
ne risulterd che z non potrd ricevere che dei valori compresi fra i seguenti
hy=0, hi, hayr. hq (mod m)

Annali di Matematica, tomo XI, , 31
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rappresentando con ,
hl ’ hz, e hq

le ¢ radici incongrue della prima fra le (3), mentre 2, non potrd ricevere che
dei valori compresi fra i seguenti

ko=0, k47 kg,... kp
dove
B, Kayeer Ky

rappresentano le p radici incongrue della seconda delle (3).
E reciprocamente quando si abbia

Ahy+Bk,4+C=0  (mod m)
essendo
h—1=0, kK¥—1=0 (mod m)

+
potremo soddisfare alla (1) sostituendo ad z e ad y valori interi i quali saranno
rispettivamente le radici delle due congruenze

2P=h,y yi=k, (mod m)

le quali in virth delle fatte 1p0te31 sono sempre possibili.
Facciamo ora

Ahy4+Bly+C=0y »  (mod m)

rappresentando con a,, , il minimo residuo positivo del trinomio, contenuto nel
primo membro, rispetto al modulo m, avenda qui, come nel seguito di questa
Nota, k, e k, il significato che loro abbiamo sopra attribuito, cioé essendo .
radice della prima fra le (3) o zero, e k, essendo zero ovvero radice della se-
conda delle (3).

Con questa convenzione circa la notazione & facile vedere che, onde la (1)
possa essere soddisfatta da valori interi per z e per y, sard condizione neces-
saria e sufficiente che, per una o piu fra le (p-+1)(¢+ 1) combinazioni dei
p-+1 valoriy 0, 1, 2,... p che pud ricevere v e pei g+ 1 valori 0, 1, 2,...
q che pud ricevere u, si abbia

duav=0-

Cid posto, radunando le diverse a,,, cosl ottenute nel quadro seguente, riu-
nendo ciod in una stessa linea quelle tra loro che hanno eguale il primo indice,
ed in una stessa colonna quelle delle « che hanno eguale il secondo indice
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si avra
%o, 0 %o, & Oo, 2 %, p
%y, 0 &y, oy, 2 ai,p
%30 Yo, 1 2,2 O3, p
dq’o aqli dq’go-- aq,p.

Per quello che abbiamo visto sopra, condizione necessaria e sufficiente alla pos-
sibilita della (1) sard evidentemente questa, ciot che il prodotto di tutte le ay,»
contenute nel quadro precedente sia eguale a zero.
Questo prodotto pud essere ottenuto in ciascuno dei due diversi modi se-
guenti, ciog: .
1.° Moltiplicando tra loro tutte le «.,» contenute in ciascuna linea, e poi
tra di loro i prodotti cosi ottenuti;

2.° Moltiplicando tra loro tutte le «.,» contenute in ciascuna colonna e
poi tra loro i prodotti cosi ottenuti.

Per tal modo ponendo da prima
Bu=otu, 0" ttu, 1%, zevs* O, p
si ottiene
Bu=|C+Ah)(C+ Ah)?»—(—B)?}  (mod m)
e poi ponendo similmente |
Yo ==0o, v v Az, pees g p

si ottiene

yo=|C+ Bl [(C+ Bt —(— 4),  (mod m).

Ed indicando con P il prodotto di tutte le «y » avremo col primo metodo

P=0|Ci—(— A)q;'ni;(cur AP —(—B)?|  (mod m)

w=

e col secondo

P=0(Cr—(— B)P}vli{: (C+ Bh)i—(—A4)  (mod m).

Ed a cid P sia eguale a zero, sard necessario e sufficiente che i secondi membri
delle due congruenze precedenti sieno divisibili per #; quindi che abbia luogo
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una almeno delle congruenze
C1—(—AY=0, (C+ Ah)p—(— Br=0, t .
(C+ Ah)r—(—B)?»=0,... (C+Aky)?—(—B)»=0, (mod m) @

poiche per ipotesi C non & divisibile per m. Ovvero, cid che torna lo stesso,
che lo sia una almeno tra le
Cr—(—B)»=0, (C+ Bk)i—(—Ay=0, 5
(C+BEkyr—(—A4)¥=0,... (C+ Bky)?—(—A4)1=0 (mod m). ; ©)
Da ¢id risulta che se alcune delle congruenze del primo sistema sono verificate
lo saranno pure alcune del secondo. Ma questa relazione che hanno tra loro
i due precedenti sistemi di congruenze (4) e (D) pud essere maggiormente pre-
cisata.

Risulta infatti, da una semplicissima osservazione, la quale ci gioverd ancora
sotto un altro punto di vista, che il numero il quale esprime quante delle con-
gruenze del sistema (4) sono soddisfatte, esprimerd pure quante di verificate ve
ne hanno nell’altro sistema (5).

L’ osservazione, della quale qui intendo parlare, & la seguente: per la (2) ad
ogni valore di z ne corrisponde uno ed un solo di 2, e reciprocamente; come
per la (1) ad ogni valore di 7 ne corrisponde uno ed un solo di ¢ e recipro-
camente, e se si ha 2=ux? si avrd pure 2, =y? e reciprocamente, ben’inteso
sempre prescindendo da multipli del modulo .

Ora se una delle (4y & verificata converrd distinguere due casi, quello ciod
pel quale sia verificata la

C1—(— Ay=0- (mod m)
ovvero lo sia alcuna delle restanti tutte della forma
(C+Ah)»—(—B)Pr=0 (mod m).
Nel primo caso si vede che dovra aver luogo una congruenza della forma

Ahs+C=0 (mod m) (6)
onde sard -
k.= (mod m)

quindi conservando le notazioni fin qui adoperate sara
s=k,=at=0 (mod m)

la -quale riduce la (1) alla
Ab? 4+ C=0  (mod m)-
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—

e la (2) alla
Az4+C=0  (mod m)
e dal confronto di queste due ultime congruenze ne risulterd la
z=br . (mod m)
e per la (6)
2=hs=0br (mod )

con che resta determinato il valore di A, che in unione del valore %,.=0

(mod ) soddisfanno alla (2), dai quali poi si possono dedurre i valori di b, ed

a che sostituiti ad =z e ad y soddisfanno la (1), ma questa coppia di valorl

Jer=0 (mod m) e quello di %s che ne abbiamo dedotto soddisfanno pure e so-

lamente alla seconda delle (5), quindi in questo caso ad una congruenza veri-

ficata nel primo sistema ne corrisponde una ed una sola di verificata nel secondo,
Nel secondo caso si vede che se si ha

(C+Ah)p—(—B)r=0 (moc} m) (N
dovrd essere verificata una almeno delle congruenze

facendo percorrere ad » la serie dei valori 1, 2,:.. p. L’ultima congruenza,
dato %, determina completamente %, ad un multiplo presso di m, quindi deter-
mina completamente 7, per cui una sola delle congruenze nelle quali si scinde
la (7) potra essere verificata, ed allora con metodo analogo a quello tenuto re-
lativamente al primo caso si vede che ad ognuna delle congruenze (4) verificata,
ne corrisponde una ed una sola di soddisfatte fra le (5). Da cid risulta chiara-
mente la_proposizione che abbiamo enunziata.

La stessa osservazione, e le conseguenze che da essa abblamo dedotte fanno
vedere, che onde ottenere tutte le soluzioni della (1) si pud, per ritrovarle,
adoperare il metodo seguente.

Risoluta una delle due congruenze (3) (nella pratica credo pid conveniente
in generale risolvere quella, di grado inferiore) ad esempio la

24—1=0 (mod m)
e determinate cosl le

ha=0, kl, Il*g”,olu kq
si osserverd se fra le congruenze
C1—(—4y=0, (C+ Ah)yp—(—B)r=0 (mod m) (8)
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nella seconda delle quali si faccia percorrere ad  la serie di valori 0, 1,
2,... g, ve ne sieno di soddisfatte.

Nel caso non ve ne sieno sard impossibile risolvere la (1) nel modo richiesto;
se poi si avesse

C1—(—A¢=0  (mod m)
la (2) sarebbe verificata da

2, =0 (mod m)
insieme con
Az4+C=0 (mod m),

dalla quale si ricava il valore
=h, (mod m)
e da esse si deduce che sard
a=0  (mod m)
insieme con b eguale ad una qualunque delle p radici di

#P—h,=0  (mod m).
Quando poi si avesse

(C+Ah)r—(—B)r=0 (mod m)
Ia congruenza

Ah,+Bz,4+C=0  (mod m)
determinerebbe un valore di
&=k, (mod m)

e tutti i sistemi di valori di « e di ¥ che soddisfanno alla (1) sarebbero dati
dalle combinazioni, per = di ciascuna delle radici della congruenza

2P —hy,= (mod 'm)
¢on ciascuna delle radici della congrnenza
Yl—k,=0  (mod m)

per ¥.
Sia ad esempio da risolvere la congruenza

220¢4+3y°4+5=0  (mod 31).
Risolvendo la congruenza
#—1=0 (mod 31)
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otterremo
he=0, h=1, h=2, hy=4, h =8, h=16 (mod 31)

per cui, '
h,=4 (mod 31)

sard il solo valore possibile di %, perchd esso & il solo che soddisfaccia ad
una delle congruenze (4); la (2) ci fornird poi
k=6  (mod 31)
e le
rs—4=0, yi—6=2 (mod 31) A

ci daranno quindi pei valori di b e di a che sostituiti al luogo di z e di ¥
soddisfanno la (1) la serie di valori

b=4, T, 11, 20, 24, 27 )

a=11, 13, 21, 22, 26 )
Per fare un’applicazione, di ordine pil generale, dei risultati precedentemente
ottenuti, supporremo ora

(mod 31).

q = 2. -
Percid che sopra si & stabilito dovremo osservare, in questo caso, se tra le con-
gruenze .
C*—(—Ar=0, Cr —(—B)yr=0, (C+ 4y —(—Bpr=0,) ©
(C— A —(—By»=0  (mod m) ' ) )
ve ne sieno o na di verificate, nel secondo caso la (1) non pud essere soddis-
fatta sostituendo ad x e ad # valori interi, nel primo pud essere verificata asse-

gnando ad z e ad y valori interi, onde si avrd il seguente:
Teorema. Essendo m un intero primo e

m=2p+1,
la congruenza .
Az +By*+C=0  (mod m)
sard possibile quando uno dei due numeri
C+ 4, C—4
sia divisibile per m, ovvero quando fra i prodotti
—BC, —B(C+4), —B(C—A4)

‘ve ne siano dei residui quadratici di m.
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In tutti gli altri casi essa sard impossibile.
Nulla & a dire quanto alle condizioni relative a

c+4, C-—-4
cioé che uno dei due sia divisibile per m, poiche da questa si ricava la relazione
C?—(—A;p=0  (mod m).
Quanto all’altra deducendo le congruenze delle ipotesi fatte si avrd
(—BpCr=+1, (—B?(CH+A)r==*1, (—B?P(C—Apr==+1 (mod m)
i segni superiori essendo relativi al caso del residuo e gli inferiori a quelli del
non residuo. Osserviamo che si ha sempre
(—B»r=1 (mod m),
per cui dalle congruenze precedenti risulterd
Cr=%(1B)p, (C+Ap=+(—B)p, (C—Ap=+*(—Bp (mod m
le quali nel caso del non residuo escludono rispettivamente le-
Cr—(—B)r=0, (C+A4)—(—B)yr=0, (C—A)P—(—B)P=0 (mod m)

e nel caso del residuo fanno vedere che quelle delle (9) che loro corrisponde
sono verificate.
Da questo teorema risulta immediatamente il seguente:
Corollario. Con valori interi di x e di y, il trinomio

Ax*+By*+C (10)

pud sempre essere reso divisibile per 7, quando nessuno degli interi 4, B, C
sia divisibile per questo numero (*).

Infatti dietro le fatte ipotesi poiché né A4, né C sono divisibili per 7, C,
C+ A, C— A sono tra loro incongrui rispetto al modulo 7. Per quel che si
& visto, onde fosse impossibile rendere divisibile per 7, con valori interi attri-
buiti ad x e ad y, il trinomio (10) sarebbe in primo luogo necessario che nes-
suno dei numeri

C+4, C—A4

fosse divisibile per 7.

(*) Questo corollario & la questione n° 1404 proposta dal sig. PeLer nel fascicolo di
luglio 1882 dei Nouvelles Annales de mathématique.
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Quando c¢id si verificasse perchd il detto trinomio (10) non potesse nel modo

richiesto essere reso divisibile per T sarebbe necessario, quantunque non suffi-
ciente, che

¢, C+4, 0—4

fossero tutti residui o tutti non residui quadratici di 7, per cui nel primo caso
questi numeri dovrebbero essere le tre radici della congruenza

z2?—1=0 (mod 7)
e nel secondo essi dovrebbero essere le tre radici della
z;+1=0 (mod T)

per cui in entrambi i casi la loro somma dovrebbe essere divisibile per 7. Ma
la somma di queste tre quantith riducendosi a

3C

e se ne dedurrebbe che C dovrebbe essere divisibile per 7 cid che & contro le
fatte ipotesi, e da ¢id consegue la veritd del corollario enunciato.

Dal Bosco presso Pontedecimo, 29 luglio 1882,

Annali di Matematica, tomo XI. 32
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An extension of a theorem

of Legendre’s.

[By Jomx C. Mater, Cork (Ireland).]

In this memoir I use the following notation

T

w|d

? Cogn - =)
F=5 _ Cosm8dh E.—_S Cosm (1 — kSint6) » do
(

1 —%Sin®6)"

T

wof A

(1 — & Sin26)"
0

where

m’=g—m—1, F=1—k
n

and

14+m>0, 14w >0.
‘We have evidently

T

aF j‘f Sin20 Cosm 66

3}
(1 —kSin20) ™
0
and we easily find

1

i Sin 6 Cosmtt @
(1 —kSinz6)"

) ¥
P y _Cosa0 E'zj Cos 6(1 — I Sin®

n~1

5~ do

Cosm 6

nk—(m+2)n+2 2l 9 kK Sinth
= - +fm - 2)n—2ja T — 2o
( Aﬂ, . A n
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where
A=1—FkSin%s.
Hence we have
2n Ick'{—lz—l(m—}—Q)n—-? —(m+2yn—2 —nk|F
we have also
Al n—
—df nk (E F)

Eliminating E between these equations and writing « for F' in the result we
get the differential equation .

2nk(L— 1) T+ n—Gn+ b T—u=0. (4

This equation being unaltered by changing m to m' and % to &', the complete
solution is

u=C,F+C,F

where C, and C, are arbitrary constants.
Now if the solutions of the linear differential equation

dzy ay

Y L
be y=y, and y==y, we may easily prove the relation
dea: dye Ay
s g =C ¢

where C is a constant. In the case of equation (4) this gives, after some re-
duction,

m

Kok mwfwnFE+a—MFE—QO——VTZ'C

C being independent of £.
To determine the value of C; write the relation

'"T“ mt2 F'E dF‘ n(C

nk 2k 2 k_de 5

and put k=1.
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Now in the first case if m’ is negative we find when k=1

7:

nkF dI"= —-f Cos~ m‘*é’dﬁf Cos™ ¢Sin®4de

which is finite; therefore when ' is negative when k=1 we have

m'4-2
B Fd_ll_o

In the second case suppose m’ to be positive, we have as before when % = 1

'ﬂ.'

k=0, ndF —_—.—f Cos™ 63in*6d6

and transforming

wfd

di F=j. Cosm0df 1
(1 —7:Sinz6)"
0

by the substitution

Coso
V1 —1ZSin%e

k,%F=f2 Smmcpdcp _
(l—kSm”cp) ) 2

Sing =

we find

which gives for k=1

wi A

- f Cos™'-16Sin™6d6
0

which is finite when ' is positive, therefore in this case also

ml—2 dFr
K F— - =0

when k=1.
Now we have

T

iF _F Sine 6 Cos™ 0 46

iy X3}
(1 —kSin20) "
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hence as before putting
Coso

Sin9= —_—_—
V1 —F%Sin%g

we find

i+ S f Cost6Sinms (1 — FSints) *  do
therefore for k=1 '

T T
m+2 m'+2 5 3

T —— 1dF ~2 2
nk ® k2 F_ctT:J Cos’"'ﬁdéf Cos™'*t16Sin™6d 6
0 0

which is therefore the value of 2Y "C

To express C in terms of Eulerlan Integrals, we have

F i F(m'_H) % ( ) m+1)
m’ = W.—2 m'+T1 Sipm
1 Cos 5019_7 r(1n,+2): Cos™' T4 Sin"6d 6 = (n¢—|—nz+3) ’
9 .
0

Hence

0

_ m—41 m' -1 m-1 |
C=\/w,r( o i B G A

2% r(’n+m'+s) ~on’ I~(l+n)
2 n
and we have
k2 k Tl(l——m)F E—I—(l—m)FE’—2(1——)FFi \
m1\ (n+1
E,F( 2 )I( 2 ) &)
2n (1 +n
r(5) )
If m=0,C =32-1, therefore from symmetry if ' =0 C must also become equal

to —; which easily is proved directly from the equation

B 3

5 F’E+(l—m)FE’—2(1—;)FF'§=C
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which by putting %2==1 reduces without difficulty to

(A

;-c[ Cosb6dbs=C.

0

If therefore m=0 or m'=0 equation (B) becomes

m

B R ((L—m)F'E+(l—m)FE — (1——)FF§

w[ B

If m =0 and mw =0, then n=2 and we have Legendre’s well known relation

between complete elliptic integrals of the first and second kind with comple-
mentary moduli.

If m4+1=0 F'=u is no longer a solution of equatlon (4), but in this
case the equation is satisfied by w=— ll; and the complete solution is

3

M—U,F—!-——

L™
where we suppose % +1>0.

In this case by the application of (1) we find
2nE 4 2(1—n)+m—2)kF=C{1—Fk

C being independent of £.
Putting k=0 we find

T 2
C=2I Cos™6d84.
0

Hence we derive the formula

z T 2
"2 2 n
MJ Cono(1—kSint) ™ 43+ 2(1—n)+(n—2)k‘§ _Cortoay
(1— 7 Sin2)”
0 0
_E s
2\/1-—kJ‘ Cos™ 6d 6.
0

In general w==Fk? is a solution of equation (A4) provided that
2p+m=0 and (mp+1)2p+1)=0
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e e e o b —————— —

hence we see that if m=1 then u=vlz_ satisfies the equation; in fact in this

_ rft_.1
e

n

case we find

In this case then without any restriction as to #», the complete solution is
Ce
u=CF+—.

From which as before we find
n-1

BGn—2)E—2n—1)F=C(1—k)
putting k=1 we get C=mn, hence the theorem

! 2l Yo 2ol
(3%—2)5 (I—Fka®) » dw—2(7t—l)j—T=11(l—l') e,

(1 —Fkazf™

In the remainder of this memoir I shall sometimes have to put in evidence the
indices m, n, m' and I shall then write F, E, F', E' as follows F(m, n),
E(m, n), F'(m', n), E'(m', n) or when »n remains unchanged F(m), E(m),
F'(m"), E'(m).

If now in equation (4) we change = to

" __ and suppose m to remain
1—a PP

unaltered we get the equation
. ;
2nk(l— k) o+ {m+2n—@+m)k 77+ —1)u=0 ©)

of which the complete solution must evidently be
w=C,E(m)+ C,E'(m'—2)

provided that in this case we have 14m>0 and m'—1>0.
~ In place of the solution u=E'(m —2) we may derive another as follows.
We have

2nk(l— B =nn— 1) E —nin— ) F"

(=W —1)(F — 1)
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Now put
n(m—1)

u=ArE +F where )\=2(T1—)

and we find without difficulty

2T = (m— 1 2m) B — .

Eliminatin'g E' between this equation and

n(l—=B L -1 [u— 1+ D E]

we find
2nk(1— k) T+ [+ 2)n— @+ ) K T4 (n—Du=0
which is equation (C).
Hence the complete solution of (C) when 14m>0 and 1—|—m >0 may
be written

u=C.B(m)+ Col " () + 5 =D B )|

If therefore m'—1>0 and also m'+1>>0 thén we should have, A being a
constant,

AE (m'—2)=2(n—1)F'(m) +n(m— 1) E’ (m")

a result which is easily verified thus

n—1

300sm'-*esme(1—k Sin®6) * | =

2(1—n) Cos™’ §
n

(1= m)Cos™ 26 "?‘(1—m)00sm'9§(1—k’Sin’e)%-i— :
(1— ' Sin?6)*

Hence integrating between O and E we have
(0 —DE (0 —2)=(L—m) E' (') +- 252 F (o),
This solution of (C) enables us to integrate equation (4) when 1+ m’'<<0 pro-

vided that we have as before 1 4+m>>0 and also 34+ m'>0.
" The integration may be performed as follows.
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In equation (4)

d*u du

2”k(l—k)dkz +;(m+2)n—(3n-|—2)k;———u—0

n' .
change » to T— and as before the equation becomes

d?u .nu

20 k(L — BTt [ 4 20 — @ 40k} T2 0 — T)u =0

which is satisfied by
u=F'(f, w)+ 200

n ( m—
E’ (m", n')

where,
' n "

N =—— m =

14-#
and m"+1>0 or m' 4+ 3>0. Now

3 |

——m—l—-———m—}-l

T

7 .
e on r Cosm't2HdH
F (m ) n)=j< n+l
(1— K Sint6) "

{9

2 m'+2 4
E’('fn”’ nl) =\5‘ COS 6 df _
(1 —F Sin26)"

From previous results we may readily prove

w0l

gkj Cos A (o 2) = (0 — D) k) (0 + 2)+ (3 — m) ' (0’ +2).
(1 —& Sin26)"

Hence when m’—|—1<0 the solution of (4) is
U= C,F(m)-l— n(3— m)E' (m'4-2) 4 [n(m —2) + (2 —nm) k] F'(m’ 4 2)!

provided that
m+41>0, m' +3>0.
Hence also if
m+1<0, m +1<0
Annali di Matematica, tomo XI. 33
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the solution of (4) is

13’]5 (3 —m)E(m+2) 4 [n(m' —2) + @ —nm) (1 — k)] F(m -+ 2),

U=

+%[n(3——m)E'(m’+2}+[n(m—2)+(2-—nm)lc]F'(m'_}_z);
provided that
m+3>0, m+3>0.

June 22¢ 1882,
Queens College.
Cork (Ireland).
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Sulla risolvente di Lagrange
per le equazioni di grado primo
risolvibili per radicali.

(Nota di Luier Braxcui, in Pisa.)

N el volume 2° degli Annali di matematica, pag. 102, il prof. Berrr ha di-
mostrato che se un’equazione di grado primo p & risolvibile per radicali, la
risolvente di Laeranee, oltre il fattore lineare razionale, ha sempre anche
¢(p—1)—1 fattori razionali di grado p, dove ¢ sta ad indicare la solita fun-
zione della teoria dei numeri. La presente Nota ha per iscopo di completare
e generalizzare quel teorema, mostrando che quei ¢(p—1)—1 fattori sono

gli unici fattori razionali di grado p e trovando in qual modo si spezza la parte
residua della risolvente.

1. Ricordiamo che se un’equazione irreduttibile di grado primo p & risol-
vibile per radicali, il suo gruppo consta delle p(p—1) sostituzioni lineari

Y=av+b (mod p) a=1, 2,... p—1 )
b=0, 1, 2,... p—1 ) @)
effettuate sugli indici delle radici
Loy %yeo  Tp_s.
Questo gruppo, che indicheremo con Gp(p_s), lo diremo, seguendo una deno-

minazione adottata, gruppo metaciclico e chiameremo invece gruppo ciclico Tp
il gruppo formato dalle p sostituzioni

v=v+b (mod p) b=0, 1, 2,... p—1.

In generale il gruppo della nostra equazione coinciderd, come si & detto sopra,
col gruppo totale metaciclico, ma potrd anche esserne soltanto un sottogruppo
d’ordine pd, dove ¢ & un divisore qualunque di p—1. Noi considereremo dap-
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prima il caso generale e i risultati ottenuti saranno poi facilmente estendibili
anche agli altri.

Le sostituzioni del gruppo metaciclico si possono porre sotto una forma pil
adatta al nostro scopo della forma lineare (1). Indicando con g una radice pri-
mitiva (mod p) e posto '

S= (2,2, %5...2p_y), U= (z.2g2p...240-2), @)

cosicche S & una sostituzione ciclica a periodo p (le cui p potenze formano il
gruppo ciclico I'y) ed U una sostituzione ciclica a periodo p—1, le sostituzioni
del gruppo metaciclico Gp(,_s) sono date dalla formola

U= 8¢, (3)
dove « percorre un sistema completo di resti (mod p—1) e 8 un analogo si-
stema (mod p).

II gruppo ciclico Tp=(l, S, S?,... S27*) e l'altro T', ,=(1, U, U?,... Ur ?)
sono permutabili e si ba la formola
U=Sf=8fU* dove B,=pg" (mod p) (*) 4
Dalla (4) segue facilmente la formola seguente, di cui dovremo fare uso

(U= 8Py = Ure GBlttg “+g™ ¥+ g rma o)
ossia
=
(U*8Py =TreS =07, ()
2. Cid posto, sia y, una funzione razionale delle p radici ,2,%,...7p_,,
il cui gruppo sia il gruppo metaciclico e i cui 1-2-3...(p—2) valori algebri-
camente distinti lo siano anche numericamente, sicch® la risolvente di Lacraxce
con essa costruita abbia tutte le radiei

YiY2Yse - Yn(p-s) (6)

distinte.

Se nella serie (6) delle ¥ eseguiamo una sostituzione qualunque del gruppo
metaciclico sulle z, I’effetto prodotto sard una sostituzione sulle y, cosicché al
gruppo metaciclico sulle # corrispondera un gruppo dsomorfo H sulle y (**).
Questo gruppo H & certamente intransitivo perché non sposta y,; ne segue che

(*) Vedi per es. SErrET: Algébre supérieure, § 436. ‘
(**) Le considerazioni qui svolte valgono per qualunque gruppo e qui vengono ripetunte
solo per maggior chiarezza di quel che segue. Cf. per es. Nerro: Substitutionen-Theorie, § 89.
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le y si aggruppano in sistemi, sui quali le sostituzioni di H operano transiti-
vamente. Se

YiYige o Yi, (7

¢ uno di tali sistemi, le sostituzioni del gruppo metaciclico, effettuate sulla serie
(7), non fanno che scambiare fra loro quegli » valori y, e siccome operano
transitivamente sulla serie stessa, ne segue che il fattore corrispondente

(y - yit) (:’/ - yiz) e (y - :’/ir)

della risolvente di Lacranee & razionalmente noto, ma irreduttibile. La ricerca
dei fattori irreduttibili della risolvente di Laeranee equivale adunque perfetta-
mente a quella dei sistems di transitivitd, in cui si aggruppano le y della serie
(6) rispetto al gruppo metaciclico.

Cid posto, indichiamo con Ty, il valore y della serie (6) che si ottiene da
Y1, effettuando in essa la sostituzione qualunque_7' all’infuori del gruppo me-
taciclico. Allora, se fra le p(p— 1) sostituzioni del gruppo metaciclico ve ne
sono 7 (formanti un gruppo A) che lasciano invariato T'y,, i valori distinti,
che risulteranno da T'y,, applicandovi le sostituzioni del gruppo metaciclico,
p(p—1)

,

saranno e tale sard quindi il grado di quel fattore irreduttibile della

risolvente di Laeranck, che contiene come radice T'y,. Ma se V & una sosti-
tuzione di quel sottogruppo A del gruppo metaciclico, che lascia invariato T'y,,
ne segue
VI.y=Ty,
'T*iVT'yqr—?/{

e quindi TV T, lasciando y, invariata, appartiene al gruppe metacielico.
Questo sottogruppo A non pud contenere alcuna potenza di S, poiché se

TSET

appartenesse al gruppo metaciclico, essendo a periodo p, sarebbe un’altra po-
tenza di S e T stessa apparterebbe quindi, contro I'ipotesi, al gruppo meta-
ciclico (*). L’ordine » di questo sottogruppo non potrd quindi essere divisibile

. . . . T —1
per p e sard percid un divisore di p—1, che indicheremo con 2—8—

Il grado del fattore irreduttibile corrispondente sard allora po.

(*) Serremy 1. ¢, §‘ 433 ¢ seguenti,
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3. Indicando in generale con V le sostituzioni del gruppo metaciclico, &
chiaro che due sostituzioni T', T, all'infuori di questo gruppo, legate fra loro
da una relazione della forma

= Vi;TVy, (8)

danno luogo al medesimo fattore irreduttibile della risolvente di Lacranae. Re-
ciprocamente, se danno luogo al medesimo fattore irreduttibile, debbono essere
legate da una relazione della forma (8), poiche allora si ha necessariamente

Ty =ViT.y,

quindi T;*V;T & una sostituzione del gruppo metaciclico che possiamo indi-
care con V73'; ne segue

TV T=Vi!
ossia la (8).

Due tali sostituzioni 7, T si diranno equivalenti rispetto al gruppo meta-
ciclico od anche semplicemente equivalenti ed & chiaro che pel nostro scopo
potremo sempre sostituire ad una sostituzione 7' qualunque sostituzione equi-
valente.

- Essendo ora T' una sostituzione qualunque, supponiamo che il sottogruppo
corrispondente A (n.° 2) contenga una sostituzione U*S#; dico che:

Si pud sostituire a T una sostituzione equivalente T, tale che nel sottogruppo
corrispondente a T, entri U=,

Per cid basterd porre

' T=U~ShT
e determinare «,, B, in modo che
ToUT, =TS8 AU .U U4SET=T"(SAU~SE)T
appartenga al gruppo metaciclico. Ma siccome per ipotesi T'*(U*Sf) T vi ap-
partiene, basterd che si abbia
S~ U8k = U*SP,
ossia per la (4)
U*SBi-9"%) = = S#,
da cui

Bi(l—g~*) =8 (mod p)

e siccome non pud essere a=0 (mod p—1) (n.° 2), avremo di qui un valore
perfettamente determinato per 8,, il che dimostra la proprietd enunciata.
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(Osservazione. 11 valore di «, resta arbitrario e cid & naturale perchd
Ty v« (UsT)y=TU0T
qualunque sia a,).

Possiamo dunque limitarci a considerare quelle sostituzioni T, il cui sotto-

gruppo corrispondente A (n.° 2) di ordine p_a—l contenga una potenza di U

e quindi un intero sottogruppo

(52
1, 0% U%,.. U~ )
di Ip_,, dove 9, & un divisore di p—1. Allora & facile vedere che le sosti-
tuzioni (9) esauriscono tutto il sottogruppo A e quindi ¢, =dJ. Supposto infatti
che A contenesse un’altra sostituzione U*S? con 8 diverso da zero, indicando
con ¢ il massimo comun divisore di «, J,, si potrd risolvere in numeri interi
x, y la equazione

al + 6\1 y =¢ (10)
e A conterrd quindi la sostituzione
Udy (Ua S,a)m’

ossia per la (D)
l_g~(/.x

[ = .
Udy. ez 8§ 1-97" = [ S,
Ora se si ha

@‘—z—ﬁllgéfzo (mod p),

1--g~

U: appartiene alla serie (9) e siccome ¢ divide d ne segue d,==¢, Ci0& a &
multiplo di ¢, (*). Il gruppo A contiene adunque

UL e R = P,
il che & impossibile (n.° 2).
Se poi non & B,=0 (mod p), allora A contiene la sostituzione
3 l—g-—"“

U5 (U SR = U T SF ‘1‘_-";‘ —s"

€

(*) Cid si pud vedere anche cosi: da 8, = 0 (mod p) segue xz =0 (mod p—1) e per
la (10) 8,y =< (mod p—1) e 3, dividendo p —1 divide ¢, per cui 3, =«.,
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mentre non essendo ¢,=0 (mod p—1), non pud essere

1—g &
B, 1_'(;_5 =0 (mod p).

Il sottogruppo A corrispondente alle attuali sostituzioni 7' consta adunque delle

—1. v e e
2 5 sostituzioni

311-1)3

1, U? U%,... U( I
e la sostituzione T' trasforma ogni sostituzione di questo sottogruppo in sosti-
tuzioni del gruppo metaciclico, cosicché
T U T=U"Sk

. . —1
e siccome U*S# deve essere a periodo 2 5— come T~ U’T sarh a=rJ, dove

7 & primo con ¢; avremo quindi
TUT=Ur 8¢ (11)
Ma possiamo ancora semplificare la ricerca, dimostrando che: Si pud sostituire

a T una sostituzione equivalente T, che sia permutabile col gruppo A.
Poniamo infatti

T,=TU~5
e determiniamo «, B, in modo che si abbia
TU°T,= U,
Cid & sempre possibile poiché avendosi
70T, =8 AU «T*UTU~SA

ossia per la (11) :
TPUT,=8AU . U8 U.SA,
facendo uso successivamente della (4) si trova

T AT T, == S8 4811 Urd,
e basterd quindi porre

Bi(g —1)+ B89 =0 (mod p)
talche, non essendo 7d=0 (mod p—1), ad ogni valore di «, corrisponde un

valore conveniente di §,.
4. Risulta di qui che basterad limitarsi a considerare quelle sostituzioni 7,
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il cui sottogruppo corrispondente

p—1
a=(1, oo, v, gF1)) (12)
¢ permutabile con T.
Il caso considerato dal Bermr corrisponde a d=1 ed effettivamente si vede
subito che le sostituzioni ivi considerate

T=()

dove A & primo con p—1, sono permutabili col sottogruppo totale
I'pya=(Q1, U, U... Ur?);

). g —
infatti si ha T”4=(‘/yv), dove per {/v si intende la radice »' della congruenza

*=v (mod p),
quindi

T1U*T = (%llv)‘\'g“)___(vvvg"'): U
dove g% =1{g*, ossia da,=a (mod p—1).

Di pil si verifica facilmente che due qualunque di quelle ¢(p—1)—1 so-
stituzioni (I'identith esclusa) non sono equivalenti.

Ci proponiamo qui di risolvere la questione pid generale: Quanti sono <
JSattors drreduttibils di grado po?

Per questo ci conviene prima di tutto determinare quante sono le sostituzioni
T permutabili col grupps (12) e tali di pid che fra due di esse non abbia
luego una relazione della forma

T,=U~Sk-T. (13)
Cominciamo dal dimostrare: Se due sostituzioni T., T sono permutabili col
sottogruppo (12) A e sono legate fra loro dalla (13) ne seque necessariamente
g=0."
Infatti si ha per ipotesi
TU°T =U )
T7UT,=U% )

. . —1 .
dove », s sono primi con L 5+ Determinata 2 dalla congruenza

sx=r (mod p—S—])

Annali di Matematica, tomo XI, 34

(14)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



262 Bianchi: Sulla risolvente di Lagrange

si elevi la 2* delle (14) alla potenza x e si avrd
T7 U7 =U*=U"=T"U'T
ossia per la (13)
T8 fU=.U% . U«SRT=TU°T
T-4(SfU»SAT=TU°’T,
da cui -
SEU»8E=T"?
e per la (5)
SEG*®-1) [Tow — 72
SR *-1) — -4,

Ma S essendo ciclica a periodo p ed U ciclica a periodo p—1, cid richiede
che si abbia
dz=d(mod p—1)  B(¢°*—1)=0 (mod p),
da cui
B(¢°—1)=0 (mod p)
e non essendo ¢ =0 (mod p—1) sard
B=0 (mod p) c. d. d.

Reciprocamente & chiaro che se T' trasforma U? in U7%, U*T ha il medesimo
effetto, e quindi, per ottenere il numero delle sostituzioni permutabili col gruppo
A e non legate fra loro da relazione della forma (13), occorrerd dividere per
p—1 il numero totale delle sostituzioni permutabill con A, che trasformano
ciod U’ in potenze di U?. Ora nella formola

T-18 T — [ré
r pud assumere 50(%) valori diversi e per ogni valore speciale di  tutte le

sostituzioni T' si ottengono da una fissa moltiplicandola per le sostituzioni per-
mutabili con U? (*), il numero di queste ultime, essendo U? sostituzione rego-

p;l lettere, & dato da

1.2.3...3,(1_0%1)3___“(8)(1;_;\_1)3

(*) Cfr. Sereer, L. c., § 421.

lare con ¢ cicli di
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e il numero richiesto sard quindi

sl o0 (5 o)

dove per d=1 si dovrd prendere =(0)=1.

Sottraendo da questo numero I'unitd per non contare fra le T' la sostituzione
identica, avremo il risultato:

Vi sono

o=@ —1(5= | "g(25) -1 (15)

sostituzions diverse dall’identita permutabili col gruppo (12) e non legate fra
loro da relazioni della forma (13).

5. Ciascuna delle f(d) sostituzioni 7" sopra trovate & permutabile col gruppo
(12); il gruppo corrispondente ad una di esse 7' (n.° 2) o coincide col gruppo
(12) o lo contiene come sottogruppo. In questo ultimo caso se-A, & il gruppo
corrispondente, siccome A, contiene A, consterd di potenze di U (n.° 3) e sara
pereid

P14
=1, o3, 0o, o5 )
dove' ¢, & un divisore di J. Ora, se
TUT=UrSF

P 3 - 1 8 .
dove r & primo con £°—=, elevando a —~ si avra
d1 31

1—g -d

- p -rg
T—AU&‘T= UroS 1—g~ 701

e giccome non & rd=0 (mod p—1) perché » & primo con pT—l =2$ -g—’
1

e quindi con p—s_l » sard $=0 (mod p). Ne segue che T' & permutabile con A,.

Quando una sostituzione 7' & permutabile col gruppo A e il suo sottogruppo
corrispondente A, coincide con A diremo che essa appartiene all’esponente J.
Ne risulta, per quanto si & visto sopra, che ciascuna sostituzione 7' fra le f(2)
trovate o appartiene a d, o a un divisore d, di &. Se adunque con ¢(d,) si in-
dica il numero delle sostituzioni non legate fra loro da relazioni della forma
(13) e appartenenti all’esponente ¢;, & chiaro che

249,
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dove & percorre tutti i divisori di ¢, sard almeno eguale a f(d). D’altra parte,
se due sostituzioni T, T sono fra le (J,) appartenenti a un medesimo divi-
sore d, di J, esse non sono legate fra loro da una relazione (13) e percid sono
sostituzioni diverse fra le f(d) sopra trovate. Lo stesso accade se appartengono
a due divisori diversi d, d, di d; poich® se fossero legate fra loro dalla (13)
sarebbe B=0 per quanto si & visto al principio del n.° 4. Ne seguirebbe

T.=U"T,
e supposto per es. d,< d, e
T7UT, =TUr
ne seguirebbe altresi
T;3*U08Ty,=T;'U*. 0% U*T,=U",
ciod T, sarebbe permutabile col sottogruppo relativo a T, e quindi d,<d,
contro I'ipotesi.

Da tutto cid risulta evidente che la funzione numerica ¢(0) sopra definita
soddisfa la condizione

240) = 1@ == (" o (25) -1, (16)

dove il segno sommatorio si estende a tutti i divisori di & (1 e J inclusi).

Sappiamo dalla teoria dei numeri che una funzione ¢/(d), definita da una con-
dizione come la (16), resta perfettamente determinata dalla funzione del secondo
membro (*) e se supponiamo che decomposto o in fattori primi sia

d=pipsr..-p7,

avremo la formola seguente

¢(3)=f(d‘)—2f(2 )+ f(l) Pk) (P pkpl)+ (17

dove i segni sommatorii si estendono alle combinazioni diverse dei fattori primi
diseguali di 8. Abbiamo dunque il risultato:

Vi sono (0) sostituzions T diverse dall’identitts, non legate fra loro da re-
lazioni (13), e appartenenti all’esponente &, la funzione numerica | (9) essendo
definita dalla (17) o dalla (16).

(*) V. DiricaLET: Zahlentheorie, Suppl. VII, oppure Bacamaxw: Kreistheilung, 2¢ Vor-
lesung.
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6. Siamo ora in grado di risolvere completamente il problema proposto al
n. 4. B evidente intanto che ogni sostituzione T' fra le ¢(9) appartenenti al-
'esponente ¢ dara luogo ad un fattore irreduttibile di grado pd della risolvente
di Laeraxce, e viceversa per rappresentante di ogni fattore irreduttibile di grado
pd si potrd prendere una fra le ¢(d) sostituzioni sopra trovate. Perd due di
queste sostituzioni T, T, daranno ancora luogo al medesimo fattore irredutti-
bile quando siano equivalenti (n.” 3) e quindi dovremo ora ricercare se una
tale equivalenza pud aver luogo. Supponiamo adunque
T,=U48&TU*SE (18)
e che T, T, appartengano ambedue all’esponente &; si avrd quindi
T U8 T, = U7 o
PAUs T, — o 7, § primi con
Da quest’ultima e dalla (18) segue
SHEU =TSP~ U3 UnSETU* 8B = U+,

p—1
3

clod: .
SBUT(SFUSEYTU*SE=U*
ovvero _ ‘
TH(SBUSEYT=U*SPU S BU-*,
Ne segue che le due sostituzioni
S U Sk, UsSEUCS-EU¢

appartengono al sottogruppo corrispondente a 7’ ciod sono potenze di U, Fa-
cendo quindi uso della (4) si trovera

£i=0, B=0 (mod p)
e quindi la (18) deve ridursi a ‘ .
T,=U~TU~ (19)
E siccome si vede subito reciprocamente che se 7T, I sono legate fra loro
dalla (19) appartengono al medesimo esponente ¢, ne concludiamo:
Perché due sostituzioni T, T, appartenenti al mellesimo esponente & siano
equivalenti é necessario e sufficiente che abbia luogo la (19). '
Ma per vedere se fra le () sostituzioni del n.° 5 appartenenti all’esponente

0 ve ne sono di equivalenti & inutile considerare nella (19) i valori-di «, di-
versi da zero, poiche 7'+ e U™- TU* sono legate fra loro da una relazione
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della forma (13); basterd adunque per ognuna delle ¢(3) sostituzioni 7" consi-
derare le p—1 sostituzioni

T, TU, TU:... TUr* (20)

e se fra queste ve ne sono 7 soltanto non legate fra loro da relazioni (13) e
se r non dipenderd dalla sostituzione presa 7' ma solo da ¢, & chiaro che il

numero totale dei fattori irreduttibili di grado pd sard dato da 4:_(:3_)

Ora da
T-1U8 T'= U+,

S = (mod »— 1),

risoluta la congruenza

3
segue
T-1Jé0 T— []3
ciod
UsT<=TU?
quindi

TU=U=T, TUM=U.TU, TU*=U%.TU...

Nella serie (20) i termini che seguono 7'U?™* sono dunque legati ai precedenti
da relazioni della forma (13); le sostituzioni (20) non legate fra loro da tali
relazioni non possono quindi essere altro che

T, TU TU,... TU™

Ma fra due di queste sostituzioni non pud effettivamente aver luogo una rela-
zione (13); infatti supposto

TU»=Ur- TU*
con A, p<d e A diverso da p, ne segue

TUrT=U**
e percid Ur, U** appartengono al sottogruppo corrispondente a 7 ciot p,
A —p sono multipli di ¢ il che & impossibile.

Il numero che sopra abbiamo indicato con » & adunque eguale a ¢ e indi-

pendente da 7"; abbiamo quindi il teorema:

La risolvente di Laeraner per le equazioni di grado primo p a gruppo me-
' $(3)

taciclico (risolvibils per radicali) ha — JSattor rreduttibils diversi di grado

pd, dove $(0) & la funzione numerica definita dalla (17).
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Da questo teorema si intende escluso il caso di d=p—1. Il numero dei
fattori irreduttibili di grado p(p—1) & dato da

1.2:8-(p—2)—1—p3Y(d)
p(p—1)
dove il segno sommatorio si riferisce a tutti i divisori di p—1 (p—1 escluso).

Ora :
2@ =fp—1D)—¢(p—1)
quindi: Il numero dei fattord irreduttibili di grado p(p—1) é dato da

pd(p—D—(@—=Df(p—1)_¢(»p—1) _flp—1)
pp—1)  op—1 P
In particolare avendosi

y)=9(p—1)—1
—1 (p—1\
4@ =1@— =5 ¢ (25 )—s (e — 1)
vi saranno ¢(p—1)—1 fattori irreduttibili di grado p e

1(p—1 —1
5o o)
fattori di grado 2p.
Si osservi di pid in gemerale che, se ¢ & un divisore primo di p sard
p—1V* (p—1
4O =@ — ) == =1(25) "9(L5 ) —e(2—1)
e si avranno quindi : .
1 — 1\t (p—1 )
sre (5] o5 =)
fattori irreduttibili di grado po.
Esempi numeriei:

—1 —1
= (5] O e
1 6 2 1101
2 3 2 5 4 9
3 9 1 7 6 2
6 1 1 119 108 1.
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La risolvente di Laeravee ha quindi in questo caso 1 fattore di 7™° grado,
2 di 14°% 2 di 21° e 1 di 42°. :

e s GRS

1 10 4 3 3 |3
2 5 4 19 16 | 8
5 2 1 383 380 | 76
10 1 1 362879 362480 . 3259.

La risolvente di Laeraxer ha in questo caso 3 fattori di 11™° grado, 8 di 22°,
76 di b5° 3259 di 110°.

7. Una questione analoga a quella risoluta nei numeri precedenti per il
gruppo metaciclico sopra un numero primo p di lettere si presenta natural-
mente per ogni altro gruppo e la difficoltd della sua risoluzione dipende dalla
maggiore o minore complicazione del gruppo. .

Qui mi sembra utile osservare che lo stesso metodo tenuto sopra per il gruppo
metaciclico si applica a un gruppo ciclico sopra un numero qualunque #» di
lettere, cosicchd essendo 0 un divisore qualunque di # e la funzione numerica
¢(9) essendo definita dall’equazione

2409 =20-1(5) ‘s(5)—1, e

dove il segno sommatorio si estende a tutti i divisori d, di 4 (1 e ¢ 1nclus1),
si ha il teorema:
La risolvente ciclica di un’equazione Abeliana di grado n, le cui radici for-

¢(d)
5

mano un unico periodo, fattoﬂ' trreduttibili di grado 9, d essendo un

divisore qualunque di n.

Resta cosi dimostrato a pmom che la funzione numerica ¢ sopra definita
soddisfa alla relazione

¢(9)=0 (mod 9)

qualunque sia #.

E notevole poi che in questo caso il teorema non & nemmeno in difetto per
d=mn, poich® il numero dei fattori irreduttibili di grado ¢ & dato da

123 (n—1)—1—2¢®
n

dove in 3" ¢ percorre i divisori di n (n escluso).
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Ora
SO =) — ) =1-2-3--(r— 1) — 1 — 4 (n),

dunque il numero dei fattori irreduttibili di grado » & bon,

Il numero dei fattori lineari & dato da ¢(1)=¢(n)—1, ai quali aggiungendo
quello che corrisponde alla sostituzione identica, si ottiene il numero completo
¢(n) delle radici razionalmente note. Effettivamente 'ordinaria risolvente ciclica
della corrispondente equazione Abeliana, oltre la radice

Y= | +e0(@) 6 (@) + -+ en_len_‘(x‘)}n

razionalmente nota ha anche razionalmente note quelle che s1 ottengono can-
giando 6(z,) in 67(z,), dove » & primo col periodo n o, cid che torna lo stesso,
¢ nelle rimanenti ¢(n) —1 radici primitive n¢ dell’ unit.

La seguente tabella numerica pud servire di verificazione per le enunciate
proprieta¥della funzione ¢(d) pei valori pit semplici di ».

n=4, n(n-1)=6 n=6 n=8 n=9 ‘ n=10

n=d, = =6 | n(1-1)=120 || 2(n-1)=5040 |x(n-1)=40320] =(n—1)=362880
3124129,'612431!39125 10
g slel1llelsl2 18|42 1 9|3 1 |10]5] 2| 1

)211221142116214411

J@ |11 (511157 119| 8| 7 |47 5039/| 5 |35 40319| 8 |19 /383 362879
¢(G) [ 1[0 ({4|/1]4]6![1C8| 8| 4|40 4992( 5 |30, 40284 3 |16 380 362480

— (110|111 |2]|218|3[2110|624| 5 {10 4476 |/ 3 |8 | 76 | 36248

Facciamo ancora qualche osservazione sul caso generale, in cui il gruppo dato
sia un gruppo qualunque
G.=(8y, Ssy... Sy
di r sostituzioni
S.=1, 8, S,.. S
sopra n lettere
Ty Loeor Ln.
Annali di Matematica, tomo XI. 35
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Se si prende una funzione razionale y, delle » z a gruppo G,, che ammetta

. =(n)

quindi ——=¢ valori distinti

Y1Yee o Yoy
per quanto si disse al n.° 2, la ricerca del numero e del grado dei sistemi di
tramsitivitd, in cui si scindono le ¢ y rispetto al gruppo G,, equivale perfet-
tamente a quella del numero e del grado dei fattori irreduttibili della risolvente
corrispondente per un’equazione f(x)=0 di grado » a gruppo G,.
Praticamente si pud sempre risolvere tale questione scrivendo le sostituzioni
nel modo seguente. Distribuite le »(n)=7rg¢ sostituzioni nel quadro

1 S S.. &

T, T.S, T.S... T.S.
T, T.S T.S... TS,
T, T,S. TyS... T,S,

di modo che due sostituzioni di una medesima orizzontale diano luogo ad uno
stesso valore di y,, potremo prendere per es. le ¢ sostituzioni

1, Tg, Tg,.-. Tq

per rappresentanti dei ¢ valori y. Fra le T daranno poi luogo a valori y di
un medesimo sistema quelle, e quelle soltanto, che sono legate da una relazione
della forma (n.° 3)

To=28:TsS%.
Se adunque si considera il quadro completo
1 ng S3 wee S,-

T2 T2 Agg Tg A’q3... Tgk r L.qg Tz Sg Tg.o. “Qr Tg
Tg 7::,‘IS’2 Tglqg.-. T3k7- Sng Sng,--- Aqr Tq

Tq Tq Sg Tq AQg see qu S;r Sg Tq AQ3 7Yq- ve qu ,11q

SngSg SngSg--. SrT};Sg ...... Sg 2L1 S3Tzlq sen IS’:;-TgSr
Sg 7;82 Ss Tasgu. Sr Tgsg ...... AggT:;Sr 193 73& pose AS'r!T3Sr
Sg Tng S3 Tq l_Qg.-- Sy Tq ‘QQ ...... Sc_) Tq S:r Sg Tq Sro-. S:r Tq Sg
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apparterranno ad un medesimo sistema quelle 7' che si ritroveranno in una
stessa orizzontale.

Cosi per es. se il gruppo G, & il gruppo ciclico
1, (1234), (13)(24), (1432)

su quattro elementi, formando il quadro corrispondente
1, (1234), (13)(24), (1432)

(12), (284), (1324), (148) |(184), (1423), (243)](1243), (132), (14){(142), (34), (123)|(23), (124), (1342)
(1), (12)(34), (24), (14)(23)
(14), (128), (1342), (248)
(28), (184), 7{(1243), (142)
(31), (124), (1423), (132)

risulta evidente che le sostituzioni (12), (14), (23), (34) si aggruppano in un
solo sistema, mentre le altre due 1, (13) danno luogo ad un sistema ciascuna,
talche la risolvente corrispondente del 6° grado si spezza in due fattori lineari
e in uno del 4° conformemente alla tabella numerica superiore.

8. Abbiamo visto al numero precedente che la funzione numerica ¢(d)
definita dalla (21) soddisfa la condizione

$(9)=0 (mod 3)

e non sard inufile confermare direttamente questa proprieta.
Cominciamo dal caso in cui ¢ sia un numero primo; allora si ha

4@ =10 — 1) === 1(5) o) — s
Pel teorema di WiLsox
r(d—1)=—1 (mod ¢),

quindi
n\et (n \
W)E—(g—) ?(g)—?(") (mod d);
ora se g & ancora divisibile per J, ambedue i termini de] 2° membro sono di-
visibili per ¢ e percid ¢(d)=0 (mod J). Se poi ’81 & primo con ¢ si ha

d-1

) =t o), em=s@s(5)=0—1e(5)

e quindi ancora
¢(d)=0 (mod 9).
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Supponiamo ora che ¢ sia la potenza p* di un numero primo con «>1; si
avra:

1O == (2] o[ %) s D[] e(m) e

pd

a—4

¢'i_‘ -
Ora ( - )p contiene il fattore p»" ~t, che & =p* appena
P i=a+1,

quando cioé non si abbia contemporaneamente p=2, «=2, caso che consi-
dereremo a parte; escluso questo caso 1'ultimo termine della (22) & adunque
sempre divisibile per p*=17J. L’esponente A della pid alta potenza di p che
divide il fattore

1.2.3...(p*—1)

del 1.° termine & dato dalla formola (*)
3 = )1“—1] [])a—l]_j_.”[}/“—l]’
[ T 2 e

. . m P . . . .
dove in generale col simbolo |8 indica il massimo numero intero conte-

. m
nuto in - Dunque

A==+ —)+---+(p—1) (23)
e percid se «>>2 si ha evidentemente
A >a

poiché X consta di «—1 termini positivi, dei quali I'ultimo soltanto pud essere
eguale ad uno; se «=2, allora

r=p—1=a=2

appena p>2. Dunque, rimanendo sempre escluso il caso p=2, « =2, anche
il 1.° termine della (22) & divisibile per p*==4, ciot ¢(d)=0 (mod J).

Nel caso escluso p=2, «a=2 o si ha n>>2® e allora si vede subito che
ambedue i termini del 2° membro della (22) sono divisibili per 4, oppure n=4

e allora '
¢(4)=1.2-3—2=4,
sicché in ogni caso
¢(4)=0 (mod 4).

(*) DiricHLET: Zahlentheorie, § 15.
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Veniamo ora al caso generale e supponiamo ¢ decomposto in fattori primi
O =PI,

dove si supporrd il numero dei fattori primi diversi »=2, il caso » =1 essendo
gia stato considerato.

Posto per brevita %:m avremo dalla (21)

2

4:(0):1-2-3---(3-—1)m5"q>(m)—§1-2---(pii -—-1)(mp,-)”‘ o (mps) -
5 Lo
31280 — 1) mpipe) ™ p(mpapi) =+

N bi, Piy
dove nel] termine generale sommatorio
3

Y 8 D UEeee U5 1
,,-Z.1'2'3"'(ﬁ‘l)(mpi.pi,---pf«)’ WA g (mpips,-.pi) (24)

Pi, Pig-

iy, G34... 1 percerrono le combinazioni diverse s ad s dei numeri 1, 2, 3,... .
Cominciamo dal dimostrare che esclusi i casi

1.° y=oy=ay=---=a,=1 con p, qualunque

2.0 =2, a=2, yma==a,=1
ogni termine nella somma (24) & divisibile per p;.

Se consideriamo dapprima un termine di (24) che non contenga p, al deno-
minatore, & chiaro che sard

_— R S
Piy Pig- - Pis =Pt
quando non sia contemporaneamente

=0y = =a,=1,

quindi in n(m—l) entrerd p)'; se poi a;=oy=---==1, la disegua-
,1‘ ig+ e Pis . )
glianza precedente non avra luogo soltanto nel termine della penultima somma, .
. pel quale si avra
g «
paps...Pr =p
e n(p;'—1) conterrd una potenza di pi, il cui esponente sard dato dalla (23)

e sard quindi =«, quando non sia p,=2, o,=2 come si & visto sopra.
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Per un termine invece che contenga p, al denominatore avremo

-1 . |
=P TP .y

Ppiy.-.
quindi se non sard contemporaneamente
Oy = dUdzg—" ‘=¢r=1, (25)
avremo
3
. 1 oy ~1
P o

e il termine corrispondente contenendo
_°
(mpypiy.. )P
conterrd una potenza di p, il cui esponente sard

A Ep:'—] =y
appena «,>>1. Se poi ;=1 non avranno luogo contemporaneamente le (25)

e il termine in questione conterra

2y=—1  %y—1
pf’zi Pyd e —1 EPAEP:"
Infine se avessero luogo le (25) con «,>>1, avremmo sempre
= n,—1
pipig... Tt

e si presenterd un fattore

pF T =y

appena che p“~'=«,+1, il che ha sempre luogo per p,>>2 o per p,=2
con o, >2.

Restano dunque da studiarsi i casi
1.° =2, .a=2, do==og=—r-op=1
2.° a1=ag=a3=---:a,~=1.

Cominciando dal 1.° caso osserveremo che, per quanto si & visto sopra, i ter-
mini non divisibili per py* = 4 possono essere soltanto il termine corrispondente a

2 4
D2ps...pr
della penultima somma e I'ultimo termine corrispondente a
3
2peps...pr 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



per le equaziont dv grado primo risolvibili per radicali. 275

ma il primo, essendo dato da

1:2.3-(mpeps...pr) g (mpsps...py),

& divisibile per 4 perché I'argomento di ¢ contiene almeno un fattore primo
dispari, e il secondo termine

2mps...pro(2mp,...p,)
& pure divisibile per 4 per la stessa ragione. Nel 2.° caso
Oy =ty =cs=gp=1
si ha, pér quanto precede
¢(G)=%1-2-3.(p— 1) (mps...p I~ g (mps...ps)
F 9(mpp,-..pr) (mod p)),
ciod pel teorema di WiLsoxn
E () =(mps...p)? " 9(m P pr) + ¢(mps...p) (mod p,).
Se m & divisibile per p,, il 1.° e 2.° termine sono divisibili per p, quindi
¢(8)=0 (mod p,); se m & primo con p, si ha pel teorema di Fermar
o) =omps...p,) +o(mpPips...p,)
=¢(mp....p,) +o(p)g(mpe...pr) =0 (mod p,).
In ogni caso adunque risulta

$(6)=0 (mod pi")

¢(3)=0 (mod 9).

9. @) I risultati ottenuti nei numeri precedenti valgono nel caso che il
gruppo dell’equazione proposta sia il gruppo totale metaciclico; se invece non

ne & che un sottogruppo, essi vengono modificati nel modo che ora andiamo
ad esaminare.

Supponiamo che il gruppo della proposta consti delle ]-"(i;——l) sostituzioni (*)

g=0,1, 2,... p—1

e quindi

SEU 1)

{a=0,1,2,. 2221,

(*) Biccome supponiamo che la proposta resti sempre irredutiibile, il suo gruppo deve
avere appuunto la forma qui assunta.
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dove ¢ indica un divisore di p—1, e prendendo a considerare un fattore di
grado pJ originariamente irreduttibile della risolvente di Laeranar, cerchiamo
se esso continua ad esser tale anche col gruppo attuale, o se ha luogo una de-
composizione in fattori irreduttibili di grado minore.

Per c¢id rammentiamo che ogni fattore irreduttibile di grado pd ha avuto
origine (n.° 4) da una sostituzione 7' appartenente all’esponente J, permutabile
ciog col sottogruppo

a=l1, ve, oo, o7 ))

ma non con un sottogruppo pit ampio, talchd & era il minimo esponente pel
quale si aveva l'uguaglianza

,U3 T.y‘—_—-_ T.y‘.

11 fattore irreduttibile corrispondente Fs(y) potrd rappresentarsi simbolicamente
colla formola .

(B (mod p)
( r (mod 9),

dove 8 percorre un sistema completo di resti (mod p) ed  un sistema analogo
(mod 9).

Attualmente, il gruppo dell’equazione proposta essendo ridotto alle sostitu-
zioni (1), si aggrupperanno in un fattore irreduttibile quei fattori lineari di
(2) che si otterranno I'uno dall’altro con sostituzioni (1). Un tale fattore potra
dunque rappresentarsi simbolicamente con

-Fa(y)=p}1(y— SEUTT-y,) )

B (mod p)
ae (mod ).

Niy—SPUnT.yy | ®)

Indicando con ¢ il massimo comun divisore di ¢, d, i valori di « in (3) do-

G

. . 3 . . .
vranno essere incongruenti (mod ); ma « assume in (17) i valori 0, 1, 2,...

p—=1 p—1

c a0 o op— . -
— 1'e poich® — divide pTl‘___ P Zedd primo con f— dividerd >

e 5 ,
quindi i valori che « assume in ogni fattore irreduttibile come (3") saranno
appunto g e potremo enunciare il teorema:

Ogni fattore irreduttibile di grado pd si scinde, per la riduzione del gruppo,

in g fattor: di grado Z_L_’ dove o & il massimo comun divisore di e, 3. In par-
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ticolare se & & primo con e, i fattori primitivi di grado pd rimarranno irre-
duttibili.
$(3)

Ponendo 2—=e, dai 3 fattori di grado p3 scaturiranno 1;¢(ae) fattori di

grado pe, sicché avremo il teorema:

p(p—1)
£

Se il gruppo attuale dell’equazione proposta consta di sostituzions

del gruppo metaciclico, e se con e si indica un divisore qualunque di £
g

.

—1 , . . . .
(p - escluso), la risolvente di LacraneE avrd un numero di fattors irredut-

tibili di grado pe equale a
1
;;.s¢(°°e)

dove sotto il segno sommatorio o percorre tulli quei divisori di e che rendono

€ .
Py pruno con e.

—1
Nel caso escluso e=="L

» il numero dei fattori di grado p(p— 1) essendo

° 6) e ciascuno di questi dando appunto origine a fat-
p(p—1
€

‘!"(p’—].‘_ f(p—1) (Il.
p—1 b
tori irreduttibili di grado » si vede subito che il numero corrispon-

dente & dato da

i §'¢(a-7’:1)—ef(p;1)'

b) Invece di dedurre questi risultati da quelli gid ottenuti si potrebbe
trattare direttamente il problema e si troverebbe con considerazioni identiche
a quelle gia svolte nel caso del gruppo totale metaciclico che, ponendo

Fig) =fle-)=1-2:3--- o= (L2 7'9(25F) -1, @)

g€ €€

—1 . .
p > @ definendo una funzione numerica

dove e & un divisore qualunque di

x(¢) per mezzo della relazione

3x6)=F@) )

Il numero dei fattori irreduttibili di grado pe della risolvente di LaeraNgE
Annal di Matematica, tomo XI. 86
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sard dato da -Z? nel caso di e< 1, e da
F(E’___l_)
L (p—1)— s ) __¢ —1)— =1
gD e = = ) — e
nel caso di e=p—:l

Per vedere la coincidenza dei due risultati, basta mostrare che la nuova
funzione numerica y definita dalle (4) (5) si esprime per mezzo della funzione
¢ appunto colla formola '

20 = X460, ®)

0, cid che & lo stesso, che il 2° membro di questa relazione soddisfa alla equa-
zione caratteristica (5) della funzione y.
Dovremo adunque verificare la formola

2 X@e)=1¢)

€y :.e gz

ovvero, poiche f(c-e)= Y ¢(z),
Tiée

2 Xdle)=24();

e:ec:e Tie
tale relazione sard evidentemente dimostrata quando ogni divisore = di ¢-e
possa decomporsi in un modo e in un modo solo nel prodotto ¢-¢, di due nu-

. . . . . . . . £ . . .

meri o, e, rispettivamente divisori di ¢, ¢ e tali che = risulti primo con e,.

Ora cid & evidente poiché prendendo per ¢ il massimo comun divisore di e

. - . T T . .
di ¢ la decomposizione r=g-—, ¢;=~ e questa soltanto soddisfa alle condi-
o

zioni volute.
10. Abbiamo veduto che se il gruppo dell’equazione & il gruppo totale

metaciclico, vi sono -4’—?—) fattori irreduttibili di grado pd caratterizzati da al-

trettante sostituzioni 7" appartenenti all’esponente & e non equivalenti. Potremmo
ora proporei il problema di:

Trovare la rappresentazione analitica di un sistema completo di ‘P( ) sosti-

tuzioni appartenenti all'esponente 3 e non equivalenti.
La formola del Berr »'=1* (mod p), dove X percorre i 9(p—1)—1 numeri
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inferiori a p—1 e primi con p—1 (1 escluso), risolve questo problema nel
caso di d=1.

Ci limiteremo a trattare il caso §=2 e a stabilire le formole corrispondenti,
il che ci condurrd alla conferma del risultato che il numero dei fattori irredut-
tibili di grado 2p della risolvente di Laeranee & dato da
L p—z—l (pTl)—?(p—l)f=

“

cloé

da p:?’qa(p—l) se p=3 (mod 4)

- p—5b [p—1 )
a f’%cp(% ) p=1 (mod 4).

Le sostituzioni 7' appartenenti all’esponente & trasformano U? in potenze di
U? sicche
TU? T+=U0» (7« primo con f—g—l),
se T & una sostituzione fissa che produce un tale effetto, ogni altra sostituzione
T si ottiene mediante la formola
T=AT
dove A & una sostituzione che trasforma U? in s& stessa (*).

Ora facendo uso di note formole (v.i Serrer: Algdbre supérieure, § 475) si
trova facilmente che ogni sostituzione A che trasforma

U= (9" ¢ g%--- 927°)(9" 9% 9%-.- 977

in s& medesima, pud rappresentarsi analiticamente colla formola:

2 o | PP RTINS = ’
V=g gy (g —g7)v * | (med p), 1)
(*) Infatti ‘supposto i
rolr =U"
Tt =U¥

—1
e risoluta la congruenza Az =1 (modp 5 ) ne segue

Tde‘ T-l —_ US, T_l U6T — Ua:d‘
e percid, posto 4 = TT
AV A7 =7 Uy = TU 77 = U
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dove m, » sono soggetti alla sola condizione
m=mn (mod 2). ™

Distinguendo i valori di » in residui e non residui quadratici (mod p), la (7’)
pud anche scriversi:

V=gmey per (%)=+1
(mod p) ®)
V'Eg"-v » (%)):—-1

Per ottenere da queste sostituzioni A tutte le sostituzioni 7' che trasformano

. . ) —1 . ’ s
U in U? (7« primo con z - ), occorre determinare una sostituzione fissa T,

&4

che produca un tale effetto e fare quindi uso della formola 7'=AT. Ma se
—1
2

p=1 (mod 4), A essendo primo con =% pur tale con p—1 e la formola

V=t (mod p)

definisce una sostituzione T dell’effetto voluto.
Lo stesso accade per p=3 (mod 4), se A & dispari; se invece A & pari,

7&—{-1—’_%—1 & dispari e primo con p—1 e la formola

-

p—
PR
V=v * (mod p)
definisce una conveniente sostituzione T.
Dopo cid risulta facilmente il teorema:

Tutte le sostituzioni permutabili col gruppo
(1, Uz U... Ur?)

sono contenute nella formola

,_p—1 23t ,
V=g g (g =gy * | (mod p), 9)

dove m, n sono qualungue purché m=n (mod 2) e X percorre ?(p;l) nu-

p; p;_l» se p=1 (mod 4) ¢ ¢ ¢(p—1) nu-

meri {nferiori @ p—1 e primi con p—1 se p=3 (mod 4).

., . 1 .,
meri inferiori a e primi con
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La (9) pud anche seriversi

V=gm.ot per (—;;)=-I-l
(mod p) , (10%
V’Egn"/l n (1—9')=-—' .

Le sostituzioni T che appartengono all’esponente 2 dovranno quinai cercarsi
fra le (9') [o (10)]; ma da queste ultime occorreri escludere quelle che appar-
tengono all’esponente 1, che trasformano ciot U in potenze U” (r primo con
p—1). La formola pil generale per tali sostituzioni si trova facilmente data da

=gy (mod p), (11)
dove a & qualunque. Per la coincidenza delle (9°) (11") richiedesi o r==1, o

r=)\p—jl-- La prima ipotesi trae con s&¢ n=m (mod p — 1), la seconda

nzm—i—}iz:—l- (mod p—1). Ora se p=3 (mod 4), soltanto la prima ipotesi &
»-+1

ammissibile poichs, 5— bon @ primo con p—1; se invece p=1 (mod 4)

anche la seconda pud aver luogo. Ne concludiamo quindi:
Per ottenere dalla (9') le sole sostituzioni appartenenti all’esponente 2 oc-
corre in ogni caso escludere quelle per le quali n=m (mod p— 1), di pi nel

caso p=1 (mod 4) quelle, che danno n=m p%l (mod p—1).

11. Volendo ora ottenere un sistema completo di sostituzioni (9") non equi-
valenti e appartenenti all’esponente 2, bisogna esaminare in quali casi due so-
stituzioni (9') 7, 7, appartenenti all’esponente 2 potranno essere equivalenti.
Per cid richiedesi (n.° 6) che 7}, 7', siano legate da una relazione della forma

T,=U=TU:E
Ora supposto 7" data dalla (9') e 7', dall’altra

1 )4£i1
% {(9’”‘ +gmyt(gm—gm) ®

’
v

Il

l (mod p) (129

si trova subito che U*T'UFf & data dalla formola:

ptl

’ )+1 o m n m n 2
V=R gt (g 4 ) (= D (g — gy I(mod p)-
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Perckd questa coincida colla (11) si dovrad avere

A,=2X Ovvero 1&51%1- (mod p—1)

ma se p=3 (mod 4) 2E1 non 8 primo con p—l e la 2. & impossibile; se

p=1 (mod 4) ne seguirebbe 2, = l—l—p 1, mentre A, mon supera —2—1

Dunque sard in ogni caso X, =2 e perelb
g+ gr=gete(grntgm)
g —gh=(=1)Fge(gm —g7)
dalle quali segue:
m=m418+a, n=n +1iB+4a (mod p—1) se =0 (mod 2)
m=n +18+a, n=m-+21B+a (mod p—1) » =1 (mod 2).
Ora «, B essendo arbitrari, tale & pure 134-«; se quindi per brevitd denotiamo
col simbolo [m, n, 1] la sostituzione (9') ne concluderemo:
Perché due sostituzioni [m, n, ], [my, n,, 1] siano equivalenti é necessario
e sufficiente che si abbia X}, =1 e n,—m, =% (n—m)(mod p—1).
Ne risulta che, per ottenere un sistema completo di sostituzioni non equiva-
lenti, potremo scegliere ad arbitrio il valore di m, prendere per es. m=0 e

fra le sostituzioni restanti [0, #, 1] [0, n,, 3] saranno ancora equivalenti quelle,
per le quali si avrd n,=—mn (mod p —1). Basterd dunque far percorrere ad n

(mod p),

e poiche, nel caso p=1 (mod 4), la sosti-

i valori pari non superiori a Z 5

tuzione [0, p—;l, 7«] appartiene all’esponente 1, avremo che:

Un sistema completo di sostituzioni non equivalenti apparitenenti all espo-
nente 2 ¢ dato

da [0, 23], [0, 4 ;.. [0, 28, z] se p=3 (mod 4)
eda[0,2 1, [0 4 1. [o, 23, ] » p=1 (mod 4).

Ma nel 1.° caso A percorre ¢(p— 1) valori e ne percorre invece 9(10 — )

nel 2.%; resta quindi confermato il risultato che di tali sostituzioni non equiva-
lenti, ossia di fattori irreduttibili di grado 2p della risolvente di Laerane, ve
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w3

ne sono

—P;;—Bq;(p—-l) se p=3 (mod 4)

Q%é %T—I) se p=1 (mod 4).

Per rappresentanti poi di tale sistema completo possiamo prendere le seguenti
sostituzioni

V= per (—%):-]—1
(mod p)
v’Eyzmvl » (1):—1,

)
. . < s . . -3
dove A percorre i valori anzidetti ed m i valori 1, 2, 3,... %— ovvero 1,

2,.. L

» secondo che p=3 o ==1 (mod 4).
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Sui gruppi (P)360, (H)360
della figura di sei complessi
lineari di rette due a due in involuzione.

(Nota d¢ G. Veroxese, a Padova.)

1. Ila presente Nota serve a completare le mie ricerche su questi gruppi
della Memoria precedente, intitolata: Inferprétations géométriques de la théorie
des substitutions de n lettres, ece. Al capitolo IH di essa ho dimostrato che
se si scambiano in tutte le maniere possibili i 6 complessi fondamentali 2,=0,
2,=0,..., £,=0 di Kuew, un punto di origine ad un gruppo di 360 punti
(P)ssoy cui & legato un gruppo di 360 piani (), (¥).

Se si fa corrispondere il punto z,, 2, 25, 2, alla retta z,2.2.2,2;2,, che si
ottiene unendo questo punto con un altro di coordinate 2',, 2, 2;, 2/, alla
retta x,2,2,2:%%; corrisponde il piano —=z,, 2, 23, 2.

Secondo il teorema CLXXXVIII della mia Memoria i 360 punti di (P)s,
sono situati 15 a 15 sui 360 piani di (I[I)s, € reciprocamente questi passano
15 a 15 per i 360 punti.

Per ottenere le rette corrispondenti ai 15 punti P situati sopra uno dei 360
piani II, per es. sul piano —=2i, 2., @, 2, basta operare sugli indici delle
coordinate della retta ad esso corrispondente le 15 sostituzioni della forma (7£),
ove 7, k sono due indici differenti della serie 1, 2, 3, 4, 5, 6 (**). Uno di
questi punti & il punto ¢z,, 12, —2,, 2s, essendo §==\|— 1 (***).

A pag. 227 ho indicato con S, S'@® i poli di un piano di sezione II ri-
spetto ai due complessi #, & 2, = 0. Questi punti si possono costruire facilmente,

(*) Come ha osservato anche il Kueix nel suo scritto: Ueber eine geom. Reprdsentation
der Resolventen. Math. Annalen, Bd. 4, 1871,

(**) A, 1 c., Nota (1), pag. 220-221,

(***) Ib., Nota (2), pag. 219.
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poichd dividono armonicamente il segmento dei punti @, » fondamentali del-
]’ esagrammo dato dai 6 poli del piano rispetto ai 6 complessi z,=0,..., z,=0,
ed inoltre dividono armonicamente il segmento dei punti 7'(¢b), T"(eb) determi-
nati dall’incontro del lato abd con le direttrici dei due complessi x,=0, 2 =0,
ossia con una qualunque delle coniche Sasc, Zapdy Zave, Zavr, che sono le inter-
sezioni del piano II con le superficie fondamentali corrispondenti di Kwre.

Se il piano II coincide col piano —z,, 2s, 25, 24, i poli S0%), S2) rigpetto
ai due complessi z, + 2,=0 [dalla nota (2) pag. 221} sono:

12y, 21, 24y —2s; 1.327 12,y —24 &s.

11 secondo di questi punti & il punto P sopra trovato, quindi i 15 punti §'(®
altro non sono che i punti P, dunque:

I 15 punti P di un piano TI sono ¢ poli di esso rispetto ai 15 complessi
Tq— Tp=0.

Se si considerano i tre complessi

x‘_xg=0’ xg_x3=0’ x3—x1=0 ' (1)

& chiaro che appartengono ad un fascio, vale a dire che i tre poli del piano
IT rispetto ad essi sono situati in linea retta. Siccome poi coi 15 complessi
&q— Zp=0 si possono formare 20 gruppi (1), cosi abbiamo:

I 15 punti P di un piano II sono situati tre a tre su 20 rette, che passano
quattro a quattro per i 15 punti.

I poli del piano rispetto ai complessi z, —2,=0, 2,4+ 2,=0, 2, +2,=0
sono pure situati in linea retta, dunque:

I tre punti P e i tre puntc S situati sui lati di un triangolo, che ha
per vertici tre qualunque dei 6 punti fondamentali dell’esagrammo, per es.
123, sono ¢ vertici di un quadrilatero.

I punti P e S@ formano in tuito 20 d¢ tali quadrilaters.

Pel punto P polo del piano rispetto a x,—x,=0 passano dunque le 8 rette
che congiungono i poli del piano IT rispetto ai complessi

z, + 2, =0, 2+ 2, =0
z, *2,=0, 2, tr,=0
%, £ 2,=0, st =0
x, £ 2,=0, ‘ Ze £ 2, =0.

Pel punto S passano le 8 rette che congiungono i poli del piano rispetto
Annali di Matematica, tomo XI. 37
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ai complessi
r,rx, =0, 3 £ 7, =0,
z, F 2, =0, z, £ 2,=0,
T F2,=0, x;+x,=0,
Ts F 2, =0, s+ 2, =0,
dunque:

I 15 puntt P e i 15 punti S sono situati 3 a 3 in 80 rette le quali
passano 8 a 8 per ciascuno di essi.

Questa figura non & analoga a quella dei 30 punti 7'(e®); T"(@®) poich® questi
giaciono tre a tre in 60 rette, che passano 6 a 6 per ciascuno di essi (¥).
Essa invece ha una certa analogia con quella che si ottiene projettando sopra
un piano la figura formata dai 30 punti P/®, P’ dello spazio a 5 dimen-
sioni, le cui coordinate sono della forma 1, 1, 0, 0, 0, 0 (**).

2. Operando sulla retta x,#,2;2,2s2; corrispondente al punto z,, 2., 2, 2,
le sostituzioni del gruppo di una coppia di punti conjugati di StriNer, per es.
G s, Giss, 1 360 punti e 1 360 piani si separano in 10 gruppi di 36 punti e
36 piani (P):, (INs. I 36 punti sono situati 6 a 6 sui 36 piani, e questi pas-
sano 6 a 6 per ciascuno di essi (***). Cosi per es. sul piano corrispondente
alla retta .o, a,2,2,2; sono situati i 6 punti corrispondenti alle rette:

Lo X3 Xy Ty X5, Lo Xy Xy X5 X6 T3, LoZs Xy L3 ey,
Ts Ty %y T3 o T, T4 2, Ty Ty 4 T, Ty T4 T T3 X4 T

che si ottengono operando sugli indici di #,2,7,2:%sxs le trasposizioni (13),
(35), (15); (26), (24), (46), essendo 135 oppure 246 gli indici fissi negli esa-
goni delle rette di Pascar dei due punti Gy Giss (F**¥).

Applicando invece le sostituzioni di un punto di Stemer, per es. Gy 0
Guse (F****) sugli indici della retta x,z,2,%,2,2, si ottiene un gruppo di 18
punti e di 18 piani contenuto nel gruppo precedente, in modo che questo si
separa in due gruppi di 18 punti e di 18 piani, che indico con (P);s, (Il)s;
(P)s, (II),s. Ma siccome nel gruppo di un punto di StEvEr non c’¢ alcuna
sostituzione della forma (7%), cosi & chiaro che nessuno dei 18 punti di (P)s

(*) A, L ¢., n0 83

(**) Ib., 0.0 4.

(***) Ib., Nota (2), pag. 223 e Errata-corrige.
(****) Ib., pag. 144-145.

(*****) Ib., pag. 184, XVIIL
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& situato sopra alcuno dei 18 piani di (IT),s. La stessa cosa accade per i due
gruppi (P)s, (I).s; dunque per cid che precede i 18 punti di (P);s devono
essere situati 6 a 6 sui 18 piani di (W), che passano 6 a 6 per quei 18
punti. Analogamente pei punti e piani di (P)Y, e (II)is. Si osserva inolire
che partendo dalla retta x,2,2,2,2,2, le rette corrispondenti ai punti di (P),
e ai piani di (), sono date dalle permutazioni pari e dispari delle rette di
Pascan 123456, 125634, 163254 del punto Gy, mentre quelle dei punti
e dei piani di (P) e (II)'s sono date dalle permutazioni pari e dispari delle
rette di Pascan 125436, 145632, 165234 del punto G.

Abbiamo visto che nel piano di (II);; corrispondente alla retta 2,2,%,®s2%;
giaciono i punti relativi alle rette:

Ly X3y Ty Xg s Loy Xy X5 XT3y LoXs Xy T3Ts X1,y
T T4 %045 X s, X420, Ty X6 T, Ly Ty g T3 T4 T

che appartengono al gruppo (P)s. Per i primi tre punti passano anche i piani
corrispondenti alle rette

Lo T3 24 X5 Bs L4, Ly X5 X4 X1 e Ty
e per i tre ultimi

Lsly X2 L34 sy TyX\ T L322 X5
i quali appartengono al gruppo (II)i, come risulta dalle rette di Pascan del
punto G;;. Dunque si ha:

Uno qualunque dei 10-10 gruppi di 36 punti P e 36 piani I1, che si otten-
gono da (P, (I)esy con ¢ grupp: di sostituzioni delle 10 coppie di punti con-
jugati di STEINER, si separa in due gruppi di 18 punii e 18 piani, che non
passano per alcuno dei 18 punti. Esso si separa pure in due altri gruppi di
18 punti e 18 piani, ¢ qualz' passano 6 a 6 per ¢ 18 pundi, mentre questi
giaciono 6 a 6 sui 18 piand.

I 18 punti di uno qualunque di questi ultime due gruppi gmcwno tre a
tre su 12 rette, per le quali passano tre a tre ¢ 18 piani.

-. 3. Interpretiamo ora geometricamente le sostituzioni della forma (12),
(12)(34), (12)(34)(56), (123).

a) Operando sulla retta 2.z ,2,2,252, la sostituzione (12) si ottiene la
retta 2,2,2;4,25%,, che & la conjugata della prima rispetto al complesso z,-2,=0.
Infatti le formole di trasformazione fra due rette conjugate rispetto ad un com-
plesso 2a;x;=0 sono
pri==' (a2 +al+al+al+ a2—02) + 20, (0:X'; + Qs %5 + ATy + A5 X5 + 4T ), ece. (*)

(*) A, L c., Nota (1), pag. 215-217,
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quindi nel nostro caso basta porre
a,=1, a2=—1, a3=a4=a5=aa=0.

Da cid risulta che il punto e il piano corrispondenti alle due rette sono polo
e piano polare rispetto al complesso x; —x,=0.

Le direttrici dei due complessi z,=0, 2,=0 si trasformano una nell’ altra,
le direttrici invece dei complessi #;=0, x,==0; #,=0, 2,=0, che hanno per
coordinate

0, 0, 1, %4, 0, 0; 0, 0, 0, 0, 1, =+¢
corrispondono a sd stesse, ossia appartengono al complesso z, —z,=0. _
b) Per la sostituzione (12)(34) dalla retta x,#,2:2,2:7s s passa alla
retta 2,o,2,%,757,. Se alla prima coxrlsponde il punto 2., 2, 23, 2., alla se-
conda corrisponde il punto iz;, 2,, 12, — 2. (*); questi due punti sono con-
Jugati rispetto alla superficie

9,.25501.’172 "l"xgx‘ +x5x6=0,

che riferita al tetraedro 6,, dato dalle direttrici dei complessi x,=0, 2,=0;
r,=0, 2,=0; 2;,=0, z,=0, ha per equazione:

—yi+y+y+yi=0
Ma le due rette non sono conjugate rispetto a questa superficie, perché la con-
jugata della prima & w,x,2,2:2.2; (**). Quando dunque il primo punto si
muove in una retta, il secondo percorre una retta, che non & perd la conjugata
della prima rispetto a 6,,, mentre due piani corrispondenti sono conjugati ri-
spetto alla stessa superficie.

I chiaro che la superficie 6., corrzsponde a sé stessa nell’ omografia (12)(34).
I punti uniti cadono quindi su essa e i piani uniti sono tangenti ad essa in
questi punti.

Il tetraedro 6,,=12.34-56 si trasforma in s¢ medesimo.

Se indichiamo con A, 4,, A;A; A, A4s) A4, A, Ay, 4.4, le tre coppie di
direttrici dei complessi 2,=0, 2,=0; z;,=0, 2,=0; 2,=0, 7,=:0, che for-
mano il tetraedro 6,,, noi vediamo che le rette A4,4,, 4,4, corrispondono a
s& stesse, mentre 4,4, e A, 4; si trasformano rispettivamente in 4, 4,, 4,4,.
Dunque i punti d’incontro delle due direttrici dei complessi xs="0, xs=0 con
la superficie 6., e ¢ piani tangenti condolti ad essa sono © punti e © piani uniti
dell’ omografia (12)(34).

(*) A., L c., Nota (2), pag. 219.
(**) Ib., Nota (1), pag. 219.
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Si ha pure che la superficie e il tetraedro 6,, si trasformano in sé stessi
anche nelle omografie (12)(56), (34)(56).
¢) Nella reciprocith (12)(34)(56) dalla retta x,2,2:%,2,2, 51 passa alla
retta 2, %,%,%;%:%;, che & la conjugata della prima rispetto alla superficie 6,,.
Il punto corrispondente alla prima & il polo del piano corrispondente alla se-
conda rispetto a 6,,.
d) Le tre rette o,, 2,2, 2, %5, T3, 20,2506, 27,2, 2,2:%5, che si corri-
spondono nell'omografia ciclica (123), sono conjugate della retta Z,o, 2,2, x5 2s
rispetto ai complessi

r,— 2, =0, Xy — 03 =0, 23—, =0.

I tre punti corrispondenti a quelle tre rette sono situati sopra una retta, e sono
i poli del piano relativo alla vetta z,2,2,2,%;2, rispetto ai tre complessi. Le
direttrici di essi sono:

1 » »# 0 0 0

1 o r 0 0 O

ove r & una radice cubica primitiva dell’unitd (*). Dunque:

T tre punii corrispondenti nell’ omografia ciclica (123) sono situati sopra-
una retta e formano un gruppo equianarmonico coi due punti d inconiro di
essa con le direttrici dei tre complessi x,—x, =0, 2,— =0, %, —2,=0.

4. Noi possiamo utilizzare ora queste interpretazioni per dedurre altre pro-
prietd dei punti e piani di (P)so € (I)seo-

I 24 punti (P),,, e i 24 piani (IT)y,, dati dalle 48 sostituzioni del gruppo
del triangolo A=12-34-56 dell’esagrammo o del tetraedro 8,, (*¥), formano 6
tetraedri conjugati rispetto alla superficie 8., (¥**), cid che risulta anche dalle
interpretazioni (¢) e () del numero precedente essendovi mel gruppo Ay, le so-
stituzioni (12)(34)(56) e (12)(34), (12)(56), (34)(56). Ma In questo gruppo oltre
queste sostituzioni ci sono anche le sostituzioni (13)(24)(56), (15)(34)(26),
(12)(35 (46), (12)(36)(45), (16)(25)(34), (14)(23)(56) e (18)(24), (15)(26),
(35)(46), (36)(45), (16)(25), (14)(23), che corrispondono ai triangoli As, Ag,
Acsy Ay Busy Ass (F**¥), dunque:

(*) A., L c., Nota (1), pag. 215. Le direttrici del fascio Xa;2; 4 n2a’iz; = 0 sono date
dalla formola wi2al+2uaias+2a7=0.

(**) Ib., pag. 177,

(**#) Ib., Teor. CLXXXVIL

(*+#*) Tb., pag. 143.
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I 24 punti (P)se e © 24 piani (). formano due figure polari reciproche
rispetto alle superficie 6sqy b5, Ossy busy Ousy Ossy € 6 tetraedri conjugats rispetto
alla superficie 6,,. Essi sono due a due conjugati rispetto alle stesse superficie
934) 035) 9367 045) 9467 956' .

Nel gruppo di una retta di Pascar, per es. 123456 =A,,A,; (*) sono con-
tenute le sostituzioni (14)(25)(36), (16)(25)(34), (14)(23)(56), (12)(36)(45) e
inoltre (15)(24), (13)(46), (26)(35). Le prime quattro corrispondono ai triangoli
Assy Assy Ass, Ay, le altre ai triangoli Ay, Ay, Ay, dunque: ‘

I 6 puntie ¢ 6 piani di (P)ss € (Iseo, determinati dal gruppo della retta
di Pascar Ang Aoy, formano due figure polari reciproche rispetto alle super-
ficie gy, i3, bax, 001 (0ve a«; B, v, 9, €, A sono identici, salvo Uordine, agli
indici 123456). Essi sono due a due conjugati rispetto alle superficie 63,
Bas, Ok

Con analoghe considerazioni si ottiene dal gruppo di un punto di StEmEr:

I 18 punti e ¢ 18 piant di (P)sso, (I)eso, determinati dalle sostituzioni del
gruppo di un punto di STENER Gp,, formano due figure polari reciproche
rispetto alle 6 superficie 0u, 6oy, gy, O3, 6n, O, date dalle sostituzion:
(abd)(cd)(ef) del gruppo. Essi sono due a due conjugati rispetto alle 9 super-
ficie 6,5 rimanenti, date dalle sostituzioni (ab)(cd) del gruppo.

I 18 punti e i 18 piani formano anche 6 cicli projettivi di ire punti o di
tre plani sia rispetto alle direlirici dei complessi ©,—x;=0, 2, —2;=0,
xs—x, =0, sia rispetto alle direttrici dei complessi x,—x,=0, ¥, —xs=0,
Ts— Ty = 0.

Per il gruppo di una figura IT si ha:

I 60 punti o ¢ 60 piani di (P ¢ (W), che si ottengono dal gruppo di
una figura I, per es. I, deferminano 5-15 tetraedri conjugati 15 a 15 ri-
spetto alle superficie 012y 12y Oisy b1s, 6is- I 60 punti e i 60 piani formano due
figure polari reciproche rispetto alle 10 superficie 6 restants.

E finalmente dal gruppo di un punto di Kirrman:

I 6 punti e i 6 piani di (P, e (T)ey determinati dal gruppo di un punto
di KIREMAN Ang, Ay, Ass formano due figure polari reciproche rispetto alle 4
superficie Ogy, Ogs, 0,5, Oer, € sono due a due conjugats rispetto alle superficie
G085 Oayy Gas-

Padova, febbrajo 1883.

(* A., L c., pag. 178,
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Sulle relazioni
esistenti fra covarianti ed invarianti
di una stessa forma binaria.

(Nota di F. Brioscui, in Milano.)

\

1. E noto che fra i covarianti e gli invarianti di una forma binaria del
terzo ordine esiste wna relazione, e che la stessa proprietdh ha luogo fra i co-
varianti e gli invarianti di una forma binaria del quarto ordine.

Evidentemente fra tre covarianti qualsivogliano di una forma binaria deve
sussistere una relazione, percid il numero di queste potrebbe essere determinato
dal numero dei covarianti indipendenti relativi alla forma stessa. Ed infatti per
le forme binarie del terzo e del quarto ordine il numero dei covarianti indi-
pendenti essendo tre, una sola relazione esiste fra essi cosl nell’uno, come nel-
I'altro caso. A completare il numero di quelle relazioni devono perd aggiungersi
quelle che possono esistere fra semplici invarianti.

Da questo punto di vista il numero delle relazioni esistenti fra i covarianti
e gli invarianti di una forma binaria del quinto ordine sarebbe di 970, per
quella del sesto ordine di 1338 e cosl via; ma il maggior numero di esse si
dedurrd per eliminazione da un pitt piccolo numero di relazioni indipendenti
le quali, vedesi facilmente, dover essere 18 per le forme binarie del quinto or-
dine; 20 per quelle del sesto ordine ed in generale m - p— 2, supposto essere
m il numero dei covarianti indipendenti della forma, e p il numero delle re-
lazioni esistenti fra soli invarianti. E siccome se indicasi con # il numero
degli invarianti indipendenti, e con % quello dei coefficienti della forma si ha
p=r-k+3, il numero delle relazioni indipendenti sard in generale m +r—k+1 (*).

A questo stesso numero si giunge anche con altre considerazioni. E noto per
la teoria dei covarianti associati ad una data forma, che un covariante indi-

™ Cuesscn: Theorie der bindren Formen, pag. 305.
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pendente qualunque moltiplicato per una potenza della forma stessa & eguale
ad una funzione omogenea di quei covarianti associati. Ora questi sono in nu-
mero k—1, e percid ciascuno degli altri covarianti ed invarianti indipendenti,
in numero di m -+ r — k-1, moltiplicati per una potenza della forma, saranno
esprimibili in funzione dei primi £—1 covarianti associati.

Nella Monografia sulla teorica dei covarianti e degli invarianti pubblicata
fino dall’anno 1858 in questi Annali (*) ho appunto applicato il metodo dei
covarianti associati alla ricerca delle relazioni esistenti fra i.covarianti e gli
invarianti delle forme binarie di terzo e di quarto ordine. Ma per le forme
binarie d’ordine superiore, il metodo, pur conducendo al numero di relazioni
sopra indicato, le determina per modo che soltanto dopo lunghe eliminazioni
81 pud giungere alle richieste relazioni fra tre covarianti.

Anche la trasformazione della forma binaria data per mezzo dei covarianti
lineari, se di ordine dispari, o dei covarianti quadratici, se di ordine pari, pud
semplificare quella ricerca, anzi darebbe risolto il problema se non fossero altre
le relazioni fra i covarianti indipendenti che si debbono avere in mira. Nelle
pagine che seguono ci gioveremo perd dell’uno e dell’altro metodo.

Infine rammenteremo qui aleune relazioni esistenti tra forme binarie qualsi-
vogliano alle quali pure ricorreremo pit avanti. Sieno a, b, ¢, d quattro forme
binarie, nessuna delle quali lineari; dimostrasi (**) facilmente essere:

(ab)(cd)+ (ad)(cd) = L[ab(cd).+ ad(ch)s+ cd{ab), + cb(ad), —
—2ac(bd),—2bd(ac)]

nella quale le (ad) (ab),... hanno gli ordinari significati.
Da questa si deducono altre due, e ciod:

2(ab)(@ac)=ab(ac), +ac(adb),—bc(aa)—a*(bc),

_ - )
(ab)=ab(ab),— +b*(aa);— +a(bb),.

Sieno m, n gli ordini delle forme a, b, e sia d=(ab): se poniamo e=(dc)
si ha:

e=4%

m“ c(@d), 4 +[b(ac). —a(be),] 2)

(*) Annali di Matematica, tom. 1, Anno 1858.
(**) 1d., Serie II, tom. 7, Anno 1875, pag. 125, — Cuesscu: Theorie der biniiren Formen,
pag. 117,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di una stessa jforma binaria. 293

dalla quale si ottengono le due seguenti di molto uso:

(da)y= 4$b(aa),— ~ + o a(a b).
m—1 (3)
(@0) =—$a(0d)+ o ———b(ad)

I'una conseguenza dell’altra.
_Infine, anche nel caso che le @, b,... sieno lineari, si hanno le due relazioni:

a(be)+b(ca)+c(ab)=0
(ab)(ed) + (ad) (be) + (@) (@) =O.

2. Cid posto passiamo a determinare alcune relazioni fra i covarianti di
una forma del qumto ordine. Indicata con f la forma, porrd:

=1(fDey  0=2(R), I=1(fPy w=(f))
— 5 (D=5 R), %= (fp)e, m=5(pp):, é=(l.p)2

)

poi:

quindi:
g="(fu), k=(fp), S =(fm), v=(ul), q={p), r= (mp)
n=(Im), B=(la), 7=(ma), d=(na)
e da ultimo:
A=43(Q@l)s, B=(m), C=3(mm), D=(2d)=(p).

Si hanno cosi:

4 invarianti 4, B, C, D dei gradi 4, 8, 12, 18
4 covarianti lineari ay By v, ¢ » o 5,7, 11,13
3 » di 2° ordine I, m, n » 2 2,6,8

3 " i3 » p,q r » = 3,59

2 " di4° » wu, v » o 4,6

3 a A 0 f, w8 n o» 1,371

2 » di6 o h ok »om 2,4

1 » arT . g » n b

1 s & a6 » s 3

~ ossia, come & noto, 19 covarianti e quattro invarianti indipendenti.

Annali di Matematica, tomo XI. 38
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Indicando con f;, fi,... fs 1 covarianti associati alla forma f si hanno i
valori: ]

fi=f, fi=0, fi=fh, fi=fo, fi=[(f*l—3m)
fi=2f(f*a— h5)

e per essi i covarianti w, p, m, « e l'invariante 4 danno le relazioni:

3fru =2u0+ 4kt 146 fhp— 21t (@)
fop =— (@ +45) + Rl ®
fPA=—[w*+hi+3flp] (©)
frm=—(hp*+ k)4 fpu @
fra =—2(klp-+ko)+flu—3fp* (e)

le tre ultime delle quali si possono dedurre dalle (1) formando i quadrati di #,
di » ed il loro doppio prodotto. Ora dalla:

| UfRy+ (R +h(1f)=0
osservando essere k=(fp)=2(hl), si ha:
3fk=2hw—16 &)
e quindi per le prime tre superiori:
Ok +hl+6hlut-4 AR+ fltp=0
6kot+6hlp4+-4Afh+flP+43flu=0
3k6 +6h*p—3fhu—fip=0
che conducono alle seguenti:
9fm= 3ha+9pu+l’
3fa =B—9p +6lu+4Ak

Eliminando dalle (a) (0) (¢) le w, 6, si ottiene per questx valori di m, «, la
relazione:

12hm+1lp*—3ur=f(al— 4 Ap).
e per questa gli invarianti B, C' danno:

6Bf=1l(al—$A4p)—3xu—36mp . (9)
86Cf=ap+9alm—16Amp—2Bip. | (k)

Cosi essendo g = (fu)=—2(hp) si ottiene la:
fg=p6—2hk (k)

che da facilmente per le superiori i valori di- ¢*, g¢...
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Il covariante $ = (fm)=—4(up) dara:

2fs=pg—uk ()

ed inoltre, sempre applicando la prima delle relazioni (4) si hanno le:
fv=uw —lg (m)
fo=1k —po ()
fr=mk—ps3 (9)
frn=13% —mo. (@)

Analogamente essendo (fa)=— 2v, (pa)=2n, si giunge alle:

fB=—2lv —an (r)
fr=—2mv—ad (s)
fo=—2nv —a(fn) @

essendo: )
(fr)=1%l(al—5Ap)+ 3pm.
Da ultimo per le: _
(fﬁ)=9lm+3ap+2.4u, (f7)=—(9m*+ Bu)
si otterra la: o
Df=y9lm—+43ap+2 Au)+ B(Im* + Bu). (%)
Si hanno cosl le 18 relazioni (¢) (8)... ().

3. Fra le varie relazioni che possono dedursi da quelle stabilite nel para-
grafo precedente scegliamo le seguenti. Formando il quadrato della (m), e mol-
tiplicandole per o si ottengono le:

40 =—ha +f[6Bp—9am+4 A(al— £ Ap)]
2vo=hal—f[91m+ 2 Au]

per le quali e pel valore di * dato dalla (c) si ha quadrando la (r) e ram-
mentando le (g) (%): -
B+ A2=LI (5)
ed analogamente dalla (s):
7'+ Ca® = Mm (6)
posto:
L=4(AB—-27C), M=4AC-—B,
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Da queste si deducono tosto, essendo per definizione (le)=25, (ma)=1y, le:
(B2)=L, (yo) =M

e quindi anche le:
(IB) =—A«, (my)=—Ca.

~ Si noti ora che dalle formole (3) si deducono le seguenti:
(In)y=4+Bl—Am, (mn)y=Cl—+Bm

I(ne)+n(al)+a(ln)=0

e dalla analoga cambiando ! in m, si ottengono le:
I@++Ba)—Ama—nf=0
Cla+m(@—4Ba)—ny=0

U 6) -+ m(BD) + B(1m) =0
ImpB)+ Ama4-nB=0
(mf)=—(++Bd)

percid dalla:

ma si ha anche la:
ossia
quindi sard:

¢ nello stesso modo:
(ly)=3—1Ba.

Pongasi:
P=(Bd), Q=9
dalla:
(297 B) + (@B)(@7) + (a7)(8) =0
gl ha che:
D*=MP—LQ (4)
e dalle:

B(ad) + a(@B) + (Ba)=0

7(2d) +a(@y) +9(y2) =0
si ottengono le relazioni fra i covarianti lineari:

Df=Pa+ LJ, Dy=Qa— Mgy (B)
ma dalla relazione (4) si ha che:
L(ly)=—DB—AMa=Ld—(P4 AM)a
percid pel valore di (Iy) trovato sopra si avra:
P=3BL—AM ed analogamente Q=CL—_1BM
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le quali pel valore superiore di D* danno:
D*=BLM—AM:—CL:.
A questa si ponno aggiungere le seguenti:

AMD*=BPQ—AQ*—CP*
0=B(LQ+MP)—24AMQ—2CLP
iLM=AQ—43BP, 4i{M*=iBQ—CP
—iDM=AD*4+ P, —~4LM:*=iBD*4+PQ, —:iM:=CD'+Q.

4. La relazione (4) e le due (B) sono fra quelle che intendiamo qui con-

siderare. Una quarta relazione fra i covarianti quadratici I, m, n si ottiene
tosto dal quadrato di » ed & la:

n*=DBlm— Am*— CI. (8]
Le 1, m, n si possono esprimere, come & noto, in funzione di « e di J; infatti
dalle (5) (6) per le (B) si ha tosto:
Dl =L —2Pda—4LMx

D
Dm=M@r—2Q0a—1iMa? @)
e siccome:
ly—mB+na=0
si avrd anche: A
Dn=— 32—':-Mag.
Passando ai covarianti cubici p, ¢, 7 osserverd dapprima che essendo (7). =0,
dall’applicazione della seconda delle (1) si hanno tosto le:
QP=ealp—Pm—Ap, r*=—m—Cp*
2 _— 2 2 (7)
qr=oamp—2Ilm*— Bp
dalle quali eliminando ¢, r si ha per la (C):
Mp*=2(@2Cl— Bm)ap + a*m* + 4mn?,
ma per la (3) risulta (np)=+am, percid dalla:

a(np) +n(pa)+ pan)=0

pd=3a*m-+2n
e la superiore divisa per p da:
Mp=2(2Cl— Bm)a+2m?.

s1 deduce la:
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Cosl essendo analogamente:

pB=aqg+2Iin, py=ar42mn
e dalla:
n(y«)+y(an)+alny)=0
risultando per valori trovati sopra che:
Mn =73 4(C8—+4By)e

s1 avranno le:

Mq=2(Cl—Bm)B+ Bly+2n0o
Mr=(4Cl— Bm)y—2Cm§.

Queste espressioni di DT conducono facilmente alla loro rappresentazione
in funzione di «, & e sl avrd per la prima:

D*p 283+ Mé‘a—Qa (E)

e per le altre due indicando con ¢(d, «) il secondo membro di questa, si
avranno le:

D{Lr—mg—Dp)=~3age
D(Lr— Mg+ Dp)=33 22 (F)

\h\t—

D(Pr— Qqy=—+[s 32 4 4 MaE
e quindi:
(Lr—Mq—Dp)*—2(Pr—Qq)da— + M(Lr— Mg+ Dp)e*=0
Quest’ ultima relaéione, la quale corrisponde alla:
. Ir—mg+np=0

agevola la eliminazione delle ¢, « dal valori delle Py ¢, r; ma il risultato della
eliminazione pud ottemersi ancora pit facilmente nel seguente modo. Dalle
equazioni (7) si deduce essere:

Bor—Arr—Cg—4i Mpr=4m
e dalla prima delle superiori si-ha: 7
Lr—Mq—Dp=2a7;

ora moltiplicando la prima per 8(2Cg— Br)=—38my, e la seconda per
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—(r*+ Cp®) =m?® si ottiene la relazione richiesta fra i covarianti cubici, ossia la:
CDp*—16C?q*+108Cr*+ 24 BCqir —3(4AC+ 3 BY)qr —
. —2(B*—54C*)p*r 4 Dpr*—3CMp*q =0.

Il covariante biquadratico # da per la (g9) e per le tre che la precedono, la
seguente:

- (6)

9Bu=2xl—2A(ap+Im)— BI*—54m* (H)
e quindi anche:
9By =—afl+2A4(aq +In) 4 54mn. (K)

Moltiplicando la prima per n, la seconda per m e sommandole, osservando
essere:

24r—Bq=yl—an
si ottiene la:
I(nu+mv)=1(aqg —In)
e percid anche:
(um) =14 (aq— In).
Passiamo ora a_ considerare i tre covarianti del quinto ordine f, , 3. Pel
valore di Bu trovato sopra, dalle relazioni (g) (%) deducesi la seguente:
IMf=03l—2Tam?*+2(4 Am—Bl)al+2Nmp
posto:
N=271B—-84*
nella quale sostituendo per 7, m, p i valori di questi covarianti in funzione di
J, « si ottiene facilmente la espressione di f in funzione degli stessi covarianti
lineari ¢, «, data la prima volta da Creesci e Gorpax in questi Annali (Anno
1867). Essa &:
9D‘f==A055+5A,6“a+10A233a.2—[—---+A;oc5 (L)
essendo: .
A0=4N’ A1=4AL—27M, A4.g=_";—Lz
ed:
i4-._43 = = %M.Al ‘“";‘ Q.Ao
Ay=—¢MA,—$QA4,
Asﬁ ——i—MAo‘—%‘QAQ-

Per queste tre’ ultime relazioni vedesi tosto che indicando con A, p, v le radici
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della equazione:
B4+ 3Mt+4Q=0
se si suppongono:
Ay=a+b+c, Ai=ar+bu+cy, As=ad®+bp?+ vt
si hanno le:
s=aX+bp?+ ¢, Ai=aX+bpt+ ¢, s=ar+bpt 4t
e quindi:
ID' f=ax’+by*+c2°
posto:
=20+ Aa, Y =04 pa, z=d4va,
e siccome la (F) si trasforma nella:
Dp=22yz
siamo condotti per nuova via al noto teorema che le tre variabili z, ¥, 2, che
danno per f la trasformata canonica, sono i fattori del covariante cubico p.

- Le espressioni in d, « pei due covarianti di quinto ordine «, $ si deducono,
analogamente a quanto si & osservato pei covarianti cubici, dalle relazioni:

2 ar \
Mm—LS—Df——E—Daa;-

s ya O
Mo—L$+Df=2De 2k o))

A ar . , af
Qw '—'P.9‘=—-5 D[ad—a'—f—rMan]
per le quali:
Mo—LS—Df)*—2(Qu—Pdo—+MMo—LS+ Df)a*=0
che coincide colla:
l$S—mo—nf=0.

‘Fra le tre forme di quinto ordine f, w, S sussiste una relazione del quinto
grado; supponendo f=0 si avrd da questa una equazione del quinto grado in-

O—S;-= %=y, la quale si otterrd anche dalla eliminazione del rapporto ¢:« dalla

quintica f=0 e della _quadrafica ly —m=0. Questa equazione del quinto
grado in y, che & una trasformata della f=0 per mezzo dei covarianti qua-
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dratici & la seguente:
BAN—~9L)y*+S(TAL—5BN)y*—2(AM+2BL)y*— 2
—%BBM—4CL)yy*+2CMy+4(4BM—8BQ—M)=0. |

5. La pill importante perd delle relazioni fra covarianti di una forma del
quinte ordine & quella che sussiste fra la forma stessa ed i due covarianti del

)

sesto ordine che abbiamo indicati cont %, k. Pel caso di f=0 poéto %=y,
siccome si hanno, per la f=0, le:

km=fip,  hai=—f
sard:

yfit+zp=0
ed anche:

yfo—zp=0

e la nuova trasformata in y della f=0 si otterrd dalla eliminazione del rap-
porto i—; da queste due biquadratiche. Oppure se si introducono le trasformate
di fedipind, «si hanno le due forme biquadratiche:

? =(bg’ b‘... bg)(a‘, d)4=0

¢=1(Co, Ci... €)(d, a})=0
nelle quali: ‘
bO=A0y7 bi: Ily—gpj bg=Ag?/, b3=A3y_-§'MF’ b‘=A4y—|.- QP
co=AdAy+2p ci=4,y, 02=A3?/+%Mf’a 03=A4.7/_:'QP1 co=245y
posto per brevitd p=9D.

Il risultante di due forme biguadratiche si pud esprimere, come & noto (*),
in funzione degli otto invarianti simultanei di quelle forme nel modo seguente.
Sieno:

H=3(e: K=3(:

gli hessiani delle forme date;

i=3(e0hy,  J=350@H); s=1@¢h, t=3¢K)
gli invarianti della prima forma e quelli della seconda; infine:
E=(9¢)s, S=(¢K)i, T=(¢H), U=(HK),

(*) D'Ovinio. Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino. Gennaio 1880.
Annali di Matematicr, tomo XI. 39
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gli altri quattro invarianti fondamentali; si avrad pel risultante la:
4(Rr— 450 —(48U—4si—R*+6-4[R(9%—ST)+28(Si—3sj)+
+2T(T's—38it)} =0.

Nel caso particolare che consideriamo i valori degli- otto invarianti simultanei
sono i seguenti:

i—p(Ly —3M),  s——iMi
j=2[Dy* o+ Py*— s DAy~ 1 ]
t=—p DOy —(PQ+ 5L M)y —5D(EAQ—F LMy +5(Q +5 M)]
R=—=2pPy*—10), T=3p[LMy*+3DLy—3;M]
S=3p DMy’ —5(MP+2LQ)y*—3 DBLy ++ MQ]
U=—4p' [P My +6(LM*+5PQ)y* + 5 (G M*+5¢%)]
i quali valori sostituiti nella equazione superiore conducono, dopo alcune ridu-
zioni, alla:

16(4*—144B)y*—5.8.9(4 B+24C)y* —5.92(4 AC— B)y +-54D =0 (P)

“trasformata della f=0 posto y= % - Ma 16(4*—144B) & il discriminante

della forma binaria f, indicandolo con A® e ponendo z=Ay, si otterrd cosl
I'equazione:

#—5.8.9(AB+24C)2*—5-9 (4 4C— B)A*z - 54 DA* =0

nella quale si trasforma una equazione qualunque del quinto grado (*). Evi-
dentemente trasformazioni analoghe devono sussistere per forme binarie di pil
alto ordine.

Le relazioni (4) (B)... (P) fra tre covarianti di f; o fra due di essi nella
ipotesi di f=0, sono della natura di quelle che pill specialmente importa con-
siderare nello studio delle forme binarie.

6. La trasformazione della equazione generale del quinto grado in quella
nella quale sono nulli i coefficienti del secondo e del quarto termine era in-
dicata dal sig. Hermire molti anni sono in una lettera a BorcmarpT: Sur
Uinvariant du 18™¢ ordre des formes du cinquiéme dégré, etc., pubblicata nel

(*) Vedi la mia Nota: Ueber die Aufldsung der Gleichungen vom finften Grade. Math.
Annalen, Bd. 13, pag. 144.
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vol. 59 del Giornale di Matematiche di Berlino. Questo risultato pud ritenersi
come una conseguenza del seguente teorema, il quale trova pure applicazione
in una analoga trasformazione delle equazioni del sesto grado.

Se f & una forma binaria dell’ordine n; %, k due covarianti di essa dello
stesso ordine m, il primo di grado , il secondo di grado v; eliminando il

rapporto z—: dalle f=0, hy — k=0 si ottiene una trasformata della equazione
f=0:
Ay + Ayt +4,=0

nella quale i coefficienti 4,, 4,,... 4, sono invarianti della forma binaria f,
essendo il coefficiente. A, del grado nu+m+ r(v—u). Se percid la forma f
non ammette invariante di quest’ultimo grado il coefficiente A, dovrd essere
nullo.

Sia dapprima f del quinto ordine, ed indicando con p il suo covariante cubico
di terzo grado, sieno:

“h=5(ff) k=(fp),

il coefficiente 4, sara del grado 16 4 2. Ma come abbiamo veduto sopra dalle:
f=0 hy—k=0
s1 deducono le:

fiy+zp=0, fiy—2zp=0

e percid i coefficienti della trasformata superiore hanno tutti per fattore co-
mune il discriminante, e dividendo I’equazione per esso, diventerd 4, del grado
84 27. Ora una forma binaria del quinto ordine non possiede invarianti del
10 grado ¢ del 14 grado, saranno quindi A, ed A; eguali a zero; ciod la
trasformata avrd la forma: '

Ay5+F42y3+Fu?]+Fis=0.

essendo A il discriminante, ed F', Fis, F's invarianti di grado 12, 16, 18.

Analogamente per le forme del sesto ordine, supponendo p essere il cova-
riante biquadratico del secondo grado della forma stessa. Il grado di A4, sa-
rebbe 20+, ma tutti i coefficienti hanno un fattor comune del grado 10°%;
d’altra parte la forma binaria del sesto ordine non ha invarianti dei gradi 11,
13, quindi la trasformata in y avrd la forma:

A?/G"r‘Fuy‘+Fuys+Fis?/+Fu=O-
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Daremo infine la nota di alcuni lavori recenti intorno I'argonfento trattato
in queste pagine, non senza ricordare che le prime relazioni fra covarianti ed
nvarianti di forme binarie si trovano nelle Memorie di Satmow, di Cayrey, di

"LVESTER, di CrEBscH e di GorpaN.

wvinio - La relazione fra gli otto invarianti fondamentali di due forme bi-
narie biquadratiche.

Ivex - Nota sulle forme binarie del 5° ordine. (Atti della R. Accademia di
Torino, 1880.) '

Stipaavos - Sur les faisceaux de formes binaires ayant une méme jacobienne.
(C. R., 12 décembre, 1881.)

Ioen - Sur les relations qui existent entre les covariants et les invariants de
caractére pair d’'une forme binaire du sixiéme ordre. (C. R., 22 janvier,
1883.)

Briy - Ueber biniire Formen und die Gleichung sechsten Grades. (Math. An-
nalen, Bd. 20.)

Lixpemany - Ueber die Hesse’sche Covariante einer bindren algebraischen Form
fiinfter Ordnung. (Math. Annalen, Bd. 21.)

PerriN - Sur les relations qui existent entre les covariants et les invariants
des jformes binaires. (C. R., février, 1883.)

In queste comunicazioni all’Accademia delle Scienze dell’ Istituto di Francia
il sig. Perriy applica la teorica dei covarianti associati alla ricerca delle re-
lazioni esistenti fra covarianti ed invarianti; il qual metodo, come ebbi a notare

nel corso del presente lavoro, trovasi esposto ed applicato nella mia Monografia
del 1858,
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Un teorema
relativo alla funzione potenziale.

(Nota di A. Toxewu, a Roma.)

N ella Nota: Sopra la jfunzione potenziale in uno spazio di n dimensioni,
pubblicata nel tomo X (Serie II) di questi Annali, a pag. 310 ho osservato
che se U & una funzione monodroma, finita e continua insieme con le sue de-
rivate sino all’ordine m -1 inclusive, e che ammette le derivate determinate
e finite di ordine m 42 in un campo S, ad » dimensioni, nel quale soddisfa
equazione differenziale

0l
2 —_—
aU= 8x”+3x2+ +8:(
dove x,, %;,..., *, rappresentano un sistema di coordinate ortogonali, per le
quali I'elemento lineare nel campo considerato assume la forma

dst=dax’+dal4+-- -+ dz?
introducendo le coordinate polari p, 21, 2:... #n_1 col porre
Zp =, 4 pSEN 2, 8EN Z,.. SN2, _, COSZ,
Tn=0n -+ pSeNnz, seN2,... S€N2,_,S€N2x 4
r =1, 2,... n—1

anche 1'alira
amﬂ U

V—FJ e apmﬂ

.con, 0 ==s==m, & pure una funzmne monodroma, finita e continua insieme con
le sue derivate prime nel campo stesso, che soddisfa 1'equazione A*V'=10. Le
due funzioni U e V saranno quindi funzioni potenziali. Questa proprietd perd,
~come risulta immediatamente dal metodo tenuto per dimostrarla, suppone ve-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



306 Tonelli: Un teorema relativo alla funzione potenziale.

rificata anche la condizicne

™

mentre, anche quando questa non sia verificata, & facile dedurre dalla nota
funzione U, una nuova funzione potenziale, la quale si ottiene da V aggiun-
gendovi un termine della forma

.bspa

dove bs & una costante, rispetto a p, convenientemente determinata.
Osservando infaiti che si ha

8’"‘“0’ _, om0 e 4 O™
J-P P_Pm s___(m_s)Pmsl +,,,

Frad opm gpmt
(=1 12 (m—ng—u—UWQQ (m-gafg
¢ chiaro che prendendo
bs=(—l)’”“1-2---(m—s)i%9—lz o
la funzione ¥+ b;p* assume la forma
e = SR (= L2 — ) O

e quindi, per la proprietd dimostrata a pag. 309 della Nota citata, soddisfa
I'equazione A*|V 4bsp'i=0
Supponendo s =0, la quantitd da aggiungersi a V riducesi a

by=(—1y"1.2---mU,_,

ed essendo quindi costante rispetto a p, non ha alcuna influenza sul valore di

8(1;—;— b°), e percid le conclusioni fatte in quella ipotesi e dedotte dalla con-

siderazione di %—:- restano inalterate.

Le precedenti conclusioni possono essere generalizzate, e possono dedursi
delle funzioni potenziali da una funzione potenziale nota, mediante replicate
integrazioni.

Supponiamo infatti che U sia una funzione potenziale finita e continua in-
sieme colle sue derivate fino ad un certo ordine, che' poi- fisseremo, in" un
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campo S, ad n dimensioni, e accenniamo per maggior semplicitd con

ff(p)d p

Vintegrale indefinito privo di costante arbitraria; allora, per la precedente os-
servazione, sieno o no zero le derivate di U rispetto a p nel punto p=0, la
funzione

G ‘V
W=p ﬁ’" Fe 4P

con 0=o=n, sard una funzione potenziale, finita e continua insieme con le
sue derivate del primo ordine, se V" & una funzione potenziale finita e continua
insieme con le sue derivate dell’ordine n-1, ed ha le derivate di ordine n - 2
finite e determinate nel campo S,. Ora mnoi possiamo prendere

ormh
V=p f P g P

quando U sia finita e continua insieme con le sue derivate fino all’ordine
n—+m-1 inclusive, ed abbia le derivate di ordine n-4m + 2 determinate e
finite, e sia 0=s=m. Supponiamo inoltre che si abbia anche s=n-1, cosl
che sia 0=0=n<s=m, e allora, per una nota formula, avremo

an ‘V sn-— m—s
T == D) a—mpt [ T do
n4-1 — 8 m+1 U
+Zh("+1)h[ " ]h_’) [p]en- rs)

dove con gl'indici attribuiti alle quantitd tra parentesi si sono indicate le de-
rivate. Poniamo ora per brevita

A=s8(s—1)---(s—n) Ar=m+ps(s—1)---(s+h—mn)
App=0l—1m—s)(m—s—1)---(m—s—k+1)
e allora, a caleoli eseguiti, p;)tremo scrivere

oty e . _ ka1 _ ., gmthmk[
ap""" —A s ‘fpm m+’ dP+S‘hAhP3+h n ’%“kAh,kPm 8 RW

o Lo ‘U h=1 pem -y OPTRRT
= A n.a‘[p T dp+ Ah%kAh,kp’"“‘ T
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o v T
e sostituendo questo valore ai 2 77 Z nell’espressione di W, otterremo

n41 h—1 o omth-k{J
W= Apfp’ ’ ‘dpﬁo 9 S dP""'ZhAh%kAhkP fp"‘”‘ b g 4

Ora se poniamo

m+h—k—1=1

& chiaro che I pud assumere i valori compresi tra m e m -+, e i termini che
compariscono nella doppia somma sono della forma

« IMT 4
Cp’ IFZ Fras
con 0=o=1, e quindi sono altrettante funzioni potenziali, poiché gl’integrali

debbono 1ntenders1 sempre prm di costante arbitraria, e ¢id ci porta a con-

cludere che anche
m+l U

Vi= Pr” ‘dpfp”” e 4P

L

sard una funzione potenziale, monodroma, finita e continua insieme colle deri-
vate del primo, e che ha determinate le derivate parziali-del secondo ordine
nel campo S,, quando U nel medesimo campo sia monedroma,-finita e continua
insieme con le derivate dell’ ordine m 4+ n 41 inclusive, ed abbia determinate
e finite le derivate dell’ordine n+m --2: e poiche in ¥V, non vi & pil traccia
di n, pel quale avevamo la condizione ¢ =n<Cs, potremo prendere n=qo o
n=8—1; e allora basterd che le condizioni relative -alle derivate di U si
estendano fino agli ordini m~+o+1 e m+o+2, ovvero m +s e m+4s+1.

Come si & osservato, deve aversi 0 =g < s=m, per cyi se prendiamo =0,
s=1, m=1, quelle disuguaglianze sono veriﬁcate, e 8l avrd

Vi —fdp dp =U
che & funzione potenziale; mentre, prendendo =0, s=1 e m=2, avremo
3’ u_ 3 U ? U
—fdpfp dp—f o dP=Pa —2U

che ¢ pure, come & noto, funzione potenziale, ecc.
La formula ora dimostrata pud ancora generalizzarsi seguendo il processo
fin qui adoperato, poiche, se ¥ & una funzione potenziale, monodroma, finita e
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continua insieme con le sue derivate fino all’ordine n 4o+ 1 inclusive, ed ha
finite e determinate le derivate di ordine n4-¢ -2, per la formula ora dimo-
strata, anche I'altra
. oy
Wi=g fp’ ‘dpfp" s dp
con 0 =o<s=mn sard pure una funzione potenziale, che & monodroma, finita
e continua insieme con le sue derivate del primo ordine, ed ha finite e deter-
minate le derivate del secondo ordine. Ma pessiamo prendere
. e om g
V=p me Gt dp

quando U abbia le derivate, monodrome, finite e continue sino all’ordine
n-+m-o-+1 inclusive e le derivate dell’ordine n 454 m 42 determinate e
finite nel campo S,; e allora se n<<z=m si giunge facilmente a dimostrare che

I omt g

Vz=,o"fp3"" dpfp”"’ dPJP'"_T PP dp
con 0 =g<s<r=m, & pure una funzione potenziale. Osservando poi che in
questa formula non comparisce pilit #, per la quale si hanno le limitazioni
t>n=s, & chiaro che potremo prendere n=t—1 0o n=s, e allora le con-
dizioni riguardo alla continuitd e all’esistenza delle derivate parziali di U si
estenderanno fino agli ordini m+s+o4+1em+s+o+2, ovvero m4o+4 ¢
e m+ot+r41.

In modo analogo si ofterrebbe dalla U una nuova funzione potenziale me-
diante quattro, cinque, ecc. integrazioni successive; ma la generalizzazione
della formula precedente pud ottenersi, forse con maggiore semplicitd ed evi-
denza, seguendo un altro metodo, il quale ha il vantaggio di non imporre con-
condizioni relative alla continuita delle derivate di U il cui ordine & superiore
ad m+ 1. Accennando con b;, una costante, rispetto a p, e che sopra abbiamo
visto dover essere uguale a

(=Lyms1.2..-(m—s)]=—

se s;=m, si avrd

P mt1
JP’”' ¢ UdP+bs‘—“AhP

a mti
dove le Ax sono coefficienti numerici, finiti e differenti da zero, dipendenti da

m e da s,, facili a determinarsi.
Annali di Matematica, tomo XI. 40
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Ma se s,>>s;, moltiplicando I’eguaglianza precedente per p* % *dp e inte-
grando tra 0 e p, avremo

+
J’ps‘ 8y 4dp'[ pm s, om lU P+ bs, s‘ s,—\‘Ak k s—-ia Udp
0

99”"“ 51 —Sz st

e se pomamo

br=(—1F"* 1.2 (k—1 —82)3 %ngifho
¢ noto che si ha
5h

j P ‘—dp—l-bk——"Bhp

per cui, ponendo per brevita EA kbr=bs,, e osservando che il massimo va-
S
lore che assume k£ & m, avremo anche

P A P m-s anl—‘—i U nl—‘l s az‘ U
ff“ 2 1dPJP : rome P+ S1— S P ’+bss'=%kak : 0 ok
0 0

dove con Dy si sono accennati dei coefficienti numerici, finiti, dipendenti da
m, 8y, S,, € che possono facilmente calcolarsi.
Da questa formula ora, con un processo analogo, se s,>s;, dopo aver mol-

tiplicato i due membri per p®s"%'dp, integrato tra 0 e p e ridotto il secondo
membro, otterremo

[ e P s -5 — P 3m+lU be,
J’ p85 3 !d‘O p 4 "2 1dpv[ 89""“ dp -~ ‘P '{
0 .

(51 — 82)(S1— ¢€3)
0

R zEkJU

Sg— &3

dove le Ej sono coefficienti finiti, dipendentl da m, s, S, S3, che facilmente
potrebbero determinarsi, e

sz_EDkbk con bk—(—])k =5, 1. (k_l-—s,';) goa‘b% =

Ripetendo l volte il medesimo processo, e introducendo successivamente le
costanti by,, bs,,..., bs;, determinate nel medesimo modo delle b, bs,, bs,, ©

riducendo ogni volta il secondo membro, quando sia s;>>s,, 8,>>ss,..., S1_,>> 81,
otterremo finalmente:

a/n 1y
.hmﬁwﬁﬁ*“Wpfw%WJW’WJM’aWdH'
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by

bs 1

& s s s 178,
+(81—82)'--(81——Sl)‘0‘ _l_(Ssz——s:;)'-'(Se—--Sl)ps e +‘l 1-—-Sl P
m—141 e kU
Fha= X Int g

dove al solito le Ly sono coefficienti numerici, finiti, dipendenti da m, s,, s,,...,
s1, che facilmente potrebbero determinarsi.
Moltiplicando ora quella uguaglianza per p%, il secondo membro si riduce a

m-141 8kU
\ k_-
%‘ Lne apk
ed & una funzione potenziale per I'osservazione a pag. 309 della Nota citata;
lo stesso dunque avverrd del primo membro; ovvero

omti U

Ifl‘: Psljpps[_l"sl"ldpfppsl_g_sl_]—j dp' .. ‘pps’-sa"l dp ({) 8,78y ldpj Pm s, _a_Pm_H' p _I_
0 0 0 0

bs, s ’ bsz
+(s;——s:)m(34—sz)‘o(_I_(Sz——-Sa (82

QZ)P _I_ + s‘ ]+b Psz

sard una funzione potenziale, quando 0 =s;<s;_, <<---<s,<s, =m.
Come caso particolare potremo prendere

8l=07 sl—‘z]‘, 81—2‘:2,"-, S|=l—1

e allora otterremo, mediante I successive integrazioni,

—j dpj dp m-Z‘H domﬂ dp+('l ‘Pl e pL O l 2+ +0,p—|—60

che sard una funzione potenziale.

E evidente che qui non hanno nessuna influenza sulla conclusione fatta, le
derivate di U degli ordini superiori ad m -1, cid che non avveniva col me-
todo tenuto precedentemente. Osserveremo infine che nelle costanti b5, bs,,...,
bs, comparendo 1 valori delle derivate di U degli ordini s,, s,..., sz nel punto
p=0, a causa della monodromia di quelle derivate, si pud dire che le costanti
stesse sono assolutamente indipendenti anche dalle altre coordinate dei punti
del campo S,.

Roma, giugno 1882.
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An extension of a theorem
of Legendre’s.

[By Joms C. Mavmr, Cork (Ireland).]

In a former number of the Annali I gave an extension of a theorem of
Lzeexpre's (Series 11, tomo 11, pag. 246); having since still further extended
the theorems there given I propose in the following short memoir to give my
new results.

I use the following notation

1\.}?5

(_Z;_ . b n—~1
F == w, E = Cosméslnpé(l-—kSm?e) " dg

) a—r%Sin0)"
0

T

, ~2 \m’ S 6 n— l
pr— (" Cogr8Sinr8df — (" Cosm™ 9SinPs(1 — k' Sin*s) » d6

) —wSineey”
Y]

'N>|?~l

I
&
|

where
9

k+Fk =1, nz'zf@——m—-p——-l

m-4+1>0, m'+1>0, p+1>0.
We easily find
dF

n—1){E—F)

2Kk =l +mt2— 2B [(p+m+2—2)—(p+ DI F.
Hence the differential equation

e
2nk(1l — k)d/: %n(p—}—m-}—?)—— (3n+np+2) —{(p+Du=0 (4)
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is satisfied by 4 =JF" and therefore the complete solution is
U=C,F+CF’

where C, and C, are arbitrary constants.
‘We have then as before
mip m+p

EEOE T (1 m)FE+(1—m)FE'—2(1—-)FF'; c (B

where C is independent of £.
To determine the value of C, write relation (B) in the forme

m4p m+p '
+1 dF c

TR e —p— {2
k I d/» dk 2

and put k=1.
Now in the first case if m'+p is negative we find, when k=1

nF -@ = — f Cos™™'-p~44SinP4d ef Cos™'¢SinP*26d6

which is finite, therefore in this case, when £=1

'm+P ’
i — +1FrZF
dk

In the second case, supposing 7'+ p not to be negative, transforming

T
sz? CosmBSinrHd 0

=0.

1

(1 —%Sin26)"
v
by the substitution
Sin 6 = ——g__os.?—.__:
V1 —kSwmte

we find

1—m’

T
m'$ 2 Qr
k'_?E-F:: * SinmgCosPody
{1 —ESintp} *

which gives, for k=1

m4ip
k’ * F= f Sin™¢ Cosptm'~tdg
0
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which is finite, therefore in this case also, when k=1

m'4p ) '
—L 11 arF
"2 —_—
ke Fi—o.

Now transforming
ki3

ar Jz Cosm 0 Sinpiehd0

oy ntl
(1 —%Sin20) ™

by the same substitution as above, ‘we find -

2
nk dk

1—-m

A LG __f Sinmo Costttpdo

{1 —Sinzgl *

: ° 0
which when £ =1 becomes

T
)
‘ -

I Sinm ¢ Cogptm'+ ¢do
0

therefore

T
Z

_’_129 =[ COSm'c?Sih'P&dﬁf Sinm§Cosptm 144,
0

b
Or, expressing € in terms of Eulerian Integrals
.

m+p  m4p

ko k’Tj(l—m’)F’E—’{—(l—m)FE’—Q(l—j;)FF":
P("l—}—l)l;,’ll,—[—l r p-+1 l
B i M )

-2 nl‘(” - l)
To return to the consideration of equation (4) we find that u =% is a solu:
tion, provided that

Zitptm=0, . 2+1)@2r+p+1)=0.

Hence if m'+1=-0 or p—l—m——:%, the solution is
1¢=Ciﬁ’f+%
L
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and instead of formula (B) we have

~l;p~
2nE—2n—1)—(np+n—2)klF=CFk *
or determining the constant by putting k=0 we get

3 = 2
4 2_

——=m _ﬂ_—l_ —2 7 L. ;_m !
2ng CosmgSin® " g(1 — kSin?6) » de_;z(n_1)+n(m+1)kg§ CogndSin” 648 _

T
i (1 —EkSin26)"
0 £

(A

Lbm_ 1 2,
—2(1—K)*F [ CosmeSin™ " ods.

0

Again if m=1, u=—% is a solution of (4) in fact in this case we find

r(ua';{—l\)r(/) -(';— 1)
F’ ==

k2

and we find as before
" . n-l 1 =l
g(p+3)n—‘2“l,s’xio(1—kxz) z dw—2(n71)g_——w-7=n(1—k) o
0

' (l—lc:r’)-77
§

Queens College.
Cork (Ireland).
March-30, 1883.
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ERRATA-CORRIGE.

in luogo di
par ex. (12)(34), (23)(45) ou bien par les
involutions (12)(34), (23)(48)

6

(16)(23)

deux

(135) (246)

60

10. 36

De la Note n.® 87 on

(AD+BE\p*+[(AD'+AD)+(BE'+ BE)|p
+(AD+BE)=0

(a3+vairaisad)p? e (a0« a0, + 0y 0%
0,0 )+ (a3 vai+al+af)=0

T, 2, @, X, 5 Ty

4

(Brennfliche)
(Pliicher) 1. c.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

leggete
par ex. par les
homographies (12345), (ik?) (s, &, ! étant
trois indices de la série 4, 2, 8, 4, B)
8
{1654) (23)
trois
(135), (246), (18)(26)
120
9.36
On
(A’.D' +BE:+ C'F')y.’-; {(AD’# A'D)
+(BE'+BE)+(CFsC' F)lu
+(AD+BE+CF)=0
Zolpt+2ca,0p+20;=0, i=1, 2,..., 6

2,2, 8,5, 2, 2,

6

aggiungete Ty Ty B, TyBe2y, T8, LTy X, 2
(Singularititenfliche)

si les deux complexes sont en involution.
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