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Sopra alcune condizioni caratteristiche 
delle funzioni 

di una variabile complessa. 

(Nota d i  TITO VOLTERRA, atlievo della R. Scuola Normale ira Pisa.) 

N e l i a  presente Nota viene risoluto il problema della determinazione di fun- - - 
zioni di variabile complessa definite, sotto certe condizioni al contorno, in 
campi finiti. Queste soluzioni portano alla integrazione della equazione diffe- 
renziale A2u= O con date condizioni ai limiti, come è da prevedersi a causa 
del legame çhe passa fra i due problemi. È da notarc come le formule tro- 
vate risolvono altrettante questioni di fisica relative alla distribuzione delle 
temperature e delle correnti galvaniche costanti. 

È facile dirnostrare che è sempre possibile oostiuiie ~ell'interno di un cii- 
colo una ed una sola funzione di variabile complessa la quale verificlii le 
seguenti condizioni : 

1." si rnantenga finita in ogni campo situato internamente al cerchio i~ 
questione e in tutti i punti interni al cerchio sia monodroma e continua; 

2." a l  contorno la sua parte reale (oppure la sua parte immaginaria) 
assuma valori dati arbitrariamente, colla condizione che anche al contorno 
essa si mantenga sempre finita e continua, esclusi al più un numero finito di 
punti O u n  gruppo infinito di punti di prima specie; sarà per conseguenza 
necessario Che i valori dati al contorno costituiscana una funzione finita e con- 
tinua dell'arco del contorno, esclusi al più i punti singolari in questione; 

3." in questi punti singolari la funzione di variabile complessa possa essere 
discontinua e in vicinanza di essi possa anche crescere indefinitamente, colla 

Anrrali d i  Matematica, tom0 XI. 1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 Vol ferra  : Sopru alcune condizioni caratteristiche 
- - 

condizione peraltro che in un intorno sufficientemente piccolo del punto d'in- 
finito la parte reale (oppure la parte immaginaria) moltiplicata per una po- 
tenza, inferiore all'unità, della distanza da1 punto dlinfinito si mantenga sempre 
inferiore ad un numero finito; per conseguenza i valori dati al contorno do- 
vranno costituire una funzione dell'aico, che diviene infinita soltanto in un 
numero finito di punti di ordine inferiore all'unità diminuita di un numero 
positivo. 

4." in un punto qualunque del campo la sua parte immaginaria (oppure 
la sua parte reale) assuma un dato valore arbitrario. 

Amrnetteremo come proprieth note le seguenti : Se la funzione f (8) definita 
fra O e 2n, è atta alla integrazione, anche ridotta a i  suoi valori assoluti, la 
funzione : 

in cui r e n sono le coordinate polari di un punto del piano, è finita continua 
e verifica 1' equazione differenziale Ae zc = O in ogni punto interno al cerchio ' 
di raggio R che ha il centro all'origine ed B continua ne! punto del contorno 
di questo cerchio di coordinate R e 8, se la  f(6,) é continua ne1 punto 8,. 

Supposta l'esistenza di una funzione u finita e continua e che verifica la 
equazione A2u= 0 in tutti i punti interni ad un cerchio, che diviene infinita 
di ordine inferiore ad un riumero minore di 1 soltanto avvicinandosi ad un 
numero finito di punti del contorno ed é discontinua in un gruppo di punti 
di prima specie del contorno, mentre in tutti gli altri è finita e continua e 
assume dati valori, questa funzione è unica. 

-Cib premesso sia la funzione f(0) definita fra O e 2n, infinita al più in un 
numero finito di punti'di un ordine inferiore a p < l  e discontinua al pih in 
un gruppo di punti di prima specie. 

Consideriamo la funzione 

e determiniamo il modo con cui si comporta avvicinandosi ad un punto di 
infinito (R, a,) del contorno. 

h evidentemente pos~ibile determinare il numero E<? e minore anche del 
2 
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delle funxioni d i  una vuriabile cornplessa. 3 

minimo arco che separa due punti di infinito in modo che : 
Re- 1.2 [fa-'+ f ' ][ f (e)  & + r ~ - 1 H r o o s ( b - r )  

O a,+r 

si mantenga inferiore .in valore assoluto ad un numero finito M positivo per 
i c 

al+ s->a>al- 2 .  
Ora la funzione 

p-Pcospw = F(r, CI)  

in cui P e w sono le coordinate polari riferite al punto (R, ai) corne origine 
e al raggio che passa per questo punto corne asse polare, è finita continua e 
verifica 17equazione A ~ F = O  in tutti i punti del cerchio in questione e del 
contorno di esso, escluso il punto (R,  a,) in cui diviene infinita di ordine p 
Per 0 entro l'intervalle (a, - E ,  ai+ E )  

f (0)  
F W ,  6 )  

non supera in valore assoluto un numero finito positivo N; quindi in valore 
assoluto si ha: 

Ora esiste evidentemente un 
assoluto si ha: 

numero finito positivo Y tale che in valore 

8 ,  E 
Quindi se a,+T>a>ui- 5' in valore assoluto abbiamo : 
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4 Vo l t  e r r a : Sopra alcune eondisioni cdratterz'stiche 

Ma per i lemmi enunciati deve aversi: 

per conseguenza in valore assoluto : 

il che prova che ne1 punto (R, ai) la a(r, a)  è infinita di ordine non supe- 
riore a p. Cib dimostra evidentemente il teorema enunciato da principio. 

Questo teorema si estende facilmente in molti casi a quei campi i quali 
ammettono una rappresentazione conforme nell'interno del cerchio. 

II. 

Per uno qualunque di tali campi è pure una condizione caratteristica di 
una funzione di variabile complessa finita monodroma e continua in ogni punto 
interno al campo e al contorno pure sempre finita e continua (esclusi al pia 
un numero finito di punti nei quali essa diviene infinita, di un ordiue infe- 

1 riore ad - meno un numero positive, rispetto alla inversa delle distanze da1 
2 

punto d'infinito stesso, ed esclusi pure al più un gruppo di punti di prima 
specie nei quali essa pub essere discontinua) la conoscenza in una porzione 
del contorno della sua parte reale e nella rimanente della sua parte imma- 
ginaria (*). 

(9 D a  un esempio che dà il signor SCHWARZ: Zur Integration der partiellen Differential- . . - 

p u  
gleichung -+-=O, G. di BORCE~ARDT, t. 74, pag. 237, si vede subito che pub eostruirsi 

axe a ~ .  
in un cerchio una funzione di variabile complessa non costante che in un dato punto abbia 
per la parte immaginaria un dato valore e abbia la parto reale nulla lungo tutto il con- 
torno, purchè in un punto di questo la funzione divenga infinita di l0 ordine. L a  funzione 

.- 

z -@ -a.!. 
e 4 ai oEre l'esempio d'uns funzione che ha in una porzione del cootorno del oir- 

x -1  
colo di raggio 1 la  parte reale nulla, nella porzione rimanente nulla la  parte immaginaria 

1 e diventa infinita soltanto ne1 punto 2= 1 di ordine %, mentre in tutti i punti interni si 

mantiene monodroma finita e continua. 
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delle ficnxioni di %fia varia6ile ~omplessa. 5 

Supponiamo infatti che in tutti i punti interni ad un dato campo (che si 
pub rappresentare conformeinente i q  un circolo) le due funzioni di variabile 
complessn 

w=u+iv ,  w l = ~ , + i v a  

siano finite monodrome e continue. 
Ammettiamo che la zc e la u, in una porzione del contorno (esclusi al pih 

un numero finito O un gruppo di prima specie di punti) siano finite e continue 
ed assumano gli stessi valori; nella porzione rimanente del contorno la v e 
In v, (esclusi sempre un numero finito di punti O un gruppo di prima specie) 
siano finite continue e prendano gli stessi valori. 

Ammettiamo che se le w e w, divengono infinite 10 siano in un numero 
finito di punti del contorno e moltiplicate per le distanze dai punti d7in6nito 

1 elevate alla potenza 3 - p  (p>O) rimangano sempre finite e inferiori ad un 

numero dato. , 

Consideriamo la funzione: 

essa sarà finita monodroma e continua in tutti i punti nell'interno del campo; 
al contorno la sua parte immaginaria sarà (esclusi al più un numero finito O 

un gruppo di prima specie di punti) finita continua e 6  eguale a zero; inoltre 
diventerà infinita al più in un numero finito di punti del contorno di un or- 
dine, rispetto alle inverse delle distanze da questi punti, inferiore all'unità 
diminuita di un numero positive. Ne segue che w, non potrà essere che co- 
stante in tutto il campo e quindi corne si vede subito eguale al10 zero. Dunque 
in tutti i punti del campo sarà 

w=w,. 

Si vede facilmente che questa stessa proprietà sarebbe verificata qualunque 
fosse il campo (anche molteplicemente connesso) e cornunque fossero le funzioni 
date al contorno, purohé si avesse che i moduli di w e w, si mantenessero in 
tutto il campo sempre inferiori ad un numero finito e si avesse che la u e 
la u, si comportaecsero egualmente coll'awicinarsi a tutti i punti di una por- 
zione del contorno, e la v e la v, si comportassero pure egualmente avvici- 
nandosi alla porzione rimanente del contorno. 
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6 Vo 1 t e r  r a : Hopra alcune condizioni caratteristiche 

III. 

Ammessa l'esistenza di una funzione w = zc+ i v  della variabile complessa z 
avente il modulo sempre inferiore ad un numero finito monodromo e continuo 
in tutti i punti di un campo semplicemente connesso S che supporremo per 
semplicità avere il contorno s costituito da un numero finito di pezzi di curve 
analitiche (*) e ammesso che la w possieda la derivata prima finita e gene- 
ralmente continua anche al contorno di 8, cerchiamo di determinare la w co- 
noscendo in un pezzo A del contorno la u e ne1 pezzo B rimanente la u. 

Eseguiamo percib la rappresentazione conforme del campo S sopra il quarto 
di piano g= 5' + iul dalla parte delle t e ul positive in modo che, essendo 
l'origine degli assi [ e v ,  al pezzo del contorno A corrisponda l'asse r]+ooQ e 
al pezzo B l'asse QE+,. Questa rappresentazione conforme si eseguisca me- 
diante la funzione di variabile complessa 

r = T(X) 

che B in tutti i punti del campo delle z monodroma finita e continua e di cui 
1' inversa 

x = x(r) 

è pure in tutti i punti del quarto di piano monodroma finita e continua e al 
contorno possiede una derivata filiita e generalmente continua. 

Della funzione 

w [z (tll 
definita corne funzione monodroma finita e continua in tutti i punti del quarto 
di piano T e che ammette al contorno una derivata finita e generalmente con- 
tinua si conosce il valore della parte reale 

lungo l'asse delle v ,  e il valore della parte immaginaria 

p u  
(*) Vedi SCHWARZ: Ueber cZie Integration der partiellen DiffereratialgZea'c7lung - + - - 

a g  a 2 / z - 0  
unter corgeschriehenen Grenz-und Unstetigkeifsbedilagungen. Monatsberichte der K. Akademie 
der Wisscnschaften zu Berlin, October 1870. 
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delle ficnxioni di una variabile cornplessa. 7 

lungo l'asse delle 5 ;  conosciamo quindi al contorno, lungo l'asse delle q :  

e lungo l'asse delle 5 : 

Ma - è la parte reale della funzione di variabile complessa 
a v  

quindi conosciamo 
torno del quarto di 
del contorno stesso. 

di questa funzione il valore della parte reale lungo il con- 
piano, dato come funzione generalmente continua dell'arco 
Poichè ora si sa eseguire la rappresentazione conforme del 

dw quarto di piano ne1 circolo, potremo determinare il valore di i- in ognj a<  
punto del quarto ,di piano a meno di una costante additiva. Il valore di questa 

dw 
costante dovrà scegliersi in modo che i - si annulli ne1 punto C = oo perchè 

d t  
d w  abbiamo supposto che la w sia sempre finita. Determinato cos1 il - si otterrà 

a d r 
con una quadratura il w(<) e quindi la funzione richiesta w[<(z)]. 

IV. 

Applichiamo questo metodo al caso in cui il campo S sia un circolo di 
raggio 1. Per potere applicare il metodo generale che è stato indicato, alle 
funzioni date a e v dovremo imporre le seguenti condizioni: 

1." che esista una funzione di variabile complessa che verifica alle con- 
dizioni volute al contorno e nell'interno del cerchio; 

2." che le due funzioni date al contorno siano continue ed ammettano ri- 
 petto all'arco del contorno una derivata finita e generalmente continua. 

Risolveremo il problema sotto queste due ipotesi; perb trovata la formula 
risolutiva determineremo direttamento le proprietà della funzione di variabile 
complessa che risulta senza fare alcuna ipotesi sopra i valori dati di u e di v 
e .cosi verranno a togliersi la maggior parte delle condizioni imposte alle u e 
alle v stesse. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



,$ V o  Z terr a : Sopra alcane condizioni caratteristiche 

La formula che dà la rappresentazione conforme del citcolo di raggio 1 si- 
tuato ne1 piano delle x su1 mezzo piano situato dalla parte delle Y positive 
ne1 piano delle Z B 

2- 2 0  z=- 
2- Z'o 

in cui Zo e Z', sono valori complessi coniugati e avendosi 

La rappresentazione conforme del mezzo piano delle Z su1 quarto di pisno delle 
situato dalla parte delle 5 e q positive viene data da 

quindi 

per la 

si ha: 

rappresentazione conforme del circolo su1 quarto di piano. 
Sia O =  AB l'arco del circolo nei punt,i del quale é conosciuta la zc, pren- 

diamo per asse delle x la congiungente il centro col punto estremo A, (l'arco 
A B  essendo contato in senso positiro); siano p e o le coordinate polari di un 
punto del piano del circolo quando si prenda per origine il centro del circolo e 
l'asse x per asse polare. Pel modo col quale deve farsi ne1 nostro caso la rap- 
yresentazione conforme del circolo su1 quarto di piano, le 2, = eix e Z', = e-iA 
si determineranno mediante la relazione: . 

Se ne deduce che al punto del contorno del circolo x = eia corrisponde il va- 
lore di t: 

(*) Vedi CHRISTOFFEL: Sul probletna delle temperature stazionarie e la rappeaenlazione 
di  una data superficie. Annali di Matsmatica, serie II, t. 1, pag. 94. 
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delle funxioni d i  ana variabile cornplessa. 9 

quindi per x=eia e w < 8  si ha: 

per x=eia e ~ ) e  si ha: 

9 ?=o. 
W 

sen - 
2 

Di qui si deduce inversamente che per < = i v ,  

Della w(x), conosciarno u(o) per w < 8 e v (a) per w > 8 quindi della w [ ~ ( r ) ]  
conosciamo lungo l'asse v la parte reale 

e lungo l'asse 5 il coefficiente della parte immaginaria 
8 

v[.arcotang cos - - E Z  1, 
quindi lungo 1' asse delle q : 

Awaali di Matematka, tomo XI. 2 
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1 O Vo 1 terra : Sopra alcvne condizioni caratterz'stieke 

e lungo Passe delle E 

Poniamo 
. dzo 

=W(Q 

e consideriamo la funzioire 

wi Cc (dl. 
Il valore della parte reale zc, di questa funzione al contorno del circolo sarà: 

per w < O  

e per o>B 

quindi essendo x un punto interno al circolo: 

in cui C è una costante (*), e poichè per x=  1 si ha g=oo, cosi: , 

a9u as.- (*) SCRWARZ: Ueber die Integration der partiellen Differentia2gleichung - + - - O 
a x e  a y 2  

für die Flücke eines Kreises. XV Jahrgange der  Vierteljahrsschrift der Naturforschenden 
Gesellschaft in Zürich, s. 123. 
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delle funziorti d i  una variabile cornplessa. 11 

onde : 

0 

Ma si ha: 

quindi : 

e integrando : 

in cui Cl B una costante. Eseguendo una integrazione per parti si trova, Cz 
essendo una costante, 

* --- 
\I(s-eiO)(z- 1 )  ^O e 

.(: 3 
w=- 

2 n J 44 du + 
O (I - @) \Iseo (R+F: 
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12 Votterra? Sopra alcane condizioni caratterisliche 

in cui f(o) e f,(w) sono funzioni reali della variabile reale w, finite e atte alla 
integrazione. Per valore della espressione d(z - eie) (z - 1), fisseremo quello de- 
finito dalla relazione 

In ordine a quello che abbiamo detto sopra, studiamo, senza occuparci del 
modo con cui siamo giunti a determinarla, le proprietà della funzione della 
variabile complessa z : 

Si riconosce subito che la w è una funzione finita monodroma e continua 
in tutti i punti interni al cerchio di raggio 1, e che almeno quando la u e 
la v sono continue ed hanno la derivata finita e atta alla integrazione, veri- 
fica ce,rtamente alla condizione di mantenersi finita anche avvicinandosi ai 
punti del contorno. 

Per vedere le proprietà della funzione w quando la z si avvicina al con- 
torno del circolo ci serviremo di un teorema del sig. Du BOIS-REYMOND (*) 
relativo agli integrali definiti che sono atti a rappresentare analiticamente 
una funzione (**). 

Chiamiamo rispettivamente con R(A) e I (A)  la parte reale e il coefficiente 
della parte immaginaria del numero complesso A. Avremo ponendo: 

= reia ( r < i )  

i[; - ;) 
i ( a - & ) ( ~ -  i j  Je f (4 

0 
w(x)= - 

2 x  W 
d o +  

o (.e - eiu) \/sen (+) Ben - 2 

2 --- 

(*) Vedi: Du BOIS-REYMOND, vol. 79, BORCBARDT'B Journal, e prof. ULISSE DIBI: Serie di 
Fourier ed a2tre rappresentaaioni analitiche di una ficnziopze di variabile reaale, pag. 41. 

(*) Faccio notare che il metodo che verrh ora adoperato potrebbe servire utilmente 
anche in altre analoghe verificazioni di proprieth ai limiti di funzioni note. 

(1) 

(z -e io)(z -  1 )  2~ e 
.(: 1) + 2 x  ,[ f&) d w  

e (a- eia)\/sen ($)en: 1 
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delle funzioni d i  una variubile cornplessa. 13 

che : 

- 
quindi : 

Ne segue che supponendo 

lim R 
r=l r=l 

e per conseguenza: 

lim R 
u=l  

se w, e o, sono ambedue maggiori oppure ambedue minori di a. 
Inoltre si ha che 

si mantiene sempre negativo finchè si ha in valore assoluto 

Di qui si deduce immediatamente supponendo e > a > O e supponendo inoltre 
che ne1 punto u la u(w) non abbia discontinuità di seconda ~pecie: 

i[; + ;) 
f ( ~ 1  e f ( a + O ) + f ( ~ - O )  Fz'[/i-r71j sen - sen - 2 g - e i a  dm]=--- (se:- O-a  a 

2 2 
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14 Vo 2 terra : Sopra ulcune condizioni curatteristiche 

Di più si ha in valore assoluto 

essendo M e Mo numeri finiti, e :  

lim 
v ( z - e i e ) ( ~ -  1) = 2 /sen (?)sen - a , 

r = ~  i ( s+4)  2 
e 

quindi avremo per 
e>a>o 

che : 

Analogamente si trova supponendo 2 R > a > e : 

i(: + :) 
e 

O 
(a- 8") i S e n  (y) sen y 

in valore assoluto, Mi essendo un numero finito, e poichè in questo caso 

lim f ( z - e i b ) ( a - l )  =- 
r=l e i(r+i) 2i /- 

cosi sarà: 

z --- 
e 

a(; I) n+ 

(2 -e i* )  sen-sen- 
2 
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delle funzioni di una variahile cornplessa. 15 
a 

Se 8 ) a ) O  si ha: 

in- valore assoluto, M2 essendo un numero finito; quindi: 

\I(z - e") (z - 1) la" fi (&) 
e 

r= 1 
O sen - 2 

Se 2 ~ > a > O  e a non è un punto di discontinuità di seconda specie della 
v(o) si trova: 

+ O)'+ fi ( x  - 0) 
r=l  a-8 a sen - 

2 
sen - sen - 

2 2 

i[; + ;) 
e 

<M310g(l-r)+ M, 
( z  - ei*) / sen - "," sen - 

2 

in valore aseoluto, M3 e M, éssendo finiti, e siccome 

J(z-eie)(z- 1) 
lim -- - 
r=l i[;+:) 

e 

cos1 sarà: 

La  w(x)  data dalla (1) B dunque m a  funzione che in ogni porzione 'tutta 
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16 V o  1 terra : Sopra alcune condizioni caratteràstiche 
6 

interna al circolo che si considera si mantiene sempre finita monodroma e con- 
tinua; awicinandosi ai punti (R, a) dell'arco 8 del contorno nei quali la f(o) 
non ha discontinuith di seconda specie (gli estremi esclusi) secondo i raggi vet- 
tori che vanno ai punti stessi, la parte reale della funzione w(z)  tende verso 
la media dei valori del limite a destra e di quello a sinistra dei valori della 
u(o) ne1 punto a; avvicinandosi ai punti (R, a,) della porzione rimanente del 
contorno nei quali non si hanno discontinuità per la f,(o) (gli estremi esclusi), 
sempre nella direzione dei raggi, il coefficiente, della,,parte immaginaria di 
w(x) tende verso la media del limite a destra e di quello a sinistra dei valori 
della f, (o) ne1 punto a,. 

Si rieonosce dunque cos1 il modo di comportarsi della w(z) in tutti i punti 
del contorno, esclusi quelli in cui la f ( w )  O la fi(o) hanno discontinuità di se- 
conda specie e gli estremi dell'arco 8. 

Si noti ora, corne pub verificarsi applicando le considerazioni precedenti, 
che in tutti i punti dell' intervallo (A, p) interno all' altro (A,, ,u,) (8>p, > A, > 0) 
in cui la f(o) si mantiene sempre continua, la parte reale della w(x), awici- 
nandosi la z ai punti del contorno lungo la normale, tende con continuità ed 
in egual grado verso i valori della f(o). Se ne conclude che la parte reale 
della w(z) è continua assolutamente nei punti eia(p>a>A) del contorno. Una 
analoga proprietà si ha per la parte immaginaria della w(z). Si ha dunque 
che, quando la f(o) e la T (w) sono continue ed ammettono la derivata, pub 
dirsi che la w(z) data dalla (1) è l'mica funzione che si mantenga finita e 
abbia la parte reale e la parte immaginaria che prendano al contorno con 
continuità, rispettivamente i valori f ( w )  e p(o), l'una fra O e 8, l'altra fra 8 e 27~. 

VI. 

Consideriamo ora la funzione : 
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delle furexioni di  una variabils complessa. 17 

in cui f(w) e ~ ( o )  sono funzioni reali dell'argomento reale w finite e atte alla 
integrazione, e C è una costante reale. 1 valori dei radicali saranno fissati per 
mezzo della stessa relazione che ha servit0 al10 stesso scopo ne1 paragrafo 
precedente. 

La w,(x) è sempre finita monodronia e continua in ogni punto interno al 
cerchio di raggio 1. 

Poichè si ha identicamente : 

si vede che la parte rede  della w,(z) coll' avvicinarsi della x= reia ad un 
punto del contorno (1, cc,), 8>a,>0 [la f(o) non avendo discontinuità di 
seconda specie ne1 punto a,] tende verso 

Ora, il campo di variabilità della 5 pub evidentemente essere esteso oltre il 
circolo di raggio 1 senza che la funzione 

sen - 
2 

cessi di mantenersi finita monodroma e continua in tutti i punti interni al 
campo, purcl& seguiti ad essere un pezzo del contorno di esso l'arco (0, 0) 
del circolo di raggio 1 ; si ha quindi, poichè la w,(z) è reale nei punti del- 
l'arco (8,  27r) del circolo di raggio 1, che per 2x>cc>8 

Annali di ~Vatemafica, tomo XI. 
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18 Vo 1 t e r r a  ; Sopra alcane eondàzïolei caratteristiche 

Ma per r<l:  

e si ha, essendo 2 n> u > O ,  [la rf (o) non avendo discontinuità di seconda specie 
ne1 punto U]  

in valore assoluto, P e Q essendo numeri finiti, e finalmente: 

per conseguenza essendo 2 n > a> B 

a a lim 7 1 R [W (z)] 1 = lim bdT IR [zo,(z)] = 'P 
( ~ + O ) + c p l a - O )  

r = l d 1 -  r= 1 2 

Si ha dunque, corne facilmente si poteva prevedere, che la formula (2) ci 
dà una soluzione del problema di determinare una funzione di variabile com- 
plessa finita monodroma e continua in  tutti i punti interni ad un cerchio, di 
cui è noto il valore della parte reale in una porzione del contorno e nell'altra 
B noto il valore della derivata rispetto alla normale al contorno della parte 
reale. 
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delle ftsnzioni di acna variabile cornplessa. 19 

Col separare la parte reale dalla parte immaginaria nella (2) si ottiene la 
soluzione del problema di determinare una funzione U di due variabili reali 
finita monodroma e continua in tutti i punti interni ad u s  cerchio, che verifica 
1' equazione differenziale : 

A2U= O ,  

quando si conosca in una porzione del contorno il valore della funzione e nella . 
porzione rimanente il valore della sua derivata rispetto alla normale al con- 
torno. 
. Col fare nelIa (2) O =  2 x  si trovano le note formule della teoria della inte- 

grazione della equazione dPU= O (*). 

VII. 

La formula trovata (1) ci fornisce immediatamente per analogia la soluzione 
di un problema più generale di quello risoluto. 

Suppongasi che di una funzione della variabile complessa x ,  definita come 
funzione finita monodroma e continua in tutti i punti di un circolo di raggio 
1 si conosca il valore della parte reale u data come funzione del17arco w del 
contorno da1 punto O al punto e,, il valore del coefficiente v della parte im- 
maginaria da1 punto 8, al punto 8,, quello della parte reale da1 punto 8, al 
punto es, eco. Finalmente cjuello del coefficiente della parte' immaginaria da1 
punto BOk-l al punto 2 ~ ;  si tratta di determinare la funzione di variabile com- 
plessa. 

Consideriamo la funzione : 

(*) Vedi SCDIVARZ, terza opera citata. 
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in cui 13, = 0, 02k= 2 n ,  u ~ ( w )  è una funzione definita fra O, e O,,, d t a  alla 
integrazione e vp(w) è una funzione definita fra 82p+3 e 02rp+, pure att.a alla 

2k 

integraxione. Per valore della espressione - ei8s) fisseremo quel10 

defiriito dalla relazione 

La ~ ( x )  è una funzione di x monodroma finita e continua in ogni porzione 
tutta interna al circolo d i  raggio 1; vediamo corne si comporta al contorno; 

Si  ha analogamente a quanto venne trovato precedenternente supponèndo 
x = r ei" (Y < 1) 

e quindi se 6 ' ) a )  61" 

e per conseguenza se e" e 8" sono ambedue minori O ambedue maggiori di a 

Di più è da osservare che 

7r espressione che in valore assoluto, se o -a < k9 è eempre negativa. 

Cib premesso si ha srrbito, poichè: 
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delle funxbni di una variah2e cowaplessa. 31 

se il punto a è compreso fra Bep e O,, (gli estremi esclusi) e non è un punto 
di discontinuità di seconda specie per la funzione uP(w) ,  mentre 

se il punto a non è compreso nell'intervallo (Oz2,  ezP+,) nè coincide cogli estremi 
di questo. 

Si ha inoltre in valore assoluto: 

Sa e Ta essendo numeri positivi finiti per tutti i valori di a diversi da e 
8y+, qualunque sia il valore di r. 

Ora se a è compreso in un intervallo della forma ( O z q ,  si ha 

mentre se u è compreso in un intervallo della forma (Q,,,, Q,,,,) si ha invece 

Ne segue che: 

lim R 
r=l  
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2 2 Vo 1 t e r r a : Sopra alcune condizioni carattwistiche 

se a è compreso nell'intervallo (O,, 8,+,) (gli estremi esclnsi) e non B un punto 
di discontinuità di seconda specie per la u,(o); 

se a è un punto dell'intervallo (Ong, ezq+,) q $ p ;  e 

se a è un punto dell'intervallo (e,q+,, e,,,) ( q z p ,  esclusi i punti 8, e e,,,). 
Analogarnente si trova poichè : 

2k s - W  

- n, sen > 0, 
1 

per w compreso fra 82p+i e B2p+e ,  che: 

se a è compreso fra O,,, e O,,, (gli estremi esclusi) e non 
discontinuità di seconda specie per la funzione vp(m), mentre 

è un punto di 

se u è un punto esterno all'intervallo (O,,,, O,,) e non coincide cogli estremi 
di questo. Di pih si ha in valore assoluto 

S', e T', essendo numeri finiti positivi per qualunque valore di r, essendo cc 

1c 
i T b  + a )  

O 2 P - t  2 

I *P (0) e d m  <S1,log(l - r)+ T', 
[I, ,/- rs  (-1 zk - eiku 
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delle fulzzioni di urza variubile complessw. 2 3 

differente da O,+, e e2p+2. Ne segue Che: 

se il punto a è compreso fra e, e O,,,, (questi due valori esclusi) e vp(w) non 
ha discontinuità di seconda specie ne1 punto U ;  

2k O,+, i k  l 

lim I - \/(- q k n ,  (z - @ a )  1 
i i L k  

'2pti  

per u compreso in un intervall? (Q24+1 y Zp ; 

per u compreso in un intervallo (QZq il punto u essendo perb differente 
dagli estremi. 

Abbiamo dunque che la w ( z )  gode della proprieth che avvicinandosi il punto x 
lungo la normale al contorno ad un punto di questo appartenente ad un arco 
(e2p, e2p+,) (gli estremi esclusi) tale che la funzione u,(u) in quel punto non 
abbia discontinuità di seconda specie, la parte reale della w(a) tende con con- 
tinuità verso la media del limite a destra e del limite a sinistra dei valori 
della %(a) in quel punto, mentre avvicinandosi il punto x, sempre lungo la 
normale al contorno, ad un punto di questo appartenente all'arco (e,,,, , e,,,) 
(gli estremi esclusi) tale che la vp(w) non abbia in quel punto discontinuità 
di seconda specie, il coefficiente della parte immaginaria della w(z) tende con 
continuità verso la media del limite a destra e del limite a sinistra dei valori 
della v,(w) in quel punto. 
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24 'Volterra: Sopra alcune condkionz" caratteristiche 

VIII. 

Dalle formole trovate si possono dedurre subito le soluzioni dei problemi 
analoghi a quelli ora risoluti per il cerchio, ne1 cas0 generale di aree piane 
semplicernente connesse di ciii si conosce la rappresentazione conforme ne1 cer- 
chio. Alla conoscenza di questa rappresentazione pub sostituirsi, corne è noto, 
quella di una funzione reale, monodroma e continua che si annulla al contorno, 
in un punto interno qualunque diviene infinita di ordine logaritmico rispetto 
alle distanze da questo punto, mentre in tutti gli altri si rnantiene finita, e 
verifica di più l'equazione A" 0 (*). La determinazione di questa funzione 
corrisponde a quella della funzione di GREEN (**) per un punto qualunque del 
campo. 

Se per un dato campo S ne1 piano = E + i q ,  la funzione di GREEN di un 
certo punto P corrispondento al valore 5, di 5 è u(41), e 

e u,(Eq) + i ~ , ( t ; ~ )  è unn funzione monodroma finita e continua della 5 in tutti 
i puiiti interni del campo che si ottiene aggiungendo al contorno o di S una 
linea situata tutta internamente a questo campo che non taglja sè stessa ed 
unisce P con un punto di o, si otterranno subito per il campo 8 le soluzioni 
dei problemi analoghi a quelli risoluti ne1 caso del cerchio sostituendo nelle 
formole (l), (2), (3) in luogo di x 

e u,[i(o), q(t~)] invece di o, intendendo con 5(a) e q(cr) i valori di 5 e q ne1 
punto 5 del contorno di S. 

Con un metodo analogo a quel10 adoperato per risolvere il primo problema 
propostoci potrebbe risolversi il segiiente : 

(*) Vedi RIEMANN: Disserfazione inauguraze. Annali di Matematica, serie 1, t. 2, pag. 353 
e la seconda Memoria già citata di SCHWARZ, pag. 787. 

p D  8% 
(**) Vedi C. NEUMANN: Itategration d ~ r  partielzen Differentialgleiehung -a- + 7 = 0. 

ax ag 
, Giornale di BORCEARDT, t. 59. 
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Determinare una funzione w = u $ i v  della variabile complessa. a, monodroma 
finita e continua in tutti i punti di u n  cerchio di' kaggio 1 (il contorno in- 
c lus~)  e che nei ponti d e l l ' a b  (O,, O,;$ del cont tno verifichi alla condizioie 

supponendo la circonferenza del cerchio diuisa .in rz parti, essendo A, e B, 
numeri reali variabili con p soltanto e-F (O )  una funzione reale finita, con- 
tinua, Bvente la deriveta finita s continua. . 

Eseguiamo percib )a rappresentazione conforme (il che pub sempre farsi 
quando si supponga 1 2 3 2 )  del cerchio nel piam a, enbo un poligono chiuso 
ad un solo strato e semplicemente connesso ne1 piano t in modo che all'arco 
(O,, O,,,) corrisponds un lato' del. poligoqo -amnte per equazione 

Sia 
Apt  4 Bpq= Cost (*). 

. 3  

z =. x(r> 
l a  funzione che d& questa rappresentwione L conforme; poniarno: 

L'arco 8' d d  coptornd del'cërhhio pub considerarsi corne una funzione del 
corri$pondente contorno s del poligono; determiniamo il valore di 

~ r e  (~13 
d s 

- ) Y 1  F. 
per i valori sp di s corrispondenti ai puati del lato del poligono (gli . 
estremi esclusi). 

nali di Matematica, serie II, t. 8. 

Annali di Matematka, tom0 X I .  4 
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26 Vo 2 ter r a : Sopm alcune condkz'oni cairatteristz'che 
/ 

onde 

S i  ha dunque che la parte reale della funzione di variabile complessa 

al contorno del poligono (i vertici esclusi) è data da 

e nei vertici se diviene infinita & di ordine inferiore ad un numero minore di 
uno. Ne segue che la parte xeale della funzione w, [((z)] nei punti interni al- 
l'arco (O,, e,,,) del contorno del circolo è: 

e se in qualche punto del contorno diviene infinita, B di ordine inferiore ad 
un numero minore dell'unità, quindi per mezzo di note formule si pub deter- 
minare in tutti i punti interni al circolo il valore di 

e per conseguenza mediante una quadratura quel10 di W. 

Non starb a sviluppare 1s soluzione del problema col metodo precedente, 
perchè ne darb ora un altro per mezzo del quale si risolve un problema più 
generale, cioè di determinare quali sono le funzioni 

w(x)=u+iu 

che nell'interno di un dato campo si mantengono sempre monodrome, finite e 
continue ed avvicinandosi ad un punto qualunque s del contorno (escluso al 
più un gruppo di punti di prima specie ri l ,  a, .. . a,) lungo l a  normale al con- 
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delle funzioni di una variabile cornplessa. 27 

torno in quel punto, sono tali che 

f(4. t d s ) v  

tende con continuità verso un limite @(s). Le funzioni f(s) e ~ ( s )  sono reali, 
finite e continue, colle derivate prime e seconde determinate, atte alla integra- 
zione ed inferiori -ad mi numero finito in tutti i punti , escluso un numero 
finito di punti; ammetteremo inoltre che f(s) e p(s) non siano mai zero con- 
temporaneamente e se s, B un punto [O (s,s'J è un tratto] in cui la y(s)  si 
annulla, la ~ ( s )  non cangi segno coll'attraversare il punto si [O il tratto (s,st4)]; 
supporremo che la f(s) non sia mai negativa. 

L a  funzione O(s) B reale, finita, ed escluso un gruppo di punti di prima. 
specie con degli intervalli di cui la somma è arbitrariamente picbola, risulta. 
in tutti gli jntervalli rimanenti continua e con estremi oscillatorî (*) inferiori 
ad un numero finito. . 

Fra i punti O,, c,. . . o, -eschsi in principio si intendano compresi quelli di 
singolarità delle funzioni f(s), y(s) e O(s). 

Premettiamo 1s dimostrazione dei seguenti teoremi: (**) 
1.' Se la funzione F(9) definita fra O e 2.r é finita e continua nell7in- 

tervallo (6, - E, 6, + E) E < - e di più nello stesso intervallo ha gli estremi 
- -- - ( 2 

oscillatorf sempre inferiori in valore assoluto ad un numero finito positivo M, 
mentre fra O e 6, - E ,  e + E e . 2 ~  15 atta alla integrazione, anche ridotta a i  
suoi valori assoluti, il moddo della funzime di variabile complessa 

definita nei punti x del cerchio di raggio R dalla formula: 

si mantiene sempre inferiore ad un numero finito in un intorno del punto 
(R, e3- 

Infatti sappiamo che' la zc coll'avvicinarsi di x a Reie tende con continuità 
verso F(9,); esiste dunque un intorno del punto (R, O,) in cui la u si mantiene 
in valore assoluto inferiore ad un certo numero finito; abbiamo poi ponendo 

(*) Vedi Dm: Fonda~rrenti per la teorica delk ficraziofii di cariabili reali, pag. 190 e seg, 
(**) Alcuni di questi lemmi sono analoghi a teoremi dimostrati da1 prof. Dra1 nella sua 

?dernoria: Sul17equazéone A'u = O. Annali di Matemrtiea, a. II, t. 8. 
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x = reia, F(u) essendo finito : 

8 
a r a  finché la a 6 compresa nell'intervallo si ha in valore 

N essendo un numero positivo finito. 
Bbbiamo inoltre in valore assoluto per p sempre çomprescr fra gli atessi 

limiti 

e4+cF(O)-F(a) 8'-a Rrsen ( a - 8 )  
sen (O - a) R" j - rs - : !Rrcos(a-8)  do< 

0 ,  - f  

in cui M è un numero finito. Quindi in valore assoluto: 

Ne segue, che il modulo di w(x) in un intorno del punto Reiel si mantiene 
infériore ad un numero finito, corne volevasi dimostrare. 

2." Se la funzione F (O), defiaita fra O e 2 n, nell' intervallo (8 ,  - e, Pd) (gli 
estremi esc.lusi) è finita e continua ed ha gli estremi oscillatorf hferiori ad 
un numero finita e nell'intervallo' (O,, 8, $- E )  gode delle stesse proprietà, men- 
tre ne1 punto 8, ha una discontinuità di prima specie avendosi 

di piS negli intervalli (O, Bi  - E )  e (Oi + E ,  . 2 ~ )  è atta alla integrazione, anche 
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ridotta ai suoi valori assoluti, la funzione della varialile corhplesss z 

w = u + i v  

definita dalla relazione 

per tutti i valori di z nell'interno del oircolo di raggio R, ne1 p n t o  BeiBi= 5, 
- 

?ci diviene infinita come la funzione -log+ + go), cioè : -" 
$7 

si mantiene finita in un intorno del punto (R, 83. 
Esiste infatti un intorno del punto O,, tale che per 9 compresa in questo 

intorno la parte reale ,di w,(Reie) & sempre finita continua ed ha gli estremi 
oscillatorl sempre inferiori in valore assoluto ad uo' numero positivo finito. 

3." Se la funzione F(B) definita fra O e 3 TF é ,finita 8-  continua nell' in- 
teraallo (8,-E, B i + € )  ed ammette in tutti i punti di,questo intervallo una 
derivata F'(8) determinata, inferiore in valore assoluto ad un numero finito e 
atta alla integrazione, e negli intervalli (O, Bi- E) e (B i+~ i  2 ~ )  la F(B) b atta 
alla integrazione, anche ridotta ai valori assoluti, 1d funzione-Cii variabile com- 
plessa : 

definita per tutti i valori di t nell'interno del circolo di raggio R, coll'awi- 
cinarsi di  z lungo la normale ai contorno al punto Reie, tende con continuità 
verso un valore determinato e fipito. Se prendiamo pes valori della w(x)  al 
contorno del circolo 'i iimiti (quand0 esistono) verso cui tende la funzione w(x) 
coll'awicinarsi ai punti del contorno lungo la normale, avremo che nei punti 
-j2eia (pei quali e, + E )  a )  e,, E) la w (2) gvrh valori determinati e finiti g 
,sarh q ~ t i p u a  e monodroma, i > 

Jnfatti pppiamo ihe  la zc coU1ayvicinarsi della z al punto ReisLrlungo la 
normale tende con continuità verso F(8,); dimostreremo che anche la u tende 

-verso; un (imite determinato e finito. 
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La funzione 

è finita e continua per tutti i valori di r da O ad R (R incluso). Abbiamo poi : 

quantità che si mantiene, per tutti i valori di r compresi fra un certo valore 
r'>O e R,  sempre inferiore ad un numero finito. Ne segue che 

b4+s  Rrsen(8 -8,) 1 F(e) fP + ra - 8 Iiroos (0 - Bi) 
de 

e l - c  

eoll'avvicinarsi di r a R tende verso un limite determinato e finito e quindi 
anche v ha un limite pure determinato e finito per r = R. Si vede analoga- 
mente che esiste sempre un limite determinato e finito per wb, a) quando r 
tende verso R e 8,+~>a>O,-e. 

Se il limite superiore dei valori di F'(6) nell' inter~allo (Bi - E ,  Bi + E )  é M 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle fuaxioni di  una variabile compZessa. 31 

si ha in valore assoluto: 

lim I s 1 + e ~ ' ( ~ ) l o g [ ~ 2 + r 2 - 2  ~ r c o s ( 8 -  u)]d~- 
r=R 

31 - ~ " ' + ' ~ ' ( B ) l o ~ ( ~ ~ + r ~ - 2  ~ rcos (e -a ) lde (2  - ( E  r +r)(R-r). 
O4-a 

Cib prova che la funzione u è continua nei punti (R, U) e quindi anche w è 
continua negli stessi punti. 

4.' Se oltre tutte le condizioni imposte ne1 teorerna precedente alla E'(Q 
si pone che nell'intervallo (Bi - E ,  Bi + E )  essa possieda la derivata seconda de- 
terminata inferiore ad un numero finito ed atta alla integrazioiie, avremo che 
la v (R, a) per B,+ E >a>Bi - E ammetterà una derivata determinata, finita e 
continua rispetto ad a. 

Abbiamo infstti in valore assoluto; se r ' < F ,  

il che prova, che 

("+- log[R2+r2-2 Rroos(8-a)]dB 
8,-a' 

pub rendersi, qualunque sia r ,  inferiore ad un numero piccolo ad arbitrio im- 
picLcol.endo sufficientemente É. Si ha dunque che: . . 

e per conseguenza: 

1 .  
+ - [F(B, + E ) - F ( ~ ,  - E)] log 

2 . i ~  

1 
(9) Questa formula prova, indipendentemente dalla dimostrazione già fatta, la seconda 

parte del teorema precedente. 
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Ora : 
o i + c  

$ (a) =l F1(9) log 
04-c 

il che dimostra che esiste la derivata d i  +(a) rispetto ad cc ed è data dalla 
funzione continua: 

Ne segue che v (R ,  U )  possiede una derivata determinata finita e continua 
rispetto ad u per O + ~ > a > 9 ~ -  E .  

Evideiitemeilte questi teoremi si estendono' ad un gran numero di campi pei 
quali si ha  la rappresentazione conforme ne1 cerchio. 

XI. 

Cib premesso ne1 cas0 in cui si tratti di uno di tali campi, passiamo alla 
risoluzione del problerna enunciato. Consideriamo la funzione: 

- -. 

f + (s) = - arc0 tang - , 
'f (s) 

f (s) z 7C quand0 si prenda per '1' arc0 tang - il vdore  compreso fra - e + 5, e si 
a, (SI 

A z 
assuma arc0 tang 5 = * - in modo che la  +(s) risulti per tutti i valori di 9 
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s finita e continua, esclusi al p h  un numero finito di punti corrispondenti ai 
punti singolari di f(s) e ~ ( s )  in cui ha discontinuith di prima specie e fa saki 
inferiori in  alo ore assoluto a x. Indicheremo tali punti con si, s,... s, e i salti 
che in essi hanno I-uogo con ai ,  a,... a,. 

La  +(s) viene a possedere le derivate prime e seconde determinate e infe- 
riori ad un numero finito in tutti i punti, esclusi quelli di singolarità. 

Sarh dunque possibile determinare la wi(x) finita, monodroma e continua in 
tutti i punti interni al campo in questione e in tutti i punti del contorno, esclusi 
i punti s,, s,... s,, e tàle che al contorno la parte reale prenda con continuità 
i valori +(,Y) ~ i e i  punti in cui questa funzione è continua. Avremo inoltre che nei 
punti del contorno, esclusi si, s,... s,, la parte immaginaria, considerata come 
funzione dell'arco del contorno, possederà la derivata prima determinata, finita 
e continua. Nei punti si, s,. .. s, corrispondenti ai valori xi, N,... Zn di z la 
w,(i) diventerà infinita logaritmicamente, rispettivamente come 

ia, + -log (z - z,), 
7T 

Consideriamo la funzione 

w2(x) = u, + i v ,  = eiwi(s) ; 

essa sir& finita, diversa da. zero, continua e monodroma in tutti i punti in- 
terni al campo in questione, e sarà pure finita, continua, monodroma e diversa 
da zero in tutti i punti del contorno, esclusi i punti s,, s,. . . s,. Inoltre la u, 
e la v,, nei punti del contorno (esclusi si, s,. . . s,), considerate come funzioni 
dell'arco del contorno, possederanno la derivata prima finita e continua. In un 

intorno di uno qualunque dei punti singolari s,, avremo che (2-zp) "w,(x) 
si manterrà sempre inferiore ad un numero finito in valore assoluto e discosto 
da zero più di una certa quantità. 

' 

Indichiamo con x, i valori della x nei punti s del contorno, e con zc,(s) e 
o,(s) i valori di u, e v, negli stessi punti; avremo, per tutti i valori di s di- 
versi da si, s,. .. s,, 

mod ZC'%(&) 

i f  (SI + rgz ($1 Y (8) = u2 (s) 

in cui J radicali debbono intendersi presi col10 stesso segno di ~ ( s ) .  . 

Annali di Matematica, tom0 X I .  5 
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Ora poichè w,(z) è finita e continua in tutti i punti del contorno (esclusi 
i punti si, spr. .  8%) sari modw,(zJ una funzione finita e continua dell'arco 
di1 contorno esclusi i punti si, so ... S, nei quali se diviene infinita, 6 di or- 

U a2 U n  dine non superiore in valore assoluto ad $ 9  - - - 
7C 7C 

che hanno tutti un va- 

lore inferiore all' unità. 
Potrà dunque costruirsi una funzione w , ( 4  la quale sia monodroma, finita e 

continua in tutti i punti interni al campo e coll'avvicinarsi della x ad un punto 
qualunque s del contorno [esclusi i punti s,, s,. . . s, e quelli di discontinuità 
della @(s)] lungo la normale al contcrno, la parte reale tenda con continuità 
verso 

Nei punti si, s,. . . s,, la parte reale della w,(x), se diviene infinita sarà di 
srdine inferiore all'unità diminuita di un - numero positive. Inoltre poichè 
modw,(zs) considerata corne funzione di s possiede la derivata prima finita 
e continua in tutti i punti, esclusi si, s,... s,, e O(s), escluso un gruppo di 
punti di prima specie, possiede estremi oscillatorî inferiori ad un numero finito, 
la parte immaginaria di tu3(z) si manterrà inferiore ad un certo numero A ,  
coll'avvicinarsi a ciascuno dei punti s del contorno, esclusi si, s,. . . s, e i 
punti di singolarith della @(s). Tutte le funzioni della forma 

in cui C è una costante arbitraria reale, godono della stessa proprietà. 
Consideriamo la funzione 

essa sarà monodroma, finita e continua in tutti i punti interni al campo, e il 
suo modulo si manterrà inferiore ad un numero finito Afs variabile con s1 
avvicinandosi al punto s del contorno [esclusi i punti si, s,. .. s, e quelli di sin- 
golarità della 8 (s)] . Ora abbiamo : 

quindi awicinandosi ad un punto qualunque s del contorno [eschsi i punti 
si, s,. . . s, e quelli di discontinuità della O(s)] lungo la normale, avremo che 

tenderh con continuith verso X(s). Ma ec, e 9, tendon0 con continuith verso 
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%(s) a v, (s) , quindi: 
21 [% - G2 (41 - [v, - v 2  (s)] 

tenderà verso zero avvicinandosi al punto s del contorno lungo la normale. Ne 
segue che 

%%(S) - w ( s )  
tende con continuità verso X(s),  ossia 

19 (4% +f (s)v 
tende con continuità verso @(s). 

Cib prova l'esistenza di un numero infhito di funzioni che verificano le 
condizioni imposte e dà il modo di trovare un numero infinito di esse. E poi 
evidente che quando esistono delle funzioni w ( x )  che nei punti si, s,. .. s, di- 

7 C -  U n  vengono infinite di ordine inferiore a - diminuito di -un numero positivo 
X 

e negli altri punti singolari divengono infinite di ordine inferiore ad 1 dimi- 
nuito di un iumero iositivo, esse appartengono a quelle delle funzioni w(z) 
che sono date dalla espressione trovata 

w3(x)+Ci. 
(2) 

facile quindi vedere quali altre condizioni vanno imposte alla w affinch8 
resulti completamente definita. 

In ultimo è da osservare che se la @(s) oltre essere continua possiede la 
derivata prima atta alla integrazione ed inferiore ad un nurnero finito in tutti 
gli intervalli che si ottengono escludendo, con intervalli di cui la somma B ar- 
bitrariamente piccola, un gruppo di punti di prima specie, la w(z)  data da 

Ws (4 
in tutti i punti del contorno, esclusi si, s,. . . s, e i punti di singolarità della 
@(s), resulta finita e continua; e in questi punti, considerando la u e la v come 
funzioni di s, viene verificata la relazione: 

v ( s )  +vf(s)=0(s). 

XII. 

Pacciamo l'applicazione al caso del cerchio di raggio 1. 
Chiamiamo o 1' arco s del contorno, e poniamo x = reia. 
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Avremo : 

e per conseguenza : 

in cui C é una costante arbitraria reale. 
La soluzione del problema già risoluto per altra via ne1 $ IV, si ottiene 

subito da questa formula prendendo la funzione y(w) eguale a 1 fra O e 8 ed 
eguale a O fra 8 e 2  n ;  la funzione f (a) eguale a O fra O e 8, eguale ad 1 
fra e e 2% Si ottiene in questo &so che +(w) B eguale a O fra O e 0 ed B 

X eguale a - - 
2 

fra 8 e 2 n ,  quindi : 

0'- p 

sen - 
2 

- 
p 8-eiP sen - 
2 
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C =  @dp-I.n@M 
O 2 e sen - 

2 

si trova: 

i[; - ;) 
e 

p p-0 2-eeP 
e sen - sen - 

2 2 

Servendosi della formula (4) si potrebbe risolvere il noto problema, già riso- 
luto. con altri metodi, di determinare la rappresentazione conforme di un poli- 
gono in un circola (*). 

Il primo dei metodi esposti ($$ III e IX) per la risoluaione dei varî problemi 
trattati, non pub evidentemente estendersi al caso in cui si vogliano considerare 
dei campi molteplicemente connessi, essendo fondato sulla rappresentazione con- 
forme dei campi stessi entro un quarto di piano O un poligono semplicemente 
connesso. È molto facile vedere ehe il seeondo metodo esposto ($ XI) pu6 
invece estendersi a un grari numero di casi in cui si hanno dei campi moltepli- 
cemente connessi. Perb darb ora un altro metodo mediante il quale possono 
risolversi alcuni problemi analoghi a quelli già risoluti sulle funzioni di varia- 
bile cornplessa e sull' integrazione dell' equazione A2u = 0, e che pub applicarsi 
facilmente al cas0 di campi molteplicemente connessi. 

La U e la q, siano funzioni di due variabili x e y finite, continue e aventi 

(*) Vedi C E B I ~ T O ~ F E L ,  op. cit.; H. A. SCEWABZ~ Ueber einige Abbildungsaufgaben, BOB- 
CHAEDT'S Journal, Bd. 70; DINI: Sulla rappresentazione geogra$ca d i  una superficie su di 
un'altra. Annali di Matematica, S. II, t. 8. 
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le derivate prime e seconde pure finite e continue in tutti i punti interni ad 
un campo C a due dimensioni e in tutti i punti del contorno; la U e la (p 

verifichino inoltre P equazioni 

Se r é la distanza fra il punto ( x i ,  y,) interno a C e il punto (x, y), p è 1s 
normale diretta verso l'interno del campo, si ha: 

in cui l'integrale è esteso a tutto il contorno s del campo. Da questa for- 
mula si deduce se Am$ O, 

quando si supponga diviso in una maniera qualunque il contorno totale s negli 
intervalli s i ,  s 2 . . .  s~...; s t I ,  S' *... SI,,.  .. 

Se dunque si pub dekrminare la ip in modo che nella porzione Sm del con- 
torno si abbia: 

e nella porzione s', 
logr+g,=O, 

si avrà: 

e quindi basterà conoscere al contorno il valore di 
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negli intervalli Sm e il valore di U negli intervalli sr, per poter determinare 
la funzione U in un punto qualunque (x,, y,) interno al campo C. La  funzione 
q viene cos1 a calcolarsi analogamente a quella di GREEN e a quella del chia- 
rissirno prof. DINI (*). 

h facile estendere una proprieth reciproca della funzione di GREEN (**) alle 
funzioni che abbiamo ora considerato. Indichi infatti r' la distanza di un punto 
(x,, y,) interno a C da1 punto (x, y); sia una funzione che rispetto al punto 
(x,, y,) goda delle stesse proprietà della p rispetto ad (x, ,  y,). Avremo: 

Ora osservando che si ha 

nei tratti s, si ha: 

e nei tratti s', si ha 

si ottiene 

(*) Vedi DINI: Sa una funzlone ana1og.a a quella di  Green, Nota letta alla Reale Acca- 
domis dei Lincei il 6 febbraio 1876. 

(**) Vedi NEUMANR, Hemoria citata. 
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Ma B facile dimostrare che 

quindi 

XIV. 

Se TI + i V è m a  hnzione della variabile cornplessa x + iy  monodroma, finita 
e continua in tutti i punti del campo C, (il contorno incluso) si ha, ricor- 
dando che: 

2u -- --- a~ av, 
as 

e integrando per parti: 

quindi : 
ale,, U(G, y, )=&s[~(~%+ g)- u(=+ g ) ] d s =  

S 

Se è possibile determinare la (p in modo che negli intervalli sm verifichi le 
relazioni 

(*) L a  funzione del prof. DINI gode al pari di quella di GREEN e delle funzioni ora con- 
eiderate d i  u n s  proprietà reciprocs. Essa pub dedursi .irnmtklia€amente da ad teorema di- 
moetrato nella mis  Nota: Sopra una ïegge di rec@rocitb nella distribwiolle del cabre e 
delle corrcnti galvaniche costanti. Nuovo Cimento, s, III, t, 11. 
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e negli intervalli s', verifichi lfa,ltra 

Sm 

1 - - 27c q ù  r+ + @)as. 
8 r 

a~ 

' AmP+BmU 

Cib prova che basterà conoscere nei tratti s, del contoriio il valore di 

e nei tratti stn il valore di U per poter determinare in tutti i punti interni al 
campo C il valore .di LT. 

Quando si sia determinata la U mediante la (5) O la (6) si avrà, subito la 
V per mezzo delle note relazioni 

XV. 

Applichiamo le formule trovate ne1 5 XII1 al caso in cui il campo C sia 10 
spazio compreso fra due cerchi concentrici di raggi R e Ri (R>R,)  e si voglia 
determinare la U conoscendone i valori su1 cerchio di raggio Ri e conoscendo 

i valori di - sul cerchio di raggio R. Basterà percib determinare una fun- 
ap 

zione q monodroma, finita e continua insieme alle derivate prime e seconde 
ne1 campo C che verifichi l'equazione AZy =O, che su1 cerchio di raggio Ri 

a 9, a log I., sia eguale a -log ri e su1 cerchio di raggio R sia tale che - = - - a~ a~ ri 

essendo la distanza da un punto interno (zi ,  yS a1 punto su1 contoio. 
Prendiamo l'origine ne1 centro comune ai due cerchi e poniamo: 

z - p o s e  y=psene, 

Li immagine del punto (xi, y,) nella trasformazione per raggi vettori reciprooi 
Anna6 di Matematka, tom0 XI. 6 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle funiioni'rli &na variabile contplessa. 43 

Cib prova che la 0@, 8 )  si mantiene monodroma, finita e continua insieme 
alle derivate prime e seconde anche nei punti (xi, y,) e (x,, y,); quindi: 

o(p, e>=c 
in cui C è una costante. Ma 

quindi : 

Si ha dunque che la funzione 

gode delle proprieth della funzione y ip ,  8) cercata.. 
È da avvertire che si pub riconoscere facilmente che la fuozione y é anche 

data da . -  . 

y(P,  4 = w-3 + cp'ib, 8)  + 8)  

in cui r ,  è la distanza fra i punti (p, O )  e ( p 3 ,  03), immagine ottenuta colla 
trasformazione per raggi vettori reciproci rispetto alla circonferenza di raggio 
R del punto (pi, 8 , ) ;  è la funzione di GREEN corrispondente al punto (pi, Bi) 

rispetto ai due cerchi di raggi Ri e -; p 3 
8, 

' é la funzione di GREEN rispetto 

agli stessi cerchi corrispondente al punto (p,, 8,).  
Oca si ha: 

in cui Ci e Cz sono costanti. Si vede subito che 
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quindi : 

Se ne deduce, poichè le serie che qui compariscono sono derivabili termine a 
termine. 

essendo UR, i valori di U sulla'circonf~renza di raggio Ri e 82) i valori di 

,E d a  circonferenia di ;aggio R. 
' 

a~ 
Applicando noti sviluppi in serie di F O U R ~ R  si trova: 

Quindi 
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Cib prova che è necessario che sia verificata la relazione 

affinchè la funzione di variabile cornplessa costruita resulti monodroma, corne 
facilmente poteva riconoscersi a priori. 

Dalle ultime due formule scritte si deduce subito, mediante una integrazione 
per parti, supponendo la W(x,) monodroma, 

assendo i valori di P nei punti della circonferenza di raggio B. 
L'itltima formula si pub anche porre sotto la forma 

in cui s e s, sono rispettiva.mente le due circonferenze di raggi R e R,, 
Quando A + B ,  O si deduce subito da quista formula, llaltra 
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la quale diviene la nota formula di LAURENT quando si prende 

Si  aaebbero formule analoghe a quelle già trovate ne1 caso in cui si co- 
noscessero i valori della U nei punti della circonferenza di raggio R e si do- 

- - 

au  noscesse nei punti della circonferenza di raggio R, i valori di - a~ 
È: facile estendere il metodo adoperato per la determinazione della fun- 

zione p., al caso in oui si ha un campo dopplamente connesso, di oui una sola 
delle linee chiuse costituenti il contorno è un cerchio. 

XVI. 

Dalle formule ottenute si passa con facilità ad altre che risolvono i problemi 
analoghi a quelli ora risoluti, ne1 caso di molti campi doppiamente connessi di 
cui è nota la rappresentazione conforme entro 10 spazio compreso fia due cerchi 
concentrici. Per esempio, poichè si pub, mediante una trasformazione per raggi 
vettori reciproci, rappresentare conformemente 10 spazio compreso fra due 
cerchi non concentrici e che non si tagliano nè si toccano in quel10 compreso 
fra due cerchi concentrici, potranno con facilità generalizzarsi le formule tro- 
vate ne1 cas0 di un campo compreso fra due cerchi situati comunque, purchè 
non si taglino nè si tocchino. 

Quindi in molti casi potranno dirsi risoluti i problemi analoghi ai precedenti, 
se il campo dato k compreso fra due linee di livello (*), perche si conosce la 
rappresentazione conforme di questi campi, in molti casi, nello spazio com- 
preso fra due cerchi concentrici. 

Quando si tratta, per esempio, del campo compreso fra due ellissi omofocali 
per i quali la distanza focale B 26 e, essendo a e @ i parametri isometrici di 

I 

(*) Vedi NEUMANN, Memoria citata. 
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un doppio sistema di ellissi ed iperbole omofocali, a, e cc, sono i parametri 
corrispondenti alle due ellissi contorno, si ha che la funzione 

in cui il radicale va preso positivo per z, positivo e maggiore di CS, ci dà la 
rappresentazione conforme del10 spazio compreso fra le due ellissi situato su1 
piano delle z , ,  n e h  spazio compreso fra due cerchi aventi il centro comune 
nell'origine del piano delle z ,  di raggi a,, e a, (*). 

Quindi se si conosce, di una funzione di variabile coinplessa W(x,) definita 
corne monodroma, finita e continua in tutti i punti del campo (il contorno in- 
c.luso) compreso fra le due ellissi a, e, a, ,  il valore della parte reale U nei 
punti dell'ellisse a,, e il valore della parte immaginaria V nei punti dell'el- 
lisse a,, si potrà determinare completamente la funzione W(x) in tutti i punti 
interni al campo e si avrà: 

xi essendo un punto interno al campo compreso fra le 
40 e a,. 

XVII. 

due ellissi omofocali 

Ne1 cas0 in cui si tratti di un campo compreso fra due cerchi concentrici, 
accenneremo all'applicazione di un metodo (**) per mezzo del p a l e  si poesono 

(*) Vedi DIHI: . Sopra: le firnzioni di una carhbile com$essa. Annali di Maternstica, 
8. 11, t. 4. 

(**) Vedi NEUMAIW: Da8 Diréchlet'sclie Prim@ .. . , e DINI : Sopra una funzione atzaZoga. 
a quella d i  Green. 
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risolvere direttamente alcuni problemi simili a quelli già risoluti, e determi- 
nare alcune delle funzioni analoghe a quelle di GREEN e del chiaii. prof. DIRI. 

Supponiamo che la funzione a 

w(z)=zc+iv 

definita in tutti i punti interni al campo compreso fra i due cerchi di raggi 
R' e R aventi il centro all'origine, sia monodroma, finita e continua. Per un 
noto teorema di LAURENT, avremo, se è un punto compreso fra i due cerchi: 

in cui a,, b,, a,, 0, sono costanti reali. 
Supponiamo che tutte le serie scritte si mantengano convergenti in egual 

grado in tutti i punti del10 spazio compreso fra i due cerchi (il contorno in- 
clus~), e supponiamo di conoscere su ciascuna delle due circonferenze i valori 
di una espressione lineare in z c ,  u e nelle derivate successive di queste quan- 
tità rispetto alla normale, cioè si abbia al contorno del circolo di raggio R, 

e al contorno del circolo di raggio R', 

in cui Mm, Nm, M ' m ,  Wsn sono costanti note,,e f ( w )  e ~ ( w )  sono funzioni note. 
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- 

Dovremo avere per le ipotesi fatte: 

in cui: 

In = ~ ~ ~ ~ + f J ~ ~ ~ n ( n - l ) . . . ( n - - r n + l ) ~ n - ~ n  
1 

84 
mtn = N t o  En 4 - Z N m n ( n -  1 ) . . . ( .1z - r . i+ l )R1n-m 

1 

N ' (- 1)" $. = ~ + & ~ ' , n ( + t + l )  . . . ( n + m - ~ ) ~ .  
1 

Anvtali d i  Matematka, tomo XI. 7 
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Si ha dunque il modo, conoscendo la f ( ~ )  e la'cpfo) di determinare le a,, b,, 
an, an, b,, p, e quindi di conoscere le espressioni in serie di u e v purché 
queste serie resultino convergenti in egual grado anche nei punti del contorno, 
il determinante 

1 an, +.w,nF PB 

mn7 -Pn, ln, Lz 
À'n) ' pn  

m'n, -{n, l'n 7 A'n 

si mantenga diverso da zero per tutti i valori di n, e inoltre sia 

Mo, No j 
O N'IJ . i  

pure diverso da zero. 
Quando sono verificate queste condizioni si ha che la soluzione del problema 

è unica. - 
Allorché si avesse che il primo determinante scritto, per qualche valore di 

rz, oppure il secondo determinante, si annullasse, allora evidentemente si avrebbe 
che il problema dato ammetterebbe un numero infinito di soluzioni oppure non 
ne ammetterebbe alcuna. 

XVIII. 

Se la zt è una funzione monodroma, finita e continua, avente le derivate 
prime e seconde determinate, finite e continue nell'interno ed al contorno di 
un campo compreso fra due cerchi concentrici di raggi R e R', di più la u 
verifica 1' equazione A2zt = 0, si ha : 

pei" essendo un punto compreso fra i due cerchi. 
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Supponendo che queste serie siano convergenti in egud grado in tutto 10 
spazio compreso fra i due cerchi (il contorno incluso) e posto al contorno del 
circolo di raggio R 

e al contorno del circolo di raggio R': 

si trovano le equazioni: 

in cui 
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Per conseguenza quando i determinanti 

sono sempre differenti da zero si pub determinare in un modo solo la za, pur- 
chè la serie che risulta sia convergente in egual grado ne1 campo compreso 
fra i due cerchi (il contorno incluso). Affinché la zc risulti la parte reale di 
una funzione monodroma bisogna evidentemente che si abbia : 

XIX. 

1 metodi indicati nei due paragrafi precedenti rendono necessario di verifi- 
care la convergenza in egual grado di serie i cui termini sono funzioni di due 
variabili e che verificano l'eqiiazione Ae = O.  In molti casi percib potrà rie- 
scire utile applicare il seguente teorema: 

Se fi(s), f2 (s) . . . fn(s). . . sono funzioni dell' arc0 s del contorno di un campo 
C (connesso O no), se la serie 

è convergente in egual grado per tutti i valori di s ,  e se B possibile deter- 
minare le funzioni ui, zc,. . . zen. . . definite in tutto il campo C finite, continue 
(il contornû incluso), che assumono al contorno rispettivamente i valori f,(s), 
f,(s) ... f,(s) ... e che soddisfanno l'equazione A2=0, saranno verificate le se- 
guenti proprietà : 

1." la serie 

sarà convergente in egual grado entro tutto il campo C, 
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delle ficnzioni d i  una variabile cornplessa. 5 3 

2." si potranno eseguire le derivazioni successive per serie della funzione 
T.' in tutti i punti interni a C ed in direzioni qualunque, 

3." la funzione V verificherà l'equazione Ae V=O in tutti i punti interni 
al campo C. 

Infatti dovranno esistere due valori s, e s, di s per cui si ha 

qualunque sia il punto (x, y) interno a C. Ma ei pub prendere p coi1 grande 
che si abbia, qualunque sia s e qualunque sia m>p, in ralore assoluto 

in cui G é un numero piccolo ad arbitrio. Avremo quindi in valore assoluto: 

P 

per tutti i punti ( x ,  y) interni a 

è convergente in egual grado in 
Preso a considerare un cerchio 

C. Cib prova che la serie 

tutto il campo C. 
qualunque c di raggio R, situato tutto inter- 

namente a C, e chiamando un,, e Vc i valori di un e 'CT a1 contorno di esso, 
avremo in un punto qualunque interno ad esso di coordinate polari r e a ri- 
ferite al centro 'del cerchio preso corne origine: 

quindi per quanto è stato ora dimostrato: 

1 I 1 Z  - rs 
= - J 2 n V c ~ v + Z - 2 ~ r o o s ( ~ - x )  27t d e .  

O .  

Ne segue, indicando con an ) la derivata di una funzione ne1 
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54 Vo 1 t e r r a  ; Sopra alcacrze condizioni caretteristiche 

punto (r, a) di C presa rispetto alla direzioni a,, a,-.. a,, 

Cib evidentemente dimostra la seconda e la terza parte del teorema enunciato. 

XX' 

Pub applicarsi il metodo del 3 XVIII per determinare la funzione (p analoga 
a quella .di GREEN, volendo adoperare la formula (5) (vedi § XIII) ne1 caso 
in cui il campo ne1 quale è definita la  U sia quel10 compreso fra i due cerchi 
concentrici di raggi R e R' (R>Rf)  e sia si il contorno del circolo di raggio 
R ,  s, il contorno del circolo di raggio R'. 

Ponendo l'origine 
dendo le coordinate 
distanza fra i punti 

delle coordina&nel centro comune dei due cerchi, pren- 
polnri p e 8 ,  e ricordando che si ha, se r rappresenta la 
(P ,  8 )  e (pi, 8,): 

per p<p, ,  si trova che la g> vien data dalla serie, 

i cui coefficienti vengono determinati dalle relazioni 
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delle ficnxioni d i  wna variabile complessa. 55 
- -- 

in cui le B e le A hanno 10 stesso significato che venne loro attribuito ne1 
$ XII, quando i determinanti 

si mantengono sempre diversi da zero. 
Infatti in questo caso si vede che la serie che dà il valore di cp risulta con- 

vergente in egual grado anche per p eguale a R e a R'. 

Pisa, 15 gennajo 1882. 

ERRATA- CORRIGE. 

Pag. 6 ,  28 linecc, invece di: finito mono3romo e leggi: 
. - continu0 

,, 16, 7" ,, discontincità n 

ivi,  ?la 11 f1 derivata n 

26, ultima ,, n cl) Cr on 91 

27, 14" n . O , ,  Q ? . . .  Qm n 

54, 2' ,, n 0% c n 

fikiito, monodroma e 
continua 

discontinuità di se- 
conda specie 

derivata finita e atta 
alla integrazione 

Dl, C2... on... 

Ul,O 2 . . .  un.. . 
Un, c 
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Sur l ' intégration 
des équations différentielles du problème 

des N corps. (') 

(Mémoire par GORAN DILLNER.) 

Formules prdliminaires. 

P 1. osons une fonction entière et rationnelle de degré v, à coefficients 
ind6terminés y ,,..., g, et à racines simples c ,,..., cv, 

p~~)=~o+g,~+~--+~,~'=~.(x-c~~~~(x-c~, (1) 

et soit $ ( X )  une fonction entière et rationnelle dont le degr6 est inférieur & 
celui de cp(X); posons ensuite le produit à p facteurs, 

l-r(X)=(x-x,)"~ .-.(X-xp)dl~; (2) 

alors, d'après ma Note, insérée dans les Comptes-rendus de l'Académie des 
sciences de Paris, du 31 janvier 1881, ou d'après les formules du n." 12 de 
mon MBmoire, qui se trouve dans le tome 18 des Actes de l'Académie des 
sciences de Stockholm, on aura l'identifé suivqnte, la différentiation étant faite 
par rapport B X ,,..., X, comme seules variables, 

-- G 11 (ci) F = p  4(XP) <LX, $,(ci) dlog Gn(cV), (3) =, M p  'P(x,) - +... + W d l o g -  
? (ci) (ci) '$ (cv) Y (cv) 

où Mi,. . ., M, sont des constantes, et où G et P ( X )  dbsignent des quantités 
indépendantes de Xi ,..., X,. 

Cela étant, posons un produit rationnel à des zéros con.stants b , ,  ..., b,, 
d'ordres positifs respectifs O,,.. . , Pm, et qui soit d'un degré supérieur à celui 

(*) Ce Mémoire, écrit en suédois, a été présenté à l'Académie des sciences de Stockholm, 
et paraftra dansles Comptes-rendus de cette Académie. 
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D i l  t ner : Sur l~i&?gration des kquations diffdrefitielles, etc. 57 

de +[XI mais non supérieur à celui de rf(X), ' 

et soient Mi,. . . , M, des entiers positifs eatiafaisant 8. l'égalité, 

M i + - - . + M p = ~ ;  (5) 

ces conditions établies, nous posons en employant (1), (2) et (4) l'équation al- - 
gébrique suivante, les coefficients go, g,, . . . , dans (1 )  étant supposés variables, 

 ut^ G est le hoefficient de la plus haute puissance de X du membre droit; de 
cette équation on tire les deux sysGmes suivants d'équations, 

Pa) = 'f KP) CO=1, 2,-, P), \ 

et, d'aprbs (l), 

(8) 

Puisque la fonction P(X) dans (4) est indépendante de Xi ,.. . , X, ,  l'identité 
(3) se changera, à l'aide des équations (7) et (8), en l'équation différentielle 
suivante, 

t?patiorz qui par sui& est satisfaite par les racines Xi ,.. ., X,, d'ordres t-64 
spectifs M 4 , .  . . , M,, de Z'équatz'on (6). 

Remarque I. D'après la remarque 1 du nP 12 de mon MBmoiri cité 
ci-dessus, l'équation différentielle (9) subsiste aussi dans le cas que deux ou 
plusieurs des racines ci, c,,. . . dans (1) sont égales. 

) Remarque $1. En accord de la Note citée ci-dessus, la condition que 
dans (9) le degré de P(X)  soit plus élevé que celui de $ ( X )  garantit la pos- 

i sibilite qu'une des racines de y(X) puisse s'agrandir indéfiniment. On pourra 
aussi déduire l'équation (9) de l'équation (12) de la Note citée, pour n= 1. 
A cet effet, on multipliera cette équation par (-a)  et fera ensuite croitre s 
indéfiniment; alors, sous les conditions etablies ci-dessus, la limite du membre 
droit s'annulera, et le rhultat de différentiation de t'fiquation ainsi obtenue 
s'accorde parfaitement à l'équation (9). 

Aruaali di Matenaatica, tom0 XI. 8 
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2. A cause des racines égale~ .de Tkyiatioin (6), les 6quat i~m ~&vantes, 
au nombre de Mi + - - - +Np = u doivent être satisfaites, 

) 

Mais, en supposant y., = const., le nombre des coefficients variables go,. . . , y,-, 
dans l'équation (6)  est aussi V ;  donc nous concluons p d i l  d g  a auczme di-  
pendance entre les variables Xi,. . . , X, de E'éguation dzjVr'entielle (9). 

Donc, nous p8uvons énoncer, en accord de la Note et du Mémoire cités, 
e6mme une propriétd fofadcaneetztule des fonction8 algébrique$: que seulement des 
différentielles à coeficients algébriques peuvent satisfaire à une éqth~twfi de 
la forme (9), les va)riables étar~t généralement dépendantes ou indépendantes 
suhant que ces eoe$cients-sont irratiolznels ou rationnels. 

Premier systhme d'dquations diff6rentielles fondsmentales. 

3. Dans mon Mémoire sur le problème des N corps, ins6ré dans les Actes 
& la Saoi6té rofale de$ sciences d'Upsala pour 1877 (*), j'ai ktabli dans les 
formules (48) et (49) un système d'équations de cette forwe, 

(*) Cf. le. Mémoire intéréssant de Mr. E. BETTI, Sopa il moto d i  un sistema d i  un ucu- , 
&f'd qhatunque di punti che si attraggono O si resping~no Ira loro, Mémoire qui est inséré 
dans les Annali di Yatematica pour 1877. 
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des &quutions diffbentz'elZes du roblème des N corps. 6 6' 
r - A  r 

où x,,, yrs ,  zr8 sont les coordonnées, projetées sur trois directions rectangularres' 
fixes, du vecteur a,, qui va du corps à masse m, au corps à masse nz,, tandis 
quq leg lndioes Y S  sant bombinés de cette manière 5 12, 13,. . ., 1 B'-'-2$, 24, .. ., 

1 2N, .  . . ; N- 1 N, combinaison qui donne N ( N -  1) termes dont la somme 
4 

est marquée par !a iettre N Bous le.signe de sommation, et où enfin 

Od ohtiendra, en ajoutant à chacune des Qguations (11) leur somme, rnulti$ée 
p"a? (- l), et différentiant les résultats,- les équations différentielles suivantes, 

que nous appelerons le premier système d'équations différentieltes fondamen- 
tu tes. 

Différeiitielles les plus générales qui satisfont au premier spstime 
d'équations différentielles fondamentales. 

4. Le nombre ,u des termes et les entiers positifs Mi,. . ., Mp de l'équation 
(9) étant tout arbitraires, nous pouvons poser 

/> t 

et identifier M, ,.. ., M,, aux produits de masses m,.m, ( r s  = 12,. . ., N- 1 N),  . ,  
exprimés en norhbred entiers; donc, en vertu du 6noncé du ne0 2, la forride 1tt 
plus générale des p différentielles d e  la première equation fondamentale (14) 
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Po D i  2ln e r  : Sur intbgration 

doit être la suivante, 

(rs== 12, ..., N d  1 N), (16) 

équations qui n'imposent pas aux termes de la première équation (14) d'autres 
conditions que d7e"tre des diférentielles les plus yénbrales qui puissent satis- 
faire à cette &quation sans lier entre elles les ç( variables Xrs d'aucune dd- 
pendance. 

5 .  Si l'on désigne par P,, Pz et $,, +, des fonctions de forme identique 
respectivement à celle des fonctions P et + dans (16) mais dépendantes d'au- 
tres constantes, on trouvera de la même manière, comme correspondants aux 
deux dernières équations fondamentales (14), les deux systèmes suivants d'équa- 
tions, 

- 
( ~ ~ = 1 2 ,  ..., N -  IN) ,  (18) 

équations qui donc n'imposent pas aux termes des deux dernières équations 
(14) d'autres conditions que d'être des dife'relztielles les plus générales qui puis- 
sent satisfaire à ces équations sans lier entre elles les p variables Y,, ou 
les ,U variables Zr, d'auculze d@endaace. 

6. Les integrales des membres droits des équations (16), (17) et (18) sont 
de forme algébrique logarithmique connue. Si l'on désigne ces intégrales de 
cette manière, 

05 Ers, K'rs, rvs sont les 'constantes d'intégration, on pourra Borire les sy- 
stèmes (1% (1'1) et (18) sous cette forme intégrde, 
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des hpatiorts différerztielles dos problème de N corps. 6 1 

(*y + d'~'rs" 
= Ji (Y,) ( ~ ~ = 1 2 , . , . ,  N - I N ) ,  d  t AT8 (20) 

d ~ r s  

systèmes oh les variables X,,, Y,,, Zr, sont indéterminées. 
Si l'on pose d'une manière usit6e, 

( 2 1 )  

on obtiendra, en ajoutant les équations (20), le système suivant de ,u intégrales, 

2 a via = fi, + J(xvs) + Ji ( y v s )  + & (2,) (rs=12,  ..., N - I N ) ,  (22) 

système correspondant à l'intégrale connue des forces vives (*). 

Second systarne d98qnations différentielles fondamentales. 

7. En designant par A,.,, A',, et ARvs des longitudes, définies par les équa- 
tions, 

D-8 - tang l,, = - - 
$7 8 

ars \ 
tang A',, = - - brs s = ,  . N - I N ) ,  

Yrs 
(23) 

Xrs tang A",, = - - 
'%s 

et en différentiant celles-ci, on obtiendra les résultats, 

d brs d ~ r s  - 
(rs=12,  ..., N - I N ) ,  (24) 

z+- = a,.S - d t  - Xrs- d  t  

(*) Cfr. la formule (50) d e  mon Mémoire sur le probléme des N corps. 
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résultats qui, portés dans les équations des aires (36) de man Mémoire sur le 
problème des N corps, et, différentiés, donnent le slystbme Suivant B'équations, 

que nous appelerons le second ystème d'épations différentielles fondamentales. 

Différentielles les plus g6nérnlea qui satisfont no seçend systéinc 
d' équations diffdreiitielles fondamenteles. 

/ 

8. Si l'on désigne par f, f i ,  f, et X ,  x,, X a  des fonctions de forme iden- 
tique respectivement celle des fonctions P et + dans (16) mais dépendantes 
d'autres constantes, on trouvera de la même manière que dans les équations (16), 
(17) et (18) les trois systèmes suivants, cbacun d'eux contenant ,U Cquations, 

équations, qui donc n'imposent pas aux termes des trois équations fondamentales 
(25) d'autres conditions que d'être des diférentklles les plus générales yui 
puissent satisfaire à ces équations sans lier entre elles les p variables A,, ou 
les p variables B9ss ou les ,w variables C,, d'a~cune'dé~endan~ce. 

9. Les intégrales des membres droits des équations (26) étant de forme 
algébrique logarithmique connue, nous les représentons, comme dalis (19), de 
cette manière, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



des équations diffkreniiettes du prohlhe des N corps. 63 

1 I 

où les quantités k,,, k',,, kW,, sont les constant,es d'intégration; et alois nous 
pouvons écrire les trois systèmes (26) sous cètte forme, intégrée, 

* .  

a h - s  I A 

-i4(BVs) (rs = 12, ..., N -  I N ) ,  Y"" - 

systèmes où les variables A,,, BVs,  Cr, sont indéterminées, 

Remarque. Les lieus des N corps étant complétement déterminés par les 
(N- 1) vecteurs a,, , . . . , a,, ou par leurs coordonnées, le corps dont la  masse 

1 est m, btant quelconque, il s'ensuit que des p. = N ( N -  1)  intégrales, conte- 
L 

nues dans chacun des trois systèmes (20) et dans chacun des trois systèmes 
(28), il n'y aura que (N- 1) à coordonnées indépendantes, c'est-à-dire en somme 
6 (N- 1) intégrales indépendantes, les autres intégrales devant être déterminées 
par les relations, entre les coordonnées, qui sont données par la formule ( 2 )  
de mon Mémoire sur les problème des N corps, a,, =. aVp + orp,. 

Transformation des équations du mouvement. 

10. A l'aide des équations (12) et (13) de mon Mémoire sur le problème 
des N corps, les équations du mouvement, exprimées en les coordonnées x,.,, 
y,,, x,., seulement, prendront la forme suivante, 

E n  employant les systèmes (16), (17), (18) et (19), les équations (29) se trans- 
formeront en le système suivant de 3 N  équations, les termes à l'indice r r  
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dtant nuls, 

Qquations qui donc expriment les seules liaisons qui existent entre les p varia- 
bles X,,, entre les ,U variables Y,, et entre les p variables Z,,. 

Padoue, le 30 mai 1882. 
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Ueber die Integration der Hermiteschen 
Differentialgleichungen der dritten und 
vierten Ordnung, bei denen die Unend- 
lichkeitsstellen der Integrale von der 
ersten Ordnung sind. 

(Von G. MITTA~LEFFLER I. in Stockholm.) 

(Uebersetzung einer in Schwedischer Sprache in Acta Societatis Soientiarnm Fennics, 
tom. XII erschienenen Abhandlung.) 

w i e  beksnnt hat HERMITE die DiRerentialgleichung 

in der h eine arbitrare Constante, n einen positive ganze Zahl, vollstiindig 
integrirt (*). Diese differentialgleichung wird dadurch characterisirt, dass der 
doppeltperiodische Coefficient 

h+n(n+ l)k%n2x 

keine andere Unendlichkeitsstellen als x=iK' und hiermit congruente hat 
und dass der allgemeine Integral eine Function rationalen Characters ist oder 
mit mderen Worteri eine Function die sich in jedem endlichem Bereich wie 
eine rationale Function verhalt. 

I n  Uebereinstimmung hiermit will ich die Benennung Hermitesche Diffe-- 
rentialpleichung der n-te=. Ordnung einer linearen, homogenen Differentialglei-- 
chung der genannten Ordnung geben , deren Coefficienten doppeltperiodische- 
F'unctionen der Teriinderlichen x sind, welche die beiden Fundamentalperioden 
2 K und 2 iK' besitzen und unendlich werden immer und nur in x = i Kr  

(*) HERMITE: Sur quelques applications des fonctions elliptiques. Comptes rendus de  l'Aca- 
démie des sciences de Paris, 15 octobre 1877 sqq. Die Abhandlung ist noch nicht beendigt. 

Annnli d i  Maternatica, tom0 X I .  9 
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66 Mit t a g - L e f f 2 e p. : ITeber die Irdegratio f i  der Hermitese4beut 

und hiermit congruenten Stellen, und deren allgemeiner Integral eine Fun- 
ction rationalen Characters der Veranderlichen x ist. 

Nach der Untersuchung des Herrn Fucas (*) ist eine solche Hermite'sche 
Differentialgleichung der n-ten Ordnung immer von der Form 

und U, U,P, P, P, y, y, y, y,.  .. gewisse besonderen Bedin gungen unterworfene Con- 
stanten sind. 

Schon vor paar Jahren war es mir gelungen sowohl die verschieden Typen 
einer Hermiteschen Differentialgleichung gegebener Ordnung darzustellen, wie 
auch jeden solchen Typus vollstandig zu integriren, wenn die Unendlichkeits- 
stellen des allgemeinen Integrals solche der ersten Ordnung sind. HERMITE hat 
dargelegt y*) dass dieses Resultat dadurch Bedeutung erhalt, weil keine an- 
dere Classe von homogenen, linearen Differentialgleichungen beliebiger Ord- 
nung integrirt geworden sind, als die mit Constanten Coefficienten. Es ist mir 
doch nachher moglich geworden diese Trage vie1 weiter zu bringen, und bin 
ich jetzt im Stande theils alle verschiedenen Typen einer Hermiteschen Dif- 
ferentialgleichung darzustellen, velche einer gegebenen, beliebigen Ordnungs- 
zahl der Unendlichkeitsstellen des allgemeinen Integrals entsprechen, tlieils 
auch jeden solchen Typus vollsthdig zu integriren. Was mich am meisten 
bei der Losung dieses allgemeineren Problems aufgehalten ha.t ist der Um- 
stand, dam zwischen den Constanten a, ai PO FI PP yO y, ye y 3 . .  . eine grosse Anzahl 
Bedingungsgleic.hungen erhalten wird, unter denen doch nicht Alle von einander 
unabhangig sind, und die Schwierigkeit eine nothwendige und genügende An- 
zahl Gleichungen auszuwfihlen, aus welchen dann die Uebrigen abgeleitet 
werden konnen. 

Wohl habe ich auch früher (***) eine Methode dargestellt, welche die voll- 

(*) Comptes rendus, etc., 22 mars 1880, p. 648. 
(**) Comptes rendus, etc, 5 avril 1880, p. 764. 

. (***) Comptes rendus, etc., 2 février 1880. 
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Diffwentiulgleichungera der dr i t t en  .urcd uzérten Ordnzllzg, etc. 67 

standige Integration der noch vie1 allgemeineren Gruppe von Differentialglei- 
chungen ermoglicht, die jede lineare und homogene Differentialgleichung um-, 
fasst, deren allgemeiner Integral eine Function rationalen Characters von der 
unabhangigen Verfinderlichen ist, aber die Form, unter der Integrale hierbei 
erscheinen, kommt mir zu allgemein vor, um in besonderen Fallen, anders als 
ausnahmsweise, sich für ein durchgreifendes Studium der Eigenschaften der 
Integrale zu eignen. Die Integrale der Hermiteschen Differentialgleichungen 
dagegen werden doppeltperiodische Functionen zweiter Ordnung oder gewisse 
Abarten solcher Functionen. 

Sowohl die Darstellung der verschiedenen Typen einer Differentialgleichung 
gegebener Ordnung wie auch die Integration jedes solchen Typus konnen, wie 
ich bei Gelegenheit darlegen werde, auf einige einfache Functionentheoretische 
Betrachtungen zurüclkgebracht werden. Auf diesem Wege habe ich auch die 
Hermite'schen Differentialgleichungen dritten und vierten Grades dargestellt 
und integrirt, welche der grosse Mathematiken mir die Ehre gemacht hat in 
seiner Abhandlung : Sur quelyues applications des fonctions elliptiques, zu Te- 
roffentlichen (*). Diese Gleichungen und ihre 1ntegra1e k6nnen doch auch durch 
eine einfache Rechnung dargestellt werden, deren allgemeinen Gang ich hier 
andeuten will. 

Laut dem von mir in Comptes rendus an1 16 Pebruar 1880 bewiesenen 
Theoreme (**), welches ein ~on i~ le rnen t  zu dem bemerkenswerthen Satze des 
Herrn PICARD ist, hat die Herrnitesche Differentialgleichung wenigstens einen 
Integral, der eine doppeltperiodische Function zweiter Ordnung kt. Hat jetzt 
der allgemeine Integral Unendlichkeitsstellen von nur erster Ordnung, muss 
also die Hermitesche Differentialgleichung nothwendig m-enigstens einen Inte- 
gral von der Form 

f (4  = x(x> CA 

(*) Comptes rendus, etc., 22 mars, 5 avril 1880. 
(**) Dieses Theorem lautet: lr Wenn eiue lineare und homogene Differentialgleichung 

mit doppeltperiodischen Coefficienten 

g'"'+p*y'm-"+p,y"-2J + . S .  +p,y = O  

einen eindeutigen Integral besitzt, so hat sie auch immer einen Integral y = + (x) welcher 
nicht nur eindeutig sondern auch so beschaffen ist, dass 

+ ( z + Z K ) = y + ( z ) ;  < 4 1 ( x + 2 i K ' ) = v $ ( x )  

wo p. und v gewisse Constanten sind 9 .  In der genaiinten Abhandlimg in Comptes rendus 
ist die für die Gültigkeit des Theoreme nothwendige Bedingung, dass die Differentialglei- 
chung einen eindeutigen Integral besitzen muss, nicht deutlich genug hervorgehoben. 
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68 M i t  t a y - Le ff ter : Ueber die Integrution der Hermibeschele 

besitzen, in welcher X ( x )  dieselbe Bedeutung hat wie bei HERMITE, namlich 

Die Constanten a. ai&Pi Os y. yi y, y 3 . .  . in der Hermiteschen Differentialglei- 
chung deren allgemeiner Integral Unendlichkeitsstellen von nur erster Ordnung 
besitzt, müssen also nothwendig von der Art sein, dltss die Gleichung 

f ("1 (x) f y 2  (x) f ("-') (x) -+ ; . . + 9n (x) = O 

identisch erfüllt wird für wenigstens ein Werthpaar 1, snw. Dieses findet aber 
statt, wenn die doppeltperiodische Function zweiter Ordnung: 

f (%) (2) + y ,  (x) f ("-') (x) + + yn ($1 
keine Unendlichkeitsstellen hat. Damit wieder dieses eintreffe, ist erforderlioh, 
dass e h  System von n + 1 gegebenen Gleichungen erfüllt wird. Zwischen den 
Constanten uoa, f i ,  0, Pz y. yi ye y3. .  . bestehen also n - 1 Relationen, die beiden 
Uebrigen bestimmen 1 und sno. 

Innerhalb einer gewissen Umgebung von x =  iK' hat man 

wenn 

und 

WO 
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Die Grossen 62 fi, IZ, .. . haben hier dieselbe Bedeutung wie bei HERMITE, 
namlich : 

Die Hermitesche Differentialgleichung dritter Ordnung hat die Form 

Entwickeit man jetzt die Function 

f m  (x) t (a, + ai k 2 ~ n Z  X) f l (x )  3 (Bo .$  Bi k 2 ~ n 2 ~  f B e  D s  kesn2x) f ( ~ )  

innerhalb einer Umgebung der Stelle x = iK' in einer Potenzreihe , welche 
nach den Potenzen von x -iK'= s fortschreitet, und bringt man die Coeffi- 
cienten der verschiedenen negativen Potenzen von E gleich Null, erhalt man 
vier Gleichungen, welche die nothwendige und genügende Bedingung enthalten, 
die erfüllt eein muss, wenn die genannte Differentialgleichung einen Integral 
besitzen soll, dessen sammtliche Unendlichkeitsstellen von der ersten Ordnung 
sind. 

Diese vier Gleichungen sind 

Aus diesen vier Gleichungea erhalt man jetzt zwei Relationen zwischen den 
Constanten a,aipoPiPz und noch zwei Gleichungen, d w b  welche À und sno 
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bestimmt werden. Es kann jetzt nachgewiesen werden, dass wenn man die 
Constanten noch der Bedingung unterwirft, dass die beiden letztgenannten Glei- 
chungen von drei Paar Werthe A und sno erfüllt werden, die verschiedenen 
Typen der Hermiteschen Differentialgleichung dritter Ordnung erhalten werden, 
deren allgemeiner Integral Unendlichkeitsstellen von nur erster Ordnung be- 
sitst. Durch eine leicht ausführbare Discussion der oben angeführten vier Glei- 
chungen findet man, dass in zwei verschiedenen Fallen drei Werthpaare A ,  
sno denselben genügen. Es giebt also zwei verschiedene Typen der in der 
Trage stehenden Hermiteschen Differentialgleichungen. Der eine, welcher früher 
von PICARD gefunden ist (*), ist 

wobei die drei Werthpaare >i und snw aus den Gleichungen 

oder aus folgenden mit diesen aequivalenten 

abgeleitet werden , worin 

+ 24(2 - u0)k4 + 161c6] + P t .  
Diese beiden Gleichungen konnen auch durch folgende drei mit ihnen gleich- 
bedeutenden ersetzt werden 

(") Comptes rendus, etc., 19 janvier 1880. 
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wenn 

Die zweite Differentialgleichung ist 

y"' +(ao-31éPsn2~)y'+(Po+~ik2snax-3k2~nxcnxdnx)y=~ 

Rierbei erhalt man die drei Werthpaare A, snw au8 den beiden Gleichungen 

Die Herrnitesche Differentialgleichung der vierten Ordnung hat die Form 

y ' V + ( a J + a i k P ~ n 2 ~ ) y " + ( ~ o  +Pik2sn2xf &Drnk2sn.'~)y'+ 

+(y0+yikesnax t y,D,k%sn2x$y,D~k%n2x)y=0. 

Man gewinnt hier fünf Gleichungen, welche die nothwendige und genügende 
Bedingung dafür enthalten, dass eine solch@ Differentialgleichung einen Inte- 
gral von der Form f ( x )  besitzt. 

Diese ~ l e i c h u n ~ e n  sind 

q ie r  hat man also drei Relationen. zwischen den Constanten aJa iP~P~P2y~y l r ,7 ,  
und zpe i  Relationen, durch welche A und snw bestimmt werden. Es kann 
nachgewiesen werden, dass, wenn man die Constanten aoai Po& P z  y. y  1 yr y3 noch 
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der Bedingung unterwirft, dass vier Werthpaare A ,  snk den beiden letztgw 
nannten Relationen genügea sollen, sammtliche Typen der Hermiteschen Diffe- 
rentialgleichung vierter Ordnung erhalten werden, desen allgemeiner Integral 
Unendlichkeitsstellen von nur erster Ordnung hat. Eine leiclit ausführbare Di- 
scussion unserer fünf Gleichungen zeigt, dass vier verschiedene Typen erhalten 
werden. 

Sie sind 

Die vier Werthpaare A und SDGJ werden aus den beiden Gleichungen 

- 3 0 ~ ~ -  10(1 +k2)y, +48(1 -k2+k ' )=0  
. . 

erhalten (*). 
Diese. Gleichungen k6nnen durch die beiden hiermit aequivalentea (**) 

rA+u,=o 
ersetzt werden , wo 

(*) Die ietstere dieser beiden Gleichungen ist in ~erut.iies Abhandluog in i Comptes 
- rendus, eto., 5 Avril 18809 durch einen Rechnenfehler entstellt, 

(**) Die mühsamen Eliminationen in diesem und den beiden folgenden FaIlen sind durch 
amen. meiner EIeveti; Berrn E. .A, S T ~ N B E R ~ ,  Studirender an der Universitiit zu   el sin^- 
fors9 ausgeführt. 
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1 1  15 9 - -[-Y:-~(~+~~)Y:-~(YO+ 8 64 12k2)yL-9(1 +kZ)(~. +12k')]p: f 

2 7 + ,B: 
und 

2 = k2wwcnodnw[108(&y~-(1+~yi-~yo-6(1-~+k4))k2sdo+ 
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1 ,-ka 3 3 
, y : +  ,(l + 6 k ' + k 4 ) y : - K ( 3 + 5 k z + 5 1 d + 3 k 6 ) y : -  

- 9(1 + 6 k 2 + k 4 ) k 2 y , - ~ + 3 ( 1  + k+;+ 

l + k Z  3 +($+ ,y:-z(l + 1 0 k + f ~ ) ~ ~ + 9 ( 1 - 5 k ~ 5 k 4 +  P))~,+ 

+108keC1-IC2-k4+k6). 

Diese beiden Gleichungen sind auch mit den drei folgenden gleichbedeutend: 

AoA4+A,ls+A8,1"AAshf A4=0 
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___.---- - 

+ (yo  + ylle2sn2x-~ik2snxcnxdnx)y = O 
wo 

4 ~ i - B i ;  @ + 8 [ ~ o - 2 ( 1  +P)]1i+16Po=O. 
Man erhalt die vier Weftpaare A ,  snw aus den beiden Gleichungen 

oder aus den beiden mit diesen aequivalenten Gleichungen 

Mok4sn4w + MiIc%nocnwdnw + M21e%n% +MM,= O 
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Statt diesen beiden Gleichungen in A und snw konnen auch folgende drei auf- 
gestellt werden 

BoA4+Ri13+ BzA2+ B8A+ B4= O 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



78 J$ j t t g - j5 q f f l er :. LTebex die Integratiota der Hermitesehen 

Hier erhalt man die vier Werthpaare À, snw aus den beiden Gleichungen 

oder aus den beiden mit diesen gleichbedeutenden Gleichungen 

Nok4sn4a +ïVik%snwcna dno + ~ k B s n % + . N 3  = O  

m+m,=o 
in welchen 

No = 2y, 

Ni = 2po 

N,=':-Y: 4 
3 - -(1+ 3 k"(~0 + yi) + 4k" 
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P o  W, =2kqsnr~cnwdno+ 5 -  

Statt diesen beiden konnen auch folgende drei Gleichungsn aufgestellt werden: 

e,h4+C;i~3 + G Z I B +  + & = O  

wenn 

Man erhiilt die vier Werthpaare A, S m  aus den Gleichuagen 
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80 M i t  tag-  Le f f  Zer : Ueber die Integrution der Hermiteschen, etc. 

d e r  aus folgenden 
4h+B,=O 
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Sulla classe 
di equazioni differenziali lineari 

considerate nella precedente Memoria 
del sig. Mittag-Leffler. 

(Nota di F. BRIOSCHI;~ in Milano.) 

nella auale: 

si ottiene tosto la: 
dm)= A,v 

essendo : 

Sia ora: 

risulterh, corne è noto, che: 

e quindi : 
dv  Ai v -- z- Jca- ri 

Annati d i  MaternaHca, tom0 XI. 
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82 Brio  S C  h i :  Su2ta ctasse c2i equazioni differenziali tz'neari 

ed in generale: 

indicando con A, la espressione: 

A,= Ai A,_, + A',-, \Iy(X>. 

La  equazione differenziale lineare dell'ordine ennesimo cons 
moria precedente si trasforrna quindi nella seguente: 

iiderata nella Me- 

ed in questa i coefficienti pz, p3, ... pn sono funzioni intiere e razionali di x 
e di dF) della forma seguente: 

pz = %+W, p3- 0, +pi2 + p2vyoi 
C - - 

~ ~ = k o + k i x + ~ ~ \ l ~ ( ~ ) + ~ ~ ~ ~ + k r ~ \ I ~ ( X ) + ~ - ~ + k , - ~ ~ ~  ( r  pari) 
9.-3 

pr = k,, + ki x + kz \IG) 4- k3 X' + h x Jm + . + k,-, xTJym (r dispari). 

2." Le espressioni A,, A,,  A ,,... furono già da me considerate in unti 
Nota del luglio 1880 pubblicata in questi -4nnali (tomo 10, pag. 74), nella 
quale ho dimostrato che urin qualsivoglia di esse A, pub esprimersi corne segue: 

Av=PvAi+Qr (4) 

r-1 Y - 3  essendo PT, &, due ~olinomi in x dei gradi -3 - 
2 2 

se P è,  disparil é 
r-2  r dei gradi - > se r è pari. 

- .  
1 valori dei polinomi Pr, Q, si ponno dedurre da quelli di Q,-, e 

Ioro d e r i d e  rispetto ad x, ne1 modo seguente. Pongasi per brevità: 

dalle qiiali eliminando le 5 ,  ,u si ottiene la: 

2 7 b 2 - 1 6 a c + 1 2 a O p - 3 6 c ~ e - ~ 1 2 g 2 a + 1 0 8 g 3 = 0  (6) 

già data nella Nota citata più sopra [equazione (6)]. Ora essendo: 

A d m = q A , + r  
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consderate lzella precedenfe Memoria del sig. Mittag-Lefler*. 8 3 

nelle q d i  : 
1 1 1 

= = - - a ) ;  3 q = 2 p ~ + ~ o p + ~ b  

-e: 

si ottengono le: 

e siccorne: 

si avranno di seguito i valori di P,, :Q,, P,, Q,, ecc. 
Analogamente poato: . 

A v r n = L , A  +Mr (7) 

i polinomi L,, M, saranno dei gradi -, '+' - se r è dispari, ed il primo 
2 2 

3 il seoondo del grado c> se r  è pari. Essi potranno-eviden- del grado - 
2 2 

temente esprimersi in funzione di Pr, Q, ne1 modo seguente: 

L = q p r + ~ Q , ~  Mr=rP,-q&r. 
Cos1 essendo per r dispari: 

si avranno le: 

e per r pari: 

ed in conseguenza: 

nelle quali IT(r) = 1 2 3 . r. 
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3.' La equazione (3) per le relazioni (4) (7) riducesi quindi d a :  

n-1 
essendo @, Y polinomi in x, entrambi del grado 7 se n è dispari, ed il 

12-2 
primo del grado - 

2 
, l'altro del grado 5 se n B pari. Ora perchè la equa- 

zione superiore sia identicamente soddisfatta dovranno essere eguali a zero i 
coefficienti delle potenze di x in ciascuno dei polinomi Q, 'Y; si avranno cioè 
tanto ne1 caso di n dispari, quant0 in quel10 di 42 pari, un nurnero n+ 1 di 

relazioni fra i coefficienti cc,, a,, fi,, Bi , . . ,  in numero "('+ ') - 1 e le inde- 
2 

terminate 5, p.  
Se n dispari, le equazioni che si ottengono eguagliando a zero i coefficienti 
"2 

di x ' di Q e di Y, sono le seguenti: 

Supponiamo che i coefficienti ai, B2,  p,.. . unpi sieno numeri interi, ed indi- 
cando con pi, pz,. . . pn-e, n - 2 numeri interi, pongasi : 

a i = ~ i + ~ < + p r + . . . + p n - s - ( n ~ l ) f i  

n-2 ( n - 4 ) ( n - 3 ) ( n - 2 )  pz=-- pi, y3=-("-3)(n4)p,  84=- 
2 p3... 

la prima delle equazioni sqerioii  sarh soddisfatta e la seconda diventa la 

da cui per n = 3, 5, 7,. . . si avranno le: 

e cos1 di seguito. 
n 

Se n pari,. il coefficieote d i  z3 in Y eguegliato s zero dh: 
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considerafe f ie l lu  precedente ,&femorz'u del dg.' Mlllag-Lefler. 85 

alla quale soddisfiisi ponendo: 

1 
...pn-~=--II(n-2)pn-3, . Yn-i=-n(n-2)pn 6 2 

n-'à 

e per questa la equazione che ottiensi eguagliando 'a zero 11 coefficiente di xT 
in diventa la: .- 

Oltre a questa equazione si avranno n- 1 relazioni fra i coefficienti non nu- 
n ( n - l )  

merici g o ,  Po, B I , .  . . in numero 
2 e le 5 ,  p. 

4." Sia g z = 3 .  L a  equazione (3) é in questo caso la seguente: 

1 - 
A ~ + [ ~ , + @ ~ - ~ ) X I A ~ + P ~ + ~ ~ X - , P ~ \ ~ ~ ( X ) = O  

e si ha la: 
Bi = - p i p .  

Le altre due relazioni sono: 

( p l - 3 ) a -  3 P i p + 3 a o = O  

nelle quali le a ,  b sono le funzioni di 5 ,  p indicate sopra. La condizione che 
almeno una delle indeterminate 5 ,  ,u debba avere tre valori, non pub eviden- 
temente essere soddisfatta che supponendo p l = O  oppure pl= 3. 

Ne1 primo caso si hanno le: . - 

& = O ,  a=ao; - b = P o  
ne1 secondo: 

.e quindi tanto neii'uno che nell'altro caso due fra le t re  costanti ao, Ji,, Pi 

rimangono indeterminate. 
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Sia n = 4; si avrà la equazione: 

e la: 
Pi t 2y2 =.- 2p2p. 

Le altre tre. relazioni sono le seguenti: 

(3p1fp2- 18)c+3(7 , -Pi )b  i 3 y i a + 3 p , g 2 -  1 8 ~ , = 0 .  
La condizione per le 5,  p, che I'una almeno di esse abbia quattro valori, 
conduce facilmente ai seguenti .valori. di p l ,  p2 : 

, 

1' p,=p,=O 2a pi  =pz= 4 

3a pl=4,  p2=0 4" p,=6, p,=O. 

Ora 1." Se pi = p, = O ,  la prima delle tre. relazioni dà tosto y2 = O e quindi 
Bi = O ,  y, = - 2 a,. Le altre due equazioni diventano : 

b+aop+Po=O 

1 
2," Se p, 4, la seconda delle relazioni superiori dà y.= a Pi, 

il qua1 valore sostituito nella prima e seconda, conduce alle due relazioni fra 
i coefficienti : 

8 a J + 4 y i + P : = 0  

4pO+Piyi= 0 
e si avrà per determinare i quattro valori di 5 la equazione 

1 3.' Se pi= 4 ,  pz= O si ha y, =--Pi e sostituendo il valore di a de- 
2 

dotto dalla prima relazione nella seconda si otterranno fra i coefficienti le due 
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e le due ,equazioni che danno i quattro valori di 5 ,  ,K saranno le: 

1 4.' Se pi = 6 ,  pz = O si ha ancora y, =--Pi  e sostituendo i valori - 2 
di a e di b desunti dalle prime due relazihi nella terza, si hnnno fra i coef- 
'ficienti .le : 

P i (P : - syJ=O,  (yi+.2ao)(P:-2yl)+~PoPi+24ye=O 
e le due equazioni: 

1 1 
a - - B i p - s ( y i + 2 a o ) = 0  2 

1 La  prima delle due relazioni fra i coefficienti pub essere soddisfatta da y ,  #, 
ma in questa ipotesi le due equazioni superiori cchducono ad una equazione 
in ,U del terzo grado; quindi dovranno essere :, , 

e tre coefficienti rimangono indeterminati in questa come nelle altre.' 
Le  equazioni del terzo e del quarto grado trovate sopra e le corrispon- 

denti relazioni fra i coefficienti sono note pei lavori dei sig.i PICARD, HERMITE, 
i MITTA&LEF~E~.  

Se rt= 5 si ha la equazione: 
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nell' ultima delle quali e == a 6 - $ c ,u. 
Si hanno cos\ pei valori di p,, pe, pg le sei seguenti combinazioni: 

2" pi=,0e=p3=5 4a p i = &  po-p3=0 6' pi=8, p2=4j  p,=O. 
1i 

Ne1 primo caso si dimostra subito per le prime tre relazioni superiori do- 
ver essere : 

6,=O, Y*=O, &=O, pi=O, 6 di=--2po 

e le due equazioni saranno le: 

rimanendo indeterminati i quattro coefficienti a., A, y., &.' 
Ne1 secondo caso dovendo evidentemente essere 2 y, - 8, = 0 2P, - 4 c a3 = 0 

si hanno le : 
1 

~ 9 4 1 ,  33= 2A,  y1 
per le quali: 

Sostitucndo questi 
riori si ottengono le 

e la equazione: 

valori nella seconda, terza, e quarfa delle relazioni supe- 
altre tre relazioni fra .i; coefficienti, e cioh: 

l5~~6+511+ P:=O 

10Po+5d,+Piyi=O 
5yo+4id,-15g,=0. 
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- - 
la quale conduce ai cinque valori di 5. Le costanti indeterminate sono in 
questo cas0 p,, y,, à,, à,. 

Ne1 terzo caso dovendo 'essere 8,= 0 si hanno le y, =- Pi e yi + 2 ar + 6 ao= O, 
ed eliminando b dalla terza e dalla quarta relazione, si ottengono le tre se- 
guenti : 

od in fine si avranno fra i coefficienti le sei relazioni: 

rimanendo indeterminate le a,, Po, fi,, 8,. Le equazioni che danno i valori 
delle 5 ,  p sono le: 

Ne1 quarto cas0 saranno ancora a3 = 0, y2= - PI e dalle altre relazioni si 
ottengono le 

1 1 
y';=-(B:+6uo), ai=-- 2 Bi(B", 3 30) 

e le due equazioni: 

Le  quattro costanti indeterminate sono le a,, Po, Pi, 70. 
Ne1 quinto cas0 si hanno dstpprima le y,=O, = - 2Pi; poi dalle relazioni 

seconda, terza, e quarta le: 

AnnaZi di Matematicaca, tom0 XI. 
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,e le due eguazioni: 
3 1 1 

a - g ~ i ~ - T o ( y i + a 9 + 6 a g ) = 0  

colle quattro costanti indeterminate a,, f i 4 ,  y*, &. 
Infine nell'ultimo caso si trovano le sei relazioni fra i coefficienti: 

ye=Pi ,  461, y i = P f ,  

e le due equazioni saranno le: 

rimanendo indeterminate le quattro costanti a,,  P i ,  a,, y,. 
5.". La calcolazione delle equazioni in p od in 5 ,  che forma 10 scopo della 

grecedente Mernoria del sig. MITTAGI-LEFFLER per le equazioni differenziali li- 
mari  del t'erzo e del quarto ordine, si ottiene molto facilmente quando il pro- 
blema si presenti sotto l'aspetto algebrico gui indicato. La equazione in p è 
in generale il risultato della eliminazione delle u ,  b, c dalla terza delle rela- 
zioni (5), dalla equazione identica (6) e dalle due equazioni trovate per le 
varie cvmbinazioni di valori delle p i ,  p,,. .. 

Consideriamo, per esempio, per fi  = 5 il cas0 ultimo in pi= 8, pz= 4 ,  
p,=O. Ricavando dalle due equazioni corrispondenti i valori di a ,  e di c e 
sostituendoli nella ( 6 )  si ottiene la: , 

27be= L b + M  
nella quale: 

L = - 6 1 1 1 ~ i P " 3 - ~ P : + 3 a o ) ~ + 2 ~ i ( ~ : + 3 a ~ ) ]  

~ = ~ 2 [ 9 ~ i r ~ + ( 4 ~ ~ ~ ~ - 9 y ~ + ~ ~ ~ ~ ~ ~ - ( 4 ~ , ~ ~ + 3 ~ , ~ ~ - ~ ~ ~ ~ , ~ ~ +  

D'altra parte pel valore di c si ha che: 
PB=& 
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si avrà quindi dalla eliminazione di b: 

(LQ+MP)P-27&"=O 

che é appunto una equazione in p del quinto grado. La  prima delle equazioni 
superiori da quindi tosto, richiamando il valore (5) di a, la: 

1 1 
E = p 2 f  3Pip+6@:+3a~) 

dalla quale si ottengono i cinque valori corrispondenti di 5. 
6.' Le espressioni che ahbiamo pih sopra indicate colle lettere P,, Q,, 

L,, M, come le p, q, r hanno una proprietà che risulta subito da1 modo di 
loro formazione ed è la seguente. Se nelle espressioni stesee alle qiiantità p, -- \1m si sostituiscono le - p ,  -\192(5), si ha che tutte rnantengono 10 stesso 
valore, ma le p,  r non mutano anche segno, mentre q diventa -q; inoltre 
per r pari P,, M, mutano segno e non 10 mutano Q,, L,, e reciprocamente 
per n dispaïi. Quindi una espressione della forma, per rn pari: 

Ei=A, - i  +piAn-3+peAn.S+. + P . ~ - & A ~ + P ~ - ~ A I  
7- -2- 

O l'altra, per n dispari: 

Di=An-i+piAn , $ ~ z A n . , + . * . + ~ , - , A , + p ~  -- 
2 2 

nelle quali pel moment0 supporremo p,, p,,.. . costanti; daranno origine ad 
altre due E,, D, mutando i segni di p, vg(5); e si avranno le: 

E,=(aA,+y D,=aA,+iu 

E2=(DBi-Y D 2 = -  @Bi+-v 

essendo B, il valore di A, ne1 quale siasi introdotto quel mutamento di segni. 
Moltiplicando queste quattro equazioni per 2 (x - 5 )  =p,  ed osservando essere: - 

- 2 A i ( ~ - t ) = p + \ I ~ ( x ) ,  2Bi(z-5)=-q+\I&x) 
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Interpr6tations géométriques de la théo- 
rie des substitutions de n lettres, parti- 
culihrement pour n =  3, 4, 5, 6, en rela- 
tion avec les groupes de 1'Hexagramme 
mystique. (9 

(Par J .  VERONESE, à Padoue.) 

L'Académie royale de Belgique pour le concours de 1879 et pour celui 
de 1881 avait proposé, comme question à résoudre, la généralisation des pro- 
priétés de l'hexagramme mystique. 

L'énoncé de la question pour 1881 était le suivant: Étendre, autant que 
possible, les théories des points et des droites de STEINER, KIRKMAN, CAYLEY, 
SALMON, HESSE, BAUER aux propriétés qui sont pour les courbes supérieures, 
pour les szcrfaces et pour les courbes gauches les a.nalogues des théorèmes de 
PASCAL et de BRIANCHON. 

('1 Dopo aver preso cognizione di questo importante lavoro, siarno lieti chi  I'egregio 
Autore abbia aderito ad affidarne la pubblicazione alla direzione degli Annula'. Noi ci aste- 
niamo dall'indagare le cause per le qnali un lavoro cos1 originale non abbia trovato mag- 
gior favore preaso l a  Commissione dell'Accademia Reale delle Scienze di Bruxelles, e d'al- 
tronde ad esse si accenna sufficientemente ne1 preambolo; non poasiamo perb .dissimulare 
anche in questa occasione una nostra antica convineione, che l e  Accademie provvedono 
male all'incremento delle scienze, sis col proporre terni troppo speciali, sia col costringere 
gli Autori a seguire un indirizzo ed un piano stabilito a priori nella soluzione dei medesimi. 

F. BRIOSCEI. 
Anfiali di Matematica, tomo X I .  13 
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(Voir, pour ces derniers, les travaux de MM. CREMONA, P. SERRET et FOLIE) (*). 
Sur l'invitation en quelque sorte de M. FOLIE, membre de l'Académie de 

Belgique, je me suis présenté au second concours avec un Mémoire de 150 
pages environs qui portait pour devise: 

u Les groupes de Z'Hexagramrnum mysticum donnent une expression géo- 
métrique partietdière bien simple et élégante des groupes des substitutions de 
six lettres. n 

Cette devise &ait reproduite dans un billet cacheté renfermant mon nom et 
mon adresse (**). 

L'Académie royale de Belgique dans le mois de décembre 1881 a adopté 
les conclusions de Monsieur le rapporteur FOLIE, auxquelles s'étaient rallies les 
deux autres Commissaires, CATALAN et DE TILLY. 

J e  reproduis le rapport entier de M. FOLIE, accompagné de mes commen- 
taires, afin que le lecteur puisse mieux le comprendre et voir de quelle fapon 
on a jugé mon travail. 

u L a  question proposée, accompagnée surtout du renvoi aux travaux de 

(*) J e  remarque, dans l'intérêt du lecteur, que dans l'hexagramme il n'existe pas de 
points ou de droites qui soient désignés sous le nom de HESBE OU de BAWR, comme le 
ferait croire la rédaction même de la question. 

(**) Comme j'avaie envoyé & M. FOLIE un exemplaire de mon Mémoire sur l'hexagramme 
mystique de 1877, il m'écrivit aussit8t la lettre suivante: 

Monsieur, 

J'ai parcouru avec beaucoup d'intérêt les brochures que vous m'avez fait l'honneur de 
m'envoyer et, en particulier, votre Mémoire sur l'hexagramme mystique, dans lequel se 
trouve rdsolue la première partie de la question que j'avais posée à l'Académie de Bruxelles 
pour 1879. 

J'ai insisté, en conséquence, pour que la seconde partie de l a  question restât au pro- 
gramme de conoours pour 1881. L a  Classe des sciences, dans sa  séanae d'hier, a adopté 
ma proposition et  m'a chargé de la rédaction de la nouvelle question. 

J e  m'empresse de vous en informer et de vous envoyer cette rédaction, persuadé que, 
par vos travaux antérieurs, vous êtes fort à même de la résoudre. 

En même temps j e  vous adresse deux brochures dont j'ai fait des tirés & part e t  qui 
pourrotlt en partie vous servir de guide. 

Agréez, etc. 

Liége, 4 janvier LBSfl. FOLIE. 

J e  remarque que M. FOLIE ne dit pas voue devront, mais vous pocrrront servir de guide. 
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n MN. CREMONA et P. SERRET ainsi qu'aux miens, ne nous semble gubre suscep- 
n tible d'un sens amphibologique. 

n Dans nos fondements d'une gbométrie supérieure cartésienne, nous avons 
n fait voir que si le théorbme de PASCAL s'énonce sous cette forme: 

n Les côt& opposés de deux trilutères conjugués inscrits à, une conique se 
n coupent en trois points situés en ligne droite,. le théorème analogue s'énon- 
n cera, pour les courbes du 3me ordre: 

n Les côtés opposds de deux quadrilatères conjugués inscrits à une courbe du 
n 3me ordre se coupent en yuatre points situés en ligne droite, et, pour les 
n ~ u r f a c e ~  du srne .ordre : 

n Les faces o~~posées de deux tétraèdres cortjugués hscrits à une surface 
n du 3me ordre se coupent suivant quatre droites situées dans un même plan. 
n Ces extensions du théorème de PASCAL, jointes à celles que nous en avons 
n données pour d'autres courbes planes ou gauches, indiquaient bien clairement 
n le sens de la question de concours. Or le titre seul du Mémoire envoy6 en 
n réponse B la question montre que ce n'est pas dans ce sens qui l'duteur a. 
n voulu l'entendre. 

n E t  cependant il n'ignorait pas que ce sens était bien le véritable; la preuve 
n en est qu'il a recherché l'extension proposée pour le cas des courbes gauches 
n du 3me ordre, parce que sa théorie s'appliquait à ce cas, tandis qu'il a laissé 
n de côté les extensions aux courbes planes et aux surfaces d'un ordre supé- 
n rieur au second, par la raison contraire. 

n Toute sa théorie, en effet, repose sur le 2 h r d r e ,  et ne peut en général 
n s'btendre au delà que dans un espace à plus de trois dimensions, ce qui ne 
n rentre nullement dans la question proposde (*). 

(*) J'ai étendu les groupes de l'hexagramme à 6 points d'une cubique gauche au moyen 
du théorème de CHASLES et  Ca~vona  directement de la figure même de i'hexagramme par le 
principe de projection; mais cette méthode n'a rien de commun aveo cella dont je me suis 
servi dans Dresaue tout mon travail. 

L 

J'ai applique l'extension aux courbes et aux surfaces supérieures, car je l'ai fait pour 
toute configuration de n points du plan et de l'espace linéaire à trois dimensions, et, par . . -  

conséquent-aussi, pour toute courbè et  surface de-oes espaces. 
Il n'est pas vrai que ma théorie ne puisse s'étendre que dans un espace à plus de trois 

dimensions. M. FOLIN n'a pas même fait attention au passage u Bien qu'il soit déjà très 
intéressant, etc. n de ma préface, duquel résulte très clairement que je me sers en général 
des espaces 9. n dimensions comme moyen et  non pas comme but, pour Qtudier les figures 
de l'espace ordinaire et  du plan. Pourtant celle-ci est une des idées fondamentales de mon 
travail: 
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n Celle-ci est-elle susceptible d'une solution générale? 
n Evidemment non; et les termes mêmes de la question, u étendre autant 

n que possible a ,  prouvent que l'Académie ne demandait pas une solution de 
n l'espèce. 

n Nais ce qu'elle voulait, c'est qu'on étendit, dans les limites du possible, 
n aux courbes et aux surfaces d'ordre supérieur les conséquences, déduites par 
n les géomètres modernes, de la propriété de l'hexagramme mystique. 

n Or, cette extensions peut se faire, au moins dans des cas particuliers; nous 
n signalerons, par exemple, les points d'inflexion d'une courbe plane du 3"" 
n ordre comme l'un d'entre eux; et nous ne doutons nullement qu'il en existe 
n de semblables dans les courbes d'un ordre supérieur. 

n Pour les surfaces du 3"" ordre, nous pensons même que l'extension de- 
n mandée est susceptible de la plus grande gdnéralité (*). 

n Tel était donc le point de vue auquel on devait d'abord se placer pour 
v traiter la question proposée (**). 

n Après cela, rien n'aurait empêché de l'étudier à d'autres points de vue 
n et, en particulier, à celui d' où l'Auteur du Mémoire l'a examiné, quoique 
n son interprétation soit peut-être, entre toutes, celle qui est la moins suscep 
n tible de généralisation (***). 

(*) 11 est impossible, comme je le dbmontrerais dans iine note de ma préface, de faire 
l'extension demandée au moyen des 9 points d'inflexion d'une courbe du 3m'3 ordre par des 
quadrilatères conjugués inscrits à la courbe, tandis que pour les surfaces du 3me ordre 
on obtient l'extension donnée par CREMONA (Teoremi stereometrici dai quali s i  deducono le 
propietà dell'esagrammo di Pascal. Atti della R. Acc. dei Lincei, 1877). Les plans, aux- 
quels donnent lieu les couples des tétraèdres conjugués inscrits & une surface di1 3me ordre, 
qu'on obtient en considérant les 27 droites de la surface, ne sont autres que les plans de 
PLÜCKER du Mémoire de CREMONA. 

(**) Je  demande pourquoi M. F o ~ i e  n'a pas dit ioi que je  devais aussi me placer aux 
points de vue de MM. CREMONA et P. SEBRET. La preuve que je n'étais pas oblige de suivre 
ses extensions, je l a  vois aussi dans la lettre, oh il me dit: mes mkmoires vous pourront 
et non pas vous devront servir de guide. 

(***) Donc M. FOLIE convient qu'on pouvait se placer à mon point de vue pour Qtudier 
la question; il convient aussi, plus loin, que mon travail a des mérites t r h  r6els pour les 
apergus nouveaux, pour les interprétations intéressantes et; enfin pour la méthode fhconde 
qu'il expose; mais pourquoi donc dit-il B la fin de son rapport que j'ai écrit mon travail à 
propos de la question proposée et noii en réponse à cette question? S'il n'y a pas de doute 
sur le mérite du travail, et  si l'on peut se placer & mon point de  vue pour traiter la question, 
comment peut-on dire après cela que je n'si pas trait6 l a  question? M. FOLIE devait dire 
franchement: le travail soumis & notre examen résout la question, mais & un autre point 
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n Aussi n' a-t-il guère rdussi qu' à reproduire, d'une manière originale, les 
r réeultats que M. VERONESE a obtenus, par une voie élkmentaire, dans un 
n M6moire dont le travail actuel est un commentaire fort intéressant (*). . . 

n Ce travail est assurement l'œuvre d'un géomètre distingué, qui nous semble 
n avoir particulièrement étudié les maîtres italiens et avoir un peu négligé 
n l'étude des courbes supérieures auxquelles la question se rapportait sur- 
a tout (**). 

n Outre les théorèmes déjà connus, il renferme un grand nombre d'idées 
n neuves et originales, et même, comme nous l'avons dit plus haut, quelques 
n unes des géndralisations demandées; mais il ne semble pas avoir été écrit 
n dans le but de saisir, dans toute son étendue, le problème proposé (***). 

n Noug croyons superflu de faire, de son travail, une analyse détaillée qui ne 
n serait, à peu de chose prés, que la reproduction de celle que l'buteur a ex- 
n posée sous forme de préface, ou de présenter des observations de détail, qui 
n ne seraient pas de nature à éclaircir la Classe sur la valeur du Mémoire. Il 
n en est une cependant que nous ferons dans l'intérêt du lecteur: c'est qu'il 
n s'y rencontre certaines dénominations proposées par BATTA~LINI, et qui ont 
n le tort de créer une homonymie regrettable. Celle d'involution, par exem- 
a ple, qui est prise dans un sens tout à fait différent de celui que PONCELET, 
n DE JONQUI~RES, HESSE, CLEBSCH, CAYLEY, SALMOX, etc., ont attribué à cette 

de vue, qui n'est pas le nbtre, et par conséquent, il ne mérite pas le prix. Cela du reste 
résulte tr&e clairement de tout son rapport. 
A l'égard de ma méthode je dirai seulement qu'elle ne se laisse peut-être pas généraliser 

car elle est déjà très générale. Dans ma préface j'ai dit: u La  methode que je suis est 
trbs générale et peut s7appliquer à l'étude d'une configuration quelconque. n 

(*) Certes je suis parti de mes résultats, mais cela ne signifie point que je les ai re- 
produits; par la table même des matières on peut se convaincre que les résultats de mon 
travail actuel sont presque tous nouveaux et qu'ils ne sont pas une reproduction, si ori- 
ginale qu'on la suppose, de ceux de mon Mémoire sur l'hexagramme mystique, de 1877. 

(**) I l  n'ignorait pas que j'avais l'intontion de prendre part au concours et il savait 
bien que 1' unique concurrent c'était moi, puisqu' il n'y en avait pas d'autres. Mais M. FOLIE 
se trompe lorsqu'il dit qu'il résulte de mon travail que j'ai étudié particulièrement les 
maftres italiens, car je me suis servi seulement de mon Mémoire 6ur I'hexagramme my- 
stique, de 1877, des travaux de MM. P. SERRET, JORDAN pour la théorie des substitutions 
et de-ceux de M. KLEIN sur la thhorie des oomplexes liniaires des droites, deux à deux 
en involution. 

(***) L e  lecteur pourra voir, par la table des matières, que je traite la question de fond 
en comble et  que si au commencement j'ai l'air d'y Qtre étranger, c'est parce que j'ai 
d'abord exposé les thdories génkrales qui devaient me conduire aux extensions demandées. 
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- 
n expression, dans le sens de l'homographie cyclique des géomètres alle- 
n mands (*). 

n En rdsumé, nous nous trouvons en présence d'un travail remarquable, qui 
n mérite certainement d'être accueilli dans les Mémoires de l'Académie, à 
n cause des aperçu nouveaux, des interprétations intéressantes, de la méthode 
n féconde enfin qu'il expose. 

n Il  a le défaut seulement, d'avoir été écrit non pas en rbporzse & la ques- 
n tion proposée, mais à propos de cette question. 

n Si le but de l'Académie n'avait 6t6 que de provoquer un travail original, 
n celui-ci mériterait le prix. 

n Mais nous ne devons pas oublier qu'un des buts de la question posée par 
n la Classe était d'engager les jeunes géomètres dans la voie qui a été ouverte, 
n dans nos Mémoires mêmes, par l'extension des théorèmes fondamentaux de 
n la gbométrie supérieure aux courbes et aux surfaces d'un ordre Blevé, et de 
n provoquer, dans cette voie, des recherches qui complétent celles de l'école des 
n géomètre0 belges, selon 1' expression de CHASLES. 

n Or nous venons de le voir, l'Auteur n'a presque rien tenté dans cette 
n voie ; il a' est borné à suivre la sienne propre (**). 

(*) Avant tout je ferai observer que si M. FOLIE ne voulait pas donner une analyse dé- 
taillée de mon travail, il devait au moins dire en quoi consiste ma méthode e t  quels sont 
les résultats principaux que j'ai obtenus, pour démontrer ensuite que je n'ai pas résolu la 
question; tandis que cela ne ressort pas le moins du monde de ce rapport. C'est pourtant 
ainsi .qu'en agissent tous les rapporteurs d'Académie, qui indiquent en peu de mots la mé- 
thode suivie par l'Auteur pour pouvoir en conclure si l e  Mémoire merite ou non le prix. 
En effet, on lit dans l'Annuaire même de l'Académie royale de Belgique de 1881 B I'ar- 
ticle 21 sur les publications: u Les rapports des commissaires, qui devront prksenter un 
aperpu d e  ce que ces mt?moires contienfient de plus remarquable, peuvent être imprimés dans 
les Bulletins. n Mais on voit facilement d'après les notes précédentes et  d 'aprh ce que dit ici 
M. FOLIE qu'il lui était impossible de faire un tel apergu. Ce qu'il dit, en effet, sur l'invo- 
lutioa est tout à fait contraire B la verité, car je ne me suis jamais servi dans mon travail 
d'aucune dénomination proposée par BATTAQLINI. J'ai étendu l'idée de l'involution aux 
espaces à plus de trois dimensions, prise dans le sens commun (Collinéation ou homologie 
en involution, lorsque le rapport anharmonique de l'homologie est Qgal B - 1.) et non dans 
le sens de  BATTAQLINI (Voir, en effet, le théor. 1 de mon Mémoire ci-après). Mais ce n'est 
pas tout. Le  na0 4 de mon travail a pour titre Homoyraphies cycliques. Ce titre seul euffit 
pour démontrer que dans mon Mémoire l'idée de l'involution et celle des homographies 
cycliques sont bien distinctes. 

Si M. BOLIE s'est trompe ainsi dès le début de mon travail, il est facile de comprendre 
ou d'admettre qu'il n'a pu dtre en harmonie avec le reste. 

(**) Mais cela n'entre nullement dans le programme du ctoncours. Du reste je demande 
pourquoi il n'a pas dit que les antres buts de PAcadi5mie étaient de faire compléter les 
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a La  question reste donc entière. 
n Notre intention formelle est de proposer ultérieurement à la Classe de la 

n maintenir au programme du concours. 
n Nous ne pouvons, dans ces conditions, déclarer que le travail soumis à notre 

n examen mérite le prix. 
n Nous ne voulons pas non plus proposer une mention honorable pour l'Au- 

n teur, récompense qui ne nous semblerait pas proportionnde aux mérites très 
n réels de son travail. 

n E n  conséquence, nous avons l'honneur de proposer à la Classe d'ordonner 
n que le Mémoire soit imprimé, si l'Auteur veut y consentir, dans les volumes 
n in 4", et d'adresser à celui-ci des félicitations et des remerciments bien mé- 
n rités. n 

N'est-il paEi étrange que dans un rapport qui juge mon Mémoire digne 
d'être accueilli parmi les mémoires de l'Académie mais non conforme au con- 
cours, on ne donne aucune idée de ce qu'il contient? N'est-il pas étrange 
qu'on ne dise rien pour informer le lecteur deci résultats obtenus? N'est-il pas 
étrange que lorsque le rapport parle de mon travail on se trompe toujours? 

Une chose seule résulte très clairement du rapport: le prix n'a pas été ac- 
cordé au Mémoire parce qu'on n'y a pas tenu compte des travaux géométri- 
ques de M. FOLIE, suivant que le pensait l'auteur du programme. 

Ce n'est pas pour la perte du prix mais dans l'espérance d'une sentence 
plus'juste, que j'en appelle du jugement de M. FOLIE et de l'Académie royale 
de Belgique à celui de tous ceux qui s'occupent des sciences mathématiques. 

De même que je ne puis accepter la décision de l'Académie belge, de même 
je ne puis consentir à l'impression de mon travail dans les mémoires de 1'Aca- 
démie et, par conséquent, je ne peux pas accepter en l'état de cause les féli- 
citations et les remerciments qu'elle veut bien m'adresser. 

J'ai demandé l'hospitalité aux Annali di Matematica dirigés par Monsieur 
le Sénateur et professeur BR~OSCHI, et je remercie l'illustre directeur de me 
l'avoir accordée. 

recherches des écoles italienne et française (B la première desquelles appartiennent aussi 
mon travail sur l'hexagramme, de 1877, e t  ceux de MM. CREIU~NA, BELLAVITIS et CAPOEALI) 
puisque dans le programme di1 concours il a cité en premier lieu les travaux de MM. CRE- 
MONA et  P. SERRET. 
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Que les gens compétents et impartiaux lisent entièrement mon Mémoire et 
qu'ils relisent ensuite le rapport de M. FOLIE avec mes commentaires. J'ose 
espérer qu'ils partageront ma conviction : 

1." que j'ai été jugé très ldgérement par qui n'a pas lu ou n'a pas com- 
pris mon travail; 

2." que la voie que j'ai suivie est précisdment celle qui, dans l'état actuel 
des connaissances géométriques, se présentait comme la plus féconde en résul- 
tats nouveaux et intéressants, et la plus propre à une véritable généralisation 
de I'hexagramme de PASCAL, sinon selon la pensée et le désir de l'auteur du 
programme, au moins selon l'esprit et l'état de la science; 

3." qu'on ne peut m'imputer à reproche si une telle voie est neuve et 
originale, au lieu d'être celle que M. FOLIE prétend avoir découverte et indi- 
quée aux géomètres de l'avenir. 
A propos de cette dernière voie je me bornerai à la déclaration suivante: 
J 'ai  lu et j'ai examiné les Fortdements d'une gkom6trie supt?rie!e«re Cartd- 

sienne et les autres mémoires de M. FOLIE pour les utiliser dans la solution de 
la question proposée; mais j'ai dh bientôt me convaincre que par cette voie 
je n'aboutirais à aucune conclusion sérieuse. Les Fondements de M. FOLIE ne 
contiennent aucune nouveauté de méthodes, de théories ou de théorèmes; tout 
ce qu'il a exposé avec une grande pompe de phrases, est évidemment contenu 
dans les œuvres de PONCELET (*), et se réduit à des cas particuliers de théorèmes 
déjà donnés par GERGONNE (**) et par PONCELET (***), développés par DE JON- 

(*) Analyse des tralzsversales, etc. Journal de CRELLE, vol. 8, 1831. Traité des propriJt& 
projectîues. I I  Ed., 1866. 

La théorie de l'involution donnée par lea m points d'intersection d'une transversale quel- 
conque avec les courbes ou les surfaces d'un faisceau A + AB = O, était déjb connue par 
PONCELET même en 1830, quoiqu'il l'ait publiée seulement dans la 2e édition de son trait6 
en 1866, tandis que DE JONQU&~ES avait publie son Mémoire sur l'involution dans ce m&me 
journal en 1859. 

(**) Annales de mathématique, tome 17. 
(***) Traitk des propriétks projectives. Pour l'extension du théorème de DESARQUE# voir 

les n.08 253, 258, 259, 266, 278, et pour l'extension du 'théorème de PASOAL voir en outre 
les n.OS 154, 227, 296, 297. 

L'heureuse analyse de M .  FOLIE, comme il l'appelle dans ses Fondements, se base tou- 
jours sur des équations de la forme A + AB = O ,  oh A et B sont deux courbes ou deux 
surfaces réductibles ou irréductibles du mm" ordre. 

I l  y a aussi dans ses Fondements des contradictions dont je donne ici quelques exemples, 
Pour la généralisation de I'id6e de  l'involntion quadratique, dans une note de sa préface. 
pag. 2,  il dit: 
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Q U I ~ R E S  et par d'autres géomètres toujours avant qu'il leur arrivât la grande 
fortune d'être retrouvés et retouchés par le mathématicien de Liège. 

Padoue, juillet 1882. 

u Depuis que ce travail (ses Fondements) a été écrit nous avons trouve dans la nouvelle 
n édition du Trait6 des propriétés projectives de PONCELET (t. 2, pag. 240 et  suiv.) cette 
n extension de l'idée de l'involution, qui ne paraît pas avoir ét6 remarquée des géomètres, 
n malgré sa  haute importance (1870) n tandis que, après avoir donne la première générali- 
sation du théorème de DESABQUES (pag. 15), il dit: 

a On voit clairement par 1iL pourquoi l'involution de six points, la seule connue juspu'b 
n ce jour, etc. r 

E t  à pag. 31: 
u Nous ne pouvons pas mettre les équations générales des courbes d'un ordre supérieur 

n au cinquième sous la forme 
6 o... = k 6 ' g . ,  

qui nom a conduit + appliques I'extensios que nous avons donnée à l'idée de J'involillion. - Par quoi faudra-t-il remplacer Z1imolution dans ces courbes? C7e.st là un probléme qui 
fi mt'rite certainement de faire E'ohjet cleh efforts des ggkomètres e t  sur lepue2 nous appelons 
a Eew attestim. r 
11 p a r a i t r ~ t  que M. FOLIE n'a I)W même lu l'endroit du traité d5 PON~ELET qu'il cite, 

car PONOELET a étendu l'involution aux faisceaux d e  courbes ou de  surfaces d'un ordre 
quelconque. 

Toici maintenant quelques exemples de l'art de  phraser de M. P o ~ r a  Aux page8 3, 4, 
Hd i t :  . 

u On nous. yépondr8 peut-être avec Pomsor que a'est une heureuse analyse qui noua a 
n conduit à ces résultats; nous faisons si peu difficulté de le reconnaître que nous sommes 
n étonné que DESCARTES lui-même, lorsqu'il a fait cette découverte splendide qui renfermait: 
n en germe tout4 l'analyse moderne, oq kts géomhtres qui lui ont succ6dé, a'ajeut presque 
n fait aucun usage de l'idée q,ui nous sert de, point de départ, n 

Cette heureuse analyse, comme nous venons de Ie voir, est basée sur des équatians de 
la firme A + h B t O déjà connues. 

a L e  titre même de notre travail indiqua saffiantment que non8 a ' a ~ n s  v s d u  qae poser 
s lea bases d'une pl6tlteds qui eonduit aux plus bcl lq  propriét6s da la géométrie supérieure. 

n Déduire les corollaiites de iaos théorèmes serait une entreprise qui exigerait peut-être 
n des anndes de travaa'i. 

n C'est là un champ que nous ne faisons que défricher et sur lequel cenx qui voudront 
n poursuivre ces iechèrqhes sont certains de faire une ample moisson de découvertes, n 

Et Bi Ia fin du premier livre @ag. 78) nous lisons: 
u ~ o u s  avclns, dans le Tivre qui précède, étendu'au moyen d'une analyse fort simple les 

n théorèrnee fondamentaux de 1s haute géométrie a u x  courbes sup6rEeures planes, pour ies- 
* quelles la plupart de ces théorèmes n'avaienf pas encore ét& décourverta, malgrk l'a 
n profondéur et ta pknétration des gé'ométres. 

Annati d i  Matematica, tom0 X I ,  14 
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La question à laquelle j'essaie de répondre par le présent travail est très 
vaste et semble tout d'abord trBs difficile. Le problbme peut être envisagé sous 
beaucoup de manières différentes. Jusqu'ici on a proposé déjà bien des ana- 
logies au théorème de PASOAL; mais remarquons qu'en général pour dbterminer 
ces propriétés, que l'on considère comme de même nature, on est obligé de ne 
prendre en considération dans 1'Hexagranime mystique qu'un ordre de pro- 
priétés et non pas l'ensemble; citons à 17 appui les théorèmes de CH~SLES et de 
M. P. SERRET sur les surfaces du 2d degr6 et ceux considérés par M. FOLIE 
pour les courbes et -pour les surfaces d'ordre supérieur dans ses fondements et 
ailleurs (2). 

Lep groupes des droites de PASCAL, 'des points 'de STEINER, des 6 figures II, 
des points de KIRKMAN, des droites de CAYLEY, etc., et des systémes infinis [Zx], 
de 60 droites x et de 60 points Z (où m est un nombre entier positif quel- 
conque). Pour m = 1 le système [Zz], devient le système. de PASCAL-KIRK- 
MAN (3) dépendant uniquement de ce que l'on peut permuter de toutes les 
manières possibles les 6 points fondamentaux de la conique. 

(') Ce Mémoire est identique à celui que j'ai envoyé à l'Académie royale de Belgique, 
sauf quelques corrections de forme, qui du reste ne changent en rien le sens. J e  joins main- 
tenant à certains points du travail des notes complémentaires en renvois, distinguées par 
des numéros des notes primitives indiquées par des astérisques. 

(P) JO dois avertir que mon intention n'était pas d'affirmer que les théorérnee indiqués 
par M. FOLIE sont de lui. 

(3) A., Nuovi teoremi sull'IZexagramnzuna mystécum. (Atti della R .  Accademia dei Lincei, 
1877). Théorèmes XII, XLIX. 
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Ainsi en permutant les 6 points on obtient en tout 720 permutations corres- 
pondant 12 à 12 aux 60 hexagones, qu'on peut former aveo les 6 points, ou 
bien aux 60 droites de PASCAL. 

- On voit donc, que la théorie des groupes de 1'Hexagramme n'est qu'uiie 
expression g6om6brique particulibro de Ilr théorie des substitutions de six 
lettres, 

C'est 18 l'idée fondamentale qui nous guidera dans tout notre travail. Or, 
en examinant A ce point de vue les propriétés que l'on considère comme ana-. 
logues du théorème de PASCAL, j'avoue n'avoir pu trouver de groupes analo- 
gues à ceux de 17Hexagramme. Cette difficulté insurmontable résulte de ce que 
les éléments fondamentaux, sur les courbes et sur les surfaces, donnés par ces 
propriétés ne sont pas arbitraires, comme le sont les 6 points sur la conique, 
et qu'en effectuant des permutations de ces éléments les propriétés ne subsis- 
tent plus (*). 

J e  donne quelques exemples : 
Il  y a pour les surfaces du 2a degré un théorème que l'on peut considérer 

plus que tout autre l'analogue du théorème de PASCAL; c'est celui 
qui est relatif aux 6 génératrices d'un hyperboloïde, appartenant trois à trois 
aux deux systbmes de génératrices. Ces 6 droites se rencontrent deux à deux 
en 9 points, avec lesquels on peut former trois hexagones, dont les côtés sont 
les 6 droites elles-mêmes, et dont les diagonales se rencontrent respectivement 
en trois points. Ces trois points sont à une ligne droite g. Les plans tangents 
aux sommets opposés pour chacun des trois hexagones se coupent en trois 
droites d'un plan. Les trois plans, qui en résultent, se coupent suivant une droite. 
Cette droite est la polaire de la droite'g par rapport à l'hyperboloïde (**). Ce 
dernier théorème peut être considéré comnie l'analogue du th6orème de STEINER 

(*) Je  remarque que M. P. SRRRET lui-même ne considère pas secf deux théorèmea sur 
dix points qnelconques d'une surface du 2d degré comme les analogues du théorème de 
PASCAL. L e  premier de ces théorèmes, relatif à deux pentaédres qu'on obtient en séparant 
les dix points en deux groupes de 5 points, est analogue au théorArne que deux triangles, 
dont les-sommets sont 6poi& d'une conique, sont conjugués par rapport à une aut re  co- 
nique 2. On obtient eu tout 10 telles coniques, qui ont été étudiées par M. BAUER en re- 
lation aveo les droites de PASCAL, et aveo l i s  de KIRKMAN, etc. Pour les 176 surfaces 
du 2a degr6 2,  qu'on obtient eu séparant de  toutes les manières possibles les 10 points 
fondamentaux d'une surface du 2d degr6 en deux pentaèdres, le problème, qui se présente 
le premier, c'est celui de leurs intersections; problème qui n'est ni linéaire, ni à premiére 
vue élégant et qui offre peu d'intérêt. L'élégance et la beauté de l'hexagramme dépendent 
de ce q i e  l'on peut 17Qtudier au  moyen deconstructions purement linéaires, 

(**) PLS~CKES: Szjstem der Qe~metrie des &numes, Nr. 87-93, 
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 pou^ l'iiesagramme mystique I*j, mais il 7 a c e t h  grande différenoe que, pour 
la eoniqne, ~ i h  B 60 bextigones, ou bieb 60 droites de PASCAL et 2Q p o h h  de 
STEISER, tandis que, avec les 6 génératrices de l'hyperboloïde, ou d'une sur- 
face quelconque da  2.1 degr6, on obtient seulement deux groupes de trois he- 
ntigoneh et un seul couple de droites, qui correspondent A un couple de deux 
points conjugués de STEINER. On voit donc qu'il est impossible d'étendre les 
graupes &'on peut fotbier abec 6 points d'un) conique & 6 telles g6n6ratrices 
d'ah hyperbolol'de (l). 
- 

(*) C'est au moyen de ce thdorème que B E ~ ~ E  a ddmontré que les 1 0  points de S T E I N E ~  
sont conjugu6s deux & deux par rapport & la conique fondamentald. xi) M. FOLIE dana ses Fmdments à la pag. 5 donne les definitions suivantes: 

v Nous appelierons polygones conjuguks de n côtks inscrits b uns courbe du P' ordre, 
n deux polygones t ek  que chaque côté de l'un passe par l'un des points d'intersection de 
r chaque côté de l'autre avec la courbe. n 

Ces deux polygones sont, selon PONCELET, denx courbes dn n"' ordre, qui déterminent un 
faisceAu de courbes du nm@ ordre auquel appartient évidemment la courbe laquelle sont 
inscrits les denx polygones. (Traité des pro?. proj., n,as 253 et suivants.) 

ri De même nous appellerons polygones conjugu6s de n + 1 cdfk inscrits à une courhe du 
r nme ordre deux polygones tels, que chaque CM de l'un passe par l'un des points d'inter- 
n section de chaque cbté de l'autre, hn seul excqté,  avea la courbe; les cdfds opposés dans 
n ces denx polygones seront ceux qui n'auront pas de point commun sur la courbe. n 

De même je remarque que ces deux polygones peuvent être considérés comme Jeux 
courbes du (n + l)me ordre, qui déterminent un faisceau de courbes du même ordre, oh 
n(n + 1) des (n + l)$ points fondamentaux du faisceau sont situés sur 1s courbe du nme 
ordre, à laquelle sont inscrits les deux polygones; donc les n + 1 points fondamentaux 
restants, oh se rencontrent b s  côtés opposés, sont situés sur une droite. 

Pour n =2 uu obtient deus hilatéres conjdgués Inscrits à une conique, qui déferminent 
sur la cobiqur 6 points tout B fait arbitraires; En permutant ces 6 points on obtient 60 
couples ds bes trilatères qcii donnent lieu aux 60 droitea de PASCAL, desquelles dépendent 
uniguement les groupes de l'hexagramme. 

Pour la courbe du 3me ordre (n = 3) on obtient deux quadrilatères qni déterminent sur 
la eourbe 12 points situés 3 à 3 sur leurs côtés; les 4 points d'intersection de kurs  cafés 
opposés s m t  situés sur une ligne droite y. En permutank les 12 points on n'obtient pas 
en g6néral d'autres couples de ces qundrilattmsf et, par eonséquenb, il est impouible dans 
ce cas de faire l'extension demandke. 

Mais M. FOLI~ dit dans son rapport qu'on peut b faire an moyen dde 9 points d'inflexion 
de la courba 

Par le corollaim III (pag. 13) de ses Fondeme&, on peut construire des quadrilatères 
conjugu6s inscrits $ la conrbe da 3m0 ordre, ai l'on a tin systéme de deux trilatères conjh- 
gu6e inscrits à la mbme courbe. 

8aiënti en effet 0, 1, 2; 0; la, 2', l a  points de rencontre de la con'rbe hveo deux sécantes 
s, 8'. Lee  tramsvwssles 0 0 ' s  t,,  11' I. 22' g 8, rencontrent Fa courbt? encore en trois 
points situés sur 'Iine ligne droite zc,. 11 est clair qfie sb'u,, t,, t ,  tp donnenk den& tiilatèr8it. 
conjugués. Si l'on considère maintenad les hamversales 01' z T*, 12' E T,, 20's T,, des 
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Cependant, pour la cubiqbe gauchq on a la propriété donnée par CHASDES et 
oornplt?tde par CREMONA, par laquelle on peut faire cette extension. Si 12 34 5 6 7 

transversales determinent une autre  droite Uo par  leurs intersections ultérieures avec la 
courbe. Les  quadrilathres 

sont .évidemment inscrits à la courbe e t  les intersections de  leurs ci3tés oppoeéa U,, u,; tb ,  
T,; t,, Ti; &, T,; sont siiuées sur une droite g. 

Dans je Ca8 des 9 points d'inflexion situ& 3 h 3 sur  12 droites L, on pout former a rec  
eux 4 trilatères inscrits deux à deux & la courbe. Il n'y a aucune nutre droite 4ui passe p a r  
deux des 9 points, car les 12 droites L représentent précisément les 36 droites qui joignent 
deux 9. deux les 9 points. Ces 1 2  droiles se  rencontrent dans les 12 sommets des trilatères. 
Elles n'ont en dehors de ces points e t  des 9 points d'inflexion aucun autre  point commun. 
OP i1 n'est pas difficile de  vois qu'on fie peut pas former avec ces droites, au  moyen de la 
construction susdite pour n r- 3, des quadrilatèree conjugués inscrits à la courbe, qui donnent 
d e  nouvelles droites y de  la figure. Il est donc impossible dans ce cas  de faire l'exten- 
sion demandée. 

M. F O L I ~  dit, dans son rapliort, que poor  les surfaces du 3*e ordre I'extension demandée 
est susceptible de la plus grande gén6ralité. 

On a pour ces surfaces le  théorème su i tan t :  
u Les faces oppos4es de deu.x tétrakdres conjuguh inscrits à une surface du P ordre F 3  

n se coupent sacivant quatre &vites situdes dans un ~nêtne plan. n 

Considérons eh effet les  12 droites 

d'après les indications ordinaires. (Voir par  ex. CBEMONA, Teoria delle superficie et REYE, 
Geometrie der Luge, I I  Abt.) Avec ces 12 droites on peut former deux tétraédres conju- 
gues à F 3, s ~ v o i r :  

dont  les faces Bont évidemment des plans tritangents d e  F3 e t  dont ies faces op'po&ss ee 
cmpent  biz 4 droites p d'on plan P. S i  l 'on consiaère en effet I'hexegone 

Fes face$ opposc5ee c,,c,~ , c,,c,,; c,, c,, , e l ,  c,,; e,, e,,, e,, c,, se &oixpent suivant troie droites 
p d'un plan P. (B~roscar ,  Annal1 di matemaiica, 1855.) Mairc le8 faceil gni soht oppo$éeéea 
poiir Phmagone le mnt aussi poor 1 e ~  tétraèdres; dona les deux faces opposées restantes 
Be soupent m i s a n t  une d r o h  dia mème plan P. 

Si  l'on considère les 1 2  droites c ,  qu5 correspondent d ' m e  certaine m a ~ i b r e  au% 6 'pshtd 
fondamentaux de  l'hexagramme, il est clair qu'on n e  peut p a s  obten5t d'autreb .evbples d e  
tétraèdres conjugués inscrits à F3, ek, p&t ~00ns8que~t, auean duhe pfad P. (rependaht en 
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sont 7 points d'une cubique gauche, les trois points 

oh 12, 23, 34 rencontrent les plans 457, 576, 761 sont situes sur un plan -E 
passant par le point 7 (*). CREMONA a démontré que, si le point 7 se déplace 
sur la courbe, le plan E passe toujours par une sécante p de la cubique (**). 
Cette droite correspond à l'hexagone 12, 23, 34, 45, 56, 61. On obtient donc 
en tout 60 sécantes Y de la courbe en permutant de toutes les manières pos- 
sibles les six points fondamentaux. Mais les théorAmes de CHASLES et de CRE- 
NONA s'obtenant par projection du théorème de PASCAL même, on peut par pro- 
jection aussi obtenir les groupes formes par les 60 sécantes p. 
A la fin de ce travail je donnerai quelques théorèmes sur ces groupes. Mais 

ce que je viens de dire est une application toute spéciale et, ajoutons-le aussi, 
trop facile. Développer les résultats peu intéressants qu'elle fournit ne serait 
point &pondre à la question, par suite de laquelle nous avons à étendre les 
groupes de l'hexagramme aux courbes et aux surfaces. 

Pour y arriver j'ai da laisser de c6té les propriétés connues considérées 
comme analogues, et partant de la théorie des substitutions j'ai développé dans 
ce travail une méthode générale, qui me donne des analogies nouvelles et cela 
assez élégamment. 

J'ai fait observer dès le principe que les groupes de l'hexagramme ne  ont 
qu'une expression géométrique particulière de la théorie des groupes de 6 

considérant 15 des 27 droites, qui n'appartiennent pas & un double-six on obtient des ar- 
rangements analogues B ceux de l'hexagramme, c'est à dire qu'on obtient la figure étudiée 
par CEEMONA. Les triangles des deux tétraèdres, que nous avons considérés plus haut, sont 
désignés dans le Mémoire de CREMONA par les symboles 111 1, III II; I V  1, I V  II; V 1, 
V II; V I  1, V I  Ir, où 1, II, I I I ,  IV, V, VI sont les indices romains relatifs aux 6 figures 
il, ou bien aux pentaèdres de la figure dans l'espace. CREMONA appelle les droites p ,  où 
se coupent les faces des deux tétraèdres, droites de PASCAL et les plans P, oh elles sont 
situées 4 4, plans de P L ~ C K E R ;  il en étudie d'abord les propriétés pour un: surface F3 
avec un point double et ensuite pour une surface du 3me ordre quelconque. 

Cette figure a été également étudiée par M. CAPORALI, qui a donné aussi une autre exten- 
sion des groupes de I'hexagramme pour les 16 points et pour les 16 plans singuliers de la 
surface de  KUMMER. (Atti  R. hcc. dei Liucei, 1878.) 

(*) CHASLES, A p e r p  Jlistorique, pag. 403. 

1. (**) Sur les lignes gauches de 3"" ordre. CRELLE, 58, 
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lettres. Représentons, en effet, les 6 points d'une conique par 6 valeurs xi, x,, 
sa, x,, x5, xo d'un paramètre. Si l'on permute ces 6 valeurs de toutes les ma- 
nières possibles, on obtient, en partant d'une figure géométrique quelconque 
qui dépend uniquement des 6 points fondamentaux, en général 720 figures de 
même espèce, ou bien seulement un nombre m diviseur de 720.' Si cette figure 
est la conique* fondamentale, les 720 coniques correspondantes coïncident avec 
elle, c'est à dire que la conipe fondarnenlale se transforme elz elle-même. 

Donhons maintenant aux 6 valeurs xi, x,, . . . , x6 une autre signification géo- 
métrique, par exemple supposons qu'elles soient les coordonnées homogènes 
d'un point de l'espace linéaire à 5 dimensions 11,; en les permutant on obtient 
720 permutations qui nous donnent, en général, 720 points correspondant 12 
B 12 aux 60 droites de PASCAL. Ces 720 points forment précisément les groupes 
analogues à ceux de l'hexagramme, car les deux figures ont ln même base 
algébrique, les groupes des substitutioiis des 6 lettres. 

'II y a encore bien d'autres manières d'étendre ces groupes. On trouve, en 
effet, dans R, aussi des sous-groupes spéciaux de 720 points, par exemple u i  
groupe de 120 points, dont les coordonnées sont les différentes racines GmeVe 
l'unité, correspondant deux à deux aux 60 droites de PASCAL. 

. 

Cependant l'extension la plus intéressante dans A?, est la suivante. Avec 
les 6 points fondamentaux de la conique on peut former 15 triangles A a B .  Ces 
15 triangles déterminent deux à deux les 60 droites de PASCAL, qui peuvent 
être représentées par le symbole A u p  Aar (a, P, y, 8 ,  E ,  À sont identiques, 
B l'ordrè près, aux indices 1, 2,  3, 4,  5, 6 relatifs aux indices romains 1, 
II,. . . , VI des' 6 figures II) (*). Nous verrons dans l e  chapitre II qu'ils déter- 
minent aussi trois à trois les 20 points de STEINER et les 60 points de KIRKMAN, 
qui peuvent 6tre représentés respectivement par les symboles A a ,C3 A U  y A Pr, 
AaP A a y  ALz B. Les 6 figures II peuvent être représentées par cinq triangles A u p ;  

par exemple la figure 1 par le symbole A,,A,,A,,A,,A,,. Une quelconque de ces 
figures est formée par 10 droites de PASCAL et les dix points correspondants 
de KIREMAN qui sont pûles et polaires par rapport à une conique II. 

Or dans l'espace R, aux triangles Aa,8 correspondent 15 surfaces du 2"egré 
Q 4 dimensions (**), qui représentent géométriquement les mêmes groupes de 
48 substitutions que les triangles Aap de l'hexagramme. 

De même aux 60 droites de PASCAL A u P  Acty correspondent 60 surfaces du 

(*) A., 1* c,, pag. 28. 
(**) Voir nomeiiclnture, -Kr. 1. 
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4""rdre B 3 dimensions, aw 2Q points de STEINER correspondent 2Q surfaces 
du 6me ~ r d r e  à 2 dimensiops, aqx 60 points de KIRKNAN 60 surfaces du grne ordre 

2 djqepsiçqg et, aux 6 figures il 6 confi urations ïi, Je fais. observer que f 
ces groupes rl[ gont représentds dana la th4orie des substitutionq de 6 lettres par 
le? 6 fonçtions remarquables à 6 valeurs trouvées par J. SERREZ (*), 

Ceq grpupes de points, de droites, de plqns, de courbes et de surfaçeg dans 
R, ont des propri6t6s @ès simples et trks intéressaoteg. 

&es six points fonditwentaux de la conique dans l'hexagramme, peuvent être 
~eprésentes pay les 6 bommets de la pyramide fondamentale dans R,. En effet 
au pommet (xi, O, 0, 0, O, O) correspond le point x, de la conique. Mais la 
conique elle-même a des représentapts dans notre espace. Il ~uffit de remarquer 
que la conique se transforme es eile-même en permutant les 6 paramètres 
xi,. . ,, x, des 6 poi~ts; donc toute configuration ou toute courbe, surface à 2, 
3, 4 dimensions dans R,, qui passe ou non par les 6 sommets de la pyramide 
fondamentqle et qui se transforme en elle-même par les permutations des 6 
. quaatités x,, . . . , x, correspond évidemment à la conique. 

L'étude des substitutions et des propriétés géométriques, qui en résultent, 
nous donne donc pour ces conjigurations, ces courbes, ces surfaces à 2, 3, 4 
dimensions, les analogies directes de I'hexugramme, la réponse à la question 
proposée. 

Bien qu'il soit déjà très intéressant de déterminer de telles propriétés dans 
un espace d'.'un nombre de dimensions quelconque, il est bon d'zltiliser ces 
théories pour l'espace à trois 4iwensions et pour le plafi. J'arriverai ix ce 
ristcltat pxr l'emploi da principe de projectiofi ('). 

Étant donnée une conliguration dans l'espace à n + 1 dimensions Rn-,, mus 
obtiendroras p r  projection univoque, sur l'espace ordinaire et szcr le plan, de$ 
conJigzlr.atims p e  j'appelle de m2me cla.sse. 

Nous projetterons toutes les figures analogues b celle de l'hexagrumme, dd- 
termitdes dans R, ,  cornme il 61; été dit, sur l'espace à trois dimensions et sur 
le plart; ROUS obtiendrons pins2 dans ces espaces les ccnalogies cherchées. 

QEI théories m'ont conduif; nécessairement St donner tout d'abord des théo- 

(*) Journal de L I O ~ V ~ L L ~ ,  1850. 
('1 Je tiens iZ constaiter actvellewed que j'ai déaelopp8 ce principe dans won Mémoire 

publié récemment dans le lgme volume des Math. Annalen intitulé: Behandlung der project. 
Verhaltnissen der R a m e  con verselriedenen Dimensionen durch dus Przitcil, des Projkirens 
und Schneidena. Le travail présent est une vaste application du théorème que $ai donnk 
dans ce Némoire sur les configurations générales, pag. 176-178. 
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rémes g6néraux pour l'interprétation géométrique des groupes des substitutions 
de'n lettre$ dans l'espace linéaire à 9a - 1 dimensions, et à faire ensuite des ap- 
plications à une configuration quelconque de l'espace à 3 dimensions et du plan. 

J'indiquerai en terminant les résultats principaux que j'ai obtenus, en sup- 
posant que x i ,  e,: x,,. . ., Xe soient les coordonnées d'une droite de i' espace à 
trois dimensions en prenant comme figure fondamentale les 6 complexes linéaires 
deux à deux en involution de KLEIN (*). On a alors pour les coordonnées d'une 
droite la relation 

r;+x;+x"ax: + x ; + x ; = o  

une droite quelconque donne lieu en général à un groupe de 720 droites, un 
point à un groupe de 360 points, auquel se relie un groupe de 360 plans. 
J e  mets cette figure en correspondance directe avec l'hexagramme lui-même 
et nous aurons dès lors pour cette figure de nouveaux théorèmes. 

J e  ne considère jamais en elle-même la figure corrélative d'une figure donnée. 
Les propriétés analogues au théorème de BRIANCHON se déduiraient des pro- 
priétés de l'hexagramme par le principe de réciprocité. Il .y a pourtant des 
cas où je considére aussi deux figures corrélatives, mais comme formant en- 
semble une seule figure. 
A cet égard je suppose connu mon Mémoire sur l'hexagramme de 1877, 

en outre je fais appel aux propriétés principales de la théorie des substitutions; 
et, dans la seconde interprétation géométrique, à la théorie des complexes de 
droites. 

La méthode que je suis est trbs g6nérale et  peut s'appliquer à lY6tude 
d' une configuration quelconque. 

J e  crois que mon travail a aussi une certaine importance algébrique; cette 
méthode donne de la vie à la théorie des groupes des substitutions en les ren- 
dant plus visibles, pour ainsi dire, plus plastiques ('). 

On pourrait encore étendre les groupes en question à toute courbe ou surface 
unicursale. L'application directe de la théorie des transformations de CREMONA, 
l'application à la représentation sur le plan pour les surfaces donnent des ana- 
logies nouvelles. Mais ces analogies, comme on le voit facilement, n'ont ni 
l'élégance, ni l'importance de celles que nous donnons ici. 

(*) Math. Annalen, vol. 2. Ueber die Lénielaconaplexe 1" utad 2" Gmdes. 
(') KLEIN a été le  premier 9. utiliser la géométrie pour la représentation des résolvantes 

des équations algébriques e t  pour la résolution des équations. Math. Annalen, vol 4. Ueber 
die Resolventenbildung, etc., et vol. 12. Eine neue AuflGsung der Gleichungen 5" Grades, etc. 

Atawli di Matematica, tom0 X I .  15 
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Je donne aussi à la fin un théorème analogue S celui de PASCAL pour 8 
points quelconques de la courbe rationnelle du 4me ordre dans I'espace à 4 
dimensions. 

Pour terminer, je dois avertir que la dernière partie n'est pas complètement 
rédigée, faute de temps. Les résultats sont donnés, mais les ddmonstrations sont 
incomplètes. Au besoin, lors de la publication de ce travail, je développerai ce 
qui peut y manquer (!). 

(') Aujourd'hui je publie en effet les démonstrations complètes en renvois sans altérer 
le texte. 
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CHAPITRE 1. 

GE~TÉRALITE SUR L'INTERPRÉTATIOX GÉOMJITRIQUE DE LA TH~ORIE 

DES SUBSTITUTIONS DE n LETTmS. 

Étude de la  correspondance projective entre den= espaces S lz - 1 dimensions 
dans un espace à fi  - 1 dinionsions. 

1. J e  conserve dans le présent travail les dénominations de point, droite, 
plan dans le sens ordinaire et je désigne ces éléments par les symboles R,, Ri, 
R,. J'appelle simplement espaces à 3,  4,. . ., n -  1 dimensions les espaces 
linéaires à 3,  4, .. ., n - 1 dimensions et je les désigne par les symboles R,, 
R,, . .., R ,-,. J e  dis que deux espaces sont corrélatifs dans l'espace R ,-,, lorsque 
la somme de leurs indices est égale à n-  2. Ainsi I'espace R, a pour cor- 
rélatif l'espace Rn-rn-2. Si n = 2 t l'espace R.t-i est corrélatif de soi-même. 

Deux espaces quelconques R, Rmt se coupent suivant un espace Ra, oh 
u=rn$nz'-n+1 ('). 

~ ' a ~ ~ e l l e  courbe Cm du mme ordre toute figure géométrique dans l'espace 
Ra-,, qui est rencontrée par un espace quelconque Ra-, en m points. De même . 

j'appelle surface à 2 ,  3 , .  . ., n - 2 dimensions et du mme ordre toute figure 
géométrique qui est coupé% par un espace respectivement suivant une 
courbe ou suivant une surface à 2, 3, .  . . , 12 - 3 dimensions et du même ordre. 

lhant donné maintenant un point Ro et un espace Rn-,, qui ne passe pas 
par Ro, projetons par Ro unè courbe ou bien une surface quelconque à 2, 
3,.. . , n -  3 dimensions et d'ordre m situde dans I'espace Rn-,. Nous obte- 
nons autour du point R,, comme sommet, un cône-point à 2 ,  3, ..., f i  - .2  
dimensions et du même ordre; en effet ce cône est coupé par un espace Rn4 
quelconque suivant une courbe du même ordre ou suivant une surface à 2, 
3,. . ., n - 3 dimensions et du mm ordre.' 

(1) voir A., Math. Annalen, 1. a. Einleitung. 
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Si l'on veut projeter une figure de l'espace Rn-, par un espace B,, il suffit 
de faire passer par l'espace Bm et les points, les droites, etc., et les espaces 
Rn-m-s de la figure des espaces R,,,, RWe7 etc., Rn-,. Si l'on coupe ces 
espaces par un espace Rn-m-p quelconque, qui n'ait aucun point commun avec 
l'espace Rm, on obtient sur Rn-,-, la projection de la figure donnée faite par 
R,. Evidemment, l'espace sur lequel on projette et l'espace projetant doivent 
être deux espaces corrélatifs. Ainsi, pour projeter par exemple une figure de 
Rn-, sur un plan R,, il faut la projeter par un espace Rn-,; ou bien, si nous 
voulons la projection sur un espace A 3 dimensions R,, il faut la projeter par 
un espace quelconque Rn-,, qui n'ait avec R, aucun point commun. 

Le principe de projection nous sera très utile pour étudier les configura- 
tions dans l'espace à 3 dimensions et dans le plan. Personne ne s'est encore 
occupé de ce principe, mais il y a là une méthode fhconde pour étudier non 
seulement des configurations de points, de droites, de plans, mais aussi de 
courbes et de surfaces dana l'espace à 3 dimensions. L'étude devient beau- 
coup plus facile si l'on cherche une configuration, une courbe, ou bien une 
surface à deux dimensions dans Rn-, dont la configuration, la courbe ou la 
surface donnée dans R, soit i?ne projection univoque ('). . 

2. Nous allons maintenant considdrer deux espaces Sn-,, Sn- ,  projectifs 
situés dans l'espace Rn-, . Si nous désignons par si, x,, x,, ... , xn les coor- 
données homogènes d'un point de SN-, et par x',, x P z , .  .., x f ,  les coordorinées 
du point correspondant de Sn- ,  on a 

P ~ ' i = a i i ~ l  +aisxo+..-+ainxn oh i= 1 ,  2 ,  ..., R ('1. (1) 

Les points doubles sont donnés par le déterminant 

an, a, z... am-p 

Ce déterminant est du nme degré en p ,  il y a donc en général r. points doubles. 

(i) Voir A., Math. Annalen, 1. c. Ce travail a été publié B la fin de l'année dernière, tandis 
que j'ai envoyé le présent Mémoire 8 l'Académie de Bruxelles au mois de juillet prdcédent. 

(*) Les quantités aik sont quelconques. 
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beg n points dpubles forment irne pyramide à n sommets; si nous prenons 
cette pyramide comme fondamentale, les formules (1) deviennent 

pxi=aixi. 
f 

(3) 

Il  existe dam l'espace dcs homographies spéciales, tout aussi bien' que 
dans l'espace à 3 dimensions, et qui dépendent Qvidemment du determinant (2). 
Cependant je m'occuperai seulement des homographies, que j'appelle collinéu- 
tions, et qui peuvent être toujours représentées par des formules analogues aux 
formules (3). 

Soient A:) A:]. . . At1  les. ti points doubles, qui déterminent la pyramide fon- 
inin - 1) n(?a- l ) (~z-  2) 

damentale. On voit que cette pyramide a arêtes R,, 
2 . 3  

faces planes R,, etc., n faces à n- 2 dimensions, que nous désignons respec- 
tivement par les symboles A:,), AezS', etc., Ali2%-.(n-i))=A(") - ~ ~ - 2 7  où les indices 
supérieurs indiquent les sommets de la pyramide, par lesquels passe l'arkte ou 
la face considérée. Nous voyons à l'inspection de ces symboles que deux faces 
sont corrélatives lorsque les indices supérieurs, pris ensemble, contiennent tous 
les n indices 1, 2,,.. , n. Par ex. le point A: et l'espace A1<_13J...(n-i)) sont cor- 
rélatifs. 

En général les espaces projectifs Sa-,, S',-, ont dans la face AC, seulement 
les n-  1 points doubles A:, ... Ar;  s'ils en ont encore un, tous les points de 
A!,!,», correspondront à eux-mêmes. Dans ce cas deux points Po P', correspon- 
dants quelconques sont situés sur une droite, qui passe par le point Ag); en 
d'autres termes on obtient une ?tomologie à n - 1 dimensions, ou bien une 
collindation de première espèce. J e  dis que le point A!' et l'espace A!), sont 
b centre et l'espace d'homologie, ou bien les deux espaces fondamentaux de 
la collinéation. 

On voit aussi facilement que les points AO'P,, P',' et le point d'intersection 
de la droite, qui leq joint, avec l'espace A2L2 donnent un rapport anharmonique 
constant quels que soient led points Po Pr,. J' appelle ce rapport anharmoniqua 
la caractQrz'stique de la collinéation. 

Si la caractéristique est égal B - 1, alors les points Po P', sont divisés har- 
moniquement par A'," et Ani,. On a dans ce cas une involution de première 
espèce. Si la  caractéristique est égale à une racine primitive mme de l'unité, 
chaque point Po(Qï0), consid6ré comme appartenant aux deux espaces Sn-,, 
EL-,, donne un cycle pMectif de m points, qu'on 'obtient en déterminant suc- 
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cessivement les points correspondants de Po(&',) (*). J e  dis alors qu'on a ur?e 
collinéution cyclique du mme ordre. C 

3. Considérons maintenant les deux espaces Aye', A%. E n  g6néral les 
deux espaces Sa-, , Sn-, ont dans AIP', An?; les points doubles ALi' A?; A:, . . . 
A";'mais o'ils en ont encore un dans dy2) et A!!; tous les points de ces espaces 
seront des points doubles de Sn_, Sn- , .  Deux points correspondants quelcon- 
ques POP', sont situés, dans ce cas, sur une droite, qui coupe les deux espaces 
A?, A!,!?;. Deux plans correspondants E, E', passant respectivement par les 
points POP', rencontrent l'espace A:% en un point. 
- - - 

J e  dis qu'on a dans ce cas une collinéation de 2" espèce pour laquelle les 
espaces A?, A" sont les deux espaces fondamentaux. On voit aussi que le 
rapport anharmonique de deux points correspondants Po P', et des deux points 
d'intersection ROBo de la droite POP1, avec A:'", A!!: est constant. E n  effet, 
soient Po P', , Q, Q', deux couples de points correspondants. Les deux droites 

Po P',, Q, Q', determinent un espace à 
trois dimensions, qui passe par làdroite 
AY2) et qui coupe l'espace An!: suivant 
une droite a , ,  sur laquelle sont situés les 
points SOSf, d'intersection des droites 
Po P', , Qo Q', avec A!!',; Soit donné en 
outre un point M0(M1,) de la droite AigJ 
comme sommet; projetons par Mo les 
points Po Po, et considérons le plan E, 
des trois points Po QOMo. Ce plan ren- 
contrera A:!', en un point N0(N1,), qui 
sera situé sur la droite a,, puisque le 
plan E, appartient aussi h l'espace à 

trois dimensions détermin6 par les droites POP1,,  Q0Q',. Le plan correspon- 
dant E', passe par No Mo et P', et doit couper la droite Q, Q', au point Q',. 
Si nous projetons maintenant du point No les quatre droites MORO, MoPo, 
MoP1,, dri,So, on obtient quatre plans, qui'passent par la droite No Mo et qui 

(*) Pour les cycles projectif6 de m poids dane l'espace & trois dimeneione voir BATTA- 
aLiNr:  Sulle involuzioni di diversi ordini, R. Acc. di Napoli, vol. 1, 2 ,  7. KLEIN et LIE 
Math. Annalen, vol. 4. Ueber diejenigen Ebenencurven, welche durch e h  geschlossenes Sy- 
stem von einfach unendlàch vielen vertauschbaren Transformationen in sich iibergehen. A.: 
Sopra alc~cne notevoli configurazioni, ecc. Atti della R. Accademia dei Lincei, 1881. 
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coupent la droite Q, Q', aux points R', Q, Q',, S',,; d' oh 

(Po P'o So &) = ( Q o  &'O S'ogJ 
c. q. f. d. 

Ce rapport anharmonique est la caractkristipe de la collinéation. Si elle 
est dgale à - 1 on a une involution de 2" espèce. 
' E n  gén6ral j'appelle espace fondameratal d'une homographie un espace dont 
tous les points se correspondent B eux-mêmes. 

Si l'on continue comme précédemment on obtient des 2collinéations de 3"", 
4me,. .. espéce. Si in = 2 t ,  ou bien f i=  25 + 1 on voit que, tout au plus, on 
a des collinéations de tme espèce. Donc: 

Thdorème I. S i  n = 2 t ozc n = 2 t + 1 i l  y a dans l'espace Ec n -  1 di- 
mensions Ra-, des collinéations de Ire, P, 3-,. .. tme espèce, dans lesquelles se 
correspondent à eux-rnêvzes tous les points de deux espaces fondamentaux cor- 
rélatifs, resfectivement A,, A,-*; Al, A, -,;...; At-l, At-,; ou bien At-, ,  ,4t. 
Deux points correspondants que1con.que.s POP1, sont sithés sur une droite, qui 
rencontre les deux espaces fondamentaw en deux points R, S,, . Les points R,So 
donnent avec POP', zcn rap~or t  anharmonique constant, la caractéristipe de 
la collindation. 

Si la caractdristàque est tfgale à - 1 on a des .involutions de P e ,  2 e )  3me,... 
t'ne espèce. Si  elle est dgale à une racine mme prhnitive de l'unitd on a des 
collhéations cycliques de l w e ,  2", ... tme espèce et du mme ordre ('). 

4. Comme nous aurons besoin plus loin de ces homographies, je vais en 
donner les propriétés principales. 

Nous avons trouvé pour la correspondance homographique générale les for- 
mules 

xfi  = U ~ X ;  i=I ,  2, ... in. (1) 

( I )  Pour n = 4 on obtient deux collinéations dans l'espace à trois dimensions; pour la pre- 
mihre les deux espaces fondamentaux sont un point et un plan; 'pour la seconde ce sont 
deux droites quelconques. Si la caractéristique est égale à - 1 on obtient des collinéations 
on homologies en involution. (InvolutorbcTie Collindation ou bien simplement Involution. Voir 
par ex. FIEDLEB Darslell. Geona. et REYE: Geom. der Lage, I I  Abth.) C'est donc dans ce sens 
que je me suis servi du mot u involution n et  non dans le sens de BATTAGLIHI, car j'appelle 
les involutions de BATTAGLINI, comme nous le verrons mieux plus loin, cycles projectifs, si l'on 
considkre ces involutions en elles-mêmes, et col2inPations cgcliques lorsqu'il s'agit d'une col- 
linéation ou homologie pour laquelle l a  caractéristique est égale à une racine mme de l'unité. 

(') On voit par ce numéro même que je n'ai pas non plus appelé involutions les Homo- 
graphies cycliques, comme le veut faire croire M. F o ~ n  dans son rapport. 
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Si nous opérons successivement cette transformation à un point quelconque Yi, 

nous obtenons un groupe de points 
9 

Yi, aiYi, aiYi,..., a i y i , . .  (2) 
que nous appelons un groupe projectv de points dans l'espace Rn-,. 11 est 
clair qu'on passe du point y i  au point aTyi par les formules 

atx; (3) 

on voit donc que les points Y i ,  $yi, a?yi, etc., forment aussi zm groupe 
projectif. 

Si l'on suppose que les constantes a i  sont toutes positives, les points du 
groupe (l), qui sont en nombre infini, déterminent une cowbe  transcendante W. 
On obtient cette courbe en éliminant 

E n  supposant a,>a2>a,>a,..>an 

m et p, de manière qu'on a 

et puisque on a 

nous pouvons dcrire 

log *? 10p 
an 

Ing 5 + log -- t) ) US=(:) ",etc. (5)  
L a  courbe W peut donc être donnée par l'intersection de rt - 2 cônes à lz - 1 
dimensions dont les sommets sont n - 2  espaces An_, de la pyramide fonda- 
mentale. Cette courbe sera algébrique lorsque les logarithmes des rapports des 
coefficients a seront proportionnels à des nombres rationnels quelconques. Comme 
les courbes W planes 'et. de l'espace à trois dimensions, les courbes W des 
espaces à plus de trois dimensions ont la propriété de se transformer en elles- 
mêmes par des transformations infiniment petites (*). 

E n  efFet, en posant 
an=xn=l tji=I, etc. 

en différenciant les équations (5) on a: 

(*) Voir KLXIN, LIE et A.: S o p a  alcuw configuraxioni, 1. c. 
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pi nou8 posons 
= '  +x',loga,dna 

x2 =xr4  +xrzloga,dm 
f (7) 

X n - i  = x'fi-i + qfn-4 log an-$dm 
oh dm est une quantité infiniment petite, et si nous différencions nous obtenons 
les gquations (6). Mais les formules (6) nous donnent une transformation li- 
néaire infiniment petite; donc, en opérant sur les courbes W une telle transfor- 
pattion, elles se transforment en elles-mêmes. E n  la répétant on pourra passer 
d'un point Pb de la courbe W à un quelconque de ses points 0,; on obtiendra 
ainsi une transformation de la forme 

Nous voyons que dans toutes les homographies données par les transformations 
d'iine courbe W en elle-même, ka pyramide fondamentale est toujours la py- 
ramide des pointa doubles, Les tangentes p,, q, en Y,, Q, 9. la courbe sont deux 
droites correspondantes dans l'homographie (8). On a donc: 

Thdorème II. Un groupe projectif de points; détermine uns mwbe trun- 
scelzdafite W ,  qui dans certains cas peut Ejtre aussi algdbrique. Les tangentes 
d'une courbe W quelconyue rencontrent quatre faces quelconques à n- 2 di- 
mefisions de la pyramide des poirhts doubles, donnde par le groupe projectif, 
ela quatre points d'un rapport anharmolzique constant. 

Thdorème III. Deux courbes quelconques W se rencontrent seulement atm 
som.mets de la pyramide foizdarnentale, par oh elles passent. 

Une courbe W a toutes ses singzclarités sur les sommets, arêtes, etc., de la 
pyramide fondamentale. 

Théorème IV. Uiie droite Ri ou ulz plan R,, etc., donne lieu à, zcne sur- 
jkce engendrée par une droite, ou par un plalz, etc., qui relativement à ses 
droites, plurts, etc., a des propridtds ana1ogu.e~ b celles des courhes W ~elati- 
uement b leurs points. 

5. Si nous supposons dans les formules (7) du numéro prkcédent a?= 1 
oti bien ai =vr, le point a? yi du groupe projectif tombe sur le point Y i  même, 
c'est & dire que nous avonfi un cycle projectif de In points. 

Les formules (8) deviendront 
?pi x*$ _1 

I m 
p x i = &  ou bien p x ' ~  -- W X ~  

où p = O,  i , .. . , m - 1 et r est une racine primitive mm de 1' unité. 
Annali di Matematica, tomo X I .  16 
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Si l'on multiplie les coordonnées d'un point quelconque, par ex. y,, y,, .. ., 
y,,, par ra des racines mmea de l'unit6 de toutes les manikres possibles, on ob- 
tient mn-i points qui forment uw groupe (yi),*-1. 

Considérons les deux points de ce groupe, dont les coordonnBes sont 

de la pyramide fondamentale. On voit aussi qu'on peut passer du 'point: (1) 
au point (2) en multipliant les s premières coordonnées de (1) par r% et les 
ra - s dernières par r%. 

Si maintenant nous faisons la m6me chose avec le point (2) nous obtenons 
le point 

+ y , .  . , r ~ e + ~ %  ys, rp,+l+e% y,+, , O*.,  yn (31 

et en continuant 8 faire la même opération avec le point (3) et ainsi de suite, 
il est clair, qu'on obtient un cycle projectif de m points situés sur une même 
droite. Donc: 

Théordme V. Si l'on multiplie par ex. les s premières coordonnées d'un 
point quelconque du groupe (yi),*-l successive~nent par une ~uissance r% d'une 
racine primitive mme de E'unité, et les n -  1 autres par une autre puissance 
r%, on obtient m points d'un cycle projectif, situés sur une droite. Cette droite 
remontre les deux faces 

cle la pyramide fondamentule. D'après le théorème I les m points forment un 
cycle de mme ordre st de sme espèce. 

Théorème VI. Pour chaque couple de faces oppos6es esBei, ke la 
pyramide fondamentale le groupe (yi)m*-l se décompose en mn-"cycles projectifs 
de sme espèce et d'ordre m, sittds respectivement sur autant de droites, pi 
coupent les deux faces A,+ Afi-s-i. 

Si n = 2 t.? ou bien ra = 2 t + 1, on a tout azc plus des cyclea projectifs de 
P e  espèce, situés sur des lignes droites. 

6. Considérons maintenant les deux points 
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On passe du point (1) au point (2) en multipliant les coordonnées de (1) res- 
pectivement par r ,  re,. .. , 1. Si nous multiplions par ces mêmes quan- 
ités les coordonnées de (2), nous obtenons le point 

En continuant ainsi on obtient m points d'un cycle projectif, mais qui ne sont 
pas situ& sur une droite. Le mme point sera 

Ces m points sont situés sur une courbe W. 11 n'est pas difficile de voir, d'a- 
près le n." 4 ,  que cette courbe est algébrique. Je  dis que ce cycle est du mme 
ordre et de la (t  + l)me espèce, lorsque n = 2 t ou n = 2 t + 1. Donc: 

Théorème VII. Les .m points du groupe (yi),--l, qu'on déduit d'un point 
quelconque de (yi),*-1 en multipliant ses coordonnées respectivement par r ,  r3, 
r3). . .) rn-I, 1 forment un cycle projectif de la (t  + 1)"" espèce et du rnme ordre 
(n = 2 t ou = 2 t +- l), qui est situ8 sur une courbe algdbrique W. 

Si n== m il est facile, par ce qui précède, de démontrer le théorème suivant: 
Thdorème VIII. Les n d'un cycle projectif de ( t  + l)'.e espèce et 

d'ordre n. sont situés sur une courbe rationnelle W de (n-  l)me ordre (*). 
7. Si au lieu de considérer un point on considère la surface du 2d degré 

S fi- 2 dimensions 
x : + x ; + . - + x 2 , = 0  (1) 

et si 1' on multiplie x:, xi,. . . , x i  de toutes les manières possibles par n racines 
me"e l'unité, on obtient aussi un groupe de mn-' surfaces du 2d degré à n- 2 
dimensions (S),+ Or, avec ses mn-' surfaces on peut former, d'une manière 
analogue à, celle des numéros prkcédents, des cycles projectifs de m surfaces 
et respectivement de la P e ,  2e, etc. (t + l)me espèce et d'ordre m. 

Si nous considérons deux surfaces d'un cycle projectif de sme espèce, par ex.: 

rPl+% X: + . - . + rP8-Fq, & + rpa+lSQ2 +. . . + rp*-lfq2 Xn-' + xk = 0 

on déduit: 
Toutes les surfaces d7un cycle projectif de sme espdce, oh s< t + 1, se fou- 

chent suivant deux surfaces du 2 d  degré respectivement à s- 2 et à lz - s- 2 

(*) La courbe d'ordre n - 1 est la courbe la plus simple qui puisse @sister dans l'espace 
R,-1, sans être située dans un espace de dimensions moindre, 

Voir maintenant mon travail des Hath, Annalen, 1. o. 
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diwensa'ons, situées daras deux faces opposdes A,-lf An-s-, de Ea; pyramide fon- 
damentale. b 

Si l'on considère un cycle projectif de (t + 1)" espèce, par ed. celui qui est 
détermin8 par les deux surfaces 

an voit que les m surfaces du cyels rencontrefit les arêtes de la pyramide 
foozdamentale en des points différents. 

Nous avons aussi les théorèmes suivants: 
Théorème IX. Utt cycle projectif de m points du groupe ( y i ) , - - 1  de sme 

espèce a le même cycle polaire par rapport aux surfaces dzc 2d degrct de 
cycles du groupe (S),*-1 de smO espèce. Si le cycle du groupe (yi),*-l est de 
la ( t  + l)me espèce, IG courbe W qu'il ddterrni~e, a la m6me polaire rdciproque 
par rapport à mn-i cycles de surfaces du 2 d  degr& et de ( t  + l)me espèce. 

Thhrème X. Le groupe ( ~ ~ b - 1  a pur rapport b toutes les mn-' surfaces 
du groupe (S),*-l le mime groupe polaire de mn-i espaces v, b f i -  2 dimen- 
sions, qui forment aussi un groupe ( ~ ~ ) ~ * - l .  

Thkorème XI. La polaire réciproque d'uae surface du 2 d  degr4 d'un 
cycle d'espèce quelconyue par rapport b une autre surface da cycle, appartient 
azl mtme cycle. 

La polaire réciproque d'une surface du 2 d  degr4 par rapport à une autre 
surface da groupe (S),*-I est une' surface du mêm6 groupe ('). 

Interprétation g6om6lriqne d'une substitution quelconque, 
partieulibrement de la forme (1 2) (3 4).#. . fm - 1 ,  nt). 

8. Soient y,, yp,  ..., yn les coordonnées d'un point S, de l'espace &%-i; 

si nous permutons les a indices des çoordonnées de toutes les manièra possi- 
bles nous obtepons 1 - 2  - 3 . .  . rz = N' points, qui repr4sentent les N permutu- 
tions des indices 1, 2, 3,. .., $2. Je dis qu'ils forment un groupe (S&. 

(') Pour les systèmes polaires voir A., Math. Ann,, 1. c., pag. 184 et eui~antes.  PO@^ 

les groupes (y,),-i et (S),--i lonquei n = 3, 4 voir A. ; Sopra alcune çonfigurazb~i, etc. 
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Qn peut mettre une substitution quelconque soue la forme 

(k, 1 ,  m , .  .. , p dtant; B l'ordre près, identiques B 1, 2 ,..., n). Ls suhotitutios 
peut donc s'exprimer par la- transformati'on linéaire 

On voit très clairement que nous avons à faire à une homographie entre deux 
espaces rt-  1 dimensions, que nous avons déjh étudiée dans le paragraphe 
prdcddent. 

Les points doubles sont donnés par Te d6termiiiant 

Lw points doubles de cette hdmographie restent invariables par la suhstitu- 
tion (1) Dow: 

Théorème XIL En opérant uple substitution guelconque sur les indices 
des coordonlzdes d'un point Yi, on obttent en gdnérat lz points pi  restent Zn- 
varia bles. 

9. Nous avons trouvé (n.' 3) certaines espèces de collinéations et d'ho- 
mographies (n,O 4) que nous rencontrons ici comme des cas spéciaux d'une 
substitution* quelconque. 

a)  Considdrons d'abord b szcbstitution (12). 
En opérant cette substitution sur un point 
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Dans ce cas nous avons donc zcne involution de première espèce; c'est & dire 
que les deux points sont situés sur une droite, qui passe par le point des coor- 
données 

1, -1, O, O ,  ... 0 p"2) 
o . . . , 

tandis que l'espace fondamental de l'involution est 

nl(n - 1 )  Or, comme la pyramide fondamentale a -- 
L 

arêtes, il est clair, que nous 
n(w- 1) avons 

2 
points Ptk),  situés respectivement sur ces droites 'et un égal 

n(n-1)  nombre d'espaces IIt!i. Il y a encore un autre groupe de 
2 

points 

P'Fk), qui sont situés respectivement sur les arêtes de la pyramide fondamen- 
tale, dont les coordonnées sont de la forme 

Par exemple les points P:" et P'te' sont situés sur l'arête A:)AF et divisent 
n(n - 1) harmoniquement le segment A:)AF. Il  y a aussi un autre groupe de 

espaces II'$?\, dont les équations sont de la forme 

L'espace nt22 contient tous les points P",ek), excepte ceux qui ont dans leurs 
indice supérieur seulement l'indice 1 ou l'indice 2; c'est à dire qu'il contient 
(n-2)(n-  - 

2 
3, + 1 points Fik). En outre, il passe par tous les points Pak) qui 

n'ont ni l'indice 1, ni l'indice 2 ou ni l'un,' ni l'autre. Il passe donc par 
Cn- 2) (12  - 3) 

2 
points Ptk'. La même chose a lieu pour les espaces DA!\' par 

rapport aux points Ptk) et P'(,ik). 
Si l'on considére la surface à n -  2 dimensions du 2d degré 

on voit facilement que les points PO et P'fkj ont pour espaces polaires, par 
rapport à la surface (l), les espaces II!?\ et II'~?~; c'est 2i dire que la figure 
formée par les points PFk), P'iik) et par les espaces nt-,, est polaire 
réciproque d'elle-même par rapport B 1s surface (1f Donc: 
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Thdorème XIII. Sur chaque arête de la pyramide fondumentale, pal' ex. 
Ar)Ay=A':k) il y a deux points POk), Ptk), dont les coordonnées sont res- 
pectivement 0, 0 ,... 0, 1, 0 ,... 0, - 1 ,  0 ,... 0; 0, 0 ,... 0, 1, 0 ,... 0,  1, 
0, ... 0,  et qui divisent harmoniquement le segment At?&). Il y a aussi' pour 
chaque fuce .à rç - 3 da'~nelzs2ons de la pyramide fonda,mentale, par exem~le 
A!:ld ALklp =A:!\ deux espaces ncjkk, II':~L, dont tes dquations sont de la forme 

qui passent pur A:!\ et qui divisent harmoniquement les deux faces A E ~ ,  
f i ( % - 1 )  Ai!!3. Les 

2 
espaces lTI,!& passent par le point u unité a (le point 

a toutes les coordonnées dgales à t'unité). 
(n -2 ) (n -3 )  + 1 points P ' t k )  .et (n-2) (n-3)  Ur, espace quelconque ~i[i?k contient a 2 

points Pt&). De même 'an espuce @?% contient (12 - 2) (n - 3) + 1 points p;" 
2 

(n- %) ( f i -  3 )  
et 

2 
points P'y. 

Théorème XIV. La Jigure formée par les poifits PFk),, P'','k) et par les 
espaces IT!!~, II'$!\ est polaire réciproque d'elle-même par rapport à la surface 
du 28 degrd à n - 2 dimensions Z x ~ = S ~ - ,  = O. 

Théorème XV. Les 1 . 2  3. .. n = N points qu'on obtient en permutant 
de tozltes les manières possibles les indices 1, 2, 3, .. . , n des coordonnées d'un 
point S, dans l'espace Rn-i, et qua' forment un groupe (So)N, sont situés deux 

N 
à deux sur 3*4... n=- 

2 
droites, qui passent par un quelconque des points 

Ptk).  Les deux points sur une de ces droites sont divisés harmoniquement par 
PFk) et par l'espace IIzh. 

6) Voyons maintenant une substitution de la forme (12) (34). 
Du point y,, y,, yQ, y,, y5, ..., Y n  on passe au point 

Pour cette substitution tous les points de la droite PYPF et tous les points 
de l'espace B n-  3 dimensions n;Op, restent fixes. En effet, chaque point 
de la droite P6aPI)4 a ses coordonnées de la forme 

oh i est un parambtre. Cela 8 lieu aussi pour chaque point de l'espace I I ~ O Z W ; ~ ~ ,  
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quj gst donne par les dew equations 

X ~ - $ S & O ,  x 3 - x 4 = o  

c'est B dire que hous avons une involutioll de 26 espèca (nP 3). Lee fi points dil 
N 

groupe (SJ), sont dooc situ& deux B deux sur n droites, qui rencontrent la 
droite POO' Pp P(4P) (34) et 11'18 '(y) ai0i34). 

i fi-2 n 2 Or le nombre des droites 
(ta--  2)(n- P,, qui passent par le point Py) est . 3, 5 il y en a en tout 

ta (%-  1 j points Ptk)  détermirtent n(n-1) (n-2) (n-3)  Thkorèms XVI. Les - x 2 3  

droites PpP)(y2) (021 CC, f i ,  y,  B sont quatre iudices différents de la série 1 ,  
2 , .  . . n), gui contiennent les deux points Ppp), Pp'). De même le$ es aces 

nrn- l ) (n -2 ) (n -3 )  
II!%. dt?terminent 

P 
23 

espaces I$!.(ya), O& se rencontrent les 

deux espaces II(olF1, II!?;. 
Théorème XPII; Les N points du groupe sont sita& deux à deux 

.FT sur - droites qui coupent une des droites qe~)('') el Pespace correspondant 
2 

nle(ya? Les deua points sur une des droites sont dhisks harmonipucrnent 

par la droite P1 et par Pespnce 
c)  I l  est évident que l'on peut faire des considérations analogues pour 

la substitution (12) (34) (56); passons néanmoins immédiatement 9. la substi- 
tution de la forme 

(l2)(34) ...( M-1, W )  

oh m est naturellement un nombre pair plus petit oh égal % n, si TZ est pair. 
Du point 

on passe an point 

On peut facilement vdrifier, que les points de l'espace détermin6 par les points 
Pt:, Py,. . . , Pr-'>m\ que je désigne par le symbole PLe)(*-.(m-'l"l 89 han&- 

, F-1 - 7 
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na 
ment en eux-mêmes, ainsi que les points de l'espace, oh se rencontre les - 

2 
flm-i ,  -4 espaces . . n-<d . Pour trouver le nombre des plans Pt21"34"56) , il suffit 

de separer les indices 1 2  34  des restanta 5, 6, ... , m. 
(12-4)(.n - 5 )  

. Or, avec ceux-ci on peut former 
2 

combinaisons de deux indices, 

(n-4)(n-5) 
et si nous les combinons avec (12) (34) nous obtenons a plans P,, 

qui ont la droite P1"'34) commune. Si l'on fait la même close pour toutes. les 
nfn- l ) ( lz  - 3)(n- 3) 

z3 droites Pi, on trouve que le nombre de plans Pz est pré- 

n ( n - l ) . .  . ( % - 5 )  cisement 
2 4 . 3  

En continuant ainsi on arrive à cette déduction, 

que le nombre des espaces Pm et des espaces II 
fi-m-1 

est 
7-i !a 

si n= na= 2 t il en résulte que le nombre des espaces Pt-, , est 

Donc : 
n(n- 1) 

Théorème XPIII. Les points Pfk) déterminent 

espaces P$P)(~~).-.(PJ), ( a ,  fi,., . , Y sont m indices de la série 1 2  3.  ..ta) qui 
--i e 

passent par les points Ppp), PAya), .  . . , Pbv). On a un égal nombre d'espaces 

sont les polaires des premiers par rapport la surface L S ~ - ~ = O .  

Si'n=St on a t ( t f  1'."(2 qt-i t-l) espaces P$z)--(Tc) (a, Ci,... r,  sont idefi- 

tiques à l'ordre près aux ifidices 1, 2 ,... n) e t  zcn dgal nomb~e d'espaces , 

&<) 44. 

Attnali d i  Illatemabiea, tom0 XI. 17 
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Nous voyons que les espaces 

passent par les points P'(o"a) P'po". . . P'L7z), donc : 
Th4orètne XIX. Les espaces Ili-! (rd)...(Tri sont dkterminds ppar les points 

Thdorèrne XX. Les N points du groupe (SJæ sont situds, deux h deux sur 

droites qui rencontrent deux espaces correspondants quelconpes &-, Ib-,. 
2 z 

Les deux points d'une de ces droites sont divisés harnzoniquement par les deux 
espaces. 

De ce qui précéde on tire aussi la déduction suivante: 
Théorème XXI. Les points Prk) sont situés dam l'espace zlnité Zxi= O et, 

n(%-1)(?2-2) en conséquence, 3 à 3 sur les - droites d'intersection de cet espace 
3 . 3  

%(fi- l ](f i -2)(~-3)  avec les faces planes de la pyramide fondamentale; 6 à 6 sur 
2 - 3 - 4  

m(n- l ) (n-2) (%-3) (n-4)  plans et  10 à 10 sar 
5 .5 .4 .5  

espaces à trois dimensions, etc. 

Les 6 points d'un tel plun sont les sommets d'un quadrilatère et les 10 
points d'un tel espace à trois dimensions sont les sommets d'un pentakdre. 

Les points Prk)  et P'tk) d'une guelconque des faces plufies de la pyramide 
fowlamentale sont les sommets d'ulz quadrilatère, et ceux d'utle que7conpue des 
faces à trois dimensions forment trois t4traèdres d'un système desmique (*). 

II y u donc n!n- l ) (n-2)  n(n- l ) (n-2) (1~-3)  
2 . 3  

de ces quadrilatères et 
2 . 3 - 4  

de 

ces systèmes desmiques. 

Substitutions cycliques. 

10. a) Nous .considBrons d'abord une substitution cyclique de tous les rt 
indices, par exemple 

(123 ...fi). 

(*) Voir A,: Sopra alcune noievoli conJiguruzioni, etc. 1. c, 
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Du point y,, y g ,  y3,. . . , yn on obtient les lz - 1 autres points 

Or, ces points forment ufi cycle projectif (n." 5) ou, en d'autres termes, la 
substitution (1 2 3 4 . .  . f i )  donne une homogrccphie cyclique d'ordre n. En effet, 
les points doubles de 17 homographie donnbe par la substitution (1 2 3 . .  . n) sont 
évidemment les n points 

3 n- l  
r n  1 r i ,  r n j . * - )  9 

y; , y;d 7 r : , . . . ~  TI-', 1 

rnff-', ri-9, r 3 , . . . 7  r,, 

où tax est une racine nme primitive de l'unité. Nous voyons qu'il y a dans 
chaque ligne verticale et da.ns chaque ligne horizontale de (2) toutes les ra- 
cines nmes de l'unité. Mais les la points (2) d'après le numéro 5 forment un 
cycle projectif de n points par rapport à la pyramide fondamentale, situé sur 
une courbe rationnelle W de (n - l)me ordre; donc les faces à rn - 2 dimen- 
sions de la pyramide déterminée par les lz points (2), peuvent être écrites sous 
la forme 

X ~ $ X ~ + X ~ +  xn=O 

On voit aussi que le cycle (2) est polaire du cycle (3) par rapport A la sur- 
face (13.' 7). Si nous calculons les coordonnées des n points (1) par rap- 
port à la pyramide (3), nous voyons qu'elles sont précisément de la forme 
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ce qu'il fallait démontrer. Donc: 
Théorème XXII .  Les points doubles de l'homographie donnée par une 

substitutibn cyclique de tous les n indices par ex. (1 2 3 4 . .  . n) forment un 
c y c b  projeciif de n points par rapport à la pyramide fondamentale, cycle qui 
est situé sur une cozcrbe rationnelle W de (n- l)mQrrde. 

Théorème XXIII. Les n points qu'on obtient en partant d'un point S, 
et opérant sur ce point la substitution cyclique (1 2 3 . .  .n )  forment aussi un 
cycle projectif par rapport h la pyramide des points doubles. Ces points sont 
situés sur une courbe rationnelle W de (n-1)"" ordre. 

N 
Les N points du groupe (SJN forment - cycles projectifs, qui correspon- 

n 
dent à ta substitution (1 2 3 . .  . n). 

Or, les points de la forme (2), qui ont pour coordonnées les diff6rentes puis- 
N sances d'une racine primitive nme de l'unit6 (mod n) sont en tout -. J'appelle 
n 

(r,) le groupe qu'ils forment. 
N 

Dans le groupe total des substitutions de lz lettres il y en a - de cycli- 
12 

ques, qui contiennent tous Ies n indices, 
On sait que la pme puissance d'une substitution S cyclique de l'ordre B est 

aussi une substitution cyclique si ,M est premier avec n. Si n est premier il 
est clair que toutes les puissances de S sont des substitutions cycliques. Si n 
n'est pas premier, supposons que C représente la quantité des nombres pre- 
miers avec la, 

Dans le premier cas on voit que les substitutions cycliques du groupe total 
'n 

N déterminent - homographies cycliques; dans le second cas elles en détermi- 
na 

TItéorème XXIV. Les substitutions cycliques du groupe total des subs- 
n 

N 
titutions de 1i lettres donnent lieu à ;;i Aontographies cycliques, si n est 

N 
premier, et nc, si n n'est pas ?vernier. Les points doubles da ces homographies 

sont n - 1 points du groupe (rd  et le poirit unitt?. Ces points forment un c$le 
projectif d'ordre 12 par rapport à la pyramide fondamentale, situé sur une 
courbe rationnelle W du (fi- l)me ordre. 

ThQorèwe XXV. Les AT points du groupe ( S h  forment de ou de 
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N N - mani2res différentes cycles projectifs de n points, chape cycb (tant 
Yb6 
situé sur ulze courbe rationnell& W de (n - 1)"" ordre. 

6) Nous allons maintenant nous occuper des substitutions cycliques, qui 
contiennent moins de fi  indices, par exemple: 

(1, 2 ,  3,. . , ,  S )  oa s<n. 
Du point 

on obtient les points 

Si nous projetons les s points (1) par la face A,-s-i 

de la pyramide fondamentale sur la face opposée As- i ,  on obtient sur celle-ci 
un cycle projectif de s points. On a donc uuc! homographie (*) cyclique d'ordre 
s autour de l'espace Aa_s-1, Les espaces doubles de cette homographie sont 
les espaces RnFi qui passent par An-s-i et par les s points suivants 

1 ,  1, 1 ,  ... 1, 1, O ) . . . ,  O I 
, 3 

Ys? ra, ... r;-lt 1, O , . . . ,  

r i ,  r: , rb, ... ri-', 1, O ,  ..., O 
YS-i p - r  r , FBr. r3, 11 O . . ,  O. 1 

Les s- 1 derniers points de (2) sont .situés sur l'espace unité Zxi= O et sur 
l'espacé A,-i. On obtient donc dans cet espace une homographie cyclique 
d'ordre S. 

Thdo~ème XXVI. Une substitution cyclique de s<fi ànd&es donne utte 
honaographie cyclique d'ordre s autour d'une des faces As,-* de ta pyramide 
fondamentale. Les s espaces doubles Rm,-s de cette homographie passent par 

(*) De méme que dans l'espace H, on peut avoir autour d'une droite des faisceaux de 
plane projectifs, de même dans l'espace Rn-, on peut avoir autour d'an espacel par ex .  

des syetémes projectif6 s - 1 fois infinie. 
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A,,,-,; par le point zcrtité et respectivement par s- 1 points, situés dans Zn 
fuce A,-; oppos4e à An-,-,, dont les s coordonnt?es, dksigndes par les zi.ldices 
de la substitution, so?d les diffdrentes racines smes de l'unité. 

Par ce qui précède, en posant 1 . 2 . 3 -  s = 8, on a :  
Thdorème XXPII. .Autour d ' m e  face An-,-, quelconque 'de la pyramide - 

S S fondamefitale on a - si s est un rtombre premier, ou bien - homograpi~ies 
s" ' s C" 

cycliques d'ordre s ,  où Cr indique la quantité des nombres premiers avec s ,  
et plus petits que S. 

ThBorBmes généraux sur les groupes 
qu'on obtient en permutant moins de n indices. 

11. Du numéro précédent b) nous concluons qu'il y a (n - 2) espèces 
d'homographies cycliques, respectivement de l'ordre n ,  n -  1, etc. 3. Or il est 

clair que dans toute la figure il y a n ( n - l ) . . . ( n - s )  
2 . 3  . . . s  points, dont les s coor- 

données sont les différentes racines smes de l'unit6 et dont les autres in-s 
sont égales à zéro. Je dis que ces points forrnent zm groupe (r,). On voit fa- 
cilement, quelle que soit s ( sLn) ,  - que les points de (r,) sont situés dans l'e- 
space unité 

xi+ ~ z f  '..+xn=O 
donc : 

(1) 

Théorème XXVIII. Tous les points des rc- 2 groupes r, sont situés dans 
l'espace unité 2 xi = O. 

12. Si l'on permute seulement s coordonnées d'un point S,, par exemple 
les s premières, on obtient 1 - 2 3 .  . s = S autres points, qui forment un groupe 
(Su), spécial. J e  dis que ces S points sont situés sur un espace R,-,. Il suffit 
de démontrer ce théorème pour s = n -  1, et nous pourrons le démontrer en- 
suite pour s quelconque. 

En effet, faisons passer par le point 

etApar l'espace Rn-3, où se rencontrent les deux espaces Xxi=O, G=O, un 
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espace Rn-,, dont l'équation peut se mettre sous la forme 

On voit que si l'on permute toutes les n-'1 coordonnées y,, 'y,, .. ., y,-, on 
obtient 1 . 2  - 3 .  . ta - 1 points situés dans l'espace (1). Les espaces Bxi = O et 
x, = O passent par les points du groupe (r,,-,), qui ont la dernière coordonnée 
nulle; ces points seront donc aussi situés en (1). . . 

N 
Les 1 . 2 . 3  . (n - 1) =: - points (So)N situés dans l'espace (1) forment un 

n 
II 

groupe de points qui dépend des substitutions de n- 1 indices; ils seront donc 

situes N sur f i  - 1 espaces Rn-, , qui passeront par l'inter- 

section de l'espace unité et de x,= O avec une autre face quelconque xk = 0 

de la pyramide fondamentale. Le groupe de 
N 

points 'dans un tel espace 
12 (92 - 1) 

Rn_3 dépend aussi des permutations de n - 2 indices. Les N points du groupe 

(So)N forment donc n(n- 1) groupes de N points, situés respectivement 
n(n - 1) 

dans n(n - 1) espaces .Rn-, , qui passent par 1' intersection de deux faces x, = O 
xk= 0 avec l'espace 8x;= 0. 

La  loi est évidente, donc: 
Théorème XXIX. Si t'on permute s coordonnées d' ufi point So, pur exen~le 

N 
les s premières, les ------ 

(sf  l)(s+fl)...n 
points, qui en r2sultent et qui appar- 

tienrzent au groupe total (S,),, sont situés sur ura espace R,-,. Cet espace passe 
pttr l'ir~tersection de 1' espace unitt? Zxi = O et les n - s faces 

de la pyramide fondametatale. 

Les - N 
( s + l ) ( s + 2 ) - . . 1 1  

?oints formertt art gr.oBpe (S,), qui dépend des per- 

mutations de s indices et auquel s'appliquent les théorèmes donnés pour ,s = n. 
Théorème XXX. Les N points dzc groupe (SJN ;forment (s + 1) (s $2) a n 

groupes situés respectivement sur (s + 1) (s + 2) - - e espaces R,-,, et qui 
passent par l'espace B.?->, donnd par 
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n(n-1).&-(1~-~+11 En tout on peut former (s + l ) ( s  + 2) . f i  
1 .2 . . . s  

de ces groupes 
avec les N points de (So)N. 

Corollaire I. Les N points de  (SJN formefit 4 5 - n groqes (S,), de 
6 points situés respectivement sur 4 . 5  . n plans R,, passant par la droite oh 
se rencanirrent les espaces I 

Zsi=o, x r = O ,  x*=O ,... xn=O. 

n(n-l)(a-3) de ces 
En tout on peut former avec N points (&)N 4 - 5 - . . n .  

2 . 3  
groupes. 

Corollaive II. Les N points de (S& forment 5 . 6 . .  n groupes (S,),, de 
24 points situés respectivement sur 5 - 6  . n espaces Rs, qui passent par le 
plan, O& se rencontrent tes espaces 

n(n= l)(n-2)(n.- 3) On a en tout 5.6.- .n* de ces groupes. 
2 4 . 4  

Représentation des groupes de snbstitntions. 

13. On sait, par la thdorie des substitutions, qu'un groupe quelconque des 
substitutions de n lettres peut être toujours représenté par une fonction et vi- 
ceversa. (*). Soit F une fonction qui représente un groupe A des substitutions 
des n lettres xi, xp ,... xn d'ordre m. En posant 

P=O (1) 

on a une surface, qui represente géométriquement seulement le groupe A ,  ou 
bien un groupe B de l'ordre rn', qui contient A. Le second cas arrive toujours 
lorsqu'il y a des substitutions' T, qui operées sur In fonction F la changent de 
signe sans changer pourtant sa valeur absolue. Si ces subetitutions n'existent 
pas, la surface (1) reprksente seulement le groupe A ;  si elles existent, il faudra 
ajouter A P une fonction F' symétrique des n lettres xi,. . ., x, à une seule 

(*) JOBDAN: Thloric &s substitutions, 8 6, pag. 59; ce theorbme est db h C~uaar. 
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valeur. Dans ce cas 
F+Ff=O 

représentera le seul groupe A .  
Si nous considéron~ maintenant m fonctions semblables, c'est à dire m font,- 

tions qui représentent le même groupe A de substitutions, en les égalant à 
z h o  et en considérant l'intersection des surfaces, représentdes par ces équations, 
nous obtiendrons une surface à n - rn - 1 dimensions, qui reprdsentera le même 
groupe A. 

Cette surface pourra se réduire à une courbe, ou bien à un certain nombre 
de points. Donc: 

Théorèmne XXXI. Chaque groupe de 'subslitutions peut être reprbsentd par 
zine surface à rn - 2 ,  n - 3,.  . . , ,2  dimensions, ou pur une courbe, ou bien aussi 
par cm certain ~ombve de points. 

Si nous considérons m fonctions, qui ne sont pas semblables, correspondant 
à m groupes A('), A(",. . . A("), et si nous représentons géométriquement ces m 
groupes par des surfaces à .n - 2 dimensions; leur intersection représentera un 
groupe résultant de la fonction, qui est le produit des rn fonctions données, plus 
une fonction symétrique à une seule ~a l eu r ,  s'il en est besoin. 

On a aussi: 
Théorème XXXII .  Pour chaque groupe A de substitutions d'ordre p on 

obtient d'un point So un groupe de p points (8,);. Avec tous les N pbzizts du 
N groGpe total on peut - former a u  moyen du groupe A, - groupes (Su)," 

L P 

N Le groupe des a substitutions paires nous donne deux groupes (S&, (Su&, 
I 3' 

trbs intéressants. Si nous opérons Eur un point quelconque d'un de ces deus 
groupes une substitution impaire, on obt,ient un point du second groupe. Si 
cette substitution est de la forme (a@(ycY)...(pv), où le nombre des transposi- 
tions est impair et en outre si ces transpositions contiennent des lettre8 dif- 
férentes, nous obtenons par exemple au moyen du point So de (Ho)> .-. un point 

L 

Si, du groupe (S&. Les deux points S,, So sont alors situés sur une droite 
a 

qui coupe l'espace P(v-Nt76) - . ( r . v )  et l'espace correspondant i U v - B ) l ï s ) . - i r . v ) ,  c'est 
à dire les espaces fondamentaux de l'involution donnee par la substitutian 
(aB)(yd'). . .(r u). Si la eubstitution eat de la forme (ap) les deux points So Sc, 

Annali di  Matsmatica, tom0 XI. 18 
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sont situés sur une droite passant par le point Pkfi), et les points SUS', sont 
divisés harmoniquement par le point Ppa) et par l'espace IT!?~; Y('$) et nn-?, 
étant le centre et l'espace de l'involution donnée par la substitution (ap), donc: 

N Tlrdorèwte XXXIII. Pour le groupe des substitutions paires le groupe 

CS&, gai prozjient d'un point guekonque S,,, se décompose en deux pyramides 
N .  n(n-1) dL y sommets (80);; Cee deux pyramides homf homoloyiqtsss de 

2 'L 2 

étant centres et espaces d'homologie. 
Deux sommets des deux pyramides, s i tds sur urae droite passant par Piik),, 

sont divisés harmoniquement par ce point et par l'espace correspondant U s .  
Si  l'on applique à un point quelconque d'une des deux pyramides une substi- 
tutien impaire on obtient un point de l'autre. 

14. Nous étudierons maintenant les surfaces h n - 2 dimensions qui re- 
présentent le groupe total. 

La surface la plus simple à n - 2 dimensions qui représente le groupe total 
est l'espace unité 

2xi  = o. (1) 
Nous avons; ensuite les surfaces 

B X ~ = U ,  2xixk=O. 

11 est clair que chaque surface du 2" degré à n-2  dimensions, qui représente 
le groupe total appartient au faisceau 

, Z X ~ + A Z X ~ X ~ = O ;  (3) 

s i  nous d~errninons la surface de (3) qui passe par un point quelconque S,, 
on 9oIt tlu7elle passera aussi par tous les points dd groupe (,YO),. En otitre, 31 
ést claif que les surfaces du faisceau (3) se touchent suiPant une surface du 
2 '  degré à r t -3  dirnensibns ~i tuée dans l 'e~pace unité. Donet 

Tljdorèlihd XXXTITf. Un groupe' quelconque (So)N de N points est situé dtir 
und surfacs du degr4 à ti- 2 dimensions' SI-3 du faisceau 

Tozrtes k ~ s  surfaices du faisceau se touchent suivant une surface d u  2 d  degré 
b n - 3 dimensions Si-s, située dafis 1' espace 
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Ces surfaces ont le même cône tafigent à in - 2 dimensions, pelé a pour sommet 
le point unitd; elles passent par tous les points de tout groupe (r,), 021 s varie 
de 3 à in. 

Si t'on considère les surfaces h n-2 dimensions 

on voit que chaque surface du 3""rdre à r, - 2 dimensions, qui repr6sente le 
groupe total, appartient au systbme doublement infini 

Si nous voulons trouver quel système forme toutes les surfaces à n - 2 dimen- 
sions et d'ordre p (oh p$rc), qui representent le groupe total, pour déterminer 
les dimensions de la variété (Mannifaltigkeit) qu' elles constituent, il faudra re- 
présenter le nombre p de toutes les manières possibles par la somme de a 
nombres entiers O, 1, 2,. . . p. Or, un cas encore plus général a éte traité par 
BRIOSCHI (*). Ce nombre Cp, dont le calcul se simplifie dans le cas actuel, nous 
donne par conséquent les dimensions de la variété, que nous cherchons, Nous 
avons donc la variété 

où on a par exemple si p est <n 

~i p est = R le dernier terme sera fcp =xi xz.. . zn 
si p est >f i  n n fcp = x:x~. ..CE: 

où 
a+B$y+...+v=p . 

Donc : 
Théorème XXXV. CP - 1 groulpes (S',),, . . . (82-'),, qui correspondeelat à 

C,- 1 p h t s  qzce2conques de l'espace RB-,, sont à une surface de la varz'Btb 

(*) Voir FSA DI BRUNO: Théorie de Formes binaires, pag. 153. Ii donne le Lemme sui- 
vant; Lu nombre de manières dont uu iiombre p peut être formé par la somme de r nom- 
bres entiers O, 1, 2 , .  . . , n est égal au coefficient CP du terme spar dans le développement 

de la fonction 2 =; 
1 

(1 -2)t l  - x z ) . . , ( l -  x V z ) .  
Pour notre cas, il faut poser u z tl, co = p .  Ce ooefficient C, peut être reppésentd par un 

d6terminant, pag, 155-156. 
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à C, - 1 dimensions 

oh f i ,  fi,. .., fCp sont des surfaces de pPne ordre qui n'appartiennent pas b 
une variété de dimensions moindre, et qui représentent le groupe total. 

15. Nous avons vu que si l'on permute seulement s coordonnées, on ob- 
tient d'un point S,, un groupe (So)s du groupe total (S,),. Ce groupe est situ6 
dans un espace RS-, (n." 12) et il correspond aussi aux permutations de s in- 
dices. Donc le groupe sera situé aussi sur une surface du 2 '  degr6 9, s-  2 
dimensions, qui  n'est autre chose, que l'intersection de R.-, avec la surface du 
2"degré à n-2  dimensions, déterminée par le groupe Donc: 

Théorème XXXVI. Les (s + l ) ( s  + 2 ) .  - -rz n(n-l)...(n-s+ 1) 
z .y . . .s  groupes 

-(So)$ (Théor. XXX), yu'on peut former avec les N points du groupe 
sont respectivement silue's en uutarct de szarfaces du 2 U e g r é  et à s - 2 di- 
mensions. 

4%-l)(fi-2) Corollaire 1. Les 4 . 5  - m .  
2 - 3  

groupes (S,), de 6 2101rtts sont 

situés en autant de sections coniques. 

Corollaire II. Les 5 6 .  n 12fla - l)(n-2)(la-3) 
2 . 3 . 6  

groupes (So),4 de 24 

points sont sitûés respectivement en autant de surfaces de 2"egré et à deux 
Ilinzensions. 

N'allons pas plus loin dans cette théorie; oe que nous en avons dit suflira 
pour le cas de 6 lettres que nous avons à considérer. 

Projections sur un espace à trois dimensions et  sur un plan. 

16. Soient donn6s fz points quelconques d'un plan Sz dans Rn-i ,  qui ne 
soient pas situés sur une droite, et projetons-les par un espace Sn-,, qui ne 
coupe pas S,. On obtient autour de l'espace Sn-, n espaces Sn.,, qui ne sont 
pas situ& dans un même espace R,-,. On pourra donc choisir d'une infinité 
de manières dans ces n espaces n points tels qu'ils soient situés dans l'espace 
R,_, sans être situés dans un espace de dimensions moindre. Ces n points for- 
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ment une pyramide en Ra-,, la plus simple qui existe dans Ra-,; on peut donc 
regarder les n points donnes du plan S, comme la projection des n sommets 
d'une infinité de pyramides en E t  réciproquement, d'une telle pyramide 
on pourra obtenir par projection toutes les espèces de configurations de n ou 
bien moins de n points sur le plan (*). On voit que ce même raisonnement 
peut être appliqub au cas d'une configuration de lz points dans l'espace à trois 
ou à plus de trois dimensions. Donc: 

Thkorèwze XXXVII.  D'une pyramide fondumentale de n sommets de l'es- 
pace Rn-, on peut par projectiolz obtenir toutes les espèces de pyramides ou 
polygones de fi  ozt moins de n sommets de Z'es~ace à trois ou à plzcs de trois 
dimensions et du plan ('). 

17. Projetons maintenant les figures que nous avons ktudiées en Rn-, 
dans les paragraphes précédents, par un espace Sn-, sur un espace quelconque 
Sa, qui ne coupe Sn-s en aucun point. Si l'espace Sa-, est quelconque, la py- 
ramide fondamentale sera projetée en S, sur une pyramide ,A:', ,A:, . . .. , A r )  
générale. 

Si l'on projette les groupes projectifs d'un nombre infini de points (n." 4) 
on obtient en S3 des groupes (P) analogues, mais qui ne sont plus projectifs, 
car pour les groupes projectifs dans l'espace trois dimensions l a  pyramide 
fondamentale des points doubles doit se réduire à un tétraèdre. On voit donc 
que les groupes (P) sont une généralisation des groupes projectifs de l'espace 
à trois dimensions par rapport à une pyramide de n sommets. Ils sont situés 
sur des courbes transcendantes ou algébriques T, qui sont les projections des 
courbes corre~pondantes dans l'espace R,-i. Ces courbes W' sont aussi une 
généralisation des courbes W de l'espace à trois dimensions. - - 

L e  groupe (y),-l sera projeté en un groupe ,(y),*-l de 8 3 .  L e  nombre des 
n ( ? a - l ) . . . ( n - s + I )  

faces A,-, de la  pyramide fondamentale en Rn-i est 2 . 3  . . . s  > 

donc du théorème VI  il résulte que: 
Théorème XXXVIII. Les poiints ,(y),*-' (n = 2 t ou in = 2 t + 1) sont si- 

n ( ~ - 1 ) . - - ( @ - s +  1) tués m à m sur mm-%. 4 . 3  . . . s  droites, 02 s= 1 ,  2, 3 , .  .. t. 

(O) Nous disons que  deux configurations de na points dans un espace qiielconque sont de 
la même esphce, quand les na pointe ont la même disposition dans les deux configurations. 

(') Voir le thhorhme général sur les configurations que j'ai donné dans mon Mémoire 
des Math, Annalen, p. 177. 
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Et si l'on pose dana le tbéorérne VI  a d  1, 2 on obtient: 
Théorème XXXIX.  Les ma-i points dec groupe ,(y),*-1 sont situés m 2c 

m sur mn-t droites plrssant par un quelconque des sommets ,Ai  c k  la pyra- 
mide dans S3. Ils sont 8itutft1 aussi tn à m sur mn-P droites, qui rencontrent 

n,(n- 1) 
?/ne quelconque des a arêtes de cette pyramide. 

E t  du théorArne VI1 on déduit: 
dl y a un certain   ombre (qui ne doit pas être difficile 8 dbterminer) de 

systèmes de mn-P  cycle^ de m points sitzds sur des courbes algébriques W'. 
Si rn est kgal b n, les courbes W' sont des courbes rationnelles de {n- l)me 
ordre, 

O 
Les courbes W dans Rn-, ont toutes leurs singularités sur les sommets, sur 

les arêtes, etc. de la pyramide fondamentale; les courbes W' auront les mêmes 
singularités et en outre celles qui dhrivent de la projection même. Dans mon 
Mémoire des Math. Annalen à la page 208 j'ai démontré que, d'une courbe 
rationnelle de (n-  1)""rdre dans Rn,, on peut obtenir par projection toutes 
les espèces de courbes rationnelles de (n- l)me ordre, ou d'ordre moindre, du 
plan et de l'espace à trois dimensions. On voit donc que l'on peut construire 
sur chaque courbe rationnelle du. plan et de l'espace à trois dimensions des 
cycles de n points analogues à ceux que nous venons de trouver. 

18. Des th6orèmes XIII, XVI, XXI on a: 
9 8  (n  - 1) 

ThdoTM)Ie XL, Les deus groupes de -ï. points Pr), P'fk) sont pro- 
n(n- 1) 

jeté8 en deux grollyes ds  -, points ,Ptk), IP'ifk'II1> 08 les deux points 

, P f p )  divisent harmofiiquement les deux rommets ,At', ,Ar'. De même, les droites 
P;P) (9) dontaen t par projection des droites ,P(I.P) (yS), qui passent paf* les points 
iPy, ,PpJ). 

n(n-l)(n-2) Les points J'Pk.̂ ' sont situ& 3 à 3 sur droites, 6 à 6 sur 
2-3 

qzfn- lj(la-2)(1t-3) plans. 
2 . 3 - 4  

Les 6 points d'un tel plan sont les sommets d'un 

puadrilatdre. 
Les points ,PY)* ,,Ptk) SI.# m e  face plane de la pyramide fondamentale sont 

les sommets d'ur, quadrilatère, et ceux qui sont situés sur les 6 arêtes d'un 
tétraèdre de la pyramide forment un système desmique. Ils forment donc en 

n(n-1)(n-2)(n-3)  tout - - systèmes desmique$. 
2 ' 3 . 4  
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Des th8orèmes XV, XBII, XXV on dddiiif: 
Théoréme XLI. En pojetant uti groupe quelconque (SoJLv de A,-, suP % 

on obtient un groupe de 1 . 2  6 n = N points ,(S',JN dans Ss; q.ui sent sifask 
N 

deux b deux sur a droites passant par un quelconque des points ,PFk'. Ils 

N sont situds aussi deux à, deux sur , droites, qui coupent une quelcoazpue des 
Y 

& W .  drohes J'Ip)(yd)i Ces N points forment de 2 ou de - munières différe~tes n C  

cycles de n points, situés respectivement sur des courbes d rationnel~es 
98 

du (n - l)me ordre. 
Des corollaires 1 et II (n." 16) on tire: 

Théo.rèrne XLI I .  Les N points de i(So),y forment 4 5 . - n ?t(l t- lM.n-2) 
2 . 3  

groupes ,(SO), de 6 points situés sur un égal nombre de coniques, dont les plans 
h(n. - 1 )(n- 2) se rencontrent 4 . 5  n dc 4 . 5  . . n suivant 

2 . 3  
droites situées re- 

m(%- l ) (n -2 )  
s~ectivement sur les 

2 ; 3  
faces' de la pyramide ,At1,. . . iAp) de a. 

Théorèmt! XLIIT. Les mêmes N points forwent 5 - 6  .fi. 
n(w-I)(n-2)(n- 3) 

2 . 3 . 4  
groupes de , (s~)~,  de 24 points situés en autant de surfaces du 2d degré en S3. 
Et des théor8mes XXXLI, XXXIII. 

Thkorème XLIP.  Pour chaque groupe de substitutions A. d'ordre p on 
obtient d'un point wn groupe de p points t(S&. Avec tous les N points 

N N 
on peut former - groupes ,(S,IY, oh rn = 1 ,  2 , .  . . - .- 

P P 
N Thiorème XLP.  Le groupe se décompose en d h î :  pyramides de - - a 

sotnmets ,(So&, ,(So)iT. - Les sommets de ces deux pyramides sont situés deux à 
z n 

N deux sur - droites passant par un point ,(Po)(;k) quelconque. a 
Or $ l'aide dii théorème XXXVII on a: 

Théorème XLVI. Pour  haq que pyrahiide de n oh aolns de' n sbh~e th  
dans l'es~acs à trois dimensions on obtient des config~rationa analogues la la 
précédente, que nous appelons de même classe. 

- 

Si nous projetons, par ex., par un espace SN-, passant par le point P:", il 
est clair que la pyramide fondamentale dans RN-, Ber% pfbj;etétf en S, Sfii~ant 
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une pyramide de n - 1 sommets, parce que &-, et les deux points A:' Ar' sont 
situés dans un espace S,-,, qui rencontre S3 en un seul point. E n  outre on 

3 
voit aussi que les N points d'un groupe (S.), seront projetés en y points; 

N 
puisque les N points sont situes deux & deux sur 1- droites passant pa,r le 

point, PtP'. 
Si l'espace ,Sn-, est situé dans l'espace unité Z x i =  O, les points de cet espace 

seront projetés en S3 sur le plan E2 d'intersection de Zxi= O avec fi3. Et du 
th6orème XXVIII on aura que tous les points i(rs) (oh s = 2, 3,. . . n) seront 
situ& sur le plan E,. 

19. Nous devons projeter la figure par un espace Sn-,, chaque point Po 
de la figure projetée par SN-& donne un espace Sn-$, qui rencontre S, en un 
point ,Po, qui est la projection du premier point sur &. 

J e  ne veux citer que les théorèmes les plus intéressants, les autres se dé- 
duisant de la même manière. 

Théordme XLVII. Les n sommets de la pyramide fondamentale A',", ..., 
8: dans sont projetés en général par Sn-, sur S, en n sommets ,A:',..., 
,A?' d'un polygone général. De même les points Pfk) ,  P'fk) sont projetés en 

n ( n - 1 )  
deux groupes ae points ,P('), 2(Po)'(ik) divisant harmonlqziement les 

deux sowamets ,At', ,Ar' du polygone. 
Les points ,(Pn)ik sont situes trois à trois sur n(g%-1)(1~- . 2 )  

2 
droites et  ,for- 

IZ(IZ- 1)(12+ 2)(12- 3) nzent - qicudritatères. 
2 . 3 . 4  

Les points ,Ptk), pris ensembie, firment n(n- l)(n-2) quudritatères 
2 - 3  

n(n-  l ) ( n - 2 ) ( n -  3 )  
qui donnent lieu à - - 

2 . 3 . 4  systèmes desmipes de quadrila- 

1 Y  cieux b deux sur - droite8 polisant par un quelconque des points )POk). 
2 .  
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Thdoréme XLIX. Les N points d' un groupe e(&)N forment 4 . 5  a . ne 
~ ( n - l ) ( ~ -  2) groupes P(SD)B de 6 points sitzcés sur un dgal nombre de con& 

2 - 3  
ques en ,Se. 

Du théorème XXXVII nous obtenons: 
Thriorème L. Pour chaque polygone de n ou moins de n sommets du plaila 

S. on obtient des conjgurations spéciales de même classe et desquelles részcl- 
tent des théordmes analogues aux précédents. 

Application aux courbes et aux surfaces 
dans l'espace à 3 dimensions et ,sur le plan. 

20. Si nous considérons maintenant une surface F quelconque dans l'e- 
space à trois dimensions du mme ordre, nous savons qu'elle est déterminée par 

l)''n + + - 1 Or en posant 
2 . 8  

Ces r. points, que nous désignons par ,A?, . . . , ,At', sont toujours la projection 
des ra sommets d'une infinité de pyramides fondamentales dans l'espace Rn_, 
(II.' 17). Soit donnée une de ces pyramides, par exemple A:',. .., Ap); alors par 
les substitutions de n lettres nous obtiendrons pour cette pyramide les groupes, 
que nous avons étudiés, dans les paragraphes prhédents, par lesquels la  py- 
ramide fondamentale reste inaltérée. E n  projetant ses n sommets sur les n 
points donnés ,A:,... ,Ar) situés sur la surface F, on obtient aussi pour ces 
points des configurations analogues à celles que nous venons de trouver, et qui 
sont une simple expression géométrique des groupes des substitutions de n lettres. 

La  même chose a Bvidemment lieu pour les courbes situées dans l'espace 
R, ou bien sur le plan. Mais je remarque que en prenant sur chaque courbe 
ou sur chaque surface un nombre n' quelconque de points, (n'$fi), on a des 
configurations pour les n' points de la courbe et de la surface, qui correspon- 
dent à la théorie des substitutions de n' lettres. 

21. On peut regarder les n lettres xi, x,,.. . , x, comme les paramètres 
homogènes qui déterminent une surface du mme ordre, car nous savons que 

Anncsli di Matematica, tom0 X I .  19 
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toutes les surfaces dans R, du rnme ordre constituent une varidté n - 1 fois 
infinie et qui est reprdsentée par 1'6quation 

oh f i ,  fi,. . . , fn sont rc surfaces tout à fait arbitraires et qui ne dépendent pas 
les unes des autres. 

E n  permutant les paramètres xi, x,, . . . , xH, comme nous 1' avons fait pour 
les fi  coordonnées d'un point dans l'espace on obtient d'ecne surface quel- 
conque 1 - 2 . 3 .  - - n = N surfaces du mme ordre, qui donnent aussi une inter- 
prétation géométrique des szcbstz'tutions de n lettres. 

Cela a liezc azcssi évidemment pour chaque courbe dzc mme ordre sur le plan. 
Si dans la variét6 (1) on pose x, = x, = . - - = xn = 1 on voit que la surface 

se transforme en elle-même. Elle représente donc la surface fondamentale de 
ces configurations. 

Quoique dans ce chapitre nous n'ayons pas parlé de 1'Hexagramme mystique, 
on s'aperçoit facilement que les propriétés que nous avons données servent de 
base pour traiter la question; comme nous le verrons dans les chapitres sui- 
vants. Nous montrerons ensuite, que les groupes des droites de P a s c a ~ ,  des 
points de EIRKMAN, des six figures II, etc. donnent une expression géométrique 
particulière, bien simple et élégante des propriétés des groupes des substitu- 
tions de 6 lettres. Les figures que nous trouverons et qui représentent les 
mêmes groupes de 6 lettres nous conduirent à une extension nécessaire des 
groupes qui corréspondent à 1'Hexagramme mystique. 
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CHAPITRE II. 

PREMI~RE INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DES GROUPES DES SGBSTITUTIONS 

DE SIX LETTRES E N  RELATION AVEC LES GROUPES DE L'EEXAGRAMME MYSTIQUE 

DANS LES ESPACES A 5, 4, 3 DIMENSIONS ET DANS L E  PLAN. 

Groupes principaux de 19Hexagramme. 
Emploi d'une notation nouvelle. 

22. Pour traiter la question par rapport aux espaces à 5, 4, 3 dimen- 
sions et au  plan, il faut que je donne d'abord un résumé des groupes princi- 
paux de l'hexagramme. Je les emprunte à mon travail de 1877; cependant 
j'aurai recours ici à une notation nouvelle plus simple et plus conforme à la 
théorie des substitutions de six lettres. 

Soient donc donnés 6 points 1, 2, 3, 4, 5, 6 fondamentaux d'une conique 
sur un plan. En joignant les 6 points deux à deux on obtient 15 droites, qu'on 
appelle les 15  côtés de l'hexagramme. Ces 15  côtés se rencontrent deux à deux, 
en dehors des 6 points fondamentaux, en 45 points Pl qu'on désigne par le 
symbole PikJm, où i, k, 1, m sont quatre indices quelconques de la série 1, 
2 ,  3, 4, 5, 6. 

On peut former avec les 6 points fondamentaux 15 triangles AaP, dont les 
côtés contiennent tous les 6 points. 
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Nous verrons plus loin quelle est la signification des deux indices ap des 
triangles Aup. 

23. Avec les 6 points de la conique fondamentale (ou bien avec 6 lettres) 
on obtient 720 permutations qui correspondent 12 à 12 aux 60 hexagones de 
l'hexagramnie, ou bien aux 60 droites de PASCAL. 

Si l'on considère, par exemple, 1' hexagone 1 2 3 4 5 6, ses chtés sont 12, 45, 
23, 56, 34, 61, et les trois points P ,,.,,, P,,,,,, P,,.,, sont situés sur la droite 
de PASCAL de l'hexagone 1 2  3 4 5 6. Si l'on opbre sur cet hexagone les deux 
substitutions cycliques inverses (1 2 3 4 5 6) et (6 5 4 3 2 1) on voit que la droite 
de PASCAL reste fixe. On peut représenter la droite de PASCAL de l'hexagone 
1 2  3 4  5 6 par le symbole 

C'est à dire que chacune des 60 droites de PASCAL de la Jigure peut être re- 
prdsentde par 17ensem61e de deux triangles AupA,,. 

Mais il y a un autre triangle Las qui joue un rôle important pour la droite 
de PASCAL 1 2 3 4 5 6 ou bien A,,Ai3; c' est le triangle 14.25.36 E A,,. Il est 
clair qu'on peut indiquer toute de suite cet autre triangle lorsque l'hexagone 
ou le symbole de la droite de PASCAL est donné. J 'a i  appelé A,3 le triangle 
Adp de la droite de PASCAL A,,A,, (*). 

En  opérant la substitution (14)(25)(36) sur les triangles A,,, A,, on voit 
qu'ils se transforment l'un dans l'autre, c'est à dire que la droite de PASCAL 
Ai& ne change pas. 

24. Si nous considérons 1' hexagone 1 2  3 4 5 6 et que nous laissions fixes 
les indices impairs 1, 3, 5, ou bien les indices pairs 2, 4, 6, en permutant de 
toutes les manières possibles les trois restants nous aurons les deux groupes 
suivants de 3 hexagones, savoir: 

1 2 3 4 5 6  1 2 3 6 5 4  

(*) A., Nuovi teoremi sull'Hex., n.0 7. 
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Les trois droites de PASCAL des trois premiers hexagones ont les symboles 
AizAi3, A,,A,,, A,,A,, ét celles des trois autres, A&Aj6)  A45A46, AreAje. Les trois 
premieres droites se rencontrent en un point GiE3 de STEINER et les trois autres 
se coupent au point conjugué GdS6. Les 20 points de STEINER se divisent en dix 
couples de points conjugués par rapport à la conique fondamentale (*). 

Les deux points de STEINER GiZ3, Glj6 peuvent être représentés par un sym- 
bole unique, savoir 

1 12 34 56 1 

Si nous regardons ce symbole comme un déterminant, les termea positifs de 
ce déterminant contiennent respectivement les indices 1, 3, 5 ;  tandis que les 
termes négatifs contiennent respectivement les indices 2, 4, 6. Cependant il est 
intéressant de représenter les deux points de STEINER conjugués, séparément au 
moyen des triangles A+; ainsi nous représentons le point G,,, par le symbole 
A,,A,,A2, et le point conjugué par le symbole A4,A,,A5,. De ces symboles ré.- 
sulte immédiatement la détermination des droites de PASCAL qui passent par les 
deux points de STEINER. NOUS verrons bientôt que les indices des triangles AeP 
sont donnés par les 6 figures II. J' appelle les triangles A12Ai3A23, A45fî,6A56 les 
triangles des points de STEINER Git3) G456 (**). NOUS voyons aussi à l'inspection 
de ces symboles que le triangle Aap des trois droites de PASCAL; qui se coupent 
en un point de STEINER 6123, par exemple de la droite Ai2Ai3, est précisément 
fourni par le troisiéme triangle A,, du symbole du point considéré G,,,. E n  
outre, remarquons que les trois sommets du triangle par exemple A,,, sont 
situés respectivement sur les trois droites de PASCAL A45A46, A&,A56) A16&.$ qui 
passent par le point conjugué Gd,,. Donc: 

Th6o~Bme LI. Les trois triangles Aap des trois droites de PASCAL qui pas- 
sent par un point de STEINER ont leurs sommets respectivement sur les trois 
droites de PASCAL qui passent par le point conjugd. 

25. 11 y a une autre manikre de permuter les 6 points fondamentaux de 
manière 9, ce que trois droites de PASCAL se rencontrent en un point 

(*) HESSE: Ueber dus geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid.  Journal de CRELLE, 
vol. 24, p. 40. 

(**) Nuovi teoremi, etc., théo~, XXII, 1. c. 
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Si l'on considère l'hexagone 12 3 45 6 correspondant B la droite de P a s c a ~  
A,,, A,,, en négligeant les 6 côtés de l'hexagone il reste encore 9 côtés avec 
lesquels on peut former les trois hexagones 

1 3 5 2 6 4 ,  136425,  1 5 3 6 2 4  
qui correspondent aux trois droites Ai4A,,, Ai5Ai6,  AuAi, .  Ces trois droites se 
rencontrent en un point de KIREMAN. 

Ce point peut être aussi représenté par l'ensemble de trois triangles AEe, sa- 
voir A,,A,,A1,. On voit toute de suite la différence qui existe entre les indices 
des triangles Aap d'un point de EIRKMAN et ceux des triangles A . ~  d'un point 
de STEINER. Dans les premiers le même indice est repét6 trois fois, les autres 
étant différents; tandis que pour les points de STEINER on a 3 indices différents, 
chacun repété deux fois. 

On appelle le point A,4A,5A,, le point de EIRKMAN correspondant & la droite 
de PASCAL Ai2Ai3.  

26. Ce sont six figures formées par 10 points de EIRKMAX et par les 10 
droites correspondantes de PASCAL; trois droites de PASCAL passant en chacun 
des dix points et trois points étant sur chacune des dix droites. Les dix points 
et les dix droites sont pôles et polaires par rapport à une conique. 

J e  donne ici un tableau des 6 figures II et j'en donnerai ensuite une nou- 
velle notation au moyen des triangles AEp. 

TABLEAU DES 6 FIGURES n. 
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VI. 

1 6 5 3 3 4 = ~ 3 4 5  

1 3 5 4 6 2 = p i Z 3  

1 3 6 2 4 5 = p i Z 4  

1 5 3 6 4 2  =pios 

1 4 2 3 6 5 = p i 4 ,  

1 5 2 4 3 6  =pz, ,  

1 4 6 5 3 2 = p i 3 ;  

1 2 5 3 4 6 = ~ 2 3 5  

1 4 5 6 2 3 = ~ ~ ~ ~  

1 3 4 5 2 6  =p234 

Je fais observer que les indices des droites p  n'ont rien de commun avec les 
indices 1, 2 ,  3, 4 ,  5, 6 qui désignent les 6  points fondamentaux, ou bien avec 
ceux qui désignent les 6  indices des 15 triangles A,p relatifs aux 6 figures Il. 
Ce sont seulement des indices se rapportant aux dix droites et aux dix points 
d'une figure iï. Par exemple sur la droite psl5 sont situés les points de EIRKMAN 
Ka4, K,,, K,, et elle correspond au point Ki,. Le point Ki, est le pôle de la 
droite p,,, par rapport à la conique Tl[ de la figure à laquelle il appartient. Le 
point de STEINER qui est placé à côté de chaque droite de PASCAL désigne pré- 
cisément le point de STEINER situé sur la droite. 

Mais les propriétés des 6 figures II résultent bien plus clairement du tableau 
que je vais donner en représentant les droites de PASCAL par deux triangles A+ 

TABLEAU II DES 6  FIGURES n. 
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On voit donc par là que les indices des triangles dépendent des indices 
romains des 6 figures II. E n  outre, on voit facilement qu'à la droite de PASCAL, 
par exemple A,,Ai3 de la figure 1, correspond le point de KIRKMAN A,,A,,A,, 
de la même figure, que sur la droite A,,A,, sont situés les points Ai2Ai3Ai4, 
AiPAi3Ai5, Ai2A,3A16 et enfin que par le point de KIRKMAN Ai4Ai5Ai6 passent les 
trois droites A,,Ai,, Ai4Ai,, A,,A,,. Il en résulte aussi qu'il n'est pas possible 
avec les 5 triangles d'une figure II de former le symbole d'un point de 
STEINER. Ce tableau démontre égalemeut que les 10 droites de PASCAL d'une 
figure n ne passent par aucun des sommets des 5 triangles de la figure. 

Deux figures 11, par ex. 1 et II ont le triangle A,, commun et trois figures 
par ex. 1, II, III ont deux à deux les trois triangles A,,, Ai3, A23 communs 
déterminant le point de STEINER G,,3; tandis que les trois autres IV, V, V I  
ont deux à deux les triangles A,,, A,,, A,, communs, qui donnent le point con- 
jugué Gd,,. 

Nous faisons observer aussi que les 6 figures II sont symétriques pur rap- 
port aux 6 points fondamentaux, c'est à dire que les 120 permutations cor- 
respondantes aux dix droites de PASCAL d'une de ces Jigures sont symétriques 
par rapport aux 6 indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 ;  en d'autres termes on Ize peut faire 
cor.respo.lzdre les 6 jîgures TI respectivement aux 6 poids fondamentaux ('). 

Les 6 Jigures II condensent en elles-mêmes toute la théorie de E'hexagramme. 

27. Xous avons vu que les droites Ai,Ai,, Ai2AP3, A13& passent par le 
point GiZ3 et que les droites AljA16, &5&6, A4cAj6 pa~Sent par le point con- 
jugué G456w 

(') M. CAPORALI dans son travail rdeent, SulP Esaedro completo, Atti della R. Acc. di 
Napoli 1881, a trouvé la belle propriét6 qu'il existe dans l'hexagramme 6 droites qui cor- 
respondent respectivement aux 6 figures Ii. 
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Nous avons r u  aussi que ces deux points de STEINER peuvent être représentés 
par le symbole 

où les indices 1, 2,  3, 4, 5 ,  6 qui y sont contenus, se rapportent aux 6 points 
fondamentaux, tandis que les indices des triangles A se rapportent aux 6 fi- 
gures II. 

Or, considérons les deux groupes des trois points de KIRKMAN correspondants 
aux droites de PASCAL indiquées plus haut; ce sont 

Ces deux groupes de trois points -sont situés sur deux droites cita, C*je de 
CAYLEY, qui correspondent aux deux points de STFXNER Gie3, GdS6- Les deux 
droites ci23, c&, ne sont pas conjuguées par rapport à la conique fondamentale (*). 

D'après ce qui précède on voit qu'on peut représenter les droites de CAYLEY 
ci,,, c,,, par le symbole sous forme de déterminant 

Les triangles des termes positifs de ce d&terminant reprdsefitent les trois 
points de KIREMAN situt% sur la droite Cies ,  tandis pue les termes ~zkgatifs re- 
présentent les trois points de KIRKMAN sitads sur la droite Cd%. 

En outre, je remarque qu'aucun triangle A,p du symbole (2) n'entre dans 
les symboles des points correspondants de STEINER Gie3) GAS6. 11 est donc très 
facile, étant donnés deux points conjugués de STEINER Gins Glss de déterminer 
les symboles (2) des droites de CAYLEY correspondantes. 

On voit que les indices des triangles A,@ du symbole (2) et ceux du sgm- 
bole (l), qui représente les deux points GiZ3 GdS6) 110 sont pas les mêmes; mais 
il n'est pas possible de disposer les indices dans tom les symboles (2) de ma- 

(*) A., N ~ o v i  teoremi, etc., n . O  6. 
AnnaZi di Matemafica, tomo X I .  
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nière h ee qu'ils soient identiques aux'indices des symboles correspondants (l), 
car cela reviendrait h faire correspondre les 6 figures ïï, desquelles dépendent 
les indices des triangles A,@, aux points fondamentaux; ce qui n'est pas possible. 

28. NOUS avons V U  (no 26) que deux figures ri, par ex. 1 et II, ont le 
triangle A,, commun. Il n'y a aucune droite de PASCAL, de ces deux figures, 
qui passe par un quelconque des sommets du triangle Ai2. Ces figures ont les 
points P suivants communs, savoir 

qui sont situés trois à trois sur quatre droites de PASCAL, savoir p z ,  pl:3, py2,, 
pY2, qui appartiennent respectivement aux quatre autres Bgures II. Ces droites 
ont les symboles Aie Am, Air And,  Ais Azs, AM AZ6. 

Il  y a en outre deux quadrilatères de droites de PASCAL des deux figures, 
savoir 

II Il 
~ : 1 5 ~ : 3 5 ~ : % ~ : 1 5  ; ~ s I S p i 3 1 ~ : ~ s  p::5 , 

qui sont donnés par les hexagones 

et qui se coupent deux à deux aux 12 points P situés sur les côtés du triangle 
A,,,.les sommets- exceptés, et en outre aux quatre points de STEINER Glt3, Gier, 
G,,,, Gi,, situés sur la droite de STEINER-PL~CKER giZ commune aux deux fi- 
gures 1, II. 

Ces, droites soîat représent&es par les symboles 

A ,  A Ai tAf i r  Air  Ais; Ai< Arî,  A 1 i 4 < ,  Air Asr, AirA.w (1) 

Les deux quadrilatères ont donc six pointa de K ~ R K M ~  pour sommets, savoir 

(9 A.,  Nuoci teoremi, etc., n.0 10 et suivante. 
(**) A., ib., n.0 5. 
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Ces 12  points de EIRKMAN sont situés deux à deux sur 6 droite8 ut,, qui pas- 
sent respectivement par les sommets du triangle Ala divisant harmoniquement 
ses côtes. 

Par  exemple les deux couples de points 

sont situés sur deux droites v,,, qui passent par le sommet 12  -34  du triangle 
A,,. Dans tout 1'hexagra.mme on a 90 droites v,, ("). 

Les trois droites v,, 

Aie Air Ais) A i e L A z s ;  Ais Aia Ais)  AieA24A26;' A12 AkiA16, AizAz5A26 (3) 

qui passent respectivement par les trois sommets du triangle A,,, se coupent 
en un point Z::.,, qui correspond à la droite pi\\ déterminée par les deux fi- 
gures 1 et II (**). J e  désigne le point Zf:., par le même symbole que ln droite 
~ 3 % ~  c'est à dire A,,A,,. E n  effet, nous verrons dans le paragraphe où nous 
traiterons des groupes des substjtutions de six lettres, que les groupes de sub- 
stitutions qui laissent inaltérée la droite pi',: transforment le groupe (3) en lui- 
même; ou, ce qui revient au même, laissent le point Z:E2 fixe. . 

J'ai démontré que les 90 droites ui, se rencontrent trois à trois en 60 points 
2, qui, comme nous venons de le voir, peuvent être représentds par les mêmes 
symboles que les droites de PASCAL. Ces 60 points 2, sont situés trois à trois 
sur les 20 droites de CAYLEY; les trois points d'une telle droite, par exemple 
c,,,, correspondent aux trois droites de PASCAL passant par le point GiZ3, donc 
les symboles de ces trois points sont 

Les 60 points 2, sont aussi situés trois à trois sur 60 droites 2,. Par  ex. les 
trois points 2, qui correspondent aux trois droites de PASCAL AieAis ,  Ai tAi r ,  
A13A14 passant par le point AieAiJAir,  sont situés sur un droite x,, qu'on peut 
désigner aussi par le symbole A,,A,A,,. Nous voyons donc par là que les points 
Z2 correspondent aux droites de PASCAL et que les dioites z, correspondent 
aux points de ~ I R K M A N ;  en outre la correspondance ent,re les points Z2 et les 
droites x2 est analogue à celle qui existe entre les droites de PASCAL et les 
points de EIRKMAN. 

(*) A., Nuovi teoremi, etc., théor. XXII. 
(**) A., ib , thdor. XXIV. 
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- Les 60 droites 2, passent trois à trois par les 60 points Z,, par ex. les trois 
droites bi2A,3All, A12Ai3A15, A12Ai3A1B passent par le point Z2 représenté par le 
symbole Ai,A,3. En outre elles passent trois A trois par les 20 points de STEIIER. 
Aux trois points de KIREMAN A,,A,,A,,, A,,h,,A,,, A34A55A3R (n.' 27) situés sur 
la droite de CAYLEY correspondent les trois droites z,, qui sont représen- 
t é e ~  par les mêmes symboles et qui passent par le point de STEINER G123. Donc 
on peut représenter aussi les points de STEINER Git3, Glss par le même sym- 
bole (2) (n." 27) que les droites de CAYLEY C156. On voit aussi que les 
points Zo et les droites z2 forment 6 figures II', analogues à celles qui sont for- 
mées par les droites de PASCAL et par les points de KIREMAN. 

J'ai aussi démontré qu'il y a une infinité de systèmes analogues [Zz], 
qui découlent l'un de l'autre au moyen de certaines droites v,,, v3,, etc. et de 
points V,,, V,,, etc. qui correspondent deux à deux aux points P du système 
PASCAL-KIRKMAN (*). Quoique ces systèmes aient leurs propriétés principales 
communes avec le système PASCAL-KIREMAN ils ne sont cependant pas donnés 
par 6 points d'une conique. D'aprés mon Mémoire de 1877 ou d'aprés celui de 
CREMONA (**) 0th voit que notre symbolique peut être dtenhe aussi tout sy- 
stème [Zz]. . 

29. Les deux figures 1 et II déterminent aussi une autre figure analogue 
h celle que nous venons d'étudier, c'est dire qu'il y a deus quadrangles de 
points de EIRKMAN qui correspondent aux deux quadrilatères de droites de 
PASCAL du numéro précédent, savoir 

qui sont situés deux à deux sur les 4 droites de CAYLEY Ciel,  c,,,, ciss, Ci26 '  

Ces droites passent par le point de SALMON Si, correspondant à la droite y,, 
des deux figures 1, II. Or, dans les symboles des quatre droites ciZ3, Clel,  cies, 
ci,, [(2) n." 271 n'entre pas le triangle A,,, puisqu'il est contenu dans les sym- 
boles des points de STEINER correspondants, donc on peut représenter la droite 
de STEIRER-PLÜCKER y,* et le point de SALMO~ Si, pur le symhole A,,. 

Il est vrai que dans la question proposée par l'Académie royale de Belgique, 
et a laquelle j'essaie de répondre par le présent travail, on ne demande pas 

(*) A., Nuovi  teoremi, etc., théor. XXIX. 
(**) C R E M O ~ A ,  1. c. 
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d'étendre les groupes que j'ai trouvés dans mon Memoire de 1877; mais par 
la notation même que j'ai donnée ici des 6 figures II on voit et on verra 
mieux par la suite qu'elles sont très utiles sinon nécessaires. 

Groupes des substitutions de trois lettres 
e t  interpretations g6om6triques. 

30. Nous passons maintenant à la détermination et à l'interprétation des 
groupes de 6 lettres, et nous montrerons en même temps la correspondance qui 
existe entre ces groupes et ceux de l'hexagramme. Nous donnerons ensuite 
une première interprdtation, d'abord dans l'espace à 5 dimensions, puis, par 
projection, dans l'espace à 3 dimensions et dans le plan. 

Mais dans la théorie des substitutions de 6 lettres est contenue la théorie 
des substitutions de 3, 4 et 5 lettres; il nous faut donc étudier tout d'abord 
les groupes des subst,itutions de 3, 4 et 5 lettres. 

M. J. SERRET a donné les fonctions des groupes de 4, 5 lettres, et la fon- 
ction d'un groupe remarquable de 120 substitutions de 6 lettres qui est une 
exception du théorème de BERTRAND que u toute fonction de n lettres, qui a n 
valeurs distinctes est symétrique par rapport B n- 1 lettres n (*). 

Nous déterminerons les groupes de 6 lettres en nous appuyant sur les groupes 
de l'hexagramme; nous verrons ainsi que les 6 fonctions de SERRET donnent 
précisément les groupes des 6 figures Iï de l'hexagramme. 

31. Les groupes qu'on peut former avec trois lettres xi,  x,, x3 ou bien 
avec trois indices 1 2  3, sont au nombre de trois seulement, savoir: 

1, (12); 1, (123), (132); 

et le groupe total 

Si  nous considérons, donc comme dans le cas général, que x,x ,x ,  sont les coor- 
données d'un point 8, sur un plan on obtient 6 points, savoir: t 
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qui forment deux groupes séparés de trois points et qui représentent les per- 
mutations des trois indices 12 3 ou bien des trois lettres x, x2x3. 

Le théorème XII1 nous apprend que sur les côtés du triangle fondamental 
il y a 6 points Pte', Pt3), P03); 0 7  Plci3) O ,  P'!3'; que pfe) et P'ie' sont situés 
sur le côté ABA:) et divisent harmoniquement le segment AFA',e'. Les coor- 
données de ces six points sont respectivement 

les trois premiers points étant situés sur la droite unité 

Nous avons aussi un groupe de deus points (Y,) n." 10 

où Y, est une racine cubique de l'unité. On a donc des théorèmes XV et 
XXXIV: 

Thkorème LII. Les 6 poifits d'un groupe (S,), forment deux triungles 
hondogipes de trois manières diffé~entes, les trois points Ptk)  e t  les trois 
droites llc,ik),, doîzt - les dqua.tz0ns sont de la fowne 

étant centres et axes d'involution. 
Dans ce cas, comme le groupe des trois substitutions paires est Te groupe 

qu'on obtient par la substitution cyclique (123) nous voyons que les trois 
sommets d'un quelconque des delx triangles de (S& donnent un cycle pro- 
jectif de trois points par rapport au triangle qui a pour sommets le point unité 
et les deux points r3r3 1, r3r3 1 de la droite 

Du numéro 10 il résulte que les deux autres côtés de ce triangle sont: 

Les trois côtés (l), (2), (3) forment donc un cycle projectif de trois droites par 
rapport! au trisigle fondamental. , 

Les sommets forment aussi un cycle projectif et il n'est pas difficile de vé- 
rifier que ces points sont situés sur trois coniques W, qui passent respeetiwment 
par deux des sommets du triangle fondamental en y touchant les deux autres 
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ci3tés. La  propriété corrilative a lieu aussi pour les côtés (l), (2), (3) du triangle 
des points doubles de 1' homographie cyclique. (1 2 3). Donc: 

Théorème LIII. Les deux triangles dt6 groupe (S,), donnent deux cycles 
pry'ectifs de trois points et en même temps de trois droites par rapport au 
triangle des points doubles (1 1 l), (r,r3 l), (r,"r, 1) de l'homographie cyclique 
de 3me ordre détermide par la substitution cyclipe (1 2 3). 

Les sommets d'un quelconqm des deux triangles sont situés sur trois co- 
niques W,  qui passent respectivement par deux sommets d'un côtd du triangle 
des points doubles en y touchant les deux autres côitS. (Les coniques sont ima- 
ginaires avec 4 points réels.) 

Les sommets du triangle des points doubles donnent aussi un cycle projectif 
de trois points par rapport au triangle fondamental et sont situés sur trois 
coniques, quipassent respectivement par les deux sornmets d'un côté du triangle 
Jondunzental en y touchant les deux autres côtés. (Les coniques dans ce cas 
sont réelles.) 

Du théorème XXXIV on déduit: 
Théorème LW. Les 6 points d'un groupe quelconque (S,), sont situ& sur 

une conique du fuhceau 

Cette conique passe par les points ( r 4  1), (rir3 1) et y touche les droites qui 
joignent le point zcnité à ces deux points. 

32. Les 6 points d'un groupe (8,)s forment un hexagone spécial .qui a 
des propriétds intéressantes. Désignons en effet les 6 points 

respeotivement par .les indices 1 3  5, 2 4 6. 11 est alors facile de prouver que 
les 9 points P i 2 . 3 1 )  Piz.56, P 3 4 . 5 6 ;  P i 6 . 2 3 ,  P 4 6 . 4 5 ,  P43.45;  P 4 1 . 3 6 ,  PiA.95, P25.36 
tombent respectivement sur les trois points Pt2', Py, Pt3); c'est à dire que 
les triangles Aie,  Ai3, A23 du paragraphe précédent se réduisent à ces trois 
points. Donc les droites de PASCAL A12A13, Ai2A23, AnAza tombent sur lu droite 
xi+xa+ x 3 = 0 .  

En  outre par le point, par ex. Pi1.3, OU Pt2) passent encore trois droites de 
PASCAL savoir i 

. . 
Chaque droite paasant par-le point PFU, o u  bien chaque point eitué sur là 
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droite 
xi - x, E 11y = O 

doit avoir ses deux premières coordonnées égales, c'est & dire que les trois 
droites de PASCAL (1) forment un groupe de 6 droites réduit A 3. De même 
pour les 8 autres points P, qui tombent sur les points Pg", Pr', Pa3). On a 
donc 27 droites de PASCAL, qui forment trois à trois 9 groupes spdciaux de 
trois droites. 

21 en reste encore 30 qui forment 6 à 6 cinq groupes (p) ,  de 6 droites, et 
qui ont les propriétks corrélatives de celles des 6 points d'un groupe quelconque 
(S,),. Donc : 

Théorème LV. Si les 6 points fondamentaux d'une conique forment un 
groupe (S,), tous les élhents, qui appartiennent au même groupe de l'hexa- 
gramme, par ex. toutes les droites de PASCAL, tous les points de KIRKXSN, etc. 
donnent des groupes de 6 ou de 3 éléments, qui ont les mêmes propriétés que 
le groupe (S,),. 

33. Du théorème XXXVI il suit que trois groupes (S,), sont situés sur 
une courbe du 3me ordre du système 

Les trois courbes 2x3, = 0, 2x;xk= 0, x1x2x3 = 0 coupent la droite unité aux 
points p(12) P(13) P(t3). , , , , , , nous aurons donc: 

Théorème LVI. Deux groupes quelconques (S,), sont situés szcr une courbe 
du 3me ordre, qui appartient au système (1). Les courbes du système passent 
par les trois points PO", Pt3', Pr). 

Et par analogie: 
Trois groupes puelconpes (&)6 sont situds sur une courhe de 4mc ordre, 

qui ap~artient au système 

et qui touche la droite unité aux deux points r,r31, rar31. 
Si l'on suppose que le point yIypya soit situé sur la droite x, $ x2 + x, = O on a: 

Théorème LVII. Si le point S, tombe sur la droite unité, Jes 6 points dzc 
groupe (S0)6 sont situés sur cette droite e t  ils formertt trois couples de points 
équidistants relatz'cement aux points Pt2', Pt3), PT). Ils forment aussi deux 
cycles projectifs de trois points par rapport aux points (r,r: 1), (r3r3 1). 
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Groupes des substitutions de quatre lsttres 
et fnterprdtlttions g6ométriques. 

3 4 .  Pour les groupes des substitutions de 4 et 5 lettres je me sers des 
résultats de M. J. SERRET (*). Il ne donne que les fonctions, ce qui revient au 
fond à donner les groupes; seulement en donnant les groupes on peut en tirer 
des conséquences, qui pour notre manière d'interpréter la théorie des substitu- 
tions sont fort intéressantes. 

Nous laissons maintenant de côté les groupes, qui sont relatifs à 2. ou 3 
lettres, et que nous avons déjà considérés. D'après SERRET on a alors les types 
suivants des fonctions de 4 lettres, à côté desquelles j'écris les groupes corres- 
pondants 

Ce groupe est engendré par deux quelconples des trois dernières substitutions. 
Duns le grovpe total i l  y a trois de ces youpes. 

Ce groupe est aussi engendré par deux quelconques des trois dernières suEs- 
titutions. Dans le groupe total i l  %'y a qu'un groupe de ce genre. 

(*) L. c. 

Annali d i  Matematica, tom0 XI. 
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II est engendré par deux substitutions, par ex. (1 2)) (1 3) (2 4). Dans le groupe 
tutu1 on a trois de ces groupes. 

C'est là le groupe des 12 substitutions puires, qui peut être engerzdrdpar deux 
substitutions par ex. (1 2 3)) (1 24) ou bien (1 2) (34), (1 2 3). 

VIX. Groupe total 

qui peut être engendrd par les couples des szcbstitzctions 

(13), (134); (12), (1234); (132), (1234); (1234), (12)(34). 

INTERPR&TITION GÉOMÉTRIQUE DANS L~ESPACE 1 TROIS DIMENSIONS. 

35. Du théorhme XII1 on déduit pour n = 4 :  
Th&orè.me LVIII. Sur chaque arête du t0traèdre fondamentaJ, par ex. 

AO)AT= AI"', i l  y a deux points P','5), P'"" O , dont les coordonn&es sont 1, - 1, 
0, 0; 1, 1, 0, O, et qui divisent harmoniquement les deux sommets ATAF'. 
Il y a aussi deux plans II>e', IS~2', dont les équations sont 

et pi passent par l'arête ATrl: = A'34). Les 6 pluns nl" passent tous par 
le point unité, tandis que les 6 points PO" sont tous situés sur le plan unité. 
Chaque plan nFk) passera par deux points Y",ik) et par un point FFk". De 
même pour tous les plans II!") (*). 

Je  fais observer que les 12 points POk', P'tk) forment trois t&traèclres, savoir: 

dont les faces sont pr6cisément les plans correspondants II:", Il':'', II?, II':"', etc. 
Ces trois tétraèdres, que je désigne par les symboles (P'), (I-'"), (P"') ont la 

propriété remarquable d'être homologiques de quatre manières différentes, les 

(*) J'énonce toujours ces théorhnes pour chaque cas particiilier, parce que les figures qui 
en rêsultent jouissent de propriétés sp6ciales. 
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sommets et les faces opposées du troisième étant centres et plans d'homologie. 
11 y a aussi trois autres tétraèdres qui jouissent de la m&me propriété. Ce sont 
le tétraèdre fondamental ( A )  et les deux tétraèdres (B), (C) (*) 

Mous aurons à considérer cette figure dans Je 3"" chapitre. 
Du théorème XIV on déduit: 

Théorème LIx. Les trois tétraèdres (P'), (P"), (P") sont conjugués par 
rapport à la szcrface de 2d degrk 

Du théorème V1 on a: 
Théorème L X .  S i  l'on multiplie tes coordonnées d'urz point S, par les 

racines carrées de l'unité de toutes les manières possibles, on obtient 8 points 
qui détermirtent deux tétt-aèdres homologiyues de quatre tnanières difhentes, 
les sommets et les plans dzc tétraèdre fondamental (A) étant centres et plans 
d'howioiogie. S i  le poz'nt S, est le point unite?, on obtient deux tétruèdres (33) et 
( C )  qui sont aussi conjugués pav rapport à la sulface 8,". 

En outre, du n.' 7 on obtient en changeant les signes de Si 8 surfaces du 
2d degré, savoir: 

qui jouissent de propriétés analogues à celles des ??an-' surfaces du n." 7; elles 
sont par ex. réciproques d'elles-mêmes par rapport à l'une quelconque d'entre 
elles (**). 

(*) Voir A. t Sopra aleune not. configur., 1. c., Mém. II, 
(**) A. : Sopra alcune not. configut-., 1. c., Mém. II. 
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Du théoréme X on déduit aussi: 
r, . Tbf?orèrne LXI. Les deuu t6traJdres (B) (C) sont conjuyuei par rapport 
à toutes les surfuces (1) (*). 

36. Du théorkme XV on déduit: 
Théorème L X I L  Les 24 points qu'on obtient en perm.utant les 4 coor- 

donnkes d'un pozizt S,, S O ~  situés deux à deux sur 6 .12  droites, qui passent 
12 à 12 par les points Ptk'. Les deux points d'une telle droite sont divis4s 
harmoniquemefit par PI)'" et par le plan H!". 

E n  opérant l'involution (a, p, y, d sont identiques, h l'ordre près, 
aux indices 1, 2, 3, 4) sur les coordonnées du point So,  on déduit des théo- 
rèmes XVI, XVII, XIX: 

Théorème L X I I I .  Les 6 points Pifk) déterminent 3 droites P!"-')(7" (u, 6, 
7, 8 sont identiques, à l'ordre près, aux indices 1, 2, 3, 4) qui contiennent les 
deux points Pbt), ~2"'. De même les plans Ufk)  se rencontrent en trois droites 
njrp)(7') par lesquelles passent les Jeux plans II:~~), @/" et quisont déter-' 
mindes aussi par les deux points P1%"F), P'dpy). Les 6 droites Pixe)(7a)2 TI:"~)(Ï') 

donnent deux à deux trois couples d 'ahes  o~poscjes respecfiiuement des tc'traé- 
dres (P'), (PM),  (Pm). Les trois droites npp)(ïd) passent par le point unité, et 
les trois droites PirP)(7') son8 situées sur le plan unité. 
: Théorthe. LXIV. Les 24 points du groupe (SQ)14 sont situés deux iç deux 
sur . 3.12 . droites, qui coulpent 12 à 12 les droites PIZP)('') et les droites cor- 
respondantes nPp)(ya). Les deux points situés sur une telle droite sont divisé$ 
harmoniquement par les deux poids d'intersection. 

Si l'on opère sur les coordonnées du point So la substitution cyclique (1 234) 
on obt,ient 4 points, qui forment d'après le n.' 10 un cycle projectif de 4 
points par rapport au tétraédre (1, 1, 1, 1) (-a', - 1, i, l), (- 1, 1, - 1, 1) 

- - 
(i, -1, -à, l),-où. i=\l-1. En posant par ex. i=r4,  les faces de ce té- 
traèdre sont 

(*) J'appelle aussi tétraèdre conjugué par rapport à une surface du 2d degré un tétraédre 
dont les sommets aont situés sur la surface et dont les faces aont les plans tangents en ces 
points. 
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les sommets et les faces de ce tétraèdre forment deux cycles projectifs de 4 
points et de 4 plans. Ces 4 points sont situés sur une courbe W du 3"" ordre 
(théor. XXTII). D a ~ s  ce cas on voit que les cônes qui projettent cette courbe 
W sont simplement (n." 4) 

X ~ X ~ = X ; ;  x2x4=x:; X,X:=X;; x ~ x , = x ~ .  

C'est donc une courbe W qui passe par les points x,=x, = x, = O, 2, =x,  
= x,= O, en y touchant les arêtes xi= x,= O, x ,  = x, =O et qui a dans le 
premier le plan xi = O, dans le second le plan x, = O comme plans osculateurs. 
Donc r 

Théorème LXV. Les points dozcbles de l'homographie donnée par icne sub- 
stitution cyclique de 4 indices ( 1  2 3 4), forment u,n cycle projectif de 4 points, 
qui sont situds sur une courbe W du 3'ne ordre. Cette courbe passe par deux: 
sommets du tétraèdre fondamental en y touchant deux arêtes, et ayant en ces 
deux points deux faces comme plans osculateurs. 

E n  tout on a 3 homographies cycliques, où les points doubles sont le poht 
unit4 et trois points du groupe (Y,), qui ont pour coordonnées les différentes 
racines 4""" de l'unité. 

Théorème LXVI. Les 4 points qu'on déduit d'un point S, par l'horno- 
grupkie cyclique (1  2 3 4)  fortnent zcn cycle de 4 points, projectif par rapport 
au tétraèdre des points doubles de Z'lromopaphie. 

En tout avec les 24 points du groupe (S,),, on peut former de 3 manières 
différentes six cycles projectifs de 4 points. 

37. Si nous opérons sur les coordonn4es d'un point S, une substitution 
de 3  lettre^, pa.r ex. (123), d'après le théoréme XXVI on obtient une homo- 
graphie cyclique d'ordre 3 autour du point x, == xz = x, = O. D'après le théo- 
rème XXX nous voyons que: 

Théorème LXVII. Les 24 points du groupe (S,),, sont situés 6 Ù 6 sur 
16 plans, qui pussent 4 à 4 pur les droites d'iletersection du plan unité avec 
les faces du tétraèdre fondamental. Les 6 poil& situés sur run quelconque des 
16 plans spnt situés sur une conique et  ont les métnes propriktés que les 6 
points (SJs dzl paragraphe précédent. 

38. Interprktons maintenant les autres groupes de 4 lettres. Du groupe II 
nous déduisons que: 

Théorème LXVIII. Si sur un point's, on opère successil;ement les deux 
involutions ( 1  2), (3 4) ou bien (1 2), (1 2)(3 4) ou encore (3 4), (1 2)(3 4), 0% 06- 

-tient le meme groupe de 4 poii~ts. Ces quatre points sont situés deux à deux 
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. 
sur 4 droites, qui passent respectivement deux à deux par tes deux points Pf2> 
P,34]. Ils sod situés aussi deux à deux sur deux droites, q.ui s'appuient s2w 
les deux &o.iites Py34), 1T(:2)(34) et ils y sont divisés harmoniquernent. 

Avec les 24 points (So)2r on peut formes. Je trois manières différentes 6 de 
ces groupes. 

Pour le groupe III on a :  
Théo.rèrne L X I X .  Si l'on op%e sur un point S, successivement les deux 

involutions ( 1  2) (3 41, ( 1  3) (2  4)  ou encore (1 3) (2 4), (1 4) (2 3) on obtient un autre 
groupe de 4 points; ces quatre 'points sont situés deux à deux sur 6 droites, 
qui coupent deux à deux respectivement les droites ri12)f34); P13(241) H;13'(441; 
Pj4)'23', ri:14)(23'. Les deux yoircts situés s w  une telle droite sont divish Aarmo- 
~iquement par les deux droites Pi, II, qu'elle coupe. 

-4vec les. 24points (S0)24 ont peut former d'une seule manière 6 de ces groupes. 
Pour le groupe V on a: 

Thkorèms L X X .  Si l'on opère sur le point S,  les deux ilzvolutions par ex. 
(1  2), (113)(24), on obtient un groupe de 8 points. Ces 8 points se divisent en 
deux groupes de 4 points du th4orème LXVIII, et en outre ils forment deux 
cycles projectifs de 4 poz'rcts donnés par l'homographie cyclique (1324).  

Avec les 24 points (S,),, on peut former de trois mnnières difirentes 3 de 
ces groupes. 

Du groupe VI on a: 
Théorème L X X I .  Si l'on opère sur le point So successicement les deux 

homographies par ex. (1 2 3), (1  2 4), on obtient un groupe de 12 points (SO),,. 
Le groupe (S,),, se ddcom~ose en deux de ces groupes (A",)',):,, (S& qui sont 
homologiyues de 6 manières difdrentes, les points Plk' et les plans I1,"'") &tunt 
centres et pta~zs d'homologie. - 

Et finalement: 
Théorème LXXII .  S i  l'on opère sur le point So succwsivement, par ex. 

l'.irLvolution ( 1  3) el l'homographie cyclique (12 4), on obtient le groupe total (S,),,. 
Du thdorème XXXlV on déduit aussi: 

Thëbrème L X X l I I .  Un groupe quelconque (S0),4 est situé sur une sur- 
face du 2 d  degré du faisceau 

Z X : $ ~ Z X ~ X ~ = O  i, k = l ,  2 ,  3, 4. 

Les surfaces de ce faisceau se touclzenlF suivant une conique du plan unité, pas- 
sant par t o ~ s  les points des groupes (r,), (r,). 

Deux groupes sont situés sur une surface du 3"" ordre, quatre sur uns sur- 
face du 4me ordre, etc. (the'orème XXXF). 
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39. J'indiquerai seulement les résultats qu'on obtient lorsque le point S,,, 
y, y, y, y,, est situ6 sur le plail xi + x, -+ xJ + x, = O ,  que du reste nous pou- 
vons regarder comme quelconque. Sur ce plan on a le quadrilatére donné par 
les 6 points P;", p M 3 )  p l l 4 )  P i 2 3 1  P[PI) 

O )  0 7  0 7  0 7  PO", dont les côtés sont les droites 
d'intersection du plan avec les quatres faces xi = 0, x, = O ,  x, = O, x, = O du 
tébrakdre fondamental. Nous pouvons prendre ce quadrilatère comme fonda- 
mental; alors entre les coordonnées d'un point y,, yo, y,, y, on aura la relation 

qui est précisément la condition afih que le point soit situb, sur le plan unité. 
Nous considérons tout d'abord la conique oh se rencontrent les surfaces du 

faisceau du thhorème LXXIII, c'est à dire 

ou bien d'après la relation (1) 

Cette conique donc se transforme en elle-mdme par les permutatiolts des 
quatre coordonnées xi, z,, x3) x,) de ma?zière qu'un de ses points qtielconque 
donne un groupe de 24 points inscrit 2G la conique fondamentale. 

Il est facile de volr que dans le plan il n'y a pas une autre conique qui 
jouisse des mêmes propriétés, tandis que dans l'espace à trois dimensions il y 
a une infinité de surfaces du 2' degré qui se transforment en elles-mêmes. 

Les 6 points Ptx) ont pour polaires, par rapport B la conique fondamentale, 
les 6 droites 

X,-x2=o &-$*=O \ 

d'intersection des plans avec Z x i  = O. Ces 6 droites se rencontrent 3 à 3 
en 4 points Pi5', PB5), Pbz), POj) dout les coordonnées sont: 

qui sont les pôles des côtés x, = O x, = O x, = O x4 = O du quadrilatère fonda- 
mental par ra,pport à la conique fondamentale; Les 10 points P:", P031, P:", 
P!", PF3', Y(o14, Pf5), Pr4', POj), P25) sont situés 3 à 3 sur leurs polaires par 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



164 V e r  o ne s e : Interprdtations géorndtrhpes 

rapport à la conique fondamentale; ils forment donc une figure analogue à 
celle, qui est donnée par dix points de KIREMAN et par les 10 droites corres- 
pondantes de PASCAL d'une figure ri. Or, les 6 points P;", ..., P',3" forment 
un quadrilatère et les autres P,'5), PD5), P05), PO6) forment un quadrangle, qui 
est le polaire réciproque du quadrilatère par rapport à la  conique fondamen- 
tale; en outre, le quadrangle et le quadrilatére sont conjugués par rapport à 
la conique (*) et n'ont aucun sommet et aucun côté commun; c'est à dire, 
que pris ensemble ils constituent la figure entière des 10  points et des 10 
droites. 11 est aussi facile de voir que cette figure se decompose en 5 groupes 
des quadrangles et des quadrilatères susdits. Cette propriété s'étend aussi aux 
figures II de l'hexagramme, on a donc: 

Théorème L X X W .  Toute figure ïï d'utz système quelconque [Zx], de 
Z'hexagrawme se décompose de 5 manières diffdrentes en un quaclrangle et en 
un quadrilatère, qui sont conj'ugut?~ et  polaires réc-roques par rapport à la 
conique II déterminde par la figure. 

Le quadrangle d ' u ~  des 6 grozcpes a pour sommets 4 points Zm et le qua- 
drilatère a les 4 droites x, correspondantes pour côtés. 

Mais la figure des dix points i",ik) que nous venons de considérer n'est pas 
générale. En effet, la conique fondamentale passe par les huit points du groupe 
(r,) de chaque côté du quadrilatère fondamental, et ces huit points divisent res- 
pectivement équianharmoniquement les trois sommets de chaque côté, ce qui n'a 
pas lieu en ghéral.  

40. Si l'on permute toutes les coordonnées y,, y,, y,, y, d'un point T, 
du plan unité, entre lesquelles a lieu la relation 2 y.i = O on obtient 24 points, 
qui sont aussi situés sur le même plan, et pour lesquels on a: 

Théorèrne LXXV. Les 24 points d'un groupe (T,),,, situ4 sur le plan 
unité, sont situés deux ic deux sur 1 2 -  6 droites qui passent 12 à 12 par les 
6 points Ptk)  ((il k= 1, 2, 3, 4). 

Le segment ddtermind par les deux points est divisé Izartnoniquement par le 
point Ptk) et le point d'intersection uvec la polaire de Prk' par rapport à la 
coniyue fondamentale. 

Les sommets du triangle diagonal du quadrilatère des points Pik)  sont pré- 
cisément les trois points 

(*) J'emploie le mot conjugué dans le sens donné par M. P. SERRET dans sa Gdom. {le 
direction, 1869. 
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Nous avons vu (théorème LXIII) que les trois droites I I p P ) ( y a )  passent par le 
point unit6,'elles ne sont donc autre chose que les droites qui joignent le point 
unité avec les trois points (1). En  effet, les coordonnées d'un point de la droite 
I T ~ c 3 4 ' ~ P " , i 2 1 p ' ~  sont de la forme 1, 1, h, A;  cette droite passe dom par le 
point unité 1, 1, 1, 1 et par le point 1, 1, -1, -1. Par  conséquent en in- 
terprétant le groupe II sur le plan on tire: 

Théorème LXXVI. Les 24 points de sont situés deux à: deux sur 
1 2 . 3  droites qui passent 12 à 12 par les sommets du triangle diagonal du 
puadrilatère des points Plk) et ils sont divisés harmonipement par ces som- 
mets et les droites diagonales opposées. 

Si l'on opère su; un point T, de 2 xi = O l'homographie cyclique (1 2 3), on 
obtient trois points d'un cycle projectif par rapport au triangle des points dou- 
bles qui sont P05', (r3, ri ,  1, O), (ri,  v3, 1, O), et en remarquant que dans le 
groupe total des substitutions on a 8 substitutions cycliques de la forme (apy),  

qui donnent 4 homographies cycliques, puisque les substitutions inverses (1 23), 
(1 32) donnent lieu à la même homographie cyclique, on a: 

Théorème LXXVI I .  Les 24 points du groupe (T,),, forment de quatre 
manières différentes huit cycles projectifs de trois poiats, donnés pur les quatre 
homographies cycliques du 3me ordre du groupe total. 

Pour le groupe III on obtient: 
Théorème LXXVI I I .  Les 24 points (T,),, forment 6 quadrangles ayavzt 

pour triangle diagonal celui du qua.drila tire des- points Ptk). 
Des théorèmes LXVII,  LXX,  LXXI on déduit aussi: 

Théorème L X X I X .  Les 24 points (TOI2, sont situés 6 6 sur 16 coni- 
ques passant 4 à 4 par les 4 points dont trois coordonnées sont égales aux 
racines cubiques de l'unité, tandis pue lu quatrième est nulle. 

Théorème .LXXX.  En opdraazt sur le point T,, successivement les deux 
hohographies (1 23), (1 2 4) on obtient 12 points d'un groupe (T,,)i2. Les 24 
points (TOI2, forment donc deux polygones de douze sommets, qzli sont homo- 
logiques, les 6 points POk) et les trois sommets du triangle diagonal de leur 
quadrilatère d'une part et leurs polaires par ra~port à la conique fondamen- 
tale d'autre part étant centres et axes d'honzologie. 

On peut construire le groupe total (T,),, au moyen de deux involutions, par 
exemple (1 3), (1  2) (3 4). 

Cette figure, que noua avons obtenue sur le plan unité, n'est qu'une projection 
de l a  figure considerée de l'espace R3 faite par le point mit& 

Annalz' di  Matematka, tom0 XI. 22 
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41. Si nous projetons par un point quelconque R, l a  figure de l'espace 
sur un plan R,, nous obtenons une figure plus générale que celle du plan unité; 
ces figures pourtant appartiennent à la même classe. 

Ainsi avec le tétraèdre fondamental on obtient sur le plan R, un quadrangle 
,Abu,. . . , ,.A: E ,(A) sur les estés duquel sont projetés les 6 points Pp et P". 
Les premiers sont situés trois à trois sur quatre droites, qui sont la  projection 
des droites d'intersection du plan unité avec les faces du tétraèdre fondamental. 
Si .l'on projette sur R, les sommets des deux tétraèdres (B), (C) du n.' 35, on 
obtient sur le plan deux quadrangles ,(B), ,(C) tels que leurs sommets sont 
respectivement situes deux à deux sur seize droites passant quatre à quatre par 
les sommets du quadrangle ,(A). L a  même chose a lieu évidemment pour les 
couples de quadrangles ,(A)@), ,(A),((?) par rapport aux sommets de ,(C) ou 
de @). 

Or, si nous nous souvenons de la figure commune à deux figures II, par ex. 
1 et II de I'hexagramme (n." 28), on voit que la figure de ces trois quadran- 
gles ,(A), ,(B), , (C)  est précisément la corrélutiae de celle donnée pur les droites 

e t  du triangle A,, avec la droite de STEINER gl2 .  
Thkorème LXXXI.  Les 24 points i(S0)l4 qu'on obtient en projetant de R, 

sur Rz un groupe (S,),, de l'espace sont situés deux à deux sur 6 12 droites 
passant 12 à 12 par les point Ptk), et ils sont aussi situés 6 à 6 sur .16 co- 
nipies. 

Les deux droites PpP)(r", l l f P ) ( y a ) ,  dans le cas d u  numéro précédent, sont 
projetdes par le point unité sur une droite et en un point, car la droite lï, 
passe elle-même par le point unité; tandis que dans le cas général actuel les 
droites en question sont projetées sur RI suivent deux droites , P ~ ~ ) ~ ' {  iII!rr.s)(~'). 
Donc : 

Thdorènze LXXXXI. .En projetant tes deux points dzl groupe ,(&),, quz' ont 
les coordotzn4es 

YaYpY,Yb Y~yayay, 
., A 

OH oltient sur R, deaiz points du groupa ,(&),, qui smtt &W kwmolripue 
ment par les deuz droites ,PpP)(ya), , I I ~ ~ ~ ( ~ ' ) -  
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On pourrait donner aussi au point de projection R, ou au plan R, des po- 
sitions spéciales par rapport au tétraèdre fondamental, et on obtiendrait dès 
lors des configurations spéciales de Ia même classe. 

Groupes des substitutions de 5 lettres. 
InterprtStations g6ométriqnes dans l'espace it 4 ,  3 dimensions 

et dans le plan. 

42. J e  donne ici seulement les groupes des substitutions qui contiennent 
toutes les 5 lettres. 

1. ( ~ ~ + r x ~ + r ~ x ~ + r ~ x ~ + r ~ x ~ ) ~  

oh r est une racine de l'équation 

Ce groupe est er~gendrd par la substitution (1  2 3 4 5). 

Ce grou e eut être engmdré par deux substitutions, par ex. (1 2), (3 4 5) ou P P  bien par la: substitzction (12)(345). Dans le groupe total i l  y a 10 de .ces 
groupes. 

m. (xi - $2) (x;) - $1) ( ~ 3  - $5) ($4 - 55) 

1, (3 4 51, (3 5 41, (1 2) (3 41, (1 2) (3 51, (1 2) (4 5). 

Ce groupe peut être eingendrd par deux substitutions, par ex. (1 2)(34), (345). . 
Dans le groupe total i l  y a 1Q de ces grozqes. 

Cie youw put être efigendr8 par dezca substiautio~~, par ex. (1 2)(34), (35). 
;C1 y a aissi 10 de ces groupes dans le groupe total, 
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Ce groupe peut être engendrS par deux substitutions, par ex. ( 1  2 ) ( 3  5 ) ,  (1 3 2 5). 
Il y a duns le groupe total 6 de ces groupes. 

En posant 

v = (xi  - $2) ( $ 4  - $3) ( ~ i  - $4) ($3 - ~ 5 )  ( ~ 2  - $3) ( ~ 2  - $1) ( ~ 2  - 5 5 )  ( X J  - x,) ($3 - $5) ($4 - $5) 

la fonction 

VI. V Y  

nous donne le groupe 

Ce groupe peut être engendré par deux substitutions, par ex.  (1 3)(4 5) ,  ( 1  4)(2 3). 
On a 6 de ces groupes. 

VII. C. , 

Cette fonctiofi représente le groupe de 60 substitutions paires. 11 peut être en 
gendré par deux substitutions, par ex. (1 2) ( 3  4 ) ,  (2 3) (4  5 )  ou bien par les subs- 
titutions cycliques ( 1  2 3 4 5) et ( i k l )  (i, E ,  1 sont trois indices de la série 1, 
2, 3, 4, 5). Naturellement i l  n'y a gzc'un seul de ces groupes. 

  TER PRESTATION O~!OM~TRIQUE DANS L'ESPACE R4 4 DIYENSION3. , 

43. Pour n = 5 du thdorème XII1 on déduit: 
Théorème L X X X I I I .  I l  y a sur chaque arête de la pyramide fondamen- 

tale par ex. AO'AF=AY) deux points Pie', P'f2) dont les coordonndes sont 
1 - 1 O O 0, 1 1 O O O, e t  qui divisent harmoniqzcement te segment déterminé 
par les deux sommets At', A:. 

Les 10 points Ptk) sont situés trois à -trot's s u r  10 droites, ipikdt?terminent 
5 quadrilatères. Les 20 points Prk), Fitk) sont situés trois b t ~ o k  sur 30 
droites qui avec les 10 premières forment 10 q~radrilatères. 
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I l  y a aussi deus espuces à trois dimensions n3°', @y, qui par le 
plan d'intersection des faces X, = O ,  x2 = O ,  et les divisent harmoniquement. 

Les 10 espaces II(i" passent par le point unite!, tandis qque les dix points 
Piik') sont situés sur l'espace unitd. 

Chaque espace lTpk) passe par 3 points PF" et par quatre points P'Lik). 
L a  figure formt?;par tes poids PFk), P'r",, n3k), n'FR) est polaire rkeiproque 

d'elle-même par rapport à la surface 

En posant dans le n." 5 on = 2,  f i  = 5 du point unité, on obtient 2' = 16 points, 
swoir : 

Ces points n'ont pas les propriétés analogues à celles des points que nous avons 
trouvds au noo 35 pour n= 4. Il est facile de s'assurer que les espaces po- 
laires de ces 16 points par rapport B la surface Z X :  = O ne contiennent aucun 
de ces points. 

Si nous considérons par ex. les deux eepaces II:", II':", dont les Bquations 
sont 

x'-Zs=O x i + x z = o  

on voit que chacun 'd'eux contient huit points différents du groupe (1). Donc: 
Théorème LXXXIV. Si d'ura point quelconque en R,, par ex. dzc point 

unité, on change les signes des coordonnées ds toutes les manières possibles, 
on obtient 16 poipzts (B),,. Les points sont situés 8 à 8 respectivewdent sur les 
20 eepaces nfk),, n'fk),, tellement que ,deux de ces espaces correspondants les 
contàennent tous. Par chaque point d~ groupe (B),, passent 10 dex 20 espaces 
np J-J1fk)>. 

Ces 16 points sont aussi situe's 4 à 4 sur 40 plans, qui passent 10 à 10 
par chacun d'eux. 
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Lea couples de points 

1, 2 2, 13; 3, 1 4 ;  15:  5, 16;  6, 1 ;  7, 10; 8, 9 

sont situés sur 8 droites passant par le sommet A:) de la pyramide fandamen- 
tale, donc; 

Théorème LXXXFT. Les 16 points de (B),, sont situés dezcx ia deuz sur 
5 .8  droites passant 8 à 8 par les sommets de la pyramide fondameaztale, 

44. Des théorèmes du n." 9 04 déduit: 
Théorème L X X X V I .  Les 120 points qu'on obtient en permutant les coor- 

données d'un point 8, dans l'espace R, sont situés deux, à deux mr 10.60 
droites, qzii passent 60 à 60 par les points Prk). Les deux poitits sur une de 
ces droites sont divisés karmonipement par le point Ptk)  et par l'espace cor- 
respondant 113~). 

Théorème LXXXVII. Les 120 points du groupe (S,),,, sont aussi situés 
deux à deux sur 15.60 droites, qui coupent 60 b 60 chacune des 15 droites 
ptP)(ya) et le plan correspondant I I ~ ' ~ ) ( Y ' )  en deux pi&. Ces points divisent 
karmonipement les deux points de (S,),,, .. 

Théorème LXXXVI I I .  Les 120 points du groupe (S,),,, sont situés 6 à 
6 sur 200 plans, qui passent 20 à 20 par les droites 05 I'espace unit4 ren- 
contre les facss planes de la pyramide fondamentale. Les 6 points d ' m  tel 
plan sont situés sur une conique et ont l& mêmes proprz'&és pue celles du 
groupe (S0)6 du § 2. 

Ils sont aussi situés 24 à 24 sur 25 surfaces du 2 d  degrk à 2 dimensions, 
dont tes espces à 3 dimensions passent 5 à 5 par les plans d'intersection de 
l'espace unit6 avec les faces de la pyramide fondamentale. Les 24 points d'une 
telle surface ont les mêmes propriétés que celle du groupe (S,),, du paragraphe 
précident. 1 

45. Du groupe 1 et du théorbrne XXIII on déduit: 
Théorème L X X X I X .  Si l'on opère sur un point S, de R, 1'homograph.ie 

cyol&pe ($2 3 4 5)  on obtient 5 points d'an cycle projectif. Les pohtq doubles 
de Z'homographie sont le point unité et 4 points gui ozzt poufi comdonrc4es les 
racines S m  de l'wnitd. 

Pour le groupe II on a: 
Thémdms XC. Si l'on opère szcr un point Sa successivement une incolu- 

tiora, par ex- (1 2), et Z'hqmographie cycliyue (3 4 5) on obiimt zala grozspe de 8 
points, qui sont situés deux à deux sur 3 droites passant par le point Pt@ 
ad qud forrnevat $elltq çyulm projectifs de 3 poivtû. 
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Avec les 120 poids du cycle (So)ieo on peut former de dix maniêres diffé- 
rentes 20 de ms groupes.- 

Pour le groupe III on obtient: 
Théorème XCI. En appliquant au point So successiuement l'inuolution 

(1  2) (3 4) et l'howzographt'e cyclique (3 4 5), on obtient un groupe de 6 points, 
qui sont s!tut?s deux à deuz sur 3 droites rencontrant 3 à 3 les droites PFZN3", 
PFr)(s;), P:r)(451 et les plans correspondants n.p"p)bs). Iis forment aussi deux 
cycles projectifs de trois points. 

Avec les 120 points de (S,),,, on peut fornzer de 10 manières différentes 20 
de ces groupes. 

Pour le groupe IV: 
Tldorhme XCII. En opérant sur un point So successivement les deux in- 

lvolutians (1  2)(34) et (35), on obtietzt un groupe de 12 points, situés deux à 
deux sur 24 droites, qui passent 6 à 6 par les points PiiZ), PF1, Py), Pf5). 
11s sont situés aussi deux à deux sur 10 droites, qui coupent 6 à 6 les droites 
PIiZ) (34) 

I , Pi2)(35), P:IP)(45) et les plans correspondants ri,; ils forment patre cy- 
cles projectvs de 3 points. 

Du groupe V :  
Théorème XCIII. Efi opérafit sur la point So successivement l'involution 

( 1  2)(3 5)  et l'homographie cyclique (1 3 2 5) on obtient 20 points. 
Ces 20 points solet situ& deux à deux sur 50 droites, qui coupent 10 à 10 

les 5 droites P?~)(Y" et les plans correspondmts I I ~ P ) ( ~ ' )  donnbs par les 5 
énvolutions de la forme (ap)(y 8) du groupe V. Ils forment aussi 4 cycles pro- 
jectifs de 5 points. 

Avec les 120 points (So)io, on peut former cle 6 maaières différentes 6 de 
ces groupes. 

En égalant à zéro les 6 fonctions y on obtient 6 surfaces 3 dimensions 
du 4me degrd, qui représentent le groupe V. 

De m6me pour le groupe TI. Pour le demi-groupe on a: 
Théorème XCIV. En opérant sur le point (So) successivement les deux 

inuolcltioni ( 1  2)(3 4), (2 3)(45), on obtient un groupe de 60 points (So)to . Le 
groupe (So)iso se décompose en deux de ces groupes (S,)So, (So)So qui sont homo- 
Jogiques de 15 manières différentes, les points Pd) et les espaces Ilai" itant 
centres et espaces d'homologie. 

Et finalement pouv le groupe total on uoit qden opdrunt sur le point So 
successivement l'involution (1 2) et l'homogra~kie cycligue (1 2 3 4 5)  on obtient 
tous les points du groupe. 
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On déduit aussi des théorèmes du n.' 14 qu'un groupe quelconque de 120 
points (s0)140 est toujours situé sur une surface du 2"egré du faisceau 

Z 2 : + A Z X i X k = O  
et ainsi de suite. 

INTERPR~TATION DANS L'ESPACE UNITA 

ET DANS UN ESPACE A TROIS DIMENSIOSS QUELCONQUE. 

46. Si nous supposons qu'un point T, soit situ6 dans l'espace unité, ses 
coordonnées, y,, y,, . . , , y, doivent satisfaire à la relation 

Dans l'espace unité on a les 10 points P:3J, P!4), P(:5)f Y?, Pt4), Pr5', 
P4' 0 9  P(35) 0 9  Po, qui sont situés 6 & 6 sur 5 plans, c'est à dire sur les plaiis 
où l'espace unité rencontre les faces à trois dimensions de la pyramide fonda- 
mentale dans R,. % 

Considérons analoguement au ne0 39 la surface 

par laquelle passent toutes les surfaces du faisceau déterminé par les groupes 
(S,),,, de R,. L'équation (2) peut s'écrire aussi sous la forme 

Thiorème XCV. Un point quelconque T, de la surface (2), gue j'appelle 
fondamentale, donne un groupe (T,,),,, inscrit à la surface. Cela n'a pas lieu 
pour tout groupe (T,,),,, situé sur l'espace unité. 

Les plans polaires des 10 points PYk) par rapport à la surface fondamentale 
ont leurs équations de la forme 

Il n'est pas difficile de voir que ce sont précisément les plans d'intersection 
des espaces D3k), passant par le point unité, avec l'espace Z x i = O .  Les 10 
plans (4) se coupent 6 à 6 en 5 points, Pf" PT) Pr) PpJ P(056) dont les coor- 
données sont: . 
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Ces points sont les pôles des faces du pentaèdre fondamental, où sont situés 6 
.8. 6 les 10 points Phik). Ces 5 points forment donc un pentagone gauche de 
lkspace unité, qui e ~ t  conjugué par rapport à la surface fondamentale ainsi 
que le pentaédre fondamental. 

Or les 10 points PO) et les 5 points PO6', Pr6', P06), PO6', Pp) ,  forment 
dans l'espace à 3 dimensions la figure analogue à celle que nous avons trouvée 
au n.' 39. Si nous désignons le plan polaire de Py2' par le symbole II:*)', on 
voit qu'il passe par les points PLs4', P05', P y ) ,  Pf5', Pf6', P:6); il en est de 
meme pour les plans polaires des autres points Pi"P) (a, B = 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6) .  

J e  remarque aussi que les 1 5  points PpP) sont situés 3 & 3 sur 20 droites 
Dffil, qui contiennent les trois points PPP), PLPr), Pp) et qui passent 4 à 4 
par les 15 points PpP). Ces 20 droites sont situées à leur tour 4 à 4 sur  le^ 
15 plans n,. Donc: 

Théorème XCVI. Les 15 points P07p) de l'espace unité à trois dimensions 
(a, fi== 1, 2, 3, 4 ,  5 ,  6 )  sont situ& 3 à 3 sur 20 droites D(,"PY) et 6 à 6 sur 
leurs plans polaires llpp) par rapport à la surface fondamentale. 

Les 20 droites Di pussent 4 h 4 par les 15 points POP) et sont situées 4 
à 4 sur les 15 plans llpp). 

Les 15 points PPp) et les 15 plans I IP~)  forment une Jigure réciproque 
d'elle-même par rapport b la surface fondamentale. Elle est analogue h ln 
figure complète de deux tétraèdres homologiques, de même qu'une figure II de 
l'hexagramme constitue la figure complète da deux triangles ?~omologiqzles dans 
le même plan ('). 

Théorème XCVII. La figure préchlente se décoqose en 6 groupes d'un 
pentaèdre et d'ula pentagone complets, qui n'ont commun. aucura sommet, ni 
aucune face, et qui: pris ensemble, constituent la h u r e  entière. Ce pentagone 
.et ce pentaèdre sont conjugués et polaires réciproques par rapport b la sur- 
face fondumentale (2). 

La  figure que nous venons de considérer n'est pas identique à la figure gé- 
nérale complète de deux tétraèdres homologiques, car la surface fondamentale 
rencontre les 10 droites D,, où gont situds les premiers dix points Pfk), (2, 
k= 1, 2, 3, 4, 5), aux points (.rs), dont trois coordonnées sont les racines cubi- 

* 4 

(') Voir A., Behandlultg der project. Perhaltlzisse, etc. Math. 
(e) Voir A.,  Math. Annalen, 1. c,, p. 192, $ 5.  Polar Jiguren 

dimensionale F:-: .' ., 
Annali di Matematica, tomo X I .  

Annalen, vol. 19. 
in Bexug auf eine (n  - 1 )  
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ques de l'unité; et les deux autres sont nulles. La surface passe aussi par les 
points des groupes (r,), (r,), où r4 et r5 sont racines primitives et 5 m e i  de 
l'unité. 

Les points du groupe {r,)   ont au nombre de 20 
n k-4 )  n 30 
n ('-5) n 24. 

-4u moyen de cette surface et de l'icosaédre, M. KLEIN a r&olu l'dquation 
du 5""egré (*). Cependant il n'a donné aucune indication sur l'étude des 
groupes de 5 lettres, comme nous l'avons fait ici. J e  cite ce travail trés im- 
portant de KLEIN? pour montrer que les recherches, qui nous occupent dans le 
présent travail, ont aussi un grand intérêt en algèbre. 

47. Pour étudier maintenant les propriétes des 120 points d'un groupe 
(T,),,, , situé dans l'espace unité, il suffit de suivre la même méthode que celle 
suivie pour le cas n = 4. 

Nous trouvons: 
Théorème XCVIII. Les 120 points (T,),,, sont situt?s 2 à 2 sur 10.60 

d~oites,  passants 60 à 60 par les 10 points Ptk) (i, k = 1, 2) 3>. . . 5). Deux 
points sur une telle droite sont divisés harmonipement pur le point Pdk' et 
par le plan II:? correspondant. 

Si nous considérons l'involution (1 2) (3 4), on sait alors que dans l'espace R4 
les deux points que l'on déduit d'un point quelconque S, sont situés sur une 
droite, qui coupe P:""44' et le plan correspondant 

Or, en projetant par le point unit6 sur l'espace Z x i =  O, les deux points sont 
~rojetés en deux points d'un groupe (T,),,,, car les groupes (To)ie, de l'espace 
2zi = O peuvent être considérés comme la projection des groupes (So),oo de R4 
faite par le point unité. Ces deux points sont situés sur une droite, qui coupe 
la droite et la droite d'intersection de zxi=O avec le plan 
puisque ce plan passe par le point unité. Donc: 

Théorème XCIX. Les 120 points (T,),,, d'un groupe dans Z X ~ =  O sod 
situis deux à deux sur 10.60 droites, qui rencontrent 60 à 60 les 10 droites 
Pf+) (y ; )  et les droites TT, d'intersection de Zxi= O avec les plans correspon- 
darcts ~ T ~ P ) ( Y " ) .  Les deux points sur une telle droite sont divisds harmon.ique- 
ment par les droites P,, 11,. 

Si le point Bo de projection est un point quelconque, il est clair que ce 

(*) Math, Annalen, vol. 12, pag. 545. Eine neue AuJlbhng der Gleich. 5- Grades. 
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theorème n'a pas lieu, parce que les plans I I ~ ~ ) ( Y ~ )  ne passent pas par Ro. 
Dans ce cas, on obtient dans l'espace R,, où l'on projétte, une pyramide quel- 
conque de 5 sommets ,A:', . .. , ,Ap-=,(A). Sur ses arêtes il y a 10 points ,Prk) 
et 10 points ,P'tk), tels que ,Ptk), ,P'tk) divisent harmoniquement les deux 
sommets , A T ,  ,Aik). 

Les 10 points ,Pfk' sont situés 3 à 3 sur 10 droites, qui forment 5 pua- 
drilatères, et 6 b 6 sur 5 plans. Les 20 points ,Prk) ,P'rk) so?zt encore situés 
3 à 3 sur 30 droites, qui forment avec les 10 premières 10 quadrilatères. 

Si nous projetons les 16 points (B),, (théor. L X X X I V )  sur R3 on obtient 
zcrz groupe de 16 points ,(B),,, qui sont situés deux à deux sur 40 dvoites 
passants 8 à 8 par les 5 sommets ,Ar', . . ., iA:' de ,(A). 

Si l'on fait la projection de ce groupe par le point unité sur l'espace unité, 
ces 16 points étant 8 à 8 sur les espaces 

x ~ - x ~ = O  
on a: 

(1) 

Théorème C. E n  projetant le groupe (B),, du poiont unite?, on obtient sur 
I'espace unit6 15 points [car le point unité est lui-même ztn point du groupe 
(B)16], qui sont situ& 7 à '7 sur les 10 plans oh les espaces (1) coupent Z Xi = O ,  
c'est à dire sur les 10 plans polaires II, des 10 points PFk) par rapport à 
ka. sztrface fondamentale. 

Si nous cznsidérons les trois espaces 

ils passent par un plan, puisque les trois points correspondants Pf2', P:3), Pr 
sont situes sur la droite, où Zxi=O rencontre la face de la pyramide 
fondamentale en R,. Il  est facile de voir sur le tableau des points (Qi6 (n.' 43), 
que les trois espaces (2) contiennent respectivement les points 

Orz voit donc pue les points 1, Il, 15, 16 sont situés sur un plan et que les 
projections sur Zxi=O de 11, 15, 16 sont situkes sur une droite, qui est une 
des arêtes du pentugone formé par les dix plans n (*). 

(*) C'est 9. dire que les 15 points sont donnés par 18s 5 somme. de ce pentagone et les 
10 points de rencontre de ses côtés avec les faces opposkes. 
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Les groupes de 120 points (T&, dans Z x i =  0, ozl bien darns uta espace quel- 
conque Rû, ont communes leurs propiétés, qui dérivent du tl~éor. LXXXVII.  

On peut 6tudier leurs groupes de la même manibrs que nous avons traité 
les groupes (T& sur le plan dans le paragraphe précédent. 

48. Pour projeter les figures de l'espace R, sur un plan Rz il faut pro- 
jeter par une droite R,, qui ne coupe pas R,. On déduira ainsi, de la pgra- 
mide fondamentale A:', ..., A',S1, un pentagone ,A:' , . . . ,  ,A:, et des groupes de 
120 points ,(So),,o, dont les propriétés se déduisent facilement des théorèmes 
précédents. Les configurations qu'on obtient dans Re sont naturellement une 
expression géométrique de la théorie des substitutions de 5 lettres. 

E n  donnant à la droite de projection R,, ou bien au point R, de projection 
sur un espace R,, des poskions spéciales par rapport à la pyramide fondamen- 
6ale en R,, on a, d'après le théorème XX.XVI1: 

Théorème CI. Pour chaque pentagone ou tétraèdre dans R,, ou bien pour 
chaque triaryle, quadr.angle, pelztagone complet aans le plan, on obtielzt des 
configurations de lu même classe, qui sont une expression géométrique de la 
fhkorie des substitutio?zs de 5 lettres. 

Groupes des substitutions de 6 lettres 
en relation avec les groupes de l'hexagraiiime mystique. 

49. Former les groupes des substitutions de n lettres est un des problèmes 
les plus difficiles de la théorie des substitutions, et il est, en général, loin d'être 
résolu. Cependant, dans des cas particuliers, on peut, ou par une méthode, ou 
par l'autre déterminer des groupes; c'est ainsi, par ex., que SERRET a trouvé 
les fonctions, de 4, 5 lettres et les 6 fonctions de 6 lettres. Mais nous n'avons 
pas seulement besoin des fonctions et de l'ordre des groupes qu'elles reprdsen- 
tent, nous avons besoin aussi de connaître la forme des substitutions d'un groupe, 
afin d'en tirer ensuite des conséquences pour nos figures gdométriques; comme 
nous venons de le faire pour rn = 4, 5. 
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Pour trouver le~i groupes principaux de 6 lettres et les groupes qui y sont con2 
tenus, nous nous appuierons sur la connaissance des groupes de l'hexagramme 
même. J'en donnerai seulement les résultats, comme pour rz = 4, n = 5; on aura 
en tout cas presque toujours une vérification géométrique dans l'hexagramme, 
si l'on tient compte de la notation que j'ai donnée au § 1 de ce chapitre. 

. - >  

Pour établir les substitutions je pars toujours de 1' hexagone 1 2 345  6. 

1. Il y a dans l'hexagramme 15  triangles Aap ( a 0  22); ces triangles re- 
présentent un groupe de 48 substitutions. Si nous considérons, par ex., le triangle 
A,,=12.34- 56, on a le groupe suivant: 

1, (12) (341, (12)(56), (34)(56), (13)(241, (14)(23), (1423) (56) 
(1324)(56), (15)(26), (1685((34), (16)(25), (1526)(34), (35)(46) 

(-12)(3645), (12)(3546), (36)(45), (135)(246), (145)(236), (146)(235) 

(136)(245), (153)(264), (164)(253), (163)(254), (154)(263) 

( W ,  (34), (5% (12)(34)(56), (1324), (14231, (14)(23)(56) 

(13)(24) (5% (152% (16) (25) (34h (1625), (15) (34)(26), (12) (35) (46) 
(3645), (3546), (l2)(36) (45), (135246), (145236), (146235) 

(136245), (153264), (164253), (163254), (154263). 

Dans ce groupe, il y a 24 substitutions paires et 24 impaires. Les 48 permu- 
tations obtenues, en partant de l'hexagone 1 2 3 4 5 6, sont les suivantes : 

123456, 345612, 561234; - 214386, 435621, 562143; 

213465, 346521, 652134; 124365, 436512, 651243; 

341256, 563412, 125634; 432156, 564321, 215643; 

342165, 653421, 216534; 431256, 654312, 126543; 
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Or, d7apr8s le premier tableau des 6 figures II et d'après le n." 23, on voit que 
ces permutations correspondent 6 à 6 aux droites de PASCAL 

II 11 
5 3 3 4 pu, pi,,p:95p::5 

ou bien 

qui forment les deux quadrilatères des deux figures 1 et II, dont les côtés se 
rencontrent deux à deux sur les c6tés du triangle A,, et aux 4 points de STEINER 
Gi2,, G ,,,, G ,,,, G,,, de la droite de STEINER-PLÜCKER Gip. 

Ce groupe peut être engendrd par deux substitutions, par ex. (3645) et 
(1 3 5 2 4 6). Il transforme le triangle A,, en lui-même, de même que l'ensemble 
des deux quadrilatères (1) et la droite de STEINER G,, et le poht de SALMON Sie. 

Dans le groupe total il y a 15 de ces groupes. 
Ce groupe peut être représenté par la fonction 

On a donc 15 fonctions du 2 d  degrt? A,p, qui correspondent aux triangles ABp 
de l'hexagramme. Il est clair que ces fonctions jouent dans la théorie des subs- 
titutions de 6 lettres un rôle analogue à celui des triangles A,@ dans la. thdorie 
de 1' hexagramme. 

II. Les 24 substitutions paires du groupe 1 forment naturellement aussi 
un groupe; il est donné par les 24 premières substitutions et par les 24 pre- 
mières permutations du groupe 1. Ces dernières correspondent 3 à 3 aux 
droites de PASCAL des deux quadrilatéres des deux figures 1, II. 

Ce groupe peut être engendrd par deux substitutions, par ex. (12)(34), 
(1 5 2 6)(3 4). Ce groupe est le seul que l'on rencontre dans le groupe I. 

50. Soit, par ex., donnée la droite PB,, = 12 3 4 5 6 = &AI3, elle représente 
le groupe: 

III. 1, (123456), (135)(246), (14)(25)(36), (153)(264), 

(1654321, (16)(25)(34), (15)(24), (14)W) (56h (13)(46), 

(12) (36) (45), (26) (35). 

Ce groupe contient douze substitutions qui corres2ondent aux douze permuta- 
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tons  de la droite de PASCAL. I l  peut être engendré par les deux substit~tions 
(1 2 3 4 5 6), (1 3) (4 6). Il contient 6 substitzltions paires et 6 impaires. 

Si au lieu de considerer la droite A,,Ai3 on considère la droite A,,AZ3, qui 
a pour triangle A le triangle A,, (a0 23), on voit que le groupe qu'elle re- 
prdsente, en partant de l'hexagone 1 6  3254, est contenu dans celui qui corres- 
pond au triangle A,,. Nous avons vu qu'il y a quatre droites de PASCAL, qui 
ont le même triangle A,,, ce sont: 

Les groupes qui représentent ces 4 droites, si l'on part non pas de la permu- 
tation 12  3 45 6 mais d'une quelconque de leurs permutations, appartiennent au 
groupe 1 du triangle A,,. 

Si l'on applique les substitutions du groupe III B une autre droite de PASCAL, 
qui ne soit pas A,,Ai3, on obtient douze permutations, qui n'appartiennent pas 
il la même droite de PABCAL. 

Dans le groupe total, il y a donc 60 groupes III, qui sorct conterzus 4 irr 4 
dans les 15 groupes I. 

Cette décomposition des groupes nous sera très utile pour l'interprétation 
géom6trique. 

Nous avons vu aussi (n." 28) que les trois droites vI2, qui se rencontrent au 
point Zh,.,, correspondant à la droite p:45 (*), ont les symboles 

Si nous appliquons à ces symboles les substitutions du groupe III, ce groupe 
de 3 droites vi2 reste invariable; donc le point Z:,,,, reste aussi inaltéré. On 
pet& le reprdsenter, en consdpence, par le symbole AioAi3 de la droite corres- 
pondante de PASCAL. 

Le groupe de la droite de PASCAL peut être représenté par la fonction 

IV. Le groupe des 6 substitutions paires de la droite de PASCAL AieAis est 

1, (1 3) (4% (26) (35), (1 35) (2461, (153) (264)) (15) (24) 

(*) Au n." 28 nous avons trouve les symboles des droites u,,, qui passent par l e  point 
z.,; on en deduit le symbole des droites v,, passant par le point -%,., en changeant l'in- 
dice 1 avec !& 
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qzti peut être engendrd par deux substitutions, savoir: (1 3)(46), (2 6)(35), 
ou bien (1 3 5) (2 4 6), (1 3) (4 6). 

Si nous opérons les substitutions de ce groupe sur l'hexagone 1 6 3 2 5 4  de la 
droite Aj3AZ3, on obtient 6 permutations, qui correspondent trois à trois aux deux 
droites Ai3A23) A13h23. Donc ce groupe laisse inaltéré le point de STEINER Gins 

Ce groupe contient 3 substitutions paires et 3 àrnpahes, et i l  est engeïldré par 
.la substitutioiolz cyclique (1 2 3 4 5 6). 

VI. 1, (?35)(246), (153)(264). 

<Ce groupe contient les 3 substitutions paires dzt groupe précédent, et il est en- 
gendré par (1  3 5 j (2 4 6). 

'Ce groupe contient 4 substitzctions du groupe III, et il  peut être engendré par 
deux quelconques des trois dernières substitutions. 

Ola voit uussi qu'il contient deux substitutions paires et deux impaires. 
. Dans le groupe III i l  y a 6 de ces groupes. 

51. Dans ce numéro nous donnons d'autres groupes, qui sont contenus 
dans le groupe A i S .  

VIII. 1, 3 (12)(56), (34)(56). 

Ce groupe contient 4 substitutions pazres, qui aypartiennent au groupe I. R 
peut être engendrd par deux puelconques des trois dernières szcbstitutions. Le 
groupe I contient un seul de ces groupes. 
* .  Les 4 permutations sont 

qui correspondent aux droites Ai2Ai3, Ai2Ai4) &Ai5)  Ai2Ad6 de la figure 1. Ce 
grouTe laisse par sui& inaltéré le guadrilntère formé par ce9 quatre droites. 

IX. l., (12) (34), (1625) (34), (12) (.56), (1526j (34!, 

I 1 ,  (16) (251, (34) (5% (15) ( 2 9  

Ce groupe contient 8 substitutions paires du groupe de A,,, et il peut être 
èngendrépar deux substitutions, par ex. (12) (34), (1.625) (34). Dans le groupe I 
2 y a 3 de ces growpes. 
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Les 8 permutations sont :' 

123456, 654312, 213465, 564321, 214356, 

qui corresporzdent respectivetuent aux droites des deux guadrilutères des deux 
Jigzcres il I et II. Ce groupe laisse donc aussi inaltérés la droite de STEINER- 
PLÜCKER et le point de SALMON. 

Ce grdupe contiéd deux substitutions paires et deux impaires du groupe A,,, 
et il peut être engendré par deux puelconques des trois dernières substitutions. 
Dans le groupe A,, il y a 3 de ces groupes. 

Les 4 permutations 

123456, 213456, 124365, . 214365 

correspondent aurt droitee du quadrilatère de la première figure, que nous avons 
considéré plus haut. . 

XI. 1, (12), (3645), (34)(56), (3546), (12)(3645), 
- 

(12) (34) (56), (12)(3546j. 

Ce groupe contient 4 substitutions et 4 impaires du groupe A,,, et i l  
peut être engendré par deux substitutions, par ez. (12) (3645). Dans le groupe 
A,, il y a 3 de ces groupes. . . 

Les 8 permutations sont: 

qui correspondent aux 8 droites de PASCAL des deux quadrilatéres des figures 
II 1 et 11. Ce groupe laisse .aussi inultkés la droite, G,, de STEINER-PLÜCKEB 
et le point de SALMON S,, . 

XII. 1, (12), (14) (23) (56), (56) (-14231, (1324) (56), 

Ce groupe qontignt 4 substitutions paires et 4 impaires. Il peut être engendré 
par deux substitutions, par ex. (12), (14)(23)(56).  u uns le groupes A, il y a. 

, - 
3 de ces groupes. 

AnnaEi d i  Matematka, tomo X-1. 24 
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Les 8 ~ermutations qu'on obtient de 12345 6 sont; 

qui correspondent aux droites de PASCAL des deux quadrilatères des deux fi- 
gures. 1 et II,* .dont les côtés se coupent respectivement sur les côtés du triangle 
Ais .  Donc ce groupe laisse aussi inaltérdi la droite LT,, et' le S,,. 

I 

XIII. 1, (1423) (56), (12) (34), (1324) (56). 

Ce groupe contient les 4 su6stitutions paires du groupe XII et il peut ètre 
engendré par la substitution (1423)(56). Dans le growps 1 i l  y cc 3 de ces 

. . groupe&' 
Les 4 permutations 

123456, 431265, 214356, ' 342165 

correspondent aux 4 droites 

&P::~&,P:~; O b  AloA13 y A12&? A Q A ~ C ~  AlzAm - 
XIV. 1, (12), (1352461, (154)(263', (12) (34) (56) 

(145)(236\, (1642531, (135)(246), (154263), (34)156), ' (145236) 
(164)(253), (146)(235), (163254), (136245), (153)(264) 

(1532641, (12) (34\, (163) (254), (56), (12) (56), (146235) 

(34),: . (136)(245)- 2 
. , 

Ce groupe contient 12 iubstitutions paires et 12 impaires du groupe A h , .  et il 
peut être engendré par deux substitutions, par ex. (12), (135246). . .. . T  

On ne 9eu.t former avec les substitutions de A,, qu'un seul de ce3 g r ~ & ~ e s .  
Les 24 .permutations en partant .de l'hexagone 1 2  345 6 sont: 

qui correspondent aux huit droites de PAWAL des deux quadrilatères 'des deux 
figures 1 et II. Ce groupe transforme donc en eus-mên& lu  droite'^,, et le 
point si2. 

Xp. 1, (12) (34', (135)(246:, (153) (264), (146)(235), 
(154) (263), (145)(236), - (164) (2!&), , (163)(254),' (12) (r>6), 

(34) (56;, (136) (245). 
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- 

P 

Ce gmupe contient les 12 substitutions du groupe précddest, et i l  peut 
être ,engend?%? par deus substitutions, par sx. '(12) (34)) (1 35) (246). On ne peut 
f w e r  avec les substitritions de'&, tu'un seul groupé. ~enddhlalle: . 

Ces f 2 permutations soiit : 

qui correspondent aux' 4 droites du  quadrilatère de la premiBre figure II. 

52. Soient aonnés les deux points de STE~NER 6i23G156) qui sont reprosentés 
par Ir: symbole 

45 61 23 (n.' '24) ( l )  

on bien ohabun fespeotivement p a r  les sy&boles A,, A,, A,, , Adj AaA56. 
Les deux points G,,,G,,; ou rni~zix les 79 permutations correspondantes aux 

6 droiks &s P ~ c A L , .  qui passent trois à E~o2.s par ces deux. points, forment 
ub groupe de 72 substitutions, 'savoir: . 
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Les 6 droites de PASCAL qui passent par G193 et G,,, sont: 

Aieb,s=123456, Ai2At3= 125634 ,  ~ ~ ~ ~ , ~ * 1 6 3 2 5 4  

Ce groupe contient 36 substitutions paires et 36 impaires. I l  pezct être en- 
gendré pur deux substitutions, par ex. (35), (1256)(34) ou (13), (123456). 11 
y a, dans le groupe total, 10 de ces groupes. 

Si l'on effectue les substitutions de ce groupe sur un hexagone eorrespondnnt 
à une droite de PASCAL, qui ne passe ni par G,,,, ni par G,,,, on obtient 72 
permutations, qui ne correspondent pas aux 6 droites de PASCAL de deux points 
conjuguBs de STEINER. En  effet, l n  opdrant la substitution (35), par ex. sur 
l'hexagone 1 3  52 6 4 de la droite passant par le point GIhJ ($ 1 de ce 
chapitre) on obtient l'hexagone 1 5  32 64 de la droite qui paFe par le 
point Gin,. 

XVII. Les 36 substitutions paires du groupe précédent forment un groupe, 
qui peut être aussi engendré par deux szcbslitutims, par ex. (1256)(34), (15)(24), 
ou (1256)(34), (12)(3456). 

Si nous considérons le groupe XII comme engendre par le deux substitu- 
tions (131, (14)(23)(56), on obtient un groupe de 8 substitutions, contenu dans 
le groupe XVI. Dans ce groupe, il y en a 9 semblables, qui dépendent des 
substitutions (1256) (34), (14) (2365), (45) (l632), (16) ( X M ) ,  (12) (36M), 
(25)(1436), (1654)(23), (1432)(56), (1452) (36). 

XVIII. 1, (123456), (135)(246), (14)(25)(36), 

(153)(264), (165432), (13) (N), (145632), (35) (46), (125436), 

(15)(26), (165234), (143256), (163452)) (123654), (15)(46), 

Ce groupe con.tient 18 substitutions paires et 18 impaires. I l  peut être en- 
gendrd par deux substitutions, par ex. (123456), (13) (241. 

Les 36 permutations, que l'on obtient en partant de l'hexagone 125456, cor- 
respondent prkcisdment aux 36 hexagones des 3 droites de PASCAL, pu9 passent 
par le point GisS. 
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Dun8 Es groupe XVI) II n'y a qu'un sed de ces grotqes. 
Le point de STEINEE GjO3 a pour symbole A,,A,A,, (n.' 24),;donc on peut 

représenter le groupe XVlII par la fonction , 

Or, comme le poupe X$I transforme le groupe des 6 triangles Ai.AitA,,, 
A,5A46A, 'en lui-rnêmé, de m&me le symbolé (4) se transformera. en lui-même; 
donc le groupe.Jl?I transforme en lui-même le couple des deux droites de 
CAYLEY c,A, C15.6$ de même que la conique El,,, qua' a pour triangles conjuguks 
les triangles 135,  246 des 6 points fondamentaux. 

', y X I X .  Le groupe des 18 srilôtitutions paires du groupe XTIIIJI peut être 
engendre' par deux, substitutions, par ex. (135), (246). 

Nous appelons ces deux fonctions: deux fonctions onjuyu6es. 
Le produit de ces deux fonctions représente le groupe XVI. 
Nous avons vu, au n? 27, que les deux $roites de CAYLEY éi23, F,, sont te- 

présentées par le symbole '. , 

XX. 1, (35), (153)(264), (135)(246), (15)(246), (13), 

(264)(35), (153), (264), (135)(264), (246)j. (153)(246), (135), 

n (15)(264), . (246)(35), i l  3)(246>, (13),(264), (15). 

A i  Ase Ass 

6 5 A34 

A35 A*' A46 

Ce groupe contient 9 substit?.dions paires et 9 impaires, i l  pezct ètre engendrd 
par deux substitutions, par ex. (35), (153)(264). Os a dans le groupe XVI 
deux de ces groupes, qui correspondent aux G u x  groupes des substitutions 

' (4) 

Les 18 permutations que l'on obtient en partant de 'l'hexagone 1 2 3 45 6 sont: 

521436, 163254, 365214, 143652, 541632, 325416, 

563214, ~:145632, 341652, - 523416, 125456, 361254,q 
3 :7 '+  - .  : 1 .  

gui correspondent aux 6 &oites de PASCAL passant par G;,, et G,$,,. 
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X X I .  Les 9 subs ~ t u t i & s  paires du groiip p~kdderit* peuv& &Ira sii& 
dréss par deux subititutions ' par -m. (135) (246); (1 35) (264). 

Les 9 permutations qui résultent de 1' hexagone 1 2  3 4 5 6  correspondent qux 
3 droites-$e P-WCAL du point Gi,. -A 

Ce groupe transforme en lui-même le point de STEINER Gies et rzaturelie- 
ment aussi le point ~01~jugué. 

Ca groHpa contie~t .6 subst,itutions paires et 6 zinpaires, et i l  peut être en- 
gendré par deux substitutions, ex. (35), (15) (%), ou (351, (153)(.26). 

Dans le groupe XVI il y u 6 de ces growps, comme on le voit en remar- 
yuant qlce le groupe XXI I  correspond à la substitution (135)(26), ou (153)(26). 

Les 12 permutations, en .partant de 1' hexagone 1 2  3 4 5 6, sont : 

hyles, cor~espondent aua: 6 droites de PASCAL, qui passent .par G,,, G,,, . 
XXIII. Le groupe des 6 substitutions paires du groupe précédent peut être 

engendré par les deux substitutions (15)(26), (135). 
fie; 6 permstations correspondantes, dtenues en partarzt de Phezagone 

1 2 3 4 5 6, appartiennent aux trois droites de PASCAL, qui passent par GiZ3. 
, - 

Elle $e aompose de.  10 droites de  ABCA AL, qui .donnent 120 permuta t im '  'Ces 
120 pe&utations. forment L .  pdci&nent le groupe suivant ; 

53. Considkrons par ex. la figure 1. Nous avons 'vu (n." 26) que cette 
. , figure peut etre représentée par le symbole 

- 12 - 3 4  
' 7  

16 - 3 3 . 4 5  

14 26 35 

1 3 - 2 5 - 4 6  

, . 15 ~ 2 4 . 3 6  

= A , , ~ ~ ~ P ~ ~ A ~ A M .  
1 
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Ce groupe contient 60 szlbstitutiofis paires ' & 60 substitutions impaires, et il 
peut être engendré par deux substitutions,.par ex. 

Dans le groupe total, il y u 6 de cas guoupes. 
- XXV, Le groupe des 60 substitutions paires du groupe pricédent peut 
$tpe,-  engendre? par deux substitutions, par exr. (26)(35), (12453). 

Oa Peut représenter le groupe de la &ure 1 par la fonction 
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Ce sont pr6cisément les 6 fonctions donndeg par J. SERRET (*), Donc; 

, Thbrème CII. Les 6 fonctions syrn6tr'ques de J.  SERRET par rapport à 
6 lettres, et  qui ont 6 valeurs, donnent le même groupe des 6 Sgures iï de 
chaque système [Zx], de 1' hexagramme: 

En effet, les points Ze, Z3, etc. et les droites a*, as, etc. ont respectivement 
les mêmes symboles des droites d~ PASCAL et des points de KIRKMAN. 

Si l'on applique les substitutions de ces groupes à un hexagone qui n'ap- 
partient pas la figure 1, on obtient 120 permutations, qui ne correspondent 
pas aux 10 droites de PASCAL d'une même figure ri. Pour le constater, il 
suffit a'opérer la substitution (16243) sur l'hexagone (125634) de la droite p!!,; 
on obtiendra 1' hexagone 6 45 2 1 3 de la droite py3,. Il serait int&essant d'é- 
tudie; les propriétés de ces groupes des droites de PASCAL, p i  en résultent, 
par rapport à la conique II de la figure I. Nous avons vu, dans les paragra- 
phes précédents, qu'en permutant les coordonnées d'un point on obtient des 
involutions ou bien des homographi& cycliques; i c i  les droites de PASCAL, gui 
dérivent' des 120 sutistitutions du groupe XXIV ne jouissent-elles donc pas 
de cehifies propriéth pola.ires par rapport h la conique II de la figure I? 

Les 10 droites de PASCAL de la figure 1 même ont des propriétés polaires. 
En existe-t-il in de correspondhates? On peut se faire aussi la meme demande 
pour tous les groupes les plus interéssants. 

54.  Soit donné. par ex. le point de KIRKMAN 

q$ correspond à la droite de PASCAL 
(.136425) = A,5A,,. 

Les  trois droites de PASCAL, qui passent par ce point, donnent 36 permutations; 
mais elles ne donnent pas un groupe, comme pour un des points de STEINER, 
parce que 36 n'est pas un diviseur de 120 (**). Dans une figure ll on a dix 

(*) L. c. 
(**) On sait la théorie-.des substitutibns'que l'ordre m! d'un groupe contenu dane on 

autre d'ordre pn doit être un diviseur de m. 
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pointli de K~RKMA~I, eh l'on trouve que le groupe le plus grand qui transiorme 
le point de Krnrria kn lui-m&me est de 1Ye ordre. La droite de PASCAL se 
tramfurme en ella-m8me par le groupe III de 12 substitutions, mais eeld ci 
n'est pks l'analogue de eehi du point de KIRKMAN. 

En effet, le groupe dii poitit A,,A,,A,, est le suivant: 

Ce groupepeut être engendrépar deux substitutions, par ez. (26)(35), (56)(13)(24), 
et  il contient 6 st~bstitutions paires et 6 impaires du groupe XXIV. 

Les 12 permutations obtenues, en partant de 1 2  34 5 6, sont: 

gui appartiennent aux droites de PASCAL passant par le point A i , A i s A ~ r .  
I l  y a dans le groupe XXIV 10 tels groupes et d a ~ s  le groupe total 60. 

XXVII. Les 6 sdst;tutions paires du grotqw préc4de~t forment zcn groupe, 
qui peut être engendrb par deux substitutions, par ex. (26)(35), (16)(45). 

Nous avons vu, (n." 28), que les droites z,, x,, etc. des systèmes [Zz],, et 
les pointa ZrWi sont représentés par les mêmes symboles que les points de 
KIRKMAN. Donc les groupes des points de KIRKMA~ sont aussi les groupes qui 
correspondent aux droites x, ,  x , ,  etc. et aux points Z,,,,. 

On peut représenter le groupe du point de KIRKMAN Ai2A,3Ai, par la fonction 

~ ~ X V I I I .  i e  groupe de 360 substitutions paires peut 2tre engendrk par 
deux substitutions, par ex. (1  26), (12345). 

Les 360 peimutatioas que l'on obtient en partant d'un hexagone quelconque, 
appartiennent 6 Q 6 aux 60 droites de PASCAL 

Enfin nous avons: 
XXIX, Le groupe total de. 720 sabstitutions peut être e n g e d d  par deux 

substitutions, par ex. (12), (123456). 
Naus avons donc ces deux théorèmes: 

Théorème Cm. L,es yroupes de 3, 4, 5, 6 lettres cortsia&és peuvent 8tro 
teus mgendrds p r  deuz ~ubstitutions. 

dnnali di Matematka, tom0 XI. 25 
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Théordme CIV. Tout groupe de 3, ,4, 5, 6 lettres consid&t$ gui c~ntient  
des. substitz~tio~~ts paires et impaires, les contient en kgak pombrg 

Ces groupes pour n = 6  et ceux que nous avons trouvés pour n;=3, -4 ,  5 
sont la base de toute configuration analogue à celle de l'hexagramme. On voit 
aussi, en même temps, que celui-ci n'est qu'une expression particulié~e de ces 
groupes. Nous obtiendrons maintenant des configurations, qui en sont M e  ex- 
pression générule. 

Les groupes, que nous venons de donner, sont aussi très intdresdants pour 
l'hexagramme lui-même, comme nous l'avons dit au n.' 53, après le théorème CI. 

Interprbtation géom6triqne dans l'espace RI 
en correspondance avec l'hexagramme. 

55. Nous n'avons plus maintenant qu'A exprimer gdométriquement les 
coriséquences, qui résultent immédiatement des groupes précédents, et'nous ob- 
tiendrons dans R, une véritable extension des groupes de l'hexagramme mys- 
tique. Mais cette extension peut être faite dans R5 de différentes manières, 
d'après le § 5 du premier chapitre. 

En effet, si nous permutons les 6 coordonnées y,,. . . y,, d'un point S, dans 
R5, nous obtenons 720 points. Si sur les coordonnées on opère les 12 substi- 
tutions du groupe III de la droite de PABCAL ~, ,h , , ,  on obtient 12 points, qui 
correspondent à cette droite. 

Mais nous savons qu'il y a 120 points .dont les coordonnées sont les 6 ra- 
cines 6meVe  l'unité (n.' 5), et qui forment un groupe réduit de 120 points. Si 
nous considérons les deux points 

où rB, par ex. est = - r 3 ,  étant t-, une racine cubique de l'unité. Ce couple 
sè transforme en lui-même par les 12  substitutions de la droite A,,A,,; donc 
on peut faire correspondre aux 60 droites de PASCAL les 60 couples des 120 
points (y6). - 

Nous avons vu qu'aux 15 triangles AaP correspondent (n.' 49) 15  fonctions 
A,!. Si nous posons ces fonctions - O  nous obtenons 15 surfaces du 2n degrd 
B 4 dimensions, qui représentent les 15 triangles AaP de l'hexagramme. Ces 15 
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surfaces AaP dans R5 jouent précisément un rôle analogue à celui des triangles. 
AG Xans l'hexagranime. En  projetant ensuite surmun espace à 4, 3 dimensions 
et snrun  $an nous obtiendrons des extensions de notre figure dans ces espaces. 
On peut trouver aussi dans ces extensions l'analogue à la conique, où sont 

situés les 6 points fondamentaux de l'hexagramme. En permutant les 6 points: 
de toutes les manieres possibles, la conique se transforme en elle-même. Si'nous' . > 

supposons donnée une courbe, ou une surface à 2, à 3, ou bien à 4 dimensions 
dans R5, qui passe par les 6 sommets de la pyramide fondamentale, et qui se 
transforme en elle-même par les .permutations des 6 coordonnées, cette courbe. 
ou cette surfaee il 2, 3, 4 dimensions est dans l'espace R5 l e  représentant4+ 
ld Coniipe fondamentale de I? hemgramrne. 

56. Avant de passer l'étude des surfaces A&@, nous voulons étudier 1& 
propriétés des "720 points d'un groupe (So)7,0, que l'on obtient en partant $un 
point quelconque S, et en permutant ses 6 coordonnées y, ,. . . , y, de toutes 
les manières possibles. 

On voit clairement maintenant pourquoi nous avons dû interpréter d'abord 
les groupes pour n = 3, 4 ,  5, car les propriétQs des groupes (s0)6) (S,JPI, (S0)i20 
des $ 2 ,  3, 4 de ce chapitre sont les mêmes que pour les points des groupes 
de (SJ,,,, lorsqu'on y permute seulement 3, 4 ou 5 coordonnées. 
Du théorème XII1 et suivants on obtient pour lz= 6. 

Théorème Cr.  Sur chaque arête de la pyramide fondamentale Ar,  A:,.. ., 
A: (que nous désignerons simplement par les indices 1, 2, 3, 4, 5, 6) dans R,, 
par ex. A:) A: = A?, il y a deux points Py), P1(oie', dont les coordonn&es sont 
1, - 1, 0 0 0 0, 1 1 0 0 0 0, p d  divisent harmoniquement le segment AFA;'. Il y 
a pour chaque face à trois dimensions de la pyrami;de, par ex. A? A: = Aii2' 3 J 

deux espaces I i~"II '~2)  dont les équations sont de la forme 

et qui passent par A:'' divisafit harmoniquement les deux faces ArAf' .  
On a ela tout 15 points POk) et 15 points l''Ok) et un nombre dgal d'espaces 

à 4 dimensions I I ~ ~ ) , ,  n'yk),. 
Les 15 espaces Ii:kI passent par le point unit'é, tunais que . les -.. 15  points P$) 

sont situés sur l'espace unité 2 xi = O. * .  

am espace 11:~) quelconque contient 7 points P'Fk) e t  6 points PFk", et un 
espace. n'yk) 6 points P'gk) et 7 points Ptk). 

Les 15 points P Y )  sont S ~ ~ U Q S '  3 à 3 SUT lei 20 droitesb>inbrsection de .. . 
Pespacè u&k? avec les faces planes de la pyramide fondamentale. Ils sont 
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192 V e r  Q nes e : Interprétations géorn&tri~ue$ 

situ& 6 à 6 sur les 15 plans d'intersection de t'espace zdniit? avee les 15 face; 
à trois dimensz'ons de la pyramide fondamentale. Les 6 points sur un de ces 
plans sont les sommets d'un quudrilatèra (l). Sur chaque face plane. de la py- 
ramidd fondamentale on a 3 points Pr) et 3 points P'rk", qui sont les som- 
mets d'un quadrilatère. Les 30 points Pr",, P'gk),, pris ensemble, sont situés 
3 b 3 sur 80 droites, qui sont 4 à 4 les côtés de 35 quadrilatères, z j  compris 
les 15 quadrilatères gue nous avons consziJhrés p1u.s haut. . 

Théorème CVI. La  b r e  formée par les points PD, P'P) et P ar les 
espaces nfk), est polaire réciproque d'elle-même pur rapport à la surface 
z x ; =  Si= O. 

Théorème C'VII. Les 720 points d'un groupe (S,),,, que l'on obtient en 
permutmt les 6 coordolzndes d'un quelconque S, de toutes les aiawières 
possibles, sont situés deux à deux sur 15 - 360 droites, qui passent 360. à 360 
par les 15 points P:". Les deux points d'une de ces droites sont divisés har- 
moniquement par P',ik) et par l'espace correspondant H f k ) ,  

Théorème CVIII. Les 15 points Pfk) ddFterminent 60 droites Pi"p)(s), 
(a, p, y ,  d étant quatre indices de la s6rie 12 3 4 5 6),  qui contiennent les points 
POP), P:rs). De même les espices Dyk) déterminent 60 espaces à 3 dimensions 
I I P ~ ~ ( Y ~ ) ,  qui sont les espaces polaires des droites P['p)('" pur rappr t  à Si. 

Théorème CIX. Les 720 pm>ds (SJZ0 sont situés deux à deux sur 60 360 
droites, qui coupent 360 à 360 les 60 droites P, et tes espaces correspondants 
Il,. lies deux points d'me de ces droites sont divisés harmofiipement par les 
espaces Pi et Il, qu'elle rencontre. 

Théorème CX. Les 15 points PI;'k) ddtërminent 15 plains I'+fi)bq~'x) (a 9 

p, y, d, E ,  L sont identiques, à3 l'ordre près, aux indices 1 2  3 4 5 6), passant par 
les trois points Pizp), Pp), PL''), Les 15 espaces IlyQ ddéterminent 15 plans 
lIpp)(./6)(5)). Ces 15 plans sont aussi déterminés par les points P'AxP)) P'eïd), Pliii). 

Les 15 plarts Pe et les 15 plans correspondants II, sont polaires par rap- 
port à la surface Si  (2) (*). 

(l) Si l'on projette la figure das points PiaJ dans un espace b 3 diménsions on obtient 
18. figure complète de deux tétraèdres homologiques. Voir ne0 46. , 

(%') Par rapport il une surface à 4 dimensions et du 2d degr9 en R, un point a pont espace 
polaire un espace à 4 dirnensionq une droite un espace 3. dimensions, et IIN plan a pour 
polaire un plan. 

(*) Voir mon Mém. des Math, Annslen. Abschnitt III, (n - 1)- dimensionale FIÜG~A 2tn 
Grades Fil,, p. 184 et suivantee. 
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ThJorème CXI: Les 720 pohts du groupe (sO),10 sont situ& deux à deux 
sur 15 360 droites, ptd coupefit * 860 b 960 les 15 P p p ) ( ~ ~ ) ( ~ ; )  et les 
plans correspondants l$"F)(>')('". .Les deux points, sur-uize telle droite, -sont 
ditisés harmoniquement par les deux plans qu'elle rencontre, 
. C ~ h ~ r è m e  CXII. Lëi poGds doubles de I'homograpliie donne'e une 
subSitut20la cijclique, par ed. (1 2 34 5 6), forment par rapport & fa pyr&mide 
fondametdale s m  cycle projectif de 6 points, qui est situé sur une courbe W 
ratz'onnefie dg 5me ord~e. 

I t 
Ees 120 sübstifutions cycliques d'ordre 6 du groupe total donnent 60 ho- 

rnoS;.aphEes cycEiquw, 2ont les points dou6les sont l e  ~ o h t  unid et 5 points 
du grou~e  (rJ.  - - - 3 + ï . . . - 

Théprèrne CYIII. Les 720 pqints (S,Jro. furmet~t d e  60 manières diffé- 
renjes 120 cycles projectifs de 6 points, situQs sur des courbes W -rationnelles 
de Bme &dre. 

1 Thhrèmn~ CxlkT. . h s  720 pozlzts (SJ,,, sont si1zds 6 à 6 su?' 2400 plans 
passunt 120 b 120 par les 20 droites d'intersecthn de . l'espnce . unit6 aveî les 
faces phtes  2e 1; pjiamide fondamentale. Les 6 points sur un de ces plans 
son6 s i t a s  s& r i e  conipe; et il3 ont ZeS mêmes propri4tds que les 6 points 
d',uq grmpe CS,), ;dac 9 2 de ce chapitre.'. - ' 

Th,&rdnu CXV. Les 730 points (S&,,j son6 situés 24 à 24 sur 450 espaces I I A 

à 3 dimensions possant 30 à 30 par les 15 p l a q  d'int&xction de l'espace 
uniid avkc le i  15 faced à 3 dimensions de la pyramide fondrimenlale. Les 24 
poi&s d'zllz del espacessont situ& sur zlna surface du 2 d  degr& à 2 dimen- 
s i o n ~  et ils ont les m&tes propriétés que les 24 goints du groupe (S,).,, du 
§ 3 de ce chapit~e. 
r Thdorème C X J T  Les 720 points (S&, sont &tués 120 d 120 sur 36 

espaces b- 4 diwtensio;ons, passant 6 rX 6 par Zes espaces à 3 dimensiotts 03 
l'espac~ unit4 coupe les 6 faces à 4 dimensions de lu pyramida fondamentale. 

57. Des groupes (y),.-1 du n." 5 ,  en posant m = 2, n = 6, on a des groupes 
.@)$ de 32 points obtenue ea changeant lee signes des 6 coordonnées d'un 
point quelcoiiqua de t.oiites les manières passibles, Si l'on part du point unité 
(comme nous l'avons fait pour %=4,  5) on oblient un groupe de 33 points, 
.qui se sbpare~ t  en deux groupes (B)u, (Qia.de 16  points, de meme que dans 
le cas n = 4  on a deux groupes -. de  4 points (B)  et (C). 
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ndus considérons les deux espaces Ille', II':2' 
- 4 

, x i+  x2=0 

oa voit que le premier cgntient les 16 points: 

B ~ B ~ B ~ ~ B ~ ~ B ~ ~ B , ~ ~ ~ ~ B , ~ , '  
' 1  

ci c2 G c, ci3 ci4 c,, Ci6 

et le aecond les 16 points: 

&B,B,B,&B&Bm, C5 Cs G Cg C g  Cie Ci1 Cies 
Donc: f 

Tldorème CXVII. En chalzgeant de toutes les manières possibles les si- 
gnes des co&données d'un point s,, par ex. dzc point unité, on obtient deux 
groupes de 16 points (B)4s, (C)i6. On passe d'un point d'un des deux groupes 
à un point du même groupe par le changement d9un nombre pair de sigyles, 
et t'on passe à un point de l'autre grotqie par le changement d'un lzornbre 
impair de -signes. 

L'espace unité donne lieu k deux groupes de 16 espaces à 4 ciimensions (B),,, 
(r),,, qui sont les polaires réciproques de (B),, et (C),, par ruppirt à la sur- 
face Zxf=S:=0. 

Thdorème CIYVIII. Les espaces de (B),, ou de (r),, passent respactive- 
Ment par dix points de (C),, ou de (B),,. 

Les 32 points (R),,, (C),, sont situe's 16 à 16 sur les 30 espaces II,ik", l l ' f k ) .  
Un de ces espaces contient 8 points de l'un et 8 de l'autre groupe. Deux espaces 
correspondants, pur ex. lIje' II'y2', pris ensemble, contiennwt tous les 32 points. 

Les 15 espaces II:" forment la figure corrélative des 15 points Ptk'. De 
même qüe les points, par ex. P:", P,'3, Py sont situés sur une droite, de même ' 

les espaces niki, II:", q3j passent par un espace à 3 dimensions. Or, ces trois 
espaces passent par les 8 points Bi, Bir, B,,, Bi6, Ci, Cid; C15) Cie) c'est à 
dire que les 32 points sont situés 8 à 8 sur 20 espaces à 3 dimensions passants 
par le point unité, car il y a 20 droites où sont situés 3 à 3 les 15 points Prk). 
Mais il en arrive de même pour chaque point des deux groupes (B) , s ,  (C)i6, 
parce que la figure de 32 points est symétrique par rapport à ses points,. donc: 

Thkoréme CXIX. Les 32 poids (B),, (C),, sont situ& S 8 S sur 80 
espaces à 3 dimensions, qui passent 20 à 20 par chacun d'eux. 

Si nous considérons les 6 espaces 
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ils passent par un plan, car les 6 points correspondants Ptk)  sont situes sur 
un plan. Ces 6 espaces passent par les points Bi Bia Cis Cis1 qui sont par con- 
séquent sur un plan. Or, nous-avons 15 groupes (1)) donc nous avons 15 plans 
passants par le point unité et contenants encore S autres points des deux grou+ 
pes. Mais cela a lieu. aussi pour chacun des 32 points, donc; 

Théorènze .CXX Les 32 points de (B)i6, (C) , ,  sont distribués 4 4 4 sur 
60 plans passant 15 à 15 par cTiacun d'eux. 

58. Si l'on considkrs les 9 espaces 
, . 

on voit qu'ils pasdent par le point 1, - f ,  1, - 1,  1, - 1, ou bien C,. C'est un 
point qui ne varie pas par les substitutions du groupe 'des deux points de 
STEINER Gins, G456, donc: 

Théorème CXXI. Les 10 points d u  groupe (C),,, dont k s  coordonnées 
ont trois signes positif8 et trois négatifs, représentent duns R, les 1Q couples 
des points de STEIKER. 

on '  s7 assure facilement sur les ~oordonn6es elles-mêmes des 32 (B),. , 
de la vérité des théorèmes suivants: 

Thkorème CxkX LFS 120 droites qzri joignent dezis à deux 26s 16 points 
de (B),. ou de (Cl,, passent 4 à 4 re~~ecticernent par les 30 points Pik; Pgk). 

Théorélrce C'XXIII. Les deux: groupes (B),,, (C),, sont homologiques de 
6 manières différentes, les sommets et  les fuces opposées à 4 dimensions de 
lu pyramide fondamentale étant centres et espaces d'honologie. 

Si l'on considère la surface 

'et si l'on changez les signes de toutes les manières possibles dans son équation, 
on obtient 32 surfaces, qui forment aussi deux groupes dont les 
,propriét4s r6sultent du n." 7. Urie des propriétés les plus remarquables est la 
suivante, qu'on peut vérifier trEs facilement. 

Théorème CXXIV. Une quelconque des 22 surfuces (Sb)),, , (Sc)l6 du 2d 
degré-et à 4 dimensions, qui se déduisefzt en changeant les signes de toutes'les 
manières possilies dans l'dquati~n de l'une d'entre elles, par ex. Bx' = O, est 
@luire rekiproqoce d'olkmême pur rapport à clacutze des autres sufices.  
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On a aussi: 
Thdorème CXXK L a  figure de 32 points (B),,, (C),, a par rapport aux 

32 surfaces (Sb),6, (Sc),,, la même figure polaire réciproque des 32 espaces 
(B)M (r)l(l. 

DES 15 SURFACES AaB DU 26 DEGRÉ A 4 DIMENSIONS 

ET DES GROUPES DE (80),eo CORRESPONDANTS AUX TRIANGLES AaP DE L'HEXSGIRAMME. 

59. Nous avons vu (n." 48) que le groupe du triangle Ai, peut être re- 
présenté par une fonction A,,, et si, d'aprbs le n." 1 3  (chap. 1), nous posons 

on obtient une surface du 2" degré à 4 dimensions dans R,, qui représente le 
groupe du triangle A,,. Donc: 

Théorème CXXVI. Aux 1 5  triangles Aap de l'hexagramme mystiyue cor- 
respondent dans R, 15 surfaces Aap de 2 d  deyrd à 4 diwtensims, dont les dqua- 
tions sont de la forme 

TABLEAU DES SURFACES Aep. 

Une surface quelconque A+, par ex. Al?,  passe par les 6 sommets de la pyra- 
mide fondamentale, de même que les côtés des triangles A,@ de l'hexagramme 
passent par les 6 points fondamentaux de la conique. La  surface A,, contient 
aussi les faces A:'", A?, A2351, Af451, Ay6' que je désigne sim- 
plement par les symboles 135, 136, 145, J46, 235, 245, 246; elle passe,. en 
conséquence, par les 12 arêtes 

13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26, 35, 36, 45, 46. 
Annalà d i  Xshvnahca, t o m  XI. 26 
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Les arêtes 12, 34, 56 manquent donc; ce sont celles 'donn4es par les prodqits 
xix2, x ~ x ~ ,  x5x,, qui se trouvent dans l'équation de la surface A,B (*). Donc: 

Th4orème CXXPII. Chaque surface A,!, par ex. xiz, + x3x4 + xFq6 =: O, 
passe par les huit faces planes 135, 136, 145, 146, 235, 236, 245, 246 
par douze arêtes, les arêtes 12, 34, 56 exceptbes, de la pyramide fondamentale. 

L'espace polaire d'un point quelconque de R, par rapport à A,, est: 

si le point y; est le sommet 1 de la pyramide fondamentale, on voit que (2) 
devient l'espace $ , = O  lui-même; donc: 

Théorème CXXVIII. Les 6 espaces à 4 dimensions tangents à une sur- 
face A,p aux sommets de la pyramide forzdamentabe, sont ses 6 faces elles- 
mêmes, à 4 dirnelzsions. 

Si l'on considère une surface du 2Vegr6  dont 1'6quation est 

Le  déterminant (3) pour la surface Ait se réduit à l'équation 

U ~ U ~ + U Z C Q U ~ $ U ~ W ~ = O .  (4) 

I l  est facile de voir que la surface A,, est polaire réciproque d'elle-même par 
rapport à la surface 

x ~ + x ; + x ~ + x : + x ~ + x ~ ~ S : = o .  (5) 

11 suffit d'écrire la condition pour que l'espace polaire d'un point yi par rap- 
port à S:, c'est à dire 

2yiQ- O 

(*) Les surfaces du 2d degré à 3 dimensions ont un systbme de ao3 droites, celles à 4 
dimensions ont deux systèmes de ao3 plans, etc. Voir mon Ném. des Math. Annalen, p. 189, 
AnzahZ der Zinearen REume, die in einer (n - 1)-dimensionalen F:-, entlealten sind, etc. 
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touche la surface (4); le point Yi est alors situé sur la surface A,, elle-même. 
Dono : 

Tlzdorèrne CXXIX. Toute surface AaB est polaire réciproque d'elle-même 
pu? rapport Za surface fondamentale S:=Bx;=O ('). 

60. Du groupe 1 n." 49 on déduit: 
Théorème CXXX. En. opérant sur un point qu.elcon,yue So dans R5 suc- 

cessivenzent les deux homographies cycliques (3645), (1 35246), on. obtient 48 
points, qui forment un groupe (S,):,. Ces 48 points correspondent aux 48 per- 
rnutativns des droites de PASCAL 

des deux Jigures I et II. 
Les 720 points du groupe (So)7eo forment de 15 manières différentes 15 

groupes (SO)rp (rn = 1, 2 , .  . . 15) par rapport aux 15 surfaces Amp. 
Tlldorèrne CXXXI.  Les 48 points du groupe (S,):, sont situés deux à 

deu,x swr 3 -24 droites, passant 24 à 24 par les 3 poifits Pt", Pt4', Pf6), 
centres des .irtvolutions de première espèce (12), (34), (56) du groupe A,,. 

Les 48 points de (S,):, sont situés deux à deux sur 9 - 2 4  droites coupant 
24 à 24 les droites PpF)('" et les espaces correspondants IT:P)(Y"), qui sont les 
espaces fondamentaux des 9 involutions de 2e espèce contenues dans le groupe A,,. 

Théorème CXXXII.  Les 48 points de (S,,):, sont situés sur 7 24 droites 
coupant 24 à 24 les plans Pex8)(72)(i'.) et les plans correspondants IIé"P)('')(''), 
yui  sont les espaces fondamentaux des 7 involt4tions de 3"" eqaces cor~tenzces 
dans le groupe A,,. 

Les 8 substitutions cycliques d'ordre 6 de A,, se divisent en 4 couples, où 
une substitution d'un couple est une puissance de l'autre, donc: 

Th&orème CXXXIII. Les 48 points de (S,):, forment de 4 manières dif-  
fLrentes 8 cycles projectifs de 6"" ordre, par rqpor t  aux pyramides des points 
cEozcBles des 4 homographies cyclipes du groupe A,,. 

Les 6 substitutions cycliques d u  4me ordre du groupe Ai, forment aussi 3 cou- 
ples, de. la même manière que les 8 substitutions cycliques de 6me ordre, donc: 

TMorèrne CXXXIV. Les 48 points de (S,):, forment de 3 nzanières di f -  
$&entes 12 cycles pojectiji du 4me ordre du groupe A,,. 

De même pour les autres groupes (8,):. 

cl)' h i  peut; 8; E90n veut, prendre cette surface comme surface correspondante de la conique 
fondamentale de Z'hezagramme, 
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Théorème CXXXV.  Si le point So tombe sur une des surfaces &pl  les 
720 points de (S,,)720 se distribuent 48 ù 48 sur les 15 surfuces A u p .  

Le groupe II donne: 
Thdorème CXXXVI. Si, sur le point S,, on opère successivement I'invo- 

lutiort (13)(24) et E'homographie (1526)(34) on n 24 points du groupe (S,,):,. 
Dans toute la Jigure on a 2.15.15 de ces groupes. 

DES 60 SURBACES DE 4me ORDW 'ET À TROIS DIMENSIONB 

ET DES GROUPES DE (So),20 CORRESPONDANTS AUX DROITES DE PASCAL, 
AUX DROITES Zem+i ET AUX POIXTS Zzm. 

61. Considérons la droite de PASCAL A12Aj3,  elle nous a donné le groupe 111 
(n:" 50). Ce groupe est représentd par la fonction Ai,Ai3. Si nous l'égdons h zero 

elle nous donne l'ensemble de deux surfaces A,,, A,3, et d'après le n." 13 leur 
intersection nous reprbsente le groupe III. Cette intersection est évidemment 
une surface du 4"" ordre et à 3 dimensions (*). 

Les deux surfaces de 2Wegré Aip,  A18 passent par les surfaces planes de 
la pyramide fondamentale 

Elles passent donc par les deux mêmes faces 135, 246 et en outre par les 
arêtes 14, 25, 36, qui ne sont pas situées sur les deux faces. 

Ces trois arêtes sont données par les 3 couples des indicea de la surface A,,. 
Nous avons vu que les points Z,, et les droites x,,, ont les mêmes sym- 

boles de droites de PAWAL, donc: 
Théorème CXXXVII .  Aux 60 droites de PASCAL AapAa,, ou aux 60 poirtts 

Z2, et aux droites z,,,,, corres~ondent 60 surfaces AaaA,, à 3 dimensions et 
du 4"" ordre, suivant Eesquelles se coupent deux à deux les 15 surfaces Aus. 
Urte de ces surfaces, par ex. Ai2Ai, contient les faces 135, 246 el les arêtes 
14, 25, 36 de la pyramide fondamentale (**). 

(*J Voir mon Mém. des Math. Annalen, p. 187, Biischel von (? - 1)-dimsn. Fllichelc FI-,. 
(*+) Voir aussi ne0 67. 
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62. Le groupe III donne: 
Tldorkms C X X X V I I I .  Si l'on opère, sur un point quelcoaque S,; I'inuo- 

lution (13)(46) et l'homographie ccycliyue (123456), on obtient un groupi de- 12 
points (S,):, i3, qui correspondent aux 12 hmayorzes de la droite de PASCAL A,,A,,. 
- Les 720 forment de 60 manières d i ' e n t e s ,  60 de ces groupes - . (...- . . (So)&uy ( p  ='l, 2i.l; 60)'' . , .. 

Tldorthe CXXXIX. Ces 12 points sont situ& deux à deux sur 3:6 - 
droites, p i  coupent 6 à 6 les droites pp)(rd) et les espaces correspon&nts . . 

niXp)(ra) fondarnentuux de 3 involutions des 22 espèce du groupe I I I  (nP 50). 
ThdorJme CXL.  Ils sont aussi situés deux à deux .&Y 4.6  droites, qui 

coupent 6 à, 6 les $uni P F B ) ( ~ ~ )  (4 J 'II!'P)('')('') fondamentaux des 4 imolu- 
lions de 3- espèce du groupe I I I ,  

Théoréme CXLI .  Ils forment deux cycles projectifs de 6me ordlte coryes- 
pondants à l'homographie cyclique de Gme ordre dzc' groupe III. . 

Dei mitres groupes IV, VI de la droite de PASCAL on p u t  hussi . , 
' obtenir des gr626peS spéciauz de points. . , . $ .  . ,  

Du p-aupe VI1 on déduit:. 
Thbrètne CXLI I .  Si l'on opère, sur le point S a ,  successivement lesdeux 

zizôlolutions (13) (461, (14) (2.5) (36), on obtient 4 points de (S,):, ,,, situés deux 
à deux sur 4 droites, qui coupent deux 2G deux les ptnns 7 PP '6J(251(34) 
et les plans correspondants fondamentaus des deux inrolutions de 3m espèce 
dza groupe V. Ils sont situés deux à deux sur deux droites, qui coupent ta 
droite P:pJ'46) et l'espace  IF!^^^^ fondamentam de E'inljolution (13)(46) d u  groupe. 

Les 12 points du. groupe (So):,,, forment de 6 manières difirentes 3 de ces 
groupes. . .. t 

Naturellement les autres groupes (S,);p,,, ont les mêmes propri6tés. , . 
Si le point S, est le point r,, r:, r:, rd, r:, 1, en opérant sur ce point l'ho- 

mographie cyclique (123456), il reste inaltéré, et s i  nous opérons sur lui I'in- 
volution (13) (46) et l'homographie cyclique (123456), qui engendrent -le groupe 
\$,):,,,, on obtient deux points, savoir : 

On peut par conséquent faire correspondre aussi ces deux p i n &  h 1~s droite 
'de P ~ s c a ~  A ~ ~ A ~ ~ .  DAC: 

Thhrème CXLI I I .  Les 120 points du groupe (r.1, dont les cooklonndes 
sont les 6 ruches 6mes de t'unité, correspondent deux à deenx aazcx 60 droites 
de PABCAL. 
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Ils sont situ& 8 8 8 sur les 15 mrfaces A,@. 
Pour démontrer la dernière partie de ce théorbme il suffit de remarquer que 

la surface, par ex. Ait 

passe par le point 1, - r3, ry  , - r i ,  ri, - 1 (r3 étant uue racine cubique de 
l'unité). Le groupe correspondant de 48 points se r6duib pour ce point B 8. 
ces  8 points correspondent au3 droites do PASCAL des deui: quadrilatères don- 
ne3 par les deux $figures f et II, c'est à dire ph,p:,p:,,p:,,, p&pL,p:',,p::,. 

63. Du groupe VI11 on a: 
Thë'orème C Z I V .  S i  l'on opère, sur le point S,, deux invol~tions quel- 

conques de 2 d e  espèce du groupe VIII, on obtient 4 points. Ces 4 points sont 
situés deux à deux sur 6 droites coupant deux à deux les espaces fondamen- 

- 

taux dvS trois involutions du groupe. 
Ce sont les 4 points correspondants aux 4 droites de PA&L de la figura1 

~B4ti~:Bsp:,4 PL * 
Les 48 points d'un gro-pe prielcongz~e forment d'une seule manière 

12 de ces groupes. 
De même le groupe IX nous donne 8 points du groupe (8, t, correspondant 

aux 8 droites de PASCAL des deux quadrilatbres donnes par les deux figures 
1 et II. On peut les engendrer avec ,l'involution (12j(34) et l'homographie 
(1625) (34). 

Avec les 48 points d'un groupe (So)aS on peut former des trois manières 
différentes 6 de! ces groupes. 

De même, des groupes X, XI ,  XII, XIII, on obtient respectivement des 
LToupes de 4, 8, 8, 4 points, dont les proyribtés peuvent être Qtablies de la 
même manière que pour les groupes précédents. 

Enfin le groupe XIV' nous donne: 
Théorème CXLlT Si  l'ott opère, sur le point &, l'inz'o~u€iola (12) et l'ho- 

rrt~graphie cyclique (135246), on obtient un groupe de 24 points de (&):,, si- 
tu& deux à deux sur 3 . 1 2  droites e t  pussants 12 à 12 par tes trois points 
P:gJ, PF', P,"B1. Ces 24 points corirespondent aux 8 droites des deux: quadri- 
latères des dezcx figures I et II. % 

Les 48 points d'un groupe puelcongue (S& forment d'une seule manière 
deuz de ces grozcpes. 
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QEB 20 BORFACES AapAasyApl DB 6me ORDRE A 2 bIMENSIONS 

ET DES GROUPES DE (80 720 CORRESPONDANTS AGX 20 POINTS DE STEIWR 

64. Nous avons vu, n." 52, que le groupe du point de STEINER Gins peut 
&tre représenté. par la fonction A,,Ai3A,,. Or en posant cette fonction égaie à 
zéro, on a 

D'après le n." 13, l'intersection des trois surfaces A,, = 0, Ai3 F 0, AZ3= 0 re- 
prbente le groupe XVIII. 

Les trois surfaces A,,, Ai3, 8 2 3  passent respectivement par les huit faces 

135, 136, 145, 146, 235, 236, 245, 246, 

Elles passent donc toutes les trois par les faces 135, 246 de lu pyramide fon- 
damentale. Elles passent aussi par le point - 1, 1, -1, 1, - 1, 1 des 10 
points du groupe (C),,, qui représentent les groupes des 10 couples de points 
de STEINER ( t h h è m e  CXX). L'intersection de 3 surfaces quelconques du 2'  
degrg à 4 dimensions en R, est une surface de 8"$ ordre 2 dimensions. 
Dans notre cas les trois surfaces passent par les deux plans 135, 246, qui font 
donc partie de la surface d'intersection, par conséquent elles se coupent en 
~ u t r e  dans une surface de 6"" ordre et à 2 dimensions. Cette surface passe 
naturellement par le point - 1, 1, - 1, 1, - 1, 1. 

Au point de STEINER Ge8 correspond une surface ArsArsAss7 qu'on peut ap- 
pder la conjuguée de la première. Elle passe aussi par le point - 1, 1, -c 1, 
1, -1, 1,  donc: 

Thhrème CXLVI. Aux 20 points de STEINER AapAuyApl correspondent en 
R, 20 surfaces AagAayABy de 6"" ordre et à deux dimensions, situdes respecti- 
vement sur les trois surfaces de Zd degré Aup) Aay7 Apy. 

The'orème C X L  VII. Les surfaces Aap A,, Apy , Ads AGI 4~1) qui correspondent 
12 deux points con,jupk de S T E I ~ R ,  passewt par celui des 10 points du groupe 

(théor. CXX), qui représente le groupe des deux points de STEINER. 
65. Du groupe XVI il résulte: d. 

Théoréme CXLVIII. Elz op&mt, sur le point S,,, Z'involution (13) et l'ho- 
rnogruphie cyclique (1234561, on obtient u~ groupe de 72  points (&):m.4s6, qui 
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correspondent aux 72 hexagones des 6 droites de PASCAL passant par les deux 
points de STEINER G123) G&B. 

Les 720 points de (S,),,, forment 10 de ces groupes (SJ):Bl,dz? (q  = 1, 2 , . . . , 
IO),  qui correspondent aux dix couples des points de STEINER, amsi qu'aux dix 
couples des droites de CAYLEY. 

Théorème CXLIX. 'Les  72 points du groupe (S,):,, ,,, sont situ& deux à 
deux sur 6 36 droites 36 à 36 par les points Pfk), centres des 6 in- 
volutions de première espèce du  groupe X V I .  

Ils sont situés deux à deux sur 10.36 droites, qui rencontrent 36 à 36 les 
espaces jbndamentaux P,, IT, des 10 involutions de 2 d e  espèce dtc groupe. 

Théorème CL. Les 72 points du groupe (S,):,,.,,, forment de 6 manières 
différentes 12 cycles projectifs de 6 points par rapport aux pyramides des 
points doubles des 6 homogruphks cycliques du groupe. 

E n  effet, les 12 substitutions cycliques du groupe XVI déterminent préc,isé- 
ment six homographies cycliques. 

Ils forment aussi de deux manières différentes 24 cycles de 3 points corres- 
pondant aux deux homographies cycliques (1351, (246)  d~ groupe. 

Le groupe XVII des substitutions paires de XVI nous donne un groupe de 
36 points de (S,):,, ,;,, donc: 

Théorème CLI. Les deux groupes, que l'on obtient de (So):,3,45,7 sont hi- 
demment homolog.iques pow chacu?z des 6 points Ptk) et des espaces cwres- 
pondartts IIfk) du théorème CXLJX.  

Du groupe XVIII on obtient: 
ThLorème CLII .  E n  ~pkrant sur le point 1% 17.in.i:02utio;on (12) (34) et l'ho- 

niograp hie cyclique (123456) ola a 36 points du groupe [S,):,,,,,, correspon- 
dont aux trois droites, de PASCAL de Giz3, tandis que les 36 restants corres- 
pondent à celles de G,,,. Les p?*oprzé'tt% de ces deux grouyes de 36 points ré- 
sultent, comme pour les autres, de la nature des substitutions du groupe X V I I I .  

S i  le point 8, tombe sur une des 20 surfaces AapAarApll les 720 points ( s 0 ) 7 9 0  

se distribuent 36 à 36 sur les 20 surfuces. 
Du groupe X X  on obtient en partant du point (S,,), 18 points, qui corres- 

pondent aux 6 droites de PASCAL de Gie3, GAE6. 
Avec les 72  points de (li,):,,.,,, on peut former de deux manières différentes 

4 de ces groupes. , 
Du groupe XXI qp obtient 9 points contenus dans les 18 points préc5dents 

et correspondants aux trois droites de Gins, tandis que les 9 restants correspon- 
dent aux trois droites de Go,. 
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s 

pu groupe X X I I  on dkluit de S, 12 points du groupe (S,)3,,.,,,. Les 72 
points de (S,)~,,~,,, forment de 6 manières différentes 6 de ces groupes. Ces 12 
points correspondent aussi aux 6 droites de PASCAL de G,,,, Gds,. 
Du groupe XXIII on a de S, un groupe de 6 points contenus dans les 12 

points précédents; ils correspondent aux droites de PASCAL de G,,,. 
Ces propriétbs s'&tendent .naturellement tout groupe (SO)&.ï,bel. 

66. Nous avons vu au nP 53 que le groupe d'un figure ri, par ex. de la  
figure 1, est reprbsenté par une des fonctions de SERRET, savoir: A,,A,,A,, Ai,A,, . 
En posant 

les 5 surfaces A,, , A,, ,  A,, , A,,, A,,, prises ensemble, passent par toutes les 15 
faces planes de la pyramide fondamentale; elles passent aussi toutes par les 
6 sommets; leurs points d'intersection ultérieurs forment une configuration II, 
qui correspond à la figure 1 de l'hexagranime. Donc: 

Thdorème CLIII. Aux six jigures Ii d'urc système quelconque [Zx],, 
ou bien du système PASCAL-KIRKMSN, correspondent en R,, 6 configurations II7 
pi sont données respectivement par les points d'intersection de 5 surfices 
AagAay Aa8AaiAa)i7 les sommets de la pyramide fondamesztale exceptés. 

Du groupe XXIV on a :  
Thkorème CLIV. Si l'on opère sur le point So successivement l'involu- 

tion (14) (23) (53)  et l'homographie (12453), on obtient 120 points formant un 
groupe (So?J relativemeut aux dix droites de PASCAI~ de la Jigure 1. 

Les 720 points du groupe (S,,),,, forwent, de 6 manières différentes, 6 de ces 
groupes, gui correspondent aux six figures II d'an système guelconque [Zz],. 

Théoréme CLY. Les 120 poifits de (S0), sont situes deux à deux svr 
15.60 droites, qui coupent 60 à 60 les espaces fondamentaux P, et II, des 
15 involutions de 2" espèce du groupe. 

Ils sont situés deux à deux sur 10.60 droites rencontrant 60 à 60 les plans 
fondamentaux P,, II, des 10 involutions de 3me espèce dec groupe. 

Les 20 substitutions cycliques d'ordre 6 de XXIV (n." 53) forment 10 cou- 
ples des substitutions, dont l'une est une puissance de l'autre. 

Annali di Matematica, tomo XI. 27 
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Les 24 substitutions de 5"' ordre se sdparent en 6 groupes de 4 substitutions, 
dont l'une est une puissance des autres, comme par' ex. 

(23564), (25436), (26345), (24653). 

En  outre, les 30 substitutions de 4"" ordre du groupe se séparent en 15 COU- 

ples, en sorte qu'une des substitutions d'un tel couple est une puissance de 
l'autre; comme, par ex., les deux substitutions du couple (2365), (2563). Donc: 

Théorème ÇLVI .  Les 120 points de (S& forment de 10 manières diffé- 
rentes 20 cycles projectifs de 6 points, par rapport aux pyramides des points 
doubles des 10 Izomogruphies cycliques du groupe. 

Ils forment aussi de 6 manières différmtes 24 cycles projectifs de 5 points 
par rppport aux 6 homographies cycliques d'ordre 5 du groupe. 

Enfin ils se séparent, de 15 manières différentes, en 30 cycles projectifs de 
4 points par rapport aux 15 homographies cycliques de 4me ordre du groupe. 

Du groupe XXV on obtient 60 points du groupe précédent, engendrés par 
l'involution (26)(35) et par l'homologie cyclique (12453). 

DES 60 SURFACES AEFAayAa8 DU Bme ORDRE À 2 DIMENSIONS 

ET DES GROUPES DE (S)7P0 QUI CORRESPONDENT AUX 60 POINTS DE KIRKMAN, 
AUX 60 POINTS Z,*, OU AUX 60 DROITES zpm. 

67. Si nous considérons maintenant un point de KIRKMAN, par ex. A,,A,,A,,, 
il correspond à la droite de PASCAL Ai5A,,, ou aux points Z,, et aux droites 
z,,,, représentés par le symbole A,,A,, (n." 50). Le groupe de ce point de 
KIRKMAN peut être reprdsenté, comme nous l'avons vu, par le produit des trois 
fonctions A,,, A,,, A,,. En posant 

on obtient une surface, qui représente le groupe du point de KIRKMAN. Les trois 
surfaces Aie l  &a7 L i j 4  passent toutes par les arêtes 13, 25, 36, 15, 24, 35 de 
la pyramide fondamentale. Ces 6 arêtes sont données précisément par les 6 
côtés de l'hexagone de la droite de PASCAL correspondante A,,A,,, ou bien de 
la surface A,,A,, 

Les surfaces AL,  Ai6 passent toutes les deux par les 9 arêtes restantes, données 
par les 3 surfaces (l), ou bien par les 9 côtés des trois hexagones des droites 
de PASCAL passant par le point de KIRKMAN (n." 25). Les trois surfaces se ren- 
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contrent donc suivant uue surface a 2 dimensions de Bme ordre, qui représente 
le groupe du point de EIRKMAN AieA,sAir. Cette surface passe par les 6 arêtes 
données par les 6 couples des indices des deux surfaces A, , ,  A,, de la surface 
correspondante A,,A,,. Celle-ci passe par les 9 arêtes restantes ("). La  surface 
AiOAi3Air correspond aussi aux points Z2m+i et aux droites x,, de l'hexagramme, 
qui ont le même symbole, de même que la surface A,,A,, correspond aux points 
Z,, et aux droites z,,~ du même symbole A,,A,, . Donc: 

Thdordnze CLVII. Aux 60 points de K I R ~ A N ,  aux 60 points Zz,+, et  
aux 60 droites a*, correspondent, en R,, 60 surfaces du 8"" ordre 2c deux di- 
mensions, données par l'intersection de trois surfaces A,@, A q ,  Aaâ. 

Thdorème CLvIII. À la surface AagAa,A,a est relative la surface de 
4me ordre à 3 dimensions AusA,l- 

La surface A a p A , y A u ~  passe par les 6 arêtes de la pyramide fondamentale 
données par les six couples des ilzdices des deux surfaces A,,, Aux. La surface 
A,,AE1 passe par les 9 arêtes   est an tes, déterminées par les coup!es des indices 
des trois surfuces Aap Aa,Aas. 

Le point de KIRKMAN AizA,,A,, et la droite de PASCA.L correspondante Ai5A,, 
appartiennent à la figure 1 (n." 26); de même les surfaces correspondantes 
AirAiaAir et A,,A,, appartiennent à la configuration 1; c'est à dire que ces 
surfaces passent par les points de cette configuration. Donc.: 

Théorème CLIX. Les 10 surfaces AZpA,,A,~ et les 10 surfuces corres- 
pondantes A a , A a ~  relatives aux 10 points de KIRKMAN et aux 10 droites de 
PASCAL d'une des 6 Jigures I I ,  ou bien aux dix points Z et à leurs droites x 
d'un système quelconque [Zx],, passertt par les points de la conjgurathn cor- 
respondante II. 

Les 10 droites de PASCAL d'une figure II passent 3 à 3 par les 10 points de 
KIRKMAN de la figure, et ceux-ci sont situés 3 à 3 sur les 10 droites de PASCAL 
correspondantes (n.O 26), douc : 

Thdorème CLX. Les dix surfaces à 3 dimensions A U p A q  d'une configu- 
ration II en R, se coupent 3 à 3 aux dix surfaces A a ~ A a s A c l  de la même con- 
figuration, e t  ces dix surfaces sont situées 3 à 3 sur les dix surfaces AapAa7. 

68. Le groupe XXVI donne : - 
, 

Thkorème CLXI. S i  l'on opdre, sur le point S,, successivetnent les deus 
involutions (26)(35), (56)(13)(24), on obtien't un groupe de 12 points (S,):,,,,.,, 
relatifs aux droites de P~scsr ,  du point de KIRKMAN AieAisAir. 

(*) Voir n.0 61. 
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Avec les 120 points du groupe (S,), (a0 66) on peut former 10 de ces groupes 
correspondants aux dix points de KIRKMAN de lu Jigure I. 

Thdorème CLXII.  Les 12 poids du groupe (So):,.,,,,, sont situés deux à 
deux sur 3.6 droites, qui rencontrent 6 b 6  les espaces fondamentaux Pi et ii, 
des 3 ineolutions de 2 e  espèce du groupe: 

Ils sont aussi situés deux à deux sur 4 . 6  droites coupant les plans fon- 
damentaux Pz, I I ,  des involutions de 3me espèce du groupe. 

Ils forment aussi deux cycles projectifs de 6 points par rapport b l'homo- 
grap?~ie cyclique de 6"e ordre du groupe. 

Si le point S, tombe sur une des 60 surfaces A+A,,A,s les 720 points de 
(S,),,, se disposent 12 à 12 sur ces surfaces. 

Dii groupe XXVII on déduit un groupe de 6 points contenus dans le groupe 
prkcddent. 

Le groupe XXVIII de toutes les substitutions paires donne: 
Théorème CLXIII .  S i  l'on opère sur le point So les ?iomographies cy- 

cliques (126), (123451, on obtient 360 points (S0),,,. Les 720 points forment 
deux de ces groupes. 

Ces deux groupes sont homologigues de 13 manières différentes, les points 
P4zk) et les espaces nfk) ,tant centres et espaces d'homologie (thdor. XXXIII). 

Le groupe total donne: 
Thhrdme CLXIV. Erz opérant sur le point S, l'involution (12) ct l'ho- 

mographie cyclique (123456), on obtient le groupe entier (S0)700. 
69. Nous avons vu, (n." 26), que trois figures II de l'hexagramme, par ex. 

1, II, III, déterminent le point de STEINER Ga,, tandis que les trois autres ont 
le point G,,, commun. On trouve aussi dans R, la propriété correspondante. 

Théorème CLXV. Trois configurations II en R,, par ex. 1, II, III, déter- 
minent la surface A,,A,,A,,, tafidis que les autres déterminent la surface con- 
juguée A4,A4,A,,. 

Deux figures II, par ex. 1 et II, ont le triangle A,, commun, (n." 28), donc: 
Théorème CiIXVI. Deux configu.rations II dans R5) I et I I  par ex., sont 

situ6es sur. la surface A,,. 
Les deux figures II déterminent aussi les 4 points GiZ3) Gier, Gi,,, GIZB situés 

sur la droite de STEINER-PLÜCKER gaz, qui a pour symbole Aie, (n." 28), donc: 
Th,éorème CLXVIT. Deux configurations II, I e t  I I par  ex., dans l'espace 

R,, déterminent les 4 surfaces h 2 dimensions et de 6" ordre relatives aux 4 
points de STEINER Gi2(,  GiZ5) Gie6) qui sont situkes sur la surfice du 2d 
ordre h 4  dimensions A,,.  
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Donc les surfaces A,p correspondent aussi aux droites de STEINER-PL~CKER 
et aux points de SALMON. 

Nous voyons qzce cette interprétation, dans l'espace à 5 dimensions, est la 
véritable extension de ln figure de PASCAL pozcr les courbes et les surfuces qui 
se transforment en elles-mêmes, de même que la: conique fondamentale duns 
I'hexagramme se transforme en elle-même par les permutations des 6 points 
f ondamen faux. 

Projecl ions des figures 
sur l'espace à 

obtenues dans l'espace à 5 dirnensionu 
3 dimensions et sur le plan. 

70. Nous pourrions projeter d'abord sur un espace à 4 dimensions quel- 
conque et d'un point quelconque, ou bien du point unité sur l'espace unité. Les 
figures que l'on obtiendrait seraient aussi des expressions géométriques de la 
théorie des substitutions de 6 lettres dans l'espace à 4 dimensions. 

Cependant, je veux, pour ne pas entrer dans des développements trop longs, 
faire seulement des projections sur l'espace à. 3 dimensions et sur le plan. 

Les configurations, que nous venons d'étudier dans Rb, nous donnent le moyen 
d'obtenir des configurations différentes de la même classe sur l'espace à 3 di- 
mensions, par la méthode développée dan8 le chapitre 1, § 6. 

La  projection d'une figure quelconque de R5 sur un espace à 3 dimensions, 
que nous supposons tout à fait arbitraire, doit s'effectuer au moyen d'une droite 
de projection Si, qui ne coupe pas S,. E n  effet S, et S3 dans R, sont deux 
espaces corrélatifs, tandis qu'un plan et un espace Zi 3 dimensions se coupent 
en général en un point (n." 1). 

Nous supposons que la droite Si et l'espace S, n'aient aucune position spé- 
ciale par rapport à la pyramide fondamentale A ',", . . . , A: de R,, que nous 
avons aussi désignée simplement par leu 6 indices 1, 2, 3, 4, 5 ,  6. Nous com- 
mençons par projeter la pyramide sur 8,. On en obtient un hexagone ,(A) 
complet. Les points Pfk), P'tk) seront projetés en 30 points ,PF", ,P'tk), si- 
tués deux à deux sur les arêtes de l'hexagone ,(A) fondamental et divisant6 
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harmoniquement le segment détermin6 sur l'arete par les deus sommets. Les 
propriétés projectives restent en effet inaltérées par projection, donc: 

Théoréme CLXVIII. S i  l'on projette, par une droite Si les Jigures pré- 
cédentes sur un espace S3 qui ne rencontre pas Si, dans R,; de la pyramide 
fondamentale Ar ,  ..., on obtient sur S3 un hexagone complet ,(A) tout à 
fait géndral, si la droite Si et l'espace S, dont aucune position spéciale par 
rapport à la pyramide fondamentale. 

Des 15 points P f k )  et 15 points P'tk) rrésultent dans B, 30 points ,Ptk),, 
,P'tk), qui sont s i tds  deux à deux sur les 15 arêtes de l'hexagone ,(A), en en 
divisant I~~armoniquement les deux sommets. 

Les 15 points ,Ptk) sont situés 3 à 3 sur 20 droites, qui forment 15 qua- 
drilatères. Les points ,Pfk) et ,P'fk) pris ensemble sont situds 3 à 3 sur 80 
droites, qui sont les côtés de 20 autres quadrilatères. 

Théorème CLXIX. Des 720 points (Ho),,, de R, résulte phr projection 
sur S3, un groupe de 720 points ,(S0),,,, situés deux à deux sur 15 360 droites, 
qui passent 360 à 360 par les 15 points 4PFk) (théor. CTII). 

Si nous considérons dans R, les deux points SOS: de coordonnkes 

ils sont situés sur une droite passant par Prk) et sont divisés harmoniquement 
par P t L )  et par l'espace TIFk)>. Or, on ne peut pas projeter univoquement l'es- 
pace II, sur l'espace S3; donc à l'involution (12) de R, ne correspond pas une 
involution de S3. 

Si nous considérons les deux points 

qui se correspondent dans l'involution (12)(34), la droite, qui  les joint, coupe la 
droite PY3" et l'espace II~2"34'. Or, on peut projeter univoquement la droite Pl 
et l'espace n3, mais la projection de ce dernier sera l'espace S3 même, c'est 
à dire que dans S, nous n'avons pas l'involution correspondante à (12)(34). 

Enfin, si nous considérons les deux points 
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qui se correspondent dans l'involution (12)(34)(56), on voit qu'ils sont situés 
sur une droite, qui rencontre les deux plans fondamentaux Pe21(34"56) et liy(34'(5G) 
de l'involution. Or, ces deux plans seront projetés par la droite 8, sur S, sui- 
vant deux plans ,P~g"N"56', ,IIB2)(34)'56), qui passeront respectivement par les deux 
groupes de points J'f", ,PO), ,Pr1; iP"i2) O 7 '  Y':'', 4P'y. Les deux points pro- 
jections de S,, 8:' diviseront harmoniquement ces deux plans. Donc : 

Théorème CLXX. Les 1 5  points 4Pifk) dLtwminent 60 droites l P ~ ~ ) ( ~ à )  
et 15 plans , ~ P " l ) ( ' / ~ ) ( ~ l )  ( a ,  P ,  y, 8, 8 ,  h sont identiques à l'ordre pr&s aux 
indices 123456) tanclis que les 15 points ,Prtk) déterminent 15 plans , l I~z@)(- ' . ' ) (El) .  

Les 720 points 4S0),,, sont situés deux à deux sur 60 360 droites rencon- 
trant 360 à 360 les 60 droites ,Y,. 

Ils sorzt situ& deux à deux sur 15.360 droites, qui coupent harmoniquement 
360 à 360 les plans correspondants ,P, et ,lI, en deux points. 

Si nous projetons un cycle projectif de 6 points de Rs sur S3, nous obtenoiis 
aussi un groupe de 6 points, situé sur une courbe rationnelle ,W, et de même 
pour les cycles de 5, 4 et 3 points. 

E n  permutant les trois premières coordonnées du point S,, on obtient 6 points 
situés sur un plan de R,, qui passe par la droite où l'espace unité coupe la 
face A$e3' de la pyramide fondamentale, donc le théorème CXLV nous donne: 

Thkorème CLXXI. Les 720 points ,(S,),,, en S, sont situés 6 à 6 sur 
2400 plans, qui passent 120 à 120 par les 20 droites des 20 fuces de 17he- 
xagone ,(A) fondamental, 02 sont situés 3 à 3 les 15 points ,Pfk). Les 6 
points sur un de ces plans forment deux triangles homologiques de trois ma- 
niéres différentes, les trois points ,Ptk) situés sur le plan, étant centres d'ho- 
mologie. 

Si nous permutons seulement les premières quatre coordonnées de S, en Rs, 
on obtient 24 points situés dans un espace à trois dimensions, qui passe par 
le plan où l'espace unité coupe la face à 3 dimensions Les 24 points 
sont situés d'après le théor. CXIV, sur une surface de 2d degré à deux dimen- 
sions, qui sera projetée en S, suivant une surface du 2 V e g r é ;  donc: 

Théor&me CLXXII. Les 720 points ,(So),20 en S3 sont situés 24 à 24 sur 
450 surfaces du 2 d  degré, qui correspondent 30 à 30 aux 15 tétraèdres que 
l'on peut former avec leu 6 sommets de E7hexugone fopzdamental. 

71. Si nous projetons maintenant sur S3 les deux groupes de points (B),,, 
(C),, (n." 51) nous obtenons: 

, Thkorème CLXXIII. Les 32 points (B),, (C),, sont projet& en S3 SU& 

vant 32 points ,(B),,, ,(C),,. Ces derniers points sont situés 4 à 4 sur 120 
plans, qui passent 15 à 15 par chacun d'eux (the'or. CXX). 
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Les 120 droites, qui joignent deux à deux les points de ,(B)ia ou de ,(C),,, 
passent 4 à 4 respectivement par chaque point et iP'rk) ((') (tldor, CXXIa. 

Théorème CLXXIV.  Les points de ,(B),, avec les points ,(C),, sont situés 
deux à deux sur 6.16 droites, qui passent 16 à 16 par les sommets de l'he- 
xagone fondamental ,(A) (théor. CXXII?). 

72. Si nous considérons les groupes formés par les 720 points de (S,),,,, 
nous obtiendrons facilement par projection les groupes correspondants sur S3. 
Cependant on ne peut pas avoir dans S, les surfaces correspondantes des sur- 
faces Agg, parce que les surfaces sont B 4 dimensions; de même on ne peut pas 
avoir le corre~pondant des 60 surfaces AapA,,. Mais an peut projeter les 20 
surfaces de 6"" ordre à 2 dimensions Ao,pAa,Ab, et les 60 surfaces de 8"' ordre 
i~ 2 dimensions AapA,,Aas, et enfin on peut aussi projeter les 6 configurations 
11, qui correspondent aux 6 figures ri. 

Théorème CLXXV.  Les 20 surfaces AapAayAp7 de 6 m e  ordre à 2 dimen- 
sions (n." 64) sont projeth sur S3 suivant 20 surfaces ,Ama 14q ,Afy de 6" ordre, 
qui correspondent aux 20 points de STEINER et aux 20 droites de CAYLEY. 

Théorème CLXXVI .  Les 6 configurations II (n." 66) sont projetJes sur S, 
suivant 6 con$gurntio?zs ,lI, qzci correspondent aux 6 figures II d'un quel- 
conque des systèmes [Zz ] ,  de Z'hexagramme. 

Tlu?oréme CLXXVII .  Les 60 surfaces AapAa7Aa.a de 8"" ordre à 2 dime%- 
sions (n." 67) sont projetées sur S3 suivant 60 surfaces i A + A a y A n ~  de 8"" ordre. 
Celles-ci correspondent aux 60 points de KIRKWAX, aux 60 points Z,,+i ou aux 
60 droites z2.. 

Thkorème CLXXVIII .  Les 60 surfaces ,Aap iAay ,A,a passent respective- 
ment 10 à 10 par les 6 conJigu~ations ,II. 

Dans S, on a aussi d'autres conjgurations de points ou d'autres courbes 
et surfaces gui représentent les groupes de Z'hexagramme, d'après ce qzce lzous 
avons démontré, sur les groupes en général, dans le premier chapitre (n.OS 17 
et 18). 

En  projetant les 120 points (Y,), on obtient en S3 120 points qui correspon- 
dent deux à deux wux 60 .droites de PASCAL (n.' 55). 

73. On peut donner à Si et à l'espace S, des positions spéciales par rap- 
port à la pyramide fondamentale; on obtiendra en 8, des hexagones spéciaux, 
ou bien d'après le n.' 17, des pentagones ou des tétraèdres. 

De la Note n,O 67, on deduit que les 15 plans passant par un des ~oints,  par ex., de 
$(B),,, passent par les 15 côtes d'un hexagone formk aveo 6 points du groupe ,(C),, et en 
outre respectivement par les autres points de I(B) ,e .  
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Nous voyons, par ex., que si la droite S, passe par le point unité dans Rs, 
la figure en 8, se particularise; mais la pyramide se projette toiijours sur Ss 
suivant un hexagone ,(A) général. En  effet, le point unité peut être regardé 
comme un point quelconque de l'espace R,. Dans ce cas les espaces IIpF)b') 
sont situés dans des espaces S 4 dimensions avec la droite Si de projection; 
tous leurs points seront projetés sur les plans d'intersection de ces espaces avec 
$,. Dans ce cas donc nous avons aussi dans Sj les involutions correspondantes 
aux zizvolutions de 2" espèce de R, ('). 

D'après le théorème XXXVII nous avons: 
ThéorÈme CLXXIX. Pour tout tétraèdre, pentagone et hexagone complet 

dans l'espace 13 3 dimensions, on o6tient des conJiyurations de la même classe 
que l'hexayramme mystique, et dont les propr2tés résultent des théorèmes pré- 
cédents. 

Toutes les courbes ou surfaces à deux dimensions de R,, qui se transforment 
en elles-mêmes, seront projetées suivant des courbes ou des surfaces pour les- 
quelles 'les gmuyes, que nous venons d'étudier, ont les propriéttfs analogues à 
celles que les groupes de Flzexagramnze ont par rapport à lu conigue fonda- 
mentale. 

74. Nous projetons maintenant par un plan R, quelconque de R5 sur un 
plan S,, et nous supposons d'abord que Re et S2 n'aient aucune position spé- 

, ciale par rapport à la pyramide fondamentale. On a: 
Tliéurèsne CLXXX.  En projetafit par un plan B, sur un autre plan S,, 

qui ne coupe pas R,, les Jigures de R,; de la pyramide fondamdale, résulte 
un hexagone gdnéral ,(A). Des 30 points Pt">, P't" résultent 30 points ,Prk), 
,Y'fk) situ& deux à deux sur les côtb de l'hexugoine ,(A), et qui en divisent 
harmoniquem.ent les deux sornmets. 

Les 15 poifits ,P" sont situés 3 à 3 su; 20 droites et ils sont 6 à 6 les 
sornnzets de 15 quadrilatè~es. 

Les 30 poifits ,Pt", ,P'to sont situés 3 à 3 sur 80 droites, qui d&termi- 
nent 20 autres ~ ~ d r i l a t è r e s .  

(') Dans ce cas les 32 points (B) , ,  (C),, sont projetés e l 3 1  points, c'est à dire en 15 
points ,(B),, et 16 points ,(C),,. Du tbéor. CXX on déduit qu'il y a un hexagone com- 
plet de 6 points de ,(C),,, dont les côtés passent par les points , (B) , ,  . 

Les 120 points (Y,) étant situes sur l'espace unité, si Za droite Si est contenue dans l'es- 
pace ufiitt?, les 120 points ,(r,) sont situc?s sur an p h ,  ainsi que les 15 points ,P'*), etc- 

Annulà di Matematica, tomo X I .  25 
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CHAPITRE III. 

AUTRES INTERPRÉTATIONS GEO~!&TRIQUES DES GROUPES 

DES SUBSTITUTIONS DE 6 LETTRES. 

Interprétation géométrique au moyen de 6 coinplexes linéaires 
do droites deux B deux en involutiou dans Rs. 

75. Soient donnés 6 complexes linéaires de droites x, = O, x, = 0,. . ., 
2, = 0 deux à deux en involution. Pour que y,, y ,,..., y, soient les coordon- 
nées d'une droite, il faut que soit satisfaite la relation quadratique 

Si y,, y,, ..., y, ne satisfont pas à cette relation, l'équation 

repré~ente un complexe linéaire général. 
Les 6 complexes linéaires ont, deux à deux, deux directrices communes, gui 

forment, 6 A 6, 15 tétrabdres, que KLEIN appelle fondamentaux. Leurs so.mmets 
et leurs faces sont distincts, de manière qu'on a 60 sommets et 60 faces. Par  
exemple, fes deux complexes x, = 0, x, = O ont pour directrices les deux droites: 

1, f i ,  O ,  0, 0 ,  O 

que l'on peut désigner par le cjymbole 12. Le tétraèdre donné par les six di- 
rectrices 12, 34, 56 peut être représenté par le symbole 12 .34-  56, de même 
que le triangle A,, de l'hexagrarnme. Nous désignerons aussi ce tétraèdre par 
le symbole O,, ('). 

(1) Une droite dans l'espace à 3 dimensions a 6 coordonnées pi&, où pa - ( y i ~ k  - p k ~ i ) ,  

.étant y,, y,, y,, y,; zl, z2, z,, z, deux points quelconques de la droite. Si ui, 04 sont les 
coordonnées de deux plans passant par la droite, on a na = u i q -  %vi. Entre les coor- 
données pi, et x, il existe les relations 
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76. E n  permutant les coordonnées y,, y,, . . . , y, d'une droite p de toutes 
les manières possibles, on obtient 720 droites, car la relation (1) reste toujours 
inaltérée. Si l'on considère encore &eux &oife's y'i, yui,  qui rencontrent la pre- 

néairement x-ek'. $-en deux équations cotenant  seulemant lea carrés de 6 variables pi&, 
lorsque les racines du déterminant de la forme R + Ail, égalé B zéro, sont distinctes. (Inaug. 
Dissertation: Ueber die Transformation der allg. Gleichungen 2tem Grades zwischen Linien- 
coordinaten auf eine canonisçhe Form. Bonn, 1868). De manière que R peut prendre la forme: 

x;+zq+ ...+ $ ;=O , (2) 

oh x, ,  x,, . . . , x6 sont six complexes linéaires en involution. (Voir aussi KLEIN, Math. Ann., 
vol. 2). On trouve beaucoup de propriétés nouvelles sur cette figure dane mon Mémoire. 
Sopra alcune notevoli con$gurazioni, ecc. Mem. II, Atti  della R. Acc. dei Lincei, 1881. 
Si nous considéroua comme- tétraèdre fondamental le tétraédre O,,, les formules de trans- 

formation entre les coordonnées pû et x; sont : 

X i  =Pje+Psti "a = P34 + P24) %=Pi4 + Pns ) 
"0 = i (~S4 -pi,), 4 4 3 $6 = ' ( ~ 9 3  -P.,). ! (2) 

Étant donné le complexe linéaire 

~ P , , + B P , ~ + ~ P , , + D P * , + E P S ~ + F P , * = O  (3) 

on en détermine l'équation en coordonnées xi au moyen des formnlee (2); on a.-- 

x , ( C + F ) + i x , ( F -  C ) + x , ( B + E ) + i x 4 ( E - B ) + x , ( D + A ) + i z , ( A - D ) = O  (3') 

ou bien en posant: 

C .+F= a , ,  i ( F -  C ) = a , ,  B + E = a , ,  i ( E - B ) = a , ,  

A + D = a , ,  i (A- ,D)=a ,  
(4) 

on déduit: 
1 

a ,x ,+a ,x , -+  ...+ a,x,=o. (3') 

Des formules (4) il résulte: 

e t an t  donnés en général deux complexes linéaires de droites, dont les coefficients gont 
A B CD EF, A'B' C'D 'E 'F ' ,  ils déterminent un faisceau de complexes dans lequel les deux 
directrices sont deux complexes spéciaux; donnés par les deux racines de 1'6quation: 

(.A'D' + B'E') + [ ( A ' D  + A Dr),-+ ( B ' E  + BE')] -t ( A  D + ER) = 0 - .(5) 

(PL~CKER,  hreue Geometrie des Baumes, png. 69); 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



de ta théorie des substitutions de a bttres, etc. 2 17 

mibre en un m&me point P, e n  ophant toutes les ~errnotationa de '6  
lettr'es.~ur les coordonnées yi ,-yfi7 y";, on obtient trois groupes de 360 droites, 
qui se coupent 3 h 3 suivant 360 points formant un groupe (&.--En opérzbnt 
sur les coordonnées Yi, y ' i ,  y " i  les permutations impa.ires, oti a trois groupes 
de 360 droites, situées 3 à 3 sur 360 plans d'un groupe (n)3607 qui est relié 
au groupe ( P ) B B ~  Donc (i$: 

Théorème CLXXXiII.  En permutant de toutes les r~anières possibtes les 
. .. . 

ô coo$d&&es y;, y , ,  i.. , ij. d'une droite-p, ori obtient ?20 droites d'mi groupe 

Par  les formules (4') on en déduit: 

(a) + a: + a'; + a';) pe + (a, a; + a, a', + a, a', -t a, a',) p + (a) 4 a: -+ aJ +- ag) = O. (5') 

étant a,, a ,,..., a,; a',, a', ,..., a', les coordonnées des deux complexes. 

- 

FOBMOLES DE TBANSFORMATION ENTRE LES COORDONN~ES D'UNE DROITE 

ET CELLES DE 8 A  POLAIRE PAB RAPPORT À UN COMPLEXE LIN$AIBE DE DROITES. 

Soit: 
AP,,  f RP,4 4- CP,, +Dp,3 + EP,, 4 FP,, = 0. 

Les formules de transformation entre un point x i ,  x,, x,, ar, et aon plan focal, ou polaire 
u,, u,, u,, u4, par rapport à ce complexe sont d7aprbs PL~CKEB:  

xi =-DU, + Cu, - BuS,  x, -EU, - Cui + B u 3 ,  

~ , = F u . ~ + B u , - A z c , ,  x , = - ( ~ U , + E ~ ~ , + F U , )  
17) 

et, par conskquent, en considérant la droite pig qui joint deux points a$, ~ ' r ,  on obtient les 
formules de transformations demandées, savoir: 

- ( B E +  A D)p',,. 

"be même pour les autres coordonnées.' Au moyen des formules de trrtnsformation (2) on 
'obtient : 

pz, I= - (af i- a; + a: -t aJ -i- ai - a?) z', -t- a, (a, x', + a, x', -t- a,*', + a,xl, + a,xl,), etc, 

(') fin effet, si 1'011 opère sur les coordonnées d'une droite y$ une permutation paire on 
a alors une homographie parmi les points de l'espace, car le déterminant donné par la 
permutation est ndgatif; tandis que si l'on opère une permutation impaire le déterminant 
est positif, et, par conséqiient, on obtient une réciprocitk entre les points et les plans de 
l'espace, de maniore que si une droite passe par un point, la droite correspondante est 
situde sur un plan. 
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(p),,, . Urz point P donne lieu à un groGpe de 360 points (P)MD et de 360 plans 
(ri)360. Et, réciproquement, un plan du groupe donne lieu aux dezcx mêmes 
groupes et (P)360. 

Les deux groupes sont corrélatifs. 

77. Le groupe d'un triangle AaS, par exemple du triangle A,, de l'he- 
xagramme, ou bien de la surface A,, de l'espace à 5 dimensions du chapitre 
précédent, est aussi le groupe appartenant au tétraèdre di, de cette figure. Donc: 

Théorème CLXXXIV.  Les 15 thtraèdres fondamentuux 8,p correspon- 
dent aux 15 triangles AaP de Z'hexugramme. 

Si l'on considère les trois complexes lindaires: 

d'après la règle donnée par KLEIN (*) ('), il est facile de voir qu'ils détermi- 
nent une surface de 2d degré, dont l'équation est: 

Cette surface admet aussi le même groupe que le triangle A,,, donc: 
Tldorème CLXXX'V: Aux 15 triangles A,@ correspondent aussi 15 sur- 

faces de 2d degr6 8 4 ,  qui ont respectivement le t&traèdre comme conjugué. 
Théorème CLXXXVI. La surface &p. est polaire réciproque d'elle-même 

par rapport a,ux 6 surfaces dont les symboles ne contiennent ai l'indice a ni P. 
La polaire réciproque de la surface Bap par rapport à une des 8 autres 

(*) L. c., pag. 209. 
(') Si on a un complexe a, x ,  + a,x, + . . . + a, x, = O, on appelle la quantité a: + ni +. . . .+ ai 

l'invariant du complexe. Si l'on considère un autre complexe b,x, + b,x2 + . . . + b,x, = 0, 
la quantité a, 6, + a, b, + . . . + a, b, 8' appelle l'ilauariant sirnultank des deux complexes. Si 
on a trois complexes liii6aires, et A,,, A,,, A,, sont leurs invariant& et A,, ,  A,,, A,, leurs 
invariants simultanés, l'hyyerboloïde qu'il8 déterminent, est donné par le déterminant: 

0 f i  ft f, 
fi A, ,  Ai8 A19 

f s  . A i s  '2, * 4 k -  

, . 

= o. 

fa Ai, 442 ,  A,, 
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surfaces Bq,..., Ba)., Op./ ,..., Bpi, (a, P ,  y, 8, E ,  h sont identiques, à l'ordre près, 
aux indices 1, 2, 3, 4 ,  5, 6)) par ex., à la surface O,,, est la surface Op? ('). 

Thkorème CLXXXVII. Du point P on obtient uzc moyen du groupe du 
triangle A,, (n." 49) 24 points (P)lbi2 et 24 plans des groupes (P),,,, 
(fl)360e Les 24 poids de (P)h,P forment 6 tétraèdres colzjugués par rapport à 
la surface O,,. Les faces de ces tétraèdres sont les 24 plans de (TI)'di,. - 

Si le point P par exemple correspond à la droite y,, y,, ys, y4, y5, Ye, lu 
face opposée IT, du tdtraèdre, qui a pour sommet le point P, est donnée par la 
dwite y,, y,, y,, y,, y,, y,. 

Les 360 points de (P),,, et les 360 plans (II),,, forment de 15 marzières dif- 
fkrentes 15 de ces groupes ("). 

( l )  En opérant la transformation entre les coordonnées p, et xi, l'équation de la surface 
O,, devient: 

-p:s+pjS*-pi, +p;(-p:4+~93= 0 

ou en coordonnées de points: 
f-y;+ygi-y;+y:=o 

(A., Sopra alcune notevoli con$, etc., 1. o., Mém. II). La droite pi,, p,,, p,,,p,,, pi,, p,, 
a, par rapport B cette surface, la droite polaire p3!, -pi,, p,,, - p3,, p,,, -pi, ,  ou bien 
la droite xi ,  x,, x,, x4, x,, x6 a pour droite polaire la droite x,, xi, x4, x,, x6, x,. 

On obtiont la surface polaire de la surface 

par rapport 9. O,, en remplapant au lieu de xi,  z,, x ,,..., x6 les coordonnées x,, x,, x4 
r6, x5, qui est, comme on le voit, la surface O,, elle-même. L a  surface polaire d e  

Oi3 = s ix6  + x,x,.+ x4x5 :, O par rapport à la surface O,, est la surface 

(3 Supposons qu'au point z,, z,, z,, z4 correspond la droite xi, x,, x,, x,, x6, xe, que 
l'on trouve en joignant le point zi avec un autre point z';, ou a, au moyen des 24 substi- 
tutions paires du groupe A,, (n.O 49), les 24 droites et du point zi les 24 points correspon- 
dants suivants, accompagnés avec les droites de PASCAL correspondant aux 24 hexagones 
repr6sentés par les 24 droites. 

-iz4, 
II. - % 1  

" 8 ,  - 2 4 ,  
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Théorème CLXXXVIII. Les 360 points (P)380 sont situés 15 4 15 sur 

les 360 plans de et, re'ciproquement, ceux-ci passent 15 à 15 par (es 360 
points (p)%%. 

Les 15 points situés sur rbn de ces plans II formsnt 15 triangles Atzp con- 
jugués respectivement pur rapport aux 15 coniques d'intersection du plan II 
uvec les 15 surfaces Oap (I). 

' 4 1  -z3i - z 4 >  zp 
iz,, z,, -z3, iz ,  

V. 
- k4 , 2 0 ,  i z ,  7 2, 

- iz3?  iz,, -z* ,  - 2 ,  

- 2 4 7  -24, 22,  23  

Oz3, -z2, -z4, -iz, 
VI. 

iz,, z3, - i z i l  z4 

- ZZ4, -2z,, -Z3, 2, 

Les 24 siibstitutions impaires du groupe A , ?  donnent 24 plans. Nous avons vu qu'à la droite 
x,, z,, x,, s,, x,, x5 correspond le plan des coordonnées - z,, z,, z,, 2,. Ce plan est évi- 
demment le plan polaire du point z,, z,, z,, z4 par rapport à la surface 

et il contient en outre les trois autres points du tétraédre 1. Le plan polaire du point iz,, 
- z,, z,, iz ,  passe aussi par les trois autres points de 1; donc le tétraèdre 1 est un té- 
traèdre conjugué par rapport à la surface O,,, et les faces de ce tétraèdre sont des plans du 
groupe (%,2- 

(') Nous avons PU, qu'en se rapportant au tétraèdre O,,, à la droite z,, x2, z,, x4, ~c,, X, 

correspond le plan -z , ,  ze,  z,, z4.  La droite, qui correspond au pôle de ce plan, par rap- 
port à la surface O,,, s'obtient, d'après ce qui précède, en opérant sur les indices de x, ,  z2, 
x3, r,, x5, ér, la substitution (12) (34) (56) donnée par les indices de O,,; de même pour les 
autres surfaces O+. Pour obtenir les trois droites correspondant aux points du groupe ( P )  ,,, 
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On sait que les six pôles d'un plan TZ par rapport aux 6 complexes fonda- 

m e n t a u x  sont situés s u r  u n e  conique, et qu' i ls  n'ont aucune  a u t r e  particula- 
rité (*). On déduit > 

Thdorénie CLXXXIX. Les 15 poids P d'un plan sont situés respec- 

tivement sur les  15 côtt?s de l'hexagrarrnme H, déternzké par les 6 pô les  du 
plat% par  apport aux 6 complexes fondamentaux ("). 

situ68 sur le plan - z,, z , ,  z,, z,, il sufit d'opbrer sur les indices de la droite donn6e les 
substitntions (56), (34), (12). Si l'on fait cette opération pour toutes les surface O z p l  on trouve 
seulemeut 15 droiteri correspondant à 15 points Y situés sur le plan n donn6, car en effet 
on a seulement 15 transpositione (ap), et le théorème est ainsi déniontr6. 

Les 15 droite8 du plan - z,, z,, z,, z, sont: 

On sait que le rapport anharmonique des 4 points d'intersection d'une droite avec les faces 
d'un tétraèdre est égal au  rapport anharmonique des plans passant par les sommets et par 
la droite. Au moyen des substitntions du groupe A,, le tétraèdre O,, se transforme en lui- 
même, donc: les 48 droites, qui dérivent d'une droite donnée, coupent les 4 faces du tétrakdre 
O,, en 4 points d'un même mpport anharmonique, car une substitution nous donne, comme 
nous l'avons vu, une homographie ou bien une réciprocité de l'espace. 

(*) KLEIN, Math. Annalen, vol. 2,  1. c. 
[g) &tant donri6 un complexe linéaire 

le pôle du plan u,, u,, u,,  u, par rapport h ce colnplexe est, d'après P L Ü C K E ~  (1. o., pag. 31). 

y ,= -  ( D u ,  +- Eu,+Fu,) .  

Si nous considérons le complexe xi = O  ou pl, +p3, .-- O on a C = = 1, A = B = D = E= O 
d'oh 

yc = Us, y2 = - U,, $la = U4, y - - ?da. 4 

Si le plan donné est le plan - z,, e,,  z,, z4 le pôle est 6videmment z,, z , ,  z4 ,  - z,. 
Les pales de ce plan par rapport aux au trea complexes fondamentaux z, -- O, a, = 0 , .  . . , 
= O "2, ' a l  - '4 ,  '8; '8, - z 4 1  '1 1 '2; '4, '11 -z2; z4, z3> -',> '49 

a,, 2,. Les coordonnées des points de la droite des deux premier6 points sont: z , ( l  + h),. 
zi (1 -t A), 2, (1 - A), z3 (A - 1). 

En posant h = - i, nous obtenons précisément le point iz,, i z , ,  - z,, o, qui est un des 
15 points P du yl:~ii II considéré. 

Annazi d i  Xaternudica, tomo XI. 29 
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Théorème CXC. Si  le point P tombe sur une des surfaces Ba@,  les 360 
points d e  (P),,, se distribuent 24 à 24 sur ces surfaces, et les 360 plans de 
(Q6, sont tangents 24 à 24 en ces mêmes points aux mêmes surfaces. 

78. Aux triangles AesA,,, qui déterminent une droite de PASCAL, corres- 
pondent les tétraèdres B a s ,  Bo, et les deux surfaces O+, eay. Ces deux surfaces 
se rencontrent suivant une courbe C4 de 4"" ordre qui c,orrespond à la droite 
de PASCAL AaPAay.  Donc: 

Théorème CXCI. Aux 60 droites de PASCAL cowespondent 60 
courhes C4 de 4"" ordre BmpB,,, qui sont l'intersection de deux surfaces eap, O,,. 

Théorème CXCII. Les 6 points P de (P),,, et les 6 plans Ii de dd- 
terrninds par le groupe de la droite de PASCAL AaSAEï, forment deux jigwes 
polai~es réciproques par rapport a la surface es,. 

Lies 360 points (P),,, et les 360 plans (II)~,~ forment de 60 manières dif- 
férentes 60 de ces groupes ('). 

Théorème CXCIII. S i  le point P tombe s.ur une des 60 courbes Bop Bar, les 
360 points de (P),,, se distrihuent 6 à 6 sur ces courbes. 

79. Le groupe des deux points de STEINER Giej; (n.' 52) est repré- 
senté par la surface du 2' degré 

x ; + . ; + 2 ; ~ x ; + x : + x ~ = o = s i , ,  (1) 

qui a pour tétraèdres conjugués les tétraèdres 

oj2, e I3 ,  6 3 ;  ed5 ,  646, e56.  

Les dix surfaces (1) ont été trouvées par KLEIN (*) (1). Donc: 

(') Xous avons vu, au n.O 50, qu'en partant de la droite de PASCAL 1 6  3 25 4 = A,, A,, les 
12 permutations correspondantes sont contenues dans le groupe A,,. Or, des 6 permutations 
paires on obtient les 6 permutations impaires en opérant la substitution (12) (34)(56); on 
sait auési qu'en opérant cette même substitution sur la droite %,z,x8x,x,x6 correspondant 
au point z,, z,, z,, z4, on obtient la droite x2s,e,x3xBx5, qui correspond au plan polaire 
de  ce point par rapport à. la surface A,,. Mais (12)(34)(56) est une substitution du groupe 
de la droite A,, A,, , donc la droite r2 . r ,x ,e ,~ ,~ ,  qui résalte de a, r,rc,x,a, x,, est la polaire 
de cette droite par rapport à la surface a,,. 

(*) KLEIN, 1. c., pag. 209. 
(P) A., Soya alcune ngtez.oli config., etc., 1. c., Mem. II. 

< 
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Thdorkme CXCIV. Un quelconque des 1 0  couples de points de STEI~JER est 
reprt?senté par une des dix surfaces Sapl fondameniales de KLEIN. 

Uhe surface Sapr a pour conjugués les tdtrat?dres BaBl B a y j  Bpr ;  SaE) O&,  &I, 
qui forment une figt~re identique auz deux ternes des tétraèdres (A) ,  (B), ( C ) ;  
(P'), (PR),  (Pr") du n." 35. 

Thdorènae C X C K  Les 6 surfaces B a p )  &.,, Oh; hi, 6n, BA sont polairès 
r6cipropues d'elles-mêmes par rapport à la surface SaPr de KLEIN. 

Une surface 8,p est polaire réc+roque d'elle-même pur rapport aux 4 sur- 
faces SaBr, SaPa) Sape, L-Caapl. L'ensemble de ces 4 surfaces correspond à la 
droite de STEINER-PLÜCKER g,p et au point de SALMON Sap ('). 

Théorèrne CXCVI. En opérant sur le point P les substitutions du groupe 
XVI, on obtient un groupe de 36'points et des 36 p1an.s de (II),,,. 

Les 36 points sont situés 4 à 4 sur les 36 plans et ceux-ci passent 4 à 4 
par les 36 points. 
. Les 360 points de (P),,, et les 360 plans (l&.!, forment de 10 manières dif- 
f&entes 10 de ces groupes (2). 

Théorème CXCVII. S i  le point P tornbe sur une des 10 surfaces Sap,, 
'les points (P),,, se distribuent 36 à 36 sur ces surfaces, tundis que les plans 
(II)360 sont 36 à 36 tangents erc tes mêmes points aux mêmes surfaces. 

(') E n  opérant la trmsformatioo entre les coordonnées pik et  ,7;i l'équat.ion de la surface 
S,,, = xi + E: + xz = O devient : 

ou bien en coordonnéee de points: 

Une droite qui a les coordonnées p,,, p,( ,  p,,-, p,,, p,,, p,, ou xi, x,, x,, x4, x5, X, a 
pour droite polaire, par rapport B cette surface la droite p,,, p, , ,  p,,,  ps i ,  P B ,  p,, au x,, 
- .'pt, xs, - x 4 ,  q, -Xe. 

Trouvons maintenant la surface polaire de O , ,  = x,x6 + P, z, + X,X, = O par rapport à 
cette surface. En remplaçant g , ,  x,, ... X ,  par xi ,  - xl, x,, - x4,  x,, - CC,, on obtient la 
surface O , ,  elle-même. Donc le théorème est démontré. 

(,) On obtient, au moyon des 72 substitutions du groupe XVI (i1.O 52), 36 points P et  
36 plans ïï. An point z ,  , z,, z,, z4 correspond toujours la droite X, X, X, X , X ,  x,; mais dans 
le groupe XVI il y o la  substitution (12) (34)(56), dono parmi les 36 plana il y a aussi le 
plas correspondant 9. la  droite z , x , x , x , ~ , ~ ~ .  Ce plan d'après la Note, pag. 221 contient 
les 4 points correspondant aux droites 

qui sont aussi aontenus parmi les 36 pointa P; donc le théorbme est démontré. 
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GROUPE~ CORRESPONDANT AUX FIC~URES fi. 

80. ThLorème CXCVIII .  Le groupe d'une figure il, pur exemple 1, est 
repr4senté dans l'espace pal. l'ensemble des 5 tdtraèdres, 6 gi4 Q150,6,  OU Elie~l 
des 5 surfaces des m.èmes symboles. 
z .  Les urétes de ces 5 tétrakdres contiewent tozds les 60 sommets et par elles 
passent toutes les 60 faces des 15 tétraèdres cap. . 

Th6vrdme CXCIX. Les 60 points P de (P),, , , donnés par le groupe d'une 
figure il, par es. I I I ,  ddtermlnent 5 -  15 tétra?dres qui sont conjugués 15 à 
15 pcrr rapport aux surfaces O,,, S I S ,  &, 01, &) et dont les faces sont des 
pluns rI ('). 

81. Si l'on considère le complexe linéaire 

qoe j'appelle le complexe unité, on voit facilement qu'il se transforme en lui- 
même par les permutations des 6 coordonnées. I l  y a deux groupes très-inté- 
ressants de 6 droites qui se transforment en eux-mêmes par les permutations 
des 6 coordonnées; ils sont formés par les directAces communes aux 6 ~0112- 

plexes fondamentaux et au complexe unité. 
Les deux directrices de s, = O  et du complexe unité ont les coordonnées 

(t) D'après la Note (1)  pag. 320 on voit que l a  droite X,X~X,X,X,X, correspond au pble 
du plan c~rrespondant à la droite .r,x,x4x,z,r5 par rapport à la surface O,, s six4 -i- 
;r3a, + x3x, = O. Con~idérons les 4 droites suivantes: 

Les points relatifs aux trois dernières droites sont contenus dans le plan correspondant 
H. la droite x , z ,  x, , r , x , ~ ,  . Ces points P forment avea le point correspondant B la droite 
x5x,x,a6g,x, un tétraèdre conjugub par rapport à la surface O,,, comme il n'est pas dif- 
ficile de le voir d'après les règles données à la Note (2) pag. 219. Mais les 4 droites (*) 
tippartiennent au groupe de la figure I I I ;  les 60 pointa P qui en résultent formant, eii 

cons6quence, 15 tétraèdres conjugués par rapport à O,,, e t  dont les faces sont 60 plans II. 
La droite qui correspond au plan des troie point6 relatifs aux trois dernières droites de (r), 
est ~ , x , x , x ~ z ~ x ~ ,  qui n'appartient pas a u  groupe de la figure I I I  avec celles des 60 
points P. 

(z) En effet, si l'on détermine dans ce cas la valeur de y dans l'équation (5) de la Note 
il pag. 216, et qu'on substitue ensuite dans l'équation 

-- 
on obtient les deux directrices * d  5, 1, 1, 1, 1, 1. En opkrant sur une de ces.droites, 
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't, 
-82. Si l'on considère un complexe quelconque, par exemple 

qui se transforme en lui-même par les permutations des 6 coordonnées, sa sur- 
face focale (Brennflache), se transforme aussi en elle-même, c'est ?z dire chaque 
point P de la surface détermine un groupe (P),, imcrit $ ta surface, de même 
qu'un plan ïi tangent à la surface détemine u.n -gioupe (&,i circonscrit. 

Cette surface a les mêmes prop&étt?s par ra~port  a m  15 tétraèdres .fonda- 
mentaux O,$, aux surfaces Gap et aux 10 surfaces SaPr. 

83. Soit dom6 un plan 1T; ses six pôles par rapport aux 6. complexes 
fondamentaux soient 1, 2, 3, 4, 5, 6. On a les théorèmes suivants: 

Thdorème CC. Les 15 coalples de directrices des 6 co.mp2ezes fondamen- 
taux coupent un plan ïi en deux groupes de 15 points T(ab), T'(ab),  situés 
deux à deux  su^ les 15 côtés de I'hexagrarnme H,  détermin6 par les six pôles 
1, 2 ,  3, 4, 5, 6 du plara ïï par rapport aux six complexes. 

Les deux points, par ex. T(i2),  T'(i4), divisent harmoniqzcerrzent le segment 12 (l). 

Théorème CCI. Les 30 points T(~b),-T'(ab) sont situés trois h trois sur 
les 60 droites d'intersection du plan ï ï  avec les 60 faces des 15 tétraèdres B E P .  

I ls sont aussi de 10 manières différentes les sommets de 6 quadrilatères, 
donnds par un des 10 sextuples de tétraèdres Q a g B a Y B p S I ,  QaOaxQ,x. 

I l  y a aussi 6 groupes de 5 de ces quadrilatères, dont les 30 sommets sont 
les 30 points T(ab)), T'(ab) (2). 

Ces 30 points ne forment thidemment pas la figure analogue à celle des 30 
points ,P:"', ,P'rk) du un." 74, car ceux-ci sorit situés 3 à 3 sur 80 droites et en 
outre les points P'l;ik) ne forment pas la même figure que les 15 points ,Prk', 
tandis que les points Tcab) ont les mêmes propriétés que les 15 points Tc"?. 

par exemple + d5, 1, 1, 1, 1, 1, toutes les substitutions des 5 indices 2 3 4 5 6 ,  elle reste inal- 
tbrée, tandis que les tétraèdres bRs se transforment en eux-mêmes, ou l'un dans I'autre, 
dom: Les droifes d ~ s  deus groztpds considérés coupent respectivem& les 15 féfraédres efi 
quatre point* d'un même rapport unharmonique. Uta poird d'une droite d'rrn des deux groupes 
donne un groupe de 360 points distribués 36 à 36 sur les 6 droites du groupe, et 360 plans 
passant 36 à6 36 par les mêmes droites. 

(') On sait que les pôles d'un plan par rapport à deux complexes linéaires de droites 
sont situés sur la droite qui joint les deux points d'intersection du plan avec les direc- 
trices des deux complexes, et on sait aussi que les pales divisent harm&iqiiement ces deux 

? .  . . pûinte (PL~CKKE,  1. c.). 
(=) Cela rosulte évidemment de la figure même des 15 tétraèdres BEP. 
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Théorème CCII. Les 10 surfaces de KLEIN Snpy rencontrent le plan II sui- 
vont les 10 coniques Zabc qui ont pour triangles conjugués deux triangles, dont 
les smamets sont trois de 6 points fondamenta.ux de E'hexagramme H ('). 

Tl~éorème CCIII. &es 6 quadrilatères des dix sestuples de points T ( a b )  

T ' ( a b )  sont respectivement conjugués par rapport auz 10 coniques Sabc (e). 
Théorème C C W .  Les 15 surfuces 8,,4 rencontrent le p1tr.n Ci szcivalzt 15 

conàqzces Bas. Par rapport à la conique O,, sont conjayués le triangle'A'i, (uoir 
le théor. CLXXXVIII) et le quadrilatère T(iz), T'(lP) > T(34), T@), T'(56). 

L a  surface Si,, a pour tétraèdres coujugués les tétraèdres O,,, O,,, O,,; qui 
sont donnés par les lignes horizontales et  verticales de (1). 

E n  rapportant toute la figure nu tétraèdre O,,, au moyen des formules de transformation 
entre les coordonnées pik bt gi (n.O 76), on trouve que le8 antres couples des directrices 13, 
15, 35; 24, 26, 46 ont les coordonnées: 

(') L a  surface S,,, ou S,,, correspond au couple des points de S T ~ I N E U  G,,,, Gd,, dant 
le symbole est: 

tandis que l'équation de la surface S,,, est: 

12 34 56 

45 61 23 

36 52 14 

y; -k y; + y; + y; - 0. 

On démontre facilement que cette surface contient les directrices des couples 13, 15, 35; 
24, 26, 46. (Voir A., S a p a  alcune notecoli coeg. ,  etc., 1. c., Mem. II.) Donc une surface 
Si,pr passe pur les directrices des six couples qui'ne sont pas compris dans le symbole corres- 
pondant (1). 

Maintenant coupons l a  figure avec le plan il. Les ljoints T("" T'(ab) situés sur les côtéa 
13, 15, 35; 24, 26, 46 de l'bexagramme des s i s  pôles, par ce qui précbde, appartiennent 
& la conique d'intersection du plan ï I  avec la surface Si,,. En conséquence, les points 1, 
3; 3 et 5 sont divisés harmoniquement par cette conique, c'est à dire que le point 3 a pour 
polaire la droite 15; de même pour les autres sommets des triangles 135, 246. On voit 
aussi que les indices a b c  des coniques 2: se  rapportent aux poiuts fondamentaux de l'hexa- 
gramme, tandis que les indices ap y des surfaces S de KLEIN se rapportent aux 6 indices 
des figures ïI. 

(') Cela rdaulte dvident par la figure même des t6trabdrea et de8 surface8 de KLEIN. 

(n.O 24). (1) 
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84. Thkorème CCP. Les pôles S(ab) S'(ab) du pian II  par ro~por t  aux 
deux complexes x, f xb = O sont situés sur les côtés ab de Z'l~exagramme H 
divisant harmoi-liquement les segments a b  et T ( a b )  T'(ab). 

Thdorème CCTI. Le pôle S(12sl du plan II  par rapport au complexe 
x, + x, + x3 = O est le point d'in tersection des trois droites 1 AS("), 2 S(13)7 3 S ( i 2 ) ,  

qui joignent les points fondamentaux 1, 2, 3 res~ectivement aux points S(23), 
, g i s ) ,  S(W, 

Thdorème CCVII. Le p61e S(i234) du plan II par rapport a1.t complexe 
x, + x, + x3 + x, = 0 est l'intersection des 4 droites 1 S(234), 2 Si") ,  3 8(i24), 
4 SiS'). Par ce point passent aussi les trois droites S(l2) S(34), S(13) S(24), S I 4 )  SP3). 

!L'liiéor?me CCVIII .  Le pôle S('9345) dzl plan II par rapport au complexe 
2, + x, + x3 + 2, + r, = O est l'intersection des 5 droites 

Par ce point passent aussi les 10 droites rS'(ab) S(cde) (a, b, C ,  d, e étant, iden- 
tiques à l'ordre près, aux indices 12345). 

Théorème CCIX. Le pôle S('23'56) du plan par rapport au complexe 
unité Zz,=O est le point de rencontre des 6 droites 

Par ce point passent en outre les 16 droites S(ab) S(cdef) et les 20 droites 
Scabc) Sdef) (abc de f étant, identiques à l'ordre prés, aux indices 123456). 

De même on peut obtenir les pôles par rapport aux autres complexes 

f X , * X , ~  X ~ ~ X ~ * X ~ & Z ~ = ~ .  t l>  
Les équations des 6 complexes polaires des 6 complexes fondamentaux par 
rapport au complexe unité sont: 

ces c9mplex;es sont naturellement deux à deux en involution. 
De même si l'on détermine les six complexes polaires par rapport B un quel- 

conque des autres complexes (1). 
On peut facilement construire les 6 pâles l', 2', 3') 4', 5') 6' du plan de 
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section il par rapport aux 6 complexes (2). Les droites 1 l', 22') 33', 44', 
5 5', Ci 6' doivent passer évidemment par le point S(1°3456) déjà d6terminé. La  
droite Il '  doit passer aussi, comme nous l'apprend le théorème précédent, par 
le point S(23"6). Étant A le point harmonique de S(934" par rapport aux points 1, 
S('4a456); le point 1'. est le point harmonique de A par rapport à 1 et S(ZS456)  e). 
Les 6 points l', 2', 3', 4', 6' déterminent un autre hexagramme H', qui est 
relié au premier par le pôle du complexe unité. En continuant à faire avec 
l'hexagramme R' les mêmes opérations indiquées dans les théorémes précé- 
dents pour l'hexagramme H, on ohtient un autre hexagramme Ru, et une 
suite. de nouveaux complexes et par conséquent d'hexagrammes, deux hexa- 
grammes consécutifs ayant les niêmes propriétés que E, H'. 

S i  Z'on donne en$lz au plan II des posit,ions spéciales par ruppozt aux 
tétraèdres Ba@ fonciameniaux, on obtient des hexagrammes spiciaux, qu'il serait 
intéressant d'4tudier. 

Autre extension des groupes de l'hexagramme pour 6 points 
d'une courbe gauche de 3"" ordre. 

85. Soient donnés 6 points 1, 2 ,  3, 4, 5, 6 d'une courbe gauche CS de 
3"" ordre. Nous avons donné déjà une extension des groupes de l'hexagrarnme 
dans le chapitre II, €j 7, en projetant les figures de l'espace à 5 dimensions RS 
sur l'espace à 3 dimensions. 

Les thécrèmes de CHASLES et CREMONA sur la Cs, obtenus au moyen, du théo- 

(') En effet, le point 5(a143" est le pôle du plan ï I  par rapport au complexe 

xi + xz + r3 + .r4 + x5 + x6 - x ,  = O, 

tandis que A est le pale du plan ïi par rapport au complexe 

X g + X s i - f 3 + i T 4  -4- T 5 + T 6 - t .  X , = O  
ou 

2 x, 3- 2, -t x, + I ,  1- T* + X6 = 0. 

On voit donc qrie le p81e 1' du plan ïi par rapport au complexe 

-2s,+s,f x3+r ,+a ,+r ,=0  

eet pr4cieement Je point harmonique de. A par rapport & 1,  aim. m. 
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rhme Be PASCAL, peuvent encore fournir par projection une qouvelle extension 
des propriétds de l'hexagramme. 

$tant donné un septihme point 7 quelconque de la courbe, les. trois points 
d~ achêma 

12 457 

23 576 

34 * 761 

ob les droites 12, 23, 84 rencontrent les plans 457, 576, 761  ont, d'aprés 
CHASLES) situes sur un plan passant par le point 7. CREMONA a démontré que 
si Je point 7 se dbplace sur la courbe, les plans correspondants pgssent par une 
sécante fixe p de la courbe C3, qui correspond donc à la droite de PASCAL de 
J'hexagone 1 2  345 6, que nous avons désignée aussi par le symbole A,,A,,. 

Qn obtient ainsi 60 secantes p, qui correspondent au 60 hexagones gauches 
de .Ça et -aux 60 droites de PABCAL. Elles peuvent être représentéee par les 
ri~êpes symboles que celles-ci. 

0x1 ddduit tout simplement par projection de l'hexagramme même (*) les 
théorhmes suivants : 

Théwème CCX. A trois droites de PASCAL, se rmotatrant en wn point 
4e S T ~ N E B  ov err sdn pint de KIRKMAN, correspondent trois shuntes p, situées 
sur UPC hyperboloide gui contient la courbe CS. 

AUX 20 p.nt8 de STEINER G et aux 60 points de KIRKMAN K correspondent 
respectivement 20 et 60 hyperboloTdes G, K. . 

Thorérne CCXI. A quatre points de STE~NER, situés sur une droite de 
STEINER-PLÜDKEB y+, correspondent 4 hy2ierboloïdes, qui se coupent suivunt une 
sécante g,p de CS. 

Théorème CCXII. A trois points de ,KIRKYAN situés dur une droite de 
CAYLEY capy correspondent trois iiyperboloi2es K, qui se rencontrent suivant 
une sécapzte capy de ta courbe C3. 

Théorème CCXIIL A quatre àruites de CAYLEY passafit par un.@t de 
SALMON Sap correspondent 4 sdcantes c ~ ,  situées sur .un hyperboEoZde. 

Thlorème CCXTV. Aux 6 figures TIE correspolzdelzt 6 figures de IO sé- 
cantes trois tc trois sur 10 hyperboloüles B, qui passent trois b trois par les 
IO ot?cantes p. 

(*) P'aprk !a reippzque faite an nP 6, une-courbe gauohe de 3- ordre est toujoura coti- 
tenue dans un espacs à S dimensions. 

Annali di Matmatka, tom0 XI. 30 
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Des systèmes [Zx], en nombre infini on déduit aussi par projection un 
nombre infini de systèmes de 60 sécantes x de CS et de 60 hyperboloïdes Z 
passant par l a  courbe C3- ' 1' 

J'ai donné ces théorèmes pour faire voir que l'on peut aussi généraliser les 
groupes de l'hexagramme de cette manière pour la CS. 

On peut aussi faire correspondre aux triangles Aap, par ex. 12.34  56 l'hy- 
perboloïde déterminé par les côtés 12, 34, 56 de l'hexagone de CS. On a 
alors 15 hyperboloïdes AaB. Ils se coupent' deux à deux suivant 60 courbes de 
4me ordre, qui passent toutes par les 6 sommets de l'hexagsone. un point 
de STEINER OU à un point de KIRKMAX oorrespondent deux points, etc. 

Si nous projetons l'hexagone 1, 2,  3, 4, 5, 6 de CS par un point.quelconque 
S, sur un plan, on obtient sur ce plan 6 points, qu'on peut regarder en gé- 
néral comme quelconque. Au moyen de la géométrie descriptive, nous pouvons 
aussi déterminer les projections p' des 60 droites pl c' des 20 droites c, et g' 
des 15 droites g. De mbme, o n  peut construire les contours .apparents des 20 
hyperboloïdes G et des 60 hyperboloïdes K, qui sont simplement  de^ coniques 
touchant respectivement trois droites p'. Leei coniques S touchent aussi 4 & 4 
les droites g' et les coniques K touchent trois à trois les 20 droites c'. 

On voit que cela donne aussi une extension des groupes de l'hexagramme 
pour 6 points quelconques du plan. Ces six points se rdduisent h 5 lomqu'on 
prend le point de projection 8, sur un des 15 côtés de l'hexagrarnme de CS. 
La courbe même est projetée sur une courbe rationnelle de 3"" ordre CP3 (i). 

l'héorbme analogue B celui de Pascal 
pour 8 points de la courbe rationnelle du 4"" ordre 

dans l'espace B 4 dimensions. - corollaire (r). 

86. Cette courbe est déterminée par 7 points quelconques de l'espace R,: 
Soit 8 un autre point de la courbe et considérons l'octagone 12345 678, et 

(1) On voit clairement par ce qui précAde, que la méthode trhs simpIe que j'ai 5d6veloppée 
dans ce paragraphe n'a rien à faire aveo les méthodes que j'ai développéea -daas les para. 
graphes précédents. 

($) A., Math. Annalen, vol. 19, 1. c. On trouve développ6 dans ce Mémoire les propriétks 
principales des oonrbee rationnelles d'un espace de dimensions quelconques.' Le th6ordme que 
je donne ici se déduit par projection de lu propriété de 7 points d'une cubique gauche. 
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formons le schêma 
123 - 567 =AT ' \ 

On voit que les quatre points A r ,  A:], A'" O , A:', où se rencontrent respecti- 
vement, les plans 15-3, 567, etc. des couples (1) (car dans Rc deux plans en 
gbnéral se rencontrent seulement en un point), forment un cycle; c'est à dire 
que si l'on continue B former, en partant de 456.812, un autre couple de plans 
de la même manière qu'on a forme le second couple du premier, ou le troi- 
sième du second, on obtient le premier couple. Ce schêma a donc les mêmes 
propriétés que le schêma 

1 2 . 4 5  

de la droite de PASCAL de l'hexagone 1 2  3 4 5 6 dans le plan ' K .  
On peut démontrer le théorème suivant: 

Thkorème CCV. Si 1 2 3 4 5 6 7 8 sont huit points quelconques de la courbe 
rationnelle C4 duns l'espace à 4 dimensions RA et que l'on forme le schêma 

456 .812 

les quatre points A?, A:, A::, A'," ob se rencontrent respectivement les plans 
des quatre couples du schênan formekt un tétraèdre, dortt tes 4 faces coupent 
les diagonales 15, 26, 37, 43 de l'octagone. 

Le 4 points déterminent un espace S, à trois dimensions. Dans tout l'octa- 
gramme il y a 2520 de ces espaces. 

Corollaire. Si les droites 12, 34, 56, 78 sont tangentes à, la courbe C4, 
les. quatre points A!,", A r ,  Al3' O 7 A;) sont situés sur un plan, qui ne passe par 
Érzccvn ,des 4 poi@ de contact, et qui n'est pas contenu .dans l'espace à trois 
dimensions dPtermké par ces quatre points. 
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Ces théorèmes se laissent aussi étendre aux courbes ratisnneflea Ce, Ca,. . . 
Czm des espaces Re, R,, . . . R,,. Dès lors le passage de C'm à C9m+4 se fait 
comme dans le théorème CHASLES-CREMONA pour C v u ' o n  déduit de C" La 
projection dans R, et R, donne des thdorèmes pour les courbes rationnelles ('). 

Leipzig, juillet 1881. 

A D D I T I O N ,  

87. Dans le groupe 1 des triangles A,,, n." 49, il y a auesi les trois 
groupes suivants : 

VIII* 1,  (12)) (34), (56), (12) (34), (12) (56), (34) (56). 

Dans le groupe I il y a ulz seul de ces groupes, et il ne peut pas être egendrd 
par deux substitutions. On peut E7engender par trois subs~itutions, par es. 

(Wl  (12) (341, (12)(56). 

VIIIq * 1, ( 162% ( W 2 5 )  (341, ( W V ,  (15261, 

(34) (5% (15) (26) (34h (12) (34). 

Ce groupepeut être engendré par deux substitutions, par ex. (1625)) (16)(25)(34). 
Dans le groupe I il y u trois de ces groupes. 

Ce groupe contient 8 szibstitutions paires et 8 impaires, et il ha peut pas être 
engendré par deux substitutions. Dans le groupe 1 il y a trois de ces groupes. 

Dans le groupe des points de STEINER, par ex. XVIII, est contenu le groupe 

(') J'ai démontrd dans mon Mémoire des Math. Annalen, Y. o., que d'une courbe ration- 
nelle Cu de Rn on deduit par projection toutes les esphces des coiirbee rationoellea de n* 
ou d'un ordre moindre de l'espace RS et du plan. 
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suivant des 18 substitutions : 

Ce groupe peut être engendrd par deux substitutions, par ex. (135)) (123456) 
ou biera (135), (12)(34)(56). IZ contient 9 substitutiolzs paires et 9 impaires. 

Dans te groupe XVIII il y a deuz de ces groupes. 
Une chose très utile B faire ce serait d'étudier les groupes géométriques, que 

nous venons de trouver, par fa méthode synthétique, et comme celle-ci rend les 
choses plus visibles, on pourra trouver peut-être des théorèmes sur ces groupes 
qui échappent 9. l'analyse et qui auront leurs correspondants dans la théorie 
des substitntiond. 
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Intorno ad una congruenza 
di modulo primo. 

w = p q + l  

un'intero primo, p e q  interi, e 2, B, C parimente interi e nessuno di essi 
divisibile per m , in questa Nota, mi propongo di stabilire le condizioni , nece? 
sarie e sufficienti, onde la congruenza 

A x p + B y q + C = O  (mod m )  ( 1 )  

possa essere soddisfatta non 'assegnando ad x  e ad y che soli valori interi, e 
poi, ne1 cas0 che cib sia possibile, di esporre un metodo il quale permetta di 
abbreviare alquanto la serie dei calcoli diretti alla determinazione dei valori 
interi di x  e di y che la verificano. 

In primo luogo è evidente'che, se la (1) è soddisfatta dalla coppia di valori 

z ~ b ,  y=a (mod m) 

assegnati ad x e ad y, necessariamente ne seguiri che la congruenza 

A z + B ~ , + C ~ O  (mod m) (2) 

gara essa pure verificata da 
- 

z= bp ,  x,= a9 (mod m). 

Ed osservando che quando b ed a sono interi diversi da zero si ha pure 

- 1  x f - 1 ~ 0  (mod m) (3) 

ne risulterà che x non potrà ricevere che dei valori compresi fra i seguenti 

h,= O, hl,  h , . .  b, (mod m) 
Annali d i  Matematica, tom0 XI. 31 
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238 Piuma: Intorno ad zcna congruenaa di modulo primo. 

rappresentando con 
hi ,  È12) ..* hq 

le q  radici incongrue della prima fra le (3), meiitre xi non potrà ricevere che 
dei valori compresi fra i seguenti 

dove 

rappresentano le p radici incongrue della seconda delle (3). 
E reciprocamente quando si abbia 

A h, + B kg + CE O (rnod rn) 
essendo 

O ,  O (modm) 
* 

potremo soddisfare alla (1) sostituendo ad x e ad y valori interi i quali saranno 
rkpettivamente le radici delle due congruenze 

X P E ~ , ~  yq=kv (mod m) 

le quali in virtù delle fatte ipotesi sono sempre possibili. 
Facciamo ora 

A ~ , + B ~ , + C E C Z , , ,  (modm) 

rappresentando con a,, , il minimo residuo positivo del trinomio, contenuto ne1 
primo membro, rispetto al rnodulo m, avendo, qui, corne ne1 seguito di questa 
Nota, Tt, e JCU il significato che loro abbiamo sopra attribuito, cioè essendo h, 
radice della prima fra le (3) O zero, e IE, essendo zero ovvero radice della se- 
conda delle (3). , 

Con questa convenzioiie circa la notaaione è facile vedere che, onde la (1) 
possa essere soddisfatta da valori interi per x e per y, sa& condizione neces- 
saria e sufficiente che, per una O più fra le ( p +  l ) ( q  + 1) combinazioni dei 
p + 1 valori, 0, 1, 2 ,  ... p che pub ricevere v e pei q + 1 valori O, 1, 2 ,... 
q che pub 

Cib posto, 
nendo cioè 
ed in una 

ricevere u,  si abbia 
Clu,, =o. 

. -  . 

radunando le diverse a,,, cos1 ottenute ne1 quadro seguente, riu- 
in una stessa linea quelle tra loro che hanno eguale il primo indice, 
stessa colonna quelle de* che hanno eguale il secondo indice 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Piu m a : Ifitorno ad una congruenxa di modulo primo, 239 

Per quel10 che abbiamo visto sopra, condizione necessaria e sufficiente alla pos- 
sibilith della (1) sarà evidentemente questa, cioè che il prodotto di tutte le a,,, 

contenute ne1 quadro precedente sia eguale a zero. 
Questo prodotto pub essere ottenuto in ciascuna dei due diversi modi se- 

guenti, cioè: 8 

1." Moltiplicando tra loro tutte le a%,, contenute in ciascuua linea, e poi 
tra di loro i prodotti cod ottenuti; 

2." Moltiplicando tra loro tutte le a,, , contenute in ciascuna colonna e 
poi tra loro i prodotti cosi ottenuti. 

Per  ta1 modo ponendo da prima 

a u , ,  *a,,z... a,,P 

si ottiene 

1 c + A hW\ ((C+ A hu)p  - (- B)pJ (mod m) 

e poi ponendo similmente 

yu=40,v'al,v . "2,u.-• "q ,  v 

si ottiene 
yu~IC$Rkv]j(C+BJG9)4-(-A)q1 (modm). 

Ed indicando con P il prodotto di tutte. le a,,* avremo col primo metodo 

e col secondo 

E d  a cib P sia eguale a zero, sarà necessario e sufficiente che i secondi mernbri 
delle due congruenze precedenti sieno di~isibili pei 9n; quindi che abbia luogo 
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una almeno delle congruenze 

Cq-(- A)~EO,  (C+ Ah$-(- B ) p r O ,  

(C+Ah,)p-(-B)p=O, ... (C+Ahq)p-(-B)PEO, (mod rn) 

poichè per ipotesi C non è divisibile per m. Ovvero, cib che torna 10 stesso, 
che 10 sia una almeno tra le 

CP- ( -B)kO,  (C+ Bk,)q-(-A)q~0, 

(C+Bk,)q-(-A)qrO, ... (C+Bkp)q-(-A)q=O (mod na). 
Da cib risulta che se alcune delle congruenze del primo sistema sono verificate 
10 saranno pure alcune del secondo. Ma questa relazione che hanno tra loro 
i due precedenti si~temi di congruenze (4) e (5) pub essere maggiormente pre- 
cisata. 

Risulta infatti, da una semplicissitna osservazione, la, quale ci gioverà ancora 
sotto un altro punto di viata, che il numero il quale esprime quante delle con- 
gruenze del sistema (4) sono soddisfatte, esprimer& pure quante di verificate ve 
ne hanno nel17a.ltro sistema (5). 

L'osservazione, della quale qui intendo parlare, è la seguente: per la (2) ad 
ogni valore di x ne corrisponde uno ed un solo di x ,  e reciprocamente; corne 
per la (1) ad ogni valore di xp ne corrisponde uno ed un solo di yn e recipro- 
camente, e se si ha z=xp si avrh pure xi = yq e reciprocamente, ben'inteso 
sempre prescindendo da multipli del inodulo nz. 

Ora se una delle (4) è verificata converrà distinguere due casi, quel10 cioè 
pel quale sia verificata la 

Cq-(- A)q=O (mod m) 

ovvero 10 sia alcuna delle restanti tutte della forma 

Nel primo 'caso si vede che dovria aver luogo una congruenza della forma 

onde sarà 
Ah,+ C-O (mod m) 

quindi conservando le notazioni fin qui adoperate sarà 

k a O (rnod rn) 

la quale riduce la (1) alla 
Ablî+Ç=O (modm) ,  
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e la (2) alla 
A z + C _ O  (modm) 

e da1 confronta di queste due ultime congruenze ne risulterà la 

z ~ b ~  , (mod m) 
e per la (6) 

x = A, r b p  (mod m) 

con che resta determinato il valore di h, che in unione del valore k , r O  
(mod m) soddisfanno alla (Z), dai quali poi si possono dedurre i valori a i  b, ed 
a che sostituiti ad x e ad y soddisfanno la (l), ma questa coppia di valori 
&-I O (mod m) e quello di h, che ne abbiamo dedotto soddisfanno iure e so- 
lamente alla seconda delle (5), quindi in questo caso ad una congruenza veri- 
ficata ne1 primo sistema ne corrisponde una ed una sola di verificata ne1 secoiido., 

Ne1 secondo caso si vede che se si ha 

dovrà ëssere verificafa una almeno delle congruenze 

A h s $ B k v + C ~ O  (modm) 

facendo percorrere ad r la serie dei valori- 1 ,  2 , r . .  p. L'ultima congruenza, 
dato h,, determina completamente k, ad un multiplo presso di m, quindi deter- 
mina completamente r ,  pes cui una sola delle congruenze nelle quali si scinde 
la (7) potrà essere verificata, ed allora con metodo analogo a quello tenuto r e ~  
lativamente al primo caso si vede che ad ognuna delle congruenze (4) verificata, 
ne corrisponde una ed una xola di soddisfatte fra le (5). Da cib risulta chiara- 
mepte la. proposizione che abbiamo enunziata. - .. . 

La stessa osservazione; e le conseguenze che da essa abbiamo dedotte fannp 
vgdere, che onde ottenere tutte le soluzioni della (1) si pub, per ritrovarle, 
adoperare il metodo seguente. 

Risoluta una delle due congruenze (3) (nella pratica--credo più conveniente 
in generale risolvere quella, di grado inferiore) ad esempio la 

xn-1-0 (mod riz) 

e determinate cos) le 

h a 4 4  hi ,  hp, ... hq 

si osserverà se fra le congruenze 
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nella seconda delle quali si faccia percorrere ad u la serie di valori O ,  1, 
2,. .. q ,  ve ne sieno di soddisfatte. 

Ne1 caso non ve ne sieno sarh impossibile risolvere la (1) ne1 modo ricliiesto; 
se poi si avesse 

Cq - (- A)q G O (mod m) 

la (2) sarebbe verificata da 
zi = O (mod m) 

insieme con 
Ax+C-O (modnz), 

dalla quale si ricava il valore 

z r  h,  (mod m) 

e da esse si deduce che sarh 

a r O  (modm) 

insieme con b eguale ad una qualunque delle p radici di 

zf - h ,  0 (mod m). 
Quando poi si avesse 

(C+Ah,)p-(-B)PEO (modm) 
Ta congruenza 

A h u $ B ~ , + C - O  (modm) 

determinerebbe un valore di 

x , ~ k ,  (mod m) 

e tutti i sistemi di valori di x e di y che soddisfanno alla (1) sarebbero dati 
dalle combinazioni, per x di ciascuna delle radici della congruenza 

xg-h ,=0  (modm) 

con ciasouna delIe radici della congrilenza 

y:-k,=O (modm) 
Per Y- 

Sia ad esempio da risolvere la congruenza 

Risolvendo la congruenza 
2"-1-0 (mod 31) 
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otterremo 

h,rO,  h l ,  h , 2 ,  h,=4, h,=8, h,=16 (mod 31) 

per cui , 
? & , ~ 4  (mod31) 

sarh il solo valore possibile di h,, per&è esso 6 il solo che soddisfaccia ad 
una delle congruenze (4); la (2) ci fornirà poi 

kv=6 (mod31) 
e le 

x:-4=O, y : - 6 2  (mod 31) 

ci daranno quindi pei valori di b e di a che smtituiti al luogo di x e di y 
soddisfanno la (1) la serie di valori 

b=4, 7, 11, 20, 24, 27 j 
(mod 31). 

a ~ l l ,  13, 21, 22, 26 j 
Per fare un'applicazione, di ordine pih generale, dei risultati precedentemente 
ottenuti, supporremo ora 

q=2. - 

Percib ohe sopra si è stabilito dovremo osservare, in questo caso, se tra le .con- 
gruenze . 

C 2 - ( - A ) 2 ~ 0 ,  Cp-(-B)p=O,  (C+A)Y-(-B)PEO~) 
( C - A - ( - O  (modm) ) (9) 

ve ne sien0 O na di verjficate, ne1 secondo caso la (1) non pub essere soddis- 
fatta sostituendo ad x e ad y valori interi, ne1 primo pub essere verificatn asse- 
gnando ad x e ad y valori interi, onde si avrà il seguente: 

Te0vem.a. Essendo m un intero primo- e 

m = 2 p + 1 ,  
la congruenza 

A ~ P  + By*+ C- O (mod m) 

sarà possibile quando uno dei due .numeri 

si8 divisibile per m, ovvero quando fra i prodotti 

ve ne ~ i a n o  dei residui quadratici di m. 
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In  tutti gli altri casi essa sarB impossibile. 
Nulla è a dire quanto alle condizioni relative a 

C + A ,  C - A  

cioè che uno dei due eiia divisibile per m ,  poichè da questa si ricava la relazione 

Ct-(-A)e=O (modm). 

Quanto all'altra deducendo le congruenze delle ipotesi fatte si avrà 

i segni superiori essendo relativi al cas0 del residuo e gli inferiori a quelli del 
non residuo. Osserviamo che si ha sempre 

(- B)Y = 1 (mod m), 

per oui dalle congruenze precedenti risulterà 

CP=+(:B)P, (C+A)P-&(-B)P, (C-A)p=f(-B)p (modm) 

le quali ne1 cas0 del non residuo escludono rispettivamente Ie. 

CP-(-B)p=O, (C+A)p-(-B)p=O, (C-A)P-(-B)PrO (mod m) 

e ne1 cas0 del residuo fanno vedere che quelle delle (9) che loro corrisponde 
sono verificate. 

Da questo teorema risulta immediatamente il seguente: 
Cwollario. Con valori interi di x e di y, il trinomio 

A x 3 + B y 2 + C  (10) 

pub sempre essere reso divisibile per 7, quando nessuno degli interi A, B, C 
sia divisibile per questo nomero (*). 

Infatti dietro le fatte ipotesi poichè nè A ,  nè C sono divisibili per 7, C, 
C +  A, C- A sono tra loro incongrui rispetto al modulo 7. Per quel che si 
è visto, onde fosse impossibile rendere divisibile per 7, con valori interi attri- 
buiti ad z e ad y, il trinomio (10) sarebbe in primo luogo necessario che nes- 
suno dei numeri 

C + A ,  C - A  
fosse divisibile per 7. 

(*) Questo corollario é la questione n O 1404 proposta da1 sig. PELLET ne1 fasoicolo di 
luglio 1882 dei Nouvelles Annales de mathématique. 
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Quando cib si verificasse perchè il detto trinomio (10) non potesse ne1 modo 
richiesto essere reso divisibile per 7 snrebbe necessario, quantunque non suffi- 
ciente, che 

C- A 

fossero tutti residui O tutti non residui quadratici di 7, per cui ne1 primo cas0 
questi numeri dovrebbero essere le tre radici della congruenza 

x3-1-0 (mod7) 

e ne1 secondo essi dovrebbero essere le tre radici della 

xi+l-O (mod7) 

per cui in entrambi i casi la loro somma dovrebbe essere divisibile per 7. Ma 
la somma di queste tre quantità riducendosi a 

3C 

e se ne dedurrebbe che C dovrebbe essere divisibile per 7 cib che F: contro le 
fatte ipotesi, e da cib consegue la verità del corollario enuncia.to. 

Da1 Bosco presso Pontedecimo, 29 luglio 1882. 

Annazi di  Matetnaiica, tom0 XI. 
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An extension of a theorem 
of Legendre's. 

[By JOHN C. MALET, Cork (Ireland).] 

I n  thia mernoir I use the fdlowing notation 

where 
r 2  m = - - m - 1 ,  8: '=1-k  

n 
and 

l+m>O, l + m l > O .  
We have evidently 

X- 
d F  " Sine8 Cosnt 8 cl 8 

Na=J - n+l 

(1 - kSino8) 
O 

and we easily find 

(1 - k: SinS6)" 
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where 
A =  1 -kSine8. 

Hence we have 

we have also 
dB n-1 -- - - (E- F). 
d 1; 12 /G 

Eliminating E between these equations and writing u for F in the result we 
get the differential equation , 

This equation being unaltered by changing m to m' and k to k', the complete 
solution is 

u = C,F+ C2P' 

where Ci and C, are arbjtrary constants. 
Now if the solutions of the linear differential equation 

be y =y, and y - y, we may easily prove the relation 

where C is a constant. In  the case of equation (A) this gives, after some re- 
duction, 

m m' 

k ~ k ~ ~[(i-~')F ~+(1-m)k~'-2 

C being independent of k. 
To determine the value of C; write the relation 
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Now in the first case if m' is negative we find when k.= 1 

which is finite; therefore when m' is negative when k= 1 we have 

In the second case suppose m' to  be positive, we have as before when k= 1 

and transforming 
X 

dt , CosmOd61 . B=s O (1 - $ ~ i n l 8 ) n  1 

by the substitution 
Cos ? 

Sine = 
d l  - 1; Sin2? 

we find 

which gives for k = 1 

which is finite when m' is positive, therefore in this case also 

when k= 1. 
Now we have 

-r 
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hence as 

we find 

therefore 

which is 

before putting 
Cos ql Sine = 

1 - k Sinzp, 

O 

for k = 1 

12 C therefore the value of -. 
2 

To express C in terms of Eulerian Integrals, we have 

Henoe 

and we have 
m m' 

k " k ' ~ l ( 1  - I ~ ' ) F ' E + ( I   FE'- 2 ( 1-- ~)PF~I= 

r (Y) I- (Y) 
J;; -. 

(B) 

2 1L . (T) 
- 

If m = O, C =  i, therefore from symmetry if m' = O C must also become equal 
- 

to t ;  which easily is proved directly from the equation 
m 

k ~ l ~ ' ~ + ( l  - ~ ) F E ' - ~ ( ~ - ; ) F F ' ] =  c 
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which by putting k= 1 reduces without difficulty to 

If therefore m=O or m'=O equation (B) becomes 

If m = O and m' = O ,  then n  = 2 and we have Legendre's well known relation 
between complete elliptic integrals of the first and second kind with comple- 
mentary moduli. 

If m' + 1 = 0 F' = zc is no longer a solution of equation (A), but in this 
1 

case the equation is sati~fied by zc -?; and the complete solution is - 
lu " 

Cz u = C , F + - j -  - 
fi 

a where we suppose - + 1 >O. 
12 

In this case by the application of (1) we find 

2 % E +  [ 2 ( 1 - n ) + ( w - 2 ) k j F = C i l - k  

C being independent of k. 
Putting k =  O we find 

n - 

O 

Hence we derive the formula 
2 

Z n-l 

2 9  CosT8(1 - kSin26)'d6 + 12(1 - f i )  +(n  - 2 ) 4  
v C o F  0 a 0 s - 

1 - - 
(1 - 1c Sin2 O ) n  

O O 

In general zc- k~ is a solution of equation ( A )  provided that 

2 p + m = O  and ( n p + 1 ) ( 2 p + 1 ) = 0  
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1 
hence we see that if m = 1 then u =- satisfies the equation; in fact in this 

d E  
case we find 

In this case then without any restriction as to n,  the complete sol 

From which as before we find 
n-1 

( 3 n - 2 ) E - 2 ( 1 i - l ) F = ~ ( l - k ) ~  

putting k = 1 we get C =  n, hence the theorem 

In the remainder of this memoir 1 shall sometimes have to put in evidence the 
indices m, n ,  rn' and 1 shall then write F, E, F', E'  as follows F(m, n), 
E(m, n), F'(mi, f i ) ,  E1(ml, f i )  or when n remains unchanged P(w), E(m), 
F' (m'),. E' (m'). 

n If now in equation (A)  we change n to - 
1 - 1 1  

and suppose m to remain 

unaltered we get the equation 

of which the complek solution must evidently be 

provided that in this case we have 1 + rn > 0 and m' - 1 > 0, 
. In place of the solution u = Ef(w'- 2)  we may derive another as follows. 

We have 
d P' 292k(1 -A)-=fi(.m - 1)E'-n(m- k)F' 
d k  
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Now put 
a (fa - 1)  u=ÀEr+F' vhere A =  
2(n-1) 

and we find without difficulty 

t 

Eliminating E' between this equation and 

n ( 1 - k . ) ~ = ( > r - l ) [ u - ( l + ~ . ) ~ ~ ]  d ," 

we find 

which is equation (C). 
Hence the complete solution of (C) when 1 +- m> 0 and 1 + m' > O may 

be written 

u = C, E(w) +- C, 
2(n- 1) 

If therefore m' - 1 > 0 and also m' + 1 > 0 then we should have, A being a 
constant, 

AE'(m'- 2) ==2(n- l)F'(rrz') +n(m- l)Ef(rn') 

a result which is easily verified thus 

cl n-1 

- d 0 . [cosm1-l û s in  û (1 - k' S~PB)T/ = 

1 
ra-1 11 - m')  COS^'-^ û 4- (1 - m) Cosmf 0 (1 - k' Sin2B)Y + 2 (1 - 1 2 )  COS"%' 6 

98 1 - 
(1 - 7;' Sint O)" - 

Hence integrating between O and we have 

This solution of (C) enables us to integrate equation (A)  when 1 +m'<O pro- 
vjded that we have as before 1 + m) 0 and also 3 + m') 0. 

The integration may Be performed as follows. 
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In equation (A)  
d'zc cl i l  2 n k ( l - k ) -  dk2 + I ( m + 2 ) n - ( 3 n + 2 ) k l z - u = O  

12' change la to - 
1 - ?d a.nd as before the equation becomes 

d2u d u  
2n1k(1-Xi)- dk" + /(m +2)n ' - (2+n' )k1-+(n ' -  d lû I ) U = : O  

which is satisfied by 

where, 
12 nt = - 2 

9 mu=-- 2 
1 + 12' n z - 1 = - - m + 1  12 

and rnu+l>O or m1+3>0. Now 

From previous results we may readily prove 
T 

2 k ~ '   COS^^'+^ 0 d 4 - 1 = (n(m-2)-(n-2)k1F'(rn1 $ 2 ) + n ( 3 - m ) E 1 ( ? d  + 2). 
(1 - L' Sine 0)" 

O 

Hence when m'+ 1 < O  the solution of (A)  is 

provided that 
m + l > O ,  m f + 3 > 0 .  

Hence also if 
nz.+1<0, nz'+1<0 

A~tnali  di Mafematz'ca, tom0 XI. 
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the solution of (A)  is 

provided that 
rn+3>0, m f + 3 > 0 .  

Jnne 22d 1882. 
Queens College. 
Cork (Ireland). 
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Sulla risolvente di Lagrange 
p e r  le equazioni di grado primo 

risolvi bili per radicali. 

(Nota di LUICII BIANCHI, in Pisa.) 

N e 1  volume PO degli Annali di matematica, pag. 102, il prof. BETT~ ha di- 
mostrato che se un'equazione di grado primo p è risolvibile per radicali, la 
risolvente di LAGRANGE, oltre il fattore lineare. razionale, ha sempre anche 
y (p -  1)- 1 fattori razionali di grado p, dove p sta ad indicare la solita fun- 
zione della teoria dei numeri. La presente Nota ha per iscopo di completare 
e generalizzare quel teorema, ' mostrando che quei cp(p - 1) - 1 fattori sono 
gli unici fattori razionali di grado p e trovando in qua1 modo si spezza la parte 
residua della risolvente. 

1. Ricordiamo che se un'equazione irreduttibile di grado primo p é risol- 
vibile per radicali, il suo gruppo consta delle p(p-  1) sostituzioni lineari 

u'=ai,+b (mod p) a=1, 2 ,  ... p-1 ) 
a=o, 1, 2 ,  ... p-i ) (1) 

effettuate sugli indici delle radici 

Questo gruppo, Che indicheremo con Gpc,-,,, Io diremo, seguendo una deno- 
minazione adottata, gvuppo metaciclico e chiameremo invece gruppo ciclico rp 
il gruppo format0 dalle p sostituzioni 

u ' = v + b  (mod p) b=O, 1, 2 ,... p-1.  

In generale i l  gruppo della nostra equazione coinciderà, corne si B detto sopra, 
col gruppo totale metaciclico, ma potrh anche esserne soltanto un sottogruppo 
d'ordine p8, dove 6 2! un divisore qualunque di p - 1. Noi considerererno d a p  
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prima il caso generale e i risultati ottenuti saranno poi facilmente estendibili 
anche agli altri. 

Le sostituzioni del gruppo metaciclico si possono porre sotto una forma più 
adatta al nostro scopo della forma lineare (1). Indicando con y una radice pri- 
rnitiva (mod p) e posto 

cosicchè S è una sostituzione ciclica a periodo p (le cui p potenze formano il 
gruppo ciclico rp) ed U una sostituzione ciclica a periodo p - 1, 1 .  sostituzioni 
del gruppo nietaciclico Gp(p-r) sono date dalla formola 

U" ss, (3) 

dove a percorre un sistemst complet0 di resti (mod p- 1) e P un analogo si- 
stema (mod p). 

Il gruppo ciclico rP= (1, S, SZ ,... S p - l )  e I'altro r,,=(l, U, U", ... UP y )  

sono permutabili e si ha la formola 

U" Sa = Spi Va, dove p, - P3" (mod p) (*). (4) 

Dalla (4) segue facilmente la formola seguente, di cui dovremo fare uso 

(U" sp)r = ~'a~p(i+~-'+~-'~+. .+g-"'-l ") 

ossia 

2. Cib posto, sia y, una funzione razionale delle p radici x , x , x , .  ..xp-,, 
il cui gruppo sia il gruppo metaciclico e i cui 1 . 2 . 3 .  . (p - 2) valori algebri- 
caniente distinti 10 siano anche numericamente, sicchè la risolvente di LAGRANGE 
con essa costruita abbia tutte le radici 

' Y i  yzys.. . y n ( ~ - g )  

distinte. 
(6) 

Se nella serie (6) delle y eseguiamo uns sostituzione qualunque del gruppo 
metaciclico sulle x,  l'effetto prodotto sarà una sostituzione sulle y, cosicchè al 
gruppo metaciclico sulle x corrisponderà un gruppo isomorfo H sulle y (""1. 
Questo gruppo H è certamente intransitive perchè non sposta y,; ne segue che 

(*) Vedi per es. SERRET: Algèbre supt?rieure, 3 436. 
(**) Le oonsiderazioni qui svolte valgono per qualunque gruppo e qui vengono ripetute 

solo per maggior chiarezza di quel che segue. Cf, per es. NETTO: Substitutionen-Theorie, 8 89. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



pev le equazioni d i  grado primo risolvibili per radicali. 257 

le y si aggruppano in sistemi, sui quali le sostituzioni di H operano transiti- 
vamente. Se 

Yi, YiP a Yi,. (7) 

è uno di tali skterni, le sostituzioni del gruppo metaciclico, effettuate sulla serie 
(7), non fanno che scambiare fra loro quegli r valori y, e siccome operano 
transitivamente sulla ~ierie stessa, ne segue che il fattore corrispondente 

dclla risolvente di LAGRAN~E 13 razionalmente noto, ma irreduttibile. La  ricerca 
dei fattori irreduttibili della risolvente di LAGRAN~E equivale adunque perfetta- 
mente a quella dei sistemi di transitiuità, in cui si aggruppano le y della serie 
(6) rispetto al gruppo metaciclico. 

Cib posto, indichiamo con Tg,  il valore y della serie (6) che si ottiene da 
y, ,  effettuando in essa la sostituzione qualunque-T all'infuori del gruppo me- 
taciclico. Bllora, se fra le p ( p -  1) sostituzioni del gruppo metaciclico ve ne 
sono r (forrnanti un gruppo A) che lasciano invariato Ty,, i valori distinti, 
che risulteranno da Tyi, applicandovi le sostituzioni del gruppo metaciclico, 

saïanno 'P - l' e tale sarh quindi il grado di quel fattore irreduttibile della 
'P 

risolvente di LAGRANGE, che contiene corne radice Tyi. Ma se V è una sosti- 
tuzione di quel sottogruppo h del gruppo metaciclico, che lascia invariato Ty,,  
ne segue 

V T .  y, = T g i  

T - 'VT.y ,=y ,  

e quindi T-'VT, lasciando y, invariata, appartiene 81 gruppo metaciclico. 
Questo sottogruppo A non pub contenere alcuna potenza di S, poichè se 

appaïtenesse al gruppo metaciclico, essendo a periodo p, sarebbe un'altra po- 
tenza di S e T stessa apparterebbe quindi, contro l'ipotesi, al gruppo meta- 
ciclico (*). L'ordine r di questo sottogruppo non potrà quindi essere divisibile 

P - 1  per p e sarà percib un divisore di p- 1, che indicheremo con -. 
6 

Il grado del fattore irreduttitile corrispondelzte sarà allora p8. 
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3. Indicando in generale con V le sostituzioni del gruppo metaciclico, è 
chiaro che due sostituzioni T, T, all'infuori di questo gruppo, legate fra loro 
da una relazione della forma 

Ti= ViTVk, (8) 

danno luogo al medesimo fattore irreduttibile della risolvente di LAGRANGE. Re- 
ciprocamente, se danno luogo al medesimo fattore irreduttibile, dehbono essere 
legate da una relazione della forma (8), poichè allora si ha necessariamente 

quindi Tii ViT è una sostituzione del gruppo metaciclico che possiamo indi- 
cnre con Vii; ne segue 

Tii vi T = V L ~  
ossia la (8). 

Due tali sostituzioni T,, T si diranno equivalenti rispetto al gruppo meta- 
ciclico od anche semplicemente equivalenti ed è chiaro che pel nostro scopo 
potremo sempre sostituire ad una sostituzione T qualunque sostituzione equi- 
valente. 
- Essendo ora T una sostituzione qualunque, supponiamo che il sottogruppo 
corrispondente A (n." 2) contenga una sostituzione UaSB; dico che: 

Sipub sostituwe a T unu sostz'tux2one equivalente Ti tale che tael sottogwppo 
corrispondente a T, entri Ua. 

Per cib basterà porre 
Ti = Ua4 .SI% T 

e determinare cc,, pi in modo clie 

appartenga al gruppo metaciclico. Ma siccome per ipotesi T-'(UaSB) T vi ap- 
partiene, basterà che si abbia 

S - P l  ?y" SPI = Ua SB, 
ossia per la (4) 

U" sMi-iUi = SB, 
da cui 

pl(1 -g-a)=p (mod p) 

e siccome non pub essere a - O (mod p - 1) (n." 2), avremo di qui un valore 
perfettaniente determinato per B , ,  il che dimostra la proprietà enunciata. 
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(Osservaîione. Il valoie di a, resta arbitrario e cib è naturale perchè 

qualunque sia a,). 

Possiamo dunque limitarci a considerare quelle sostituzioni T, il cui sotto- 
17 - 1 

gruppo corrispondente A (n." 2) di ordine contenga unn potenza di TJ 

e quindi un intero sottogruppo 
&'-1) ..l 

1, U", U2J+ (9) 

di , dove 8, è un divisore di p- 1. Allora è facile vedere che le sodi- 
tuzioni (9) esauriscono tutto il sottogruppo A e quindi 8, = 8. Supposto infatti 
che A contenesse un'altra sostituzione 7J"Sp con ,8 diverso da zero, indicando 
con E il massirno comun divisore di a ,  J i ,  si potrà risolvere in numeri interi 
x, y la equazione 

U X + ~ , ~ = G  (10) 

e A conterrà quindi la sostituzione 

Ora se si lia 

U' appartiene alla serie (9) e siccome e divide ne segue 8, -= E ,  cioè a è 
multiplo di 8, ("). Il gruppo A contiene adunque 

il che è impossibile (n.' 2). 
Se poi non B Pi = O  (mod p), allora A contiene la sost,ituzione 

(*) Cib si pub vedere anche cosi: da P, = O (mod p)  segue x x  = O  (rnod p - 1) e per 
la (10) 8, y = 8 (mod p- 1) e 8 ,  dividende p - 1 d i v i d e  e,  per oui 8 ,  = E . .  
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- - -. -- .- -- ----- 

rnentre non essendo d',=O (mod p - 1), non pub essere 
1 -(p, 
1-g-c =O (mod p). 

Il sottogruppo A corrispondente alle attuali sostituzioni T consta adunque delle 
y - 1 .  - 

8 sostituzioni 

e la sostituzione T trasforma ogni sostituzione di questo sottogruppo in sosti- 
tuzioni del gruppo metaciclico, cosicchè 

T-4 U"SP 

e siccome U" Sa deve essere a periodo oome T-4 UJ T sara . = 8, clove 8 
r è primo con 6; avremo quindi 

T - 4  UrsSa. 

Ma possiamo ancora semplificare la ricerca, dimostrando che: Si pzd sostitaa.il.e 
a T unn sostituxione equivnlelzte Ti che sia permutabile col p p p o  A. 

Poniamo infatti 
TL = T U"1 SPI 

e determiniamo a ,  p, in modo che si abbia 

facendo uso successivamente della (4) si trova 

e basterb quindi porre 

talchè, non essendo rd's0 (mod p -  1), ad ogni valore di a ,  corrisponde un 
valore conveniente di f i , .  

4. Risultw di qui che basterà limitarsi a considerare quelle sostituzioni T, 
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il cui fiottogruppo corrispondente 

è permutabile con T. 
Il caso considerato da1 BETTI corrisponde a 8= 1 ed effettivamente si vede 

subito che le sostituzioni ivi considerate 

dove ii è primo con p- 1, sono permutabili, col sottogruppo totale 

r;3-,=(1, U, U? ,... U P - ~ ) ;  

infatti si ha T-'= (Y;),' dove per si intende la radice u' della congruenza 

xa EZ Y (mod p), 

dove ga4 = IF, ossia An, = n (mod p - 1). 
Di più si verifica facilmente che due qualunque di quelle rp(p - 1) - 1 so- 

stituzioni (l'identith esclusa) non sono equivalenti. 
Ci proponiamo qui di rieolvere la questione più generale: Quanti SONO i 

fa  ttori irredzcttibili d i  grado p cl'? 
Per questo ci conviene prima di tutto determinare quante sono le sostituzioni 

T permutabili col gruppci (12) e tali di più che fra due di esse non abbia 
luogo una relazione della forma 

T, = UaSP- T. (13) 

Cominciamo da1 dimostrare: Se due sostituxioni T,, T sono permutabili col 
sottogruppo (12) A e sono legate fm loro dalla (13)  ne segue fiecessal"iamente 
p=o. - 

Infatti si ha per ipotesi 

- 1 
dove r,  s sono primi con *-- Determinata r dalla congruema 8 

s r - r  (mod '9) 
Avtnali di Matemafica, tom0 XI. 
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si elevi la 2a delle (14) alla potenza x e si avrà 

da cui 

e per la (5) 

Ma S essendo ciclica a periodo p ed U ciclica a periodo p- 1 ,  cib richiede 
che si abbia 

~Yx=8(modp-1) ,û(gJs-l)=O(modp), 
da cui 

,û (9" 1) - 0 (mod p) 

e non essendo d' = O  (rnod p- 1) sarà 

fi== O (mod p) c. d. d. 

Reciprocamente è chiaro che se T trasforma U V n  Ur$ U a T  ha  il medesimo 
effetto, e quindi, per ottenere il numero delle sostituzioni permutabili col gruppo 
A e non legate fra loro da relazione della forma (13), occorrerii dividere per 
p - 1 il numero totale delle sostituaioni permutabit con A ,  che trasformano 
cioè U q n  potenze di Ut Ora nella formola 

r pub assumere y (P - ') valori diversi e per ogni valore speciale di r tutte le 

sostituzioni T si ottengono da una fissa moltiplicandola per le sostituzioni per- 
mutabili con UV*), il numero di queste ultime, essendo U%ostituaione rego- 

p-1 lare con d cicli di - 
8 

lettere, è dato da 

(*) Cfr. SEBRET, 1. c., 3 421. 
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e il numero richiesto sarà quindi 

dove per CS = 1 si dovrà prendere IT (O) = 1. 
Sottraendo da questo numero l'unità per non contare fra le T la sostituzione 

jdentica, avremo il risultato: 
Vi sono 

sostituxioni diverse dall'idelztitb permutabili col grzcppo (12) e non legate f ra  
loro da relazioni della forma ( 1  3). 

5.  Ciascuna delle f(8) sostituzioni T sopra trovate è permutabile col gruppo 
(12); 'il gruppo corrispondente ad una di esse T (n." 2) O coincide col gruppo 
(12) O Io contiene corne sottogruppo. In  questo ultimo cas0 se A, é il gruppo 
corrispondente, eiccome A, contiene A, consterà di potenze di U (n." 3) e sarà 
~ e r c i b  

dove' 8, è un divisore di 8. Ora, se 

T - 4  U ~ I  T = p a  Sa 

8 
dove r è primo con '5, elevando a - si avrà 

81 81 

p - i  p - 1  8 - e siccome non é r6 -0  (mod p- 1) perché r è primo con - - - -- 
81 8 81 

p-1 e quindi con - 8 9 sarà - O (mod p). Ne segue che T é permutabile con A,. 

Quando una sostituzione T è permutabile col gruppo A e il suo sottogruppo 
corrispondente A, coincide con A diremo che essa appartierte all'esponente 8. 
Ne risulta, per quanto si è visto sopra, che ciascuna sostituzione T fra le f(8) 
trovate O appartiene a 8, O a un divisore 8, di 8. Se adunque con +(a,) si in- 
dica il numero delle sostituzioni non legate fra loro da relazioni della forma 
(13) e appartenenti all'esponente d,, è chiaro che 
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dove 8 percorre tutti i divisori di 8, sarà almeno egdale a f(8). D'altra parte, 
se due sostituzioni Ti T, sono fra le +(a,) appartenenti a un medesirno divi- 
sore 8, di d ,  esse non sono legate fra loro da una relazione (13) e percib sono 
sostituzioni diverse fra le f(8) sopra trovate. Lo stesso accade se appartengono 
a due divisori diversi 8, 6, di 6; poichè se fossero legate fra loro balla (13) 
sarebbe P = O  per quanto si è visto al principio del n." 4. Ne seguirebbe 

e supposto per es. 6, <a, e 
T;' 0 8 1  Ti = Ur4 

cioè T, sarebbe permutabile col sottogruppo relativo a Ti e quindi &?di 
contro l'ipotesi. 

Da tutto cib risulta evidente che la funzione numerica +(a) sopra definita 
soddisfa la condizione 

dove il segno sommatorio si estende a tutti i divisori di d (1 e 8 inclusi). 
Sappiamo dalla teoria dei nunieri che una funzione +(a), definita da una con- 

dizione come la (16), resta perfettamente determinata dalla funzione del secondo 
membro (*) e se supponiamo che decomposto 8 in fattori primi sia 

6 = p 3 Q  . . . p,*', 
avremo la formola seguente 

dove i segni sommatorii si estendono alle combinazioni diverse dei fattori primi 
diseguali di 8. Abbiamo dunque il risultato: 

Vi sono +(a) sostituxioni T diverse dall'identità, non legate fra loro da re- 
laxioni (13), e appartenenti all'esponente 8, la funzione numerica +(a) essendo 
definita dalla (17) O dalla (16). 

(*) V. DIRICHLET: Zahlentliewie, Suppl. VII,  oppure BACHMANN: Kreistheilung, Ze Vor- 
lesung. 
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6 .  Siamo ora in grado di risolvere completamente il problema proposto al 
n.' 4. evidente intanto che ogni sostitueione T fra le #(cl) appartenenti al- 
l'esponente d dar& luogo ad un fattore irreduttibile di grado pB della risolvente 
di LA~RANGE, e viceversa per rappresentante di ogni fattore irreduttibile di grado 
p8 si potrh prendere una fra le $(a) sostituzioni sopra trovate. ~ e r b  due di 
queste sostituzioni T, Ti daranno ancora luogo al medesimo fattore irredutti- 
bile quando siano equivalenti (n." 3) e quindi dovremo ora ricercare ee una 
tale equivalenza pub aver luogo. Supponiarno adunque 

Ti= U"d SPI T Ua SB (18) 

e che T, Ti appartengano ambedue all'esponente 8; si avrà quindi 

T-1 Ub 7: = UpJ ) 11 - 1 
.* 1- 

r,  s primi con -- 
I i l U q =  .?~SV 8 

Ne segue che le due sostituzioni 

appartengono al sottogruppo corrispondente a 1' cioè sono potenze di Ut Fa- 
cendo quindi uso della (4) si troverà 

P i - O ,  /3 =O (mod p)  

e quindi la (18) deve ridursi a 

Ti r,= U u l  Tua. 

E siccome si vede subito reciprocamente che se T,, T sono legate fra loro 
dalla (19) appartengono al medesimo esponente 8, ne concludiamo: 

Perchè due sostitzcxioni T, TL appartenenti ' al rnet!i?esimn~o esporzente 8 siuno 
equivcrlenti è necessario e suflciefite che aFbZa luogo la (19).  

Ma per vedere se fra le $(a) sostituzioni del n." 5 appartenenti all'esponente 
8 ve ne sono d i  equivalenti è inutile considerare nella (19) i valori, di ai di- 
versi da zero, poichè 'I'Ca* e U a ~ .  TUa sono legate fra loro da una relazione 
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della forma (13); basterà aduiique per ognuna delle #(a) sostituzioni T consi- 
derare le p - 1 sostituzioni 

T, TU, TUS, ... T UrS (20) 

e se fra queste ve ne sono r soltanto non legate fra loro da relazioni (13) e 
se r non dipenderà dalla sostituzione presa 2' ma solo da 8, è chiaro che il + (8) numero totale dei fattori irreduttibili di grado pd sarà dato da -- 

r 
Ora da 

T-' US y'= p 9 

risoluta la congruenza 

segue 

cioè 

Nella serie (20) i termini che seguono TUS-î sono dunque legati ai precedenti 
da relazioni della forma (13); le sostituzioni (20) non legate fra loro da tali 
relazioni non possono quindi essere altro che 

T, TU, TU2, ... TUei.  

Ma fra due di queste sostituzioni non pub effettivamente aver luogo una rela- 
zione '(13); infatti supposto 

TUX= UP- TUP 
con 1, p<d e A diverso da p, ne segue 

T-4 UP T= UA-P 

e percib Ut, UX-P appartengono al sottogruppo corrispondente a T, cioè p ,  
A-p sono multipli di 6 il che è impossibile. 

Il numero che sopra abbiamo indicato con r è adunque eguale a d e indi- 
pendente da T, abbiamo quindi il teorema: 

La risolvente di LAGRANGE per le equaziolzi di grado primo p a grappo me- 
4J @) taciclico (risolvibili per radicali) ha - fattori irreduttibili dàversi di grado 6 

pd, dove +(a) 2 la funziolae mmerica dejnita dalla (17). 
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Da questo teorema si intende escluso il cas0 di d=p- 1. Il numero dei 
fattori irreduttibili di grado p ( p -  1) è dato da 

dove il segno sommatorio si riferisce a tutti i divisori di p - 1 ( p  - 1 escluso). 
Ora 

=w = f ( p - l ) - + ( p  -1) 
quindi: Il nurnero dei fattori irreduttibili d i  grado p ( p -  1) è dato da 

In particolme avendosi 

vi saranno (pb- 1)- 1 fattori irreduttibili di grado p e 
r 

fattori di grado 2p. 
Si osservi di pih in generale che, se 8 é un divisore primo di p sarà 

e si avranno quindi 

fattori irreduttibili di grado p8. 
Esempi numerici : 

p = 7  p - 1 = 6  
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La  risolvente di LAGRANE~E ha quindi in questo cam 1 fattore di 7m0 grado, 

La  risolvente di L A G R A ~ E  ha in questo cas0 3 fattori di Ilm0 grado, 8 di 22O, 
76 di 55O, 3259 di 110". 

7. Una questione analoga a quella risoluta nei numeri precedenti per il 
gruppo metaciclico sopra un numero primo p di lettere si presenta natural; 
mente per ogni altro gruppo e la difficoltà della sua risoluzione dipende dalla 
maggiore O minore complicazione del gruppo. 

Qui mi sembra utile osservare che 10 stesso metodo tenuto sopra per il gruppo 
metaciclico si applica a un gruppo ciclico sopra un numero qualunque n di 
lettere, cosicché essendo d un divisore qualunque di n e la funzione numerica 
+(d) essendo definita dall'equazione 

dove il segno sommatorio si estende a tutti i divisori di di d (1 e 8 inclusi), 
si ha il teorema: 

L a  risolvelzte ciclica d i  ulz'equaxione Abeliana d i  grado n, le cui radici for- 
+@) , marzo un zlnico periodo, ha  - fattori irreduttibili dé grado 3') d' essendo ui, 8 

divisore pualunpue d i  f i .  

Resta cos1 dimostrato a priori  che la funzione numericri $ sopra definita 
soddisfa alla relazione 

+(à)=O (mod a') 
qualunque sia n. 

fi notevole poi che in questo caso il teorema non é nemmeno in difetto per 
ô=%, poichè il numero dei fattori irreduttibili di grado ri i! dato da 

dove in 2' c? percorre i divisori di n (n escluso). 
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Ora 
2 ' + ( d ) = f ( n ) -  $(ru)= 1 - 2 . 3 . . . ( n -  1)- 1 -$(fi), 

dunque il numero dei fattori irreduttibili di grado n è -. 
IZ 

Il numero dei fattori lineari è dato da +(l)  = y(n)- 1, ai quali aggiungendo 
quel10 che corrisponde alla sostituzione identica, si ottiene il numero completo 
y(n) delle radici razionalmente note. Effettivamente l'ordinaria risolvente ciclica 
della corrispondente equazione Abeliana, oltre la radice 

razionalmente nota ha anche razionalmente note quelle che si ottengono can- 
giando:Q(x,) in &(xi), dove r é primo col periodo n O, cib che torna 10 stesso, 
E nelle rimanenti y(%)-1 radici primitive ine dell'unità. 

La  seguente tabella numerica pub servire di verificazione per le enunciate 
proprietà'della - funzione +(a) pei valori più semplici di n. 

Facciamo ancora qualche osservazioue su1 caso generale, in cui il gruppo dato 
sia un gruppo qualunque 

Gr = (Si, As2,. . . S.) 
di r ~ostituzioni 

S,=l ,  S2, 3 Sr 
sopra n lettere 

Xi XE.. . Zn- 

Atinali d i  Matematka, tomo XI. 
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Se si prende una funzione razionale y, delle n x a gruppo G,., che ammetta 
z ( la)  - quindi - - q valori distinti 

r 

Yi Y,... YP, 
per quanto ~i disse a l  n.' 2, l a  ricerca del numero e del grado dei sistemi di 
transitivith, in cui si scindono le q y rispetto al gruppo G,, equivale perfet- 
tamente a quella del numero e del grado dei fattori irreduttibili della risolvente 
corrispondente per un'equazione f (x )=O di grado n a gruppo Gr. 

Praticamente si pub sempre risolvere tale questione scrivendo le sostituzioni 
ne1 modo seguente. Distribuite le x(n) = rq sostituzioni ne1 quadro 

1 s, s, ... S v  
To Te Se TtS3.. T2 Sr 

T3 T3 SO T3S3.. . T3 Sr 

di modo che due sostituzioni di uns  medesima orizzontale diano luogo ad uno 
stesso valore di y,, potremo prendere per es. le q sostituzioni 

1 ,  7 '2 ,  T3)S.. T p  

per rappresentanti dei q valori y. Fra le T daranno poi luogo a valori y di 
un medesimo sistema quelle, e quelle soltanto, che sono legate da  una relazione 
della forma (noo 3) 

Ta=SiTpSk. 
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apparterranno ad un medesimo sistema quelle T che si ritroveranno in una 
stessa orizzontale. 

Cod per es. se il gruppo G, è il gruppo ciclico 

1, (1234), (13)(24), (1432) 

su quattro elementi, formando il quadro corrispondente 

risiilta evidente che le sostituzioni (121, (14), (23), (34) si aggriippano in un 
solo sistema, mentre le altre due 1, (13) danno luogo ad un sistema ciascuna, 
talchè la risolvente corrispondente del 6" grado si spezza in due fattori lineari 
e in uno del 4' conformemente alla tabella numerica superiore. 

8. Abbiamo visto al numero precedente che la funzione numerica +(8) 
definita dalla (21) soddisfa la condizione 

+(d)-0 (mod d) 

e non sarà inulile confermare direttamente questa proprietà. 
Cominciamo da1 caso in cui d sia un numero primo; allora si ha 

Pel teorema di WILSON 
~ ( d -  1 ) ~ - 1  (mod i), 

quindi 

-y(n)  (mod û); 

91 
ora se i3 ancora divisibile per 8, ambedue i termini del 2' membro Bono di- 

1û 
visibili per d e percib + ( 6 ) ~ 0  (mod 8). Se poi - B primo con d si ha 8 

(i)b-' 1 (rnod d), y (n) == <p(d) y (i) = ( 8  - 1) y (i) 
e quindi ancora 

+(8)=0 (mod d). 
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Supponiamo ora che d sia la potenza pa di un numero primo con a > 1  ; si 
avrà : 

c - i- 1 

Ora (--&y contiene il fattore ppa-'1, che è s p "  appena 

quando cioè non si abbia contemporanearnente p = 2,  a = 2 ,  caso cheIconsi- 
dereremo a parte; escluso questo caso l'ultimo termine della (22)  è adunque 
Eempre divisibile per p"= 3. L'esponente A della più alta potenza di p che 
divide il fattore 

1 . 2 . 3 . . . ( p U -  1 )  

del 1." termine è dato dalla foimola (*) 

dove in generale col simbolo [:] si indiaa il massimo numero intero conte- 

I l t  nuto in -. Dunque 
12 

A=(pa-'- l)+(pa-'- 1 ) + .  - + ( p -  1) (23) 

e percib se ~ > 2  si ha evidentemente 

A>a 

poiché A c,onsta di a - 1  termini posit,ivi, dei quali l'ultimo soltanto pub essere 
eguale ad uno; se c r =  2 ,  allora 

A = p - I % a > 2  

appena p > 2 .  Dunque, rimanendo sempre escluso il cas0 p = 2 ,  = 2, anche 
il 1." termine della (22 )  è divisibile per pa = 8, cioè +(J) = O (mod d). 

Ne1 caso escluso p = 2 ,  a =  2 O si ha n>2' e allora si vede subito che 
ambedue i termini del 2' membro della (22)  sono divisibili per 4, oppure n=4 
e allora 

+ ( 4 ) = 1 . 2 - 3 - 2 = 4 ,  
sicchè in ogni caso 

+(4)r0 (mod 4). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



per le equaxioni di grado primo risolvibàli per radiculi. 273 

Veniamo ora al caso generale e supponiamo d decomposto in fattori primi 

ô =p;y;s.. .PT, 
dove si supporrà il numero dei fattori primi diversi r r 2, i l  caso r = 1 essendo 
già stato aonsiderato, 

Posto per brevith " = m  avrerno dalla (21) 3 

dove ne1 termine generale somrnatorio 

. . z,, z ,,... .i, percorrono le combinazioni diverse s ad s dei numeri 1, 2, 3, .  .. r.  
Coniinciamo da1 dimostrare che esclusi i casi 

1." al = a, = a3 = - . - = a, = 1 con p, qualunque 

2.O p , = 2 ,  a i = 2 ,  a2.-=‘xs= . - . = c c , = l  

ogni termine nella somma (24) è divisibile per py4. 
Se consideriamo dapprima un termine di (24) che non contenga p, al deno- 

minatore, é chiaro che sarà 
8 

pi, pis. . . p L  
>p:'+ 1 

quando non sia contemporaneamente 

6 
quindi in n( entrcrà p;'; se poi a, = a, = . = 1 ,  la disegua- 

Pi,Pin. .Pi, . . - 
glianza precedente non avrà luogo soltanto ne1 termine della penultirni somma, 
pel quale si avrà 

8 = p:4 
prps.. . P r  

e n (p;r - 1) conterrà una potenza di pi, il cui esponente sarà dato dalla (23) 
e aarà quindi 2 ai quando non sia pi = 2, a, = 2 corne si è visto sopra. 
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Per un termine invece che contenga pi al denominatore avremo 

quindi se non sarà contemporaneamente 

avremo 
6 -- 

P i p i * .  . . 1 >p;' -' > 

e il termine corrispondente contenendo 

conterrà una potenza di pi il cui esponente sarà 

appena ai>  1. Se poi a,= 1 non avranno luogo contemporaneamente le (25j 
e il termine in questione conterrà 

Infine se avessero luogo le (25) con ai> 1 ,  avremmo sempre 

8 = 

1)i]'i9. . . >pi l-'  

e si presenterà un fattore 

PF -l 

appena che p : ~  -' ?cc, + 1, il che ha sempre luogo per p, > 2  O per pi ==2 
con a i > 2 .  

Restano dunque da studiarsi i casi 

2.0 g i = a 2 = a a = . .  . - C C + =  - 1. 
Corninciando da1 1." ca,so osserveremo che, per quanto si è visto sopra, i ter- 
mini non divisibili per pi4 = 4 possono essere soltanto il termine corrispondente a 

della penultima somma e l'ultimo termine corrispondente a 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



per Ze equaxio& di grado primo ~.isoZvibili per rudicati. 275 

ma il primo, essendo dato da 

1 2 3 . (mp2p3.. . p,) (?np,p,. . -p,-), 

è. divisibile per 4 perché l'argomento di y contiene almeno un fattore primo 
dispari, e il secondo termine 

2 mp, . op, y (2 nzp* * .p,) 

é pure divisibile per 4 per la stessa ragione. Ne1 2.0 caso 

si ha,  per quanto precede 

y(;)= * 1 . 2  .3...(pi- l)(mp, ...p,)pl-'y( m.p, ...pr) 

T 'P (~P,P , - . .P~)  (mod pi), 
cio& pel teorema di WILSON 

+ d i -  - ?( ) = ( m p * . . - ( ~ r ) ~ ~ - ' y ( m p z . -  .pv) + (p(?np,. . .p,) (mod pi). 

Se m è divisibile per pi, il 1.' e 2.' termine sono divisibili per pi quindi 
y ( $ )  = O (mod p$; w e b primo con pi si ha pel teorema di FERMAT 

* y (" = y (mp,.. .p,) + (p(mplp4.. .pJ 
=g'(mp,...p,)+p(pSq,(mp,...pr)=O (mod pi). 

In ogni cas0 adunque risulta 

e quindi 
# (d) =O (mod p Q )  

+($)=O (mod d). 

9. a) 1 risultati ottenuti nei numeri precedenti valgono ne1 cas0 che il 
gruppo dell'equazione proposta sia il gruppo totale metaciclico; se invece .non 
ne è che un sottogruppo, essi vengono modificati ne1 modo che ora andiamo 
ad esarniaare. 

$ 4 ~  - 1) Supponiamo che il gruppo della proposta consti delle sostituzioni (*) 

(*) Siccome'supponiamo che la proposta resti sempre irredutlibile, il suo gruppo deve 
avere ~ppnnto la forma qui assunta. 
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dove c indica un divisore di p - 1, e prendendo a considerare un fattore di 
grado p 3 originariamente irreduttibile della risolvente di LAGRANGE, cerchiamo 
se esso continua ad esser tale anche col gruppo attuale, O se ha Iuogo una de- 
composizione in fattori irreduttibili di grado minore. 

Per cib rammentiamo che ogni fattore irreduttibile di grado pd ha avuto 
origine (n.' 4) da una sostituzione T appartenente all'esponente d, permutabile 

ma non con un sottogruppo più ampio, talchè 6 era il minimo esponente pel 
quale si aveva l'uguaglianza 

Il'". y, = T. IJ,. 

I l  fattore irreduttibile corrispondente Fa(y) potrà ra.ppresentarsi simbolkamente 
colla formola . 

dove p percorre un sistema completo di resti (mod p) ed r un sistema analogo 
(mod 8). 

Attualmente, *il gruppo dell'equazione proposta essendo ridotto alle sostitu- 
zioni (l'), si aggrupperanno in un fattore irreduttibile quei fattori lineari di 
(2') che si otterranno l'uno dall'altro con sostituzioni (1'). Un tale fattore potrà 
dunque rapprenentarsi sirnbolieam&e con ' 

n (y - S W ~ ~  T .  Y,) i P (mod P) 
U E  (mod 6). 

Indicando con o il massimo comuii divisore di E ,  3, i valori di a in (3') do- 

vranno esgere incongruenti mod ; ; ma u assume in (1') i valori O, 1, 2,  ... ( $1 
p -.l 6 p - 1 - p - 1  B E -- 1 'e poichB - divide - - - - P - 1 ,  

0 
ed è primo con - dividerà - 

E E 'i Q E 

quindi i valori che u assume in ogni fattore irreduttibile corne (3') saranno 
8 

appunto - e potremo enunciare il teorema: 
G 

Ogni futtore irredwttibile d i  grado p J s i  scinde, per la riduzione del grzcppo, 

in D fattori di' grado 9 dove CJ 8 8 tnassho  cofnuh divisore di E ,  6 . h  par- 
<r 
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ticolare se 6 è primo con E ,  i fattori primitivi di grado p8 rimarranno irre- 
duttibili. 

a 1 
Ponendo ; = e, dai -S! fattori di grado p 8 scaturiranno - #(oe) fattori di 6 e 

grado pe, sicchè avremo il teorema: 

'" - sostituzioni Se il gruppo attuule dell'equazione proposta consta di 

P - 1  del gruppo metaciclico, e se con e si indica un divisore qualunpe di 

("4 esduso), la risotvente d i  Lacinanoe uvvh un numeru d i  fatton irredut- 

tibili d i  grudo pe eguale a 

dove sotto i l  segno sommatorio o percorve tutti quei divisori di E che relzdono 
E - primo con e. 
G 

Ne1 caso escluso e - -, il numero dei fattori di gredo p ( p  - 1) essendo 
E 

#"-' ' - f ( p -  *) (n." 6) e ciascuno di questi dando appunto origine a fat- 
P - 1  P 

tori irreduttibili di grado p ( p - " ,  si vede subito che il nurnero oorrispon- 
E 

dente è dato da 

b) Invece di dedurre questi risultati da quelli gi% ottenuti si potrebbe 
trattare direttamente il problema e si troverebbe con considerazioni identiche 
a quelle già svolte ne1 caso del gruppo totale metaciclico che, ponendo 

dove e B un divisore qualunque di '5, e defioendo una funzione nornerica 
E 

X(e) per mezzo della relazione 

Il Izumero dei fattori irreduttibili d i  grado pe della risohente di LAGRAN~E 
Ainnali di Matematica, tom0 XI. 3 6 
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x. (e) sarà dut0 da - net caso di e< - 
e 

'-', e  du 
& 

. p-1 ne1 cuso dz e= -. 
E 

Per vedere la coincidenza dei due risultati, basta mostrare che la nuova 
funzione numerica x definita dalle (4') (5') si esprime per mezzo della funzione 
+ appunto colla formola 

x (4 = Zf + (5 4, 
6 i E  

(6') 

O, cib che è 10 stesso, che il 2" membro di questa relazione soddisfa alla equa- 
zione caratteristica (5') della funzione X. 

Dovremo adunque verificare la formols 

ovvero, poichè f ( E  . e) = 2 +(r), 
7: Be 

tale relazione sarà evidentemente dimostrata quando ogni divisore r di E . e  
possa decomporsi in un modo e in un modo solo ne1 prodotto o .e l  di due nu- 

E 
meri O, ei rispettivamente divisori di r ,  e e tali che ; risulti primo cou e , .  

Ora cib è evidente poichè prendendo per 5 il massimo comun divisore di r e 
'r 7 

di E la decomposizione T =  a -, e,  = - e questa soltanto soddisfa alle coadi- 
6 (3 

zioni volute. 
10. Abbiamo veduto che se il gruppo dell'equazione é il gruppo totale + (8) metaciclico, vi sono - fattori irreduttibili di grado p8  caratterizzati da al- 8 

trettante sostituzioni T appartenenti all'esponente 8 e non equivalenti. Potremmo 
ora proporci il problema di: + (8) Trovare la rappresentaxione analitica di UR sistema completo di  - sosti- 

6 
tuxioni appartenenti all'esponente 8 e fion equivalenti. 

La formola del BETTI i - u A  (mod p), dom 1 percorre i ( ( p -  1)- 1 numeri 
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inferiori a p - 1 e primi con p - 1 (1 escluso), risolve questo problema ne1 
caso di 8 = 1. 

Ci limiteremo a trattare il cas0 8= 2 e a stabilire le formole corrispondenti, 
il che ci condurrà alla conferma del risultato che il numero dei fattori irredut- 
tibili di grado 2p  della risolvente di LAGRANGE è dato da 

da Ey(p- 1) se p - 3  (mod 4) 
4 

Le sostituzioni T appartenenti all'esponente 6 trasformano Ud in potenze di 
UGicchè 

TU8 T-i= 6 

se T è una sostituzione fissa che produce un tale effetto, ogni altra sostituzione 
T si ottiene mediante la formola 

T= AT 

dove A è una sostituzione che trasforma Ud in sé stessa, (*). 
Ora facendo uso di note formole (v.' SERRET: Algèbre supérieure, 8 475) si 

trova facilmente che ogni sostituzione A che trasforma 

U2 = (go, g2, g4,.. . g ~ - ~ )  (gi, gs, g5,. . . g q  

in sè medesima, pub rappresentarsi analiticamente colla formola: 

( P s l)  ne segue e risoluta la oongruenza l x  = 1 mod - 
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dove m, rt sono soggetti alla sola condizione 

m=n (mod 2). 

Distinguendo i valori di v in residui e non residui quadratici (mod p), la (7') 
pub anche scriversi: 

Per ottenere da queste sostituzioni A tutte le sostituzioni T che trasformano 

( U2 in U21 A primo con E). ocoorre determinare una*sostituzione fiwa T, 
3 

che produca un tale effetto e fare quindi uso della formola T= AT. Ma se 

p r  1 (mod 4), h essendo primo con - - ' j  b pur tale coc p - 1 e la formola 
2 

v1 = YI (mod p) 

definisce una sostituzione T dell'effetto voluto. 
Lo stesso accade per p 3 (mod 4), se A è dispari ; se invece A, è pari, 

"-' B dispari e primo con p- 1 e la formola "T 

definisce una conveniente sost,ituzione T. 
Dopo cib risulta facilmente il teorema: 
Tutte le sostituzioni permutabili col yrz1ppo 

sono coatenute nellu formola 

(P 2 l) nu- dove In, rt sono palunque purchè ? n F n  (mod 2) e A percorre i cp - 
p - 1 meri Znferiori a - e primi con -. se p-1 (mod 4)  e i cp(p-1) nu- 

2 2 
meri inferiori a p - 1 e primi con p - l se p = 3 (mod 4). 
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La (9') pub anche scriversi 

Le  sostituzioni T che appartengono all'esponente 2 dovranno quindi cercarsi 
fra le (9') [O (IO')]; ma da queste ultime occorrerh escludere quelle che appar- 
tengono all'esponente 1, che trasformano cioè U in potcnze Ur (r primo con 
p - 1). L a  formola più generale per tali sostituzioni si trova facilmente data da 

dove a é qualuiique. Per la coincidenza delle (9') (11') richiedesi O r = A, O 

P S - 1  r = A-. La  prima ipotesi trae con sè f i  - m (mod p - 1), la seconda 
3 

P - 1  
fi = m + - (mod p - 1). Ora se p 3 (mod 4), soltanto la prima jpotesi è 

2 
1, + 1 ammissibile poichè,- non é primo con p - 1; se invece p= 1 (mod 4) 

2 
anche la seconda pub aver luogo. Ne conchdiamo quindi: 

Per ottenere dalla (9') le sole sostituzioni appartenenti allJesponente 2 oc- 
corre in ogni caso escludere quelle per le quali  n-rn (mod p - 1), di  pih ne1 ' 

$1- 1 caso p - 1 (rnod 4) quelle, che danno n sz m + - (mod p - 1). 
2 

11. Volendo ora ottenere un sistema completo di sostituzioni (9') non equi- 
valenti e appartenenti all'esponente 2,  bisogna esaminare in quali casi due so- 
stitiizioni (9') Y, Y', appartenenti all'esponente 2 potranno essere equivalenti. 
Per cib richiedesi (n.' 6) che T, Ti siano legate da una relazione della forma 

Ora supposto T data dalla (9') e T, dall'altra 

Y =- (y% +gn4)vXt + (gm4 - yn+ 
2 f - p + l l  '4F 1 (mod p) 

si trova subito che U" TUB è data dalla formola: 
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PerchB questa coincida colla (11') si dovrà avere 

A , =  A ovvero A - P + I  * = A 2  (mod p - 1) 

ma se p-3 (mod 4) - " +' non B primo con p - 1 e la 2: è impossibile; se 
2 

- 1  p = 1 (mod 4) ne seguirebbe A, = h + '+, mentre 1, non supera 2 
Dunque sarà i n  ogni caso 1, = A e percib 

dalle quali segue: 

r n , r m + h p + a ,  n , = r z + l B + a ( m o d p - l ) s e p = O ( r n o d 2 )  

na,=% + A P + u ,  r l ,=m+AB+~ (mod p-1) n 0-1 (mod 2). 

Ora a,  B essendo arbitrari, tale è pure h,û + a;  se quindi per brevità denotiamo 
col simbolo [rn, n ,  hl la sostituzione (9') ne concluderemo: 

Perchè due sostituzioni [m, n,  11, [mi, f i , ,  1,] siano equivalenti è rzecessario 
e su@cielzte ch,e si a6bia 1, = A e n, - m i e  f (n - m) (mod p - 1). 

Ne risulta che, per ottenere un sistema completo di sostituzioni non equiva- 
lenti, potremo scegliere ad arbitrio il valore di m ,  prendere per es. m= O e 
fra le sostituzioni restanti [O, n ,  A] [O,  121, h l  saranno ancora equivalenti quelle, 
per le quali si avrà ni - - n (mod p - 1). Basterà dunque far percorrere ad n 

i valori pari non superiori a P-' e poichè, ne1 caso p r  1 (mod 4), la aosti- 
2 

appartiene all'esponente 1, avremo che: 

Un sktema completo di sostituzioni mn equivalenti apparbnenti all'espo- 
nente 2 è dato 

da [O, 2, A], [O, 4, 11 ,... [O,'+, h s e p = 3  (mod 4) 1 
e d a [ O ,  2, A], [ 0 , 4 , 1 ]  ,... [ 0 , ' q 3 A ]  = p - l ( m o d 4 ) .  

Ma ne1 1.' caso A percorre ~ ( p -  1) valori e ne percorre invece p - 
(P P l) 

ne1 2."; resta quindi confermato il risultato che di tali sostituzioni non equiva- 
lent;, ossia di fattori irreduttibili di grado 2 p  della risolvente di LAGRANGE, ve 
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L 

ne sono 

P-3?(p-l)  4 88 p e 3  (mod 4) 
e 

p - 5  y (T) p-1 se p l 1  (mod 4). 

Per  rappresentanti poi di tale sistema completo possiamo prendere le seguenti 
sostituzioni 

dove 1 percorre i valori smidetti ed m i valori 1, 2, 3,.. . y ovvero 1, 

2,  ... P - 9  secondo che p r 3  o ~l (mod 4). 
4 
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Sui gruppi (%,, (n)sso 
della figura di sei complessi 

lineari di rette due a due in involuzione. 

(Nota di G. VERONESE, a Padova.) 

1 1. l a  presente Nota serve a completare le mie ricerche su questi gruppi 
della Memoria precedente, intitolata: Interpétations gdométriques de la théorie 
des substitutions de n leitres, ecc. Al capitolo III di essa ho dimostrato che 
se si scambiano in tutte le maniere possibili i 6 complessi fondamentali zi=O, 
x, = O,. . . , x, = 0 di KLEIN, un punto dà origine ad un gruppo di 360 punti 
(P),,,, cui è legato un gruppo di 380 piani (ri),,, (*). 

Se si fa corrispondere il punto xi, x,, x, ,  zr alla retta x,x,x,x,x,x,, che si 
ottiene unendo questo punto con un altro di coordinate zti, x ' ~ ,  XI,, XI,, alla 
retta x,xix4x3x,x5 corrisponde il piano -xi, z,, x,, x,. 

Secondo il teorema CLXXXVIII della mia Memoria i 360 punti di (P),,, 
sono situati 15 a 15 sui 360 piani di (II),,,, e reciprocamente questi passano 
15 a 15 per i 360 punti. 

Per ottenere le rette corrispondenti ai 15 punti P situati sopra uno dei 360 
piani Ii, per es. su1 piano - x i ,  z,, zB, x,, basta operare sugli indici delle 
coordinate della retta ad esso corrispondente le 15 sostituzioni della forma ( ik ) ,  
ove i, Ic sono due indici differenti della serie 1, 2,  3, 4, 5, 6 (**). Uno di - 
questi punti B il punto i x , ,  ix,, - z,, z,, essendo i = \l- 1 (***). 

A pag. 227 ho indkato con S(Q~),  S ' ( a b )  i poli d i  un piano di sezione II ri- 
spetto ai due complessi z, + xb = O. Questi punti si possono costruire facilmente, 

(*) Corne ha osseryato anche il KLEIN ne1 suo scritto: Ueber eine geom. Reprüsentation 
der Hesolventen. Math. Annalen, Bd. 4, 1871. 

(**) A., 1. c., Nota (l) ,  pag. 220-221. 
(***) Ib., Nota (2), pag. 219. 
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poichè dividono armonicamente il segmento dei punti a ,  b fondamentali del- 
1' esagrammo dato dai 6 poli del piano rispetto ai 6 complessi xi = 0,. .., x, = 0, 
ed inoltre dividono armonicamente il segmento dei piinti T(ab), T'(ab) determi- 
nati dall'incontro del lato ab con le direttrici dei due complessi ru = O, xb = 0, 
ossia con una ~ualunque delle coniche Zabc, zabd, Zab,, Zabfl che sono le inter- 
sezioni del piano II con le superficie fondamentali corrispondenti di KLEIN. 

Se il piano II coincide col piano - x,, x, ,  x,, zql i poli S(12), S'(12) rispetto 
ai due complessi xi rC X ,  = O [dalla nota (2) pag. 2211 sono: 

Il secondo di questi punti è il punto P sopra trovato, quindi i 15 punti S ' (ab )  

altro non sono i punti Pl dunque: 
1 15 punti P d i  un piano IT sono i poli di esso rispetto ai 15 complessi 

x a - x b = O .  
Se ,si considerano i tre complessi 

é chiaro che appartengono ad un fascio, vale a dire che i tre poli del piano 
I'ï rispetto ad essi sono situati in linea retta. Siccome poi coi 15 complessi 
xa - xb = O si possono formare 20 gruppi (l) ,  cos'i abbiamo: 

I l 5  punti P di ur. piano II  sono situati tre a tre su 20 rette, che passano 
quattro a quattro per i 15 punti. 

1 poli del piano rispetto ai complessi xi - x, = O ,  x,+ x,'- O, x,  + x i =  O 
sono pure situati in linea retta, dunque: 

I tre punti P e i tre punti Scab) s i t~a t i  sui lati di un triungolo, che ha. 
per vertici ire qualunque dei 6 punti fondumertta2i dell'esagrarnmo, per es. 
1 2 3, sono i vertici di un quadrilatero. 

I punti P e Pb) formano .ilz tutto 20 di tali quadrilateri. 
Pel punto P polo del piano rispetto a z,- x,  = O passano dunque le 8 rette 

che congiungono i poli del piano ïi rispetto ai complessi 

Yel punto S(i2)  passano le 8 rette che congil~ngono i poli del piano rispetto 
Annali d i  Matematka, tom0 X I .  3 7 
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ai cornplessi 
;z3$;xi=0, x 3 f x * = 0 ,  

x 6 ~ x i = 0 ,  X 6 f  x2=o1 
dunque : 
1 15 punti P e i 15 punti S ( a b )  sono situati 3 a 3 in 80 rette le quali 

passano 8 a 8 per ciascuno di essi. 
Questa figura non è analoga a quella dei 30 punti Tcab), T ' ( a b )  poichè questi 

giaciono tre a tre in 60 rette, che passano 6 a 6 per ciascuno di essi (*). 
Essa inrece ha una certa analogia con quella che si ottiene projettando sopra 
un piano la figura formata dai 30 punti Poik), PIFk) del10 spazio a 5 dimen- 
sioni, le cui coordinate sono della forma 1, 1, 0, 0, 0, O (**). 

2. Operandosulla retta x,x,x3x4x5x, corrispondente al punto xi, z,, z3, 24 
le sostituzioni del gruppo di una coppia di punti conjugati di STEINER, per es. 
G,,,, G,,,, i 360 punti e i 360 piani si separano in 10 gruppi di 36 punti e 
36 piani (P)?,, (II),,. 1 36 punti sono situati 6 a 6 sui 36 piani, e questi pas- 
sano 6 a 6 per ciascuno di essi (***). Cosi per es. su1 piano corrispondente 
alla retta x,x,x,x3x,x, sono situati i 6 punti corrispondenti alle rette: 

che si ottengono operando sugli indici di x,x, x, x3x6x5 le trasposizioni (13), 
(35), (15); (26), (24), (462, essendo 1 3  5 oppure 2 4 6  gli indici fissi negli esa- 
goni delle rette di PASCAL dei due punti G,,,, 6456 (****). 

Applicando invece le sostituzioni di un punto di STEINER, per es. GlZ3 O 

Cf,,, (*****) sugli indici della retta xi x,x,x4x,x, si ottiene un gruppo di 18 
punti e di 18 phni contenuto ne1 gruppo precedente, in modo che questo si 
separa in due gruppi di 18 punti e di 18 piani, che indico con (P),,, (II),,; 
(P)',,, (H)',,. Ma siccome ne1 gruppo di un punto di STEINER non c'è alcuna 
soetituzione della forma (ik), cos] é chiaro che nessuno dei 18 punti di (P),, 

(*) A., 1. o., n.O 83. 
(**) Ib., n.O 74. 
(***) Ib., Nota (2), pag. 223 e Errata-corrige. 
(****) Ib., pag. 144-145. 
(*****) Ib., pag. 184, XVIII. 
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è situato gopra alcuno dei 18 piani di La stessa cosa accade per i due 
gruppi (P)',,, (II)',,; dunque per cib che precede i 18 punti di (P),, devono 
essere situati 6 a 6 sui 18 piani di (II)',,, che passano 6 a 6 per quei 18 
punti. Analogamente pei punti e piani di (PYis e (II)i8. Si osserva inoltre 
che partendo dalla retta x,x,x,x4x,x~ le rette corrispondenti ai punti di (P),, 
e ai piani di (ri),, sono date dalle perm~tazioni pari e dispari delle rette di 
PASCAL 1 2  3456 ,  1 2 5 6 3 4 ,  1 6 3 2  54 del punto Gins, mentre quelle dei punti 
e dei piani di (P)',, e (fl)',* sono date dalle permutazioni pari e dispari delle 
rette di PASCAL 125436,  145632 ,  1 6 5 2 3 4  del punto G,,,. 

Abbiamo visto che ne1 piano di (Il),, corrispondente alla retta X ~ X ~ X ~ X ~ X ~ X ~  

giaciono i punti relativi alle rette: 

che appartengono al gruppo (P)li8. Per i prinii tre punti pnssano anche i piani 
corrjspondenti alle rette 

i quali appartengono al gruppo (ri),,, corne risulta dalle rette di PASCAL del 
punto G,,,. Dunque si ha: 

Uno qzcalunque dei 10.10 grzcppi d i  36 punti P e 36 piani Ii, che si otten- 
gono da (Y),,,, (Il),,, con i grzcppi di  sostituzz'oni delle 10 coppie d i  punti con- 
jugati d i  STEINER, s i  separa i n  due gruppi di 18 punti e 18 piani, che non 
passano per alcuno dei 18 punti. Esso si separa pure iin due altri gruppi d i  
18 punti e '18 piani) i qua& pussuno 6 a 6 per i 18 punti, mentre questi 
gàaciono 6 a 6 ' sui 18 piani. a 

1 18 p ~ n t i  di  uno qualunque d i  qzcesti ultinti due gruppi giaciono tre a 
tre su 12 rette, per le quali passano tre a tre i 18 piani. 
- 3. Interpretiamo ora geometricamente le sostituzioni della forma (12), 
(12) (34), (12) (34)(56), (123)- 

a)  Operando sulla retta x,xix8x4x,x6 la sostituzione.(12) si ottiene la 
retta xzxix,x4x,x,, che è la conjugata della prima rispetto al complesso xi-x,=0. 
Tnfatti le formole di trasformazione fra due rette conjugate rispetto ad un corn- 
pleSs0 );aixi = 0 sono 

pz, =- zl,(a: + ai +a: +a: + a:-a3 + 2ai(asxr,  + a3x1, t arxl, + a5xr5 + a,xr6), ecc. (*) 
- -. - 

(*) A., 1. c., Nota (L), pag, '215-2t7. 
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quindi ne1 nostro cas0 basta porre 

Da cib risulta che il puiito e i l  piano corrispondenti alle due rette sono polo 
e piano polare rispetta al complesso x, -x, = O. 

Le direttrici dei due complessi xi = O, x, = O si tiasforrnano una nell' altra, 
le direttrici invece dei complessi x, = 0, r4 = O; x, = 0, x, = 0, che hanno per 
coordinate 

O , O , l , + i , O , O ;  O , O , O , O , l , + i  

corrispondono a sè stesse, ossia appartengono al complesso xi - x, = 0. 
b) Per la sostituzione (12)(34) dalla retta x1XPx3x4xjX6 si passa alla 

retta x,x,x,x,x,r,. Se alla prima corrisponde il punto x i ,  zo,  z 3 ,  2 4 ,  alla se- 
conda corrisponde il punto ix,, z,, iz i ,  -x, (*); questi due punti sono con- 
juga ti rispetto alla superficie 

che riferita al tetraedro O,, dato dalle direttrici dei cornplessi z, =-= 0, x, = 0 ;  
X, = 0, X, == 0; x5 = 0, x6 = 0, ha per equazione: 

-Y:+YZ+Y:+Y:=O. 
Ma le due rette non sono conjugate rispetto a questa superficie, perchè la con- 
jugata della prima è x,x,x4x,x,x5 (**). Quando dunque il primo p n t o  si 
muove in una retta, il secondo percorre una retta, che non é perb la conjugata 
della prima rispetto a 8,, , mentre due piani corrispondenti sono conjuguti ri- 
spetto allu stessa supevfica'e. 

È chiaro che lu supe~jicîe O,, corrisponde a sè stessa nell'omografiu (12)(34). 
1 punti uniti cadono quindi su essa e i piani uniti sono tangenti ad essa in 
questi punti. 

II tetraedro Oi2= 12 . 3 4 . 5 6  si trasforma i n  sZ: medesimo. 
Se indichiamo con A, A,, A, A,;  A ,  A,, A, A, ;  A ,  A , ,  A ,  A, le tre coppie di 

direttrici dei cornplessi xi = 0, x, = O; x, = O, x, = 0; z, = 0, x, - 0, che for- 
mano il tetraedro O,, ,  noi vediamo ohe le rette A, A, ,  A ,A ,  corrispondono a 
sè stesse, rnentre AI A, e Ai  A, si trasformano rispettivamente in A3 A,, AI A I .  
Dunque i punti d'incontro delle due direttrici dei complessi c, = 0, x, = O con 
la superficie O,, e i piuni tarzgercti condotti ad essa sono i p w t i  e i piani uniti 
dell'omografia (12)(34). 

(*) A., 1. c., Nota (2), p2g. 219. 
(*) Ib , ,  Nota (l), pag. 219. 
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Si ha pure che la superficie e il tetraedro O,, si  trasformano in  sè stessi 
anche nelle omografie (12)(56), (34)(56). 

c) Nella reciprocità (12)(34)(56) dalla retta x,x2x,x4xjx, si ,passa alla 
retta x,x,x,x3x6x5, che è la conjugata della prima rispetto alla superficie O,,. 
11 punto corrispondente alla prima è il polo del piano corrispondente alla se- 
conda rispetto a O,,. 

d) Le tre rette xix2x3x4x5x6:,, X2X3XiX4x5X6) x3x,x2x4x5x6, che si corri- 
spoudono nell'omografia ciclka (1 2 3), sono conjugate della retta x2xi x3x4 x5X6 
rispetto ai complessi 

I tre punti corrispoiidenti a quelle tre rette sono situati sopra una retta, e sono 
i poli del piano relativo alla retta x,x,x,x4x,x, rispetto ai tre complessi. Le 
direttrici di essi sono: 

1 r  r Z O O O  

oye r è una radice cubica primitivn dell'unità (*). Dunque: 
I tre punti corrispondenti nell' ornografia ciclica (1  2 3) sono situati s o y a  , 

una retta e fol-mano un gruppo equiana~monico coi due pzlr~ti d'incontro di 
essa con le direttrici dei tre complessi x, - x, = 0, -x3= 0, 2 3  -x i= 0. 

4. Noi possiamo utilizzare ora queste interpretazioni per dedurre altre pro- 
p i e t à  dei punti e piani di (P)360 e (II)36o. 

1 24 punti (Y),,, e i 24 piani (II)li2, dati dalle 43 sostituzioni del gruppo 
del triangolo A ~ 1 2 . 3 4 . 5 6  dell'esagrammo O del tetraedro O, ,  (**), formano 6 
tetraedri conjugati rispetto alla superficie O,,  (***), cib che risulta anche dalle 
interpretazioni ( 6 )  e (C) del numero precedente essendovi ne1 gruppo A,, le so- 
stituzioni (12) (34)(56) e (12) (34), (12) (33)) (34)(56). Ma in questo gruppo oltre 
aueste çostitiizioni ci sono anche le sostituzioni (l3)(24)(56), (15) (34) (26), 
(12)(35 (16), (12)(36)(45), (16)(25)(31), (14)(23)(56) e (13)(24), (15)(26), 
(35)(46), (36)(45), (16)('25), (14)(23), che corrispondono ai triangoli A,,, A,,, 

AZ6, Ad;, A4; ,  A56 (****), dunque: 
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24 p w ~ t i  (P)i,, e i 24 piani (JI)*,, formano due figure p o h r i  reciproche 
rispetto alle superficie 03,, O,,, O,,, O,,, O,,, O,,, e 6 tetraedri conjugati rispetto 
alla sgperficie O,,. E s s i  sono due u due conjugati r i s ~ e t t o  a l l e  stiesse superficie 
834 j O359 O36 ) 045, O469 O58. 

Ne1 gruppo di una retta di PASCAL, per es. ï 2 3 4 5  6 = A,,&, (*) sono con- 
tenute le sostituzioni (14)(25)(36) ,  (16)(25)(34) ,  (14)(23)(56) , '  (12)(36)(45)  o 
inoltre (15)(24) ,  (13)(46), (26)(35). Le prime quattro corrispondono ai triangoli 
A23) A16) Lis6, le filtre ai triangoli Ais, Ai5,  A,,, dunque: 
1 6 punti  e i 6 piani d i  (P),,, e determinati da1 gruppo della rettts 

d i  PASCAL Aap A,, formano due figure p o l a ~ i  reciproche rispetto alle super- 
Jicie epy,  Orb7 esl, ed1 (ove a ;  0, 7, d, E ,  h S O ~ Z O  identici, salvo l'ordine, ag l i  
indici 1 2  3 4 5  6). E s s i  sono due a due conjugati rispetto alle superficie 8,s) 
O,, , OUI. 

Con analogbe considerazioni si ottiene da1 gruppo di un punto di STEINNR: 
1 18 punti  e i 18 piani d i  (P),,,, (II)360) determinati dalle sostituzioni del 

gruppo d i  uta punto d i  STEINER GaPÏ,  formano due Jigure polari reciprocke 
rispetto alle 6 superJicie O,,,, O,,, Op.,, Osi, B a l ,  O , I ,  date dalle sostituxiot~i 
(ah ) ( cd ) ( e f )  del gruppo. Ess i  sono due a due conjugati rispetto alle 9 super- 
ficie eap rimanenti, date dalle sostituxioni (ab ) ( cd )  del gruppo. 

1 18 punti  e i 18  piani formano anche 6 c i d i  projettivi d i  tre pzcnti O d i  
tre piani sia rispetto alle direttrici dei complessi xi - z, = O, x, - x5 = 0 ,  
2, -xi - 0, sz'n rispetto alle direttrici dei complessi x, - x, = O, x, - x, = 0, 
x6--x1 = O. 

Per il gruppo di una figura i~ si ha: 
1 6 0  punti  O i 60  piani d i  ((Y),,, e (II),,,, che s i  ottengono da1 gruppo d i  

una jïgura I I ,  per es. 1, determinano 5 . 1 5  tetraedri conjugati 15 a 15 ri- 
spetto alle superficie O,,, O,,, e,,, O,,, O,,. 1 60  p m t i  e i 6 0  piani formano due 
figure polari reciproche rispetto alle 10 superjiczé 8 restanti. 

E finalmente da1 gruppo di un punto di KIREMAN: 
1 6 punt i  e i 6 piani d i  (P)360 e (Il),,, determinati da1 gruppo d i  ura punto 

d i  KIREMAN AaS, Auy) Au8 formano due Jigzcre polari rec@roc?ie rispetto alk!  4 
superJicie op,, eps, eYs, O,x, e sono due a due conjugati rispetto alle superficie 
Q,p, eu7) 0,s. 

Padova, febbrajo 1883. 

(*) A., 1, c., pag. 178. 
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Sulle relazioni 
esistenti fra covarianti ed invarianti 

di una stessa forma binaria. 

(Nota d i  F. BRIOSCHI, ZPa Milano.) 

1. % noto che fra i covarianti e gli invarianti di una forma binaria del 
teïzo ordine esiste una relazione, e che la stessa proprietà ha luogo fra i co- 
varianti e gli invarianti di una forma binaria del quarto ordine. 

Evidentemente fra tre covarianti qualsivogliano di una forma binaria. deve 
sussistere una relazione, percib il numero di queste potrebbe essere determinato 
da1 numero dei covarianti indiperidenti relativi alla forma stessa. Ed infatti per 
le forme binarie del terzo e del quarto ordine il numero dei covarianti indi- 
pendenti essendo tre, una sola relazione esiste fra essi cos1 nell'uno, come ne\- 
l'altro caso. A completare il numero di quelle relazioni devono perb aggiungersi 
quelle che possono esistere fra semplici invarianti. 

Da questo punto di vista il numero delle relazioni esistenti fra i covarianti 
e gli invarianti di unii forma binaria del quinto ordine .sarebbe di 970, per 
quella del sesto ordine di 1338 e cos1 via; ma il maggior numero di esse si 
dcdurrh per eliminazione da un pih piccolo numero di relazioni indipendenti 
lc quali, vedesi facilmente, dover essere 18 per le forme binnrie del quinto or- 
dine; 20 per quelle del sesto ordine ed in generale m + p  - 2 ,  supposto essere 
vz il numero dei covarianti indipendenti della forma, e p il numero delle re- 
lazioni esistenti fra soli invarianti. .E siccome se indicasi con r il numero 
dcgli invarianti indipendenti, e con k quel10 dei coefficienti della forma si ha 
4 - r  - k + 3, il numero delle relazioni indipendenti sarh in generale m + r - k + 1 (*). 
+ A questo stesso nurnero si giunge anche con altre conaiderazioni. k noto per 
la teoria dei covarianti associati ad una data forma, che un covariante indi- 

(*) C ~ E B S C A :  Theorie der bindren Formen, pag. 305. 
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pendente qualunque moltiplicato per una potenza della forma stessa é eguale 
ad una funzione omogenea di quei covarianti associati. Ora questi sono in nu- 
mero k- l, e percib ciascuno degli altri covarianti ed invarianti indipendenti, 
in numero di m + r - k + 1, moltiplicati per una potenza della forma, saranno 
esprimibili in funzione dei primi k - 1 covarianti associati. 

Nella Monografia sulla teorica dei covarianti e degli invarianti pubblicata 
fino dall'anno 1858 in questi Annali (*) ho appunto applicato il metodo dei 
covarianti associati alla ricerca delle relazioni esistenti fra i,covarianti e gli 
invarianti delle forme binarie di terzo e di  quarto ordine. Ma per le forme 
binarie d'ordine superiore, il metodo, pur conducendo al numero di relazioni 
sopra indicato, le determina per modo che soltanto dopo lunghe eliminazioni 
si pub giungere alle richieste relazioni fra tre covarianti. 

Anche la trasformazione della forma binaria data per mezzo dei covarianti 
lineari, se di ordine dispari, O dei covarianti quadratici, se di ordine pari, pub 
semplificare quella ricerca, anzi darebbe risolto il problema se non fossero altre 
le relazioni fra i covarianti indipendenti che si debbono avere in mira. Nelle 
pagine che seguono ci gioveremo perb dell'uno e dell'altro metodo. 

Infine rammenteremo qui alcune relazioni esistenti tra forme binarie qualsi- 
vogliano alle quali pure ricorreremo più avanti. Sieno a ,  b, c, d quattro forme 
hinarie, nessuna delle quali linenri; dimostrasi (**) facilmente essere: 

nella quale le (a b) (ab), . . . hanno gli ordinarî signiticati. 
Da questa si deducono altre due, e cioè: 

Sieno m ,  ra gli ordini delle forme a ,  b ,  e sia d= (ab):  se poniamo e- (dc) 
si ha: 

(*) Annali di Matematica, tom. 1, Anno 1858. 
(**) Id., Serie II, tom. 7, Anno 1875, pag. 125. - CLEBSCH: Theorie der binüren Formen, 

pag. 117. 
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dalla quale si ottengono le due seguenti di molto uso: 

1' una conseguenza dell' altra. 
. Infine, anche ne1 cas0 che le a ,  b ,  .. . sieno lineari, si hanno le due relazioni: 

a(bc)+ b(ca)+c(ab)=O 

(ab)(cd)+ (ud)(bc)  + (ac)(d b) = 0. 
( 4 )  

2. Cib posto passiamo a determinare alcune relazioni fra i covarianti di 
una forma del quinto ordine. Indicata con f la forma, porrb: 

Si hanno cosi: 

4 invarianti A, B, C, D dei gradi 4, 8, 12, 18 

4 covarianti linertri U, @, y, 8 n n 5, 7, 11, 13 

3 n .di 2' ordine 1, m, tz n n 2 , 6 , 8  

ossia, corne è noto, 19 covarianti e quattro invarianti indipendenti. 
AnnaZi di  Malematica, tom0 XI; 
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Indicando con f,, f, ,:. . fs i covarianti assoaiati alla forma f si hanno i 
valori : 

f 0 = f 7  fi=', f z z f h >  f i = f a 7  f i = f ( f P 1 - 3 h 2 ) >  
f 5=2 f (Tw-  ha) 

e per' essi i covarianti 24,  p, m,  E e l'int-ariante A danno le relazioni: 

3 f " ~  = 2 w e + 4 h e l + 6 f h p - p P  (4 
f " ~  = - ( P + 4 h " + f  h l  (4 
PA=-[w"hlz+3f lp ]  (4 
Pm=- (hp4+7c2 )+ fpu  (4 
f% =-2 (hZp+kw)+f lu -3 fp2  (e). 

le tre ultime delle quali si possono dedurre dalle (1)  formando i quadrati di k,  
di w ed il loro doppio prodotto. Ora dalla: 

l ( f h ) + f ( h O + V B = O  
osservando essere k = ( f p )  = $ (h 1), si ha : 

e quindi per le prime tre superiori: 

che conducono alle seguenti: 

9 f ~ = 3 h a + 9 p u + . F p  

3 f a  = P - 9 p 2 + 6 6 u + 4 A h h .  
Eliminando dalle (a) (6) (c) le w,  e, si ottiene per questi valori di 4, a ,  la 
relazione : 

- 12hm+lpe-3u2=f(al-~AQ) . 
e per questa gli invarianti B, C danno: 

Cosi essendo g = ( fu)  = - 2 (hp) si ottiene la:  

che dà facilmente per le superiori i valori di- y" go ... 
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Jl covariante 3 = (fm) = - f (up) da&: 

2 f 4 = p g - u k  (1) 

ed inoltre, sempre applicando la prima delle relazioni (4) si hanno le: 

f v = m  -19 (m) 

f a - l k  -pu (4 
f r = m k - p 9  (fl) 

f f i = 1 3  - m u .  (d 
Analogamente esaendo (fi) = - 2 v ,  (pa )  = 212, si giunge alle: 

f P = - 2 l v  - # O  (r)  

f y  = - 2 m v - a 4  (8) 

f 8 = - 2 n v  - 4f4 (9 
essendo : 

(f f i )=+ Z(u1 -'+Ap) + $pm, 
Da ultimo per le: 

. - 
si otterrà la: 

Si hanno cos1 le 18 relazioiii (u) (b).  . . (u). 
3. Fra le varie relazioni che possono dedursi da.quelle stabilite ne1 para- 

grafo precedente scegliams le seguenti. Formando il quadrato della (m), e mol- 
tiplicandole per o si ottengono le: 

per le quali e pel valore di d dato dalla (c) si ha quadrando la (r)  e ram- 
mentando le (y) (Tb) :  - 

B"$a2=LI ( 5 )  
ed analogamente dalla (s): 

y' + Car = M m  
posto : 

L = 4 ( 2 A B - 2 7 C ) ,  .LM=~AC-B=. 
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Da queste si deducono tosto, essendo per definizione (1 a) = B, (wa a)  = y, le : 

( P a ) = L , -  (YU) = M  
e quindi anche le: 

( I p )  =-Au, (nay)=- Ca. 

Si noti ora che dalle formole (3) si deducono le seguenti: 

( Z n ) = + B l - A m ,  (mn)=CZ-+Bm 
percib dalla: 

. l( tz~)+n(al)+a(Ery)=O 

e dalla a~ialoga .cambiando 1 in m, si ottengono le: 

ma si ha anche la: 

ossia 

quindi sarà: 

e nello stesso modo: 

Pongasi : 

dalla : 

pli ha che: 

e dalle: 

si ottengono le relazioni fra i covarianti lineari: 

D p = P a + L d ,  D y = Q a - M a ;  (B) 

ma dalla relazione (4) si ha che: 

L( l y )= -DB-AMa=Ld- (P+AM)a  

percib pel valore di ( l y )  trovato sopra si avrà: 

P=f B L - A M  ed analogamente &=CL-+BM 
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le quali pel valoïe superiore di De danno: 

0'3 BLM- AM'- CL8. 
A questa si ponno aggiungere le seguenti: 

' M D k B P Q -  4 A&"-CP2 

4. La relazione (A)  e le due ( B )  sono fra quelle che intendiamo qui con- 
siderare. Una quarta relaziene fra i covarianti quadratici 1 ,  m, n si ottiene 
tosto da1 quadrato di lz ed è la: 

rP= B l m -  Ame- CE2. (c) 
Le 1, m, n si possono esprimere, corne é noto, in funzione di a e di 8; infatti 
dalle (5) (6) per l e  (B) si ha tosto: 

Passando ai covarianti cubici p, q,  r osseyverb dapprima che essendo (*p)z - 0, 
dall'applicazione della seconda delle (1) si hanno tosto le: 

dalle quali eliminando p, r si ha per la (C): 

ma per la (3) risulta ( n p ) = + a m ,  percib dalla: 

e la superiore divisa per p d&: 
M p  = 2(2 Cl - Bm)a + 2m8. 
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Cosi essendo analogamente : 

risultando per valori trovati sopra che: 

Mn=ya+(C@-+By)a 
si avranno le: 

Mq=2(Cl-Bm)B+Bly+ 2nd 

Queste espressioni di p, q, r  conducono facilmente alla Joro rappresentazione 
in funzione di a, d e si avrà per la prima: 

. . 

Dep= 2d3++M8a" Qaa8 
. .  - (E)  

e Per le altre due indicando con y($, a) il secondo membro di questa, si 
avranno le: 

d? - D ( L ~ - M ~ - D ~ ) = - ;  "der 

d 9 D(Lr-Mg+Dp)=- fdz  ( F )  

D ( P ~ -  ~~) . - -* Id++f~-  da  d 8  

e quindi: 
"1 

( L r -  Mp - b p ) ) b -  2 (Pr-  Qq)d.- +M(Lr-  Mg+Dp)n9=0. 
. . 

Quest'ultima relazione, la quale corrisponde alla: 

Zi-m<f t tp=0 
. . 

agevola la eliminazione delle d,  a dai valori delle p, q ,  r ;  ma il risultato della 
eliminazione pub ottenersi ancora. più facilmente ne1 mguente modo. Dalle 
equazioni (7) si deduce essera: 

B q r - A r ~ - C q ~ . d + ~ P ~ s f . u ' ~ 2  

e dalla prima delle superiori .si .ha:. - 

ora moltiplicando la prima per 8(2Cg - Br) s - Btny ,  e la seconda per 
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- - - 

-(ra + Cpt) = m3 si ottiene la relazione richiesta fra i covarianti cubici, ossia la: 

Il covariante biquadratico u dà per la (y) e per le tre che la precedono, la 
seguente : 

9 B ~ = 2 a ~ I - Z A ( a p + Z r t a ) -  Ble-54mg (HI 

e quindi anche: 

9Bv = - a P l +  2ACuq + 1n)+54mn. (KI 
Moltiplicando la prima per lz, la seconda per m e sommandole, osservando 
essere : 

2 A r - B q = y E - a t t  
si ottiene la: 

9(nu+m~)=I(uy-1%) 
e percib anche: 

(um) =+(a9 - 192). 

Passiamo ora a ,  considerare i tre covarianti del quinto ordine f, U, 4, Pel 
valore di Bu trovato sopra, dalle relazioni (9) (h) deducesi la seguente: 

9Mf=~~l-27am~$2(4Am-BI)a1+2Nmp 
posto : 

jV527B-8Ae 

nella quale sostituendo peF l,-m, p i valori di questi covarianti in funzione di 
d, a si ottiene facilmate la espressione di f in funzione degli stessi covarianti 
lineari 8, a, data la prima volta da CLEBSCH e GORDAJ in questi Annali (Anna 
1867), Essa è: 

9B4f -  A,65+5AA,64u+10A~8%e+.  .+ Aga5 
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della equazione : 
tS++Mt++Q=O 

se si suppongono: 

A o = a + b + c ,  A,=aA+bp+cv,  A,=ahe+bp4+cv2 

si hanno le: 

A3=aÀ3+bP3+cv3, A,=al .4+bp4+~v4,  A5=a15+bp5+cv5 

e quindi: 
9D4f=ax5+by5+cz5 

posto : 
z=d'+ha,  y = $ + [ * & ,  x = d + v a ,  

e siccome la ( E )  si trasforma nella: 

D"=2xyz 

siamo condotti per nuova via al noto teorems che le tre variabili z, y, z, che 
danno per f la trasformata canonica, sono i fattori del covariante cubico p. 

Le espressioni in 6, a pei due covarianti di quinto ordine w, 4 si deducono, 
analogamente a quanto si è osservato pei covarianti cubici, dalle relazioni: 

per le quali : 

(Mw-L~-Df)d"-2(&u-P~)~o-+M(Mo-L~+Df)cr~~0 

che coincide colla: 
19-mw-fif=O. 

Fra le tre forme di quinto ordine f, w ,  4 sussiste una relazione del quinto 
grado; supponendo f = O  si avrà da questa una equazione del quinto grado ie- 
9 In -=-- - y ,  la quale si otterrà anche dalla eliminazione del rapport0 6: a dalla 
O C . . 

quintica f = O e della quadratica ly - m = O. Questa equazione del quinto 
grado in y, che è una trasforrnata della f = O  per mezzo dei covarianti qua- 
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di una stessa forma Linaria. 30 1 

dratici é la seguente: 

( 8 A N - 9 L ) y 5 +  5(7 A L - 5 B N ) y 4 - y ( A M  + 2 B L ) y 3 -  1 

3 - O ( 3 B Y - 4 C L ) y ' + y C M y + + ( 4 B g M - 8 B Q - M 2 ) = 0 .  ) 
5. La  pih importante perb delle relazioni fra covarianti di una forma del 

quinto ordine è quella che sussiste fra la forma stessa ed i due oovarianti del 
k sesto ordine ohe abbiamo indicati con h ,  k. Pel cas0 di f = O posto = y,  

siccome si hanno, per la f-O, le: 

sarà : 

ed anche: 

e la nuova trasformata in y  della f= O si otterrà dalla eliminazione del rap- 

porto 5 da queste due biquadratiche. Oppure se si iotroducono le trasformate 
xz 

di f e di p in 8, u si haona le due forme biquedratiche: 

?=(bop b, ... b4)(d, u)4=0 

+=(cl , ,  c i . . .  c~)(J, a)'=O 
nelle quali: 

bo=AoyI b i :  I i y - : ~ ,  b t -Agy,  ~ = A ~ ~ - ~ M , G ,  b , = A , y t ~ ~  

co=Aiy+2p,  c i=A,y ,  c , = A 3 y + $ M p ,  c,=A4y-fQp, c4=A,y  
postu per brevità p = 9 D. 

Il risultante di due forme biquadratiche si pub esprimere, corne è noto (*), 
in  funzione degli otto invarianti siniultanei di quelle forme ne1 modo seguente. 
Sien0 : 

H= + (9  pîb K= f (JI $12 

gli hessiani delle forme date; 

i = d ( ? ~ ) ~ ,  j=+(yH),; s=+($$) , ,  t=$(+li-) ,  
gli in~ariant i  della prima forma e quelli della seconda; infine: 

R=(g>$)4, = 4 ,  $ 4 ,  U=(HK)4 

(*) D'Ovr~io. Atti della R. Accademia delle Scienze di Torioo. Gennaio 1880. 

At~rrali di Mafematicr, tom0 XI. 39 
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gli altri quattro invarianti fondamentali; si avrà pel risiiltante la: 

Ne1 caso particolare che consideriamo i valori degli otto invarianti simultanei 
sono i seguenti : 

i=py(Lyt-3 , M ) ,  s=-+Mi 

j = 2 p 3 [ D y 3 +  Py2-:DAy-', &] 
~ = - , o ~ [ D Q ~ ~ - ( P Q + + L M ~ ~ ~ - $ D ( I A Q - ~  L M ) ~ + $ ( Q < + $ M ~ ) ]  

R=-2pe(P~"+Q), T = $ p 3 [ L M y s + $ D L y - + M 2 ]  
S=~,O~[DM~~-$(MP+~L&)Y~-+DBL~++MQ] 
U= -ip4[LWy4 +6(LM" 5 P & ) y 2 + $ ( ~ M ~  5 Q2)] 

i quali valori sostituiti nella equazione superiore conducono, dopo alcune ridu- 
zioni, alla: 

16(d2-144B)y5-5.8.9(AB+24C)y3-5-9'(4AC-Bg)y+54D=O (P) 

trasformata della f = O posto y = Ma 16(Az - 144 B) b il discriminante 

della forma binaria f, indicandolo con A" ponendo z= A y ,  si otterrà cos1 
I'equazione: 

nella quale si trasforma una equazione qualunque del quinto grado (*). Evi- 
dentemente trasformazioni analoghe devono sussistere per forme binarie di più 
alto ordine. 

Le relazioni (A)  (B) ... (P) fra tre covarianti di f i  O fra due di essi nella 
ipotesi di f = O ,  sono della natura di quelle che più specialmente importa con- 
siderare nello studio delle forme binarie. . 

6. L a  trasformazione della equazione generale del quinto grado in quella 
nella quale sono nulli i coefficienti del secondo e del quarto termine era in- 
dicata da1 si;. HERMITE molti anni sono in .uns Iettera & BORCHARDT: Sur 
Z'invariant du 18m ordre des formes du cinquième dégrd, etc., pubblicata ne1 

(*) Vedi la mia Nota: Ueber die Aujl6sung der Gteichungett corn fiirtften Grade. Math. 
Annalen, Bd. 13, pag. 144. 
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vol. 59 del Ciornale di Matematiche di Berlino. Questo risultato pub ritenersi 
come una conseguenza del seguente teorema, il quale trova pure applicnzione 
in una-analoga trasformazione delle equazioni del sesto grado. 

Se f è m a  forma binaria dell'ordine ta; h ,  k due covarianti di essa del10 
stesso ordine m ,  il primo di grado zc, il secvndo di grado v ;  eliminando il 

rapport0 2 dalle f = 0, h y - k = O si ottiene una trasformata della equazione 
Xa 

nella quale i coefficienti A , ,  A , ,  . . . A, sono invarianti della forma binaria f, 
essenda il coefficiente. A, del grado rtzc + m + r (v - u). Se percib la forma f 
non ammette invariante di quest'ultimo grado il coefficiente A, dovrà essere 
nullo. 

Sia dapprima f del quinto ordine, ed indicando con p il suo covariante cubico 
di terzo grado, sieno: 

h = f ( f f h ,  7 = ( f p ) ,  

il coefficiente A ,  sarh del grado 16 + 2r. Ma coirie abbiamo veduto sopra dalle: 

si deducono le: 

f iy+x*p=O,  f 2 y - x $ J = O  

e percib i coefficienti della trasformata superiore hanno tutti per fattore CO- 

mune il discriminante, e dividende l'equazione per esso, diventerà ,4, del grado 
8+2r .  Ora una forma binaria del quinto ordine non possiede invarianti del 
10 grado o del 1 4  grado, saranno quindi A,  ed A, eguali a zero; cioé la 
trasformata avrà la forma: 

essendo A il discriminante, ed Fi2,  Fi,, Fi, invarianti di grado 12, 16, 18. 
Analogamente per le forme del sesto ordine, supponendo p essere il cova- 

riante biquadratico del secondo grado della forma stessa. Il grado di A, sa- 
rebbe 2 0 + r ,  ma tutti i coefficienti hanno un fattor comune del grado 10'; 
d'altra parte la forma binaria del sesto ordine non ha invarianti dei gradi 11, 
13, quindi la trasformata in y avrà la forma: 
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Daremo infine la nota di alcuni lavori recenti intorno l'argoniento trattato 
in queste pagine, non senza ricordare che le prime relazioni fra covarianti ed 
warianti di forme binarie si trovano nelle Memorie di SALMON, di CAYLEY, di  

TLTESTER, di CLEBSCH e di GORDAN. 

~ D I O  - La relaxione fra gli otto inearianti fondamentali d i  due forme bi- 
fiarie biquadratiche. 

IDEM - Nota sulle forme binarie del 50 ordine. (Atti della R. Accademia di 
Torino, 1880.) 

ST$PHANOS - Sur les faisceaux de formes bittaires ayant une même jacobienne. 
(C. R., 12 décembre, 1881.) 

IDEM - ,Sur les relations qui existent entre les covariants et les invariunts de 
caractère pair d'une forme bienaire du sixième ordre. (C. R., 22 janvier, 
1883.) 

BRILI, - Ueber binnre Formen und die Gleichung sechsten Grades. (Mat,h. An- 
d e n ,  Bd. 20.) 

LINDEMANN - Ueber die Hesse'sche Covariante einer binaren algebraischelz Form 
;fünfter Orclnung. (Math. Annalen, Bd. 21.) 

PERRIN - Sur les relations qui existent entre les covariants et les invariants 
des formes binaires. (C.  R., fdvrier, 1883.) 

In queste comunicazioni alllAccademia delle Scienze dell'Istituto di Francia 
il sig. PERRIN applica la teorica dei covarianti àssociati alla ricerca delle re- 
lazioni esistcnti fra covarianti ed invarianti; il qua1 metodo, corne ebbi a notare 
ne1 corso del presente lavoro, trovasi esposto ed applicato nella mia Monografia 
del 1858. 
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U n  teorema 
relativo alla funzione potenziale. 

(Nota d i  A. TONELLI, a Roma.) 

N e i l a  Nota: Sopra ln funzione potenziaZe i n  uno spazio c~ n àimensioni, 
pubbliaata ne1 tom; X (Serie II) d i  questi Annali, a pwg. 310 ho osservati 
che se U è una funzione monodroma, finita e continua insieme con le sue de- 
rivate sino all'ordine m+ l inclusive, e che ammette le derivate determinate 
e finite di ordine m + 2  in un campo Sn ad f i  dimensioni, ne1 quale soddisfa 
l'equazione differenziale 

dove a,, x,, . . . , x, rappresentano un sistema di coordinate ortogonali, per, le 
quali l'elemento lineare ne1 campo considernto assume la forma 

d s e = d x ~ + d x ~ f  -..+dxl, 

introducendo le coordinate polari p, xi, x, , . .  . z,-~ col porre 

x,. = ar + p sen xi sen x, . . sen gr-, cos x, 

Xn = Un $ p sen x ,  sen 2,. . . sen Z,-Z sen Zn-, 

r = l ,  2, ... f l - 1  

anche 1' altra 

.cari, O e s . c = m ,  è pure una funzione monodroma, finita e continua insieme con 
le sue derivate prime ne1 campo stesso, che soddisfa l'equazione AeV= O. Le  
due funzioni U e T saranno quindi funzioni potenaiali. Questa proprietà perb, 
corne risulta iinmediatamente da1 metodo tenuto per dimostrarla, suppone ve- 
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rificata anche la condizione' 

mentre, anche quando questa non sia verjficata, è facile dedurre dalla nota 
funzione U, una nuova funzione potenziale,'la quale si ottiene da V aggiun- 
gendovi un termine della forma 

b*pa 

dove b, è una costante, rispetto a p, convenientemente determinata. 
Osservando infatti che si ha 

é chiaro che prendendo 

la funzione V +  bSps assume la forma 

e quindi, per la proprietà dimostrata a pag. 309 della Nota citata, soddisfa 
l'equazione 1" V+ b, ps1 = O 

Supponendo s = O, la quantità da aggiungersi a Triducesi' a 

ed essendo quindi costante rispetto a p, non ha alcuna inuenna su1 valore di 

e percib le conolusioni fatte in quella ip.otesi e dedo@ dallaion- a P 

Le precedenti conclusioni possono essere generalizzate, e possono dedursi 
delle fiinzioni potenziali d i  una .funziune potenziale nota, mediante ~ e ~ l i o a t e  
integrazioni. 

Supponiamo infatti che U sia uns funzione potenzials finita e continua in- 
sieme -collë sue derivate fino ad un .certo oraine, the, poia fisseferno, iii ' un  
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campo Sn ad n dimensioni, e accenniamo per maggior semplicitb con 

l'integrale indefinito privo di costante arbitraria;' allora, per la precedente os- 
servazione, sieno O no zero le derivate di U rispetto a p ne1 punto p=O, la 
funzione 

con O n ,  sarh una funzione potenziale, finita e continua insieme con le 
sue derivate del primo ordine, se V è una funzione potenziale finita e continua 
insieme con le sue derivate dell'ordine n + 1, ed ha le derivate di ordine n + 2 
finite e determinate ne1 campo Sn. Ora noi possiarno prendere 

quando U sia finita e continua insieme con le sue derivate fino all'ordine 
in + m + 1 inclusive, ed abbia le derivate di ordine in + m + 2 determinate e 
finite, e sia O r s  r m. Supponiamo inoltre che si abbia anche s 3 ra + 1, cos] 
che sia O 5 o ~ n < s s  rn, e allorn, per una nota formula, avremo 

d ~ v s  con gl'indici attribuiti alle quantità tra parentesi si sono indicate le de- 
rivate. Poniamo ora per brevità 

e allora, a calcoli eseguiti, potremo sçrivere 
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e sostituendo questo valore di nel17espresdone di W,.otteire*o 

Ora se poniamo 
m+h-Tc-1=1 

B chiaro che 2 pub assumere i valori compresi tra m 
compariscono nella doppia somma sono della forma 

e m + n, e i termini che 

con 0 ~ 5 ~  1, e quindi sono altrettante funzioni potecziali, poich4 gl'iritegrali 
debbono intendersi sempre privi di costante arbitraria, e cib ci porta a con- 
cludere che anche 

sar i  una funzione potenziale, monodroma, finita e continua insieme colle deri- 
vate del primo, e che ha determinate le derivate parziali-del secondo ordine 
ne1 campo S,, quando U ne1 medesirno campo sia monodroma,--finita e continua 
insieme con le derivate dell' ordine m + n + 1 inclusive, ed abbia determinate 
e finite le derivate dell'ordine rt + m + 2 : e poichè in Pi nori, vi è più traccia 
di f i ,  pel quale avevamo la condizione c 5 n< s, potremo prendere n = 5 O 

n = s - 1; e allora basterà che le condizioni relative -alle derivate di U si 
estendano fino agli ordini m + 5 + 1 e m + u + 2, ovvero m + s e m + s + 1. 

Corne si è osservato, deve aversi O 6 o < s r m,. .pet cui se grendiam9 D = 0, 
s = 1, m = 1, quelle disuguaglianze sono verificate, e; si avr8  

che B funzione poteriziale ; mentre, prendendo 0 = O ,  s = 1 e m= 2, avremo 
. . 

che b pure, come B noto, funzione potenziale, ecc. 
La  f&ula ora dim~strata pub ancora generalizzarsi seguendo il processo 

fin qui adoperato, poichè, se V è una funzione potenziale, monodroha, finita e 
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continua insieme con le sue derivate fino all'ordine n + 5 + 1 inclusive, ed ha 
finite e determinate le derivate di ordine n + 5 + 2 ,  per la. formula ora dimo- 
strata, anche 1' altra 

con O 6 o <s r va sarà pure una funzione potenziale, che è monodroma, finita 
e continua insieme con le sue derivate del primo ordine, ed h a  finite e deter- 
minate le derivate del secondo ordine. Ma psssiamo prendere 

quando U abbia le derivate, monodrome, finite e continue sino all'ordine 
n + rn + 5 + 1 inclusive e le derivate dell' ordine lz + CJ + m + 2 determinate e 
finite ne1 campo Sn; e allora se n < 7 m si giunge facilmente a dimostrare che 

con O r~ <s < r  r m,  è pure una funzione potenziale. Osservando poi che in 
questa formula non comparisce più n ,  per la  quale si hanno le limitazioni 
r > n 2 s, è chiaro che potremo prendere n = r  - 1 O n = s, e allora le con- 
dizioni riguardo alla continuità e all'esistenza delle derivate parziali di U si 
estenderanno fino agli ordini m + s + 5 + 1 e m + s + + 2, ovvero In + u + r 

e m+o+r+l .  
I n  modo analogo si otterrebbe dalla U una nuova funzione potenziale me- 

diaiite quattro, cinque, ecc. integrazioni successive; ma la  generalizzazione 
della formula precedente pub ottenersi, forse con maggiore semplicith ed evi- 
denza, seguendo un altro metodo, il quale ha , i l  vantaggio di non imporre con- 
condizioni relative alla continuità delle derivate di 27 il cui ordine è superiore 
ad m + 1. Accennando con b,, una costante, rispetto a p, e che sopra abbiamo 
visto dover essere uguale a 

se s i s m ,  si avrà 

dove le Ak sono coefficienti numerici, finiti e differenti da zero, dipendenti d a  
na e da si, facili a determinarsi. 

AnnaZi di  MatenaalMa, tomo X I .  49 
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Ma se s1 > s,, rnoltiplicando 1' eguaglianza precedente per psi- si-1 d p  e jnte- 
grando tra O e p, avremo 

na 

per cui, ponendo per brevità 3 Akbk = bs,, e osservando che il massimo va- 
SI 

lore che assume k è n z ,  arremo anche 

dove con Dk. si sono accennati dei coefficienti numerici, finiti, dipendenti da 
M ,  si, s2, e che possono facilrnente calcolarsi. 

D a  questa formula ora, con un processo analogo, se s2>s3, dopo aver mol- 
tiplicato i due membri per pSp-~sa-'dp, integrato tra O e p e ridotto il secondo 
rnembro, otterremo 

dove' le Eh sono coefficienti finiti, dipendenti da m, s,, s,, s3, che facilmente 
potrebbero determinarsi , e 

rn-1 a s s  l,? 
bS,= Z D k b f k  con b ' k = ( - 1 ) " i - % 1 1 2 2 . -  

% p S a  

Ripetendo 1 volte il medesimo processo, e introducendo successivamente le 
costa.nti O,,, b,,, . . . , bSl, determinate ne1 medesimo modo delle b,,, bs,, b,,, e 
riducendo ogni volta il secondo membro, quando sia s,> s4, s, > s,, . . ., s l ,  > sl, 
otterremo finalmente : 
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- -- -- - -- --- -. .- -- 

dove al solito le Lk sono coefficienti numerici, finiti, dipendent,i da m, s,, s,, . . . , 
sl, che facilmente potrebbero determinarsi. 

Moltiplicando ora quella uguaglianza pei psi ,  il secondo membro si riduce a 

ed è una funzione potenziale per l'osservazione a pag. 309 della Nota citata; 
10 stesso-dunque avverrà del primo membro; ovvero 

sarà una funzione potenziile, quando O r sl< sr-, < . . < s, < s, 9 2 .  

Corne caso particolare potremo prendere 

sz=0, s ~ - ~ = l ,  S I - * = 2  ,..., s ,=l-1 

e d o r a  otterremo, mediante 2 successive integrazioni, 

che sarà una funzione potenziale. 
& evidente che qui non hanno necsuna influenza sulla conc.liisione fatt'a, le 

derivate di  U degli ordini superiori ad nz + 1, cib che non avveniva c,ol me- 
todo tenuto precedentemente. Oaserveremo infine che nelle costanti b,, , b,, , . . . , 
bSl comparendo i valori delle derivate di U degli 'ordini s , ,  s,,.. ., sl ne1 punto 
p = O ,  a causa della monodromia di quelle derivate, si pub dire che le costanti 
stesse sono assolutamente indipendenti anche dalle altre coordinate dei punti 
del campo Sn. 

Roma, giiigno 1882. 
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A n  extension of a theorem 
of Legendre's. 

[By JORN C. MALET, Cork (I~eland).] 

I n  a former number of the A n n d i  I gave an extension of a theorern of 
LEGENDRE'S (Series II, tomo 11, pag. 246); having since still further extended 
the theorems there given 1 propose in the following short memoir to give my 
new results. 

1 use the following notation 
7I 

I" n-1 
W n s m O  SinP O d O 9- 1 ' - 

E = C o s r n 6 ~ i n ~ 6 ( 1 - k ~ i n ~ ~ ) " d 6  

(1 - k Sin")" 
O O 

71 

*"mmt O  sin^ F) d 6 I - 
n-1 

F' = Cos7"'~Sinp9(1 - k'sine d6 
- 

(1 - hrSin~O)* 
u 

where 

' m + 1 > 0 ,  m'+1>0, p f  1>0. 
We easily find 

d B  
f i k - = ( f i -  d 6 1 ) i E - F ;  

Hence the differential equatioii 

dg zc d.16 2 ~ k ( l - k ) ~ + ! n ( ~ + n i + 2 ) - k ( 3 i r + n ~ + 2 ) ~ - - ( ~ +  d k 1 ) u = 0  (A)  
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is satisfied by u =E'  and therefore the complete solution is 

where 
We 

where 

U= C,F+ C,Ff 
C, and C, are t&bitrary constants. 
have then as before 

m-Cp ma+], 

k 2 k r f - [ ( l - n l ) ~ ' ~ + ( 1 - r n ) ~ ~ ' - 2 ( 1 - ~ ) ~ ~ ' ] = ~  (B)  

C is independent of k. 
To determine the  value of C, write relation (B) in the forme 

and put k = 1. 
Now in the first case if m' +p is negative we find, when k = 1 

which is finite, therefore in tliis case, when k= 1 

In the second case, supposing ml+p not to be negative, transforming 

by the aubstitution 

we find 

which gives, for k= 1 
i 
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M a  l e t  : An extension of  a theorem of Legendre's. 3 15 

and instead of formula (B) we have 

or determining the constant by putting k == O we get 

A gain is a solution of (A)  in fact in this case we find 

:ind me find as before 
n-1 n-l  * <%Yd.C 1. 

- 
~ ( p + 3 ) f i - 2 ; j ' x i ( ~ - ~ x ? ) ~ a x -  2(n71) - , = n ( l -  k )  % . 

(1 - k29- 
O O 

Queens College. 
Cork (Ireland). 
hlarch - 30, 1883. 

FINE DEL T O M ~  XI.' (SERIE ILa) 
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Pagina linta in luogo df 

168 20 par ex. (12) (34), (23) (45) ou bien par les 
171 41 irivolutions (12) (W), (al) (45) 

6 

(16) (2s) 
deux 
(135) (246) 
60 

10.86 
De la Note a.. 87 on 
(li'D'+B'R')pa+[(AD'+A'D) +(BE'+ B'E)]p 

+ ( A D  + BE)=O 

2 17 10 (a: t a':+ a: c a':) ,u9 r (a, a', + a, a', + a, a'& 
+ a8&)p + (af+a:+ a:+a:)=O 

220 52 e 14 X , X ~ ~ ~ X ~ X ~ X ~  

22t /Be35 4 
ivi 36 
225 4 /Brennfl&che) 
ivi 56 (Plücher) 1. c. 

par ex. Par les 
Iiomographie8 (12345), ( ik  2) (i, k, 1 

trois indices de la série 1, 2, 3, 4, 6) 

3 

ww $3) 
trois 

(ifwl PM), ( i3 )  (96) 
120 
9 .16  
On 
(A'D' + # E t +  C'F')pa+ [ ( A D ' +  A'D) 

+ ( B E 1 +  B E )  + (CF', C I F ) ] p  
t (AD + B E + C F )  =O 

~ a ~ ~ p ~ + 2 Z a , c a ; p + E a ~ = 0 ,  i = l ,  2 ,..., 6 

si les deux complexes sont en inrolution. 
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