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CONTRIBUTI ALLA TEORIA DELLE CONNESSIONI.

I. CONNESSIONI PROIETTIVE: COSTRUZIONE AL FINITO,
CLASSIFICAZIONE SECONDO KLEIN.

Memoria di Exea BortororTI (a Firenze) ¢ VicLav HuavaTY (a Praga).

Sunto., - Gli 4A. espongono una ricostruzione, che a un tempo é semplificazione e completa-
mento in punti essenziali, e modificazione abbastanza profonda dal punto di vista con-
cettuale, della teoria delle connessioni proiettive: basata su un procedimento di passaggio
al limite, a partire da costruzioni al finito. Premetfono I esposizione del formalisino
adottato: cui da concretezza il poggiare su considerazioni geometriche semplici ed
espressive. Precisano e analizzano la nozione di derivazione proiettiva; passano poi a
una classificazione delle connessioni proiettive secondo le vedute déi KLEIN: in cui accanto
alle comnmessioni affini, metriche (di WEYL), euclidee appaiono per la prima volta in
tutta la generalitd le « connessioni metriche non-euclidee », variamente utilizzate, in
casi particolari, nelle recenti teorie della « Relativita proiettiva »,

INTRODUZIONE

1. La nozione di « connessione » in uno spazio curvo & stata sinora pre-
sentata sotto questi due aspetti fondamentali:

a) I’ aspetto analitico (VEBLEN (!)): secondo cui la connessione & il si-
stema, anzi 1’ « oggetto geometrico », ad es. Aﬁ,, dotato di una determinata
legge di trasformazione (ad es. (14.8) pei « parametri misti » di una connes-
sione proiettiva), Questo & del tutto chiaro e preciso, ma non appaga il geo-
metra, perché non dice nulla all’intuizione.

b) I aspetto geometrico—infinitesimale, che & quello delle definizioni ori-
ginarie di WEyYL, CARTAN (*). Secondo il quale dare una connessione affine
a una X, (per es.) vuol dire assegnare una legge di raccordo affine fra gli
spazi tangenti in punti infinitlamente vicini.... Questa veduta singolarmente
espressiva indubbiamente rivela la vera essenza delle connessioni; nel primo
stadio costruttivo della teoria ha portato un aiuto prezioso ai ricercatori. Ma
volendo passare ad una esposizione sistematica e razionale di queste ricerche,

(1) Ved. p. es. 48, p. 162; 49, pp. 185-186. (I numeri si riferiscono all’Elenco bibliografico).
® 1, p. 389; 4, 5, 12, 13, 14, 20; e 29, ove la veduta del CArTAN & formulata in tutta
la sua generalita.
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2 E. BortorotTi ¢ V. Hruavaty: Contributs alla teoria delle connessioni

appare desiderabile sostituire, in qualche modo, quelle parole « punti infini-
tamente vicini » — tanto discusse, fors’anche calunniate! ma ad ogni modo
di apparenza un po’ troppo vaga e mal sicura — con un effettivo procedi-
mento di limite, che parta da enti costruibili al finito.

Questo problema ci s’é presentato durante la redazione di un’opera d’in-
sieme sulle connessioni, che in collaborazione stiamo preparando e verra
pubblicata fra non molto. Ma abbiamo creduto opportuno premettere, in una
pubblicazione a parte, una esposizione preliminare delle nostre vedute sul-
I’argomento: sia per saggiare i metodi d’esposizione e di ricerca che abbiamo
in vista, che per dare una sede adegunata a sviluppi, collegamenti, conside-
razioni critiche e-comparative che nel libro d’insieme non potrebbero frovar
posto.

Naturalmente basterd dare una costruzione al finito delle connessioni
proiettive: le altre connessioni (lineari) si possono ricondurre a quelle pro-
iettive con una classificazione fatta secondo i principi di KLEIN. Questo a
priori appare naturale, e del resto gia dal CARTAN questa veduta & stata
illustrata (). Ma una esposizione completa, anche nei riguardi delle connes-
sioni (metriche) non-euclidee, non era stata data: & quanto facciamo nel
presente lavoro, ove accanto a una sintesi di risultati gia contenuti in pre-
cedenti lavori nostri e di altri Autori si troveranno anche parecchi risultati
nuovi.

Abbiamo premesso quegli elementi sui fensori proiettivi, che costituiscono
un formalismo indispensabile, non tanto per le connessioni proiettive vere e
proprie, quanto per le derivazioni proiettive, che ne sono un complemento e
una generalizzazione naturale, di non minore interesse per le applicazioni.
Prima di giungere ai tensori proiettivi abbiamo precisato, e illustrato con
caratterizzazioni geometriche espressive, i riferimenti in relazione ai quali i
vari tipi di componenti — o, se si vuole, di tensori — vanno interpretati.
La distinzione fatta tra i tensori geomefrici e i tensori amalitici chiarifica
assai la teoria e permette di liberare la parte propriamente geometrica da
sovrastrutture superflue. I’ introduzione dell’ (» + 1)-esimo differenziale, o in
particolare dell’ (w +- 1)-esimo parametro, viene subordinata alla considera-
zione di un campo di iperpiani (degli spazi tangenti).

Questo nel § 1. I1 § 2 da la costruzione al finito delle connessioni pro-
iettive. Cid conduce, effettivamente, a valersi di elementi i quali ccntengono
di pin di quanto non sia indispensabile; ma questo & forse nella natura

(3) 20, p. 318 e seg.
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E. BortoroTTI e V. HravaTY: Contribuils alla teoria delle connessiont 3

delle cose. Le relazioni fra i trasporti proiettivi a distanza finita a partire
dai quali si costruiscono la connessione proiettiva e anche la relativa deri-
vazione covariante, e il trasporto proiettivo (generalmente non integrabile)
lungo una curva, cui la stessa connessione da luogo, vengono conveniente-
mente analizzate.

Il § 3 ha carattere pit formale; introdotti, accanto ai parametri mists Ay,

che si presentano nel modo pit spontaneo, i parametri proieftivi I‘:;v per la
connessione proiettiva, si prende 1 occasione per passare a parlare delle
derivazioni proiettive in generale: fra cui soltanto le derivazioni « di prima
specie » corrispondono a effettive connessioni proiettive.

Nel § 4, introdotte le geodetichie della connessione proiettiva, ce ne ser-
viamo poi per caratterizzare, entro i campi di rappresentazioni omografiche
a distanza finita che danno origine alla supposta connessione proiettiva, uno
di essi che dalla connessione medesima & intrinsecamente determinato: il
trasporto a distanza finita lungo una geodetica.

"I1 § 5 & dedicato allo studio delle grandezze di curvatura e di torsione
della connessione e delle derivazioni proiettive: accanto al lato formale (for-
mule di commutazione) anche le interpretazioni geometriche sono illustrate
e precisate. '

Si passa, col § 6, allo studio di connessioni subordinabili a quella pro-
iettiva: cominciando come & naturale da quella affine. Lo studio di questa &
collegato a quello di un campo di iperpiani dati negli spazi tangenti di una
varietd. Si accenna occasionalmente a una rappresentazione affine a distanza
finita che risulta dalla costruzione delle coordinate affini normali (di VEBLEN).

Infine nel § 7 si mostra come si subordinino alla connessione affine
quella mefrica (secondo WEYL e CARTAN) e quella euclidea, o in particolare
riemanniana, assegnando accanto al campo d’éperpiani (che servono da iper-
piani impropri) un campo di coni quadrici; e nel § 8 si subordina analoga-
mente alla connessione proiettiva quella metrica non-euclidea pit generale,
assegnando negli spazi tangenti un campo di quadriche. Si ritrovano in par-
ticolare svariate connessioni non-euclidee gid conosciute, fra le quali una
gia introdotta da uno di noi: la quale é individuata dal campo di quadriche,
e appare la pilt semplice.

La presente Memoria & il primo lavoro di una serie « Contributi alla
teoria delle connessioni »: i lavori seguenti verranno pubblicati da noi o da
nostri allievi o collaboratori, e saranno dedicati alle varietd anolonome, al
calcolo di Virani generalizzato, alla teoria dell’immersione, eventualmente
ad altri argomenti connessi.
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4 E. Borrororti e V. Huavary: Contributs alla teoria delle connessions

§ 1. Riferimenti proiettivi locali. Tensori proiettivi.

2. Siano le &"(r, s, t, p, g=a,,..., a,) (‘) coordinate curvilinee in una X, ,
che per ora supporremo immersa in uno spazio proiettivo Pxy. Se in questo
le y4 sono coordinate proiettive omogenee (4, B, C, D, E=0% 1*%.., N¥)
la X, avra in Py una rappresentazione parametrica

2.1) yA = g, ... Ea).

Circa i secondi membri delle (2.1), supporremo che in una certa regione
(n—-dimensionale) @ della X, essi non si annullino mai simultaneamente, e
siano funzioni finite, univoche e continue delle £, insieme alle loro derivate di
tutti gli ordini che ci occorra di considerare; infine, che in Q sia » la caratteri-
stica della matrice funzionale HS%AH

Consideriamo in Py le 94, cy4, ove p & uno scalare == 0 arbitrario, quali
coordinate di due « punti analitici » distinti: cosicché i punti analitici di Py
saranno biunivocamente riferiti ai sistemi di valori (non simultaneamente
nulli) delle coordinate y4, ¢ due punti analitici corrisponderanno al medesimo
punio geomelrico allora e solo che avranno coordinate proporzionali (*). Ana-
logamente si definiranno gli « iperpiani analitici » di Py. Cid premesso: dare
le (2.1) equivale in realtd a dare la X, come luogo di punti analitici di Py,
cioé non soltanto assegnare geometricamente la X, in Py, ma anche fissare
per ciascun suo punto il fattore d’omogeneitd delle coordinate y4. Natural-
mente propriefa geometriche della X, saranno soltanto quelle invarianti per

ogni trasformazione A
(2.2) g4 =pe(E, ..., E%)-y4 (e==0)

che ne altera i punti analitici ma ne lascia fissi i punti geometrici.

(%) Dal n. 6 in poi useremo piit semplicemente 1, 2,... # quali contrassegni fissi per le #
coordinate curvilinee. Vedi (1°). Non c¢i varremo nel presente lavoro di coordinate curvilinee
omogenee: circa le quali ci limitiamo a rimandare ai lavori di v. DanNrzic e SCHOUTEN,
spec. 71, 89, 93 (p. 41), 100; ved. anche 108.

(5) L7 utilita della considerazione dei punti analitici accanto ai punti geometrici & ap-
parsa manifesta sin dai primi lavori sulle connessioni proiettive. (Ved. 14, 17). Ma grande
la varietd di definizioni e di denominazioni! Il punto analitico & stato detto densita puntuale
(66, 61), punto dotato di un peso (69) o punto quotato (100), pro-vettore controvariante (H. 84:
con le iniziali H. o B. contrassegniamo i lavori dovuti agli AA. della pres. memoria) e
il punto geometrico & stato detto luogo, o posto (spot, Ort) (89, 71), o punto-ideale (92, 108)
o contro-punto (H. 84). Le denominazioni qui prescelte hanno forse maggiore probabilita di
entrare nell’uso. Gia qualche Autore le adotta: ved. p. es. 8. FINIKOFF, 97, p. 212
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E. BortororT: e V. Husvary: Contributi alla teoria delle conmessions 5

3. In un punto generico £ della X, lo spazio proiettivo d’appartenenza
dei punti

(3.1) Bi=y4, Bl=:2

& lo spazio proiettivo (P,) ivi langente. Le coordinate proiettive 24 (in Pu)
di un qualunque punto analitico dello spazio P, si possono esprimere sotto
la forma
.oy 4
(3.2) 24 = gooyd 4 3 = 2*By (s By ¥s 858, & =100y, @, e, Q)
Le z* sono su P, coordinate proiettive omogenee del punto z4 considerato
rispetto ai punti B quali punti fondamentali, e al punto Bj + Ba - ... + B.‘fﬂ
— che da essi, in quanio somo puniti analitici, viene determinato — quale
punto unita,
Per una trasformazione (2.2), e cosi pure per una trasformazione

(3.3) §" =g, ..., E¥n)
delle coordinate curvilinee in X,,, il riferimento proiettivo ora detto non é
invariante: inteso invece — come & naturale — che per le medesime tra-

sformazioni sia invariante il punfo analitico 24—=122B%, ricaviamo che per
una trasformazione simultanea (2.2) e (3.3), del fattore d’omogeneita delle
coordinate proiettive in Py dei punti di X,, e delle coordinate curvilinee
su questa, i punti Bf e le coordinate z* hanno le seguenti leggi di trasfor-

mazione:

(34) B(‘;’ = PAS’BBA @, 8, 7,8, ¢, 8,n=a),a/,.., a,)
(3.5) 2¥ = g~ A} 2"

ove abbiamo posto

(3.6) A% =1, A5=0, a%=210%e r % 3 4Fap—s)

ogr 2 TR

Il complesso dei sistemi proiettivi (Bf) sugli spazi tangenti costituisce
per la X, quello che diremo un riferimento proiettivo (locale} olonowo, o
C-riferimento (°). Questo & parzialmente legato al riferimento curvilineo (£7),

(°) I C-riferimenti si presentano nel modo piu naturale a chi voglia studiare le pro-
prieta proiettive delle X, in Py: ved. B. 67 e 70, p. 35 e seg. e pp. 9-10, ove la nozione &
introdotta come particolarizzazione dei B-riferimenti, di cui qui invece si parlera pin oltre
(n. 6). Le corrispondenti trasformazioni, caratterizzate dalle (3.6), o dalle C) del n. 7, sono
state introdotte dal VEBLEN: 52, pp. 144-146. Ved. anche 63, p. 332; B. 66, p. 373.
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6 E. BorToLoTTI e V. Hravaty: Contributs alla teoriq delle connessioni

e precisamente, ha quale punto fondamentale B il punto di contatto dello
spazio tangente generico con la X, , e ha i punti fondamentali B¢ posti sulle
tangenti in quel punto alle % linee coordinate (§") che ne escono. Ma I’ iper-
piano fondamentale opposto al punto fondamentale BS, e cosi anche il punto
unithd, non sono legati alla scelta del riferimento curvilineo, bensl a quella
del fattore arbitrario delle coordinate y4 smu X,, cio®, alla particolare rap-
presentazione (2.1) della X,, quale luogo di punti analitici in Py.

4. Si possono subordinare i riferimenti proiettivi locali per la X, al-
I’ assegnazione del riferimento curvilineo: ad es. quando si conosca uno sca-
lare (4, ..., £%) che per le (2.2), (3.3) abbia la legge di trasformazione

1

4.1) T== pAntic
ove

a(Ealy ) éa")
42 A= S5 S
(43 3, ., E)

Allora effettivamente le coordinate normalizzate
(4.3 YA =ty

risultano invarianti per le (2.2}, e per un cambiamento (3.3) del riferimento
curvilineo divengono

1
(4.4) YA =N niliyA,
Ponendo nelle (3.4), (3.5), (3.6),

1
(4.5) p=A ntl

abbiamo che la trasformazione dei punti ‘Bi e delle coordinate ‘z* (con ' desi-
gnando gli elementi che corrispondono al valore (4.5) di p) viene effettiva-
mente determinata da quella (3.3) delle coordinate curvilinee.

Il riferimento (BZ) si dira, per la X,,, un riferimento proiettivo (locale)
olonomo speciale, o D-riferimento (7).

(") 1 D-riferimenti sono in sostanza dovuti al CARTAN (14, p. 212). Questi mostra come,
data una connessione proiettiva, sugli spazi tangenti risulti associato a un rifemento cur-
vilineo per la X,, un riferimento proiettivo locale: ebbene tali riferimenti locali costituiscono
appunto un D-riferimento (B. 70, pp. 10, 19). Le corrispondenti D-trasformazioni si sono
presentate, attraverso a un ordine assai diverso di considerazioni, al ViBLEN (48). La rela.
zione & stata notata in B. 64, II, p. 33. Ved. anche 47, 54; H. 83; H. 84, pp. 225.226; e cfr.

26, 33, H. 46; 50, 96; 56, 71. In alcuni di questi lavori I’esponente — _l—i di A nella (1.5}
n —+
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E. BortoroTTI e V. Huavaty: Contributi alla teoria delle connession: 7

5. Accanto ai riferimenti proiettivi locali olonomi per la X, pud oc-
correre 1'uso di riferimenti anolonomi. Il tipo pilt generale (A-riferimento)
si ha prendendo, su ciascuno spazio tangente, ad arbifrio gli elementi fon-
damentali e unitd, cio® assegnandovi ad arbitrio = +-1 punti analitici indi-
pendenti quali punti fondamentali (¥)

(5.1) D¢, ni,.., D4, o D 2 1Y, 0, 1,0 0=0,1,.., n.

Questi punti si potranno trasformare con formule arbitrarie di trasformazione

lineare:

(5.2) D= U, ..., E"n)D‘: Ny, v, d, 10, 0 =01 .., %)

per le quali le coordinate di un punto analitico del generico spazio tangente

varieranno nel seguente modo:

(5.3) # = Uper (UL U3 =13
Un caso particolare di A-riferimento & quello pel quale il punto fon-

damentale Di coincide, su ciascuno spazio tangente, col punto di contatto,

y4 = B (A,-riferimento (°)). Per questi riferimenti nelle (5.2) e (5.3) &

(5.4) Uy =0 (ed Ut =0)

(g b, l=1,..,m;¢, 5,0, K, I'=1..., W) cioe, posto

(3.5) Ut = plE™, ..., Eou) (onde US =™
& sostituito da altri valori numerici. Quale sia I’intima ragione della scelta del valore

potra vedersi in 48, B. 64, B, 70.

n—+1
L’ effettiva determinazione dello scalare t pud farsi in modi differenti: si veda H. 83,
p- 412 e seg., pel caso N=n+ 1. Pel caso generale supponiamo che si sappiano associare

in modo proiettivamente invariante al punto variabile Bﬁo della X,, N—# campi di punti
11;14,..., 'UA,lmA che insieme a Bﬁo, Bﬁl,..., B“;{n formino N-uple di punti indipendenti e siano
invaria::‘ti— per le (3.3), mentre per le (2.2) le loro coordinate subiscano la moltiplicazione per
lo stesso fattore g. Indicati con D= (B, , B ;. Ba", 11;, ...N,_z:l,_fl'v), f,s=(Ba0; Bayy.ey Ba,,

¥y, ¥, B, 1 determinanti di ordine N+ 1 delle coordinate dei punti entro parentesi
—n—1

aEyA

A
e =22

); posto infine f—=|f,; e supposto f30, basta porre

1 l(_l_,L)
T = DN+1(fD_”)2 n+l N+1

() Dal CarTAN (14) sono introdotti e usati gli A-riferimenti pit generali; ved. inoltre
B. 70, pp. 6, 23.
(®) Anche per gli A,-riferimenti ved. CarraN, 14, p. 210; B, 70, p. 7. Cfr. §6. p. 107 e seg.
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8 E. BorTororTI ¢ V. HuavaTY: Contributi alla teoria delle connessions

si ha
0 per A==0 ,
(5.6) U§,=pag,=?‘ X i‘; Afo (U = 18-

6. Nella stella di direzioni dello spazio P, tangente a X, nel punto &
generico la scelta del riferimento curvilineo e di un A4,-riferimento da luogo

a wuna omografia: quella che alle tangenti alle »n linee coordinate £ — le

cui coordinate omogenee =7 Sone proporzionali ad 10...0, 01...0,..., 00..1 —
I . g dt» dE% .

e alla « direzione unitd », per la quale Tl Thakcha i fa corrispon-

dere le direzioni delle rette congiungenti il punto &, cioe il punto fondamen-
tale Da‘“, ai punti fondamentali Dfl, ey D4 e al punto unita D¢+ D+ ..+ D
del sistema proiettivo locale. Tale omografia in generale varia, quando si
cambino comunqﬁe il riferimento carvilineo e 1’4 -riferimento. Ma se po-
niamo la condizione che invece tale omografia Il sia invariante per dette
trasformazioni — onde risulta lecito identificare i contrassegni fissi a,a, ... @,
e Ol..7n (e quindi anche i contrassegni correnti aBy3ely e Apvotuw; éjhkl
ed rstpq;... (**)) — dobbiamo collegare le trasformazioni (3.3) ¢ (5.2) mediante
formule
oE”

(6.1) Ur =, &) 55

La condizione ulteriore che, quando non vengano mutate le coordinate cur-
vilinee (ciod, le (3.3) si riducano all’identita), le formule (5.2) trasformino il
sistema proiettivo locale mediante una omologia speciale ci da poi (avuto ri-

guardo alle (5.6))

6.2) T=p.

Infine possiamo scrivere

(6.3) U = pdl (ed UY =p—t4Y)
ove (cfr. le (3.6))

(6.4) A2 =1, A5=0, As,_ags, (ed A¥ A ==3))

le A, restando del tutto arbitrario. Abbiamo allora quello che diremo un
B-riferimento (''). In particolare I’omografia II detta sopra pud ridursi al-

(#*) D’ora in poi intendiamo dunque, per semplicitd, quando non sia Inogo ad equivoci,
sempre sostituiti i secondi contrassegni ai primi.

(#4) I B-riferimenti sono introdotti in B. 70, pp. 8, 18; sulle corrispondenti B- trasfm
mazioni gid un cenno & in 65, p. 352, Vedi anche B. 78; e 94, pp. 182-183.
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E. BorroLotTr e V. Hravary: Contributi alle teoria delle connessiont 9

Uidentita: il che ci da in particolare che i punti fondamentali DZ stanno sulle
tangenti alle linee coordinate £”. Diremo allora che si ha un B,-riferiinento.
L’ ipotesi ulteriore

. o _dlogg
(6.5) V As! e a—g“l—

da luogo, come caso particolare del B, -riferimento, al C-riferimento, o rife-
rimento olonomo generale; e pit in particolare a quello speciale, o D-riferi-
mento; dei quali abbiamo gid parlato.

7. Le (3.5) pel caso di un riferimento proiettivo olonomo, le (5.3) per
quello di un riferimento anolonomo mettono in evidenza il comportamento di
tipo fensoriale dei punti analitici degli spazi tangenti per una trasformazione
del riferimento. E naturale riguardare il punto analitico come un fensore
controvariante di valenza 1 (**) (cioe, secondo la terminologia pitt frequente-
mente adottata, del 1° ordine) per le trasformazioni ora dette. Si presenta
questa generalizzazione:

Diremo tensore proiettivo analitico, in un punto § della X, , un enfe rap-
presentabile, in relazione a un qualunque A-riferimento, mediante un sistema

di quantita HX"‘“;L’”‘, a condizione che, per wuna trasformazione (5.2) del-
UA-riferimento, tale sistema abbia la legge di trasformazione

! ! - ’ !
71 Hete b — et M M M e Bt
( ) l!, . l/,, U U " U ‘h,’ U[J,i * Ul.l.k AL A A 4

h
ove le Uls, UY, ed

(7.2) U=|U%|

s’intendono calcolate nel supposto punto: ed h, £ sono numeri interi =0
(per h =0, ad es., intendendosi che manchi il gruppo di termini U}); p & un
numero reale qualunque. Pi precisamente H; " 1", dotato dalla legge di
trasformazione (7.1), si dird un A-fensore proiettivo di valenza h + k (valenza
covariante h, valenza controvariante k); di peso p, di grado

(7.3) g=pnrn+1)+h -k

Quando il peso sia nullo, p =0, il grado g ha il valore

(7.4) g=h—k

(12) La parola «valenza », adottata da v. DaNrziG, da ScHOUTEN e STRUIK al luogo
di quello che i pitt chiamano « ordine » di un temsore (ved. 71, p. 451; 107, p. 7) & assai
espressiva e appropriata: basti pensare alla safurazione degli indici.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XV. 2
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10 E. BortororTr ¢ V. Hravaty: Contributs alla teoria delle connessiont

che si dird, per un tensore di valenza covariante k e valenza controvariante %,
il grado normale (*3).

Alla veduta cui s’ ispira la precedente definizione si contrappone — ma
il contrasto & soltanto formale — 1’ altra, di carattere nominale, secondo cui
I’A-tensore si édentifica senz’ altro con 1’ insieme dei sistemi di componenti
che esso ha rispetto a tutti i possibili A-riferimenti: fra loro legati dalle
formule (7.1). E del tutto indifferente, in sostanza, che si adotti questa o
I’altra veduta: osserviamo soltanto che in quanto si consideri, secondo la
prima veduta, 1’ente « tensore » come qualche cosa di esistente all’infuori
dei sistemi di componenti che lo rappresentano, si potra parlare di « A-com-
ponenti di un tensore », anziché di « componenti di un A-tensore ». Ma non
pensiamo di attribuire gran peso a simili distinzioni!

Fissiamo ad ogni modo, I’attenzione su cid che caratterizza le « A-tra-
sformazioni », ciod le trasformazioni (7.1) per gli 4-tensori:

A) - Le Ui;, sono qualunque (lali soltanto che |U:L 3= 0).

(13) Anche a proposito dei tensori proiettivi (cfr. (°)) la terminologia finora usata dai
differenti Autori & quanto mai varia; non solo, ma gli stessi nomi hanno indicato enti
spesso distinti. In un primo tempe si & detto temsore proieftivo (T. Y. THOMmAS: 25, p. 318)
un tensore affine, invariante per le trasformazioni} di una connessione affine che ne con-
servano le geodetiche. Dal VEBLEN & stato detto temsore proiettivo quello che qui & chia-
mato D-tensore (48) poi quello che qui vien detto C-fensore proiettivo analitico (52). In lavori
recenti il tensore proiettivo analitico vien detto spesso proietfore (71, 74, 89, 108), mentre il
tensore proiettivo geometrico, qui definito un po’ pit innanzi (n. 7), & stato chiamato
proiettore-ideale (92, 108). Pei due enti sono state usate anche le denominazioni rispettive:
pro-affinore, e proiettore (H. 84). Nei vari casi si trattava, volta a volta, di C-tensori,
D-tensori ed anche di enti soggetti ad altre leggi di trasformazione. Speriamo che la pre-
sente formulazione possa apparire abbastanza chiara e completa! Lia parola « tensore », qui
adottata, & gid nell’uso in un significato che comprende quelli attribuiti alle parole affinore,
proiettore, ecc. ... Scegliere una diversa parola pei diversi tipi di tensore (nel senso comu-
nemente inteso), anche soltanto pei principali, & forse una complicazione superflua! Anche
su questo punto pensiamo sia opportuna una semplificazione.

La parola «peso», per un tensore proiettivo, & qui usata in un significato che &
estensione diretta e mnaturale di quello usuale (ved. per es. H. 44). Le denominazioni
« eccesso » e « grado » sono state introdotte dal v. Danrzie (71, p. 451). Ricordiamo che
pel v. Daxrzig le componenti di un tensore sono funzioni omogenee (dello stesso grado)
delle # + 1 variabili omogenee, cui i punti della varietd sono riferiti: il grado del tensore
& semplicemente il grado d’omogeneitd ora detto. Ma avuto riguardo alle (7. 7) 'uso della
stessa parola nelle nostre ipotesi (alquanto differenti) appare giustificato. I’eccesso & pel
v. DanTtziG la differenza fra il grado e la « valenza algebrica » (differenza fra la valenza
controvariante e la valenza covariante) del tensore (onde la denominazione): questa relazione
& per p=0 — con cambiamento di segno della « valenza algebrica »; in modo da dare ai
punti analitici (di peso 0), in armonia con la (3.5), illjgrado — 1 — la nostra (7.6), I’ estensione
& naturale. Sia 1’eccesso che il grado possono considerarsi estensioni di quella che vien detta
(®1; 107, p. 10) classe di una pseudograndezza, in relazione a una pseudograndezza fon-
damentale (di classe 1).
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E. Bortororrr e V. Hravaty: Contributs alla teoria delle connessiont 11

Come si passi, in relazione a un B-riferimento, oppure a un C- o D-ri-
ferimento, alle corrispondenti nozioni di B-tensori,..., D-tensori, risulta ormai
quasi ovvio: ma lo esporremo in modo preciso, tanto piit che risulta naturale
una ulteriore generalizzazione.

Quando il riferimento adottato per la X, sia un B-riferimentfo (o casi
particolari) le U} ed A}, sono date dalle (6.3), (6.4), ciod soddisfano alle con-
dizioni seguenti:

" VAE,..., E) arbitrarie

Ao A o ___ __ %
B) Up=pdy; do=1, do=0, 4y= X Ap(E, ..., E") =0 arbitrario.

Valendo queste, le (7.1) divengono le « B-trasformazioni »; e allora HA‘”‘AI'”

si dird un B-fensore proiettivo (analitico), o anche le sue componenti H ;'l'f_‘_'x"h“’“ )
relative a un B-riferimento, se ne diranno B-componenti. Ma piu precisa-

mente se la legge di trasformazione & la (7.1) il B-tensore si dira « di eccesso
zero », e invece diremo che H'l“‘”"i'h“" (di valenza h + %k, di peso p) é un
B-tensore « di eccesso e » se la legge di trasformazione delle sue componenti &

= p..p . A A 1, W TFeee iy oo g
(7.5) Hy POy = poUP DY, o U, URY L O H

i 'lh

Ancora: diremo che il tensore H; """ ha il grado
(oA
(7.6) g=e+pn—+1)+h—EFk

In particolare quando e -+ p(» + 1) = 0, cosicche vale la (7.4), diremo ancora
che il tensore & di grado normale. Ora il significato di questa nozione risulta
ben evidente: basta notare che, in forza delle B), le formule (7.5) secondo cui
si trasformano le componenti del B-tensore si possono scrivere

(7.7) Hy o = poAv Al o AN, AR AN H M

P Ay
ove A & dato dalla (4.2), cioe

_ 8., &)
(7.8) A= e

Fra i B-riferimenti generali e quelli che abbiamo detto (n. 6) B,-riferi-
menti non vi & disfinzione formale: la differenza & soltanto nella interpre-
tazione geomelrica. Cosicche nulla vi & da aggiungere circa i fensori, nei
rignardi dei B, -riferimenti.

Passiamo dal B-riferimento al C-riferimento (nei riguardi formali) ag-
giungendo la condizione (6.5). Dunque: C-fensore proieftivo (analitico) é un

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 E. BorrororTr ¢ V. Hravary: Contributs alla teoria delle connessioni

ente rappresentabile, in relazione a un qualunque C-riferimento. da un si-
stema HMMM;M dotato della legge di trasformazione (7.5), cioé¢ (7.7), ove
dlo i
% %, o ___ L . gpe .
C) UP": PAPI’ AO/—-— 1, Agr __—0, Ag/ = W’. A:l == a\é""’
e(Ey .., &) =0 arbitraria,

ed U, A sono dati ancora dalle (7.2), (7.8).
Infine: con I ulteriore condizione espressa dalla (4.5) passiamo dai
C-riferimenti ai D-riferimenti. Quindi: D-fensore proieftivo (analitico) &

un ente che in relazione a wun D-riferimenfo — e qui possiamo anche
dire: in relazione a un riferimento curvilineo per la X, — si rappresenta
con un sislema H';["“‘ }Z'h“k dotato della legge di trasformazione (7.7) — la forma
piu generale (7.5) qui & manifestamente superflua — ove:
dlogp QET b
o T
D) Ay =1. A;:O, AS’:TE!,:I—y As'=aT_,/: p=4 i1,

Per un D-tensore nelle’(7.7) i termini p? AP si possono intendere riuniti

9
. . . ——5tp . . .
in un unico termine A *t1 7  oppure p?--?®+Y: i preferisce scrivere la for-

g
n + 1

mula nel primo modo, il che equivale ad assumere — -+ p come peso,

e il grado nullo.

B manifesto che un A-fensore & anche un B-fensore di eccesso 0; un
qualunque B-femsore & anche un C-fensore, ecc.... Nel seguito spesso parle-
remo di « tensori » proiettivi (analitici) senza specificazione: lo potremo fare
senza ambiguita quando sia detfo esplicitamente qiml’é il tipo di riferimento
adoltato.

Accanto alla nozione di tensore proiettivo analitico ( A-tensore, B-tensore, ...)
occorre introdurre il flewsore proiettivo geomelrico: ente rappresentabile ine-
diante le componenti di un lensore proiettivo analitico date a meno di un
arbitrario fattore scalare ==0. Cioe, che fa lo stesso: rappresentabile me-
diante !'insieme dei mutui rapporti fra le componenti di un tensore proiettivo
analitico. Secondo che questo ¢ un A-tensore,..., D-tensore, anche il tensore
geometrico si dird un A-tensore,..., D-tensore. Naturalmente il peso, 1’ eccesso,
quindi anche il grado del tensore analitico non hanno alcuna influenza sul
corrispondente tensore geometrico; cosicché nei rignardi di questo non sara
restrittivo supporre ad es. il tensore analitico di grado zero; oppure di grado
normale (h — k).
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E. BortororTI e V. HravaTy: Contributi alla teoria delle connessioni 13

Finora abbiamo inteso riferirei a tensori proiettivi (analitici o geometrici)
dati in un punto della X,. B ovvio il passaggio a campi di tensori proiettivi,
ciod a tensori proiettivi (analitici o geometrici) funzioni delle ", ossia del
punto variabile in un dominio, a un qualunque numero << # di dimensioni,
della X, : le cui componenti saranno funzioni delle £”, definite (e continue
derivabili,...) nel supposto dominio; s&’intende bene che le (7.5), o (7.7) allora
si debbono supporre verificate identicamente rispetto alle £,

Osserviamo ancora che per un tensore proiettivo (analitico) di grado
normale e di peso O si potranno formare, coi coefficienti Uﬁ,, delle com-
ponenti énfermediarie (**); mentre per un tensore proiettivo analitico pure
di peso 0 ma di grado 0 si potranno formare componenti intermediarie coi
coefficienti Aﬁ,. Pel caso di un B-riferimento (o casi particolari), e di un
tensore a valenze, covariante e controvariante, egualé, si presenta una ambi-
guitd, che pud togliersi soltanto distinguendo con opportune denominazioni
— ad es. chiamandoli rispettivamente tensori dé tipo I o di tipo II — i ten-
sori pei quali si riguardino, essenzialmente, le Uﬁr oppure le A5, quali coef-
ficienti delle formule di trasformazione, che mel primo ecaso si dovranno
scrivere nella forma (7.5), nel secondo caso nella forma (7.7). Ad es. & un
tensore del tipo I il « primo tensore uwita » Uﬁ avente rispetto a un qua
Inunque A4-riferimento le componenti 8:1, e rispetto a due A-riferimenli le
componenti intermediarie U:;, od Uﬁ'; & del tipo II il « secondo fensore unita »
Aﬁ che in relazione a un B-riferimento qualunque ha le componenti 5; e in
relazione a due B-riferimenti ha le componenti intermediarie A:;, od Ai;'. Ma
salvo che nei riguardi delle componenti intermediarie la distinzione dei due
tipi di tensori non serve.

8. Torniamo ora dal formalismo alla Geometria! risulta ora evidente
quanto accennavamo sopra: che il punfo analitico dello spazio tangente
alla X,, nel suo punto generico si identifica con un tensore proiettivo (ana-
litico) controvariante .di valenza 1 (vetfore proiettivo analitico controvariante);
I’iperpiano (P, ,) analitico dello spazio proiettivo tangente si identifica con
un tensore proiettivo analitico covariante di valenza 1 (velfore proiettivo ana-
litico covariante); entrambi di peso O e, in relazione a un B-riferimento (o
casi particolari) di eccesso 0, quindi in ogni caso di grado normale, che in
relazione a un B-riferimento & — 1 pel punto e —+ 1 per I'iperpiano ana-

(+4) Cfr. 56. p. 102; 107, p. 22.
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14 E. BorrororTr e V. Hravary: Contributi alla teoria delle connessions

litico (**). I1 punio geometrico e U iperpiano geomelrico dello spazio tangente
si identificano col vettore proiettivo geometrico, controvariante o covariante.
Piu in generale uno spazio P, di P, quale luogo di punti analitici o invi-
luppo di iperpiani analitici & rappresentabile mediante un h-veffore (o tensore
emisimmetrico di valenza h) confrovariante proiettivo, analitico, semplice, o
rispettivamente, mediante un (n — hj-veffore covariante proiettivo analitico
semplice; in entrambi i casi, di grado normale (— & od » — &}; ece...

9. Pel caso di un B-riferimento (o casi part.icolari) é immediata 1’ osser-
vazione che un vettore proiettivo controvariante ¢* di grado O da luogo, tra-
scurandone la componente v°, a un vettore affine (relativo, se di peso == 0)
controvariante v” = 8v*; mentre un vettore affine covariante w, da luogo,
aggiungendovi una componente nulla, a un vettore proiettivo covariante,
wy, = 3;w,.. Il significato geometrico & semplice: la direzione di v” =23 ha
per corrispondente nell’ omografia II (n. 6) quella della congiungente il punto
di contatto § al punto v*; alla giacitura di w, corrisponde quella dell’iper-
piano w; = &w,.. Tali elementi corrispondenti in II divengono coincidenti nel
caso di un B, -riferimento (o nei casi particolari: ad es. per tutti i riferi-
menti olonomi).

Poi: uno scalare (invariante) v°==0 da luogo, aggregandovi » componenti
tutte nulle, a un -vettore proiettivo controvariante di grado 0, v* = 3%°; un
vettore proiettivo covariante di grado 0, w, da luogo, trascurandone le com-
ponenti w,, a uno scalare w, = Ziw,. B ovvia la generalizzazione: se ad es.
H;,” & un B-tensore proiettivo (di grado 0) pei suoi quattro indici;, H;™
H;,”, H3,” sono tensori misti (proiettivi per alcuni indici e affini pei rima-
nenti); H35p™°, Hy,™", Hpy'® sono tensori proiettivi (ad una o due valenze co-
varianti di meno del primitivo); H;p™ ¢ un tensore misto, Hpp" & un tensore
affine... Se 4,, & un tensore affine, 374,, & un tensore misto, &8,4,, & un
tensore proiettivo,... (*°).

(*%) Questo non & che uno dei modi possibili di normalizzare il punto geometrico, dando
origine al punto analifico (e analogamente per liperpiano). Non & detto che anche altri
procedimenti non possano essere utili! Un esempio ci si presenterd fra non molto; nei
riguardi della derivazione con parametri L:;r (n. 17) vedremo che gli enti dotati del compor-
tamento pilt semplice sono i tensori di eccesso e grado nullo, e quindi di peso non nullo! il che
conduce allora a valersi di un’altra normalizzazione per punti e iperpiani degli spazi tangenti.

(19 Ved. 48, p. 158; B. 70, p. 12. Le stesse considerazioni valgono anche, pilt in ge-
nerale, per A-temsori proiettivi, quando perd alla trasformazione per questi si associ, con
condizioni analoghe alle (6.1), una trasformazione del riferimento anolonomo locale affine:

ved. 56, p. 112, o 61. I, pp. 200-201.
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10. Sempre intendendo che i tensori proiettivi della X, siano riferiti a
un B-riferimenfo: si pone naturalmente il problema di completare il si-
stema dE”, che & un vettore affine controvariante, con una (n i 1)-esima
componente (infinitesimale) d&°, in modo da formare un B-veffore proiettivo
controvariante (di grado e peso 0), d&* (). E immediato che d&° deve avere,
per le B-trasformazioni, la legge di trasformazione seguente:

(10.1) dEo = dE” + ALdE".

Comunque sia scelto d£°, il punlo geometrico d& sta sulla tangente in §,
omologa nella omografia II (n. 6) della tangente che ha la direzione (d”). Fissare
un valore per d&° vuol dire fissare un punto su quella tangente. Appare na-
turale convenire che i punti dg* stiano, entro lo spazio tangente in un punto §
della X,, su di uwm éperpiano. Assegnato dunque, mediante un campo di

vettori proiettivi geometrici covarianti 75 — la cui legge di trasformazione
pud seriversi
T«r T.
10.2 = .Arl el -+4- o’
( ) Tol r To r

— un caimpo d’iperpiani degli spazi tangenti, la condizione d’ appartenenza
dei punti dg* a questi iperpiani,

(10.3) - T,dg» =0
da per dZ’ I’ espressione
T,

(10.4) dge = — —T: dag”,

ciod definisce dg° quale forma pfaffiana nelle di"; la cui legge di trasfor-
mazione & appunto quella voluta. In particolare gli iperpiani del supposto
campo potrebbero essere quelli forndamentali, opposti ai punti fondamentali
y4= By, dei sistemi proiettivi locali: allora e allora soltanto, in ciascun
punto della X,,, d&° si annulla.

(17) La questione dell’ (n + 1)-mo differenziale di°, o in particolare (in relazione a
un C- o D-riferimento) dell’ (n+ 1)-mo parametro, (& stata assai discussa: la soluzione che
ne diamo, in relazione a un B-riferimento, appare semplice e chiara, mostrando in modo
ben esplicito qual’® 1 elemento arbitrario di cui abbiamo bisogno per dedurne d:¢. Una
effettiva costruzione di §° in relazione a un D-riferimento si ha in H. 84, pp. 224-225; 1a
I'’elemento arbitrario & uno scalare additivo. Ved. anche, pel caso generale (B-riferimento)
56, p. 120, e pei C-riferimenti, i lavori di VEBLEN o WHITEHEAD (B2, 57: 65, €5). Ricordiamo
che per questi Autori ¢ & un parametro indipendente da &!, g2,... £#; e che le componenti
dei tensori proiettivi da essi sono considerati dipendenti, per mezzo di un fattore eM£% anche
da §; M si dice I'indice del tensore. Ved. su questo anche B. 70, p. 12.
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16 E. Boriororti e V. Hravaty: Contributi alla teoria delle conmessions

Si osservi che ad ogni modo — indipendentemente dall’ipotesi che d&°
si esprima quale forma pfaffiana nelle d§” — per la (10.2) dg° muta allora
e solo che vengono multati, nei sistemi proiettivi locali, appunto quegli iper-
piani fondamentali di cui ora accennavamo. Accettata — come intenderemo
salvo contrario avviso ('¥) d’ora in poi — quella ipotesi, si avrd per dg° una
determinata espressione soltanto quando fra i dati della questione che si ha
in oggetto figuri anche un campo d’iperpiani degli spazi tangenti; altrimenti
ci si potra valere di dE° cioe dei punti d&, ma non vi si potrd atiribuire
un effettivo significato geometrico.

Pel caso di un C-riferimento si pud porre la condizione ulteriore che d&°
sia i differenziale di una funzione E'(E,..., E»): ipotesi che per la (10.1) ha
significato invariante appunto a condizione che A sia il gradiente di uno
scalare. Bastera porre :

(10.5) g0 = —logy,
. . dyd g4
ove ¢ & una funzione scalare delle y4 e delle loro derivate ¥ aE
definita su X,,, e tale che:

1) per le (2.2) si trasformi cosi:

(10.6) 7 =09
ayA a?,IJA
5EF " SR

2) per le (3.3) sia invariante;

3) non si alteri che per un fattore (costante ==0) in conseguenza di
una trasformazione delle coordinate proiettive in Py (o anche, di una tra-
sformazione omografica di Py in s¢). Naturalmente ¢ & determinata solo a
meno di un fattore 3= 0 invariante per le (2.2) e (3.3), e del resto arbitrario.
Corrispondentemente £° & determinato a meno di una funzione additiva arbi-
traria (invariante per le trasformazioni ora dette).

Pel caso di un D-riferimento, ¢ essendo dato dalla (4.5), ¢ & semplice-

ciod sia nelle y4, complessivamente omogenea di grado 1;

. . . 1 .
mente una qualunque densila scalare (affine) di peso et determinata
a meno di un fattore scalare invariante (di peso 0) =0 arbitrario (**).

11. Fino ad ora la X, si & sempre supposta immersa in un ambiente
proiettivo Py (N=m). Ma le considerazioni svolte e le nozioni introdotte si

(%) Precisamente, & al n. 20, nei riguardi delle geodetiche, che ci riuscira utile non
assoggettare dge, a priori, alla condizione (10. 4).
(1?) Ved. H. 84 (gid cit.), pp. 224-225.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



E. Bortororr: e V. Hravaty: Contributi alla teoria delle conmessioni 17

possono in gran parte estendere alle X, comsiderale in sé, indipendentemente
dall’ eventuale esistenza di un ambiente proiettivo d’immersione. Le defini-
zioni perd vanno convenientemente modificate.

Pel caso attuale dobbiamo supporre esplicitamente quanto per le X,
di Py ¢ gia contenuto melle ipotesi fatte circa i secondi membri delle (2.1):
ciod che entro una regione Q della X, i punti sono biunivocamente riferiti
ai sistemi di valori delle £,

Non volendo ricorrere alla nozione intuitiva di « spazio proiettivo tan-
gente » (spazio P, che si immagina contenente il punto generico della X,
insieme col suo intorno del 1° ordine su X, (*")) si pud anzitutto definire
il temsore proiettivo, analitico o geonetrico, in relazione alle A-trasformazioni, ...,
D-trasformazioni (ciot: I’4-tensore,..., il D-tensore) nel modo indicato al n. 7,
ove l'ipotesi dell’ ambiente proiettivo non interviene in modo essenziale. Qui
bisognera riferirsi alla veduta nominale (n. 7) in quanto la nozione del fensore
preesiste a quella del riferimento.

Cio premesso: le componenti di un tensore geometrico di valenza 1 (vet-
tore geometrico) controvariante proiettivo, dato in un punto £ della X,,, in
quanto sono determinate a meno di un comune fattore e hanno legge di fra-
sformazione lineare intera e omogenea, si possono riguardare quali coordinate
proiellive omogenee di un punifo variabile in uno spazio proiettivo n—dimen-
sionale, P, , associato al/punto € della X,: che si pud interpretare quale
« spazio proiettivo tangente » alla X, nel supposto punto. Coordinate in re-
lazione a un sistema di riferimenti locali che, rispettivamente, si potrd dire
ancora un A-riferimento,.., D-riferimento: con 1’avvertenza che, ad es.,
quest’ ultimo propriamente non si potrd dire legato al riferimento curvi-

(2?) Cirea la nozione di spazio tangente ved. spec. 14, 52, 63, 54, 56, 95 (11I), 108, Si tratta
in fondo di una questione d’interpretazione. Ma appare naturale valersi di quell’elemento
concreto, che & lo spazio lineare — proiettivo — delle direzioni di X,, nel punto P che si
considera. (Cir. §2, B. 64, B. 70). Inteso dungque che questo spazio di direzioni, insieme al
punto P, si pensino dar origine allo spazio proiettivo tangente (quale spazio puntuale), risultano
intanto localizzabili rispetto alle tangenti alle linee coordinate del sistema curvilineo §” (cioe,
riferibili ad esse mediante coordinate) le congiungenti di P agli altri punti fondamentali e
unita locali di un A,y-riferimento: c¢id rende lecito ripetere nel caso attuale le considerazioni
che nel n. 6 hanno condotto ai B-riferimenti, e giustifica quanto svolgeremo al n. 17 circa
la deviazione di una connessione proiettiva. Con questo lo spazio proiettivo tangente non
risulta del tutto localizzato rispetto alla varietd, nel senso cho una gqualungue famiglia
d’iperpiani degli spazi tangenti, non passanti pei punti di contatto, pud identificarsi col
sistema degli iperpiani fondamentali opposti ai punti di contatto in un A4,-riferimento arbi-
trariamente assegnato. Una localizzazione completa si pud fare in relazione a una data con-
nessione proiettiva: ved. 14, 54 e B. 70, pp. 18-19.

Annali di Motematica., Serie IV, Tomo XV. 3
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18 E. BorrororTI e V. Hravaty: Contributs alla teoria delle commessions

lineo, mentre il suo modo di trasformarsi & legato a quello del riferimento
curvilineo. Anche ora si potrd introdurre 1’(n + 1)-esimo differenziale dg°, o
in particolare I’(n + 1)-esimo parametro £° come per le X, in Py; perd non
sussiste pitt quella costruzione che accennammo pel parametro ¢, e quindi
per &% in relazione a un (-riferimento.

§ 2. Le connessioni proiettive; costruzione al finito.

12. Supponiamo assegnata una rappresentazione proiettiva (omografia)
fra gli spazi proiettivi tangenti nei punti £ e § alla X, (*):
4]
a) univocainente determinata dalla coppia (ordinata) di punli £ e § e

variabile con conlinuita al variare di £ e T entro una certa regione n-diwnen-

1]

sionale @ di X,;
b) non degenere in LQ;
c) tale che scambiando ¢ punti & e & si muli nella sua inversa;
]

d) fale che per £ = E si riduca oll identita.

1 coefficienti H).‘EL di questa omografia, la quale fa corrispondere al punto
geometrico 2 nello spazio tangente in & il punto geometrico 2*%|&) mnello
o o o

spazio tangente in §, e quindi & rappresentata da equazioni
(12.) 8 =TT Bar,
o (/] o

saranno dunque (cond. a)) funzioni continue delle £" e delle £" in Q; tali
o

(cond. b)) che in Q

(12.2) : | I04E 810,

cosicche si potranno costruire gli elementi reciproci II;" delle H%p in IH%P],
soddisfacenti alle

(12.3) I, = 8
inoltre si avra (cond. c))

(12.4) GG § =6 9InE
e (cond. d))

12.5) (G 8 =419,

(?) Una prima applicazione delle vedute qui adottate si pud trovare in H. 106, p. 9 e seg.
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E. BortororTI ¢ V. HuAVATY: Contributi alla teoria delle commessions 19

ove T(§, &) e ¢(§) sono funzioni scalari (§=0) qualunque, la prima supposta

soddisfacente alla condizione

(12.6) & =1 9

I coefficienti II%}L naturalmente sono determinati solfanio a meno di una
trasformazione

(12.7) 11*%(% g)—_—c(g, g).I* *‘(E’ B),

ove off, £) & uno scalare 5= 0 arbitrario.
o
Circa le II*, facciamo !ipotesi ulteriore che
a') esistano derivale finite e continue delle H%p(E, E) rispetto alle &' e

alle Er, di tutti gli ordini che occorra considerare.
Osserviamo inoltre che non & restrittivo supporre, nelle (12.4), 1§, &) =1

' 1
(bastando per questo introdurre nelle II',E. &) il fattore ©*(%, £); cosicché
o

o

le (12.4) diverranno
(12.4%) Hi'*(g, §=I56E ).

Questo porta come conseguenza immediata che anche nelle (12.5) il fattore ()
prende il valore 1, cio¢ che

(12.5%) I y(E, &) = 2,;

inoltre si vede che le (12.4* hanno per le (12.7) carattere invariante a con-
dizione che in queste sia

(12.8) c(é, £)- (&, E)—_- 1,

ciod, che lo scalare (%, £) si muti nel suo inverso quando si scambino fra
o
loro i punti & &E.
o

Le HX.p danno anche luogo a una rappresentazione delle totalita dei
tensori proiettivi della X,, in § e in & l’una sull’altra:
o

(12.9) Hi;‘i’.}lfk(o@@) (E, &) . T”(E, )H‘.’;l(&, §)... I W& 9H oo “’k(g)

la quale perd in conseguenza delle (12.7) & in realtd determinata soltanto
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20 E. Bortorotr: e V. Hoavary: Contributi alla teoria delle conmessiond

quale rappresentazione dei fensori proiettivi geometrici di X, in £ e in §,
o

non dei fensori proieftivi analitici (**).
Per una trasformazione (5.2) dellA-riferimento le II%, (5, &) e IL*(E, §)
o [

hanno la legge di trasformazione seguente:
(6 8 = U QUHEILE &

(12.10) ,
IG# {é, g = ULEULE )H; (E, &)

Per le (12.10) le (12.4*) hanno carattere d’invarianza; la verifica & im-
mediata.
Notiamo esplicitamente che ad es. le H):'p, sono, come le II)IP, funzioni dei
due punti & ed E: perd espresse per le loro coordinate £ ed £ anziché
0

o

per le E" ed E".
(]

13. In conseguenza dell’ipotesi a’), fincheé £ resti insieme a £ nella sup-

posta regione Q della X,, si ha, tenuto conto delle (12.5%),
A . : 1 ”
U3.0) T =3, — (€ — EIA(E) — 5 € — EIE — LI — -

onde, per le (12.3), si ricava

(13.2) G 8 =2 + (" — LA +

DO =

—+-

(€ —E)(E° — &) | )+ ALE)AG(E) +- QAL+

]

(22) Naturalmente, se invece le H%‘p si intendono fissafe, la (12.9) da una legge di tra-
sporto dei tensori proiettivi analitici di peso ed eccesso mullo, di valenze qualunque. Si
possono allora anche normalizzare le II):}L(E, £) in modo che la legge di trasporto comservi il

L]
peso e Ueccesso di un B-tensore proiettivo analitico qualunque: di peso p, di eccesso e, di
valenze covariante e contravariante &, k; escluso soltanto il caso in cui la valenza algebrica
k — k sia nulla. Basta sostituire alle II):iL (& &) i loro prodotti per

o

1
‘\ II w2 (ot i )¢ n’
| 0 9y @M | 01, D=1, &)
ove abbiamo indicato con i un qualunque scalare (affine) di peso 1, ciod abbiamo posto

W=1W,3...ny OVe Wrry...r, & Un qualunque n-veffore affine di peso 0. Come si vede, la nor-
malizzazione varia al variare di p, e, h, k.
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I coefficienti A?W(E), A?M(E),... degli sviluppi (13.1) sono dati da
] o

1 <an%p(§. E.)) (aﬂgﬁ‘(g, &))
Apld) = — & e \ % e
Mg - MG 95
(13.3 LA U e
o (aﬂnhg, &))
Al = =\ /...

Dato un punto £ in X,, corrispondentemente & determinato un campo
o

di omografie II%,, &), e quindi a un punto #* dello spazio tangente in & ri-
o o 0

sulta associato un campo di punti
(13.4) HMEE) = TI%,(E, E)er
o [ (]

degli spazi proiettivi tangenti nei punti £. In particolare data una qualunque
linea T,

(13.5) B = ()

uscente da £ in X,, lungo I' & determinato in relazione al punto § un tra-
o o

sporto dei punti degl'i spazi tangenti (dei punti geometrici, e soltanto quando
s’intenda fissata una determinazione delle II):lL
dato in forma finita dalle formule

(13.6) 2ty | ) = T, (E, E(ti)er,

, anche dei punti analitici),

Possiamo scrivere queste equazioni in forma differenziale; per questo,
deriviamo rispetto a ¢, considerando £ come fisso:

[

13.7 e , dEr
(15-7) wo T w Yw

A
A 56) .

— T— H*;V(go, E(f))zH —(ﬁ

e infine
dz/.

) ag”
(13.8) 7 II;,(% it)er 57 =0,
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22 E. Bortororri e V. Huavary: Contributs alla teoria delle conmessions

ove abbiamo posto

N aH)v(g E) aHP'v(E’ E) 5
(13.9) MolE, &) = — ”ag— H;K(;), £ = —ag‘;—.ﬂ.v(i:), 8.

Le (13.8) sono le equazioni differenziali del trasporto dei punti (degli
spazi tangenti) definito, in forma finita, dalle (13.6). 4 priori il trasporto &
integrabile, cioé, considerando le #* quali funzioni delle £, le #*, £” quali co-

o 0

stanti assegnate, il sistema ai differenziali totali

(13.10) Az + (5, E)erdEr =0

¢ illimitatamente integrabile. Le Hﬁ,. si diranno i paramelri del trasporto in
parola: il quale, come trasporto dei punii geomelrici, pud anche rappresen-
tarsi cosi,

o
(13.11) dz

o TG, E0e G = ofg, B0,

ove o, &) & una funzione scalare arbitraria.
In conseguenza delle (13.1), (13.2), (13.9), si hanno per le ﬂ:;r(é, £) gli
sviluppi .
(13.12) 6, &) = ApE) + (Ajre ~+ AJAL)E — &)+ ..
in particolare

(13.13) Hﬁr(g, f= AlE)

cosicché per una serie oco' di punti degli spazi tangenti che si trasportino
secondo la legge determinata dal punto £ e dal campo d’omografie II}:F(E, £),
o o

cio, secondo il trasporto integrabile di parametri Hfm«(é, €), nel punto &O si ha

(contrassegnando gli elementi calcolati in questo punto con ):

(13.14) (%)OJr AL (E)er (%')o: 0.

0 0

14. Ma ora immaginiamo di far variare il punto & Le (13.14), ciog, in-
dicando ora il punfo § con &, le
]

dz* by dg’ .
(14.1) Tt Apr(B)er @ 0
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o anche, le

(14.2) dz &

el A L ._’ —_ 7.

(lt +1&!”‘(E)zl dt ‘P‘E(t))z

(ove ¢(§) & una funzione scalare arbitraria) definiscono allora una nuova legge

di trasporto dei punti (geometrici) degli spazi proiettivi tangenti, la quale

nell’intorno del 1° ordine di ciascun punio § coincide con la legge prima
o

considerata, di parametri II?;,(E, £); ma a differenza di questa, non é pin vin-
colata alla scella di un particolare punito E Le Af;r(é) sono ¢ parametri della

nuova legge di trasporto.
Quando vari, secondo la (12.7), il fattore d’ omogeneita delle H;.'”(E, £), le

II;’;,(&, §), Af;,(&) corrispondentemente variano nel seguente modo :
[/]

. : dlogalf, &)
(14.3 Tl 8 =T, 8 — —— 5

* Y o1 * A
(14.4) A"4rE) = AptE) —(—O%éf,;.g));* Y

cosicché effettivamente le (13.11), (14.2) sono invarianti per le (12.7), mentre
non lo sono le (13.10), (14.1). Pid in generale le (13.11), (14.2) hanno carattere
invariante per tutte (e sole) le trasformazioni

(14.5) H%@@=M@&Hw@&m,
(14.6) AT (E) = Abr(E) + o, (BN

dei parametri, le <,(, &), o,(§) indicando vettori affini arbitrari; cosicché 1’ uno

o ’altro trasporto dei punti hanno parametri determinati — una volta fissati
il sistema curvilineo e I’4-riferimento per la X, — a meno delle (14.5) e (14.6)
(rispettivamente) (**).

(23) Verifichiamo subito che, 2.(f), 2*»(f) essendo due serie oo! di punti analitici soddi-
sfacenti alle (14, 2) e all’analogo sistema che si ha sostituendo alle A&r le A*;‘w date dalle
(14. 6), e a @(§") un’altra funzione scalare ¢*(”) qualunque, lungo la supposta curva I' si ha

dgr

d A s
33 E0ev]) = (M) 28 + AL} + 0,8 8l —

7

+ 1 @(E(?) -+ ¢*(E(2)) | 2*D-20);5

ne consegue che i corrispondenti punti geometrici coincidono sempre lungo T, se in un punto
iniziale di I' coincidono.
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24 E. Bortororr: e V. Hravary: Contributs alla teoria delle conmessions

Se poi per la X, si cambino, secondo le (3.3), le coordinate curvilinee, e
tnsieme. secondo le (5.2), UA-riferimento, le H:;r(é, E), An{f) date dalle (13.9),

(13.3) hanno la medesima legge di trasformmazione, che & la seguente:

AU (%)

(14.7) (G, &) =T0L,E U QUE 4-E) + 257 ULE),
78
(14.8) ASlE) = ME) U3 B UG A7) + alafg;.@ Ui® -

15. Ora: si pud anche a priori assegnare per una X, , su cui sono fissati
un riferimento curvilineo e un A-riferimento, un sistema differenziale (14.2),
cio®, a meno di una trasformazione (14.6), un sistema di parametri A:;r(&): cid
fatto, dati due punti t, & e, generalmente, anche una linea I' che in X, I

4]
congiunge, le (14.2) danno luogo per integrazione a una rappreseniazione
omografica fra gli spazi proiettivi tangenti in € e in € alla X,:
o

(15.1) FEIE) = A%WE & Dy,

ove i coefficienti A%,(§, £; I') sono in generale fanzioni delle " e £ e in-
o 0

sieme, funzionali della linea T (determinati da £, £ e I' a meno di un comune
o

fattore scalare ==0).

Quando mediante un sistema differenziale (14.2), o mediante il sistema
di parametri A?W(E), dati a meno di una trasformazione (14.6) e trasformantisi
secondo le (14.8), sono assegnate per una X, le rappresentazioni proiettive
(15.1) fra i suoi spazi tangenti, si dice che alla X, é dala una connessione

proiettiva. i.e Af;r(i) si dicono parametri della connessione (*°). Questa si dice

(*¥) Le n A*}‘ date dalle (14,5), (14, 6) hanno la stessa legge di trasformazione

pr? pr
delle II:;T, A:;r a condizione che nelle (14.5), (14.6) 1,, o, siano vettori affini.
Notiamo una conseguenza evidente delle (14.7), (14.8): le differenze

X A %
T.{W(Eo, £) :H[W(gw £ — A[W(g)

sono le componenti di un tensore proiettivo, analitico, di peso ed eccesso nullo, pei primi
due indici; affine pel tergo imdice. Naturalmente in conseguenza delle (13-2) — le quali
danno anche, pel tensore T%M(éo ,£€), uno sviluppo a partire da un qualinque 'pur}to By —
si ha T’;M(Eo, £o)=0.

(%) Questi che piu inmnanzi (n. 18) diciamo — onde distinguerli dai « parametri pro-
iettivi », come I‘:; , — <barametri misti » della connessione proicttiva, si presentano nel

modo pit naturale quando di questa si vuol dare una rappresentazione analitica. Lie forme

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



E. Borioroin1 e V. Hravaty: Contributy alla teoria delle connessions 25

integrabile se lo & il corrispondente trasporto (14.2) (il frasporto proiettivo

della connessione (*°)); ciod se per essa le rappresentazioni proiettive (15.1)

risultano indipendenti dalla linea 1I' che congiunge in X, ¢ punli g, & La con-
0o

nessione si potrd designare mediante ¢ swoi parainetri, in quanto da essi &
individuata; non ¢ vera l’inversa (anche fissati i riferimenti), finché i para-
metri non vengano opportunamente normalizzati.

Quanto precede ci mostra senz altro che: date in X, le rappresentazioni

al finito H;.‘H(é, £), ne risultano determinate:
(4]

a) una tolalitc o di connessioni proiettive integrabili, di parametri
Hl;;l.(é, £), dali dalle (13.9); ciascuna delle quali si ha fissando il punto £ e

lasciando liberamente variabile il punto & Il trasporto proiettivo determinato
da ciascuna di queste connessioni &, fra il corrispondente punto £;e un punto &,
[

quello stesso dato dalla rappresentazione al finito H):[L(E, £).

b) una connessione proiettiva, generalinente won integrabile, di parametri

A% (E), dati dalle (13.3). 11 corrispondente trasporto proiettivo (14.2) &, nell’in-

torno del 1° ordine di ciascun punto &, quello della corrispondente connes-
[

sione integrabile H?;AE, E).
o

I parametri delle connessioni proiettive ora dette sono stati ricavati,
al n. 13, senza alcun bisogno del trasporto lungo una curva; & chiaro dunque
come la considerazione di questo trasporto sia, da wun punto di visla ana-
litico, inessenziale. Ma farne a meno significherebbe occultare I essenza geo-
metrica della connessione.

16. La connessione proiettiva (A?;r) detta ultimamente, cio® la sua legge
di trasporto proiettivo, possono dedursi dalle supposte omografie al finito

II’:IL(E, £) anche in un altro modo, per vari riguardi interessante:
o

pfaffiane “’ll» con le quali opera, almeno in un primo tempo, il CarraN, sono le A?;,.dﬁ"
(14, p. 210); lo ScuouTeN nei lavori precedenti, quelli fatti in collaborazione col D. v. DaNtzi1G
(69, e seg.) si & valso pure generalmente di parametri misti (17, p. 419; 34, p. 153: 61, I, p. 197).
Ved. anche a6: B. 64, 11, p. 29 e seg.; 54, p. 722,

(26) La (14.2) rappresenta un trasporto lungo una data linea, quindi & sempre inte-
grabile: ma dicendo che « il trasporto & integrabile » intendiamo dire, naturalmente, che lo
¢ il corrispondente sistema

2D (dzM +- Afjrzpdgr) -0
ai differenziali totali: cioé che il trasporto da Iuogo, da § a £ ad un punto (geometrico)
trasportato che non dipende dalla linea di trasporto.

Annali di Maiematica, Serie IV, Tomo XV,
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Indichiamo ancora, secondo le (13.4), con #%£||§) i punti dello spazio tan-

gente nel punto £ che si oftengono trasportandovi, con la legge di trasporto
o

data dalle connessioni integrabili Hf;r{ﬁ, £), cioé dalle omografie H)IP(E, g, i

punti #z*&) degli spazi tangenti nei punti £ della X : cosicché si avrad (ved.
la (12.4%))

(16.1) HENY =106, Ear(E) = IE Ba(E)-
Ebbene: poniamo

2ME| E) 2 §) — #€)
(16.2) (7,24, = —95,-—"):_,:?‘“:#’

/azl(g ” E) >

A 0 " _ )_. 9

(16.3) (827, = (4,@&,_ dg e (v,2"dE"), .
Verifichiamo subito che &
(16.4) V)@t = 35, + A,
(16.5) 82" = do* + A, (E)erdE”;

e tenuto conto delle (14.8), che se 2> & un punfo analitico (vettore proiettivo
analitico controvariante, di peso 0, di grado normale), anche 8z* & un punto
analitico, mentre y,2* & un tensore misfo, proiettivo per 1’indice XA, affine
per 1'indice r. (E anzi le (14.8) sono condizioni necessarie e sufficienti perché &z
e v, costruiti con le (16.5), (16.4), abbiano, come #*, comportamento tensoriale).

La dimostrazione delle (16.4), (16.5) ¢ immediata; basta osservare che
dalle (16.1) si ha per derivazione

22ENE  AME §) oon(e)
(16.6) w= 0+ IE §° 3

onde tenuto conto delle (12.5%), (13.3) si ha, calcolando nel punto & appunto
| <MM@) .
(16.7) (v, = e é_:é (357) -+ AIW(Q)ZI (&]

Diciamo &z differenziale assoluto, e vy,2" derivata covariante (misti)
di 2, coi parametri di derivazione Aj,.. In modo ovvio questi operatori si
estendono a {fensori analitici proiettivi (di peso 0, di grado wnormale) di qua-
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lungue valenza: posto

H G MEND) H3 NS — H D)
16.8 u; B - ° =1 Lo
(16.8) ( Ry )o ( 3E” P E’"—E’
OH ;Mg IE) )
(16.9) (3Hy 5 = <——W :
si ha
B M
TP TP 3 T Tl
(16.10) \",Hllpf ;\hplt = __BETI— ZJA H)L 7Jl_}lltlg+4 "‘;‘h +
k . . ;. e
R DA H G T
(16.11) BHy b = v, H M e,

e SHy™uP & un nuovo lensore proiettivo cogrediente ad H;"t7"*, mentre
TRRY S 1Ay

V,Hx;‘f".}"'},”k & un tensore misto, proiettivo per gli indici A, ..X,, g, .. ps; af-
fine per I'indice r (*7). Perd questi tensori, e cioé la derivazione covariante
(proiettiva) e la differenziazione assoluta di un tensore proiettivo di grado
normale, quali le abbiamo ora definite, non sono determinati dando sempli-
cemente la connessione proiettiva ; bisogna che un sistema di parametri ne sia
assegnato. E se ad es. 2~ & un punlo geometrico (vettore proiettivo geometrico
controvariante), anche fissato un sistema di valori dei parametri Aﬁ,, non Ppuod
neppure offermarsi ad es. che 3z> sia un nuovo punio geometrico. Ma le
equazioni

(16.12 % = 9,

(27) Se alle II).‘p si sostituiscono i ceefficienti normalizzati nel modo accennato nella

nota (22), le (18.3) danno, al luogo delle A:;r, i parametri

1 e e
F o S — 3, logmw
- M[(1@+1+p) 'n+1a’ ogn]
e il procedimento indicato qui sopra da, beninteso per un tensorc proiettivo Hj *“ *‘A che

abbia Ueccesso e, il peso p, le valenze h, k supposti, al luogo della (16.10) una deuvata
covariante che ne differisce pel gruppo di termini

— e v __ pq
[(n—e—l +p>AW e 15’ log n]H

che va aggiunto al 2° membro generico. Cfr. con la (17.11), e ved. (39).
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(ove ¢(§) indica uno scalare arbitrario) hanno carattere invariante sia per le
trasformazioni (14.8) e i cambiamenti (14.6) dei parametri, sia pei cambia-
menti del fattore d’ omogeneita delle 2. Tenuto conto delle (16.5) vediamo
che le (16.12) rappresentano il trasporto proiettivo dei punti (geometrici) della

connessione proiettiva (Af;r). Ecco la costruzione cui avevamo accennato. Na-
turalmente se H;“‘i‘;”k ¢ un {fensore proieltivo geometrico di valenza (contro-
10 AR

variante e covariante) qualunque, analogamente le equazioni

EHA R k B
. g = WA

(ove BHX‘PL‘X,HA & costruito mediante le (16.9) o (16.11)) hanno significato in-

variante: quindi la nozione di trasporfo proiettivo, relativo a una assegnata
connessione proiettiva, si eslende a flensori proiettivi geometrici qualunque, e
le equazioni (16.13) lo rappresentano.

§ 3. Connessioni proiettive e derivazioni proiettive;
i parametri normalizzati.

17. Come abbiamo gid osservato, mentre una connessione proiettiva as-
segnata determina il corrispondente trasporto proiettivo dei punti, (14.2) o
(16.12), essa non determina i corrispondenti parametrs A%u., dotati della legge
di trasformazione (14.8), che a meno di una trasformazione (14.6). E quindi
essa non determina le corrispondenti operazioni di derivazione covariante e
differenziazione assolula pei tensori proiettivi, se vogliamo che le A}lﬂ siano
agsunte a parametri dié derivazione. Questo & un assai grave inconveniente
poicheé 1 utilitd della considerazione delle comnessioni si manifesta special-
mente in quanto esse danno luogo, in modo semplice e di agevole intuizione,
ad operazioni differenziali inmvarianti. Osserviamo ancora che, se pure s’in-
tendano fissati i valori dei parametri Af;,‘, la derivazione covariante con
questi da luogo, applicata a tensori proiettivi, a tensori misti anziché a nuovi
tensori proiettivi. Una opportuna introduzione di parametri « proiettivi »
normalizzati, che dalla connessione proiettiva (fissati i riferimenti) sono de-
terminati, elimina come vedremo gli inconvenienti accennati.

Le formule di trasformazione delle AZ;, per le (5.2), (3.3),

’ ’ r - . Y a
(17.1) Ny = UYUEALNY A= 2,00 U (a = )
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danno in particolare, nell’ipotesi che ci si limiti agli 4 -riferimenti,

(17.2) LAY = pUTALAS,.
Di qui si vede che, ponendo

(17.3) U = gA;‘,AfW

(x scalare =0 arbitrario), purche sia | Aj.| 4= 0 si pud rendere
f ’
f)"r’ == TB:M

cio®, potendosi intendere che sia preventivamenle fatta una tale A -trasfor-
mazione, finché si abbia in oggetto una sola connessione proieftiva non &
restrittivo supporre (quando | Ay, |==0)

(17.4) Al =18 ().

Il significato delle (17.4) & il seguente. Consideriamo una qualunque
linea I' di X, uscente dal punto £: il luogo geometrico dei punti che si ot-
tengono trasportando, lungo la linea I' medesima, secondo la legge di trasporto
(14.2) o (16.12) della connessione, sullo spazio tangente nel punto 3 i punti di I',
¢ una linea I') di questo spazio. La tangente a I' e la tangente a T, nel
punto £ sono omologhe in una ben determinata frasformmazione omograficw T
della stella (€) in sé. Questa omografia, o meglio, lo scostarsi di essa dall’ identita,
esprimono quella che diciamo la deviazione (*°) della connessione proiettiva; se
Pomografia T & I’identita, in particolare, diciamo che la connessione proiettiva
& semplice, o senza deviazione. Cid premesso: a condizione che valgano le (17.4)
le tangenti in & alle n linee coordinate £',..., ¢® che ne escono hanno appunto
nella omografia T quali omologhe le congiungenti del punto E, cioé del punto
fondamentale Dy dell’ A ~riferimento, ai punti fondamentali DY, ..., Dﬁ; e la

(2%) L’ osservazione & dovuta al CArTan (14, p. 212). Cfr. ScHourkn, 17, p. 421 o 34,
p- 154; 56, 61, ove & posto t—=c (cost. arbitr. Z£0); B. 70, pp. 17-18; H. 84, p. 238. Nella

(17.2) e seg. dovremmo, veramente, scrivere Afw, anziché Afw (n. 5): I'indice 4 riferendosi al

sistema proiettivo locale, 1'indice 7 al riferimento curvilineo. Il significato di af, & questo:

I’unita, o lo zero, secondo che, nelle due serie di valori 1..#, a,..a,, ¢ ed r prendono
valori d’egual posto o di posto differente. La (17.4), come pilt sotto & precisato nel testo,
vale a fissare 1’omografia 1 (n. 6), facendola coincidere con ) omografia T'; & questo che
consente 'identificazione dei contrassegni djh... ed 7st...

(?°) La nozione di deviazione & introdotta in B. 70, p. 16. Esempi di connessioni (o di
derivazioni) proiettive che presentano deviazione non nulle si hanno nelle varie teorie della
Relativita proiettiva., ved. ad es. 57, 58, 69, 74, 81, 89, 100.
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tangente che esce da £ con la « direzione unitd » (n. 6) d&' =d&*> = ... = d&"
ha per omologa la congiungente & al punto Dy + Di 4- ... + Di . Dunque le
(17.4) valgono a fissare una classe di B-riferimenti (che soltanto se la con-
nessione & semplice saranno B,-riferimenti).

D’ora innanzi, quando avremo in oggetto una connessione proiettiva
potremo ¢ntendere senz’ altro che i B-riferimenti di cui ci varremo siano tali
da soddisfare alle (17.4).

Per le trasformazioni del B-riferimento (le B-trasformazioni, soddisfa-
centi alle (6.3), (6.4)) le (17.1) prendono la forma

’

(17.5) Ay = A A% ALAL 4+ 439,040 4 579, log p.
Queste danno in particolare
(17.6) Ay = ApAgy 4+ AT ATAS + 0, log e
o, in forza delle (17.4),
(17.7) Ay = A} A, 4 3,0 log o — tA).
Assegnato ulteriormente un campo di iperpiani (geometrici) degli spazi

tangenti, cio® di vettori geometrici proiettivi covarianti T (0 ancora, che fa

lo stesso, di B-vettori proiettivi analitici covarianti di peso e grado zero —,IT’),

1]
vediamo che basta porre

- ° T,
(1(.8) ,.:Aor—l—’ETn

perche, A, avendo la legge di trasformazione
(17.9) A,./ == A::IA,, —+ a,./ logp

(che & quella secondo cui si trasforma ¢, log ¢, ove ¢ sia uno scalare di

grado 1 e peso 0) e A},, d’altra parte, trasformandosi cosi:
(17.10) A::T/ == A:7 ::1 —4- a,./ IOg U,

ci si possa valere di A,, unito a AL, per formare delle derivate covarianti
di B-tensori proieltivi di peso p ed eccesso e qualunque:

(17.11) vl M X},”" =3, H ;j'i{‘_*_ ‘l"h“k — (eA, 4+ pAL)H ;\;’_{{ ';i},""' —

h k
AT e g eee g OV AN e By B T g e By
‘;‘JAA,-rHA,... AjmgThjge Ay LJA'WHX‘ ey ‘

Quando sia p =0, e=0 la (17.11) si riduce alla (16.10). Perd va notato che
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A, & determinato dalla connessione proiettiva solfeanto a meno di un vetlore
affine covariante additivo (*').

Ma particolarmente semplice & il caso di un tensore di eccesso nullo e
di grado nullo: ciod, per la (7.6), di peso
S _k—h

Per ogni tale tensore la (17.11) prende una forma esattamente analoga alla
(16.10): soltanto sostituiti ai parametri Al i nuovi parametri

1

(17.18) L= Al — |

BLAL.

" Questi hanno una legge di trasformazione differente dalla (17.1), che vale
pei parametri Al);r, e del resto cid & ben naturale: in quanto le Alxw Servono
da parametri di derivazione dei tensori (di eccesso 0 e) di peso nullo, e
le L:;r invece, da parametri di derivazione pei tensori (di eccesso 0 e) di
grado nullo. Ma I’interessante & che le Li;,. sono invarianti per le trasfor-
mazioni (14.6) dei parametri della connessione (*'): dunque le derivate cova-

(3°) Un’altra derivazione pei tensori di eccesso e grado qualunque & quella acceunata
nella nota (27): essa da luogo a una derivata la cui espressione si ha dalla (17.11) sosti-

tuendovi, al posto di A,:
1

A, — A
? n+1( vr

— 8, log ).

Il carattere covariante di questa nuova derivata ’y, c¢i & evidente a priori, pel modo come

I’abbiamo ottenuta. D’altra parte & agevole verificare direttamente che ’A, ha in realtd la

stessa legge di trasformazione di A,, (17.9). Il che porta come conseguenza che
L,=’A,—A,

& un vettore affine covariante. Va notato che per fensori qualungue (o anche scalari) questa
derivata 'y pud costruirsi: cade la limitazione b — k=0 cui & soggetta la particolare costru-
zione geometrica che prima ne abbiamo indicato, ved. (22} e (27).

(31) Gia dal Carvan (14, p. 211) & stato osservato che sono sufficienti a rappresentare
la connessione, e in relazione a un riferimento generale ne sono individuate, le forme
w?;——il);u)g: le quali hanno.per coefficienti proprio le nostre LI);"" Ved. B. 64, II, p. 30;
B. 70, p. 20. I1 sistema L?;r si presenta in modo affatto analogo, anche nei riguardi della
formazione del tensore di curvatura (ved. pit oltre, form. (22.5)) al sistema L], che figura

nella teoria degli invarianti di una connessione affine per le trasformazioni che ne con-
servano il parallelismo delle direzioni. Ved. B. 40, pp. 76, 89, 93: B. 66, pp. 366, 370, 375. Si

pud rendere sempre AJ. =0; questo appare dalle (17.7), o a partire dalle rappresentazioni
al finito, pud ottenersi come & accennato in questo lavoro a fine n. 18. (La condizione si
conserva poi soltanto sotto la condizione tAf,:a,.log ¢). Allora L[;;r si identifica c(:n A:;r:
questa via ¢ seguita ad es. in 17, p. 421; 34, p. 154: §6, p. 110.
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rianti
T SO TPRNR TP R TIRTI
(17.14) v = aer,..’.x,, -
B u u 1T
— ZJLAﬂ Aj—iflﬁ—i 2 +2 L JH 1 =1 A

che per un tensore di grado nullo hanno significato e carattere di covarianza
non soltanto in relazione a un B-riferimento, ma anche rispetlo a un qua-
lunque A-riferimento, sono determinate dalla connessione. Lo stesso potra
dirsi ad es. del trasporto

v dv*
at Tat

—+ L?W'UP' d_E’ — 0

(17.15) =

pei vettori proiettivi analitici controvarianti, di grado O: che potranno inter-
pretarsi come punti analitici, convenientemente normalizzati.

18. Possiamo valerci delle (17.7) anche per eliminare p dalle (17.5). Tro-
viamo subito che, posto

2. X .\) 0
(18.1) % = Al — GAS,
si ha
(18.2) Ih = AV AL AT 4 St Ay + A53,. 4.

Ora queste mostrano che se completiamo il sistema qu‘ ponendo, in rela-
zione a un qualunque B-riferimento,

¢ A

(18.3) I‘W,_ISIL (*?)

il sistema l‘f;u cost costituito ha la legge di trasforimmazione:
Y ' ! N gn g

(18.4) T, = A7 A% AT, + 819,.45,45 .

Vedremo ora in quale senso anche le I‘Z;,, si possano riguardare come
parametri della connessione proiettiva (diremo, ove occorra: parametri pro-
. . x . . . . . . . .
tettivi; e le Ay, parametri misti); e anzi, quando sia fissato il valore di <,

essi risultino determinati dalla connessione proiettiva; cosicché le loro deter-

minazioni l‘f;v corrispondenti al valore t=1, ciod alle posizioni
1

(174*) ng = Aos - Os

(18.3%) I =23

n -+
56, 61; H. 80 (t=c¢, cost). Si noti che, per le (17.2), T & invariante nei cambiamenti del
B-riferimento. ’

(3% COfr. T. Y. THoMas, 206, 33 (r: — —1—1>, VEBLEN, 48, 52 (t = 1); SCHOUTEN, GOLAB,
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al luogo delle (17.4) e (18.3), si potranno dire parametri normalizzati della
connessione (*). Inoltre vedremo come si possano costruire, con le I}, delle
derivate covarianti proiettive dei tensori proiettivi di peso p qualunque e
grado zero (le quali sono dei nuovi fensori proiettivi); e con le I‘:;., insieme
alle Ao, e a 1, anche delle derivate covarianti proiettive di tensori proiettivi
di grado qualungue.

Notiamo anzitutto che le equazioni

(18.5) 0; + At — = Y(§(t) -2

del frasporto proiettivo dei punti (geometrici) determinato dalla supposta con-
nessione proiettiva si possono scrivere anche

dz* dE az° o d§
(18.6) A PR (q) N dt)
cio®, insomma,
~ dz* A d&" _ )
(18.7) T +I‘Nzu717_11f(t))-z

ove W(}) indica una qualunque funzione scalare. E vero che nelle (18.7)
figura dg° il cui wvalore non é determinato dalla connessione (ma pud farsi
dipendere, come vedemmo (n. 10) dall’arbitraria assegnazione di un campo
di iperpiani sugli spazi tangenti): ma & ovvio che il valore di d&° non in-
fluisce affatto sul trasporto dei punti geometrici dato dalla (18.7).

D’ altra parte le [‘:;v sono invarianti (fincheé tale & intenda t) per le tra-
sformazioni (14.6), cioé

(18.8) A% =Ny 30

Iy

ove o, & un qualunque vettore affine covariante; cosicché le I‘:;v, fissato che
sia il valore di =, (e, naturalmente, assegnato il riferimento curvilineo e
il B-riferimento, soddisfacente alla (17.4)) le I‘?w risultano effettivamente
determinate dalla connessione; tali sono dunque, come accennavamo, senz’ altro

le F?w Notiamo, a proposito di questi parametri (proiettivi) normalizzati I‘:w,

(®*) Questi parametri normalizzati sono introdetti in B. 70, pp. 19-21. Un altro tipo di
parametri normalizzati, esprimibile ad es. cosi, P&V = L;rér 1 63L:s, era stato introdotto
in B. 64, III, p. 88, o B. 66. p. 375 (ved. anche B. 70. p. 21; 94, p. 184) in analogia col
sistema dei parametri della connessione affine invariante, determinata da una legge di tra.
sporto lineare delle direzioni (B. 60. p. 78; B. 66, p. 365).

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XV. 5
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che essi fra gli « oggetti geometrici » pei quali vale la legge di trasforma-
zione (18.4) sono caratterizzati dalle condizioni (17.4%), (18.3*) e

(18.9) I, =0;
cioé dalle

A s A
(18.10) Ppo - I;op — 5}1-

Se 2» & un vettore controvariante proiettivo (di peso zero e) di grado
zero, le (18.4) mostrano che tale & anche

dz= dagr agr vz,

A PR ap— o, 2 =X
(18.11) a + I,2! i jO N

pitt in generale, possiamo per un qualunque tensore proiettivo di grado zero

% . . . L

e peso p formare con T',, (o in particolare con I‘[lw) delle derivate covarianti
1

proiettive, che sono nuovi fensori proiettivi (sempre di grado zero e dello stesso
peso p):
(18.12) BH “‘ “‘:878 Hy “‘ —p), H' e

R,
. T v Ryins _ g ...]J.i... B Th g oo g
2l Hxi Mg o Ay EJ[WHM...A,,
ove con B, (o rispettivamente con ®,) designiamo dunque il simbolo della
1
derivazione proietfiva di parametri I‘?;., generici (o di parametri normaliz-

. ‘)\.
zati T',).
]
Le derivate col simbolo Ev pei tensori di grado zero sono deferminate

data la connessione proieltiva e quindi le FM mentre i corrispondenti diffe-

renziali assoluti proiettivi, di simbolo d, ove pill in generale
1

(18.13) 0=4dg'D,
contengono in generale d:° (escluso anzi soltanto il caso in cui il grado zero

sta pel tensore il grado normele h — k) e quindi nown sono determinati dolla
connessione proietliva (*').

(*4) L’impossibilitd di determinare, in generale, in wmodo intrinseco alla connessione i
differenziali proiettivi dei tensori & stata variamente enunciata e interpretata. Ved. 56,
pp- 120-122: 61. I, pp. 206208; B. 70, p. 23; 71, pp. 423-424; H. 84, pp. 245-246; 100, p. 67;
H. 105, p. 122.

La via per la quale si & giunti ai sistemi di parametri proiettivi Fi;» di una connes-
sione proiettiva. e quindi alle derivazioni proiettive (n. seg.), non necessariamente legate a
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Pei tensori di grado g qualunque basta porre
(18.14) I,=Ag, To=—=
perche, T'; avendo la legge di trasformazione
(18.15) Iy = AL, + 800, log p

si possa formare di un tensore H.X.;p.i.l.;,“k di grado ¢ la derivata proiettiva

(nuovo tensore proiettivo dello stesso grado g)

I
T u b By i
ZJ L AJVHM (AJ—£TA]+1 iy Ejr G - Ay S

una connessione proiettiva vera e propria, non & veramente quella che qui sopra abbiamo
adottato. Lie ricerche su quelle che il Weyr ha chiamato le proprietd proieflive di una
connessione affine (proprietd invarianti per le trasformazioni che ne conservano le geo-
detiche) — cioe: su quella che & stata detta la geomeiria proiettiva dei cammini — (ved. 3,
8, 9, 10, 21; 41, B. 64, 96) hanno condotto T. Y. THOoMAS a introdurre, partendo da una con-

nessione affine Tj,, un sistema I, che ha una differente legge di trasformazione, ma & in-

variante nel senso detto sopra: e che egli ha detto sistema dei « coefficienti della connessione
proiettiva ». (Ved. 22, 23, 24, 25, 82, §9 (ove il THomskN pel caso » =2 ricava anche una

connessione affine proiettivamente invariante); 72, 76). Ora & appunto il sistema Ilst, di cui

subito era apparsa I’importanza fondamentale nella geometria proiettiva dei cammini, che

dallo stesso T. Y. THoMAS & stato completato in un sistema H?;v di « parametri proiettivi »

(nel senso precisato qui sopra mel testo); e cid allo scopo di render possibile una interpre-
tazione affine (m -+ 1)-dimensionale. Ved. 26, 33, 39, H. 43, H. 46 (ove la teoria di T. Y.
TeOMAS viene estesa e completata); 47, 48, 48, §0. Con ulteriori ricerche di VeBLkN, WEYT,
WHaiTEHEAD ed altri (52, 58, 54, 55, 57; 63, 65, 94) la teoria & andata riavvicinandosi alla
sua essenza geometrica, dalle sue origini formali; il processo di riavvicinamento ed unifi-
cazione con le primitive teorie di CARTAN e ScHOUTEN si & compiuto poi al suo ritorno in
Europa (56, 61; B. 70, B. 78; H. 83, H. 84); e un notevole impulso la teoria ha avuto dalle
ricerche recenti sulla Relativita proiettiva (69, 74, 75, 77, 87, 88, 8§89, 90, 91, 100; cfr. 57, 58,
68, 81), ricerche guidate - dopo i primi lavori della Scuola di VeBLEN — dallo ScHOUTEN,
e basate su un formalismo costruito da v. Danrzic (71, 73, 92), da ScHOUTEN stesso ed
HaanTiES (ved., oltre alle opere gid citate, 108). Dire come siano congegnate tutte gueste
ricerche e anche soltanto come vi siano introdotte e trattate, col mezzo di « parametri pro-
iettivi », le connessioni, sarebbe assai lungo e oltre tutto superfluo! Ci limitiamo a chiarire
il nostro punto di vista: il formalismo dei parametri proiettivi offre alle connessioni pro-
iettive una rappresentazione comoda e anche utile, benché complicata con I'introduzione di
elementi non intrinseci, quale & d:°. Ma soprattutto apre la via a generalizzazioni (« deriva-
zione proiettiva ») e ad applicazioni, e sono queste che danno alla teoria uno scopo. A questo
proposito rimandiamo ai nostri lavori: H. 80; B. 67, 70, 78; H. 83, S4, 105. (In H. 83, in
relazione all’ente studiato — una ipersuperficie di uno spazio proiettivo — di° viene deter-
minato; cid risulta possibile appunto in quanto I’ente considerato da luogo a un sistema
d’iperpiani negli spazi tangenti (n. 10). Cfr. B. 67, 70).
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Se il peso & nullo e il grado g & il grado mormale h — k, e allora soltanto,
nella corrispondente espressione del differenziale assoluto proiettivo

(18.17) OHA‘P"A/;"I. — divmle{pf Zh}lL

non figura dg°.
Naturalmente T',, o anche I, che corrisponde all’ipotesi =1, a dif-
i

2

ferenza di I';,, mon sono delerminati dalla connessione; o meglio (fissalo an-
1

che per T, il valore di 7) lo sono soltanto a meno di un cambiamento
(18.18) . Iy = T; + 3,
ove ¢, & un arbitrario vettore affine covaviante. Ma ad ogni modo le formule

H... Py B
? ll.-. 1h

(18.19) L

= YEH; 5,

ove O s’ intenda calcolato coi parametri I‘Ziv e I,
1 1 1

(18.14%) I, =Ap, T,=—1,
i 1

e con un valore arbitrariamente fissato per il grado g e il peso p, rappre-

sentano sempre la legge di trasporto (18.13) deferminala dalla connessione

pel tensore proiettivo geometrico di componenti proporzionali ad Hi“’f_“'i'h"’f; di
pit, in relazione alla scelta fatta per g, p, ¢ e d§° danno anche, lungo cia-
scuna linea di trasporto, una normalizzazione del tensore geometrico.
Concludendo: la connessione proiettiva determina la legge di trasporto dei
tensori proietlivi geometrici; determina i parametri misti wa pet lemsori di
grado ed eccesso nullo, e, in relazione a un B-riferimento, ¢ purameiri pro-

iettivi normalizzatt Uy, pei tensori di grado wullo; quindi una derivazione
i

mista covariante per i primi, una derivazione proiettiva covariante per ¢ se-
condi (quest’ ultima pud generalizzarsi dando allo scalare t, anziche il valore 1,
un altro valore qualunque, costante o funzione del punto variabile su X,).
Con U aggiunta di un sistema che ha la legge di trasformazione (17.7) la con-
nessione proiettiva da luogo anche a una derivazione proiettiva covariante dei
tensori proiettivi di grado qualunque, e a wuna derivazione covariante mista
dei tensori proiettivi di eccesso nullo, grado qualunque. L’ ulteriore aggiunia
di un campo d’iperpiani T, degli spazi tangenti delermina anche una deri-
vazione covariante mista dei temsori proiettivi di eccesso qualungue. L’ aggiunta
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di Ty e in ogni caso necessaria (ove dE° s’ intenda espresso nella forma (10.4))
perché risulti determinalo, di un lensore proiettivo di grado non mormale,
il differenziale assolufo proiettivo quando ne é nota la derivata covariante
proteltiva.

I parametri proiettivi normalizzati F:” si possono anche ottenere, come i

parametri misti Aﬁr, direttamente o partire dalle rappresentazioni al finilo

II* (&, §). Basta normalizzare i coefficienti di queste rappresentazioni in modo
o
da rendere II’,E, £ =1, il che sard possibile entro una regione n-dimen-
o

in quanto & per ipotesi — per la

”

(12.5%) — %(E, &) = 1. Naturalmente i coefficienti cosi normalijzzati,

sionale opportunamente limitata di X

(18.20) ﬁ):p@; E):H%p(§7 E)/H?O(E) E)

sono ¢nvarianti per le (12.7). Ricavando con le (13.3) le A}, corrispondenti,
otteniamo ovviamente A% = 0; possiamo intendere poi (secondo quanto s’é&
osservato al n. prec.) soddisfatte le (17.4%), cio® Aj, = 3;. Ma allora le cor-

rispondenti l‘ﬁr, cio¢, data 1 invarianza dei parametri normalizzati per le
1
A . . ry . . .
(14.6), le va risultano eguali alle Aﬁr, cosicché, tenute presenti le (18.3%),
vediamo infine che i parametri normalizzati I‘;v si possono costruire con le
i

seguenti formule:

>
Mg = (5"1”1" e )
(18.21) Ml > — (@il o’ v 3&" §,~E'

. . A . . s 1 .
19. Che coi parametri T, e I'y, o in particolare Pz,‘, e l;_, st possano
1

costruire delle derivate covarianti (proiettive), non & affatto conseguenza della
particolare costruzione di quei parametri a partire da una connessione pro-
iettiva: ma sollanto della corrispondente legge di trasformazione, (18.4) e (18.15).
A priori possiamo assegnare i sistemi (« oggetti geometrici ») l‘:;v e I',, dotati
delle leggi di trasformazioni ora dette e non soggetti ad alcun’altra restri-
zione; e valercene per calcolare, mediante le (18.16) pei tensori proiettivi
analitici di grado qualunque, e in particolare mediante le (18.12), quindi
utilizzando le sole Tﬁv, pei tensori proiettivi analitici di grado zero, delle
derivate covarianti proiettive. Assegnando, ulteriormente, 1’ espressione di dg°,
si determineranno corrispondentemente, secondo le (18.17), i differenziali as-
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soluti proiettivi dei tensori medesimi; perd in generale non soltanto questi
differenziali risulteranno dipendenti da d&°, anche pei tensori di grado zero,
ma la stessa corrispondente legge di trasporto (18.19) dei tensori geowmetrici ne
dipendera. Questo lo vediamo subito riferendoci al caso pit semplice, del
trasporto dei punti geometrici. Inteso che dz* sia calcolato come per un punto
analitico (tensore proiettivo di valenza controvariante 1, peso 0, grado — 1)
il sistema

0t de

—_ AL
(19.1) o =+

g’

a + I, =2 = L]J(;(t))z'-

quando 1’ espressione di dE° sia assegnata, mediante la (10.4), da luogo a un
trasporto dei punti, che possiamo scrivere nella forma (14.2), cioé

dz* Y dﬁ’
(19.2) =+ Mt = = V()2
ponendo
T, T,
A A v Ly . )
(19.3) Npp=Tho — Lo 7+ 8} (r,. T, T‘)
Per un cambiamento nella scelta di d:;° questi parametri A[);,. si mutano in
(19.4) by = Apr — (T, +a’1‘)(T'_£’);
T, T,
ora di qui si vede che A,w, A{);r sono parametri misti di wna slessa con-
nessione proiettiva — cioé: i corrispondenti trasporti dei punti geometrici
coincidono — a condizione che sia
) 2
(19.5) I = w3,

ove o indica uno scalare arbitrario.

Diciamo, anche quando I‘f;v e Iy sono assegnati a priori, che essi sono
t parametri di wna derivazione proteltiva; designiamo questa mediante i suoi
parametri. Cid posto, possiamo concludere:

Data a priori una derivazione proietiiva (I‘ﬁv, [4), condizione necessaria
e sufficiente perché essa determini una legge di trasporto proiettivo dei punti
geomelrici, e quindi una connessione proiettiva, é che valgano le (19.5). In
caso contrario occorre, per dar luogo a una connessione proiettiva, 1’ ulteriore
assegnazione dell’espressione (10.4) di d£°, cioe, di un campo d' iperpiani
degli spazi tangenti.

Diremo che una derivazione proiettiva é di prima specie quando valgono
le (19.5), cioé quando essa individua wuna connessione proiettiva: in caso con-
trario, che essa ¢ di seconda specie.
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Supponiamo che la derivazione (l’i;v, ;) sia di prima specie; va esplici-
tamente notato che pei suoi parametri misti Af;r, dati dalle (19.3), non si puo
affatto affermare valgano, in generale, le (17.4); il che porta in conseguenza
I’impossibilitdh di costruire con le (18.1), (18.3%) dei parametri normalizzati,
caratterizzati dalle (18.10), per la connessione proiettiva che la supposta deri-
vazione di prima specie determina. Cosicché non é sufficiente, per lo studio
generale delle derivazioni proietlive e anche soltanto di quelle di prima specie.
la rappresentazione con quei paranetri normaléizzati, utilissimi invece quando
si debba studiare wuna singola connessione proiettiva e sia libera la scelta
dell’ A-riferimento. Questo non porta perd inconvenienti per la costruzione
degli invarianti di una derivazione proiettiva, come accenneremo.

Se per una derivazione proiettiva di seconda specie, o in particolare
anche di prima specie, valgono le (17.4%), i parametri normalizzati della con-
nessione proiettiva che la connessione determina insieme al campo d’iper-
piani T sono: '

T9

T -
A AYX v A v s il
(19-6) F}w:]pv - (lpo _5}1)7‘)*%;5: lgr—(rgo— 1)']1_0 .

In particolare vediamo come- questi parametri I}, non dipendano affatto
i

da I';, ma soltanto da I‘—:;v. Se poi valgono anche le (19.5) con w =1, cioe
le (18.3%), le (19.6) divengono

(19.7) E‘:;v - Pllw - 5:;8:[‘27”

Osserviamo ancora che anche con qu _ste altre formule

3 A Py b Tv \ o 2 . Tv s T
(198) ?;)w - [iw - (r:w - ap) K - z Pov - ([‘:)o i 53,) To — 'Jz: 2 -T:

si pud associare a una derivazione proiettiva generale (I‘{);v) (pei tensori pro-
iettivi di grado zero) e a un campo d’iperpiani 7 una connessione proiettiva,
della quale i parametri normalizzali sono proprio le Cf?;v; d’altra parte le
(18.4) mostrano che :

(19.9) Ey =T, F.=T,,

sono {ensori proiettivi, di grado zero, soddisfacenti alla condizione
(19.10) E} = F,

Di qui si pud ricavare che gli invarianti della derivazione proiettiva l‘f;., S0M0
gli invarianti della connessione proiettiva di parametri normalizzati G, e dei
i
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tensori proiettivi di grado zero Eﬁ, F:, (soddisfacenti alla (19.10)), B, = % Ma
I'interesse di questa riduzione non & che secondario, infatti la costruzione
diretta degli invarianti di una derivazione proiettiva generale non & differente

da quella che da gli invarianti di una connessione proiettiva.

§ 4. Geodetiche. Trasporto a distanza finita lungo
le geodetiche uscenti da un punto.

20. Sia data in X, una curva I, §” =£"({). La connessione (A?;,.) deter-
mina, per integrazione delle equazioni (14.2) del ftrasporto proiettivo, una

rappresentazione omografica fra gli spazi tangenti a X, nel punto fisso & e
o

nel punto generico §(f) di I':
(20.1) 2t ) = Ar(t, L)er(t).

Costruiti gli elementi reciproci Aj*(t, ¢) delle A',(¢ ¢) in [A%,| non &
restrittivo supporre (cfr. le (12.4*))

(20.2) At ) = A, ),

Cib posto, ¢ immediata 1’ osservazione che le A;:}L sono legate ai paramelri
A%L(E() della connessione da formule (cfr. le (13.9))
Al ) Al

o; t) ’

20.
(20.3) dt

}*‘P’) dt
ove ¢, & un vettore affine arbitrario. Per conseguenza si ottiene dalle (20.1),
per derivazione:

T A ” »
(20.4) dz (otlét) = A%t t)(d'zt‘t) A;,zl»()'ift + P, dEt (ti)

cioe, per le (20.1) medesime,

).
oy

3
— | L)), Cz’; = A%, t)( Z;“+Z(t)x,-%)

ove ¢,., ¥, sono ancora vettori affini arbitrari (e 82 ¢ dato dalla (16.5)).

I’ annullarsi dei primi membri delle (20.5) esprime che il punto z-(t|t,) é
fisso; I’ annullarsi del secondo esprime che il punto zAt) si trasporta lungo T
per la legge del trasporto proietiivo della connessione; che le due condizioni

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



E. Borrororti e V. Hravary: Contributs alla teoria delle connessioni 41

si equivalessero era ben prevedibile. Intendiamo d’ora in poi (in questo n.)
che il riferimento adottato sia un B-riferimento: precisamente, che valgano
le (17.4*); il che porta, come abbiamo visto (n. 17) la coincidenza delle omo-
grafie II (n. 6), che localizzano nella stella di direzioni tangenti in ciascun
punto le direzioni fondamentali e unitd pel riferimento proiettivo locale ri-
spetto al riferimento curvilineo, con le omografie T (n. 17), di significato
intrinseco alla connessione proiettiva. E supponiamo ora in particolare che
i punti 2*(#) defti sopra siano, lungo I, i punti %Ef) (n. 10), posti sulle tangenti
omologhe alle tangenti di I' nelle omografie T (n. 17); o, come diremo per brevita,
sulle tangenti associate a quelle di I' (che sono le stesse fangenti di I' se la
connessione proiettiva & semplice, cio¢ senza deviazione (n. 17)). Osserviamo che

A
su quelle tangenti i punti % sono, finché non si fissi I’ espressione di di°

— che per ora lasciamo affatto arbitraria —, punti qualunque, soltanto
diversi dai punti di contatto. Nell’ipotesi detta sopra, consideriamo sullo
spazio tangente a X, nel punto £ la linea

(20.6) o =t | £,)dt
!

che diremo #mmagine tangenziale di T (relativa alla supposta scelta di d5°).
Per le (20.5) abbiamo, nel punto ¢ generico di T,

A2z daxc* d_ér R B-zgv d&v d&’“
(207 T~ e = A0 (G + e )

quindi vediamo che 7 émmagine tangenziale di T ¢ una linea refia allora e
allora soltanto che le tangenti associate a quelle di T' contengono un campo di
punti che lungo I si spostino pel frasporto proiettivo determinato dalla connessione.
Le linee della X, che godono della proprietd ora detta si dicono geode-
tiche della comnessione proiettiva (*). Queste linee si possono dunque rappre-
sentare col sistema d’equazioni
g abr  dEr %% 5 db
(20.8) S <, ( S )

ove ¥, © un arbitrario vettore covariante affine; o anche, introdotto su cia-

(3%) Cfr. 14, p. 219; B. 70, pp. 30-31; e i lavori di ScHOCTEN e v. DANTZIG, ove la no-
zione appare profondamente modificata. Ved. ad es. 71, p. 431; 100, p. 68.

Annali di Matematica, Serie IV. Tome XV. 6
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scuna geodetica il parametro

dgr
— |y = dt
(20.9) - s:fe/ 4t gt

al luogo di ¢, col ‘sistema
%
(20.10) I =0.

Queste non hanno carattere d’invarianza per le (14.6): ma & evidente che ad
esse possiamo anche sostituire le

o%gY

L _—0

as?

le quali invece (in quanto valgono le (17.4%)) per le (14.6) sono invarianti.
Il parametro &, dato lungo ciascuna geodetica da

(20.11)

o ® :fe/(d% - Agr%)ds ds =/e/(dﬁ§£ — 88,5 — xrdd—ir)dtdt

é determinato dalla connessione proiettiva a meno di una trasformazione
lineare intera a coefficienti costanti

(20.13) . B =a%+B;
lo potremo dire parametro proiettivo pei punti della geodetica. Le (20.11)
non danno soltanto le linee geodeliche: ma anche, a meno di condizioni ini-

ziali, © punti z—: sulle tangenti associate a quelle di ciascuna geodetica, nej

suoi singoli punti (e anzi, in relazione al riferimento curvilineo e al B-rife-
rimento scelto, sempre a meno di dati iniziali le (20.11) associano ai punti
di ciascuna geodetica i valori di un parametro £°). ¥ quasi superfluo notare
che le g—g soddisfacenti alle (20.11) non potranno in generale soddisfare anche
alle (10.3) o (10.4), in relazione a una conveniente scelta degli iperpiani 7:
si vede subito che la condizione per la compatibilitd delle (20.11) e (10.3) &
che il campo di iperpiani T, sia conservato dalla connessione, cioé che il
trasporto proiettivo degli iperpiani che essa determina dia luogo lungo una
qualunque linea della X, a serie di iperpiani appartenenti al campo. In-
somma: sollanto se esiste un coampo d iperpiani conservato dalla connessione
(il che porta, come vedremo, che la connessione proietiiva é affine) si possono
scegliere le serie di punti posti sulle langenti associate alle geodetiche, e varianti
lungo queste linee pel trasporto proiettivo della connessione, in modo che stiano
sugli iperpiani di un campo, anzi, appunto del campo detlo sopra.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



E. BortororTr e V. Hravary: Contributs alla teoria delle conmessions 43

Volendo rappresentare soltanto le linee geodeliche della connessione la
prima equazione del sistema (20.10) o (20.11) (corrispondente al valore nu-
merico v =0} & naturalmente superflua; scegliendo convenientemente il pa-
rametro p le rimanenti equazioni possono scriversi
d?‘;‘r I"" d;;s d&t

dp? +43tdpd?:()'

(20.14)

In esse i parametri I'y possono normalizzarsi, secondo T. Y. THoMAS, in
ES

modo che siano éndividuati dalle geodetiche (e dal riferimento) (**). Ma su
questo non ci fermeremo.

21. Mediante il trasporto proiettivo, determinato dalla connessione pro-
iettiva che si considera, lungo le linee geodetiche uscenti da un punto E, si
[

pud — entro una conveniente regione n-dimensionale della X, , di cui ogni

punto sia raggiunto da una sola geodetica wuscente da & — costruire una
o

rappresentazione omografica al finito, come quella (H’:p(é, £)) da cui siamo partiti.

Si tratta semplicemente di espfimere in forma finita gli integrali del sistema
z

L — Ther a7,

as " s as

lungo una generica geodetica, che intendiamo rappresentata con le (20.11).

0

Per questo applichiamo, formalmente, 1'operatore —— ai due membri della

as

(21.1) tenendo conto della (21.1) medesima e della (20.11); senza considerare

oo . dz . . . .
Vindice X; ciod, come se —— fosse un sistema di scalari, I‘fﬁv un tensore di
i

a%
valenza covariante 2 (e grado zero), ecc.... Cid equivale a prendere in consi-
derazione i tensori (e in particolare scalari) che nel sistema aftuale hanno le

(21.1)

. dz®  d?W o,
componenti 9% A5 I‘ ,; ove X si considera come indice ordinale. Avremo
successivamente
dgzli ) df dE“)
g as = el as s
(21.2) Cdi o . dE dEo dEo
( E‘ EwEmva ME(EdS,

----------------------

(%6) Ved. loc. cit. (34).
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" (ove con === indichiamo, cfr. 107, p. 24, eguaglianze wvalide in relazione al-
p
U attuale riferimento); onde, posto
dEv _* v
21.3) (Eg)o_a
segue
(21.4) et == P’ (5, §)-2¥,
ove abbiamo posto (*7)
" &
(21.5) P, =28} — ({‘ﬁv)oavs — (ZPQI“&))Oavaw 5

3
— (B, D, re ), @' 5 _
i ? Y 1 P 3!

Generalmente queste rappresentazioni al finito differiranno da quelle,
H’fp(ii, €), da cui siamo partiti: cid & a priori evidente in quanto ¢nfinite dif-
ferenti classi di rappresentazioni HI.H(E, £), una delle quali & la P):IL(E, £)

o o

danno luogo alla medesima connessione. Ma facilmente esprimiamo le con-
dizioni, perch® le rappresentazioni omografiche H%p(é, §) si riducano alle
o

P%H(E, £), individuate dalla connessione:
0
Osserviamo che, date le H%(E, £), anche a meno di una trasformazione
o
(12.7), risultano associate a ciascun punto £ le co™! linee integrali del si-
]

stema seguente (e corrispondenti ai sistemi di valori dei rapporti fra le a*):

@21.6) & I, gar (bor s =s,, P=F)

che ne escono: esse sono le geodetiche della connessione integrabile II;,(E, £)
]

(n. 15) uscenti da £ Cid premesso, ecco le condizioni (necessarie e sufficienti)
o

cercate:
a) Ciascuna linea, in relazione a un suo punto £ geodetica della con-
/]

. . . s . . .
nessione integrabile II;.(E, §), deve essere anche, in relazione a ogni altro
[

suo punto &, geodetica della connessione H:;,,(E, £); il che porta per conse-
0 1 1

(®") Ad evitare ogni incertezza circa la convergenza degli sviluppi ei poniamo nel-
A

I'ipotesi dell’ analiticitd delle funzioni (A br?

I‘}lw) in considerazione,
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guenza che le geodetiche di H?W(E, £) non dipendono da &, e coincidono con
(] (4]

le geodetiche di A?W(E);

b) Il trasporto proiettivo a distanza finita definito dalle (12.1) lungo
ciascuna delle geodetiche ora dette deve, inolire, essere tramsitivo; cioe,
se %, §, E sono tre punti su una stessa geodetica, si deve avere

(21.7) H%p@, L, g)—_—_kﬂ’:v(g, 9 (k scalare).

Analiticammente perd & pilt semplice, per esprimere la coincidenza delle rap-
presentazioni H%(E, ) con le Pl.p(E, £), valersi del confronto diretto fra gli

sviluppi (21.5) e quelli che analogamente si ottengono per II).‘P partendo, an-

ziche dalle I‘?W, dai parametri proiettivi normalizzati :;,, della connessione
1

. . 2,
integrabile IL,:

2L8) I 5, &) 22 — O})@'S — (D60 wa> S —
_ &3
- (?wz?m@;(:v))oavawlam? 3—’ — ey

ove, le Hi;y(g, £) essendo date dalle (13.9), si ha
(21.9) 0}, = 3 (I}, — S,115,) + 595}

infine ® ¢ il simbolo di derivazione proiettiva coi parametri @ﬁ,.
0

Per la coincidenza delle due classi di rappresentazioni naturalmente oc-
corre e basta che sia

(21.10) G 8 =46 HPLE, W6 9=1;

ma & sufficiente che le relazioni valgano con (%, §) = 1. Eguagliando i coef-
o

ficienti dei termini d’eguale ordine abbiamo dunque un sistema di condizioni

sufficienti perché le rappresentazioni al finito H%p(g, ) siano quelle cui da
origine il trasporto da £ a § lungo la geodetica congiungente ().
. 0
(3%) Si tenga presente che le Ii‘?“’ si esprimono, mediante le (18.1), (18.10), (13.3), o di-

rettamente mediante le (18.21), per le H%P(E, £) e loro derivate.
(]

(continua)
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Sur les réductions mondémes des intégrales abéliennes.

D. MorpourHAY-BoLTovskoy (Rostov-Donj.

§ 1. Le théoréme de Koenigsberger. — En vertu des recherches de
LiouviLLE (!), ABEL (}) et KOENIGSBERGER (°) le probléme général de la
réduction de I’intégrale abélienne:

/F(x, y)dz
définie par la courbe
(1) fle, =0
4 I'intégrale

[ myae

définie par la courbe

2) b€ m)=0

et encore & des fonctions algébrique-logarithmiques se raméne au probléme
de la réduction & la forme suivante:

t=n j=n,; . ) )
®) ‘ﬁmwm:me+3&£ b (87, wi")agl,
ol
k=m
4 P, ) = Q(, 9) -+ 2 Ca1g Ra(w, 1)

Qx, y), Rlx, y) étant des fonctions rationnelles de (x, y), au moyen de la

(1) LiouviLLE, Mémoire sur la classification des transcendanies efc., « Journ. de Liou-
ville », t. 2, 1837.

(?) ABEL, Précis d’une théorie des fonctions elliptiques, « Journ. de Crelle », t. 4, 1829.
Oecuvres, t. I, p. 545, aussi, t. IT, p. 278.

(3) KoENIGSBERGER, Ueber die Reduction Abelscher Integrale auf miedere Integralformen
specielles auf elliptische Integrale, « Crelle’s Journal », t. 89, 1880. Vorlesungen iiber die
Theorie der hyperelliptischen Integrale, Leipzig, 1878. Allgemeine Untersuchungen auf die
Theorie der Differentialgleichungen, Leipzig, 1882,

D. MorpoUuKHAY-BoLTOVSKOY, Sur la réduction des intégrales abéliennes aux tran-
scendantes inférieures, « Annales de I’ Institut Polytechnique de Varsovie », 1906.
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substitufion suivante:

(B i, YT 4 il YEFT 4 s i e, ) = O
(6) = SEY, w,.9)

ol oz, y) est une fonction entiére de (x, y), S(EY, «, y) une fonction ra-
tionnelle de (x, 9, &%f’), £ une racine de (®);-
L’ équation (5) nous donne:

() g = UEP, «, y)dw + VE, x, y)dy
ou UEY, @, y), V(EY, x, 4) sont rationnelles par rapport a &V z, y.
L’ équation (1), qui définit 1’intégrale [F(m, y)dx nous donne:

(8) dy = u(x, y)dx

ot u(x, y) est une fonction rationnelle de (x, y).
En substituant la valeur de dy de I’'équation (8) dans 1’ équation (7),
nous avons:

9) s = T, @, y)de

T; étant une fonction rationnelle de (£ x, y).
En multipliant les deux parties de (9) par la fonction rationnelle:

q)%)(&i”, 7)?)) que nous construisons d’une maniére que I’intégrale:

f S(ED, ) gD

soit de premiére espéce (ce que nous pourrons faire si m; = 1) nous obtenons
par Véquation (9) o 4
(10) WE", n)ae = WP, @, y)d

W, 6tant rationnelle par rapport a (£, x, ).

En ajoutant ces équations (10); respectivement nous avons pour les valeurs
différentes de j=1, 2,... o

iom .
(11) j§1 [pgi)(&(il)’ n(l)) g(i) E W(Eil)’ x, J)
La somme qui se trouve dans la partie droite de (11) est une fonction

rationnelle symmétrique de E et par conséquent elle 8 exprime en vertu de
I’ équation (5) en fonction rationnelle de (x, y). Par suite

(12) ' E/LI)S) Ei])’ ‘f),"))dém /F(l)(x y)d
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La somme dans la partie gauche restant finie pour toutes les valeurs

e (ng), n(ij)), et aussi pour toutes les valeurs de (r, y), jF?)(ac, y)dx, comme

I’intégrale fq)?’(&, n)dE, devra étre de premiére espéce ou (ce que KOENIG-

SBERGER D’a pas remarqué) constante.
Nous allons démontrer qu’on ne peut avoir que les deux cas suivants:
1) €9 vﬁ’) sont constants et alors on peut poser dans (3), B, =0.

2) 11 existe pour le moins une fonction FY )(ar; y), distincte de zéro,
. satisfaisant & la réduction (12).
En effet si foufes les sommes:

! f ED, ) gelD
J_

qui correspondent aux différentes intégrales de premiére espéce pouvaient se
ramener 3 des constantes, (£, %) serait definie par 1’ équation de degré =,
dont les coéfficients sont des fonctions uniformes de

jom ) . )
=2 f WNED, 7)ag) F=1,2,.. 7
J:
et comme %; — const., on aurait aussi E(’)_.const v)m—const..
En supposant, que la réduction soit donnée dans la forme preparée, ¢’ est
4 dire contenant le moindre possible nombre de transcendantes [ $4(&, M)dE et

par conséquent en supposant les sommes pour lesquelles B; = 0 exclues, nous
pouvons énoncer le théoréme fondamental de KOENIGSBERGER:

St Vintégrale abélienne f F(x, y)Jdx se raméne aur intégrales f i€, M)dE,

on peut toujours indiquer pour chaque intégrale f UiE, dE au moins une
intégrale de premiére espéce se réduisant auw moyen de la méme substitution &
Vintégrale de premiére espéce / q)?’(g, n)dE.

Ainsi pour la réduction des intégrales de seconde et de troisiéme espéce,
il est mnécessaire mais mon suffisant que le probléme de la réduction des
intégrales de premiére espéce soit résoluble.

On peut ajouter que dans le cas général, si on a la réduction de I’in-
tégrale de premiére espéce (12); pour k=1, il existe encore m, — 1 ré-
ductions semblables.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XV, 7
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Les f FQ, y)dx composent le systéme compldt des m; intégrales indepen-

dantes de premidre espéce.

En effet, si dans le cas général quelques FY (x, y) étaient égales & zéro,
on aurait la méme chose dans tous les cas pmtzculzers
Si ’on pose tous les ) ni’) excepté g, n,l) égaux A des constantes, en

divisant I’ équation par § — EY) on obtient

(13), & == o, y)
et par consequent en vertu de (6) on a aussi:
(14), i) = By, ¥)

ax, y), Bi(x, y) étant rationnelles par rapport a (x, ¥).
Voici un exemple d’une semblable réduction:

VI+ax® JVI4F
f=a
n=9
et & la fois
[ xtdx EdE
(15), =

VIida® JVige

Dans ce cas la réduction (12) se raméne a la forme

(16) fFi?w, )i = j¢ (€, 7)dE,

4 un seul terme, que nous appelerons mondme.
Mais on peut avoir des cas ou le nombre des intégrales fF,,, x, y)dx ré-

ductibles est moindre que T,

Les cas de ce genre nous allons appeler — cas critiques du théoréme
de Koenigsberger.

La réduction (12) est obtenue par (1-2).

Nous pouvons dire que la compatibilité des équations:

(1) fla, y) =0

(2) W& n)=0

() %o, Y& + @, (w, YT + o anfr, y) =0
(6) 7)(1’ == S(E(j)y &, y)
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définit les conditions nécessaires et suffisantes de la réduction des intégrales
de premiére espéce fF(w, y)dx a des intégrales [zp(&, 7)dE, qu’on peut formuler

de la maniére suivante:

(y, x) étant des coordonnées sur la courbe (1) et une coordonnée § sur la
courbe (2) étant définie par U éguation (5) avec les coéfficients oi(x, y) rationnels
par rapport & (x,y), Uautre v peut étre exprimée rationnellement en (E, X, y).

§ 2. La réduction rationnelle mondme. — Dans le cas général, dans la
réduction (12) on a le nombre des intégrales fq;,,,(eﬁ, N P)dEP égal A w, genre

de la courbe (2).
Mais des exceptions peuvent se rencontrer les reductions du type raccourcs

(12)} f (@, ydao— /4, (ED, nP)dED

p <

Ce racourcissement est possible dans la forme canonique (12) avec la
substitution de la forme (5-6) qui se rameéne &

(5f o, Y)E + o, (0, PB4 w a fr, y) =0
(6 17 = SE?, z, y).

Mais la méme chose est possible aussi pour la forme wnon canonique,
quand (§, n) sont des fonctions algébriques de (x, ) et (x, y) de (§, v) du type
général. Quand on passe & la forme canonique, sans doute la forme a un
geul terme se détruit.

Dans le mémoire présent, nous avons l’intention de discuter le cas
ot p=1, c’est & dire de la réduction mendme:

(17) jﬁ%wm;ﬁ@m@

Nous prendrons d’abord le cas ou la réduction est canonique, ¢’est a
dire la réduction rationnelle mondme:

(17) ﬁmmhﬁmm
(19) 7 = B, 9)-
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D’abord il faut remarquer que dans ce cas on ne peut avoir le cas critique
au théoréme de KOENIGSBERGER. Nous devons avoir toujours = réductions:

(17) f Fifa, ) = [ (&, ).

La condition nécessaire et suffisante de la réduction des intégrales de
premiére espéce peut étre formulée de la maniére suivante:

La courbe f(x, y) =0 (1), qué définit / F(x, y)dx s obtient par la transfor-

mation rationnelle de la courbe Y& n) =0 (2), qui définit [ P(E, n)dE.

Dans le cas général nous avons la transformation birationnelle de la
courbe (2) ¢’est & dire les équations qui definissent (x, ) en (§, 1) sont du
premier degré et
(20) © = alg, v)

21) Yy =0b(E, 1)

et & chaque point de (1) ne correspond qu’un seul point et inversement.
Mais sous certaines conditions pour les coefficients de o(x, y), flx, y) il
peut arriver que (x, y) soient définis par des équations d’ordres supérieurs:

(22) (S M? + @, (& Mot A a(§ M) =0;

y dans le cas ol ® n’est pas racine multiple de (22) &’ exprime rationnelement
en (g, 7, x)
(23) y=2_8E 7, 2).

Dans le cas contraire:

(24) Sefoe, & My* + S, & M)yt + .. Sife, § 4) =0,

A un point de (2) correspond non un seul, mais ¢ points de (1).

Une telle transformation (on une telle substitution) sera appellée-rationnelle
@ ordre q (*).

Si nous substituons dans (1) les expressions de (x, ) en (§, 1) de (22),
(23) ou (24) ou si dans I’ éguation

(25) I f(x:, y)=0

(*) Surla transformation rationnelle, V.

AprPELL et GOURSAT, Théorie des fonctions algébriques et de leurs intégrales, Paris,
1895, ch. IV, § 119, 120.

PAINLEVE, Sur les équations différenticlles du premier ordre, « Annales de 1’Ecole
Normale », 1891. Lecons sur la théorie analytique des éq. diff., Paris, 1897.
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qui §’obtient par la multipliéation des valeurs de f(x, y) pour les systémes
différents de (x, y) satisfaisant a (22), (23) ou (24), nous remplacerons les

fonctions symmétriques (x,, y,) par leurs expressions tirées de ces équations,
nous obtiendrons comme résultat de (1), (18), (19):

(26) (D(é, 71) = O'

Les degrés de (&, v) étant par rapport & £ et v, 1 et v, p étant I’ordre
de afx, y), v de Blx, y).

La partie gauche o(%, n) ne doit pas nécessairement coincider avec §(E, 7)
dans le cas de la transformation birationnelle:

(27) o8 n) = A, )
et dans le cas de la transformation d’ordre g > 1:
(28) : of§, 1) = A[Y(E, 7))
o A est constante.

On a done

p=pq, v=VYgq,

w, v étant les degrés de ¢(E, ) par rapport a g, .
Si on peut indiquer pour q une limite supérieure

g<=M

on pourra résoudre le probléme de la réduction de I’intégrale de premiére
espéce au moyen d’ un nombre fini d’opérations algébriques.
11 faudra seulement décomposer le probléme de la réduction par la sub-

stitution d’ordre quelconque en M problémes de la réduction par la sub.
stitution d’ ordre determiné.

En vertu du théoréme connu de H. WEBER (°)
@2 —2)g<2p—2
on pourra prendre pour « > 1
M= E(p - 1).

n—1

Les conditions de la réductibilité au moyen d’une substitution de I’ordre ¢
peuvent étre formulées de la maniére suivante:

(3) PicarD, Cours d’Analyse, t. II, p. 454. APPELL et GOURSAT, p. 476.
SEVERI, Vorlesungen iber algebraische Geometrie, 1921, § 61, s. 109.
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Il existe une fonction rationnelle «(x, y) d’ordre p'q de x et y, définie
par I’ équation

(1) fle, v =0
telle, qu’en posant £ = a(x, y) on aura pour 7, définie par 1’équation
(2) $& ) =0

I’ expression rationnelle en (x, ¥)
n =z, y).

Mais chaque fonction rationnelle de (x, y) est uniforme sur la surface
de RIEMANN (y, «) et inversement.

Si
- i
(29) y=32 y;x—x,)°
j=—u 7
ot
j=0o i
(30) §= 2 L —ua)’
J=—7r 4
ot & la fois
‘ 3 @ ]
31) =12 1w —a)°
= o
on
j=00 i
(32) n =1+ 2 0w — ).
=P o
Si r<<0 et £ est fini, nous avons:
. I2° prtoi
(33) N =1, +J_§071p;r+_aj(w —x,)
- a8
ou
5 _ertai
(34) N =j§07)_()j+_cj (x—w) ° .
— o8

Pour 6 =1, v est uniforme sur la surface de RIEMANN de (y, x). Pour
que 7 soit aussi uniforme pour o> 1, il faut et il suffit que 7 se divise par a.
On peut enoncer les conditions obtenues de la maniére suivante:

On a ¢ — 1 équations:
5120
3
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avec l'inégalité
=0.

£

o
8

Ce sont les conditions de la premiére classe.

Si
g_r_f =0
on a
{35)2 Ec_+_1 =0
et
(36), £, = 0.

s
Ce sont les conditions de la seconde classe, etc.
De la méme maniére on discute le cas &, = oo.
A un point ordinaire v ne correspond aucune équation conditionelle, au

point de la ramification correspondent g(c — 1) équations de la premiére
classe avec ¢ inégalités, en général X gq,(/,c — 1) équations conditionnelles
i

des classes differentes avec wXgq; =wg inégalités, v étant le nombre des

points des ramifications.
Il est facile de voir que Uordre de la classe ne surpasse pas un nombre
fixe, qu’ on peul indiquer.
En effet, quand 1’ordre est égal & !
el
0=y 7 @ — 2
s

_e
n=1"%@—x) * +..

8

qui donnent, pour une valeur determinée de 7, pl valeurs de ax.
Nous devons donc avoir:
(37) pl < v'q < VM.

§ 3. La propriété fondamentale de la réduction irrationnelle monome. —
Passons & présent & la réduction érrationnelle

(38) Jte, paw=[ste, e

Nous allons démontrer la propriété fondameniale de la réduction irra-
tionnelle mondme:
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Si la réduction (38) n’est pas possible par une substitution rationnelle:

(18) §=alx, ¥)

(19) 1 =P, 9) _

D intégrale f D, M)dE se raméne au moyen d’une substitution rationnelle
(40) o = B, 7)

& une intégrale d ordre inférieur. .

Le théoréme est valable non seulement pour les intégrales de premiere.
espéce, mais aussi pour la seconde et la troisiéme.

La substitution peut étre définie par plusieures équations 1rréduct1bles

(41)x % on, (@, Y)&x" =0
(42 3 B, afe, st =0.

Mais on peut faire la transformation homographique

at +bn+c _dgen+f

E":k§+ln—{—m’ n‘—k§+ln+m

de la courbe, en choisissant a, b tels, que deux valeurs correspondentes &
deux solutions 7 soient différentes on que deux points (£, ), ", 1), ou &, &’
sont deux solutions de (42) soient différents.

On peut aussi choisir les coéfficients de tel fagcon que cela ait lieu
pour chaque équation (42).

De méme, par une transformation homographique on raméne I’ équa-

tion (1), qui définit fF(w, y)dac &
(1), flx,, y)=0,

les valeurs de «x,, correspondentes & y, étant différentes.
Ainsi la réduction (38) peut étre remplacée par la suivante:

(38), fFi(wl » Y, )dx, :fq’)i(gi » Mg,
avec la substitution, qui est définie par les équations:
(), | ENCIA S

(6)1 Mr = Sk(xg s Yis Elk)’

Pour la simplification de la notation 1’indice 1 prés de x, y, §, n sera omis.
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Au lieu de ( 9 7" nous allons écrire (5@, n9).

Remarquons que la fonction symmétrique de (§9, %) s’ exprime ra-
tionnellement en (x, ¥).

Chaque réduction de 1'intégrale abélienne (38) par la substitution (5), (6)
entraine les autres réductions:

’
[, o= e, nae
qui correspondent aux autres racines des équations:

cPo(“’) y)ga =+ cpi(o(', y)ga—l + ... cPa(w; Y= 0
n= (I’(E; &, y)

Par conséquent nous avons les réductions:
89} [P yido = Fle, yaz =4, yoazo
o (x, y) sont définis par les systémes des équations:
%ah, x(& Mt =0
Y = Tu(Cx> Mx, ).

Mais & la fois nous avons:
38)1 F iy Yy dec, == q) E(gt), wO)gEh
g () ¥y n

ou £§99, 1'9» gont définis par les systdmes des équations:

(g)»

% Bn, ul:, y:)Bk

Nre = Sul@, Yi, Exs)

o EO—=E yO =4y
ou

(43) fq)(é(g), n@)dED :fp(w, y)dax :fF(x,, y,)dx; :jF(E(go} 79D)dEWP,
d’ou il suit que
(E@9, n(@)  sont tous parmi (E©), n'9).

Les fonctions symétriques de (£@9, y(99) sont des fonctions symétriques
rationnelles de (x;, y,) et par cela des fonctions rationnelles de (&, ), de sorte
que (9, ) (°) sont exprimés en (§, ) au moyen des équations de la forme

(%) Il n’est pas nécessaire que ce soient foutes les valeurs possible de (§¢’, %9 ), mais
seulement celles qui sont définies par une équation irreductible. .

Annali & Matematica, Serie IV, Tomo XV. 8
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suivante:
(44 S 4y, g =0
(45) 710 = B, 1, £9).

En vertu de ces équations, nous pouvons écrire:

(47) Za@%n”) A(E 1)

j=

(48) zmﬁmmy—m&m

@, B étant des fonctions rationnelles (EVY), %%), que nous allons choisir con-
venablement, A(§, ), B( n) étant des fonctions rationnelles de (g, n). En

posant

(49) C= A7)

(50) o = B(E, 1)

nous aurons la transformation rationnelle de la courbe
(2) $(E 1) =0

dans 1’ autre

(1) 9E, w) =0.

Nous allons & présent démontrer que par un choix convenable de A(E, 1),
B(E, n) I'intégrale / $(& n)dE se réduit par la substitution (47), (48) & / x(G, o)dg

défini par la courbe (51).
En prenant pour les poles simples de (§, 7):

(4) (@5 By (2o, Bo)s (255 Ba)y oo
et en désignant par
(A ((.') B(J)J ((1) B(ﬂ (a(J) p(l)

les valeurs (£, 5(%), correspondantes aux valeurs (A) de (§ ), nous obtenons
pour A, n) les poles définis par les tables: (A) et (A); et avee
A(ai ’ @z) = o0o°

nous devons avoir aussi
A, B = oo

D’ autre part, sauf ces poles, ¢/ #’y en a pas d auires.
En effet si A(y, 8) =0, nous devons avoir pour quelque j (emn vertu
e (47)):
a('«{(j), 5(.7)) =0

ou (y), 8) est la valeur de (§V), (") pour § =y, n=2.
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En remplagant dans nos discussions (§, %) par (£9, %), nous obtenons
les équations:

h=p.
S 4,(E0, q@)E =0

n= B(E(Q), n(Q), &)

qui nous donneront en E@), y@: (EC), yt), (EG), n®), .. et aprés la division
par (£ — @)
h=p—1
£ Gy, nappr=0
h=0
qui définit (E0), 50), (EC), @), ... (E@—Y, nla—1), (£@), @), (Ee+), yla+h) . (E6), q®),
en (E(q)’ 7)(‘1))_
Si on pose EQ =y =a, %n@=289—=3 on n’obtient pour (¥, ni))
que p — 1 valeurs, qui sont toutes parmi 4,.
La construction de la fonction rationnelle B(E, 7) s’ opére de la maniére
suivante:

Les poles de B(E, 7):
(T (@ B ey 8s) (Yg, Bg)yene

(vj, 9;) sont différents de A4;.
Les autres poles de B(, 7) sont définis par la table suivante:

(T); @, 87, (2, 8Y), 4, &Y),...

Le systéme

(49) C=AE 7)
(50) o = B(, 7)
@ Y& 7)=0

admettra par rapport & (§, %), 1 solutions qui en vertu des égalités:

A(E’ 7]):_4(&(.7), 1)(1'))
B, m)= BEY, 7V)
seront: (EY), 7).
La fonction rationnelle symétrique de (£, %)) &’ exprime rationnelle-
ment en (§, ).
En prenant

52) I=[4 nide =¥ 4o, nnde
j=1

on remplace sous le signe de I'intégrale d&() par 1’expression:

d&(j) = T(C) w, E(j): ﬂ(j))dg
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qu’ on obtient en différentiant (49), (50):

o4 o4
dt = 50 dED 4 570 '
o
at; oB i oB
do = 4) dg = 50 dEW) 4 5T d’)“)
0

En définitive, on a

I= :o:o f (& o, 89, 7(NOE, qA)dg ‘/ o

¥ étant une fonction rationnelle de (§, o).

Certainement si / O, n)dE est de premiére espéce, 1’ intégrale f X(G, w)dg
étant partout finie, doit &tre aussi de premiére espéce.

Si f D& n)ds a des piles et des points logarithmiques, la méme chose a
lieu pour /X(Q, w)dt.

Si p>1, en vertu du théoréme de H. WEBER (") le genre de la courbe
HE, w) = 0 doit étre inférieur au genre de ¢(& 1)=0 c’est & dire 1’ordre de

I’intégrale fx(C, w)d§ est moindre que m — ordre de f(l)(&, n)dE

Il faut encore ajouter que si la courbe hyperelliptique f(x, y)=0 du
genre p sera transformée par la substitution rationnelle en courbe algébrique
@€ 1) =0 du genre m<p, celle ci sera aussi hyperelliptique.

En effet, quelques courbes adjointes

im
P, y) :.Zl)vpj(w; y)=0
J=
seront transformées en courbes adjointes
QE ) = 2 25948 m)=0

et comme P(x, y) en passant par un point fixe (a, b) doit passer par un
autre (o, &) (°), la méme chose arrivera & la courbe Q(x, y) =0 pour toutes

(") H. WEBER, « Crelle’s Journal », B. 76, (1875).
(®) ArPELL et GrOURSAT, § 175, p. 386.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



des intégrales abéliennes 61

les valeurs de }; c¢’est & dire pour toutes les courbes adjointes et la courbe
9(&, n) = 0 sera aussi hyperelliptique.

§ 4. Le cas critique du théoréme de Koenigsberger. — Il faut indiquer
encore une proprieté remarquable de la réduction irrationnelle mondme:
Chaque réduction irrationnelle mondme des intégrales de premiére espéce:

(39) f Fle, y)de = f YE, )

donne le cas critique du théoréme de Koewnigsberger (§ 1).

En conservant les notations du paragraphe précedent, nous avons, en
vertu de (38):

(53) m j F(w, y)de =Ej f YED, y ) dEWD)
B — g, 7}(1) =1

ot les fonctions symétriques de (50, %)) sont des fonctions rationnelles de (x, y)-
Or

(54) j fq,(gm nm)dgm — fq, E(J) ‘ﬂ“’ dg(J)
’*
(55) A, (60, n0, EB), 7, ... €W, q)EuIT *—A,(aw, 70, EO), @), L. E, )Tty
wee + A(ED, 7, EO, ), EW), qe)) =
(56) U = P(EWUY, EO, n() ER, 1)) EW), 7)),

A; étant des fonctions rationnelles symétriques de (E), 4(9), P, f. rat. de EUY,
et f. rat. sym. de (), n\). .

En vertu de (54) la réduction (53), se raméne a la suivante:

(59) ij x, y)da = z: fq) (EUY, 7)dEGY
(60) a2, y)EUIT +- a (e, y)EU‘)"“ A e, y) =0
(61) U = S(EUY, x, y)

Or dans le paragraphe précedent nous avons démontré que les fonctions
rationnelles symétriques de (), %(%)) &’ expriment en fonctions rationnelles
de (§, 1) et par suite les équations (59), (06) peuvent étre remplacées par les
suivantes:

62 By )E% - B,(E, mEUnt 4 .. Bolg, 1) =0
(63) -q(Ji) — Q(g(ji)’ g ")
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d’ou on obtient (§ 1) la réduction:
(64) n f W, (€, v)dE —_—JEf f (B0, m)dEUY),
]: .

P intégrale f W (E n)dE étant de premidre espéce.

Si on suppose que le cas critique n’a pas lieu, on aura avec (D9) en
core ® — 1 réductions:

(59) [P, 903 [, gz i=1,2,..m
et avec (64) encore m — 1 semblables réductions:
(64); - fllf & ) 5—2 q, (EUY, 7lI)GEGH ‘ i=1,2..x

d’olt en comparant (59); et (64); on obtient:

/F,(w, y)dx :f@}(&, 7)dE
fote =

07 _ 0 y) _,
08 M) Ol y) T
Les courbes adjointes:

OulE, M) — 2iaBs(5 ) =0

ne peuvent avoir avec la courbe
(2) PE ) =0

qu un point commun, sauf les points doubles, si la courbe (2) ne se raméne
pas & une courbe hyperelliptique par une transformation birationnelle.

Par conséquent a. X;, ne peut correspondre qu’un point (& 7).

(& m) s’expriment rationnellement en 2, et aussi en (x, y) et la sub- -
stitution de la réduction (38) est contrairement & 1’hypothése rationnelle.

Le cas ou la courbe (2) se raméne & la courbe hyperelliptique doit &tre
discuté séparement. Nous avons

on

et

: _[WE)E —
(65) f Flx, y)de = VD i=L2.
(66) §= A5 )

(67) VH() =BE, 1)
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étant des fonctions rationnelles de (§, 1) et inversement

(68) E=C( VH(T)
(69) n =D, VH(T)

des fonctions rationnelles de §, VH().
Or des équations (65) on tire

J#ie win =] vcgfc

dou § et VH() et puis (en vertu de (68), (69)) — &, v & expriment ration-
nellement en (x, ).

§ b. L’équation d’Euler généralisée: 1’intégrale générale. — Voici encore
une de nombreuses applications du théoréme fondamental du § 3.

1’ équation différentielle d’ EULER (°)
'

d dy

VR(m} " VR(@)
R(m) = a(w - “i)m; 2)( “3)(“’ - aA)

(73)

L]
avec l'intégrale générale algébrique peut &tre considerée comme un cas
particulier du systéme des équations différentielles de JAcoBI:

i=p=1 fyfary)
s T ¢ —1,2 ..
(14) 2 Vi) k=1,2,..p

Rix) = afex — a )@ — a,) ... (€ — a,,)

ol fi(x) sont des polyndmes de degré <<p — 2, que posséde le systéme des
intégrales algébriques.

Or une autre généralisation de 1’équation (73) est encore possible; en
effet, on peut prendre 1’équation suivante, qui nous appelerons ¥ équation
d Euler généralisée:

- res _ fdy
VR(@) J VR()

ol

Riw) = ale — )@ — ) .. & — ,,)

(°) « Nov Comm. Petrop. », 8, p. 37. Op. omn. (1), 20, p. 58. « Institut. Calc. Integr. », I,
Sect. 2, cap. 6.
LAGRANGE, Sur Uint. de quelques équalions, « Misc. Taur. », 4, Oeuvres II, p. 5.
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a; étant différents, le degré de f(x) ne surpassant pas p —2 de telle sorte
que f f(i)—d—m goit de premiére espéce.
V E(x)
Nous allons démontrer les deux théorémes suivants:

1. I’ équation d’ Euler généralisée (15) ne peut avoir U intégrale yénérale
algébrique quw’ o la condition que
/ f (x)dx

V E(x)
se raméne @ I intégrale elliptique et Uintégrale de U équaition (VD) doit étre de
la forme suivante:

Afx)Blw) V Ely) — Aly)Bly) V Riw) _
(76) 1— szs(w)Az(y) - C;

A(x), B(y) étant des fonctions rationnelles, C — constante arbitraire.

II. L’ équation d’ Euler généralisée ne peul avoir une intégrale parti-
culiére algébrique autre que y=x saus avoir I intégrale générale algébrique
quw’ & la condition que I’ intégrale

se rameéne par la substitution rationnelle
'z = A(x)

a Uintégrale d ordre inférieur. En ce cas cette intégrale doil étre de la forme
suivante

D’apreés le théoréme fondamental de § 3, on a tout de suite pour p > 1,
dans le cas de 1 irréductibilité de I intégrale, la forme rationnelle de la
relation entre (y, VR(y)) et (x, VR(x))

(77) - y=afw, VE)
(78) VE(y) = B(x, VE()).

On doit ajouter encore qu’en vertu du théoréme de SCHWARZ ('°) «, §
ne peuvent pas contenir un paramétre arbifraire.
Donc dans le cas de Dintégrale générale algébrigue nous avons la ré-

(19) ScHWARZ, « Journal de Crelle », t. 57. APPELL et GOURSAT, ch. XI.
SEVERI, Vorlesungen ber Algeb. Geometrie, C. VI, § 51, p. 143.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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duction de ’/f(w)ﬂ: a l'intégrale d’ordre inférieur:

V BE{x)
f P(e)dz
VOR)

que nous pourrons supposer érréductible.
Si m > 1, dans les équations:

(79) ¢ = A(z, V E(@)

V6(s) = Blx, VE(x)
¢ n'y a pas de constante arbitraire et de méme dans la solution algébrique
de I’ équation:

(80) v(e)de __ plu)du
VO(s)  VO(u)
5 VOu) =3z Vo).
En éliminant (5, VO(2), (4, VW)) des équations (79), (81) et la suivante:
(e u = A(y, VE(y))

V6{u) = B(y, VE(y)

nous obtenons une équation entre (y, x) sans constante arbitraire, ¢’ est & dire
une intégrale particuliére.
Dans le cas de 1'intégrale algébrique générale on doit avoir:

52 f e f \Y @(z

)1 — k%

ol (2, VO(2)) sont définis par 1’ équation (79), ou en vertu du théoréme connu
d’ABEL par
(83) z = A(x)
V8(2) = B(x) V R(x).
I’ équation d’ EULER généralisée se raméne & I’ équation d’ EULER:
dz _ du
CERRTITE

dont I’intégrale générale est la suivante:

2V Ou)—uVop)
1 — EBuls?

=C

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XV. 9
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et par conséquent I’intégrale de 1’ équation d’ EULER généralisée (75):

A)B(y) VETy) — Ay)B) V By _

1 — B A%@(4%(y) C.

(76)

§ 6. I’équation d’Euler généralisée: I’intégrale particuliére. — Sup-
posons maintenant que / %%%E; ne se raméne pas a une intégrale d’ordre
x

inférieur. Dans ce cas, la substitution (77), (78) est rationnelle et en vertu du
théoréme fondamental de KOENIGSBERGER ('‘) on doit avoir:

84 Yy _ [fla)de k=0,1,2,.p—1
(84) VEG ) VEw) y 1,2, p

ol fx(x) sont des polynomes de degré ne surpassant pas p — 1, d’ou

_[®_ @ _ f-@

T fle) )T )
¢’ est & dire y est une fonction rationnelle de x, qui par suite de la bira-
tionnalité de la substitution (77), (78) se raméne & la forme

. o+
J—yw—l—a'

(85)

En substituant cette expression de y dans (82) on obtient

P(x x
o — 1) D = T
VS{x) VR(x)
P(x), S(x) étant des pnlynomes et S(x) tel que, si les racines de E(x) sont «,,
les racines de S(x) seront

(86) b=

d’ ou

Blx)P*(x) = S(x)f*(@)-

Chaque racine de R(x) doit entrer dans S(2), car x -- a, entrant dans
P:(x)R(x) & un degré impair, ne peut entrer dans S(x)f*(x) qu’a la condition
qu’il divise S(x). De méme, nous nous persuadons que chaque racine S(x)
doit étre racine de E(x).

(1Y) ABEL, Précis d’ une théorie des fonctions elliptiques. Oeuvres, t. I, p. 545. Oeuvres,
t. II, p. 278.

KOENIGSBERGER, Vorlesungen iiber der Theorie der hyperelliptischer Integrale, Leipzig,
1877. .
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Ainsi, pour quelques ¢ et j nous devons avoir:

. ©Bi=a
Il suit que
Bx,, B%x;, O%a;,.. Ora,
ou
(86 oy =2 +P

Tyt 43

sont des racines de E{x) et pour quelque valeur entiére positive p=1Fk:

(87)

k —
OFa;, = a,.

Pour toutes les racines «; on peut prendre la méme valeur pour k, car

si on avait obtenu pour les groupes différentes de «;: k,, k,, k,,... on pourait
prendre pour k& le multiple de k;.

I’ équation (87) du second degré a plus de deux racines différentes et
se ramene a 1’ identité

(87) Or =1,
k doit etre > 1 parcequ’autrement on aurait
“2576——'—07 YZO, Yy =x.

Or la condition (87) entraine la suivante

(88) (¢ + 8)* — 48 — By)a® % =0 ()
pour X premier avec k, et comme
cos® )% >0
on aura
(89) (¢ +8) — Had — By) F=0.

Or il est facile & voir qu’a cette condition il existe des constantes
(p, q, 7, 8) telles que les substitutions:

(90). ' _pu+q
™+ 8§

vz + 8

raménent les équations (85), (86) & la forme

U = p2
Ny = pdy

(*?) SerRRET, Cours d’Algébre Supérieure, t. II, ch. 1V, p. 360.
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ol

_Pitg _p¥i g
pi= y %=
r; + 8 r¥, + 8
et 1’ équation (82) a la forme:
(91) , ¢(2)dz _ ¢lu)du
VoR) Vo)
O@) =z — ¥z — &) ... (2

En effét, (90), (85) nous donnent:

pu 4 q _ (ap + Br)z + (2g + Bs)
ru—+s  (yp+3r)e + (yq + 8s)’

d’ ot
" — Az-+ B
Cz+ D
A = Prs + aps — Sqr — Ypq
B=8s+(x —2)gs — ¢
C=1p* + (6 — a)pr — Br*
D = ypq + Sps — arq — Brs.

Pour les valeurs de %, % égales aux racines de I’ équation:
(92) Yh* -8 — o) — =0

nous obtenons # = pz, si on suppose que h, =h, ce que doit avoir lieu en
vertu de (89).

Par la méme équation sont liés v,;, ¥, et nous nous persuadons (comme
plus haut pour R(x)), que 0%;, 0%, 0, .. sont des racines de O(z) et

@k%‘i = ‘9‘{,
si
Of = pl.

Soit d’abord que la relation
n’a lieu que pour i=j.

On a dans ce cas
93) V=@, d,=pd, .. V=, ¥, = pds.

En multipliant terme & terme nous obtenons
(94) pt=1
et il ne peut pas étre
94y =1
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parcequ’on aurait alors &,,, =p¥, et en verta de (94) ¥,,, =7, ce qui
n’est pas le cas. Ainsi p est une racine primitive de 1’équation (94).
Dans I’autre groupe des relations analogues a (93)

gy = Py Daay == Mnpgy e Fpprey = Mnirs Vnor = WFnirs,

doit entrer le méme nombre des racines:

%'k+“ 8‘k+27'" rﬁ'2k+|~

car si on avoit / <<k on obtiendrait p’ =1 et si I < k.. ¥, = ¥;.
Ainsi toutes les racines de ©(z) sont distribuées en groupes:

F, Fyy By
"(}k-l—{: ‘()'k+2;--- '8'21:

Fag—041s Frg—0r2ree Vrgs

qui satisfont aux équations .analogues & (93) d’on
(95) Ole) = Hi(*)

est un polyndme par rapport & 2%, ou k est diviseur de 2p - 2.

Soit maintenant ¢ = j
. ¥ = P’a'i
d’ ot pour une valeur de 3

¥ =0.
En discutant les autres racines nous obtenons

% = H(z*)

(96) ;

k étant diviseur de 2p + 1.
Des équations (95) et (96) on tire:

glpe) e _ ple)da
VO(ps) VO

O(pe) = 6(2)

ol

et par conséquent
o(pe)pe = o(2)2

reste invariable, quand on remplace z par pz.
Comme plus haut pour ©(z) = H(z*), nous nous persuadons que ¢(z)?,
dont les racines sont liées par équations:

9; = Pgi
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doit étre de la forme:
w(2*) = 2*h(*)
97) P(2) = h(z*)~ 1.

Pour le second cas (96) nous aurons

(98) CP(PZ)P% = 9(2)
(99) ?*(1e)pz = 9*(e)e.
De (99) on tire

9*(2)z = hig*)2*

Pe) = Vh(z")z 2 .

Cette expression satisfait aussi & (98), mais cela ne peut avoir lieu qu’a
la condition:

| >

("‘:1;

c’est & dire, si p n’est pas une racine primitive de (94).
L’ équation (91) se transforme dans la suivante:

(@M —de  o(utjut—du

(100) — —
V H(z¥) V H{u")
et 1’integrale
f Q(e*)*—dz
VH)
par la substitution
(101) =0
et
f f ()dec
VE()
par la substitution @:(%)k ge réduit, contrairement & 1 hypothése, &

Iintégrale d’ordre inférieur

ey
Vaf) -
11 nous reste a discuter le cas ou
(102) f_(ac)_ﬁ: = / @ ,
V E(x) VO(z)
et j | CP('%(:%, ne se ramenant pas aux intégrales d’ ordre inférieur, est d’ ordre > 1.
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En vertu du théoréme de KOENIGSBERGER:

(103) s _ [1ule)d k=0.1,2,..p—1
VO(z) V E(z)

d’ol nous obtenons les relations (83):

z:A(w}
(83) V6(e) = Blx) V Ef),
A(x), B(x) étant des fonctions rationnelles sans constanfes arbitraires.

1’ équation
ole)dz  p(u)du

Vo) Ve

ne peut avoir des solutions algébriques autres que
Z=1u.

Parconséquent la solution de (75) doit étre

§ 7. Sur la transformation des intégrales hyperelliptiques de premieére
classe et de premiére espéce

(104) Cy+Dg,, _[Ao+DB

V R(y) V R(x)
Nous allons maintenant indiquer une application intéressante du théoréme
général du § 3 au probléme qui représente la généralisation naturelle du

probléme de la multiplication des intégrales elliptiques:

dx.

dy A dx

(),

VE(y) VE(@)
et précisement au probléme de la réduction monome du type (104) des inté-
grales hyperelliptiques, en prenant

Rx) =ax’ + ax® + ... a,.
En vertu de ce que nous avons demontré plus haut, si

Am+Bd

V R{)

(*3) ABEL, Précis d'une théorie des fonc. ellip., « Journal de Crelle », 4, (1829), Oeuvres I,
p. 518. Recherches... Oeuvres I, p. 377.
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ne se raméne pas 4 une intégrale elliptique, on doit avoir:

ydy acac—i—ﬁdm

(105) —_— = ——
V E(y) V R(x)
dy _ Y+ O d
VE{y) J VR
et
_axr+f
(106) = e

En ramenant dans (105) les intégrales a la forme canonique au moyen

des substitutions:

(107) PO k' P/l

TrErs’ YT mas

nous allons examiner au lieu de (105) les réductions snivantes:

(108) dp__[*%+8,
Vo) J Vo)
[ [1E+8 5
, Vom J Vep
ou

Le lecteur peut faire lui-méme les calculs assez minitueux pour vérifier
les resultats.

On peut faire huit hypothéses sur la correspondence des racines de O(f)
dans la transformation (107), qui correspondent aux ecycles des differents
ordres: (6), (5, 1), 42), 3,3), 4 1,1, 3,2,1), 2,2,2), (2,2,1,1) dans la

transformation des racines:

1) (07 °°)’ (°°7 1)7 (17 a)a (“? b)? (b) C), (67 O)
N S I
a = ?, = 1—2, C = —{P

et en résolvant les équations que nous donne la substitution (107), nous avons:

% — = )&2___2, P~2=3, 71:3{9%_1

et on voit que
(109) $AE = p’
ce qui est trés important.
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Le méme résultat s’obtient pour

2) (1, a); (@, 0), (0, 1), (o=, b), (b, ¢), (¢, o0).

On a

Nl ) pEa
Xl T T eI — %

et de méme

(1) a/)) (01/, b); (b> O), (C; 1)’ (O, 0)7 (Ch °°)

ol
L1, 1k
Xz—'?) P‘g'—‘?a "i—;';
et enfin
3) (oo, O); (07 oo), (1) a‘)’ (b) 6), (C, b)) (ar 1)
1
e n2)2 —_
®* = pA%, n_ng.

Or JacoBI (**) montre que pour (109) nous avons la réduction de I’in-
tégrale hyperelliptique & deux intégrales élliptiques, et précisement:

110 4B e — a5 s
(110) vog ©=* f VI Y VEG
p=_ bt fr—e

R, g= —
2p V2’ 20 V21

HE)=0E—1)F—a)E—p)
H,G =@+ 1)E —«)(E—p).

Le cas

5) (°°7 a’); (a/; b)7 (by G), (6) oo), (07 1)7 (1: 0)

est impossible arcequ’il donne «® = n?, contrairement & la supposition
p s ) p

"of + B :
que / dt est de premiére espéce.
Vo)

La méme chose a lieu pour

6) (@, b), (b, ), (¢, @), (0, ), (o0, 1), (L, 0)
et pour

7) (1, a), (@, 1), b, o), (¢, b), (0, 0), (o0, o0).
Il nous reste:

8) 0, 1), (1, a), (a,b), (b, ¢c), (¢, 0), (oo, oc)

(14) Jacosl, « Crelles Journal », t. 8.

Annali di Maitematica, Serie 1V, Tomo XV. 10
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qui donne:

P = o, )\2:(;)—1’ o n=—o0f—1,

®w étant une racine de 1’ équation:

w41

—— =t —o? 2 _—w+1=0.
o1 + ® ~+

Or au moyen de la substitution (107) on peut ramener la correspon-
dance (8) a la suivante:

(L, ¢), (¢ a), (@, b), (b, ¢), (¢, 0), (o0, o).

A/ C . . .
En effet, nous pouvons choisir 3 3 de telle maniére que trois racines
deviennent: g, 1, oo.
Nous prendrons pour ¢ la racine primitive de 1’ équation:
s =1.

En remarquant, que b = oc, ¥ =0, nous aurons:
b b b
r

(111) p+gqg=e, pe+-qg=a, pa+q=0>b, pb+qg=c, pc+q=1
et en multipliant la 5 me par
1; 4~p) 3_172: 2_]73, 1_p4

et en additionant nous obtenons:

gp* +p +p +p+1)=1—p°

ou
@' +p+p+p+1p+q—1)=0
et comme p+q=ec¢==1, on a
P +P+p +p+1=0
et
p=¢!

ot ¢ est égal & un des nombres: 1, 2, 3, 4.
Nous allons démontrer que

i=1.
En substituant & la place de p..ct et & la place de g ...e — ¢ dans les
équations (111), nous obtenons, aprés 1’élinrination des a, b, ¢,...; I’ égunation
. suivante:

gUiFt g g3t g3t o3i g2t __gi—d gt ] — 1,
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et en remarquant que

et e g el -1 =0,
it — 1

- "
dott 444+ 1=0 (mod 5) et ¢=1.
Par suite p =¢, ¢ =0 et les équations (111) nous donnent

o =¢, b—=c* c==c¢'

Dans ce cas, I’ intégrale j ij;(;f dx se rameéne par la substitution
x
f— ax -+ 3
Ye + 8
a l'intégrale
JLasp
Ve—1
ou a
f (Qv + P)do ( 1)
r——————— w=_].
Vo(od —1 g
Ainsi la réduction
OyiD dy = AwiB dx
V R(y) V R(x)
n’ est possible que dans les cas suivants:
Ax + B s . .
1) quand 1= —— dx se raméne & une intégrale ellipltique
VR(x)

] dag .
VI =0T — T
2) quand 1 s’ exprime par deux intégrales elliptiques:

dg ag )
pfwc — ) —a)C —P) * Q[V(C+ HE—aC—8)’

3) quand 1 peut étre transformée, par la substitution:

_aw+§
T yx -8’

g

dans U intégrale:
P+ @ dc

VEE —1)
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Sopra una condizione sufficiente per la semicontinuitd

degli integrali dei problemi variazionali di ordine =n (*).

Memoria di SiLvio CINQUINI (a Pisa).

Sunto. - S7 estende agli integrali

b

dy(x dry(x
I [6”[”] = f f (w, y(x), % yeees di’c(" ) )dw,
a

(ove £(x, ¥, ', ..., Y)) & una funzione prefissata, e si sono indicate con

Clnl: Yy = y(x), o0<<x<<b,
le curve tali che y(x) sia assolutamente continua insieme con le sue derivate dei primi
n— 1 ordini, e che esista finito U integrale I[(’Jll]n]), un teorema di sewicontinuita, dato

dal ToNELLI per m—=1: ogni integrale quasi-regolare positivo &, sotto opportune con-
dizioni, semicontinuo inferiormente.

AlV inizio di una Memoria, in corso di stampa ('), dedicata al problema
dell’ esistenza del minimo dell’integrale ’

b
I[é’%n] :ff(x, ylx), dzgf),..., d;ﬂ?)dm, (CW: y=ylx), a<<x=<b)
e nella quale comincio ad estendere a questo problema i risultati stabiliti
dal ToNELLI per =1, ho enunciato le condizioni sufficienti per la semi-
continuita dell’integrale I',, senza dimostrarle, osservando che avrei esposto
alirove solamente la dimostrazione della condizione sufficiente per la semi-
continuitd degli infegrali soltanto quasi-regolari positivi (*), che presenta par-

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore
di Pisa.

(1) Vedi S. Cinquini, Sopra Uesistenza della soluzione mei problemi di Calcolo delle
Variazioni di ordine n. (In corso di stampa negli « Annali della R. Scuola Normale Su-
periore di Pisa ». Serie II, Vol. V (1936), Fasc. 3-4).

(®) Vedi loe. cit. in (1), n.° 2, 2).
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ticolare interesse, mentre le altre dimostrazioni possono dedursi immediata-
mente dalle analoghe date dal ToNELLI per » =1 (¥).
Tale dimostrazione forma oggetto del presente lavoro.

1. Generalith. — Per le generalitdh rimandiamo alla Memoria gid ci-
tata (*), limitandoci a ricordare che, supposto, salvo indicazione contraria,
che f(x, v, v,..., y®) sia una funzione finita e continua insieme con la sua
derivata parziale fymw, in tutti i punti (x, y, #,.., y® ) di un campo A"
ad n + 1 dimensioni, e per tutti i valori finiti di "), consideriamo le curve

cm:  y=ylx), a<x<h

per le quali y(x) & una funzione assolutamente continua insieme con le sue
derivate dei primi 7% — 1 ordini, tale che ogni punto (x, ¥(x), y'(x),..., y*—Nx)),
(a <2< b) appartenga ad A" ed esista finito 1’integrale (nel senso del
LEBESGUE) I -

2. Teorema di continuita. — Nel presente n.° supponiamo che la fun-
zione f(x, ¥, ¥, ..., y™) sia lineare rispetto alla y(*), cio® abbia la forma seguente

[ 4, Yoy ) = Pl 9, ¢y, 907 + 40@, 91, oo, g 70),
e che inoltre le funzioni P e @ siano definite anche in un campo Al"), con-
tenente A nel suo interno, in modo che, in tutti i punti (x, y, ¥/, ..., y®*)
di A", esse risultino finite e continue insieme con le derivate parziali

Q) Qy: ny,-.., Qym—z).

Sotto queste ipotesi, I’ integrale

b
I = f [P(x, y(x), ¥'(x), ..., y* D)) + yt)x)Qlee, y(x), ¥ (), ..., "N x))]da

¢ una funzione continua (°).

a) Infatti sia C: y=y,(x), (@, b,), una curva qualunque Ct e si
considerino, dapprima, soltanto quelle curve Cl*l: y = y(x), che sono definite
nello stesso intervallo (a,, b,). Indichiamo tale classe di curve con C"a,, b,)
e consideriamo la differenza I [g{n] — I[gi[n], ove CM & una curva qualunque

(3) Vedi L. ToneLLr, Fondamenti di Calcolo delle Variazioni. (N. Zanichelli, Bo-
logna 1921-3), Vol. I, Cap. XI, pp. 383-419; ed anche L. ToNELLI, Su gli infegrali del
Calcolo delle Variazioni in forma ordinaria, (< Annali della R. Scuola Normale Superiore
di Pisa », Serie II, Vol. III (1934), pp. 401-50), Cap. I, pp. 405-13.

(4) Vedi loe. cit. in (), n.° 1.

(®) Per n=1, vedi L. ToNELLI, opera cit. in (%), n.® 149, pp. 885-9.
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degli integrali dei problemi variazionali di ordine n 79

della classe C\"la,, b,); abbiamo:

(1) Ty — Il =[P, el 0} g ) — P, el 9,10} e, 95~

+j ‘[y("J(x) e, y(@), Y@), o, Y (wl) — 9, 0) Qs Y, Y(@)y ey YOI, Yo er)) oo +
"

+ } Yo" U2, y(), Y (@), -or y YO I), Yo Vlar)) — Qs go(®); Yo' (@), -oe, Yol D))

Preso un ¢>0 ad arbitrio, per la continuita delle funzioni P e @ possiamo
determinare un p,’ >0, in modo che, se & p'<<pg,’, per ogni curva della classe
C")a,, b,), appartenente all’intorno (¢')* della C,/™, Iintegrale, che figura,

per primo, al secondo membro della (1), sia, in modulo, minore di ;, e inoltre,
posto /]yo(”)(m)[dw:H, ove H & un numero finito, perché¢ C/[® & una

curva CI, si abbia

| Qlw, y(x), y' (@), .., Y ), 9,0 Nx) — Qlar, y,(®), Y,'(@), -.., g Na)) | < 5

Risulta pertanto

3H

@) [T — TGl =
by
25 , '
El ‘ ] Y™, ¥, ¥, ..., ¥ N — y,MQx, y, ¥, ..., y*D, y,r—V)]de |.

Si consideri ora la funzione

y =1 ()
Dlx) = j O, y), y' @), ..., yAa), u)du
Yo —D(x)

la quale risulta continua in tutto I’intervallo (a,, b,); inoltre, in quasi tutto
questo intervallo, esiste finita la sua derivata del primo ordine

y(n—i) w)
0 0
B V=[G v Sy et v )
Yo —(x)

+ Y Qac, y(x), ¥ (@), o.r, YD)y M@)Q, Y(x), Y (@), .., yINa), 4,0 ).
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80 S. Cinquini: Sopra una condizione sufficiente per la semicontinuiia

In modo analogo a quello seguito dal ToNELLI, per » =1, si prova che
la funzione ® & assolutamente continua in tutto (a,, b,), osservando che,
indicato con A" un campo limitato contenente tutti i punti (x, y,(x), ¥, (), ...,
Yy x), (@, << <<b,), nonché tutti i punti (x,y, ¥, .., y»—) appartenenti
all’intorno (p')* della curva C,\, i massimi moduli della funzione @ e delle
sue derivate parziali Q,, @,, @, ,.., @,u—», sono, in A, inferiori ad un
numero fisso, e giovandosi della assoluta continuita della y,(x) e delle sue
derivate dei primi » — 1 ordini. : -

Indicato con M il massimo modulo di @ in 4%, con M’ il maggiore
dei massimi moduli, in A4.M, delle Q,, @,, @,,..., Qyn—n, € con A un nu-
mero che superi almeno di ¢’ il maggiore dei massimi moduli della y,(x) e
delle sue derivate dei primi #%-—1 ordini nell’intervallo (a,, b,), integrando
la (3) da a, a b, e prendendo i moduli si ottiene

| j ' [yW(w) 0, Y(@), Y (@) e, 9OI) — 3, (2) O, (@), Y (@) o, (o), yow—l)(w))] as| <

yn—1(b,) yn—b)ay)
<| [0, 50, 90, 90210, 11— [, 9@, g0, 90, |+
"_”(bo) Yo" (ay)
(n—i)
3 ., Y x), 4
l f 0, i), oo i) 9N w) (9%5 o) @+ - J("~1)()9J(?2)]du!£

ay Yo (x)
< 2Mp' -+ (b, — a,)e M'(1 + (n — 1)A) < %

per ¢’ < e:3[2M + (b, — a,)JM'(1 + (r — 1)A)].
Dalla (2) risulta, per ogni curva Cl della classe Ct)(a,, b,), appartenente
propriamente all’intorno (¢')* della C,

| 18 — I¢hm| <

se & o' <p,/ e p’ < e:3(2M + (b, — a)M'(1 + (n — 1)A)].
Dunque I = © semicontinuo inferiormente nella classe C"(a,, b).

b) Dobbiamo ora considerare tutte le curve CI*l, quindi anche quelle
che sono definite in un intervallo (@, b), per il quale valga almeno una delle
disuguaglianze a F+a,, 60b,.

Presi ad arbitrio due numeri positivi ¢, p, in modo che tutti i punti del-
Iintorno (p)* della curva C,®! appartengano al campo A4, e indicato con M,
2Q 29 20 20

un numero maggiore dei massimi moduli delle P, ), 3 5}] s EJ_y_” " Sy’ in
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degli integrali dei problemi variazionali di ordine n 81

tutti i punti (x, ¥, ¢,..., y®»1) del campo A", appartenenti all’intorno ()"
della C,", determiniamo un numero positivo p,, non superiore a p, e tale
che sia

€

3M,[(b, — @, + )1 -+ (n — 1)A) + 2]

(4) e <pey, o, <

. . . .1 .
Sia p, .un numero positivo, minore di 5 e di by e tale

2 2(1 + 3(n — 1)A]
inoltre che in ogni intervallo di (a,, b,), di ampiezza non superiore a p,,
I’ oscillazione della y,(x) e quelle delle sue derivate dei primi # — 1 ordini

siano minori di gi.

2
Definiamo una curva O: y =§,(x), (@ — p;, b, + p;) nel seguente modo:

yo(w) = yo(w)7 ] in (ao b bl))?

— 2 — n—1
7o) = o) + o — agpla) + E5 Ly w) - E I g b

in (a’o — P2 a’o):

(%) = y,(b,) + (® — bo)y,'(b,) + @ ;!b°)2 yo/l(bﬁ) R (a(c”:—__bl))—' 4 0o),

in (b, b, + Ps)-

Poi se y =y(x), (@, b) & una curva qualunque C!", appartenente pro-
priamente all’intorno (p,)* della () si definisca una curva Oy = §(x),
(@y — P2, b, +p,) nel seguente modo

Y(x) = ylw), in (a, b),

H(x) = y(a) + (x — aly(a) + (e ;!a) : y'(@) 4 ...+ (Tn— “}) yn—(q),

in (@ — £, a),

(e —0p (. —b)**
oy YO+t

in (b’ bo -+ pﬁ)'

Yla) = y(b) + (& — b)y'(b) +

y*=0(),

Ogni curva Cinl appartiene all’intorno (¢,)* della C,, ed & definita nello
stesso intervallo (@, — p,, b, + p,), in cui & definita la C,,

In virth delle (4) abbiamo quindi, per quanto abbiamo stabilito prece-
dentemente,

| Tt —I@- [n]l <

Annali di Matematica, Serie IV. Tomo XV, 11
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]

ed anche, tenendo conto della seconda delle (4), e siccome p, <;pi,

| il — Iil| < 40,3, <

ed analogamente

i [n]
[T — 1 go[n]l <e

Quindi, per ogni curva C™ appartenente all’ intorno (p,)* della C,™, risulta

| I — I[gl[n]] < 8¢, ossia Iintegrale I, & una funzione continua.

3. Osservazione. Esempio. — B da rilevare che, nel caso » =1, il To-
NELLI suppone che sia continua, oltre alle funzioni P e @, anche la derivata
parziale @, e d4 un esempio, in cui pur essendo le P e @ continue, I’inte-
grale dell’ espressione P(x, %) + 4 @Q(x, y) non & funzione continua (°).

Nel n.° precedente abbiamo supposto, oltre all’esistenza e continuita
della Q,, anche quella delle @,, @,,..., @,«w—n, ed ora ci domandiamo se
I’ esistenza di queste ultime derivate sia o no essenziale. A c¢id risponde in
modo affermativo il seguente esempio, nel quale, per semplicitd, supponiamo
n =2, e dal quale risulta che se la derivata ¢, non esiste dappertutto, 1’in-
tegrale dell’ espressione P(x, 9, ¥) + y"Q(x, ¥, ¥) pud non essere continuo.

Si supponga

P=0, QE—V?}SGH%,

con @ =0, per y =0, e si consideri il campo AP, costituito da tutti i punti
dello spazio (x, y, %) nei qliali 6 x=0.
Sulla curva
AL H y:yo(w)E 0, U= ¥

1

IGm= / [P(x, o, 95) + 4" O, Yo, y,))dac = 0.
0 .

Preso un intero r>1, e diviso I’intervallo (0, 1) in » parti uguali, si

(¢) Vedi L. ToNeLLI, opera cit. in (3), n.° 150, pp. 890-2; ed anche L. ToNeLLI, Lo
semicontinuita nel Calcolo delle Variazioni, (« Rend. del Circolo Matematico di Palermo »,
T. XLIV (1920)), Cap. 1I, § 2, n.° 45.
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definisca una funzione ¥,(x) nel seguente modo

y:—1-—3+972 1v 3 1_3 x?, in (O, (il—r)’
1 2r+3 2r — ]/2r+—
4 4 4
"J—‘—l——%‘? 1 — 1 (m—ig in (l g)
- 3 | 3 / 3 21‘)’ 3r’ 3r)’
V?r—l 21"—‘I l/2r—§—a
1 . 1 1 ( 1\* . (5 1
y:——+9'r" —_—— Y\’ — -}, in iz, =)
1/ 3 (W 9 3 V2 3) 7 6r’ r
7‘+1 7'——1 ’l"+1

61’ 3r 3r’ br

fra i valori gid assegnati megli estremi, e in (; ) 1) si definisca la g,(x) me-

poi, negli intervalli (l l) e (E i) si faccia variare linearmente la y,(x)

diante la periodicitd di periodo ; La funzione y,.(x) cosi definita risulta, in

tutto (0, 1), assolutamente continua insieme con la sua derivata del primo
ordine ed inoltre I’integrale

I¥a= -‘fvyrm)ya )Seﬂy @) de

esiste finito. Abbiamo dunque una successione di curve CE (vedi n.° 1),
C,2: Y = y.(x), O<x=<1, r=2,3,..,

tali che, per r—oo, le y,(x) e y,/(x) convergono uniformemente, in tutto (0, 1),
verso lo zero, e quindi anche rispettivamente verso y,(x) e y,'(x).
Risulta

r
() IPm=ZX f( Vy, @)y, (@ )sen )dfc+f f ..... ,
= 3~1 9s—1 1
T 7_6; or " 6r

perché mnegli altri intervalli di (0, 1) & sempre y,"(x) = O.

Indichiamo con A, , il plurintervallo costituito da tutti gli intervalli
d’integrazione che figurano nella prima sommatoria, e con A, , quello co-
stituito da tutti quelli che figurano nella seconda sommatoria.

1 N 1 ‘
V2r — Z V2r “+ %)

In ogni punto interno a A, , & sempre y,”"(x) = 18s*
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mentre, in ogni punto interno a A, ,, #,”(x) ha sempre valore contrario al
precedente.

Inoltre, in ogni punto di A, ,, si ha

S 3 1 1 1 1

+ =<
2r+ 2¢+§ * I2r 3 /2r+1
4 l/ 4 V 4 1/ 4
ove l'ultima disuguaglianza & sempre verificata per » =2, come si prova
con calcoli elementari che fralasciamo; & quindi

1 1 1
r S ¥ = é_ —_—
Q(y(x)) Vy()V2 “VaT "
‘/27' -+ Z
Invece, in ogni punto di A, ,, &
S = =2 1 1
r— 7 r— - r -+ 1 ] r — 1
e quindi
— 1 1 1

_ Pertanto siccome la misura di ognuno dei due plurintervalli A, ,, A, .

& uguale a %, risulta

1 1
I[(ZJ]MS—— 3137
vz 2 ‘/2
V2r+ r—— i
__l__l__lgw 1.:
V2 3
'Va l/27’—— ‘/21‘—!—
1'__,
=—38V2s L — ! I ! + 7 : =
V?r——?—) V?T—i—?) 3 / 1
4 i Vm+1 Vw_l

1
+ 5

— .\_?_Q r* 5
2__ 7 -+
VM 16 (VZr +1 4 VZT V2r + - / 2r —
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degli integrali dei problemi variazionali di ordine n 85

e quindi, per r—oo, & I%]r[g]-—»—oo, ed anche 1[(23]1_[2] —1[0210[2]——» — oo, ossia

Vintegrale I'j; non & semicontinuo inferiormente sulla curva C,2.

4. Teorema di semicontinuitd per gli integrali soltanto quasi-regolari. —
Si supponga ora che la funzione f(x, y, ¥,..., y™) sia, per tutti gli y™, de-
finita anche in un campo Al, contenente A™ nel suo interno, e in modo
che, per tutti i punti (x, y, ¥,..., V) di 4] e per qualsiasi y® essa risulti
sempre finita e continua insieme con la sua derivata parziale f,m; e si sup-
ponga inoltre che, in A™, ed anche in Al e per tutti gli ), esistano sempre
finite e continue anche le derivate parziali f oz, fymy, fymy e, Fyoym—o.

Sotto queste ipotesi, se I[C“En] ¢ un integrale quasi—-regolare positivo, esso é
semicontinuo inferiormente.

Infatti si ponga, in tutto A"l e per ogni y™,

f(wy Y, y,7 ey y(”)) = f(w7 Y, ?/7'", Zl(")) -
- { f(w) Y, ?/,3"'7 y(n—l), O) "‘?J(")fy(")(x, Y, y/y'"’ y("_l), O) }7
13 = f?(m, Yy Yy s YO)d;
Clnl
e si osservi che anche I’integrale I %En] & quasi-regolare positivo, ed inoltre
& sempre B _
(6) f@ 9, 4,y ¥ =0, flx, 9, ¥,e, y*=, 0)=0.

Cominciamo a provare, in modo analogo a quello indicato dal ToNELLI
per » =1 (), che I'integrale I [g%n] & semicontinuo inferiormente.

Diremo eccezionale un punto P = (%, §, ¥,.., §®V) del campo A", nel
quale fym)(:i:, Gy Gy, g, yt) & costante per tutti i valori di y™; allora,
per la seconda delle (6), risulta

| F1Z, 9, Fyee, JoY, y) = Ay = 0,
perch® X & una costante necessariamente nulla, perché altrimenti f(z, 7, ¥, ...,
g1, y) assumerebbe anche valori negativi, contrariamente alla prima delle (6).

Sia CM: y =y (x), (@, < 2="b,) una qualunque curva CI", e si indichi

con C, la curva definita dal sistema

(7} ! y{j) = yo(j)(m)’ By = < bo’
: e Gy — P .
=01 2 m— 15 ) = C0, per 405 5 00) = ).

() Vedi L. ToxeLLI loc. cit. in (3), per secondo, n.° 5, pag. 411. Cfr. L. TONELLI, opera
citata in (3), Vol. I, n.° 98, pp. 272-4.
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Siccome I’insieme E dei punti eccezionali che si trovano sulla curva C;
& chiuso, potremo determinare, su tale curva, un numero finito di archi
Jy %y, @/, contenenti nel loro interno tutti i punti di E, (eccettuati even-
tualmente gli estremi della C), di lunghezza complessiva non superiore
a m(E)+3;, ove m(E) & la misura dello pseudoarco E e 3, & un numero
positivo scelto in modo che, su ogni pseudointervallo & di (a,, b,), di misura

non superiore a 3., sia

[

jf(x’ Yo> yn’7 ey yo("))dw <,
3

ove ¢ & un numero positivo, prefissato ad arbitrio.

Pertanto, indicati con «,, a,,.., «, gli intervalli di (@,, b,), ai quali per
le (7) corrispondono sulla curva C™ gli archi «, ..., ,’, abbiamo, tenendo
presente che, in tutti i punti di E, & f=0

.Zlf?(x, Yos yoly ] yo(n))dm <.
=

&g

Sugli archi 8/, B,,..., By della curva C,, che si ottengono da essa sop-
primendo i punti interni agli archi «;/ ed anche il primo estremo di «,” e il
secondo di a,’, qualora tali punti siano anche estremi della curva C;, non
esiste alcun punto eccezionale e quindi & possibile determinare un » > 0,
abbastanza piccolo in modo che, in A, non vi sia alcun punto eccezionale
distante dagli archi B’ meno di »,. Quindi, indicati con §,, B,,..., B; gli in-
tervalli di (a,, b,), ai quali corrispondono, per le (7) sulla curva C/, gli
archi 8, 8,,.., B/, Uintegrale della funzione f &, sopra questi intervalli,
semicontinuo inferiormente (%).

Procedendo, poi, in modo analogo al ToNELLI (°), si conclude che 1 in-
tegrale T[é‘%n] ¢ semicontinuo inferiormente, e siccome, per quanto abbiamo
visto al n.° 2, la differenza '

I[g][n] - j[g%n] :f{ f(m7 Y, yly ey y(n—1)7 O) + y(n)fy‘"’(w’ Y, ?/7 ey ?J("—]); O) } dx
Clnl

¢ un integrale continuo, il nostro teorema & con cid provato.

(®) Vedi 8. CixqQuing, loec. cit. in (1), n.° 2, §).
(°) Vedi L. TonELLL, loc. cit. per secondo in (7).
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Sopra alcune applicazioni degli invarianti adiabatici.

Memoria di Dar1io GRrAFFI (a Cagliari).

Sunto. - Nel primo capitolo si generalizza e si perfeziona il metodo tratiato in ricerche
precedenti per verificare se U’ errore commesso ritenendo invarianti adiabatici gli integrali
ciclici di BOHR-SOMMERFELD di un sistema meccanico qualora i parametri non variano
in maniera infinitamente lenta e graduale rimane entro limiti prefissati. I resultati
vengono applicati al problema del moto armonico con forza di richiamo variabile col
tempo e al problema dei due corpi di massa variabile dimostrando come una insignifi-
cante variazione di eccentricita dell’ orbita di wno det due corpi rispetto all’ altro non
sia incompatibile con una enorme variazione di massa.

Nel secondo capitolo viene indicata un wmefodo di integrazione approssimata per i
sistemi meccanici con paramelri dipendenti dal tempo, e si calcola un valore maggio-
rante per Uerrore commesso con questa approssimazione.

Nel terzo capitolo si tratia, in vista di ricerche future, lo studio di un sistema mec-
canico con due parametri variabili di cui uno solo in maniera prossima ad essere
infinitamente lenta e graduale, e si dimostra come gl integrali ciclici del sistema possono
venire approssimati con altre grandesza di piw facile calcolo.

INTRODUZIONE

I’ esistenza di invarianti adiabatici per un sistema meccanico, dipende
anzitutto, come & noto, dal variare infinitamente lento (') di alcuni parametri
del sistema stesso. Siccome tale condizione non & mai in pratica verificata

9

esattamente, abbiamo, in note precedenti (*), stabiliti metodi per calcolare se
I’errore commesso nelle applicazioni degli invarianti adiabatici resta com-
preso entro limiti prefissati. E questi resultati abbiamo applicato al problema
dei due corpi con massa variabile.

(*) Come del resto & notissimo non basta ammettere che i parametri varino in maniera
infinitamente lenta, ma occorrono altre condizioni per assicurare l’invarianza adiabatica. Ma
su questo e sul concetto di variazione infinitamente lenta di un parametro torneremo in seguito.

(?) Gli invarianti adiabatici come metodo d’integrazione approssimata di equazioni dif-
ferenziali. « Rendiconti Accademia dei Lincei », I sem., 1932, pag. 657. Limitazione dei valori
degli invarianti adiabatici con applicazione al problema delle masse variabili. Parte I e II
« Atti Accademia Torino », 1933.
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Nel presente lavoro, completeremo ed estenderemo quelle ricerche. Ci
limiteremo perd ancora a sistemi con un grado di liberta, e le grandezze
che al limite potrebbero essere invarianti adiabatici, saranno gli integrali
ciclici di BOHR-SOMMERFELD.

Crediamo opportuno per far comprendere meglio lo scopo del lavoro
esporre brevemente i principali resultati che in esso verranno conseguiti.

Cominceremo con ottenere, sia pure seguendo metodi gid esposti nelle
altre note citate, una nuova formula per il limite superiore dell’ errore che
si commette considerando quegli iﬁtegrali di SOMMERFELD come invarianti.
Queste formule, che sono in sostanza generalizzazione di quelle ottenute in
un caso particolare del problema delle masse variabili ('), offrono alcuni
notevoli vantaggi rispetto alle altre finore ottenute. Infatti tali formule sono
di piu facile applicazione ai sistemi meccanici, di pil, contenendo grandezze
dipendenti dai parametri (e non esplicitamente dal tempo come le formule
delle altre note), ossia la variazione (*) totale dei parametri stessi in un
periodo e nell’intervallo in cui si studia 1’eventuale variabilitd dell’integrale
di SOMMERFELD, & pit spedito ottenere da esse deduzioni generali e di ca-
rattere pratico.

Applicheremo questi resultati ai problemi gid presi in esame nelle altre
note, e cio® al moto armonico con forza d’attrazione dipendente dal tempo
e al problema dei due corpi di massa variabile. Nel primo caso otterremo
limiti superiori dell’errore commesso in generale pitt bassi di quelli trovati
nella nostra nota citata del 1932. Nel secondo caso potremo generalizzare
con opportune ipotesi i resultati che in altri lavori abbiamo ottenuti con
leggi speciali per la variazione della massa, cio® verificheremo che una va-
riazione sensibile sull’eccentricitd dell’ orbita descritta da un corpo rispetto
all’altro si pud ottenere ammettendo, anzitutto, enormi variazioni della massa
dei due corpi.

(1) Sull’eccentricita dell’orbita nel problema dei due corpi di massa variabile. « Rendi-
conti Accademia dei Lincei », I sem., 1934, pag. 144 e 223.

(?) I1 concetto di variazione totale si trova esposto p. es. in L. ToNELLI, Fondamenti
di Calcolo delle Variazioni, Bologna 1923, I vol.,, pag. 40. Siccome in questo trattato a
pag. 171 per le funzioni assolutamente continue (e quindi in particolare per le funzioni de-
rivabili e con derivata continua a cui sempre eci limiteremo) si dimostra che la variazione

b
totale di una funzione f{x) in un intervallo (a, b) vale ﬁ f'| de noi intenderemo sempre questo
a

integrale come la variazione di f(x) in (a, b). B da notare che se f(x) & sempre crescente o
decrescente la variazione totale vale | f(b) — f(a) |
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Verificheremo inoltre che le formule di questo lavoro sono applicabili
anche ad intervalli infiniti, il che non sarebbe possibile con quelle delle
altre Note (*).

Passeremo poi a vedere se & possibile ottenere per mezzo del concetto
di invariante adiabatico un metodo d’integrazione approssimata delle equa-
zioni del moto di un sistema meccanico, riprendendo cosi uno studio iniziato
nel 1932 e risoluto per il caso particolare del moto armonico ora ricordato.
Noi vedremo che questo metodo non & sempre applicabile per tutto 1’ intervallo
in cui si pud ritenere I’integrale ciclico invariante con errore trascurabile,
salvo casi molto particolari. Perd se limitiamo il metodo d’integrazione ad
un intervallo in cui & trascurabile il quadrato della variazione del para-
metro (*), allora diventa pure trascurabile 1’errore commesso nel sostituire
la soluzione esatta con quella approssimata. Si noterd che una analoga pro-
prietd vale per il metodo delle perturbazioni, ma a noi sembra il nostro
metodo piit semplice, e quello che pitt importa, & che con questo metodo
si pud conoscere un limite superiore dell’ errore commesso. ‘

Infine svolgeremo la seguente questione che ci si & presentata in un
problema di meccanica celeste. Studieremo il caso di un sistema meccanico
in cui vi sono due parametri, uno solo perd variabile in una maniera pros-
sima a quella che assicura l’invarianza adiabatica degli integrali ciclici.
Troveremo che !’ integrale ciclico in un intervallo in cui resta finita la va-
riazione totale dei due parametri, si avvicina approssimativamente ad una
grandezza di piu facile calcolo, almeno in certi casi. O per meglio dire cal-
coleremo un limite superiore per 1’errore che si commette sostituendo all’in-
tegrale ciclico questo valore approssimato e vedremo che tale limite diventa
tanto pit piccolo quanto piu la variazione del primo parametro si avvicina
a quella che assicura l’invarianza adiabatica. Termineremo con la discussione
della portata e dell’applicabilita di questo resultato (%).

(1) Notiamo che le formule citate valgono qualunque sia il modo di variazione dei pa-
rametri ma, come vedremo, esse danno errori tanto pili piecoli quanto pit il detto modo di
variazione si avvicina a quello che assicura I'invarianza adiabatica.

(3) A rigore l'intervallo in cui & valida la nostra®integrazione approssimata non coincide
con quello indicato nel testo, ma ne differisce in generale di poco. La cosa sard natural-
mente precisata pilt avanti.

(*) In un sunto dei miei lavori gia citati, fatti dal WINTNER sui « Zentralblatt fiir Mathe-
matik » (5-15 e 7-372) si afferma che 1’idea delle mie altre ricerche non & nuova, perché 1’ ebbe
gia il KNESER (« Mathematischen Annalen », 91, 155, 1924). Debbo dichiarare che a me sembra
essere scopo del KNESER quello di dare una dimostrazione esatta dell’invarianza adiabatica
degli integrali ciclici di BoHR-SOMMERFELD, mentre la mia ricerca si propone (ripetiamolo)
di ottenere un limite superiore per ! errore commesso, qualora i parametri non varino nel
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CAPITOLO L

1. Formule introduttive. -- Si abbia un sistema meccanico ad un grado
di liberta retto dalle equazioni Hamiltoniane nelle variabili p e q:

) dp_ % dg_ 30t
at— 3 at — op

dove la funzione di HamirtroN ¥ dipende, oltre che da p e g, da un certo
numero di parametri variabili col tempo. Noi supporremo per fissare le idee
che questi parametri siano in numero di due e li indicheremo con le lettere
@ e b. Adoperiamo due parametri in vista delle questioni che tratteremo nel
terzo capitolo, sebbene per gli scopi di questo basterebbe usare, (e il proce-
dimento sarebbe pil semplice) un parametro solo.

Passiamo a formulare le ipotesi fondamentali per la nostra ricerca. Am-
metteremo anzitutto che ad ogni valore per a e b compreso entro un certo
campo (connesso) C si possa coordinare un campo 4 del piano delle p, ¢ tale
che le soluzioni di (1) con a e b costanti e con condizioni iniziali entro il
corrispondente 4 siano periodiche e tutte contenute in 4. Potremo percid
ad ogni valore a, b di C ed ad ogni p, ¢ contenuto nel corrispondente 4

coordinare l’integrale ciclico di BOHR-SOMMERFELD J :§pdq. Queste J re-

lative ai punti di 4 le supporremo variabili con continuitd fra due valori
J, e J, alla loro volta dipendenti con continuitd da @, b. Ammetteremo anche,
benché non sia strettamente necessario, nello spazio delle J, a, b, convesso
il campo (che diremo campo B) limitato da J,, J, e da una superficie cilin-
drica retta di base C.

Supporremo poi che si possa esprimere } come funzione univoca di J; a, b,

)

che per ogni (a, b) di C e per ogni J compreso i corrispondenti J,, oJ,, % sia
sempre dello stezso segno e che i valori iniziali di p e ¢ siano compresi nel
campo A relativo ad a(0), b(0).

modo che assicura I’invarianza adiabatica degli integrali ora citati. Di piti nella sua Nota
il KNESER non fa alcuna applicazione dei suoi resunltati, tanto meno al problema delle masse
variabili. nel quale gli invarianti adiabatici furono introdotti solo nel 1928 dal Levi-CiviTa.
Per queste ragioni mi sembra inesatta 1’ asserzione del WINTNER.

Debbo dichiarare perd che ho preso dal KNESER alcune notazioni.

Si osservi ancora che in questo lavoro si usa I’ espressione limite superiore dell’errore,
ma che sarebbe pit esatto adoperare il termine valore maggiorante.
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Cid posto potremo formare I’ equazione di JACOBI ponendo in luogo di E
la }(J, a, b). Mediante un integrale completo di questa equazione Viq, J, a, b)
(integrale che si ottiene facilmente mediante una quadratura) potremo avere
la nota ftrasformazione canonica delle variabili p e ¢ in nuove variabili di
cui una e la J e laltra la sua coniugata che indicheremo con — w. Tale
trasformazione sard data ovviamente dalle equazioni:

@) =% =-2

P=w TUTTw
le quali come & noto definiscono p e ¢ come funzioni periodiche di w con
periodo 1 s’intende per (a, b) costante e enfro C e J compreso fra i corri-
spondenti J,, J,. ‘
Allora le equazioni relative alle J e w saranno sempre del tipo Hamil-

toniano con la funzione di HAMILTON uguale alla H(J, a, b)—|—%
5 w_ 2 (V) dew__m )
) & = —w)\ T (aJ ad at>

Ora la V & funzione esplicita del tempo solo attraverso a e b percid é:

o _av 3V

) it

Se ora indichiamo con J,, J,, w,, w,, v rispettivamente le derivate
*V VvV VvV *V oH
dwda’ dwdb’ 2Joa’ 3Job’ 3J’

le (3) assumono la forma:

fdd
il ad, —b'd,
()
dmw , ,
Et—:u)—l—a’ma—i—bwb.
Le J,, J,, w,, w, saranno in generale funzioni di J, w, a, b. Esse godono
anzitutfo della seguente proprieta. Essendo come & noto g, %7 (1), fissati

¥

1) Per comprendere cid si osservi che esprimendo la V(g, J, @, b) in funzione di w
cioé ponendo al posto g la sia espressione in funzione di w si ottiene una funzione multi-
forme tale ciod che se w aumenta di uno la V aumenta di J ossia si ha:

() Viglw + 1), J, a, b) = V(g(w), J, a, b) + J.

B questa relazione ¢ immediata conseguenza dell’altra:

Viglw+ 1), J, a, b)— Vigiw), J, @, b) = §3pdq —
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a, b e J (8 intende (@. b) entro C, J fra J, e J,) funzioni periodiche di w con
periodo 1 saranno tali anche J,, J,, w,, w,. Di pia sara:

i “Ry AV

10

e analogamente:

w1
() f.r,,dw: 0.

Ammetteremo poi che le w, J,, J,, w,, w, siano per ogni @, b in C e
per ogni J e w comprese rispettivamente fra J, e J,, ', w' + 2 (' numero
reale qualunque) sempre limitate e a rapporto incrementale limitato rispetto
a tutte quattro le variabili, @, b, J, w. E ovvio, per la periodicita delle
nostre funzioni, che queste ipotesi valgono per ogni w ferme restando i limiti
per a, b e per J. Ovviamente poi le equazioni (5) e tutte le loro proprieta sono
valide fino a che dalle J e w che si ottengono risolvendo tali equazioni cor-
rispondono per le (2) valori di p e ¢ compresi entro C cioé fino a che J(f)
resta compresa fra le J, e J, corrispondenti ad aft), b(f).

A questo punto, sard bene notare che le ipotesi che abbiamo ora ricordate
si potrebbero dedurre da altre pit semplici fatte sulle equazioni (1). Abbiamo
creduto opportuno non seguire questa via che ci porterebbe troppo lontano.

Passiamo ora ad alcune definizioni relative ai parametri. Ripetiamo che
per variazione totale V{a, f) del parametro @ in un intervallo (0, #) inten-
deremo 1’ espressione:

®) ' Vi, t)= / t‘ %’? { at
0

Derivando ora la («) rispetto ad a avremo ricordando che la aa—z che compare nelle nostre
formule si ottiene derivando V mantenendo costante g si ha:
14 Vv 1 .
oVeq 0 _foVaq $ + an
w w

9q 00 Swi1 ' | 00 Vw1 | og da ba

®

dove nel primo membro i termini si suppongono calcolati in w + 1 nel secondo membro
in w a paritd s’intende di @, b, J. Ora ia% =p & funzione periodica di periodo 1 di m cosi

pure sara ;% essendo periodica di periodo 1 per ogni @, b in C la ¢. 8i ha allora che il primo

termine al primo membro di (8) si elide col primo termine a secondo membro restando cosi:
AqJpt
o w—|—1_ oo Yw

e cid dimostra la periodicita di g rispetto a #. Analoga dimostrazione vale per ?';—Z
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che se @ & sempre crescente o decrescente in (0, #) diviene:
©) Via, §) =|a(t) — a(0) |

Se invece @ non & sempre crescente o decrescente ma ha in (0, ) un numero
finito di massimi o minimi 1’espressione di V(a, {) non & piu cosi semplice,
ma il calcolo di essa non & affatto difficile.

Conviene infatti per eseguire questo calcolo, dividere 1’intervallo (0, #) in un
certo numero di tratti in cui a(f) & sempre crescente o decrescente ed applicare
a questi tratti la formula (9). Analoghe definizioni valgono per il parametro b.

Intenderemo poi per periodo del moto, relativo all’istante #, il periodo
del moto retto dalle (1) con J, @, b costanti e uguali a J(¢), a(f), b({) e con ¥
uguale al valore corrispondente a J(f), a(f), b(f). Questo periodo 7(¢) vale ov-

1 ¢
o0, aff), b@) "

Diremo percid variazione del parametro @ o b nel periodo T corrispondente
all’istante { (grandezza che indicheremo con A,a, A;b o se non vi & luogo ad
equivoco con Aa, Ab) la variazione di questo parametro nel periodo ¢, £ + T|¢).
Sard cioé:

viamente

t+g(t) tpﬁ(é)

a

(10) Ata_fla?ldt A,b_j]m‘dt.
t t

Se la variazione di un parametro per ogni valore di { di un certo inter-
vallo (0, #) si pud considerare come infinitesima diremo che il parametro
varia in (0, #) in maniera infinitamente lenta. Infine diremo (seguendo in
sostanza il LEVI-CIviTA) che un parametro @ o b varia in (0, ) in maniera
graduale quando si pud considerare come infinitesimo per ogni 0 <t < h la
variazione totale delle sue derivate in {, {4 T/(f) rispetto al valore assoluto
della derivata stessa caloolata nel punto ¢ intermedio fra ¢ e -+ T(f) e tale
che [a/(t)| T(#) o |b'(f)| T(f) valga Aw 0 Ab. Ciod: affinche il parametro @ vari in
maniera graduale deve essere infinitesima 1’ espressione che indicheremo con Ao’
LT

/ d*a
t

ar |
da
di

’

(11) A =

t40T

in cui f{ + 0T =1¢. Analoga definizione si pud dare per Ab'.

{!) Si noti che in seguito ammetteremo w positiva. Se c¢id non fosse si pud sempre
ridursi a questo caso cambiando ¢ in —¢.
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2. Calcolo di un fondamentale limite superiore. — Consideriamo 1’equa-
zione differenziale:
(12) %7: —ad, —bd,
e 'altra equazione differenziale nella y

d =

(13) —d%- —¥J,.

Dove oJ, non & altro che J, in cui perd in luogo di J si & messo la y gran-
dezza che ora preciseremo. Noi ¢i proponiamo di calcolare un intervallo entro
cui la differenza fra J e y resta in modulo inferiore ad un numero % positivo
prefissato, ma tale che in un cerfo intervallo (0, 7)), y(f) +n sia sempre
inferiore al corrispondente J,, y({) — % superiore al corrispondente .J, (*).
La y & poi definita oltre che dell’ equazione (13) anche dalla condizione:

(13") YyO)=J(0)=J,

la guale per la continuitd di J, e J, e per il fatto che J, & compreso fra
la J, e J, corrispondente a a(0), b(0), assicura 1’ esistenza di (0, 4').

" Ora per ragioni di continuith esisterd evidentemente un certo intervallo
intorno all’origine (0, #) compreso in (0, #) in cui |J — y|=<<7. Cid assicura
che in (0, k), J & compreso fra J, e J, e percid sono applicabili tutte le
proprietd ammesse per il sistema (5). Allora sottraendo membro a membro
la (13) dalla (12) e integrando 1’ éspressione ottenuta da O a ¢ (# << h) abbiamo:

v v
(14) {J—y[glfa’Jadt’+lfb’(Jb—j,,)dt’.
0 i
v
Proponiamoci dunque di calecolare un limite superiore I{f) di [a’Jadt .
' 0
. . . 1
A questo secopo, mediante i punti ¢, = ({0}, a{0), 5(0))
=1t + L b, = +1
P o), ad), b)) T wldlE—), alt—), BE-)) T

¢ =1 -+ 1
TR o(d(Eay), alta_s); bltn—,))

(1) 8’ intende che (O, k') deve essere tale che in esso a(f) e b(¢) siano entro C.
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dividiamo I’intervallo (0, ¢) in » parti, supponendo che:

1
J(t,,_l), a(t,,_,)_. b(tﬂi—a))

tn = tn—{ -+ (1)(

sia superiore a {'. Allora avremo:

t 4
(15) | ’[a'Jadt <, 41, I rpy o+ /a’Jadt.
0 n—t
dove:
tr+l .
(16) - I,.,,.H:‘ a’Jadt\.
t?"

Calcoliamo ora un limite superiore per I, ,»,. A questo scopo consideriamo
la funzione, J, ottenuta ponendo in J, al posto di J({), a(f), w(¥), J(¢,), aft,),

t— 1,

w,(f) essendo w,(f) uguale a w(f,) + . Potremo scrivere:

t"+l - t"
byt byt
(17) Ir, rg = ‘fa/(Ja - Jal)dt ’ + ‘/‘G/Jaldt {
t, t

Ora dalla prima di (5) si ha per l'intervallo (¢,, ¢,

t t
(18) | T(t) - T(E) | = ’t f o T dt +t f b, di '
t t

gMafla’ldt+Mb[[b’[dt.
i £

Dove M, e M, sono rispettivamente i limiti superiori di |J,| e |J,| per
- ogni a(f) e b(f) con ¢ variabile in (0, #), per qualunque w e per J compreso
fra il massimo di y(f)+v e il minimo di y(f)—~ &’ intende in (0, #) (). Le M,,
M, sono finite per le ipotesi fatte sulle limitazioni di J,, J,.

(!) Puo darsi che qualche J, @, b compresi fra i limiti ora indicati cada fuori del
campo B in cui sono definite le J,, J,. Siccome perd i valori di queste grandezze che com-
paiono nelle nostre equazioni sono calcolate per J, a, b entro B, noi intenderemo che M,
e M, sono i limiti superiori di |J,| e |J,| per quei valori di J, a, b compresi fra i limiti
precisati nel testo e interni a B. O in altre parole potremo convenire che le J, e J, per
" valori di J, @, b fuori di B sono nulle. Queste avverterze valgono anche con le ovvie mo-
dificazioni per casi analoghi che incontreremo in seguito.
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D’altra parte abbiamo dalla seconda delle (5):

t t t
(19) w(t) = f w(J, a, b)dt + |a'w,di + / b'w,dt + w(t,.).
£, " £
Percid si ha subito:
t
(20) it — w, (8] < [ o, @, B) — o(J(t,), alf), bit.)) | de

b
t ¢
+ Ua’wadt’ + Ub'w,,dt).
i, £,

E poicheé si suppone la o Lipschitziana, esisteranno tre numeri positivi H,
K,, K, tali che:

(21) | (T)(J, a, b) - w(J(t")7 a(tr)’ b(t")) l =
< H|J{f) - J(t.)| + K, | alt) — a(t,) | +
t t
4 K, |B() — b(t,) | < (M,H + K)/ & | 4 + (M,H + K,) ﬁ ¥ | dt.

Le H, K,, K, sono prese relativamente a tutti i valori di ¢ (') compresi
fra ¢,. e f,.,., e a tutti i valori di J compresi fra il massimo e il minimo
di J(¢) in (¢, ¢,y )

Se ora sostituiamo nella (20) la (21) e indichiamo con 4 e B i valori
massimi di |w,|, |w,| per ogni w, per ogni ¢ di (0, ) e per J compreso fra
il massimo di ¥ +1v e il minimo di ¥ — % in (0, ), abbiamo:

t t
(22) [w(t) —w,(f) |<< |dHM,H + K, )| | o' | dt +
t

r r

t t t t
+ dt(M,,H+K,,)/lb’|dt+A |a' | i+ B||b | dt.
r .T r tr

Cid posto torniamo alla (17). Poichd J, & per ipotesi Lipschitziana po-
tremo trovare quattro numeri positivi R, S, P, @ tali che per ogni w e per

(1) Pit precisamente di a(t), b(f) per f compreso ecc.. In seguito useremo spesso la
locuzione abbreviata del testo.
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valori di J e { compresi fra gli stessi limiti indicati a proposito, di H, K,, K, sia:

(23) | Jo—Jd | < B[ J({) (t)l+SIw )—wi(t)H-
+ P|aft) — alt,) |+ Q| b(t) — b(t,) |
Abbiamo allora ricordando la (18) e la (21):
bt ‘ brtt
24) I,,,+1<Rf|a1Mdtf|a|dt+RjdtM,,|af[b’ldt
byt ¢t bkt ¥ t
+Sfa| (M,H+ K, dtfdtj|a|dt+8/a | dHM,H + K,) dtﬁb’ldt
r by i, i,
r+l tr+l 4
+SA/| |dt/|a|dt—|—SBj|a dat||v'| dt
t,+1 t - t
+Pj|a{dt o | dt + Qﬁa]dt b | dt
r-l-i
U 7.
Ora si ha subito:
by 8 { [ .
(25) f[a’iﬁa’|dt:§(/|a’|dt)
t, i, t,
bty ¢ tr+1 bt
ﬁaldt |b’|dts]] o | dt|| b | dt
t ,
j]aldt/dtjla]dt</ |[|a|dt by — b (ﬁa|dt>

L

¢+1 r+1
/la|dtfdtf]b"dt<ﬁa|dt/|b’|dtt—t (b — /Ia]dtlb’|dt

r

Abbiamo poi con una semplice integrazione per parti:

t7‘+1 tr-l-i t*r+l t
(26) ‘ f addt = a(t,..,) f J dt — f a"f J,/dt.
t, i 1,
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Ora J, non @& altro che la J, in cui sono fissati i valori di J, a, b e
solo la w, & variabile. Di piu la w, per {=/{, vale w({,) per t={,,, vale
w(t,) + 1. Si ha percid ricordando la (7) ‘

bty wy(t,)+1
] Jidt= f I, dw, = 0.
tr 'ml(tr)
Quindi dalla (26) si ha:
byty bt
. - Maﬁw”|dtﬁa’|dt
@7) ’ f a’Ja’dtlgMa(t,.ﬁ — 1) ﬁaq it < — I_’tlr
[4)
t?‘ tr

Essendo | a'| quel valore di |a'| compreso fra f. e f,.,, tale che

2
@ | (b — £) = /[ o | dt.
¢
Percid sostituendo nella (24) abbiamo:
(28) Iy, < Z,At,0)° + Z,'(A,b)(At,a) + M, At,0'At,a.
Dove:
(29) Z, — RM, + S(M, H+ Ka)z(tH, —t,)+S4+ P
(30) Z,) = RM, + S(M,H + K)(ty,, — t,) + SB -+ Q.
D’altra parte si ha:
4 1
(31) } f o T dt ’ =M, f| o | di < M,Ar, a.
tn—t tn—i

Indichiamo ora con Z e Z' due numeri superiori rispettivamente a tutti
i Z, e Z,). Siano poi A,a e A,a’ i valori massimi in (0, ) di A¢,a e A¢.a per
ogni ¢ di (0, ). Allora ricordando, che V{a, #) > Via, t,_,), V(b, ¥')> V(b, ¢._))
si ha sostituendo nella (15) i limiti superiori ora oftenuti:
t

(32) ’ ] aJdt| < Za,.aV(a, t) + Z'A,aVib, t)
0

+ M A0 Vi, t) 4 M,Ana.

Il secondo membro di (32) & il cercato limite superiore che verrd in-
dicato con I{f).
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Prima di chiundere questo paragrafo aggiungiamo la seguente osserva-
zione. Si consideri una funzione ¢ di J, g = f(J) funzione tale che f'(J) sia
sempre positiva o sempre negativa, quando J varia fra il massimo valore
di J, e il minimo valore di .J, relativo all’intervallo (0, ). Allora si potra
invertire questa relazione e scrivere J= ¢(g). Cid permette di scrivere le
nostre equazioni in modo da avere come incognite la g. Si ponga infatti
nelle w, J,, J,, w,, w, delle (5) in luogo di J la ¢(g). Poi si moltiplichi la
prima delle (5) per f'(J) = f(¢(g))- Si ottiene cosi:

Y Pl — VGV By 0+ aa+ Yy,

Ora se si suppone [ e ¢ limitate e Lipschitziane si ottiene subito che i
termini moltiplicati per &, b’ al secondo membro delle equazioni ora scritte go-
dono delle stesse proprietd di J,, J, e w,, w, e lo stesso pud dirsi della .

Percid i resultati ora oftenuti per J valgono anche per g naturalmente
tenendo conto dei diversi valori che ora assumono i secondi membri delle
equazioni che definiscono w e g.

3. Regole per il calcolo pratico della espressione I(¢). — Nella (32) com-
pare la Z, Z', M,, A6, A,a percid dobbiamo anzitutto indicare qualche
metodo per il calcolo di queste grandezze in un intervallo (0, #) inferiore
a (0, k).

Si osservi anzitutto che M,, M, sono quantiti valide in base alla loro
definizione per qualunque r e si calcolano trovando il massimo valore di
Jy, Jp per t in (0, ¥) per ogni w e J compreso fra il valore massimo in (0, ')
di y +-v e il valore minimo sempre in (0, #) di y —= valori che indicheremo
rispettivamente con Ymax + 7 € Ymin — -

Passiamo ora alle Z. Percid prendiamo in esame i termini che compaiono
nelle Z,.. In esse vi sono anzitutto le 4, B indipendenti da # perché valgono
rispettivamente i limiti superiori di |w,|, |w,| per ¢ in (0, #) e compreso
fra Ymax + 7, Ymin — M € per ogni w. Le R, S, P, § definite dalle (23) e che
compaiono nella espressione di Z, devono coincidere (almeno sotto condizioni
di derivabilityh per J,, J, che supporemo largamente soddisfatte) rispettiva-
mente con un valore assoluto di aa—‘;“, aa%’, %‘, aa—{)“ nel campo definito
da —oc <W < 4+ o0, <1 <.t,.+l ('), J compreso fra il massimo e il minimo

(*) O meglio fra a(¥), b(f) comprese rispettivamente fra i loro massimi e minimi in (¢,, ¢,4,)
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100 D. Grarr1: Sopra alcune applicazions degli tnvarianti adiabatici

J(¢) in (¢, ¢4+,) (). Analogamente H, K,, K, non sono altro che valori
2
3(:7)’ Z;w’ gbw calcolati in un punto del campo ora descritto. Infine

: 1

ty4.s — t moOn & altro che o@dC), o), 5
grandezze & impossibile perch® bisognerebbe conoscere J(f) e w(f) che sono
incognite. Se ne pud calcolare un limite superiore prendendo il valore mas-
simo di queste grandezze per ogni ¢ di (0, #) per ogni w, e per ogni J com-
preso fra Ymax + 7, Ymin — 7. Ponendo queste grandezze nelle espressioni
di Z, e Z,' si troverebbe un valore superiore a qualunque Z, e Z,” e questo
valore si potrebbe prendere rispettivamente per Z e Z'.

Vi & perd la possibilita di ottenere valori piut bassi di Z e Z' in base
alle seguenti osservazioni che faremo riferendoci a Z perché analogamente
si pud procedere per Z'.

In Z intervengono le espressioni H(f,,, —t,), K,(f,+, —¢,). Ora H & un

assoluti di

Ora il calcolo esatto di queste

valore di calcolato per ¢ compreso fra f, e {,,, e per J compreso fra il

dw
o

massimo e il minimo di J(¢) in ¢,, ¢,,,. Percid si ha (*):

=) e s+ S+ 25 |

Dove ngu;stré il valore di ETT calcolato in ¢, mentre %(f; s 8872;%, aa;—(gb 80N0
valori di queste derivate calcolate per J, a e b nel campo descrifto a
proposwo di H. Quindi ricordando che |J — J(¢,)| << M Aa + M,A,b,
la —alt,) | <Ana, |b—0b(t)]<Anb quantith queste di solito molto piccole,
risulta opportuno prendere qualche volta come valore maggiorante di

H{t,, —t,) I'espressione:

dw ) 2w ’w | [ 9w |
AL Tl (M- MALD) + N Py W
(34) S?i( 4+ oJ*? mnx( ° ) m aJad *max | 0J9b V\max

dove il simbolo max o min accanto alle parentesi indica il massimo o il
minimo del valore assoluto della espressione entro parentesi per ogni J
compreso fra Ymax + 7, Ymin — % € ogni ¢ di (0, ). Analoghe considerazioni si
possono fare per K,S(f,.,, —¢,). :

(1) Cio& per un valore di J(#) in questo intervallo.
(?) Si noti che i valori di ¢ in cui sono caleolati a(f) e b(f) possono anche essere diversi.
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Si pud calcolare facilmente un altro limite superiore per H(t.,, — {,),
K, (t,+, — t,) qnalora sia o = f(J)ekst# con k e k numeri indipendenti da J, a, b.

Si ha infatti
g—ha(t,)—kb(¢,)

35 i~ by =

%) A N (* (7]

(36) = | et O+

dove ¢ e ¢ sono valori intermedi fra ¢, e f,,,. Quindi:
_ (D) bmax | 1|80+ |B|8,5

1) Hlbrre = 4 < {0 70) b

Si ha poi usando le stesse notazioni:

(38) K, =| hfilJ)eha D50 |,
Per cui:
(39) ' Ka(tf—H t ) < | h l L)}ﬂ}f elh [ A'"a + 'k | Amb

dove | f(J) lmax { ) tmin § F(J) Imin significano rispettivamente il massimo o il
minimo di |f(J)| | f(J)| per J variabile fra ymax + M, Ymim — 1 (}).
Se occorre un limite superiore pilt basso si pud scrivere:

[ T) <IN |+ 1T — Jl) [ () hmax <
Sf( (MH‘ if( )2maX(MaAma+MbAmb)

e una forma analoga vale per f'(J). Allora si ha:

(42) Kyftpr,—t)<|h]| (1 + ‘i’}(“’)’ f‘““ (M, +M,,Amb))e'h“m“+ LIEe
col solito significato per i termini entro parentesi graffa. Analoghe conside-
razioni valgono per K,(f, ., —1,).

Passiamo ora allo studio di A,,a e A,,a. Quando queste grandezze non
sono assegnate come dato del problema e non sono facilmente calcolabili in
base alle formule che le esprimono conviene calcolare di esse un limite
superiore, in base alle seguenti considerazioni.

(1) Si noti che se » & positivo & @ decrescente si pud sopprimere nell’esponenziale
il A,,a. Lo stesso accade se k» & negativo e @ crescente. Le stesse conclusioni valgono con
le ovvie modificazioni per il parametro &.
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Cominciando da A,,a si deve notare che esso & sempre inferiore
ad g—m—ax essendo @'max il valore massimo di |a@'| in (0, #), ®ni il valore mi-
nimo di ® in (0, ¥) e per J compreso fra Ymax + %, Ymiw — M. Di questo
limite superiore abbiamo fatto varie applicazioni nelle altre nostre note re-
lative agli invarianti adiabatici.

Perd si pud trovare per A,,a un limite superiore che di regola & pili basso
di quello ora accennato. Infatti se ¢ & un punto dell’intervallo (f,, f,.,)
abbiamo:
(43) o' () = a'(t,) + (t — t)a’(b).
Allora si ha:

byt bt byt
(44) f |a | dt < | a/(t,) || dt + a"(i)(t_t,.)l
it o,
=i o6, aft,), bt) ’*T“"ﬂ“""’

dove | @" |max © il valore massimo di |a”| in (0, #). Quindi si ha subito:
b

o |

max
+
max W min

(45) Aﬂla/ g { Ci

’

il valore massimo di
max

compreso fra ¢u.x + 7, Yuin — M-

Ora siccome avviene spesso in pratica che *

indicando con

%\ per ogni £ di (0, #) e per ogni J

, max

2(,02 i
min

’ ’
. T . a

e questo termine & inferiore dal pit mguale ad —==
max ®Omin

se ne con-

spetto

clude che questo limite superiore per A,a pud essere piit conveniente del-

ma.x

I’ altro ealcolato con la . B da notare che ponendo fin da principio nelle

wmln
nostre formule in luogo |a@'| il suo limite superiore |a |max il termine

S(M H + K,)(t,,, —t,) nell’espressione di Z, va moltiplicato peré mentre

il termine analogo nell’ esplessmne di Z,' va diviso per 2, e V(a, t) viene
sostituito con | o |maxt’
Passiamo ora allo studio di A,,a’. Un suo limite superiore & evidente-

mente m‘_ essendo @'jyin il valore minimo di |a'| in (0, ). Oppure si

mmma' min
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ud moltiplicare denominatore e numeratore dell’ espressione di A¢.a’ per
p P

| @ |max

4+, —t, e allora un limite superiore di A,a & dato da essendo

minAmina/
Apine il valore minimo di A¢a in (0, ¥).

Questi limiti superiori hanno perd I’inconveniente di non essere appli-
cabili qualora in qualche punto di (0, #) sia @’ 0 A,a nulla. Conviene nei casi
ora ricordati modificare un po’ la forma del termine M A,.a'V(a, {). Si ricordi
percid che questo termine sorge dalla somma di integrali del tipo:

bty
e
Ora si ha subito la relazione:

[

tpty t
(46) l f f ’dt’gM |0 e [ it [t = Mol @ mabrss — &),
t, i,

2wmin

Per cui nelle espressione di I(f) in luogo di M,V(a, ¥)A;a’ si pud mettere
Mg, ’ a// imaxt’
2u)miu
invarianti adiabatici.

. Questa sostituzione & stata sempre fatta nelle nostre note sugli

Oppure si pud osservare che é:
tr+£
/ o[ T dt

r r

ﬁa”]dt

per cui in luogo M,V{a, ¢)A,,@" possiamo mettere (s’intende nella espressione

Ve, t).

M

di I(¢ 4
) o

E poi ovvio che in qualche caso speciale dalle formule di definizioni

di A, A0 si possono ottenere valori per 4,,e, A,.a sfruttando le particolari

proprieta di @ e a’ (!).

4. Caso in cui b & costante. Calcolo di ¢’ e altre proprieta. — Riman-
dando al Capitolo terzo lo studio del caso in cui b & variabile, supponiamo
d’ora in poi b costante per cui y(f) si riduce a J, (valore di J per {=0) e

(1) Osserviamo che in seguito indicheremo i massimi o minimi di &' o a’ sempli-

cemente con i simboli @’'max 0 @''max.
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resta cosi:
t

@y | T—J, )= / W ‘ = (ZA 0 + MA@ Vi@, £) -+ M,A,q = It).
I

Da questa formula troviamo un metodo per verificare se # & compreso
entro !’intervallo (0, k). Per questo scopo osserviamo anzitutto che I(f) &
definita in tutto (0, A') perché per tutti i valori # di questo intervallo si
possono definire Z, M,, A,a, A0/, V(a, {). Osserviamo poi che I(f) & una
funzione non decrescente di # perché & prodotto e somma di termini che sono
tali. Naturalmente questa I({') & limite superiore di |J— J,| nell’ intervallo (0, &)
incui J,—n<J<J,+. .

Ora & facile dimostrare il teorema: se I(f) & per ! << k' inferiore a 7
certamente # & interno a (0, 2) e lo stesso accade di tutti i # inferiori a {.

Infatti o 1’intervallo (0, k) coincide con (0, #') e allora il nostro teorema
¢ dimostrato, oppure h <k’ allora |J(h)—J,|=7v. Ma se I{!) <% non pud
essere ¢’ > h altrimenti si avrebbe I({') = Iih) = contro 1’ipotesi. Percio la
verifica se ¢ & interno ad k2 e quindi vale la (47) si ottiene provando che I(#)
¢ inferiore a 7.

E interessante il caso in cui si possa prendere % abbastauza piccolo per
cui sia possibile 2’ = co. Allora se I(f) resta per {— oo inferiore a v la I(f)
si pud applicare in tutto I’ intervallo (0, co) cioé la (47) pud servire per pre-
vedere valori assintotici di |J—J,|. B da notare che dovendo restare I(t)
finito occorre che V{a, t) resti pure finito (*).

Si noti ora che se A,,a e A,,a’ si possono considerare infinitesime cioé
se @ varia in maniera infinitamente lenta e graduale, allora se per ogni ¢
finito o infinito la V(a, ¢) & finita resulta |J — J,| inferiore per ogni ¢
finito a qualunque & minore di %, e percid per 1’ arbitrarieta di e, J =J,
per ogni valore di ¢ quindi anche al limite per {— oc. Si ha cosi che se un
parametro varia in maniera infinitamente lenta e graduale la J resta costante
per tutto V’intervallo anche infinito in cui V(a, #) resta finita purché esista
un numero v tale che per ogni ¢ sia J,— > J,>J, + 7. Sotto questa
forma viene spesso enunciato il concetto d’invariante adiabatico (*).

() In seguito nella espressione di I() porremo talvolta in luogo di M, soltanto M.

(?) Notiamo che i fisici sostituiscono spesso alla nozione di variazione graduale del
parametro quella di variazione non in fase col moto. Questa nozione & pilt generale ma piu
difficile a mettere in equazione.
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5. Applicazione al problema del moto armonico con forza di richiamo

dipendente dal tempo. — Intenderemo per moto armonico con forza di ri-
chiamo dipendente dal tempo, un moto retto dall’equazione:

a’q
(48) 7 i w*q

essendo ¢ la coordinata ¢ © una funzione reale e positiva del tempo. Evi-
dentemente questo moto per ® costante & periodico, e cid per ogni v >0 e
per ogni p, q, quindi C coincide con (0, o), e il corrispondente 4 con tutto il
piano. Come abbiamo visto in altri lavori (*) ponendo:

_1/2d __dq —
49) q= ‘/ o °08 2nw p = = V2Jw sen 2nw.
Abbiamo subito:
N
il che ci dice ¥ funzione univoca di J e Y 0. Di pit poiché ¥ pud as-

sumere qualunque valore positivo la J varia da zero a infinito per cui
J, =0, J,= o< ciod J, e J, variano con continuitd e il campo J, w & con-
vesso. In base alle (49) abbiamo subito con trasformazioni esposte nella nostra
nota citata (*):

dJ ,
(50) a Ja' sen 4nw
51) W _ " LY s dmw
( at T m

essendo @ =1logw. B facile vedere che o = e?, J, = sen4mw, w, = cos 4nw
sono funzione limitate e Lischiptziane per ogni @ di (— oo, oo), J di (0, o<),
w di (— oc, o) verificando percid che sono soddisfatte tutte le condizioni
necessarie per applicare le nostre formule.
Ora nella equazione (50) si pud prendere come incognita non J ma logJ
ottenendosi la formula:
dlogd

(52) g o’ sen 4w,

Poiché J pud variare fra i limiti (0, oc)logJ pud variare fra (— oo, -+ o0)
percid qualunque sia il valore iniziale di J, J, e qualunque sia 7 (finito)

(1) Cfr. il primo lavoro citato a pag. 1.
(2) Si osservi che la w vale la 8 della nota citata divisa per 2m.

Annali di Matematica. Serie IV, Tomo XV. 14
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I intervallo (0, %) coincide con (0, oo) in quanto ché per qualunque % finito
log J, &= 7 & sempre entro i limiti in cui le soluzioni di (43) sono periodiche.
Ora dalla (52) si ha subito M,=1, R=P=0, S=4r mentre dalla (51)

resulta H =0, K, = 2 , A= 41n. Quanto a (£,4., —t,) si pud prendere me —a(t)
| .
perchs le J, e w, sono periodiche di periodo rispetto a . Allora si ha
eAma
per la (39) e tenendo presente questo valore di f,4,— tr, Kolfry, —t)= 5

Quindi si ha:
(53) Z = meln® 4 ;— .

Allora per le nostre formule si ha:

J()

0

log

(54)

(neA m® )AmaVa ) + Ao Via, ) + A0 = I(¢).

E questa equazione vale per qualunque ¢ tale che V(a, ¢) sia finita. Infatti
la nostra relazione vale per qualunque # <k con h scelta in modo che
n (0, ) sia:

J(t)

J0’<”

Ora per provare se ¢ & in h basta provare che I(#') & inferiore a v. Ma v
non appare nell’espressione di I(f') percid possiamo prenderla a nostro ar-
bitrio purch® finita e quindi la sceglieremo sempre superiore ad ogni I{f)
finito (‘). Resta cosl provato la nostra asserzione e cio¢ si pud applicare
la (54) per qualunque # che rende V{a, #) finito.

Ora nella nostra nota del 1932 avremo trovato la formula (scambiando
in essa #, con ¥)

J ‘tt|u)|mM

(55) log 7=

2 ’ 2
T I‘”max! ’ T W max

e 3

2
W min

dove il simbolo max o min posto al fianco di una espressione indica il valore
massimo o minimo di quella espressione in valore assoluto.

Per fare un raffronto fra il secondo membro di (55) e quello di (54) &
bene modificare la (5") per avere termini fra loro confrontabili sebbene sia
probabile che la (54) dia sempre resultati migliori della (55). Per fare questo

(1) Pit precisamente fissato un I(#') finito sceglieremo % superiore a I(¥'). Con ¢id resta
provato che ¢ e in (0, h).
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confronto basta dunque mettere in luogo del termine Aa”Via, f) il termine

@ malbyy — b) come si & gia indicato nel paragrafo 4. Di pil si ha:

2
, O'max Omax
(56) Ao < amax(tr+4 — tr)ma.x =T o . > 1,
min min
t| dw
Via, )=/ | 2| do < | 2| ¢< Oy
0| @ max Wmin
a'"max(tr-}-, — tr)maxtl T m,/max ’ K u),Emax ’
(57) : N T

Ponendo poi sin da principio in luogo di |@'| il suo valore massimo &'max

la Z diventa geAma—i—%. Essendo poi di solito A,a molto piccolo si pud
2

2
ammettere %eAma + 7w (') sia poco diverso da %+n.
Ora un semplice raffronto fra la (54) e (55) tenendo conto delle (56) e (57)
ci fa vedere che le formule ora ottenute danno in generale limitazioni pin
basse di quelle di noi trovate qualche anno fa.

6. Applicazione al problema delle masse variabili. — In base alle formule
sovrascritte potremo calecolare con molta facilitA un limite superiore per le
variazioni dell’ eccentricita dell’orbita osculatrice nel problema dei due corpi
di massa variabile. Otteremo delle limitazioni non molto diverse da quelle
trovate per il caso delle masse decrescenti nella nostra nota del 1934 gia
citata, ma le troveremo molto pil rapidamente e valide qualunque sia il
modo di variazione della massa.

In base al resultato delle nostre note () il problema dei due corpi di
massa variabile si riconduce al seguente sistema Hamiltoniano in cui ¢ & la
costante delle aree B il prodotto della massa totale per la costante di gra-
vitazione K:

(58) dp B ¢ dr p: 2B ¢

= ptE o g=b =57t
Ora & mnotissimo che per qualunque valore di B positivo esiste un
campo C in cui le soluzioni del sistema (58) sono periodiche. Percid in questo

campo si potrd costruire la J e la corrispondente eccentricith ¢ che vale

(1) Se a & crescente allora per 1’osservazione di pag. 15 si pud porre in questa for
mula A,,a =0.
(2) Vedi in particolare la citata nota dell’« Accademia di Torino ».
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-
V] — 4;26 . E poi noto che le (58) hanno soluzioni periodiche fino a quando ¢

¢ inferiore a 1 e positivo, percid i valori J,, J, saranno i valori 4mc e oo
corrispondenti a e =0, e=1.

Percid fino a che le p e g restano nella C ossia fino a che € resta com-
preso fra O e 1 si pud trasformare le equazioni (58) in altre contementi la J
e la sua variabile coniugata w e in base all’ osservazione contenuta alla fine
del paragrafo secondo possiamo ricondurci a equazioni che hanno per inco-
gnite ¢ e w. Queste equazioni gid ottenute in altre note sono della forma:

(59) de (1 —¢’)cosu

a- % T _ccosu ’

3
dw el —¢)* o fsenwu (1 - e’)senucosu
dat = " 2m T om\Te T 1 —ecosu ’

In cui @ =log B, u & una grandezza definita dalla equazione di KEPLERO
(60) 2nw = u — € sen u.

Evidentemente nel caso delle masse costanti # & 1’anomalia eccentrica
e w 1’anomalia media. Le (59), (60) valgono dunque per 0 <<e<Z1.

Noi dovremo supporre naturalmente le condizioni iniziali tali che e,
resulti compreso fra 0 e 1.
2nB*
J2

quindi g—})> 0 e che J, e w, soddisfano alle condizioni poste per esse. Noi

Dalle formule sovra scritte & poi facile vedere che H = —

porremo poi sempre n <1 —e,,  <eg, in modo che 1 intervallo (0, #') in
cui e, 4+ 7 < &, ¢, — 1 > g, coincida con I'intervallo (0, oc).

Posto cid passiamo al calcolo di I{f'). Abbiamo intanto i seguenti limiti
superiori per (') M,, B, S, P, validi per qualunque #w e { e per ¢ compreso
fra emax =€, 4+, €min = €, — 1 (}}:

_ _(oda)  {+2ecosu  (1—e')cosPu  OJ,0u

My =1 + emux), R—} %) |1—ccosu (I—ccosup  ou e

__ | 2ecosu (1 —c)cos*u (1 —¢)senwu (1 —e')esenucosu)\u|
T {l—ecosu (L—ecosup 1—ccosu (1 — e cos u)? %)’

(1) Qui intendiamo per J, e w, i termini che moltiplicano a’ nelle (59). Naturalmente
anche le J, e w, soddisferebbero a quelle condizioni.

(?) La parentisi graffa attorno ad alecuni termini significa che questi termini sono cal-
colati in modulo per un valore di a(f) e uno di ¢(f) con ¢ intermedio fra (¢,, {,4+4) in modo
da soddisfare a quelle condizioni per cui si introducono nelle nosire formule.
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Ma @:

2w = U — & sen u.

Quindi derivando rispetto a ¢

ou  senu
% 1 —ccosu’
Percid si ha: '

R—-( Zecosu (1 —¢€)cos’u (1—¢")sen’u 1 4+ 3emax 1 4+ epmax
T |1 —ccosu (I —ccosu) = (L — e cosu) ; I —emax (1 — €max)*’
Si ha poi:

S= oJ ,ou (1 —¢*)sen*u .9 211 + emax)

Ju w % (1 — ¢ cos u)® 2 (1 — emax)®
g2
A:i senu_'_(l a)senucosu( 1/ 1 14 e
2r| ¢ 1 —ccosu } 727\ emin
P=0.

Passiamo ora al calcolo di Hif.,, —1t,) e K,({,,, — t). Essendo v del
3

tipo f(e)e® con f(z-:):(12_7\:ﬁ(;°;;)~ e h=2 si ha dalla (41), dopo semplici con-
siderazioni:

( + Bemaxe™n® | B(1— " mun)(L+ mar) agAma)

1—¢* max) (1 — e'—”max)z

1+1

e dalla (42)

1
. .2 .2
Ka(tr.H . tr) _ (262Ama 4+ 6Smax(1 + Emax)(l : e mm) AmaeQAma) .
(1 - elglclm.x)E

Si ha allora:

141 4 Bemax)(1 + €max) |, (1 + €max)®
[61) 7 = gi 1 s -+ (1 — smax)z
21+ 3emax (1 -+ Ema.x) 2A @ 4 O (1 -+ emax) 2A 0
e e e M
1 +4- emax 1
il - emax; (emm + (1 + emaX)) *

1
271:{1 4 Emax) 24 a 3(1 — 252min){1 -+ Emux)2 65mnx(1 + Enuzx)(]- — ezmiu)2 )
1 . 3\ Amae m + .

(1 - smax)' (1 —_ 52max)! 3
(1— 82mux)2
Ora & da notare che a una formula non molto diversa siamo giunti nel
nostro lavoro citato a pag. 2 e precisamente questa Z (supponendo nullo 4,,a)
a un valore minore della 6 che in tali note abbiamo calcolato. Anzi essendo
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110 D. Grarri: Sopra alcune applicazioni degli invarianti adiabatict

A,,a nelle applicazioni sempre molto piccolo possiamo ritenere la 6 sempre
superiore a Z percid faremo le deduzioni seguenti in base ai valori numerici
di 6 che abbiamo gia calcolato in altra occasione.

Abbiamo dunque applicando la (32)

(62) le—e, | << OV(a, t)A0 + (1 + emax)dma’ Via, ') + (1 + emax)A 0

¢ otteniamo cosi una formula analoga a quella trovata nelle nosire note
precedenti ma valida per qualunque modo di variazione della massa. E questa
formula si pud applicare per tutto I’ intervallo (0, %) in cui la |e — ¢, | resta
inferiore a 7. Anzi da essa & facile dedurre un limite inferiore per la varia-
zione di massa necessaria affinché |e —e,| raggiunga il valore prefissato 7.
Difatti si ha che quel valore di # che rende il secondo membro di (62) uguale
a 7 & certamente inferiore o al piu uguale al valore A in cui ¢ —¢, pud
valere 7. Siccome V(a, ¥) & crescente se ne deduce che il valore di V(a, ?)
che soddisfa il secondo membro di (62) eguagliato a % da il cercaio limite
inferiore. Supponendo ora la massa m(f) sempre crescente o decrescente, si

ha Via, t’):(log ”ji“

; (essendo m, la somma delle masse dei due corpi

per t = 0) e percid:
(63) ‘log%) —

0

N — (1 emax)dna
- eAma —i“ ‘l -t~ Emax}Ama,

(')

Vediamo ora di applicare queste formule al caso delle stelle doppie in
cui la massa diminuisce per irraggiamento, caso giad da noi studiato nelle

1 . . .
note citate. In esse supponendo % = 100 S & trovato 0 inferiore a 200.

Ovviamente poi 1 + epu,x < 2. Resta da conoscere il valore di A,,a e A,a'
Ora per il sistema Terra-Sole all’epoca presente questo numero secondo il
JEANS sarebbe dell’ordine di 10—'*. In altre epoche questo numero poteva
essere diverso perché tale era la massa del sole. Perd si pud pensare che
non sia variato di molto al trascorrere del tempo perché se & ovvio che piu
grande & la massa pill grande & 1’energia irradiata, questo effetto pud essere,
almeno in parte, compensato dal fatto che piu grande & la massa piu breve
resulta di solito il periodo. Comunque poiché le stelle doppie hanno masse
e periodi diversi dal sistema sole-terra noi faremo i nostri calcoli per diversi
valori di A,a.

Quanto a A,a’ i dati sono molto pill incerti, noi faremo per cid I’ipotesi

1) S’intende che v si suppone superiore a (1 + zmax)d,,@
¥ )} m
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(in qualche caso particolare verificata (')) che esso sia dell’ordine di gran-
dezza di A,a. Allora avremo dalla (63) ponendo per semplificare i calcoli e
per stare piu al sicuro A,,0’ =100 4,0

1
o, mit)| 100 e
S, |~ 40040

e ponendo A,,a =10—" e ricordando che in quesio caso la' massa & decrescente

Mo __ 0,25(10—2 —2.10—7)10n—2

(64) M(;/) —e7 0(1 ) .
Si vede subito da questa formula che » =13 si ha sensibilmente
m(:;) = ¢2910° ¢jos per avere variazioni di ¢ di un centesimo la massa do-

vrebbe subire una enorme diminuzione. Dalla (64) si vede subito che il
m., . . . .

valore - pur diminuendo #m rimane enorme fino a che #n = 6. Esso pud di-
"

ventare possibile solo per valori di » minori di 6. Si pud percid concludere che
per avere variazione anche piccolissime di eccentricitd occorre invocare nelle
stelle doppie enormi variazioni di masse, o valori per le variazioni relative
di massa in un periodo froppo diversi da quelli comunemente ammessi.

- Agli stessi resultati eravamo giunti in altre note considerando perd par-
ticolari leggi di variazioni delle masse. Qui i resultati sono ottenuti in modo
molto pitt generale, e con calcoli piut facili. Vi & perd l'ipotesi di Aa’ del-
-I’ordine di Ag ipotesi che non sappiamo controllare in generale essendo del
resto tale controllo di competenza degli astronomi. Comunque ci sembra di
aver trovato delle formule per lo studio delle variazioni di eccentricitd al
variare della massa ancora pili semplici di quelle da noi date nelle altre note.

m,

i) ge la massa & de-

Vogliamo da ultimo osservare che V(a, t) = log

(1) Si noti che nel caso della legge del JEuaNs, (Astronomy and Cosmogony, pag. 130-131)

si ha %=—1B3 con o costante e la nostra ipotesi su Aa’ risulta verificata. Difatti
d tr-l—l t*‘+‘
d;’:—ae?a, Aa:a/e?“dt, Aa’:2xfe4“—2"dt dove @ & un valore di ¢ intermedio fra

by -
t,. e t,1,. Siccome @ varia in ¢,, {,4, di quantitd trascurabili si pud suporre e2a—w =1 ¢
percid resulta subite Aa' —2Aa ciod Aa e Aa’ sono dello stesso ordine di grandezza. Si noti
che il ragionamento vale ponendo in lnogo dell’esponente 3 qualunque esponente e percio &
applicabile anche per la legge proposta dall’ARMELLINI (« Rendiconti Lincei » II sem., 1932).
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crescente, tende all’infinito per {—oc se m(f) per {-—~oc tende allo zero.
In questo caso le formule ora sviluppate non c¢i permettono di affermare
che |e —e, | resta sempre limitato perché il secondo membro di (62) tende
all’infinito. Cid & conforme del resto a resultati del’ARMELLINI (') che ha
mostrato la ¢ tendere per f{—-oc all’infinito qualora m(f) tenda allo zero
(sempre per ¢{—oc) d’ordine sufficientemente grande. Quindi nel caso ora
ricordato i nostri metodi non ci permettono di prevedere valori assintotici
per ¢ al tendere di ¢ all’ infinito.

‘Perd se m(f) per t—oo mnon tende allo zero, allora se a(f) & tale che
V(a, ¢) resti sempre finita (come accade spesso in questioni che si presentano
nella pratica) le nostre formule conservano sempre valori finiti e da esse si
potra, almeno in qualche occasione, prevedere l’andamento assintotico di e.
Ritroviamo cosl in un caso particolare quanto si & affermato in generale e
cioé che le formule sviluppate in questo lavoro, permettono a differenza di
quelle usate nelle nostre note precedenti, di studiare variazioni di grandezze
per intervalli di lunghezza infinita.

CAPITOLO IL

7. Considerazioni generali sull’integrazione approssimata di equazioni
differenziali col metodo degli invarianti adiabatici. — Nella nostra nota
del 1932 gia citata abbiamo integrato approssimativamente, usando il concetto
d’invariante adiabatico, 1’equazione del moto armonico con forza variabile
col tempo, determinando anche un limite superiore per I’errore che si com-
mette sostituendo quella soluzione approssimata alla soluzione esatta.

Si presenta percid spontanea 1’idea di estendere tale metodo d’integra-
zione approssimata a qualunque sistema meccanico con un grado di liberta
del tipo ora considerato con un solo parametro a variabile.

Questa estensione non ci & riuscita, anzi non la ritenmiamo possibile. Per
giustificare questa asserzione crediamo opportuno ripetere la dimostrazione
pitt naturale per il calcolo della soluzione approssimata e del limite superiore
per l'errore commesso sostituendo la soluzione approssimata a quella esatta,
e vedremo che detto limite superiore non resta affatto piccolo in tutto 1’in-
tervallo in cui J si pud ritenere costante come avviene nel caso sovra ri-
cordato del moto armonico.

(*) « Rendiconti Accademia dei Lincei », IT sem., 1932,
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Si eonsideri percid il nostro sistema (5) in cui si porrd b’ = 0 essendo
ora soltanto @ variabile. Avremo allora:

aJ ,
—ﬁ = —a Ja
(65)
aw ,
a? =0+ anw,
e integrando da (0, a ¢) queste equazioni abbiamo:
i
(66) J=J,— /a/Jadt
0
: % v
(67) w = W, +|odt +|a'w,dt.
8 o

Ora si & visto che Iintegrale a secondo membro di (66) un certo in-
tervallo (0, #) equivale ad una quantithd finita moltiplicata per A,a o A,a'.
Percid se A,a, A,,a sono abbastanza piccole si pud ritenere in (0, ), J =J,

Passiamo alla (67). Per I ultimo integrale che in essa vi figura si po-
trebbero applicare i metodi giad unsati per I’integrale a secondo membro

w1
di (18) metodi perd che sarebbero validi nel caso in cui fosse fwadtzo es-
w

sendo I’integrazione fatta supponendo a e J costanti. Questa ipotesi non &
necessariamente sempre verificata nella pratica ma essa pud presentarsi in vari
casi particolari per esempio nel problema dei due corpi di massa variabile.
Allora ammessa tale ipotesi 1’ultimo integrale a secondo membro di (67)
resulta dell’ordine di A,a o A,,@ e quindi trascurabile se tali sono A,,a, A,
Ma a secondo membro di (65) si presenta I’integrale di w il quale non si pud
calcolare in modo esatto perché w & in generale funzione di J e si sa soltanto
che la J vale approssimativamente J, nell’intervallo (0, ?).

A prima vista si potrebbe pensare che il sostituire nella espressione
di o in luogo di J, J, (ottenendo cosl una soluzione approssimata di (65))
conduca ad errori piccoli, ma calcolando per la via pit naturale il limite
superiore dell’ errore commesso sostituendo nella (65) J, a J esso non risulta del-
Vordine di A,,a. Infatti indicato con w(J, a), o(J,, a) rispettivamente il valore
vero di w e quello che si ottiene quando in luogo di J si pone J, I’ errore p
che si commette sostituendo nell’ integrale di w, J, in luogo di J sarebbe

(68) w= | ﬂw(J, a) — o(J,, a)dt |.

Annali di Matematica, Serie 1V, Tomo XV. 15
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Per trovare un limite superiore di questo errore, si potrebbe procedere
cosl ricordando che |o(J, a) — o(J,, a) | < H|J — J,| ()

|4 t 14 ¢
(69) p< [H| J—J,|dt < H(zf A Via, Hdé + /MaAma’ Via, fdt + fMaAmadt).
0 0 0 0

Il limite superiore per p che ora si calcola non & dell’ ordine di A,,a.
Per semplificare la dimostrazione supponiamo & variabile in modo lineare

4

cioé Aa' =0, Ama_—_wa. , Via, {) =a't. Si ha allora:
HZ | 4 HZ HM
(70) < Z l/ a?tdt +~ H f My adt = (@t) +—"da't
min ®min 2mmin Wmin
0

e siccome all’ultimo membro di (70) non compare, A,a ma (a't)* ossia
(V(a, ¥))* quantitd questa che si suppone finita (*) e percid il limite superiore
ora calcolato non & affatto trascurabile. Per questa ragione risulta dubbia e
forse non lecita la sostituzione della J;, a J nella (67).

Si obiettera che wun limite superiore dell’errore commesso calcolato
per altra via potrebbe resultare dell’ordine di A,,a. Non mi & riuscito di
dimostrare che questo fatto sia, almeno in generale, da escludersi, e del
resto una dimostrazione del genere non avrebbe un eccessivo interesse.
Vogliamo perd notare che le considerazioni sopra riportate per il calcolo del
limite superiore per g si possono facilmente ripetere soltanto supponendo

STU; sempre dello stesso segno per ¢
in (0, ) e J compreso fra J, — v, J, + 7 e si troverebbe che p & dell’ ordine
di (V(ia, ). Cid eci fa appunto ritenere che la soluzione approssimata ora
costruita non sia valida in tutto 1’intervallo (0, #) in cui J si pud ritenere
uguale a J.

Nel caso del moto armonico tale difficoltd non si presenta, perché o non
dipende da J e percid nel secondo integrale di (67) non & necessario sosti-

tuire J a J;.

|J —J,| dell’ordine di A,aV(a, t) e

(*) La H si suppone relativo a tutto I’'intervallo (0, #), ossia ora H & il valore massimo

di Z%’, per J compreso fra J,— 7, Jy+ 7 e ¢ in (0, ¥').

(?) A rigore in questa equazione compare anche un termine in a't'. Ma come vedremo
questo termine si pud fare almeno in qualche caso scomparire. Resta pero il fatto che p &
inferiore solo a un termine in V(a, ?).
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8. Integrazione approssimata di equazioni differenziali col metodo degli
invarianti adiabatici. — Nonostante le affermazioni di carattere negativo del
numero precedente dalle formule (66), (67) si pud ancora ottenere una inte-
grazione approssimata delle (65) purché silimiti convenientemente 1’ intervallo
(O, ¥) in cui I’integrazione approssimata sia sostituibile a quella esatta, e si
ammetta qualche altra ipotesi spesso verificata in pratica.

Noi supporremo anzitutto che 'aa-g e quindi w, siano funzioni periodiche

di w a valore medio nullo nell’intervallo w, w + 1 e ¢id per qualunque w, per
qualunque J compreso fra J,+7v, J,—7n e per qualunque a(f). S'intende

che il valor medio di %g si suppone calcolato supponendo J e a costante e

solo variabile w.

In secondo luogo ammetteremo che nell’ intervallo (') (O ) esista

1
> o(J(0), a(0)

un valore #, di ¢ tale che in esso sia — (J(t,), a(t,), w(f,)) = 0. Questa ipotesi

Ja
pud ritenersi verificata in pratica per le seguenti ragioni. Si consideri la
. Vv . . 1
funzione “a _E(J(O)’ a(0), w(0) + w(0)f) questa funzione essendo in (0, uTO))

periodica a valor medio nullo assumerd in questo intervallo valori in parte

(4

positivi ed in parte negativi. Percid se per fissare le idee la % ¢ in t=0

1
 ©(0)
funzione & negativa. Ora poiché, come si & gia visto varie volte e avremo
occasione di ricordare pil innanzi, la differenza fra J(t)— J(0), a(t) — a(0),

positiva esisterd certamente un punto f dell’ intervallo (O ) in cui questa

w(t) — (W(O) -I- (i) ¢ in tutto (O, i) dell’ ordine di A, in pratica molto

w(0) w(0)
piccolo possiamo ritenere per continuitd in £ 3o negativa e percid esistera
. 7 (. 1 .oV
in (0, ¢) ossia in O, (0] un valore ¢, per cui 3 ¢ nulla. Del resto con le

considerazioni che precedono & facile verificare 1’ esistenza di {,.
Cid posto torniamo alle nostre formule & osserviamo che si avrebbe:

14

v
(1) w:w@fﬁ@@ﬁ+wmﬁ
0 0

©)°

(1) Per brevita I’ estremo superiore di questo intervallo verrd indicato con u—)l—-
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Noi prenderemo come valore approssimato di w I espressione w tale che (!):
4 b

(72) = w(0) +|o(J(t,), a)dt +a'm,dt.
0 0

Sottraendo membro a membro la (71) dalla (72) si ha:

t t’
(73) w—w|<] fm(J, a)dt — o(Jt,), a)dt { + | fa'wadt
0 0

Quindi trovando un limite superiore del secondo membro di questa equa-
zione ne segue subito un limite superiore per il primo. Ora ricordando la
proprieta di w, e ripetendo gli stessi calcoli fatti per il calcolo del limite

(1) Si noti che si ammette di conoscere J(f,) invece di J,. E possibile perd calcolare
un valore approssimato di J(f,), J,(f,) tale che la sua introduzione in (72) porti ad un errore
dell’ ordine di A,,@-@¢'max? per le nostre approssimazione trascurabile. Noi porremo:

to
() Tt = Jo— f a'J, dt.
0

Essendo J,, analogamente al capitolo primo J,, calcolata per J=J,, a=a(0),

o = w(0) + Allora integrando la (12) sottraendovi la («) e ragionando nel modo con

t
(0)’
cui si & giunti alla (24) si ha:
|98 — Tu(6) | S 200 S oo By

®Wmin

Quindi:
124

| [ttt @ — oty apat| < 2 s0-amast
0

come dovevasi dimostrare.
Naturalmente si ammette nota anche f,. Questo valore si potrebbe calcolare approssi-

/e

come si & detto da —g%’ di un termine dell’ordine di Aa, termine il cui massimo indicheremo

’
mativamente nel seguente modo. Si indichi con (ﬂ) la 2%7(]0, a(0), v(0)¢), questa differisce

con PAja essendo P un numero facilmente calcolabile. Allora ¢, sard compreso fra quel
. 7
valore # in cui aa—Z—PAma,>O e quel valore ¢’ in cui Z—g+ PA,a < 0. Ammetteremo 1’ esi-

stenza di #, #’ e che #' — 1 sia dell’ordine di A,a. Allora ragionando come precede & facile
provare che se si prende come valore approssimato di f, un qualunque valore fra # e #’ si
commette ancora un errore dell’ordine di A,@<0'max? ciod un errore trascurabile. Si po-
trebbe cercare anche un metodo di approssimazioni successive per il calcolo di #, che evi-
tasse le ipotesi fatte in questa nota, ma non ne vale la pena giacch® questa ipotesi sono
assai spesso verificate in pratica e del resto in pratica J(f)) e #, si ha nei dati del pro-
blema stesso.
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superiore per |J —J,| si pud dire che &:

(14) lf

essendo la Z costruita in modo analogo alla Z che appare nel limite superiore
di |J—J,|. Resta da trovare un limite superiore per il primo termine a
secondo membro di (73).

A questo scopo si osservi che & valida la relazione:

= (ZA 0 + 44,0\ V(a, t) -+ AA,a@

&

(75) | f ol a) f (t), @ dtlg, f (0], a)—olJ(t,) a))dt‘—l—‘ ](m(Ja w(dit,), a)di].

Qra o:

ty to
,, . MHA,0 ,
(76) lofmJ a) — olJ(t,), a)dt‘gﬁzfl.] Tt dt = =5 ()

Molto piu difficile & il calcolo di un valore maggiorante per I’ ultimo
integrale a secondo membro di (75). A questo scopo dividiamo Y intervallo
(¢, t) in = parti con i punti t,, t,,.. T,~, punti tali che:

1 1

o), al)) T Y o), aw)

Potremo percid scrivere:

(77) T, = to -+

(78) lj:(w(J, a) — o{J(t,), a)dt | < |ﬁw(J, a) — alJ(,), a))dtl +
’f’—,—}a——w(‘f( dt| lf (0, @) — w(J( a))dtl

Consideriamo ora I’integrale generico:

ftur)-;-},.a)——w( J(to), a)dt, jH-J a) — wlJis,), a))dt|+

T, T

+ | f(u)(J(‘t,‘), a) — o(J(t), @)t ]

(79)

) MA . .
() La relazione |J(¢,) — J | ST(’;’;E valida per ¢ in (0, %) si ottiene subito dalla prima

di (65) dopo averla integrata da ¢ a f,.
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Rifacendo lo stesso calcolo gid fatto a proposito della espressione per il
limite superiore di J{f,) — J,

(80) | J(x,) — J(t) | < (ZA .0 + MA,, @) V(a, t,) (Y)
[ T60) — T | < o sy + Ty S,

con il noto significato per @'max; @ max-
Percid si ha subito ricordando ¢ > «,

T+t Trt1
[oUe), @) — wlIit), a)it| < H [\ Js) — 7, dt <

20 nax M 0" max
< H — bty — T,)
( Wmin 2 Omin ) ( e r)

(81

Quanto all’altro termine a secondo membro di (79) sono necessarie varie
osservazioni. Anzitutto si noti che si ha:

Bl )=o), afe) + (57), (10— Ji=) -+ (37). (@l — atz) -+
| S O — Ty + 2| e L0 — Jeiatt) — afe)) + | 52 |t — ate)
Dove ;;_.a})r, ) (g—z)nsigniﬁca il valore di queste derivate calcolate per J=J(t,),

@ = a(t,) mentre le derivate entro parentesi graffa significano valori di queste
derivate per valori di J(t) e a(t) per T in 7,, 1,4,
Con analogo significato dei simboli si ha:

o). alh — ais)

a Ty

eﬁs (alt) = af=)"

Allora se col suffisso max posto vicino ad una certa grandezza inten-
diamo al solito il massimo in valore assoluto di questa grandezza per J
compreso fra J,—7 e J,+7n e a compresa fra (0, #). Abbiamo sottraendo
la (83) dalla (82) e sostituendo nel secondo membro di (79):

!

Trta '
Y

83) o), a) = o(/(s), afs) +(

T

1
(J(t) — J1 dt} + L (g — %)

Tr

(!) A rigore in luogo di V{(a, 7,) si dovrebbe meitere la variazione totale di a in £,, z,
Ma essendo questa variazione inferiore a V{(a, t,) conviene mettere nella (80) la V{a, t,).
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con
__1{%0j sy 2§ P 2
(85} L= 3 a—Jz ma.xM 3 aJaa max :aaz fmax )
. Trt1
Calcoliamo ora un limite superiore per f('J —J (-:,))dt'. Si ricordi anzitutto:
Tr
dJ 1
(86) Tt__a"““—a y

Si osservi poi che é:

I—n1
VI (), W) +—- ", a(t)
BV, wit), aft) ( T — )
(87) dadw o dadw =
< BIJ(— )] + 8| nlt) =) — |+ Plaif) —afe)]|

E ricordando che wn,) +—t_ r
. Tyt — Tr

del primo capitolo si pud affermare che in base alla (21) il termine che mol-

& analoga alla w, usata nel paragrafo 2

tiplica S & inferiore a (M H + K, )(t,4., — T,) + A/| a’|dt.

av(t) W()

3w 3adm il primo membro di (87)

Si ha cosi indicando per brevitd con

1

V(Y V(s ,
gy |22V mm+mmﬂ+mmﬂ~m+M+ﬂﬁwm

= 2Z0/,max (t - T,.)-
{ oV

Quindi indicato per maggiore chiarezza js——; e oy rispettivamente (*
P g8 | 3admw 7, (dalk,
2 N
SZBV gV calcolate per J = J(z,), w=wn(t r)_,_r_f 1:,1 , a=a(t,) e con @’y un
749 r

() Cid si ottiene ricordando che J(§) — J(t,) << M,0'max(t —=,), |a(f) - a(r,)|<a¢'max(t—r,).

a2
(?) Si noti che (0 V) coincide con oV, sopra considerata.
0aon )T, oaonw
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120 D. Grarri: Sopra alcune applicazioni de:qli tnvariants adiabatict

valore di a” per ¢ compreso fra T, e 7,4, si ha subito dalla (86):

o *v o v ..
®) JO—J faaaw ”faa dt+f = %) s =
T‘r
B PV _dE) eV
=a (n)f o o 2t + 00 =% | S -+ ot
tr
dove si & indicato con g(f) 1’ espressione :
t
2V L [(BV @V
(90) 90 / e Ot — )+ (5) f (aaaw_(ﬁoﬂ%)T,) dt

T, T,
e con o, la w(/(t,), a(t,)). Abbiamo subito :

Maa mn;(i:ﬂ&l: + Za’zmax (t —_ 'tr)g-

l9(t) | <
Si ha cosi:

(91) , f (J(;)—J(r,))dtg %TL) f (3;; r,dt af,) AV(J(x,), aa(c,), alv,)
+|f dtl + aaf‘cz)g;,(«f( ), W(t,), a('c,.))l_|_ ];(-;)dt‘.

Il primo termine a secondo membro si & potuto omettere in base alla

relazione :
w(t,)+1

r-lélV [ SV(J(T,.), W(T,,-) + ;f_ TVT ’ a/(rr)
r+1 " r
(92) f 3 %a, | T, di = da aw
W(TT)

e all’ipotesi che il valor medio di %;—7 calcolato da w a w+1 con J e a co-

stante ¢ nullo.
Trti

f (Jt) — J1z,) | dt rimane da

Tr

Allora per frovare un limite superiore per

. - . oV .1
trovarsi un limite superiore per a calcolato per ¢ =+, valore che ora indi-

cheremo con aa—z (z,)-
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Ora possiamo scrivere : ricordando che %%: (¢) =0

V) V()

(93) | %a oa

3V(z,) V) aV(zH)x RCL G
da da )

da da %

Calcoliamo ora un limite superiore per un generico dei termini che com-
paiono a secondo membro di (93). Si ha infatti:

3V(t)  Vir,)| |3V

(94) ' 4 | < | S (), i), ale) —
— %g (J(‘C.,_‘)(W(‘Cs_,) -+ ‘1)(73—4)(75 - T&—l)’ a‘tx—c))' +

v

vV
+ ‘ % (J(zs—y), (T + (T )T — To_,) Wts—,)) — 3

leems) (s afse )|

Ora 1’ultimo termine & nullo per la periodicitd di gg. Quanto al primo

R . . . . {3V *FV\ &V
indicato con M, A4, @ rispettivamente al massimo di (Wv)’ (Ba_aJ) s 3g2 Per ¢

in 0, ¥), J in J,—1, J,+ m e per qualunque » si ha:

95) |5 G, wls), afe) — 5 Ui -+l Ja—im, alnd)| <

= Ma | W(T#) - W(Ts—l) - w(TJ—l)(TS - Ts—x) | +4 l J(Ta) - J(T-"—l) l +
+ Q| alty) — afr,- ) |

Ora indicando con K un valore maggiorante in (0, ) e J,—v, J,+ 7
per la grandezza finora indicato con questo simbolo e ricordando la (22)

(96) | 'I(Te) - J(Tt—x) l = Maa”max('tx - T:—A)
| a’(‘ts) - a(Tl—l ’ = a’mEX(TJ - TJ—l)
| (v} — wl(te—,) — O(T—)(vy — T—) | < (w

Quindi si ha:

o [V | (K

-+ A)a,’max(':, — T,_,)

®min

s 20,4 + Q)a’max(t, )

min

Quindi si ha sostituendo in (94)

V(.
(98) _a(T_) = ( M, (K + HM,) + oM, A4 + Q)a'maxt'-
a Wyin
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Percid tornando alla (91) abbiamo:

Trt1

(99) [ / (Jt) — J(z))at ] <(KLO;_I’W)+2M A+ Q) e T— .
T'ﬁ 114 t 2 TT+‘
-+ / cad m;( = a1 + Za/’zmnx/ (t—=,)%dt
Tr
Trt1 X HM o
(100) \ f(J(t) JG, dt( g(—(*%—) M4 + Q) max g n) 4
Ty )
-+ Mo Imax(gr+« — %) ~+ ZalzmaX(T§+4 —)° =
2 M a max
[(M ol K i—'HMa)_'_zMA_i 0 3)0:0@, L2 ]( e — ).
Quindi si ha:
Tyt
(101) [/ o, @) — ot} a)dt|<

(Hl”a(K —+ Hﬂ[ﬂ) w 4 g‘{{_)a’gmaxt/(fr—iﬂ - T,) +

Omip wmm 3 ®min

awmaxtl(‘tr*-j ) -+ M Ha max t(’t""“ T’") =

-+ Omin 3 Omin
- = 0 paxl (T, — T) A MO 1 naxd (St — T,).
Essendo:
v H 4 ZH L
(102) m — HM"(IS + HMa' + ?_'IMLIILUAL/Q A4 g Omin -+ Y.
(103) "= 2M, H
3 Omin
Si ha poi:
t/
104 ot ) — wirey, o) 1
¢ Tu—t , )
ﬂ‘”’ a) — o{/(t,-), a)ldt‘—k fm(J(w:n—,)y a) — o), a)dtyg
Tpn—1 Tn—1 t, M H . t/
0 maxt’
HZ, et S dt
<HﬁJ(t—J(c,,_‘)]d¢+_ﬁﬂ/jdH ] <
Tn—1
Tp—1
gfLM*A— | m et st |

(Dmm
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Allora sommando la (104) con le (101) e (76) si ha:
tr

f o(J, @) — o(J(t,), a)dt | <

0

2HM

min

(105)

Ama + m(a//maxt,)? ~+ 10 maxt”.

e da questa formula si ottiene facilmente, aggiungendo (ZA,,a + AA,,a)V(a, t) +
+A44,,a) la cercata espressione per il limite superiore dell’ errore commesso
nel sostituire alla soluzione esatta del sistema (65) la soluzione approssimata.
Come si vede a parte il termine in A,a, che & di solito piccolissimo, 1’ errore
dipende da (@'maxt)’? © @'maxt™ Ora se la o variasse in modo lineare a'maxt?
sarebbe nulla mentre o'mazf’ sarebbe 1’incremento che subisce la ¢ nell’in-
tervallo (0, ¥).

Percid in questo caso si pud affermare che la nostra integrazione ap-
prossimata & valida nell’intervallo in cui si pud ritenere infinitesimo il
quadrato degli incrementi di @. Se invece @ non varia in modo lineare non
& possibile un enunciato cosi semplice del nostro resultato. Si pnd perd
osservare che essendo A,a’ molto piccolo nell’intervallo (0, #) si pud pre-
sumere @ maxl? dell’ordine di (@'maxf)® (*), © percid si pud ancora enunciare il
teorema nel modo sopra indicato. ' '

Comunque per piu esattezza la fermula (105) serve in ogni caso per veri-
ficare entro quale intervallo la soluzione approssimata & sostituibile a quella
esatta. Prima di lasciare la questione, vogliamo notare che, come scende anche
dalla nostra dimostrazione, sarebbe stato possibile trovare un limite superiore
pit basso di quello calcolato, ma esso sarebbe risultato assai pitt incomodo
nelle applicazioni. Osserviamo poi che per esprimere 1’ errore commesso sup-
poniamo noto il modo di variare di @ ossia di conoscere @'max. Ma cid & ne-

i’
cessario altrimenti non sarebbe possibile il calcolo di fw(](to), a)dt (%)
0

9. Calcolo approssimato del numero delle oscillazioni. — Se il metodo
d’ integrazione approssimata delle nostre equazioni & valido solo per un inter-
vallo di tempo che possiamo dire ristretto, rispetto all’intervallo in cui la J si

(1) Questa presunzione si pud giustificare in base al fatto che Aa’', da sono dello stesso
’ al’

ordine di grandezza e sono in (0, #) molto vicine all’unita. Allora & facile de-

almax’ a"mﬂ,x
durre @' 'max dell’ordine di @¢'2max cio® @”maxt'? dell’ ordine di (a'maxt’)?.
(® E poi ovvio che la nostra integrazione vale per # nell’intervallo (0, k) in cui
14

JJ—do| <
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124 D. Grarri: Sopra alcume applicazions degli tnvariants adiabatici

pud ritenere costante, & possibile perd partendo dalla (67) ottenere per certe
grandezze delle approssimazioni valide per tutto 1’intervallo in cui AJ si pud
ritenere trascurabile.

Noi calcoleremo con approssimazione piu che sufficiente per tufti i bi-
sogni della pratica, il numero delle oscillazioni che subisce il nostro sistema,
intendendo per numero delle oscillazioni il numero delle volte in cui w as-
sume valori interi, ossia in sostanza la w stessa, ma questa volta interessa
che I’errore sia piccolo rispetto alla % non come nel paragrafo precedente
rispetto all’unitd. Questa ricerca pud avere interesse per esempio se si volesse
conoscere quante volte un pianeta & passato in un certo tempo al perielio.

Come & noto la w vale:

v %
(106) w = |o(J, a)dt + |a'w,dt.
' o 0

Mentre il valore approssimato che noi proponiamo per il calcolo delle
oscillazioni sara

t!
(107) W = fw(Jo, a)dt.
0

Quindi I’ errore relativo commesso A vale:

o

’ t

o/, a) — o(J,, a)dt + |a'w,dt

(108) A=1 b
12 t
U(o(J, a)dt |—fa’wadt|
0 B |
Ossia :
tl
[m(Jo, a)dt
(109) A=1— I

’ tl
Jotde, at + [ (O, @) — o(J,, a) dt + [a'm, dt.
0 0 )
Ora &:

t
(110) | fa'wadt [ = (ZApa + AA,a\Via, §) + AA,a.
0

Si ha poi appli‘cando il teorema della media e indicando con f un va-
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lore del tempo intermedio fra (0, ¢

’O/t,(w(.f,a) o{/,, @) dtl—l/ Jo,a)( “’(fo,‘;))dt~—_—

:Um{Jo,a)dtH“’(J“_)’ aft) — oy, alf) / ol apdt| ) — 1, <

(!)(Jo, a(t v Wmin
i
/ (5, a)dt[——}_l_ [ZA,,a + M A,,a'| V{a, )+w£lgAma].

Omin
0

Ossia :
() A=1— H ZAl AA,a\Via t)+Ab.a HMA o
1+ 27,04 ,8 ) Via, 1)+ Do L AN V0 0 AB0e | HOL, 2,00

. Jol, a)at

0

Come si vede subito con una semplice riduzione questo limite superiore
per A & dell’ordine di A,,@ e A,a. E percid se queste grandezze sono molto
piccole risulta subito che X & piccolo, restando cosi dimostrato il nostro asserto.

CAPITOLO III.

10. Generalith sui sistemi a due parametri variabili. — Riprendiamo
ora il caso in cui il nostro sistema meccanico abbia due parametri @ e b.
Supporremo che a vari al solito in maniera tale che Aa e Aa’ siano molto
piccoli cioé in modo da avvicinarsi a variare in maniera infinitamente lenta
e graduale, mentre sul modo di variare di & non facciamo per ora alcuna
ipotesi. Allora vogliamo dimostrare che la differenza fra J e la y definita
nel capitolo primo, & nulla se @ varia in modo infinitamente lento e graduale
ed in ogni caso & possibile dare un limite superiore per la differenza |J—y|
in modo da poter verificare se la y & sostituibile alla J con sufficiente
approssimazione.

Percid riprendiamo la formula (14) del capitolo primo:

114 i
(112) T —y|< { [a'Jadt} + | forir, — Tyt [
0 [
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E poiché J, & Lipschitziana possiamo scrivere:
(113) |7 —Jo| < T|T—yl.

Essendo T il massimo di 38_:]; per ¢ in (0, #) e J compreso fra ymax + 7,

Ymin — 7 © per ogni w. Naturalmente come nel capitolo primo supponiamo (0, ¢
compreso nell’intervallo (0, %) in cui |J —y| & inferiore a 7.
Si ha allora:
tr

(114) \J—y|<It) + Tﬁb’[w-—ymt.

i
Dove I(t') & il limite superiore gia calcolato per l/a’Jadt| ossia M A,a +
0

“+ (ZA0 + M A0 Ve, V) + Z'A,aV(b, ).
Per trovare il limite superiore cercato si consideri la funzione soddisfa-
cente all’equazione:

(115) ' V=1It)+ T ﬁ o | V.

Noi dimostreremo anzitutto che V & maggiore di |J — Y |. A questo
scopo si sottragga la (115) dalla (114). Si ha:

124

(116) T — i — VgTﬁb'|(|J—Y|—V)dt.

Ora per t=0 & J —y =0 mentre V vale I(0)=M,A,,a. Allora per
=0, |J—y|~- V<0 e per continuitd resterd tale in un intorno (0, 9).
E facile vedere che I’intorno (0, 3) coincide con (0, #). Difatti se fosse 3 < #
sarebbe per t =398, |/ —y|— V=0. Ma essendo in (0, 3), |J —y|— V ne-
gativo il secondo membro sarebbe per {=20 negativo, mentre il primo sarebbe
nullo il che & assurdo. Segue percio |J —y| < V in tutto (0, #).

Calcoliamo ora V in base alla suna definizione (115). Derivando questa
equazione si ha:

av  dI o , | da , ab ,
O | V= (280 + M8 a—t'+ZA,,,,al07t’+T|b|V
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e ntegrando questa equazione differenziale si ha:

tl

'.Ij|b'|dt fT|b'|dt[

da
dt

db

V=e?’ dat

(ZA' o + M, A,0) + Z'A,a

Hdt + V0) <

< ™| ZAua + M0, | Via, ) + Z'D,aV(, £) + M,A,0).
Quindi: ‘

(117) | T —y|<e™®"(ZA,a+ MA, 0} Via, t)+
+ Z'Ana Vb, t) 4+ M, A a) = e OV1E).

a m

Da questa formula & facile anzitutto verificare in quale intervallo (0, ¢)
resta sicuramente |J —y| inferiore a 7 perché basta verificare per le ragioni
esposte nel capitolo primo se in un certo intervallo & inferiore a % il secondo
membro della formula in discorso. Naturalmente si vede subito che a parita
di Via, t), V(b t') questo intervallo & tanto piit ampio quanto pit piccolo @
A,a e A,a anzi se la @ varia in maniera infinifamente lenta e graduale la
differenza fra J e y & nulla in qualunque intervallo (0, £) (‘) finito o infinito
in cui V(a,t), V{b, ¥') restano finite. Questo resultato si ottiene con conside-
razioni analoghe a quelle svolte nel paragrafo 4 del capitolo primo.

11. Osservazioni critiche. — Dobbiamo ora aggiungere alcune osservazioni
sulla portata pratica del nostro resultato.

Si notera anzitutto che la formula (117) & applicabile se V(a, £), V(b, £)
sono finite. Ora affinché V(a, #) abbia un valore finito & abbastanza grande
essendo A,,@ molto piccolo, deve essere grande il numero di periodi compresi
in (0, #). Ma allora salvo casi speciali, dovrebbe essere Ab molto piccolo altri-
menti V(b, /') diventerebbe enorme e la nostra limitazione non sarebbe appli-
cabile praticamente.

Sembrerebbe da cid che in sostanza per applicare la (117) fosse neces-
sario ammettere che la b vari in modo analogo alla a e che pereid il nostro
resultato non avesse alcun valore perché si riducesse al caso di un sistema
in cui vi sono due parametri variabili come a. Si deve perd notare che per
avere V(b, ') finito, si deve per quanto precede supporre in generale Ab pic-
colo, ma non vi & alcuna ipotesi da farsi su Ad. Percid si pud dire che il
nostro resultato vale se b varia in una maniera che si avvicina ad essere

(!) S’intende compreso in (0, &’).
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infinitamente lenta, ma non si avvicina affatto ad essere graduale. Questioni
di questo genere si presentano mella meccanica celeste.

Altra obbiezione che si pud fare al nostro resultato & che la y viene rica-
vata da una equazione differenziale in cui appare J, che dipende da w la quale
¢ incognita fino a che non si sappia integrare tutto il sistema (5). Percio il
nostro resultato & applicabile quando per altra via si conosce la w(f) oppure
il caso in cui si possa esprimere w come funzione di b perche allora basta
integrare I’ equazione

dy V5

P i bd,
in cui la sola incognita & la y. Di questo caso vedremo una applicazione
alla meccanica celeste.

Poi il nostro resultato pud avere interesse qualora si vogliono conoscere
alcune limitazioni per la J. In questo caso pud essere facile trovare un Ii-
mite superiore per y in base alla (13) e da questa risalire ad una limita-
zione per J.

Speriamo in ricerche future di mostrare alcune applicazioni delle for-
mule ottenute in questo capitolo.
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CONTRIBUTI ALLA TEORIA DELLE CONNESSIONI.

[. CONNESSIONI PROIETTIVE: COSTRUZIONE AL FINITO,
CLASSIFICAZIONE SECONDO KLEIN.

Memoria di Exea Borrororri (a Firenze) e VAcLav HravaTy (a Praga) (¥).

§ 5. Curvatura, torsione.

22, Abbiamo gid accennato (n. 15) alla non-infegrabilita (in generale) del
trasporto (14.2) (*), ciod della connessione proiettiva Aﬁ,(ﬁl. La verifica &

"

semplice: supposto che dal punto § al punto & il trasporto proiettivo dei
U

punti (geometrici) si faccia, per integrazione delle (14.2), lungo una linea T,
e indicando con Al.M(E, §; T) i coefficienti della rappresentazione omografica
[

cosl ottenuta — i quali a priori potranno effettivamente essere, oltreche
funzioni delle £ e &, anche funzionali della linew I' — dovremo avere, per

una serie di p:mti #ME) = 24§ | &) che lungo I' vari appunto secondo la legge
o

del trasporto proiettivo della connessione,
(22.1) 2(E) = AL 6 &; 1)@

(cfr. la (20.1)). Di qui, fissata per un momento la linea I, derivando lungo T
abbiamo (col solito significato e la solita couvenzione, cfr. nn. 13, 20, per
le A;%)

AALE &5 1) AL, & ‘)
G D R SR " dE"
(22.2) e —aér“" p (6 &5 D)at(E)

Dal contronto con le (14.2) ricaviamo che le A%, E;T) sono soggette alle

condizioni differenziali

(22.3) (a A,

& + ALAY )d "= oAl

ove ® indica uno pfaffiano arbitrario. La non—integrabilitd del trasporto (14.2)
(*) Continuazione e fine, ved. tomo precedente, pagg 1-45.
¢9) Ved. (29).
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& conseguenza della non-integrabilita delle (22.3); effettivamente troviamo
subito che, posto
(224) A'r‘skkL = asAKr —9, A)Ffs -+ A;rA};s - ;.sA}v’:r,
poi

el At
(225) Lrsl —_ Arsl n

8 A%y’ = 8,L, — ,Lis + L3, Li, — L L,
+1
(ved. le (17.13)) condizione necessaria e sufficiente perché esista uno pfaffiano
o = h,dE" tale che, corrispondentemente, il sistema (22.3) ai differenziali
totali sia illimitatamente integrabile, &

(22.6) ' Lis" = 0;
¢ verifichiamo agevolmente in modo diretto che questa é pure la condizione
perché sia integrabile il trasporto dei punti, (14.2). In generale la (22.6) non

¢ verificata, cosicché 1’ omografia risulta appunto, come accennavamo, gene-
ralmente un funzionale della linea T, oltreché funzione dei due punti £. £ fra
(]

i quali detta linea & tracciata in X, .

Il sistema L,3", tnvariante per le (14.6) (a differenza di A,:") e quindi
determinato dalla conmnessione proiettiva, & un tensore misto, affine per gli
indici 7, s, proiettivo per gli indici A, p; di grado normale e quindi nullo.
Lo diremo il tensore di curvatura della connessione proiettiva (‘). Abbiamo
gid una interpretazione geometrica del suno annullarsi, un’altra ne indi-
chiamo ora:

Fin qui, nel presente §, nessuna restrizione é stata posta circa il riferi-
mento adottato, che dunque si pud supporre sia un A-riferimento. Avuto

(49) Cfr. 14, p. 215; 17, p. 421, o 34, p. 165; fra i lavori piu recenti, 71, p. 418; 108. I1
tensore L, ;" qui definito « tensore di curvatura » & introdotto in B. 70, p. 245 & costruito

in modo analogo al tensore L7 il cui annullarsi, in una varieth a connessione affine,
indica la integrabilita, del trasporto delle direzioni. (Ved. B. 60, p. 93: B. 66 pp. 370, 376),
Nella maggior parte dei lavori precedenti, come non si fa netia distinzione fra connessioni
e derivazioni proiettive, cosi si dice fensore di curvatura della connessione quello che forse
& pit giustificato dire tensore di curvatura della derivazione: quale A" per A;’fr, e i ten-
sori I‘;;{}, I, indicati pitt innanzi (form. (28.8), (23.9)) per (I‘:;V. ).

Notiamo ancora che introducendo il tensore T):M (ved. (?¢4)), in conseguenza dell’inte-

grabilita della connessione H?;,r(éo , £) si ha (qualunque sia il punto &)
2 A 1 . . .
L) = (asT-w N A OTT?W])E:&),

e quindi la condizione perche anche la connessione (A:lr) sia integrabile si pud anche espri-
mere mediante T)‘LW" (Naturalmente & condizione sufficiente, per 1 integrabilita della con-

nessione (A:;r)y che esista almeno un punto §, in cui sia, identicamente per §, T)fw(&o, £ =0).
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riguardo alle (17.1) e alle (14.6), ne ricaviamo facilmente che I’ annullorsi
di Lisy" & anche condizione necessaria e sufficiente perché sia possibile scegliere
UA-riferimento in wmodo tale che uno dei corrispondenti sistemi di parametri
misti Aﬁr della, connessione sia formato da wumeri tuttéi nulli. Ora le (22.3)

mostrano che allora e solo che uno dei sistemi di valori delle A:;r ¢ formato
da numeri nulli le omografie (22.1) si riducono a

(22.7) (6 = 7.

11 che del resto era ben prevedibile perche si comprende come I’ esistenza
di » + 2 campi di punti (dei quali n + 1 qualunque éndipendenti) conservati
dalla connessione porti U infegrabilitaé di questa, e viceversa. Ora: quando
la X, & essa stessa uno spazio proiettivo P,, con questo si pud intendere
coincidente lo spazio proiettivo tangente ad essa in un qualunque suo punto;
ed esiste per essa una connessione proiettiva (integrabile) privilegiata, di
banale semplicith, ottenuta a partire da rappresentazioni omografiche H%H(E, £)

tutte coincidenti con Uidenlila. Se, quale A-riferimento, si prende un ordi-
nario sistema proiettivo in P, — che dunque ¢ sempre lo stesso per tulti i
punti di P, — le omografic H%p 0 Al.p (qui fa lo stesso) naturalmente sono
date proprio dalle (22.7). Viceversa: quando le (22.1) possano rappresentarsi
nella forma (22.7), con conveniente scelta dell’A-riferimento, la connessione
pud identificarsi con quella dello spazio proiettivo, immaginando coincidenti
tutti gli spazi tangenti, e su essi, coincidenti pure i sistemi coordinati pro-
iettivi dell’4-~riferimento. Questo pud esprimersi dicendo che !'annullarsi
del tensore di curvatura é la condizione perché la varietad a connessione pro-
eltiva st riduca o uno spazio proiettivo (o pill esattemente: perché la sua
connessione proiettiva si riduca a quella, privilegiata, dello spazio proiettivo).

23. 11 tensore di curvatura L,s" si pud esprimere (in relazione a un

B-riferimento) anche pei paramelri normalizzati I“lw (come a priori & evidente);
i

e invece A" si pud esprimere per l‘ﬁv e Ad,:
i

(231) Avslp = 381‘% - a,l‘&s = “;\r [‘Ss - 1‘;31‘51' + agf(asAgr - B,AZS),
i 1 11 1
(232) . I‘f‘sliL = asrgr - a1-1‘58 -+ P;,.Fl:s _ ‘;\s P\}:r - 1 By(as]‘:r - 31'F:3)'
1 1 101 1 n-41 1 1

Si petrebbe pensare che anche il gruppo di termini

as]:yr - arI;})):s + F;TFE’LS - {‘;sygr
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costruito con le I}, come il tensore A" con le Al,, fosse un tensore: questo
i

invece non é per un B-riferimento qualunque, ma soltanto pei C-riferimenti
(o casi particolari). Il che si potrebbe verificare direttamente, ma risulta
chiaramente da quanto segue:

E naturale provare a costruire delle formule analoghe a quelle, ben
note, di commutazione delle derivate seconde covarianti, o dei differenziali
secondi assoluti, dei tensori affini: nelle quali appare sempre il lensore di
curvatura della corrispondente connessione affine (insieme al {fensore di
torsione).

Limitiamoci a prendere in considerazione il caso di un B-vettore pro-
iettivo controvariante di peso p ed eccesso e (o grado g) qualunque: !’ esten-
sione a tensori proiettivi (analitici) qualsiansi risulta agevole.

Per 1’operatore & abbiamo, posto

(23.3) A, =3, —93,A,

(tensore affine, in conseguenza delle (17.9)):

(23.4) (3,3, — 3,5, )t = Ajitd Erd Esmwr — (eA,, + pAy)d,E"d, Erwi.

Il termine contenente A,; manca se e—=0: la corrispondente formula vale

anche per un A-vettore. I’ operatore vy, (derivata covariante mista, fatta coi
parametri Aﬁ,} non si pud applicare che a tensori proiettivi, dunque non si
puo costruire U operatore alternato v,yv, — v,v, (per tensori proiettivi).

Passiamo ora alla diiferenziazione assoluta proiettiva, per ora con para-
melri generali I‘fw, I,. Premettiamo I’ osservazione che, quando d:° si intenda
dato dalla (10.4), sia cioé uno pfaffiano nelle dt", (d,d, —d,d)E° & il suo
covariante bilineare:

(235) (didl - dldz)Eo = Ugsdug"dzgsa
ove abbiamo posto
o __ Tr) T,.
58 b2 (72) =2 ()
onde, per le (10.2), oys ha la legge di trasformazione
(23-7) 02‘;8’ pamnd A;Ag;ogs -+ asrA;)-/ — e,.IA:I .
Cid premesso: posto
(23.8) Do = 803, 1 — 813, 1 4 U5, Uh — D5 T, — 14,3780 o0
(23.9) I, = 339,15 — 83,1, — 8,85 051,

si ha, col solito significato per w*:

(23.10) (0,0, — 0.0, =T ;;;*f'wl*dfdgm — (gl + pT550)d B d o’
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dove, naturalmente, il termine con I',, mancherd se w* & di grado zero. E ora
possiamo formare anche 1'operatore alternato B,D, — D, D,:

23.11) (BB, — D, D jw = Tyimwr + (T, — [T, — 553055 o) Dav® +
p.
+ (9T, + P57
o anche, posto
(23.12) 28, =T}, — Tt — 8372, 074,
23.13)  (®,D, — B D)t = I 0 + 28,0 D - (g1, + pludh.
B

In questa, che del resto si collega alla (23.10), essendo

(23.14) 0,0, — 0,0,)w* = (B, D, — B, B Jw'd,Ed 5 +
+ 28, D d,Evd, e,

I‘;;\,ﬁ, S, e T, sono effettivi fensori proiettivi, tutti di peso e di grado zero.
Con questi tensori si possono dunque scrivere tutte le formule di commuta-
ztone delle derivate covarianti proiettive; essi possono servire per [formare
tutti gli invarianti delln pin generale derivazione proiettiva. Ma veniamo al

caso particolare in cui questa & la derivazione che ha per parametri ¢ para-

Lok

metri normalizzati T';, di una connessione proiettiva. Allora il tensore IV
i

diviene

vee A PSS Treee h
(2315) vap =39, aw}rsg;

cio¢ in sostanza esso &, come A;;,;} e L;‘s;f‘, un lensore misto; legato ad essi
dalle relazioni

(23.16) At =Tk + 8T,
‘ 1
e ceebe L Ppree.v
(2317) Lrsl — Frsk n+ 1 5)“ 8y

che subito si ricavano dalle (23.1), (23.2) tenute presenti le (23.9) e (18.14*)..
Poi: valendo ora le (18.14*), si ha, nel caso attuale,

(23.18) - Doy = 88, = 8130(Ay, — o7s).
i i
Infine le (23.8), (23.12) e (18.10) danno
(23.19) 285 = Ty,
1 1

il che porta per conseguenza, essendo B* le coordinate dei punti della X,
o

sugli spazi tangenti dei quali sono punti di contatto, rispetto al B-riferimento
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. x
(onde numericamente avremo B*=dg):
(]

(23.20) 0D, = 0,0,) B =Tisad, Brd Eo = 28;;}d Eod 2
t 1 1 17 ¢ t 1

= 28;:.d,Erd Ee.
ES

A questa formula si collega una interpretazione geometrica di cui diremo
fra poco; per la quale Sy pud dirsi il femsore di forsione (') della connes-
1

sione proiettiva. Un’altra interpretazione vale anche pel caso generale, di

una qualunque derivazione proiettiva I‘:;,,: si ha
(23'21) 0.0, —d0,)3 = bzdiél - bidzgl = 2S;V1d|§md2€v (”)-

Scriviamo ancora la formula, corrispondente alla (23.4), relativa alla diffe-
renziazione 5* con parametri L., (ved. la (17.15)), per un vettore analitico
proiettivo controvariante di eccesso 0 e grado O:

(23.22) (3531 — Bioawt = Ly d E7d gme.

Questa formula particolarmente semplice ci sard utile fra poco. Notiamo espli-
citamente che essa vale anche in relazione a un qualunque A-riferimento.

24. Veniamo alla interpretazione pit espressiva del temsore di curvatura,
e conseguentemente, di quello di torsione: quella cui da luogo il trasporto
proiettivo ciclico.

Accenniamo alla determinazione del divario per trasporto proiettivo, re-
lativo a una connessione (Allw), di un punto, lungo un circuito finito: secondo
un procedimento indicato, pel caso di una connessione affine, da A. J.
McConNELL (**). Sia I' in X,, una curva chiusa (regolare) tracciata in X, , e

contenente un punto O. Sullo spazio = tangente a X, in O sia P**) la
/] o

posizione che va ad assumere, per effetto pel trasporto ciclico lungo I’intera
curva I, a partire da O fino a ritornarvi dopo un giro completo, un punto

iniziale P(2*) di T. Osserviamo che non & restrittivo riferirsi al trasporto di
0o 0

un punto analitico, comunque normalizzato e quindi di eccesso e grado qua-

(*4) Cfr. 14, p. 216. Invece il tensore misto S;:", dato dalla (23.12), si potra dire fensore

di torsione della derivazione (I‘?;V, r).
(#2) Ctr. 16, p. 68.
(#%) Ved. 45, 1.
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lunque; infatti variando la normalizzazione delle 2%, e anche variando la

scelta del sistema di parametri misti A, potranno in corrispondenza variare

le coordinate di P* ma non il punto geometrico che esse individuano su =.
(]

Precisamente converrd supporre che venga trasportato un punto analitico
di eccesso zero, grado zero secondo la (17.15), che hanno significato éntrinseco
alla connessione anche pel caso — cui intendiamo riferirci — che il riferi-
mento per la X, sia un qualunque A-riferimento.

Prendinmo (seguendo il McCoNNELL) in X, una superficie o passante
per I', su cui I' racchinda una regione regolare, semplicemente connessa K.
Su ¢ consideriamo un sistema coordinato curvilineo (p, 6) del quale le linee
p(B = cost.) escano da O: e il parametro p su ciascuna di esse prenda in O
il valore zero. Precisamente supponiamo che da ciascun punto di R (escluso O)
e in particolare di I' esca una e una sola linea ¢. Sia 2* un punto analitico,
di grado zero, che lungo I' vari pel trasporto proiettivo rappresentato dalle
(17.15): in O esso avra due determinazioni generalmente distinte, che indi-

cheremo precisamente con 2* (determinazione iniziale) e #z*- (determinazione
o

o
finale): si tratta dunque di determinare il divario

(24.1) Adh = g*h 2
o ]

pel trasporto eciclico lungo T.

Definiamo 2* in tufta la regione R a questo modo: determinato z* in
ogni punto di I' (cio¢, entro il relativo ‘spazio proieftivo tangente) pel tra-
sporto (17.15) lungo I' a partire dalla determinazione z* in O, lungo ciascuna

o

curva p di R a partire dal punto (diverso da O) in cui essa va a incon-
trare I' determiniamo #* sempre pel trasporto (17.15). A questo modo 2* &
determinato in ogni punto di B salvo il punto O, ove generalmente 2z* avra
infinite determinazioni: corrispondenti perd al valore ¢ =0 e a differenti
valori di 9. E il campo di punti 2> cosi costruito in R soddisfa alle condizioni
S¥ g* et

(24.2) o 0, @ = 0,
ove intendiamo, secondo le (17.15), che ¢ sia il parametro cui sono riferiti i
punti di I

Accanto al campo di punti 2 (¢, 0) costruiamo in R anche un campo di iper-
piani (analitici, di grado O) w;(e, 9), a questo modo: a partire da una determina-
zione iniziale w, in O determiniamo #; in ogni punto di B mediante il trasporto

o

ag”

ES
57’0)\_%‘_[1;}70”_%:0

24. — =
(24.3) de e
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lungo la curva p che va da O al supposto punto. Dunque w;, soddisfera alla
condizione

. &,
(24.4) & = 0
in tutta la regione K. :

A questo punto non v'® che ripetere, con lievi ed ovvie modificazioni,
lo sviluppo esposto, pel caso da lui trattato, dal McCoNNELL (*!); sostituite,
per maggiore generalitd, alle coordinate p, b su o altre coordinate u, v tali

a ” 3§ . .
che in B nessuno dei determinanti funzionali (€ €) si annulli, abbiamo

o(u, v)
tenute presenti le (22.5)
%" E"
(24.5) w; Az = L,sIL Ty —=— ™ dudv
onde, applicando il teorema del valor medio,
7 JES "
(24.6) w Az — [Lrsu 20, 25 gi] ] dudv,
’ R

ove M indica un conveniente punto entro E. Conseguenza immediata & che
se, con lo stesso procedimento seguito per w,, formiamo n + 1 campi di

T
iperpiani analitici (di grado zero) indipendenti w,, e supponiamo che le de-

T
terminazioni iniziali w, coincidano con gli iperpiani fondamentali del riferi-
o

T
mento locale per lo spazio tangente in 0, e, di componenti &}, abbiamo
o

e T 851 a&s .
(24.7) Azr X [L,sp 20, — 3 3 ]M(T) /fdudu,
B

il significato di —* essendo quello gid precisato al n. 21; e con M) indi-
candosi % i-1 convenienti punti entro K. Ancora: se per A-riferimento
entro B prendiamo in ogni punto quello che ha quali iperpiani (analitici)

fondamentali gli iperpioni v:rl detti sopra, abbiamo
(24.8) A=t — / ij’ o ag dudy = — [L;-s;}z al 35} ] jd udv.
Ma)

(44) 45, T, pp. 211212,
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Di qui, il ricavare la formula relativa al trasporto ciclico infinitesimale (**)
sarebbe agevole; ma ad ogni modo I interpretazione voluta, pel tensore di
curvatura Ly, gia appare evidente. Se in particolare nella (24.8) supponiamo
che la determinazione iniziale del punto 2%, 2%, sia il punfo O medesimo, in

o

cui intenderemo posto (come si fa per gli A,-riferimenti) il punto fonda-
mentale B4, cioe e, allora anche in ogni punto di R il corrispondente
[ 0

punto z* diverra il punto e* del corrispondente riferimento locale, geometri-
o

camente coincidente col punto medesimo di B che & in considerazione: e
la (24.8) prendera la forma

(24.9) ABM % — L;‘s;,1 SE BE dudy = — L}QZ,)‘ SE QQ—J dudv.
° ‘v ou Ju v M)
R 7R

Risulta di qui che il punto variato O* coincide col punto O iniziale a condi-
zione che sia

(24.10) L = Ay =Tl = 8 =0
1 i

abbiamo cosl l'interpretazione cercata del tensore di tovsione S;’st e in parti-
1

colare del suo annullarsi.

§ 6. Connessione affine.

25. Fino ad ora si & trattato sempre di connessioni proieftive in generale.
Ma allo stesso modo che in uno spazio piano, secondo KLEIN, si possono
subordinare alla geometria proiettiva quella affine, quelle metriche, euclidea
e non-euclidee, e anche quella conforme (a un numero inferiore di dimensioni)
cosi alla geometria delle varietd a cownessione proiettiva si possono subor-
dinare quelle delle varietd a connessione affine, a connessione metrica generale
(di WEYL), a connessione eucliden, e non-euclidea; a connessione conforme.
Non ci occuperemo di queste ultime nel presente lavoro: ma nei riguardi
delle precedenti, mostriamo come esse si inquadrino nella teoria generale
delle connessioni proiettive, basata sulla costruzione al finito.

Cominciamo dalle varietd a connessione affine. Precisamente: in un primo
tempo determin_iamo una connessione affine entro una X, che ha gia una
connessione proiettiva (qualunque).

(#5) Cfr. 45, I, p. 213.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XV. 18
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Diremo che wuna connessione proiettiva in una X, .8 una connessione
affine quando esiste per essa un campo (n-dimensionale) dé iperpiani inva-
riante. La ragione della denominazione & evidente: assunti gli iperpiani del
supposto campo quali iperpiani émpropri, le omografie cui la connessione da
luogo entro gli spazi proiettivi tangenti in dne punti qualunque si potranno
considerare come affinita fra i due spazi; dei quali la scelta di iperpiani
impropri fa appunto degli spazi affini.

Oondizione sufficiente perché un campo d’iperpiani sia invariante per le
omografie, (20.1), determinate dalla connessione — o, come direme per bre-
vitd: perché tale campo sia invariante per la connessione — & che il sup-
posto campo sia invariante per un (qualunque) sistema di rappresentazioni
omografiche al finito (13.4), che dia luogo alla supposta connessione.

Cid premesso: entro una X,, in cui & dato un campo (13.4) di rappre-
sentazioni omografiche al finito fra gli spazi tangenti, sia assegnato un campo
d’iperpiani posti negli spazi tangenti, e non passanti pei rispettivi punti di
contatto: mediante un campo di vettori proiettivi covarianti T, che in rela-
zione a un B-riferimento non sard restrittivo supporre vettori analitici di
peso ed eccesso nullo, soddisfacenti alla condizione

(25.1) Ty=—1

(che vale a fissare il fattore d’omogeneita). L’ omografia (13.4) fra gli

spazi m, © tangenti in g(#* =a*) e in E(»*=a’) (ove con #', 2* indichiamo
4] o0 [/] (4]

coordinate proiettive dei punti su m, 7) in uno e in un solo modo si pud de-

comporre in una « affinitdh » fra i due spazi (ciod: una omografia che muti
I’uno nell’altro i corrispondenti iperpiani T,, T associati) e in una omologia
o

speciale di ® in sé, col centro pel punto x* omoelogo su =, nell’ omografia
prodotto, del punto di contatto x* di =. Precisamente 1’ affinita &

(25.2) g =P’2"
con ’
T T
(25.3) P =T | o T
o \ Ter %2 T,
e I’omologia speciale & °e ’
(25.4) 2 = Kot
con
T.JL,°
(25.5) K=di—Tar|o— T}
0 T~ I T,
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I’iperpiano d’omologia &

(25.6) I o T T,1L;" — 511572 = 0.

Lo stesso procedimento che a partire dalle II*, da, mediante le (13.3), i
parametri misti Afw della corrispondente connessione proiettiva, applicato alle
« affinita » (25.2), ciod alle P,
proiettiva che, secondo la definizione poco sopra esposta, dovrd dirsi una

da i parametri di una nuova connessione

connessione affine. In relazione al primitivo B-riferimento i parametri misti di
questa sono (tenuto conto che x¥=%= Bv_* %, e inteso che nelle (17.4) sia t=1)

T T T

(25.7) ' Ag = Ay, A=Ay = &;, Aoy = Aqy,
T r 9T A°
Ay = ALT, 85' - T, Ty — AaTs,

onde tenute presenti le (17.5) ricaviamo che se si eambia il B-riferimento,

0
prendendo quali nuovi iperpiani fondamentali B; dei riferimenti locali pre-
cisamente gli iperpiani T,, la connessione affine acquista i parametri pro-
iettivi normalizzati

(25.8) Gu=T4 — T, — 3T, Gu=2, Gu= Gy =0, G =5.

Fra questi bastano ovviamente i soli parametri Gy a rappresentare la eon-
nessione affine: d’altra parte essi, data la connessione, sono determinati
quando si fissi soltanto il sistema coordinato curvilineo. I.i possiamo dire
(quando occorra precisare) parametri affini olonomi della connessione affine.
Essi per le (3.3) hanno la legge di trasformazione ben conosciuta

» 45

(25.9) Gy = A} A3 AL Gy + AT ra

e danno luogo, in conseguenza, alla costruzione di derivate covarianti affini.
Si rientra qui in una teoria gid cosl nota che sarebbe fuori luogo soffer-
marvisi. Notiamo soltanto che il procedimento del n. 16 applicato al caso
attuale da anche per le derivate covarianti affini una costruzione con pre-
cedimenti di limite, a partire dalle rappresentazioni (affini) al finito.
Torniamo alle (25.7): esse mostrano che la condizione per la coincidenza
della connessione affine determinata dal campo d’iperpiani 7 e la primitiva
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connessione proiettiva & 1’annullarsi del fensore affine:

oT,

(25.10) Poe = NGt 4 =7 3 — AT, — T,T, + AT, =
oT, r
:Pst+ 8&‘ FstTr_TsTtJ

che naturalmente si riduce a Agt:I";t quando gli iperpiani 7 si assumono

ad iperpiani B dei riferimenti locali.

Dunque: una connessione proiettiva e un campo d iperpiani defemnmcmo
una connessione affine e un tensore affine psi. L’ annullarsi di questo é con-
dizione per la coincidenza della connessione affine con quella proiettiva (*°).

La condizione perché una connessione proiettiva sia affine si ricava in
modo ovvio da quanto precede: si tratta di esprimere che esiste un campo
d’ iperpiani Ty, tale che il corrispondente tensore affine ps si annulli. Lo
sviluppo effettivo di queste condizioni & stato gia esposto altrove da uno di
noi due (*"), non lo ripeteremo.

26. Naturalmente possiamo costrunire in una X, una connessione affine
senza alcun bisogno che vi preesista una connessione proiettiva. Diamo soltanto
il campo T;, e in relazione a un B-riferimento supponiamo valga per esso
la (25.1). Diamo un campo di rappresentazioni omografiche al finito fra gli
spazi tangenti, (13.4), sotto la condizione che per queste omografie il campé

o
d’iperpiani T) sia invariante. Prendiamo questi iperpiani come iperpiani B;

dei riferimenti locali: questo porta subito II;° = 0: le (13.3) danno, per con-

seguenza Ay, =0. Introdotte le coordinate non omogenee Z"_—_E,

che po-

tranno iuterpretarsi quali coordinate cartesiane sugli spazi tangenti, le
equazioni (14.2) del trasporto proiettivo — che nel caso attuale potremo dire:
trasporto affine — dei punti danno (ved. le (18.1))

(26.1) A2 + T, Z90E" + Nodi” = 0.

Ma di qui ricaviamo subito la corrispondente legge di trasporto dei vettori,
da cui il termine non omogeneo scompare:

(26.2) do? + I'vide” = 0.

(#6) Ved. B. 70, pp. 33-35; B. 78, pp. 118-119. Cfr. 73, I; 94, p. 192; 55; p- 95; 89, p. 286.
(#7) Ved. B. 70, pp. 84.35.
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Generalmente si suppone che la deviazione (n. 17) per una connessione affine
sia nulla (*°); allora mnelle (26.1) I'ultimo termine per la (17.4) diviene sem-
plicemente tdf?; e quando sia t=1 la (26.1) prende la forma piltt comune-
mente adottata (secondo il CARTAN) per rappresentare il trasporto affine dei
punti, in una varietd a connessione affine. Vediamo che ad ogni modo la
deviazione non ho alcuna influenza sul trasporto dei vetlori.

Notiamo ancora che la connessione affine quale connessione vettoriale, si
pud costruire direttamente assegnando un campo di rappresentazioni affini
(omografie vettoriali} al finito, fra gli spazi tangenti alla X, considerati quali
spazi vettoriali: precedendo poi in modo analogo a quello segunito per le con-
nessioni proiettive (e anzi, pitt semplice).

27. Le considerazioni svolte al n. 21 per le connessioni proiettive in
generale si completano per le connessioni affini in modo semplice e interes-
sante. Il trasporto affine a distanza finita lungo le geodetiche uscenti da un
punto £ si rappresenta cosi:

(4]

(27.1) vP = A% e

ove (cfr. le (21.4), (21.5)) y, indicando ora la derivazione covariante affine di
parametri Gy,

(27.2) AP = AP — (GE),E" —E’)——(V{,Gfﬁ”)( —&)E —8)—

o

311(V‘V8G(p))( —E)E —EE ) + e

Le (27.1) al variare di £ danno un particolare campo di rappresentazioni

affini al finito, cui & subordinata la supposta connessione affine: intrinseca-

mente determinate dalla connessione medesima. Ma la nota costruzione delle

coordinale affini normali (**) di origine £ da luogo a un secondo campo di
o

rappresentazioni affini al finito, cui & subordinata la connessione affine
supposta se essa & simmetrica (Gy = Gi): altrimenti, ad esso & subordinata

la connessione simmetrica ad essa associata (di parametri G@t)). Precisamente:

(4*) Un trasporto dei punti. che ha deviazione non nulla, & associato a una connessione
affine in H. 19.

(49) Ved. per le connessioni simmetriche 7; 11, p. 562; 46, p. 85; 41, p. 58; pel caso
generale B. 60, p. 67 e seg. Lie notazioni G, G,
di B. 60. p. 68.

stp? nella (27.3) corrispondono a P’l*’ I‘;}“’
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per le coordinate normali di origine £ si esprimono le primitive eoordinate
[

curvilinee mediante le formule (60, loc. cif.)

r I ” 1 P Sl 1 " San Lo D
(27.3) 3 =§ S/ — g7 O™ ‘ﬁGstp"’)'VJVI —
Ora: poniamo
» &7
(27.4) Py ==

1 .
i A4 — ?fqt)")t ~ 9 Glarm™™ — .

2

Le 9%y sono i coefficienti delle rappresentazioni affini cui accennavamo. Ef-
fettivamente la legge di trasformazione delle ¢¥ in un cambiamento delle
coordinate curvilinee & appunto quella occorrente,

(27.5) vPq = A7 (B3,

(corrispondente alla (12.10)), per dare origine a un campo di rappresentazioni
affini al finito. Il corrispondente trasporto affine dei vettori, dal punto £ a

o
un qualunque punto & & quello pel quale sono invarianti le componenti del
vettore trasportato rispetto al riferimento curvilineo normale di origine E. Infatti

o
il vettore che, nel punto £ ha nel sistema (§7) le componenti v? = @fp? &
o
quello che nello stesso punto ha nel corrispondente riferimento normale
affine di origine £ le componenti »%.
o o
Il confronto dei due campi di rappresentazioni affini al finito A%, ¢%, si
fa agevolmente, riferendosi appunfo a coordinate normali di origine & Tenuto
o
conto che, in coordinate normali (che contrassegniamo con un indice y) si ha

N
oy r LT
Sst ;Gsl ¥ 'Cst
[3 0 0

N
.. » ..r RV PR
Ssl'p == (Vstt)oéost'p — Cy Gsp — Ci Ctp
o [} [ o o o
‘27.6) T * (\7 V ZGVT) % C-.'r‘ C..v o C..’US..’I‘ C..’DS..T
Sst’pq_ ¢VpUst)y™ Ystrpqg — YUpgPst-v—— YUsqg Pot-p—— Utg Oso-p —
4 0 0 [ [ 0 o o
R L0 gyl et T
- Csp'qut - Otp'qcsv - Cﬁt'qcsp - Osv'potp
[ 0 0 o 0 0 o 0

ove Oy = Si", Ou'p, C;irpq.... sono i successivi tensori normali (*') della

(**) Per le connessioni simmetriche: 11, p. 566; 40, p. 89; 41, p. 68. Pel caso generale:
B. 60, p. 69 e seg. :
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connessione affine, ricaviamo che i due campi 4%, 9%, di rappresentazioni
aftini al finito coincidono allora e solo che per la connessione tuiti i tensori
normali sono nulli. Ma naturalmente perché coincidano le connessioni che
tali rappresentazioni al finito determinano, basta I’ annullarsi del primo tensore
normale, che & il tensore di torsione.

Da quanto precede risulta anche, ovviamente, che nella costruzione di
rappresentazioni al finito cui corrisponda la connessione affine assegnata,
alle coordinate normali di origine § si possono anche sostituire coordinate

geodetiche, di ordine >1 nel punto medesimo.

§ 7. Connessioni metriche; connessioni euclidee.

28. Veniamo ora alle connessioni melriche subordinabils a connessioni
affini: che sono la connessione metrica di WEYL (generalizzata da CARTAN),
e la connessione euclidea secondo CARTAN, che comprende come caso parti-
colare la connessione riemanniana, o « di LEVI-CIvira » (*!).

Conviene fare la costruzione al finifo partendo non da un campo di rap-
presentazioni omografiche, ma senz’altro da un campo di rappresentazioni
affini al finito. Siano queste

28.1) 70 = A B2 (A5 B = 4F).

o

Assegniamo un campo di coni quadrici negli spazi affini tangenti:
(28.2) 9rZ77Z° = 0.

Assegnare questi coni equivale naturalmente a dare alla X, una metrica
riemanniona o meno di una arbilraria trasformazione conforme; cioé un
tensore metrico g,, @ meno di un arbitrario fatlore scalare. Esprimiamo che
per le rappresentazioni affini al finito (28.1) il campo di coni (28.2) & inva-

riante: per questo si dovrd avere, identicamente nelle £ ed E7,
o

(28.3) 9rs@) L5l A ofe: 8 =35 85,0,

ove Y(, £) & un fattore scalare arbitrario, tale soltanto che sia
4]

(28.4) YE H=1.

(1) Ved. 1, 10, 12, 16, 20; 93, pp. 44-45; 94, p. 193; 100, p. 69.
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I coefficienti Gy della connessione affine cui danno luogo le supposte rap-
presentazioni al finito sono dati dalle formule analoghe alle (13.3), o da
sviluppi analoghi a (13.1):

(28.5) AZ(E, §) =2 — (& —E‘)G 8 —

Tenuto conto di queste formule le (28.3) ci danno agevolmente la condizione
necessaria e sufficiente perché la comnessione affine conservi (cioé: le rap-
presentazioni al finito lungo una curva cui essa da luogo conservino) él campo
di cont quadrici (28.2):

(286) Vildrs = Q¢ Grs s

ove @, & un vettore affine covariante arbitrario.
Si ricavano, nel modo ben noto (°*), le pitt generali espressioni dei para-
metri Gy tali che valgano le (28.6):

" r L., S
(28.7) st = %8#% — Q(Os Q; + 6t Q— ¢’ gstQp)+Sst —g" (gsq’spt - gtq‘spfq)

{7 |
| st

spetto ad s, ¢: tensore di torsione della connessione) & arbitrario.
I1 fatto, ben noto, che per un cambiamento del fattore arbitrario di g,,

ove i simboli sono relativi a g,,, e il tensore S;" (emisimmetrico ri-

(28.8) *Gre = Y ey £ G0s
Q. ha la legge di trasformazione
(28.9) *Qr= @ +2logp

si pud interpretare (**) considerando g,; come wun fensore affine di peso O ed
eccesso 1 (cioeé anche, grado 1), e conseguentemente riguardando non vy,g,
(calcolata coi parametri Gy della connessione affine): ma
(W)

(2810) Vst = Velst — Qrfst

quale derivata covariante di g,, (che dunque risulta nulla). In generale,
tensore affine di peso p, grado g sard un ente rappresentabile in relazione a
ciascun riferimento curvilineo e a ciascuna normalizzazione del tensore fon-

che ha la legge di trasformazione

. ...S‘..-Sk
damentale g,, da un sistema Er‘ .

(%) Cfr. 16, p. 73.
(33) Ctr. H. 51, pp. 426-427.
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(efr. la (7.7))

(28.11) Eh’ - sk ——-pgAnA“ .A::,Az‘ As" ,...r,,sk'
La derivata covariante & (cfr. le (17.11), (18.16))
(W)
(28.12) VzE s‘ S"—aE s‘ (gQ, 4-10Gp) . .',.":k—l—
P g Spee S s s 85—y PSjtey e S,
+2 G tEn 1r¢—4prj+1---u G ’E »J e,

11 tensore derivato ha lo stesso grado g e lo stesso peso p.

La connessione atfine di parametri (28.7), che conserva il campo di coni
quadrici (28.2) e quindi la melrica angolare determinata da g,,, & una con-
nessione metrica di Weyl: che si riduce a una connessione euclidea quando,
di pin, per una conveniente normalizzazione delle g,, si possono rendere tulte
nulle le Q.; alla connessione riemanniana quando inoltre la torsione & nulla.
Su questo sarebbe superfluo insistere: ricordiamo soltanto che le condizioni
perché una assegnata connessione affine sia metrica, o in particolare euclidea
(o, se & a torsione nulla, riemanniana) si trovano esprimendo le condizioni
perché esistano g,.,, @, tali che valga la (28.6); oppure perché esista g,., tale
che valga, con @, =0, la (28.6): in forma esplicita tali condizioni sono state
indicate pel secondo caso da EISENHART e VEBLEN (**) e poi, pel caso ge-
nerale, da uno di noi (**), e sarebbe superfluo riportarle.

§ 8. Connessioni metriche non-euclidee.

29. Le connessioni affini e in particolari metriche, euclidee, riemanniane,
almeno nell’ipotesi dell’ assenza di deviazione, sono in sostanza riconducibili
a leggi di trasporto di vettori, e quindi le possiamo dire connessioni (lineari)
vettoriali. Diamo ora un esempio di connessioni lineari punfuali, cioé non
riducibili a leggi di trasporto di vettori: come & la connessione proieftiva in
generale (e anche la connessione conforme). Tali sono, almeno generalmente,
le connessioni proiettive per le quali esiste un campo di quadriche (non spe-
cializzate) degli spazi tangenti conservato dalla comnessione: che diremo con-
nessioni (melriche) non—euclidee perchd, manifestamente, conservano anche le
metriche non-euclidee definite sugli spazi tangenti dalle supposte quadriche,
prese ciascuna, nel corrispondente spazio, come assoluto (*¢).

(54) 6_
(%) B. 78, pp. 124125,
(%) Cfr. 57, 58, 68; 69, 74, 75, 77; B. 78, p. 127 e seg.; 81; 87, 88, 89, 90, 91; 100, 108.

Annali di Maiematica. Serie IV, Tomo XV, 19
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Sia dato dunque un campo di quadriche degli spazi tangenti,
(29.1) G).pzlzp' = O’

ove per semplicitd supponiamo che i riferimenti proiettivi locali appartengano
a un B-riferimento per la X, . Supponiumo anche, e questa & una effettiva
restrizione ma appare assai naturale, che le quadriche (29.1) non passino pei
rispettivi punti di contatto degli spazi tangenti che le contengono; onde ri-
sulterd G,, 3 0. Poniamo allora (*")

(29.2) Yap =C gﬂ‘ (c = cost. arbitr. == 0)

00

Mentre G, ® da considerarsi un lensore geometrico proieitivo, simmetrico, di
valenza covariante 2, y;, risulterd un fensore analitico, di peso e grado nullo,
soddisfacente alla condizione Y,, = ¢. Supponiamo, in modo da non escludere,
accanto al caso generale che di luogo alle connessioni mefriche non-euclidee,
il caso limite delle connessioni euclidee, che le quadriche (29.1) siano o non
specializzate, o specializzate tangenzialmente una voltw. In entrambi i casi gli
iperpiani polari dei punti di contatto degli spazi tangenti rispetto alle corri-
spondenti quadriche danno agli spazi tangenti delle determinazioni affini, in
relazione alle quali i coni circoscritti dai punti di contatto alle quadriche
(29.1) medesime danno luogo (§ prec.) a una mefrica riemanniana e quindi a
una connessione euclidea, riemanniana. Precisamente: posto

(29.3) @, = Y_;£ = Y_col = 'gTZ'EJ G = Vop— O(I)I(I)p (@o=1; gro=9gn=0)
gli iperpiani detti sopra, iperpiani impropri delle determinazioni affini in
parola, sono gli iperpiani @2 =0, e g,, & un fensore affine, che a meno di
un fattore costante & il tensore fondamentale della metrica riemanniana cui
accennavamo.

Cid premesso: con procedimento analogo, anzi sostanzialmente identico,
a quello accennato al n. 28, ricaviamo dalla condizione (analoga alla (28.3))
perché un campo (13.4) di rappresentazioni omografiche al finito conservi il
campo di quadriche (29.1) la seguente condizione, perché la connessione pro-
iettiva determinata da quelle rappresentazioni al finito conservi pure il campo
di quadriche:

(29.4) V).Yp,v - Qlva )

ove ¢, & un vettore proiettivo covariante arbitrario, le derivate intendendosi

(37) Ved. B. 78, p. 128.
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calcolate con un sistema di parametri proiettivi della connessione. E allo
stesso modo che si ottengono le (28.7) troviamo che i parametri proiettivi
della pit generale derivazione proiettiva che conservi il campo di quadriche
(29.1) sono

| v

v . 1 v v v ~ (o] w
(295) I‘)\p = ( l}lr s - g (Qkap + Qp»al— YVTYpoT) + Elp. — YVL(YkaTp‘ -+ Y}mz‘fl)

v v . . . .
ove 21}”2 sono « simboli di CHRISTOFFEL » costruiti, secondo VEBLEN, per Y,

come gli usuali simboli ;stE si costruiscono per un tensore affine y,, (**); si ha

(29.6) %, =S + %azsiajo;;,

oys essendo dato dalla (23.6); infine, il vettore proiettivo T, che figura nella
(23.6) & arbitrario, e il vettore proiettivo covariante @ e il tensore proiettivo,
emisimmetrico rispetto a A, p, S3; (analitici, di peso e grado 0 entrambi) sono
pure arbitrari. Perd non @& restrittivo identificare, disponendo dell’ esistenza
di un vettore proiettivo covariante @, che & determinato dal campo di qua-
driche, T; con questo vettore ®@,: il che equivale a fissare 1’ espressione (10.4)
di d&°, ponendo A

(29.7) dg° = — ®,dg".

Poco sopra abbiamo parlato di « derivazione » e non di commnessione pro-
iettiva, e infatti i parametri I}, danno luogo a una derivazione proiettiva che
formalmente soddisfa alle (29.4): ma in generale & una derivazione proiettiva
di seconda specie (n. 19), che non da luogo dunque a una connessione proiettiva.

Esprimiamo che la derivazione proiettiva in oggetto é invece di prima
specie scrivendo che sussistono (con ® opportunamente scelto) le (19.5). Tro-
viamo le condizioni
(29.8) Q, = — 2v

y 1 .- ‘e 1 1 res
(29.9)  Ba®, + - (1S7" — 1Sif) + 5 (@0 — &:Py) + 585:(0, @, — 3,,) =0

onde ricaviamo, tenute presenti le (29.6), (23.6), (29.7)

v, 2 v
(29.10) SHRy = @y — _ 1upSo-

(58) 57, p. 66; 69, p. 1402, ove la notazione & appunto quella qui usata. Nel nostro caso,
secondo ScHOUTEN e StrUIK (108, p. 83, form. (85)) dovremmo pinttosto usare la nota-
v 1 1

Ly 2 aaresco —9 (108,05 + Tpodiop). Si tenga pre-

per quello che qui & ap§ 3 % %0

zione

v
Ap

sente che §, = 8,y
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Anche soddisfatte queste condizioni (che valgono a determinare ad es. le

componenti S5’ di Sy, note le S3) I'arbitrarietd resta grandissima. In par-
ticolare quando sia

| e=—1, ®,=0, @,=0, S;=0,

(29.11)
? Y,.tS;;.t -+ Y”S;;,t =0 (onde Ty = —-T%, = Y,.,I‘ﬁs, ecc.)

si ritrova una connessione ufilizzata da ScHOUTEN e V. Daxrtzic (*); e
quando sia

29.12)  c=1, @, =—20,, —223“:(; :()t-—aﬁ)d)v—(s vzg_a&)Qp
un’altra indicata da VEBLEN (°). Pitt semplice, e a differenza di queste,
determinata dall’ assegnazione del campo di quadriche, & la connessione non-
euclidea trovata da uno di noi due (*'), soddisfacente a queste condizioni:
a) di essere a deviazione nulla; b) di avere le stesse geodetiche della connes-
sione riemanniana che ha g.s quale tensore metrico fondamentale; c) di essere
a torsione nulla. Le condizioni a), b) portano come conseguenza che il ten-
sore affine S;g,, deve essere emisimmetrico; e danno, pei parametri norma-
lizzali della connessione, le espressioni

Th= | |+ 80+ 200, - 8375 Th=of; Th=27
(29.13) st : ‘

0 . 1
lzst = atq)s - (: z ‘g—'— Sstp)(pp — (D:(I)t - Egst

(i simboli 3:;: essendo costruiti per g,.s).
g9
. [
In particolare quando si fissi la scelta degli iperpiani B, dei riferimenti
locali, facendoli coincidere con gli iperpiani polari dei punti di X, rispetto

alle corrispondenti quadriche (29.1), abbiamo naturalmente @, = 0, onde

r r 0 1 .
+Sst ’ st - st
g L ¢

1 e
(29 4) st st

1

e agoiungendo infine la condizione, ¢), dell’ annullarsi della forsione, abbiamo
=2 E=) ) ’ b

(®°) Ved. p. es. 69, p. 1400 e seg.; B. 78, p. 129. Le (29.11) naturalmente hanno valore
invariante soltanto per le trasformazioni (3.3) delle sole coordinate curvilinee.

(69) 57, p. 74; B. 78, p. 129.

(64) Ved. B. 7§, p. 128 e seg. Si pud notare che, per le applicazioni alla Relativita, una
maggiore complessitd pud essere necessaria, in quanto occorre un tensore affine emisim-
metrico F,: che nelle teorie di ViBreN e di ScHOUTEN e v. DaNrzIc risulta, in sostanza,
dalla presenza di una deviazione non nulla.
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quella particolare connessione non-euclidea determinata dal campo di qua-
driche, cui avevamo accennato: '
r
29.15 x| g,
( ) ‘-9 ?St g’ ‘3 cgst
Per c—+oo essa diviene la connessione riemanniana determinata da g,,; ma

anche nel caso generale essa presenta semplicitd non minore di quella della
connessione riemanniana (°2).

30. E assai probabile che costruzioni analoghe a quelle ora esposte pos-
sano utilmente servire nello studio delle connessioni cowformi, che possono
riguardarsi come un caso particolare di connessioni proiettive, ma per una X,
cui sono associati’ degli spazi proiettivi (n + 1)-dimensionali in cui sono date
quadriche n-dimensionali. Si rientra cosi in quella generalizzazione della
nozione di spazio, indicata dal Konie (°°); come gid da molto tempo & stato
osservato dallo ScHOUTEN (*). Ma sia sulle varieta a connessione conforme,
che sulle differenti connessioni che possono darsi a uno spazio di KoNic
— cui sono dedicati parecchi studi recenti, dovuti a uno di noi e ad altri
Autori (°*) — non possiamo qui soffermarci: rimandiamo a lavori ulteriori, e
all’ opera d’insieme preannunciata nella Introduzione, per 1’esposizione delle
nostre vedute sull’ argomento.
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Sur I'nnicité et la limitation des intégrales de certains sys-

temes d’équations aux dérivées partielles du premier ordre.

par T. Wazewskr (Krakéw-Pologne).

Nous montrerons comment les problémes de I’ unicité et de la limitation
des intégrales de certains systémes d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre [cf. (6)] peuvent &tre réduits & 1’examen de certains systémes
d’ équations différentielles ordinaires. Nous obtiendrons ainsi des théorémes
se prétant & la limitation effective des intégrales en question.

Nous nous servons, dans les démonstrations, d’une méthode — conve-
nablement généralisée — que mnous avons construite précédemment (') dans
le cas d’une seule équation. Nos théorémes constituent une généralisation
des théorémes démontrés par A. HAAR (°) au moyen d’ une méthode différente,
qui ne met pas en évidence le rapport du probléme en question avec la
théorie des équations différentielles ordinaires.

Norarions. — Désignons par T 1'ensemble des points réels (x, ¥, ,..., ¥»)
pour lesquels on a
(T) le|<a, ¢,+L,|x|<y,<d,—L,|x|, (v==1,...,n)
ou
d,—e¢,

L,=0, ¢,<d, a< 3L,

Nous désignerons par S(u) la section de I’ensemble T par le plan = = u.
Hyporakse H. — Nous supposons que les fonctions ox, 2,,..., 2,)
(¢=1,.., p) sont continues et non négatives dans l’ensemble des points
(x, 2,,.., 2,) pour lesquels on a 0 <x <a, 2;,=0, (j=1,..., p). Nous sup-
posons ensuite que la fonction o; (¢ =1,..., p) est croissante (au sens large)
dans 1 intervalle fermé (0, 4 cc) séparément par rapport & chacune des
variables #,..., 2_,, %iy,,-; #p. En supposant que ;>0 (i = 1,..., p), nous

« Rendic. d. R. Accad. Nuz. dei Lincei », novembre 1933, p. 872.
«C. R.», 2-VII-1928 et « Acta Lit. ac. Sc. Univ. Szeged. », T. IV, p- 103,
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désignerons par g, = 0,(x, k,, .., kp), ey 2, = 0,2, k
rieure (‘) du systéme

1y ey kp) 1 intégrale supé-

(1) a_a;:‘ci(m; Riyeey zp), (1‘: 1"“’ -p)

issue du point ® =0, 2, =k, ..., #, = k,. Nous supposons que cette intégrale
existe dans I'intervalle 0 < x < a.

LEMME. — Admettons I’hypothése H et supposons qu’en tout point de
I’ensemble T les fonctions ¢; (2, y,,.., ¥.) (€=1,.., p) possédent des dé-
rivées partielles du premier ordre continues et vérifiant les inégalités

(@, Y, sy Yn) n o,
(2’ o —|= Gi([ € l} lq)a |7 e M)p l) 4 VZIILV ayv
et que on ait, en plus, en tout point de la section S(0)
(3) [9:60, 9,5 ees 90) | < B t=1,..., p)
Cela posé, on aura, en tout point de 1’ensemble T, les inégalités
(4) b, 95y w0) [ < 00l 2, By o, K, (=1,.., p)
DEMONSTRATION. — Les points (x,..., ¥,) de T pour lesquels x=0

forment un ensemble I, auquel nous nous bornons pour le moment. Soit
(@, ,..., ¥,) une fonction possédant dans T, des dérivées partielles continues
du premier ordre.

Désignons par M(u) la valeur maxima de ¢ dans la section S(u) de T,
par M’ (u) et M'_(u) les dérivées & droite et & gauche de M(u).

Cela étant, il existe pour tout x (0 <<a << a) un point B de la section
S(x) pour lequel on a (%)

M) = By M) =L

2.

Une propriété identique subsiste pour la dérivée & gauche lorsque z> 0.
Définissons M (x) & partir de ¢,.de Ta méme fagcon que nous venons de
définir M(x) & partir de ¢. Il existera, pour toute valeur de = (0 << << a),

(!) Pour la définition et l'existence de Iintégrale supérieure du systeme (1) v. E.
KAMKE, Zur Theorie der Systeme gewiohnlicher Differentialgleichungen, (« Acta mathematica »,
T. 58, p. 74 8. 8.). Dans le cas de I’unicité, I'intégrale supérieure se confond avec I'intégrale
au sens ordinaire. .

(3 Cf. T. Wazewskl, Sur unicité etc, « Rendiconti Lincei », T. XVIII, novembre
1933, p. 372.
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un point B; ({1 =1,..., p) de la section S(r) pour lequel on aura
4By
Y.
En désignant par Wix) la valeur maxima de |{;| dans la section S(x)
nous obtiendrons [ef. (2), (5) et I"hypothése H] les inégalités
(M (). < ofae, | 9B} |, oees [ i (Bi) |, | M) |, | i (B ], ooe5 | dp(Bi) ) <
< oi{x, Wi(x),..., Wi_(x), | Mi(x) |, Wip,(@), ..., Wp(x)).

En désignant par Nix) la valeur maxima de — ¢;(x) dans la section S(x)
nous obtiendrons les inégalités analogues

(Ni @)+ < 0w, W (@), ..., Wi, (@), | Ni@)|, Wiy, (®),..., Wy(w)).
Mais Wix) = max (M;(x), Nix)). Nous aurons donc ou bien
0= Wix) = M) = | Mifa) | et (M(w)), = (W/)).

(®) Mx) = 4,(B); (Mi(w), = PiB) %

ox vil

L,.

ou bien
0 < Wilw) = Ni(wj = | Ni(x) | ot  (Niw))y = (Wi'(a))...
Dans chacun de ces cas nous aurons évidemment
(Wi@)y < oile, W, Wi, Wiy, Wiy, ., W,), 0=z <a),

Une inégalité identique subsistera pour la dérivée & gauche. En observang
que Wi0) <k; [ef. (3)], nous en déduirons les inégalités Wi(x) < wix, k,, ..., k,) ()
(pour 0 << < a) d’ou il résulte que les inégalités (4) subsistent dans T,. En
remplagant @ par - x nous vérifions que ces inégalités ont lien dans I’en.
semble T tout entier, e. q. f. d.

Considérons maintenant le systéme .d’ équations
(6) %2f0<w7 y17"'7 yﬂ7z(7"':zp) gi?/ii”"’ ;%)'
ouz; (%, ¥, , .., ¥, désignent les fonctions inconnues et le deuxiéme membre de la
i-éme équation ne contient pas de dérivées des fonctions 2, ,..., 2,_,, #;4,, .., 2p.

TrtoREME 1. — Adoptons 1’hypothése H et supposons que dans le do-
maine d’existence (*) de f; (i=1,..., p) on ait:

(i=1,.., p)

1fi('x>“°> Yn, z_n"'a gp; q_i,U'"; Q—ii,p) - fi(w’"-’ Yn, z“"-: zp; Ql,n"-; Qi,p)lg
. - ” —
£G¢(|x|, lzl_zi‘7"°? lzp_zp|)+2’1Lv|qi,v—" Qi,vl-
v

(") Ceci résulte facilement des raisonnements se trouvant dans le tfravail cité plus
haut de M. KAMKE, p. 76 s. s.

(3) Dans les théorémes 1, 2, 3 il suffit de supposer que les inégalités figurant dans
leurs prémisses sont vérifiées dans des ensembles dont le nombre de dimensions est plus
petit. Pour le cas p =1, cf. T. WazEwsKI, loc. cit, au bas de la page 372 et S. TURSKI:
Sur U unicité etc., « Annales de la Soc. Polon. d. Math. », T. XII, p. 81.
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Soient 2z, = %,,w, &, =%p © 2, =p,,.., 2, =p, deux intégrales du
systéme (6) qui possédent dans T des dérivées partielles continues du premier
ordre et qui remplissent dans la section S(0) les jnégalités

| %0, 91505 92) — 005 9,5 eees 90) [ < i, ¢=1,.., p).

On aura alors dans 7 les inégalités

I Xi(wﬁ Yy :’/") - P'i(m7 Yyseees yn) I = (1),'( | &z |7 k1 PR kp)

Pour le démontrer, il suffit de poser ¢;=1y:i- g et d’appliquer le lemme
précédent.

THEOREME 2. -— Conservons relativement aux f; les hypotheéses du théo-
réme précédent et supposons en plus que le systéme d’ équations ordinaires (1)
admette une intégrale unique passant par I'origine (0,.., 0) et que cette
intégrale soit nulle dans I’intervalle 0 < x < a.

Soient 2z, =1Y¥,,.., 2, =X, et &, =p,, .., ¢, = p, deux intégrales du sy-
stéme (6) qui possédent dans T des dérivées partielles continues du premier
ordre et qui sont identiques dans la section S(0) [ec.~a.-d. (0, y,,..., ¥n) =
= pi0, ¥,,..., ¥.)] Cela étant, ces intégrales sont identiques dans 7.

Ceci résulte du théoréme précédent lorsqu’on pose k; = 0. Voici finale-
ment une conséquence de notre lemme:

ToiorREME 3. — Conservons 1’ hypothése H et supposons que, dans le
domaine d’existence de f;, on ait

]fi(m: yu'--aynazn"-) zp? Qi,u--'v qi,p)iéc’iuxb [54 |7'--; lzpl)_'_vE,lLVIqi,vl'

Soit 2, =¥,,.., 2 =1, une intégrale du systéme (6) possédant dans T
des dérivées partielles continues du premier ordre et vérifiant sur la section
S(0) les inégalités |xil0, y,,..., ¥»)| << ki. Sous ces conditions, on aura
il << wil|x]|, k,.., k) en tout point de 7.
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Sulle condizioni necessarie e sufficienti per la semicontinuita

degli integrali doppi di forma parametrica.

Memoria di GIANFRANCO CimmiINo (a Napoli).

Santo. - Viene provato, togliendo alcune restrizioni che occorrevano nelle dimostrazioni di
allri autori, che, per wn integrale doppio di forma parameirica, le condizioni che esso
sta semidefinito positivo e semiregolare, oltreché mecessarie, sono anche sufficienti perché
esso sia inferiormente semicontinuo in tutlo un campo.

In un recente lavoro di R. Caccroppour (') si trovano formulate, come
condizioni necessarie e sufficienti per la semicontinuitd inferiore in tutto un
campo degli integrali doppi di forma parametrica, le seguenti: 1°) che I’in-
tegrale da minimizzare sia semidefinito positivo (ciod® che la relativa funzione
integranda F' mnon sia mai negativa), 2°) che esso sia semiregolare (ciod che
la relativa funzione E di Weierstrass non sia mai negativa).

Il fatto che queste condizioni riescono necessarie, come si mostra faecil-
mente con esempi (*), mentre poi riescono sufficienti le analoghe condizioni
nel caso degl’integrali sempliei (°) (caso in cui esse non sono, perd, piu ne-
cessarie) rendeva presumibile il teorema enunciato da R. CaccroppoLil nel
suo studio citato; in questo egli peraltro, ponendosi nelle ipotesi piti generali
e considerando superficie supposte soltanto quadrabili (*), si limita a dimo-
strare che per la semiconfinuitd dell’integrale & sufficiente, o che esso sia
semidefinito e regolare (ciod8 F =0, E > 0), oppure definito e semiregolare

(}) Gl integrali doppi di forma parametrica nel calcolo delle variazioni, « Atti del R.
Ist. Veneto », 98, 705-730, (1935).

(2) Cfr. R. CacciorroLl, loc. cit., p. 717 e p. 724,

(3) L. TongeLL1, Calcolo delle Variazioni, t. I, p. 275. Si noti che il termine guasi-regolare
dell’enunciato di ToNELLI non ha lo stesso significato del termine semiregolare qui usato.
Ammessa I’ esistenza delle derivate seconde della F. la condizione di semiregolarita nel senso
qui indicato porta di conseguenza quella di quasi-regolaritd nel senso di ToxeLLI (v. TONELLI,
loc. cit.,, p. 211).

(4) Secondo la teoria sviluppata dallo stesso R. CAccroppoLi, che trovasi riassunta nel
Capitolo I del lavoro citato.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



160 G. CrmmiNo: Sulle condiziont necessarie e sufficienti per la semicontinuita

(F>0, E=0). Lo scopo della presente ricerca & quello di colmare 1’ultima
lacuna rimasta, provando, cio®, la sufficienza delle condizioni F =0, E=0.

Mi pongo qui nell’ipotesi semplificatrice che le superficie di cui si tratta
siano regolari (°). K intuitivamente chiaro che tale ipotesi di regolarita deve
essere sovrabbondante; ma, dato che il risultato finale si presenta cosi note-
volmente semplice, mi & parso non privo d’ interesse stabilirlo per ora soltanto
sotto ipotesi di natura elementare per le superficie, evitando cosl le piu
delicate considerazioni che si richiederebbero nel caso generale.

Si noti infine che, se mi limito a considerare il caso degl’ integrali doppi,
i ragionamenti esposti si estendono tuttavia immediatamente anche al caso
degl’ integrali n-pli.

§ 1. Preliminari sulle superficie.

1. Siano «(u, v), y(u, v) due funzioni continue con derivate parziali prime
continue in un dominio limitato D del piano wwv, la cui frontiera sia com-
posta da un numero finito di archi di curva dotati in ogni punto di tangente
variabile con continuitd. Diciamo X I’immagine del dominio D sul piano xy
nella trasformazione
‘1) = {L‘(M, v), Y= y(%, ’U).

La Z sard una superficie piana che potrd ricoprirsi piu volte, ed even-
tualmente, in alcuni punti, anche infinite volte, vale a dire che una stessa
coppia di valori x, y pud essere la trasformata di pit (eventualmente anche
infinite) coppie u, v. Per frontiera e punti interni di 2 &’ intendono rispetti-
vamente i corrispondenti in (1) della frontiera e dei punti interni di D.

L’ area (semplice) di X & fornita dall’ / f g(x, ‘z; dudv, Y area totale
D
3, y)

(«,
dall’ /D f S 1)

sono fornite rispettivamente dalla semisomma e dalla semidifferenza fra
1’area totale e 1’area semplice.

dudv; la parte positiva e la parte negativa dell’ area di X

Se il punto (x, y) & I'immagine in (1) di un numero finito » di punti
der, )
ou, v)

ad altri punti (4, v), in ciascuno dei quali lo jacobiano medesimo sia zero),

(#, v), in nessuno dei quali lo jacobiano si annulli (oltre eventualmente

(?) Nel senso specificato al n.° 2.
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il numero n si dird 1'ordine fotale di (x, y) rispetto a I; e se fra gli »
punti (#, v} ve ne sono n, in cui lo jacobiano & positivo ed n, in cui esso &
negativo, i due numeri », ed n, verranno detti rispettivamente ordine positivo
ed ordine megativo di (r, y) rispetto a X, e la loro differenza n, - n, sara
I’ ordine (semplice) di (x, y) rispetto a I.

1/ insieme dei punti di ¥ per cui non resta cosi definito I’ordine, cioé
I’insieme dei punti (x, y) che corrispondono secondo (1) a infiniti punti (e, v),
oppure sono immagini di punti (#, v) in cui lo jacobiano si annulla deve
necessariamente riuscire trascurabile agli effetti della integrazione che for-
nisce 1'area di I, sicché questa potra ottenersi anche integrando I’ ordine
rispetto alle variabili «, y, sull’insieme dei punti (x, y) pei quali I’ordine
stesso & stato definito. E analogamente 1’ area totale, la parte positiva e la
parte negativa dell’area di I si potranno oftenere ordinatamente mediante
un’integrazione rispetto alle variabili =, y dell’ ordine totale, dell’ ordine po-
sitivo e dell’ ordine negativo.

Per I’ordine di un punto interno (x, y) rispetto a X si pud dare anche
la seguente definizione, equivalente all’altra: congiungendo (x, y) con un
punto che descriva la frontiera di ¥ nel verso che corrisponde in (1) al verso
positivo (°) sulla frontiera di D, il raggio congiungente descriverad un cammino
angolare equivalente (quando si trascurino angoli di eguale ampiezza percorsi
in versi contrari) a un numero finito di angoli giri nel verso positivo o nel
verso negativo, oppure equivalenfe a zero; il numero, corrispondentemente
positivo, negativo o nullo, di questi angoli giri da 1’ordine del punto (x, y)
rispetto a 2.

2. Date tre funzioni a(u, v), y(u, v), 2(u, v) continue con le derivate par-
ziali prime nel dominio D, !’immagine § nello spazio ayz del dominio D,
secondo le equazioni

(2) x=uxu, v), Y=y, v), z==zu, v),

si dird una superficie regolare di dominio base D, e le (2) si diranno una
rappresentazione parametrica regolare di S.

I punti inferni e la frontiera di S sono ordinatamente i corrispondenti
secondo (2) dei punti interni e della frontiera di D.

(¢) Cioe il verso indicato dall’asse tangente che con la normale interna forma una coppia
ordinata congruente alla coppia degli assi coordinati x, y.

Annali di Maiematica, Serie IV, Tomo XV, 21
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)\ 2 2 ~ 2
L’ area di S, fornita dall’ [ [ ‘/@?‘Z’ ;))) -+ @EZ 9:}3) I (;gj’ ‘Z;) dudv, nel
“$ \ P “, 3

caso particolare che § si riduca a una superficie piana, diventa 1’area totale
di questa.

3. Supponiamo ora di avere una successione di coppie di funzioni
x,.(w, v), ¥.(u, v), tutte continue in D insieme con le derivate parziali prime,
e tali che, uniformemente in D, sia

(3) lim x,(u, v) =wx(u, v), limy,(u, v)=ylu, v).

n — Q0 n—> 0

Indichiamo con X, la superficie piana rappresentata da
(4) x=wm,(u, v), y=1y9., v)

Sia, poi, X(¢) una porzione di X, che abbia una distanza positiva p dalla
frontiera di X (per esempio, I’insieme di tutti i punti di ¥ aventi distanza > p
dalla frontiera), essendo p una quantitd inferiore al semidiametro di %; e
diciamo D(g) quella porzione di D, che ha per immagine in (1) Z(p).

Poiché le (3) sussistono uniformemente in D, tutti i punti di Z(p) faranno
parte di X,, da un certo valore di % in poi, ciascuno con lo stesso ordine
semplice, come & chiaro in base alla interpretazione geometrica di questo,
cui abbiamo accennato in fine del n.° 1. La porzione di I, che si viene cosi
ad ottenere sard I’immagine in (4) di un’altra porzione A, () di D, e riuscira

. N, ), [ 3w, 9]
®) ﬁ oty ) P U A, v) A
D(\) An(p)

]

giacche tanto il primo che il secondo membro rappresentano I area di Z(g).

4. Sia data una successione di superficie regolari S,, con le rappre-
sentazioni parametriche regolari

(6} © = w,(u, v), ?/-‘:Z/n(% U)) 2= 2,(u, U)7
e col dominio base D; e si supponga che, uniformemente in D, sia

(M) lim x,(u, v) =x(u, v), limy,(u, v)=yu, v), lim z,(u, v)=2u, v),

n— Q0 n— 00 n —» Q0

laddove le (2) forniscano a loro volta una rappresentazione parametrica re-
golare della superficie regolare S.
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Da quanto abbiamo osservato nel n.° precedente discende facilmente la
seguente proposizione:

Dette F,. F,, ¥, tre costanti, p una quantittc opportunamente piccola,
S(p) la porzione di S che rimane, quando si tolgono da S tutti i punti aventi
distanza < p dalla frontiera, D(p) Uinsieme dei punti di D avenlte per im-
magine S(c) i (2), si potra determinare, da un certo valore di n in poi, un
altro campo Aylp) < D, tale che riesca

F{ Fz Fu F1 F2 F:; I
ox oy o x, oy, 9z,
(8) f / % on dudv f f S 3w du dudv,
B YO e, a2
ov °ov v v v

almeno tutle le wvolle che la funzione integranda al primo membro abbia un
minimo valore assoluto positivo in D.

Infatti, escludendo il caso privo d’interesse che le F,, F,, F, siano tutte
nulle, diciamo &, %, { i coseni direttori di un asse equiverso al vettore di
componenti F,, F,, F,; diciamo poi &, v/, T e £, v, " i coseni direttori
di altri due assi, che col primo formino una terna ortogonale. e definiamo
in D due nuove funzioni o«(u, v), B(#, v) mediante le posizioni

{9) a=Ctc+7y+C% Pf=F2-+71"y+ %,

e analogamente le due funzioni a,(u, v), B.(#, v), mediante le stesse posizioni
con le x,, ¥,, 2, invece delle z, ¥, 2

Cid posto, la (8) si riduce, a meno del fattore costante VF; + I'; 4 F:,

alla seguente
a ﬁ) [‘a n ll
f/a ,v)d v f T

(¢

Siamo cosl ricondotti al caso del n.° precedente; infatti la frontiera della
superficie piana X, rappresentata da « = a(u, v), 3 == B(#, v), col dominio
base D, per p sufficientemente prossimo a zero, avra una distanza positiva
dalla frontiera di quella porzione X(¢) della ¥ stessa, che corrisponde alla
porzione D(p) di D, giacche, in base alle (9), i punti («, §) di £ possono pen-
sarsi come le proiezioni, su un piano perpendicolare al vettore di com-
ponenti F, | F,, F,, dei punti (x, 4, 2) di S; e il coseno dell’angolo formato
da codesto piano col piano tangente a S, coincidendo a meno del fattore
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costante V F? +4- F; + F} con la funzione integranda del primo membro di (8),
resterd in valore assoluto inferiormente limitato da una quantith positiva.

§ 2. Ipotesi e generalita sugli integrall.

5. Fissiamo adesso le ipotesi che intendiamo di supporre verificate per
I’integrale di cui studieremo la semicontinuita. I’integrale sard del tipo

(10) I=[ [F(x, y, 2; X, Y, Z)dudy,
D

dove le x, ¥, #, espresse in funzione u, v, forniscono una rappresentazione
parametrica regolare di una superficie regolare S col dominio base D (n.° 2),
e dove si & posto per brevita

Au, v)’ T u, v)’ u, v)’

Per la Flx, y, 2; X, Y, Z) supporremo, in primo luogo, che essa sia con-
tinua, insieme con le derivate parziali prime, rispetto a X. Y, Z, al variare
del punto (x, y, #2) in un campo (insieme aperto) 4, nel quale sia contenuta
la superficie S, e per ogni terna di valori X, Y, Z non tutti nulli; in secondo
luogo, che essa sia positivamente omogenea di grado 1 rispetto a X, Y, Z,
sicche varrd 1 equazione di EuLkro

(12) F(x, y, 2; X, Y, Z)=XFx 1 YFy+ ZFz;

infine, per ogni punto (x, v, 2) del campo 4 e ogni coppia di punti (X, Y, Z),

(4, B, C) diversi dall’ origine supporremo verificate le due disuguaglianze

(13) Fx, 9y, 2; X, Y, Z) =0,

(14) Ex,y,2; X, Y, Z; A, B, C)=F(x,y,2; 4, B, C) —AFx(x, y,2; X, Y, Z)—
— BFy(x, y,2; X, Y, Z)— CFy(x,y,2; X, Y, Z) = 0.

Si consideri una qualsiasi successione di superficie regolari S, , con le
rappresentazioni parametriche regolari (6) e col dominio base D, per cui siano
verificate, uniformemente in D, le relazioni di limite (7j; definendo le X,
Y, , Z, con posizione analoga alla (11), si costruisca I’integrale doppio

(15) I — / [F(x,,, Yoy 203 Xn, Y., Z.)dudv.
D
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I1 nostro scopo & di dimostrare che riesce

(16) lim. min. I,, == L
n - Q0

A tal fine, proveremo che, in conseguenza delle indicate ipotesi, la dif-
ferenza I, — I, o si pud scindere mnella somma di vari termini, dei quali
alcuni sono non negativi, mentre gli altri, per valori opportunamente scelti
dell’indice n, si possono ridurre in valore assoluto inferiori a una quantita
positiva piccola a piacere, oppure, sempre per opportuni valori di » si pud
far diventare maggiore di una quantitd positiva grande a piacere. Poiché le
ipotesi fatte sulla successione delle S, sussistono del pari per ogni sotto-
successione di essa, dal nostro ragionamento si concludera dunque che, in
ogni successione estratta dalla I, — I, I, — I,..., esistono infiniti termini
superiori a una quantita negativa prefissata a piacere, cid che prova ap-

punto la (16).

6. Premettiamo, in questo numero, alcuni lemmi riguardo alle funzioni
Fix, y, #2; X, Y, Z) verificanti le ipotesi enunciate or ora.

Se, per una certa terna di valori x, Yy, z, esistono tre costanti non tutle
nulle A, p, v, tali che, qualunque sia il puwnfo X, Y, Z diverso dall origine,
riesca (%)

(17) AFx(x; X)+ pFy(e; X) 4+ vFze; X)=0,

allora la F(x; X) non puo essere che identicamente zero al variare di X, Y, Z.

Invero, dall’ipotesi fatta discende che, qualunque siano le quantitd
4, B, C, ¢t la Flx, y, 2; A+ A, B+ pt, C+ vi) & indipendente da #; in
particolare, F(x; Af) & zero qualunque sia {. Detta t un’altra quantitd arbi-
traria, sard quindi, tenendo conto dell’ omogeneita,

Fle; Av+ M) — Flx; M)

T

Lz’ Flx; A).

Ma il primo membro, per t—0, deve avere il limite determinato e finito
AFx(x; Xt) + BFy(x; X))+ CFz(x; M),

mentre il secondo membro tende a F(x; 4) o a — F(x; A), secondoché t—0
per valori positivi o per valori negativi. Cid non implica contraddizione

() Per brevita, qui e in seguito, per ciascuna delle terne di argomenti da cui dipendono
le funzioni che si considerano, scriviamo soltanto il primo argomento.
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soltanto nel caso che F(x; A4) sia zero, onde, per 1’arbitrarieta di 4, B, C,
resta provato quanto si voleva.

Se, per una dafa terna di valori x, y, z, la F(x; X) non é identicamente
zero al variare di X, Y, 7, allora Uinsieme &, degli eventuali punti X, Y, %,
oltre all’origine, in cui F(x; X)=0, & un insieme convesso costituito da se-
mirette per Uorigine, formanti tulte con una certa direzione angoli di ampiezza
non superiore a una certa quantita <g.

\

Y

Dal fatto che la funzione E di Weijerstrass non & mai negativa segue,
invero, che, per ogni f,

Flx; A)zd%F(m; X + Ai),

onde, integrando rispetto a ¢ e sostituendo poi le X, Y, Z con le stesse
quantith moltiplicate per 1 -— ¢, risulta, per { compreso fra 0 ed 1,

Fle; At + X(1-— 1) < Flx; A+ Fla; X)(1 — 4.

Pertanto, se (4, B, C) e (X, Y, Z) sono due punti in cui la F & infe-
riore a una certa quantitd , in ogni punto del segmento che li congiunge
la F sard pure inferiore ad . L’insieme &(w) dei punti (X, Y, Z) in cui
riesce F(x; X)<< o (e quindi, in particolare, &,) ¢ un insieme convesso.

Poiché inoltre, per 1’ omogeneitd di F, & chiaro che &, si compone di
semirette per 1’origine, basterd provare ormai che &, non pud essere formato
da tutti i punti compresi in un angolo diedro con lo spigolo passante per
I’ origine, perche allora manifestamente esisteranno piani passanti per 1 ori-
gine e mnon aventi ulteriori punti in comune con &,, ed essendo &, un
insieme chiuso, per una direzione perpendicolare a un piano cosiffatto si
verificherd evidentemente quanto afferma 1’enunciato.

Ma se &, contenesse tutta una retta r per 1’origine, esso sarebbe neces-
sariamente formato da rette parallele a r, e lo stesso varrebbe per I’insieme
8(vw), qualunque sia w; sicché F dovrebbe essere costante su ogni retta pa-
rallela a r, cioé, detti A, p, v i coefficienti di direzione di #, varrebbe identi-
camente la (17), cid che, in base al lemma precedente, contraddice 1’ipotesi
che F(x; X) non sia identicamente nulla.

Se, per una data terna di valori x, y, z, la F(x: X) non é identicamente
zero al variare di X, Y, Z, ad ogni quantita positiva » sufficientemente pic-
cola si potranno far corrispondere una quantita 6 >0 e un raggio r, tali che,
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per ogni raggio formante con v un angolo wminore di g + 0, detti & v, T ¢
rispettivi coseni diretlors, riesca F(x; §) > .

Infatti, 1’insieme dei punti comuni all’insieme &, considerato or ora e
alla superficie sferica di centro nell’ origine e raggio unitd, secondo quanto
risulta dalla dimostrazione precedente, se non & vuoto, & tutto contenuto in
un emisfero, senza nessun punto in comune col cerchio massimo che delimita
I’emisfero stesso. Egualmente accadra per I’insieme dei punti comuni ad &(w)
e alla medesima sfera, quando » & sufficientemente prossimo a zero, per
ragione di continuith. Detto 6 il minimo della distanza sferica da un punto
di §(w) a un punto del suddetto cerchio massimo ed » il raggio perpendi-
colare al piano di questo e situato nel semispazio che non contiene &(w), &
chiaro allora che, per r e 0 cosi definiti, si verificherd quanto afferma
I’ enunciato. -

§ 3. Semicontinuita degl’integrali.

7. Per raggiungere lo scopo indicato in fine del n.® 5, c¢i converrd
distinguere due diversi casi, secondo quanto adesso stabiliremo. Fissiamo
anzitutto una quantitd positiva o, minore sia del massimo di F che del
massimo di VX?®+ Y*+ Z* su 8. Diciamo S(s) quella porzione di S, in cui
riesce F > o, VX?P 4+ Y 427 - o, e D(o) la porzione di D, che ha per im-
magine, in (2), S(o) e la sua frontiera. Scomponiamo poi D(s) in un numero
finito di domini parziali D®)(c), ciascuno limitato da un numero finito di
archi di curva dotati in ogni punto di tangente variabile con continuita.
Sia & il massimo dei diametri dei domini D®(c), e siano S™(s), S, ") q) le
porzioni, rispettivamente di S e di S,, corrispondenti a D"™(s). Fissata poi
ancora una quantith positiva ¢, minore del semidiametro di S"(s), togliamo
da S™(s) e, per n sufficientemente grande, da 'S, (M(c) tutti i punti aventi
dalle rispettive frontiere una distanza minore di p, e diciamo S")(g, o), S, ®)p, o)
rispettivamente le porzioni rimanenti, e D"(p, o), D, "o, o) le corrispondenti
porzioni di D")(a).

Cido posto, potranno presentarsi le due alternative seguenti:

1) o, per ogni o, esiste un numero positivo P, tale che, per una op-
portuna decomposizione di D(c), per valori di 3 e p arbitrariamente prossimi
a zero e per valori di » arbitrariamente grandi, riesca

2 area 5,0, o) < P,
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2) oppure, per o abbastanza piccolo, comunque si assegni un numero
positivo P, si possono frovare un 3p, un pp € un np tali che, per ogni de-
composizione di D(s) con & < 3p e per p < pp, N _> Np, Sia

2 area S,M(o, o) > P.
h

A proposito di queste alternative, aggiungiamo qui un’osservazione, che
¢i tornerd utile in seguito. Siano £, n™ M | coseni direttori di un asse,
che con la normale in un punto variabile di S®)(s) formi un angolo di am-
piezza limitata superiormente da una quantith minore di ;, cio¢ tale che
[EWX 4+ MY + TMZ| sia limitato inferiormente in D(")(s) da una quantita
maggiore di zero, e determiniamo, come & indicato nel n.° 4, un insieme
A, ™ g, o) < D™)(a), tale che sia
(18) f ﬁgtmx,. Y, -+ LOZ,)dudo <[ [EOX + MY + Z)dude.

A, (p, o) D®(p, 0)

Ebbene, detta T,™p, o) la porzione di S, (o) corrispondente a
se vale l'alternativa 1), oppure I’alternativa 2), allora la circostanza speci-
ficata in 1), o rispettivamente in 2), si presenterd egualmente, ove si sosti-
tuiscano le S, (g, o) con le T, Mg, a).

Cid riuscira manifesto, ove si riconosca che, fissati g, s e la decompo-
sizione di D(s) in domini parziali DU(s), e presa a piacere una quantitd po-
sitiva p" <p, da un certo valore di » in poi T,M(¢, o) conterrd S,™(p, o)
e S,M(¢, o) conterra T,(M(p, o). Ora a tale proposito si pud osservare che
T,"™¢', o) risulta definita come quella porzione di S,™(s), che & contenuta
entro il cilindro formato da tutte le rette con la direzione £, %), L™ con-
dotte per i punti della frontiera di S™(¢’, o), onde, prendendo % sufficiente-
mente grande, si potrd rendere minore di una quantitd prefissata piccola a
piacere la distanza di ogni punto di T, "(, o) da S™(', o), cosi come la
distanza di ogni punto di S,™(p, o) da S™M(p, o). Sicche, essendo SM(p, o)
contenuta in S™(g', o) ed essendo maggiore di zero la distanza tra la fron-
tiera di S(”)(p, o) e quella di S™’, o), & chiaro come, sempre per »n suffi-
cientemente grande, delle due porzioni S,™(g, o) e T,M(, o) di S, (s) la
prima debba esser contenuta nella seconda; e allo stesso modo si vede come,
a sua volta, T,M(p, o) sia contenuta in S,M(¢, o).

8. Supponiamo ora che si presenti 1'alternativa 1). In ogni dominio
parziale Do) fissiamo un punto (u™), v) e, convenendo di rappresentare
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il valore assunto da una funzione di u, v nel punto (u®, v®} con 1’aggiunta
alla lettera, che simboleggia quella funzione, dell’indice superiore &, deter-
miniamo, secondo quanto & detto nel n.° 4, un campo A, Mg, o) < D*)(a),
tale che risulti

(19)  [JXExat; X0) + jdudo = [JIX, Fx(a®; X0+ .]dudv,
D“"(p, o) An(h)(p, c)

laddove si noti che, in virta di (12) e (13), la funzione integranda al primo
membro sard certamente sempre superiore a una quantith maggiore di zero
in tutto il dominio D®)s), purché la quantith 3 si scelga sufficientemente
piccola. Diciamo infine T, ™(p, o) la porzione di S, corrispondente a A, '™p, o)
e chiamiamo D(p, ) e A,(p, o) rispettivamente la somma delle porzioni
D®M(p, o) e quella delle porzioni A, g, o) di Do),

Chiarito in tal modo il significato dei simboli, scriviamo la seguente
identita:

) . I, - I=f [Fle,; X,)dudv —[ [F(w : X)dudv — [[F(w; X)dudv +

D—A,,(p,9) D—D(s) D(3)—D(z,5)
—i—% [f {Flx,; X.)—F@x®™; X,)| dudvl-i—/ | Flx®; XM) — Fla; X)}dudo+
An(m(P’ 5) D(/l)(Q’ O)
4 f fE(xw); X, )dudv — Fla®; X®).mis D, c)] .
A, 03, 0)

Agli ultimi due termini softto al segno di ¥ in questa uguaglianza sosti-
tniamo un’altra espressione ad essi equivalente: tenendo presenti le (12) e (13),
scriviamo ciod

fF(x(h); X,.)dudv— Fla®; X®).mis DM(p, o) = f ﬁ(X— X0 Frfact®; X00) ... ] dudv+-
£, P(2, 5) Dw) (o, 0
+ f fF(ac""); X.)dudv — / f[X,, Fx(x™; X0) 4 .. )dudv,
A”(k)(p’ 0) A”(h)(p’ 5)
oppure anche, indicando con A, un campo arbitrariamente fissato in
A,/M(p, o) e ricordando I’espressione (14) della funzione E di Weierstrass,

~ ~

JF(ac(”); X,)dudv  Flet); X®). mis D®)(g, o)— f (X — X ) Fx(; X®)+-...)dudv +

4,7 (o, 9) D Mo, o)
+[[Pla; X, )dudo + f [E(x(h); X0 X )dudy — ﬂXan(m(m LX) 4 . ]dudw.
vAn(h)(p’ 5)—A, W jn(h) A, ®(p,5)—4,, P
Annali di Matematica, Serie 1V, Tomo XV, ’ 22
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Cid posto, dato ad arbitrio un numero e > 0, fissiamo, come & evidente-
mente sempre possibile, un o, minore del massimo di F e del massimo
di VX*+ Y*+Z% su S, cosl prossimo a zero che il secondo integrale al
secondo membro di (20) risulti minore di e. Prendendo & sufficientemente
prossimo a zero, potremo poi sempre ottenere che, per n sufficientemente

grande, risulti in tutto D®(c)

(22) | Flw,; X.)— Fla; X.)| < 5 VET+ 17+ 40,

come si riconosce tenendo presente il fatto che, per quanto si & supposto,
le x,(u, v), y.(u, v), 2,(u, v) sono uniformemente continue in D, e ricordando
la supposta omogeneita di F.

Inoltre, per la supposta continuita delle x(u, v), y(u, v), #(u, v), X(u, v),
Y(u, v), Z(u, v), prendendo, ove occorra, un 3 ancora piit prossimo a zero, si
potra far si che, in tutto D™)(s), sia

23) | Fa®; X0) — Flo; X)| <e, [(X— XO)Fx; XM) 4 .| <e.

Infine, prendendo anche g abbastanza piccola. potremo ottenere che il terzo
integrale al secondo membro di (20} sia < e.

Premesso cid, esaminiamo i diversi termini in cui resta decomposta la
differenza I, — I, secondo le formole (20) e (21). Il primo integrale al secondo
membro di (20) & non negativo, per (13); il secondo e il terzo sono minori
di ¢; il primo integrale sotto al segno di X &, per (22), in valore assoluto
minore di

£

—13-[/ VX, + Y, 4+ 7, dudv =I€, -area T, ™(o; o);

4,(p, )

il secondo &, per (23), in valore assoluto minore di e.mis DM(p, o); il terzo
e il quarto sono sostituiti dal secondo membro di (21). dove il primo integrale
¢ pure, per (23), in valore assoluto minore di e-mis D™)(p, o), il secondo e il
terzo sono non negativi, per (13) e (14), e 1’ ultimo, che va poi preso col segno
meno, sard non positivo, ove si determini il campo A, del quale possiamo
ancora disporre ad arbitrio, come I’insieme dei punti di A, ")(g, o) in cui &
positiva la funzione integranda.

Per I’ osservazione fatta nel n.© 7, poiché supponiamo che sia verificata
I’ alternativa 1), potremo determinare 3 e p prossimi a zero ed % grande come
ora si & detto, in maniera tale che riesca inolfre

Z area T, M(p, o) << P,.
3
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Si riconosce allora come, in base a (20) e (21), la differenza I, — I resti
decomposta in una somma di termini, di cui alcuni positivi o nulli e i rima-
nenti complessivamente limitati in valore assoluto dalla quantity (3 + 2mis D),
che, per I’arbitrarietd di ¢, si pud rendere piccola a piacere.

9. Passiamo adesso al caso che si verifichi 1’alternativa 2) (n.° 7). In
ogni punto di S(s), per il modo come abbiamo definita questa porzione di S,
riesce

Fla; X — >3—
(” VX2+Y5+Z2) M’

ove si indichi con M il massimo di VX* 4 Y* 4+ Z* su S.

Diciamo C(s) un intorno di S(o) formato da tutti i punti aventi da S(o)
distanza minore di una data quantith, e C®(s) Vintorno di S®(s) formato
dai punti aventi da S®)(o) distanza minore della stessa quantitd. Per ragione
di continuitd, in ogni punto (x, y, 2) di C(s), la F, per una opportuna terna
di valori, con somma dei quadrati eguale ad 1, dei secondi argomenti, si
manterrd superiore a una costante maggiore di zero. In base al terzo lemma
del n.° 6, detfa ® una quantitd positiva sufficientemente prossima a zero,
sard allora possibile determinare, non appena il massimo diametro & dei
domini di decomposizione DW(g) sia abbastanza piccolo, una costante 6 e,
per ogni dominio parziale D®(s), un raggio r®, tali che. detti &, v, { i coseni
direttori di un qualsiasi raggio formante con ™ un angolo di ampiezza mi-

\

nore di 6+g,

Supponiamo inoltre che & sia pure cosi prossimo a zero, che, per cia-

per ogni punfo (x, y, 2) di C®)(o), riesca Fx, §) > o.

scuna delle porzioni S®(s), la normale in un punto varjabile formi sempre
con una certa direzione, un angolo di ampiezza non superiore a una fissata
guantitd © minore di 0.

Cid posto, si potrd determinare un « >0 e una direzione (M, .7, L&)
formante con #* un angolo minore di 6, tale che |ERX 4 y®Y + {* Z| sia
limitato inferiormente, in D% (s), da una quantith maggiore di zero e tale
che sia

(24) | X B - Yo, qih - Z,0™ | dudv = «-area S,M(e, o).

Dn( R ( 2, (j)

Infatti, fra le direzioni (™, nh, {®) formanti con +® un angolo < & e tali
che |EMX 4-7MY 4-TMZ| superi in tutto D™(s) una costante maggiore di
zero, vi sono certamente tutte quelle formanti con una certa direzione
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’

. . . 0—8 .
fissa un angolo minore di 5 . Fra queste se ne potranno scegliere tre

(EM), 7,im, €M) (6=1, 2, 3) formanti un triedro non degenere; e, qualunque
siano X,,, Y,, Z,, riuscira

I EMX, MY, +LWZ,) = N (X, + Y.+ 20,

=123

El(h)’ 'y}‘lh)’ Cl(h)
dove N* si potrd porre uguale al quadrato del determinante |E,®) y &) ¢ @ |,

Es(h)’ 1]3(70, Cg(hi
diviso per la somma dei quadrati dei minori di 2° grado del determinante
medesimo. In ogni punto di D,™(p, o), sard verificata una almeno delle tre
disuguaglianze

|EMX, + MY, + CMZ, | = %\/X"? +Y2 2+ 27,2 (i=1,23),

sicche le E(B), ) L) per un valore almeno di 4, danno luogo alla (24),
ove si ponga a = 3%; onde si riconosce pure che « non dipende da 3, ma

soltanto da 6 e 0.

Fissate in tal modo le &*), ) Tk (%), determiniamo poi al solito modo
il A, e, 6) in maniera che valga la (18). Per n wsufficientemente grande
e o <p, A, o) conterra D, (g, 5), e pertanto sard pure

(25) f | X80 4 Yon® 4 7,00 | dudv > a-area S, (g, o).
4, P(p",0)

E se indichiamo con A,™(g’, o) I’insieme dei punti di A, (¢, o) in cui &

(26) X‘ng(h) -+ }7117)(h) + ch(h) > O;

da (18) e (25) deduciamo

@) [[E Yo - 2.5 aud > g a-aren S, M, o) +
an)(ﬁr’ a)

+ % f (XEW 4 Y + ZLM)dudv.
D, W (p',0)

(®) Le &®, wthy gt verranno a dipendere da %, in quanto che, al variare di %, in ge-
nerale si dovra scegliere volta a volta uno diverso fra i tre assi del triedro fissato; ma cid
non ha importanza per la dimostrazione del testo.
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D’ altra parte, la (26) assicura che il vettore X, , Y, , Z, forma un angolo
T
2
non appena # sia sufficientemente grande affinché S, (o) sia contenuta nel-
I'intorno C(o) di S(o) considerato in principio di questo n.°, 1risulterad

acuto con (EM, 7w Tk e pertanto forma un angolo << 6+ 5 con r*, onde,

28) J[F@as Xaudo = o [[ VX2 57,75 2,7 dud.
Zn(h)(P,ﬁ’) ) Kn””(?’) a) I
Ma Dintegrale al secondo membro di questa disuguaglianza evidente-

mente supera quello al primo membro della (27). Sommando, dunque, rispetto

ad h, e tenendo conto del fatto che F non & mai negativa, da (27) e (28) si
ricava infine

ffF(oc ; X, )dudo > %wa-z area S, Mg, o) + % vl /f(XE(h) + Yyih - ZT?) du dv.
h L,
D . D, (' 0)

Dei due termini al secondo membro, il secondo & limitato superiormente
. 1 . . . . .
in valor assoluto da Qw-areaS, mentre il primo, poiché ci troviamo ora

nell’alternativa 2) del n.® 7, si potrd rendere grande a piacere; infatti, come
abbiamo rilevato, v ed « sono quantitd fissate indipendentemente da ¢ e 3,
per tutti i valori sufficientemente piccoli di queste. E con cid resta com-
pletata la dimostrazione.
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Sur une méthode de détermination des figures d’équilibre
relatif, voisines des ellipsoides, d’ une masse liquide

homogeéne en rotation.

Memoria di N. NErRONOFF (a Leningrado).

1. Les figures d’équilibre relatif, voisines des ellipsoides, d’ une masse
liquide homogéne en rotation ont été I’objet des recherches bien connues
de POINCARE (« Acta Mathematica », t. VII, 1885) se bornant & la premieére
approximation. Cependant déja la thése de LiaAPOUNOFF datant de 1884: Sur
la stabilité des figures ellipsoidales d’équilibre d un liquide animé d’un mou-
vement de rotation nous montre que son auteur connait !’ existence de quel-
ques surfaces algébriques représentant en premiére approximation la surface
libre du liquide tournant. Notamment, vers la fin de cet ouvrage nous trouvons
un petit nombre de lignes consacrées &4 des formes nouvelles d’équilibre
relatif d’un liquide en rotation par lui signalées. Les raisons qui ont amené
LiapouNoOFF & ne faire que mentionner ces formes sont expliquées dans la
premiére de ses legons professées en 1918 & I’ Université d’Odessa et ayant
pour sujet la question de la forme des corps celestes (). Précisément,
comme on n’avait trouvé que la premiére approximation, les approximations
deuxiémes et suivantes demeurant inconnues, il était impossible d’établir
I’ existence des formes nouvelles d’ équilibre. Ainsi la méthode que LiaAPOUNOFF
avait d’abord suivie dans 1l’examen de cette question reste inconnue. Il
remarque seulement dans la susdite legcon qu’étant revenu A ce sujet &
presque vingt ans d’intcrvalle et ayant modifié la méthode, il a, cette fois,
démontré rigourcusement 1’ existence des formes d’équilibre trouvées (Sur les
figures d’ équilibre peu différentes des ellipsoides d’ une masse liquide homogéne
doude d’ un mouvement de rotation, 1906-1914).

Dans le présent Mémoire on expose une méthode qui condunit a des
figures d’équilibre relatif du liquide tournant, représentant en premiére
approximation certaines surfaces algébriques d’ordres troisiéme et quatriéme.

(!) < Bulletin de 1’Académie des Sciences de U.R.8.S. », n.° 1, p. 25.
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2. Considérons une série entiére & trois variables , v, { et & coefficients
constants b, ¢, d, e, f,...

(1) B(E* + 77°) + ¢C® + d(E + *) 4+ €L 4+ fCE +17) + .

ne renfermant que les puissances paires des variables et symétrique par
rapport & & et v. Convergeant absolument et uniformément dans un domaine
qui comprend V’origine des coordonnées O =1 ={=0), la série ci-dessus
représente dans ce domaine une fonction continue admettant des dérivées
partielles en nombre illimité. Désignons par m, et m, respectivement le mi-
nimum et le maximum de la somme de la série considérée dans le méme
domaine. L’ équation

(2) a=0bE + 1) +cC* + dE + ) + el + fTE + 1) + ...,
ou le coefficient constant o satisfait & 1’inégalité
3) m, < a<m,,

correspond, dans le systéme de coordonnées cartésiennes rectangulaires avec
les axes OX, 0Y, OZ, 4 une surface ayant OZ pour axe de révolution.

Soit une masse liquide homogéne qui tourne uniformément autour de
I’axe immobile de coordonnées OZ et se trouve dans un état d’équilibre
relatif. Les éléments de cette masse s’attirent mutuellement suivant la loi
de NEwTON. La pression exercée sur la surface libre est supposée constante.
Nous chercherons 1’ équation de cette surface, sous la forme {2) & coefficients
indéterminés, en considérant les axes de coordonnées OX et OY comme
invariablement liés au liquide tournant et en supposant

(4) a>0, ¢>b>0.

Convenons d’admettre que les coefficients d, e, f,.., sont petits en
valeur absolue relativement aux trois premiers a, b, ¢ et traitons les coef-
ficients du groupe de termes de la série (2), qui forment un polyndme entier
homogéne de degré quatrieme et plus élevé par rapport aux variables § v, ¢,
comme de petites quantités d’un seul et méme ordre croissant avec le degré
du polyndome en question. Dans le présent mémoire, n’ayant en vue qu’ une
premiére approximation, nous nous bornons dans tous nos calculs aux termes
du premier degré par rapport aux trois coefficients d, e, f en vertu de quoi
il ’y a lieu de retenir dans I’ équation (2) de la surface que les termes ne
depassant point le quatriéme dégré par rapport a &, v, (. Il résulte de ces
considérations que la surface cherchée différera peu de I ellipsoide de révo-
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lution (MACLAURIN) dont I’ équation

()] a =b(g® + %) + cC?
g’ obtient de 1’équation (2) en posant d =e=f=..=0.

Le potentiel U des forces d’attraction du liquide tournant agissant sur
un point intérieur AM(x, y, 2) de masse égale a I'unité s’exprime par I’ inté-
grale triple étendue & tout le volume v occupé par le liquide

o s[5,

ou k désigne le coefficient figurant dans la formule de la loi de 1 afttra-
ction de NEWTON, p la densité du liquide et

@ r=VE—af +o—y +C—2

la distance du point M(x, y, 2) au point arbitraire P(, v, {) du volume w.
Les expressions pour les composantes X, Y, Z de 1’attraction totale
paralléles aux axes de coordonnées & écriront sous la forme

X— kpfﬂg 2 aeands,
8) Y — kpfﬂ 1 ; Y dednds,

7= kp/[j < - ? dEdnds.

Transportons 1’ origine des coordonnées au point M(x, ¥, 2) et intro-
duisons les coordonnées polaires dans 1’espace r, 6, ¢ suivant les formules

9) E—ax=rsinfecosg, n—y=rsinbsing, {—2z=rcosh.

Les équations (6) et {8) se transforment comme il suit:

U—= kpﬂ)r sin 6 drdbdy,

e
X= kpfffsin? 6 cos ¢ drdbdy,
Y = kpfffsiﬁ B sin ¢ drdbde,

v
Z =ko Ujsin 0 cos 6 drdide.

i v

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XV. 23
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I’ intégraiion se trouve dtre plus simple & effectuer sur les expressions
de X, Y, Z que sur celles de U. (’est pourquoi nous nous en tiendrons aunx
premiéres. Procédons d’abord & I intégration par rapport a4 la variable r.
A cet effet, ayant recours & la formule de TAYLOR nous réduisons I’ équa-
tion (2) de la surface, transcrite pour abréger comme ceci:

(11) F(E, 7, §) =0,
a la forme suivante:
) ) @, 1
Fle, g, ) + E =)o’ + =9y + (=2 F" + 15
+ = g F) (2P P + 20— 2)ln — 9)Fly + 2E— 05— 9P +

[(E— )2 FG) +

; 1 ) ]
+ 200 — ) —AF ] - g [E— P Pl + (1 — 9)' Flgy + (=2 Fla +

+ 3E— Py — Y FCy + 3(E — x)({—2)Fok + 3(E — )iy — 9l Fo)y +
+ 300 — ) (C—F G + 3(E—a)C—2)FL 4+ 3(n — y)C — 2 F s +

3 1
+ 6 —@)n — ) —2F D] + 1557 (€ —2) Flho + (0 =)' Fopyy +

+(C— ) Pl 4+ 4E — ) — yPF Dy + 4E—a)C - o) Fle +
+ 4E— @)l — Py A 40 -~ )(§ — 2P Bl 4 4E — 2 — 9)F e+
41— )'(C — ) P+ 1 26— (n—p)(C—2) Fidys - 125 —) — )" (G2 Py +
+ 126 — ) (1 —9) (C— 2P Fljes + 6 — )1 — ) Flyy +
+ B(E— @) (5 — 2 Tl + 6(n — 9)2(C— 2 Fleka)
Calculons les valeurs des dérivées qui y entrent
F(x, y, 2) = — o+ bx® 4+ y°) + c2® + d(x® + §°) + ez* + f2°(x° + ¢’),
FU) = 280 4- 4dx(x® + y') + 2fxz’,
F.‘;’ = 2by + 4dy(x® + y*) + 2fyz’,
FU) =2z + 4e2® + 2fz(a* + 7,
FE) = 2b + 4d(3¢ + o°) + 27,
(13) Fy__2b+4d(a:' + 3y°) + 22,
F3Q) =20 + 12e2% + 2f(x* + 4%),
F;’y’ = 8dey, FG) = 4fxz, Fg,? = 4fyz,
FQ), = 24dw, FS), = 24dy, FE) = 2Aez,
FC), = 8dy, FY), = 4fz, FL), = 8dw, F), = 4fs,
FQ. = 4fx, Fil=4fy, FG). =0, Fll,=24d, F}),, —=24d, F4., =24,
Fy =0, Fil. =0, F4, =0, FY). =0, Fi, =0, FiY, —o0,
P =0, FQ),. =0, FU).. =0, Fid, = 8d, FG.. = 4f, F{). = 4f.

XX
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Portons les valeurs trouvées plus haut de la fonclion F' et de ses dérivées
partielles de méme que les valeurs des différences § —x, v — y, {— ¢ firées
des formules (9) dans 1’ équation (12). Nous avons

(14) A4-a+ B+ B+ (C4+ypr +0r° 4 er' =0,
ot sont introduites les désignations abrégées suivantes:

A=—a+bx®+y’)+c2,

B = 2(bx sin 0 cos ¢ + by sin 6 sin ¢ + ¢z cos 6),

C = b sin® 0 4 ¢ cos? 0,

o =dx* 1-y*)° + ez’ 4 [2*(c* + ¥’),

(13) B = [4dx(xc® + y’) + 2fxz*]sin 6 cos p + [4dy(x* + y°) + 2fy2*]sin b sin ¢ -

+ [4ez® + 2fz(x* + y?)] cos 6,

Y =[2d(3x* + ¥’} + [2°] sin® b cos® ¢ - [2d(x* + 3y°) + f2*] sin® O sin® p +
+-[6ez* + f(x® 4 y*)] cos® 0 + 8dxy sin® O sin ¢ cos ¢ +
~+ 4fxz sin 9 cos 6 cos ¢ + 4fyz sin 6 cos 9 sin ¢,

8 = 2(2d sin® 0 - fcos® O)(x cos 9 +y sin ¢)sin 6 + 22(2e cos® H 4 fsin? 6) cos 0,

e=dsin* § 4 e cos' 6 + fsin’® 6 cos® 0.

Faisons observer que «, 3, v, 5, ¢ sont de petites quantités du premier
ordre par rapport aux coefficients d, e, f. Ces derniers étant aussi petits que
Ion voudra en valeur absolue la surface cherchée est convexe tout comme
Ja surface de 1 ellipsoide de révolution qui s’ obtient de la premiére en
posant d —=e=f=0.

(’est pour cette raison qune 1’équation (14) doit donner deux valeurs
réelles de r», r,” et r,’, I’une positive, 1’autre négative, voisines des racines 7,
et r, de I’équation

(16) A+ Br + COr* =0.
Nous avons

. __—B+R __—B—R
(17) =i =g
ol
(18) - R=VB' —44C.

Dans la derniére égalité c¢’est la valeur arithmétique du radical B qui
est prise. Les racines de 1’ équation (14) seront respectivement

(19) r/ =r, +Ar, r,/)=r,+ Adr,.

Dans les développements de Ar, et Ar, nous ne retenons que les termes
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renfermant les premiséres puissances des petites quantités «, B, v, 5, €

Ar, = — (o B,y e,
(20)

1 ‘
Ar, = 5o (¢ + Bry+ yrs -+ s + eri).

Effectuons dans 1’expression (10) de X 1 intégration par rapport & la

variable r et présentons le résultat conformément & 1’exposé de LAPLACE (')
sous la forme

@1) X = xp fdeﬁr; 4 7)o
0 0

Tivant parti des égalités (17), (18), (19), (20) nous trouvons la somme des
racines r," et r,’
. , , B-+§8 «yB 3B — AC) a-:B(B2 —240)
(22) ry A1, =— C O? O3 _—04—_ ’

ou 4, B, C, v, 3, ¢ peuvent se calculer d’aprés les formules (15). Portons la
valeur ainsi trouvée de la somme des racines dans I’ intégrale (21) et effectuons
les deux intégrations restantes par rapport & 6 et ¢ qui se simplifient extré-
mement grace & 1’absence dans I expression de cette somme du radical E.
Toutes les quadratures & pratiquer sont élémentaires. Aprés des calculs assez
longs nous recevons le resultat simple suivant:

X = Z)%*? DAL+ 2 — (1 + 2 aretg 4] +
3T (14 2 215 42 4 (15 + 62 — 1) ot 2] -+
g [= MI5 + 1300 -+ 3(1 + 25 2 aretg 2] +
(23) 0T A5 4 TH) — (15 4 1220 4 1) aretg )] 1|+

+8§9 (Xt + y )[07\(91 + 113 —

— 3(35 -+ 30X* + 3X*) arctg A [g— (1422 ¢ _5(1 + Xz)l —

5
nkp
— g3 % BA21 + 11A3%) —
— 3(35 -+ 30)* -+ 3)Y) arctg )] {b (142 % g 1+ m)‘

(1) Mécanique céleste, t. 11, livre I1I, Chap. I, p. 3-22,
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ol

c—b

2 P —
(24 n =27

I’ expression de Y s’obtient de la précédente par permutation des
lettres « et y. Quant & I’expression de Z, nous nous bornons en la formant
aux termes en z et z°. Les autres peuvent étre trouvés d’aprés les expres-
sions connues de X et Y. Nous aurons

___ mhez : oy _ _
— %% (0 P N5 0% 4 (15 -+ 61* — X arctg 1] —
(25) — g_f [— A(15 —+ 132% 4 3(1 + A%)(D + A?) arctg A] —
— qu 4 X)[A(15 4 TA%) — (15 + 123® 4 1*) arctg A] § +
nkpz®
+—317 [BA21 + 11x%) —

o/ d e € f ,

— 3(35 + 30%* 4 3)*) arctg 1] 3 (1+2)+ B (1423 4+ ...

Une fois connues X, Y, Z, on peut trouver U d’aprés I’ équation
(26) Al = Xdv + Ydy + Zdz.
I1 suit de 1d que U est une fonction entidre rationnelle du quatriéme
degré
27) U = Gx* +9*) + He* + I(@* + y*)* + Kz* + Le*(x® + y°) + const,,

ou les coefficients G, H, I, K, L se calculent d’aprés les formules

p __ mkp s , .
(28) G-—m A1+ 2[X — (1 + A%) arctg 2] +
+ %?— (1 4+ 2% [— A(15 4 2%) - (15 4 6X* — A*) arctg A] +

+ Z—f [— A(15 + 13%*) +- 3(1 + A*)(3 + A*)arctg A] +

+ ‘gf (1 4 X315 4 T2%) — (15 + 122> + A*) arctg A] |,
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[

28) H= Q% g A0(1 4 X(— X +- arctg ) —
— ‘Zd (1 + X[— A(15 + 2*) + (15 + 6X* — X*) arctg A] —
_ I‘f;[__ M15 4 183 4 {1 + X35 4 )?) arctg A] —
— qu + A)A(1D 4 TA) — (15— 1222 4 1Y) arctg ] 1 ,
I= 3%’“%[51(21 4+ 113 —
— 3(35 -+ 300" + 31Y) arotg A| [g (2t = Tty
K= %‘i (5121 —+ 1122) —
— 3135 + 3022 + 31 avotg A| {gf (142 4 — g (1 4],
L= —fo [BA21 +4-1102) —
— 3(35 + 30N 4 31 arctg 1|1 (1+ 1) + - P,

Pour vérifier nos calenls nous portons la valeur de U dans I’ équation
de Porsson
22 ot 32
(29) U Uu U0

W Yoy tae = 4R

et voyons qu’elle est satisfaite identiquement,
Désignons par o la vitesse angulaire du liquide tournant. Alors le po-
tentiel U’ de la force centrifuge du point M sera égal a

(30) U= % (x* 4 y’) 4+ const.

( est pourquoi

B1) U+U = (G + %)(oc2 + )+ Hz' - (X +y°)* + Kz' + L' (x® + 9*) + const.

Or il est connu (') que I'équation

(32) U + U’ = const.

(1) ArpELL, Trawté de Mécanique rationnelle, 1921, t. IV, p. 46; TisseraND, Traité de
Mécanique céleste, t. 11, p. 81,
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donne- une surface @’ égale pression et par conséquent pour une certaine
valeur de la constante arbitraire qui y figure elle doit coincider avec I’ équa-
tion (2) de la surface libre du liquide tournant. De 1a découle le ‘systéme
suivant d’équations:
o*
2 H 1 _K_L
=T Td=e =

Portons ici les valeurs des coefficients G, H, I, K, L empruntées aux équa-

G+

(33) 5

tions (28) mne conservant dans les expressions de G et H que les termes ne
ad ae af

T b Les équations (33) pren-

contenant pas les petits multiplicateurs —

dront la forme

% : +2’;$[x —(1 +12)arctgu§ 4“’” (1 4 2)(— A +- arctg )) =
wkp
= 5 B2 + 112 —
3 d )2 e f 2
— 3(36 -+ 30A% + 3)*) arctg A) b—{l + A% +5_5(1+)‘ )| =
(34) gk; [BAQR1 + 112%) —
335 + 300 4 31) arctg 1] [b (240 T xe)]
_ Ttkp o
= — g HEL+ 112
- 3 d 212 e f 2
— B(35 + 808 + BN awotg Al (1 + A% +5 — L (1417

Les équations (34) admettent la solution évidente d =e =f=0 qui nous
raméne aux ellipsoides de MACLAURIN, aux termes du sixiéme ordre preés.
Admettant que les coefficients d, e, f ne sont pas simultanément égaux &
zéro et ayant en voe qu’aucun des facteurs du produit

[BA21 + 1172) —

— 3(35 -+ 30%* 4+ B)*) arctg A] Z (1429 ) — g (1 + 2|,

comme il apparaitra dans la suite, ne 8’ annule, nous obtenons ’autre solution

(35) 8d=3¢=—F.
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Les deux équations restantes du systéme (34) s’ écriront sous la forme

w? 342 3
(36) —%—kp=—>\3—ar0tg)\—)\—2,
(37) BA21 + 1123)(35 + 30A* + 3X*) +

+ 19217 — 3[(35 + 30A* + 31%)* + 641°] arctg A = 0.

La premiére d’entre elles est bien connue dans la théorie des ellipsoides
de MACLAURIN. La deuxiéme fait voir qu’il n’appartient pas a chaque el-
lipsoide de MACLAURIN de posséder une figure voisine d’ équilibre dont I’ équa-
tion de la surface libre puisse étre représentée sous la forme (2). A la suite
de POINCARE nous appelerons 1’ellipsoide pourvu de cette derniére propriété
ellipsoide de bifurcation. C’est pour lui seulement que doit étre remplie
I équation ci~dessus (37). Nous allons montrer qu’il existe un couple de
racines réelles &= de cette équation égales en valeur absolue et opposées
en signe. En effet pour une valeur de A satisfaisant & 1’inégalité |A| <1 la
partie gauche de I’équation (37) se développe en série

(38) 30A° — 102" +...=0

et pour des valeurs positives assez petites de X sera certainement positive.

D’autre part en tenant compte de I’ordre des termes de I’équation (37)
nous voyons que pour des valeurs assez grandes de A supposé positif la
partie gauche de notre équation est négative. Or, comme elle est une fonction
impaire de 2, il en résulte I’ existence des deux racines ci-dessus considérées
et par conséquent 1’existence de 1’ellipsoide de bifurcation. Comme la sub-
stitution de A =1 dans I’équation envisagée donne un résultat positif, ces
deux racines satisfont & 1 inégalité X, > 1.

En tenant compte des égalités (33) présentons I’équation (2) de la surface
libre sous la forme

(39) o = b(x* + y°) + c2* — éf n [Ble* + »*)* + 8=* — 242*(x* + y?)).

On peut transformer le polyndme harmonique qui se trouve dans les
crochets de 1’ égalité précédente en passant aux coordonnées polaires dans
I’espace r, 6, ¢
(40) x=rsinlcosy, y=rsinbsing, z2=rcosh
et en pratiquant la substitution suivante
41) t=-cos 8.

Il 8’ exprime alors par le polynome X, de LEGENDRE

(42) X, = é (856 — 30¢: + 3)
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sous la forme
(43) 3 + y?)* + 8 — 247 (x* + ') = &' X,

Par conséquent 1’ équation (39) &' écrira en coordonnées polaires dans
I espace sous la forme

(44) a = r*b sin® 6 +- ¢ cos® 6) — ?];WX“'

En comparant 1’équation obtenue avec celle de I’ ellipsoide de MACLAURIN
nous voyons que le terme complémentaire entrant dans 1’ équation (44) s’ ex-
prime par les fonctions sphériques zonales.

I y a quelque intérét & indiquer la position réciproque de la surface
algébrique du quatriéme ordre obtenue par nous et de I’ellipsoide de Ma-
CLAURIN qui y correspond. Trouvons d’abord les paralleles correspondant &
I’intersection de la nouvelle surface avec cet ellipsoide. Il est évident que
ce probléme se rameéne & déterminer les racines du polynome de LEGENDRE X, .
Nous recevons sans peine

tg@iz—tgGQ:ZVI— /2,

tg62:—tg64:21/1+‘/2.

Chacun des deux couples de paralléles obtenus est disposé symétriquement
par rapport au plan des coordonnées XO0Y. D’ailleurs les paralléles caracte-
risés par les angles 6, et 0, sont plus éloignés de ce plan que les paralléles
correspondant aux angles 6, et 6,. Il est facile de démontrer que pour f>0
la nouvelle surface est située, prés du podle et de I’ équateur, & I’extérieur de
I’ ellipsoide correspondant de MACLAURIN et par contre & I intérieur de cet
ellipsoide entre les paralléles caractérisés par les angles 0, et 6, et aussi par

(49)

0, et 6,. Pour f << 0 c’est la circonstance inverse qui a lieu.

Parmi les problémes connexes avec les matidres traitées dans le present
Memoire signalons quelques-uns dont la solution offre un certain intérét.
Par exemple, la méthode ci-dessus exposée peut &tre appliquée & la recherche
des figures ovoides d’équilibre relatif du liquide tournant qui correspondent
a I’ équation (2), laquelle dans ce cas doit étre complétée par des termes con-
tenant les puissances impaires de . Dans ces conditions une grande partie
des calculs effectués dans ce travail restera en valeur. Enfin on peut passer
aux figures d’équilibre voisines des ellipsoides de JACOBI en supprimant
dans 1" équation (2) la symétrie des variables £ et v. Dans ce cas nous aurons
affaire & des quadratures elliptiques.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XV. 24
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Su una formula di K. PETR per il calcolo nuinerico
degl’integrali definiti.

Memoria di G1ovannt Riccr (a Pisa).

Santo. - Si danno le condizioni necessarie e sufficienti per la validita di wna formula di
K. PETR, la quale fornisce wno sviluppo adatto per il calcolo numerico degl integrali
definiti.

1. Pitt di venti anni fa (') K. PETR pubblicd senza dimostrazione la se-
guente formula pel calcolo numerico degl’integrali definiti

) |
Jfite =01 1@ + 1)+ A0 1 @) = £10) |+

e A FE0@) 4 (— DF= B0 A 4- A7 O )4 (— 1) O D) 4R,

dove
h=b—wm,
A — nw—k 1
’”‘_( k )2(44@—2)6(41@— 6) ... (4k — 2)(dn — 4k + 2)°
4 _(n—k—1 1
2"“_( k )2(4%—2)6(4n—6)...(4k—2)(41@-—4k+2){4k—:—2)’

] (__ 1)?1(” !):Yh2n+i -
B, = Gmtn +1r 1

I

@ <<E<?)

I’ interesse di questo tipo di sviluppo apparisce evidente osservando che
il resto B, & O(h*"*') mentre I’ultimo termine contiene A" e mancano i ter-
mini contenenti A"+ ..., k"

Recentemente G. N. WATSON (*) ¢ ritornato su tale formula nell’ intento

(") X. PeTR, D jedné formuli pro vypocet wrecitych integrdlu, {« Casopis pro pestovani
Matematiky a Fisiky », 44 (1915), 454-455].

() G. N. Warson, Ueber eine Formel firr numerische Berechnung der bestimmien In-
tegrale [« Casopis... », 65 (1935), 1.7].
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di dimostrare I equivalenza del resto di K. PETR e di uno sviluppo di J. Ge-
BAUER; per questo si & deciso a ricercare le condizioni necessarie e suffi-
cienti per la validith dello sviluppo di K. PETR, e ha dato i primi risultati
di tale indagine. Egli, dopo aver osservato che i coefficienti 4,, qualungue
sia la paritdh di k, possono scriversi sotto la forma

2n —k
_ n!(2rn —k)! _1( n ) .
7

ha dimostrato precisamente la seguente proposizione:
Sia n intero >0 e Ay dato dalla (1). Esiste un nwumero 8, con 0 << < 1,
per il quale vale U uguaglianza (%)

F(a+ h) = Fla)+- 3 Auh* | FO(a) 4 (— )+ F®(q+-T) | + R, ,

(P) k=1
- (__ 1)11 (n 1)2h2 4t

OEHIE TS T 0<b<)

v

nelle sequenti ipotesi:

Flx), F'(x), .., FC")x) esistono (finite e) conlinue per a<x=a t+ I,
FOn+i)x)  esiste per a <<x<<a -+ h.

Pin in generale pel resto R, sono valevoli le forme

(= 1) T — p+ 1l — v 4+ R+ N
@ S B, = @n)IT@n — p—v + 2) 0 (L — 6) Fe"+)a + 6h)
( O<p<n 0<v=n 0<B<1),
_ 1 nh2n+4 1 . 0
- (II) S ‘Rn — .(—(2%)'— 8"(]_ —_ 9)” %F(enﬁ-l)(a v eh)
( O<b<1),

dove, in quest ultima, la funzione Y(t) € continua per 0 <t <1, differenziabile
per 0 <t <1 e inoltre §'(t) =0, per O <t <1 ().

(3) Per n = 0 la somma al secondo membro in (P) & da considerarsi nulla perche vuota
di termini. Conveniamo di porre F(®(x) = F(x). Convenzioni analoghe varranno pel seguito.
. (*) La dimostrazione & talmente semplice ed elegante che conviene accennarla qui:

Posto
2n ’
(D(t) — tn(]_ —_ t)n’ X(t) ] (_ l)l'hip(i)(a + ht)q;(?n— 1')(,5)’
=0 .
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- B-sorto in noi il desiderio di vedere se le ipotesi di G. N. Warsox fos-
sero sovrabbondanti, e una indagine ci ha condotto ad un risultato positivo
e, in un certo senso, definitivo; poiché siamo giunti a dimostrare che (detto
all'ingrosso) la formula (P) di K. PETR é valida wnelle minime ipotesi che ci
abilitano a scriverla. Precisamente:

TEOREMA (A). — Se

F(x), F'(x),.., FU"x) esistono (finite) per a <x <=a—+h, (=0, FO) x)= F(x))
FO+ (), ..., FC")x) esistono per a <x <a -+ h,

alloracwale lo sviluppo (P).

Naturalmente, in queste piu larghe ipotesi, la dimostrazione ne risulta
piu laboriosa e la difficoltdh si supera procedendo per gradi con 1'uso di po-
linomi ausiliari, prima pari e poi dispari, fino a dimostrare la (P); da questa
ricaviamo il teorema seguente, analogo a quello ormai classico di E. RocrE
relativo alla formula (abbreviata) di TAYLOR.

;. TeEorREMA (B). — Siano F(x) e G(x) definite per a <x < a - h,
esistano (finite) FO(x) e GM(x) per a<x<a+h, (n=0)
esistano FCr+i)(x) ¢ GCnHi)x) per a < x < a + h;
poniamo, con Ax dato dalla (1),

R(F; a, i) = — 3 A,h* | F®(a) + (— 1)} F®a + 1)}
k=0

e Rn(G; a, h) abbia significato analogo.
Esiste un punio §, con a <& < a +h, per ¢l quale é

| B(F; a, h) WG h) |
I F(zn—H)(EJ G(zn—;—a)(g) l

Osserviamo che per n — 0 questo teorema si riduce a quello classico di
Cavcmy. _

La nostra dimostrazione ci sembra interessante, perché pud orientarci
sulla strada da seguire quando si voglia stabilire una formula come la (P)
nella quale entrino in giuoco i valori di F(r) e delle derivate anche in un
certo numero di punti intermedi dell’intervallo (@, @ + k), in analogia con

risulta
¥'(f) = b+ 1FCn+ (g + hi)in(l — t)», per 0 < ¢t <71
. e, applicando il classico teorema di CavcHY

Px() — () { &) = &(1) —d(0) | '),

si perviene al risultato,
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quello che si fa in varie formule, ormai classiche, sul calcolo degl’integrali
definiti (°).

2. In tutto il segunito supporremo che per F(x) valgano le ipotesi del
Teorema (A), e porremo b=a + h, FOx) = F().

LemMaA 1.0 — Sia F¥(a) = Fk(b) =0, k=0, 1,.., n). Allora esiste un
punto & con a < E<b tale che Fa+)E) =0, ’

Questa proposizione & (una generalizzazione, anzi) una immediata conse-
guenza del Teorema di M. RorrE; infatti in base a questo F'(x) si annulla
in a, in b e in un punto interno dell’intervallo (@, b), e cosi procedendo
F)(x) si annulla in @, in b e in #» punti (distinti) interni dell’intervallo
(@, b); e procedendo ancora, FC¢"+')(x) si annulla in un punto interno dell’in-
tervallo (a, b). '

3. LemuMa 2.0 — Sia F®(a) = (— 1)sF®b), (k =0, 1,..., n). Allora esiste
un punto §, con a < E<b, tale che FCr+E) = 0.

Si pud evideutemente supporre @« —=—1, b= -+ 1, caso al quale ci si
riconduce colla trasformazione
2 b+a
Y=p—a” bt —a

Sia P(x) un polinomio pari di grado < 2n, e poniamo

P(x) = ¢, + €,2° + ... + C,,x*".
Derivando otteniamo ()

P®(x) = 0%, -+ 2%6,0>* - ... -+ (2n)'c, 2",

20
e P(®)(x) risulta pari o dispari secondoché k & pari o dispari; quindi in par-
ticolare
P®(1) = (— 1)*P®(— 1).

Scegliamo i coefficienti ¢,, di P(x) in guisa da avere P*)|1)= F®*)1);
questo & possibile poich® basta che gli n-+1 coetficienti soddisfino al sistema
di »-- 1 equazioni lineari

‘ 0%y + 2%, 4 4 (20— 2)%c,,,_, + (20)%c,, = F®)(1), (=0, 1,..., n)
il cui determinante (pel fatto che of = a* 4 b,a®~' 4-..4b,_,a -+ b, con i b
indipendenti da «) risulta evidentemente di valore uguale al determinante

() Vedi p. es. M. PicoxNg, Lezioni di Analisi infinitesimale, Catania, 1923, Cap. V, § 2,

pp. 564-602.

k
() Poniamo per x reale e k intero positivo a==z(x —1)...(« —k + 1), e anche =1
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delle differenze (o di VANDERMONDE) degli # -1 interi 0, 2,.., 2n — 2, 2n
e quindi non nullo.
Per il modo come & scelto P(x), per la funzione F(x) — P(x) &

F&(—1) — P®(—1)=0, F®1)—P®(1)=0 (=0,1,..,n)
ed essendo soddisfatte le condizioni del Lemma 1.° esiste un punto £ con

— 1 <& <1 nel quale FC*"*+)E) — PC"+)E) =0; essendo P(x) di grado 2n
al massimo, risulta FG"+19E) =0, e il Lemma 2. & dimostrato. ‘

4. Veniamo a dimostrare il Teorema (A). Possiamo anche qui supporre
a=—1, a+h=1 e, in accordo con le notazioni del Teorema (B), poniamo

@l BF; — 1, 2)=— 2 4,20 [ FO(— 1)+ (— 1P |

e si tratta di dimostrare che esiste un punto § con —1<§ < 1, pel quale
si ha

(4.2) R,(F; —1,2)=

n

(= 1)"(nl)22m+
@)1 @n+1)!

R, (—1<E<l)

Sia P(x) un polinomio dispari di grado < 2n +1

P(x) =cx + ¢,2° + ... + 22"
le cui derivate sona

4.3) P®) () = 1% a1 —* + e a*— % 4 ... +- (2n + 1)¥e,, @2k, (B=0, 1,..))

e risultano polinomi pari o dispari secondoché %k & dispari o pari, e in par-
ticolare
4.4) P®(— 1) 4 (— 1)*P®)(1) = 0, (k=0, 1,..).

Determiniamo (e vedremo che & possibile) i coefficienti di P(x) in guisa
da avere

(4.5) P& (—1) 4 (— 1)+ PE(1) = FE(— 1)+ (— 1) FEY1), (k=0, 1,..., n)>
se poniamo per semplicith di scrittura |
F®(— 1) 4 (— 1)+ FEY1) = (— 1)*+*2a,, (=0, 1, ..., n)
per le (4.4) occorre e basta che siano verificate le » 4- 1 uguaglianze
P®Y1) = ay, k=0, 1,..., n)
ciog, per le (4.3), che sia verificato il sistema lineare nelle ¢

(4-6) 1%, + 8%, 4. + 20 — V¥, _, + 20+ 1%, ., =ax, (=0,1,...,n)
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il cui determinante (per un’osservazione analoga a quella fatta al numero pre-
cedente) & uguale al determinante delle differenze degl’interi 1, 3,..., 2n + 1
e quindi non nullo.

Poiche per la (4.5) &

(4.7) F¥(— 1) — PO(— 1) = (— 1 | F®(1) — PY1)},

la funzione F(x)— P(x) si trova nelle condizioni contemplate al Lemma 2°
e quindi esiste un punto §, con —1 <& << 1, nel quale &

F(2n+1)(€’ _ P(?n+i)(€) =0,
- ciod
(4.8) FCrE) = (2n + 1) L6,y -
Per le (4.1) e (4.7) &

R(F; — 1,2) = R,(P; — 1,2)= 3 (- 14,2 a,,

quindi, per questa e la (4.8), la (4.2) risulterd dimostrata non appena avremo
provato che il coefficiente c,,,, ottenuto dal sistema lineare (4.6) verifica
I’ uguaglianza

_(=1"2n)! §

a1 — m!—)z%m hzo(—' 1)k2k+1Aha’k 9

c
che si pud anche scrivere, tenuto conto dell’espressione di A4, assegnata
dalla (1) al n. 1,

— 1" = 2k 20 — Kk
(4.9) Canty :( 227,) kio(— 1) m( n )ak-

5. In considerazione del sistema lineare (4.6) poniamo
1° 3% ..2rn—1)° qa,
Diay, @yseey @) == 1+ 3t . 20 —1)t @, |, A=D(2n+1)", 20+ 1)k, n+1)7);
1" 3% .. 2n—1)" a, ‘

[

risulta allora

(6.1) Copty = % Dia,, a,,.., a,),
e cosi ci siamo ridotti a dimostrare che il secondo membro di (4.9) e il
secondo membro di (5.1) sono uguali, cied sono identici nelle indeterminate
Qoyy By yeney Gy

Per procedere mnel modo pit semplice diamo alle indeterminate a,,
@,y @, N+ 1 sistemi di valori linearmente indipendenti e scegliamo, come

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



degl integrali definiti 193

pii convenienti, gli # -+ 1 sistemi
a, = a, =a',.., a, = a-, (@=1,3,..,2—1, 2n-1)
il cui determinante & A == 0. Poiche

1 0, per a=1,3,...,2n —1

D(a’, at,..., a=) =
(@) @'y &%) ?A, per oc::2n—{—1

bastera dunque dimostrare che (posto a = 25+ 1):

k = —
(5.2) Ys—Z(—l) 2 (Zn )(2 +] 0 per s=0,1,...,n—1
#=0 " (=122, per s=un.

Osserviamo che

@s + 1% (25 + 12825 —1) .. 25—k + 2) (28 + 1)
="7)

k! k!
e quindi
» 2s + 1\(2n — &
5.3 ,:2_1k2k( )( )
(5.3) ve=2(—1) E N
23+1 28 +1\2n — K
— M (___ ROR
_73—_0( 1 ( k X " )

Sia 0<s<n—1, cioe 1<2s+ 1=<2n - 1, e consideriamo il polinomio
in x

23+1 2sH1
Q)= 2 (—1)k2k(2s+1)(1 )R = (L)t X (—1)k2k<2s+1)(1+x)%+*—k
k=0 k k—0 k

— (1 + x)2n—2s—1(1 +x _2)2s+1
—_ (1 + w)an—-zs_ 1(1 _x)23+1_

I’ espressione y, in (0.3) ¢ il coefficiente del termine in a” del poli-
nomio @,(x) e per dimostrare che y,=0 per 0 <<s<n — 1 osserviamo che

2n—2s—1 281 _
S

ciod identicamente
on 1
Qs(x) + 2" Q, (E;) =0;

fissando 1’ attenzione sul coefficiente del termine in «” risulta y, 1 v, =0,
cioé v, =0 per s=0, 1,..., » — 1, ed & dimostrata la prima in (5.2).
Rimane da considerare il caso s =mn cio® da determinare y, dato dalla

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XV, 25

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



194 G. Riccr: Su una formula di K. PETR per il calcolo numerico

(5.3); consideriamo il polinomio

Q@) =

2n
S (— 1)k2k(2”; 1)(1+w)2""‘
k=0

9
=7 j_w kZ ( 1)"2"( n]:— 1)(1 + )itk 2] 4 g)° %
1 1
_— 9241 n+1) — p— 120+1 2n--1
_1+x§(1+m 2) + 2 §_1+w;(x 1) + 2 3

Si caleola subito

o) rhat- T e

14+ x"
quindi

1 ~+ w2n+1
b

270, ()=~ 0l -2

cio¢ identicamente

*"Q, (i) =—Q,(x) + 22" (1 —x + 2* — ... 4 2°").

Poiche v, & il coefficiente di »" tanto in @ (x) quanto m‘oc*"Qn(,;), risulta

Tn="Tnt (— 1)n22n+i’
da cui '
T= (12,

e le (5.2) risultano dimostrate. E con queste anche la (3.1) e il Teorema (A).

6. Dimostriamo adesso il Teorema (B) del n. 1, che ¢ immediata conse-
guenza di cid che precede. Osserviamo prima di tutto che detti ¢ e ¢’ due
numeri reali qualunque vale la relazione distributiva

R (cF +c¢G; a, h)=cB,(F; a, h) + R, (G; a, k).
Ponendo
ol@) = R.F;a,h) R,G;a,h)
F(x) Gla)

per la relasione precedente risulta
R, (¢; a, h) = B,(F; a, )R,(G; a, h) — B,(G; a, W)R(F; a, h) = 0.
Per il Teorema (A) esiste un punto £, con @ <& < a + h nel quale

eCnHIYE) =0, . e<&E<a—+h)
e il Teorema (B) & dimostrato,
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7. Come ultima osservazione mostriamo come dal Teorema (B), con I’ op-
portuna scelta della funzione G(x), possiamo ricavare le forme (I) e (II) di
G. N. Warson del resto B, (n. 1).

Intanto, notiamo ovviamente che la forma (I) segue dalla (II) ponendo
in questa

@x
P(x) = Jur—(1 — u)p—du.
1

2

Consideriamo la (II): si pud supporre, senza alterare la generalitd, a =0,
h =1 e si tratta di dimostrare

(7.1) R, = ((_%1))!" 87(1 — 6)» 4%7%’@ Fien+1)g), 0 <6<1);

possiamo ancora supporre

7.2) %%:Q Y>>0 per 0<t<1.
Aggiungiamo Uipotesi
(1.3) W) = j@(u)dw
Poniamo '
(7.4) szngﬂfﬁﬂif;ywm, 0<x~1)

1

2

e con questo risulta (7)

1 f@—g* _
6000) = oy | B g Vi, 0<w—1)
(7.5) 3
' / k=0,1,.., 2n)
R S, 1 C 0<a<1)

' x"(1 — x)”
Si vede subito che per x — + 0 e per x — 1 — 0 esistono finiti i limiti
di G)(x); infatti, per fissare le idee consideriamo I’ estremo destro e 1’anda-

: 1
mento per & — 1 — 0. G(")x) risulta una funzione crescente di « per 5 <w <1

(") Ved. per es. U. Din1, Lezioni di Analisi infinitesimale, Vol 11 (Pisa, 1909), pp. 605-608
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ed &
1

n! GU)(x <f 1—_z)" 2)de < | 2n(s )de = 27(1).

i
2

Dunque esistono le derivate
G0),  G(1), (=0, 1,..., m)
e la funzione G(x) soddisfa alle condizioni richieste per la validitd del Teo-
rema (B). Poniamo
" A
= Bx) = - L
D,(x (') 2 4,6 / T — z)

2o B - B (c — 2=k % dz

. d (l)’(k‘/’) 5 1 " in—k
.—f (1 — 2 s (2")!(76)(96 — E o
1 fe—gre—eryr,

T (2m)! 1/ 21 — 2)n Vi),

e quindi, essendo LP(%):O, risulta:
) 0

@,00)= lim 9,(0) = o0 [1= 19z = S0V v

T — 0

2

Analogamente si calcola

e = A= | e

w] =

— o) —z—1
= )n) !fx z w zn ) Ll)(z)dz,

e quindi

B(650, 1) = — (@,(0) + @,(1) = 8 (341) — 400)

Tenendo conto di questa e dell’ ultima delle (7.5), dal Teorema (B) segue la (7.1).
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Postulates for Linear Convections in Abstract
Vector Spaces (%).

By A. D. MicHar (Pasadena, California, U. S. A.).

Introduction. — In recent years a large portion of the work in n-dimen-
sional differential geometry (*) has been centered around the notion of a
linear connection. My studies on infinitely many dimensional differential
geometries (°) in functional spaces have led me to the introduction of funec-
tional linear connections. Early in the development of these infinitely many
dimensional geometries it became clear that some of the main properties of
linear connections could be abstracted in normed vector spaces. In 1933
definitive results were obtained along this direction and the first chapter in
abstract differential geometry was written (‘).

(!) Presented to the « American Math. Soc. », Dec. 1, 1933, under a slightly different
title. Cf. « Bulletin of A.M.S. », abstract n.° 337, Vol. 39 (November, 1933).

(?) The recent literature on finite dimensional differential geometry is extemsive. We
refer the reader to the following representative books on the subject. L. P. EINSENHART,
Riemannian Geometry (1926), Non-Riemannian Geometry (< A. M. S. Coll. Publications »,
Vol. VIIIL, 1927), Continuous Groups of Transformations (1933); J. A. ScHOUTEN, Der Ricci-
Kalkul (1924); O. VEBLEN, Invariants of Quadratic Differential Forms (1927), Projective
Reluativitdtstheorie (< Ergebnisse Der Mathematik Und lhrer Grenzgebiete », 1933); T. Y.
Tuomas, Differential Invariants of Generalized Spaces (1934); DuscHEK-MAYER, Lehrbuch
Der Differentialgeometrie (vol. I and II, 1930); T. Levi-Civira, The Absolute Differential
Caleulus (1927); E. CarraN, Lecons sur La Géométrie Des Espaces De Riemann (1928), La
Théorie Des Groupes Finis Et Continus Et L’Analysis Situs (« Mémorial des Sciences Ma-
thématiques », fase. 42, 1930); G. Virari, Geomefria Nello Spazio Hilbertiano (1929); W.
BrascHKE, Differentialgeometrie (vol. 1I, 1928); H. WeyL, Space-Time-Matter (< English
translation », 1921); O. VEBLEN and J- H. C. WHITEHEAD, The Foundations of Differential
Geometry (1932); D. J. StrUIK, Theory of Linear Connections (« Ergebnisse Der Mathematik
Und Threr Grenzgebiete », 1934): V. Hravary, Les Courbes De La Variété Générale @ n Di
mensions (« Mémorial des Sciences Mathématiques », Fasc. 63, 1934).

(3) A.-D, MicHAL, « American Journal of Math. », vol. 50 (1928), pp. 473-517. This paper
was previously presented to the American Math. Soc. at the New York meeting, October
1927 (Cf. « Bulletin of A. M. S.», vol. 34, Jan. 1928, pp. 89 for the abstracts). Following
the publication of this initial paper on the subject there appeared numerous papers on
functional differential geometry and related topics by F. ConrorrTo, A. KawacucHi, M.
KERNER, A. D. MiceAL, G. C. MoisiL, T. S. PerersoN and H. P. THIELMAN.

() A. D. MicHAL, « Bull. of American Math. Soc. », Vol. 39 (1933), pp. 879-881.
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198 A. D. MicHAL: Postulates for Linear Connections in Abstract Vector Spaces

Since then several new theorems on differentials and total differential
equations in abstract vector spaces were proved and were helpful in a drastic
reduction of the postulates as well as in deriving new theorems on abstract
linear connections.

Before we proceed with a brief description of the contents of the various
paragraphs of our paper we shall make a few remarks on the reasons for
choosing normed vector spaces as manifolds and on the nature of an abstract
differential geometry. From the work of E. CARTAN and others it has become
clear that a differential geometry is concerned not with one space but with
several spaces and their interconnections by means of interspace functional
transformations. One of the spaces is often called the underlying manifold
and the remaining spaces, the associated manifolds. We take the point of
view that the universe of discourse of a differential geometry consists of a
collection of spaces and a set of inter-space faunctional transformations af
least one of which possesses a differential.

Moreover the differentiability of at least one of these transformations
plays an essential role in the theory. In actual practice some of these inter-
space functional transformations are only required to induce differentiable
transformations between maps of the spaces. The maps are usually instances
of abstract normed vector spaces such as number spaces and functional spaces.

As far as the author has been able to ascertain, the most general spaces
over which wique differentials can be defined are normed vector spaces (')
(BANACH spaces are normed vector spaces with a real number system as the
multiplier number system). Differentials can be defined in more general
spaces but we have not been able to prove that the differential of a given
function in such general spaces is unique. Because of the above reasons it
appears that normed vector spaces are of fundamental importance for the
differential geometer. The degree of generality of normed vector spaces is
however considerable, for it must be remembered that abstract HILBERT
space (°) is a special kind of a normed vector space and that most of the
functional spaces (‘) of analysis are instances of an abstract normed vector space.

() Numerous references to papers on abstract space theory can be found in M. Fre-
cHET, Les Espaces Abstraits (1928), and in S. BaNacH, Théorie Des Opérations Linéaires (1932).

() M. H. StoNE, Linear Tramsformations in Hilbert Space (« A. M. S. Colloquium pu-
blications », 1932), where references are given to HILBERT'S, RiEsz’s and v. NEUMANN’S
papers.

(*) For the theory of functionals and related subjects see G. C. Evans, Functionals
And Their Applications (« A. M. S. colloquium publications », 1918); V. VOLTERRA, Theory
of Functionals (1930); P. LiEvy, Analyse Fonctionnelle (1922). See also FrECHET'S and
BaxacH’s books.
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The first paragraph contains a few preliminary thcorems on the dif-
ferentials of functions depending linearly on one or more abstract parameters.
In particular a fundamental theorem is proved on the total differential of
the inverse of a solvable linear function f(x, ) (See Theorem 1.4).

In § 2 we give six postulates, in addition to the vector space postulates,
for a linear connection and we present a functional instance for their con-
sistency. It is worthwhile to mention here that as a rule we abstract the
forms rather than the coefficients of forms. A notable exception to this
general procedure is furnished by the postulates for a normed vectorial ring
given in § 6. On the basis of the postulates of § 2 we are enabled to give
in § 3 the definition of a curvature form (curvature for brevity). Theorem 3.7
of § 3 and Theorems 4.1 and 4.2 of § 4 deal with solvable linear functions
that satisfy abstract total differential equations. We hope to make clear
elsewhere the fundamental nature of these theorems in connection with the
differential geometry of the group manifold of continuous transformation
groups with abstract parameters. A brief treatment of parallelism of abstract
vector fields with respect to a given curve in the underlying vector manifold
is given in § b.

A set of postulates is given in § 6 with a special end in view. A vector
space E,, a normed vectorial ring, is introduced and amongst the postulated
functional operations is a class of linear functions, called contractions, on E,
to the real numbers. On the basis of these postulates we make a definition
of a class of « generalized Rrccr » forms. The functional instance presented
for the consistency of the postulates contains a continuous infinitude of con-
tractions and hence a continuous infinitude of « generalized Ricci > forms.

Finally in § 7 postulates are given for a second linear connection in
addition to the postulates of § 2 for the first linear connection. The funda-
mental identity relating the two curvatures is contained in Theorem 7.2.

The author has initiated elsewhere (') the study of « Riemannian » dif-
ferential geometfries in abstract vector spaces. The postulates for such a
geometry lead to fwo abstract « CHRISTOFFEL symbols of the second kind »
that are special linear connections of the kind treated in § 2 and § 7 of the
present paper.

§ 1. Preliminary theorems on Fréchet differentials. — We shall give in
this paragraph a few new theorems on FRrEcHET differentials in abstract

() A. D. MicHAL, « Bull. of American Math. Soc. », vol. 39 (1933), abstracts 332 and 333,
p- 879.
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200 A.D. MicHAL: Postulates for Linear Connections in Abstract Vector Spaces

vector spaces that will be needed in the development of our subject. By an
abstract vector space (vector space for short) we mean a complete normed
linear abstract space closed under multiplication by real numbers. Such
spaces are often called BANACH spaces in the literature.

There is a real advantage gained in wusing the same symbol for a
norm |

...'| in the simultaneous consideration of several vector spaces. Similar
remarks hold good for the symbols 1, 0, and = in the simultaneous con-
sideration of real numbers and vector spaces. We shall adhere to these sim-
plifications in notation throughout our paper. There need not be any confusion
in these matters as the context will make clear the meaning of the symbols used.

We begin with the

TaeoreM 1.1. — Let E,, E, and E, be three vector spaces. If ¥(x, «) is
a function () on E((x,).)E, to E,, linear () in a and possessing a partial
differential F(x, a; 3x) thal is conlinuous in x, them the tolal differential
F(x, a; 3x, da) exists, (°) is continuous in x, o, 3%, %a, and is given by

(1.1) F(x, a; ox, da) = F(x, o; ox) + F(x, 3a).
Proof:
| Fle + 8¢, « + 8a) — F(x, a) — F(x, o; 3x) — F(x, 3a)]|
< || F(x + 8%, «) — F(x, ) — F{x, a; 3z || + || F(x + 3z, 32) — F(x, 3a) ||

From our hypotheses on Fl(x, «; 8x) and a few results of M. KERNER (*)

(1) All functions considered in this paper will be, without explicit mention, single
valued. We use E. H. Moorr’s convenient terminology « ®(x,, «,,.., %,) is a function
on ¢,¢;..c, to ¢» to denote that ® is a function whose ith argument ranges over a class
of elements ¢; and whose values are elements in the class ¢. We shall also use the symbol
c/s) to denote that the ith argument of the function ® ranges over the subset s of the
class ¢;. The classes ¢; will be usually vector spaces and the subsets s will usunally be open
neighborhoods (x,),, i. e., the sct of elements a that satisfy the inequality || —x,||<a
for a fixed element x, and fixed positive numbsr a. Most of the theorems in the paper
continue to hold if more general connected sets s are used in the place of (x,),. Without
any further statement we shall restrict ourselves to functions for which the substitution of
equal elements is a valid operation.

(?) Additive and continuous (and hence homogeneous of degree one).

(3) In order to do away with long circumlocutions we shall understand throughout
our paper, unless a statement to the contrary is made, that statements on properties of a
function will hold good for all values of the arguments lying in the domains of definition
of the function and that assertions on properties of differentials of a function will hold
good for all such values of the arguments of the given function and for all values of the
new argnments that the differential introduces. For example, the assertions for F(w, «; ex, &x)
in Theorem 1.1 are understood to hold for all % in (x,),, all  in E,, all éx in E,, and
all ox in E,.

(* <« Annals of Math. », vol. 34 (1933), pp. 548-552.
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we obtain the inequalities

(1.2) | Flac + 3w, 50) — Flz, 8a)i|gﬁ| Fle+ ste. 5a; 3z)|| ds
0

and (')

(1.3) ﬁl Flw + s3, 8a; 5) || ds < m || 3 || | 3 ||

0

The inequality (1.3) holds for | 8x| sufficiently small and m is a fixed
positive number. Hence given an ¢ > 0, there exists a p, >0 and a p, > 0
such that

| Bl +32, o) — Fiw, o) — Fle, o5 30) | < | 8= || for [|3 ] <,

and

l .
jHF(w + sdx, Sa; Sx) || dsgg ||| for |3x| <p,.
0

Let ¢ be the smaller of p, and p,. From the above inequalities we obtain
| P @+, @+ 80) — Flw, o) — Fl, o; o) — Fla, 3| < 5 (|| o | + || )

for ||8z| <<p and all 3a. Since for arbitrary ow, Za (greater of | 8z || and
1
6 ) = || 32, o[l =5 (|| 32| -+ 3a])) e seo that
| F(x + 82, o + 8a) — Flx, a) — F(a, a; 3%) — F(a, 8a) || << ¢ || 0, 3a ||
for | o, 3a| <p.

But clearly F(x, «; 3x)+ F(x, 3a) is continuous and additive in 3x, 3«. Hence
the last inequality shows that F(r, a; 3x, 8a) exists and is given by (1.1).
Moreover the continuity of F(x, «; 8z, 3x) in x, a, 3x, 3a is obtained readily
by observing that F(x, «; 8x) is linear in «, linear in %x, and that F(x, %)
is linear in Za.

(*) It is well known that if the Fricner differential of a function exists then the
GaTeAUX differential also exists and the two are equal. Hence if a function F(x, z) is linear
in «, one can show readily with the aid of a theorem of BANACH (see S. BaANACH, « Fundamenta

Mathematicae », vol. 3 (1922), p. 157) that the GaTEAUX differential lim Il'(av—f—kow,;)—F(w, “)
h=—0
if it exists, is linear in «. Similarly for the Fricrer differential Fiux, o; za).
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The following more general theorem can be proved in a similar
fashion.

TrEOREM 1.2. — Let E,, E,,..., E,, E be n + 1 vector spaces. If F(x, a,
@yyeey Un_y) 88 @ function on E ((x,)a)E, ... By to E, multilinear in o, , o, .., on_,
and possessing a partial differential F(x, a,, o,,.., an._; OX) that is con-
tinuous in x, then the partial differentiols F(x, a,, ..., &i,u., an_,; 3%, Sas)
i=1, 2,.., n—1) exist, are continuous (jointly) in all their variables, and
are given by

(L) F(2, 6, yerry Gigorey Oy O, Bot;) = F (20, &) yorey &y 5 ) 4= B[00, &, yorsy By guney Gy, )e

We next prove.
TrEOREM 1.3. — Let E,, E,, E, be three vector spaces and let F(x, a) be
a function on E ((5,).)E, to B, with the following properties:
1) F(x, «) is linear in o.
2) The first partial differential F(x, «; 5,x) exists.
3) The second partial differential F(x, a; 8,x; 3,X) erists and is con-
tinuous in X.
Then the differential F(x, a; 3x, da) exists and is continuous in X, o, 0X, da;
and the second differential F(x, a; 8,x; 8,x, 8a) exisls, is conlinuous in X, «,
8,x, 9,x, da, and is given by

(1.9) Fx, a; 3; 8,x, 8a) = F(x, «; 8,2; 5,2) + Flx, Sa; 8,x).

Proof: From the existence of the second differential F(x, a; 8,x; d,x) it
follows that F(x, «; &) is continuous in x. The hypotheses of Theorem 1.1
are thus satisfied. An application of Theorem 1.1 shows the validity of the
first part of our theorem. To prove the second part, we first observe that
F(x, «; 8a) is bilinear in « and S An application of Theorem 1.2 to
F(x, «; 8x) completes the proof of the theorem.

An extension of Theorem 1.3 to higher differentials can be given.

In ordre that there will be no misunderstanding in the later paragraphs,
we shall give here a definition of a solvable linear function.

Definition of a solvable linear function. Let E,, E,, E, be vector spaces.
A function f(x, o) on E ((x,),)E, to E,, linear in «, is said to be solvable
linear function, if there exists a function f(x, B) on E,((x,),)E, to E, (called
the inverse function) such that

(1.6) i(w’ ]T'(x, B)) = ﬁ
flo, f .
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Clearly the inverse function f(x, f) is unique and by a theorem of
BawacH (') and ScCHAUDER (?) it is linear in §. Thus f(e, «) is the inverse
function of f(x, B) and so f(e, B) is itself a solvable linear function.

TreoreM 14 — Let B, E,, E, be vector spaces. If f(x, a) is a solvable
linear function o E ((x,).)E, fo E, such that the first partial differential
f(x, a; 8x) exists and is continuous in x, thew the inverse fumction f(x, B)
possesses a first partial differential f(x, §; 2x) that is continuous in x and
linear in 3.

Proof: From our hypotheses it follows with the aid of a theorem proved
elsewhere (*) that f(x, B; dx) exists and is given by

(L7) fe, B; )= —fiw, [, fl@, B); ox).
Clearly f(x, «; 8z) is linear in «. Hence the theorem follows from well

known results on the continuity of functions of functions (') and a theorem
of KERNER (°).

§ 2. Postulates for a linear connection. — In this paragraph we give a
set of postulates for a linear connection. Some of the consequences of these
postulates are developed sufficiently so as to bring out the curvafure expres-
sion and some of its fundamental properties.

We deal with two vector spaces: E, the underlying manifold of our
geometry, and E,, an associated manifold of elements that will sometimes
be called, for historical reasons, « contravariant vectors ». The following
notations will be used in this paragraph unless otherwise indicated.

Xy Tyy Lyyuns Yy Yoy Yoy 2, 2,5, Z,,...: variables ranging over E
Capital Latin and all Greek letters: » » > B,
Remaining lower case Latin letters: » » » R,

the real number system.

Postulate 1. There exists a function I'(x, V, y), called a linear connection,
on E((x,),)E.E to E,, where x, is a fixed element of E and a is a fixed
positive number,

(!) S. BaNacH, « Studia Mathematica », vol. 1 (1929), p. 238.

(?) J. SCHAUDER, « Studia Mathematica », vol. 2 (1930), pp. 1.6.

(3) A. D. MicHaL and V. ELCONIN, « Bull. of American Math. Soc. », vol. 40 (1984),
abstracts 228, p. 530 and 386, pp. 814-815. To be published in full elsewhere.

() M. FriEcHET, « Annales Sc. Ec. Normale », vol. 12 (1923). See also T. HILDEBRANDT
and L. GRAVES, « Trans. of A. M. S.», vol. 29 (1927).

(5) M. KERNER, « Annals of Math. », loc. cit.
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Postulate 2. Yix, V,+ V,, yy=T(, V,, )+ T, V,, y).

Postulate 3. T, V, y, +y,) =T, V, y)+ T 7V, y,).

Postulate 4. ||Ux, V, y)|| <A4| V| ||y}, where 4 is a fixed positive number.

Postulate 5. The first partial differential T'(x, V, y; Bx) exists.

Postulate 6. T(x, V, y; 2x) is continuous in .

Clearly these postulates together with the postulates for the vector
spaces E and E, form a consistent system. This can be seen most easily by
taking an instance in which the vector spaces E and E, are both the real
number space with the absolute value as norm. A logical analysis of the
above six postulates together with the postulates for the ‘vector spaces F
and E, will not be given here. The postulates as they stand above are not
enumerated in a form suitable for independence considerations. They have
however the advantage of simplicity and perspicuity over the postulate system
that is stated for such a purpose.

The reader will have no difficulty in giving non-trivial instances of
our postulates from the realm of wn-dimensional differential geometries ()
as well as from the author’s () infinitely many dimensional differential
geometries.

We give here briefly one of the many new instances of our postulates.
Let the vector space E be the well known « space of continuous functions » x%
Before going any further in this instance we are forced to make a digression
and make clear a few matters of notation. We shall write continuous real
variables as indices and shall denote a RIEMANN integration over the whole
range of an index by repeating that index once as a subscript and once as
a superscript. The real functions x% of a real variable d are defined and
continuous over d, << d << d,, the norm is defined by

|| 2% || = max | & |,
dy<<d<dy

and the other operations are interpreted in the usual manner. We take the
vector space E, to be also a space of continuous functions V= defined over
@, << a<Ia, with a norm defined by

li V*|j = max | V=|.

a=o=%p -

(1) Cf. the bibliography for finite dimensional differential geometry given in the
introduction.

(?) A. D. MicHAL, « Amer. Journal of Math. », loe. cit, and « Proc. of the National
Academy of Sciences », 1930-1931 (four papers), loc. cit.
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A linear connection can be taken to be the functional TI'*[x?¢, VE, &x?]
defined by (')

2.1) I'{xd, VB, 3x®) = [ VEsx? -1- T3[ad] Vadua?,
where I'g[x%] is a functional whose values are continuous functions of the
three variables «, B, b and where I'j[x? is a functional whose values are
continuous functions of the two variables «, b.

The partial Fricorr differential of the linear connection can be taken
to be in the normal form

I, V8, 3,22 8,2° = (Tl Ve 4 T2 a?) V45 a5 0
+ (Fgp, ] VB + 17, Jac%| V#)3 23,7,

(2.2)

where 'Tg[x?), Tyx?), 'ty Ja?), T3 Jx?] are four functionals of x? whose values
are continuous functions of their respective free variables.

Clearly for any chosen positive numbers @ and A4 there exist functionals
of the form (2.1) and (2.2) such that all our postulates are satisfied by them
for the given a and A. '

§ 3. The curvature form. — From the existence of the partial differen-
tial '@, V, y; ox) follows the continuity in « of I'(x, V, y) while from Po-
stulates 2, 3, and 4 follows the continuity of ['(x, V, ) in V and y separately.
Hence the theorem. .

THEOREM 3.1. — The linear connection T(x, V, y) is continuous jointly
in the three variables x, V, y and is a bilinear function of V and y.

From the continuity of I'(x, V, y; 6x) in & and this theorem we have,.

THEOREM 3.2. — The partial differential I'(x, V, y; 0x) is continuous in
the set x, V, y, x and is a trilinear function of V, y and ox.

DEFINITION OF B(x, V, 3@, 8,x). — A function (*) B(x, V, 8x, 3,x), the
curvature (form), is defined by

(3-1) Blx, V, 8,2, 8x) = L, V, 8,x; 8,%) — Llee, V, 3,2; 3,x)
+ L'(w, T, V, 3,2), 8x) — I, T, V, 3,2), 3,)

in terms of the postulated linear cownection T'(x, V, 8,X) and its partial dtf
ferential T'(x, V, 8 x; 3,x).

(1) In this insténce, the variables b, ¢, d, e, f are real variables ranging over the closed
interval (d,, d,), and o, B, v are real variables ranging over the closed interval (a;, «;).

(?)) We remind the reader of the convention about the range of the arguments of
functions. Here, of course, # ranges over the region (x,),.
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THEOREM 3.3. — The curvature B(x, V, 8,x, 8,x) defined in (3.1) is con-
tinuous in the set x, V, 8,x, 8,x. Moreover it is a trilinear function of V,
3,x and 8,x, and satisfies the identity

{32) B((B, v, 5|.’l:, 52"'6): _B(xv V7 52w7 51“’)'

We are thus led to the following fundamental theorem, whose proof
can be obtained by a slight modification of the proof of a more general
existence theorem on total differential equations in abstract vector spaces (').

TaeoreM 3.4. — If
(3.3) ‘ Bz, V, 8, 3,20) =0
then there exists one and only one function I(x) that enjoys the following
properties:

a) E(x) satisfies the total differential equation

(3.4) s ) = — T, E@), 39);

b) &(x) lakes on the arbitrarily given initial value £, for x = Xx,;

¢) the first differential of &(x) exists and is given ly (3.4);

d) the second differential of E(x) exists, is symumetric in 8x and 3,X,
and is given explicitly by

(3.5) E(ac; B,; 829c) = I'(w, T'(x, &(x), 8,2), 3,2) — T'(x, &), 8,2; 3,%).

In the last theorem the initial parameter § is an arbitrarily chosen
element in the vector space E, while x, is a fixed element of E. To exhibit
the dependence of the solution funection E(x) on the initial abstract parame-
ters x, and ,, let us write E(x, «,, £,) in the place of Ex). We shall prove.

THEOREM 3.5. — The function &(x, x,, a) of Theorem 3.4 is a linear
function of a.

Proof: 1t can be shown that
(3.6) e, ,, o) = lim &,(x, x,, a),

n— Q0
where £, = o and

1

(3.7) Enylw, 2y, 0) =a —ﬁ‘(wo 1- s(x —,), E,(, + S(e — ), ,, @), x — x,)ds,
0

the integral (*) being in the sense of KERNER-GRAVES.

(*) &. D. MicaaL and V. ErcoNIy, loc. cit.

() L. GRAVES, « Trans. of Am. Math. Soc. », vol. 29 (1927); M. KERNER, « Prace Ma-
tematyczno-Fizyezne », vol. XL (1932).
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On making use of the continuity properties of the linear connection I'
and employing a complete induction on (3.7) we find that for each n &, (x, z,, 2)

is a linear function of «. But lim ¢, (x, x,, ) exists equal to §x, x,, «)
n— Q0

Hence an application of a theorem of BaNAcH (') on the linearity of the
limit function of a convergent sequence of linear functions shows the validity
of our theorem. ’

Both Theorem 3.4 and Theorem 3.5 are local theorems in the sense that
the initial parameter «, of the vector space E is fixed and is not an arbi-
trarily chosen element from some fixed set of elements. The following theorem
is a theorem «in the large » and follows without much difficulty from
another general existence theorem (*) of MicHAL and ELCONIN.

TarROREM 3.5. — Under the hypothesis of Theorem 3.4 there exists a convex
region () W in E((x,)a) such that the conclusions of Theorem 3.4 and Theo-
rem 3.5 hold for all x in W and for an arbitrarily chosen element x in W

instead of the fixed element x,.

THEOREM 3.6. - If there exists a solution &(x) of the total differential
equation
Ex; Sa) = — I, E(x), o),
then .
(3.8) Bz, &Ex), 8,2, 8,x) =0

in X, 3 X, 9,X.

Proof: For such a Ex), the second differential &(x; 8 x; ,x) is given
by (3.5). By the postulates and previous theorems we see that E(x; 3 w; 3,%)
is continuous in «. Hence by a theorem of KERNER (‘) on the symmetry of

second FRECHET differentials, we have
E; d,2; 8,%) = Ex; 8,x; 8,x).

This however is condition (3.8) for the given &(x).

TrEOREM 3.7. — If there erists a family of solutions F(x, a), linear in «
(x ranging over a wvector space, say E,), of the total differential equation
Sov; o) = — I'la, Efer), Bur)

such that F(x, @) is a éolvable linear funétion (with F(x, V), a function

(*) S. Ba~nacH, « Fundamenta Math. », loe. cit.

(?) A. D. MiceAL and V. ELcoNIN, loe. cit.

(3) A region W is convex if x, y ¢ W implies that fx+ (1 —#)y ¢ W for 0==¢{=<1.
() M. KERNER, « Annals of Math. », loe. cit.
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on E((x,).)E, fo E,, ils inverse function), then
(3.9) B(x, V, 3,2, 8,x) =0
in x, V, 8,x and 3,x, and the linear connection can be expressed in the form
(3.10) I(x, V, 32) = — F(x, Flx, V); 3x),
where F(x, a; 0x) is a partial differential of F(x, ).
Proof: By hypothesis we have
(3.11) Flx, a; dx) = — I'(x, F(r, ), ox).
Hence by an application of Theorem 3.6 we see that
(3.12) B(x, Flx, «), 8,2, 3,x) =0
in x, a, 8%, 3,x. From the arbitrariness of the parameter «, it follows that
we may take
(3.13) o= Flx, V),
where F(x, V) is the inverse function to the solvable linear function F(x, a).
Hence from identities of type (1.6) and from (3.12) we obtain the desired
condition (3.9) of the theorem. Finally on substituting in (3.11) the expression

 for a as given by (3.13) we obtain the expression (3.10) for the linear con-

nection.
COROLLARY: Under the hypotheses of Theorem 3.7 the linear cownection

I'(x, V, 3x) can also be written in the form
(3.14) [, V, 8x) = F(x, F(x, V; 8x)),

where F(x, V; 8x) is a partial differential of F(x, V), the inverse function fo
the solvable linear function F(x, a).
Proof: From the fundamental identities (1.6) we have

(3.15) Flx, Fx, V)= "V.

With the aid of Theorem 1.1, Theorem 1.4 and a theorem of FRECHET (‘) on
the differentials of functions of functions, we obtain the formula

(3.16) Fla, Flx, V); 8a) + Flx, Flw, V; &x)) = 0.

The expression (3.14) for the linear connection follows readily from (3.16)
and the relation (3.10) of Theorem 3.7. The result (3.14) also follows directly
from (3.15) and (3.7).

(Y) M. FrRECHET, « Annales Sc. Ec. Normale Sup. », loc. cit.
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Before we continue the abstract theory in the next paragraph, it would
be instructive to write down the curvature form for the functional instance
of the postulates. We retain here the same notations used in the brief

treatment at the end of § 2. Clearly

(3.17) I‘m[wb, I‘B[ocd, vy, 3,7, 52xc]:( {'fchT G lch"‘)&wszwc,

where

(3.18) | Mo == TBTE, + THT% 4 T% T,
)\g‘c = 1110: I‘?,

and the parenthesis around y in I denotes that the variable y is an exception
to the integration convention and is thus a free variable.
We thus have the curvature form of our functional instance

(3.19) B{ad, VB, 3,a?, 3,x°] = (s VB + wh, V)3,x3,2°,
where the functionals wg, and ®p, of x? are given respectively by

s wgbc = I‘gb, c I‘gc,b + I‘\ébr:c - PEcI‘;‘b + I‘%B)I‘gc

(3.20)
—TPT%, + I3 1% — T5,I7
and
(8.21) wpo =T%, 6 — I'G,5.
§ 4. Additional theorems on linear connections and curvature. — In

this paragraph we give a few theorems (Theorems 4.1 and 4.3) that make
use of the postulates for a linear connection given in paragraph 2 as well
as some new postulates that are put in the form of hypotheses of theorems.
The hypotheses of Theorem 4.2 below do not employ the given postulates
of paragraph 2.

THEOREM 4.1. — Let E, be a veclor space, distinct or not from the wvector
spaces B and B, of the postulates. Let G(x, a) be a function on E((x ).)E, fo E,
that enjoys the following properties:

1) G(x, a), for each « of E,, satisfies the total differential equation
(4.1) E; ox) = — T(x, &), dx)

2) G(x, «) is a solvable linear function of a. Let G(x, B), a function
on E((x,).)B, to E,, be its inverse function.
Then the function F(x, §,) defined by

(4.2) F(x, )= G(x, G(x,, E,)
is the unique solution of the total equation (4.1) that takes on the initial

Annali di Matematica, Serie I'V, Tomo XV. 27
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value &, for x=x,. Furthermore F(x, §) is a solvable linear function with

inverse function F(x, &) given by
(4.3) Fx, &) = Gle,, Glx, &)).

Proof: Obviously F(x, §,) satisfies the total equation (4.1) and has the

property
(4-4) Fla,, &) =2&.

An application of Theorem 3.7 shows that B(x, V, 8,x, 3,x) = 0. Hence
by Theorem 3.4, the function F(r, {) is the unique solution with the
property (4.4).

From the fundamental relations (1.6) for solvable linear functions and
from our hypotheses on G(x, «) we obtain by an evident calculation

F(w, F(w: §)) =& = F(x’ F(x, &)).

This completes the proof of the theorem.

The next theorem does not make use of the postulates for a linear
connection. ) '

THEOREM 4.2. — Let E, E,, E, be three vector spaces. Let F(x, a) be a
solvable linear function on E((x)u)E, to E, with F(x, §), a function on
E(x,mE, to E,, as ils inverse function. Further assume that the first partial
differential ¥F(x, a; 3,x) exists; and that the second partial differential F(x, a;
0,X; 3,X) exisls continuous in x. Then there exist two functions A(x, V,-0x)
and Ba(x, V, 3 X, 8,x) defined by
(4.5) A, V, dx) = F(x, Flx, V; 5x)
and
(4.6) | Bale, V, 3, 8,x) = Ax, V, 8,a; 3x) — A, V, 8,2; 3,%)
[ 4+ A, Ale, V, 3,2), 3,2) — A, A, V, 3,%), 3,2)
respectively. Moreover
(4.7) Bax, V, 3,2, 3,2) =0.

Proof: With the aid of Theorem 1.4 we see that F(x, V; %) exists and
hence the function A(x, V, ®x) is well defined. The function A(x, V, 3x) can
also be written in the form

(4.8) Afxe, V, ox) = — F(x, F(x, V); o).

On making special use of the theorems on FrficHET differentials developed
in § 1 one can show without much difficulty that the first partial dif-
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ferential A(x, V, 3,x; 3,x) of A(x, V, 8,x) exists, is a trilinear function of V,
0,z and. d,x, is continuous in the set x, V, 3, 3,x, and is given by
(4.9) Az, V, 8,; 8,%) = — Fl(x, Fz, V); 8,2; 5,x)
— F(x, Flx, V; 8,x); 3,x).
Hence Ba(x, V, 8,2, 3,x) is well defined, is a trilinear function of V, 3,2 and 3,2,
and is continuous in the set x, V, 3,2, d,x.
From the relation

(4.10) . Fix, Aw, V, 5,0) = Fla, V; 3,2)

we obtain by an evident calculation the result

(4.11) Alx, A, V, 3,2), 8,0) = — Flx, Flae, V; 3,2); 8,x).
‘We have however the symmetry relation
(4.12) Flx, F(x, V); 3,2; 3,2) = Flx, Flae, V); 3,; 8,).

The identity (4.7) follows now readily from (4.6), (4.9), (4.11) and (4.12).
COROLLARY : Under the hypotheses of Theorem 4.2 there exist two positive
nuwinbers A and a <<b with respect to which the function A(x, V, 3x) satisfies
the postulates for a linear commection I'(x, V, 3x).
The vector spaces E, and E considered in the postulates may or may
not be identical. Under both circumstances the curvature B(x, V, y, 2) based
on the linear connection I'(x, V, y) was seen to satisfy the identity

B, V, y, 2)=—Blw, V, 2, y).
In case the vector space E is identical with E,, the sum
Bz, U, V, W)+ Bz, W, U, V) + Bx, V, W, U)

is well defined, and the important question arises as to the form of the con-
nection I' in order that this cyeclical sum vanish. It follows immediately
from Theorem 4.2 and its corollary that this cyclical sum vanishes when the
connection is the A(x, V, 3r) of the theorem and the vector spaces E and E,
are identical.

If the vector spaces E and F, are distinct, the symmetry of the con-
nection I'w, V, y) in V and y has no meaning. However if the vector spaces
are identical and T(x, U, V) is symmetric in U and V, then the partial
ditferential I'(@, U, V; W) is also symmetric in U and V. Hence by direct
calculation we obtain :
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THEOREM 4.3. — If the vector space E of the postulates is identical
with B, and if the connection T(x, U, V) is symmetric in U and V, then the
curvature form B(x, U, V, W) based on this symmetric linear conmnection sa-
tisfies the cyclical identity

Blw, U, V, W) + Bz, W, U, V)+ Blx, V, W, U)=0.

§ 5. Definition of parallelism with respeet to a curve. — Let x(f) be a
function whose argument is a real variable { and whose values are in the
vector space E. We assume x({) to have the following properties:

1) «(f) is defined and admits a continuous derivative (in the norm)
for ¢ in {, <t <{,.

2) x(t,) ==,, where x, is the element of E given in the postulates.

3) |l 2(t) —x, || < a for all ¢ in (4, t,).

Clearly there always exists such functions x(f).

The set of values of the function «(f) as ¢ ranges over the interval
(¢,, ¢) will be called a « curve » with «(f,) and «(f) as its end points and
parameterized with a parameter {. The same curve can be parameterized
with a different parameter s by the usual (considered in classical geometry)
parameter transformation s = f(f), where f({) is a real valued increasing
function of /. We observe that a curve as defined above lies wholly in a
convex region of the vector space K.

Consider now the abstract differential equation

av dx

where y = «(f) is a given curve and I' our postulated linear connection. Let

o, V)= ~ T (slt, 7, %)

then the above differential equation can be written in the form

av
aT - ‘Q(ta V);

where Q(f, V) is linear in V. Since (4, V) is continuous in ¢ for ¢ in (¢,, ¢,)
it follows that Q(¢, V) is continuous in the set #, V. Therefore the hypotheses
of a known existence theorem (') are satisfied and we have the theorem :

(1) M. KERNER, « Prace Matematyczno-Fizyczne », loc. cit.
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THEOREM. — If y = X(t) is the equalion of a given curve described above,
then there exists a number t << t, such that for t in t, <<t < t the differential

av dx
W =——I‘($, V, %>

equaltion

has one and only one solution V(t), with continuous derivative (31_27’ that takds

on the initial value V, for t =+t,.

Thus at each point «(f) of the given curve for ¢, < f < ¢ there is asso-
ciated a unique element, « contravariant » vector V({} whenever V{{,) is
arbitrarily given. V(f) may be called a parallel vector field along the given
curve. Hence for any chosen # in ¢, < { < {, there exists a unique « contra-
variant » veetor V({), which we may call the vector parallel to V(f,) with
respect to the given curve and localized at the point ¢ on the curve.

§ 6. A set of postulates with a normed vectorial ring. — We consider
in this paragraph a new set of postulates that involve a normed veclorial
ring and a class of operations called contractions. This leads to a class of
abstract « Ricei » forms. The author has been led to this class of objects
by this studies pertaining to infinitely dimensional functional geometries.

We take a vector space FE, and consider another associated manifold E,
that we call a normed vectorial ring with a class of contractions. By this
we mean a vector space E, {with elements o, 1, @, ¢, v, 0, w,, w,..) that
satisfies the following postulates ().

Postulate A. There exists a bilinear function @(v,, w,) on E} to E,.

Postulate B. ®(D(w,, w,), v,) = P(v,, Pv,, v,)), the associativity condition.

Postulate C. There exists a non-empty class of linear functions { C(w)}
on E, to R.

Postulate D. C(@(w,, v,)) = C(D(v, , v,)).

Postulate E. There exists a bilinear function f(w, V) on E,E, to E, such
that f(w, V) =0 for all V in E, implies ® =0.

Postulate F. f(D(o,, w,), V)= f(o,, f(v,, V)).

Finally we postulate:

Postulate G. There exists a function w(x, V) on E,((x,),)E, to E,,linearin V.

Postulate H. The first partial differential w(x, V; 3x) exists and is con-

tinuous in x.

(1) An independent set of postulates will require long circumlocutions and a lengthy

investigation.
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Postulate 1. f(o(x, V), 3x) = f(o(x, 3x), V).

Postulate J. There exists a function d(x, V, 3x) on E,(x,),)E; to E,, con-
tinuous separately in « and in .

Postulate K. f(d(x, V, 3,2), 8,x) = f(w(x, V; 3,x), 8x).

For convenience of notation we write the function ®(w,, w,) simply
as w,0, and the function f(w, V) simply as V. It is clear from postulate F
that f(®(w,, w,), V) can be written as o,V without any ambiguity.

THEOREM. — There exist two posilive numbers A and a<<b such that
the symmetric linear comnection defined by
(6.1) D(e, V, 3r) = ofx, V)3

satisfies the six postulates for a linear comnection given in section 2 if in
these postulates the vector space E is taken identical to B,. Moreover y(x, V, 3x)
8 bilinear in V and 0%, and

(e, V, ox) = I'(x, o, V)
Lp(w’ Vv, aw) - (J)(m’ 8, V"

In terms of this simplified notation, the curvature form based on the

present symmetric connection (6.1) can be written as follows after a few
1
rearrangements

(6 2) \ B((w’ Vv, a.w, szw) = {LIJ(%, V> aiw) - (D(a’;, V; 5111,') + w(w’ (”(w’ V)aam)
' l — o(x, 8,x)w(z, V))3,x.

Thus to each contraction function C(m) of the class { C(w)! postulated
in Postulate C there corresponds an abstract « Ricei » form given by

63) Cd(x, V, 8x) — o, V; 3,x) + ofx, o, V)3 x)— ux, 3x)ox, V).

To show the consistency of the set of postulates consisting of the vector
space postulates and the postulates A-K, we shall give an instance arising
from the author’s (‘) studies on functional differential geometries. One of the
interesting features of this instance is found in the existence of a class of
contraction functions { C(w)}| consisting of an infinite number of contraction
functions C(w). There thus exists an infinite set of « Ricei » forms. It is of
interest to note that in the well known finite dimensional differential geo-
metries there exists only one contraction within a multiplicative constant.

We take the vector space E (vector space E, is taken identical to E)
to be the « space of continuous functions x% » considered in § 2. For the

() A. D. MicHAL, loc. cit.
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normed vectorial ring E, with a class of contractions we take the set of
ordered pairs of continuous functions (w?, w?) with the following interpre-

tation of the elements and operations. Let
g=(d®, a¥), 'c_=.(-r,’c’, d),

where ¢ and 12 are continuous on the square d, <<b, ¢ <d,, and o% and 1?
are continuous on the interval (d,, d,). Take

g+ t=(0o® 4- ¢, o? 4- 19), addition of elements;

ro = (ro®, ro¥), multiplication by real numbers r;

Do, ) = (OZ‘E‘: + o1t 4 b1, gd19) ;

loll= (@, — d,) max |og| 4-max |o? |

b, ¢ d
flo, V)=atVe 4o Vo5
C(o) =t or o, where b, is any chosen number in (d,, d,), or

dy
a® -j—fob db, etc.
dr

Next we take for x° in max |x* —a°| <a
(64) w(m: V)E((”Z[wy V]5 md[w7 V),

where o[z, U] and wix, V] are functionals of the continuous functions x¢

and V7, and are given respectively by

(6.5) » wdz, V] =17 [z] Ve 4T : Jx] Vo + T g*[w] Ve
and
(6.6) oYz, V]= I‘g[ac] V? - T'¥x] V4.

The values of the five functionals I' in (6.5) and (6.6) can be taken as con-
tinuous functions of all their respective free variables.
To satisfy the symmetry postulate I we restrict two of the functionals T

to satisfy the relations '
(6.7) I% fx) = To ], TI%[x] = T}

By classical methods one can show that conditions (6.7) are necessary 'and
sufficient for the symmetry of our linear connection. Our symmetric linear
connection I'(x, V, 3x) can be written as follows

(6.8)  Thfw]Vesmd + I ] Veoae + TYa)( VoBar? + V782F) =+ DVfac] V75,

Finally we have to define a {(x, V, dx) function for our instance. To do
this we need the expression for the partial differential w(x, V; 3x). We restrict
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216 A. D. MiceAL: Postulates for Linear Connections in Abstract Vector Spaces

the functionals (6.5) and (6.6) so that w(x, V; 3x) exists for our instance and
is given explicitly by

o(x, V; x)=(0? [z, V]ox? + wlz, V] + iz, V]Ex?,

(6-9) wb e, Voa? + bo?le, V]oa?)

where the values of the five functionals w are assumed to be continuous
functions of all their respective free variables. We note howerer that the
continuous indices written on the left of an ® functional do not indicate an
additional argument for the values of the functional but are merely used as
a notational device to denote the various « types of functional derivatives ».
For example, %w’x, V] is a functional whose values are continuous functions
of two variables b and ¢ and not necessarily confinuous functions of three
variables with two arguments filled in with the same letter.

We now take
b(w, V, 8x) = (0? Jo, V]oa® + qolifx, VIox'® + b [z, V]ox®,

(6-10) Pwble, Vgx® + tw’e, V]ox?).

§ 7. A second linear eonnection and curvature form. — In this section
we shall deal with the consequences of new postulates in addition to the six
postulates of § 2 and the postulates for the vector spaces E and E,. Besides
the vector spaces F and E, we shall be concerned with still another asso-
ciated manifold, a vector space E,. The elements of this new vector space E,
may habitually be called « covariant vectors ». It should be noted howerer
that in some of the instances the elements of E, may be contravariant vectors.

Throughout the present paragraph, unless otherwise stated, we shall use
the letters L, M, A, v, 0,... with or without subscripts, for elements of E,.
All the other letters used will be in accordance with the conventions layed
down for the notations of § 2.

Postulate 7. There exists a function A(x, v, y), a second linear connection,
on E(x,),) E,E to E,. ‘

Postulate 8. Afw, 0, +1,, y) = Az, 1,, ¥) + A, 1,, 9).

Postulate 9. Alx, v, y,+y,) = Mz, 0, y,) + Alx, 1, ).

Postulate 10. ||A(x, m, y)|| = Bl|n||||ly]|, where B is a fixed positive number.

Postulate 11. The first partial differential A(x, v, y; dx) exists.

Postulate 12. Afx, v, y; 0x) is continuous in .

Postulate 13. There exists a function [§, v] on E E, to R.

Postulate 14. [E, +E,, ] = [E,, n}+ (&5, 1]

Postulate 15. [E, m, +7,] =1, 1] + [ 1.}
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Postulate 16. [€, q] is continuous in &

Postulate 17. [E, v] is continuous in v.

Postulate 18. 1f [E, n] =0 for all £ of E, then 1 =0.

Postulate 19. If [E, ] =0 for all n of E, then £ =0.

Postulate 20. — [N, & y), 1] = [£, Alw, 1, 9)}

The functional instance presented in paragraph two for the consistency
of the eight postulates for the first linear connection can be used to show the
consistency of Postulates 1-20 together with the postulates for the three vector
spaces K, E, and E,.

The first linear connection given in (2.1) is
(7.1 . Pz [?]8%0a® + gl E=da®.
It is clear how one can restrict the functionals I‘gb[ocd] and I'Zx?] so that
(7.2) T[] ,80” +- T[]y S
would satisfy the postulates for the second linear connection A(w, v, 3x). We
further interpret [&, v] as §*,. In this instance we interpret the vector space
to be a « space of continuous functions 7, » defined over the interval («,, a,).
Clearly Postulates 18 and 19 are satisfied by virtue of the fundamental lemma
of the calculus of variations. Postulate 20 is obviously satisfied and all the
remaining postulates can be satisfied by making evident restrictions on the
functionals I'%[x?] and T§a%].

Definition of second curvature form (*) L(x, v, 3,x; 3,x)

(7-3) L(m’ 7); 6£m7 52w) - A(m7 1)7 alw; 82w) - A(x’ 7)7 62w; 81m)
—+ Az, Afx, v, 3,x), 5,x) — Az, Alx, v, 3,), 3,x),
a function defined on E((x,),)E,E* to E,.

The whole content of paragraphs 2, 3, 4 and 5 can by obvious modifi-
cations be made to hold good for the second linear connection. We leave the
details for the reader. For example, the correspondent of Theorem 3.3 is

THEOREM 7.1 — The second curvature L(x, , 3 X, 3,x) defined in (7.3) is

continuous in the set x, v, 3,x, 8,x. Moreover it is a ilrilinear function of 7,
3,x and 3,x, and satisfies the identity

Liw, 7, 8,2, 8,2) = — Liw, 7, 8,x, 3,%).
There is a simple and fundamental relation between the two curvature
(1) Compare_third and fourth term with the third and fourth term respectively of
B(x, & 3@, Sx). Furthermore B(x, § &, &,x) corresponds to integrability conditions
9,958 — 9,8, =0 while L corresponds to integrability conditions 3,¢,m— 3,3, =0.
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forms Blx, g, 8,x, 8,2) and L(x, 9, 3, 8,x). We embody this result in the fol-
lowing theorem.

TaHEOREM 7.2 — The two curvature forms B(x, §, 8 X, 3,x) and L(x, v, 3,X, 3,X)
are related by the following identity

(7.4) [B(x, &, 3, 3,x), ] = [§, L(x, 0, 8,2, 3,x)}.
Proof : On taking partial differentials of

(75) [P, & 8.), n] = (& Al, 1, 0,)]

we obtain

(7.6) (Clee, &, 8,5 3,), n] == [§, Alee, W, 3,25 B,x))-

The result (7.6) is justified on making use of the postulates and the well
known theorem that « differentiable functions of differentiable functions
possess differentials ».

From (7.5) we obtain

(7.7) (L, Lla, &, 8,), 8,2), n] = [Dlax, & 8,2), Ale, 0, B,2)].
Again by employing (7.5) on the right hand side of (7V.7) we find that
(7.8) (L, T, & 3,2), 8,2), n] =[5, A, Afe, 0, B.x), 3,)]-

The use of (7.6) and (7.8) in an evident calculation proves the theorem.
COROLLARY : A mnecessary and sufficient condition that B(x, &, 8,X, 8,X)
vanish identically is that L(x, v, 3,x, 8,X) vanish identically.
DEFINITION. — The linear funclion of dx
7.9 E(x; Bx) + T'(x, E(x), )
may be called the « covariant » differential of the « contravariant » vector
tield E(x) while the linear function of 2z
(7.10) n(a; 3x) — Afe, n(x), o)

may be called the « covariant » differential of the « covariant » vector field (x).
Let

(7.11) €l : o) = E(w; o) + Lo, §, Sa)
and
(7.12) (e : 8x) = n(x; 8x) — A, v, Sx). .

THEOREM 7.3 — If f(x) ¢s defined by

and if §(x) and v(x) possess first differentials, then

flac; 3) = [§(ov: B), ()] + [Elee), e : B)).
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Proof :
(& : 8), ()] = [Efae; 32), ()] + [T, &), B), ().

Hence a special use of Postulate 20 yields the result

[Elee 5“’)7 N(x)) = [E(-’B, o), 7)(90)] + [E(), Ale, 7](%), 5%)]
. Clearly

(&), n( : 3)] = [E(w), n(x; 22)] — [E), A, n(x), 2x)).

The theorem is now immediate from this and the preceding relation.
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Integrazione con quadrature delle equazioni di DiraAc.

Memoria di ANgeELO Tonoro (a Padova).

Santo. - I’ A. integra per quadrature il sistema differenziale dé Dirac della meccanica
ondulatoria dell’ elettrone magnetico, nell’ ipotesi che non vi sia campo elettromagnetico
esterno, dando le formule di rappresentazione dei suoi integrali, sia mel problema di
CavucHy, sia in un problema di tipo misto.

Le equazioni di Dirac della meccanica ondulatoria dell’ elettrone magne-
tico costitniscono, come & noto, un sistema di quattro equazioni differenziali
nelle quali figurano in modo lineare ed omogeneo quattro funzioni del posto
e del tempo e le loro derivate parziali di prim’ordine. In assenza di poten-
ziali, e dal puro punto di vista matematico, io mi sono proposto il problema
dell’integrazione con quadrature di questo sistema. Pill precisamente ho cer-
cato di dare, sia le formule di rappresentazione dei suoi integrali in tutto lo
spazio e per ogni valore del tempo, nell’ipotesi di conoscerli in un determi-
nato istante, sia di dare le espressioni in discorso in uno spazio finito limitato
da una superficie chiusa e per ogni tempo, supponendo che gli integrali siano
dati in un determinato istante nello spazio considerato e invece in ogni istante
sopra tutto il contorno. Ho risolto la prima quistione ricorrendo alla formula di
‘WEBER relativa all’ equazione ?U—%]—l— kU= 0 adoperata con opportune
condizioni iniziali, essendo noto che ogni quaderna di soluzioni del sistema
di Dirac, privo di pofenziali, costituisce altrettante soluzioni di una equa-
zione di tipo siffatto. Ho dato la risoluzione della seconda quistione ricor-
rendo ad una formula che ho assegnato qualche anno fa, estensione di quella
di KircHHOFF, per !’equazione in discorso. Un giudizioso maneggio di questa
formula permette di presentare gli integrali del nostro sistema sotto quella
forma che il problema richiede.

Nei due problemi il risultato al quale sono pervenuto si pud enunciare
cosl: Gli integrali del sistema di DIRAC, in assenza di campo elettromagnetico
esterno, si ottengono dai primi membri delle stesse equazioni sostituendo al
posto delle componenti del semi-vettore dell’onda polarizzata quattro oppor-
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222 A. Tovono: Integrazione con quadraturé delle equazioni di Dirac

tune funzioni del posto e del tempo, e cambiando segno alla costante che
figura nelle equazioni (*).

§ 1. Richiamo di due formule relative all’integrazione

2
dell’equazione AU — %,—127 + kU =0.
2 2

1. Riferiamo lo spazio ordinario a coordinate cartesiane ortogonali x, ¥, 2

e consideriamo ivi I’equazione
*U o o o*

1 AU— kU = A_ \
1) U — g +*U=0, s Tap T
ove { rappresenta il tempo e k una costante alla quale si pud attribuire qua-
lunque valore posifivo, o negativo, compreso lo zero. Siano f(Q), ¢(¢) due fun-
zioni regolari del punto @ variabile nello spazio, P e { rispettivamente un
punto fisso e un istante positivo di tempo completamente arbitrari. Si consi-
deri la sfera di centro P e raggio r =¢ la cui superficie indichiamo con X.

Poniamo:

@) F(P, §) = 4/“3)012 VP, t) = / 9D gz,
3

3) U(P, f) = O(P, §) + @altiﬂf-ém ) —

t
— I[F(P, 7) ;_t + @(P, r)]aa—rIo(\/k V& —r?)dr,
0

ove I,(¢) ¢ la funzione di BESSEL non oscillante di ordine zero e di argo-
mento p = VE V# —r.
La (3) & la formula di WEBER la quale assegna il valore dell’integrale U

(') Nella Memoria: Le probléme de CaAUCHY pour une classe de systémes d’ éguations aux
dérivées partielles [« Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa», ser. II, vol. IV,
(1935)], il Signor Takonoresco ha fatto un’applicazione de! suo metodo generale d’ integra-
zione alle equazioni di DirAc, sempre in assenza di campo elettromagnetico esterno, metodo
che costituisce una bella estensione di quello classico di Hapamarp per la risoluzione del
problema di Caucny relativo alle equazioni lineari alle derivate parziali di second’ordine di
tipo iperbolico.
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dell equazione (1) nel punto P e nell’istante positivo ¢ con le condizioni di
CavcHY
JU(P, 0)

U, 0)=fP),

2. Sia U una soluzione regolare dell’equazione (1) per ogni valore del
tempo e in un campo finito S di cai Pz, y, 2,) rappresenta un suo punto interno
generico e ¢ il relativo contorno del quale » indica la normale diretta verso
lo spazio S. Conveniamo, ora e nel seguito, di rappresentare con [h] cid che
diventa una generica funzione & del posto e del tempo — che ora conviene
denotare con 1 — quando al posto di © si ponga { —r, essendo # un istante
positivo di tempo fissato, ma qualunque, ed r la distanza fra il punto P, rite-
nuto fisso, di S e un punto @ variabile invece sopra o. Il valore di U nel
punto P e nell’istante ¢ si pud ottenere con la formula seguente (‘):

(4) 4nU(P, 1) _k/ I(P)>+I,(P)3de8+
l e a't \T 0
S
t—r
4o iLm_L@d [ a
+k}d°f?Udn( ¢ ) o dn W
el 0
, 1
o 1@_0._7‘ ldraU}dc
ran~ Vdn Tran |

[

dove I, & la funzione di BESSEL non oscillante di ordine uno e di argo-
mento p = VE Y (¢t —1)—rs

Relativamente a questa formula (4) & da notare che il processo tenufo
per ottenerla esige che ¢ sia superiore ad un certo limite positivo £, il quale
& dato dalla massima delle distanze del punto P da tutti i punti ¢ del con-
torno ¢. Percid la (4), e tutte le sne conseguenze che otterremo in seguito,
saranno valide purché i valori del tempo ¢ ottemperino alla limitazione in
discorso, anche se questa non sard esplicitamente dichiarata.

§ 2. Problema di Cauchy per le equazioni di Dirac.
Sua risoluzione con quadrature.

Scriviamo le equazioni di DirAc della meccanica ondulatoria dell’ elettrone
magnetico, nell’ipotesi che non via campo elettromagnetico esterno, sotto la

(') A. ToxoLo, Integrazione dell’ equazione delle onde sferiche smorzate e forzate [« Rend.
del Sem. Mat, dell’ Univ. di Padova », (1933), Anno IV].
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forma

— 1 a% '-8@4 8(94 -a@a —_
fl —;'ﬁ-l—?zé; +Ty +74—a;'+kCPl =0

f— Ps ;993 Ps ; 94 —

f4=%%—i%+%+i%+k%=0,

nelle quali ¢; (=1, 2, 3, 4) sono le componenti del semi-vettore deli’onda
‘ m,

7

della luce, m, la massa dell’elettrone, % la costante di PLANCEK), ed ¢ 1’ unita

immaginaria. Considerando in esse le ¢, come funzioni incognite del posto

(x, y, 2) e del tempo ¢, proponiamoci la risoluzione del seguente:

Problema di CAucHY: Dare le formule di rappresentazione degli integrali ¢;
in ogni punto dello spazio e per qualunque valore positivo del tempo, sup-
ponendo di conoscere ivi le funzioni ¢; per { = 0.

Per risolvere questo problema ricordiamo le seguenti identitd di facile
verifica

polarizzata, ¥ una costante (= avendo assunto eguale ad uno la velocitd

i 19f, of, °f, .of,
l ;W‘I‘l%"—@—l—@a—z—

o2
kfl =A<P( - a;il - kchi
2

1374 3]2 9?3 .314 I ache 2
(6) ; ot tax ay ¢ oz k 2 %@2 of? k 2
12f, of, °of, .of ) %, _

13’2 87, a’l .afg 32@4 2
1i Zﬁ—za—""a‘_'_@a—z_kf*:%%_at’ __kch

Ne consegue che se le ¢, sono integrali delle equazioni di Dirac, le

stesse funzioni verificano 1’ equazione
- PP ko —

Inoltre osserviamo che la conoscenza degli integrali ¢, nell’istante =20

permette la determinazione anche delle rispettive derivate iniziali @;’;") . Cio si
=0

vede subito sostituendo le funzioni ¢; per £ -=0 nelle equazioni di DIRAC;
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. . %
queste sono allora univocamente risolubili rispetto alle singole derivate —g;—'

per { = 0. Diciamo ¢,/ il risultato di questa risoluzione, mentre indichiamo
con ¢, le funzioni ¢, per {=0. Poniamo ciod

o\ - _
(8) (@i)i—0= 9., (—“"—j;cp.-‘“ (=1,2,3,4).

In forza della formula di WEBER, richiamata nel paragrafo precedente, e
che nel caso dell’equazione (7) per ¢ = ¢, diventa
oF (P, ) Kt

ot 2

(9) 9P, 1) = QP 1) + FyP, 8 —

t
) I
— f gFi(P, r) a—t+(I>i{P, 7) 2 o I(ikV e — rd)dr,
0

ove

PP, )= - f #W s, o p =, [ %9 gy,
b 'z r

vediamo che le funzioni ¢; (P, f) determinate dalle (9) soddisfano all’equa-
zione (7), e inoltre esse, e le loro derivate prime rispetto a ¢, si riducono per
t =0 rispettivamente alle funzioni ¢, e 9;. Il nostro problema sard percid
completamente risolto se proveremo che queste funzioni ¢, verificano le equa-
zioni di DIRAC e sono le sole funzioni susceftibili di soddisfare a tutte le
condizioni del problema enunciato. Cid si dimostra presto nel seguente modo.
Pensiamo sostituite nei primi membri delle (5) al posto delle ¢, le espressioni
(9), e diciamo f, il risultato di queste sostituzioni. Poicheé le nostre p, sod-
disfano all’equazione (7), in luogo delle identitd (6) avremo le altre

197, af4 fi a_f3_ .
’ZW—I_ 3 +ay+’&az Ef,=0

13f, | 3, ¥, ,'C*_ﬁ_kf=o

13f, O O, e g

TRy — b+ + z—— —
2
Concludiamo che le funzioni f, verificano 1’equazione

o
o —ap —F1=0,
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perche le f, sono integrali di un sistema simile al sistema (5), ove si cambi
k in — k. Ma per £==0 ogni f; & identicamente nulla, perché le nostre ¢, e

o
le loro derivate %;—' si riducono rispettivamente per ¢ =0 alle funzioni ¢, e

0., le quali, per il modo col quale abbiamo determinate le ¢,, soddisfano
per ¢t =0 alle equazioni di DIrRAc. Annullandosi le f; nell’istante iniziale, le

identitd (10) ci dicono che in questo istante sono nulle anche le derivate 83—7;’

Percio, in forza della formula di WEBER applicata alle f;, queste funzioni si
annullano in ogni punto dello spazio e per qualsiasi valore positivo del tempo.
c. d. d.

Resta a provare ancora I’ unicitd delle funzioni ¢,(P, {). Infatti un altro
sistema di soluzioni che soddisfa a tutte le condizioni del problema, dovrebbe
anche soddisfare alla equazione (7) con le stesse condizioni iniziali relative
alle funzioni ¢,(P, ) e alle loro derivate prime rispetto al tempo. Ora, per un
noto teorema di HOLMGREN, il problema di CAUcHY per l’equazione (7) non
ha che I’unica soluzione data dalla formula di WEBER.

Alle formule (9) si pud dare una forma estetica. Fissiamo le idee, ad
esempio, sulla funzione o,(P, f). Dal sistema di DIrac si ricava

. g, 3, _ dp,®

0y — __ 2 0)
P = ox + ay oz lkCPS ’
e sostituendo nella espressione di ®,(P, {) si ottiene
0) ) )
_ aq;gg - acgg . acglc _ ikCPa“”
40,(P, f) = 4 az,

r
3 .

ove, per evitare confusione, abbiamo indicato con &, %, { le coordinate del
punto @ variabile sopra X, riserbando invece i simboli «, y, # per denotare
quelle del punto fisso P. Si pud anche scrivere (*):

) (0) 0 () 0
4‘”:(1)1(1)7 t):—i qg—dg _+ii/CP2 dz__a_ cP‘_dz_zk P as.
x| r | r ) r | r
) 3 b3 §

(1) La giustificazione del passaggio & assai semplice 1’ho data nella precedente ricerca:
Integrazione con quadrature di wn particolare sistema di Dirac [Scritti matematici offerti
a Luicr BErRzoLARrI; Casa Editrice Rossetti, Pavia, (1936)].
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Ne consegue che

) )
Ao, (P, t) = — _[ 2 d2+za[‘92 _aazf ds — k[% ds +
b h>
8 CP|(0) _ cpi(o (0) &
+at_d o[ aat 2 +

© 0 o) )

T aI“d ‘Pz As* Pa dZ*.—|-3 P gex k| P gue 2,
J or 'c)w_ ay_ r oz] r ] r
b 3+ 3 3% 3

avendo indicato con Z* la superficie della sfera generica di centro P e raggio
variabile » (0 <<r < ).
Se si osserva che
oI, Kt
ﬂ%r_t: 2’
donde
a aI d /‘P'(U) dZ* k?t[cpl(o) d-‘ 821' \P'(U) d-‘ ,

3t St
Sk

si riconosce che si pud scrivere

a sz(O) " :P2(0) -
4o (P, f) = Bmf [sz —‘[Tddgq_
2

2*

0) . 0)
+z— “’L f /* dz* 3 aaI [‘°' dE*—[’ dz’
+ [, i(O)d [ [‘(o) Z*( /*qu)dv /andf s dV*
b

Un analogo calcolo si pud eseguire per trasformare le espressioni di
@,(P, 1), 9(P, 1), 9,(P, t) date dalla (9) per ¢ =2, 3, 4. Possiamo ora presentare
la formula precedente della ¢ (P, #). e le altre tre relative alle ¢ (P, t) (¢ = 2, 3, 4),
sotto una forma assai espressiva. Poniamo:

t
@ L(O) .z an / i(O) ok 1 CPI(O) 7’ aIn Cp‘(()) ANE
q) 41‘C / d d-—l ) 41':' sz_‘a—ﬂ:. Wd r -~y
' CP4(0) A i aI CP4(°’ Y* cPl(O) _ 0 2(0) -
b= [ dz 4 2o d as $, = 4 as d ds*,
F= -k
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228 A. ToxNoLo: Integrazione con quadsrature delle equazioni di DIRAC

Si hanno allora le seguenti espressioni definitive delle funzioni ¢,(P, #):

1og, , . ob,  3b, 3% /
WP f) = G il i R,

(P, f) = :93424+,_4'_s_ % °q’4+k¢

(P t) 184)5 aq)2 04)2 aq)i_’_kq)s

A A " T

_134)2 'a(‘pi 8(‘1)1 > ’\4)2 ’
(P, t)—z—*aT— @*@—FT\ +7/-a;‘|-k4)4,

nelle quali formule i secondi membri si ottengono dai primi membri delle
equazioni (1) di DIrAc sostituendo al posto delle ¢; le funzioni ¢ (P, ¢) e cam-
biando %k in — k.

§ 3. Problema misto per le equazioni di Dirac.
Sua risoluzione con quadrature.

Relativamente alle equazioni (D) di DIRrAc, proponiamoci la risoluzione
del seguente

Problema misto: Dare le formule di rappresentazione degli integrali o,
nei punti interni di uno spazio finito S limitato da una superficie chiusa
regolare o e per qualunque valore positivo del tempo, supponendo di comno-
scere le funzioni ¢, sopra ¢ in qualsiasi istante positivo di tempo, e nello
spazio § per {=0.

Dimostriamo dapprima che i dati del problema sul contorno o, congiunti
al fatto che le ¢, devono ivi soddisfare alle equazioni (5), bastano per deter-
minare in ogni istante di tempo anche tutte le derivate parziali delle funzioni
p, in ogni punto di o. Infatti le derivate temporali delle ¢; sono note sopra
s perché queste funzioni sono ivi conoscinte per ogni {. Per determinare le
derivate spaziali cominciamo a prendere un pezzo di ¢ il quale, per fissare
le idee, sia di equazione z = 2(x, y). Su esso sono date le funzioni px, y, 2, {)
per ogni ¢, quindi ivi sono note anche le derivate totali

d ' a
d_ﬁ—’) (Pi(w7 Y, z(‘”} y)? t); @ ‘Pi(x7 ?]; z(w, ?/), l‘)

‘Ma si ha, con ovvia applicazione del teorema della derivazione delle fun-
zioni composte,

dyp, 3% op; do; _ o9, 09 i=1,2 8,4
de — w P dy_@ﬂ-@_q’ ( 559
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A. Towovo: Integrazione con quadrature delle equazioni di Dirac 229

A queste otto equazioni associamo le quattro equazioni di DIRAC: abbiamo
un sistema di dodici equazioni lineari non omogenee nelle dodici incognite

%c;", gzi, a;Z‘ Risolvendolo otteniamo queste derivate spaziali sopra il pezzo di

superficie z = z(x, y) espresse per elementi noti, quali sono le derivate totali
do, do; o,
dc’ dy’ le derivate temporali 3
effettiva determinazione di queste derivate parziali. Adunque delle funzioni ¢,

e le funzioni ¢,, Non c¢i occupiamo della

sappiamo che nello spazio S e per ogni { soddisfano all’equazione

Ch
Ao — g —We=0,

&

sopra ¢ conosciamo i loro valori e quelli delle rispettive quattro derivate
parziali del prim’ordine in ogni istante di tempo, le quali unitamente alle ¢,
ivi verificano le equazioni di Dirac, infine nello spazio S, e per ¢ =0, soddi-
sfano pure a queste equazioni. Un accorto maneggio della formula (4) con-
durrd ad una esplicita espressione di ogni funzione p; valida nei punti interni
di S e per valori positivi del tempo superiori ad un certo limite che contiene
i soli dati contenuti nel problema enunciato. Per fissare le idee prendiamo
in considerazione la funzione ¢,, e per evitare ogni coufusione, indichiamo
con & 7, § le coordinate di un punto variabile nello spazio S e sul contorno o,
con 7 il tempo pure variabile, mentre riserviamo la notazione «, y, # per deno-
tare le coordinate di un punto P fisso interno ad S, ma del resto qualunque,
la lettera ¢ per indicare un istante positivo di tempo, pure qualsiasi, purche
superiore a quel certo limite ¢, di cui abbiamo fatto parola relativamente alla

formula (4).
Per la determinazione della funzione ¢,(P, f) applichiamo la (4); si ha
3 I(e) , L(e) %9,
(L) dne (P /§ Yy, T e (38—
d I(e) IL(e) do, K dr
—szdcf ’%T—Td_ngdt_i—Z‘[q)‘]dndG_
al
1 dCP’ 7’ _1 (ZZ g&] do
rdn  tdn  rdm 3t |

nella quale p = kV(f —r1)* —r*.
I ragionamenti che abbiamo fatto ci permettono di dire che sopra ¢ &

conosciuta la ds, per ogni . In § la o per t=0 & pure determinata in

dn ot
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230 A. Tovovo: Integrazione con quadrature delle equazioni di Dirac

forza delle equazioni di DirAc per 1 =0, essendo dati in S i valori delle ¢;
in questo istante. Quindi il secondo membro della (11) da una esplicita espres-
sione della ¢,(P, ) in funzioni dei dati del problema. Si tratta ora di trasfor-
marla in modo da ottenerne un’altra equivalente, ma che abbia una forma
espressiva. A ¢id servono i calcoli che andiamo a sviluppare.

Dalle equazioni (D) otteniamo

0, __ 9% 9@. 99,

E ey T

ac § - a_g + 2 2kCP3,
donde
dg, __39, o9, op, 0, o, [
an T cos nk + Y cos N1 - = P cos ni = 1’? 3% COS NN — I cos n& -+
1%y, 29, 9, |
by P cos ni — 9C ' COS By 2 —|—} ? cos nk 3 008%‘
\ + a,;‘ coan‘ k{¢,(¢cosnE -+ cosnn) + ip, cosnk)!.
Ne consegue, sostituendo nella formula (11),
t—r
? I(e)2 d Ie
(12) 4ry (P, §) = —kj‘ 8——;@4- é) ;r )‘ﬁs ,daﬁpi%%dt—l‘

t—r ’

—|—k'/ /I (e) (2 “P‘ ny — %ﬁ)‘cosn&l T+
t—r

I,(e) { 29, o9,
+Ekifld ! =2 cosn 2 cos dr +
066[93971 os Nk — acconn%t

t—r

T L(p) { %, 3¢,

+kfdc . %—at—eosni % > cos ni i dt—

o 0

t—r

— k? dch’;P) gaa% (cos nE — ¢ cosmy) + % cos nC% dt—
t-—r

k’fdcf {9, (tcosng +cosnn)+ip,cosnl)| dt+—5 2[ do—
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A. ToxoLo: Integrazione con quadrature delle equazioni di DIRAC 231

Scp, ds a9, d dc
[[ 3 cOoS Y — n cosnél; — f[a_’f) COS%C_—S% cos my |-~ —

—l—f[ (cos nE ~zcosnn)+a§‘ oosnc]ds+

+ kﬁtpﬁ cos nE -+ cos ny) + ip, cos ni] %’ +

a

oz

Cominciamo a trasformare 1'integrale di spazio

: o Le) | Le) 2,
13) _j 13t pp e ;tgds

0

Si ha, in forza della terza equazione di DiraAc,

(%) aCPQ(O) . 3%“” Bcp,“”
=0

3t 8 Tt T

avendo indicato con ¢, le determinazioni delle ¢; per ©=0.

-+ ’ﬂﬁcps“’) =

Sostituendo nella precedente (13), con ovvia integrazione per parti, si
ricava

___a (O)Il(pl)) _f (o)iL(pn) as
(14 A= a—t-!cpl el as—[po gl as ¢

. 0 I(P) 2 Ig(Pn) . / Ii(pn)
o Y 1l . [(\) S k 0) dS
+z.[% M P a3 S[CP‘ T p, d +z.s% e

S

}I—‘(Eo—)do

4

H

~f{ 9, (cos nE — i cos ny) -+ ¢, Vcos ng

Co =ik\/t2—’l'2.

Prendiamo in esame i tre integrali

t—r

Ie %94 o nE |
(15) _f [ == co8 nn——a;cos .ﬂisdr,
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232 A. Tonowro : Integrazione con quadrature delle equazioni di Dirac

t—r
(16) O:deczfl‘—p(&)g%c; ns—%c—cosnngdt,
(17) | D= {d Fr % SHE— ﬁeosm{d

Possiamo scrivere

t—r

B =|cos m]dcf o) o, dr fcosnidcf .(P) o, dr.
_ 3 e o
c 0 G 0
Osserviamo che
t— t—r
fcos m)dcaag P, ;P) dt =/ cos nndc P, Q%IT”dT
+ cosm}dc Iép)aa% dr — ; cos 1Yy ]gé
perche
I(P)] 1 [I (e) L(p) 1
Iy d e Y 4P —
@, o 3 [‘Pl] essendo p ] % > %9:0 5
Ne consegue che
t-r
.I "
_/cosnndc:! ;)B‘PE‘ dt = cosnndcjg . Lie) dt —

t—'r

I(P) 1 or
fcosm;dc[ e dr + 2[[@,]cosnn5§da,

donde, posto
t—
I
V——o P, é )d'c

)

oV
(18) B =[(§E coS Ny — gTV cos n&) do —

r
o[ 12 L) 2 1e)
—d[f e COs HY) — - L
/2*”385 e U e e
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A. Tonovro: Integrazione con gquadrature delle equaziont di DIRAC

no
[4
o

Se ora si ricorda, che indicando con » un vettore unitario situato lungo
la normale a g, ha luogo 1’identita

n A grad Vds =0,

[

si conclude che il primo integrale del secondo membro della (18) & nullo, e
percid si ottiene

t—r
’ _ Ly(e){ 3, _% | ge
(19) B__ofdcoj % ? SE 008 3 cos nE‘ drt =
t—r
_G/doo/ '3%%)00'8%7)—87) ‘(p)cosnﬁgdr—i—

Procedendo in modo analogo si ricava

(20) C= / [I cos ng — aa‘PC? cos 1Y) l dt =
_] f 3___ ;CI(P)Cosnn\dr—i— [% coan 2Ccosm; do.
t—r
@1) = f p a“’" cos nE — aa“‘éz cos 1 2 dr =
t—r

dt ﬁc,oz] 13 cos ng — 875' cos ni ds.

3

—[d[ g —P—cosng ;EIéﬂ)coan;

Trasformiamo il sesto integrale della formula (12), cio®

(22) :-/dcj cosnE—z%cosm) +?‘cosn§%—‘;‘i) T.
Abbiamo:
t—r
0 .
(23) 5 fdof{ @, (cos nE — & cos nn) + @, cos nt} ép@ dr =
s 0
Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XV. 30
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—r

12
. 9
:fdc/{cpg(cosné — @ cos un) + ¢, cO8 ”ngt%(,ﬁ)dt'*‘
g 0 '

+ %ﬁ%(oos nk — ¢ cos ) + ¢, cos ni) do.

a

Si osservi che si pud scrivere

t—r
—fdc/{cpg(eos ng — % CoS nY) + @, Co8 n‘Q}%I—‘S—) dr +
s 0
b E Ie)
i 9%Pe — 3 il L) g0
+fdcf% P (cos mE — ¢ cos nn) + > cos NG ; dt
o 0

=% ([cpz cos g — 4 cos n) + ¢, cos ni] do —

— [do { @, (e0s WE — 7 cos nm) + ¢, cos ni} 1,(p,) do,

Po
[

perche sia il primo che il secondo membro di questa identity vale

t—r

[ 21 s — s cos )+ 4, con ) .
]

Percido dalla (23) si ricava
t—r

aa—t/dc[{%(cosné—icosm;)ﬂ—cplcosng T =
s 0

}ﬂ@d
e

t—r
_ 99, - %9, I,(e)
_[dc:ﬂ 3 (cosn&—icosm})—;—aTCOSMC —p—d’:—l—

+f{ 9, (cos nE — 7 cos nn) +- ¢, cos ng | I—‘f—) do,

0
ag

donde la trasformazione definitiva

t—r
0
(24) E=— 5tfdcﬁ ®,(c08 nE — % cos ny) + o, cos n} I;;_p) dt -+
o 0
o) ; L(p,)
+ ({9, cos nE — ¢ cos nn) + 9, cos n{] % do.

0
o
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Ci resta ancora a trasformare gli integrali

(25) . F=— /'aacg‘ cOS Ny — 88% cos nE] (ic
— do
(26) = /[ cos nf — f cos m;}
(27) H= f[aa% cos n§ — 8%2 cos nCJ %’
Osserviamo che

ﬂ&]_[a_% _ [3e,]0r

% ~ ]2 F]a‘g

AP [acp,] B [acp, o

ULy 5]56’

donde
Vo] [ _ \8r or ds
/,Tg—cosmq cosnE csn&— ag oSN { ==

8(94 do
/[ cos nY) £ cosn§}7.
In forza dell’identithd notissima

fn. A grad [3—‘] do =0,

ciod :
1 1

ffn,/\ p grad [p,]do + [ n A [o,] grad; do =0,

concludiamo che

1 1
8 8
f% [CP']cosm) Ao ]cosnﬁ’d —f@ T oosmg — " cosm zdc
oF 72 1 S ag M
[+}
e quindi la trasformazione finale
’\31 7, 1

ds :
(28) F__—f[ cosnn—;;cosn’:]::—f[cp,]’a—y:'cosné—a—g‘cosnnSdcr%—

{

+ [ ‘\a—r-cosng—arc do
. )15 % °S””$7

(22
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236 A. Toxoro : Integrazione con quadrature delle equazioni di DIRAC

Analogamente si trova

1 1
5 . 5. = |
— —Cpicosn‘,—izeosnn 0= [%,] —rcosm)—,—rcosn‘g do +
¢ r ag o \
3.l (or 3 d
+,ﬂ;~' %écosnn—%}cosnc 70,
. EE o
(30) H= f[ac cosnE—a—gc nC} ﬁ¢2]2—£coan—xQosnESdo+
+f[a%]gz oan——g—Zcos nE%C—?.

o

Con le nuove espressioni di A, B, C, D, E, F, G, H, risulta

B1)  Anp (P, )= — k[0 210 g e[ @ P Lo g
' ‘ % p Vo
S ¢ .

@ 0

Po

‘_sz\P ) 0 I(Po)dS—- 3_ (o)IA(Po) dS—i—iksfcp <0)Ii(90)ds__
X e Po 7

t—r

ol

_,u B B
2 dr szdc:f coan

_ 2 L) . 316, . 1)
o cosmq% t—kfdcf%%KCTOOS”E‘QETCOSWC drt—
c 0

cos nk

g
t—r

2 0 .
—k* g’tfdcﬁ%(cos ng — 4 cos ny) + @, cos n}
g 0

Z‘—@dt
P

t—r

¢)

— k3 dcf§qo4(zcosn5+cosnn)-{—chscosni} ‘é dt 4

ds 4

+k ﬁP ﬁ%j%g—gcos nn——g—z‘cos nk

ke 3
ds +§f[%] %a—z cos nE —

or
+7ﬁ@z] %% cos 1 — 5z oS
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dl s 1
d _d G
a&coan% c+f[ ]— c+zf J\—E cO8 1N —
33 31 }' {
_Weosn?i%dc - z![ap?] " cosn{ — Ccosmq\do-k

\a_ 31 }
f 2]' d T 08 nE —s—g‘coandc-—

SRS BTl

ag

—if[aa%h%eosn?; —%zcos%n%%g—”a@ haTOOS%E—

dt | (€
or do 9%, - s dp, do
% eoan% - +HB—T (cos n — @ cosny) +'8_1 cos 1 ]7 +

. d
+ kf[cm(i cos nk + cos ny) - i, cos ni) 70

Si osservi che la somma del sesto, settimo, ottavo, nono integrale, e quella

. . . C qe s K %
relativa agli integrali che sono moltiplicati per

) . .
5 © per o~ valgono rispetti-
vamente

t—r

—k dc’{cpl(eosn&+icosnn)—cp2008nC}3—EIL(—p)d
0

T+
t—r 3 I
+k"‘{dcf{cp,(icosn§—eosnn)—icpzcosnmgh--%P)dﬂc—i—
e 0
t—r
“+k*|do — cos M) — 1 2 Lie)
op2(1, cos 1y — cos nk) — ¢, cos ni} dr,

a

2[ e.Jcos nE + ¢ cos nm) — [,] cos SE 3% 75—
‘kgf [2,]6 cos nE — cos nn) — #{9:] cos nC} dc —

\__f {,](i cosny — cos n) — [‘Pa] GOS"CEQE

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



238 A. Toxono : Integrazione con quadrature delle equazioni di Drrac

Se in queste due somme parziali si combinano fra loro gli addendi cor-
rispondenti, cio¢ il primo addendo della prima somma col primo addendo
della seconda, ecc., si riconosce che la somma totale vale

t_ .
(32) k? %fdc/{cp,(cos nk + € cos ny) — @, cos nil Aé—p) dt —
s @

b~
— k*%fdc{{:p‘(i cos #§ — cos nn) — &y, cos n{} I—‘P(—p—) dr —
e 0

t—r

— K ;—z/dc/{cp?(i cos 1y — cos n§) — ¢, cos ni} Z%th.
c 0

Alla somma degli integrali estesi al contornmo o che sono indipendenti
dalla costante k si pud dare la forma seguente (%)

_ ﬁf[%] (cos mE -+ cos ) — [p,] cos nf N

o r
+ 9 [(p.,] (¢ cos nE — cos nn) — i[op,] cos ng do +
%y, 7
(33) + a% f [p2] (@ cos ny — cos ng) — [pJeosnt ,

+ g[[%] (cos nE — 7 cos nn) + [¢,] cos ng do.
ot r

a
Le trasformazioni eseguite portano a scrivere

(34) g (B, ) = — S I / 7 1_9(9_) as +
8 0
t—r

—l—szdcs {®, (oS ME — ¢ cos nm) + o, coan}Ii(i)dt—
e
0 .

o

 [locosnt oo m-tled ooy 3 g ol
© 2y

o

t—r
+ kz]d"/.i%(co’s ng 41 cos ny) — o, cos nC}%ﬂdt —
s 0

. () Ctr. A. TonoLo, Integrazione con quadrature di wn particolare sistema di DIrAC,
loc. cit. in (!) a pag. 226.
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_[W«](GOS nE+ @ C(Z‘S ) — [,] Coscdcé _ ai_/ .ki}%(o’ I,(p,) ds +

o
[

t—r

+ k?/do/{@i (¢ cos nE — cos nn) — iy, cosncgl_';ﬂdt_

]

_/[@1] (¢ cos nE — cos ny) — 4 [9,] cos ng
r

3 4 [ wliled)
ds} 4 azak'[cp,”—poidS—l—
G S
t—r
+k2[dc/{cp2(eosn5—icosnn)+cp,cosn;}I—‘p@dt—
4 c 0

_[[cpg] (cos nE — ¢ cos ny) + [¢,] cos nf dci— k%——ik"’[cp ‘°’Md8+

r Po
o

t—r

+k?[dcf§<p4(icos nE 4 cos ny) —I—iq;a coan}L?dt —
s 0 :

_f[cpJ (¢ cos nE + cos ny) + [p,] cos nf s
r

c

Per determinare le altre tre funzioni @,(P, {)), ¢,(P, {), ¢,(P, ), basta osser-
vare che la quarta equazione di DIRAC pud ricavarsi dalla terza scambiando
fra loro ¢, e ¢,; ¢, € 9,; ¥y in —y; 2 in — 2, e quindi cos#y in — cos ny,
cos n{ in — cos nC. Percid D esplicita espressione di ¢,(P, f) potra ottenersi
dalla (34) eseguendo questi scambi. Per avere poi ¢,(P, ¢), 9,(P, t), si noti che
le prime due equazioni di DIRAC si possono fare discendere dalla terza e
dalla quarta mutando ¢,, ¢,, ¢,, ¢, rispettivamente in ¢,, cp“i %, ¢, e inoltre
x, ¥, 2 in —x, —y, —z, e percid cosnk, cosny, cosnf in —cosng, — cosny,
— cos ni. Quindi le espressioni delle funzioni ¢,(P, #), (P, {) si ricaveranno
da quelle che danno o,(P, t), ¢,(P, #) ivi eseguendo questi cambiamenti. Rite-
niamo superfluo aggiungere alla (34) le formule relative alle tre funzioni
9o(P; ¥), 95(D; 1), 9,(P, t) perché ad esse, e alla precedente ¢ (P, ?), si pudb dare
la forma estetica seguente, Poniamo:

Lo e AN
(35) d — Y @tlPo as +
1 in Ps \
5 t—r
~ r . I
+‘F’C dc[{"oﬁl(zeosng+008nn)+z‘cpscoan} léi)d_:__
s 0
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240 A. Toxovro: Integrazione con quadrature delle equazioni di Dirac

1 [[9,](¢ cos nE + cos ny) + i[p,] cos nC
47: r

’

. _ ik L{e,)
(36) dy=— 4nfcp<°’ P as -+

—r
+f—n/dc/{ ®,(¢ cos nE — cos nn) — ip, cos ni} I‘T(p) dt
4 0 .

1 (o] (¢ cos nE — cos nn) — i[p,] cos n{ do

4x r ’
G — tk (0) (po)
37) L

1,(e)

t r
2
—L%tfdc/{%(i cos nk + cos ny) + ip, cos nC}—’P drt +4-

+ 1 1 ([e,](¢ cos nE + cos nn) -+ ie,] cos nC

41c r >
, B[ o Lied)
38 =_2 [ © 28 gg
(38) 2 Tin (O

t—r .
_%{dc[{cpl(i cos nE — cos nn) — iy, cos "C}!’—éﬂd«c OG-
s 0

([,] (¢ cos nE — cos ny) — [o,] cos n{
‘*‘J ’ —2dg,

F=—Ek.

Ovviamente si riconosce che si pud scrivere

13 0 LR ,
CPA(P)t) ‘%—l— —I—af‘ 4’ +- kq)l

129, .9, oy 94)4
B ) =75t —a — PRaLl

3(P t) ‘laq)i 94’2 aq'_? q)l _l_qu)s

it o Ay ‘o

_}3%_ o, , ob, by 4,
?J(P’t)_@_a? %_Fay +Z—+kq)4,

nelle quali formule i secondi membri si ricavano dai primi membri delle
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A. ToxoLo : Integrazione con quadrature delle equazioni di Dirac 241

equazioni (1) di DirAc surrogando al posto delle ¢; le funzioni {(P, f) asse-
gnate dalle (35), (36), (37), (38) e cambiando k in — E.

I ragionamenti che abbiamo fatto sono fondati sull’ipotesi che il problema
misto che abbiamo enunciato abbia effettivamente una soluzione suscettibile
di soddisfare a tutte le condizioni. Questo ammesso, & facile riconoscere che
tale soluzione & unica. Infatti un altro sistema di soluzioni che soddisfa a
tutte le condizioni enunciate, dovrebbe anche soddisfare all’equazione (7) con
i dati di CAvUcHY per {=—=0 relativi allo spazio S e con le determinazioni
per ogni tempo sopra il contorno o che limita S. Ora con queste condizioni
I’equazione (7) non pud ammettere che una sola soluzione (*).

({) Cfr. HapamarDp, Le probléme de CAucHY ef les équations aux dérivées partielles
lindaires hyperboligues (Hermann, Paris, 1932), Appendice II, n. 222. La dimostrazione &
data per I’equazione delle onde cilindriche; ovviamente si estende alla equazione (7). P1CONE,
Formule risolutive e condizioni di compatibilita per alcuni problemi di propagazione [« Me-
morie della R. Ace. d'1talia », vol. V, (1934)].
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Contributo alla teoria degli operatori lineari.

Memovia di SALvATORE PINCHERLE ¥ (a Bologna) (*).

SOMMARIO. — Introduzione. — PARTE PriMA - Cap. I: Lo spazio delle successioni e gli
operatori lineari. - Cap. I1: Lo scarto dalla permutabilitc. - Cap. IIL: Un operatore
elementare. - Cap. IV : Gli operatori normali. — ParTE SECONDA - Cap. V: Lo spagio
delle serie di potenze e la derivazione fuwngionale. - Cap. VI: Gli operatori normali di
rango zero. - Cap. VIL: Gli operatori normali di rango uno. - Cap. VIII: Gli opera-
tori normali di rango r.

Introduzione.

I1 presente lavoro si propone, nella sua prima parte, lo studio, condotto
nel modo pint possibilmente elementare, del comportamento degli operatori
lineari in uno spazio S ad infinite dimensioni i cui elementi sono vettori
definiti mediante le loro coniponenti rispetto ad una base opportunamente
scelta. Premesse alcune osservazioni d’indole generale, si esaminano le pro-
prieta degli scarti degli operatori in S rispetto ad un operatore fisso (fonda-
mentale), lo scarto nullo equivalendo alla permutabilita; per I’operazione di
scarto si verificano singolari analogie coll’ operazione di ordinaria derivazione
nel campo delle funzioni di una variabile. Viene poi scelto, come operatore
fondamentale, uno speciale operatore M che viene detto elementare, equiva-
lente in sostanza a quello (operatore 6 di CASORATI) che nel calcolo delle diffe-
renze finite fa passare da a, ad a@,.,: lo studio dello scarto rispetto ad M
da luogo a notevoli osservazioni e a reiterate analogie col calcolo delle derivate.

Fissata una base nello spazio S, si studiano gli operatori normali rispetto
a questa base, cio® quelli nella cui matrice sono nulli tutti gli elementi a
sinistra della diagonale principale. Questi si classificano in operatori di rango
finito ed infinito, e, fra i primi, si distinguono quelli di rango zero o dilala-
zioni: si mostra poi come quelli di rango » siano decomponibili in un pro-
dotto di dilatazioni e di operatori di rango uno. -

~ (*) Alcuni dei risultati qui contenuti trovansi riassunti nella Nota postuma:-S. PIN-
CHERLE, Sulla permutabilitd negli operatori lineari, < Bollettino dell’ Un. Mat. It. », t. 15 (1936),

pp. 153-161; va inoltre avvertito che — colla scomparsa del compianto Maestro — 1’ ultimo
capitolo della presente Memoria & rimasto incompleto, cid che perd non nuoce all’organieita
del lavoro. N. d. R.
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244 S. PINCHERLE : Contribufo alla teoria degli operatori lineari

Nella seconda f)arte, 1o spazio S viene specificato assegnandogli come
base la successione delle potenze nulla ed intere positive di una variabile =,
"ed assumendo come operatore elementare la moltiplicazione per 2. Lo scarto
rispetto a questa, al quale & dato il nome di derivata funzionale, gid studiato
da me in antichi lavori, dd luogo ad interessanti raffronti fra lo spazio S,
i cui elementi sono le serie di potenze, e lo spazio costituito dall’insieme
degli operatori lineari in S: alle costanti, alla variabile « e alle sue potenze,
alla derivazione D, all’esponenziale nel primo, fanno rispettivamente riscontro
nel secondo 1’operatore elementare M ed i suoi permutabili, la derivazione
ordinaria D e le sue potenze, la derivazione funzionale, I’ operatore 0. Fra le
dilatazioni dello spazio S, offre particolare interesse 1’ operatore aD, che viene
indicato con X e al quale si riconducono le altre; si danno le relazioni fra
le potenze di X e i prodotti D™ (m =1, 2, 3,...), nelle quali intervengono i
noti coefficienti di fattoriali; estendendo poi in vario modo lo spazio funzio-
nale in cui tali operatori sono applicabili, si oftengono notevoli sviluppi,
dapprima in via puramente formale, indi dando loro condizioni opportune per
la validithd effettiva. Il calcolo delle dilatazioni si completa associando a cia-
scuna di esse una funzione che ne viene detta la deferminante e dalla cui
struttura si conclude a quella dell’ operatore. Nell’ultimo capitolo, viene fatta
I’ applicazione dei risultati precedenti al caso degli operatori normali di rango
qualunque, i quali, negli spazi considerati, coincidono colle forme differenziali
lineari del tipo di FucHs, di ordine finito od infinito.

PARTE PRIMA

Car. I. - Lo spazio delle successioni e gli operatori lineari.

§ L

1. In cid che segue, verranno considerate successioni di infiniti numeri
reali o complessi; una tale successione, a,, @,,..., @y, ..., verrd considerata come
date quando sia data una legge che permetta, per ogni intero % positivo o
nullo, di assegnare 1’ elemento della successione corrispondente a questo indice
n. Gli elementi a,, @,, a,,.. della successione verranno detti coefficienti o,
meglio, coordinale della successione stessa; la successione che puo riguardarsi
come un ente o vettore di uno spazio ad una infinitd numerabile di dimensioni,
si designerd con una minuscola greca, seguita, quando occorra, dall’indica-
zione delle coordinate od, anche, da questa sola indicazione; cosi, si scrivera:
la successione «, o la successione afa,, a,,...) 0, semplicemente, la successione

(@gy )y 00)
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2. I’ insieme o spazio delle successioni si indicherd §; ogni singola suc-
cessione ¢ un elemento o vettore di S. Verrd detta base dello spazio S il
sistema delle successioni

[ £,(1,0,0.0,..)

(1) 0,1, 0,0,..)

e, & dunque il vettore di cui tutte le coordinate sono nulle, eccettuata la
n 4 1514 che & uguale ad 1.

3. Due successioni «(a,, a,, @,,...), B(b,, b,, b,,...) si diranno uguali se, e
soltanto se, &
aO:bO, a, :b.; a2:b2,....

Da questa definizione risultano senz’altro verificate le solite proprieta
logiche dell’ uguaglianza:

a=a; sea=20 6B8=a; sea=fBefl=y, & a=y.

4. Date le successioni z(a,, a,,..), B(b,, b,,...), la successione
(@, + bw a, + bn a, + 627 )

si dird somma delle successioni o e 3, e si indicherd con « -+ 3. Da questa
definizione segue immediatamente quella della successione a2+ (3+7Y), e sono
senz’ altro verificate le proprietd dell’addizione :

atf=F+a @+fry=2+B+7)

La definizione di somma si estende al caso di un numero finito di vettori, con
conservazione delle leggi commutativa ed associativa. La successione (0, 0, 0, ...)
¢ detta successione nulla o zero dello spazio S e si indica con O; si ha:

04+0=0, 2a+0=04a=u0a.

5. Avendosi k successioni fra loro uguali, siano a(a,, a,,...), la somma di
queste si indicherd con ka, e si ha per definizione:

ko = (\ka,, ka,, ka,,...).
Questa relazione, cosl stabilita per k intero, positivo o nullo, si assumerd

come definizione di kx per ogni numero k reale o complesso; pel prodotto
del vettore « per un numero valgono immediatamente le seguenti proprieta:

0.0a=0, (h+kx=hx+kx, Kk +8)=ke + k3, «(kz)=hka= kiha).
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246 S. PincHERLE : Contributo alla teoria degli operatori lineari

Da cio, e dalla definizione di somma, segue il significato dell’ espressione
ko, +kyoy + ... + k0,
combinazione lineare dei vettori «,, «,,..., a,.
6. I1 concetto di somma pud estendersi al caso di infiniti addendi. Si
abbia la successione di vettori
“o(aom Aoyseees Qony "')7 oc‘(aw, Wyyyoney Ay, )7 ey “v(a'voy Qyysyeees Qun,y ), s

[oe]
colla scrittura 2 «, si deve intendere il vettore le cui coordinate sono

y=0
Qo [ee} Q©
AN} Y
el ayn; >—‘ av”'") E a’vn}""
vy 0 v=0 v 0

Questa definizione, estensione di quella data al n.° precedente, richiede

[o¢] .
naturalmente che le serie X a,, (=0, 1, 2,...) siano convergenti, e, se si vuole

y—
conservare la legge commutativa, che esse siano assolutamente convergenti.
Questa ipotesi verra sottintesa quando si tratti, in cid che segue, di somme
di infiniti vettori.

) o]
In base a questa definizione. segne che la somma X a.e,, ossia
v 0

(@, 0,0,0,..) 4+ (0, a,, 0,0,..) + (0,0, a,,0,0,..)+ ..

non ¢ altro che il vettore (a,, a,, @,,...). Risulta da cido che ogni elemento «
di S, cioé ogni successione a,, @,, a,,.., pud venire espressa in forma di serie

(2) M€y + @€, — oo + QE, |- .

7. Lo spazio S & un insieme lineare, intendendosi con cio che se o e §
sono elementi di S, & tale ha + k3, essendo h e & numeri qualunque. Un
insieme S, di elementi di S si dird parte aliquota di S se & lineare nel senso
ora detto. Se dunque z,, %,,..., %, sono elementi di S,, sono elementi di S,
tutti i vettori della forma K, + k,a, + ... + k,a,..

§ II.

8. Diremo operafore nello spazio S ogni procedimento che, applicato ad
un elemento di S, produce uno o pit elementi determinati di S. Un operatore
pud essere applicabile a qualsiasi elemento di S, o soltanto ad alcuni; appli-
cato ad un elemento, pud produrre un unico elemento, ¢ si dice allora umni-
voco ; plurivoco nel caso contrario.
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In cid che segue verranno considerati operatori generalmente univoci
(quando non sia esplicitamente indicato il contrario) e lénears, aventi ciod le
proprieta :

1) che se 1’operatore, applicato ai vettori « e 3 produce rispettivamente
i vettori «, e B,, applicato ad « + 3 produce «, -+ 3, ;

2) che se I’operatore, applicato ad « produce a,, applicato a ka pro-
duce il vettore ko, qualunque sia il numero k.

9. Gli operatori lineari si rappresenteranno colle maiuscole latine; se
I’ operatore A applicato al vettore a« produce il vettore «,, si scrivera

A(a) =«,.

Per I’ operatore A, le condizioni di linearitd sono
® Alw+ B = A(@) + AB), Alka) = kA(x);
da queste si deduce
4) Ak, + ko, +..) =k A(,) + E,A(2y) + ...,
relazione che si applichera formalmente anche ad un numero infinito di vet-
tori. La scrittura X k,a,, dove a,==(a,y, @y,....; Qyu,..), rappresenta il vettore di
coordinate 3, ka,,, 3, k,ay, .., 2, k,a,,....; perche esso abbia significato effet-

tivo, & necessario che le singole serie I, k,a,,, (=0, 1, 2,...) siano convergenti,
e convergenti assolutamente se si vuole conservare la proprieth commutativa.

10. Si verifica subito che se A, B sono due operatori lineari, lo stesso &
del prodotto 4B (applicazione di 4 al risultato di B(x)). Gli operatori lineari
in § formano dunque un gruppo, che si indichera con G.

Al gruppo G appartengono in particolare :

a) L’ operatore zero, che applicato a qualsiasi elemento di S, produce
I"elemento zero. Esso si indichera con O; e dunque, per ogni «, O(a) =0.

b L operatore identico, che applicato a qualsiasi elemento di S, ripro-
duce 1’elemento stesso; esso si indicherd con 1; e, per ogni «, 1(a)=a.

¢) L’ omotetia di parametro k, operatore A che per ogni «, da ka.

d) La dilatazione, di coefficienti k,, k,,..., k,,..., che applicata ai vet-
tori base di S (n.°2), da A(e,) = ke, Ale)=kge,,..., A(e,) =k, ,....

11. Puo accadere che un operatore lineare A sia tale da /dare il mede-
simo risultato quando lo si applichi a due vettori distinti: A(z) = A(8); ne
risulta A(x —B) = 0. L’ operatore 4 ammette quindila radice (non nulla) « — 3.
Un tale operatore viene detto degenere di prima specie.
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Pud accadere che un operatore lineare 4 sia tale da fare corrispondere
allo spazio § non questo intero spazio, ma una sua parte S,. Questa ne sara
una parte aliquota (n.° 6), costituird cio® un sottospazio lineare dilS. L’ ope-
ratore si dird allora degenere di seconda specie (*). Un operatore]che ammetta
entrambe le specie di degenerescenza si dird degenere; si dird non degenere
se non ammette né I’una né 1’ altra.

12. Un operatore lineare 4 si applichi agli elementi base di S. Esso pro-
durrd determinati vettori

(5) A(ao) =1, Ale,)= Mgy eees Afe) =M, -
e sia
Ny = (Ao, Ayyyenes Bypyene):
L7 operatore A essendo supposto non degenere, le v, sono tutte diverse fra
loro e tutte diverse da zero.
Essendo = (k,, k,,..., kn,...) un vettore di S, esso pud scriversi (n.° b)
a=2Xkze,;
applicando a questo I’ operatore 4 si ottiene

A‘a) = Zv kvA(ev) = Zv kvﬂv )

e quindi A(x) ammette come coordinate le serie Z, k., S, 50y, ..., D ktun, ...
per le quali si ricordi I’osservazione alla fine del n.° 9.
Segue da cid che A ¢ definito in tutto S dallo specchio di numeri

Qyg gy oy oee By ooe
a, a

I Z J
20 gy Moy eee Oypy one
.......... R
questo specchio, che si compendia nella scrittura |a,,|, si dice wmatrice del-
' operatore 4. Dare la matrice equivale a dare 1'operatore, e percid si pud
scrivere senza inconveniente 4 =| a,, |. Per I’ operatore nullo, tutti gli a,, sono
nulli; per I'operatore identico, &
1 per m=yv
o = 10 > nw

(1) Negli spazi lineari ad un numero finito di dimensioni, una specie di degenerescenza
porta’con sé necessariamente I’altra. Invece, negli spazi ad un numero infinito di dimen-
gioni, le due specie possono presentarsi separatamente, come ho notato per primo (« Rendic.
del R. Istituto Liombardo », 8. IT, T. 30, 1897) e come & stato poi ritrovato da vari Autori:
ofrn pure, su cid, il n.° 34 del presente lavoro.
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13. Si possono stabilire, per gli operatori del gruppo G, i concetti:

a) di uguaglianza. Due operatori A, B si diranno uguali quando, es-
sendo ||@a,||, [|bw,| le rispettive matrici, & a,, =b,, per tutti i valori di » e di v.
Si scrive allora 4 = B, 0 || =|bw||. Sono evidentemente verificate le leggi
logiche della ugnaglianza: A=A4; se A=DB, 8 B=A4; se A=B e B=Z(,
& 4=0C.

b) di somma. Dati gli operatori A=l aw|, B=bu|, sia Ala)=«,,
B(x)=ua,: I’ operatore C, tale che sia Cla)=a, +-«,, verra detto somma degli
operatori 4 e B, ed indicato con 4+ B; essendo poi C(e,)) =3 (a4, i- byu)e,, De

segue che la matrice di A+ B ¢ a,, + b,,|. Sono evidentemente verificate le
proprietd commutativa ed associativa dell’ addizione, noncheé la 4 + O =A4.

¢) di moltiplicazione per un numero k. Per k intero, nullo o positivo,
risulta dalla definizione di somma che la matrice di k4 ¢ data da |ka,, .
Questa uguaglianza

k

verri assunta come definizione di k4 per ogni altro numero k. In particolare,
il prodotto di 4 per k=0 da I’ operatore O.

d) di combinazione lineare. Dalle posizioni precedenti viene dato il
significato dell’ espressione %, 4, + k,4,+ ... + k. 4,, la cui matrice &

| = | Kt

||k‘a$2+k2af)+...—|—k,aff,,|| se A,-:[]a(,f,),H. Se questa si riduce a zero, le
4,, 4,,..., A, sono linearmente dipendenti, legate cioé dalla relazione

kA +EA,+ ... +Ek.A4,=0.

14. Avendosi i due operatori 4=|au,|, B=|bu, , si applichi I’operatore 4
a B(e,); si avra
AB(e,) = by, A(e,) + b, (Ae,) + b, A(e,) 4 ...y
ossia
AB(e) = 2 byn@noeo + L bpntn &, + oo + I bynpie, + ...
n n n

La matrice del prodotto operatorio AB & dunque
N | =11 buo@ey + by, + oo + Duny + .|
Analogamente, la matrice del prodotto BA ¢ data da | q.|| =12 b,,0,,]-

Non & in generale AB—=BA; il prodotto degli elementi del gruppo G non
¢ quindi in generale permutabile, le condizioni perché sia tale essendo

(6) S byl = 2 by
n n

Sotto la presupposta assoluta convergenza delle coordinate di A(BC), vale
per gli elementi del gruppo G la proprietad associativa.

Annali di Matematica, Sevie IV, Tomo XV, 32

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



250 S. PINcHERLE : Contributo alla teoria degli operatori lineari

Car. II. - Lo scarto dalla permutabilita.

s L

15. Nel gruppo G degli operatori lineari dello spazio S, sia fissato un
operatore univoco e non degenere, F. Siano 4 e B due operatori permuta-
bili con F; da

AF =FA, BF = FB,

si deduce, ammettendosi la proprieta associativa,
ABF = AFB = FAB,;

essendo dunque 4 e B permutabili con F, lo & anche il loro prodotto; gli
operatori permutabili con F' formano dunque un gruppo, sotto-gruppo di G.
Questo gruppo verra indicato con 8p, o semplicemente con § quando non
sia necessario di ricordare 1’operatore principale F'; ad esso appartiene I’ ope-
razione identica e di ogni suo elemento P l’inverso P~ (supposto esistente) ().

16. Fissato I’ operatore F' ed essendo 4 un operatore qualunqye, I’ operatore
AF —FA

si dird scarfo dalla permutabilita di 4 rispetto ad F'; esso si indicherd con 4'p e,
quando non vi possa essere ambiguitd, semplicemente con A'. Se 4 ¢ permu-

tabile con F, si ha A'=0. Si ha poi 4'r =— F4.

17. L’ operazione di scarto é distributiva rispetto alla somma : si ha cioe
{1) (A+B) =A4"+ B'; in particolare (4+P)=4".
Si ha pure
(cd) =cA'
Essa agisce su un prodotto di operatori secondo una forma del tutto analoga
alla regola di derivazione di un prodotto; infatti:

2) (ABY = ABF — FAB= ABF — AFB + AFB — FAB —
= A(BF— FB) + (AF— FA)B= AB' + A'B.

In particolare, per essere P’ =0, sard (4P) = A'P. Gli operatori P si com-
portano dunque, rispetto all’operazione di scarto, come le costanti rispetto
alla derivazione ordinaria.

(1) Gli operatori permutabili con F' si indicheranno colla lettera P, affetta o no da indici
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Per un prodotto di piu fattori, si ha

(3) (A, 4y e A Ap) = A Ay e Ay Ay + A Ay oo Ay Ay + .
ot A A Ay Ay v A Ay Ay A

In particolare, se i fattori sono uguali:
(4) (Amy = Am1 4 + A" PA' A + ... + AAA™ - A'A™
se inoltre accade che 4 ed A’ siano fra loro permutabili, viene
) - (A™) = mdm=4,
dove & ancora manifesta 1’analogia col calcolo delle derivate (*).
18. Ottenuto lo scarto di 4 rispetto ad F, si pud cercare lo scarto dello

scarto o scarto secondo; esso si indichera con A4”. Si ha dunque:

A" =(AF — FA)F — F\AF — FA)= AF* — 2FAF + F’A.
Analogamente si definisce lo scarto terzo 4", che & dato da

A" =AF® — 3FAF*? + 3F*AF — F*4,

ed in generale lo scarto m*m° per il quale si ottiene senza difficolta, per
induzione, la formula

(6) A = AF™ — mFAF™—* + (’”

2)17'21417”"'2 — e (— 1)mF™A4.
Lo scarto secondo del prodotto 4B & dato, per la (2), da
(AB)' =(4B)Y = (AB'+A4'B) = AB" + 24'B' + A"B
e si trova senza difficoltd, per induzione, che lo scarto m**"¢ del prodotto ¢
dato dalla formula:

(7) (AB)(m) — AB("‘L) - ,‘nA’B(m—l) -} (

4:’) A"B™—» 4 4 mAM™YB 4 A™D.

In particolare, si ha

(AP)™ = AP,

19. 11 comportamento di un operatore riguardo alla permutabilita rispetto
ad F pud dare luogo ad uno dei seguenti casi:
a) L’ operatore 4 pud essere permutabile rispetto ad F'; il suo scarto 4’
¢ lo zero.

(1) I’ analogia fra il calcolo dello scarto di operatori lineari e quello ordinario delle
derivate & stata da me segnalata in una Nota pubblicata nei « Rendiconti della R. Accademia
(i Belogna » mel 1903 ; proponevo allora per lo scarto il nome di derivata operativa.
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b) I’ operatore 4 non & permutabile rispetto ad F; il suo scarto non
¢ dunque nullo, ma & nullo il suo scarto m*° (non I’m — 15t"°) e lo sono
quindi tutti i snccessivi. I’ operatore si dird allora permutabile dell’ ordine m.
Gli operatori P, permutabili in senso proprio, si diranno pertanto permuta-
bili di prim’ordine.

¢) Pud infine accadere che tutti gli scarti successivi, per grande che
ne sia I’ordine, siano differenti dallo zero; si vedra al n.° 24 come esistano
effettivamente tali operatori.

Se 4 e B sono permutabili rispettivamente degli ordini p e ¢, il loro
prodotto & permutabile dell’ordine p+q¢— 1. Si ponga p+q —1=m. Si
ha, per la (7),

m

(AB)(m) — AB(m) —+ H’&A/B(m—” + ... +< 1) A(p—i)B(m-—p—H) +

4+ (m> APBmM—p 4 4 gwB.
p
ora, per essere B permutabile dell’ ordine ¢ =m — p + 1, & nullo il termine

( " )A‘p'”B‘m*p*“ con tutti i precedenti; per essere 4 dell’ordine p, &

nullo il termine (Z@)A‘”’B‘m—’” con tutti i seguenti, onde & (4B)™ =0. Gli

operatori del caso b) formano dunque un gruppo di cui § & sottogruppo.

20. Due operatori aventi rispetto ad F il medesimo scarto hanno per
differenza un operatore a scarto nullo, cioé un operatore P.

Due operatori aventi rispetto ad F il medesimo scarto m®° hanno per
differenza un operatore permutabile dell’ ordine mn.

21. Dopo gli operatori del gruppo &, i piun semplici, in ordine al loro

scarto rispetto ad F, sono i permutabili del secondo ordine, definiti da
A" = AF* —2FAF + F°4 =0,

equivalente ad 4'=P. '

Dati due operatori 4 ed A, permutabili del secondo ordine, i loro scarti 4’
ed 4, sono del primo: A’=P e A'=P,; moltiplicando a destra la prima di
queste per P—'P, e posto P~'P, = P,, si ha

A/ =A'P,= (4P},

e quindi (n.° 20)
(8) A, = AP, + P,.

Inversamente, se 4 & un permutabile di secondo ordine, lo & ogni ope-
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ratore della forma (8}, poiché ne risulta A '=(AP,)=A4'P,, indi 4,"=A4"P,,
onde, dall’essere 4" =0, ne segue 4, =0.

22. Un operatore S tale che sia
(9) SF=—FS
verra detto semi-permutabile rispetto ad F. Esso non pud essere nel tempo
stesso permutabile, a meno di coincidere coll’ operatore nullo, poiche se fosse
anche SF = FS, ne risulterebbe FS =0, e quindi, poich¢ F & supposto non
degenere, cid non pud essere se non ¢ S=0. Invece ogni § & permutabile
con F*, ‘poiché, moltiplicando la (9) successivamente a sinistra e a destra
per F, viene

FSF = — F*S =— SF? onde F*S=SF.

Essendo S semi-permutabile, si vede subito che lo & anche il suo searto §'.
Ogni operatore A permutabile con F*, ma non con F, ha il suo scarto semi-
permutabile, poiché da AF* = F*A si deduce

AF* — FAF + FAF — F?*A = (AF — FA)F + F(AF — F4) =0,
onde
AF=—F4.

23. 11 prodotto PS, dove P & permutabile ed S semi-permutabile, da
FPS = PFS = — -PSF,
esso & dunque semi-permutabile. Il prodotto di due semi-permutabili S ed S, da
FSS, = — SFS, = 88, F, .
ed ¢ quindi permutabile. 1.’ insieme dei permutabili e dei semi-permutabili

costituisce dunque un gruppo misto (nel senso di LIE) e i permutabili ne
costituiscono un sotto-gruppo.

24. E facile ora accertare 1’ esistenza della classe ¢) menzionata al n.° 19,
cio¢ di quelli operatori i cui scarti, di ordine comunque grande, non risunl-
tano mai nulli.

Essendo infatti S un operatore (non nullo) semi-permutabile, dalla (9) si
deduce

S =8SF —FS=—2FS,
da questa (n.c 17)
S" = —2F§ = 4F*S, S§"=—8F3S,.., S"™—=(—2)mFmS...

e, poiché la F & supposta non degenere, la S“” non pud essere nulla per
alcun valore di me.
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§IL

25. Fra gli operatori permutabili del secondo ordine con F, se ne consi-
deri uno, che verra detto 77, il quale soddisfi alla relazione

(10) Ul —FU=1;

14

esso & definito all’infuori di un permutabile P additivo. Per quanto si &
visto al n.? 21, ogni altro permutabile del secondo ordine potrd scriversi sotto
la forma

(8) A=UP~+ P,.
Poiche & U’'=1, la formula (3), applicata ad U, dara
(11) (™) = mU™,

dove si vede che 1’operazione di scarto agisce su di U come la derivazione
ordinaria agisce sulla variabile, mentre si conferma che, come si & osservato
al n.° 17, i permutabili P si comportano come le costanti nel calcolo ordi-
nario. Ne segue che lo scarto di un operatore della forma

P, + P, U+ P,U? +..-+ P, U™

¢ dato da
“Pi + 2P1.U+ 3P3[172+--. -+ "leLvm",

26. Come si & visto, la forma generale dei permutabili del secondo ordine
¢ data dalla (8); si pup ora mostrare che

(12) P4 P U+ ..+ P, _ Un*

¢ la forma generaie dei permutabili di ordine m. Si riconosce subito che una
espressione di questa forma & permutabile dell’ordine #m; inversamente, ogni
permutabile di ordine m ammette la forma medesima. Cid e gid dimostrato
per il caso di m = 2; si supponga dimostrato per m, e si riconoscera facil-
mente che vale per m +-1. Se infatti 4 & tale che sia A+ =0, ne seguira
(AY*=0 e quindi sara, per il supposto,

A=P,+~PU+ ..+ P,_U""
Si costruisca ora 1’ operatore

B=P, U+ % P U+ .. + —L P,,_U" '+ 1 p,_Um,
2 m —1 m

formando B, secondo la regola data al n.° precedente, verra B'=A', onde la
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differenza A — B sard un operatore P. E dunque A.:B—i—P, e quindi 4 ¢
della forma (12):

A=P+POU+%P1U2+...+ le_‘U’", c. d.d..
m

27. Si ammetta, per 1’operatore U, 1’ esistenza di un numero g (autovalore)
e, in corrispondenza, di un elemento v, non nullo di S (auloelemento o elemento
tnvariante) tale che sia

(13) Ulw,) = go,-
Riprendendo la relazione (10), si ha
(UF — FU)(0,) = ,,
e quindi, posto F(w,) = o,, verra
Ulo,) =go, +o,.
Analogamente, posto F(v,) = w,, si avrd
Ulow,) = gw, + 20,
e cosi via. Si viene pertanto a costruire una successione di elementi
®,, W, ...
di cui il primo soddisfa alla (13), mentre gli altri sono definiti da
Flo)=w, Fl)=a0,., Flo,_)=o0,,..
e vale per essi la relazione ricorrente
(14) Uftrn) = g, + 0o, _,,
che si & avuta per w =1, 2, e che, supposta vera per n, si verifica subito

per n + 1.

28. Gli elementi v,, w,, w,,... costituiscono la base di uno spazio lineare Q
contenuto in S. Essi sono linearmente indipendenti, poiché, se si ammettesse
una relazione lineare
(19) €@, + €, 4 ... + €,0, =0

fra w,, w,,... v,, ma non fra i precedenti w,, v,,.. w,_,, ne verrebbe, appli-
cando la U e tenendo conto delle (14), (15),

c0, + 202“‘)1 + 363(”2 T ol T O I O’

contro I’ ipotesi.
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29. Le (14) mostrano che lo spazio @ & frasformato in s¢ da U, e la ma-
trice della trasformazione & data da

g 0 0 0 O0...'
1 g 0 0 O...
0 2 g 0 O..
0 0 3 g9 O..

Indicando con E I’operatore U —g, si ha E(w,) = ww,_,, e quindi

E(c,0, +c,0, 4+ ... + ¢,0, + ...) = ¢,0, + 26,0, 4 ... 4 0C,0,_, + ...
ed

- () ®
B ogwy 4 6,0, 4 o+ 040, ) = 00 4 60, + 6 5 F e+ Cn ﬁ% +

dove ¢ & arbitraria. I’ analogia colle regole di derivazione e di integrazione
delle serie di potenze & manifesta.

§ III.

30. Non & priva d’interesse 1’ espressione dello scarto di un operatore A4
rispetto alle potenze dell’ operatore principale F. Essendo

A" =AF —FA' = AF* — 2FAF + F*A
si ha, sommando con 2FA4’' =2FAF — 2F*4,
AF* —F*4 =2F4" + 4".
Analogamente, si trova
AF? — F*A =3F*4 + 3FA"+ A"
Ammettendo che la regola che appare da questi primi casi sia stata veri-
ficata fino alla potenza m*i™¢ di F, che si abbia ciod

m—1

(16) AF’"—’—F”l—‘A=(m—1)Fm—2A’+( ; ) i 4.4 Ao,
si vede che la regola stessa vale per la potenza m*""% Infatti, formando lo

scarto nei due membri della precedente secondo il n.® 17, viene

m—1

(17) AFm_FAFm—l_Fm—iA/ — (,’n;l)F?n—zA”_'_( 2 )F?’n—liA’”_'_“._*__A(m);

moltiplicando ora la (16) a sinistra per F, é

m—1

FAF™ ' =F"A 4 (m — ) F"=14' +( 5

)F’"—"’A" ... —i--FA‘(’"—”;
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sostituendo in (17) e riducendo, si ha infine

m

(18) AF™ =Fm"4 +mF""‘A’+(9

)F"’—zA"—I—...—l—mFA‘m—"+A‘"";
la formula vale dunque per ogni potenza intera positiva di F.

31, 11 secondo membro della (18) pud scriversi simbolicamente
(F + 4y,

dove §’intenda che va fatto lo sviluppo colla regola del binomio, attribuendo
ad F gli esponenti e sostituendo per 4 gli esponenti cogli indici corrispon-
denti di scarti successivi: con c¢ido, il primo termine sarebbe F7A® ed &
ovvio che 4 coincide con A.

32. Dando nella (18) all’esponente m successivamente i valori O, 1, 2,....
si hanno le uguaglianze

A=A, AF=FA+ A, AF?=F*4A + 2FA' 4 4",...,
AF™ — F™m4 + mF" 4" 4 ... + A™,

Moltiplicando rispettivamente per i termini «,, a,, @,,... di una successione
arbitraria e sommando, si ottiene, denotando con P 1’ operatore permutabile
con I

P=a,+ o F+ a,F*+..,
lo sviluppo

(19) AP=3, ni, (1024300842 3o (0+-1) gy 3o b (0420 T2+ ] A,

Qui si vede che il coefficiente di %A‘”’ ¢ ottenuto applicando a P la

regola di derivazione ordinaria, trattando F' come se fosse una variabile indi-
. . - ar
pendente. Questa analogia si pud rendere pitt manifesta indicando con dFI:
I’ espressione chiusa nella parentesi quadra; in tal modo la formula (19) viene
scritta sotto la forma
dP 1 d&*P 1 apP

.) — it ! 144 -
(20) AP=PA+ A Al 5

—— — (n)
ar 't 3 g A A e

che richiama nel modo piu palese il classico sviluppo di TAYLOR.

33. Come si & gia avvertito, si astrae per ora dalle considerazioni di
convergenza, che richiederebbero anzitutto nna specificazione dello spazio S;
lo sviluppo precedente, se ad infiniti termini, non ha dunque fino ad ora che

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XV. 33

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



258 S. PiNcHERLE : Conitributo alle teoria degli operatori lineari

un significato formale. Il significato & perd effettivo se 4 & permutabile d’ or-
dine finito con F, poiché in tale caso le 4 sono nulle da un indice % in avanti.

ed anche se il permutabile P si riduce ad un polinomio in F, nel quale caso
arp .. . .
le ——.. sono nulle da un indice » in avanti.

ar"

Cap. III. - Un operatore elementare.

§ L

34. Nello spazio S, la cui base & costituita (n.° 2) dagli elementi e, ¢, ¢,,...,
verrd considerato 1’ operatore, che si dirad elementare, definito da

(1) Me)=c¢, Me)=¢ty.., M) =¢€npge--

Come si vede, esso coincide coll’ operatore fondamentale, 8 = \ -+ 1, del cal-

colo delle differenze finite. La potenza ms™¢ di M & definita da

(2) M™e,) = ¢, 4m, (r=0.1,2 ...
La matrice di M ¢ data da .

La M non & degenere di prima specie (n.° 11), perche, essendo a« =c¢.e, +-c¢,e, + ...
un elemento di S, la M(2)=0 non pud verificarsi se non & ¢,=¢, =c¢,=...=0.
E invece degenere di seconda specie, poiché fa corrispondere allo spazio S la
parte aliquota di S avente per base ¢, ¢,, €,,....

35. Sia dato in S un operatore 4, definito da
Aen) = Qno€y + Cny&, oo+ Apey .
Il suo scarto A'=AM — MA rispetto ad M dara

Al{so) - 0/1050 -+ (ai 17 a00)51 -+ (a’n - aOl)a‘z -+ .. -+ (a’a-n - a’o.n—l)en —+ ..
A,(s{) = Qg0+ (a’za - alo)si + (a’22 - au)e? + +(a2~" - a’pn—g)en + ...

A/(E,,) = a111+|.0€0 +(am+4.4—‘am-o)€1+(am+1-2 —‘am-i)s2+ "'+(a’m+1.n—am.n _‘)E"—I' cery
per modo che la matrice di 4" & data da
‘3) ” alm.n” = ”a/m-f-,.n—am.n_'!l.

S'intende che le a,,, col secondo indice negativo vanno sostituite collo zero.
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36. La forma della matrice di 4" permette di ottenere subito gli operatori
permutabili con M, che indicheremo ancora colla lettera P, affetta o no da
indici. Per questi 8 4'—0 e, per conseguenza, le @,.., dovranno soddisfare
per ogni coppia di indici alla condizione

(4) Oy yon — Apon—y = 0.

Dalla (4) si vede che @y, @5 ®gn,... POSSono essere assunti arbitra-
riamente, mentre &

Uman =0 per m >N, Quu =0y, Omn=0),u_m per m < n,

donde risulta per la matrice di 4’ la forma

a, O, @, a,.
0 a, a, a
5 ] i 2
®) 0 0 a, «a.
Ora questa & decomponibile nella somma
a, 0 0 O0.. 0 a, 0 O 00 a0 0 O .
0 a O O.. + 00 a O + 000 a0 +
0 0 a, O.. 00 0 a 000 0 a o

i cui singoli termini rappresentano manifestamente gli operatori
ad, oM, a,M*,...
Si & cosl dimostrato che « ogni operatore P permutabile con M & formal-
mente rappresentabile nella forma

{6) P=a,+a M+ a,M* + ... ».

37. 11 risultato ottenuto al n.° 35 permette anche di risolvere la seguente
questione : « dato un operatore

B = [|bmall,

trovare un secondo operatore 4 di cui B sia lo scarto rispetto ad M ».

L’ operatore 4 & determinato all’infuori di un P arbitrario. Questo si pud
scegliere in modo che A(e,) risulti nullo, e quindi indicando con |[am.| la
matrice di 4, si pud fare '

Wgp = Qyy = Qpy = +o. = 0.
Per la seconda linea, si ha, in forza della (3),

blm =0in — Qyn—y,
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e, per essere a,,_, =0, viene a,,=b,,. Per la terza riga, si avra da (3)
Ayn = bi.n + Oy = bg.n -+ bo.n—|

ed in generale, formata la matrice 4 fino alla m — 15974 riga, la mf'™¢ riga
sard data dagli elementi di ugual posto nella m — 159”4 riga della matrice B,
aumentati dagli elementi arretrati di un posto della m —151"% riga (gid costruita)
della matrice A stessa. Si ottiene cosi lo specchio

0 0 0 0.
by by b, Boy v v v v
b, b,+b, b,+b,, A
by by by, byt by, by by by A-bee v v
by by b, by, -by, b, by +by,4-b,, Do

..............................

38. Al n.° 25 si & considerato un operatore U il cui scarto con mn ope-
ratore fisso F era I'unita; U veuniva determinato all’infuori di un operatore
additivo permutabile con F. Assumendo M come operatore fisso, I’operatore U
¢ definito da
(8) U'=UM-—MU=1;
$€ @, ¢ 1’elemento generico della matrice di U, I’ elemento @' m.. della 1™ sara.
in virtu della (3), dato da @&'msu = Gpron — Fman_,, € per essere [['=1, verra

W =0 per m=En, o&pyn=1

Essendo cosi conosciuto lo scarto di U, la determinazione di U si ricon-

duce al problema del n.° 37, dove ora si ha b,., = a’m.. Giovandosi della

matrice (7), in cui il P additivo arbitrario resta determinato facendo nulli
tutti gli elementi della prima linea della matrice, si ottiene

00 0 0 0..

100 0 O..
U=[0 2 0 0 0..|
0 0 3 0 O0..
equivalente a
(9) U(é,l) =Ne,_,;

e, conservando la lettera U per questo operatore, che si dird associato di M,
la solunzione generale della (8) sara data da U -+ P, essendo P arbitrario.
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39. L’ operatore U, ammettendo la radice ¢,, & degenere di prima specie
(n.® 11), mentre M lo & di seconda. Le potenze di U soddisfano alle relazioni

) Uen) =nm — gy, . Um™e,)=nm—1)..(n—m+ De,_p;
U™ ammette le radici ¢, €,,.., €,,_,. Essendo sempre # un numero intero

positivo, la potenza di U di esponente — i da, applicata ad e,,

—m —_— 1
(10) U="(e,) = (1T+ 1)n +2)... (n+m) :

nem A€o+ & F oo Qo Epu—y s
dove a,, @,,..., @, _, sono costanti arbitrarie.

40. Al n.c 27, prendendo in esame I’ operatore U associato ad un operatore
generico F, si sono tratte alcune conseguenze ammettendo per U Y esistenza
di un elemento invariante (autoelemento). Per 1 operatore U comnsiderato nel
presente paragrafo, cioé associato ad M, un simile elemento invariante pud
essere costruito nel seguente modo. Se un elemento

Wy = @&y + A€, e -+ Ay + ..
di § deve essere invariante per U, deve essere

(11) U(wy) = kw,,
ossia
@)+ 20,8, + 308, + oo + NAREH_, .. = KO8, + O,8, + O.8, +o. + ApE, + )
si deve quindi avere
o, =ka,, 2a,=ka,,.. na,=ka,_,, ..,
da cui
kﬂ
Oy = Gy — .
" " n!

L’ elemento w, esiste dunque formalmente per ogni valore di %, il che &
quanto dire che U ammette come speffro 1'insieme di tutti i numeri reali o
complessi ; esisterd effettivamente sotto opportune condizioni di convergenza,
che si specificheranno nelle varie determinazioni dello spazio S. La suna

espressione &
12 3 E
(12) O,=a,3 - ¢
0 n-e
n~0n!

41. Essendo 2 =2 a,¢, un elemento dato in S, ed n un elemento da deter-

minarsi, 1’ equazione
(13) Uln) — by ==
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(della forma dell’ equazione di FREDHOLM di seconda specie) si pud risolvere
facilmente ; posto infatti
N = Cy&, —+C,&, + . + CpE, .ot
si deduce dalla (13)
¢, —kc,=ua,, 2¢,—kc, =a,.., N, —kCpr_,=an_,,...

In questo sistema, la ¢, & arbitraria; si ricava poi
. E _F a,  a,  2a,
6, = @, + kcy, €, = 2co+k+k2; 0 =37 co+k+ﬁ+—k‘3)
Da queste. viene presunta per c, !’ espressione

_km a 2a, (n—l)! U,
(14) C,,—n‘(o—l—h—f——— 7»T+ ——]én >,

che si dimostra senza difficoltad col solito metodo dell’ induzione completa. La
soluzione della (13) & dunque formalmente data da

X k" n—1)la,_
vz-—E (—i— +k2+ +%—‘)en

che (n.° 40) si pud scrivere

x 1 .
(14) = c,ws +n§0 b (k"' +a k" + 20" +..+n—1)a, )e,

dove la prima parte & la soluzione w, trovata per I’equazione
(11) Uly) =ke;

onde si conclude che la soluzione generale della {13) & data dalla somma-
toria E—L(a Eta-...+(n—1)!a,_,)e,, aumentata, per I’arbitrarietd di c,, di

una soluzione arbitraria della (11).
42. Trovata la soluzione della (11) nella forma (12), si noti che ne viene

5 " _
Mog =a,|e, + ke, + gy e+ 4o, + ),

ora questa non ¢ altro che la derivata ordinaria di w, rispetto a k; si potra
dunque serivere

(15) M@,}:‘% e cosi Mr(wg) =

drw,
dakr

E da notare che mentre la M, operando su w,, coincide colla derivazione
rispetto a kK, la M diviene la derivazione rispetto ad x se si riguardano le ¢,
come le potenze successive di una variabile «.
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§ III.

43. Detta ® la soluzione (astraendo da un moltiplicatore numerico arbi-

’

, che si indichera con w’.

trario) dell’equazione (11), si & visto che & M“")zg‘;

Per la definizione della U, cio® per la (8), sara

UM(o) — MUw) = o

onde
Uw)—kv' = .

d*w
Analogamente, posto M *(w') = i = w”, si avra

Uw”) — kw"” = 20/,

. d"w

ed in generale, essendo v —= M"(0) = T
(16) . U(0™) — ko™ = nw"—D,
Da questa segue che
(17) (U - By (0™) =n(r—1) ... (n —r+ Ljo"—"

e, se & r >n, la 0" sara radice di (U—k)".

44. Sia
fel)=a,+az+ 0,8 + ... +a,z"

un polinomio in 2z Sostituendo alla variabile z il simbolo operatorio U, si
ottiene un operatore che verra indicato con f(U). Ogni invariante di U lo &
di f(U), poiche dalla (11) segue U?(w,) = k’w®,,..., U"(wy) = k"w,, onde

(18 FONen) = fB)on ;
fik) & I'autovalore di f(U) corrispondente ad w,.

45. Da quanto precede risulta che se & data una equazione nell’ elemento
incognito o,

(19) f(T)e) =0,

saranno sue soluzioni gli elementi invarianti di U corrispondenti alle ra-
dici dell’equazione algebrica f(z) =0, caratteristica dell’equazione (19). Si
supponga dapprima che questa ammetta sole radici semplici, &, k,,..., k..
Ad ognuna di queste corrisponderd un elemento w,,, che sard soluzione di
U(wy;) — kwp; =0, e quindi radice dell’ operatore f(U). Si hanno cosi n ele-
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menti 0wy, 04, .., w,, di S che sono soluzioni della (19), insieme a tutte le loro
combinazioni lineari a coefficienti costanti. Le soluzioni w,, ®,, ..., ®,, sono
linearmente indipendenti; se infatti fosse

C,Wg 4 Co0p, oo =+ Cp0p, = 0,
applicando a questa relazione successivamente le U, U, .., U"~* verrebbe
e kT op + .k, wp, i+ k"0, =0 (r=0,1,2,..,n—1):

sarebbe quindi zero il determinante di VANDERMONDE relativo alle &, k,,..., k,,
contro 1'ipotesi che esse siano tutte distinte.

Considerando ora il caso in cui le radici di f(k) non siano tutte distinte,
sia k, radice multipla dell’ordine » di multiplicita. In tale caso, 1'espres-
sione f(U) contiene il fattore U—Fk, alla potenza #5im¢ e non a potenza supe-

i p p p
dmy r—1) A" oy,

1,..., Oy, — T3y 1
dk, dk, !
dici di (U—£E,)". Pertanto, alla radice k,, r*?!* dell’ equazione caratteristica
f(k) =0, corrispondono le 7 radici w,,, w', ©",.. wg—” dell’ operatore f(U).
Fra queste non pud esservi una relazione lineare

riorve ; segue allora dal n.° 43 che le ', = SONo ra-

r—1
CoOp, + C,0 5 + o + c,._i(ogﬁ1 ) =0,

poiché, applicando a questa la I/ —k successivamente, spariscono via via
dalla relazione la w,, la o', ecc., donde risulta che devono essere zero
tutte le ¢,, ¢,,..., €r—,.

Si pud cosl formare lo specchio delle radici di f(U); essendo nel caso
generale k,, k,,..., k, le radici dell’ equazione caratteristica, degli ordini rispet-
tivi di multiplicita »,, r,,..., r,, saranno radici di f(U) le

7 (""-_1)

(20) Opgs igyeny O t=1,2,.,8; r,+r,+..+r,—=mn)

e le loro combinazioni lineari, potendosi facilmente dimostrare, con metodi
usuali, la loro indipendenza linedre e il fatto che ogni radice di f(U) deve
essere una combinazione lineare delle (20).

§ IV.
46. La considerazione in S degli operatori R permutabili con U, d& lnogo
ad una osservazione che non & priva d’interesse. Dall’ essere
(21) UR = RU,
e ponendo Kfe )=«,, si avra, tenuto conto della (9),
UR(e,) = U(z,) = RU(e,) = nkE|e

n—i) = nan—l °
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La R trasforma dunque la base g, ¢,,..., €,,... di § in un sistema di ele-
menti «,, legati dalla relazione

(22) U, = na,_,

n
del tutto analoga alla (9). Questa relazione viene a generalizzare quella ben

nota che lega gli elementi di un sistema di polinomi di APPELL, ai quali
gli ., si riconducono nel caso particolare accennato alla fine del n.° 42,

47. Dalla formula ricorrente (22) si deduce facilmente la forma degli ele-

menti «, = R(e,). Ponendo infatti
@, =Cpe€y + €, &, €€y - oue,
da UR(e,) = RU(e,) =0, onde R(c,) =ce,, si dedurrd che le c,, sono tutte
nulle ad eccezione di ¢,,, che indicheremo con ¢,. Venendo ad x,, si avra
Ua,) = Ulc,8y + 0,8, + €58, + ...) = €,,8, 4 2C,,8, + 3,8, 4 ... = &, =CE,,
onde risulta che ¢,, & arbitrario e verra indicato con ¢,, mentre & ¢,, =c¢, e
le ¢,,, C,5,... sono nulle, talché si ha
%, = C,g, 4+ Cog,;
per «,, sara
Uloty) = Ul0ye80 05,8, 0008, o) =€y, 8, + 2058, + 86558, + ... = 20, = 20,8, + 208,
. o Caode o e . o
da cui ¢,, & arbitrario e si indichera con ¢,, ¢,, = 2c¢,, ¢,, =¢,, €;3=0¢,, =...=0,
onde
&y = Cy€, + 2C,€, + CyE,.

Si presume cosi per a, la forma

‘ n
(23) %, =CuE, +NCeE, 4+ (2) Co€p—y o +HC,_ 8, 4 CE,:

ed invero si ha
Ulx,) =mnce,_, +nn—1)ce, _, + .. +nc,_ g, =nx,_,;

dunque effettivamente viene verificata la (22).

48. Dalla forma (23) ottenuta per la «,, si deduce facilmente I’ espres-
sione delle R in funzione della U. K evidente che ogni serie di potenze di U,
a coefficienti costanti, rappresenta un operatore permutabile con U; ora,
I’ espressione data dalla (23) per le «, permette di dimostrare la reciproca.
Posto infatti lo sviluppo

Cy

(24) 6, + o U+ 175

U? 4 .. +%U"+...,
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questo, applicato come operatore ad e,! da

n(n —1)
CoEy +NC e, + .3 €€y + oo +C, 8,
L]

cioé precisamente I’ espressione ftrovata per la «,.

Cap. IV. - Gli operatori normali.

$ L
49. Un operatore lineare definito dalle relazioni
1) L(en) = Onky

si dird una délatazione in S. Le (o.) =0, a,, a,,... costitniscono una succes-
sione, che si dird la caratteristica di L; la dilatazione L ¢ data quando ne
sia data la caratteristica. Per indicare le dilatazioni, useremo di norma Ia
maiuscola L affetta o no da indici, e, volendo porre in evidenza la caratteri-

stica, si scriverd L.

50. Essendo
Lig,)en) = Qutn, Lp,)en) = buen,
ne risultera '
(Liany + Lp)En) = (an + by)es ;
si pud dunque scrivere
(2) L,y + Ly = Ligpstn -
Parimente risulta
LamLion)en) = Anbuen,
che si pud scrivere
(3) LiayLsn) = Liandyy-

Per le L valgono dunque 1'addizione e la moltiplicazione colle loro leggi
formali ; se dunque f(x, ¥, z,...) ¢ simbolo di funzione razionale intera delle
variabili x, ¥y, 2,..., si potrd scrivere
(4) [(Lian; L)y Liens ) = Liian, b, e, .-

L’ insieme delle L costituisce un gruppo permutabile, cui appartiene I’ identita.

51. Se tutte le @, sono diverse da zero, la L, & non degenere e am-

mette ’inversa L, 1.
(@)
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Se uno o pitt dei numeri della successione (a,) sono nulli, la Ly, am-
mette le corrispondenti ¢, come radici e trasforma lo spazio S nella parte di
questo determiuata dalle e, rimanenti: essa possiede cosi la degenerescenza
dell’una e dell’altra specie (n.° 11). Quando le L), L) .- non sono degeneri,
la relazione (4) vale per qualunque funzione razionale f{x, y, ...), intera o fratta.

52. Data la dilatazione L,,, si ha
ML(an)(sn) = Oy, L(an)M(en) = Oy 4 Enpey

Dunque, se L,+ ¢ la dilatazione di caratteristica (a.4,) =a,, a,, a,,...,

() LM = ML,y
Analogamente,
LgnM* = MLy M;
ma, per la (5),
Lty M = ML, ),
onde
LiayM?* = M’ L,y 1),

ed in generale si trova che

‘6) L(an)lur = BIPL(“n+r) .

53. Risulta dalla formula precedente che ogni prodotto operativo della
forma

(7) M" Loy M" Ly M3 Liey oo M7= Luy M"r
pud riportarsi al semplice prodotto di una L moltiplicata (a sinistra) per una po-
tenza di M. Basterd mostrare che cosi & per un prodotto M"i L, M"2Lg, M"™,

il procedimento essendo il medesimo per un prodotto (7) qualsiasi. Si ha dap-
prima, per la (6),

M/"iL(an)M"z L(bn)M"‘* — M(r‘)L(an)Eer2+r3L(bn+r;‘) ;
indi, essendo ancora per la (6) L, M"+"s = M"*"s L, y,\r), Viene
M:\‘ L(an) erz L(bn) M{f = Mr‘+r2+9‘3L(an+r2+"‘3) L(bn-*—rs) °

Si vede dunque che il prodotto (7) & ridotto alla forma semplice M?Lg,),
dove I’esponente p & la somma 7, 47, + 7, + ... degli esponenti singoli delle M
in (7), e la caratteristica (g.) ha per elemento generico il prodotto

b

In = Cpprgtryttry Intrgtr ), Oy etor, o hn+a'p'
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§ 1L
54. Diremo operatori normali in S quelli ivi definiti dalle relazioni
‘8) Aley) = Apnen + Cpi-1Engey H oo + Oy rCppr + o)

nella matrice di un tale operatore sono dunque nulli tutti gli elementi posti
a sinistra della diagonale principale. Se i coefficienti a,, sono tutti nulli
per v > n 4 r, essendo le @nn,, generalmente diverse da zero, I’ operatore
normale si dird rango r; si dird di rango infinito se il numero dei termini
che effettivamente compaiono nel secondo membro delle (8) & infinito.

Se il rango di 4 & 7, sono nulle nella matrice di 4, tutte le oblique
parallele e a destra della diagonale principale, da quella di posto » + 1 in
avanti.

Le dilatazioni sono gli operatori normali di rango zero.

b5. La relazione (8) pud scriversi, nel caso del rango r:
‘9) A(en) - (aﬂ.n + an.n+1-z‘[ -+ a/n.n.+2-zw2 + ...+ an.‘n»m'l‘[r)sn-
Si osservino ora le successioni
Qogy Ayogy Bgigseees oy By Aogyeees vt Aoy Bppgys Bgpggseee

costituite dalla diagonale principale della matrice di 4 e dalle oblique di
posto 1, 2,... r, ad essa parallele a destra. A queste successioni corrispon-
dono le dilatazioni L,, L,,..., L,, definite da

Lo(en) = (n.nkn, L;(En) = On.n4-1En; oo Lr(an) = On.ni-rEn,
onde la {9) fornisce :

(10) A=L,+ ML, + M*L, + ... + M"L,..

« Ogni operatore normale di rango r pud dunque essere posto sotto la
« forma (10) e, reciprocamente, ogni espressione (10) rappresenta un operatore
« normale di rango r ».

56. Accanto all’operatore 4 dato dalla (10), si consideri 1’operatore di
forma analoga

B=L,+ML,,, +..+ M'L,,,.

Eseguendo il prodotto 4B, si vede che esso & una somma di termini della forma
M"L,MP?L,;

ora, come risulta dal n.° 53, un tale prodotto pud ricondursi alla forma sem-
plice M”L,. Ne segue che il prodotto (generalmente non permutabile) di due

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



S. PiNcHERLE : Contributo alla teoria degli operatori lineari 269
i

operatori della forma (10) & un operatore della medesima forma, e se 7 e-#'sono
i rispettivi ranghi di 4 e B, il rango di AB & al piu r-+¢. Gli- operatori
normali formano dunque un gruppo.

§ TIL

57. Un operatore normale di rango uno & definito da relazioni della forma
(11) . A(En} = Onen — b’nen+| ,
le a, e b, si supporranno tutte diverse da zero. Per il n.° 55, esso pud seriversi

A= L(an) - ML(b,-,)-
Ora vedremo come un tale operatore si possa porre sotto la forma
(12) © A= Ll — ML,
dove le caratteristiche delle dilatazioni L, ed L, si possono dedurre fa-
cilmente dalle (a,) e (bn). Infatti, la (12) equivale a
4 = LipnLign — LipyMLig,);
ma per le (3), (5) si ha
L(PM)LUIH) = L(an'rz)’ L(Pn)Mz JWL(P17,+4)’

e quindi

4= L(Pﬂ‘ln) - ML(Pn+1¢11z)’

onde deve essere

DPuln = On;  PniyQn = by,
dalle quali si ricava

bob, e by Ay ooe Oy O
‘13 oYy n;} n____o_‘ n—q Un
) — g R

pn =
oy vee O,

o bar,

La forma (12) & cosl pienamente determinata.

58. L'operatore 4, definito dalle (11), ammette come numeri invarianti
od autovalori (costituenti lo spettro di 4) quelli fra i numeri a,, @,,..., ay,..
che nella successione non si trovano ripetuti infinite volte. Sia infatti v un
elemento invariante (n.° 27) di 4; posto A(y) = kv, essendo

N = C€y + & + o~ Culp + -
dovra essere
Col @€y — BoE,) 4 C, (@&, — b,8,) - oev 4 Cu{ W€ — OnEnyy) + oo =
= k(Coeo 0,8, o + Cun o)
da cui
(14) e la,—k)=0, c,(a,—k —eby=0,.., cultn—k —cn_bu_,=0.....

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LY
3
o

S. PiNcHERLE : Contributfo alla teovia deglg operatori lineari

Supponendo dapprima c¢,4=0, si ha £=a, e quindi (nell’ ipotesi che la a,
sia diversa da tutte le altre a)

b, . cb.b, . - €obeb, v b,
o a, — a’o’ P (a’4 - ao)(a’z - a’o), o " {a’( - a’o)(a’s - a’o) (a’” - a’o),m ’

¢,

onde un primo elemento invariante di 4 & dato da

(15) m=co(e0 4 b b.b, b,b,bs

€ g, 4+ €+ o]
A — ! (a‘x - ao)w’z - a’n) ? (a{ - a’o)(a’z - a’o)(a’a - a’o) i )

facendo inveece ¢c,—=c¢, =..=¢,_, =0 e ¢, differente da zero, si ha k —=a,
e quindi (nell'ipotesi che la a, sia diversa da tutte le ¢ di indice maggiore di 7}

¢,b, ¢byby | Cbyby gy v b,

Cpy, = Cpyo=— ey G,y =
T a’r+1 - a’r’ e (a'r+4 - a’r}‘a/r+2 - aa'), ’ " (ar+1 - a/,.)((l/,-+2 - a’r) see (a’n - a’q-) ’

per cui si hanno gli elementi invarianti

brbr+1 €. -+ )
ar+ a’r‘(“’r—{—? - a/r) e

11 moltiplicatore ¢, nella (15) e i moltiplicatori ¢, mnelle {16) sono arbitrari.

b
16 ,.=c,(a,.+—"—sr -+
(16) K L2 + (

— W,

§ IV.

59. Una forma di scomposizione analoga a quella data al n.° 57 per 1" ope-
ratore di rango uno si pud dare per un operatore normale di rango finito
qualsiasi. Sia F' un operatore di rango r, definito dalle

(8" F(Eu) = Cnnn + Ay By + coo + Oy Cngps

B possibile di decomporre I!' nella forma

(17) F=G(1— ML

dove G & un operatore normale di rango r—1, ed L & una dilatazione di cui
si indichi con (%) la caratteristica: G ed L si determinano mel modo se-

guente. Si ponga

' 1
G‘Enj = Guntn t JnnyEngpr + oo + Onngr— Engr—ys L(ﬁn‘ = h— Ens
sostituendo in (17) viene

1
F(E”] = ]7 [g”h"E" -+ ‘gn.n+4 _g”+t-”+4"en+1 - (gn.n+g _‘gn+|.n4_?)€m+g +

ot (Gnner—y — Gnainar — oy — IntgnperEnpor)s
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e da questa, per uguaglianza colla (8), si ottiene il sistema

Inngy — Inaynsey = BuQuny,

g Gnin= hﬂnan.n

g e

/ Innyr—y — Iniyngr—y = hnan.n+r—1
— Onynpr =— hnan.n+1~-
Cambiando »n in n + 1 nella penultima di queste equazioni. in % -+ 2 nella

antepenultima,..., in % + r nella prima e sommando, le g,s si eliminano
ottenendosi 1’ equazione alle differenze in b, :

(19) OpprmgrPnsr + Cngr — e Pngr—y + oo + an+1~"+"h"+« + Onngrbn = 0.

Questa equazione ha come coefficienti gli elementi della n + ™% colonna
della matrice della F, risalendo dalla linea # 4 #**¢ alla wnf”4, Dalla (19)
rimangono arbitrarie le h,, h,,..., h,_, e vengono determinate le successive
hyy Byy,y...: da queste, mediante le (18), si deducono le g, coetficienti
della G.

La decomposizione della F' in un prodotto della forma (17) & in conclu-
sione possibile in pint modi, potendosi assumere come L qualunque dilata-

zione che abbia per caratteristica (%)5 dove h, & un integrale arbitrario
(purché non nullo per alcun #) della (19); in seguito alla scelta di questo,

la @ riesce univocamente determinata.

60. La G cosi determinata pud, con procedimento analogo, decomporsi in
forma di prodotto
G=G,(1—M)L,

dove L, & una nuova dilatazione e G, & un operatore normale di rango r — 2:
analogamente

G, = G,(1— M)L,,
essendo G, un operatore normale di rango r — 3, e cosi via. Giunti alla
Grey =Gyl —M)L,_,,
dove G,_, & del rango 1, questo, per il n.° 57, si decompone in
Gy_y= L, ,(1—M)L,

e quindi, per successive sostitnzioni, si ottiene la decomposizione di F nella
forma

(20) F=L,,(1—M~L(1—M)..L,(1 —M)L,.
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61. Al n.° 57 si & supposto che gli elementi a, della matrice dell’ opera-
tore 4 di rango uno fossero tutti diversi da zero. Se alcuni di questi fossero
zero, si vede facilmente che la decomposizione di 4 nella forma (12) non &
pit possibile. Si suppongano nulli i coefficienti a,,, a,,..., @, gli altri essendo
diversi da zero; si consideri poi 1’ operatore lineare J definito da

J(er) =6, (E=1, 2,... 8), J(e,) =0 per n=7,.
L’ operatore 4 —J & allora definito da
(A —J)en) =anen — buen_, :

esso verifica dunque le condizioni del n.° 57, poichs & o', =a, per nr,
e a;; = — 1. Esso ammette dunque la scomposizione (12), e quindi 4 viene
a scriversi sotto la forma

(21) A=L(—M0L,+J.

PARTE SECONDA

Cap. V. - Lo spazio delle serie di potenze
e la derivazione funzionale.

§ L

62. Nei precedenti Capitoli non si & specificata la natura dei vettori uni-
tari ¢,, €,, €,,..., costituenti la base dello spazio S, limitandosi (n.i1 a 6) a
postulare per essi alcune proprietd fondamentali. Una specificazione atta a
permettere uno studio non piu soltanto formale, pud venire fatta in svariati
modi: per lo scopo che si propone il presente scritto, essa verra attnata nella
maniera seguente.

Sia @ una variabile indipendente numerica, reale o complessa. Le sue
potenze intere non negative si riguarderanno come costituenti i vettori uni-
tari di uno spazio lineare S, ; riferendoci alle notazioni del Cap. I, porremo
dunque
(1) e, =1, ¢ =a, e, =o%.., &g, =2",..;
le serie di potenze

Py =2 a,x",

per le quali si astrae in un primo tempo da ogni considerazione di conver-
, genza, costituiscono.gli elementi o vettori di questo spazio; valgono per essi
le proprietd enunciate nei n.i1 a 6, e si ammette la conservazione formale
delle regole dell’ ordinario calcolo algebrico. Questi vettori di S, verranno di
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norma indicati colle minuscole dell’alfabeto greco, gli operatori colle maiu-
scole latine, Gli operatori lineari che mutano lo spazio S, in sé si diranno

operalori funzionali,

63. Nello spazio S,, I’operatore indicato al n.° 34 con M non & altro che
la moltiplicazione per x; esso & degenere di seconda specie, poicheé fa corri-
spondere ad S, il sottospazio avente per base e —=ux, &, =a? &, =o%....
L’ operatore M” coincide colla moltiplicazione per a”; I'applicazione ad un
elemento g(x) di S, dell’operatore Xa,M” non & altro che la moltiplicazione

di ¢(x) per afx) =2 a,x".

64 Lo scarto di un operatore funzionale A4 rispetto ad M & dato da
(2) A'(p) = Afap) — 2 A(9);
esso verrd detto derivata funzionale di 4 (‘). 1/ operatore 4 essendo definito
per mezzo delle relazioni

Ax”) = a,(x),
la sua derivata funzionale sarad definita da
Al") = o, 4, (0) — e, (x).
La derivata di A4, o derivata funzionale seconda di 4, sard data da
A" () = A'lws) — xd'(¢) = Afa*¢) — 2wd (o) + 2" A()

e, col solito metodo di induzione da » ad » i-1, si trova senza difficoltd che
la derivata funzionale n®*™% A di A & data dall’ espressione

(3) A™() = Alx"p) — necAlx"'¢) 4+ (Z)w*A(ac"‘ﬁcp) — e+ (— )" A().

65. Si vede subito che la derivata funzionale & nulla per gli operatori M”;
che per 1’ operatore 6*, definito da
| O (¢(o)) = plo + ),
la derivata funzionale & data da
@) (07 = I + h)
che per I’ operatore S, (sostituzione) definito da

Sy(ple) = o(p(x)),

() L’ operatore 4', cosl dedotto da 4, & stato a piu riprese considerato da me e, in se-
guito, da vari Autori. Ved. « Rendiconti della R. Accademia dei Lincei », del 17 febbraio 1895;
cfr. ' opera, in collaborazione con U. AwaLpi: Le Operazioni distributive, pag. 100 (Bologna,
Zianichelli, 1901): ved. anche « Mathematische Annalen», T. XLIX, pag. 353.
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la derivata funzionale & data da

S'u(wle)) = (p(x) — @)p(@) = (W) — 2)S,.

66. L’ operatore U, associato di M, che in relazione all’operatore M del
n.° 34 & stato definito al n.°© 38 in base alla relazione

UM — MU=1,
8i trova, seguendo quanto & esposto al detto n.° 38, essere ora definito da
Ulx") = nx"—*;
esso dunque coincide, nello spazio S,, con la derivazione ordinaria e verra
percid indicato secondo 1’ uso colla lettera D. Lia sua derivata funzionale, data da

(DM — MD)p(x) = D(asp(e) — xDyla) = pla),

coincide pertanto colla identith. La derivata funzionale della potenza D" &
fornita da
D"(xp) — D" = rD" e,

che mostra come D" si comporti, rispetto alla derivazione funzionale, come "
rispetto alla derivazione ordinaria. .

La (4) mostra che 1'operatore 6" si comporta, rispetto alla derivazione
funzionale, come la e"” rispetto alla derivazione ordinaria.

Dalle. cose defte emerge il seguente raffronto :

Nello spazio delle serie di Nello spazio degli operatori
potenze : funzionali :

Alla derivazione (indicata con D) corrisponde la derivata funzionale (che indi-

cheremo con ¢2).
Alla costante ¢, per la quale

¢ Dc =0, » » I’ operatore M e le sue funzioni
(M), per le quali & of(M)=0.
Alla variabile indipendente «, '

per la quale & Dx =1, » » I'operatore D, per il quale &
gD == 1.
Alla potenza x” della variabile,
con Dx” =rx" !, » » la potenza "¢ di D, con
8D =rD" 1,

All’ esponenziale e**, con De"#®

— he"?, » > 1" operatore 67, con 24" = hb",
Alla derivazione del prodotto
‘ D(9pd) = Do+ + ¢+ D1, » » la derivazione funzionale del pro-
dotto 3(AB)=234-B+ A-%B.
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67. Ogni operatore permutabile con M, applicato all’elemento generico ¢(x),
equivale alla moltiplicazione di ¢(x) per un elemento fisso p(x) di S,. Infatti,
se P & permutabile con M, si avra:

PM(x") = MP(x"), ossia P(x"*')=axPx");
ponendo P(x") = p,(x), le p.(x) soddisfano la relazione

Bo4() = ptn(ec) ;
se dunque & P(1)= p(x), ne seguird P(x)= xp(x),..., Plx")=a"p(x), e quindi.
applicando la P a ¢(x) =X ¢,x", viene

Plp() = p@)e()-

Reciprocamente, ¢ evidente che ogni operazione di moltiplicazione & permu-
tabile con M.

68. Dalla formula (3), in cui si faccia n=1, 2, 3...., si ricavano le:

Alp) = A(v)
Afeyp) = xA(p) + A’
A(x*p) = 2 A(g) - 24’ +- A"

(5)

................................

che sono un caso speciale della formula (18) data al n.° 30. Moltiplicando
le (5) per ¢,, ¢,,..; Cn,... € sommando, ponendo X ¢,x" = p{xr) ed indicando
con w(x), p’(x),... le successive derivate di p(x), si ottiene la

6) Alp(e)slel) = pla) d(g) + @A) + D ') +-..,

che si pud dire « formula funzionale di TAYLOR ». Essa rientra come caso
speciale nella formula (20) data al n.© 32.

Se in particolare si pone mnella (6) 4 =0 dove 6" & 1’ operatore definito
da 0"(gp(x)) = p(@-+h), per il quale (n.° 65) si ha

(6’1)’ — heh, (eh)// — h-zeh, e (eh)(n) — h"er, ... R
si ottiene
2

M (nle)pl@) = p@ + h)p(e + k) = o+ h)(u(w) + hy'(or) + lh. 5 W) +- )

onde si ritrova per p(@—+ k) I’ordinario sviluppe di TAYLOR.
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§ II.

69. Nello spazio S, ora considerato, un operatore di rango zero o dilata-
zione & definito (n.° 49) da
(7) L(x™) = a2,

la sua caratteristica indicandosi brevemente con (a,). Per tali operatori val-
gono le osservazioni fatte al n.° 50.

70. Nella successione (a,) si trovino gli elementi nulli a,, a,,,.., a.,
(r, <7y <..<ty). L’operatore L avra come radici tutti gli elementi dello
spazio
(8) C X" + CX™ 4 oo A Cp® s

dove le ¢,, ¢c,,..., ¢y SONO costanti arbitrarie; esso fa corrispondere allo spazio S,
la sua parte aliquota avente per base

1, .., xn=t, antt) gnt? 0ot gt gnetr 0 et ata ) ame R

La L—' ammette determinazione solo per gli elementi di questo spazio, e ne
ha infinite, potendosi aggiungere ad una di esse un elemento qualsiasi dello
spazio (8).

71. La derivata funzionale della dilatazione (7) & data da
(9) L'(x™) = L(x"*") — xL(x") = (ap4q — @p)"F1

Cosi

1 1
P L'x™) = (tn 4, — @p)”, poc L'x") = (@pps — 20044 +@y)2", .00

usando il solito simbolo A per la differenza finita, si ha dunque che

1y, Lo, Lo
x x’ x

sono dilatazioni aventi rispettivamente per caratteristiche
(Aa,), (A’a,), ..., (ATa,),....

Usando il simbolo 8 =A -1 per ['operatore (usuale nel calcolo delle diffe-
renze) che fa passare da » ad w1, si vede che le dilatazioni

1 1 . 1 .
p L(xy). o Lix*y), ..., o L(x"9), ...

hanno rispettivamente per caratteristiche le successioni
(be,), (9%a,), .., (87a,),....
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Y2. Fra le dilatazioni dello spazio S,, ha un interesse speciale la MD
o D, per la quale valgono le relazioni

(10) xD(x") = nx”,

Per la frequenza con cui verrd menzionata in ci0 che segue, la aD si
indichera pitt compendiosamente con X. Le sue potenze sono date da

(11) Xm(ah) = k™ack
se quindi f(#) indica un polinomio in z o una serie di potenze intere di z,
si avra :

(12) F(X)ah) = Fik) .

73. Le derivate funzionali successive di X sono
X'=M X"=0, X"=0,...
Per le derivate funzionali delle potenze di X, si ha
(13) . (X)) k) = ATE™ ookt

74. Le dilatazioni rappresentate da xD, x*D¢,..., «™D™, ... hanno una rela-
zione interessante con xD = X e le sue iterate. Indicando, per brevita, il
fattoriale k(k —1)...(k —m +1) con k,,, si ha
(14) xmD™(ak) = k(k—1) ... (k—m + 1)x* = kx>

Ora & nota (e facilmente dimostrabile: ved. n.° 75) la relazione che passa fra
le potenze ed i fattoriali; si ha

k,=k
\ k,=F —k
(15) k, =k — 3k* + 2k

............

o =B A G BT Conam KT T A= O
dove fra i coefficienti ¢, passa la relazione ricorrente
(16) Cmyyin = Cmn—y — MCi.n (cm.o - 07 Cm.m — 1) 5

e, inversamente, le potenze si esprimono in funzione dei fattoriali colle relazioni

k=kF,
\W:@+h
(17) K =k, + 3k, + k,

Em =k, + Jmm ,km_l +gm.m—2km—g + .. gm.|k”

i
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dove 1 coefficienti g,.s sono legati dalla relazione ricorrente

(16 Gmtrn = Gmn—, + W (Gmo =0, Gmm=1).

Sostituendo ora nella (14) al fattoriale k,, la sua espressione (15), si ottiene
(18) 2" D" = X" 4 Cm X ™! - O — o X2 A s A O X,

ed analogamente, sostituendo nella (11) a £™ la sua espressione (17), viene

(19 X" =a™D™ + Gman— ™' D" + G ™2 D™ " 4~ ... 4 G, xD.

75. Le relazioni usate al n.° precedente fra le potenze k™ ed i fattoriali k,,
emergono con semplicitd dalle osservazioni seguenti.

Per |¢]| ~ 1, vale lo sviluppo

k
R n .
(20) 1+19 _me”,
ma si ha pure
klog (1-+t) k7 ”

(21) 1+tr=e :Emlog (L+1);
se ora, nello sviluppo (20), si sostituisce a k, 1’espressione (15) e si ordina

per le potenze di k, confrontando colla (21) viene

g+t 2

22 log” P LA I LI
(22) 0g" (LA = 1" 4 Copion Sy + O G i gy

le ¢s.» sono dunque i coefficienti dello sviluppo di log™ (1 +#) per le potenze
di f. D’altra parte, sotto la condizione |e'—1[ <1, si ha

. s Fn
ekt :(1+et—1)":i.m(e‘——l)”;

confrontando collo sviluppo
kngn

ekt ==X
n!

ove a k" si sostituisca la sua espressione (17), ed uguagliando i coefficienti
di k£, nei due membri, viene

tn+1 tn+2

(23) (et — l)n ="+ Gniym + Gnyom

+ ]

0+ 1 (1 4+ 1)(n+2)

i coefficienti g,, sono dunque dati dallo sviluppo di (e!— 1) in serie di po-
tenze di ¢.

76. La (18) da luogo ad una notevole decomposizione in fattori del pro-
dotto operativo x”D™. Notando infatti che il secondo membro della detta
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formula non & altro che il secondo membro della (15) in cui alla variabile
numerica k£ & sostituito il simbolo operatorio X, mentre esso non & altro che
un’ espressione del prodotto k(k—1)...(k—m + 1), cosi si conclude colla for-
mula

(24) D" = X(X — I X —2) .. (X—m +1) (')

§ IIL

77. Accanto allo spazio S,, considerato nei precedenti paragrafi, intro-
duciamo quello i cui elementi base sono

{29) 1, logwx, log*w,..., logmw,..,
i logaritmi essendo fissati dalla condizione che, per x = pei, sia
logx=logp + b, con 0<06 < 2.

Lo spazio lineare avente la (25) per base verrd indicato con S;; i suoi elementi
sono della forma
(26) Zc,log"x

dove, se il numero dei termini & infinito, si prescinde per ora dalle conside-
razioni di convergenza, ammettendo formalmente il principio d’identita e le
regole della somma; in altri termini, la (26) va tratfata come un vettore di com-
ponenti ¢,, ¢,, ¢,,.. in uno spazio ad una infinith numerabile di dimensioni.

78. Lo spazio S, ¢ parte di S;. Si ha infatti, per m intero positivo,

(27) wm___EW
v=0 V!

(!) Questa formula & stata data da G. BooLE nel 1844, L’ interesse dell’ operatore X =uxD
¢ stato messo in rilievo, poco meno di un secolo fa, per opera di matematici inglesi come
BooLE, SYLVESTER, SPOTTISWOODE, GAvES, HARGREAVE, i cui lavori sono quasi tutti pubbli-
cati nelle « Philosophical Transactions ». :

Dalla formula di BooLE si ricava, inversamente, la (18); ora questa formula si pud
stabilire direttamente per via di induzione. Si ha infatti

X?=(xD)* =aD(xD) =x(@D?*+ D), onde x»*D*=X?—X=XX-—1).
Ammessa che sia fino all’indice n
orDr=X(X—1)..(X —n+1),
si applichi X —# ai due membri: siccome
(X —n)anD* = 2D - x"D"* — nx*Dn,
si ha sviluppando
x(nw"—‘D" +- ann+l) — nar D —gntiDn+1, e, d. d.
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Ma la (27) vale altresi per ogni numero m reale o complesso, per modo che
allo spazio S, appartiene I’insieme delle serie di DIRICHLET. Segue imme-
diatamente, dalla (27), che allo spazio S, appartengono tutti gli elementi
della forma x™log” « (con m reale o complesso ed % intero non negativo)
e le loro combinazioni lineari.

Un elemento generico a« =X a,x" di S, viene espresso come elemento
di §; da

O o v o0

1 e
— N v _ v R —_—
oc_a,,—{—a‘:v!log .r,+a2201v!100 x| ...+a,120”log"ac+....

B

Le componenti di « nello spazio S; sono dunque date da
28)  cy=a,+a,+a,+...; ¢,=a,+ 2a,+3a,+..; 2c,=a,+2a,+3 a,+..:..
vie,=a, + 2a, + 3, + ...; ...
Si pud osservare che, posto
fll=a,+ 02 + 0,2 +... +0,2" + ...,
le espressioni (28) si ottengono applicando successivamente ad f(z) 1’ operatore

X:zd—(i e facendo poi ogni volta z=1.

79. Nello spazio S,, 1’ operatore definito al n.° 34 come elementare si ri-
duce alla moltiplicazione per log x. Indicando ancora con M la moltiplicazione
per x, e dicendo M, la moltiplicazione per logz, dalla (27) segue la relazione

simbolica
(29) M":l#—le—i-le?-i— +k M+
80. L’ operatore dato da
(30) A OZO 1 04: Xn
applicato all’ elemento p(x) = Y e di S, da come risultato la p(ax). Infatti.

applicando la 4 ad x*, che appartiene a S, qualunque sia il numero £, si ottiene
1
A(x") Z 1 n a .k”a"‘ — wkek loga — ((t.’l})k ;
come pure, applicandolo a Ecnaz’“n, si ha, qualunque siano i numeri %,:
A2 cxkn) = 2 ¢ xknetnlogs = X ¢, (a)en
se dunque g(x) ¢ una somma di termini della forma c.xf?, si ha

(31) Ag(x) = glax).
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Il secondo membro della (30) essendo lo sviluppo dell’ espressione simbo-
lica eXlga od aX, si conclude che « il simbolo operatorio a¥, applicato ad

« un elemento ¢(x) =3I ¢,f» di §), lo muta in ¢(ax) ».

81. L’ operatore X da, nello spazio S,,
X (log” ) =nlog" ' a,
onde, rispetto alla base (25), & I’analogo di cid che & la derivata ordinaria
rispetto alla base (1); esso soddisfa alla
XM, —MX=1,
ossia & 1’associato di M,.

82. Si ha, per k qualunque,
(11) X™(xk) = E™uck,

con m intero positivo; ma dalla (11) stessa risulta subito X'”’(x"):%x";

infine, essendo p e ¢ numeri interi, e indicata con Y la dilatazione definita da

1
Y (x?) = kaxc®
1
love si fissi una delle ¢ determinazioni possibili per kq), si ha Y'=X, da

cui segne
»

b P

Xa(xt) = k4 xk,

Se dunque f(z) & una funzione della forma

C2™ 4 2" ... - €27 -

Con M,, My,.e, My,... Numeri razionali qualunque. e se si applica ad x* il
simbolo operatorio f(X), si ottiene la
(32) [(X)(x*) = [ (k)
che generalizza la (12).

Carp. VI. - Gli operatori normali di rango zero.

83. Si & gia accennato, nel n.° 69, agli operatori normali di rango zero o
dilatazioni dello spazio S,. Fra questi, presenta un particolare rilievo 1’ ope-
ratore «D, che per semplicitda di scrittura si seguitera ad indicare con X.
Esso ¢ permutabile con ogni dilatazione ; inversamente, ogni operatore in S,
permutabile con X & una dilatazione: infatti, se un operatore 4 & definito
in S, dalle

Ala”) = o, far)

dnnali di Matematica, Serie 1V, Tomo XV, 36
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ed ¢ permutabile con X, si deduce da AX(x") = XA(x"), che &

da,(x)
Nay(X) =

i) dx ’
onde, indicando con ¢, una costante,

log ay(x) == n log x -+ log .,
e quindi
A(x") = e ;
A & pertanto una dilatazione.

84. Una dilatazione L essendo definita in S, dalla sua successione carat-
teristica (a,), vale a dire dalle relazioni

(1) Lie") = a.,
¢ possibile di farne 1’ extrapolazione a spazi pitt generali, per mezzo dello
sviluppo funzionale di TAYLOR dato al n.® 63 nella forma

@) Liglainta) = ple)Lim) + L) + 1o ¢ @I + ..

Ora si & visto al n.° 71 che
L'(x") = Baysax” ™', L'(x") = Aa,-x" 3., L7x")=ATa, -x"t", ..
e in particolare, per n =0,
L'l) =xAa,, L'(1)=x'A%,,.., L7(1)=xz"A"a,....

Con cid la (2) diviene, facendovi =n(x) =1,

» 1 1
(3)  Lp(x) = a,9(x) + Aa,-xy(x) + 13 Aagex®y" () + oo + nl Anar, - ™ () +- ..

85. La formula cosi ottenuta pud applicarsi ad una potenza di x di espo-
nente qualsivoglia k (reale o complesso), sotto condizioni di convergenza sulle
quali si tornerad in seguito; sotto tali condizioni, la serie di fattoriali

_ 2 kE—1) . (k—n+1)
a0 n!

(4) L(xc*) A ek,

che per k intero positivo riconduce alle equazioni di definizione (1) della L,
da per valori non interi di & I’ extrapolazione di a,z". Ed infatti la serie che
tigura nella (4) come coefficiente di «*, non & altro che quella della nota
formula di interpolazione di NEWTON.
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86. La (3), applicata a loga, da

L(loga) = a,logx + Aa, — % A, + é Ao, — ...

. _1 n—1
ammessa la convergenza della serie X s (=1 )
n=1

— A”a,, ed indicata con b, la sua
somma, si ha
(5) L(logx) = a,logx +b,.

La medesima formula (3), applicata a log®x, ammessa la convergenza
della serie che figura come coefficiente di loga e di quella che & il termine
indipendente da x, di come risultato un’espressione della forma

L (log’ x) = a, log* x + b,' log « + b,,

dove si vede che & b’ =05, come risulta dalla proprieta XL — LX. Mediante
il principio di induzione, si conclude senza difficoltd che 1'applicazione di (3)
a log"x da

6) L (log"x)= a,log”x + nb,log" '« + (g) b,log"* 2+ ...nb,_, logx -+ bn.

Quando la successione (a,) caratteristica di L & tale da rendere conver-
genti le serie rappresentanti le b,, b,,..., le (6) permettono di applicare I’ ope-
ratore L a tutto lo spazio S, definito al n.o 77.

87. Agli operatori D" che figurano nei termini dello sviluppo (3), si
sostituiscano le loro espressioni, date dalle formule (18) del n.° 74, in forma
di polinomi ordinati per le potenze di X =uwD. Si ottiene cosi per L(p) il
nuovo sviluppo

k-) 9
(7) Lig) = kep A kX(9) + 75 X(9) 4 + 5 X)) + ey k,=a,,

dove, essendo le ¢,s i noti coefficienti di fattoriali (cfr. n.© 74), le %, sono
legate alle A®q, (e quindi alle a,) dalle relazioni

611+4.11 1 611—!—2 7" n+2
— # i An+ _ nden Ay e
®) b = cundag L B AT G e ) M

Inversamente, si ha 1’ espressione delle A*a, mediante le k,, dalle formule
(v. n.o 74)

n Jn—{—q n g11+2 44 e
(9) A a, —gnnk -+ P 1 k,+‘ (’l’b _{_1)(”_*_2) n+2+ 9

dove le g, sono i coefficienti inversi di fattoriali.
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Lo sviluppo (7) permette di determinare i coefficienti b, che compaiono
nella espressione (6) di L (log” x). Essendo infatti

X(logx) =nlog"—'x, X" (log"x):‘n("#l)"'m_r+1)log"—‘m per n=r

0 per n<r,
si ha da (7):

(10) L (log" x) = a, log" x +nk, log"—* & + (g) E,log"*x—+..nk,_ logax+ky;

le b, non differiscono dunque dalle espressioni (8).

88. L’operature L, applicato ad a* (r=0, 1, 2,...), d4 per la sua defini-

zione stessa @,2"™; assumendo perd I’ espressione (7) per L, e notando che &
X"(x") = n"x", si ottiene

2 »

(11) L :(ko S L R ) o,

onde

o, =k, + nk, + 2k+ . 'k,.—i—....

Da cid un metodo per la risoluzione del sistema lineare

2 /”/1
(12) By 4= 0, 4 5 %+ e By = (r=0,1,2,..);

ammessa la convergenza degli sviluppi che intervengono, le incognite.x, sa-
ranno date in funzione delle @, mediante le formule (8).

89. I’applicazione di L a funzioni speciali, dd sviluppi notevoli legati
alla successione (a,) caratteristica di L. Cosl

L @
)= 3% 2,

(13) Lie) = £ 257

Se per la L si assume lo sviluppo (3), si ha

(14) L") = e 3 L Angyean,

n= 0”'

onde I’eguaglianza, facile a verificarsi direttamente,
5 1 n n —x S anx”

(15) HZO—A - x" = e EO i

Applicando L alla serie geometrica, si ha dalle (1)

(16) L ( 1 ) = %‘.O Apr™,

l_w n—0
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che & detta la funzione indicatrice di L; mentre invece, applicando la (3),

(17 L R S S Ang &
) l—x) w0 " (l—ax)+?
da cui la relazione, che coincide colla nota trasformazione di EULER-LINDELOF :
18 s Sa al
d rn = a ", T4 AL
( } n:()a”w n=0 % (1 _x)n+i

Assumendo per successione caratteristica la progressione geometrica a”
(n=:0,1, 2,..), si ha dallo sviluppo (3)

Lty = 3 2= 1"

N (1)
Ry xp™(x)

e quindi, sotto condizione di applicabilitd dello sviluppo di TAYLOR,
Ligx) = o(x + (@ — 1)r) = g(ax),

ovvia estensione delle equazioni (1) di definizione di L.

s 1L

90. Conviene ora ricercare condizioni che valgano a dare validita effet-
tiva agli sviluppi che nel paragrafo precedente si sono considerati dal punto
di vista formale. La dilatazione L essendo data dalla sua successionc carat-
teristica (a,), si riprenda il suo sviluppo dato dalla

@ 1
3) L{g) = 2 — Ana, "y (@),
n=0 1!

La funzione ¢(x) sia analitica (olomorfa) in un’area connessa C, chiusa
da una o piu curve regolari e posta tutta al finito. Si indichi con g(«) il li-
mite inferiore delle distanze del punto x, interno a C, dal contorno di C, e
si consideri lo sviluppo tayloriano

x fn
(19) | S )

per ogni valore di x, il suo raggio di convergenza come serie di potenze di ¢
& non minore di &(x) e, per conseguenza, se in un’area C, interna a C e per
ogni punto x di C, & 3(x) > 3,, essendo &, un numero positivo, si avra ivi
m

en(n) (.
| ™) | < <

n! O’ni

(20)

dove m & il massimo valore assoluto di ¢(x) entro C,.
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Qualora la serie di potenze X A®q .2" abbia un raggio di convergenza non
nullo, sia * un numero positivo inferiore a questo raggio per tanto poco
quanto si vuole: per la condizione (20) precedente, la condizione di conver-
genza della (3) verra certo soddisfatta in un’area C, interna a C tale che per
ogni suo punto sia
(21) 3(x) > @

91. Venendo a qualche caso speciale, si noti dapprima quello in cui
Iarea C & il cerchio di raggio B col centro nell’origine. Poiché ora é
¢(r) = R — |x|, la condizione (21) diventa

B—|x| > m, ossia |x| < i
r 1
1+ -
o
R

Nel caso di r =1, basta che sia |x| < 9

: cosi ¢ per lo sviluppo tayloriano

9 __OZO 1 e (1)
Wex) =2 2y ).

92. Un altro caso piu interessante si ha quando la successione A"a, &
ologene ('). Infatti, la condizione (21) & soddisfatta qualunque sia a in C,
poiche essa permette di prendere (x) piccolo quanto si vumole; il campo C,
coincide pertanto con C.

93. Si dird che un operatore lineare, applicabile alle funzioni analitiche,
¢ totalmente valido, quando applicato ad una qualunque funzione analitica ¢(x),
da come risultato una funzione analitica ¢(x) il cui campo di regolarita coin-
cide con quello di ¢fx). Il n.° 92 enuncia che « una dilatazione L per la quale
« la successione A”a, & ologene, & totalmente valida ». Di questa osservazione
vale la reciproca. Infatti, se la dilatazione L & totalmente valida, applicata in

particolare ad essa dovrd dare una funzione col solo punto singolare

1—x
x=1; ma si ha dalla (17)

L( 1 >:OZOA"0,O ar

11—/ .0 [

o0
(') Ricordiamo che una successione ¢y, €;,..., €,,..., & detta ologene quando 1a serie 3 ¢, x"
0

¢ una trascendente intera.
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onde, poiche il secondo membro deve avere il solo punto singolare x =1, la
successione A"g, & ologene.

94. Alla condizione cosi trovata per la totale validita della dilatazione L
definita dalla (1), che cioé la successione A"a@, sia ologene, si pud sostituire
I'altra: « che la serie X a,x" definiseca una funzione quasi intera, col solo
punto singolare & =1 ». Cid risulta immediatamente dalla relazione di EULER-
LixpELSF, data dalla formula (18) al n.o 89.

95. Si riprenda la relazione (18), che da una doppia espressione per la
funzione afx) indicatrice di L (n.° 89), e si ponga

. —_ w .
(22) g = 1 —_— ’
la (18) diviene
® 1 [ #
3 Ang,-0" = —).
n=0-\ o2 1+za\1+z)

2 . . .
a(l 5 ) converge, se r & il raggio di convergenza di X @,nx" = a(x), per
-2

|2| < |1+ 2|r.
ciod in un’area ¢, limitata dalla circonferenza C, data da z|=|1+42 r
(circonferenza di APoLLONIO nel fascio relativo ai punti 2 0 e 2=—1).

L’ area d, & quella interna alla circonferenza C, per r <1, & quella esterna
per r >1; in ogni caso {, contiene il punto 2—=0 e per conseguenza si
pud concludere che « se la successione a, & tale che la serie ¥ a,x" abbia un
« raggio non nullo di convergenza, anche la serie X A”q,-2" avra un raggio non
« nullo di convergenza ». La reciproca & vera e si dimostra nello stesso modo.

96. I casi speciali pin semplici sono :
@) Quello in cui la successione (a,) & costituita dai valori di un poli-
nomio
P2 +p 2" P2 T A A Py

ottenuti dando a #z i valori 0, 1, 2,.... In questo caso, le differenze A"q, sono
nulle dall’ indice m + 1 in avanti; 1’ espressione (3) della L si riduce ad una
forma differenziale lineare del tipo di FucHs, dell’ordine m.

b) Quello in cui la successione (@,) consta di un numero finito di ele-
menti; essendo a, =0 per ogni % >, se L viene applicato alla serie

ple) = ¢, + €, & + 6% + oo + Cpl™ - ...

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



288 S. PINcHERLE : Contributo alla leoria degli operatori lineari

sara
(23) L(p) = ¢,@y + €,0,0 4 Co0,8" + . + ConQpm™.

Lo spazio S, viene dunque trasformato nello spazio dei polinomi di grado
non superiore ad m. Che 1’ espressione (23) ora data per L(p) sia conforme
alla forma (3), risulta dall’ essere

— 1 ) — 3 1 (1 LA
6= 97(0), onde L(g) =2 5 a3 (0R";

se B & il raggio di convergenza di p(x) si ha, per |x| < _Iji’
w'Z
CP("’(O) —_ CP(”(w) - WCP("'H)(W) + 1_2 cp"‘“’(oc) —

onde, sostituendo in (23) ed ordinando,
(e o}
-

Lip)=3 (— 1 (a,, — na, -+ (g) P (”) am)”—" o),

M m n!

che & precisamente la forma (3).

§ TIL

97. Estendendo 1’operatore L ad un campo pit ampio di S, per mezzo
della formula (3), coll’applicarla ad una potenza x* di esponente qualsiasi,
si & ottenuto la (4): 1’estensione di L si accompagna con piena analogia alla
estensione data alla successione (a,) mediante la formula di interpolazione
di NEwroN. Dando alla funzione di %:

(24) a(k):oﬁo(’;) Ang,, dove (Z):k(k—lj (b —n41)

— n! ’

nel campo della sua validitd, il nome di funzione determinante dell’ operatore L,
si vogliono indicare qui condizioni per questa validita, che & quanto dire per
la validitd dell’applicazione di L ad x* con esponente qualsiasi.

a) La (24) & valida per ogni esponente intero positivo o nullo, e da,
per k=0, 1, 2,... la successione caratteristica di L.

b) Se & ¢ il massimo limite della successione

log | A%a,|:log n

¢ noto che, essendo ¢ un numero positivo arbitrariamente piccolo, si ha da
- un indice n in avanti:

(25) l<k> Anao l <« na—éﬂ(k)—l——-s’
w =

dove R(k) indica la parte reale dell’ esponente (eventualmente complesso) k.
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¢) Dalla (25) risulta che la serie (24) converge assolutamente sotto la
condizione R(k)> &; in ogni area interna al semipiano cosi definito nel piano %,
essa converge uniformemente e rappresenta per conseguenza una funzione

" analitica regolare di k.

98. Considerando la serie di potenze

[e o]
(26) _ I Angezn
n=0
ed indicando con p il suo raggio di convergenza, si possono porre in rela-
zione con p i risultati enunciati nel n.° precedente.
a) Se & p > 1, si indichi con p, un numero compreso fra 1 e p; es-
sendo m un numero positivo assegnabile, si avrd da un indice % in avanti

m
|A”a0] < P_i;,

onde
log | A*a, | < log m — n log p,,
e quindi
logm nlogp,
logn  logn ’

log | A%a,|:logn <

poiché il primo termine del secondo membro tende a zero, il limite di
log | A"a,| sara negativo e percid il rapporto log|A%a,|:logn tende a — oo,
per n tendente all’infinito. La serie (24) converge dunque in tutto il piano,
ossia essa rappresenta una funzione intera di k.

b) Se & p < 1, sia p, un numero compreso fra p ed 1; sard, per infi-

niti valori di #,

n____ 1
VA”“(: ‘ > o
e,
onde
"

lognlog P

%loglA"a,o[ > —logp, >0, ossia log|A"a,|:logn > —

Pertanto, il massimo limite di log|A"a,|:log # essendo I’infinito, si conclude
che I’area di convergenza per la (24) non esiste; la (24) ha dunque signifi-
cato per i soli valori interi positivi o nullo di %.

¢) Nel caso di p =1, a seconda del carattere asintotico della succes-
sione A*g,, la 3 pud assumere qualunque valore fra — oo e 4+ oc, e quindi, a
seconda di questo carattere, ’area di convergenza di (24) pud essere o tutto
il piano %k, o un semipiano limitato da una parallela all’asse immaginario. o

anche mancare affatto.

Annali di Maiematica, Serie IV, Tomo XV.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



290 S. PiNcHERLE : Contributo alla teoria degli operatori linears

99. In cio che precede, si sono ottenute condizioni per la validith effet-
tiva della forma (3) dell’ operatore L, cio& per il suo sviluppo secondo le x"D»;
si possono ora cercare condizioni analoghe per lo sviluppo della forma (7),
ordinato cioé secondo le potenze di X. A questo oggetto si noti che nel caso a)
del n.° precedente, ed anche nel caso ¢), tutte le volte che & & negativo il
semipiano (k) > 3 contiene ’origine k=0, e per conseguenza la serie (24)
da luogo ad una serie di potenze di k avente raggio di convergenza infinito
nel primo caso, ed uguale per lo meno a — & nel secondo. Per un classico

teorema di WEIERSTRASS, questa serie si ottiene sostituendo in (24) alle (
n

le loro espressioni

k
(n) =k 4 Chp KT 0 KT R

(cfr. la form. (15) al n.° 74), indi ordinando per le potenze di k. Si ottiene cosl

(27) alk) = ) hk"

3 _—n~0 n! "’

colle

= " Onztyn An+t & n+2
B = cpnd a/o'*‘n_'_l a0+(n+1)(n+2)A Gy~ ooy
che coincidono colle %, date al n.® 87 form. (8).
Essendo
(4 Lix®) = alk)x*,

ne verrd, per k arbitrario nel caso @) del n.° 98 e per lo meno per |k| < —3
nel caso ¢) se 3 & negativo,
3 k C;? h” n
L(% ):w R n'k )

onde, ricordando che & X“(x*) =Fk™x* (n.° 72), viene
(28] Lty =3 ™ Xoniem
n—0%! ’

& cosi dimostrata la cffettiva validita dello sviluppo (7) applicato ad x*, per
i valori di %k interni al cerchio di convergenza della (27).

100. L’ esempio seguente serve a mostrare come sia possibile di estendere
il concetto di funzione determinante (n.° 97), anche a casi in cui gli sviluppi (3)
e (7) mancano della convergenza. Si consideri la L, definita da
e o]

(29) L (plx) = on"cp‘”’(m),

n
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in cui ¢ dunque A”q, == n!. La funzione determinante sarebbe data da
© (k
afk) 2 (n)n ,

che & divergente per tutti i valori di &, eccettuati gl’interi nullo o positivi.
Dando a k il valore m intero positivo, viene

alm) =1 4+ m 4+ mfmw — 1) + ... +m(m—1)...2-1,

espressione che soddisfa all’equazione alle differenze
(30) ak+1) =1+ (& -+ )a(k);
qui si presenta nel modo pint naturale il pensiero di assumere la (30) a defi-
nizione della funzione determinante a(k), aggiungendo la condizione a(0)=1.

11 campo funzionale al quale & applicabile lo sviluppo (30) & assai ristretto,
essendo limitato ai polinomi interi ¢ alle trascendenti intere di tipo esponen-
ziale ; anche applicato a queste, introduce nel risultato singolarita : cosi si ha

0]
Lﬂ(eam) — 3 anwneam’
n 0

la quale mostra che ) applicazione di L, ad e“® introduce il polo a’:%.

g IV.

101. Lo studio delle operazioni sugli elementi del gruppo permutabile
delle dilatazioni & strettamente collegato con quello delle operazioni sulle
rispettive funzioni determinanti, poiché le funzioni determinanti della somma
e del prodotto di due dilatazioni coincidono rispettivamente colla somma e
col prodotto delle relative funzioni determinanti.

Si consideri dapprima il caso della piu semplice funzione determinante,
quella di primo grado in k; sia

alk) =a — k.

Per la (3), la corrispondente dilatazione sara la forma differenziale lineare
del primo ordine .

(31) L,(p(x)) = ag(x) — x¢'(x) (simbolicamente I, =—=a — X,

la quale ha come spazio funzionale di applicazione I'insieme delle funzioni

una volta derivabili. Essa ammette la radice cx® e le cx®, con esponente s
qualunque, come aufoelementi: ¢ & una costante arbitraria.

102. Per la notata corrispondenza fra le dilatazioni e le rispettive fun-
zioni determinanti, le (@ —k)%, (@ —k)’,..., (@ —Fk)" saranno rispettivamente le
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funzioni determinanti di I.% I}2,.., I,”. La I,” & una forma differenziale
lineare normale di ordine m, il cui integrale generale & dato da

(32) x%c, + ¢, logx + ¢, log®> ® + ... + ¢, log™ ™" x),
dove le ¢,, ¢,..., ¢;n_, sono costanti arbitrarie.

Se la determinante di una L & funzione razionale intera, colle radici a,,
Ayyeee, @, degli ordini rispettivi di multiplicita »,, »,,..., r,, la L si scrivera

(33) L=TI:I7.. Ir;

a,a,

essa & una forma differenziale lineare dell’ordine », + 7, + ...+ r,, di tipo
normale, ed il suo integrale generale si scrive immediatamente in base al

caso precedente.

103. Un altro caso semplice degno di nota & quello in cui la funzione
determinante & la
1
a(k) = Py
escludendosi per ora che k possa essere uguale ad . Dalla successione carat-
teristica della corrispondente dilatazione, si deduce senza difficolta

n!

Ara, = afa —1)..(a—n) ;

pertanto la I,~*, nella forma (3), sard data da

. » @ L™ (x)
(34) LT =2 o T~ a—n)

Applicandola ad una potenza x*, si ottiene

- _ PkE—1)..(k—n-+1)
1ok} = oot .
(35) L) =at 2 = ) a—mn)
k
onde, paragonando colla Ia—‘(xk):a—ai—k , si conclude con la formula
(36) _l_:°z°k(k—1) v (b—n-+1)

a—k . aa—1)..(a—mn) ’

convergente per R(k) > R(a) e ben nota nella teoria delle serie di fattoriali (').

(1) Ved. per es. NORLUND, Lecons sur les séries d’imterpolation, pag. 107 (Pavis, Gau-
thier-Villars, 1920).
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[

104. Dall’ essere I, = (o — X)~*, si deduce lo sviluppo simbolico

' 1
(37) IL/=—4+ X+ .+ PIE X"+
e, paragonando colla (36), si deduce che, per un’area del piano k in cui sia
contemporaneamente |k|<|a| e R(k) > K(a), si ha
S R kk—1)...(k-—n—+1)

(38) e =l T da—T) . a—n

’

ricordando ora le espressioni (15) date per le k, nel n.® 74 e sostituendole
nella (38), indi nguagliando nei due membri i coefficienti di A", viene

1 — 1 cn+q.n
(39) a"*‘—a(a—l)...(a-n)<1+a_n_1+
Cn—'—a ] 6”4_3."
+(a—n—1)(a—n—2) (@a—n—1)a—n—2)a—n—3) + )

Sostituendo invece, pure nella (38), al posto di %k* la sua espressione data
dalla (17) del medesimo n.° 74, ed nguagliando i coefficienti di k(k — 1)... (k — n),
si ha
1 1
(49) ala—1)...(a —n) — gn

(1 +gn+|.)l + g"—f‘:-"' +g"+33'" + ...)-
a a a

E da rilevare il notevole riscontro fra le formule ora trovate (39) e (40),

e le (15) e (17) del n.0 74.

105. Per la dilatazione I,—7, la cui funzione determinante &

1
(@—h)

e per la quale si ha lo sviluppo simbolico

(r I)X* N rir—1)r—2)

(41) L= a”(l-'— X+ T 1.2.¢ 1.2.3-a

X3®+ ),
si deduce, applicando la (19) del n.c 74:

1 ((r4+n—1 T+ 0\ Gy n r+n+1\g
< — 11+| ~ Nn—+4-2.m ~nn
42 1, —nz prEss (( " )4 (n 1) 4 ( " 42 )—(f +)x D~

106. Per mezzo dei risultati conseguiti dal n.° 103 al n.° 105, si possono
ottenere senz’ altro gli sviluppi delle dilatazioni aventi come funzioni deter-
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minanti delle funzioni razionali qualunque, intere o fratte. Basta infatti de-
comporre la funzione razionale a(k) nei suoi elementi semplici, della forma

1 1

e —h

le a; essendo le radici del denominatore di a(k); la dilatazione avente a(k)
come funzione determinante, sard la somma di quelle le cui funzioni determi-
nanti sono gli elementi suddetti, le quali sono state determinate nei n. pre-
cedenti.

107. Aggiungansi le seguenti osservazioni.

a) Se lo sviluppo {41) viene applicato ad una funzione analitica che
ammetta 1’ origine =10 come punto regolare, lo sviluppo stesso ammette
certamente un’area di convergenza circondante I’ origine.

b) Gli operatori I,—" ammettono infinite determinazioni dovute all’ esi-
stenza di radici per le loro inverse I,”. Applicando I,~" ad una funzione per
la quale la (34) o la (42) risultino convergenti, se ne oftiene una determina-
zione alla quale si pud aggiungere un’espressione (32) a coefficienti ¢ arbitrari.

¢) Al n.°2 103 si & escluso che I,~! venisse applicato ad a* per il caso
di k= a: infatti, le relazioni

mk oy wl{
—3 La (m)—m

risultano illusorie per k = a. Per interpretarle, si noti che la I,7'(x") pud
venir completata scrivendo

(43) I,k =

I~ o) = -

xk

cxt
a—k+ ’

dove ¢ & una costante arbitraria. Ora, poiché ogni determinazione di I,z
¢, all’infuori del caso k= a, funzione continua di k, & ovvio I'estendere
questo concetto di continuith anche al caso di k-=a, e quindi di porre,
e essendo un numero positivo arbitrariamente piccolo,

I, '(x®) = lim I, '(ac'®),
e 0

dove I,~'(xo+:) & dato da

mc‘.
I, Yo te) = ¢ (— . -+ c)

ossia, sviluppando per le potenze di e,

1w

1 e log?
~a‘a<c——g—logm‘ g x >

1.2
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. . 1
Si dia alla costante ¢ il valore o verra

I, '(xo+)=—2x%logx — 5 :)c“.log2 T — o}

questa, per ¢ —0, da come soluzione generale
(44) I, '(x*) = — a* log & +- c,x%,
dove ¢, & daccapo una costante arbitraria. Pertanto, quando la I,~' va appli-
cata ad una serie di potenze (anche non intere) di a, mentre per una potenza
generica «* vale la (43), al termine contenente x“ va applicata la (44).

Un analogo procedimento vale a dare il significato di I,~™ applicato
ad x%; partendo dall’ osservazione che

I, (x%log™ ) = — mx® logm—* x

ed '

— 1 m
Ia’”(x"(c0 + ¢, logx ¢, log* ® +- ... 4-Cp—, log™ x4 (=1

log™ x)) = x4,

risulta
(45) I, ™(x%) ==x* (co +c, log ® + ... 4- ¢, log”* 1 +- (:—- log™ m)
applicando m volte consecutive la (44) ad 2% la formula (45) viene senz’ altro

verificata.

Cap. VII. - I’operatore normale di rango uno.

§ L

108. Prima di passare allo studio dell’ operatore normale di rango » nello
spazio indicato con S mnel Capitolo primo, e pitt particolarmente nello spazio S,
definito al n.® 62, converra trattare alquanto diffusamente il caso dell’ ope-
ratore di rango uno. Esso viene definito, nello spazio S, dalle relazioni

(1) A(En) - an n bnen+i (W/:O, 17 2"")7

dove le a,, b,, fino a contrario avviso, saranno supposte tutte diverse da zero.
Indicando con L, L, le dilatazioni definite da

2 € L ( ) = bnsn?

Lie) = 5" <)

la (1) potra scriversi

() Ale,) = (L — M)L,(e,),

essendo M I’operatore elementare definito al n.° 34.
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Conviene quindi fissare 1’ attenzione sulla L. — M, come parte essenziale
dell’ operatore A.

Il binomio simbolico L, — M verra indicato con B, Lj essendo la dila-
tazione definita dalle L,(e,) = k,e,; verranno quindi considerati in cid che
gsegue gli operatori
(3) Bule,) = (L — Mj(e,) = Kyt — €y -

109. Applicando la B, ad un elemento « di S, dato da
0= CyE + C,&, + «. + €., + uor,
si ha .
Bk(“) = coknet) + (cikl - co)el + (02k2 - 61)52 + ot (Onkn - cn—i)an +
il risultato & un elemento § =X g,c, di S, i cui coefficienti g, sono legati ai
coefficienti di « dalle relazioni )

(4) 9n = onkn — Oyt
A queste relazioni, aggiunte delle (3), si pud dare forma simbolica: nello

spazio lineare avente per base il sistema dei numeri ¢,, c,,.., ¢,,.., indi-
cando con M |'operatore che fa passare da ¢, a c,,,, la (4) pud scriversi

9. = B(c,) = (Ls — M~"(c,).

110. LI’ inverso dell’operatore B= L — M & dato formalmente dallo svi-

luppo
®) Bt*=(L—My'*=L"*+L*ML*+ L*ML-'ML™" +

+ L ML—*ML~ML~* + ...,

sviluppo formale che acquista valore effettivo softo ipotesi convenienti per
la successione delle k,. Applicando la (5) ad ¢,, si ottiene 1’ espressione for-
male dell’ elemento £, = B~'(e,), sotto la forma

6) S

n

Epay + Epas + oors

]ka knkn+lkn+2

le k, essendo sempre supposte diverse da zero.

§ IL

111. Si assuma ora, come campo delle operazioni, lo spazio S, la cui
base & il sistema delle potenze di esponenti 0, 1, 2,... della variabile x (n.° 62);
in questo campo, 1’ operatore M coincide colla moltiplicazione per la variabile.
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I’ operatore di rango 1 si riconduce, all’infuori di un fattore L a destra,
alla forma L — M; essendo L(x")=k,x", |’ operatore si definisce mediante
le relazioni

(1) Bx") = k,x" — x" .

Con procedimento analogo a quello tenuto al n.° 71, facendo uso cio®
del concetto di derivazione funzionale, si pud extrapolare I’ operatore B, de-
finito dalle (1), agli elementi di spazi funzionali pitt generali. Le derivate
funzionali successive di B sono date da
()  Bx")= Ak,-x"*!, B'(x") = A%, -x"*2, ..., B™(x") = Ak, .x"+m ...

Ricorrendo allo sviluppo (6) del n.° 68, in cui porremo ¢(x) al posto
di p(x) e ’unita al posto di ¢(x), avremo

®  Ble) = B(l)pl@) + B(1)- Dyp+1og B1)-D% + .+ 3 BV(1)- D" +- .,

e sostituendo per le B(1), B'(1),... le loro espressioni ricavate dalle (7) facen-
dovi » =0, si ottiene lo sviluppo

9)  B(e(x))=(k,—x)p(x) + Ak,-2Dyp + i-1§ Nkt Do 4.+ % Ak -x" D" +...,

applicabile, sotto opportune condizioni di convergenza, agli elementi di ogni
spazio di funzioni indefinitamente derivabili. Se, in particolare, si applica
la (9) alla potenza xf della variabile, di esponente s (reale o complesso) qua-
lunque, e si pone

b s
k(s):k,:Z A"ko-( ),

n=0 n
si ottiene la relazione

(10) B(x*) = kot — x5+,

che coincide colle equazioni di definizione (1) quando s & nullo o intero positivo.

§ TIL

112. Dalla (6) si dedunce che, nello spazio S,, la B~*(1)=g§, & rappresen-

tata dallo sviluppo
1 x ax? x”

[

Questo, paragonato allo sviluppo della &,, = B—*(x™) ricavato dalla mede-
sima formula (6), porta alla relazione fra E,, e E;:

(12) Em=kk, .. bpp_ E, —
- (xm—l + km —1wm_2 + km—lkm —2wm—3 +..4 km—lkm—2 oo kl)

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XV. 38
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113. Conviene ora sottoporre la successione delle %k, ad una limitazione
atta a dare agli sviluppi precedenti una effettiva validitd. Si fard pertanto
Iipotesi che esista, per » — oo, il limite di k,, finito e diverso da zero: sia

limk, =k&.

N —> 00

Le serie §,, avranno pertanto |k| come raggio di convergenza. Ricordando
che due serie di potenze ¢(x), ¢(x), aventi il medesimo raggio » di conver-
genza sono dettc ugualmente singolari sulla circonferenza se esiste una co-
stante ¢ tale che la serie ¢ — ¢ abbia raggio di convergenza maggiore di 7,
la (12) mostra che le serie £, sono ugualmente singolari colla £ e quindi
ugualmente singolari fra di loro, per tutti i valori interi positivi di m.

Per un noto teorema di FABRY (!), segue dalla (12) che k & punto singo-
lare per tutte le &,,, punto che, in analogia col caso elementare in cui i
coefficienti della serie (6) sono le successive potenze intere positive di uno
stesso numero, pud dirsi quasi-polo per le &,,.

114. L’ operatore B, preso sotto la forma (9), si applichi ad un ramo
olomorfo di funzione analitica, sia ¢(x), dato entro un’area semplicemente
connessa C contenente 1’origine. Richiamando quanto & stato detto al n.° 90,
e, come a quel n.°, indicando con 3(x) il limite inferiore della distanza del
punto x interno a C dal contorno y dell’ area C, si vede che se la serie Z A%k, .
ha raggio non nullo di convergenza, esistera un numero positivo r tale che,
nell’area C,. interna a C e definita da

|2 |Ba)| <,
il secondo membro della (9) sard uniformemente convergente e rappresentera
in C, un ramo olomorfo di funzione analitica.

In particolare se la successione Ak, & ologene, nel quale caso & r= oo,
la B(¢) sard olomorfa in tutta I’area C e I’ operatore B potra dirsi (cfr. il n.o 93)
totalmente valido.

§ IV.
115. Applicando !’ operatore B definito dalle (1)) ad un elemento di S,:
9lw) = X 02",
si oftiene come risultato un elemento, pure appartenente ad S,, dato da
Ya) = Blo(x)) = Z g™,

(') Ved. HapaMarD et MaNDELBROJT, La série de Taylor, pag. 30 (2¢me &d.).
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i cui coefficienti g, sono legati alle ¢, dalle relazioni
(13) g9, =¢ky, 9, =0k, —c¢, g,=0k —06,., g,=¢k, —Cp\s...

Dando a B la forma simbolica B=L — M, queste relazioni possono rias-
sumersi nella formula g, —= (L, — M~Y)(c,), come & indicato al n.c 109.

Moltiplicando ordinatamente la (13) per 1, k,, kk, ,..., kk ..k, , e som-
mando, si ottiene

(14) go+9k, +glk, +..+gkk .k, =ckk ..k
e ponendo
- 1 .1 1

(19) k, = % Lk = Byt kEk ..k, — W
viene

’ g? g C
(14 T ey I

) o h, b, b Py

116. Come primo esempio, si assuma per g@) un polinomio in z, di
grado m ; sard quindi ¢, =0 per n > m. Ne risulterd per le (13):

Ity =—2C,, go—0 per n>m-+1;

B(p) = ¢(x) & dunque un pohnomlo di grado m + 1 in x, i cui coefficienti
verificano la relazione
1 L Ims ),
(16) goahiﬂhza— +hm+,
Si pud enunciare quegsto risultato dicendo che « I’operatore B trasforma

« ogni polinomio di grado m in un polinomio di grado m + 1, orfogonale
« alla successione

1 1
(17) P T

117. La relazione (1g) di ortogonaliti & dunque condizione necessaria
affinché un polinomio (@) sia trasformato mediante B di un polinomio
in x, il cui grado & d;i un’unitd inferiore a quello di ¢(x). Ora questa
condizione & anche suffigjente; per ogni polinomio ¢(x) di grado m + 1 orto-
gonale alla successione (17), esiste un polinomio ¢(x) di grado m di cui d(x) &
il trasformato mediante | gperatore B. Per dimostrarlo, si appllchl, termine a
termine, alla

@) x g + 9.8 492" + o A Gy @
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I’ operatore B—*, ricordando che £, = B~'(x") & dato dalla (6); verra

. - . w_r wr—{-i w?‘—f—‘.’
B (4@) =3, g, (,c L el S et )

e, ordinando secondo le potenze di x, si trova che il coefficiente di ™ viene
ad essere

In , In—r_ On—e 9 9
B, kg, Bk, ik, U E, .k, kg, K,
ossia, tenuto conto delle posizioni (15),
1 9., 9 g
gL .2 e e =0,1, 2,..).
(18) ki, kn<g°+hl ot +hn) (r=0,1,2,.)

Ma si & supposto che la {(r) soddisfi alla relazione (16), ed & g, =0
per > m + 1, onde tutte le espressioni (18) sono nulle per n>m, e B~*({(x))
viene effettivamente ad essere un polinomio di grado m, c. d. d.

118. Per dare una seconda applicazione di quanto si & ottenuto al n.© 115,
si riprenda lipotesi del n.c 113 circa 1’esistenza di un limite %, finito e
diverso da zero, per la successione delle %,, e sia r il modulo di k. Sia ora
p(r) = Z ¢, una serie avente raggio di convergenza r, _-r; essa sard un
elemento dello spazio delle serie di potenze il cui raggio di convergenza su-
pera r, spazio che indicheremo con S,". Preso un numero r, compreso fra r
ed r,, per essere lim |k,|=r, si pud determinare un numero positivo m tale

X = 00
che, per ogni n, sia:
\kkE, . k,| <mr,”;
ma, per ipotesi fatta su ¢(x), essendo », un numero compreso fra r, ed r,
ed m, un numero positivo assegnabile, si ha

o] < =t

n?
r3

onde
r n
le ek, . k,| < mam(r) ,

e quindi, per essere r, <r,,

lim ¢, k., ... k, = 0.

n —r 0o

Usufruendo della relazione (14), tenuto conto delle posizioni (15), si con-
clude che «il risultato dell’operazione B applicata ad un elemento g(x)
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«di Sz & un elemento (x) =2 g,x" appartenente pure ad S,”, come
« risulta dalle (13), e soddisfacente inoltre alla relazione

9,
h

2 n

(19) g+ 4%y Iy o,

h T h

« la serie ¢(x) & pertanto ortogonale alla successione (17) ».

119. Sia ¢(x) = = g, 2" un elemento di S, ortogonale alla successione (17).
soddisfacente cioé alla relazione (19). Da questa risulta

9, , 9, 9, (gnﬂ Gnts )
o e [ T )
4 hl h-z h h’n+l h’n+2

n

Detto r, il raggio di convergenza della serie X g x™, &, per ipotesi, r, >r;
e, scelti r, e r, tali che sia » <r, <r, < r,, per essere lim |k, |=7, si pos-

N —r 00

sono determinare due numeri positivi # e m, in modo che risulti, per ogni »,

1 )
||h_i=lkukl kn—ll<mr !
n
m
9.1 <
l n I 7.271 ’
e quindi anche
‘gn l < (73)7;
221 <, |2
| h" l ! 7‘2 ’
lgnLl 4 Ins \<mm °Z° (5)"“: mm,r, (5)”
|hn+1 hn+2 ‘—1 ¥y r,— 1T \7,

Dunque

ha raggio di convergenza maggiore dell’ unitd e quindi la serie

IS [— 1 gl gn) n
pla) = X A~ (g,, + 7 + e + h x

071

ha raggio di counvergenza superiore ad r. Ma quest’ultima serie, come ri-
sulta dalla (18), non ¢ altro che la B~'({(x)); onde ¢(r) & la trasformata
mediante B di un elemento ¢(x) di S,”. La condizione (19), necessaria per
una tale trasformata come risulta dal n.c 118, & dunque anche sufficiente;
cioé :

« Condizione necessaria e sufficiente perché un elemento ¢(x) di S,
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« sia trasformato mediante B di un elemento dello stesso spazio S,", @&
« che ¢(x) sia ortogonale alla successione (17) ».

§ V.

120. Nell’ipotesi, ammessa fin qui, che le k, siano diverse da zero.

I’operatore B non pud avere radici mello spazio S,, cio® non pud esistere
in §, un elemento
o =2ZXcx"

per il quale 1’ applicazione di B dia come risultato lo zero, a meno che non
siano nulli tutti i coefficienti ¢,, come si vede subito in base alle (13),
che darebbero ¢k, =0, ¢k, — ¢, =0, ¢,k, — ¢, =0, ....

Abbandonando invece 1’ipotesi che tutte le k, siano diverse da zero, si
supponga ora k,=0, k,5=0 per n >0. La ¢, & allora arbitraria; la si faccia
uguale all’unita, e si avra dalle (1'):

1 1 1

C,L==7— Co==3 5 yeesy C = 37— 4.,
1 y Cg geeey Uy PRI
k, kk, kk,..k,

si & cosi ottenuto la radice w,x) di B, all’infuori di un moltiplicatore co-
stante arbitrario, nella forma

x x x"
20 () =1+ — — e = ..
(20) e S Tt oy
La serie o (x) ammette |k |=r come raggio di convergenza.

121. Si supponga ora che sia nullo uno dei numeri %, , sia k,, con m > 0,
i precedenti ed i seguenti essendo diversi da zero. Le (13} daranno

Cp = C, = = Cpy—, == 0,
la ¢,, sara arbitraria, e si pud fare uguale all’unith, e si otterra, all’infuori

d’un moltiplicatore costante, la radice di B data da

wm+i xm-l‘ 2

+ =+ ...

21 W, () = ™ +
( ) ( ) km+1 km+1km+2

Essendo nulle s delle k., e siano Ku , Ku,, ..., kms, si otterrd nel mede-
simo modo una radice w,, rappresentata dalla (21) in cui m andra sostituito
con #;, mentre i coefficienti ¢, con indice inferiore ad m, saranno tutti
nulli. Anche per la (21) risulta r il raggio di convergenza.

122. Al n.© 111 si & visto come le equazioni (3) di definizione dell’ ope-

ratore B fossero applicabili allo spazio S i cui elementi sono le potenze x°
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di esponente qualsiasi della variabile e le loro combinazioni lineari; si ha
per B(xf) lo sviluppo. dedotto dalla (9),

22) Blat) = (k, — w)e* + 2 A"Ico-(‘; )m = H{s)® — s+
1

n—

e le k, sono extrapolate (softo le condizioni di convergenza) da
23) ts) = £ Ak, ().
n 0 ",

Si vuole ora dimostrare che 1’operatore B e la derivazione rispetto ad s
sono permutabili. Percid, nell’espressione (9), si faccia la trasformazione
delle x”D™ nelle X" = (xD)” indicata al n.° 74; la (9) prendera la forma

(24) Blp) = (k, — 2)p + 2 p, X",

le p, essendo coefficienti dipendenti linearmente dalle A%k, ; facendo ¢ = a*,
essendo X "x® — s"x%, viene:

Blx®) = (k, — x)x® + 2 p,s"x°.

Derivando rispetto ad s, viene
d
P Ba®) = (k, — x)x* log x + 2 p,xf(ns"—' + s" log x);

ora, applicando la (24) a ¢ =« loga, si ottiene

Blxflogx) = B %-x‘ = (k, —x)x*logx + 2 p, X" -x° log x,

e poiché si vede subito che &

.Xﬂ _ms IOg €x = (nsn—i + S‘n lOg w)xs’

cosl si conclude che le operazioni 5 e B, applicate ad .x*, sono permutabili;
[

ed analogamente sono permutabili B e le derivazioni successive rispetto ad s.

123. Cid posto, si ritorni alla espressione (10) della B(xf). Formando
la seguente funzione, in cui k, sta per la k(s) del n.° 111:

95 s+1 s +? as+n
Y oyx) =2 45— + 77— — + .. + T
(25) () Eori  Foyy loyrs Fogr Fors oo Esin

si verifica subito che &

(26) Bw,{w) = kx* ;

pertanto, se z & una radice di k,, w,x) sard radice dell’operatore B.
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Di piw, sia 2z radice multipla di %,; derivando la (26) rispetto ad s e te-
nendo conto della permutabilith di B colle derivazioni successive rispetto
ad s (n.° 122), si avrd, le derivazioni essendo indicate con accenti :

Bwy)=Ek/x* + ka* log «,
B(w,") =k,"®° + 2k,/x* log © + k,x° log® «,
B(ws"’) =k/"x° + 3k« log x + 3k,'x* log® ® + k.’ log® x,

e da queste risulta che, se ¢ & radice doppia, tripla,.. di k;, oltre alla w,,
sono radici di B la w,/, le v,/ ed 0, ....

124. Essendo A un parametro qualsiasi, le cose dette per 1’ operatore B
si possono ripetere per B — A, definito entro S, da

27) (B— oo™ = (ky, — Ng™ — @7+,

In particolare, 1’operatore B — A ammettera radici in S, per i valori

ky, Eyyeooy Epy..o di A; per ognuno di questi, si troverd un elemento w,(x)
tale che

Blwu(x)) = k- on(®) ;

la successione k,, k,,..., ky,.. costituird dunque lo spettro, e le w,(x) i rispet-
tivi anto~elementi (elementi invarianti) dell’ operatore B nello spazio S,.

Cap. VIII. - Gli operatori normali di rango ».

§ L

125. Riprendendo lo spazio S definito nel Capitolo primo, determinato
dalla base ¢, €,,.., €4,..., 8i considereranno in esso gli operatori normali di
rango 7. Uno di questi, sia H, & definito nello spazio in discorso dalle relazioni

(1) H(ey) = Qnntn + Quny Engy + oo + QunyrEnyr (n=0,1,2,..),
e pertanto anche da una matrice che si indicherd per brevitd con
| H| =|Quns Opniyyeors Onnr |
Come mnei Capitoli precedenti, la lettera L, affetta o no da indici, indi-

cherd una dilatazione ed M indicherd 1’operazione che fa passare dall’in-
dice » ad n + 1.

126. L’ applicazione dell’ operatore H ad un elemento generico

o =2 cCuen
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di S, dard I’ elemento
(2} H(a) =3 (an.ncn + Oy il = oo+ Oy r.ncn—r)sn;
ne risulta la trasformazione, associata di H, che viene ad operare sui coeffi-

cienti ¢, ; essa si indicherd con H: la sua matrice si ottiene da quella di H
mediante lo scambio delle linee colle colonne.

127. I1 prodotto di due operatori normali, I’uno A di rango r, dato da

ian.n y Onmgayeery Onngr |7
altro K di rango s, dato da
)

Ibw.n’ bn.n—}—( PR bn.n+s |7

i fattori essendo presi nell’ordine H, K, viene ad avere la matrice

(3) lKHl = |an.nbn.n; a'n.nbn.n-H -+ an.n+4bn+1.n+, ’
Onnbnnas + an.n+4bn+4.n+2 -+ an.n+gbn+2m+g, vy an.n+rbn+r.n+r+s I .
Esso & di rango r +s (in qualunque ordine lo si eseguisca), ma non & in
generale commutativo.

' Risulta da cid che il prodotto H di r operatori normali di rango uno & un
operatore normale di rango r. Se i fattori sono della forma L,+ M (n.° 108),
il coefficiente di e,, in H(e,) sard I’unitd; nel prodotto
4) H, = (L, + MWL, ., + M) ..(L, + M)L,
dove & L(ey) = kuey, il coefficiente di e,,, in H (e,) & Kn.

L’ operatore H si dira semplice quando il coefficiente di e,,, in H(e,) &

uguale alla unitd (per =0, 1, 2,...); ogni operatore H si pud ridurre semplice,
1

NN

moltiplicando a destra per la dilatazione definita da L(e,) = Ene

128. Si vuole ora dimostrare che « ogni operatore normale semplice. del
« rango 7, ammette, ed in piu modi, una decomposizione in fattori della
« forma (4) ».

Sia dapprima un operatore normale semplice di rango due:
H,y(eh) = Quen + On'enyy +Enpys
si vogliono determinare le dilatazioni:

L(en) = Puen, L,(en) = kuen,
per modo che sia
H, = (L, + M)(L + M).
Sviluppando, si ha

anen + anlsn.f_{ + sn+2 = hnkuen + (hn + kn+|)€n+| + En+g 3

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XV. 39
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onde
) hk,—=a,, h,+k =0a/, bk =a, h +k=a
hk,=a,, h,+k =a,... :
Qui la k, si pud lasciare arbitraria; si determinerd h, dalla prima, indi %,
dalla seconda, poi k, dalla terza, e cosi di seguito (sempreché non si giunga

ad una k, = 0). Le dilatazioni I, e L, sono cosl determinate, all’infuori della
costante arbitraria k,.

129. Venendo ora al caso generale, si ammetta dimostrata la decomposi-
zione degli operatori normali semplici nella forma (4) fino al rango r —1,
e si voglia mostrare che la decomposizione stessa vale per il rango r. Sia
dunque dato I’ operatore normale semplice H, di rango r:

(6) H,(ey) = Opnen + Ouny Engy + oo + Qpmir— Enpr—y + Enpr s
vogliamo determinare un operatore H,_,, di rango r —1:

(7) H,_(¢0) = bunen 4 bpng Bngy oo + Bungr 28—y + Engry
ed una dilatazione L(e,) = k,c,, per modo che sia

(8) H,=(L+ M)H,_,.

Sostituendo le (61 e (7) nella (8) e sviluppando, si ottiene il sistema di
relazioni seguente:

=
booky = @y, bk, =0,
\ bk, +b,=a, b,.k, + by =,
9) ; bk, + by, = a,, bk, +b,=0a,
' bo"'—?kﬂ“——i —+ bo',-_3 = a/“.,._g b",._‘kr_‘ -+ b“’,_2 e al-"’—l
\ k’“—{ -+ bo_,~__2 = ao,,._l k,- —+- bl.r_.‘ == al_,- .....
Qui si possono lasciare arbitravie le b, b, ,..., b,,_,, indi determinare suec-

cessivamente le rimanenti b,, e le A,; infatti, dalla prima colonna si ricave-
ranno le k,, k,,..., k,_, in funzione delle suddette arbitrarie; dalla seconda
colonna si avranno successivamente le b,,, b,,,..., b,,_, e la k,.; dalla terza
le b,,, b,5,..., b, ¢ la k,,,, e cosi di seguito. Se ne conclude che: « Ogni
« operatore semplice di rango r & decomponibile nella forma (8), dove la H, _,
« contiene v — 1 costanti arbitrarie ». '

Ed essendosi ammessa la decomposizione di H,_, in un prodotto di » —1
fattori della forma L +4- M, ne segue per induzione la decomposizione di H,
in un prodotto di » fattori della stessa forma:

(10) H, = (L, + M\L,—, -+ M) .. (L, + M).
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Risulta dal n.° 127 che, se H, non & nn operatore semplice, la sua scom-
posizione in un prodotto di fattori prendera la forma

(10') H, = (L, M)Ly,_, + M)...(L,+ M)L,.

130. I1 sistema (9) si pud sfruttare in infiniti altri modi. Come costanti
arbitrarie si possono p. es. assumere le %, %,,..., k,._,. Le prime » — 1 righe
della prima colonna dello specchio (9) permetteranno di ricavare le boos boysees
bo.r—; in funzione delle k,, k,,..., k,_, che ora fungeranno da costanti arbi-
frarie ; dall’ultima riga di questa prima colonna si ricavera la k,._,. Dalla
seconda colonna si dedurranno poscia le b,,, b,,,.., b_,._, e dall’ultima riga
di questa la k,; e cosi via.

§ IL

131. Assumendo come campo operatorio lo spazio S,, I operatore di
rango r di cui al n.° 125, H, & definito dalle

(11) H{x") = O™ 4 O X" A - 40X FT
le successioni

@y au a‘zz oo Qnony

Ay, Q@

12 0/23 von a/n_n_'_{,

Woy Ayg Qyy ooo Byipgss

costituiscono le oblique della matrice della H. Di queste si formino le diffe-
renze successive -

Aty = Oy pas — Qosy D0y, = Wgusrs — 20400~ Cgugy e
da qui si otterranno gli scarti rispetto all’operatore M
H’(w”)=H(x"+‘)—mH(w"):(Aan,n»w"—l—Aan,%h -w’”“—l—...+Aan,”+,~-w"+")w,

(12) H'(e") == (A%pn 2™ + A% gy o X" A oo = A2y e ™)

(Cfr. il Cap. IL.), e con questi si potrd applicare ad H lo sviluppo (6) del
n.° 68: precisamente, ponendo in questo, come al n.° 111, ¢(x) al posto di p(x)
e sostituendo la ¢(x) della detta formula (6) coll’unita, si viene ad ottenere
per H lo sviluppo '

(13) Hi(y) = H(1)p + H'(1)-Dp + % H'(1)eD*¢ + ...,
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dove, per le (11), (12), &

H(l):a00+a01x+a02x2+ +a07wr’
(14) H'(1) = Aay,- ¢ + Da,., - x® + Aay,-° + ...+ Da,, o™ F
H'(1) = &ay. -0 + Aa,,, - x® + Aay, -2 .. —}—A2 a7,

La (13), sotto opportune condizioni di convergenza, da I’ extrapolazione
della M, primitivamente definita dalle (11) solo per le potenze ad esponente
intero della variabile, agli spazi i cui elementi sono funzioni ¢ indefinita-
mente derivabili. Per le (14), lo sviluppo della H(p) & dunque:

(15) H()AZ(A"a +A"qy 24 A", m)m_ﬂ_cp

n=0 n!

132. Mediante la trasformazione indicata, al n.° 72 e seguenti, fra gli
sviluppi secondo le successive D" e quelli secondo le potenze X della
X =D, trasformazione data da

(16) "D = X" 4 Cpn— y X"+ Oy X" A s+ € X

dove le ¢,, sono i coefficienti di fattoriali, la I potra svilupparsi secondo
le potenze di X: precisamente, posto

Ao(x) =y 4 O X Ac 40,27,  Aa(x) =0A8a,., + Aay, - ...+ Day,,.- ",
sara

(17) Hi(y) = a,(a)p +

+Zl(1 Arg ()-l—( 1

; (1)1 el ") - g Oua, nA"+2a0(m)+...)X"(cp).

(n+2)!
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SALVATORE PINCHERLE

La sera del 10 luglio 1936-X1V un fulmineo attacco di angina pectoris
troncava in Bologna, Sua cittd adottiva, la nobile esistenza di SALVATORE
PINCHERLE : benché Villustre Scienziato gid avesse superato 1’83° anno d’eta,
pure la notizia della Sua dipartita giunse del tutto inaspettata — e percid
tanto pitt dolorosa — a chi L’aveva conousciuto fino all’ultimo nella piena
freschezza delle Sue forze fisiche ed intellettuali.

Nel PINCHERLE erano mirabilmente connaturate e fuse le piu elevate
doti di Cittadino e di Uomo, di Scienziato e di Maestro. Di animo estrema-
mente buono, delicato e probo, e di una modestia quasi scontrosa, che ritardd
talora il pieno riconoscimento dei Suoi meriti scientifici, Egli ebbe ingegno
versatile e soda cultura in svariati rami dello scibile; fu sino alla fine di
un’ attivith instancabile, interessandosi con spirifo pronto ed arguto a tutto
quanto Lo circondava, e perseverando con giovanile entusiasmo nel lavoro
scientifico: del che fa fede la bella e poderosa Memoria postuma che esce
in questo stesso fascicolo degli « Annali ».

Innumerevoli scolari, d’ogni ordine di scuole e di varie generazioni, Lo
hanno potuto conoscere ed apprezzare attraverso i Suoi libri di testo; molti
inoltre ricordano e sempre ricorderanno con riconoscenza affettuosa e devota
ammirazione la singolare efficacia del Suo insegnamento, il paterno e spon-
taneo Suo interessamento, nonché I’esempio luminoso della Sua vita austera,
completamente dedicata alla Seienza ed alla Famiglia.

La vastissimma opera scientifica del compianto Maestro si riattacca dap-
prima a quella del WEIERSTRASS, del quale Egli aveva seguito le lezioni
in Berlino nel 1877-78, e si svolge poi per oltre mezzo secolo secondo
direttive semplici ed originali, trattando importanti questioni inerenti allo
sviluppo di una funzione analitica in serie di funzioni di tipo assegnato,
occupandosi in modo magistrale della teoria delle equazioni alle differenze,
dei sistemi ricorrenti e di vari algoritmi infiniti, per culminare collo studio
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degli operatori e degli spazi funzionali, del quale il PINCHERLE & da riguar-
darsi come un precursore. In tali campi I’ insigne Scienziato lascia un’orma
profonda con oltre 230 note e memorie; e numerosi e pregevoli sono altresi
i-Suoi trattati, per la maggior parte di carattere didattico: di tutto cid verra
detto prossimamente in questi « Annali» coll’ampiezza dovuta.

SALVATORE PINCHERLE, che negli ultimi anni era il Decano dei mate-
matici italiani, godeva in Italia ed all’estero di indiscussa autorith, di cui
sovente si valse a pro della Scienza. Cosi Egli fondd nel 1922 I’ Unione
Matematica Italiana, della quale fu per nove anni Presidente e di cui
diresse fin che visse il « Bollettino », ed organizzd sapientemente — supe-
rando gravi difficolta, retaggio della Grande Guerra — il Congresso Interna-
zionale dei Matematici che si svolse nel 1928 in Bologna, con pieno successo.

Faceva parte della Direzione degli « Annali di Matematica » dal 1918;
quando, nel 1923, la stampa di questo glorioso Periodico fu trasportata a
Bologna, Egli si dedicd ad esso con grande abnegazione ed appassionato
fervore, prodigandogli le Sue cure piui amorevoli ed efficaci. Nel presente
fascicolo, il primo ch’Egli purtroppo non ha pia potuto vedere, noi rivol-
giamo con deferente riconoscenza il pensiero alla Memoria di Lui, esternando
il cocente rimpianto nostro e di tutti i collaboratori per la Sua scomparsa.

La Direzione

Al compianto prof. SALVATORE PINCHERLE é succeduto wnella Direzione degli « Annali
di Matematica », per concorde voto dei Colleghi, il prof. BENIAMINO SEGRE della R. Univer-
sita di Bologna.
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