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CONTRIBUTI ALLA TEORlA D.ELLE CONNESSIONI. 
1. CONNESSIONI PROIETTIVE:  COSSRUBIOSE AL FISISO, 

CLASSIFICAZIONE SECOND0 K L E I N .  

31ernoria d i  ENEA BORTOLOTTI (a  Firenze) e V.;CLAV HLAVAT; (a, Praga). 

Siinto. - Gli AA. espongono wna ricostruzione, che a un tetnpo 6 sernplificazione e colnpleta- 
inento in punt i  esseizziali, e moclificazione abbastanza profonda da1 punto d i  vista con- 
csttuale, della teoria delle connessioni proiettiue: basata su  un proceditnento W passaggio 
a l  limite, u partire d a  costruzioni al finito. Premettono E'esposizione del formalisme 
adottato: cui d à  conc~etezza i l  poygiare s u  considerazioni geometriche semnplici ed 
espressive. Precisano e anal izzano l a  nozione d i  dertvazione proiettiva; passano poi a 
u n a  classificazione delle connessioni pvoiettive secondo le vedute d i  K L E I N :  in cui  accccntu 
alle connessioni affini, metriche ( d i  WEYL),  euclidee appaiono per la pr ima  voltu in. 
tu t ta  l a  generalità le a connessioni metriche non-euclidee B, variamente zctilizzate, in 
casi particolari, nelle recenti teorie della u Relatività proiettiva D. 

INTRODUZIONE 

1. La nozione di << connessione » in uno spazio curvo é stata sinora pre- 
sentata sotto questi due aspetti fondamentali : 

a) l'aspetto analitico (VEBLEN ( l ) ) :  secondo cui la  eonnessione é i l  si- 

stema, anzi 1' c oggetto geometrico », ad es. A>, dotato di una determinata 
legge di  trasformazione (ad es. (14.8) pei 6 parametri misti D di iina connes- 
sione proiettiva). Questo B del tutto chiaro e preciso, ma non appaga il geo- 
metra, perché non dice nulla all'intuieione. 

b) 1' aspetto geotnekico-infinitesimale, ehe è quel10 delle definizioni ori- 
ginarie di WEYL, CARTAN ('). Secondo il quale dare una connessione affine 
a una X,, (per es.) vu01 dire assegnare una legge di raccordo affine fra gli 
spazi tangenti in pud i  infinitamente vicini ... . Ques ta vednta siiigolarmente 
espressiva indubbiamente rivela la vera essenza delle connessioni; ne1 primo 
stadio costruttivo della teoria ha portato un aiuto prezioso a i  ricercatori. Ma 
volendo passare ad una esposizione sistematica e razionale di queste ricerche, 

(') Veil. p. os. 48, p. l&2; 49, pp. 185-186. (1 nrimeri si riferiscono all'Elenco bibliogrüfico). 
(?) 1, p. 389; 4, 6, 12, 13, 14, 20; e 29, ove la  vediita del CARTAN é formulata in  tutta 

la sua generalità. 

lnnal i  d i  ~Watamatiaa, Serie IV. Poiiiu XT. 1 
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9 B. EORTOLOTTI P V. HLAVATY: Contribziti alla teoria. delle connessioni 
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appare desiderabile sostituire, in qualche modo, quelle parole « punti infini- 
tamente vicini >) - tanto discusse, fors'anche calunniate! ma ad ogni modo 
di apparenza un po' troppo vaga e mal sicura - con un effettivo procedi- 
mento di limite, che parta da enti costruibili al finito. 

Questo problema ci s 'è  presentato dnrante la  redazione di un'opera d'in- 
sieme sulle connessioni, che in collaboraaione stiamo preparando e verra 
pubblicata fra non molto. Ma abbiamo creduto opportun0 premettere, in nna 
pubblicnzione a parte, una esposizione preliminare delle nostre vedute sul- 
1' argomento : sin per saggiare i metodi d' esposizione e di  ricerca che abbiamo 
in vista, che per dare una sede adeguata a sviluppi, collegamenti, conside- 
razioni critiche e -  comparative che ne1 libro d'insienie non potrebbero trovar 
posto. 

Naturalmente basterb (lare una costruzione al finito delle colznessioni 
proieftive: le altre connessioni (lineari) si possono ricondurre a quelle pro- 
iettive con una classificazione fatta secondo i principi di KLEIN. Questo a 
priori appare naturale, e del resto gih da1 CARTAN questa veduta é stata 
illustrata (3). Ma una esposizione cornpleta, anche nei riguardi delle connes- 
sioni (metriche) non-euclidee, non era stata data: é quanto facciamo ne1 
presente lavoro, ove accanto a una sintesi di risultati yih contenuti in pre- 
cedenti lavori nostri e di altri Autori si  troveranno anche parecchi risultati 
nuovi. 

Abbiamo yremesso quegli elementi sui tensori proiettivi, che costituiscono 
un formalisme indispensabile, non tanto per le connessioni proiettive vere e 
proprie, quanto per le derivazioni proiettive, che ne sono un compleinento e 
una generalizzazione natiirale, di non minore interesse per le applicazioni. 
Prima di giiingere ai  tensori proiettivi abbiamo precisato, e illustrato con 
caratterizzazioni geometriche espressive, i riferimenti in relazione ai quali i 
vari tipi di cornponenti - O, se si vuole, di tensori - vanno interpretati. 
La  distin~ione fatta tra i tensori geowzetrici e i tensori analitici chiarifica 
assai la  teoria e permette di liberare la  parte propriamente geometrica da  
sovrastrutture superflue. L'introduzione dell' (n  + 1)-esimo differenziale, O in 
particolare dell' (n. -+ 1)-esimo parametro, viene subordinata alla considera- 
zione di  un campo di iperpiani (degli spazi tangenti). 

Questo ne1 § 1. Il $ 2 dà la costruzione a l  finito delle connessioni pro- 
iettive. Cib conduce, effettivamente, a valersi di elementi i quali ccntcngono 
di  più di quanto non sia indispensabile; ma questo B forse nella natura 
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delle cose. Le relazioni fra i trrtsporti proiettivi a distanza finitrt a partire 
dai quali si costruiscono la connessione proiettiva e anche l a  relativa dwi- 
vazione CO-variante, e i l  trasporto proiettivo (generalmente non integrabile) 
lungo una curva, cui la stessa connessione dà luogo, vengono conveniente- 
mente analizzate. 

I l  5 3 ha carattere più formale; introdotti, accanto ai  parainetri m i s t i  Ai,, 
che si presentano ne1 modo più spontaneo, i pnrarnetri proiettivi ri, per la 
connessione proiettiva, si prende l'occasione per passare a parlare delle 
derivazioni proiettive in generale: fra cui soltanto le derivazioni « di prima 
specie » corrispondono a effettive connessioni proiettive. 

Ne1 5 4, introclotte le geodetiche della connessione proiettiva, ce ne ser- 
viamo poi per caratterizzare, entro i campi di rappresentazioni oinografiche 
a distanza finita che dànno origine alla supposta connessione proiettiva, uno 
di essi che dalla connessione medesima e intrinsecamente determinato : i l  
trasporto a distanza finita lungo una yeodetica. 

11 5 6 é dedicato al10 studio delle grandezze di curvatura e di  torsione 
della connessione e delle derivazioni proiettive: accanto a l  lato formale (for- 
mule di commutazione) anche le interpretazioni geometriche sono illustrate 
e precisate. 

Si passa, col 6, al10 studio di connessioni subordinabili a quella pro- 
iettiva: corninciando come é naturale da, quella affine. Lo studio di questa & 

collegato a quel10 di un campo di iperpiani dati negli spazi tangenti di una 
varietii. Si accennn occasionalmente a unn rappresentazione affine n distanza 
finita che risul ta dalla costruzione delle coordinnte a f f in i  nor+)taii (di VEBLEN). 

Infine ne1 5 7 si mostra come si subordinino alla connessione affine 
quella metrica (secondo WEYL e CARTAN) e quella euclidea, O in particolare 
r i emanniana ,  assegnando accanto al campo d ' iperp ian i  (che servono da  iper- 
piani impropri) un campo di coni puadrici;  e ne1 5 8 si subordina analoga- 
mente alla connessione 'proiettiva quella metrica non-euclidea più generale, 
assegnando negli spazi tangenti un campo di yuadriche. Si ritrovano in par- 
ticolare svariate connessioni non-euclidee già conosciute, fra le qiiali unii 
giB introdotta da ilno di  noi: 1;) quale è individzcata d n l  campo d i  yuccdriclie, 
e appare la più semplice. 

La  presente Memoria B il priino 1avoi.o di uiia serie « Contributi alla 
teoria delle connessioni »: i Iavori seguenti verranno pubblicati da noi O da 

nostri allievi O collaboratori, e saranno dedicati alle varietà anolonome, a1 
calcolo di VITALI generalizzato, alla teoria rlell'iininersione, eventualiiiente 
ad altri argomenti connessi. 
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# 1. Riferimenti proiettivi locali. Tensori proiettivi. 

2. Siano le Sr(r, s, t, p, q = ai, ... , a,,) coordinate curvilinee in una X,, , 
che per ora supporremo immersa in uno spazio proiettivo PN. Se in questo 
le yA sono coordinate proiettive omogenee ( A ,  B, C, D, E = O*, l*, ..., N*) 
la X ,  avrà in PN una rappresentazione parametrica 

(2.1) y* = yA(& S.. , Sa*). 

Circa i secondi membri delle (2.1), supporremo che in una certa regione 
(,n-dimensionale) 9 della X,, essi non si annullino mai simultaneamente, e 
siano funzioni finite, univoche e continue delle E'', insieme alle loro derivate di 
tutti gli ordini clie ci occorra di  considerare; infine, che in P sia n la caratteri- 

%YA Il stica della matrice funzionale 1 1 -  Il %'. Il 
Consideriamo in PR le y*, pyA, ove p B uno scalare + O  arbitrario, quali 

coordinate di due << punti analitici n distinti: cosicchè i punti analitici di PN 
saranno biunivocainente riferiti ai sistemi di valori (non simultaneamente 
nulli) delle coordinate yA, c due punti analitici corri~ponderanno al medesimo 
punto geometrico allora e solo che avranno coordinate proporzionali ('). Ana- 
logamente si definiraniio gli « iperpiani analitici » di PN. Cib premeaso : dare 
le (2.1) equivale in realtà a dare la X,, colne luogo d i  p n t i  analitici di PN, 
cioh non soltanto assegnare yeometricamente la X,, in PN, ma anche fissare 
per ciascun suo punto il fattore d'omogeneità delle coordinate yA. Natural- 
mente proprietà geornetriche della X ,  saranno soltanto quelle invarianti per 
ogni trasformazione - 
(2.2) yA = p(Ea1, S.. , tas). yA (P * 0) 

che ne altera i punti analitici ma ne lascia fissi i punti geometrici. 

(4) Da1 n. 6 in  poi useremo piii semplioemente 1, 2, ... n quali contrassegni fissi per le n 
coordinate curvilinee. Vedi ('O). Non ci varremo ne1 presente lavoro d i  coordinate curvilinee 
oqnogemee: circa le  quali c i  limitiamo a rimandare ai  lavori d i  v. D A N ~ Z I G  e SCHOUTEN, 
spec. 71, 89, 93 (p. 41), 100; ved. anche 108. 

(5) L'utilitii della considerazione dei punti analitici accanto ai  punti yeometvici é ap- 
parsa manifesta sin dai primi lavori sulle connessioni proiettive. (Ved. 14, 17). Ma grande 
la varietà d i  definizioni e d i  denominazioni! Il punto alzalitico è stato detto clensitàpuntuale 
(06, 61), punto dotato d i  un  peso (69) O punto quotato (100), pro-vettore controval.ianfe (H. 84: 
con le  iniziali H. O B. contrassegniamo i lavori dovuti agli AA. della pres. mernoria) e 
il punto geometrico 15 stato detto luogo, O posto (spot, Ort) (89, 71), O punto-ideale (92, 108) 
O contro-punto (H. 84). L e  denominazioni qui prescelte hanno forse maggiore probabilith d i  
entrare nell'uso. Gih. qualche diitore le aclotta: ved. p. es. S. FINIKOFF, 97, p. 212. 
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3. In u n  punto generico 6 della X,, 10 spazio proiettivo d7 appartenenza 
dei punti 

(3.1) 
ayA B ! = -  a['- 

é 10 spazio proiettivo (P,,) ivi Iangelzte. Le coordinate proiettive zA (in PN) 
di un qualunque punto analitico del10 spazio P,, si possorio esprimere sotto 
l a  forma. 

( 3 4  
ayA = p o ~ 1 - 4  4- 2'. - = 
aEr (a, P, y, 67 E, 57 rl =a,, a,, S.. , a,,). 

Le 2% sono su P,, coordinate proiettive omogenee del punto zA considerato 

rispetto ai  punti quali punti fondamentali, e al punto B, + B: 4- ... + B: 
- che da essi, in quanto sono punti  a/nalitici, viene determinato - quale 
punto unità. 

Pe r  una trasformadone (2.2), e cosi pure per una trasformazione 

delle coordinate curvilinee in X,, , il riferimento proiettivo ora detto non è 
invariante: inteso invece - come 6 naturale - che per le medesime tra- 

sformazioni sia invariante il punto analitico zA=zzB; ,  ricaviamo che per 
una trasformazione simultanea (2.2) e (3.3), del fattore d' omogeneità delle 
coordinate proiettive in PN dei punti di X, , e delle coordinate curvilinee 

su questa, i punti B: e le  coordinate za hanno le seguenti leggi d i  trasfor- 
madone : 

(3.4) B'$ = ?A$B; (cd, v, y', ô', d, y, q' = aOt7 a,', ... , a,,') 
(3.5) $3, = F - i ~ $ ~ ~  

ove abbiamo posto 

(3.6) a0 
a log P A - 1, AL', = 0, A:? = --- 

a y  
a y  ' AI, = - a y  (ed A ~ A $ , =  69. 

I l  oomplesso dei sistemi proiettivi (B:) sugli spaai tangenti costituisce 
per la  X , ,  quel10 che diremo un riferimento proiettiuo (locale) olono~t~o, O 

C-riferimento (6). Questo è parziakzente legato al riferimento ciirvilineo ( E r ) ,  

(7 1 I-riforimenti si pi'esentano ne1 modo pih naturale a chi voglia stiidiare le pro- 
prieth proiettil-e delle X,,  in PN: ved. B. 67 e i O ,  p. 35 e seg. e pp. 9-10, ove la nozione è 
introdotta come particolwizzazione dei B-riferimenti, di cui qui invece si parlera pia oitre 
(n. ô). Le corrispondenti tiasformazioni, caratterizsate dalle (3.6), O dalle C) del n. 7, sono 
state introdotte da1 YEBI.EN: 02, pp. 144-148. Ved. anche 60, p. 332; B. 86, p. 373. 
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e precisamente, ha  quale punto fondamentale B, il punto di contatto del10 

spazio tangente generico con la X,,, e ha i punti fondamentali B+ posti sulle 
tangenti in  quel punto alle n linee coordinate (Sr) che ne escono. Ma l'ipcr- 

piano fondamentale opposto al punto fondamentale B,, e cosi anche il punto 
unith, non sono legati alla scelta del riferimento curvilineo, bensi a quella 
del fattore arbitrario delle coordinate yA su X,, cio6, alla particolare rap- 
presentazione (2.1) della X,, quale luogo di punti analitici in P N .  

4. Si possono subordinare i riferimenti proiettivi locali per la  X,, al- 
1' assegnaaione del riferimento curvilineo : ad es. quando si  conosca uno sca- 
lare ~ ( 5 ~ 1 ,  ... , t a d L )  che per le (2.2), (3.3) abbia la legge di trasformnzione 

4.1) 
ove 

Allora effettivaniente le coordinate normali~zate 

risultano invarianti per le (3.2), e per un cambiamento (3.3) del riferiinento 
curvilineo divengono 

1 -- 
(4.4) '2 = A m t i  fYA. 

Ponendo nelle (3.4), (3.5), (3.6), 

abbiamo che la  trasformadone dei punti 'B: e delle coordinate 'zs (con ' desi- 
gnando gli elementi che corrispondono al valore (4.5) di p) viene effettiva- 
mente determinata da quella (3.3) delle coordinate curvilinee. 

Il riferimento ('B:) si dirà, per la  X,, , un riferimento proirttivo (locale) 
olonomo speciale, O D-riferimento (7. 

(7) 1 D-rifei-imenti sono i n  sostanna doviiti al CARTAN (14, p. 212). Questi mostra corne, 
data una connessione proiettiva, sugli spazi tangenti risulti tissociato a un 'ifemento cur. 
vilineo per l a X ,  nn riferimento proiettivo locale: ebbene tali riferimenti locali costituiscono 
appunto un D-riferimerito (B. 70, pp. 10, 19). L e  corrispondenti D-trasformazioni si sono 
presentate, attraverso a un ordine assai diverso di consideranioni, al V~:BI.EN (48). L a  relu- 
zione è stata notata in B. 64, II, p. 33. Ved. anche 47, 64; B. 83; H. 84, pp. 225.836; e cfr. 

26, 33, II. 46; 0'0, 96; 0'6, 71. I n  alcuni di questi larori I'esponentp - -- l di A nella (g.5) 
n + l  
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5. Accanto ai riferimenti proiettivi locali olonorr~i per la X,, puo oc- 
correre l'uso di riferimenti anolorzonci. I l  tipo piii generale (A-riferiwento) 
si ha prendendo, su ciascnno spazio tangente, ad arbitrio gli elementi fon- 
damentali e unità, cioé assegnandovi ad arbitrio n + 1 punti analitici indi- 
pendenti quali punti fondamentali (n) 

(5.1) 08') O;$, ..., DA,, O Of (A, ~ , V , O , T , U ,  ~ = 0 , 1 ,  ..., n). 

Questi punti si potranno trasforinare con formule arbitrarie di trasformazione 
lineare : 

(5.2) A Di., = Uf,(tal, ... , t a , L ) ~ t  (A', p', vf, of, TI, u', O' = 0') I f ,  .... , n') 

per le quali le coordinate di un punto analitico del generico spazio tangente 
varieranno ne1 seguente modo : 

Un caso particolare di A-riferiinento è quel10 pel quale il punto fon- 

damentale DU coincide, su ciascuno spazio tangente, col punto di contatto, 
gA = B: (A,-riferimento (')). Per questi riferimenti nelle (5.2) e (5.3) & 

(5.4) u:, - O (ed u: = 0) 

(i, j,  h, k ,  Z=1, ..., n ;  2, j', Tz', k', Z'=l' ,..., n') cioè, posto 

(3.5) U:, = p(tal, ... , Sal,) (onde u:' = p-') 

è sostituito da  altri valori numerici. Quale sia l'intima ragione della scelta del valoro 

-- potrh vedersi i n  48, B. 84, B, 70. 
n + i  

L'effettiva determinaaione del10 scalare r pub farsi i n  modi differenti: s i  veda H. 83, 
p. 412 e seg., pel caso N=.n + 1. P e l  caso generale supponiamo che si sappiano associarc 

in modo proiettivamente invariante al punto variabile R~~ della X, N- n campi di punti 

VA,  ..,, V A ,  wA che irisieme a B q ,  B$ ... , B:% formino N-uple di punti indipendenti e siano 
i N-n-1 
invarianti per le (3.3), mentre per l e  t2.2) le  loro coordinate subiscano la moltiplicazione per 

u, ..., v, B,,) i determinanti d i  ordine N +  1 delle cooi-dinate dei punti entro parentesi 
i N-n-1 

(a) Da1 CARTAN (14) sono introdotti e usati gli  A-riferimenti pi* generali; ved. inoltre 
B. 70, pp. 6, 23. 

(9) Anche per gli  A,-riferimenti ved. CARTAN, 14, p. 210; B, 70, p. 7. Cfr. 66. p. 107 e seg. 
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8 E. BORTOLOTTI e V. HLAYATY: Contribzcti alla teoria delle connessioni 

DoI = p6'. - ( O  per h+O 
" ' - )  p per h = O  

6. Nella stella di direaioni del10 spazio P,, 
generico la  scelta del riferimento curvilineo e di 
a uwa ornoyrafia: quella che alle tangenti alle 

dS1' 
cui coordinate omogenee - sono proporzionali ad dt 

tangente a X,, ne1 punto 5 
un A,-riferimento dà luogo 
n linee coordinate 5'' - le 

dSal dka2 dga* 
e alla « direaione unità », per la quale - - - - -- 

dt - dt -" ' -  dt 
, fa corrispon- 

dere le direzioni delle rette congiungenti il punto 6, ciob il punto fondamen- 
A tale D:, ai punti fondamentali Di', ... , D: e a1 punto unit& D,f + + ...+ Dn 

del sistema proiettivo locale. Tale omografia in generale varia, quando si 

cambino cornunque il riferimento curvilineo e l'Ao-riferimento. M a  se  po- 
niamo la condizione che invece tale o~nografia II sia invariante per dette 
trasformazioni - onde risulta lecito identificare i contrassegni fissi uoa, ... a,, 
e O1 ... n (e quindi anche i contrassegni correnti apyG~Sq e hpva~uw; ijhkl 
ed rstpq; ... ('O)) - dobbiamo collegare le trasformazioni (3.3) e (5.2) mediante 
formule 

(6.1) 
agv u;r = z(Si, ... , 5") - ag"" 

La condizione ulteriore che, quando non vengano mutate le coordinate cur- 
vilinee (cioh, le (3.3) si  riducano all'identitlt), le fo~rr~ule (5.2) trasforrtzino il  

sisterna proiettivo locale vnediante una omologia speciale ci dà poi (avuto ri- 
guardo alle (5.6)) 

(6.2) 'c = p. 
Infine possiamo scrivere 

(6.3) u),! = ?A:, (ed = p-'A*') 
ove (cfr. le (3.6)) 

(ed A~A;.! = 6;) 

le  A: restando del tutto arbitrario. Abbiamo allora quel10 che diremo un 
B-riferimento ("j. I n  particolare l'omografia II detta sopra pub ridursi nl- 

('0) D'ora in poi intendiamo dunqne, per seniplicità, qiiando non sia Iiiogo ad equivoci, 
sempre fiostitiiiti i secondi contrassegni ai primi. 

( 1 ' )  1 B-riferimenti sono introdotti in B. 70, pp. 8, 18; sulle corrispondenti B-trasfor- 
mazioni già un cenno & in 65, p. 352. Vedi anche B. 78; e 94, pp. 1821&1. 
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17identitil: il che ci dB in particolare che i punti fondamentali D: stanno siille 
tnngenti alle linee coordinate 5''. Diremo allora che si  ha un Bi-riferinzento. 

L' ipotesi idteriore 

dB luogo, come caso particolare del B,-riferimento, al C-riferimento, O rife- 
riment0 olononto gemrule; e piii in particolare a quello speciale, O D-riferi- 
mente; dei quali abbiamo gik parlato. 

7'. Le (3.0) pel cas0 di un riferiinento proiettivo olono/no, le (5.3) per 
quello di un riferiinento ccnolorzor~~o mettono in evidenza il comportamento di 
tipo tensoriule dei p u d i  analitici degli spazi tangenti per una trasformazione 
del riferiinento. È: naturale riguardare il punto analitico come un tensore 
controvarinnte di  valenzu 1 (12) (ciot?, secondo la terminologia più frequente- 
niente adottata, del Io ordine) per le trasformnzioni ora dette. Si presenta 
questa generalizzazione : 

Diremo tensore proiettivo analitico, in un punto 5 della X,, u n  ente rap- 
pesentabile, i n  relaxione a u n  qualunyue A-riferimento, tnedinnte u.n siste)m 

di quantith ~h;r(hb~, a condizione che, per una  trasforwmaione (5.2) del- 

l'A-riferimento, tale sistema abbia la  Eegge di trusfor~mzione 

s'intendono calco!ate ne1 supposto punto: ed h, k sono numeri interi 2 0  

(per h. = O, ad es., intendendo~i che ,mnc7zi il griippo di termini u;,); p é un 

numero reale qualunque. Pih precisamente ... 2, dotato dalla legge di  

trasformazione (7.11, ai dirà un A-tensore poiettivo d i  vnlema h + k (valenaa 
couariade h, ualensa cotztrovariccnte k); d i  peso p, d i  grccdo 

Quando il peso sin nullo, y = O, il grado g ha il valore 

('9 h a  parola a vaiciiza a, adottata da v. DANWIG, da SCHOUTEN e S-~BUIK ai hogo  
di quello che i piii chiamano a ordine n di un tensore (ved. 71, p. 431; 107, p. 7) è asbai 
espressiva e appropriata: basti pensare alla satzcrazione degli indici. 

Annali d i  Matematica, Serie  IV, Tomo XV. a 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



10 E. BORTOLOTTI e V. HLAVATY: Contribm5 alla teoria delle connessiomi 

che si dirà, per un tensore di valenza covariante h e valenaa controvariante k ,  
il grado normale ( i 3 ) .  

Alla veduta cui s'ispira l a  precedente definizione si contrappone - ma 
il contrasto é soltanto formale - l'altra, di carattere nominale, secondo cui 
l'A-tensore si identifica senz'altro con l'insieme dei sistemi di componenti 
che esso ha rispetto a tutti i possibili A-riferimenti: fra loro legati dalle 
formule (7.1). È del tutto indifferente, in sostanm, che si  adotti questa O 

l 'altra veduta: osserviamo soltanto che in quanto si consideri, secondo la 
prima veduta, l'ente « tensore » come qualche cosa di esistente all'infuori 
dei sistemi di  componenti che 10 rappresentano, si potrà parlare di « A-com- 
ponenti di un tensore », anzichè di « componenti di nn A-tensore ». Ma non 
pensiamo di attribuire gran peso a simili distinsioni! 

Fissiamo ad ogni modo, l'attenzione su  cib che caratterizza le « A-tra- 
sformanioni », ciob le trasformazioni (7.1) per gli A-tensori: 

4 - Le u;, solzo qualzcfique (tali soltafito che 1 U',, 1 f O). 

('3) Anche a proposito dei tensoii proiettivi (cfr. (5)) la terminologia fiiiora usatil dai 
differenti Autoii B quanto mai varia; non solo, ma gli stessi nomi hanno indicato enti 
spesso distinti. I n  un primo tempo si é detto temore proiettivo (!P. Y. 'PHONAS: 26, p. 318) 
un tensore affine, invariante per le trasformazioni] di una connessione affine Che ne con- 
servano le geodetiche. Da1 VEBLEN é stato detto tensore proiettivo quello che qui è chia- 
mat0 D-temore (48) poi quello che qui vien detto C-tensorsproiettivo analitico (62). I n  lavori 
recenti il tensore proiettivo analitico vien detto spesso proiettore (71, 74, 89, 108), mentre il 
tensore proiettivo geometrico, qui definito un po' pih innanzi (n. 7), i, stato chiamato 
prolettore-ideale (92, 108). Pei  due enti sono state usate anche le denominazioni rispettive: 
pro-affinore, e proiettore (H. 84). Nei vari casi si trattava, volta a volta, di C-tensori, 
D-tensori ed anche di enti soggetti ad altre leggi di trasformazione. Speriamo che la pre- 
sente formulaaione possa apparire abbastanza chiara e completa! L a  parola u tensore B, qui 
adottata, è già nell'uso in un significato che comprende quelli attribuiti alle parole affinore, 
proiettore, ecc. .... Scegliere una diversa parola pei diversi tipi di tensore (ne1 senso comu- 
neniente inteso), anche soltanto pei principali, B forse una complicazione superflua! Anche 
su qaesto punto pensiamo sia opportuna una semplificaaione. 

La  parola u peso B, pei. un tensore proiettivo, 6 qui usata in un significato che è! 
estensiono diretta e naturale di quello usuale (ved. per es. H. 44). Le  denominazioni 
R eccesso a e a grado m sono state introdotte da1 v. DANTZIG (71, p. 451). Ricordiamo che 
pel v. DANTZIG le componenti di un tensore sono funzioni omogenee (del10 stesso grado) 
delle n + 1 variabili omogenee, cui i punti della varietà sono riferiti: il grado del tensore 
è semplicemente il grado d'omogeneith ora detto. Ma avuto riguardo alle (7. 7) l'uso della 
stcssa parola nelle nostre ipotesi (alquanto differenti) appare giustificato. L'eccesso è pel 
v. DANTZIG la differenza fra il grado e la a valenza algebrica a (differenza fra la valenza 
controvariante e la valenza covariante) del tensore (onde la denominazione): questa relazione 
è per p = O  - con cambiamento d i  s e P o  della a valenza algebrica 8 ; in modo da dare ai 
punti analitici (di peso O), in armonia con la (3.5), iQgrado - 1 - la nostra (7.6), l'estensione 
è naturale. Sia l'eccesso che il grado possono considerarsi estensioni di  quella che vien detta 
(51; 107, p. 10) classe di una pseudograndessa, in relazione a una pseudograndesza fon- 
damentale (di classe 1). 
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Come si passi, in relazione a un B-riferimento, oppure a un C- O D-ri- 
ferimento, alle corrispondenti nozioni di B-tensori, ... , D-tensori, risulta ormai 
quasi ovvio: ma 10 esporremo in  modo preciso, tnnto più che risulta naturale 
una ulteriore generalizaa~ione. 

Quando il riferirnento adottato p& la X ,  sia un B-riferi~wnfo (O casi 

particolari) le U: ed A:~ sono date dalle (6.3)) (6.4), cioP soddisfano alle con- 
dizioni seguenti : 

B) 
x a[' . \ A,",(Si, ... , 5'" arbitrarie U P = p ~ ; / ;  AZ,=l, A;,=O, A;,=- aSS" / p(Si, ... , Sn) + O arbitrario. 

Valendo queste, le (7.1) divengono le . B-trasformazioni 3; e allora H;,:.';;'" 

si dirh un B-temore proiettivo (nnnlitico), O anche le sue componenti Xi;":?, 
relative a un B-riferimento, se ne diranno B-componenti. Ma pifi precisa- 
mente se la legge di trasformazione A la (7.1) il B-tensore si dirk <( di eccesso 

aero », e invece diremo che H;~.~i'"P"di i ... hl, valenza h + k, di peso p) 6 un 

B-tensore di eccesso e » se la legge di  trasformazione delle sue componenti é 

Ancora: diremo che i l  tensore Hi;''tinl,b ha il grado 

I n  particolare quando e + p(n + 1) = O, cosicchè vale la (7.4), diremo ancora 
che il tensore B di grado ~zomzale. Ora il significato di questa nozione risiilta 
ben evidente: basta notare che, in forza delle B), le formule (7.5) secondo cui 
si trasformano le componénti del B-tensore si possono scrivere 

ove II B dato dalla (4.2)) ci06 

Fra  i B-riferimenti generali e quelli che abbiamo detto (n. 6) B,-riferi- 
menti non vi è distinzione formnle: la differenza A soltanto nella interpre- 
tuaione geometrica. Cosicché nulla vi é da aggiungere circa i tensori, nei 
riguardi dei B,-riferimenti. 

Passiamo da1 B-riferirnento al C-riferinzento (nei riguardi formali) ag- 
giungendo la condizione (6.5). Dunque: C-tensore proieftivo (analitico) è un 
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12 E. BORTOLOTTI e V. RLAVATP : Cor&ibufi alla teoteia. delle connessioni 

ente ruppresentabile, i n  relazione a u n  qualunpue C-riferinzenfo, d a  un si- 

stenza Hi;l:.tiF dotato della legge di trasformaiione (7.5), ci06 (y.?), oue 

p( t i7  ... , En) .+ O arbitraria. 

ed U, A sono dati ancora dalle (7.2), (7.8). 
Infine : con 17ulteriore condiaione espressa dalla (4.6) passiaino dai 

C-riferiglzenti ai D-ri feriwzenfi. Qiiindi : D-tensore proief fivo (nnali tico) è 
u n  ente the i n  relusione a u n  D-riferimenfo -- e qui possiamo anche 

clire: in rel;iaione a un riferimento curvilineo per la X,, - si ruppresenfa 

con u n  sistema 13j''~<~~ dotato della logge di trasformaiion~ (7.7) - la  forma 

piCi gener;tle (7.5) qui è inanifestamente superflua - ove: 

a log 1 -- 
&=1. AEI=O, A$=--- A,, = . - p = ~  ~ i l .  a y  ,y q 

Per  un D-teiisore nelle'(7.7) i termini p", A P  si possono intendere riuiliti 
-- +P in un nnico termine A "+l , oppure pg--9'n+'': si preferisce scrivere la for- 

iniila ne1 primo modo, il che equivale ad assumere - - +p conie peso. 
n + l  

e il grado nullo. 
È manifesto che un A-temore b anche un B-tensore di  eccesso O; un 

quxlunque B-temore è anche un C-tensore, ecc. ... Ne1 seguito spesso parle- 
rerno di « tensori Y, proiettivi (annlitici) senza specificazione: 10 potremo fare 
senea ambigiiitR quando sin detto esplicitamente pual'è il fipo di  riferimento 
udottato. 

Accanto alla noaione di tensore proiettivo analitico ( A-tensore, B-tensore, ...) 
occorre introdurre il teusore proiettivo geonzetrico: ente ruppresentabile me- 
diante le cowponenti d i  un tensore proiettiao analitico dafe a meno di  u n  
arbitrario fnffore scalare $. 0. Cioè, che fa 10 stesso: rappresentabile me- 
diante I'insiewze dei wufui rapporti fra le componenti di Lin tensore proiettivo 
analitico. Secondo che questo A un A-tensore, ... , D-tensore, anche il tensore 
geometrico si  dirà un A-tensore, ... , D-tensore. Katuralmente i l  peso, l'eccesso, 
qiiindi anche il yrado del tensore analitico non hanno alciina influenza su1 
corrispondente tensore geometrieo; cosicchè nei riguardi di  questo non sarà 
restrittivo supporre ad es. il tensore analitico di grado zero; oppure di grado 
normale (h - k). 
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Finora abbiamo inteso riferirci a tensori proiettivi (analitici O geometrici) 
dati in u n  punto della X,, . fi ovvio il passaggio n cuwpi di tensori proiettivi, 
cioè a tensori proiettivi (analitici O geoinetrici) funzioni delle E1', ossia del 
punto variabile in un dominio, a un qualunque numero < n di dimensioni, 
della X,, : le cui componenti saranno funeioni delle 5", definite (e coiitinue 
derivabili, ...) ne1 supposto dominio; s'intende bene che le  (7.51, O (7.7) allora 
si debbono supporre verificate identicamente rispetto alle y. 

Osserviamo ancora chq per un tensore proiettivo (analitico) di yrudo 
norwmle e di peso O si potranno forinare, coi coefficienti u;,, delle coin- 
ponenti intermediarie ("); mentre per un tensore proiettivo analitico pure 
di peso O ma di grado O si potranno formare romponenti intermediarie coi 
coefficienti A",. Pel caso di un B-riferimento (O casi particolari), e di un 
tensore a valenze, covariante e controvariante, eyuali, si presenta una ambi- 
gui@ che pub togliersi soltanto distingucndo con opportune denominazioni 
- ad es. chiamandoli rispettivamente tensori di tipo I O di fi90 II - i ten- 

sori pei quali si riguardino, essenaialmente, le U T ; ,  oppure le A:,, q u d i  coef- 
ficienti delle formule di trasforînazione, che ne1 primo cnso si doz~rnnno 
scrivere nella forma (7.51, ne1 secondo caso nella forma (7.7). Ad es. A a n  

tensore del tipo 1 il « priwu, tensore unità » U; avente rispetto a un qua 
liinque A-riferimento le componenti t 3 " ,  e rispetto a due A-riferanenti le 

cornponenti intemediarie u;, od u:; b del tipo II il << secondo tensore unith » 

A; che in reladone a un B-riferimento qualunque ha le coinponenti 6; e in 

relazione a dzce B-riferimenti ha le componenti intermediarie A;, od A:. Ma 
salvo che nei riguardi delle componenti intermediarie la  distineione dei due 
tipi di  tensori non serve. 

8. Torniamo ora da1 formalisrno alla Geometria! risiilta ora evident,e 
quanto accennavamo sopra: che il pzcnto analitico dello spazio tangente 
alla X,, ne1 suo punto generico si identifica con un tensore proiettivo (ana- 
litico) controvariante .di valenea l (vettore proiettivo analilico controvariante) ; 
l'iperpiano (P,,-. ,) analitico dello spaeio proiettivo tangente si identifica con 
un tensore proiettivo analitico covariante di valenza 1 (vettore proiettitw ana- 
litico covariante); entrambi di peso O e, in relazione a un B-riferimento (O 

casi particolari) di eccesso O, quindi in ogni caso di grado nonnale, che in 
relazione a un B-riferimento è - 1 pel punto e -+ 1 per l'iperpiano ana- 

(44)  Cfr. 66. p. 10.2; 107, p. '22. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



14 E. BORTOLOTTI e V. HLAVATY: Contribiiti alla teoria. delle cormessiorti 
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litico ( ' 5 ) .  I l  punto geornetrko e Z'iperpiano geornetrico del10 spazio tangente 
si identificano col vettore proiettivo geometrico, controvariante O covariante. 
P iù  in generale uno spaaio Ph di P,i quale luogo di punti analitici O invi- 
luppo di iperpiani analitici é rappresentabile mediante un h-vettore (O tensore 
emisimmetrico di valenza h) controvariante proiettivo, analitico, semplice, O 

rispettivamente, mediante un (n - hJ-vettore covariante proiettivo analitico 
semplice; in entrambi i casi, di grado normale (- h od n -  h);  ecc. ... 

9. Pel caso di  un B-riferimento (O casi particolari) 13 immediata l'osser- 
vazione che un vettore proiettivo controvariante d d i  grado O dà luogo, tra- 
scurandone la componente vO, a un vettore affine (relativo, se di  peso -+ 0) 

controvariante vr = 81~1; mentre un vettore affine covariante w9. dà liiogo, 
aggiungendovi una componente nulla, a un vettore proiettivo covariante, 

' T 
ru1 = 6,,w,. . I l  significato geometrico é semplice : l a  direzione di a'' = 61vx ha 
per corrispondente nell'omografia II (n. 6) quella della congiungente il punto 
di  contatto al punto v" alla giacitura di w,. corrisponde quella dell'iper- 

piano w,. = 6;9v,. . Sali  elementi corrispondenti in II divengono coincidenti ne1 
caso di un B,-riferimento (O nei casi particolari: ad es. per tutti i riferi- 
menti olonomi). 

Poi: uno scalare (invariante) vO += O dà luogo, aggregandovi n componenti 

tutte nulle, a un vettore proiettivo controvariante di  grado O, v x =  8?v0; un 

vettore proiettivo covariante di grado O, nix dh luogo, trascurandone le  com- 

ponenti ru,, a uno scalare rv, = z~w, . .  È ovvia la generaliazazione: se ad es. 

è un B-tensore pr~iet~tivo (di grado 0) pei suoi quattro indici, Hj? 

H,P, H;,'" sono tensori misti (proiettivi per alcuni indici e affini pei rima- 

nenti); Hi;", H;;", Hi;" sono tensori proiettivi (ad una O due valenze co- 

varianti di meno del primitivo); Hj.h7h un tensore misto, Hh8rs è un tensore 

affine .... Se A,., è un tensore affine, 61A,., é un tensore misto, 616",,., é un 
tensore proiettivo, ... ('=). 

( ' 5 )  Questo non è che uno dei  modi possibili d i  normalizzare il  punto geometrico, dando 
origine al punto agzalitico (e analogamente per l'iperpiano). Non è detto che anche altri 
procedimenti non possltno essere utili! U n  esempio ci  s i  presenterà fra  non molto; nei 

riguardi della derivazione con parametri L;, (n. 17) vedremo che gli enti dotati del compor- 

tamento più semplice sono i tensori di eccesso e yrado ~zzcllo, e quindi di peso non. nullo! i l  cho 
conduce allora a valersi di un'altra normaliazazione per  punti e iperpiani degli spazi tangentj. 

( 1 6 )  Ved. 48, p. 158; B. 70, p. i2. L e  stesse considerazioni valgono anche, pih in ge- 
nerule, per  A-tensori proiettivi, quando perb alla trasformaeione per questi si  associ, con 
condizioni ansloghe alle (6. l), nna trasformaeione del riferirnento anolonomo locale affine: 
ved. 66, p. 112, O 61. 1, pp. 200-2001. 
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10. Sempre intendendo che i tensori proiettivi della X,, siano riferiti a 
un B-riferimento: si  pone naturalrnente il problema di completare il si- 
stema der, che 13 un vettore affine controvariante, con una (n t- 1)-esima 
componente (infinitesimale) de0, in modo da formare un B-vettore proiettivo 
controvariante (di grado e peso O), d tvu)) .  È immediato che dgo deve avere, 
per le B-trasforinaaioni, la legge di trasformazione seguente: 

Comunque sia scelto de0, il punto geometrico dt" sta sulla tangente in 5, 
omologa nella omografia II (n. 6) della tangente che ha la direzione (dt''). F' issare 
un valore per deo vu01 dire fisare u n  punto su quella tangente. Appare na- 
turale convenire che i punti d!). stiano, entro 10 spazio tangente in  un punto 6 
della X,, , su d i  un zperpiano. Assegnato dunclue, mediante un campo di 
vettori proiettivi geometrici covarianti TA - l a  cui legge di trasformazione 
puo scriversi 

-- un C C W L ~ O  d' iperpiani de@ spcczi tanyenti, Ia condizione cl' appc~rteue~tzcc 
dei punti dg" a questi iperpiani, 

(10.3) T>.dS" = O 
dà per dt* l'esprestiione 

cioè definisce d jo  quale forrrra yfaffiwna nelle dg"; la cni legge di  trasfor- 
mazione 6 appunto quella voluta. I n  particolare gli iperpiani del siipposto 
campo potrebbero essere quelli fondnmentali, opposti ai punti foii~lnrnentali 

y* = B:, dei sistemi proiettivi locali: allora e allora soltanto, in ciascun 
punto della X,,, dSO si annulla. 

('7) La questione dell' (n + 1)-?no differenziale dgo, O in particolare (in relazione a 
un C- O D-riferimento) dell' (n + 1)-mo pavametro, Lè stata assai discussa: la soluzione clle 
ne diamo, in relazione a un B-riferimento, appare semplice e chiara, mostrando in modo 
ben esplicito qual'b l'elernento arbitrario di  cui abbiamo bisogno per dedurne dio. Una 
offettiva costruzione di i O  in relaziono a un D-riferimento si  ha in H. 84. pp. 224-2-5; 18 
l'elemento arbitrario é uno scalare additivo. Ved. anche, pel caso generale (B-rifeiiniento) 
66, p. 120, e pei C-riferimenti, i lavori di VEBI.IEN e WHITEHEAD (62, 67: 60, Cg). Ricordiarno 
che per questi Autori go 13 un parametro indipendente da kt, E Y ,  ... gn; e che le componenti 
dei tensori proiettivi da essi sono considerati dipendenti, per mezzo di un fattore eMgo, an(-he 
da k6; M si dice l'indice del tensore. Ved. su questo anche B. 70, p. 12. 
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Si osservi che ad ogni modo - indipendentemente dall'ipotesi che dg0 
si esprima quale forma pfaffiana nelle dt'' - per la  (10.2) dg0 wuta allora 
e solo che vengono mutati, nei sistemi proiettivi Eocali, appunto quegli ipw- 
piani fondamentaii di cui ora accennavamo. Accettata - come intenderemo 
salvo contrario avviso d'ora in poi - qiiella ipotesi, si avrà per dSO una 
determinata espressione soltanto qiiando fra i dati della questione che si ha 
in oggetto figuri anc7ze u n  ccctnpo d'iperpiani degli spazi tangenti; altrimenti 
ci si potra valeïe di dSO, cioé dei punti dEA, *na non vi  si potrh nttribuire 
u n  eflettivo significato yeometrico. 

Pel caso di un C-riferimento si pub porre l a  condizione ulteriore che dSO 
sia il difierenaiale di uNa funaione [U([i, ..., Sn): ipotesi che per l a  (10.1) ha 

significato invariante appunto a condiaione che A:, sia il gradiente di ilno 
scalare. Bastera porre 
(10.5) [ O  = - log y, 

ayA aeyA 
ove Y B una funzione scalare delle yA e delle loro derivate ag7- - ' agg-agd - * S .  

definita su  X,, , e tale che : 
i) per le (2.2) si trasformi cosi 

ay* a23* 
ci06 sia nelle yA, - - ay- aSg.ai .,... complessivamente omogenea di grado 1 ;  

2 )  per le (3.3) sia invariante; 
3) non si alteri che per un fattore (costante +O) in conseguenza di 

una trasformazione delle coordinate proiettive in PN (O anche, di una tra- 
sformazione omografica di PN in sé). Naturalmente cp è determinata solo a 
meno di un fattore f. O invariante per 1.t: (2.2) e (3.31, e del resto arbitrario. 
Corrispondentemente go é determinato n meno di una funzione additiva arbi- 
traria (invariante per le trasformazioni ora dette). 

Pel caso di un D-riferimento, p essendo dato dalla (4.5)) cp è seinplice- 
1 

mente una qualunque densita scnlare (affine) di peso -- - determinata 
n t i '  

a meno di un fattore scalare invariante (di peso 0) + O  arbitrario ('y). 

11. Fino ad ora la  X,, si è sempre supposta immersa in  un ambiente 
proiettivo PN ( N z m ) .  Ma le considerazioni svolte e le nozioni introdotte si 

. . 
(4"  Precisamente, é al n. 20, nei riguardi dclle geodetiche, che ci riuscirà utile non 

assoggettare dko, a priori, alla condi~ione (10. 4). 
( '9) Ved. H. 84 (già cit.), pp. 224-225. 
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possono in gran parte estendere alle X,, considerate i n  sè, indipendentemente 
dall' eventiiale esistenza di un ambiente proiettivo d' immersione. Le defini- 
zioni perb vanno convenientemente modificrrte. 

Pel caso attiiale dobbiaino supporre esplicitainente quanto per le X,, 
di PN é gik conteniito nelle ipotcsi fntte circa i secondi membri delle (2.1): 
cioé che entro iina regionr i2 della X,, i pnnti sono Muaiuoca.rnente riferiti 
ni sistemi di valori delle 5''. 

Non volendo ricorrere alla nozione intuitiva di a spazio proiettivo tan- 
gente » (spazio P,, che si immaginit contenente il punto generico della X,, 
insieme col silo iiztoriio del i o  ordine su X,, ('O)) si pub anzitutto definire 
il tansore proietfivo, ccvzalitico O yeorr~efrico, in relirzione alle A-trasformazioni, ... , 
D-trasformazioni (cioè : l'A-tensore, ... , il D-tensore) ne1 modo indicato al n. 7, 
ove 1' ipotesi dell'ambienfe proiettivo non interviene in modo essenzinle. Qui 
bisogned riferirsi alla veduta noazimle (n. '7) in quanto la nozione del temore 
preesiste a quella del riferimento. 

Cià premesso: le coinponenti di un tensore geometrico di valenza 1 (vet- 
tore geornetrico) controvariante proiettivo, dato in un punto 5 della X,, , in 
quanto sono determinate a ineilo di un comune fattore e hanno legge di tra- 
sforniazione lineare intera e oinogenea, si possono rignardare quali coordinate 
proiettive owcogenee d i  u~z punto variabile in ilno spazio proiettivo n-dimen. 
sionale, P,,, associato al punto 5 della X,, : che si pub interpretare qiiale 
« spazio proiettivo tangente » alla X,, ne1 supposto punto. Coordinate in re- 
lazione a un sistema di riferiiiienti locali Che, rispettivamente, si potrà. dire 
ancora un A-riferimento, ... , D-riferimento : con 1' avvertenza che, ad es., 
quest' ultimo propriamente non si potrA dire legato al riferimento curvi- 

('O) Circa i a  noeione di spazio tangente ved. spec. 14, 52, 63, 6466, 96 (IlI), 108. S i  tratta 
i n  fondo di una questione d'inteqretaaione. Ma appare naturale valersi d i  quell'clemento 
concreto, che è 10 spazio lineare - proiettivo -' delle ciivezioni di X,, ne1 punto P chc si 
considera. (Cfr. 62, B. 64, 'B. 70). Inteso dunque che queato spaeio d i  direaioni, insieme al 
punto P. si pensirio dar  origine al10 spaeio proiettivo tangente (quale spazio puntuale), rimltano 
intanto localizzabili rispetto alle tangenti alle linee coordinate del  sistema curvilineo Er (ciub, 
rifcribili ad  esse mediante coordinate) l e  oongiungenti di P agli altri punti fondamentali e 
unità locali d i  un A,-rifei-imento: ciù rende lecito ripetere ne1 cas0 attuale le consideraxioni 
che ne1 n. 6 hanno condotto ai  B-riferinienti, e giustifica quanto svolgeremo a l  n. 17 circa 
l a  deviazione di una connessione proiettiva. Con questo 10 spazio proiettivo tangente non 
risulta del tutto localizzato rispetto alla varie&, ne1 senso cho una quaZu?aqzce famiglia 
d'iperpiani degli spazi tangenti, non passanti pei punti di contatto, pub identificarsi col 
sistema degli iperpiani fondamentali opposti ai punti d i  contatto in  un A,-riferimento arbi- 
trariamente assegnato. Una localizzazione completa s i  pub fare i n  relazione a una data con- 
nessione proiettiva: ved. 14, 54 e B. 70, pp. 1819. 

Annali di  Matematica. üerie IV. Temo XV. 3 
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18 E. BORTOLOTTI e V. HLAVATY: Contributi alla teoria delle colznessioni 

lineo, mentre il suo modo di trasformarsi è legato a quel10 del riferimento 
curvilineo. Anche ora si potrà introdyrre l ' ( n t  1)-esimo differenziale dEO, O 

in particolare l ' (n  + 1)-esimo parametro [O, come per le X ,  in PN; perb non 
sussiste piii quella costruzione che accennammo pel parametro y, e quindi 
per [O, in relazione a un C-riferimento. 

3 2 .  Le connessioni proiettive; costruzione al Anito. 

là.  Supponiamo assegnata una rappresentazione proiettiva (omografia) 
fra gli spazi proiettivi tangenti nei punti 5 e 5 alla X ,  fi): 

O 

a) wnivocatnente determinata dalla coppia (ordinata) di punti 5 e 5 e 
O 

variabile con continuità al variare di 5 e 5 enfro una certa regione n-dimen- 
O 

sionale Q d i  X,; 
b) non degenere in Q; 
c) tale che scambiando i punti 5 e 5 si cmuti nella sua inversa; 

O 

d) tale che per 5 = 5 si riduca all'identità. 
O 

1 coefficienti II).p di  queuta omografia, la  qua.le fa corrispondere al punto 
geometrico x). nello spanio tangente in 5 il punto geometrico ex(tll 5) nello 

O O O 

spazio tangente in 5, e quindi è rappresentata da equazioni 

(12.1) 

saranno dunque 

(cond. b)) che in 

(12.2) 

eL(E II 5) == n?&, WL, 
O O O 

(cond. a)) funzioni continue delle 5' e delle 5'' in P ;  tali 
O 

8 

I n?,,($ 5) 1 + 9 

cosicchb si potmnno costruire gli elemernti reciyroci IIir delle II?, in 1 II?, 1 ,  
soddisfacenti alle 

(12.3) nipn!, - sy ; 
inoltre si avrà (cond. c)) 

( 1  2.4) nil"(5, 5 )  = ~ ( 5 ,  E)m.(k 5) 
O O O 

e (cond. d)) 

('1) Una prima applicaeione delle vediite qui adottate si pub trovare in H. 106, p. 9 e seg. 
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ove ~ ( 5 ,  5) e +([) sono fiinzioni scalari (+ 0) qualunque, la prima siipposta 
O O 

soddisfacente alla condizione 

1 coefficienti II?,, natiiralniente sono determinati soltanto a meno di una 
trasfornzasione 

n'?d$ 5) = O([, ~j*n?$, E), 

ove a(E, 5) 13 uno scalare $ = O  arbitrario. 
O 

Circa le II?, facciarno l'ipotesi ulteriore che 

a') esktano derivate finife e continue delle II?,([, [) rispetlo alle Sr e 
O O 

alle Sr, di tutti gli ordini che occorra considerare. 
Osserviamo inoltre che non è restrittivo supporre, nelle (12.4), ~ ( 5 ,  5) = 1 

O 

(bastando ' per questo introdurre nelle II?#. 5) il fattore r'(5, Ej) : cosicche 
O O 

le (12.4) diverranno 

Questo porta corne conseguenza iinmediata che anche nelle (12.5) il fattore +([) 
O 

prende il valore 1, cioé che 

inoltre si vede che le (12.4") hanuo per le (12.7) carattere invariante a con- 
dizione che in queste sia 

ciob, che 10 scalare o(5, 5) si muti ne1 suo inverso quando si scambino fra 
O 

loro i punti 5, 5. 
O 

Le II?, dànno anche luogo n una rappresentaeione delle totnlità dei 
tensori proiettivi della X,, in 5 e in 5, l 'una sull'altra: 

O 

(12.9) ... , F) = n;< (F, F) ... n ~ g ,  en::, ie, s) ... nr:,, (e, 6) HG 9; y s )  
O O O O O O 

la quale perb in conseguenza delle (12.7) è in realtà determinata soltanto 
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20 E. BORTOLOTTI e V. RLAVATY: Co?atî'ibuti alla teoria.  delle connessioni 
- 

qiiale rappresentazione dei t e n s o ~ i  proiettivi geometrici di X,, in 5 e in g, 
O 

non dei t emor i  proief t iv i  a m l i t i c i  ('?). 

Per una trasforinaaione (5.2) del17A-riferimento le  II! (5  5 )  e I I i r ( S ,  5) 
I* 0 )  O 

hanno la legge di trasformazione seguente : 

Per le (12.10) le (12.4*) hanno carattere d'invarianza; la verifica è im- 
mediata. 

Notiamo esplicitamente che ad es. le II?!,, sono, corne le I I ! , ,  fonzioni dei 
due punti 5 ed 5 :  perb espresse per le loro coordinate 5"' ed 5" anzichè 

O O 

per le Er ed 5". 
O 

13. I n  conseguenzii dell'ipotesi a'), finchè 5 resti insieme a 5 nella sup- 
O 

posta regione S2 della X,, si  ha, tenuto conto delle (12.6*), 

onde, per le (12.31, si ricava 

("2) Naturalmente, se invece le II? si intendono fissate, la  (12. 9) dà una legge di ha-  r 
sporto dei tensori proiettiri ornalitici di peso ed ecoesso ~zullo, di valenae qiialunque. Si 

possono allorn anche normalizzare le II? (k ,  t) in modo che la legge di trasporto coaservi il 
1* O 

peso e Z'eccesso di un B-tensore proiettivo analitico qualunque: di peso p, di ecceoso e, di 
~n lenze  covariante e contravariante h, iû; escluso soltanto il caso in cui la v ~ l e n z a  algebricn 

k -  h sia niilla. Bastn sostituire alle II! (cl E) i loro prodotti per 
O 

ove abbiaino indicato cofi iu un qualunque sealare (affine) di peso 1, ci06 abbiamo posto 
qv = 90 lp... ., ove ?vqv 2... r,l B un qualunque n-uettore affine di peso O. Corne si vede, la nor- 
nmlizaazione v n ~ i n  nl unc.iare di p, e, h, k. 
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1 coefficienti A;,({), A;,([), ... degli sviluppi (13.1) sono dati da 
O O 

O O - - - lim - lim 
r-f; 5" - 5'' 5 - 5  5"-5" 

Dato un punto 5 in X , ,  corrispondentemente Q deterininato un campo 
O 

di oinografie IT?~(S, 5), e yuindi a un punto Z~ dello spazio tangente in 5 ri- 
o o o 

sulta associato un campo di punti 

degli spazi proiettivi tangenti nei punti g. I n  particolare data una qualunque 
linea I', 
(13.5) 5" = [''(t) 
uscente da 5 in X, , ,  lungo I' è determinato in re la~ione a1 punto 5 un tra- 

O O 

sporto dei punti degli s p a ~ i  tangenti (dei punti geometrici, e soltanto quando 

s'intenda fissnta m a  determinazione delle II!,, anche dei punti analitici), 
dato in forma finita dalle formule 

Pùssiamo scrivere queste equasioni in forma differenziale; pcr questo, 
deriviamo rispetto a t, considerando 5 corne fisso: 

O 
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82 E. BORTOLOTTI e V. HLAVATY: Con t r i bu t i  alla teoria. delle connessioni 

ove abbiamo posto 

Le (13.8) sono le equaaioni difierenaia2.i del trasporto dei punti (degli 
spazi tangenti) definito, in forma finita, dalle (13.6). A priori il trasporto é 
idegrobile, cioh, considerando le  s). quali funzioni delle c", l e  s", ET quali co- 

O O 

stanti assegnate, il sistema ai  differenzidi totali 

B illimitatamente integrabile. Le II;, si diranno i parametri del trasporto in  
parola: il quale, corne trasporto dei punti geometrici, pub anche rappresen- 
tarsi cosl, 

ove w(5, 5) b una funzione scalare arbitraria. 
O 

I n  conseguenza delle (13.1), (13.2), (13.9), si  hanno per le hi,.(!, 5 )  gli 

sviluppi 

in particolare 

(13.13) 

cosicche per una serie ml di punti degli spazi tangenti che si trasportino 
secondo la legge determinata da1 punto 5 e da1 campo d'omografie Il.& E), 

O O 

cioè, secondo il trasporto integrabile di parametri ni,([, E), ne1 punto si ha 
O O 

(contrassegnando gli elementi calcolati in questo punto con .): 

14. Jia ora iinmaginiamo di 

dicando ora il punto 5 con 5, le 
O 

fur variare il punto 5. Le (13.14), cioè, in- 
O 
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E. BORTOLOTTI e V. HLAVATY: Contribzcti alla teoria delle connessioni 23 

O anche, le 

(14.2) 

(ove cp(k) B una funzione acalare arbitraria) definiscono allora unu nuova Zeyge 
d i  trasporto dei punti (geometrici) degli spazi proiettivi tangenti, la quale 
nell'intorno del l0 ordine d i  ciascun punto 5 coincide w n  lu legge prilnu 

O 

consideruta, di parametri II~,.(s, 5); ma a differenaa di questa, non è pi& uin- 
O 

colntu alla scelta di  un particolare punto 5. Le A;;,(S) sono i pararuetri della 
O 

nuova legge di trasporto. 
Quando vari, secondo la (12.7), il fattore d'omogeneith delle II. , ,(j ,  51, le 

O 

II;,(!, E), A;,([) corrispondentemente variana ne1 seguente modo : 

cosicchè effettivamente le (13.11), (14.2) sono invarianti per le (i2.7), nredre 
non 10 sono le (13.10), (14.1). Più in generale le (13.11), (14.2) lianno carattere 
invariante per tutte (e sole) le trasformazioni 

dei paiametri, le T,.([, 5), O,([) indicando vettori affini arbitrari ; cosicch6 1' lino 
O 

O l'altro trasporto dei punti hanno parametri determinati - una volta fissati 
il sistema curvilineo e l'A-riferimento per la X ,  - a meno delle (14.5) e (14.6) 
(rispettivamente) ('9). 

(03) Verifichiamo subito che, 2)-(t), z*i-(t) essendo due serie m i  di punti analitici soddi- 

sfacenti alle (14, 2) e all'analogo sistema che si ha sostituendo alle A;,. le A:,. date dalle 

(14. 6), e a (p(57 un'altra funzione scalare (p*(tr) qualunque, lungo la  supposta curva i' si ha 

ne consegue che i corrispondenti punti geometrici coincidono sempre lungo I', se in un punto 
iniziale di I' coincidono. 
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24 E. BORTOLQTTI e V .  HLAVATY: Codr ibu t i  alla teoria delle connessioni 

Se poi per la X ,  si cambino, secondo le (3.3, le coordinate curoilinee, e 
i%siewae. secondo le (5.21, 1'8-riferinaento, le II~,(s, t), A& date dalle (13.9), 

O 

(13.3) hanno la medesima legge di trasfonrzaaione, che Q la seguente: 

15. Ora: si pub anche a priori assegnare per una X,,,  su cui sono fissati 
un riferirtaento curvilineo e un A-riferimento, un sistema difierenaide (14.21, 
cioè, a meno di una trasforrnaaione (14.ô), un sistenza di parametri A:,([): cib 
fatto, dati due punti 5, 5 e, generalmente, anche una linea I' che in X, li 

O 

congizcnge, le (14.2) dicnno luogo per intcgraaione a una rappesentazioue 
omograficn fra gli spaxi proiettivi tangenti i n  5 e in  5 allu X,: 

O 

ove i coefficienti A': (5 5 ;  I') sono in generale funzioni delle 5" e t" e in- 
O' O 

&me, funsionali della linea T (determinati da 5, 5 e r a meno di un comune 
O 

fattore scalare =+ 0). 
Quando mediante un sistema differenziale (14.21, o mediante il sistema 

di paranietri A&({), dati a ineno di una trasformizione (14.6) e trasformantisi 
secondo le (14.8), sono assegnate per una X,, le rappresentazioni proiettive 
(15.1) fra i suoi spaai tangenti, si dice che alla X, è data una conn~ssione 
proiettiva. Le A:$) si dicono parametri della connessione ( Z 5 ) .  Questa si dice 

O*:,, date dalle (14, 5), (14, 6) hanno la stessa leggc? di trasformaaione ('9 IX n*j- 

delle Ili,, A'. a condizione che nelle (14.5), (14.6) T,, o, siano uettori affini. 
Pr 

Notiamo una conseguenza evidente delle (14.7), (14.8): le d i l fe ien~e 

sono le co~npo?zetztz di un temore proiettivo, analitico, di peso ed eccesso nullo, pei priîni 
due inclici; affi9ze pel tergo indice. Naturalrnente in conscguenza delle (13-2) - le qiiali 

dànno anche, pel tensore T?~&,, j), uno sviluppo a partire da un quaIfinque piinto - 

si  ha T! , J g O ,  iO) = 0. 

("5 Questi che più innanzi (n. 1s) diciamo - onde distinguerli dai « parsmetri pro- 

iettivi >, corne I". - < parametri ~nisti . della connessione proict,tiva, s i  presentano ne1 rv 
modo più naturale quando di questa si vu01 dare una rappresentazione analitica. Le forme 
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i n t epub i l e  se lo 6 il corrispondente trasporto (14.2) (il trccspo~to proiettivo 
della co~z+zessioize (:'")); cioé se per esSR le rappresentazioni proiettive (15.1) 
risaltano itzdipendenti dc~llcc l i m a  1' ehe c o ~ q i u n y e  i t z  X, i p u n l i  5, 5. La con- 

O 

nessione si potrà des igmru  r~cediccnte i szcoi pnrvmetvi ,  in qiianto da essi 13 

individuata; non é rera l'inversa (anche fissati i riferiinenti), finchè i para- 
metri non vengano opportunamente normalizzati. 

Qnanto precede ci mostra senz'altro che: date in X,, le rappresentazioni 

a l  finit0 II!,($ El, ne risultano deterininate: 

CL) a n a  totalitR ,xn d i  co~?~tessio?zi pr'oieftice integrabili, d i  p c w a ~ ~ ~ e f t - i  
II:;&, [j, da l i  dalle (13.9); ciascuna delle quali si ha fissaiido il punto 5 e 

O O 

lasciando liberamente variabile il punto 5. Il triisporto proiettivo determiriato 
da ciasc~ina di queste connessioni tS, fra il ç o ~ ~ t ~ i s ~ ~ o i z d e n t e  punto Sie un piinto E, 

O 

stesso d u t o  dal la  rappresenfuaio,ze a l  firzito Il?,,([, 5). 
O 

b) u l ta  conuessioue proiettivcc, generulr~~enle  n o n  iutegrccbile, d i  yccrailiett-i 
da t i  dalle (13.3). Il corrispondente trasporto proiettivo (14.2) 8, nell'in- 
del l0 ordiiie di ciasciin punto 5, quello della corrispondente connes- 

O 

sione integrabile II$.(E, f). 
O 

1 paralteehi delle connessioni proiettive ora dette sono stati ricavati, 
al n. 13, seiiza alcun bisogno del trasporto lungo zma czcrva; B chiaro dunque 
corne la considera~ione di yuesto trasporto sia, d a  un p u d o  d i  v is ta  ana- 
li f ico,  inessenziale. Ma farne a rneno significherebbe occultare l 'essenaa geo- 
wzefrica della connessione. 

16. La connessione proiettiva (A;,) detta ultiiiiamente, ciob la sua legge 
di trasporto proiettivo, possono dediwsi dalle supposte oniografie al finito 

II?,,(j, 5) anche in un d t r o  modo, per vari riguardi interessante: 
O 

pfnffiane o>fi con le quali opera, alnieno in nn primo tempo, il CAIWAN, sono le d ~ , , d ~ ~  

(14, p. 210);' 10 S c ~ o v , i . e ~  nei lavori precedenti, quelli fatti in collaborazione col D. v. ~ a ï k i ~  
(69, e seg.) si  15 vulso pure generalmeiite di puranietri misti (17, p. 419; 34, p. 103: 61, 1, p.,197). 
Ved. anche 66: B. 64, 11, p. 29 e seg.; 54, p. 7-2. 

(26) La (14.3) riappiesenta un trasporto ltc@yo u n a  da ta  l inea,  quincli è seinpi'e &te- 
y m b i l e :  nia dicendo che e il trasporto è integrnbile u intendiamo dire, naturalmente, clie 10 
& i l  corrispondente sistema 

z[v(clzU -t- hi] zirdzv) - O 
IV 

ai differrriziali totali: cioè che il trtasporto <là Iiiogo, da 5 ,  a E ,  ad un piinto (peometiico) 
trasportato che non dipende dalla linea di trasporto. 
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- 

Indichiamo ancora, secondo le (13.41, con z).(S 11 5) i punti del10 spazio tan- 
O 

gente ne1 puiito 5 che si ottengono trasportandovi, con la legge di  trasporto 
O 

data dalle connessioni integrabili Ili&, 51, oioè dalle oinografie II?& k), i 
O 

punti s"(S] degli spazi tangenti nei punti 5 della X,,: cosicchè si avrh (ved. 

la (12.4")) 

(16.1) z'.(S 11 5) = a)-,(<, 5).lL(5) = n:((S, 518iL(5). 

Ebbene : poniarno 

e tenuto conto delle (14.8), che se 2). è un putzto amxlitico (vettore proiettioo 
analitico controvariante, di peso O, di grado normale), anche Fz'. è un punto 
analitico, mentre v,zh è un tensore snisto, proiettivo per l'indice A, affine 
per l'indice r. (E anzi le (14.8) sono condizioni necessarie e mfficielzti perchè Cal 

e v,z). costruiti con le  (16.5), (16.4), abbiano, corne a)., coinportainento tensoriale). 
La  dimostrazione delle (16.4), (16.5) 13 iminediata; basta osservare che 

dalle (16.1) si ha per derivmione 

onde tenuto conto delle (12.5"). (13.3) si ha, calcolando ne1 punto 5, appuuto 
O 

Diciamo ÔzL differenziale assoluto. e v,d. derivata covarZa&e (misti) 

di a)., coi p r a m e t r i  d i  de~ivaxione A;,,. I n  modo ovvio questi operatori si 
estendono a tensori analitici proiettivi (di peso O, di grado normale) di qua- 
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lunque valenaa : posto 

e 6Hh;Y:;)' 6 un nuovo tensore proieitivo cogrediente ad H,;:.!;/, mentre 

v,  H;['pii"pk ... A~ b un tensore qaisto, proiettivo per gli indici A, ... A, ,  y, ... ph; af- 

fine per l'indice r Perb qiiesti tensori, e cioh la derivazione covariante 
(proiettiva) e la differenziazione assoluta di  nn tensore proiettivo di grado 
normale, quali le abbiamo ora definite, non sono deterîtzinati dando sempli- 
cemente la connessione proiettiva; bisogna che un sistema di parametri ne sia 
assegnato. E se ad es. z). & un punto geowzetrico (vettore proiettivo geometrico 

controvariante), anche fissato un sistema di valori dei parametri A;,, non pu6 
neppure arerntarsi ad es. ch? 65" sia un nuovo punto geometrico. Ma le  
equazioni 

(16.12) 

("7) S e  alle si sostitiiiscono i cecfficienti norrnalimati ne1 modo accennato nella 

nota (-2), le (13.3) dànno, al liiogo delle A:,, i parametri 

1 
A!,+- h-k E X [ ( ~ +  P n + i  p ) ~ ~ , - ~ o i o g m  n t 1  1 

e il  procedimento indicato qui sopra dà, beninteso per un  tensorc proiettivo H;:;ri;;.i+k che 
/i 

abbia Z'eccesso e, i l  peso p, le valelzze h, k supposti, al luogo della (16.10) iina derivata 
covariante che ne  differisce pel gruppo d i  termini 

che T-a aggiunto a l  2 O  membro generico. Cfr. con la (17. Il),  e red. (30).  
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(ove $({) indica uno scalare arbitrario) hanno carattere invariante sia per le 
trasformazioni (14.8) e i cambiamenti (14.6) dei parametri, sia pei cambia- 
menti del fattore d'omogeneità delle d.  Tenuto conto delle (16.5) vediamo 
che le (16.12) rappresentatzo il trasporto proiettivo dei yunti (geometrici) della 

connessione proiettiva (hi,). Ecco la costruzione cui avevarno accennato. Na- 

turalmente se HJ;"<I;,'Q un tensore yroiettit30 ~eowetrico di valenza (contro- 

variante e covariante) qualunque, analogamente le eqnazioni 

(ove 6 ~ ; ; . ' 2 i - . F k  6 
i 1, 

variante : quindi 

oostruito mediante le (16.9) O (16.11)) hanno significato in- 

la nozione di trasporto proiettivo, relativo a m a  assegnata 
connessione proiettiva, si estende a tensori proietfi~i yeometrici qualu?zyue, e 

le eqiiazioni (16.13) 10 rappresentano. 

5 3. Connessioni proiettive e derivnzioni proiettive; 
i parametri normalizzati. 

17. Come abbiamo giA osservato, mentre ana. connessione proiettiva as- 
segnata deterinina il corrispondente trnsporto proiettivo dei punti, (14.2) o 

(16.12), essa non determina i corrispondenfi pnrametri A;, , dotati della legge 
di trasformazione (14.8), clze a meno di m a  trasformaxione (14.6). E quindi 
essa non determina le corrispondenti operazioni di deriva3ione covariante e 

differemiasione assoluta pei tensori proiettivi, se vogliamo che le  A;, siano 
assiinte a parametri di derivasione. Questo è un assai grave inconreniente 
poiché l'iitilitii, della considerazione delle connessioni si manifesta special- 
mente in quanto esse d à m o  luoyo, i n  modo semplice e d i  agevole intuisione, 
ad operawioni diferensiali invariadi. Ofiserviamo ancora che, se pure s'in- 

tendano fissati i valori dei parametri hi,., la derivazione covariante con 
questi da luoyo, applicata a tensori proiettivi, a tensori misti anaieh8 a nuovi 
tensori proiettivi. Una opportuns introduzione di parametri << proiettivi » 

nor.maliszati, che dalla connessione proiettiva (fissati i riferimenti) sono de- 
terminati, elimina corne vedremo gli iiiconvenienti accennati. 

Le formule di  trasformazione delle A';, per le (5 .2))  (3.3), 
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dAnno in particolare, nell'ipotesi clle ci si liiniti agli A,,-riferiinenti, 

(17.2) A",:,, = p U~'A;&,. . 
Di qui si vede che, ponendo 

(17.3) USr = P - Agr110, 
Z 

(r sealare =f O arbitrario), purchè sia 1 A:, 1 + O si pub rendere 

cioè, potendosi intendere clie sia p~ez.eniivamede fatta una tale A,-trasfor- 
mnzione, finché si abbia in oggetto uîza sola connessione proiettiva non é 

restrittivo snpporre (quand0 ( A::, 1 $= 0) 

I l  significato delle (17.4) è i l  seguente. Consideriamo una qualunque 
linea i' di X,, uscente da1 punto 5:  il luogo geornetrico dei punti che si ot- 
tengono trasportando, lungo la linen F medesima, secondo la Iegge di  trasporto 
(14.2) O (16.12) della connessione, sullo spazio tangente ne1 punto i i punti di  r, 
é una. linea I', di qiiesto spazio. La tangente a I' e la tangente a r, ne1 
piinto 5 sono omologhe in una ben deterininata trasfotvnasione owzografica T 
della stella (5) in sè. Questa omografia, O nieglio, 10 scostarsi di essa dall'identith, 
esprimono quella che diciamo la  deviazione ("9) della connessione proiettiva; se 
l'oinografia T 6 1' identità, in particolare, diciamo che la connessione proiettiva 
& serqdice, O senza deviazione. Cio premesso: a condizione che valgano le (17.4) 
le tangenti in  5 alle n linee coordivzate k ' ,  ... , Sn che Ize escono hanno oppunto 

nella 09~0grafia T puali oînoloyhe le congiungenti del punto 5, cioè del punto 
folzdawentale DO del17A,,-riferilbbento, ai punti  folzda~rhentali DP, ... , D:; e la 

( 2 8 )  L'osservaeione 6 dovuta al CARTAN (14, p. 212). Cfr. SCHOUTICN, 17,  p. U1 O 34, 
p. 154; 56, 61, ove & posto t =  c (cost. arbitr. * O ) ;  B. 70, pp. 17-18; H. 84, p. 2,s.  xella 

(17.2) e seg. dovrernmo, veramente, scrivere A:,, anzichè A:, (n. 5): l'indice i riferendosi al 

sisteina proiettivo locale, l'indice r al riferimento currilineo. I I  significato di 5: 6 qiiesto: 

l'unit&, O 10 zero, secondo che, nelle due serie di valori 1 ... n, ai ... a,, i ed r prendono 
valori d'egual posto O di posto differente. La (17.4), conie pih sotto è precisato ne1 testo, 
vale a fissare l'omografia Ii (n. 6), facendola coiricidere con l'omografin T; è qiiesto clie 
consente l'identificaeione dei contrassegni ijh ... ed rst ... . 

(2" L a  no~iorie di deviaaione è introdotta in  B. 70, p. 16. Esempi d i  connessioni (O d i  
derivanioni) proiettive che presentano deviazione non nulln si hanno nelle ~ a r i e  teorie della 
Relatività proiettiva. ved. ad  es. 67, 68, G9. 74, 81, 89, 1100. 
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tangente che esce da t con la K direnione unitii » (n. 6) d[' = d(% ... = dS" 
A A A ha per omologa la, congiungente 5 a1 punto Do + Dl i- ... + D, . Dunque le 

(17.4) valgono a fissare uua clusse di B-riferimenti (che soltanto se la con- 
nessione & seinplice saranno B,-riferimenti). 

D7 ora innanzi, quando avremo in oggetto unn connessioilc proiettiva 
potremo intendere sena'altro che i B-riferinzenti di cui ci vurre~~co siano tali 
da soddisfare alle (17.4). 

Per le trasformazioni del B-riferimento (le B-trasforwaz%o+zi, soddisfa- 
centi alle (6.3), (6.4)) le (17.1) prendono la  forma 

Queste dànno in  particolare 

(1 7-61 A::rr = A;~A:, + A:A;,A:, + a,., log 

O, i n  forza delle (17.4)' 

(17.7) O' 
= A:IAE, + a,., log p - TA:, . 

Assegnato iilteriorinente Lin cumpo di iperpiani (geoinetrici) dcgli spazi 

tangenti, ciok di vettori geoinetrioi proiettiri oovarianti Tl ( O  aiioora, çhe fa 
\ 

lo stesso, di B-vettori proiettivi analitici covnrianti di ppso e gmdo 9el.o 

vediaino che basta porre 

perclib, A,. aveiido la legge di trasformazione 

(17.9) A,., = AC& + a,., log'p 

(che è quella secondo cui si trasforma 2,. log cp, ove y sin uiio scdare  di 

grado 1 e peso O) e A;,, d'altra parte, trasformandosi cosi: 

(17.10) A';:,, = A:,A;, -1- a,., log u, 
ci si possa valere di A, , unito a A;,., pey formwe delle derivufe covuvia~2ti 
d i  B-tensori proiettivi di peso p ed eccesso e yualunque: 

Quando sia p =O, e = O  la (17.11) si ridiice alla (16.10). Perb va iîotato clie 
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E. BORTOLOTTI e V. IILAVATY: Co)~t) ' iDuti  d l a  teoiia del le  connessioni 31 

A,. è determinato dalla connessione proirttiva soltanto a meno d i  un vettore 
affine covariante additivo ("7. 

Ma particohinente seinplice è il caso 
d i  grado nullo: cio8, per la (7.6)) di peso 

k - h  
P = n ~ l .  

Per  ogni tale tensore la  (17.11) prende una 

(16.10): soltanto sostituiti ai pnrarr~etri A;, i 

di un tensore di eccesso nullo e 

fornia ésattainente analoga alla 

nuovi parainetri 

Questi hanno una legge di trasforrnazione differente dalla (17.1)) che vale 

pei parametri AL, e del resto cib é ben naturale: in qiianto le A;, servono 
da parainetri di derivazione dei tensori (di eccesso O e) d i  peso nullo, e 

le L;, invece, da parametri di deriva~ione pei tensori (di eccesso O e) di  

grado nullo. Ma l'interessante è che le L;, sono inuarianti per le trasfor- 
maaioni (14.6) dei parametri della co.nnessiotze ("1: dunque le derivate cova- 

(30) Un'alti-a derivazione pei tensori di eccesso e grado qualunque & qnella acceunata 
nella nota ("7): essa dà luogo a iina derivata la cui espressione si ha dalla (17.11) sosti- 
tuendovi, al posto di A,: 

'A - 
1 

(A;, - a,. log 14. 
1 ' - 1 2 + 1  

I l  carattere covariante d i  questa nuova derivata 'v,. ci & cviclente a priori, pcl modo come 
l'abbiamo otteniita. D'altra parte è agevole ~ e r i f i c a r e  clirettamoiite che 'A, ha in realth la 
stessa legge d i  trasformasione di A,. ,  (17.9). I l  che porta coine consegiienza che 

L,.='A,.- A,. 

6 u n  vettore affine covariante. Va notato che per  tensori qttalunque (O anche scalari) questa 
derivata 'V pub costruirsi: cade la liinitazione h - k S O  coi è soggetta l a  particoliire costru- 
zione geometrica che prima ne ahbiamo iiidicato, ved. (s) e (27). 

(31) Gih da1 CARTAN (14, p. 211) 6 stato osser~-ato che sono snfficienti a rappresentare 
la connessione, e in relasione a un riferiiiiento generalc nc sono individuate, l e  forme 

w'. -8;~:: le  quali hanno per coefficienti proprio le nostre .Li,. Ved. B. 64, II, p. 30; 
P 

B. 70, p. 20. 11 sistema LI. si prescnta i n  modo affatto analogo, anche nei riguardi della 
ILC 

forrnazione del t e twre  d i  cuvuatura (ved. piil oltre, forni. ('22.5)) a l  sistema Li, che figura 

nella teorin degli invarianti d i  una connessione affine per  l e  trasformasioni che s e  con- 
serwano il parallelismo delle direzioni. Ved. B. 60, pp. 76, 89, 93: B. 66, pp. 366, 370, 373. Bi 

pub rendere sempre A:, = 0; qucsto appare dalle (17. 7), O a partire dalle rappresentazioni 

al finito, pub ottenersi come è accennato in  qiiesto Iavoro a fine n. 18. (La condizione si 

conserva poi soltanto sotto la condizione ril: =a,. log ;). A4110ra I,:, si identifica con A;, : 

questa via  è seguita ad es. in  17, p. 421; 34, p. 154: 86, p. 110. 
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32 E. BORTOLOTTI e V. IILAVATY: Co?zt~iE>tdi ulla teoria delle connessiow' 

rianti 
p i  pk .- a,,Hi;pi ... - 

v z ~ l i  ... A h  - ... A,, 

the per un tensore d i  grado nul10 hanno significato e carattere di  covarianza 
non soltanto in relazione a un B-riferiinento, ma anche rispetto a un qua- 
lunque A-riferb~ento, sono determinate dalla connessione. Lo stesso potrà 
dirai ad es. del trasporto 

pei vettori proiettivi analitici controvarianti, di yrndo 0: che putrailno inter- 
pretarsi come punti analitici, convenientemente ~~orr~culixxati. 

18. Possiamo valerci delle (17.7) anche per eliminare p dalle (17.5). Tro- 
viarno subito che, posto 

(18.1) 1 .  1 .  - . O 

pT - ! .  oIAAOT 

si ha 

(1.8.2) r L f  ,,,,, = A ~ ' A ~ : , A ~ ~ I ' ~ ,  +- ~ P : T A T ~  + A;'~,.,AS,. 

Ora p e s t e  mostrano che se coi~qletiamo il sistewt ri, ponersdo, in rela- 
zione a un qualu.nque B-riferiinento, 

il sistema 1';;" cosi cosfituito ha la legge d i  trasformnzione 

(18.4) p.' ,,,, -= A~ 'AP ,A~ ,  r:;, + t$3,.,A',,A; . - ,  . 
Vedremo ora in quale senso anche le r',, si  possano riguardare coine 

parametri della connessione proiettiva (diremo, ove occorra: paranietri pro- 
iettivi; e le A';,, parametri misti); e anzi, quando sia fissato il valore di r, 
essi risultino 'deter/uitzati dalla conszessio~ze proiettiva; cosicchb le loro deter- 

minazioni 1';" corrispondenti al vnlore T = 1, cioè alle posizioni 
i 

(32) Cfr. 'P. Y. THOMAS, 26, 33 ; VERI.KN, 48, 52 (r = 1); SCHOUTEN, GOLAB, 

66, 61; H. 80 (r  = c,  cost.). Si noti che, pcr 1c (l7.2), r è irivai,iante nei cariibinrnriiti (le1 
B-riferimento. 
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E. BORTOLOTTI e V. HLAVATY: Contributi alla teoria. del le  connessioni 33 

al  luogo delle (17.4) e (18.3, si potranno dire parametri normalizsati della 

connessione ("9. Inoltre vedremo come si possano costruire, con le  I't,, delle 
derivate covarianti proiettive dei tensori proiettivi di  peso p qiialunque e 

grado zero (le quali sono dei nuovi tensori proiettivi); e con le I",, insieme 

alle A:, e a 7, anche delle derivate covarianti proiettive di tensori proiettivi 
d i  grado qualunque. 

Notiamo anzitntto che le equazioni 

del trasporto proiettivo dei pnnti (geometrici) determinato dalla siipposta con. 
nessione proiettiva si  possono scrivere anche 

cioè, insomma, 

ove W(t) indica una qualunque fun~ione  scalare. È vero che nelle (18.7) 
figura de0, il cui valore non 4 determinato dalla connessione (ma pub farsi 
dipendere, come vedemmo (n. 10) dall'arbitraria assegnaaione di un campo 
di iperpiani sugli s p a ~ i  tangenti): ma 6 ovvio che il valore di dEU non in- 
fluisce affatto su1 trasporto dei punti geowetrici dato dalla (18.7). 

D'altra parte le l'k, sono invarianti (finchb tale s'intenda s) per le trs- 
sformazioni (14.6), cioe 

(18.8) A*). = A : ~  + 6; O,. 

ove or 13 un qualunque vettore affine covariante; cosicchè le l$, fissato che 
sia il valore di 7, (e, naturalinente, assegnato i l  riferimento curvilineo e 

i l  B-riferimento, sodclisfacente alla (17.4)) le I'k, risultano effettivamente 
determinate dalla co~z~zessione; tali sono dunque, come accennavaino, senz' altro 

le ri,. Notiamo, a proposito di questi parametri (proiettivi) nor~i~ulizia€i $, 
i 

(33) Questi paranietri normalizzati sono introdotti in B. 70, pp. 19-21. U n  altro tipo di 

parametri normalizzati, esprimibile ad es. oosi, P L  .; L" 8' + 8' L:,, era &ho intmdotto 
Pr 98 P 

in B. 64, III, p. 88, O B. 66. p. 375 (ved. anche B. ;O. y. 21; 94, p. 184) in  analopia col 
sisterna dei parametri della connessione affine invariante, clctei.iiiinnt:i da iina lcgpe di tra. 
sporto Xneare delle direzioiii (B. 60. p. 78; B. 66, p. 363.). 

Annali di Matematioa, Serie Ir. Tomo XV. 5 
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34 E. BORTOLOTTI e V. HLAVATY: C o n t ~ ~ i h u t i  alla teoria del le  connessioni 

che essi fra gli « oggetti geometrici pei quali vale l a  legge di trasforma- 
zione (18.4) sono caratteriazati dalle condizioni (17.4*), (18.3") e 

(18.9) r:, = O; 
i 

cioè dalle 

(18.10) 

Se z'. 6 un vettore controvariante proiettivo (di peso zero e) d i  grndo 
zero, le (18.4) mostrano che tale è anche 

piii in generale, possiamo per un qualiinque' tensore proiettivo d i  grado sero 
e peso p formare con ri>;, (O in particolare con ) delle derivate eouarianti 

proiettive, che sono nuov i  tensori proiettivi (seinpre d i  grado zero e del10 stesso 
peso p) : 

(18.12) 

ove con IDv (O rispettivamentr con H),) designiamo dunqne il simbolo della 
i 

dcrivazione proiettiva di parametri I':;, generici (O di parainetri normaliz- 
1 zati rP,). 

i 

Le derivate col simbolo 37, pei tensori cli grado zero sono de fermina te  
i 

d a t a  l a  connessione proiettiva e qliindi le ri,; mentre i corrispondenti diffe- 
i 

renzial i  assolzcti proiettivi, di simbolo b, ove più in generaltl 
i 

(18.13) b = dSYDW 

contengono in generale d5" (escluso anai soltanto 
s i n  pel tensore i l  grado n o r l n d e  h - k )  e quindi 
conmessione proiettiva ( : l a ) .  

il caso in cui i l  grndo zero 
n o n  sono determinati  dal la  

(34) Ij'impossibilità di determinare, in generaie, in uzoclo intviweco alla connessiolze i 
differenziali proiettivi dei tensori Q stata variamente eniinciata e interpretata. Ved. 06, 
pp. 120-122: 61. 1, pp. 206-208; B. 70, p. 23; 71, pp. 4234.24; H. N4, pp. 245-246; 100. p. 67 ; 
H. 105, p. 123. 

h a  via per la quale si P giiinti ai sistenii di pavametri p~oiet t iv i  di uria connes- 

sione pioiettiva. e qoindi alle derivazioni proiettiue (n. seg.), non necessariamente legate a 
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E. BORTOLOTTI e V. HLAVATY: Cont) ibut i  idln teor-ia delle connessioni 33 

Pei tensori di grado g qiialunque basta porre 

(18.14) A ,  r , = - ~  
perchè, r,. avenclo la legge di trasformazione 

(18.15) r,, = A:,I',. + s;:a, log p 

si possa formare di un tensore H"'P'""'"i A,  ... A* grado g la derivata proiettiva 

(nuovo tensore proiettiro dello stesso grado g )  

(18.16) B)~H,.PI L ... ;il* = ô;a,.Hi.Pi . .C - (gr, + p r ; , , ) ~ ; ; l ; ~ ~ ; ; ~ ~  - 
4 11, 

h k 
- r, , r 5  H.- 111 --llk + ~ j r ~ , i ~ - - k  P.!-iTPj+i -.Pk. 

iJ l j v  hl... hj - l~ l j+ l  ". Ah TV Ai...l,, 

una connessione proiettiva vera e propria, non è veramente quella che qui sopra abbiamo 
adottato. L e  ricerche su quelle che i l  WEYL ha  chiamato le proprietà proiettive d i  una  
connessione affine (proprietà invarianti per le trasformaaioni che ne  conservano le  geo- 
detiche) - cioè: su quella che è stata detta la geoinetrma pvoiettiua de3 camwzini - (ved. 3, 
8, 9, 10, 81; 41, B. 64, 96) hanno condotto T. Y. THOMAS a introtlu~re, partrndo d a  iina con- 

nessione affine rzt, un  sistema che h a  una differente legge di trasforinazione, m a  è iw- 

variante ne1 senso detto sopra: e che egli ha  drtto sistema dei a coefficieqzti della connessione 
proiettiva B. (Ved. 23, 23, 24, 29, 32, 69 (ove i l  T ~ r o n i s ~ : ~  pel caso n = 2 ricava anche u n a  

conltessione affine proiettivamelzte invariante); 72, 76). Ora b appunto il sistema Il:,, di cui 

subito era apparsa l'importanza fondamentale nella geometria proiettiva dei cammini, clie 

dallo stesso T. Y. Y'HOMAS è stato cornpletato in un sistema Il'. di  parametri proiettivi u 
PV 

(ne1 senso precisato qui sopra ne1 testo); e cib al10 scopo d i  render possibile una interpre- 
tazione affine (n + 1)-dimensionale. Ved. 26, 33, 39, H. 43, H. 46 (ove la  teoria d i  !i!. Y. 
THOMAS viene estesa e cornpletata); 47, 48, 48, 60. Con ulteriori ricerche d i  VEBLYN, W E P ~ ,  
WHITEHICAD ed altri  (62, 63, 64, 55, 67; 63, 65, 9$) l a  teoria è andata riavvicinandosi alla 
sua essenea geometrica, dalle sue origini formali; il processo d i  riavviciiiamento ed unifi- 
cazione con le  primitive teorie d i  CARTAN e SCHOUTEN si 2, compiuto poi al suo ritoimo in 
Europa (66, 61; B. 70, B. 78; H. 83, H. 84); e un notevole impiiloo la teoria ha avuto dalle 
ricerche recenti sulla Relativith proiettiva (60: 74, 76, 77, 87, 88, 69, W, 91, 100; cfr. 67, 68, 
88, 81), ricerche guidate - dopo i primi lavori della Scuola di VEBLRN - dallo SCHOUTEN, 
e basate s u  un formalismo costruito da v. DANTZIG (71, 73, 92), d a  SCHOUTEN stesso ed 
HAANTJES (ved., oltre alle opere giit citate, 108). Dire conie siano congegnate tutte queste 
ricerche e anche soltanto corne v i  siano introdotte e tiattate, col mezeo d i  6 parametri pro. 
iettivi 3, l e  connessioni, sarebbe assai lungo e oltre tutto superflue! Ci limitiaino a chiarire 
il  nostro punto d i  vista: il formalismo dei parainetri proiettivi offre alle coniiessioni pro- 
iettive una rappresentazione comoda e anche utile, bcnchè coinplicuta con I'introduzione di 
elementi non intrinseci, quale è dgo. Ma soprattutto apre la via a generalizaazioni (« deriva- 
zione proiettiva ») e ad applicazioni, e sono queste che dànno :illa teoria uno scopo. A questo 
proposito rimandiamo ai nostri lavori: H. 80; B. 67, 70, 78; H. 83, S4, 106. ( I n  H. 88, in  
relazione all'ente studiato - una ipersuperficie di uno spaeio proiettiro - di0 vielle deter- 
minato; ciù risulta possibile appunto in  quanto l'ente corisiderato dR Iuogo a un sistenia 
d'ipeipiani nepli spazi tangenti (11. 10). Cfr. B. (i7, 70). 
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36 E. BORTOLO'ITI e V. IILAVATY: C o n t r i b ~ t t i  alla t e o r i a  delle connessioni 

Se il peso E nu110 e il grado g 6 il grado normale h - k ,  e allora soltanto. 

nella corrispondente esPressione Ce1 differenziale assoluto proiettivo 

(18.17) bHi;i a+. y ' &  / k = d;vD '3 * H - P ~  AL... ""Lk A h  

non figura dSO. 
Naturalmente Tl, O anche FI.  che corrisponde all'ipotesi T =  1, a 

i 

ferenza di ri,, non sono determinatm dalla connessione; o meglio (fissato 
i 

che per Tl il valore di T) 10 sono soltanto a meno di un cambiamento 

(18.18) r; = r h  + 6&,. 

dif- 

an- 

ove cp,. è un arbitrario vettore affine covariante. Mn ad ogni modo le formule 

ove b s'intrnda calcolato coi parametri ri, e FX, 
i i i 

e con un valore arbitrariamente fissato per il grado g e i l  peso p, rappre- 
sentano sempre la legye d i  trasporto (18.13) determinata dalla connessione 

pel tensore proiettivo yeometrico di componenti proporzionali ad H"'P'""'k. A ~ . . .  A,! Y di 

piii, in relazione alla scelta fatta per g, p, + e dEO d h n o  anche, lungo cia- 
scuna linea di trasporto, iina norwzalizzazione del tensore geometrico. 

Concludendo: la connessione proiettiva determina la legge d i  trasporto dei 
tensori proiettivi geo+netrici; deternzina i parametri nzisti L;, pei tensori di 
grado ed eccesso nullo, e, in relazione a u n  B-riferimento, i puramelri pro- 
iettivi nor+~ealizaati i'i, pei tensori d i  grado nullo; yuindi una derivaaione 

i 

mista covariante per i primi, una derivasione proiettiva covariante per i se- 
condi (quest' ultima pub generalizaarsi dando al10 scalare T, anzichh il valore l ,  
un altro valore qualunque, costante o funaione del punto variabile su X,). 
Con l'aggiunta di u n  sistema che ha la legge di trasfonîzazione (17.7) la con- 
nessione proiettiva dà luogo anclze a una derivazione proiettiva covariante dei 
tensori proiettivi d i  grado qualunque, e a una derivazione covariante mista 
dei tensori proiettivi d i  eccesso nullo, grado qualunque. L7ulteriore aggiunta 
di u n  campo d7iperpiani T,. degli spasi tangenti determina anche una deri- 
enzione coaariawte mista dei fensori proieirtivi di eccesso yualunque. L'aggiudu 
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di Th è i n  ogni caso necessaria (ove d t O  s'intenda espresso nella forma (10.4)) 
perchè risulti deferminato, d i  u n  tensore proiettivo di pado non normale, 
il  diferenniale assoluto proieftico quando ne è nota la derivata covariante 
proiettiva. 

1 parametri proiettivi normalizzati riv si  possono anche ottenere, come i 
i 

parametri misti bpV, direttasrzente a partire dalle rappresenluaioni al finito 
II! ([ 5). Basta normalizzare i coefficienti di queste rappresentazioni in modo 

O '  

da rendere II?&, 5) = 1, il che sarB possibile entro una regione n-dimen- 
O 

sionale opportunamente limitata di X,, in quanto é per ipotesi - per ln 

(12.5*) - II!,([, 5) = 1. Naturalmente i coefficienti cosi normalizzati, 
O O 

sono invarianti per le (12.7). Ricavando con le (13.3) le hi, corrispondenti, 

otteniamo ovviamente g, = O ;  possiamo intendere poi (secondo quanto s' è 

osservato al n. prec.) soddisfatte le (17.4*), cioè Âz, = 6:. Ma aI10ra le cor- 

rispondenti $, cioè, data l'invarianza dei parametri normalizznti per le 
i 

(14.6)) le ri,., risultano eguali alle Âi,, cosicchb, tennte presenti le (18.3*), 
1 

vediamo infine che i parametri normalizaati I't, si possono costruire con le 
i 

segueriti formule : 

19. Che coi parametri ïh,, e P l ,  O in particolare I';, e 1'1, si possano 
1 i 

costruire delle derivate covarianti (proiettive), non b affatto conseguenza della 
particolare costriizione di quei parametri a partire da una connessione pro- 
iettivn : ma soltccnto della corrispondente Zegge di trasformazione, (18.4) e (18.15). 

A priori possiamo assegnare i sistemi (« oggetti geoiiietrici ») !';, e l',, dotati 
delle leggi di trasformazioni ora dette e non soggetti ad alcnn'altra restri- 
zione; e valercene per calcolare, mediante le (18.16) pei tensori proiettivi 
analitici di  grado qualunque, e in particolare mediante le (18.12), quindi 

utilizzando le sole r iv ,  pei tensori proiettivi nnalitici di grado zero, delle 
derizrute covarianti proiettive. Assegnando, ulteriorinente, 1' espressione di dio,  
si determineranno corrispondenteinen te, secondo le (18.17), i diferenziali as- 
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soluti proiettivi dei tensori medesimi ; perb in generale non soltanto questi 
differenziali risulteranno dipendenti da deo, anche pei tensori di grado zero, 
ma la stessa corrispondente legge di trasporto (18.19) dei tensori geometrici ne 
dipenderd. Questo 10 vediamo subito riferendoci al caso più semplice, del 
trasporto dei punti geometrici. Inteso che bz" sia calcolato come per un punto 
analitico (tensore proiettivo di valenza controvariante 1, peso 0, grado - 1) 
il sistema 

quando l'espressione di dEO sia assegnata, mediante la (10.41, dà, luogo a un 
trasporto dei punti, che possiamo scrivere nella forma (14.2), ci06 

ponendo 

Fer  un cambiamento nella scelta di d i 0  qiiesti parametri A;, si mutano in 

ora di  qui si vede che A:,, *A;, sono parametri rnisti di una stessa con- 
nessio~e proiettiva - ciob: i corrispondenti trasporti dei punti geometrici 
coincidono - a condizione che sia 

ove w indica uno scalare arbitrario. 

Diciamo, anche quando l';, e sono assegnati a priori, che essi sono 
i parametri di uîaa derivazione proiettiva; designiamo questa mediante i suoi 
parametri. Cib posto, possiamo concludere: 

Data a priori unu derivazione proiettiva (ri,, r,): condisione necessaria 
e sufficiente perchè essa determini una legge di trasporto proiettivo dei punti 
geotîzetrici, e quindi una connessione proiettiva, è che vcclgccrao le (19.5). I n  
caso contrario occorre, per dar luogo a una connessione proiettiva, l'ulteriore 
assegnazione dell' espressione (10.4) di dSO, cioè, d i  u n  campo d' iperpiani 
degli spazi tangenti. 

Direnzo che mza derivazione proiettiva è di prima specie pando  vulgotzo 
le (19.5), cioè quando essa indiwidua m a  connessione proietfiua: in  cuso con- 
trario, che essa è d i  seconda specie. 
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Supponiamo che la derivazione (I",,, rl) sia di  prima specie; va esplici- 

tamente notato che pei suoi parametri rnisti A;,, dati dalle (19.31, non si yu6 
afatto affermare valgano, i n  gen.erale, le (17.4); i l  che porta in conseguenza 
l'impossibilità di costruire con le (18.1)) (18.3") dei paranzetri nor~)mli,nsati, 
caratterizzati dalle (18.10), per la connessione proiettiva che la supposta deri- 
vazione di prima specie determina. Cosicchè non è sufficiente, per 10 studio 
generale delle derivazioni proietlive e anche soltanto di quelle di prima specie. 
la rappresenfazione con quei parar~zetri nornzalizzati, utilissimi invece quando 
si debba studiare una singola con~zessione p~oiettiva e sia libera la scelta 
dell'd-rifeiimento. Questo non porta perb inconvenienti per la  costruzione 
degli invarianti di una derivazione proiettiva, come accenneremo. 

Se per una derivazione proiettiva di seconda specie, o in particolare 
anche di prima specie, valgono le (1'7.4")) i parametri normalizzati della con- 
nessione proiettiva che la  connessione determina insieme al campo d'iper- 
piani Ti sono: 

I n  particolare vediamo come- questi parametri riv non dipendano affatto 
i 

da l'1, ma soltanto da ri,,. 6e poi vnlgono anche le (19.5) con w = 1, cioè 
le (18.3")) le (10.6) divengono 

Osserviamo ancora che anche con qu-s te  altre formule 

si pub associare a una derivazione proiettiva generale (I':,) (pei tensori pro- 
iettivi d i  grado zero) t. a un campo d'iperpiani Tl. una connessione proiettiva, 

della qnale i parametri non)~nli,nzccti sono proprio le G:;,; cl'altra parte le 
i 

(18.4) mostrano che 

(19.9) - ri. ' p l .  - rj. 

P - Q O )  r - o p  

sono iensori proiettivi, di yrado zero, soddisfacenti alla ccindizione 

Di qui si pub ricavare che yli invnrianti della derivazione proieftiva l';, sono 
gli invarianti della connessione proiettiva d i  parametri nom~aliazati G;;, e d ~ i  

1 
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tensori proiettivi d i  grado zero E;, F; (soddisfacenti alla (19.10)), B - Ma ) . - E s  
l'interesse di questa riduaione non è che secondario, infatti la costruzione 
diretta degli invarianti di m a  ddvazione proiettiva generale non B differente 
da quella che dB gli invarianti di una connessione proiettiva. 

$ 4. Geodetiche. Trasporto a distanza finita lungo 
le geodetiche uscenti da un punto. 

20. Sia data in X, una curva r, E r =  Sr(t). La connessione (A;,) deter- 
mina, per integrazione delle equazioni (14.2) del trasporto proiettivo, una 
rappresentazione omografica fra gli spazi tangenti a X ,  ne1 punto fisso e 

O 

ne1 punto generico S ( t )  di I': 

Costruiti gli elementi reciproci AiTi, t,) delle hlp(& t,) in j h!,,1 non B 
restrittivo supporre (cfr. le (12.4*)) 

(20.2) h?,,(t, t,) = h,"(t,, t). 

Cià posto, è immediata l'osservazione che le A!, sono legate ai parametri 

~i , ( ( ( t ) )  della cownessione d a  formule (cfr. le (i3.9)) 

ove cp,. B un vettore affine arbitrario. Fer comeguenza si ottiene dalle (20.1), 
per derivazione : 

cioh, per le (20.1) medesime, 

dziL(t / t,) 
- - dEr 6s" t )  

dt zi(t 1 ti)+,. di = ~ ' , , ( t ,  t u )  (- + zu(tj~,. dt 1 dt 

ove +,., x,. sono ancora vettori affini arbitrari (e ~ E V  é dato dalla (16.3)). 
L'annullarsi dei primi rneinbri delle (20.5) espriine c7ze il  punto d.(t 1 t,,) è 

fisso; 1' annullarsi del secondo esprime c7te il pu,nto zi.(t) x i  trasporta lun,go I' 
per la  legge del trasporfo proiettivo della ~onnessione; che le due condiaioni 
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s i  equivalessero era ben prevedibile. Intendiamo d'ora in poi (in questo n.) 
che il riferimento adottato sia un B-riferimento: precisamente, che valgano 
le (17.4"); il che porta, come abbiamo visto (n. 17) la  coincidenza delle omo- 
grafie II (n. ô), che localizxano nella stella di direzioni tangenti in ciascun 
punto le direzioni fondamentali e unitb pel riferimento proiettivo locale ri- 
spetto al riferimento curvilineo, con le omografie T (n. 17), di significato 
intrinseco alla connessione proiettiva. E supponiamo ora in particolare che 

dS'- 
i punti aA(t) detti sopra siano, lungo i', i punti - (n. IO), posti siille tangenti 

dt  
omologhe alle tangenti di i' nelle omografie T (n. 17 ) ;  O, come diremo per brevitb, 
sulle tatzgenti associate a quelle di I' (che sono le stesse tangenti di  I' se l a  
connessione proiettiva 6 semnplice, ci06 senza deviaziotze (n. 17)). Osserviamo che 

dS" su quelle tangenti i punti - sono, finchè non si  fissi l'espressione di dkO 
dt  

- che per ora lasciamo affatto arbitraria -, punti qualunque, soltanto 
diversi dai punti di contatto. Nell'ipotesi detta sopra, consideriamo sullo 
spazio tangente a X ,  ne1 punto 5 la  linea 

che diremo iwtmagine tangenxiale d i  l? (relativa al la  supposta scelta d i  dSO). 
Per  le (20.5) abbiamo, ne1 punto t generico di i', 

dZx). dxl d<p --- A 

dt" di  
- = A t ,  t )  - + - Xv - 9 

dt ;: d t  dS') d t  

quindi vediamo che l ' i w n a g i n e  tangenxiale d i  l? è u n a  Eimea retta allora e 
allora soltanto che le tangenti  associate a quelle d i  r contengono un campo d i  
pun t i  che Eungo r s i  spostino pel trasporto proiettivo deter~ninato dalla colznessione. 

Le linee della X ,  che godono della proprietà ora detta si dicono geode- 
tiche della connessione proiettiva ("1. Queste linee si possono dunque rappre- 
sentare col sistema d7 equaeioni 

s e p  d e  der 
- + - x , . - = O ,  
dt' d t  d t  

ove x,. é un arbitrario vettore covariante affine; O anche, introdotto su  cia- 

(35) Cfr. 14, p. 219; B. 70, pp. 30-31; e i lavori di SCHOCTEN 0 V. DANTZIG, ove la no- 
zione appare profondamente modificata. Ved. ad es. 71, p. 431; 100, p. 68. 

Annaii di Maternatice, Serie IV. 'Porno XV. 6 
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scuna geodetica i l  parametro 

J 

al luogo di t, col 'sistema 

Queste non hanno carattere d'invarianza per le (14.6): ma è evidente che ad 
esse possiamo anche sostituire le 

bYV 

le quali invece (in quanto valgono le (17.4")) per le  (14.6) sono invarianti. 
I l  parametro 5, dato lungo ciascuna geodetica da 

è deternzinato dalla connessione proiettiva a meno di una trasformazione 
lineare intera a coefficienti costanti 

10 potremo dire parametro proiettivo pei punti della geodetica. Le (20.11) 
non dhnno soltanto le linee geodetiche: ma anche, a meno di condiaioni ini- 

dg1 
ziali, i punti - sulle tangenti associate a quelle di ciascuna geodetica, nej  

da 
suoi singoli punti je ami,  in relazione a l  riferimento curvilineo e al B-rife- 
rimento scelto, sempre a meno di dati iniziali le  (20.11) associano ai  punti 
di ciascuna geodetica i valori d i  u n  paralnetro 50). È quasi superfluo notare 

d5'. che le - soddisfacenti alle (20.11) non potranno i n  generale soddisfare anclte 
d!3 

alle (10.3) O (10.4), in relazione a una conveniente scelta degli iperpiani Tl: 
si vede subito che la  condizione per la compatibilith delle (20.11) e (10.3) è 

che il campo di iperpiani T l  sia conservato dalla connessione, cioè che il 
trasporto proiettivo degli iperpiani che essa determina dia luogo lungo una 
qualunque linea della X ,  a serie di iperpiani appartenenti al campo. In- 
somma : soltatzto se esiste um campo d' iperpiani conservato dalla connessione 
(il che porta, come vedremo, che la cownessione proiettiva è affine) si possono 
scegliere le serie d i  punti posti sulle tangenti associate alle geodetiche, e varianti 
lungo peste Zinee pel trasporto proietfivo della connessione, i n  modo che stiano 
sugli iperpiani d i  u n  camnpo, anzi, appunfo del cawbpo detto sopra. 
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Volendo rappresentare soltanto le linee geodetiche della connessione la  
prima equazione del sistema (20.10) O (20.11) (corrispondente al valore nu- 
merico v = 0) è naturalmente superflua; scegliendo convenientemente il pa- 
rametro p le rimanenti equazioni possono scriversi 

I n  esse i parametri I'lt possono normalizzarsi, secondo T. Y. THOMAS, in 
i 

modo che siano individuati dalle geodetic7~e (e da1 riferimento) (37. Na su 
questo non ci fermeremo. 

21. Mediante il trasporto proiettivo, determinato dalla connessione pro- 
iettiva che si considera, lungo le linee geodetiche uscenti da  un punto !, si 

O 

pub - entro u i a  conveniente regione n-dimensionale della X,,, d i  cui ogni 
pzcnto s ia raggiunto da  u n a  sola geodetica uscente d a  6 - costruire u n a  

O 

rappresentazione omografica a l  firzito, come quella (II? (5 5)) da oui siamo partiti. 
'" O 

Si  tratta semplicemente di  esprimere in forma finita gli integrali del sistema 

lungo una generica geodetica, che intendiamo rappresentata con le (20.11). 
O 

Per questo applichiamo, fornzalmente, l'operatore ai due membri della G 
(21.1) tenendo conto della (21.1) medesima e della (20.11); senza considerare 

dzh 
l'indice A ;  cioè, come se - fosse un sistema di' scalari, 1' un tensore di 

dci i l*" 

valenza covariante 2 (e grado zero), ecc.... Cib equivale a prendere in consi- 
derazione i tensori (e in particolare scalari) che me1 sisteslza attuale hanno le 

d"z(;i) 
componenti - d s  9 -- d s %  9 - e s  9 y?; ove A si considera corne indice ordinale. Avremo 

successivamente 

(36) Ved. loc. cit. (34). 
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(ove con indichiamo, cfr. 107, p. 24, eguaglianze valide in relaaione al- 
I7 attuale riferimento) ; onde, posto 

ove abbiamo posto (37) 

Generalmente queste rappresentaaioni al finito differiranno da quelle, 
II? (5 E), da oui siarno partiti: cib B a priori evidente in qunnto infinite dif- 

O' 

ferenti classi di rappresentaaioni II? (5 E), una delle quali 13 la P!,,(E, 5) 
I* O' O 

dànno luogo alla medesima comnessione. &!a facilmente esprimiamo le con- 

dizioni, perche le rappresentavioni omografiche II?,($ s) si riducano alle 

P? (5 51, individuate dalla connessione: 
O' 

Osserviamo Che, date le II? ((5 E), anche a meno di una trasformazione 
I* 0' 

(12.7)' risultano associate a ciaacun punto 5 le cmn-' linee integrali del si- 
O 

stema seguente (e corrispondenti ai sistemi di valori dei rapporti fra le a": 

dEX (21.6) - =II? ((5 &P 
ds (per s=s,, E1=5'.) 

O' O 

Che ne escono: esse sono le geodetiche della connessione integrabile II$(:, 5) 

(n. 15) uscenti da 5. Cib premesso, ecoo le condiaioni (necessarie e sufficienti) 
O 

cercate : 
a) Ciascuna linea, in relazione a un suo punto 5 geodetica della con- 

O 

nessione integrabile II$&, E ) ,  deve essere anche, in relazione a ogni altro 
O 

suo punto 5, geodetica della connessione II;,(<, 5); il che porta per conse- 
i i 

(37) Ad evitare ogni incertezza circa la convergenaa degli sviluppi ci poniamo nel- 

l'ipotesi del19artaliticith delle funsioni (A;,.? I" ) in consideranime. 
PU 
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guenza che le geodetiche di II;&, 5) non dipendono da 5, e coincidono con 
O O 

le geodetiche di Aiv( [ ) ;  
b) I l  trasporto proiettivo a distansa finita definito dalle (12.1) lungo 

ciascuna delle geodetiche ora dette deve, inoltre, essere transitivo; ciob, 
se 5, t, 5 sono tre punti su una stessa geodetica, si deve avere 

0 1 2  

(21.7) n?,(~, S)II'v(E, E )  = kn',(5, E )  (k scalare). 
1 2  O 2 

Analiticaînente perb è più semplice, per esprimere la coincidenza delle rap- 

presentanioni II? (5 5) con le P? t), valersi del confronto diretto fra gli 
i* 0' 

sviliippi (21.5) e quelli che analogamente si ottengono per II?,, partendo, an- 

sich8 dalle ri,, dai parametri proiettivi normalizzati @';, della connessione 
i 

integrabile II",,: 

(2 1.8) 5' 
II? ( 5  E(i)) 6'; - (0';,)~av5 - (Dm@') avcccP - - ' 0 

rv 0 2 

ove, le II>(!, t) essendo date dalle (13.9), si  ha  

infine H) è il simbolo di derivazione proiettiva coi parametri O;, . 
0 

Per  la  coincidenza delle due classi di rappresentazioni naturalmente oc- 
corre e basta che sia 

ma è sufficiente che le  relazioni valgano con +(S, 6) = 1. Eguagliando i coef- 
O 

ficienti dei termini d'eguale ordine abbiamo dunque un sistema di condizioni 

sufficienti perchè le rappresentadoni a l  finito II? (5 5 )  siano quelle cui dà, 

origine il trasporto da 5 a 5 lungo la geodetica congiungente (38). 
O 

(s8) Si tenga presente che le  r'. si esprimono, mediante le (18.1), (18.10), (13.3), o di- 
i I*" 

rettamente mediante le (18.21): per le II!,~(~, E )  e loro derivate. 
O 

(contivzuu) 
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Sur les réductions monômes des iritégrnles abéliennes. 

D. MORDOUKHAY-BOLTO~SKOY (Rostov-Don).  

$ 1. Le théorème de Koenigsberger. - En vertu des recherches de 
LIOUVILLE (i), ABEL (') et KOENIGSBERGER (7 le problème gen6ral de la 
reduction de l' integrale abdienne : 

definie par la courbe 

(1) f (x, 21) = 0 
à 1' integrale 

et encore à des fonctions algebrique-logarithmiques se ramène au problème 
de la reduction à la forme suivante: 

&(x, y), R(x, y)  étant des fonctions rationnelles de (x, y),  au moyen de la 

(i) LIOUVILLE, Mémoire sur l a  classificatwn des transcendantes etc., a Journ. d e  Lioii- 
vi l le  B, t. 2, 1837. 

( 2 )  ABEL, Précis d'une théorie des fonctions elliptiques, a Journ. d e  Crelle B, t. 4, 1839. 
Oeuvres,  t. 1, p. 545, aussi, t. I I ,  p. 278. 

(3) KOENIGSBERGER, Ueber die Reduction Abelscher Integrale a u f  niedere Integralformen 
specielles auf  elliptische integrale! e Crelle's Journal 2 ,  t .  89, 1880. Vorlesungen über die 
Sheorie der hyperelliptischen Idegra le ,  Leipzig,  1878. Allgemeine Untemuchungen auf  dze 
Iheorie der Differentialgleichungen, Leipzig ,  1882. 

D. MORDOUKHAY-BOLTOVSKOY, S u r  l a  rdduction des intégrales abéliennes a u x  t ~ a n -  
scendantes inférieures, a Annales  d e  l ' Ins t i tu t  Polytechnique de  Varsov ie  B, 1906. 
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substitution suivante : 

(511 a,,(%, + u,~(x, y ) ~ ~ l  + .--- ~il~, i (x,  y )  = 0 

(6) i i) 7; = s([ii)) x, *y) 

où .  qi(x,  y) est une fonction entière de (x, y) ,  s(s?), x, y )  une fonotion ra- 

tionnelle de (x, y, (y)), [li) une racine de (5)i. 
L: Bquation (5) nous donne: 

(7) d@) = ~ ( < i j ) )  r, y)dx + v(@), x, y)dy 

où u(~$J), a, y), V(S:), X, y) sont rationnelles par rapport à @, z, 3. 

L' Bquation (1), qui definit 1' integrale F(x, y)dx 

(8) 

S 
d y = u(x, y)dx 

oh u(x, y) est une fonction rationnelle de (x, y). 
En substituant la valeur de dy de I'Bquation 

nous avons: 

(9) d ~ ! ] )  = T,($), X, y)dx 

nous donne: 

(8) dans 1' équation (7)) 

Ti étant une fonction rationnelle de ($), x, y). 
En multipliant les deux parties de (9) par la fonction rationnelle: 

+!$)(5ii), #) que nous construisons d' une manidre que 1' intégrale : 

soit de première espèce 
par l'équation (9) 
(10)i 

(ce que nous pourrons faire si ni 2 1) nous obtenons 

+!:)([y), rl$i))di$J) = w(@, x;, y)dx 

Wi Btant rationnelle par rapport à (Sii), x, y). 
En ajoutant ces équations (10)i respectivement nous avons pour les mleurs 

différentes de j = 1, 2, ... o: 

La somme qui se trouve dans la partie droite de (11) est une fonction 

rationnelle symméfrique de @) et par consequent elle s'exprime en vertu de 
l'equation (5) en fonction rationnelle de (x, y). Par suite 
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L a  somme dans la  partie gauche restant finie pour toutes les valeurs 

de (@), q!"), et aussi pour toutes les valeurs de (x, y), ( y comme 
J 

l'integrale +il)([, y)d[, devra être de première espèce ou (ce que KOENIG- S 
SBERGER n'a pas remarque) constante. 

Nous allons demontrer qu'on ne peut avoir que les deux CRS suivants: 

1) &), sont constants et alors on peut poser dans (3), Bi = 0. 
2) I l  existe pour le moins une fonction B'il)(z, y), distincte de z6r0, 

, satisfaisant à la réduction (12). 
En effet si toutes les sommes: 

qui correspondent aux différentes integrales de première espèce pouvaient se 
ramener à des constantes, (S'j', q'j') serait definie par 1'Bquation de degré TC, 

dont les coefficients sont des fonctions uniformes de 

et comme uk = const., on aurait aussi @' = const., qli) = const.. 
En supposant, que la reduction soit donnee dans la  forme preparée, c'est 

à dire contenant le moindre possible nombre de transcendantes $J,(!, q)dS et I 
par consequent en supposant les sommes pour lesquelles Bi = O exclues, nous 
pouvons énoncer le theorème fondamental de KOENI~BERGER:  

Si  l'intégrale abélienne x, y)dx se ranzène aux: intégrales +i(E, q)dE, S 
on peut toajours indiquer pour chape intégrale /$&, 9)dS au moins une 

intdgrale de première espèce se réduisant au moyen de la nzêtne substitution a 

l'inléyrale de premi6re espèce S+!"(E, q)dS. 

Ainsi pour la  r6duci;ion des integrales de seconde et de troisième espèce, 
i l  est nécessaire mais non suffisant que le problème de la  réduction des 
integrales de première espace soit r6soluble. 

On peut ajouter que dans le cas gBn6ra1, si  on a la reduction de l'in- 

tégrale de première espèce (12)k pour k = 1, il existe encore n, - 1 ré- 
ductions semblables. 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo XV. 7 
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Les F\;)(X, y)dx composent le système coinplbt des ni integrales indepen- S 
dantes de premibre espèce. 

En effet, si dans le cas géneral quelques FIB(z, y) etaient Bgales à zero, 
on aurait la même chose dans tous les cas particuliers. 

Si 170n pose tous les i$), Y#' excepte ta'), Bgaux des constantes, en 

divisant 1' 6quation par 5 - SV) on obtient 

et par consequent en vertu de (6) on a aussi: 

ai(%, y), pi(%, y) Btant rationnelles par rapport à (x, y). 
Voici un exemple d'une semblable reduction: 

et à la fois 

(1512 

Dans ce cas la reduction (12) se ramène à la forme 

à un seul terme, que nous appelerons monôme. 

Mais on peut avoir des cas où le nombre des intégrales ,k x, y)dx rd- Pi 
ductibles est moindre que ni. 

Les cas de ce genre nous allons appeler - cas critipes du théorème 
de Koenigsberger. 

La reciuction (12) est obtenue par (1-2). 
Nous pouvons dire que la compatibilite des equations: 
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definit les conditions necessaires et suffisantes de la reduction des integrales 

de premibre espbce F(x, y)dx à des integrales 445, r))dE, qu'on peut formuler S Ï 
de la manière suivante: 

(y ,  x) étant des coordonnées sur la courbe (1) et une coordonnée 5 sur la 
cozcrbe (2 )  étant définie par l'équation (5) avec les coéfficietzts u,(x, y)  rationnels 
par rapport à (x, y), l' autre y peut être exprimée rationnellewtent en (6, x, y ) .  

5 2. La réduction rationnelle manôiiie. - Dans le cas general, dans la 

r6duction (12) on a le nombre des integrales $,k([(J), y'j))d['j) 6gal à TC, genre S 
de la courbe (2). 

Mais des exceptions peuvent se rencontrer les reductions du type raccourci 

Ce racourcissement est possible dans la forme canonique (12) avec la 
substitution de la forme (5-6) qui se ramene à 

Mais la meme chose est possible aussi pour la forme nom canonique, 
quand (5, 7)  sont des fonctions algebriques de (x, y) et (x, y) de ( 5 ,  y)  du type 
général. Quand on passe à la forme canonique, sans doute la forme a un 
seul terme se d6truit. 

Dans le memoire present, nous avons l'intention de discuter le cas 
oh p = 1, c'est à dire de la reduction menôme: 

Nous prendrons d'abord le  cas où la réduction est canonique, c'est à 

dire la réduction rationnelle moîzôvne : 
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D'abord il faut remarquer que dans ce cas on ne peut avoir le cas critique 
au théorème de KOENIGSBERGER. NOUS devons avoir toujours n r6ductions: 

La condition necessaire et suffisante de la  reduction des integrales de 
premibre espbce peut être formul6e de l a  manière suivante: 

La courbe f(x, y) = O (l), qui définit F(x, y)dx s'obtient par la  transfor- S 
mation rationnelle de l a  courbe S(5, ri) = 0 (21, qui défi$& 

Dans le cas gén6ral nous avons la  transformation biratiorznelle de la  
courbe (2) c'est à dire les équations qui definissent (x, y) en (5, y)  sont du 
premier degr6 et 

(20) x = 4 5 ,  11) 
(21) Y = b(E, 11) 

et B chaque point de (1) ne correspond qu'un seul point et inversement. 
Mais sous certaines conditions pour les coefficients de E(X, y), P(x, 9) il 

peut arriver que (x, y) soient definis par des 6quations d'ordres sup6rieurs: 

y dans le cas où x n'est pas racine multiple de (22) s'exprime rationnelement 

en (5, Y, 4 
(23) Y = w, 7, 4 

Dans le cas contraire: 

A un point de (2) correspond non un seul, mais q points de (1). 
Une telle transformation (on une telle substitution) sera appelMe-rationnelle 

d' ordre q (4). 

Si nous substituons dans (1) les expressions de (x, 9) en (5, y )  de (22), 
(23) ou (24) ou si dans 1' 6quation 

( 4 )  SUC. la transformation ratio.ianeZle, V. 
APPELL et GOURSAT, Théorie des folzctiorzs alyébriqzces e t  de leurs intdgrales, Paris, 

1895, ch. IV, 5 119, 120. 
PAINLEVÉ, Sur les équatiolzs clifférentielles du prenzier ordre, Annales de 17*cole 

Normale s, 1891. Leçons sur la théorie analytique des ép. rZiff., Paris, 1897. 
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qui s'obtient par la multiplication des valeurs de f(x, y) pour les systèmes 
differents de (x, y) satisfaisant à (22), (23) ou ('24), nous remplacerons les 
fonctions symmétriques (xi, y,) par leurs expressions tirees de ces Bquations, 
nous obtiendrons oomme resultat de (l), (18), (19): 

Les degrés de w(k, v) Btant par rapport à 5 et 7, p et v ,  p étant l'ordrc 

de 4x7 Y), v de P k ,  Y). 
La partie gauche w(t,  7) ne doit pas necessairement coincider avec 445, y) 

dans le cas de la transformation birationnelle: 

et dans le cas de la transformation d'ordre q > 1: 

(28) w(t, 4 = 4 4 4 6 ,  v)lq 
où A est constante. 

On a donc 
p = prq, v = vrq, 

pr, vr etant les degrés de +(El y)  par rapport à 5, q. 
Si on peut indiquer pour q une limite supérieure 

on pourra r6soudre le problhme de la  reduction de l'integrale de premibre 
espece au moyen d'un nombre fimi d'opérations algébriques. 

I l  faudra seulement décomposer le problème de l a  reduction par la  sub- 
stitution d'ordre quelconque en M problèmes de la réduction par la sub- 
stitution d' ordre determin& 

En vertu du theoreme connu de H. WERER (5) 

on pourra prendre pour n > 1 

Les conditions de la  reductibilite au  moyen d' une substitution de l'ordre q 
peuvent être formul6es de la manière suivante: 

( 5 )  PICARD, COUI'S d'Analyse, t. II, p. 454. APPELL et  GOURSAT, p. 476. 
SEVERI, Vorlesungen über algebraische Geometrie, 1921, tj 61, B. 109. 
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I l  existe une fonction rationnelle a(x, y)  d'ordre p'q de x et y, definie 
par 1' equation 

(1) fi%' Y) = 0 

telle, qu'en posant 5 = a(%, y) on aura pour y, definie par 1'6quation 

l'expression rationnelle en (x, y )  

Nais chaque fonction rationnelle de (x, y)  est uniforme sur la surface 
de RIEMANN (y, x) et inversement. 

Si 

(30) 

et à la fois 

Si r < O et E, est fini, nous avons: 

Pour O = 1, 7 est uniforme sur la surface de RIEMANN de (y, x). Pour 
que y soit aussi uniforme pour a > 1, il faut et il suffit que z se divise par a. 

On peut enoncer les conditions obtenues de la manihre suivante: 

On a a - 1 equations : 
s j = o  - 

5 
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avec 1' inegali te 

Ce sont les conditions de la première classe. 
Si 

& = O  
S 

on a 

(3512 E O + l =  - 0 
S 

et 

(3% Sa, - Z 0. 
S 

Ce sont les conditions de la seconde classe, etc. 
De la même manibre on discute le cas 5, =- 00. 

A un point ordinaire 7 ne correspond aucune équation conditionelle, au 
point de la ramification correspondent q(o - 1) Bquations de la premibre 
classe avec q inégalit&, en g6n6ral 2 q,(l,o - 1) Bquations conditionnelles 

i 

des classes differentes avec w l q i =  op. inBgalites, w Btant le nombre des 
i 

points des ramifications. 
Il est facile de voir que l'ordre de la classe ne surpasse pas un nombre 

fixe, qu' on peut indiquer. 
En effet, quand l'ordre est égal à 1 

qui donnent, pour une valeur determinée de y, p l  valeurs de x. 
Nous devons donc avoir: 

(37) pl < v'q < v'M. 

5 3. La propriété fondamentale de l a  réduction irrationnelle monôme. - 
Passons à present à la rBduction irrationnelle 

Nous allons demontrer la propriétB fondame?dale de la rciduction irra- 
tionnelle monôme : 
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Si la réduction (38) n'est pas possible par une substitution rationnelle: 

l'intégrale S(E, q)dE se ramène, au moyen d'une substitution rationnelle 1 
5 = A([, ri) 
= B(E, ri) 

à une intégrale d'ordre inférieur. 
Le th6oréme est valable non seulement pour les int6yralt.s de premiére, 

espèce, mais aussi pour la seconde et la troisiéme. 
La substitution peut être definie par plusieures équations irr6ductibles : 

Mais on peut faire la transformation hotnographique 

de la courbe, en choisissant a, b tels, que deux valeurs correspondentes à 

deux solutions soient clifferentes ou que deux points (El, y), (Y, q), ou 51, 
sont deux solutions de (42) soient diffdrents. 

On peut aussi choisir les codfficients de tel façon que cela ait lieu 
pour chaque Bquation (42lk. 

De meme, par une transformation homographique on ramene 1'Bqua- 

tion (1), qui definit 

(l), f&, , Y , )  = 0, 

les valeurs de x, ,  correspondentes à y, Btant différentes. 
Ainsi la rdduction (38) peut être remplacee par la suivante: 

avec la substitution, qui est definie par les Bquations: 

(61, r i i k  = Sk(x17 Y,> S d  
Pour la simplification de la notation l'indice 1 prbs de x, y, 5, 7 sera omis. 
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Au lieu de ((Li), ?!') nous allons écrire (c(3), ~ ( g ) ) .  

Remarquons que la fonction symmétrique de ({(g), 7'3') s'exprime ra- 
tionnellement en (x, y). 

Chaque reduction de l'integrale abelienne (38) par la substitution (5), (6) 
entraine les autres réductions: 

qui correspondent aux autres racines des éqnations: 

P a r  cons6quent nous avons les r6ductions: 

(3% B'(xi, yi)dxi = F ( q  y)dx J' S 
où (x, y) sont definis par les systèmes des equations: 

Mais à la fois nous avons: 

où [(Of), $ Q i )  sont definis par les systdmes des Bquations: 

d'où i l  suit que 
($Oi), 71(30) sont tous parmi ([(QI, ~$3)). 

Les fonctions symetriques de (5(Qi), 7+gi)) sont des fonctions sym6triques 
rationnelles de (xi ,  yi) et par cela des fonctions rationnelles de (6,  y), de sorte 
que (5(g), T ( ~ ) )  (6) sont exprimés en (5, y) au moyen des Bquations de la forme 

(6) Il n'est pas necessaire que ce soient toutes les valeurs possible de (L'y), 7 g ) ,  mais 
seulement celles qui sont definies par une Bquation iweduct ib le .  

Annal i  d i  Maternatica, Serie IV. Tomo XV. 8 
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suivante : 

(44) 

En vertu de ces Bquations, nous pouvons Bcrire: 

a, p étant des fonctions rationnelles (<(j), v)(j)), que nous allons choisir con- 
venablement, A(<, q), B(E, y) Btant des fonctions rationnellea de (5, 7). En 
posant 

(49) 5 = 4 5 '  7) 
(50) w = B(5, YI) 

nous aurons la transformation rationnelle de la courbe 

(2) 
dans 1' autre 

(51) 

Nous allons à présent demontrer que par un choix convenable de A(S, q), 

B(k, v)  17int6grale S(e, y)dt se &duit par la substitution (47), (48) à x(<, o) d5 1 
defini par la courbe (51). 

S 
En prenant pour les pales simples de (5, q): 

(4 (a, ' P A  (a, 9 B*), (a, P3), "' 

et en designant par 

(4 (a (~ )  1 9  i 9 (a(j) 1 9  p(11~ e 7 (JI) 3 7  p$)) a 9 " -  

les valeurs (((j), $)), correspondantes aux valeurs (A) de [C, y)) nous obtenons 
pour A$, 3)  les pôles &finis par les tables: (A) et (A)j et avec 

4% , pi) = 
nous devons avoir aussi 

~(a l j ) ,  p p )  = 00. 

- D' autre part, sauf ces pales, il n ' y  en a pas d' autres. 
En effet si A(y, 6) = O ,  nous devons avoir pour quelque j (en vertu 

de (47)) : 
.(p), 6U)) = O 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



des irctdgrales abdliercwes 59 

En remplavant dans nos discussions (5, 11) par (E(q), @))? nous obtenons 
les Bquations : 

qui nous donneront en [(Q), y@): ( [ ( ' ) ,  y(')), (5(q7 y("), ... et aprés la division 

qui definit ( @ I I ,  T ( ~ ) ) ,  ( [ ( 2 ) 7  Y$~))) ... (5 (q -4 ) ,  @-')),  ( [ ( q ) )  ~ ( q ) ) ~  ( t(q+') ,  q(Q+')), ... (E(r)) $d), 

en (5 (4) ,  y ) ( Q ) ) .  

Si on pose' 5(" = y(Q) = a, $ )  = 6(Q) = p on n' obtient pour ( E ( f ) ,  $ j ) )  

que p - 1 valeurs, qui sont toutes parmi A j .  
La construction de la fonction rationnelle B(5, y)  s'ophre de la manibre 

suivante : 
Les pales de B([, y ) :  

(aî F i ) ,  , %), ( y 3  , U, 
(y , i ,  Z j )  sont differents de Aj .  

Les autres pôles de B([, 11) sont dbfinis par la table suivante: 

admettra par rapport à ( &  q), p. solutions qui en vertu des égalitgs: 

on remplace sous le signe de I'intBgrale dQA par l'expression: 

de(j) = T(G CO, 5")) 7+j))d5 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



60 D. MORDOUKHAY-BOLTOVSKOY: Sur les réductions rnonômes 

qu' on obtient en diff6renhiant (49), (50) : 

x Btant une fonction rationnelle de (5, o). 

Certainement si /$(E, y)dE est de premihre esphce, l'integrale ~ ( c ,  w)dC 

Btant partout finie, doit étre aussi de première esphce. 
I 

Si ]$(t, q)dt a des pôles et des points logaritbmiqucs, la même chose a 

S lieu pour x(S, w)d5. 

Si p > 1, en vertil du th6orhme de H. WEBER (') le genre de la courbe 
B(S, w) = O  doit être inf6rieur au genre de 445, q) = 0 c'est à dire l'ordre de 

I7 int6grale ~ ( c ,  O)& est moindre que rr - ordre de /+(<, q)d& I 
Il faut encore ajouter que si la courbe hyperelliptique f(x, y\  = O du 

genre p sera transform6e par la substitution rationnelle en courbe algBbrique 
~ ( 5 ,  y )  = O du genre n <p, celle ci sera aussi hyperelliptique. 

En effet, quelques courbes adjointes 

seront transform6es en courbes adjointes 

et comme P(x, 3) en passant par un point fixe (a, 6) doit passer par un 
autre (a', b') ('), la même chose arrivera à la courbe Q(x, 3) = O  pour toutes 

(7) H. WEBER, a Crelle' s Journal n ,  B. 76, (1875). 
APPELL et GOURSAT, fj 175, p. 388. 
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les valeurs de if c'est à dire pour tontes les courbes adjointes et la courbe 
y(5, T)) = 0 sera aussi hyperelliptique. 

5 4. Le cas critique du théorème de Koenigsberger. - Il faut indiquer 
encore une propriete remarquable de la réduction irrationnelle moni3me: 

Chaque réduction irrationnelle wzonôrse des intégrales de prenzière espèce: 

donne le cas critique d u  théorème de  Koenigsberger (5  1). 
En conservant les notations du paragraphe précedent, nous avons, en 

vertu de (38): 

où les fonctions symetriques de ($j), $ J I )  sont des fonctions rationnelles de (x, y). 
Or 

Ai étant des fonctions rationnelles symetriques de (((j), q(j)), P, f. rat. de &"), 

et f. rat. sym. de ([(j)) @). 
En vertu de (54) la  réduction (53). se raméne à la suivante: 
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d'où on obtient (§ 1) la reduction: 

1' integrale W,(& q)dE 6 t m t  de prernibre espbce. 

Si on suppose que le cas critique n ' a  pas lieu, on aura avec (59) en- 

core 7~ - 1 réductions: 

et avec (64) encore n - 1 semblables r6ductions: 

d'où en comparant (59)i et (64)i on obtient: 

n e  peuvent avoir avec la courbe 

(2) +(S, Y? = 0 

qu 'un  point commun, sauf les points doubles, si la courbe (2) ne se ramene 
pas à une c ~ u r b e  hyperelliptique par une transformation bira,tionnelle. 

Pa r  conséquent A. hi, ne peut correspondre qu'un point (5 ,  il). 
(S,  q) s'expriment rationnellement en Ai, et aussi en (x, y) et la \sub-  

stitution de l a  reduction (38) est contrairement à l'hypothése rationnelle. 
Le cas ou la courbe (2) se ramene à la courbe hyperelliptique doit 6tre 

discuta séparement. Nous avons 
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Btant des fonctions rationnelles de (5, 7)) et inversement 

des fonctions rationnelles de 5, vN(l;). 
Or des Bquations (65) on tire 

d' où l; et vH(S) et puis (en vertu de (68)) (69)) - 5, 7 s' expriment 
nellement en (x, y). 

Cj 5. L'équation d'Euler généralisée : 1' intdgrale générale. - Voici 
une de nombreuses applications du thBoréme fondamental du 8 3. 

L' Bquation diff6rentielle d' EULER (') 
I 

avec l'intdgrale gBnBrale algébrique peut etre considerée comme un cas 
particulier du système des Bquations différentielles de J A ~ O B I :  

R(x) = a(x - a,)(x- a,) ... (x - a,,) 

où f,(x) sont des polyni3mes de degré < p  - 2, que possede le système des 
intégrales algBbriques. 

Or une autre g6nBralisation de 1'Bquation (73) est encore possible; en 
effet, on peut prendre l'dquation suivante, qui nous appelerons l'équation 
d' Euler généralisée : 

où 
Rjx) = a(x - a,)(% - a,) ... (x - a,,) 

(Q) Nov Comm. Petrop. D, 6, p. 37. Op. omn. (i), 20, p. 58. .r Institut. Calc. Integr. n, 1, 
Sect. 2, cap. 6. 

LAGRANGE, Sur I'int. de quelques iqualéons, Misc. laur. B, 4, Oeiivres II, p. 5. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



64 D. MC~RDOUKHAY-BOLTOVSKOY : Sw les réductiorts monhmes 

aj btant diffdrents, le degr6 de f(x) ne surpassant pas p - 2 de telle sorte 

que Ifs soit de premihre esphce. 

Nous allons d6montrer les deux th6orémes suivants : 
1. L' équation d7 Euler généralisée (75) ne peut avoir 1' intégrale générale 

algébrique qu'à la condition que 

se ramène à 2' intégrale elliptique et 1' intégrale de 1' équation (75) doit être de 
la forme suiuante: 

A(x), B(y) étant des fonctions rationnelles, C - constante arbitraire. 
I I .  L' équation d' Euler généralisée ne peut avoir une intégrale parti- 

culière algébrique autre que y = x s a ~ s  avoir l'intégrale générale algébrique 
qu' à la condition que l'intégrale 

se ra~oène par la substitution rationnelle 

à l'intégrale d'ordre inférieur. En  ce cas cette intégrale doit être ( 

suivante 

A(Y) = 4 4 .  
D'aprhs le th6orème fondamental de 5 3, on a tout de suite pour p > 1, 

dans le cas de l'irr6ductibilit6 de l'int&grale, la forme rationnelle de la 

relation entre (y, VR(y)! et lx, VR-) 

On doit ajouter encore qu'en vertu du th6orhine de SCHWARZ ( ' O )  a, p 
ne peuvent pas contenir un paramhtre arbitraire. 

Donc dans le cas de l'integrale générale algébrique nous avons la  r6- 

( 4 "  SCHWARZ, a Journal de Crelle S, t. 57. APPELL et GOURSAT, ch. XI. 
SEVERI, Vovlesomgen über Algeb. Geomet~ie, C .  VI ,  5 51, p. 143. 
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duotion de Jf% !, l'int9grale d7 ordre inferieur: 

que nous pourrons supposer irréductible. 
Si n > 1, dans les équations : 

cp n'y a pas de constante arbitraire et de inéine dans la solution algébrique 

En 6liminant (2, VO(a)), (zc, b'O(u)) des Bquations (79)' (81) et la suivante: 

nous obtenons une equation entre (y, x) sans constante arbitraire, c'est à dire 
une intkgrale particulière. 

Dans le cas de l'int6grale algébrique generale on doit avoir: 

où (8, 1 m) sont définis par l'équation (79)) ou en vertu du theoreme connu 
 ABEL EL par 

(83) z = A(x) - 
\ O(z) = B(x) 1 R(x). 

dont 17 int6grale genérale est la suivante: 

Annali d i  Natematica. Serie IY,  Tomo YV. 
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et par consBquent 17int8grale de l'équation  E EULER generalisee (75): 

5 6. L'équation d'Euler généralisée: l'intégi~de particulihre. - Sup- 

posons maintenant que - ne se raméne pas à une integrale d'ordre If% 
inférieur. Dans ce cas, la substitution (77), (78) est rationnelle et en vertu du 
th6oréme fondamental de KOENIGSBERGER (") on doit avoir: 

où f,(x) sont des polynômes de degr6 ne surpassant pas p - 1, d'où 

c7 est à dire y est une fonction rationnelle de x, qui par suite de la bira- 
tionnalité de la substitution ('i7), (78) se ramène à l a  forme 

En substituant cette expression de y dans (82) on obtient 

P(x), S(x) etant des pnlynômes et S(x) tel que, si  les racines de R(x) sont ai, 
les racines de S(x) seront 

Chaque racine de R(x) doit entrer dans S(X), car x - - -  a, entrant dans 
P"x)R(x) :) un degr6 impair, ne peut entrer dans S(lç)f2(x) qu'à, la  condition 
qu'il divise S(x). De même, nous nons persuadons que chaque racine S(x) 
doit être racine de R(x). 

('9 ABEL, Précis d'une théorie des fonctiovzs elliptiques. Oeuvres, t .  1, p. 545. Oeuvres, 
t. II, p. 278. 

KOENIGSBERGER, Vorlesunyelz über der Theorie der hyperell.iptischer Integrale, Leipzig, 
1877. 
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Ainsi, pour quelques i et j nous devons avoir: 

pj = ai .  
Il suit que 

@a,, Wai, Wui ,... @ ~ L C C ~  

où 

sont des racines de R(x) et pour quelque valeur entiére positive p = k :  

Pour toutes les racines ai on peut prendre la meme valeur pour k, car 
si on avait obtenu pour les groupes differentes de cc,: k,, k,,  k,, ... on pourait 
prendre pour k le multiple de 4. 

L7Bquation (87) du second degr6 a plus de deux racines diffkentes et 
se ramène à 1' identite 

(87)' Okt = t ;  

k doit être > 1 parcequ'autrement on aurait 

Or la condition (87)' entraine la suivante 

pour 1 premier avec k, et comme 

on aura 

(89) 

Or il est facile & voir qu'a cette condition il existe des constantes 
(p ,  q, r, s) telles que les substitutions: 

ramènent les equations (85), (86) à la forme 

(42) SERRET, Cours d'Algébre Supdrieure, t. I I ,  ch. lV, p. 360. 
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et l'équation (82) a la forme: 

En effet, (90)' (85) nous donnent: 

A = prs t ups - 6qr - ypy 
B= P.? t (a - 6)ys -yq2 
C = yp2 + (ô - a)pr - Br2 
D = ypq +- 8ps - clrq - prs. 

Pour les valeurs de 2 9 Bgales aux racines de l3 Bquiition: 
r '  s 

nous obtenons u = pz, si on suppose que hi 3 h, ce que doit avoir lieu en 
vertu de (89). 

Par la mame équation sont lies q i ,  9, et nous nous persuadons (comme 
plus haut pour R(x)), que 08;, 0'9,, e39,,  ... sont des racines de O(z) et 

si 

Soit d'abord que la relation 

n'a lieu q u e  pour i 2 j .  
On a dans ce cas 

(93) 8,= yB,, 9, = p 

En multipliant terme à terme nous obtenons 

(94) p k = i  
et il ne peut pas être 

(94)' p z =  1 
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parcequ'on aurait alors a,,, = yz9, et en vertu de (94)' a,+, = 9 ,  ce qui 
n'est pas le cas. Ainsi y est une racine primitive de 176qnation (94). 

Dans l'autre groupe des relations analogues à (931 

doit entrer le mème nombre des racines: 

8k-F2 ." a 2 k + i  

car si on avoit 1 < k on obtiendrait pz = 1 et si Z < k ... 9,,+, = 8,. 
Ainsi toutes les racines de O(s) sont distribuées en groupes: 

qui satisfont aux équations .analogues à (931 d'où 

est un polynôme par rapport à ah, où k est diviseur de 2p 4- S. 
Soit maintenant i = j 

8, = 
d'où pour une valeur de i 

8, = O. 

En discutant les autres racines nous obtenons 

k 6tant diviseur de 2p + 1. 
Des equations (95) et (96) on tire: 

où 
@(pz) = @(a) 

et par conséquent 
cp(t.~"rg = rg(zb 

reste invariable, quand on remplace s par pz. 
Comme plus hant pour (-)(z) = H(sk), nous nous persuadons que y(z)s, 

dont les racines sont liees par 6quations: 
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doit 6tre de la forme: 
n(sk) = zAh(sk) 

(97) cp(a) = h(ak)ak- ' . 
Pour le second cas (96) nous aurons 

(98) 
(99) 
De (99) on tire 

Cette expression 
la condition : 

4 

c p ( I 4 t L O  = rg(4 
rg3(~4V = ~ ~ ( 4 z .  

pe(s)z = h(zA)ah 
it-1 -- 

v(z) = v h(zh)2! 2 . 
satisfait aussi à, (98)' mais cela ne peut avoir lieu qu' à 

.k - 
p2 = 1, 

c'est à, dire, si p n'est pas une racine primitive de (94). 
L'Bquation (91) se transforme dans la suivante: 

(100) 
cp(sk)aR-'da -- - C ~ ( Z G ~ ) Z C ~ -  'du 

v q q  VH(Uk) 
et 1' integrale 

par la substitution 

a x t b  
par la substitution u = se rdduit, contrairement 1' hypothbse, à 

1' integrale d' ordre infeïieur 

1%. 
Il nous reste a discuter le cas où 

et J'G, ne se ramenant pas ana integrales d'ordre inf6rieur, est d'ordre > 1. 
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En vertu du thborème de KOENIGSBERGER: 

d'où nous obtenons les relations (83): 

A(%), B(x) 6tant des fonctions rationnelles sans constantes arbitraires. 

ne peut avoir des solutions algdbriques autres que 

z = U. 

Parcons6quent la solution de (75) doit être 

4 x 1  = 4 ~ ) .  

5 7. Sur I t t  transformation des intégrales hyperelliptiques de première 
classe et de première espèce 

Nous allons maintenant indiquer une application interessante du thbordme 
gdneral du  3 3 au  problème qui represente la gdnéralisation naturelle du 
problbme de la multiplication des intégrales elliptiques: 

et pr6cisement ail problbme de la rbduction monôme du type (104) des int6- 
grales hypereliiptiques, en prenant 

En vertu de ce que nous avons demontrd plus haut, si 

(13) ABEL, Précis d'une théorie des fonc. ellip., a Journal de Crelle 2 ,  4, (1829), Oeuvres 1, 
p. 518. Recherches. .. Oeuvres 1, p. 377. 
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ne se ramene pas 

(105) 

En ramenant 
des substitutions : 

(107) 

à une intégrale elliptique, on doit avoir: 

dans (105) les int6grales & la forme canonique au moyen 

nous allons examiner au lieu de (105) les reductions suivantes 

Le lecteur peut faire lui-même les calculs assez minitueux pour verifier 
les resultats. 

On peut faire huit hypothdses sur la correspondence des racines de @(5) 
dans la transformation (107)' qui correspondent aux cycles des differents 
ordres: (6), (5, 1)) (4, 2)' (3, 3), (4, 1, l), (3, 2, 11, (2, 2, 2), (2, 2, 1, 1) dans la 
transforniation des racines : 

et en resolvant les équations que nous donne la substitution (107), nous avons: 

et on voit que 

(109) x2h2 = p2 
ce qui est trés important. 
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Le même resultat s'obtient pour 

2) 
On a 

et de même 

où 

et enfin 

3) 

Or JAOOBI ( i 4 )  montre que pour (109) nous avons la reduction de I'in- 
tegrale hyperelliptique h deux integrales elliptiques, et precisement: 

est impossible, parcequ'il donne x' = pe, contrairement à la supposition 

que d[ est de premihre esphce. v \i) 
La mème chose a lieu pour 

('4) JACOBI, a Crelle~ Journal S, t. 8. 

A r n a l i  d i  M a t e m a t i c a ,  Serie IT. l'omo XV 
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qui donne: 

w Btant une racine de 17Bquation: 

Or au moyen de la substitution (107) on peut ramener la correspon- 
dance (8) à la suivante: 

a b c  
En effet, nous pouvons choisir - 

d'  3) d de telle manière que trois racines 

deviennent: E, 1, W. 
Nous prendrons pour E la racine primitive de l'équation: 

En remarquant, que P =  oc, r = O, nous aurons: 
r 

et en multipliant la 6 me par 

et en additionaxt nous obtenons : 

et comme p + q = E + 1, on a 

où i est égal à un des nombres: 1, 2, Y, 4. 
Nous allons demontrer que 

i =  1. 

En substituant à la place de p ... E~ et à la place de q. ... a - ~ Q a n s  les 
équations (I l l ) ,  nous obtenons, après l'élimination des a, b, c, ... ; 1' équation 
suivante : 

i +  1 + €ii - g 3 1 + i  - &3i - tz i - i  - -  & i - i  - €1 - 1 = 1, 
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et en remarquant que 
E ~ ~ +  E ~ ~ + - E "  + E i +  1 = 0, 

E~~ z 1, 
d'où 4i+ 1 = O  (mod 5) et i = 1. 

Par suite p = E, q = O  et les Equations (111) nous donnent 

Dans ce cas, l9int6grale l A e  dr. se ramene par la substitution 
v R(x) 

à 1' intégrale 

Ainsi la réduction 

n'est possible que dans les cas suivants: 
**LB 

dx se ramène à une intégrale elliptique 

2) quand 1 s' expri?ne par deux intégrales elliptiqu,es : 

dl; dS 
j3/ v(c - 1K - q c  - p) + -a,(i - a);  

3) quand 1 peut être transformée, par la substitution: 

dans Z' intégrale : 
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Sopra uua. condizioue sufficiente per la semicontinuità 

degli integrali dei problemi vitriazionali di 0rdiu.e n (*). 

Memoria d i  SILVIO CINQUINI (a Pisa). 

Siiiito. - Si estende agli integrali 

b 
d y  (4 

# N I  =lf (x,  Y ( x ) ,  -65 , ... , -!)&, ~ x ? C  

CC 

(ove f(x, y, y', ..., yW) é u n a  funzione prefissata, e si sono indicate con 

le curve ta l i  che y(x) sia assolutawente cowtinua ansieme con le sue derivate dei prinzi 

n - 1 ordini,  e che esista fiwito P integrale I':] ) un teorema d i  semicontinuità, rlato Clnl > 

da1 TONBLLI per n = 1: ogni integrale quasi-regolare positivo è, sotto opportune con. 
dizioni, semicontinuo inferiormente. 

All ' ini~io di una Memoria, in corso di stampa ('), dedicata al problema 
dell' esistenm del minimo dell' integrale 

e nella quale comincio ad estendere a questo problema i risultati stabiliti 
da1 TONELLI per n= 1, ho enunciato le condizioni sufficienti per l a  semi- 

continuità dell' integrale ICE,,~, Senza dimostrarle, osservando che avrei esposto 

altrove solamente la  dimo~trazione della condizione siifficiente per la semi- 
continuità degli integrali soltanto quasi-regolari positivi ('), che presenta par- 

(*) Iiavoro eseguito ne1 Seminario Dî'atematico della R. Scuola Normale Superiore 
di Pisa. 

(1) Vedi S. CINQUINI, Sopra l'esistenza della soluzione nei problemi d i  Calcolo delle 
Variazioni  di ordine n. ( In  corso d i  stampa negli a Annali della R. Scuola Normale Su- 
periore d i  Pisa ». Serie I I ,  Vol. V (1936), Fasc. 3.4). 

(9 T e d i  loc. cit. i n  (i), n . O  2, 8). 
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ticolare interesse, mentre le  altre dimostrazioni possono dedursi iminediata- 
mente dalle analoghe date da1 TONELLI per n = 1 ("). 

Tale dimostrazione forma oggetto del presente lavoro. 

1. Gerieralità. - Per le generalità rimandiamo alla Memoria già ci- 
tata limitandoci a ricordare che, supposto, salvo indicazione contraria, 
che f(x, y, LI', ..., y(%)) sia una funzione finita e continua insieine con la sua 
derivata parziale f,tni, in tutti i punti (x, y, y', ... , y("-')) di un campo A["] 
ad 12 -+ 1 dimensioni, e per tutti i valori finiti di y("), consideriamo le curve 

per le quali y(x) B una funzione assolutamente continua insieme con le sue 
derivate dei primi m - 1 ordini, tale che ogni punto (x, y(x), gl(x), ... , y("-')(x)), 
(a < x < b) appartenga ad A["] ed esista finito l'integrale (ne1 senso del 

LEBESGUE) IV,]. 

2. Tenrema di continuità. - Ne1 presente n.O supponiamo che la fun- 
zione f(x, y, y', ... , y@) sia lineare rispetto alla y(n), cioè abbia la forma seguente 

e che inoltre le funzioni P e Q siano definite anche in un campo AC], con- 
tenente ALn] ne1 suo interno, in modo che, in tutti i punti (x, y, y', ..., yIn-l)) 
di Ar], esse risultino finite e continue insieme con le derivate parziali 

Qa, Q u ,  Qu', S.. , Qu'-. 
Sotto yueste zpotesi, Vintegrale 

è u n a  funzione continua (7. 
a) Infatti sia Co["]: y = y,(x), (a,, b,), una curva qualunque C["l e si 

considerino, dapprima, soltanto quelle curve Crn]: y = gfx), che sono definite 
nello stesso intervallo (a,, 6 , ) .  Indichiamo tale classe di curve con C["](a,, b,) 
e consideriamo l a  differenza 1$ZA1 - I$:[ ,~,  ove CLfi] B una curva qualunijue 

i3) Vedi L. TONELLI, Fondamenti di Calcolo delle Va~iazioni. ( N .  Zanichelli, Bo. 
logna 1921-3)) Vol. 1, Cap. XI, pp. 383-419; ed anche Ii. TONELLI, Su gl i  integ~ali del 
calcolo' delle Variazioni in forma ordinaria, ( s  Annali della R. Scuola Normale Superiore 
di Pisa 2, Serie II, Vol. III (1934), pp. 401-50), Cap. 1, pp. 405-13. 

(4) Vedi loc. cit. in ( j ) ,  n." 1. 
(5) Per 1û= 1, vedi L. SONELLI, opera cit. in (3), n.O 149, pp. 385-9. 
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della classe Clnl(a, , ho); abbiamo : 

Preso un E > O ad arbitrio, per la continuità delle funzioni P e Q possiamo 
determinare un p,') O, in modo che, se 8 '  p ' s p , ' ,  per ogni curva della classe 
C["l(a0, b,), appartenente all'intorno della Co["], 1' integrale, che figura, 

E 
per primo, al secondo membro della (11, sia, in modulo, minore di e inoltre, 3' 

posto 1 y,(n)(x)jdx= H, ove H è un numero finito, perche CJn] 6 una 1 
au 

curva Crn], si abbia 

Risulta pertanto 

< 3 + [y'" Q(x, y) y', ... , - y.(")Q(x, y, yt7 r. .  , y(n-2)l y,("-l))]d;r 1. 
IE J 

Si  consideri ora la  funzione 

la quale risulta continua in tutto l'intervallo (a, ,  b,); inoltre, in quasi tutto 
questo intervallo, esiste finita l a  sua derivata del primo ordine 
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I n  modo analogo a quel10 seguito da1 TONELLI,  per n= 1, si prova che 
la  funzione è assolutamente continua in tutto (a,, b,,), osservando che, 
indicato con A,["] un campo limitato contenente tutti i punti (r, y,(x), y,'(x), ..., 
ZJ,,@-~)(X)), (a, < x < b,), nonchè tutti i punti (s, y,  y', ... , y(*-')) appartenenti 
all' intorno (pl)" della curva Co["], i massimi moduli della funzione Q e delle 
sue derifate parziali Q,, Q,, Q,,, ..., Q,(12-2>, sono, in A,[*], inferiori ad un 
numero fisso, e giovandosi della assoluta continuità della y,(x) e delle sue 
derivate dei primi n - 1 ordini. 

Indicato con M il massimo modulo di Q in A,["], con M '  i l  maggiore 
dei massimi moduli, in A,["], delle Q,, Q,, Q,,, ..., Q,h-z), e con A un nu- 
mero che superi almeno di  p' i l  maggiore dei massimi moduli della Y,(x) e 
delle sue derivate dei primi n - 1 ordini nell' intervallo (a,, b,), integraildo 
la  (3 )  da a, a b, e prendendo i moduli si ottiene 

j [ y ( n ) ( x ) Q ( x ,  As), ... , y+l)(x),) - y , ( ) Q ( x ,  ( x ) ,  ( x )  . , l x  di < 
ao 1 I 

E < 2Mp' -t (b, - a,)p1M'i1 -t. ( ta  - 1)A)  < - 3 ' 
per p' .< ~ : 3 [ 2 M  + (b ,  - a0)lllr(i i- (n - 1)A)l. 

Dalla (2 )  risulta, per ogni curva C[*] della classe C[n](a,, b,), appartenente 
propriamente all' intorno (p')" della CJnl 

se è p' < p,' e p' < E : 3[2M i- (b, - a,) M' (1  + (n - 1)h)l. 
Dunque I E : ~  & semicontinuo inferiormente nella classe C[*l(ao, b,). 

b) Dobbiamo ora considerare tutte le curve Crn], quindi anche quelle 
che sono definite in un intervallo (a, b), per il quale valga almeno una delle 
disuguaglianze a + a,, b + b, . 

Presi ad arbitrio due numeri positivi E, p, in modo che tutti i punti del- 
l'intorno ( p l n  della curva Co["] appartengano al campo A p ,  e indicato con M, 

3Q 3Q a9 in lin numero maggiore dei massimi moduli delle P, Q, z, ai, ay;, ... ) ayc-2, , 
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tutti i punti (x, y, y', ... , y(%-')) del campo Aim], appartenenti all' intorno (p)* 
della determiniamo un numero positivo p i ,  non superiore a p, e tale 
che sia 

1 
Sia p, . u n  numero positivo, minore di ; e di pi- 

2 
e tale 

2[1 + 3(n - l)b] 
inoltre che in  ogni intervallo di (a,,, b,), di ampiezza non superiore a p,, 

l'oscillazione della y,(x) e quelle delle sue derivate dei primi ra - 1 ordini 

P siano minori di 2. 
2 

Definiamo una curva Co[+']: y = y,(x), (a, - p, , b, + p,) ne1 seguente modo : 

Poi se y .=Y(%), (a, b) è una curva qualunque Cr*], appartenente pro- 

priamente all' intorno (p,)" della Co[%] si  definisca una curva @"]: y = jj(x), 
(a, - p,, b, + p,) ne1 seguente modo 

(x - a)" (X - a)*-I 
i(xI - ~ ( 4  + (x - 4Yf@) -c 2 1 

y"(a) + ... i- (n - l)! Y("-l)(ah 

Ogni curva @] appartiene all'intorno (p,)" della Co["], ed B definita nello 

stesso intervallo (a, - p,, b, + pz), i n  cui b definita la  C,W 
In virtù delle (4) abbiamo quindi, per quanto abbiamo stabilito prece- 

dentemente, 

1 qnl - IF] ( p l  1 E' 

Annaii  d i  Matemûtice, Serie IV. 'Porno XV. 11 
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1 
ed anche, tenendo oonto, della seconda delle (4), e siccome p, < pi, 

Quindi, per ogni curva CIw] appartenente alP intorno (p,)" della ~ ~ r " ] ,  risulta 
r.1 p l  1 1 ~ ~ ~ ~  - coi.] 1 < 35, ossia I'integrale è una funzione continua. 

3. Osservitziont?. Esempio. - È da rilevare che, ne1 cas0 ?a= 1, il To- 
NELLI suppone che sia continua, oltre alle funzioni P e Q, anche la  derivata 
parziale Q,, e dB un esempio, in cui pur essendo le P e Q continue, l'inte- 
grale dell'espressione P(x, y) + ylQ(x, y) non è funzione continua (y). 

Ne1 n.0 precedente abbiamo supposto, oltre all'esistenza e continuità 
della Q,, anche quella delle Q, , Q,, , ... , Q,w-~), ed ora ci domandiamo se 
I'esistenza di queste ultime derivate sia O no essenziale. A cib risponde in 
modo affermativo il seguente esempio, ne1 quale, per semplicità, supponiamo 
n = 2, e da1 quale risulta che se la derivata Q, non esiste dappertutto, l'in- 
tegrale dell'espressione P(x, y, y') + yUQ(x, y, y') pub non essere continuo. 

Si supponga 

con Q = 0, per y = O, e si consideri il campo Ar2], costituito da tutti i punti 
del10 spazio (x, y, y') nei quali è x 2 0. 

Sulla curva 
Co~21: y = y,(x) = O, O < X < 1, 

B 
1 

p l  - c,, PI - / [ ~ ( x ,  YO , y,') + Y ," Q(x7 Y O , Y ,')Id% = 0. 
b 

Preso un intero r > 1, e diviso l'intervalle (0, i) in r parti uguali, si 

( 6 )  Vedi L. TONELLI? opera cit. in (3), n.O 150, pp. 390-2; ed anche L. TONELLI, La 
semicontinuith ne1 Calcolo delle Varaazioni, ( a  Rend. del Circolo Matematico di Palermo », 

T. XLIV (19>0)), Cap. II, 8 2, n.O 45. 
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definisca una funzione y,.(x) ne1 seguente modo 

poi, negIi intervalli ( ) e ( ,  ) si faccia variare linearmente la y,.(x) 
I 

fra i valori già assegnati negli estremi, e in si definisca la y,.(x) me. 

1 
diante la periodicith di periodo -. La fun~ione y,.(x) cosi definita risulta, in 

r 
tutto (O, l), assolutamente continua insieme con la sua derivata del primo 
ordine ed inoltre l'integrale 

1 

esiste finito. Abbiamo dunque una successione di curve Cl21 (vedi n.O 1), 

tali che, per r-w, le y,(%) e y,'(x) convergono uniformemente, in tutto (O, 1), 
verso Io zero, e quindi anche rispettivamente verso y,(x) e yO1(x). 

Risulta 

perche negli altri intervalli di (O, 1) è sempre y,."(x) = O. 
Indichiamo con A,, ,  il plurintervallo costituito da tutti gli intervalli 

d'integra~ione che figurano nella prima sommatoria, e con A,,, quel10 co- 
stituito da tutti quelli che figurano nella seconda sommatoria. 

1 
In  ogni punto interno a A,., , B sempre y,."(x) = 18r2  .-_-- 1 

i - v 2 r + : ) 9  
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mentre, in ogni punto interno a A,;,, y,"(x) ha sempre valore contrario al 
precedente. 

Inoltre, in ogni punto di A, , , ,  si ha 

ove l'ultima disuguaglianza B sempre verificata per r >  2, corne si prova 
con calcoli elementari che tralasciamo; è quindi 

Invece, in ogni punto di A, , , ,  6 

e quindi 

Pertanto siccome la misura di ognuno dei due plurintervalli A , . , , ,  A,., , 
1 

è uguale a - risulta 3 ' 
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e quindi, per I- CO, é I Y ~ ~ ~  ~IPI- - m, ed anche - IS![~]- - m, ossia 

l'integrale I7!pI non é semicontinuo inferiormente sulla curva CJ21. 

4. Teoreina di semicontinui tà per gl i integrali soltanto quasi-regolari. - 
Si supponga ora che la  funaione f(x, y, y', ... , y(")) sia, per tutti gli y(*), de- 
finita anche in un campo AXI, contenente A["] ne1 suo interno, e in modo 
che, per tutti i punti (x, y, y', ..., ~ ( ~ - l ) )  di Ar ]  e per qualsiasi y(") essa risulti 

. sempre finita e continua insieme con la  sua derivata pa r~ ia le  f,cn); e ai sup- 
ponga inoltre che, in Arn], ed anche in Ap], e per tutti gli y(*), esistano sempre 
finite e continue anche le derivate parziali fy(nis, fy(n),, fy(n)yf, ... , fy(n)y(m-~). 

Sotto queste ipotesi, se 187.~ è u n  integrale quasi-regolare positiao, esso è 

sernicontinuo inferiormente. 
Infatti si ponga, in tutto A["] e per ogni y'"), 

f x ,  y, y . .  , y = f(x, y, y', ... , y(")) - 
- ( fix, y, y', ... , y(*-i), O) + ~~(*)f~(,)(x,  y, y', ... , O) 1, 

e s t  osservi che anche l'integrale f$bl è quasi-regolare positivo, ed inoltre 

è sempre 

(6) f (x, y, y', ... , y(")) 2 O, f(x, y, y', ... > y(*-i), 0) = 0. 

Cominciamo a provare, in modo analogo a quel10 indicato da1 TONELLI 
per n = 1 (7, che 1,integrale è semicontinuo inferiormente. 

Diremo eccezionale un punto P =  (2, y, y', ... , y(n-i)) del campo Arn], ne1 

quale f,(,,(~, y, y', ... , y(*-i), y(")) 6 costante per tutti i valori di g("); allora, 
per la  seconda delle (6), risulta. 

perché h é una costante necessariamente nulla, perché altrimenti f(2, 1/ 7 2' J , . . a ,  

y(n-'), y@)) assnmerebbe anche valori negativi, contrariamente alla prima delle (6). 
Sia COLIZ]: y = y,(x), (a, < x < b,,) una qualunque curva C[nl, e si indichi 

con Co' la  curva definita da1 sistema 

(7) Vedi L. TONELLI, loc. cit. in (=), per secondo, n . O  5, pag. 411. Cfr. L. TONELLI, opera 
citata in (3), Vol. 1, n . O  98, pp. 272-4. 
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Siccome l'insieme E dei punti ecceaionali che si trovano sulla curva C,' 
è chiuso, potremo determinare, su tale curva, un numero finito di archi 
' ' a , ,  a, ,..., a,.', contenenti ne1 loro interno tutti i punti di E, (eccettuati even- 

tualmente gli estremi della Co1), di lungheaaa cornplessiva non superiore 
a n2(E) + 6,, ove m(E) è la misura del10 pseudoarco E e 6, è un numero 
positivo scelto in modo Che, su ogni pseudointervallo 6 di (a,, ho), di misura 
non superiore a 6,, sia 

ove,€ è un numero positivo, prefissato ad arbitrio. 
Pertanto, indicati con a , ,  a ,,..., a,. gli intervalli di (a,,, b,,), ai quali per 

le (7) corrispondono sulla curva Co[*] gli archi a,', a,', ... , a,.', abbiamo, tenendo 

presente Che, in tutti i punti di E, è f = O 

E /?(x, y,,  y;, ... , y p ) d ~  < E. 
i=l 

Sugli archi j,', P,', ..., P,' della cur ia  C,', che si ottengono da essa sop- 
primendo i punti interni agli archi a,' ed anche il primo estremo di a,'. e il 
secondo di a,.', qualora tali punti siano anche estremi della curva C,', non 
esiste alcun punto eccedonale e quindi B possibile determinare un r ,  > 0, 
abbastanaa piccolo in modo che, in A[*], non vi sia alcun punto eccezionale 
distante dagli archi /3' meno di r , .  Quindi, indicati con P , ,  j ,,..., P, gli in- 
tervalli di (a,, b,), ai  quali corrispondono, per le  (7) sulla curva C,', yli 

archi P,', B2', ... , jg', l7 integrale della funaione f 8, sopra questi intervalli, 
semicontinuo inferiormente (s). 

Procedendo, poi, in modo analogo a l  TONELLI ( 9 ) ,  si conclude che l ' in- 

tegrale è semicontinuo inferiormente, e siccome, per quanto abbiamo 

visto al n.0 2, la  differenza 

è un integrale continuo, il nostro teorema 8 con cib provato. 

(8) Vedi S. CINQUINI, loc. cit. in (i), n.O 2, 8). 
(9) Vedi II. TONELLI, loc. cit. per secondo in (y). 
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Sopra alcune applicazioiii degli invariauti adiabatici. 

Dlemoria di DARIO GRAPFI (a Cagliari). 

Sunto. - Ne1 primo capitolo s i  generalizza e si perfeziona i l  metodo trattato 4% ricerche 
precedenti per verificare se l'errore commesso ritenendo invar ian t i  adiabatici gli integrali 
ciclici d i  BOHR-SOMMERFELD d i  un sisterna meccalzico qualora i parametri  n o n  variano 
in maniera infinitamente lenta e graduale r imane entro l imi t i  prefissata. I resultati  
vengono applicati a l  problema del moto armonico con forza d i  richiamo variabile col 
tempo e a l  problema dei due corpi d i  massa variabile dimostrando come una insignifi- 
cante variazione d i  eccentricith dell'orbita d i  u n o  dei due c w p i  rispetto all'altro n o n  
sia incompatibile con u n a  enorme variazione d i  massa. 

Ne1 secondo capitolo viene indicata  un metodo d i  integvazione approssimata p w  i 
sistemi meccanici con parametri  dipendenti da2 tempo, e s i  calcola un valore maggio- 
rante  per Z' errwe comrnesso con questa approssimazione. 

Ne1 terzo capitolo s i  t rat ta ,  in vis ta  d i  ricerche future, 10 studio d i  u n  sistema mec- 
canico con due parametri  variabili  d i  cu i  u n o  solo in maniera prossima ad essere 
infinitamente lenta e graduale, e s i  dimostra come gl'integrali ciclici del sistema possono 
v m i r e  approssimati CON aEtre gralzdeeza d i  pi& facile calcolo. 

INTRODUZIONE 

L'esistenaa di invariaati adiabatici per un sistema meccanico, dipende 
anaitutto! come B noto, da1 variare infinitamente lento (') di alcuni parametri 
del sistema stesso. Siccome tale condizione non A mai in pratica verificata 
esattamente, abbiamo, in note precedenti ('1, stabiliti metodi per calcolare se 
l'errore commesso nelle applicaaioni degli invarianti adiabatici resta com- 
preso entro limiti prefissati. E questi resultati abbiamo applicato al problema 
dei due corpi con massa variabile. 

(i) Come del resto è notissimo non hasta ammettere che i parametri varino in maniera 
infinitamente lenta, ma occorrono altre cohdizioni per assicurare l'invarianza adiabatica. Ma 
su questo e su1 concetto di variazione infinitamente lenta di un parametro torneremo in seguito. 

(2) Gli invarianti adiabatici come metodo d'integrazione approssimata di equazioni dif- 
ferenziali. u Rendiconti Accademia dei Iiincei », 1 sem., 1932, pag. 657. Limitazione dei valori 
degli invarianti adiabatici con applicazione al problema delle masse variabili. Parte 1 e II 

Atti Accademia Illorino D, 1933. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



88 D. GRAFFI : flopra alcune applicaeioni degli i n v a r i m t i  adiabatici 

Ne1 presente lavoro, completeremo ed estenderemo quelle ricerche. Ci 
limiteremo perb ancora a sistemi con un grado di liberth, e le grandezze 
che al limite' potrebbero essere invarianti adiabatici, saranno gli integrali 
ciclici di  BOHR-SOMMERFELD. 

Crediamo opportun0 per far comprendere meglio 10 scopo del lavoro 
esporre brevemente i principali resultati che in esso verranno oonseguiti. 

Cominceremo con ottenere, sia pure seguendo metodi giCt esposti nelle 
altre note citate, una nuova formula pei. il limite superiore dell'errore che 
si commette considerando quegli integrali di SOMMERFELD come invarianti. 
Queste formule, che sono in sostanza generalizzazione di quelle ottenute in 
un cas0 particolare del problema delle masse variabili ('), offrono alcuni 
notevoli vantaggi rispetto alle altre finore ottenute. Infatti tali formule sono 
di pih facile applicazione ai sistemi meccanici, di pih, contenendo grandezze 
dipendenti dai parametri (e non esplicitamente da1 tempo come le formule 
delle altre note), ossia la variazione (') totale dei parametri fitessi in un 
periodo e nell'intervallo in cui si studia l'eventuale variabilità dell'integrale 
di SOMMERFELD, é più spedito ottenere da esse deduzioni generali e di ca- 
rattere pratico. 

Applicheremo questi resultati ai  problemi gi8 presi in esame nelle altre 
note, e cioé al moto armonico con forza d'attrazione dipendente da1 tempo 
e a l  problema dei due corpi di massa variabile. Ne1 primo cas0 otterremo 
limiti superiori dell'errore commesso i n  generale più bassi di  quelli trovati 
nella nostra nota citata del 1932. Ne1 secondo cas0 potremo generalizzare 
con opportune ipotesi i resultati che in altri lavori abbiamo ottenuti con 
leggi speciali per la variazione della massa, cioh verificheremo che una va,- 
riazione sensibile sull' eccentricità dell' orbita descritta da un corpo rispetto 
all'altro si pub ottenere ammettendo, anzitutto, enormi variazioni della massa 
dei due corpi. 

(') Sull'eccentricità dell'orbita ne1 problema dei due corpi di massa variabile. c Rendi. 
conti Accademia dei Lincei », 1 Sem., 1931, pag. 144 e 223. 

(e) Il concetto d i  variazione totale si trova esposto p. es. i n  Li. TONELLI, B'ondamelzti 
di Calcolo delle Variazioni, Bologna 1923. 1 vol., pag. 40. Siccome i n  questo trattato a 
pag. 171 per le funzioni assolutamente continue (e quindi in particolare per  le funzioni de- 
rivabili e con derivata continua a cui sempre ci limiteremo) si dimostra che la variaaione 

b 

1,otale d i  una funnione f(r) in  un  interual10 (a, b) vale /i f r  1 dx noi intenderemo sempre questo 
a 

integrale come la  variaaione d i  f(x) i n  (a, b). da  notare che se  f(x) è sempre crescente O 

decrescente la variaaione totale r a l e  1 f(b) - f(a) 1. 
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Verificheremo inoltre che le formule di questo lavoro sono applicabili 
anche ad intervalli infiniti, i l  che non sarebbe possibile con quelle delle 
altre Note (i). 

Passeremo poi a vedere se é possibile ottenere per mezzo del concetto 
di invariante adiabatico un metodo d'integrazione approssimata delle equa- 
zioni del moto di  un sistema meccanico, riprendendo cosi uno studio iniziato 
ne1 1932 e risoluto per i l  caso particolare del moto armonico ora ricordato. 
Noi vedremo che questo metodo non 6 sempre applicabile per tutto l'intervallo 
in cui si pub ritenere l'integrale ciclico invariante con errore trascurabile, 
salvo casi molto particolari. Perb se limitiamo il metodo d7integrazione ad 
un intervallo in cui é trascurabile il quadrato della variazione del para- 
metro (", allora diventa pure trascurabile l'errore commesso ne1 sostituire 
la soluzione esatta con quella approssimata. Si noterà che una analoga pro- 
prietà, vale per i l  metodo delle perturbazioni, ma a noi sembra i l  nostro 
metodo più semplice, e quello che più importa, é che con questo metodo 
si pub conoscere un limite superiore dell'errore commesso. 

Infine svolgeremo la  seguente questione che ci si  B presentata in un 
problema di meccanica celeste. Studieremo il caso di un sistema meccanico 
in cui vi sono due parametri, uno solo perb variabile in una maniera pros- 
sima a quella che assicura l'invarianza adiabatica degli integrali ciclici. 
Troveremo che l'integrale ciclico in un intervallo in cui resta finita la va- 
riazione totale dei due parametri, s i  avvicina approssimativamente ad una 
grandezza di più facile cal col^, almeno in certi casi. O per meglio dire cal- 
coleremo un limite superiore per l'errore che si commette sostituendo all'in- 
tegrale ciclico questo valore approssimato e vedremo che tale limite diventa 
tanto più piccolo quanto più la variazione del primo parametro si avvicina 
a quella che assicura l'invarianza adiabatica. Termineremo con la  discussione 
della portata e dell'iipplicabilità di questo resultato (3). 

(1) Notiamo che le formule citate valgono qualunque sia il modo di variaaione dei pa. 
rametri ma, come vedremo, esse danno e i ~ o r i  tanto pia piccoli quanto più il detto modo di 
variazione si avvicina a quello che assicura l ' invarian~a adiabatica. 

(2) A rigore l'intervallo in cui i? valida la nostraLintegraaione approssimata non coincide 
con quello indicato ne1 testo, ma ne differisce in generale di  poco. La  cosa sarà natural- 
mente precisata pid avanti. 

(:<) I n  un sunto dei miei lavori già citati, fatti da1 WINTNER sui a 5entralblatt für Mathe- 
matik B (5-15 e 7-372) si afferma che l'idea delle mie altre ricerche non ê nuova, perchb l'ebbe 
gih il KNESER (« Mathematischen Annalen D, 91,155, 1924). Debbo dichiarare che a me sembra 
essere scopo del KNESER quello di  dare una dimostrazione esatta d.ell'invarianaa adiabatica 
degli integrali ciclici di BOHR-SOMMERFELD, mentre la mia ricerca si propone (ripetiamolo) 
di  ottenere un limite superiore per l'errore commesso, qualora i parametri non varino ne1 

Annali di Matematico. Serie IV, lomo XV. 12 
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1. Formule introduttive. - -  Si abbia un sistema meccanico ad un grado 
di libertà retto dalle equazioni Hamiltoniane nelle varkbili p e q :  

dove la funzione di HAMILTON ;te dipende, oltre che da p e q, da un certo 
numero di parametri variabili col tempo. Noi supporremo per fissare le  idee ' 
che questi parametri siano in numero di due e li indicheremo con le lettere 
a e b. Adoperiamo due parametri in  vista delle questioni che tratteremo ne1 
terzo capitolo, sebbene per gli scopi di questo basterebbe usare, (e il proce- 
dimento sarebbe pih semplice) un parametro solo. 

Passiamo a formulare le ipotesi fondamentali per la nostra ricerca. Am- 
metteremo anaitutto che ad ogni valore per a e b compreso entro un certo 
campo (connesso) C si possa coordinare u n  campo A del piano delle p, q tale 
che le soluzioni di (1) con a e b costanti e con condizioni iniziali entro il 
corrispondente A siano periodiche e tutte contenute in A. Potremo percib 
ad ogni d o r e  a, b di C ed ad ogni p, q contenuto ne1 corrispondente A 

coordinare 1' integrale ciclico di BOHR-SOMMERFELD J = pdq. Queste J  re- S 
lative ai punti di A le supporremo variabili con continuità fra due valori 
Ji e J,  alla loro volta dipendenti con continuità da a, b. Ammetteremo anche, 
benchd non sia strettamente necessario, nello spanio delle J, a, b, convesso 
il campo (Che diremo campo B) limitato da J , ,  J, e da una superficie cilin- 
drica retta di base C. 

Supporremo poi che si possa esprimere 'be come funzione univoca di J, a, b, 

che per ogni (a, b) di C e per ogni J  compreso i corrispondenti J ,  , J2, aae 
SJ 

sempre del10 steaso segno e che i valori iniziali di p e q siano compresi ne1 
campo A relativo ad a(O), b(0). 

modo che assicura I'invarianza adiabatica degli integrali oia  citati. Di piii nella sua Nota 
il  KNESER non fa  alèuna applicazione dei suoi resultati, tanto meno al pioblema delle masse 
variabilil ne1 quale gli invarianti adiabatici fiirono introdotti solo ne1 1988 da1 LEVI-CIVITA. 
P e r  queste ragioni mi sembra inesatta l'assereione del WINTNER. 

Debbo dichiarare perù che ho preso da1 KNESEK alcune notazioni. 
Si osservi ancora che in questo lavoro si usa l'espressione limite siiperiore dell'errore, - 

ma che sarebbe più esatto adoperare il  termine valore maggiorante. 
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Cib posto potremo formare l'equazione di J A ~ O B I  ponendo in luogo di  E 
la X(J, a, b). Mediante un integrale complet0 di questa eqnaaione V(q, J ,  a ,  b) 
(integrale che si ottiene facilmente mediante una quadratura) potremo avere 
la nota trasformazione canonica delle variabili p e q in nuove variabili di 
cui una e la J e l'altra la sua coniugata Che indicheremo con -W.  Tale 
trasformazione sarà data ovviarnente dalle equazioni: 

le quali corne é noto definiscono p e q corne funzioni periodiche di w con 
periodo 1 s'intende per (a,  b) costante e entro C e J compreso fra i corri- 
spondenti J ,  , J,  . 

Allora le equazioni relative alle J e vu saranno sempre del tipo Hamil- 
av 

toniano con la funzione di HAMILTON uguale alla H(J,  a, b) i- - 
at 

Ora la V è funzione esplicita del tempo solo attraverso a e b percih è: 

av av av - - --a1+- b'. 
at aa ab 

Se ora indichiamo con J,, J b ,  w u ,  w b ,  w rispettivamente le derivate 

Le J,, J,, ?va, rub saranno in generale funzioni di J, TU, a, b. Esse godono 

anzitutto della seguente proprieth. Essendo come 13 noto - :a., (11, fissati 
1 

(4)  Per comprendere cib si osservi che esprimendo la V(q, J, a, b)  in funzionc di ni 

cioè ponendo al posto q la sua espressione in funzione di PU si ottiene iina funzione multi- 
forme tale ciob che se wu aumenta d i  .un0 la V aumenta di J ossia si ha: 

(4 V(q(w + i), J ,  a, b)  = V(q(w), J, a, b)  + J. 

E qiiesta relazione b immediata conseguensa dell'altra: 

V(q(n, + l), J, a, b)  - V(q(w), J, a, b) = pdq = J.  !i 
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a, b e J (s'intende (a. b) entro C, J fra J, e J,) funzioni periodiche di  ru con 
periodo 1 saranno tali anche J,, J,, ru,, rub. Di pih sarà: 

e analogamente : 

(7) 

Ammetteremo poi che le w, J,, J,, ru,, nib siano per ogni a, b in  C e 
per ogni J e ru comprese rispettivamente fra Ji e J,, TU', ni' +- 2 (ni' numero 
reale qualunque) sempre limitate e a rapport0 incrementale limitato rispetto 
a tutte quattro le va,riabili, a, b, J, ni. È ovvio, per la periodicità, delle 
nostre funzioni, che queste ipotesi valgono per ogni ru ferme restando i limiti 
per a, b e per J. Ovviamente poi le equazioni (5) e tutte le loro proprietii sono 
valide fino a che dalle J e m che si ottengono risolvendo tali equazioni cor- 
rispondono per le (2) valori di p e q compresi entro C cioh fino a che J(t) 
resta compresa fra le J, e J, corrispondenti ad a(t), b(tj. 

A questo punto, sarà bene notare che le ipotesi che abbiamo ora ricordate 
si potrebbero dedurre' da altre più semplici fatte sulle equaeioni (1). Abbiamo 
creduto opportuno non seguire questa via che ci porterebbe troppo lontano. 

Passiamo ora ad alcune definizioni relative a i  parametri. Ripetiamo che 
per variazione totale V(a, f j  del parametro a in nn intervallo (O, t) inten- 
deremo 1' espressione : 

av Derivando ora la ( x )  rispetto ad a avremo ricordando che la - che compare nelle nostre 
aa 

formule si ottiene derivando V mantenendo costante q si h a :  

dove ne1 primo membro i termini s i  suppongono calcolati i n  n, i- 1 ne1 secondo membro 

i n  n, a parità s'intende d i  a, b, J. Ora - = p  b funzione periodioa di periodo 1 d i  PO cosi au - 
ôq pure sarh - essendo periodica d i  periodo 1 per  ogni a, b i n  C la q. Si ha allora ohe il  primo 
aa 

termine al primo membro d i  (B) si elide col primo termine a secondo membro restando cosi: 

. . 

av e cib dimostra la periodicità di rispetto a ni. Analoga dimostrnzione vule per - 
?a ab ' 
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che se a B sempre crescente O decrescente in (O, t) diviene: 

Se invece a non è sempre crescente O decrescente ma ha in  (O, t) un numero 
finito di massimi O minimi l'espressione di  V(a7 t) non B pih cos1 semplice, 
ma il calcolo di essa non è affatto difficile. 

Conviene infatti per eseguire questo calcolo, dividere l'intervalle (0, t) in un 
certo numero di tratti in cui a(t) B sempre crescente O decrescente ed applicare 
a questi tratti la  formula (9). Analoghe definizioni valgono per il parametro b. 

Intenderemo poi per periodo del moto, relativo all'istante t, i l  periodo 
del moto retto dalle (1) con J,  a, b costanti e uguali a J(t), a(t), b(t) e con ;K 
uguale a l  valore corrispondente a J(t), a(t), b(t). Questo periodo T(t) vale ov- 

Diremo percib variazione del parametro a O b ne1 periodo T corrispondente 
all'istante t (grandeaza che indicheremo con A,a7 A,b O se non vi B luogo ad 
equivoco con Aa, Ab) la variazione di questo parametro ne1 periodo t ,  t + Ttt). 
Sarà cio6: 

Se la  variazione di un parametro per ogni valore di t di un certo inter- 
val10 (0, h) si pub considerare come infinitesima diremo che il parametro 

varia in (O, h) in maniera infinitamente lenta. Infine diremo (segnendo in 
sostanza il LEVI-CIVITA) che un parametro a O b varia in (O, h) in  maniera 
graduale quando si pub considerare come infinitesimo per ogni O < t < h la  
variazione totale delle sue derivate in t, t + T(t) rispetto al valore assoluto 

della derivata steasa caloolata ne1 punto t intermedio fra t e t + T(t) e tale 

che 1 a'@) 1 T(t) O 1 b'(8 1 T(t) valga A,a O A$. Cioh : affinchè il parametro a vari in 
maniera graduale deve essere infinitesima 1' espressione che indicheremo con A,@' 

in cui t + 0T = i. Analoga definizione si pub dare per A,b'. 

i i )  Si noti che in seguito ammetteremo ce positiva. Se cib non fosse si pub wmpre 
ridursi a questo caso cambiando t in - t. 
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2. Ciilcolo d i  un fondamentale limite superiore. - Consideriamo I'equa- 
aione differenziale : 

e 17 altra equazione differencial; nella y 

Dove & non B altro che J, in cui perb in luogo di J si è messo la y p a n -  
dezca che ora preciseremo. Noi ci proponiamo di calcolare un intervallo entro 
cui la differenza fra J e y resta in modulo inferiore ad un numero 7 positivo 
prefissato, ma tale che in un certo intervallo (0, h'), y(t) + r) sia sempre 
inferiore al corrispondente J2, y( t )  - 7 superiore al corrispondente JI ('). 
La y 13 poi definita oltre che dell'equaaione (13) anche dalla condisione-: 

la yuale per la continuità di J, e J, e per il fatto che JO è compreso fra 
la J ,  e J, corrispondente a a(O), b(O), assicura l'esistenaa di (0, h'). 

Ora per ragioni di continuità esisterà evidentemente un certo intervallo 
intorno all'origine (0, IL) compreso in (O, h') in cui ( J -  y ( 5 r). Cib assicura 
che in (0, h), J é compreso fra 3, e J, e percih sono applicabili tutte le 
proprietà ammesse per il sistema (6). Allora aottraendo membro a membro 
la (13) dalla (12) e integrando 1' espressione ottenuta da O a t' (t' < h) abbiamo : 

t' t' 

(14) I ~ - y l < I ~ a d t I + l ~ ~ ( ~ b - ~ b ) d t l .  O 

O 

Proponiamoci dunque di calcolare un limite superiore 1(tt) di 

A questo scopo, mediante i punti t, = --- 1 
w(J(Oh 44 W)) 

(4) S'intende che (0, h') deve essere tale che in esso a(t) e b(t)  sinno entro C. 
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dividiamo l'intervallo (0, t) in n parti, supponendo che: 

sia superiore a t'. Allora avremo: 

(15) alJadt < I o  + I . 1 ,  + . -i- l /  6 I 
ta-4 

dove : 

(16) 
t r 

Calcoliamo ora un 1imite.superiore per Ir, ,.+, . A questo scopo consideriamo 
la funaione, J,' ottenuta ponendo in Ja al posto di J(t), a(t), o(t), J(t,.), a(t,.), 

t - t,. 
rv,(t) essendo rv,(t) uguale a w(t,.) .+ . Potremo scrivere: 

t,.+i - 1,. 

Ora dalla prima d i  (5) si  h a  per l'intervallo (t,, t,.,,) 

1 J(t) - J(t,.) 1 = lSdJadt + h b d t  1 
t , t r 

< M a  Ia'Idt + Mb 1 b'] d t .  il 
t , 

i 
t r 

Dove Ma e Mb sono rispettivamente i limiti superiori di 1 Ja 1 e 1 Jb 1 per 
ogni a(t) e b(t) con t variabile in (O, t'), per qualunque rv e per J compreso 
fra i l  massimo d i  y(t) + -q e .il minimo di  y(t) - s' intende in (O, t') ('). Le Ma, 
AiT, sono finite per le ipotesi fatte sulle limitazioni di Ja ,  Jb .  

( i )  P u o  darsi che qualche J, a, b compresi fra i limiti ora indicati cada fuori del 
campo B i n  cui sono definite le J , ,  J b .  Siccome perb i valori di queste grandezze che com- 
paiono nelle nostre equaeioni sono calcolate per J, a, b entro B, noi intenderemo che M, 
e Mb sono i limiti superiori d i  1 J, / e 1 Jb 1 per  quei valori di J, a, b compresi f ra  i limiti 
preoisati ne1 testo e interni a B. O in altre parole potremo convenire che le  J,  e Jb per 
valori di J, a, b fuori d i  B sono niille. Queste avverteme valgono anche con le ovvie mo- 
dificazioni per casi analoghi che incontreremo i n  seguito. 
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D'altra parte abbiamo dalla seconda delle (5): 

E poiche si suppone la  w Lipschitziana, esisteranno tre numeri positivi H, 
Ka, K, tali Che: 

(21) 1 m(J, a, b) - w(J(t,.), ~(t , . ) ,  bit,.)) 1 < 
< H 1 J(t) -- J(t,.) 1 + Ka 1 a(t) - a(t,.) 1 + 

t t 

Le H, Ka, K, sono prese relativamente a tutti i valori di t (') compresi 
fra t,. e t,.,, e a tutti i valori di J compresi fra i l  massimo e il minimo 
di J(t) in  (t,. , t,.,,). 

Se ora sostituiamo nella (20) la (21) e indichiamo con A e B i valori 
massimi di / vua 1 ,  1 rub per ogni ru, per ogni t di (O, t') e per J compreso fra 
il massimo di 1 + r) e i l  minimo di Y q  in (O, t'), abbiamo: 

Cib posto torniamo alla (17). Poichè Ja 13 per ipotesi Lipschitziana po- 
tremo trovare quattro numeri positivi R, S, P, & tali che per ogni YU e per 

('J Più precisamente di a(t), b ( t )  per t compreso ecc.. In seguito useremo spesso la 
locuzione abbreviata del testo. 
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valori di J e  t compresi fra gli stessi limiti indicati a proposito, di H, Ka, K, sia: 

Abbiamo allora ricordando la  (18) e la (21): 

b' 1 dt(t  - t,.) g (t,,, - t,.) 
t , t r  t r  t r  t r  t , t , 
Abbiamo poi con m a  semplice integranione per parti: 

A n n a l i  d i  Matemat ioa ,  Serie I V ,  Tomo XV. 
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Ora J,' non 6 altro che la  J ,  in cui sono fissati i valori di J, a, 6 e 

solo la  YU, 6 variabile. Di più la ru, per t = t, vale ru(&.) per t = t,.,, vale 
~ ( t , . )  + 1. Si ha percib ricordando l a  (7) 

Essendo 1 cc' 1 quel valore di  1 a' ( compreso fra t,. e t,.+, tale che 

Percib sostituendo nella (24) abbiamo : 

(28) Ir,  ,.+, s Z,.(At,a)' + Z,.'(At,b)(At,a) + MaAt,a'Atra. 
Dove : 

(29) 
RMa + S(NaH+ K,)(f,+ , - t,.) + S A  + P 

Zr = 
2 

(30) Z,.' = RDl, + S(MbH + K,)(t,.+, - t,.) + SB -+ Q. 
D'altra parte si ha:  

t ' t ' 

Indichiamo ora con Z e Z' due numeri superiori rispettivamente a tutti 
i 2,. e 2,'. Siano poi A,,,a e A,,a' i valori massiini in (O, t') di At,.& e At,af per 

ogni t di (O) t'). Allora ricordando, che V(a, t') > V(a, t ), V(b, t') > V(b, t ,,+,) 
si  ha  sostituendo nella (15) i limiti superiori ora ottenuti: 

(32) lb%.ilt 1 L Z*.,aV(a, t') i- Z.A.oqb, if) 
U 

+ lCfaAmalV(a, t') i- NaAn,a. 

Il secondo membro di (32) 6 i l  cercato limite superiore che verrà, in- 
dicato con I(t'). 
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Prima di chiudere questo païagrafo aggiungiamo la seguente osserva- 
fiione. Si consideri una funzione g di J,  g = f(J) fun~ione  tale che fl(J) sia 
sempre positiva O sempre negsitiva, quando J varia fra il massimo valore 
di J,  e il minino valore di Ji relativo al17intervallo (0, h'). Allora si potrà 
invertire questa relazione e scrivere J =  cp(g). Ci6 permette di scrivere le 
nostre equazioni in modo da avere come incognite la g. Si  ponga infatti 
nelle w, Ja, JO, vu,, PU, delle (5) in  luogo di  J la  cp(g). Poi si moltiplichi la 
prima delle (5) per f '(J) = f'(cp(g)). Si ottiene cosl: 

dw - = w 4- a'w, + Vwb. 
dt 

Ora se si suppone f' e y limitate e Lipschitziane si ottiene subito che i 
termini moltiplicati per a', b' al secondo membro delle equazioni ora scritte go- 
dono delle stesse proprietà di  J,, Jb e wu, rub e 10 stesso puo dirsi della w. 

Percib i resultati ora ottenuti per J valgono anche per g naturalmente 
tenendo conto dei diversi valori che ora assumono i secondi membri delle 
equazioni che definiscono w e g. 

3. Hegole per i l  calcolo pratico della espressione I(t). - Nella (38) com- 
pare la  2, Zr, Ma, Anla, An,al percib dobbiamo anzitutto indicare qualche 
metodo per i l  calcolo di queste grandeaze in un intervallo (O, t') inferiore 

Si osservi anzitutto che Ma,  Mb sono quantità valide in  base alla loro 
definizione per qualunqne r e si calcolano trovando i l  massimo valore di 
J,, Jb per t in (O, t') per ogni ru e J compreso fra il valore massimo in (O, 6) 
di y -1- y e i l  valore minimo sempre in (O, t') di y - v  valori che indicheremo 
ri~pettivamente con ymax + y e y,in - y. 

Passiamo ora alle Z. Percib prendiamo in esame i termini che compaiono 
nelle Z,.. I n  esse vi sono andtatto le A, B indipendenti da r perche valgono 
rispettivamente i limiti superiori di  1 wu 1 ,  1 ru, 1 per t in (O, 1') e compreso 
fra y,,, -1- y, y,i, - q e per ogni W. Le R, S, P, Q definite dalle (23) e che 
compaiono nella espressione di 2,. devono coincidere (almeno sotto condizioni 
di derivabilità per Ja, J, che supporemo largamente soddisfatte) rispettiva- 

mente con un valore assoluto di aJa - aJa aJa aJa  - ne1 campo definito 
a J '  %Ü' %' ab 

da - aa < w < + oo t,. < t < t,+, ('), J cornpreso fra il massimo e i l  minimo 
b 

(') O meglio fra a(% b( t )  comprese rispettivainent~ fia i loio massimi e minimi i n  (t,., t,+,) 
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di J(t) in (t,, t,.,,) ('). Analogamente H, Ka, K, non sono altro che valori 
au aw aw 

assoluti di - 
aJ' z7 ab calcolati in un punto del campo ora descritto. Infine 

t, non Q altro che 
1 

t ~ + i  - . Ora il calcolo esatto di queste 
.(J(t,.), a(t,.), b( tJ  

grandezlze è impossibile perchè bisognerebbe conoscere J(t) e w(t) che sono 
incognite. Se ne pub calcolare un limite superiore prendendo il valore mas- 
simo di queste grandezae per ogni t di (O, 8) per ogni w, e per ogni J com- 
preso fra ymax + y, ymin - q. Ponendo queste grandezee nelle espressioni 
di 2,. e Z,.' si troverebbe un valore superiore a qualunque 2,. e Z,.' e questo 
valore si potrebbe prendere rispettivamente per Z e 2'. 

Vi B perb la possibilità di ottenere valori più bassi di Z e 2' in base 
alle seguenti osservazioni che faremo riferendoci a Z perchè analogamente 
si pub procedere per 2'. 

In Z intervengono le espressioni H(t,.+, - t,.), K,(t,.+, - t,). Ora H & un 

valore di 1 &I calcolato per t cornpreso fra t ,  e t,.,, e per J oompreso fra il 

massimo e il minimo di J(t) in t,., t,,, . Percib si ha ('): 

aw a S o  azo aPo 
Dove ! - /  13 il valore di - ealoolato in t,. mentie - 

aJ aJ2 ' aJaa ' aJab 
sono 

I aJ t ,  
valori di queste derivate calcolate per J ,  
proposito di H. Quindi ricordado che 
1 a - a(t,.) 1 < Anla, 1 b - b(t,.) 1 < A,,,b quantitlt 
risulta opportuno prendere qualche volta 
H(t,.+, - t , )  l'espressione : 

a e b ne1 campo descritto a 
J - J(t,.) ( < MuArna + M&b, 
queste di solito molto piccole, 
come valore maggiorante di 

dove il simbolo max O min accanto alle parentesi indica il massimo O il 
minimo del valore assoluto della espressione entro parentesi per ogni J 
compreso fra y,,,+ q, gmin - q e ogni t di (O, 1'). Analoghe considerazioni si 
possono fare per EaS(t,+, - t,.). 

( i )  Cioh per un valore di J( t )  in questo intervallo. 
( 2 )  Si noti che i valori di t in ciii sono calcolati a(€) e b ( t )  possono anche essere diversi. 
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Si pub calcolare facilmente un altro limite superiore per H(t,.,, - t,.), 
Ka(t,.,, - t,.) qnalora sia w = f(J)eh+kb con h e k numeri indipendenti da J, a, b. 
Si ha infatti 

,-ha(t,)-Wr) 
t,.+, - t,. = 

dove t e t sono valori intermedi fra t,. e t,.+, . Quindi: 

Si ha poi usando le stesse notazioni: 

(38) 
Per cui: 

dove 1 f(J) { f ( J )  \min { f'(J) \min significano rispettivamente il massimo O il 
minimo di  1 f(J) 1 1 f'(J) 1 per J variabile f ra  ymax + v ,  y,~, - q ('). 

Se occorre un limite superiore più basso si pub scrivere: 

e una forma analoga vale per f f (J) .  Allora si ha: 

col solito significato per i termini entro parentesi graffa. Analoghe conside- 
r a ~ i o n i  valgono per Kb(t,.+, - t,.). 

Passiamo ora al10 studio di  An,a e A,,at. Quando queste grandezze non 
sono assegnate come dato del problema e non sono facilmente calcolabili in 
base alle formule che le esprimono conviene calcolare di esse un limite 
superiore, in base alle seguenti considerazioni. 

(4) Si noti che se h é positivo (, a decrescente si pub sopprimere nell'esponenziale 
il A,,,a. Lo stesso accade se  h è negativo e a crescente. Le stcsse concliisioni valgono con 
le ovvie modificasioni per il parumetro 6. 
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Corninciando da A,,a si deve notare che esso è sempre inferiore 

arma* ad -- essendo ar,, il valore massimo di ( a' 1 in (O, t'), orni, il valore mi- 
Wmin 

nimo di o in (O, 1') e per J compreso fra y,,, + y, y,in - y. Di questo 
limite superiore abbiamo fatto varie applic~ljioni nelle altre nostre note re- 
lative agli invarianti adiabatici. 

Perb si pub trovare per A,a un limite superiore che di regola è più basso 

di quel10 ora accennato. Infatti se t è un punto dell'intervallo (t,., t,,,) 
abbiamo : 

(43) ar(t) = ar(t,.) + (t  - t,.)au(T). 
Allora si  ha: 

t d i  tv+1 

(44) fi: d i *  , al(i,.) f i t  + [al'(qt - 4.) 1 
t, t , t , 

dove 1 a" lmax B il valore massimo di 1 a" 1 in (O, t'). Qnindi si ha subito: 

1 1 per ogni t di (O, t.) e pei  ogni J 

l a'' lmax Ora siocome avviene spssso in pratioa, che è trascurabile ri- 
2wzmin 

or a',,, 
spetto 1 1 e questo termine 6 inferiore da1 più uguale ad - se ne con- 

max @niin 

clude che questo limite superiore per A,a pub essere più conveniente del- 

arma* l 'altro calcolato con la  - . È da notare che ponendo fin da principio nelle 
Wmin 

nostre formule in luogo 1 a ' /  il suo limite superiore 1 ar l m & ,  il termine 
1 

S(MaH + K,)(t,.+, - t,.) nell' espressione di 2,. va moltiplicato per - mentre 3 
i l  termine analogo nell'espre~sione di 2,' va diviso per 2, e V(a, 1') viene 
sostituito con 1 ar lmaXtf. 

Passiamo ora al10 studio di A,ar. Un suo limite superiore é evidente- 

mente essendo a',nin il valore minimo di 1 a ' (  in (O, t'). Oppure si 
Wuina'min 
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pub moltiplicare denominatore e numeratore dell'espressione di  k a '  per 

I a'' Jmax t,.,, - t ,  e allora un limite superiore di A,af A dato da essendo 
~mindmina 

Amina il valore minimo di &,a in (O, 1'). 
Questi limiti superiori hanno perb 17inconveniente di non essere appli- 

cabili qualora in qualche ,punt0 di  (O, t') sia a' O A,a nulla. Conviene nei casi 
ora ricordati modificare un po' la  forma del termine MuA,,alV(a, t). Si  ricordi 
percib che questo termine sorge dalla somma di integrali del tipo: 

t,+ t 1 /af'jJ;dt 

tr t, 
Ora ai  ha subito la relaaione: 

Per cui nelle espressione di I(t) in  luogo di MaV(a, tf)A,u' si  pub mettere 

Ma 1 al' lmaxt' . Questa sostituaione & stata sempre fatta nelle nostre note sugli 
2wmin 

invarianti adiabatici. 
Oppure si pub osservare che 13: 

per cui in  luogo MaV(a7 t')A,al possiamo mettere (s'intende nella espressione 

M a  di I(t')) - V(af, t'). 
%in 

È poi ovvio che in qualche cas0 speciale dalle formule di definizioni 
di A,a, A,a' si possono ottenere valori per &,a, A,,,af sfruttando le particolari 
proprietà d i  a e a' ('). 

4. Cnso i n  ciii b è costante. Calcolo di t' e altre prtrprieth. - Riman- 
dando al Uapitolo terao 10 studio del caso in cui b A variabile, supponiamo 
d'ora in poi b costante per cui y(t) si riduce a JO (valore di J per t = O) e 

(1) Osserviamo che i n  seguito indicheremo i rnassimi O minimi d i  a' O a" sempli' 
cemeiite con i simboli a'max O d'rnax. 
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resta cosi: 

Da questa formula troviamo un metodo per verificare se t' B compreso 
entro l'intervallo (0, h). Per  questo scopo osserviamo anzitutto che I(t') 13 
definita in tutto (O, h') perche per tutti i valori t' di questo intervallo si 
possono definire 2, M a ,  A,a, Amal, V(a, t'). Osserviamo poi che I(t') è una 
funzione non decrescente di t' perche è prodotto e somma di termini che sono 
tali. Naturalmente questa I(t') è limite superiore di j J- JO 1 nell' intervallo (0, h) 
in cui J O - ?  < J <  JO+-7 .  

Ora B facile dimostrare il teorema: se I(tl) é per t' < h' inferiore a 7  
certamente t' è interno a (O, h) e 10 stesso accade di tutti i t' inferiori a t'. 

Infatti O l'intervallo (0, h) coincide con (0, h') e allora i l  nostro teorema 
è dimostrato, oppure h < h' allora 1 J(7ô) - J O  1 = y .  Ma se I ( f )  < y non pub 
essere t' > h altrimenti si avrebbe I(t') 2 I(h) ;2 7  contro l'ipotesi. Percib la 
verifica se t' 6 interno ad h e quindi vale la  (47) si ottiene provando che I(tl) 
è inferiore a y. 

fi interessante il caso in  cui si possa prendere 7  abbastauza piccolo per 
cui sin possibile h'= m. Allora se I(tr) resta per t-oa inferiore a y la I ( f )  
si pub applicare in tutto l'intervallo (0, CO) cioh la (47) pub servire per pre- 
vedere valori assintotici di J- JO 1. È da notare che dovendo restare I(t') 
finito occorre che Via, t') resti pure finito (i). 

Si noti ora che se Ama e A,al si possono considerare infinitesime cioè 
se a varia in maniera infinitamente lenta e graduale, allora se per ogni t' 
finito O infinito la Via, t') è finita resulta ( J - JO 1 inferiore per ogni t 
finito a qualunque E minore di r ] ,  e percib per 1' arbitrarietà di e, J = JO 
per ogni valore di t quindi anche al limite per t-ce. Si h a  cosi che se un 
parametro varia in mauiera infinitamente lenta e graduale la  J resta costante 
per tutto l'intervallo anche infinito in cui v(a, t') resta finita purchè esista 
un numero 7  tale che per ogni t' sia J, - y > JO > J ,  t- 7 .  Sotto questa 
forma viene spesso enunciato il concetto d'invariante adiabatico ('). 

(4) I n  seguito nella espressione d i  I(t) 
(9 Rotiamo che i fisici sostituiscono 

parametro qiiella d i  variazione non in fase 
difficile a mettere in  equazione. 

poi-rem0 talvolta i n  luogo d i  Ma soltanto M. 
spesso alla nozione d i  variazione graduale del 
col moto. Questa nozione B pih generale ma  più 
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5. Applicazione al problema del i~ioto armonico c m  foma di richianio 
dipendente da1 tempo. - Intenderemo per moto armonico con forza di ri- 
chiamo dipendente da1 tempo, un moto retto dall'equazione: 

d'q 
- - - w 9 q  
dt' -- 

essendo q la coordinata e w una funzione reale e positiva del tempo. Evi. 
dentemente questo moto per w costante è periodico, e cib per ogni w ; 0 e 
per ogni p, q, quindi C coincide con (0, CO), e i l  corrispondente A con tutto il 
piano. Come abbiamo visto in altri lavori (') ponendo: 

Abbiamo subito : 

il che ci dice X funsione univoca di  J e 5 > 0. Di pih poichb IC pub as- 
3 J 

sumere qualunque valore positivo la J varia da zero a infinito per cui 
J ,  =O,  J, = ao cioh J ,  e J, variano con continuità e il campo J, w B con- 
vesso. I n  base alle (49) abbiamo subito con trasformazioni esposte nella nostra 
nota citata (7:  
(50) 

d J  
z=- Ja' sen 4nrv 

dw ea a' -- - -- + - cos 4nw 
dt  2n 47~ 

essendo a = log W. E facile vedere che w = eu, J, = sen 4nw, TV, = cos 4nw 
sono funzione limitate e Lischiptziane per ogni a di (- CO, CO), J di (O, oc), 
w di (- oc, oo) verificando percib che sono soddisfatte tutte le condizioni 
necessarie per applicare le nostre formule. 

Ora nella equaaione (50) si pub prendere corne incognita non J ma log J 
ottenendosi la  formula : 

(52) 
d log J - 

- 
d t  

- a' sen 4xw. 

Poichb J pub variare fra i limiti (0, m)log J pub variare fra (- oo, + ao) 
percib qualunque sia i l  valore iniziale di J, JO e qualunque sia q (finito) 

(i) Cfr. il primo lavoro citato a pag. 1. 
(2) Si osservi che la n, vale la 0 della nota citata divisa per 2n. 
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l'intervalle (0, h') coincide con (0, ao) in  quanto ch8 per qualunque q finito 
log JO =!=y è sempre entro i limiti in cui le soluzioni di  (48) sono periodiche. 
Ora dalla (52) si ha  subito Mu = 1, R = P = O, S= 4x mentre dalla (51) 

1 
perche le J, e w, sono periodiche di periodo rispetto a W. Allora si  ha 

e*ma 

per l a  (39) e tenendo presente questo valore di  t,.+, - tr , K,(tr+i - il.) = . 2 
Quindi si ha: 

(53) 

Allora per le nostre formule si ha:  

(54) 1 log 1 < (,se'ma + i)A,a ~ ( a ,  t.) + A,af V(a, t') + A ,,a = I(f).  

E questa equazione vale per qualunque t' tale che V(a, t') sia finita. Infatti 
la nostra relazione vale per qualunque t' < h con h scelta in modo che 
in  (O, h) sia: 

Ora per provare se t' é in h basta provare che I(tl) & inferiore a q. Ma y 
non appare nel17espressione di I(tf) percib possiamo prenderla a nostro ar- 
bitrio purchb finita e quindi la sceglieremo sempre superiore ad ogni I(t') 
finito ('). Resta cosi provato la nostra asserzione e cioè si pub applicare 
la  (54) per qualunque t' che rende V(a, t') fiuito. 

Ora nella nostra nota del 1932 avremo trovato la formula (scambiando 
in essa t, con t') 

(55) 
J nI~ ' lmai  no 1 dm,,  \ 2  ~ " m a x  log - = + + - 7 O,,, tr -1- - --- ( 3 )  w min 

@mas t' 
JO @'min 2 oLi, 

dove il simbolo max O min posto al fianco di  una espressione indica il valore 
massimo O m i n i m ~  di quella espressione in valore assoluto. 

Fer fare un iaffronto fra il secondo membro di (55) e quel10 di (54) è 

bene modificare la  (5') per avere termini fra loro confrontabili sebbene sia 
probabile che la  (54) dia sempre resiiltati migliori della (55). Per fare questo 

( i )  Più precisamente fissato un Ijt') finito sceglieremo q superioix? a I ( t l ) .  Con c ib  resta 
provato che t' e in ( O ,  h). 
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confronto basta dunque mettere in luogo del termine AanV(a, t)  il termine 

al1max(tr+i  - t,.) 
2 come si é già indicato ne1 paragrafo 4. Di pih si ha:  

max Wmin 

Ponendo poi sin da principio in luogo di  1 a'/ il suo valore massimo atm,, 
X 1 

la Z diventa - eAma 4- -. Essendo poi di solito A,a molto piccolo si pub 
3 2 

XP 7t2 
ammettere - eAlna + n (') sia poco diverso da - + n. 3 3 

Ora un semplice raffronto .fra la  (54) e (55) tenendo conto delle (56) e (57) 
ci fa vedcre che le  formule ora ottenute danno in generale limitazioni pih 
basse di quelle di noi trovate qualche anno fa. 

6. Apylicazione al problema delle masse variabili. - I n  base alle formule 
sovrascritte potremo calcolare con molta facilità un limite superiore per le 
variazioni dell'eccentricità dell'orbita osculatrice ne1 problema dei due corpi 
di massa variabile. Otteremo delle limitazioni non molto diverse da quelle 
trovate per il caso delle masse decrescenti nella nostra nota del 1934 già 
citata, ma le troveremo molto più rapidamente e valide qualimque sia i l  
modo di variazione della massa. 

In base al resultato delle nostre note (') il problerna dei due corpi di  
massa variabile si riconduce a l  seguente sistema Hamiltoniano in cui c; B l a  
costante delle nree B il prodotto della massa totale per l a  coctante d i  gra- 
vitazione K: 

Ora B notissimo che per 
campo C in cui le soluzioni del 
campo s i  potrà costruire la J 

qualunque valore di B positivo esiste un 
sistema (58) sono periodiche. Percib in questo 
e l a  corrispondente eccentricità E che vale 

(4) Se a è crescente allora per 
mula A ,,a = 0. 

l'osservaeione di pag. 15 si piib parie in questa for 

(7 Vedi in particolare la citata nota dell'a Accadcmia di Torino D. 
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VI -. 4$ . È poi noto che le (58) hanno soluzioni periodiche fino a quando E 

é inferiore a 1 e positivo, percib i valori J , ,  J ,  saranno i valori 4x6 e oo 

corrispondenti a E = 0, E = 1. 
Percib Iino a che le p e q restano nella C ossia fino a che E resta com- 

preso fra O e 1 si pub trasformare le equazioni (58) in altre contenenti la J 
e la sua variabile coniugata ru e in base all'osservazione contenuta alla fine 
del paragrafo secondo possiamo ricondurci a equazioni che hanno per inco- 
gnite E e W .  Queste equaeioni già ottenute in altre note sono della forma: 

dE - - (1 - a*) cos u 
dt- 

- a' 
1 - E C O S U  ' 

3 

dru eZa(l - e z T  a' sen u (1 - E ~ )  sen u cos u -- 
dit -' 2 . 5 ~ ~ ~  2iT ( e + 1 - ~ c o s ~  ). +- - 

In cui a - log B, u è una grande~za definita dalla equazione di KEPLERO 

Evidentemente ne1 caso delle masse costanti u é l'anomalia eccentrica 
e PU l'anomalia media. Le (59), (60) valgono dunque per O < E < 1. 

Noi dovremo supporre naturalmente le condizioni iniziali tali che e, 
resulti compreso fra O e 1. 

2nB2 
Dalle formule sovra scritte è poi facile vedere che H = - - J2 

aw 
quindi - > O e che J, e YU, soddisfano alle condizioni poste per esse. Noi 

aJ 
porremo poi sempre r) < 1 - E,,, y < in modo che 17intervallo (0, 72') in 

cui e, + r) < e 2 ,  eo - > E ,  coincida con 1' intervallo (O, oc). 

Posto cib passiamo al calcolo di I(tf). Abbiamo intanto i seguenti limiti 
siiperiori per ( ' 1  Ma, R, S, P, validi per qualunque n, e t e per E compreso 
fra emax = E,, + q, €,in - en - q (?): 

2E COS U. (1 - Eg) COS' U - 
= 1 1 - E cos u (1 - E cos u)' 1 - E COS U 

(i) Qui intendiamo per J,  e w, i termini che moltiplicano a' nelle (89). Naturalmente 
anche le Ja e ni, soddisferebbero a quelle condizioni. 

(') La parentisi graffa attorno ad alcuni teunini significa che qiiesti termini sono cal- 
colati in modulo per un valore di a(t) e ilno di ~ ( t )  con t intermedio fiun (t,., &.+,) in modo 
da soddisfare a quelle condizioni per cui si introdiicono iielle nostrc foriiiule. 
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Quindi derivando rispetto a E 

Percib si ha : 

(1 - sen m COS u 1 
1 - E C O 8 2 4  ) 

3 

(1 - Ez)T 
tipo f(s)eha con f ( ~ )  = e h = 2 si ha dalla (41), dopo semplici con- 

2nc3 
siderasioni : 

Si ha allora: 

(14- (L + (1 + imax)) + 
(1 - Emax)' Emin 

Ora 6 da notare che a una formula non molto diversa siamo giunti ne1 
nostro lavoro citato a pag. 2 e precisamente questa Z (supponendo nul10 A,a) 
a un valore minore della 0 che in tali note abùiaino calcolato. Anai essendo 
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Anla nelle applicazioni sempre molto piccolo possiamo ritenere la O sempre 
euperiore a Z percib faremo le deduzioni seguenti in base ai valori numerici 
di 0 che abbiamo già calcolato in  altra occasioi~e. 

Abbiamo dnnque applicando la (32) 

e otteniamo cosi una formula analoga a quella trovata nelle nostre note 
precedenti ma valida per qualunque modo di variaaione della massa. E quesfa 
formula si pub applicare per tutto l'intervallo (0, h) in cui la  ( E - E, / resta 
inferiore a y. And da essa 6 facile dedurre un limite inferiore per la  varia- 
zione di massa necessaria a'ffinchè 1 E - E, i raggiunga i l  valore prefissato 7. 
Difatti si h a  che quel valore di t' che rende i l  secondo membro di (62) uguale 
a y è certamente inferiore O a,l più uguale al valore h in cui E- E, pub 

valere q. Siccome V(a, t') è crescente se ne deduce che il valore di V(a, t3 
chc soddisfa il secondo membro di (62) eguagliato a q dà i l  cercaio limite 
inferiore. Supponendo ora la massa m(t) sempre crescente O decrescente, si 

(essendo m, la  somma delle 

per t = O) e percib: 

Vediamo ora di  applicare queste formulé al caso 
Cui In massa diminuisce per irraggiament;~, caso già 

masse dei due corpi 

(9- 

delle stelle doppie in 
da noi studiato nelle 

1 
note citate. I n  esse supponendo y = - si  è trovato 0 inferiore a 200. 

100 
Ovviamente poi 1 t E,,, < 2. Resta da conoscere il valore di 4,,,a e A,,,ut. 
Ora per il sistema Terra-Sole all'epoca presente questo numero secondo il 
JEANS sarebhe dell'ordine di I n  altre epoche questo numero poteva 
essere diverso perchè tale era la massa del sole. Perb' si pub pensare che 
non sia variato di molto al trascorrere del tempo perchè se è ovvio che più 
grande è l a  massa più grande B l'energia irradiata, questo effetto pub esseze, 
almeno in parte, compensato da1 fatto che più grande é la massa più breve 
resulta di solito il periodo. Comunque poichè le stelle doppie hanno masse 
e periodi diversi da1 sistema sole-terra noi faremo i nostri cnlcoli per diversi 
valori di A,a. 

Quanto a A,,af i dati sono molto più incerti, noi faremo per cib l'ipotesi 

(1) S'intende che 7 si siipponc siiperiore n (1 + ~ , , , : ~ ~ j ~ , , , n '  
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(in qualche caso particolare verificata (')) che esso sia dell'ordine di gran- 
dezza di Ama. Allora avremo dalla (63) ponendo per semplificare i calcoli e 
per stare più al sicuro A,,af = 100 A,,a 

e ponendo A,a = IO-" e ricordando che in quesio caso la massa è decrescente 

Si vede subito da questa formula che n = 13 si ha sensibilmente 

5 = e275.108 cioè per avere variazioni di  E di un centesimo la massa do- 
m(t) 

vrebbe subire una enorme diminuzione. Dalla (64) si vede subito che il 
"i12 

valore - pur diminuendo 111 rimane enorine fino a che n r: 6. Esso pub di- 
112 

ventare possibile solo per valori di n minori di 6. S i  pub percib concludere che 
per avere variazione anche piccolissime di  eccentricità occorre invocare nelle 
stelle doppie enormi variazioni di masse, O valori per le variazioni relative 
di massa in un periodo troppo diversi da quelli cornunemente ammessi. 

Agli stessi resultati eravamo giunti in altre note considerando perb par- 
ticolari leggi di variazioni delle masse. Qui i resultati sono ottenuti in modo 
molto più generale, e con calcoli più facili. Vi è pero l'ipotesi di Aa' del- 

-1'ordine di Aa ipotesi che non sappiamo controllare in generale essendo del 
resto tale controllo di competenza degli astronomi. Comunque ci sembra di 
aver trovato delle formule per 10 studio delle variazioni di eccentricità al 
variare della massa ancora più semplici di quelle da noi date nelle altre note. 

112, 
Vogliamo da ultimo osservare che V(a, t )  = log -- se la massa è de- 

Wt) 

( i )  Si noti che ne1 caso della legge del JEANS, (Asti-ono~ny and Cosmoyony, pag. 130.131) 
d B  

si ha - = - rxB3 con a costante e la nostra ipotesi su Aar risulta verificata. Difatti 
dt 

da - ri i" - 

dt - 
- aeza, Pa = a eWX,  Aa1=2z e4"-Zr'& dove a è ;in valore di t intermedio fra 

t , t , 
t ,  e t,+,. Siccome a varia in t,, t,+, di quantith trascurabili si pub suporre #(a-i) = 1 e 
percib resulta subito Aar=2Aa ci06 Aa e Aa' sono del10 stesso ordine di grandeesa. Si  noti 
che il ragionamento vale ponendo in luogo dell'esponente 3 qualunque esponente e percib è 
applicabile anche per la legge proposta ~ ~ ~ ~ ' A R M E L L I N I  (<r Rendiconti hincei x 11 sem., 1932). 
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crescente, tende a117infinito per t- oc se m(t) per t -  oo tende al10 zero. 
I n  questo ca.so le  formule ora sviluppate non ci permettono di ,affermare 
che 1 E - E ,  j resta sempre limitato perchè il secondo membro di (62) tende 
all'infinito. Cib è conforme del resto a resultati de l178amm~& (') che ha 
mostrato la E tendere per t-CC all'infinito qualora m(t) tenda al10 zero 
(sempre per t-m) d'ordine sufficientemente grande. Quindi ne1 caso ora 
ricordato i nostri metodi non ci permettono di prevedere valori assintotici 
per E a1 tendere di t all'infinito. 

.Perb se m(t) per t-oo non tende al10 zero, allora se a(t) è tale che 
V(a, t) resti sempre finita (come accade spesso in questioni che si presentano 
nella pratica) le nostre formule conservano sempre vnlori finiti e da esse si  
potrà, almeno in qualche occasione, prevedere 17andamento assintotico di E. 

Ritroviamo oosl in u n  caso particolare quanto si é affermato in generale e 
ciob che le  formule sviluppate in questo lavoro, permettono a differenza di 
quelle usate nelle nostre note precedenti, di studiare variazioni di grandezze 
per intervalli di lunghezza infinita. 

7. Considerazioni gmerali siill'integrazione approssimata di equazioni 
diffcrenziali col metodo degli invarianti adiabatici. - Nella nostra nota 
del 1932 già citata abbiamo integrato approssimativamente, usando il concetto 
d'invariante adiabatico, 17equazione del moto armonico con f o r ~ a  variabile 
col tempo, determinando anche un limite superiore per 17errore che si com- 
mette sostituendo quella soluzione approssimata alla soluzione esatta. 

Si  presenta percib spontanea 1' idea di estendere tale metodo d7 integra- 
zione approssimata a qualunque sistema meccanico con u n  grado di libertà 
del tipo ora considerato con un solo parametro a variabile. 

Questa estensione non ci è riuscita, anzi non la riteniamo possibile. Pe r  
giustificare questa asserzione crediamo opportuno ripetere la dimostraaione 
più naturale per il calcolo della soluzione approssimata e del limite superiore 
per l'errore commesso sostituendo la  soluzione approssimata a quella esatta, 
e vedremo che detfo limite superiore non resta affatto piccolo in tutto l ' in-  
tervallo in cui J si  pub ritenere costante come avviene ne1 caso soma ri- 
cordato del moto armonico. 

(4) . Rendioonti Accademia dei Lincei B, II sem., 1932. 
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Si consideri percib il nostro sistema (5) in cui si porrà b' = O essendo 
ora soltanto a variabile. Avremo allora: 

e integrando da (O, a t') queste equaaioni abbiamo: 

(66) J = JO - ] L a &  
O 

Ora si B visto che l'integrale a. secondo membro di (66) un certo in- 
tervallo (O, t') equivale ad una quantità finita moltiplicata per A,a O A,al. 
Percio se Anta, An,a' sono abbastama piccole si pub ritenere in (O, t'), J =  JO 

Passiamo alla (67). Fer l'ultimo integrale che in essa vi figura si po- 
trebbero applicare i metodi già usati per l'integrale a secondo membro 

net1 

di (18) metodi perb che saxebbero validi ne1 caso in cui fosse \uvadt = O es- 

sendo I'integrazione fatta supponendo a e J costanti. Questa ipotesi non è 
necessariamente sempre verificata nella pratica ma essa pub presentarsi in vari 
casi particolari per esempio ne1 problema dei due corpi di massa variabile. 
Allora ammessa tale ipotesi l'ultimo integrale a secondo membro di (67) 
resulta dell'ordine di A,,a O A,a1 e quindi trascurabile se tali sono A,a, A,al. 
Ma a secondo membro di (65) si presenta l'integrale di w il quale non si pub 
calcolare in modo esatto perche w é in generale funnione di J e  si sa soltanto 
che la J vale approssimativamente JO ne117intervallo (0, t'). 

A prima vista si potrebbe pensare che il sostituire nella espressione 
di w in luogo di J,  JO (ottenendo cosl una soluzione approssimata di (65)) 
conduca ad errori piccoli, ma calcolando per la via pih naturale il limite 
superiore dell' errore commesso sostituendo nella (65) JO a J esso non risulta del- 
l'ordine di A,,a. Infatti indicato con w(J, a), w ( J o ,  a) rispettivamente il valore 
vero di w e quel10 che si ottiene quando in luogo di J si pone JO l'errore p 
che si commette sostituendo nell'integrale di  w, JO in luogo di J sarebbe 
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Per trovare un limite superiore di questo errore, si potrebbe procedere 
,cosl ricordando che 1 o(J, a) - @(JO, a) 1 < H 1 J - JO 1 (') 

Il  limite superiore per p che ora si calcola non é dell'ordine di A,a. 
Per semplificare la dimostrazione supponiamo a variabile in modo lineare 

a' 
cioè Aa' = O, A,a= - , V(a, t) = a't. Si ha allora: 

@min 

t' t' 

(70) 
HZ HMa 

a'dt .= -- (art')% - 
Wmin 2wmin  Wmin 

e siccome all'ultimo membro di (70) non compare, A m a  ma ossia 
(V(a, tl))"uantità questa che si suppone finita. (2) e percib il limite superiore 
ora calcolato non 13 affatto tra~cura~bile. Per questa ragione risulta dubbia e 
forse non lecita la sostituzione della JO a J nella (67). 

Si obietterà che un limite superiore dell'errore commesso calcolato 
per altra via potrebbe resultare dell'ordine di A,,,a. Non mi é riuscito di 
diinostrare che questo fatto sia, almeno in generale, da escludersi, e del 
resto una dimostrazione del genere non avrebbe un eccessivo interesse. 
Vogliamo perb notare che le consideranioni sopra riportate per il calcolo del 
limite superiore per p si possono facilmente ripetere soltanto supponendo 

aw 1 J - JO 1 dell'ordine di A,aV(a, t') e - sempre del10 stesso segno per t 
a J  

in (O, t') e J compreso fra JO - 7, J ,  + y  e si troverebbe che p 13 dell'ordine 
di (V(a, Cib ci fa appunto ritenere che la soluzione approssimata ora 
costruita non sia valida in tutto l'intervallo (0, t') in cui J si pub ritenere 
uguale a JO. 

Ne1 caso del moto armonico tale difficoltà non si 
dipende da J e percib ne1 secondo integrale di (67) 
tuire J a JO. 

presenta, perche (11 non 
non è necessario sosti- 

(1) La H si suppone relativo a tutto l'intervallo (0, t'), ossia ora H è il valore massimo 
am di - per J compreso fra JO - 7, JO + y e t in (O, t'). aJ 

(2) A rigore in questa equazione compare anche un termine in art'. Ma corne vedremo 
questo termine si pub fare almeno in'qualche caso scomparire. %esta perb il fatto che p è 
inferiore solo a un termine in V(a, t'). 
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8. Integrazione approssimata di equazioni differenziali col nietodo degli 
invarianti adiabtttici. - Nonostante le affermazioni di carattere negativo del 
numero precedente dalle formule (66), (67) si pub ancora ottenere uza inte- 
grazione approssimata delle (65) purchè si  limiti convenientemente l'intervalle 
(0, %) in  cui l'integrazione approssimata sia sostituibile a quella esatta, e si 
ammetta qualche altra ipotesi spesso verificata in  pratica. 

av 
Noi supporremo anzitutto che - e quindi wa siano funzioni periodiche 

aa 
di ru a valore medio nullo ne117 intervallo w, w + 1 e cib per qualunque w, per 
qualunque J compreso f ra  JO + 7, JO - q e per qualunque a(t). S7 intende 

av 
che il valor medio di - si suppone calcolato supponendo J e a costante e 

aa 
solo variabile ru. 

I n  secondo luogo ammetteremo che nell' intervallo (') esistn 

av 
un valore t, di t tale che in esso sia - (J(t,), a(t,), ~ ( t , ) )  = 0. Questa ipotesi 

aa 
pub ritenersi verificata in pratica per le seguenti ragioni. Si  consideri la 

av av 
funzione - = - (J(O), a(O), w(0) + o(0)t) questa funzione essendo i n  aa aa 
periodica a valor medio nullo assumerà in quest,o intervallo valori in parte 

av 
positivi ed in parte negativi. Percib se per fissare le idee la - 6 in t = O 

aa 

positiva esisterà certamente un punto i dell'intervallo 0, - in cui questa ( w t o 3  
funzione è negativa. Ora poichè, come si è già visto varie volte e avremo 
occasione di ricordare pih innanzi, la  differenza fra J(t) - J(O), a(1) - a(O), 

dell'ordine di A,,,a in pratica molto 

- av 
piccolo possiamo ritenere per continuittt in t - negativa e percib esisterà, 

aa 
1 av 

in (O, t )  ossia in O, - un valore t, per cui - 6 nulla. Del resto con le 
4 0 )  aa 

considera~ioni che precedono B facile verificare 17esisten2a di t , .  
Cib posto torniamo alle nostre formule 6 osserviamo che si avrebbe: 

1 
(i) Per brevith l'estremo superiore di questo interval10 verra indicnto con -. 

4') 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



116 D.  GRAFFI:  Jopra alcune applicaxioni degli i n ~ a r i a ~ n t i  adiabatici 

Noi prenderemo come valore approssimato di uv llespressione 6 tale che ('): 

Sottraendo membro a membro la (71) dalla (72) si ha: 

t' 

(73) 
O 

Quindi trovando un limite superiore del secondo membro di questa equa- 
aione ne segue subito un limite superiore per il primo. Ora ricordando la 
proprietà di YU, e ripetendo gli stessi calcoli fatti per il calcolo del limite 

(') Si noti che si ammette di conoscere J(t,) invece di  JO.  E possibile perb calcolare 
un valure approssimato di J(t,), J,(t,) tale che la sua introduzione in (72) porti ad un errore 
dell'ordine di A,a.alma# per le nostre approssimazione trascurabile. Moi porremo: 

(4 Ji(to) = JO - alJ,'dt. / 
O 

Essendo J,', analogamente al capitolo primo J, , calcolata per J = JO,  a = a(O), 

w = o(0) + C. Allora integrando la (12) sottraendovi la (a) e ragionando ne1 modo con 
4') 

cui si B giunti alla (24) si ha: 
Z 1 J(h) - Ji(to) 1 5 Z(Amn)e5 - Ama.al. 

wmin 
Quindi: 

t' 

come dovevasi dimostrare. 
Naturalmente si ammette nota anche t,. Questo valore ~i potrebbe calcolare approssi- - - 

avf av mativamente ne1 seguente modo. Si  indichi con (=) la (J" a(O), m(O)t), questa differisce 

av come si B detto da - di un termine dell'ordine di Aa, termine il cui massimo indicheremo 
aa 

con PA,a essendo P un numero facilmente calcolabile. Allora to sarh compreso fra quel 
. avf 

valore t' i n  oui - - PA,a > O  e quel valorc t" in cui - + PA,a < O. Ammetteremo 1' esi- 
aa aa 

stenza di t', t" e che t f l - f  sia dell'ordine di A,%a. Allora ragionando come precede b facile 
provare che se si prende come valore approssimato di to un qualunque valore fra t' e t" si 
commette ancora un errore dell'ordine d i  A,a.alma&' cioè un errore trascurabile. Si po- 
trebbe cemare anche un metodo di  approssimazioni successive per il calcolo di t, che evi- 
tasse le ipotesi fatte in questa nota, ma non ne vale la pena giacchè questa ipotesi sono 
assai spesso verificate in pratica e del resto in piatica J(to) e t ,  si ha nei dati del pro- 
blema stesso. 
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superiore per 1 J - JO 1 si pub dire che 8 : 

t' 

essendo la Z costruita in modo analogo alla Z che appare ne1 limite superiore 
di 1 J- JO 1. Resta da trovare un limite superiore per il primo termine a 
secondo membro di (73). 

A questo scopo si osservi che é valida la relaaione: 

t' t' to 

(75) j 4 ~ ~  ai -+i~(t~,, a)dt 1 1 ji.M 4 - @ l J P o 1 ,  a / l q  + j.(J a)-~/J11oJ, W t l  
O O O to 

Qra 13: 

(76, ]*i(J7 a) - ( J ( t o ) 7  a d  MHA,a ~ ( 0 )  
(0- 

O O 

Molto più difficile é il calcolo di un valore maggiorante per l'ultimo 
integrale a secondo membro di (75). A questo scopo dividiamo l'intervalle 
( tu ,  t') in n parti con i punti T,, T,, ... 2 ,,-, punti tali che: 

Potremo percib scrivere : 

Consideriamo ora 1' integrale generico : 

valida per t in (O, t,) si ottiene subito dalla prima (4) La relazione 1 J(t,)  - J 5 - 
4') 

di (65) dopo averla integrata da t a t , .  
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Rifacendo 10 stesso calcolo già fatto a proposito della espressione per il 
limite superiore di J(t,) - JO 

con il noto significato per arma,, a",,. 
Percib si ha subito ricordando F > z, 

Quanto all'altro termine a secondo membro di (79) sono necessarie varie 
osservadoni. Anzitutto si noti che si ha: 

Dove r-) , ) significa il valore di queste derivate calcolate per J= J(rT), 
SJr ,  aa,, 

a = a(z,.) mentre le derivate entro parentesi graffa significano valori di queste 
derivate per valori di J(z) e a(z) per z in z,, z,,, . 

Con analogo significato dei simboli si ha: 

Allora se col suffisso mas posto vicino ad una certa grandezza inten- 
diamo al solito il massimo in valore assoluto di questa grandesza per J 
compreso fra JO - q e JO f q e a compresa fra (0, t'). Abbiamo sottraendo 
la (83) dalla (82) e sostituendo ne1 secondo membro di (79): 

(1) A rigore in luogo di V(a, z,.) si dovrebbe mettere la variazione totale di a in t , ,  t,. 
Ma esseiido questa variazione inferi0i.e a V(a, r,.) conviene mettere nella (80) la V(a, r,.). 
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con 

Calcoliamo ora un limite superiore per (J( t )  - J(z,))dt . Si ricordi annitutto : ri 
Si osservi poi che é : 

t - zr 
E ricordando che nt(z,) + -- B analoga alla w, usata ne1 paragrafo 2 

7 r - p ~  - ' r  

del primo capitolo si pub affermnre che in base alla (21) il termine che mol- 

tiplica 

Si 

(88) 

a ' ( l '  a v(Tr) l  il primo membro di (87) ha cosi indicando per brevità. con 

Quindi indicato per maggiore chiare~za dspettivamente (.) 

a2v av t -7  
la --, - calcolate per J= J(T,), w = ~ ( 7 , )  t -2, a = a(t,) e con a'$ un 

a a a ~  aa TV+, - T V  

(4) Cib si ottiene ricordando che J( t )  - J(rrj < M,afmax(t -T,.), 1 a(t) - a@,) 15 almax(t - r,.). . , 
(2) Si  noti che (g)Tr coincide con ~ o p m  considerata. 

aaaw 
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valore di  a" per t  coinpreso fra z, e T,,, si ha subito dalla (86) : 

aZv aYv 
(89) J( t )  - J(T ) a' -- dt = - T,) -- d t  = - 

aaaw a a a ~  
Z r  Z r  '=Y 

dove si è indicato con g(t) l'espressione: 

e con w, la w(J(q), a@,)). Abbiamo subito : 

Si ha cosl : 

I l  primo termine a secondo membro si 13 potuto omettere in 
relazione : 

(92) 
- ' r  d w  

aa 
7, NTA 

av 
e all'ipotesi che i l  valor medio di - calcolato da PV a a + 1 con 

aa 

base alla 

J e a co- 

stante B nullo. 
T-4 4 

.Allora per trovare un limite superiore per (J(t) - J(zr)) II 
av 

trovarsi un limite superiore per - calcolato per t = T, valore che ora indi- 
Ela 

av 
cheremo con - (T,). 

aa 
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av 
Ora possiamo scrivere : ricordando che - (ta) = O 

aa 

Calcoliamo ora un limite superiore per un generico dei termini che com- 
paiono a secondo membro di (93). Si ha infatti: 

av 
Ora l'ultimo termine é nul10 per la periodicita di - 

aa ' 
Quanto al primo 

$2 V 
indioato con M, A, Q rispethivamente al massimo di (gw), (EJ)? a per t 

in (O, t'), J in JO - y, JO i- y e per qualunque n, si ha: 

Ora indicando con K un valore maggiorante in (O, t') e JO - y ,  JO + -q 
per la grandema finora indicato con questo simbolo e ricordando la (22) 

Quindi si ha sostituendo in (94) 

Annali di Matematica. Sarie 17'. Tomo XV 
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Percib tornando alla (91) abbiamo: 

(Ma(K + + 2MaA + &) tr(.r,, - 7,)  + 
Omin Wmin 

r+. 

Quindi si ha: 

(101) 

HM,( K + HJ 
'"min 
... 

Si ha poi: 

1 (t' - L,). 
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Allora sommando la  (104) con le (101) e (76) s i  ha:  

t' 

e da questa formula si ottiene facilmente, aggiungendo ( z A , ~  + AA,,,a1)V(a7 l') + 
-+AA,,a) la  cercata espressione per il limite superiore dell'errore commesso 
ne1 sostituire alla soluzione esatta del sistema (65) la soluaione approssimata. 
Come si vede a parte il termine in  A,a, che é di solito piccolissimo, l'errore 
dipende da (a'maxt')2 e a"maxt'2. Ora se la  a variasse in modo lineare a''m,xt" 
sarebbe nulla mentre atmaXt' sarebbe l'incremento che subisce la a nell'in- 
tervallo (O, fi'). 

Percib in  questo caso si  pub affermare che la  nostra integrazione ap- 
prossimata é valida nell'intervallo in cui si  pub ritenere infinitesirno il 
quadrato degli incrementi di  a. Se invece a non varia in modo lineare non 
é possibile un enunciato cosi semplice del nostro resiiltato. Si  pnb perb 
osservare che essendo A,at molto piccolo nell'intervallo (O, t') s i  pub pre- 
sumere a"m,,t" de117 ordine di  (a',,,t')P (i), e percib si  pub ancora enunciare il 
teorema ne1 modo sopra indicato. 

Comunque per piu esattezza la  fcrmula (105) serve in ogni caso per veri- 
ficare entro quale intervallo la soluzione approssimata é sostitoibile a quella 
esatta. Prima di lasciare la questione, vogliamo notare Che, corne scende anche 
dalla nostra dimostrazione, sarebbe stato possibile trovare un limite superiore 
più basso di quel10 calcolato, ma esso sarebbe risultato assai pih incomodo 
nelle applicazioni. Osserviamo poi che per esprimere 1' errore cornmesso sup- 
poniamo noto il modo di variare di a ossia di  conoscere a',,,. Ma cib è ne- 

cessario altrimenti non sarebbe possibile i l  calcolo di w(J(t,), a)dt ('). .r O 

9. Calcolo rtpprosr~iniato del niimero delle oscillaaioni. - Se i l  metodo 
d' integrazione approssimafa delle nostre equazioni é valido solo per un inter- 
val10 di tempo che possiamo dire ristretto, rispetto all'intervallo in cui la J si 

(4) Questa presunaione si pub giustificare in base al fatto che Aa', A U  sono del10 stesso 
a' a" 

ordine di grandezaa e - - sono in (O, t') molto vicine al'unità. Allora b facile de. 
a'max' d ' m a r  

dnrre al'max dell'ordine di a'zmax cioa d'maxt" dell'ordine di (a'm&r)2, 
(') poi ovvio che la nostra integraaione vale per t' nell'intervallo (0, h) in cui 

I J - J o I < r l .  
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pub ritenere costante, 8 possibile perb partendo dalla (67) ottenere per certe 
grandeeee delle approssimaeioni valide per tutto l'intervallo in cui A J  si pub 
ritenere trascurabile. 

Noi calcoleremo con approssimaaione più che sufficiente per tutti i bi- 
sogni della pratica, il numero delle oscillaaioni che subisce il nostro sistema, 
intendendo per nurnero delle oscillazioni il numero delle volte in cui rv as- 
sume valori interi, ossia in sostan~a la n, stessa, ma questa volta interessa 
che l'errore sia piccolo rispetto alla ru non corne ne1 paragrafo precedente 
rispetto all'unità. 
conoscere quante 

Come 6 noto 

Questa ricerca pub avere interesse per esempio se si volesse 
volte un pianeta è passato in un certo tempo al perielio. 

Mentre il valore approssiinato che noi proponiamo per il calcolo delle 
oscil1al;ioni sarà 

1' errore relativo commesso A vale : 

/W(J,, a)df + (o(J, cc) - o(J,; a)) dt -+ afw,,dt. 
O '0 I O I 

Si ha poi appl:cando il teorema della media e indicando con 5 un sa- 
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lore del tempo intermedio fra (0, t ' )  

Ossia : 
4 
1 

(111) L i -  
H ( Z ~ , , ~ I A A , Q ' ) V ( Q , ~ ' ) + A A ~ ~  H M , A , , , ~ '  

1 + -- (ZA n2a+ Ma An2af) V(a, t f )  i- t r  + 
Wmin Wmin 

Come si vede subito con una semplice riduzione questo limite siiperiore 
per A B dell'ordine di  An,a e A,,af. E percib se queste grandezze sono molto 
piccole risulta subito che A è piccolo, restando cos1 dimostraho il nostro asserto. 

C A P I T O L O  III. 

10. Generalith sui sistemi a due parametri variabili. - Riprendiamo 
ora il cas0 in cui il nostro sistema meccanico abbia due parametri a e b. 
Supporremo che a vari a l  solito in maniera tale che da e Aar siano molto 
piccoli cioè in  modo da avvicinarsi a variare in maniera infinitamente lenta 
e graduale, mentre su1 modo di variare di b non facciamo per ora alcuna 
ipotesi. Allora voyliamo dimostrare che l a  differenza fra J e la y definita 
ne1 capitolo primo, è nulla se a varia in  modo infinitamente lento e graduale 
ed in ogni caso è possibile dare un limite superiore per l a  differenza 1 J -  y1 
in  modo da pojer verificare se la y 6 sostituibile alla J  con sufficiente 
approssimazione. 

Percib riprendiamo la  formula (14) del capitolo primo: 

t' 

( l i a )  1 - ~ t  I 1 - i i '  r (Ja  -&)di 1. 
O 6 
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E poichè J,  è Lipsahitziana possiamo scrivere: 

a J b  Essendo T il massimo di - per t in (O, t') e J compreso fra y,,, +- y, a J 
ymi, - 7 e per ogni W .  Naturalmente corne ne1 capitolo primo supponiamo (O, t r )  
compreso nell'intervallo (0, h) in cui 1 J- y 1 B inferiore a y. 

Si ha allora: 
t' 

Dove I(tt) & il limite superiore già calcolato per ossia ïWaAn,a + 

-.t (ZA,,a + MfiAn,al)V(a, tr) + ZIA,,aV(b, t) .  
Per trovare i l  limite superiore cercato si consideri la f an~ione  soddisfa- 

cente all' equazione: 

(115) V =  I(b) + T 1 b' 1 Vdt. i 
O 

Noi dimostreremo anzitutto che V è maggiore di 1 J - Y 1 .  A questo 
scopo si sottragga la  (115) dalla (114). Si ha: 

I J - y ] -  V g T  IblI(IJ- YI-  V)dt. 
O J 

Ora per t = O è J - y = O mentre V vale I(0) = M,A,,,a. Allora per 
t' - O, 1 J - y 1 - V < O e per continuità rester& tale in un intorno (O, 6). 
È facile vedere che l'intorno (0, 6 )  coincide con (0, t'). Difatti se fosse 6 < t' 
sarebbe per t = 6 ,  1 J - y 1 - V =  O. Ma esseiido in (0, 6 ) )  1 J - y 1 - V ne- 
gativo i l  secondo membro sarebbe per t =6 negativo, mentre il primo sarebbe 
nul10 il che è assurdo. Segue percib 1 J - y ( < V in tutto (O, tr). 

Calcoliamo ara V in base alla sua definizione (115). Derivando qnesta 
equaxione si ha : 
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e ntegrando questa equazione differenziale si  ha:  

I eTv@'(b,t')( 1 ZA,a + MaA,,af 1 V(a, t') + ZrA,aV(b, t') 

Quindi : 

(117) 
TV (b, t') IJ- y I < e  (IZh,a+M,A,,,a'\ V(a, tl)+ 

Da questa formula è facile anzitutto verificare in quale intervallo (O, t') 
resta sicuramente 1 J -  y1 inferiore a q perchè basta verificare per le ragioni 
esposte ne1 capitolo primo se in un certo intervallo & inferiore a 7 il secondo 
membro della formula in discorso. Naturalmente si vede subito che a parità 
d i  V(a, t'), V(b, t') questo intervallo B tanto più ampio quanto più piccolo è 
A,a e A,,,al anzi se l a  a varia in maniera infinitamente lenta e graduale la 
differenea fra J e y é nulla in qualunque intervallo (O, t') ('1 finito O infinito 
in  cui V(a, t'), V(b, t') restano finite. Questo resultato si ottiene con conside- 
razioni analoghe a quelle svolte ne1 paragrafo 4 del capitolo primo. 

11. Osservazioni critiche. - Dobbiamo ora aggiungere alcune osservazioni 
sulla portata pratica del nostro resultato. 

Si noterà anzitutto che la  formula (117) è applicabile se V(a, t'), V(b, t') 
sono finite. Ora affinohé V(a, t') abbia un valore finito è abbastanza grande 
essendo h,a molto piccolo, deve essere grande i l  numero di periodi compresi 
in (O, t'). Ma allora salvo casi speciali, dovrebbe essere Ab molto piccolo altri- 
menti V(b, t') diventerebbe enorme e la nostra limitazione non sarebbe appli- 
cabile praticamente. 

Sembrerebbe da cib che in sostanza per applicare l a  (117) fosse neces- 
sario ammettere che la b vari in modo analogo alla a e che percib il nostro 
resuitato non avesse alcun valore perchè si riducesse al caso di un sistema 
in  cui vi sono due parametri variabili corne a. Si deve perb notare che per 
avere V(b, t') finito, si deve per quanto precede supporre in generale Ab pic- 
colo, ma non vi è alcuna ipotesi da farsi su Ab'. Percib si pub dire che il 
nostro resnltato vale se b varia in una maniera che si avvicina ad essere 

(') S'intende compreso in (O, hl). 
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infinitamente lenta, ma non si avvicina affatto ad essere graduale. Questioni 
di questo genere si presentano nella meccanica celeste. 

Altra obbiezione che si pub fare al nostro resultato B che la y viene rica- 

vata da una equazione differenaiale in cui appare J,  che dipende da w la quale 
è incognita fino a che non si sappia integrare tutto il sistema (5). Percib il 
nostro resultato B applicabile quando per altra via si conosce la w(t) oppure 
il caso in cui si possa esprimere ru corne funzione di b perche allora basta 
integrare 1' equazione 

in cui la sola incognita è 

alla meccanica celeste. 
Foi il nostro resultato 

la y. Di questo caso vedremo una applicadone 

pub avere interesse qualora si vogliono conoscere 
alcune limitazioni per la J. In questo caso pub essere facile trovare un li- 
mite superiore per y in base alla (13) e da questa risalire ad una limita- 
~ i o n e  per J. 

Speriamo in ricerche future di  mostrare alcune applicazioni delle for- 
mule ottenute in questo cnpitolo. 
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é consegiienza della non-integrabilitb delle (22.3); effettivamente troviamo 
subito che, posto 

(ved. le (17.13)) cdndieione necessaria e safficientc! perchè esista uno pfaffiano 
w = h,.dtr tale che, corrispondentemente, il sistema (22.3) ai  differenziali 
totali sia illimitatamente integrabile, è 

o verifichiaino agevolmente in modo diretto che puesta è pure la  condizione 
perchè sia integrabile i l  trasporto dei punti, (14.2). I n  generale la (22.6) .non 
6 verificata, cosicché l'omografia risulta appunto, come accennavamo, gene- 
ralmente un funsionale della linea ï, oltrechè funaione dei due piinti [. fra 

O 

i qiiali detta linea B tracciata in X,,. 
I l  sistema L;,hP, invariante per le (14.6) (a differenea di A;,'') e quintli 

deterwzinato dalla confiessione proiettiwa, è un tensore misto, affine per gli 
indici r ,  s, proiettivo per gli indici A, p; di grado normale e quindi nullo. 
Lo direno il tensore d i  curvntzcra della connessione proiettiva ("). dbbiamo 
già una interpretiieione geometrica del suo annullarsi, un'altra ne indi- 
chiamo ora: 

Fin qui, ne1 presente $, nessuna restrixione è stata posta circa il riferi- 
ment0 adottato, che dnnque si pub sopporre sia u n  A-riferitnento. Avuto 

(40) Cfr. 14, p. 215; 17, p. 421, O 34, p. 155; fra i lavori più recenti, 71, p. 418; 108. 11 
tensore L&P qui definito n tensore d i  curvatura D é introdotto in  B. 70, p. 24; é costruito 

in  modo analogo a l  tensore L;;: i l  cui annullarsi, in  ima varietà a connessione affine, 
indica l a  integrabilità del trasporto delle d i~ez ion i .  (Ved. B. 60, p. 93: B. G6 pp. 370. 3761, 
Nella maggior parte dei lavori preccdenti, come non si fa netta distinzione fra connessioni 
e derivazioni proiettive, cos1 s i  dice tensore d i  curcatura della con+zessiom quel10 che forse 
B pih giustificato dire tensore di curvatura della de+ivazione: quale A;8iP per A$., e i ten- 

sori r;;,:, rlll i n d i e ~ t i  piil innanei (form. (23.81, (23.9)) per (I';". 1';). 

Notiamo ancora che introducendo il tensore T! (ved. (24)), in  consegnenza dell'inte- 
P' 

grnbilità della connessione II~,.(E~, 5) si h a  (quolunque sia il punto Eo) 

e quindi l a  condieione perche anche la  connessione ( A ~  ) sia intograbile si pub anche espri- rr 
mere mediante T? (Naturalmente Q condisione sufficiente, per  1' integrabilità. della con- 

Y'-' 
nessione (.hl ) che esista almeno un  punto to i n  cui sia, identicamente per t, T?~,.(S,,, E) =O).  

Pr ' 
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riguardo alle (17.1) e alle (14.6), ne ricaviarno facilmente che l'annullarsi 
di L;;j,'* è anche condizione necessaria e sufficiente perché sia possibile scegliere 
L'A-riferintedo in +nodo fale che uno dei cowispondenti sistemi d i  parametri 
misti hi, della connessione sia fonnato da numeri tutti nulli. Ora le (22.3) 
mostrano che nllora e solo che uno dei sistemi di valori delle A;, è format0 
da numeri nulli le o~nografie (22.1) si riducono a 

I l  che del resto era ben prevedibile perchè si comprende come l'esistenza 
di n -t 2 cainpi di p ~ m t i  (dei quali n + 1 qualunque indipendenti) conservati 
dalla comzessione povti l'integrabilità di questa, e viceversa. Ora: quando 
la X,, è essa stessa u~zo spazio proiettivo P,, con questo si pub intendere 
coincidentc 10 spaaio proiettivo tangente ad essa in un qualunque suo punto; 
ed esiste per essa una coiinessione proiettiva (integrabile) privilegiata, di 

banale seinplicità, ottenuta a partire da rappresentaaioni omografiche II?$, 6 )  
O 

tutte coinciclenti con l'identità. Se, quale A-riferimento, si  prende un ordi- 
nario sistema proiettivo in P, - che dunque è seqnpre 10 stesso per tutti i 
punti di P ,  - le oniografie II?, O A?,, (qui fa 10 stesso) naturnlmente sono 
date proprio dalle (22.7). Viceversa: quando le (22.1) possano rappresentarsi 
nella forma (22.7), con conveniente scelta dell'A-riferimento, la connessione 
pu6 idefztificarsi con quella dello spaxio proiettivo, inimaginando coincidenti 
tntti gli spaei tmgenti, e su essi, coincidenti pure i sistemi coardinati pro- 
iettivi dell1A-riferimento. Qaesto pub esprimersi dicendo che l ' ann~l lars i  
del tensore di curvatura è la condi~ione perchè lu varietà a connessione pro- 
iettiva si riduca a uno spaxio proiettivo (o più esattements: perché la sua 
connessione proiettiva si riduca a quella, privilegiata, dello spazio proiettivo). 

23. I l  tensore di curvatura LzxP si  pub esprirnere (in relaeione a un 

B-riferirnento) anche pei parametri nornzalizzati I';, (come a. priori è evidente) ; 
1 

e invece h,;ilh si pub esprimere per 1'5 A:,: 
i rv 

Si pctrebbe pensare che anche i l  gruppo di termini 

a,rrr - a,.rX, + r;+rtLg - r l S ~ t r  
L i i 1 i i 
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costruito con le I'L come il tensore A;? con le Arr, fosse u n  tensore: questo 
i 

invece non è per un B-riferimento qualiinqiie, ma soltanto pei C-riferimenti 
(O casi particolari). I l  che si potrebbe verificare direttamente, ma risulta 
chiaramente da quanto segue : 

È naturale provare a costruire delle formule analoghe a quelle, ben 
note, di commutaz.io.ne delle derivate seconde covarianti, o dei diflerenziali 
secondi assoluti, dei tensori affini: nelle quali appare sempre il tensore d i  
curvatura della corrispondente connessione affine (insieme al tensore d i  
torsione). 

Limitiamoci a prendere in considerazione il cas0 di un B-vettore pro- 
iettivo controvariante di  peso p ed eccesso e (O grado g) qualnnque: l'esten- 
sione a tensori proiettivi (analitici) qualsiansi risulta agevole. 

Per l'operatore 6 abbinmo, posto 

(23.3) A,., = a , ~ ,  - a , . ~ , ~  
(tensore affine, in  conseguenza delle (17.9)): 

I l  termine contenente A,., manca se e = O: la  corrispondente formula vale 
anche per un A-vettore. L'operatore v,. (derivata covariante mista, fatta coi 

I parametri Ar,.) non si pub a p ~ l i c a r e  che a tensori proiettivi, dunque non si 
pub costruire l'operafore alternat0 V , ~ V , .  - v,.vr (per tensori proiettivi). 

Passiamo ora alla dilferenaiazione a,ssoliita proiettiva, per ora con para- 

metri generali r iv ,  r, . Premettiamo 1' osservazione che, quand0 dio  si iutenda 
dato dalla (10.4), sia cioé uno pfaffiano nelle dg", (d,d, - d,d,)So è il suo 

covariante bilineare : 

(23.5) (d,d, - d,d,)EO = - o:,d,[9'd,~", 
ove abbiamo posto 

00, - a, - - a,. - ; ï 19 
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dove, naturalmente, il termine con I',, mancherà se ru" d i  grado zero. E ora 
possiamo formare anche 1' operatore alternat0 D,D, - D,D, : 

I n  questa, che del resto si collega alla (23.10)) essendo 

TL;;, 8;: e F,, sono effettivi tensori proiettiui, tntti d i  peso e d i  grado zero. 
Con questi tensori si possono diinque scrivere tutte le formule d i  comrnuta- 
zione delle derivate covarianti proiettive; essi possono servire per formure 
tu t t i  g l i  i nvar ian t i  della pi& generale derivaaione proiettiva. Ma veniamo al 
caso particolare in cui questa è l a  derivazione che ha per parametri i para-  

nretri nornzalixsati r:;, di iinn connessione proiettiva. Allora il tensore Y;$ 
1 

diviene 

(23.15) 

I cioè in sostanza esso è, come A& e LA:, un tensore ~rr is to;  legato rd  essi 
dalle relazioni 

(23.16) h-.r- ,-SI - r Y i  r + Z r  y , v ,  
i 

che subito si ricavano dalle (23.1), (23.2) tenute presenti le (23.9) e (18.14*). 
Poi: valendo ora le (18.14*), si ha, ne1 caso attuale, 

Infine le  (23.8), (23.12) (18.10) dànno 

il che porta per conseguenza, essendo Bk le coordinate dei punti della X,, 
O 

sugli spaei tangenti dei quali sono punti di contatto, rispetto a1 B-riferimento 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



134 E. B~RTOLOTTI e V. HLAVATY: C o n t r i b u t i  alla teoria.  del le  conness ioni  
- 

(onde numerioamente avremo B k  50) : 
O 

A questa formula si collega una interpretazione geometrica di cui diremo 

fra  poco; per la  quale ST;~ pub dirsi il tensore di torsione ( 4 1 )  della connes- 
1 

sione proiettiva. Un'altra interpretazione vale anche pel caso generale, di 

una qualunyue derivazione proiettiva ri,: si ha 

Scriviamo ancora la formula, corrispondente alla (23.4), relativa alla diffe- 

renziazione 5* con parametri L;, (ved. la  (17.15)), per un vettore analitico 
proiettivo controvariante di eccesso O e grado O: 

Questa formula particolarmente semplice ci sai& utile fra poco. Notianio espli- 
citamente che essa vale anche in relazione a un qualunque A-riferiwçento. 

24. Veniamo alla interpretazione piii espressiva del tensore di ciirvatura, 
e consegiientemente, di qiirllo di torsione: quella, cui d b  luogo il trasporto 
proiettivo ciclico. 

Accenniamo alla determina~ione del divario pcr triisporto proiettivo, re- 

lativo a iina connessione (hi,), di nn punto, lungo un circuit0 finito; secondo 
un procediinento indicato, pel caso d i  una connessioiie affine, da  A. J. 
MCCONNELL ('"). Sia r i~ X,, una curva ehiiisa (regoliire) trucciata in X,, , e 
contenente un punto O. Siillo spazio n tangente a X,, in O sia P*(z*" la 

O O 

posizione che va ad assuinere, per effetto pel trasporto ciclico lnngo l'intera 
curva I', a partire da O fino a ritornarvi dopo un giro conipleto, un piinto 
iniziale P(d )  di I'. Osserviamo che non è restrittivo riferirsi al trasporto di 

0 O 

lin punto analitico, comunqne normalizzato e qiiindi di eccesso e grndo qiia- 

(41)  CI[,. 14, p. 216. Invece il tensore misto S;;:, dato dalla (23.12), si potià dire t e ~ w o r e  

di torsione della de~ iuaz ione  ( r iv ,  ru). 
(42) Cfr. 16, p. 68. 
("3) Ted. 45, 1. 
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lunque; infatti variando la norinalizzazione de!le zl, e anche variando la 

scelta, del sisteina di parametri misti A;,, potranno in  corrispondenza variare 
le coordinate di P*, ma non il punto geometrico che esse individuano su n. 

O 

Precisamente converrh snpporre che venga trasportato un punto analitico 
di eccesso zero, grado zero secondo la (17.15), che hanno significato intrinseco 
a l l a  contwssione anche pel caso - cui intendiamo riferirci - che i l  riferi- 
mento prr  la X,, sia un qualunque A-riferitnento. 

Prendi:imo (segnendo il MCCONNELL) in X,, nn;i superficie o passante 
per 1', su cui r racchiuda una regione regolare, semplicemente connessa R. 
Su  o consideriaino un sistema coordinat0 curvilineo (p, 8) del quale le linee 
p(8 -- cost.) escano da O: e il parametro p su ciascuna di esse prenda in O 
il valore zero. Precisamente supponiamo clie da ciascun punto di R (escluso O) 
e in particolare di ï esca una e una soln linea c. Sia zk un punto analitico, 
di grado zero, che lungo I' vari pel trasporto proiettivo rappresentato dalle 
(17.15): in O esso am& due deterrninazioni generalmente distinte, che indi- 
cheremo precisamente con 2). (determinazione iniziale) e s*). (determinazione 

O O 

finale): si tratta dunque di determinare i l  divario 

(24.1 ) A$ = -1. 
O O 

pel trasporto ciclico lungo I'. 
Definiamo 8'; in  tutta la regione R a questo modo: determinato a?. in 

ogni punto di I' (cioè, entro il relativo 'spazio proiettivo tangente) pel tra- 
sporto (17.15) lungo I' a partire dalla, determinazione ah in 0, lungo ciascuna 

O 

curva p di R a partire da1 pnnto (diverso da O) in cui essa va a incon- 
trare I' determiniamo z b e m p r o  pel trasporto (17.15). A questo modo aA è 

determinato in ogni punto di  R salvo i l  p u n t o  0, ove generalmente a" avrà 
infinite determinazioni: corrispondenti pero a l  valore p .=O e a d z f f è w n f i  
valori di O .  E il campo di punti 2'. cosi costruito in R soddisfa alle condizioni 

ove intendiamo, secondo le (17.15), che t sia il parametro cui sono riferiti i 
punti di I'. 

Accanto al campo di punti 0) costruiamo in R anche un campo di iper- 

piani (analitici, di grado 0) rv&, O ) ,  a questo modo: a partire da una determina- 
nione iniziale iii O determiniamo ml. in ogni punto di R mediante il trasporto 

O 
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lungo la curva p che va da O al supposto punto. Dunque uv;i soddisferà alla 
condizione 

in  tutta la regione R. 
A questo punto non v'è che ripetere, con lievi ed ovvie modificazioni, 

10 svilnppo esposto, pel caso da  lui trattato, da1 MCCONNELL ("1; sostituite, 
per maggiore generalith, alle coordinate p,  8 su o altre coordinate u, v tali 

che in R nessuno dei determinanti funzionali w - 9  fl 
4 

si annulli, abbiamo 

tenute presenti le (22.5) 

O 

a y  ags - - dudv 
2.u a~ 

R 

onde, applicando il teorema del valor medio, 

ove M indica un conveniente punto entro R. Conseguenza immediata è che 
se, con 10 stesso procedimento seguito per W M ) X ,  formiaino n + 1 camnpi d i  

7 

ipwpiani analitici (di grado zero) indipendenti 1211, e supponiamo che le de- 
'I 

terminazioni iniziali wl coincidano con gli iperpiani fondamentali del riferi- 
O 

mento locale per 10 spazio tangente in O, e x ,  di oomponenti 6:, abbiamo 
O 

il siynificato di  2 essendo quello già precisato al n. 21; e con A&) indi- 
candosi n i -  1 convenieuti punti entro R. Ancora: se per A-riferimento 
entro R prendiamo in ogni punto quello che ha quali iperpiani (unulitici) 

fonda.wzentdi gli iperpiafii wL detti sopra, abbiamo 

(44)  40, 1, pp. 211.212. 
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Di qui, il ricavare la  formula relativa al trasporto ciclico infinitesimale r5) 
sarebbe agevole; ma ad ogni modo l'interpretazione voluta, pel tensore di 

cnrvatura L;;:, gih appare evidente. Se in partioolare nella (24.8) supponiamo 
che la deter~ninazione iniziale del punto BA, BI., sia i l  punto O ~nedesi+~zo, in 

O 

cui intenderemo posto (coine si fa per gli A,-riferimenti) il punto fonda- 
mentale BA, cioè el, allora anche in ogni punto di R il  corrispondente 

O O 

piinto al diverrh il punto e q e l  corrispondente riferimento locale, geometri- 
O 

camente coincidente col punto medesirno di R che è in considerazione: e 
la (24.8) prenderh la  forma 

Risulta, di qui che il punto variato O+ coincide col punto O iniziale a condi- 
zione che sia 

abbiamo cosi l'interpretazione cercata del tensore di  torsione 8;: e in parti- 
4 

colare del suo annullarsi. 

8 6. Connessione affine. 

25. Fino ad ora si B trattato sempre di connessioni proiettive in generale. 
Na al10 stesso modo che in uno spazio piano, secondo KLEIN, si possono 
subordinare alla geoinetria proiettiva quella affine, quelle metriche, ewclidea 
e non-euclidee, e anche quella wnforrne (a un numero inferiore di dimensioni) 
cosi alla geometria delle varieth a connessione proiettiva si possono subor- 
dinare quelle delle varietà a connessione affine, a connessione lnetrica yenerale 
(di WEYL), a connessione euclidea, e non-euclidea; a connessione conforwte. 
Non ci occuperemo di queste ultime ne1 presente lavoro: ma nei riguardi 
delle precedenti, mostriamo coine esse si inquadrino nella teoria generale 
delle connessioni proiettive, basata sulla costruzione al finito. 

Cominciamo dalle varietà a connessione affime. Precisamente : in un primo 
tempo determiniarno una connessione affine entro una X,, che h a  già  una 
connessione proiettiva (qualunque). 

(45) Cfr. 46, 1, p. 213. 

dnnali d i  Matematzoo, Serie I V .  Tomo X V  
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Diremo che una connessione proiettiva in una X,, . b  una connessio~ze 
affine quando esiste per essa un camnpo (n-dimensionale) d i  iperpiani inva- 
riante. La ragione della denominazione A evidente: assunti gli iperpiani del 
supposto campo quali ipwpiani impropri, le omografie cui la connessione dà 
luogo entro gli spazi proiettivi tangenti in dne punti qualunque si potranno 
considerare come affinità fra i due spaai; dei quali la  scelta di, iperpiani 
impropri fa  appunto degli spazi affini. 

Condizione sufficiente perche un campo d'iperpiani sia invariante per le 

omografie, (20.11, determinate dalla connessione - O, come direino per bre- 
vità: perche tale campo sia invariante per la connessione - B che i l  sup. 
posto campo sin invariante per un (qualunque) sistema di rappresentazioni 
omografiche al finito (13.4), che dia luogo alla supposta connessione. 

m 

Cib premesso: entro una X,, in cui è dato un campo (13.4) di rappre- 
sentazioni omografiche a l  finito fra gli spazi tangenti, sia assegnato .un campo 
d'iperpiani posti negli spazi tangenti, e non passanti pei rispettivi punti di 
contatto: mediante un campo di vettori proiettivi covarianti T)., che in rela- 
zione a un B-riferimento non sarà restrittivo supporre vettori analitici di 
peso ed eccesso nullo, soddisfacenti alla condizione 

(Che vale a fissare il fattore d' omogeneità). L' omografia (13.4) fra gli 
spaai n, n tangenti in E(d =XI.) e in [(a" x).) (ove con 81, 81 indichiamo 

O  O 0  O  O  

coordinate proiettive dei punti su n, IL) in uno e in  un solo modo si  pub de- 
O  

comporre in una <( affinith » fra i due s p a ~ i  (cioè: una omografia che muti 
1' uno nell' altro i corrispondenti iperpiani TA, Ti associati) e in una omologia 

O 

speciale di n in sè, col centro ne1 punto xM omologo su n, nell'omografia 
prodotto, del punto di contatto x-i n. Precisamente 17affinità è 

O O  

(25.2) 

con 

con 

(25.5) 
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17 iperpiano d' omologia B 

Lo stesso procedirnento che a partire dalle II!,, dà, mediante le (13.3)) i 
parametri rnisti A:, della corrisponderite connessione proiettiva, applicato alle 

a affinità D (25.2), cioh alle P?,, dà i parametri di una nuova connessione 
proiettiva Che, secondo la  defininione poco sopra esposta, dovrà dirsi una 
connessione affine. I n  relazione al primitivo B-riferimento i parametri misti di  

questa sono (tenuto conto clie zv * Bv L € O ,  e inteso che nelle (1'7.4) sia z=1) 
O O 

onde tenute presenti le (17.5) ricaviarno che sa si carnbia i l  B-riferimenta, 

prendendo quali nuovi iperpiani fondamentali dei rife~imenti locali pre- 
cisa+iae)zte gli iperpiani Tl, la connessione affine acquista i parametri pro- 
ie ttivi normalizzati 

Fra  questi bastano ovviamente i soli parametri Gt a rappresentare la con- 
nessione affine: d'altra, parte essi, data la connessione, sono detemninati 
qmndo si fissi sdtauto 4 sistema coordimta curvilineo. Li possiamo dire 
(qnando occorra precisare) parametri affini olonomi della connessione affine. 
Essi per le (3.3) hanno la legge di trasformazione ben conosciuda 

e dànno luogo, in conseguenza, alla costruzione di derivate wvarianti affini. 
Si rientra qui in una teoria già cos1 nota che sarebbe fuori luogo soffer- 
marbisi. Notiamo soltanto che il procedimento del n. 16 applicato al caso 
attuale dà anche per le derivate covarianti affini una costru~ione con pro- 
cedimenti di limite, a partire dalle rappresentazioni (affini) al finito. 

Torniamo alle (25.7): esse mostrano che l a  condizione per la  coincidenza 
della connessione affine determinnta da1 campo d'iperpiani Tl e la primitiva 
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connessione proiettiva è l'annullarsi del tensore affine: 

clie natnrnlmente si riduce a Ad= I'Q, quando gli iperpiani Tl si assumono 
1 

O 

ad iperpiani Bi dei riferimenti locali. 
Dunque : una connessione proiettiva e u n  campo d' i~erpiani  determinano 

uNa connessione affine e u n  tensore affine pst. L'annullarsi d i  questo è con- 
dizione per la coincidema della connessione affine con quella proiettiva (47. 

La condizione perchè una connessione proiettiva sia affine si ricava in 
modo ovvio da quanto precede: si tratta di esprimere che esiste u n  cawpo 
d'iperpinni TI, tale che il corrispondente tensore affine pst si annulli. Lo 
sviluppo effettivo di queste conclizioni é stato gi8 esposto altrove da ilno di 
noi due ( ' l ) ,  non 10 ripeteremo. 

26. Naturalmente possiamo costroire in iinn X,, una connessione affine 
senza alcun bisogno che vi  preesista una coîztzessione proiettiva. Diamo soltanto 
i l  campo Tl,  e in relaeionp a un B-riferimento supponiamo valga per emo 
la  (23.1). Diamo un campo di rappresentazioni omografiche al finito fra gli 
s p a ~ i  tangenti, (13.4)' sotto la  condizione che peï queste omografie il camp6 

d'iperpiani Tl sia invariante. Prendiaino questi iperpiani come iperpiani BI 
dei riferimenti locali: questo porta subito II;' = O :  le (13.3) dknno, per con- 

2'' 
seguenza A:, = O. Introdotte le  coordinate non omogenee Z"= - che po- 

z0 

tranno iriterpretarsi quali coordinate cartesiane sugli spazi tangenti, le 
eqiiazioni (14.2) del trasporto proiettivo - che ne1 caso attuale potreino dire: 
trasporto affine - dei punti dàniio (ved. le (1S.1)) 

Ma di qni ricaviarno subito la corrispondente legge di trasporto dei v~ttori ,  
da cui il termine non omogeneo scompare: 

(26.2) dap + I'~,vqd[" = 0. 
I 

(46) Ved. B. 70, pp. 33-35; B. 78. pp. 118-119. Cfr. 73, 1; 92, p. 192; 66, p. YS; 89, p. 2%. 
(47) Ved. B. 70, pp. 34.35. 
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Generalmente si suppone che la deviaxione (n. 17) per iina connessione affine 
s i a  nulla ( 4 8 ) ;  allora nelle (26.1) l'ultimo termine per la (17.4) diviene sem- 
plicemente .cd["; e quando sia T = 1 la (26.1) prende la forma pih comune- 
mente adottata, (secondo il CARTAN) per rappresentare il trasporto affine dei 
punti, in una varietà a connessione affine. Vediamo che ad ogni modo lu 
deviazione n o n  ha ulcuncc it@uenna su1 t raspor to  dei  vet tor i .  

Notiamo ancora che la connessione affine qua le  connessioire vet tor ia le,  si 
pub costruire direttamente assegnando un campo di rappresentazioni affini 
lomografie vettoriali) al finito, fra gli spazi tangenti alla X,, considerati quali 
spaai vettoriali: precedendo poi in modo analogo a quello seguito per le con- 
nessioni proiettive (e anzi, più semplice). 

27. Le  considerazioni svolte al n. 21 per le connessioni proiettive in 
generale si  completano per le connessioni affini in modo semplice e intercs- 
sante. I l  trasporto affine a distanza finita lungo le geodeticlie iiscenti da un 
piinto 5 si rappresenta cosi: 

O 

ove (cfr. le (21.4), (21.5)) V, indicando ora la clerivazione  covariant^ affine di 

parametri Gct, 

Le (27.1) al variare di 5 dànno un particolare campo di rappresentazioni 
O 

affini a l  finito, ciii B siibordinata la supposta connessione affine: intrinseca- 
mente determinate dalla connessione medesiina. Ma  la nota costriizione delle 
coord ina ie  affini n o r t n a l i  ('7 di origine 5 dà luogo a un secondo canipo di 

O 

rappresentazioni affini al finito, cui B subordinata la connessione affine 

siipposta se essa é simmetrica (Gct = G;): altrimenti, ad esso é siibordinata 

la connessione simmetrica ad essa associata (di parametri GLg). Precisamente : 

( 4 7  U n  tvasporto dei punti. che ha deviazione non nulla, è associato a una connessione 
affine in H. 19. 

(47 Ted. per le connessioni siminetriche 7 ;  11, p. 562; 40, p. 83;  41, p. 58;  pel caso 

geneiale B. 60, p. 67 e seg. Le notasioni Gct, Gztp, ... nella (2'7.3) corrispondoiio a r&, I').pT, ... 
di B. 60. p. 68. 
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per le coordinate normali di origine 5 si esprimono le primitive coordinate 
O 

curvilinee mediante le formule (60, loc. cit.) 

Le sono i coefficienti delle rappresentazioni affini cui accennavamo. Ef- 

fettivamente la  legge di trasformazione delle cpPq in un cambiamento delle 
coordinate curvilinee è appiinto quella occorrente, 

(corrispondente alla (12.10))) per dare origine a un campo di  rappresentazioni 
affini al finito. I l  corrispondente trasporto affine dei vettori, da1 punto 5 a 

un qnalunque punto 5, B quello pel quale sono invariadi le cou~potzenti del 
vettore trasportato rispetto al riferinzento curvilineo normale d i  origine 5. Infatti 

n 

il vettore che, ne1 punto 5, ha ne1 sistema (5'') le componenti V P  = cp?qvq é 
O 

quello che nello stesso punto ha ne1 corrispondente riferimento normale 
affine di origine 5 le componenti vQ. 

O O 

Il confroiito dei due cainpi di rappresentaeioni affini a1 finito A?',, si 
fa agevolmente, riferendosi appunto a coordinate norinali di origine 5. Tenuto 

O 

conto che, in coordinate norinali (che contrassegniarno cou un indice N )  si ha 

N c.. u s . .  Y - c.. as;;:, - SG3q- ( B ~ v ~ , G & L  Cs&q - pq S ~ . C  sq c;,*s;;rp - 
O O O O O O O 

j . . . m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

ove Cilr - SitT, C;iTp, C;iTpq. ... sono i successivi tensori normali ("") della 

("O) Per lo connessioni simmetriche: 11, p. 566; 40, p. 89; 41, p. 68. Pel caso generale: 
B . 6 0 , p . G g e s e g .  ~ 
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connessione affine, ricaviarno che i due campi A?'q, di rappresentanioni 
affini al finito coincidono allora e solo che per la connessione tutti i lensori 
.normali sono nulli. Ma naturalinente perché coincidano le connessioni che 
tali rappresentaeioni al finito determinano, basta 17annullarsi del primo tensore 
.normale, che & il tensore d i  torsione. 

Da quanto precede risulta, anche, ovviarnente, che nella costrueione di 
rappresentazioni al finito cni corrisponda la  connessione affine assegnata, 
alle coordinate normali di origine 5 si possono anche sostituire coordinate 

O 

geodetiche, di ordine > 1, ne1 punto medesirno. 

9 7. Connessioni metriche; connessioni enclidee. 

28. Veniamo ora alle connessioni  netr riche subordinabilb a connessioni 
affini: che sono l a  connessione metrica di WEYL (generaliezata da CARTAN), 
e la  connessione euclidea secondo CARTAN, che cornprende corne caso parti- 
colare la connessione riemannisna, O « di LEVI-CIVITA » (j'). 

Conviene fare la costruzione al finit0 partendo non da un campo di rap- 
presentamioni omografiche, ma senz'altro da un campo di rappresentazioni 
affini al finito. Siano queste 

Z P  = Apq(S, S)zq (A?&, S) = A:). 
0 0 O O 

Assegniamo un campo di coni quadrici negli s p z i  affini tangenti: 

Assegnare questi coni equivale naturalmente a dare alla X., una metrica 
riemanwiana a meno di una arbitraria trasfommzione conforme; cioé un 
tensore inetrico g,., a meno di un arbitrario fattore scalare. Esprimiamo che 
per le rappresentazioni affini al finito (28.1) i l  campo di coni (28.2) è inva- 
riante: per questo si dovrà avere, identicamente nelle Sr ed S", 

O 

ove +([, 5) & un fattore scalare arbitrario, tale soltanto che sia 
O 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



144 E. BORT~LOTTI e V. HLAVATY: ContriSuti a& teoria. delle corznessiorzi 

1 coefficienti G:t della connessione affine cui dànno luogo le xnpposte rap- 
presentaliioni al finito sono dati dalle formule analoghe alle (13.3), O da 
sviluppi analoghi a (13.1) : 

Tenuto conto di  queste formule le (28.3) ci dànno agevolmente la condizione 
necessaria e sufficiente perchè la connessione affine conservi (ciob: le rap- 
presentazioni al finito lungo una curva cui essa dà laogo conservino) il ccisrtpo 
di coni puadrici (28.2): 
(28.6) Vtgm = Qt .gm, 

ove Q, è un vettore adfine covariante arbitrario. 
Si  ricavano, ne1 modo ben noto ("j, le più generali espressioni dei para- 

metri Gzt tali che valgano le (28.6): 

ove i siniboli 1 ' ' sono relativi a g,., e il tensore 8.i' (emisimmetrico ri- 
st t 

spetto ad s, t :  tensore di  torsione della connessione) B arbitrario. 
I l  fatto, ben noto, che per un cambiamento del fattore arbitrario di g,.,, 

Q, ha la legge di trasformarjione 

(28.9) *Qt = Qt + 2, 1% P 

si pub interpretare (:y considerando g,., corne un tensore affine di peso O ed 
eccesso 1 (cioP anche, grado 1)) e consegumteniriite riguardando non ~ , . g , ,  
(calcolata coi parametri Ggt della connessione affine): ma 

quale derivata covariante di  y , ,  (che diinqne risiilta nulla). I n  generale, 
fensore affine di peso p, yado g sarà un ente rappresentabile in relazione a 

ciasciin riferiinento curvilineo e a ciascuna normalizliaaion~ del tensore fon- 

damentale g,., da un sistema E ; ; B A ; ~ ~ ~  che ha la legge di trasformazione 

( 5 2 )  Cfr. 16, p. 73. 
(5" Cfr. H. 61, pp. 4%-427. 
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La derivata covariante 6 (cfr. le (17.11)) (18.16)) 

I l  tensore derivato ha 10 stesso grado g e 10 stesso peso p. 
L a  connessione affine di parametri (28.7)) che conserva il campo di coni 

quadrici (28.2) e quindi la  m e t ~ c a  angolare determinata da g,.,, B una con- 
nessione rnetrica di  Weyl: che si riduce a una connessione euclidea quando, 
di più, per una conveniente norrnali~aa~ione delle g,., si possono rendere tutte 
nulle le Q,; alla connessione cienzanniana quando inoltre la  torsione B nulla. 
Su questo sarebbe superfluo insistere: ricordiamo soltanto che le  condizioni 
perchè una assegnata connessione affine sia metrica, O in particolare euclidea 
(O, se è a torsione nulla, riemanniana) si trovano esprimendo le condiaioni 
perchè esistano g,.,, &, tali Che valga la (28.6); oppure perchè esista g,., tale 
che valga, con Q, = 0, la  (28.6) : in forma esplicita tali condi~ioni souo state 
indicate pel secondo caso da EISENHART e VEBLEN iS5*) e poi, pel caso ge- 
nerale, da uno di noi (57, e sarebbe superfluo riportarle. 

g 8. Connessioni metriche non-euclidee. 

29. Le connessioni affini e in particolari metriche, euclidee, riemanniane, 
almeno nell'ipotesi dell' assenza di deuiasione, sono in  sostanza riconducibili 
a leggi di tra.sporto di vettori, e quindi le  possiamo dire connessioni (lineari) 
vettoriali. Diamo ora un esempio di connessioni lineari puntuali, cioè noil 
riducibili a leggi di trasporto di vettori: come B la connessione proiettiva in 
generale (e anche la connessione conforme). Tali sono, almeno generalmente, 
le connessioni proiettive per le quali esiste un catnpo d i  quadriche (non spe- 
cializzate) degli spazi tangenti conservato dalla connessione: che diremo con- 
nessioni (metriche) non-euclidee perchè, manifestamente, conservano anche le 
metriche non-euclidee definite sugli spazi tangenti dalle supposte quadriche, 
prese ciascuna, ne1 corrispondente spazio, come assoluto (56). 

(") 6. 
(55) B. 78, pp. 124-125. 
( 5 6 )  Cfr. 57, 08, 68; 69, 74, 75, 77 ; B. 18, p. 127 e seg.; 81; 87, 88, 89, 90, 91; 100, 108. 

Annali di Macematica. Serie IV. Tomo XV. 19 
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Sia dato dunque un campo di quadriche degli spazi tangenti, 

ove per semplicità supponiamo che i riferimenti proiettivi locali appartengano 
a u.n B-riferimento per la X,, . Supponiamo anche, e questa è una effettiva 
restrizione ma appare assai naturale, che le quadriche (29.1) non passino pei 
rispettivi punti d i  contatto degli spazi tangenti che le contengono; onde ri- 
sulterà Go, + O. Poniamo allora i5I) 

(c = cost. arbitr. $= 0) 

Mentre Gxp 6 da considerarsi un tensore geornetrico proiettivo, simmetrico, di 
valenaa covariante 2, yl, risulterà un tensore analitico, d i  peso e grado nzcllo, 
soddisfacente alla condidone y,, = c. Supponiamo, in modo da non escludere, 
accanto al caso generale che dB luogo alle connessioni metriche non-euclidee, 
il caso limite delle connessioni euclidee, che le quadriche (29.1) siano O non 
specializaate, O specializzate tangenzialmente una  volta. I n  entrambi i casi gli 
iperpiani polari dei punti di contatto degli spazi tangenti rispetto alle corri- 
spondenti quadriche dànno agli spazi tangenti delle determinazioni affini, in 
relazione alle quali i coni circoscritti dai punti di contatto alle quadriche 
(29.1) medesime dànno luogo (3 prec.) a una metrica riemanniana e quindi a 
una connessione euclidea, riemanniana. Precisamente: posto 

gli iperpiani detti sopra, iperpiani irnpropri delle determina~ioni affini in  
parola, sono gli iperpiani QAaA= O, e g,., è un tensore affine, che a meno di 
un fattore costante è il tensore fondamentale della metrica riemanniana oui 
accennavamo. 

Cib premesso : con procedimento analogo, anzi sosta~zialmente identico, 
a quel10 accennato al n. 28, ricaviamo dalla condizione (analoga alla (28.3)) 
perchè un campo (13.4) di rappresentaaioni omografiche al finito conservi il 
campo di  quadriche (29.1) la  seguente condizione, perché la connesr~ione pro- 
iettiva determinata da quelle rappresentazioni al finito conservi pure i l  campo 
di quadriche : 
(29.4) V).Ypv = QLY yv 7 

ove QI è un vettore proiettivo covariante arbitrario, le derivate intendendosi 
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calcolate con un sistema di parametri proiettivi della connessione. E al10 
stesso modo che si ottengono le (28.7) troviamo che i parametri proiettivi 
della piii generale derivazione proiettiva che conservi il campo di quadriche 
(29.1) sono 

v 1 sono <( simboli di CHRISTOFFEL r costruiti, secondo VEBLEN, per yi, 

r 
come gli nsuali simboli 

/ d l  
si costruiscono per un tensore affine ySt (58) ; si ha  

or, essendo dato dalla (23.6); iufine, i l  vettore proiettivo TI. che figura nella 
(23.6) b arbitrario, e il vettore proiettivo covariante &i e i! tensore proiettivo, 

emisiminetrico rispetto a A, p, S y i  (analitici, di peso e grado O entrambi) sono 
pure arbitrari. Perb non é restrittivo identificare, disponendo dell'esistenza 
di un vettore proiettivo covariante che é deterniinato dal campo di qua- 
driche, TI. con questo vettore @;i: il che equivale a fissure l'espressione (10.4) 
di dS0, ponendo 
(29.7) d tO = - @,.dE". 

Poco sopra abbiamo parlato di « derivazione » e non di connessione pro- 

iettivn, e infatti i parametri Fi,, dànno luogo a una derivazione proiettiva che 
fornzalwzente soddisfa alle (29.41: ma in generale é una derivazione proiettiva 
di seconda specie (n. 19)) che non dà luogo dunque a una connessione proiettiva. 

Esprimiamo che l a  derivazione proiettiva in oggetto è inuece d i  pr ima 
specie scrivendo che sussistono (con o opportunamente scelto) le  (19.5). Tro- 
viamo le  condizioni 
(29.8) Qo=-20 

onde ricaviamo, tenute presenti le (29.6), (23.6), (29.7) 

( 5 8 )  57, p. 66; 69, p. 1402, ove la notasione B appunto quella qui usata. Xe1 nostro caso, 

secondo SCHOUTEN e STRUIK (108, p. 83, form. (8.5)) dovremmo pinttosto usare la nota- 
1 

niom 1 I, 1 per quel10 ohe q u i  B ] 1p 1 4-k 4 d;tpoT, y v t ( y 1 . ~ 8 , 0 ~ ,  s O + ypo8;$,.). Si tenga pre- 

sente che a, = 6:&. 
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Anche soddisfatte queste condiaioni (che valgono a determinare ad es. le 

componenti 8;: di S;:, note le 8;:) l'arbitrarietà resta grandissima. I n  par- 
ticolare quando sia 

si ritrova, una connessione utilizsata da SCHOUTEN e V. DANTZIG ( 5 9 ) ;  e 
quando sia 

un' altra indicata da VEBLEN ("1. Più semplioe, e a differenza di queste, 
determinata dall'assegnaxione del campo di quadriche, è la  connessione non- 
euclidea trovata da  uno di noi due j6'), soddisfacente a queste condizioni: 
a)  di essere a deviaxione nulla; b) di avere le stesse geodetiche della cownes- 
sione rietnanniana che ha gr, quale tensore wzetrieo fondamzenfale; c) di essere 
a torsione mulla. Le condizioni a), b) portano corne consegusnaa che il ten- 

sore affine S;i:gpt deve essere e~1zisi9smetrico; e dhnno, pei parametri nonna- 
lixxati della connessione, le espressioni 

(i simboli " ' essendo castruiti per g,., I st \, 
O 

I n  partmicolare quando si fissi la  scelta degli iperpiani B) dei riferimenti 

locali, facendoli coincidere con gli iperpiani polari dei punti di X,, rispetto 
alle corrispondenti quadriche (29.1), abbiamo naturalmente D,. =O,  onde 

e aggiungendo infine la condiaione, c), dell'annullarsi della torsione, abbiamo 

(59) Ved. p. es. 69, p. 1400 e seg.; B. 78, p. 129. L e  (29.11) naturalmente hanno valore 
invariante soltanto per le trasformazioni (3.3) delle sole coordinate curvilinee. 

(60) 57, p. 74; B. 78, p. 129. 
(6') Ved. B. 78, p. 128 e seg. S i  pub notare che, p w  le  applicazioni alla Relatività, una 

maggiore complessità pub essere necessaria, in quanto occorre u n  tensore affine emisim- 
metrico F,,: che n d e  teorie di VIERLEN e di S<:HOCTTIGN e V. DANTZIG risulta, in  sostanza, 
dalla presenaa di  una deviazione non nulla. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



B. BORTOLOTTI e V. RLAVATY: Confributi  alla feoria delle connessioni 149 

quella particolare connessione non-euclidea determinata da1 ca.mpo di qua- 
driche, cui avevamo accennato : 

Per  C-oo essa diviene la connessione riemanniana determinata da g,.,; ma - 
anche ne1 caso generale essa presenta semplicità non minore di quella della, 
connessione riemanniana (62). 

30. È assai probabile che costruzioni analoghe a quelle ora esposte pos- 
sano utilmente servire nello studio delle connessioni co?zfom,i, che possono 
riguardarsi corne un caso particolare di  connessioni proiettive, m a  per una X,, 
cui sono associati' degli spaxi proiettivi (n + 1)-dz~nensionali in cui sono date 
quadriche n-dirnensionali. Si rientra cos1 in quella generalizzazione della 
nozione di spazio, indicata da1 KONIG ('j3); corne già da molto tempo B stato 
osservato dallo SCHOUTEN (6'). Ma sin sulle varietà a connessione conforme, 
che sulle differenti connessioni che possono darsi a uno spazio di  KONIG 
- cui sono dedicati parecchi studi recenti, dovuti a uno di noi e ad altri 
Autori (65) -- non possiamo qui sofferrnarci: rimandiamo a lavori ulteriori, e 
all' opera d' insieme preannunciata nella Introdnzione, per 1' esposizione delle 
nostre vedute sull' argomento. 
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Sur l'iiiiicité et la limitatioii des iiitbgrales de .certains sys- 
tèmes d'éqiiatioiis R.UX d6rivées partielles du premier ordre. 

par T. W A ~ E W S K I  (Erak6w-Pologne). 

Nous montrerons comment les problèmes de l'unicité et de la limitation 
des intégrales de certains systèmes d'équations aux dérivées partielles du  
premier ordre [cf. (611 peuvent être réduits à l'examen de certains systèmes 
d'équations différentielles ovclznaires. Nous obtiendrons ainsi des théorèmes 
se prêtant à la  limitation effective des intégrales en question. 

Nous nous servons, dans les d6monstrations, d'une methode - conve- 
nablement gén6ralisée - que nous avons construite pr6c6demment ( ' )  dans 
le cas d'une seule équation. Nos théorèmes constituent une généralisation 
des théorèmes démontrés par A. HAAR (y au moyen d'une méthode différente, 
qui ne met pas en évidence le  rapport du probleme en question avec la 
théorie des equations differentielles ordinaires. 

NOTATIONS. - Désignons par T 1' ensemble des points réels (2, y,,  ... , y,,) 
pour lesquels on a 

(T) ] % ] < a ,  c v + L v I x I < y q < d v - L q I ~ I ,  (Y==] ,  ..., n) 
où 

Nous désignerons par S(u) la  section de l'ensemble T par le plan z = u. 
H Y P O T H ~ E  H. - NOUS supposons que les fonctions ai(x, a,, ... , z,) 

(i = 1, ..., p) sont continues et non négatives dans l'ensemble des points 
(x ,  .zi , ... , $1 pour lesquels on a O < x < a, B~ 2 0, (j = 1, ... , p). NOUS sup- 
posons ensuite que la  fonction oi (i = 1, ... , p) est croissante (au sens large) 
dans l'intervalle fermé (O, + cc) séparément par rapport à chacune des 
variables a, . ... , a, -, , si+, , ... , sD . En supposant que Li 2 O (i = 1, ... , p), nous 

(1) a Rendic. d. R. Accad. Naz. dei Lincei D, novembre 1933, p. 372. 
(-) u C. R. a ,  2-VII-19-8 et e Acta Lit. ac. Sc. Univ. Szeged. x ,  !P. IV, p. 103, 
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designerons par' z, = o,(x, k ,  , ... , k,), ... , z, = w,(x, ? c l ,  ... , Icn) l7 integrale 
rieure (') du systbme 

issue du point ~r: = O, a,  = Ic, , ... , a, = Ic, . Nous supposons que cette int6grale 
existe da,ns 1' intervalle O x < a. 

LEMME. -- Admettons 17 hypothhse H et supposons qu'en tout point de 
l' ensemble T les fonctions Si (x, y ,  , ..., y,,) (i =-- 1, ... , p) possèdent des de- 
rivees partielles du premier ordre continues et verifiant les inégalites 

et que l'on ait, en plus, en tout point de la section S(0) 

(3) 1 M O ?  Y ,  , . S . ,  LIJ I < hi, ( i=I , . . . ,p ) .  

Cela pose, on aura, en tout point de l'ensemble T, les in6galités 

DÉMONSTRA'PION. - Les points ( x  ,..., g,,) de T pour lesquels x > O 
forment un ensemble T, auquel nous nous bornons pour le moment. Soit 
cp(x,, ... , y,,) une fonction possédant dans Tl des dérivées partielles continues 
du premier ordre. 

DGsignons par M ( u )  la valeur maxima de cp dans la  section S ( u )  de Ti,  
par M1+(u) et M'-(u) les derivees k droite et k gauche de M(u) .  

Cela Btant, il existe pour tout x (O < x  < a) un point B de la section 
S(x) pour lequel on a (') 

Une propri6t6 identique subsiste pour la dérivée à gauche lorsque x > 0. 
DBfinissons M,(x) L1 partir de +, . de l a  méme façon que nous venons de 
definir M ( x )  à partir de y. Il existera, pour toute valeur de x (O < x < a), 

(') Pour la définition et l'existence de l'integrale supérieure du système (1) v. E. 
KAMRE, Z u r  Pheorie dev Systevne gervohnlacher Diffeventialgleichungen, ( a  Acta mathematica n, 
Ta 58, p. 74 s. B.). Dans le cas de l'nnicité, l'intdgrale sup&ieure ue confond avec l'int6grale 
au sens ordinaire. 

(2) C f .  T .  WAZEWSKI, S u r  l'unicitd etc., c Rendiconti Lincei u, !P. X V I I I ,  novembre 
1933, p. 372. 
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un point Bi (i = 1, ..., p) de la section S(x)  pour lequel on aura 

En designant par Wi(x) la valeur maxima de 1 +i j dans la section S(x)  
nous obtiendrons [cf. (2), (5) et l'hypothèse Hl les in6galités 

(Mi'(x))+ < 4x9 l MBi) 1 ,  9 l +i-, (Bi) 1 ,  l Mi(%) 1 )  1 +i+,(Bi) 1) 9 l +*(Bi) 1 )  
< ~ i ( %  W&), --. , W.&), 1 Mi@) 1, W~+,(X) ,  7 Wp(x)).  

En dBsignant par Ni(x) la valeur maxima de - $i(x) dans la section S(x) 
nous obtiendrons les inegalites analogues 

( N ( x ) )  + 5z 4 x ,  w* (x))  .. . ) WL,  (x), 1 X ~ ( X )  1, m7i+* (z), .. - , Wp(x)).  

Mais Wi(x) = max (Mi(x): Ni(x)). Nous aurons donc ou bien 

O < W@) = Mi(x) = 1 Mi(.) 1 et (Mi(%))+ = (Wl(x))+ 
ou bien 

O < mri(x) = Ni(%) = 1 N~(x)  1 O t (N~(E))+ = ( W/(X) )  + . 
Dans chacun de ces cas nous aurons evidemment 

( W ~ ( X ) ) + ~ ~ ~ ( X , W ~ , . - - , W ~ - , , W ~ ,  %+,,..., Wp),  (O<x<a). 
Une in6galit6 identique subsistera pour la d6riv6e à gauche. En observant 

que Wi(0) < Ici [cf. (3)], nous en déduirons les in6galites Wi(x) < W Z ( X ,  k ,  , ... , ICT,) (0 
(pour O < x < a)  d' ou il rdsulte que les in6galitétr (4) sub~istent dans T, . En 
remplaçant x par - - -  x nous verifions que ces inègalit6s ont lieu dans l'en. 
semble T tout entier, c. q. f. d. 

Considérons maintenant le système .d'6quations 

où zi (x, y, ,  ... , y,,) designent les fonctions inconnues et le deuxième membre de la 
i-ème 6quation ne contient pas de d6riv6es des fonctions z, , ... , z,-, , ... , zp. 

THÉORÈME 1. - Adoptons l'hypothèse H et supposons que dans le do- 
maine d' existence (") de fi (i = 1, ... , p) on ait: 

( l )  Ceci résulte facilement des raisonnements se trouvant dans le travail cité plus 
haut de M. KAMKE, p. 76 S. S. 

(2) Dans les theoremes 1, 2, 3 il suffit de supposer que les in6galit6s figurant dans 
leurs premisses sont verifiées dans des ensembles dont le nombre de dimensions est plus 
petit. Pour le cas p =i, cf.  T .  WAZEWSKI, loc. cit., au bas de la page 372 et S. TLRSKI:  
S u v  l ' u n i c i t é  etc., = Annales de la Soc. Polon. d. Math. Y ,  T. X I I ,  p. 81. 
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Soient z, = xi ,..., gp = xP et z, = p ,,..., z, = p p  deux intégrales du 
système (6) qui possèdent dans T des dérivées partielles continues du premier 
ordre et qui remplissent dans la section S(0) les jnégalit6s 

1 Y, 7 - - -  7 Y,?) - pi(07 7 * - -  7 y,)) 1 < k 7  ( i z i ,  ...) p).  

On aura alors dans T les inélgalitBs 

l xdx7 Y, > , Y 4  - fi@, Y, 7 7 $/ta) l 4 l x 1 ,  k, > --• 7 q. 
Pour le démontrer, 'il suffit de poser Si = X i  - pi et d'appliquer le lemme 
précédent. 

THÉORÈME 2. -- Conservons relativement aux fi les hypothèses du thho- 
réme précédent et supposons en plus que le systbme d76quations ordinaires (1) 
admette une integrale unique passant par l'origine (0, ... , O) et que cette 
intégrale soit nulle dans l'intervalle O < x < a. 

Soient z, r= X ,  , ... , z,, = X, et z, = p i ,  ... , z, = p, deux integrales du sy- 
stème (6) qui possedent dans T des dérivées partielles continues du premier 
ordre et qui sont identiques dans la section S(0) [c.-à.-d. ~ ~ ( 0 ,  y , ,  ... , y,) G 

= pi(0, y, ,  ... y,,)]. Cela étant, ces intégrales sont identiques dans T. 
Ceci rélsulte du théorème prgcedent lorsqu70n pose ka -- O. Voici finale- 

ment une conséquence de notre lemme: 
THÉORÈME 3. - Conservons 17hypoth8se H et supposons que, dans le 

Soit z, = X ,  , ... , zp = X, une integrale du système (6) posséldant dans T 
des d6riv6es partielles continues du premier ordre et vérifiant sur la section 
S(0) les inégalites ( xJO, y, , ... , y,,) 1 < k I .  Sous ces conditions7 on aura 
1 Xi  1 < o+(I  x 1, k , ,  ... , k,) en tout point de T. 
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Memoria d i  GIANFRANCO CIMMINO (a  Napoli). 

Sulito. - Viene provato, togliendo alcune restvizioni che occowevano nelle dimostrazioni d i  
a l t r i  autori, che, per  u n  integrale doppio d i  forma parametrica, le condizioni che esso 
s i a  semidefinito positivo e semiregolare? oltrechè necessarie, sono anche su/j%&nti pevcht? 
esso sia inferiormente semicontinuo i n  tutto u n  campo. 

I n  un recente lavoro di R. CACCIOPPOLI (') si trovano formulate, come 
condizioni necessarie e sufficienti per la semicontinuità inferiore in tutto un 
campo degli integrali doppi di forma parametrica, le seguenti: Io) che l'in- 
tegrale da minimizzare sia semidefinito positivo (cioé che la relativa funzione 
integranda F non sia mai negativa), 2 O )  che esso sia semiregolare (ci08 che 
la relativa funzione E di Weierstrass non sia mai negativa). 

Il fatto che queste condizioni riescono necessarie, come si mostra facil- 
mente con esempi ('), mentre poi riescono sufficienti le analoghe condi~ioni 
ne1 caso degl'integrali semplici (3) (caso in cui esse non sono, perb, più ne- 
cessarie) rendeva presumibile i l  teorema enunciato da R. CACCIOPPOLI ne1 
suo studio citato; in questo egli peraltro, ponendosi nelle ipotesi più generali 
e considerando superficie supposte soltanto puad~abili (9, si limita a dimo- 
strare che per la semicontinuità dell'integrale b siifficiente, O che esso sia 
semidefinito e regolare (ci06 %'>O, E > O), oppure definito e semiregolare 

(i) GEi integrali  doppi da forma parainetrica ne1 calcolo delle variazioni, « Atti del R. 
1st. Veneto a, 93, 705-730, (1935). 

(2) Cfr. R. CACCIOPPOLI, loc. cit., p. 717 e p. 724. 
(3) L. TONELLI, Calcolo delle Variazioni, t. 1, p. 275. Si noti che i l  termine quasi-regolare 

dell'enunciato di TONELI,~ non h a  10 stesso significato del termine semi~egolare qui usato. 
Ammessa 1' esistenza delle derivate seconde della F. la condizione di semiregolarith ne1 senso 
qui indicato porta d i  conseguenza quella d i  quasi-regolarità ne1 senso d i  SONELLI (Y. TONELLI, 
loc. cit., p. 211). 

(4) Secondo la teoria sviluppata dallo stesso R. CACCIOPPOLI, che trovasi riassunta ne1 
Capitolo 1 del lavoro citato. 
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160 G. CIM~INO : Szclle cortdiawni necessarie e szcfficienti per la serniwmtinuità 

(P > O, E 2 O). Lo scopo della presente ricerca 6 quel10 di colmare 17ultima 
lacuna rimasta, provando, cioè, la  sufficienza delle condizioni F 2 O, E 2 O. 

Mi pongo qui nell'ipotesi semplificatrice che le superficie di cui si tratta 
siano regolari (7. È intuitivamente chiaro che tale ipotesi di regolarità deve 
essere sovrabbondante; ma, da,to che il risultato finale si presenta cosi note- 
volmente semplice, mi P parso non privo d' interesse stabilirlo per ora soltanto 
sotto ipotesi di  natiira elementare per le superficie, evitando cos1 le più 
delicate considerazioni che si  richiederebbero ne1 caso generale. 

Si  noti infine che, se mi limito a considerare i l  caso degl'integrali doppi, 
i ragionamenti esposti si estendono tuttavia immediatamente anche al caso 
degl' integrali n-pli. 

5 1. Preliminari sulle superficie. 

1. Siano x(u, v), y@, v) due funzioni continue con derivate parziali prime 
continue in un dominio limitato D del piano UV, la  cui frontiera sia com- 
posta da  un numero finito di archi di curva dotati in ogni punto di tangente 
variabile con continnità. Diciamo ri l'immagine del dominio D su1 piano xy 
nella trasformazione 

(1) x=x(u,  v), y =  y(%) 2)). 

La Z sarà una superficie piana che potrà ricoprirsi più volte, ed even- 
tualmente, in  alouni punti, anche infinite volte, vale a dire che una stessa 
coppia di valori x, y pub essere la trasformata di più (eventualmente anche 
infinite) coppie u, v. Per frontiera e pttnti interni di  Z s'intendono rispetti- 
vamente i corrispondenti in (1) della frontiera e dei punti interni di D. 

L'area (semplice) di B è fornita d a l l ' ] ~ ~ ~  dudv, l'ares lotale 
71 - 

dal19j]l 'H 1 dudu ; la parte posiliva e la  parle negaliva dell' area di  Z 
D 

sono fornite rispettivamente dalla semisomma e dalla semidifferenza fra 
l'area totale e 1' area semplice. 

Se il punto (x, y) è l'immagine in (1) di un numero finito n di punti 

(u, v), in nessuno dei quali 10 jacobiano si annulli (oltre erentualmente 
a(% v! 

ad altri punti (u, v), in ciascuno dei quali 10 jacobiano medesirno sia zero), 

(5) Ne1 senso specificato al n.O 2. 
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il nnmero n si dira l'ordine totale di (x, I/) rispetto a 3 ;  e se fra gli 12 
punti (u, v) ve ne sono n ,  in cui lo jacobiano B positivo ed n, i n  cui esso B 
negativo, i diie nurneri n ,  ed n2 verranno detti rispettivamente ordine positivo 
ed ordirze negntivo di (x;, y) rispetto a 3,  e la loro differeiîzii n ,  - n, sarà 
l'ordine (semplice) di (x, y) rispetto a 5. 

L'insieine dei punti di Z per cni non resta cosi definito l'orcline, cioè 
l'insierne dei punti (x, y) che corrispondono secondo (1) a infiniti punti (26, v), 
oppure sono irnmagini di punti (u, v) in ciii 10 jacobiano si annulls deve 
necessariamonte riuscire trascurabile agli effetti della integrazione che for- 
nisce 1' area di '1, sicchè questa potrà, ottenersi anche integrando 1' orcline 
rispetto alle variabili x, y, sull'insieme dei punti (x, 9) pei quali 19 ordine 
stesso è stato definito. E analogamente l'area totale, l a  parte positiva e l a  
parte negativa dell'area di Z si potranno ottenere ordinatamente mediante 
iin'integrazione rispetto alle variabili a, y dell'ordine totale, dell'ordine po- 
sitivo e dell'ordine negativo. 

Per  l'ordine di un punto interno (x ,  y) rispetto a Z si pu0 dare anche 
la seguente definizione, equivalente all' altra : congiungendo (A, y) con un 
punto che descriva la  frontiera di Z ne1 verso che corrisponde in (1) al verso 
positivo (7 sulla front.iera di D, il raggio congiungente descriverà, un cammino 
angolare equivalente (quando si trascurino angoli di eguale ampiezza peworsi 
in versi contrarij a un numero finito di angoli giri ne1 verso positivo O ne1 
verso negativo, oppure equivalente a zero; il numero, corrispondentemente 
positivo, negativo O nullo, di  questi angoli giri da l'ordine del punto (x, y) 
rispetto a 2.  

2. Date tre funzioni ~ ( u ,  v), y(u, v), z(u, v) continue con le derivate par- 
ziali prime ne1 dominio D, l'immagine S ne110 spazio xy3 del dominio Dl 
secondo le equaaioni 

(21 = X(U, v), y i-: y(u, v), a = z(u, v), 

si dirà una superficie reyolare di dominio base D, e le (2) si diranno una 
rappresentaxione purametrica regolare di S. 

1 punti  interni e la frontiera di S sono ordinatanlente i corrispondenti 
secondo (2) dei punti interni e della frontiera di D. 

( 6 )  Cioè il verso iridicato dnll'asse tangente che con la normale interna forma una coppia 
ordinata congruente alla coppia degli assi coordinati x, y. 

dii>%aEi di iVaiematica, Ser ie  I\-, Yoiiio SV. 31 
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162 G. CIYNINO: Su12e corcclixio~i ~zecessarie  e sz.tficiertti per Zn senbicomtinuitci 

L'rcrecc di S, fornita dall' 
D 

cas0 particolart: che S si  ridoca a una superficie piana, diventa l'area totale 
di  qiiesta. 

3. Snpponiaino ora di avere nna successione di coppie di funzioni 
x,,(u, v), $,,(u, v), tutte continue in D insieme con le derivate parziali prime, 
e tali che, uniformemente in D, sin 

(3) limx,,(u, u)=x(u,  v), l inly.~(u,  v )=y(u ,  a), 
n-03 n-a, 

Indichiamo con X , ,  la superficie piana rappresentata da 

Sia, poi, L(?) una porzione di X ,  che abbia una distanza positiva p dalla 
frontiera di ?: (per esempio, l'insieme di tutti i punti di 3 aventi distanza > p 

dalla frontiera), essendo p una quantità inferiore a1 semidiametro di  2 ;  e 
diciaino D(p) quella porzione di D, che ha per immagine in (1) L(p). 

Poich6 le (3) sussistono uniformemente in D, tutti i punti di B(p) faranno 
parte di L,, , da un certo valore di n in  poi, ciascuno con 10 stesso ordine 
semplice, come è chiaro in base alla interpretazione geonietrica di questo, 
cui abbiaino acceniiato in fine del n.O i. La porzione di Y ,, che si viene cos1 
ad ottenere sarà l'immagine in (4) di un'altra porzione il,,@) di D, e riuscirh 

giacchè tanto il primo che il secondo membro rappresentano l 'area di L(p). 

4. Sia data una successione di superficie regolari S,,, con le rappre- 
sentazioni parametriche regohri 

e col dominio base D;  e si supponga che, uniformemente in D, sia 

(7) lim x,,(u, v) = x(u, v), lim 3,,(u, v) -- y(u, v), lim z,,(u, v) = x(u, v), 
n-cc n-CO 11-00 

laddove le (2) foriiificnno a loro volta una rappresentazione parametrica re- 
golare della superficie Tegolare S. 
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degl i  i71 fegw li doppi d i  fomzn y nrnmetrica 163 

Da quanto abbiamo osservato ne1 n.O precedente discende facilmente la 
seguente proposizione : 

Dette P,,  F,,. P, tre costanti, p Inna quantitic oyportunamente piccolo, 
S(p) la porzione di S che rii~ialze, pando  si tolgono da S tutti i punfi  avenfi 
disfama < p dalla fronfiera, D(p) l' insience dei 1m91ti di D avente per irw 
magine S(F) i n  (21, si potrà detewtinare, da a n  certo vnlore di n i n  poi, un 
altro carqo A&) < D, tale che riescn 

alrue~zo tzcfte le volte che la funsione integrcrnda a l  primo wzemb~o abbia un 
minima valore assoluto positivo i n  D. 

Infatti, escludendo il caso privo d7 interesse che le F, , F 2 ,  F.. siano tutte 
nulle, diciamo 13, q, 5 i coseni direttori di un asse equiverso al vettorc di 
coniponenti F,, F,,  F3;  diciamo poi t', y', 51 e t", y", 51' i coseni direttori 
di altri diie assi, che col primo formino una terna ortogonale. e definiamo 
in D due nuove fun~ioni  a(u, v), p(u, v )  mediante le  posizioni 

e analogamente le due fnnzioni a,,(u, v), !,,(?A, v), mediante le stosse posizion 
con le x, , ,  y,, , s,, invece delle x, y, s. 

Cib posto, la (8) si  riduce, a meno del fattore costante \i Fi i- Fi i- Fi 
alla segiiente 

Siarno cosi ricondotti al caso del n.O precedente; infatti 1:) frontitra della 
superficie piana 2, rappresentata da cc = a(u, v), 9 == P(u, v), col dominio 
base D, per p snfficientemcnte prossirno a zero, avrà unn distanza positiva 
dalla frontiera di qiiella porzione X(p) della 5 stessa, che corrisponde alla 
porzione D(p) di D, giacchh, in base alle (91, i punti [a, P) di Z possono pen- 
sarsi corne le proiezioni, sii un piano perpendicolare al vettore di corn- 
ponenti P, , F, , F,, dei punti (x, y, s) di S; e il coseno dell' angolo format0 
da codesto piano col piano tangente a S, coincidendo a meno del fattore 
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costante 'V Pi 4- F i t  Fi con la funzione integranda del primo membro di (8), 
reste& in valore assoliito inferiormente limitato da una quantità positiva. 

5 2. Ipotesi e generalith siigli integrali. 

5 .  Fissiamo adesso le ipotesi che intendiamo di supporre verificate per 
l'integ:.de di cui studieremo la semicontinuità. L'integrale sarà del tipo 

dove le x, y, z, espresse in funzione 
parametrica regolare di una superficie 
e dove si è posto per brevità 

Per  la F(x ,  y, z; X, Y, 2) 
tinua, insieme con le derivate 

u, u, forniscono una rappresentazione 
regolare S col dominio base D (n.0 2), 

supporremo, in primo luogo, che essn sia con- 
parziali prime, rispetto a X. Y, 2, al variare 

del punto (x, y, z )  in un cagnpo (insieme aperto) A, ne1 quale sia contenuta 
la superficie S, e per agni terna di valori X, Y, Z non tutti nulli; in secondo 
luogo, che essa sia positivamente omogenea di  grado 1 rispetto a X, Y, Z, 
sicch+ varrR l'equazione di  EULERO 

infine, per ogni punto (x, y, s) del campo A e ogni coppia di punti (X, Y, Z), 
(A, B, C) diversi dal17 origine supporremo verificate le  due disuguaglianze 

Si consideri una qualsiasi successione di superficie regolari S,, , con le 
rappresentazioni parainetriche regolari (6) e col doininio base Dl per cui siano 
verificate, uniformemente in Dl le relazioni di limite (71; definendo le X,, 
Y,,, Z,,  con posizione analoga alla ( I l ) ,  si costruisca 17integrale doppio 

1, = ( , y ,  , , ; , , Y.. , z..)dudv. 
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I l  nostro scopo è di dimostrare che riesce 

lim. min. 1,, 2 1. 
+a-CO 

A ta1 fine, proveremo che, in conseguenza delle indicate ipotesi, la dif- 
ferenea 1,, - 1, O si pub scindere nella somma di vari termini, dei quiili 
alcuni sono non negativi: mentre gli altri, per valori opportunainente scelti 
dell'indice n ,  si possono ridurre in valore as sol ut,^ inferiori a una quantith 
positiva piccola a piacere, oppure, sempre per opportuni valori di gz. si pub 
far diventare maggiore di una quantith positiva grande a piacere. Poichd le 
ipot,esi fatte sulla successione delle S ,  sussistono del pari per ogni sotto- 
successione di essa, da1 nostro ragionamento si ooncludera dunque che, in 
ogni successione estratta dalla I,  - 1, I2 - I, ..., esistono infiniti termini 
siiperiori a una qnantità negativa prefissata a piacere, cib che prova ap- 
punto la (16). 

6. Premettiamo, in questo numwo, alcuni lemmi r i p a r d o  alle funzioni 
F(x ,  y, Z; X, y, 2) verificanti le ipotesi enunciate or ora. 

Se, per una certa terna di valori x, y, 5, esistono tre costanti non tatle 
nulle 1, p, v, tali che, qualunque sia i l  punto X, Y, Z dzeerso dcrll'origine, 
riesca (7 
( l y )  A&@; X )  +- pFy(x ; X )  + vFz(x ; X) = 0, 

allora la F(x; X) non p d  essere cha identicanzente zero a l  variare di  X, Y, Z. 
Invero, dall'ipotesi fatta discende che, qualiinyiie siano le quantith 

A, B, C, t, la F(x,  y, z ; A + At, B + pt, C + vt)  b indipendente da t ; in 
particolare, P ( x ;  At) 8 zero qualunque sin t. Detta r un'altra quantita arbi- 
traria, sarà quindi, tenendo conto dell' omogeneità, 

R(x; AT+-At) -P(X;  At) ' 
= R(x; A). 

'T 2 

Ma il primo membro, per 7-0, deve avere il limite determinato e finito 

mentre i l  secondo membro tende a F ( x ;  AI O a - P(x; A), secondoché 7-0 
per valori positivi O per valori negativi. Cib non implica contraddieione 

( 7 )  Per brevità, qui e i n  seguito, pcr ciasciina delle tortic di nrgomenti (la ciii dipcndono 
le fiinzioiii chc si consitlrrano, scriviaino soltanto il prinio argonicnto. 
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soltanto ne1 cas0 che F(z; A) sia zero, onde, per l7 arbitrarietà di A, B, C, 
resta provato quanto si voleva. 

Se, per una data terna d i  valori x, y, 5, la F(x; X) non è identicametzte 
zero al variare d i  X, Y ,  Z, allora l'insieme G ,  degli eventuali punfi X, Y ,  Z, 
o2tre all'origi~ze, i tz  cui F(n; X) =O,  è u n  insieme convesso costituito da se- 
mirette per l' origi~ze, fomzanti tutte con una certa direzione ampli d i  atqiezza 

7C 
non superiore a una certa qualztità < - 

2 '  1 

Da1 fatto che la fiinzione E di Weierstrass non è mai negativa segue, 
invero, clie, per ogni t, 

d 
F(x;  A) > F ( x ;  X + At), 

onde, integrando rispetto a t e sostituendo poi le X, Y, Z con le  stesse 
quaiitità moltiplicate per 1 -- b, risulta, per t compreso fra O ed 1, 

F ( x ;  At i- X ( l  . - t ) )  < P(x; A)t t P(x;  X)( l  - t ) .  

Pertanto, se (A,  B, C) e (X, Y, Z )  sono due punti in cui la P 6 i n b  
riore a una certa quantith w, in ogni piinto del segment0 che l i  congiunge 
la  F sarà pure inferiore ad W. L'insieme G(w) dei punti (X, Y, 2) in cai 
riesce F(x;  X) < w (e quindi, in particolare, Go)  B un insieme convesso. 

Poichè inoltre, per l'oinogeneità di i?, 6 chiaro che Go si  coinpone di 
seinirette per l'origine, basterà provare ormai clie 6, non pnb essere format0 
da tutti i punti coinpresi in un angolo diedro con Io spigolo passante per 
l'origine, perchè allora manifestainente esisteranno piani passanti per l'ori- 
gine e non aventi ulteriori punti in comune con G o ,  ed essendo G, un 
insieme chiuso, per una direzione perpecdicolare a un piano cosiffatto si 
verificherà, evidentemente quanto afferma l'enunciato. 

Ma se G, contenesse tutta una retta r per l'origine, esso sarebbe neces- 
sariamente forinato da rette parallele a r ,  e 10 stesso varrebbe per l'insieme 
& ( ( O ) ,  qualunque sia to; sicchè F dovrebbe essere costante su ogni retta pa. 
ralleln a r, cioè, detti A, p, v i coefficienti di direzione di r ,  varrebbe identi- 
camente la  (17), cib clie, in base al lemma precedente, contraddice l'ipotesi 
che F(x ;  X) non sia identicamente nulla. 

Se, per una data ternn d i  vnlori x, y, z, la F(x: X) nola è identicagrcetzte 
zero al variare di X ,  Y ,  Z ,  ad ogni qua~ztith positiea w sufficienteazente pic- 
cola si potrutzno fur corrispowdere una yuantita 0 > O e u n  raggio r, tali che, 
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n 
per ogni raggio forwinnte com r u m  angolo mittore d i  + 0, detti El y, 5 i 

2 
rispettivi coseni diretlorz', riesca P(x; 5) > o. 

Infatti, l'insieme dei pnnti cornuni all'insieine 6, considerato or ora e 
alla superficie sferica di centro nell'origiiie e raggio unith, secondo quanto 
risulta dalla diinostrazione precedente, se non 13 moto, B tiitto contenuto in 
un emisfero, senza nessnn punto in comune col cerchio inassimo che delimita 
l'einisfero stesso. Egnalniente accadrii per l'insierne dei punti comuni ad G(w) 
e alla rnedesinia sfera, quando w B sufficienteinente prossiino a zero, per 
ragione di continuità. Detto 6 il minimo della distanza sferica da lin punto 
di 6 ( w )  a un punto del suddetto cerchio massimo ed r il raggio perpendi- 
colnre al piano di  questo e situato ne1 semispazio che non contiene 6(w), è 

chiaro allora che, per r e 0 cos1 definiti, si verificherk quanto afferma 
1' enunciato. . 

5 3. Semicontinnità degl'integrali. 

7. Fer raggiungere Io scopo indicato in fine del n.O 5 ,  ci converrli 
distinguere due diversi casi, secondo quanto adesso stabilirenio. Fissiamo 
anzitutto una qnantità positiva a, minore sia del massimo di F che del 

massimo di VX" Y" Zhsu S. Diciamo S(o) qiiella porzione di 8, in cui 

riesce F > a, \i X 2  + Y * i- Z 2  , 5, e D(a) la porzione di D, che ha per im- 
magine, in (2), S ( o )  e la  sua frontiera. Scomponiamo poi D(a) in un numero 
finito di domini parziali Dh)(a), ciascuno lirnitato da un numero finito di 
archi di curva dotati in ogni punto di  tangente variabile con continuith. 
Sia i il massimo dei diametri dei domini D(h)(o), e siano S ( h ) ( ~ ) ,  S,,(")(o) le 
porzioni, rispettivamente di S e di S , , ,  corrispondenti a Bh)(o).  Fissata poi 
ancora una quantità positiva pl minore del seinidiariietro di S(")(o), togliamo 
da Sn)(,) el per n sufficienternente grande, da ' ~ , , ( ~ ) ( o )  tutti i punti aventi 
dalle rispettive frontiere una distanza niinore di p, e cliciamo Sih)(& O), S,,(h)(p, 5) 

rispettivamente le porzioni rimanenti, e Dch)(p, a), D,,(h)(p, O) le corrispondenti 
porzioni di D(")(o). 

Cio posto, potranno presentarsi le due alternative segiienti: 

1) O, per ogni a, esiste un numero positivo P, tale Che, per una op- 
portuna decomposizione di D(o), per valori di 6 e p arbitrariamente prossinii 
a zero e per valori di rc arbitrariamente grandi, riesca 
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-- 

2) oppure, per o abbastanza piccolo, comunque si assegni un numero 

positivo Pl si possono trovare. un 6,, un pp e un n~ tali che, per ogni de- 
composizione cli D(a) con 6 < e per p < p,, n > np, sia 

A proposito di qoeste i~lternative, aggiiingiarno qui un'osservaaione, che 
ci tornerà utile in segoito. Siano [(h), q(ll), Cjh) i coseni direttori cli un asse, 
che con la normale in un pnnto variabile di S('"((o) formi un angolo di am- 

n 
piezza, limitata superiormente da iina qiinntitA minore di cioè tale che 

2 
1 [("X -+ T/~)Y + c(h)Z 1 sitt limitato inferiormente in D(h)(o) dit una qiiantità 
inaggioro di zero, e determiniamo, come è indicato ne1 n.O 4, iiii insieme 
i\,,(h)(p, a) < D(h)(a), tale che sin 

Ebbeiie, detta T,,(h)(p7 o) la porzione di S,,(o) corrispondente a 

se vale l'alternativa l), oppure l'alternativa 2), allora la  circostanea speci- 

ficata in l), O rispetcivamente in 2), si presenterà egualmente, ove si sosti- 
taiscano le  ~9, ,(~)(p,  O) con le T,,(h)(p, a). 

Cib rinscirà, manifesta, ove si  riconosca che, fissati p, a e la decompo- 
sizione di D(o) in doinini parziali D(")(a), e presa a piacere una quantità po- 
sitiva pf < p, da un certo valore di n in poi T,,(h)(pf, o) conterrà S,,(h)(p, a) 
e S,,(h)(p', a) conterrà, T,,(h)(p, a). Ora a tale proposito si pub osservare che 
T,,(h)(pf, 0) risulta definita corne qnella posaione di S,,(h)(a), che & conteuuta 
entro il cilindro format0 da tutte le rette con l a  clireaione [("), <(h) con- 
dotte per i punti della frontiera di S(h)(p', a), onde, prendendo n snfficiente- 
mente grande, si potrà reiidere minore di  una quantith prefissata piccola a 
piacere la  distanza di  ogni pnnto di T,,ch)(pf, O) da S(")(pf, O), cos1 come la 
distanea di ogni punto di S,,(h)(p, o) da S(')(p, a). Sicchè, essendo Sch+, a) 
contenuta in S(h)(p', O) ed essendo riiaggiore di zero la, distnnza tra la fron- 

f 

tiera di S(h)(p, o) e quella di S(h ) (p f ,  o), 6 chiaro corne, sempre per n suffi- 
cienteniente grande, delle due porzioni S,l(h)(p, a) e T,,(h)(p', o) di S,,(h)(o) la 
prima clebba esser contennta nella seconda; e al10 stesso modo si rede come, 
a sua volta,, T,l(h)(p, a) sia contenuta in S,,(h)(p', O). 

S. Supponiamo ora che si presenti l'alternativa 1). I n  ogni doininio 
parziale D ( h ) ( ~  fissiamo un pnnto (u(~) ,  dh)) e, convenendo di rappresentare 
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il d o r e  assunto da una funzione di u, v ne1 punto (tdh), dh)) con l'aggiunta 
alla lettera, che simboleggia quella funzione, dell'indice superiore 72, deter- 
miniamo, secondo quanto 13 detto ne1 n.O 4, un campo A,,("(p, a) t D("t(a), 
tale che risulti 

(191 f l ~ B ' ~ ( d ~ ) ;  Xrh)) + ...] dudu = [X,,Fx(x(h); X(h)) + ...] dudv, 
D'"'(p, a) 

11 0) 

laddove si noti che, in virtù di (12) e (13), la funzione integranda a l  primo 
membro sarà certamente sempre superiore a m a  quantith maygiore di zero 
in tutto i l  dominio D(h)(~),  purchè la quantità 6 si scelga sufficientemente 
piccola. Diciamo infine o) la  porzione di Sn corrisponden te a A,,lh)(p, a) 
e chiamiamo D(p, a) e A,,(p, a) rispettivamente la somma delle porzioni 
Dch)(p, a) e quella delle powioni A,,(h)(p, a) di D(h)(o). 

Chiarito in ta1 modo il significato dei simboli: scr iv iam~ la seguente 
identità : 

(20) , I,, I ; X)dudv -t 

D - W ,  0) D-D(3) 

; X,,)dudv - F(dh) ; Xlh))- mis Dih)(p, a)] . 
A,(h)(s, a) 

Agli ultimi due termini sotto al segno di 2 in q~iesta uguaglianza sosti- 
tuiamo un'altra espressione ad essi equivalente: tenendo presenti le (12) e (13), 
scriviamo cioè 

/k(&); X,t)&dv-R(x@); Xi")) mis Dih)(~,  a) Xih1)F&dh); ~("))+. . . ]dud~+ 

A%(")(?, 3 )  

Fx(xch) ; Xi'") + ...] dudv, 

An(%J, 4 An(h'(~, 4 

oppure anche, indicando con , , ( h )  un  campo arbitrariamente fissato in 
A,(hi(p, a) e ricordando l'espressione (14) della funzione E di Weierstrass, 

Annali d i  Matematicû, Serie I V .  'Porno XV. 22 
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Cio posto, dato ad arbitrio u n  numero E > 0, fissiamo, come è evidente- 
mente seniprc possibile, un o, minore del massimo di P e del massiino 

d i  \ X 2  -t- 3% 2-su S, cos1 prossimo a zero che il secondo integrale al 
secondo membro di (20) risnlti minore di  E. Prendendo ô sufficientemente 
prossimo a zero, potremo poi sempre ottenere che, per n sufficientemente 
nrande, risulti in tutto Dch)(o) 
b 

E 1 F(x, , ;  X , , )  - F ( d h ) ;  X , , )  1 < - VIX,,"- Y , , %  + Z , , L ,  
P o  

coine si riconosce tenendo presente il fatto che, per quant0 si è snpposto, 
le x,,(u, v), g,,(u, v), a,&, v) sono uniformemente continue in D, e ricordando 
la  snpposta omogeneità di F. 

Inoltre, per la  slipposta continuith delle x(u, v), y(u, v), ~ ( u ,  a), X(u, a), 

Y(u, v), Z(U, v), prendendo, ove occorra, un 6 ancora più prossimo a zero, si 
potrà far si che, in tntto D(h)(o}, sia 

Iiifine, prendendu anche p abbastanza piccola. potremo ottenere che il terzo 
integrale al secondo membro di (20) sia < E. 

Premesso cib, esaminiamo i diversi termini in cui resta decompostn la 
differenza 1,, - I, secondo le formole (20) e (21). Il primo integrale a l  secondo 
membro di (20) è non negativo, per (13); i l  secondo e il terzo sono minori 
di 6 ;  il primo integrale sotto a1 segno di L è, per (22), in valore assoluto 
minore di  

il secondo 8, per (2.7). in valore assoloto minore di €-mis D(h)(p, O); il terzo 
e i l  quarto sono sostituiti da1 seeondo membro di (21). dove il primo integrale 
è pure, per (23), in valore assoluto minore di &.mis D(")(p, O), il secondo e il 
terzo sono non ncgativi, per (13) e (14), e l'ultime,' che va poi preso col segno 

meno, sarà non positivo, ove si deterinini il campo i,,(h', del quale possiamo 
ancora disporre ad arbitrio, conie l'insieme dei punti di A,,ch)(p, o) in cui è 

positiva la funzione integranda. 
Per  l'osservazione fatta ne1 n.O 7, poichè supponiamo che sin verificata 

l'alternativa l), potremo determinare 6 e p prossimi a zero ed n grande come 
ora si é detto, in maniera tale che riesca inoltre 

Z area T3,'h)(p, 5) < Po. 
h 
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Si  riconosce allora come, in base a (20) e (al), la  differenza I,, - I resti 
decomposta i n  una somma di termini, di cui alcuni positivi o nulli e i rima- 
nenti cornplessivamente limitati in  valore assoluto dalla quantità s(3-b 2misD), 
che, per l'arbitrarietà di E, si pub rendere piccola a piacere. 

9. Passiamo adesso al caso che si verifichi llalternativa 2) (n.0 7). I n  
ogni punto di  #(a), per i l  modo come abbiaino definita questa porzione di S, 
riesce 

ove si indichi con M il inassimo di VX" Y 2  + Z L  SU S. 
Diciamo C(o) un intorno di S(o) formato da  tutti i punti aventi da S(a) 

distanza minore di una data quantith,, e C(h)(o) l'intorno di S(h)(o) formato 
dai punti sventi da S(h)(o) distanza minore della stessa quantith. Per ragione 
di contiiiaità, in ogni punto (x, y, z) di C(o), la F, per una opportunn ternn 
di valori, con somma dei quadrati eguale ad  1, dei secondi argomenti, si 
manterrh superiore a m a  costante maggiore d i  zero. I n  base a1 terzo lemma 
del n.O 6, detta w una qua~itità positiva sufficientemente prossima a zero, 
snrh' allora possibile determinare, non appena il massimo diametro 6 dei 
domini di decoinposizione D(hi(o) sia abbastanza piccolo, una costante 0 e, 
per ogni dorninio pa r~ ia le  D(h)(a), un raggio dh), tali Che. detti 5, y,  1: i coseni 
direttori di un qnalsiasi raggio formante con riJa) un angolo di ampiezza mi- ', Tc 
nore di 0 + - ,  per ogni punto (x, 9, z) di Cch)(o), riesca P(x, 5) > w. 

2 
Supponiamo inoltrt. che 6 sia pure cosi prossiino a zero, clie, per cia- 

scuna delle porzioni S(h)(o), la  normale in un punto variabile formi sempre 
con una certa direzione, un angolo di ampiezza non superiore a una fissata 
quantità 9' minore di O.  

Cib posto, si potrà determinare un a > O e una direzione (5(h),.q(h), 
formante con rih) un angolo minore di 0, tale che 1 SWX + q(h) Y -t c h  Z 1 sin 
limitato inferiormente, in D(")(o), da una quantità maggiore di zero e tale 

Infatti, fra le direzioni (cih)', -q h), ((h)) formanti con r ( h i  un nngolo < 0 e tali 
che 1 Sch)X 3- yih)Y f <(h)Z 1 superi in tiitto Dih)(o) una costante maggiore d i  

zero, vi sono certamente tiitte quelle formanti con una certa direzione 
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0 -0' 
fissa un angolo minore di - 2 

. F r a  queste se ne potranno scegliere tre 

( E J h ) ,  Y , , @ ) ,  c , ( h ) )  (i= 1, 2, 3) formanti un triedro non degenere; e, yualunque 
siano X I , ,  Y,, , Zn, riuscirà 

sicchh le S i ( h ) ,  y , (h) ,  per un valore alineno di i,  dànno luogo alla (24),  

dove NP si potrà porre uguale al quadrato del determinante 

N 
ove si ponga cc = - onde si riconosce pure che a non dipende da 6, ma 

3 v3' 
soltanto da 0 e 0'. 

Fissate in ta1 modo le E(hl, v ( ~ ) ,  c(h) ('), determiniamo poi al solito m ~ d o  
il A, l (h) (p ,  a)  in maniera che valga la  (18). Per n mfficientemente grande 
e p' < p, Al l (h ) (p ' ,  O )  conterra D,,(h)(p, O ) ,  e pertanto sarà pure 

divis0 per la somma dei quadrati dei minori di 2 O  grado del determinante 
medesimo. In ogni punto di D,,ch)(p, O ) ,  sarà, verificata una almeno delle tre 
disuguaglianae 

S i ( h ) ,  c i (h)  
[ " ( h ) ,  r12(h), c , ( h )  

S3(h)> 7 d h ) ,  1;3(h' 

E se indichiamo con i , , ( h ) ( p ' ,  o) l'insieme dei punti di  A, , (h) (p ' ,  O )  in cui B 

, 

(8) Le k("), ri("), ?Ji&) verranno a dipendere da n, in  qusnto che, al variare di n, in ge. 
nerale si dovrh scegliere volta a volta uno diverso fra i tre assi del triedro fissato; ma ci6 
non ha importanza per la dimostrazione del testo. 
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D7 altra parte, la (26) assicura che i l  vettore X,, , Y,, , Z, ,  forma un ango10 
TL 

acuto con (S(h), I;(h)), e pertanto forma un angolo < 0 + ; con dh, onde, 2 
non appena n sin sufficientemente grande affinché S,,(o) sin con tenuta nel- 
l'intorno C(a) di S(o) considerato in principio di  qiiesto n.O, iisulterii 

Ma l'integrale al secondo membro di questa disugnnglianaa evidente- 
mente supera quel10 al primo inembro della (27). Sommando, diinque, rispetto 
ad h, e tenendo conto del fatto che F non 15 mai negativa, da  (27) e (28) si 
ricava infine 

Dei due termini al secondo meinbro, il secondo è limitato superiormente 
1 

in valor assoluto da - w-area S, mentre il primo, poichè ci troviamo ora 
2 

nell'alternativa 2) del n.O 7, si potrà rendere grande a piacere; infatti, corne 
abbiamo rilevato, w ed cc sono quantità fissate indipendentemente da p e 6, 

per tutti i valori sufficientemente piccoii di queste. E con cib resta com- 
pletata la dimostrazione. 
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Sur une méthode de tléter~niiiatioii des figures d'équilibre 

relatif, roisi iles des elli psoides, d' une masse liquide 
homogène en rotation. 

Memoria di TI. NERONOFF (a Leningrado). 

1. Les figures d'dquilibre relatif, voisines des ellipsoïdes, d'une masse 
liquide homoghne en rotation ont ét6 l'objet des recherches bien connues 
de POIN~ARÉ (« Acta Mathematica », t. VII, 1885) se bornant à la premihre 
approximation. cependant d6jh la  these de LIAPOUNOFF datant de 1884: Szcr 
la stabilité des figures ellipsoi'dales d'équilibre d ' u n  liquide nwhné d 'un  mou- 
vement de rotatiorc nous montre que son auteur connait l'existence de quel- 
ques surfaces algebriques représentant en premihre approximation la  ~ u r f a c e  
libre du liquide tournant. Notamment, vers la  fin de cet ouvrage nous trouvons 
un petit nombre de lignes consacr6es à des formes nouvelles d'équilibre 
relatif d'un liquide en rotation par lui signalees. Les raisons qui ont amen6 
LIAPOUNOPF à ne faire que mentionner ces formes sont expliqn6es dans la 
première de ses leçons professées en 1918 à 17Universit6 d'Odessa et ayant 
pour sujet la question de la forme des corps celestes (l). ~rScis6rnent) 
comme on n'avait trouve que la premibre approximation, les approximations 
deuxibmes et suivantes demeurant inconnues, il était impossible d' 6Lablir 
1' existence des formes nouvelles d' Bquilibre. Ainsi la  méthode que LIAPOUXOFF 
avait d'abord suivie dans l'examen de cette question reste inconnue. I l  
remarque seulement dans la susdite leçon qu'&nt revenu à ce sujet à 

presque vingt ans d' intc-rvalle et ayant modifie la methode, il a,  cette fois, 
demontrd rigourcusement l'existence des formes d'6quilibre trouv6es (Sur les 
figures d'équilibre peu. difiérentes des ellipsoëdes d 'une w u s e  liquide ho~nogè+ze 
douée d 'un  ~twuvement de rotation, 1906-1914). 

Dans le  pr6sent Xémoire on expose une nibthode qui. conduit à des 
figures d16quilibre relatif du liquide tournant, representant 
approximation certaines surfaces algébriques d' ordres troisième 

en première 
et quatrième. 

( 4 )  Bulletin de 11Acad6mie des Sciences de U. R. S. S. B, n.O 1, p. 25. 
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'1. Considerons une série entière à trois variables 5,  q, [ et à coefficients 
constants b, c, d, e, f, ... 

(1) b(S2 + q2) + cl;* + d(S% qrl')* t eS4 t fSZ(S" q') + ... 
ne renfermant que les puissances paires des variables et sym6trique par 
rapport à 5 et y. Convergeant absolument et uniformément dans un domaine 
qui comprend 1' origine des coordonnées O([ = q = 6 = O), la  série ci-dessus 
représerite dans ce domaine une fonction continue admettant des derivées 
partielles en nombre illimite. Désignons par si&, et rn, respectivement le mi- 
nimiim et le maximum de la somme de la  série consid6rée dans le même 
domaine. L' Bquation 

où le coefficient constant a satisfait à 17inégalit6 

correspond, dans le systéme de coordonnées cartesiennes rectangulaires avec 
les axes OX, OY, OZ, une surface ayant OZ pour axe de révolution. 

Soit une masse liquide homogène qoi tourne uniformement autour de 
l 'axe immobile de coordonnées OZ et se trouve dans nn  Btat d'equilibre 
relatif. Les éléments de cette masse s'attirent mutuellement suivant la  loi 
de NEWTON. La  pression exercée sur ln surface libre est supposée constante. 
Nous chercherons 1'Bquation de cette surface, sous la forme {2) à coefficients 
indt%errnin6s, en considerant les axes de coordonnées OX et O P  comme 
invariablement liés au  liquide tournant et en supposant 

Convenons d'admettre que les coefficients dl el f ,  ... , sont pet,its en 
valeur absolue relativement aux trois premiers a, b, c et traitons les coef- 
ficients du groupe de termes de la  série (2), qui forment un polynôme entier 
homogène de degré quatrième et plus élevé par rapport aux variables 5, v ,  5, 
comme de petites quantités d 'un seul et méme ordre croissant avec le degré 
du polynôme en question. Dans le present mémoire, n'ayant en vue qu'une 
première approximation, nous 
du premier degré par rapport 
il n'y a lieu de retenir dans 
depassant point le quatrième 
considérations que la surface 

nous bornons dans tous nos calculs RUX termes 
aux trois coefficients d, e, f en vertu de quoi 
l'bquation (2) de la surface que les termes ne 
dégré par rapport à 5, y, 6 .  Il rBsulte de ces 

cherchee différera peu de l'ellipsoïde de r6vo- 
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lution (MACLAURIN) dont 1' equation 

s' obtient de l'equation (2) en posant d = e = f = ... = 0. 
Le potentiel U des forces d'attraction du liquide tournant agissant sur 

un point intbrieur M(x7  21, x )  de masse Bgale a l'unité s'exprime par l'intb- 
grale triple 6tendue à. tout le volume v occupe par le liquide 

où k: ddsigne le coefficient figurant dans la formule de la lui de l'attra- 
ction de NEWTON, p la densith du liquide et 

r = v(5 - x)" ((rl- y)" ((5 - I)" 

la distance du point M(x ,  y, x )  au point arbitraire P(t ,  y ,  <) du volume v. 
Les expressions pour les composantes X, Y, Z de l'attraction totale 

paralleles aux axes de coordonnées s'écriront sous la forme 

Transportons l'origine des coordonnées au point M(x,  3, z) et intro- 
duisons les coordonnees polaires dans l'espace r,  0, cp suivant les formules 

Les Bquations (6) et (8) se transforment comme il suit: 

J J J  
v 
""" 

Y = bpjfiin2 0 sin p drdodp, 

Annali di iMaternatica, Serie IT-. Tomo XV. 
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L'integration se trouve 6tre plus simple à, effectuer sur les expressions 
de X, Y, Z que sur celles de U. C'est pourquoi nous nous en tiendrons aux 
premihes. Procédons d'abord B l'intbgration par rapport à, l a  variable r. 
A cet effet, ayant recours à la  formule de TAYLOR nous reduisons I'équa- 
tion (2) de  la s~irface, transcrite poiir abr6ger comme ceci: 

(11) F(S, 7' LI = 0, 
à l a  forme suivante: 

1 
F(x, y, z) + (5 - x)2i'f) + (y - y ) ~ r )  f ( 5  -1- - [(i: - x ) T : ~  -k 1.2 

+ (q - y)"F, + ( 5  - .+F!ZZ + 2 p - ~ ) ( q  - y ) ~ S j  + S ( E  -TI(< - B ) F ! ~  + 
1 ( 3 )  ( 3 )  + 2(y - y)(j  - z ) F ~ J ]  i- 7 [ ( E  - X J ' F ~ ~ ~  + (yj - Y ) ~ F ~ ~ ~  + (5 - z)"Rziz -t 

1 . 2 . 5  
(3)  + 3(5 - x)'(g - y)F,, + 3(5 - x;)'(c - B)B%!~ + 3(t - r)(g - 2 / ) 2 ~ ,  I- 

( 3 )  + 3(q - y)"( j  - x W ~ ~ ~  + 3(5 - x)([ - B ) ~ F $ &  + 3(q - y)(5 - z ) ~ F ~ J ~  + 
1 

(12) + ( - ( - Y )  - Z)F!:J + [(5 - x)'~,, + (y - y)'~,, t 

+ (5 - z)'P% + 4(5 - %)(ri - Il)"P,yy + 415 - z)(C - B)"P,, + 
+ 4(5 - x)'(yl - y l ~ ~ ~ x y  + 4(7 - - Y)(- - B)~E~!& + 4(E - 4 ° C  - z)F$,, + 
+4(y- - e)P!Jyr+ 1 2 ( 5 - ~ ~ ~ ~ - ~ ) ( ~ - 2 : ) I i " , " ~ ~ ~ +  l2(S-~)(y -y)'((-B)F,,,+ 

+ 12(5 - X) (3 - y) (1; - B)~F!&Z + 6(5 - %)%(y - ZJ)2BgY21 + 
+ 6(5 - xIe(S - x ) ' R ~ , ~  -ç 6(q - $)"(5 - e)'Rfi,]. 

Calcalons les valeurs des derivées qui y entrent 

P(x, y, s) = - a + b(,x2 -t- y') c CS' + d(xe + y2)' + ez4 + fz2(x" y'), 

F'L' = 2bs, + 4dx(a2 + y') + 2fx,z", 
P!' = 2by + 4dy(x\- y2) -+ 2fyz', 

P$' = 2cz + 4ez3 + 2fz(x2 + y:), 

F$: = 2b + 4d(3x2 -I- y )  + 2fc2, 

(13) P ,  = 2b + 4d(x2 -t 3y2) + 2fi2, 

P:) = 2c + 12eze + 2f(xz + y", 

F ,  = Bdxy, = 4fzs, PS) = 4fys, 

= 24dq B'r& = 24dy, F$' = 24ez, 
F::~ = 8dy, B'$iZ = 4 f ~ ,  F?& = 8ds, F ~ L  = 4f5, 

PZ, = 4 f ~ :  = 4fg, F ~ J ~  = O, F ~ L ~ ~  = 24d7 F$?:~, = 24d, $'z\zz = 24e, 
(4)  (4) (4) PE~, =O, I;;;,,,, = O, F:;,~ = O, PZrgyz = O> Fxszz  = O, pLLz = 0, 

(4 )  4, ( 4 )  P x q z = O ,  R&,,=O, F!&=O, P!&, = 8d, Px, = 4f, ~ , , = 4 f .  
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Portons les valeurs trouvees plus haut de la fonclion F et de ses derivées 
partielles de mème que les valeurs des differences 5 - x, y -- y, 5 - z tirées 
des formules (9) dans l'équation (12). Nous avons 

où sont introduites les d6signations abrégées suivantes: 

A = - a i- b(x2 -+ y") + cif, 

B = 2(bx sin 0 cos rp + by sin 0 sin cp + cz cos 0)' 

C = b sin2 0 + G cos2 Q, 

u = d(x2 1 - ye)' t ez4 + fi?(xy + y'), 

(15) p = [4dx(xz + y') + 2fxzZ!] sin 0 cos cp + [4dy(xz +y" + 2fyx'] sin 0 sin cp i- 
+ [4ez3 + 2fz(xf + y')] cos 0, 

Y = [2d(;Sx" y") + fs?] sin2 O cos' cp +- [ 2 d ( x +  3y2) + fz2] siny 0 sin' .g + 
4- [6esV + f (x2 1- y-)] cos2 0 + 8dxy sin2 0 sin cp cos cp + 
+ 4fxe sin 8 cos 8 cos cp +- 4fyx sin H cos 0 sin cp, 

ô = 2(2d sin2 O + f cosV)(x cos y i- y sin rp) sin 0 + 242e cos' 0 + f sin2 0) cos O, 

E = d siu" + + cos" + f sin2 0 cos4 0. 

Faisons observer que a, p, y, 8, E sont de petites quantités du premier 
ordre par rapport aux coefficients d l  e, f. Ces derniers étant auspi petits que 
l'on voudra en valeur absolue la  surfa.ce cherchee est convexe tout coinine 
la surface de l'ellipsoïde de r6volution qui s'obtient- de la premiére en 
posant d = e =  f =O. 

C'est pour cette raison que 1'6qnation (14) doit donner deux valeurs 
reelles de r ,  r,' et r,', l 'une positive, l 'autre négative, voisines des racines r ,  

et r ,  de 1'6qu a t '  ion 

(16) A -t Br + Cr? = 0. 
Nous avons 

(l'ii 
- B + R  - B - R  

y,=-- 2,5j > r*= 
2 C  ' 

R = YB' - 4AC. 

Dans la  dernikre égalit6 c'est la  valeur mithmetique du radical R qui 
est prise. Les racines de l'équation (14) seront respectivement 

Dans les développements de Ar, et Ar ,  nous ne retenons que les termes 
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renfermant les premières puissances des petites quantites a, p, y, 6 ,  e 

1 
Ar, = - - (a  -+ Pr, + y< + 6rl + er;), R 

(20) 1 
Ar, = - (a  + Pr, + yri + 6r: + er:). R 

Effectuons dans l'expression (10) de X l'intégration par rapport k la  
variable r et pïesentons le résultat conformément à l'expose de LAPLACE (') 
sous la forme 

(2 1) 

Tirant parti 
racines r,' et r,' 

des Bgalit6s (17), (18), (19), 

r,')dcp. 

(20) nous trouvons la somme des 

(22) 
B - t p  yB 6(B"AC)  eB(B2-2AC) 

r,' + r2'=- - i- - - 
C C2 c3 + 

C" 7 

oh A, B, C, y, 6, E peuvent se calculer d7apr&s les formules (15). Portons la 
valeur ainsi trouvée de la somme des racines dans 1' intégrale (21)  et effectuons 
les deux integrations restantes par rapport à 0 et cp qui se simplifient extré- 
mement grâce à l'absence dans l'expression de cette somme du radical R. 
Toutes les quadratures à pratiquer sont élementaires. Après des calculs assez 
longs nous recevons le resultat simple suivant: 

X =  nkpx ' 4h4(1 + l ' ) [ A  - (1  + h2) nrctg A] + w ( 1  - q 1 
ad +, (1 + A"'[- h(15 + A2)  + (15 -+ 6h2 -- 1') arctg A] + 
b- 
ae 

t OT [- h(15 + 13h2) -t- 3(1 t- h2)(5 I- A2)  arctg A] + 

a f + - ( 1  + 12)[A(15 + 71*) - (15 + 121' + 1') arctg hl] 1 + 
b ' 

X ~ P  + x ( x 2  + y2)[8A(21 + 1 the)  - 
SA 

[b e f - 3(33 -+ 301' + 3h" arctg A] - (1  + A"? i- - - - ( 1  + A" - 
b b  

-- "" xz?[5h(21 + l l A O )  - 
2h9 

1 
e f - 3(33 -+ 30A+ 31') arctg A] ( 1  -+- A 2 ) +  - -- ( 1  + A2) , 
b b  1 

(1). Mécanique céleste, t .  1.1, livre III, Chap. 1, p. 3-22. 
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L'expression de Y s'obtient de la pr6c6dente par permutation des 
lettres x et y. Quant à l'expression de 2, nous nous bornons en la formant 
aux termes en z et zY. Les autres peuvent être trouves d ' ap rh  les expres- 
sions connues de X et 1. Nous aurons 

e f - 3(35 + 30h2 + 31') arctg A] ( 1  + A')' t - - - (1 +- A" + ... . b b  1 
Une fois connues X, Y, 2, on peut trouver U d'aprbs 1'Bquation 

(26) d U = X & c +  Y d y + Z d a .  

11 suit de là que U est une fonction entibre rationnelle du quatrième 
deg& 

(27) U  = G(x9 -s y2) .+ Hzg + I (xe  + y')' + Kzr + Lz2(xe + y2)  + const., 

où les coefficients G, H, 1, K, L se calculent d'aprés les formules 

+ - [- h(15 + 131') + 3(1 + he)(5 + A') arctg A] t 
b" 

a f + ( 1  + A2)[>(15 + 71') - (15 + 12hP + A') arotg A] (, 
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Pour verifier nos calcnls nous portons l i t  valeur de U dans l'équation 
de POISSON 

et voyons qu '  elle est satisfaite identiquement. 
D6signons par o la  vitesse angulaire du liquide taiii.iiant. Alors le po- 

tentiel U' de la  force centrifuge du point Ai! sera égal à 

C' est pourquoi 

(2% -1- y" -I- Hz"- I(x% y?)? + Kz' + Lz"(x2 + y2) + const. 

Or il est connu ( ' )  que 1'Bquation 

(32) U + U' = const. 

(') ~ P P E I ~ I , ,  Tra~ té  de fi&kawiqzce ratio~znelle, 1921, t. IV,  p. 46; TISSERAND, Tm& de 
Mécanique céleste, t. II, p. 81. 
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donne. une surface il'6gale pression et par consequent pour une certaine 
valeur de la const;inte arbitraire qui y figure elle doit coïncider avec l'&qua- 
tion (8) de la surface libre du liquide tournant. De lit découle le système 
suivant d' Bq~a~t io~ is  : 

Portons ici les valeurs des coefficients G, H, 1, K, L eriiprunt6es aux Bqua- 
tions (28) ne conservant dans les expressions de G et H que les termes ne 

ad a e  a f  
contenant piis les petits multiplicateurs ü, b,  , c, . Les 6quntions (33) pren- 

dront la  forme 

[h -- (1  + A?)  arctg A] (1 + A')(- h + arctg A) = 

- "" [5A(21 + llÀ2) - 
16dh9 

e f  - 3(35 + 301' + 3h3) arctg A) (1 + ) + - - - (1 + A2)1 = 
b b  

(34) - * [51(21 + IIAP) - 
6eh9 

e f - 3(33 + 301: + 317 arctg A] (1 + A')' i- - - - (1 + 1') = 
b b  

- - -- nkp [5A(21 -+ 111') - 

1 
2fhg 

e f - 3(38 + 301" 33') arctg A] (1 + A2)2 + - - - (1 + X2) , 
b b  1 

Les équations (34) admettent la soliition Bvidente d = e = f = O qui nous 
ramene aux ellipsoïdes de MACLAURIN, aux termes du sixihme ordre près. 
Admettant que les coefficients d, e, f ne sont pas sirnultanement 6gaiix à 

z6r0 et ayant en vue qu'aucun des facteurs du produit 

comme il apparaitra dans la suite, ne s' annule, nous obtenons l'autre solution 

(35) 8d=3e=- f .  
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Les deux Equations restantes du systbme (34) s'écriront sous la forme 

La première d'entre elles est bien connue dans la théorie des ellipsoïdes 
de NACLAURIN. La deuxiPme fait voir qu'il n'appartient pas à cliayue el- 
lipsoïde de ~~IACLAURIN de posseder une figure voisine d' équilibre dont 1' équa- 
tion de la surface'libre puisse etre représentee sous la forme (2). A la  suite 
de POINCARÉ nous appelerons l'ellipsoïde pourvu de cette derniere propriete 
ellipsoïde de bifurcation. C'est pour lui seulement que doit être remplie 
l'eqnation ci-dessus (37). Nous allons montrer qu'il existe un couple de 
racines réelles t A,  de cette equation Bgales en valeur absolue et opposees 
en signe. En effet pour une valeur de X satisfaisant à 17in6galit6 1 A 1 < 1 la 
partie gauche de l'equation (37) se developpe en serie 

et pour des valeurs positives assez petites de A sera certainement positive. 
D'autre part en tenant cornpte de l'ordre des termes de l'équation (37) 

nous voyons que pour des valeurs assea grandes de A suppose positif la 
partie gauche de notre Bquation est negative. Or, comme elle est une fonction 
impaire de A, il en r6sulte l'existence des deux racines ci-dessus considér6es 
et par consequent 1' existence de l'ellipsoïde de bifurcation. Comme la sub- 
stitution de X = 1 dans l'equation envisagée donne un rBsultat positif, ces 
deux racines satisfont à l'inégalité; A, > 1. 

En tenant compte des Bgalites (35) pr6sentons 1' équation (2) de la surface 
libre sous la forme 

(39) 
f a = b(x2 + y" -t- es2 - - [3(x2 + + 8a4 - 24z2(x" + y')] .  24 

On peut transformer le polynôme harmonique qui se trouve dans les 
crochets de l'Bgalit6 pr6cédente en passant aux coordonnees polaires dans 
l'espace r, 0, cp 

(40) x = r sin 0 cos y, y = r sin 0 sin cp, s = r cos 0 

et en pratiquant la substitution suivante 

(41) t = COS fl. 
I l  s'exprime alors par le polynôme X, de LEGENDRE 
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sous la forme 

(43) 3(x" y2)' 4- Sa' - 24a2(x2 + y") = W X ,  . 
Par conséquent 1'6quation (39) s'écrira en coordonnées polaires dans 

l'espace sous la forme 

(44) 
f a = r"(b sin2 8 + c cos2 0) - r 4 X 4 .  
3 

En comparant 176quation obtenue avec celle de 1' ellipsoïde de NACLAURIN 
nous voyons que le terme complbmentaire entrant dans 17 tiquation (44) s'ex- 
prime par les fonctions spheriques aonales. 

I l  g a quelque intbrêt B indiquer la position réciproque de la surface 
algebrique du quatrième ordre obtenue par nous et cle l'ellipsoïde de MA- 
CLAURIN qui y correspond. Trouvons d7 abord les paralléles correspondant k 
l'intersection de la nouvelle surface avec cet ellipsoïde. I l  est évident que 
ce problbme se ramène à déterminer les racines du polynônle de LEGENDRE X ,  . 
NOLIS recevons sans peine 

-- 

Chacun des deux couples de parallèles obtenus est dispos6 symétriquement 
par rapport au plan des coordonnées XOY. D'ailleurs les parallèles caracte- 
ris& par les angles 0, et 0, sont plus éloignés de ce plan que les paralleles 
correspondant aux angles 0, et 0 , .  I l  est facile de démontrer que pour f > O 
la nouvelle surface est situGe, prbs du pôle et de l'Gquateur, k l'extérieur de 
1' ellipsorde correspondant de MACLAURIN et par contre & 1' intérieur de cet 
ellipsoïde entre les parallèles caracterisés par les angles 0, et 0, et aussi par 
O ,  et 0 , .  Pour f < O  c'est la circonstance inverse qui a lieu. 

Parmi les problk~nes connexes avec les matières trait6es dans le prbsent 
Memoire signalons quelques-uns dont la solution offre un certain interet. 
Par exemple, la méthode ci-dessus expos6e peut être appliquee à la recherche 
des figures ovoïdes d'6qnilibre relatif du liquide tournant qui correspondent 
k l'équation (2), laquelle dans ce cas doit Otre complBtGe par des termes con- 
tenant les puissances impaires de <. Dans ces conditions une grande partie 
des calculs effectués dans ce travail restera en valeur. Enfin on peut passer 
aux figures d'dquilibre voisines des ellipsoïdes de JACOBI en supprimant 
dans l'équation (2) la symétrie des variables 5 et y. Dans ce cas nous aurons 
affaire k des quadratures elliptiques. 

Annali  di  Matematica. Serie IV,  Toiiio XV. 24 
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8 u  utla formula di K. PETR per i l  calcolo niimerico 

degl'iiitegraili defiiiiti. 

Memoria di GIOVANNI RICCI (a Pisa). 

Riinto. - Si danno le contliaioni necessavie e suÆcienti gel- la validitct di  una formula d i  
K .  PETR, la quale fornisce uno sviluppo adatto per il calcolo numerlco degl'integvali 
definiti. 

1. Più di venli anni fa (') K. PETR pubblicb senza dimostrazione la se- 
p e n t e  foriniila pel calcolo niiinerico degl'integrali definiti 

dove 
h = b - l a )  

n - k  i 
A%"( k )2(4n-2)6(4n--)' 

(a < 5 < b). 

L'intemsse di questo tipo di sviluppo apparisce evidente osservando che 
il resto R,, 6 O(hen+') mentre I' ultimo termine contiene hn e mancano i ter- 
mini contenenti hnf l ,  ... , hLn. 

Reoentemente G. W. WATSON (') 3 ritornato su tale formula nell'intento 

(1) K .  PETR, O jedné formuli pro vypacet urecitych integrdu, f a  Casopis pro peslovhnl 
Matematiky a Pisiky D, 44 (1915)' 454-4.551. 

(') G. N. WATSON, Udw eine Formel fiia. numerische Berechnung der bestimmten In- 
tegrale [' Casopis ... ., 66 (1935), 1-11. 
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di dimostrare 17eqiiivalenza del resto di K. PETR e di  nno sviluppo d i '  J. GE- 
BAUER; per qnesto si é deciso a ricercare l e  condi~ioni  necessarie e siiffi- 
cienti per la ralidith del10 sviliippo di K. PETR, e h a  clato i priini ~ is i i i ta t i  
di tale indagiile. Egli, dopo aver osservato clie i coefficienti A,,  qiialiinqiw 
sia l a  parith di k ,  possono scriversi sotto la forma 

h a  diiriostrato precisarnente Ia s epen t e  proposizion~:  
Sia n iiztel-O 2 0  e Ak dclto d a l l a  ( 1 ) .  l3siste' un izttrriero ti, con 0 < 8 < i, 

p w  i l  quccle vale l 'ugu«glia~zzcc (:') 

nelle seguenti ipotesi 

( x  x )  . , ( )  a6stotzo (finite e) covziinue per a < x a t 71, 

F ( 2 ? I + l )  ( ) esisfe per a < x  < a + l z .  

Più in generale pel  resto Rn sono vcalevoli le forme 

dove, in quest' u l t i w a ,  l a  fwzxiotze +(t) è cotztirzua per O 5 t < 1, di f fe~enzinbi le  
per O < t < 1 e imoltre $'(t) +'O, per O < t < 1 ( I ) .  

(3) P e r  n 10 l a  somma a1 secondo menibro in  (Y) è da  consic3erai.si niilla perchè viiota 
di termini. Conveniaiiio di poire  Fc0'(x) = F(x). Coiiveneioni analoglie rarraniio pel segiiito. 

(9 La dimostrazione è talmente srmplice ecl elegaiitc che conviene accennai.la qui: 
Posto 

2n 
@ ( t )  = t7Z(1 - $in, ~ ( t )  = Z (- i)ihiF(i)(a + ht)@"L-fi(t), 

i=O 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dey 1' integrnli defimiti 189 

- È-sorto in noi il desiderio di vedere se le ipotesi di  G. N. WATSON fos- 
sero ~ov~abbondant i ,  e una inClagine ci ha condotto ad un risiiltato positivo 
e, in  un certo senso, definitivo; poiché siamo giunti a diinostrare che (detto 

all'ingrosso) la for.r~zula (P) di K.  PETR è valida ~ z ~ l l e  miitime ipotesi che ci 
abilitano a scriverla. Precisamente : 

TEOREMA (A). - Se 

F(x), F'(x), ... , F("I(x) esistono (finite) per a 2 x S a + h, ( n  2 O. P(')(x) = F(x))  

F(I~+')(~), ... , pP't+i) ( x ) esistono per a < x < a + h, 

allorn<~IuaZe 10 sviluppo ( P ) .  
Natui*alinente, in queste più Iarghe ipotesi, la cliinostra~ione ne risulta 

pih laboriosa e la difficoltà, si  supera procedendo per gradi con l'uso di  po- 
linoin1 ausiliarl, prima pari e poi dispari, fino a diinostrare la (P) ;  da questa 
ricaviamo il teorema seguente, analogo a quello ormai classico di E. ROCHE 
relativo alla formula (al)hreviiita) di TAYLOR. 

;. TEOREMA (R). - Sial~o F(s) e G(s) defiuite per a 2 x 2 a 4- h, 
esistano (finite) F(")(x) e Gcn)(x) per 3 5 x 5 a + 11, (il 2 0) 
esis tano Wn+')(x) e G('"+')(x) per a < x ( a + h ; 
poniamo, con A, dato dalla (i), 

e R,(G; a, h) abbia significcrlo analogo. 
Esiste u n  punto 5, con a < 5 < a -i- h , per i l  quale 13 

Osserviamo che per n = O questo teorerna si riduce a quello classico di 
CAUCHY. 

L a  nohtra dimostrazione ci sembra interessante: perche pub orientarci 
sulla strada, da segiiire quando si voglia stabilire iina formula corne la (P) 
nella quale entrino in gi~ioco i valori di F(x)  e delle derivate anche in ni1 
certo 'numero di punti interinedi dell'intervallo (a, a 3- 74, in analogia con 

risulta , 

f(t) = h2n+iF("+i)(m + ht)t"(l- t)", per O < t < i  

e, upplicando il clnssico teorema di CAUCHY 
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quello che si fa in varie formule, ormai classiche, su1 calcolo degl'integrali 
definiti (5). 

2. I n  tntto il seguito supporremo che per F(x)  va,lgano le ipotesi del 
Teorema (A), e porremo b = a + 72, F(O)(x) = P(a;). 

LEMMA le0 - Sia Fjk)(a) = Fik)(b) = O, (k = 0, 1, ... , n). Allora miste u n  
punto 5 con a < 5 < b tale che F("+')(t) = O. 

Questa proposiaione B (una yen~ralizaazione, and)  una immediata conse- 
guenza del Teorema di M. ROLLE; infatti in base a questo F1(x) si annulla 
in a, in b e in .  un punto interno dell'intervallo (a, b), e cos1 procedendo 
F(")(x) si annulla in a, in 6 e in n. punti (distinti) interni del17intervallo 
(a, 6); e procedendo ancora, P(L"+')(x) si annulla in un punto interno dell'in- 
tervallo (a, b) .  

3. LEMMA 2 . O  - Sia F(k)(a) = (- l)"Fck)(b), (k = 0, 1, ... , n). Allora esiste 
u n  punto 5, con a < 5 (: b, tale c7ze F("+')(S) = 0. 

Si  pub evider~temente supporre a= - 1, b = -+ 1, cnso al quale ci si 
riconduce colla trasformazione 

2 
y=- 

b + a  
X -  - 

b-a b - a '  

Sia P(x)  un polinomio pari di grado 2 S n ,  e poniaino 

P(x) = C o  + c,x2 + S.. 3- C ~ , ~ X ~ " .  

Derivando otteniamo (';) 
k k k P(k)(x) = O-co -+ ~ - c , x ~ - ~  -1- ... -t ( S n )  ~,,,x""~, 

e Pck)(x) risulta pari O dispari seoondoché k è pa,ri O dispari; quindi in par- 
ticolare 

P(k)(l) = (- l)kP(k)(- 1). 

Scegliamo i coefficienti cZi di P(x) in goisa da avere P(b)( l )  = F(h)(l); 
questo è possibile poiche basta che gli r t t  1 coefficienti soddisfino al sistema 
d i  n -t 1 equazioni lineari 

k k k O-C, + 2-c, + ... i (21% - 2)-c ,,,-, + (2n)-c,,, = P(k)(l) ,  (k = O, 1, ... , N )  
i l  cui deterniinante (pel fatto che a- = ak + b,aR-' i- ... + b,-,a + b ,  con i b 
indipendenti da a )  risulta evidentemente di valore uguale al determinante 

( 5 )  Vedi p. es. M. PICONE, Leeiogti di Analisi ilzfinitesimale, Catmia, 1923, Ciip. V, § 2, 
p p  561-602. 

k 
(6) Ponialno per .x reale e k intero positivo cx- = z ( x  - 1) ... (e  - k + i), e anche xo= 1. 
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delle dif£erenze (O di  VANDERMONDE) degli n t  1 interi 0, 2, ... , 2n 7 2, 2% 
e quindi non nullo. 

Fer  il modo come è scelto P(x), per la funzione P(x) - P(x) è 

IW(- 1) - P(h)(- 1) = 0, ( 1 )  - P h ( )  = O ( k  = 0, 1, ... , n) 

ed essendo soddisfatte le condiaioni del Lemma 1 . O  esiste nn punto 5 con 
- 1 < 6 < 1 ne1 quale F('n+i)([) - P(gn+')([) = O; essendo P(x)  di grado 2n 
al massimo, risulta B('it+l)({) =O, e il Lemma 2.0 é dimostrato. 

4. Veniamo a dimostrare i l  Teorema (A). Possiamo anche qui supporre 
a = - 1, a + h = 1 e, in accordo con le notazioni del Teorema (B), poniamo 

e si tratta di dimostrare che esisfe un punto 5 ,  con - 1 < 5 < 1, pel quale 
si ha 

Sia P(x) un polinomio dispari di grado 2% + 1 

P(x) = c,x + c,x3 + ... + c*,+,x'~+~ 

le cui derivate ,sono 

(4.3) P(k)(~)  = I % ~ X ' - ~  + 31C3x3-~ + ... 1- (2n i- I ) % ~ + , X ~ " + ~ - ~  , (k=O, 1, ..,) 

e risultano polinomi pari @ dispari secondochè k è dispari O pari, e in par- 
ticolare 

(4-4) Pch)(- 1) + (- l)hP(k)(l) = 0, (k=O, 1, ...). 

Determiniamo (e vedremo che B possibile) i coefficienti d i  P (x)  in guisa 
da avere 

(4.5) P(k)(- 1) t (- l)A+iP(h)(l) =F(k)(- 1) + (- l)k+iF(k)(l), (k=O, 1, .., , n) ; 

se poniamo per semplicità di scrittura 

per le (4.4) occorre e bastâ che siano verificate le  w i- 1 uguaglianze 

cioè, per le (4.3)) che sia verificato il sistema lineare nelle c 

(W k k l-Ci +3kc3 i- ... +(an - 1)-c ,,,-, + (2n t 1)-c,,+, =a,, @=O, 1, .-. , 4 
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il cni determinante (per un' osservasione analoga a quella fatta a l  numero pre- 
cedente) è uguale al determinante delle differenae de@' interi 1, 3, ... , 2n + 1 
e quindi non nullo. 

Poiche per la (4.5) B , . 

la fiinzione F(x)  - P(x)  si trova nelle condizioni contemplate al Lemma 20, 
e quindi esiste un punto 5, con - 1 < 5 ( 1, ne1 quale 6 

cioè 

(4.8) 

Per le (4.1) e (4.7) è 

qnindi, per questa e la (4.8), l a  (4.2) risulterà dimostrata non appena avremo 
provato che il coefficiente c,,,,, ottenuto da1 sistema lineare (4.6) verifica 
1' uguaglianza 

che si pub anche scrivere, tenuto conto dell'espressione di A, assegnata 
dalla (1) al n. 1, 

5. I n  considerazione del sistema 1ineai.e (4.6) poniamo 

e cosi ci siamo ridotti a diinostrare che il secondo iiicmbro di (4.9) e il 
secondo membro di (5.1) sono ugnali, ci06 sono identici nelle indeterminate 

a",  a, , ..., al, . 
Per procedere ne1 modo piii seniplice diaino alle indeterininate a,, 

a, , ... , a, n i- 1 sistemi di valori linearmente indipendenti e scegliamo, come 

D(a,,, a ,,..., 

risulta allora 

1-30 ... (212 - l)! a, 

1~ 3~ ...(2yt-i)i a, 

1" 3n ... (212 - 1)" a,, 

, A=D((2w+L)", (2n i  l)L,..., (%+l)? ;  
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piu convenienti, gli n t 1 sistemi 

il oui determinante è A f O. Poiche 

10, p e r a = l , 3  ,..., ' 212-1  
D(uO, a', ... , a-) = 

A, per a = 2% i- 1 

basterà dunque dimostrare che (posto z = 2s +- 1): 

n 2h 2 % - k  0, per s =O, 1, ... , 3% - 1 
(5.2) y = 2 (- 1 - ( )(2s + 1)" 

k=o k !  n 1 (- 1)'E22n, per s = n. 

Osserviamo che 

e quindi 

Sia O 5 - s 5 n - 1, cioè 1 5 2s +- 1 212 - i, e consideriamo il polinomio 
in x 

L'espressione y, in (5.3) è i l  coefficiente del termine in xn del poli- 
nomio Q,(x) e per dimostrare che y, = O per O 2 s 5 n - 1 osserviamo che 

ci06 identicamente 

Q&) + x2"Q, (k) = O;  

fissando 17attenaione su1 coefficiente del termine in x" risulta y, i y, = 0, 
cioè y, = O per s = 0, 1, ... , n - 1, ed 13 dimostrata la prima in (5.2). 

Rimane da considerare il caso s = n cioh da determinare y, dato dalla 

Annali d i  Matematam, Serie IV: Tomo XV. 25 
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(5.3); consideriamo il polinomio 

- - 1 { (1 +x - 2)?n+i + 22n+i 1 
{ (Z - l)ZR+i + 2"+ 1. 

l t x  

Si calcola subito 

quindi 

cioè identicamente 

PoichB y, 13 il coefficiente di xn tanto in Q,(x) quanto in xy"Q,, - , risulta (3 
da cui 

e le (5.2) risultano dimostrate. E con queste anche la (3.1) e il Teorema (A). 

6. Dimostriamo adesso il Teorema (B) del n. 1, che è immediata conse- 
guenza di cib che precede. Osserviamo prima di tutto che detti c e c' due 
numeri reali qualunque vale la relaeione distributiva 

Rn(cF + c'G; a, h) = cR,(F; a, h) + c1Rn(G; a, h). 
Ponendo 

per la relazione precedente risulta 

Rn(?; a, h) = R,(F; a, h)R,,(G; a, h)  - R,(G; a, h)Rn(F; a, h) = 0. 

Per il Teorema (A) esiste un punto 5 ,  con a < E <a + h ne1 quale 

(p(e"+*)(t) = O, 
e il Twrema (B) B dimostrato. 
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7. Come ultima osservazione mostriamo corne da1 Teorema (B), con l'op- 
portuna scelta della fnnaione G(x), possiamo ricavare le forme (1) e (II) di 
G. N. WATSON del resto R,, (n. 1). 

Intanto, notiamo ovviamente che la  forma (1) segue dalla (II) ponendo 
in qnesta 

Consideriamo la (II): si pub supporre, senza alterare la  generalità, a= O, 
h = 1 e si tratta di dimostrare 

possiamo ancora supporre 

Agg iungiatno 1' ipotesi 

Poniamo 

- 
2 

e con questo risulta ( l )  

Si vede subito che per x - + O  e per x - 1 - 0 esistono finiti i limiti 
di  G(")(x); infatti, per fissape le idee c ~ n s i d e ~ i a m o  l'estremo destro e l'nnda- 

1 
mento per x - 1 - O. G(")(x) risulta una funzione cresoente di x per - < x < 1 , . 2 =  

(7) Ved. per es. U. UIH, Lezinni di  Analisi iwfimitesimale. Vol  I I  (Pisa, 1909), pp. 605-608 
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Dunque esistono le derivate 

G(kl(0), Gck)(l), (k =O, 1, ... , n) 

e la funsione G(x) soddisfa al!e condizioni richieste per la validith del Teo- 
rema (B). Poniamo 

( a )  @ i n 
= j-- j 2 ( -  - a)on-k ( dz 

sn(l - a)n %=O (h) ! k 
I 

1 

e quindi, essendo 
0 

@,(O) = lim O,(x) = -- l)n+f(n)ds = (- - +(O). 
3 ~ - + O  (2n) ! (2%) ! 

2 

Analogamente si calcola 

e quindi 
(- l)'( 

@,(l) = lim @,(x) - - --- +(l). 
x - 1-0 (2%) ! 

Tenendo conto di questa e dell'ultima delle (7.5), da1 Teorema (B) segue la (7.1). 
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Postulates foi- Lineai: Coiinectioiis i r i  Absti*nct 
Vector Spa ces (l). 

R y  A. D. MICHAL (Pasadena, California, U. S. A.). 

Introdi~ctioii. - I n  recent years a large portion of the work in n-dimen- 
sional differential geometry (2) has been centered around the notion of a 
linear connection. BIy studies on infinitely rnany dimensional differential 
geometries (3) in functional spaces have led me to the introduction of func- 
tional linear connections. Early in the development of these infinitely many 
dimensional geometries it became clear that some of the main properties of 
linear connections could be abstrncted in normed vector spaces. In 1933 
definitive results were obtained along this direction and the first chapter in 
abstract differential geometry was written ('1. 

(i) Presented to the c American Math. Soc. », Dec. 1, 1933, under a slightly different 
title. Cf. a Bulletin of A.N. S. r, abstract n.O 337, Vol. 39 (November, 1933). 

(2) The recent literature on finite dimensional differential geometry is extensive. W e  
refer the ieader  to the following repvesentative books on the subject. L. P. EINSENHART, 
Riemannian Geometry (l@26), Non-Riemanwian Geometry ( u  A .  DI. S. Coll. Publications ., 
Vol. V I I I ,  1927), Continuous Groups of Transformations (1933); J. A. SCHOUTEN, Der Ricci- 
Kalkul  (1924); 0. VEBLEN, Iwuariants of Quaclratic Differential Forms (1927), Pvojective 
Rehtiuit&tstheorie ( e  Ergebnisse Der Mathematik Und l h r e r  Grenzgebiete B, 1933); O. Y. 
THOMAS, Differential Invariants  of Generalized Spaces (1934); DUSCHEK-MAYER, Lehrbuclz 
Der Differentialgeometrie (vol. 1 and II, 1930) ; T. LEVI-CIVITA, The Absolute Differential 
Calculus (1927); E. CARTAN, Leçons s u r  L a  Géométrie Des Espaces De Rielnann (1928), La 
Théorie Des Groupes Fi+& E t  Continus E t  L'Alzal!ysis Situs ( a  Jlémorial des Sciences Ma- 
thématiques ., fasc. 4'2. 1930); G. VITALI, Geometria Nello Spazio Hilbertiano (1929); W .  
RLABCHKEI, Differentialgeometrie (vol. II, 1923); H. WEYL, Space-Time-Matter ( a  English 
translation n, 1921); 0. VEBLEN and J- H. C. WHITEHEAD, The Foundations of Differential 
Geometry (i932); D. J. STRUIK, Theory of Linear  Cowttections (c Ergebnisse D e r  Nathematik 
Und I h r e r  Grenagebiete ., 1934): V. HLAVATY, Les Courbes De La VariétS Générale h n Di 
mensions ( r  Mémorial des Sciences DIathématiques ,), Fasc. 63, 1931). 

(7 A: D, NICHAL, a: American Journal of Math. B, vol. 50 (1928), pp. 473-517. This paper 
was previously presented to the American Math. Soc. at the New York meeting, October 
1927 (Cf. * Bulletin of A. M. S. *, vol. 34, Jan.  1928, pp. 8-9 for the abstracts). Following 
the publication of this initial paper on the subject there appeared nuruerous papers on 
fiinctional differential geoinetry and related topics by F. CONFORTO, A.  RAWLGUCHI,  BI. 
KERNEII, A. D. MICHAI., G. C. MOISIL, 'P. S. PEPEKSON and H. P. THIELMAN. 

(4). A. D. MICHAL, « Bull. of American Math. Soc. *, Vol. 39 (1933), pp. 879.881, 
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Since then several new theorems on differentials and total differential 
equations in abstract vector spaces were proved and were helpful in a drastic 
reduction of the postulates as well as in deriving nea- theorems on abstract 
linear connections. 

Before we proceed with a brief description of the contents of the various 
paragraphs of our paper we shall make a few remarks on the reasons for 
choosing normed vector spaces as manifolds and on the nature of an abstract 
differential geometry. From the work of E. CARTAN and others it has become 
clear that a differential geometry is  concerned not with one space but with 
several spaces and their interconnections by means of interspace functional 
transformations.  OU^ .of the spaces is often called the underlying manifold 
and the remaining spaces, the associated manifolds. W e  take the point of 
view that the universe of discourse of a djfferential geometry consists of a 
collection of spaces and a set of inter-space functional transformations at 
least one of w7zich possesses a differential. 

Moreover the differentiability of at least one of these transformations 
plays an essential role in the theory. I n  actual practice some of these inter- 
space functional transformations are only required to induce differentiable 
transformations between maps of the spaces. The maps are usually instances 
of abstrnct normed vector spaces such as number spaces and functional spaces. 

As far as the author has been able to ascertain, the most generd spaces 
over which uique differentials can be defined are normed vector spaces ( ' )  
(BANACH spaces are normed vector spaces with a real niimber system as the 
multiplier number systeni). Differentials can be defined in more general 
spaces but we have not been able to prove that the differential of a given 
function in such general spaces is unique. Because of the above reasons it 
appears that normed vector spaces are of fundamental importance for the 
differential geometer. The degree of generality of normed vector spaces is 
however considerable, for i t  must be remembered that abstract HILBERT 
space (') is a special kind of a normed vector space and that most of the 
functional spaces (:') of analysis are instances of an abstract normed vector space. 

(t) Numerous references to papers on abstiact space theory can be foiind in M. FRE- 
C a m ,  Les Espaces Abstraits (1928), and in S. BANACH, Théorie Des Opératioiw Linéaires (1932). 

(7 M. H. STONE, Linear T~ansformations i n  Hilbert Space ((( A. M. S. Colloqiiium pu- 
blications m, 1932), where ieferences are given to HILBERT'S, RIESZ' s and v.  NEUMANN' s 
papers. 

(") For the theory O S  functionals and related subjects see Cr.  C. Evans, Ftrnctionals 
Aqzd Their Applications (U A. hl. S. colloquium publications r ,  1918); V. V ~ L T E R I L A ,  Z'heo~y 
of Functionals (19.10); P .  I i l v v ,  Analyse Fonctionitelle (1022). See also FIII?(WET'S and 
BANACH' s books. 
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The first paragraph contains a few preliminary thcorems on the dif- 
ferentials of functions depending linearly on one or more abstract parameters. 
I n  particular a fundamental theorem is proved on the total differential of 
the inverse of a solvable linear function f(x, a)  (See Theorein 1.4). 

I n  5 2 we give six postulates, in addition to the vector space postulates, 
for a linear connection and we present a functional instance for their con- 
sistency. It is worthwhile to mention liere that as a rule we abstract the 
forms rather than the coefficients of forms. A notable exception to this 
general procedure is furnished by the postdates for a normed vectorial ring 
given in  5 6. On the basis of the postulittes of § 2 we are enabled to give 
in 5 3 the definition of a curvnture form (curvature for brevity). Theorem 3.7 
of 5 3 and Tlieorems 4.1 and 4.2 of 9 4 deal with solvable linear f ~ ~ n c t i o n s  
that satisfy abstract total differential equations. We hope to make clear 
elsewhere the fundamental nature of these theorems in connection with the 
differential geometry of the group manifold of continuons transformation 
groups with abstract parameters. A brief treatment of parallelism of abstract 
vector fields with respect to a given curve in the underlying vector manifold 
is given i n  5 5. 

A set of postulates is given in 5 6 with a special end in view. A vector 
space E,, a normed vectorial ring, is introduced and amongst the postulated 
functional operations is a class of linear functions, called contractions, on E, 
to the real numbers. On the basis of these postulates we make a definition 
of a class of <( generalized RICCI >> forms. The functional instance presented 
for the consistency of the postulates contains a contimous infinitude of  con- 
tractions and hence a continuom infinitude o f  « generalized Ricci » fon?zs. 

Finally in 5 7 postulates are given for a second linear connection in 
addition to the postulates of 5 2 for the first linear connection. The funda- 
mental identity relating the two curvatures is contained in Theorem 7.2.' 

The author has initiated elsewhere (') the study of a: Riemannian » dif- 
ferential geometries in abstract vector spaces. The postulates for such a 
geometry lead to two abstract <( CHRISTOFFEL symbols of the second kind » 

that are special linear connections of the kind treated in 5 2 and 5 7 of the 
present paper. 

5 1. Pribliininary theorems on Fréchet differentials. - We shall give in 
this paragraph a. few new theorems on FRÉCHE'P differentials in abstract 

(i) A. D. MICHAL, Bull. of American Math. Soc. D, vol. 39 (1933), abstracts 332 and 333, 
p. 879. 
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vector spaces that will be needed in the development of our subject. By an 
abstract vector space (vector space for short) we mean a cornplete normed 
linear abstract space closed under multiplication by real numbers. Such 
spaces are often called BANAOH spaces in the literature. 

There is a real advantage gained in using the same symbol for a 
norm II ... ' 1  in the simultaneous consideration of several vector spaces. Similar 
remarks hold good for the symbols i-, 0, and = in the simultaneous con- 
sideration of real numbers and vector spaces. We shall adhere to these sim- 
plifications in notation thronghout our paper. There need not be any confusion 
in these inatters as the context will make clear the meaning of the symbols used. 

We begin with the 
THEOREM 1.1. - Let E l ,  E, and E, be lhree vector spaces. If F(x, a) is 

a fq~nction (') on E,((x,,),)E, to E, , linear (') i n  a and possessing a partial 
differential F(x, a ;  Ôx) thaf is continuous in x, them the total differential 
F(x, a ;  8x, 6%) ezists, (7 is contlnuous i n  x, a, ôx, 8a, and i s  given by 

(1.1) F(x, a ;  Ôx, ôa) =F(x, a ;  Ôx) + P(x, 8a). 
Praof : 

II F(x + 6x, u t ôaj - F(x, a) - F(x, a ;  6 x j  - F(x, 6a) 1 1  
< II P(x +- ôx, a) - F(x, a) - P(x, a ; 6 x  II + ( 1  F(x + 6x, 6a) - P ( q  ôa)  1 1  . 
From our hypotheses on F(x, a ;  6%) and a few results of M. KERNER (4 )  

(1) Ail functions considered in this paper will be, without explicit mention, single 
valued. W e  use E. H. MOORE'S convenient terminology G @(xi, x 2 ,  ... , x,) is a function 
on c,c, ... c,, to c . to denote that is  a function whose ith argument ranges over a clas6 
of elements ci and whose values are elements in  the class c. W e  s h d l  also use the symbol 
c&) to denote tliat the ith argument of the function ranges over the subset s of the 
class ci. The classes ci will be  nsiially vector spaces and the subsets s will usually be open 
neigliboi.hoods (x,), , i. e.: the sct of elements x that sntisfy the inequality 11 x - 11 < a 
for a fixed element x, and fixed positive numbir  a. Most of the tlieorems in the paper 
continue to hold if more general connected sets s are  used in the place of (x,),. Without 
.any furtlier statement w e  shall restrict ourselves to functions fo: which the substitution of 
equal elements is a valid operation. 

(2) Additive and continuous (and hence hornogeneous of degree one). 
(3) I n  order to do away with long circumlocutions w e  shall understand throughout 

our paper, unless a statement to the contrary is made, that  statementa on properties of a 
futiction will hold good for al1 values of the arguments lying in the domains of definition 
of the function and that assertions on properties of differentials of a function will  hold 
good for al1 such values of the arguments of the given function and for al1 values of the 
lzew arguments that the differential introduces. F o r  example, the assertions for F(x, a ;  Ex, E x )  

i n  Theorem 1.1 are  understood to hold for al1 x i n  (x,),, al1 2 i n  E,, al1 Ex in E l ,  and 
al1 61 i n  E,. 

(4) P. Annals of Math. 8, vol. 34 (1933), pp. 548.552, 
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we obtain the inequalities 
1 

(14 II F(x  + 62, Fa) - F(z, Fa) j (  < I l  F(G + 885. 6a ; Fx) i l  ds 
0 

and (') 
1 

The inequality (1.3) holds for 1 1  Fx II sufficiently small and 112 is a fixed 
positive number. Hence given an E > O, there exists a p, ) O and a p, > O 
such that 

and 
? 111 B(X + $33. 6.; 6%) 1 1  ds < 11 8a 11 for 1 1  60 11 < p, . 

O 

Let p be the smaller of p, and p,. From the above inequalities we obtain 

for  II F X  11 < p and al1 6u. Since for arbitrary 6x, 6a (greater of 11 6% 1 1  and 

But clearly F(x, cc ;  Gx)+P(x, 6a) ie continuous and additive in Ex, 8a. Hence 
the last inequality shows that P(z, a; Ex, Fa) exists and is given by (1.1). 
Moreover the continuity of F(z ,  a ;  6x, 6a) in z, a, Ex, 6a is obtained readily 
by observing that P(z7 a ;  6%) iis linear in a, linear in 6x, and that F ( x ,  6 4  
is linear in 6a. 

(') It is well known that if the PLLÉCHET differential of a function exists then the 
GATEAUX differential also exists and the two are equal. Hence if a function F(x, n) i s  linear 
in a, one can show readily with the aid of a theorern of BANACH (see S. BANACR, c Fundamenta 

F(x+hôx, a)-F(x, a) 
Mathematicae a ,  vol. 3 (1922), p. 157) that the GATEAUX differential lirn 

A J 
1-0 

if i t  exists, i s  linear in a. Similarly for the PRECHET differential F(x, a ;  ex). 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo XV. 26 
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The following more general theorem can be proved in a similar 
fashion. 

THEOREM 1.2. - Let E, ,  E ,,... , En, E be n 1- 1 vector spaces. If F(x, a , ,  
a p ,  ... , a,-,) is a function on E,((x,),)E, ... En fo  El multilinear in  a , ,  a,? ... , a,-, 

ami! possessing a partial differential F(x, a , ,  a ? ,  ... , a ,.-,; 6x) that is con- 
tinuous in x, then the partial differentials F(x, a ,  ,..., a i ,  ... , an-, ; 6x, 6a5) 

(i = 1, 2, ..., n - 1) exist, are continuous (jointly) in  al1 their va;riables, and 
are given by 

(1.4) F(x,  a,)..,) a , ,  ..., a,,-,) 6%) ôai) =F@, a, ,...) a ,,-i; €x)+F(x,  a,,..., 6ai )...) 

We next prove. 
THEOREM 1.3. - Let E , ,  E,, E, be three vector spaces and let F(x, a )  be 

a function on E,((x,),)E, to E ,  with the following properties: 
1) F(n, a) is linear in a. 

2) The first partial differential P(x, a ; 6,x) exists. 
3) The second partial differential F(x, cc; 6,x; E,x) exists and is con- 

dinuous in x. 
Then the differential P(n, u ; 6x, €a )  mists and is co?ztinuous in x, a, 6 9 ,  6u; 

and the second digerential F(x, a ;  6,x; 8,x, 6a) exists, is continuous in x, a,  
6,x, EiPx, ôa, and is given by 

Proof: Froin the existence of the second differential P(x, a ;  6,x; 6:x) it 
follows that P(x,  a ;  6,x) is continuous in x. The hypotheses of Theorem 1.1 
are thus satisfied. An application of Theorem 1.1 shows the validity of the 
first part of our theorem. To prove the second part, we first observe that 
P(x, a ;  6,x) is bilinear in a and ô,x. An application of Theorem 1.2 to 
P(x, a;  6,x) completes the proof of the theorem. 

An extension of Theorem 1.3 to higher differentials can be given. 
I n  ordre that there will be no misunderstanding in the later paragraphs, 

we sliall give here a definition of a solvable linear function. 
Definition o f  a solaable linear function. Let E,, E,, E, be vector spaces. 

A function f (q a)  on E,((x,),)E, to E:,, linear in a, is said to be solvable 

linear function, if there exists a function f(x, $) on Ei((q,),)E3 to E2 (called 
the inverse function) such that 

f (x,  f (x, P)) = P 
f (x,  f(x,  a))  = a. 
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Clearly the inverse function fix, P )  is unique and by a theorem of 
BANACH (') and SCHAUDER (7 it is linear in P. Thus f(z, a) is the inverse 

function of f(x, p) and so f(z, P )  is itself a solvable linear function. 

THEOREM 1.4 - Let El, E? ,  E ,  be vector spaces. If f(x, a)  is a solz~able 
linear function oîd E,((x,),)E, to E, such tkat flze first partial differential 

f(x, a ;  6x) exists and is continuous in x, then the inverse function f(x, p) 
possesses a first partial diflerential f(x, P ;  Fx) that is conti$zuom i n  x and 
linear in p. 

Proof: From our hypotheses it follows with the ,aid of a theorern proved 

elsewhere (3 )  that f(x, P ;  6x) exists and is given by 

Clearly f(x, a ;  6x1 is linear in a. Hence the theorem follows from well 
known results on the continuity of functions of functions (') and a theorem 
of KERNER ('). 

5 2. Postulatea for a linear connection. - I n  this pa~agraph we give a 
set of postulates for a linear connection. Some of the consequences of tliese 
postulates are developed sufficiently so as to bring ont the curvature expres- 
sion and some of its fundamental properties. 

We deal mith two vector spaces: El the underlying manifold of our 
gtio~netry, and E,, an associated manifold of elements tliat will sometimes 
be called, for historieal reasons, B contravariant vectors B. The following 
notations will be iised in this paragraph unless otherwise indicatecl. 

X, xi, x ,,..., y, y l ,  g,, ..., Z, z,, z?, ... : variables ranging over E 
Capital Latin and al1 Greek letters: » >> » E l  
Remaining lower case Latin letters: » >> >> R, 

the real number system. 
Postulate 1. There exists a fiinction I'(x, V7 y), called a linear connection, 

on E((x,,),)E,E to E , ,  where x,, is a fixed element of E and a is a fixed 
positive number. 

(i) S. BANACH, o Studia Mathematica », vol. 1 (1929), p. 238. 
(2) J. SCIIAUDER, « Studia Mathematica D, vol. 2 (1930), pp. 1.6. 
(3) A. D. NICHAL ana V. EIA!ONIN, a Bull. of American Math. Soc. n, vol. 40 (1R34), 

abstracts 238, p. 530 and 386, pp. 814-815. !Co be published in  fi111 elsewhere. 
(4) M. FRÉCAET, a Annales Sc. Ec. Normale 3 ,  vol. 1'2 (19.33). S e e  also !P. HILDEBRBXDT 

and L. GRAVES, « Srans. of A. M. S. vol. 29 (1927). 
( 5 )  M. KERNER, a Annrils of Math. D, loc. cit. 
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Postulate 2. T(x, VI + V, ,  y)= I'(q V , ,  y )  -1- l'jx, V , ,  y). 
Postulate 3. r(x, V, y, +y,) = r(x, V, y,) t r(x, V, y,). 
Postulate 4. Il l'jx, V, y) I I  < A  1 1  V(I 1 1  y j 1, where A is a fixed positive number. 
Postulate 5 .  The first partial differential ï(z, V, y ;  62) exists. 
Postulale 6. r(z, V, y ;  62) is continuous in x. a 

Clearly these postulates together with the postulates for the vector 
spaces E and E, form a consistent system. This can be seen rnost easily by 
taking an instance in which the vector spaces E and El are both the real 
number space with the absolute value as  norm. A lugical analysis of the 
above six postulates together with the postulates for the 'vector spaces E 
and E, will  not be given here. The postulates as they stand above are not 
enurnerated in a form soitable for independence considerations. They have 
however the advantage of simplicity and perspicuity over the postulate system 
that is stated for such a purpose. 

The reader will have no difficulty in giving non-trivial instances of 
our postulates from the realm of n-dimensional differential geometries (') 
as well as from the author's (P) infinitely many dimensional differential 
geornetries. 

W e  give here briefly one of the many new instances of Our postulates. 
Let the vector space E be the well known <( space of continuons functions » xa. 
Before going any further in this instance we are,forced to make a digression 
and make clear a few matters of notation. We shall write continuous real 
variables as indices and shall denote a RIEMANN integration over the whole 
range of an  index by repeating that index once as a subscript and once as 
a superscript. The real functions xd of a real variable d are defined and 
continuous over d, < d < d,, the norm is  defined by 

and the other operations are interpreted in the usual manner. W e  take the 
vector space El to be also a space of continuous functions 7% defined over 
a, < a < a, with a norm defined by 

(1) Cf. the bibliography for finite dimensional differential geometry given in the 
introduction. 

(o) A. D. MICHAL, s Amer. Journal  of Math. B, loc. cit., and Proc. of the Nt~tional 
Academy of Sc ience~  9,  1930-1931 (fonr papers), loc. cit. 
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A linear connection can be taken to be the functional I'"[xa, VP, 6xb] 
defined by ('1 
Pi) r"[xd, Vp, 6xb) = r$b[xd]Vp8~b -1- I?g[xd]V@xb, 

where rBb[xd] is a functional whose values are continuous functions of the 

three variables a ,  P, b and where I'g[xa] i s  a functional whose values are 
continuous functions of the two variables a, b. 

The partial FRÉCHET differential ,of the linear connection can be taken 
to be in the normal form 

where '1'&[xd], 'I'g[xd], r$b,c[xd], rg,,[xd] are four functionals of zd whose values 
are continuous functions of their respective free variables. 

Clearly for any chosén positive numbers a and A there exist functionals 
of the form (2.1) and (2.2) such that al1 our postulates are satisfied by them 
for the given a and A. 

5 3. The curvature foim. - From the existence of the partial differen- 
tial i'(x, V, y ;  6 4  follows the continuity in x of I'(x, V, 2) while frorn Po- 
s tdates  2, 3, and 4 follows the continuity of l ? ( ~ ,  V, y) in V and y separately. 
Hence the theorem. 

THEOREY 3.1. - The  linear connection r(x,  V, y) i s  mnt inuous  jointly 
in the three variable: x, V ,  y a n d  i s  n bilinear futzction of V and  y. 

From the continuity of ï ( x ,  V,  y ;  ôx) in x and this theorem we have. 
THEOREY 3.2. - T h e  partial differential I'(x, V ,  y ;  Sx) i s  continuous in 

the set x, V, y, 6x a n d  i s  a trililzecw function of V, y and 6x. 
DEFINITION OF B(x, 7, six, 6 , ~ ) .  -- A function (7 B(x, V ,  six, 6,x), the 

curvature (forwz), i s  defined by 

in terms o f  the postulated linear connection î ( x ,  V, Zix) a n d  i t s  partial dif-  
ferential I'(x, V! 6,x ; 6,x). 

( 1 )  In  this instance, the variables b, c, d, 6, f are real variables ranging over the closed 
interval ( d l ,  d-), and a, p, y are real variables ranging over the closed interval ( a , ,  a*). 

( 2 )  We remind the reader of the convention about the range of the argnments of 
f~inctioiis. Here, of course, x ranges over the region (a,),. 
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THEOREM 3.3. - The curvature H(x, V, Ô,x, 6,x) defined in. (3.1) is con. 
tinuous in the set x, V, Ô,x, Ô,x. Moreover it is a trilinear function of V, 
6,x and Ô,x, and safisfies the identity 

(3-2) B(x, Ir, 61x, g2x) = - B(x, V, 6,x, six). 

We are thus led to the following fundamcntal theorem, whose proof 
can be obtained by a slight modification of the proof O£ a more general 
existence theorem on total differential equations in  abstract vector spaces ('). 

THEOREM 3.4. - If 
(3.3) B(x, V, Six, 6,x) E O 

then there eaists one and odg  one ficnction Qx) tlzat enjoys the following 
properties : 

a) k(x) sntisfies the total differet%tial equation 

b) t(x) taices on the arbitrarily givm initial value 5, for x = x,; 
c) the first diferenticcl of [(x) exists and is  given 1g (3.4); 
d) the second differential of S(x) exists, is symuetl-ic in 6,x and Ô,x, 

and is given ezplicitly by 

I n  the last theorem the initial parameter 6 ,  is an arbitrarily chosen 
element i n  the vector space E, while x,, is a fised elmient of E. To exhibit 
the dependence of the solution funotion [(z) on the initial abstract paraine- 
ters a, and t , ,  let us write t(x, x,, 5,)) in the place of [(x). W e  shall prove. 

THEOREM 3.5. - The function <(x, x, , a) of Theorem 3.4 i s  n linecw 
function of a. 

Proof: I t  can be shown that 

the integral (') being in the sense of KERNER-GRAVER 

(') !&. D. MICHAL and V. ELCONIN, loc. cit. 
(9 h. G-RAVES, a !Lkans. of Am. Math. Soc. u, vol. 29 (1927); M. KERXER, Praee Mn- 

tematycano-Fizpcane s, vol. XIA (1933). 
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On inaking use of the continuity properties of the linear connection I' 
and einploying a complete induction on (3.7) mre find that for each n [,,(x, x,, a) 
is a linear fiinction of a. But lim [,,(x, x, ,  a)  erists equal 10 [(x,  x,,, a). 

n-00 

Hence an  application of a theorem of BANACH (') on the linearity of the 
limit function of a convergent sequence of linear functions shows the validity 
of Our thcorem. 

Both Tlieorem 3.4 and Theorem 3.5 are local theoreiris i n  the sense that 
the initial parameter q, of the vector space E is fixed and is not an arbi- 
trarily chosen eleinent froni some fixed set of elements. The following theorem 
is  a theorem « in the large » and follows witliout much difficulty froin 
another general existence theorem ('1 of MICHAL and ELCONIN. 

THEOREM 3.5. - U9zder the hypotlzesis of Theorem 3.4 tlçere exists a corzvex 
region (") W in E((x,),) such thad the cotzclusions of Theorenz 3.4 and Theo- 

rem 3.5 hold for al1 x in W and for an  arbitrari19 chosen elewtent in W 
instead of the fix;ed elenzent x,, . 

THEOREM 3.6. -- If there exists a solution [(x) of the total clifferential 

equation 
[ (x ;  Ôx) i - ï(x, @), Ox), 

then 

(Y .8) B(x,  E ( 4 ,  Ôix, 6 , ~ )  ;) O 
in x, 6,x, 6,x. 

Proof: For such a ~Jx), the second differential [ ( x ;  6 , x ;  6,x) is given 
by (3.5). By the postulates and previous fheoreps we see that E(x; 6 , x ;  8,x) 
is continuous in x. Hence by a theorem of KERNER (') on the syminetry of 
second FRÉCHET differentials, we have 

This however is condition (3.8) for the given E(x). 
THEOREM 3.7. - If there eçists a family of soldions F(x, a), ligzenr in a 

(a  ranging over a vector space, say E,), of t7ze total differential eqzcatiolz 

such that F(x, a/ is a Solvable linear funilion (iuith F(x, Y), a fuizction 

(4) S. BANACH, « Fundamenta Math. n, loc. cit. 
(2) A. D. MICHAL and V. ELCONIN, loc. cit. 
(3) A region W is convex if x, y E W implies thnt tx + (1 - t)y E W for OZtZl.  
(4) M. KERNER, p. Annals of Math. *, loc. cit. 
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on E((x,),)E, to E, ,  its inverse function), then 

(3.9) B(x, V, 6ix, s2x) = O 

i n  x, V, 8,x and €,x, and the linear connection can ba expressed in the forrn 

where P(x, a ;  88) is a partial differential o f  F(x, a). ' 

Proof: By hypothesis we have 

(3.11) F(x, a ;  6%) = - I'(x, F(x, a), 6x). 

Hence by an  application of Theorem 3.6 we see that 

(3.12) B(x, F(x, a) ,  S , X ,  6,x) r O 

in x, a, 6,x, 6,x. From the arbitrariuess of the parameter a, it follows that 
we may take 

- 
(3.13) a = P(x, TT), 

where F(x, V )  is the inverse function to the solvable linear function F(x, a). 
Hence from identities of type (1.6) and from (3.12) we obtain the desired 
condition (3.9) of the theorem. Finally on substituting in (3.11) the expression 
for a as given by (3.13) we obtain the expression (3.10) for the linear con- 
nection. 

COROLLARY : Ufider the hypotheses of Tlteorem 3.7 the Mnear connection 
F(x, V, 6x) can also be vvritten i n  the form 

where ~ ( x ,  V; 88) is a partial diflerential of F(x, V) ,  tlze inverse function to 
the solwable linear function F(x, a). 

Proof: From the fundamental identities (1.6) we have 

(3.15) F(m, F(x, V ) )  = V. 

With the aid of Theorem 1.1, Theorem 1.4 and a theorem of FRI~CHET ( ' )  on 
the differentials of functions of functions, we obtain the formula 

(3.16) F(x, F(x,  V ) ;  E r )  -t- F(x, P(x, V ;  Bx)) = 0. 

The expression (3.14) for the linear connection follows readily from (3.16) 
and the relation (3.10) of Theorem 3.7. The result (3.14) also follows directly 
from (3.15) and (3.7). 

(') M. FRÉCHET, a dnnales Sc. Ec. Normale Sup. =, loc. oit. 
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Before we continue the abstract theory in the next paragraph, it woold 
be instructive to write down the curvature form for the functional instance 
of the postulates. We retain here the same notations used in the brief 
treatment at the end of 5 2. Clearly 

(3.17) T"[xb, Tp[xd, Vr, Ô,xb], 82xC] = (h;bcVr -1- A,CVa)ôixb8,xC, 
where 

and the parenthesis around y i n  Tir) denotes that the variable y is an exception 
to the integration convention and is thus a free variable. 

We thus have the curvature form of our functional instance 

where the functionals wh, and W& of xd are given respectively by 

5 4. Additioiial thcoreiiis on linear connections and cui.va,tui.e. - I n  
this paragraph we give a few theorems (Theorems 4.1 and 4.3) that make 
use of the postulates for a linear connection given in paragraph 2 as well 
as some new postulates that are put in the form of hypotheses of theorems. 
The hypotheses of Theorem 4.2 below do not employ the given postulates 
of paragraph 2. 

THEOREM 4.1. - Let E, be a vector space, distinct or not front the vector 
spaces E and E ,  of the postulates. Let G(x, a )  be a function on E((x,),)E, to E, 
that enjoys the following properties : 

1) G(x, a),  for each a of E,,  satisfies the total differential epuation 

(4.1) [ (x ;  6x) = - r(x, [(x), 6x1 

2)  G(x, a)  is a solvable linear function of a. Let G ( X ,  P), a function 
on E((x,),)E, to E,, be its inverse function. 

Then the function F(x, E,,) defined by 

(4.2) F(x, 50) = G(x, G ( X O  , 50) )  . 
is the unique solution of the total equation. (4.1) that taiees on the initial 

Annali di  Matematica, Serie IV! Tomo XV. 27 
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value 5, for x -= x, . Furthermore F(x, 5,) is a solvable linear function with 
inverse function F(x, 5,) given by 

Proof: Obviously F(x, 5,) satisfies the total equation (4.1) and has the 
property 

(4.4) F(% 9 5 0 )  = 5 0  - 
An application of Theorem 3.7 shows that B(x, V, 6,x, 6,x) = 0. Hence 

by Theorem 3.4, the function T ( x ,  5,) is the unique solution with the 
property (4.4). 

From the fundamental relations (1.6) for solvable linear functions and 
from Our hypotheses on G(x, u'j we obtain by an evident calculation 

This completes the proof of the theorem. 
The next theorem does not make use of the postulates for a linear 

connection. 
THEOREM 4.2. - Let E, E, ,  E, be three vector spaces. Let F(x, a) be a 

solvable linear function on E((x,)b)E, to E, with F(x, P), a function on 
E((x,)~)E, to E, ,  as its inverse function. Further assume that the first partial 
differential F(x, a ;  6 , ~ )  exists; and that the second partial differential F(x, a ;  
6,x; 8,s) ezists continuous i n  x. Then there exist two functions A(x, V ,  -Ex) 
and BA(x, V, 8,x, Ôzx) defined by 

respectively. Moreover 

(4.7) BA(%, V, 6 , ~ )  6 , ~ )  r O. 

Proof: With the aid of Theorem 1.4 we see that F(x, V ;  8%) exists and 
hence the function A(x, Ti, Ôx) is well defined. The function A(%, 6%) can 
also be written in the form 

(4.8) A(x, V, Ôx) = - F(x, F(x, TT); OX).  

On making special use of the theorems on FRÉCHET differentials developed 
in 9 1 one can show without much difficiilty that the first partial dif- 
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ferential A(%, V, 6,x; 6,x) of A(%, V, 6,x) exists, is a trilinear function of V, 
6,x a,nd- 6,x, is continuous in the set x, V, 8,x, 6,x, and is  given by 

(4.9) A(x, V, 6,x; 6 4  = - P(x,  F(x, V); 6,x; 6,x) 

- F(x, F(x,  V; 6,x) ; 6,x). 

Hence BA(%, V, 6,x, B,x) i s  well defined, is a trilinear function of V, 6,x and 6,x,  
and is continuous in the set x, V, 6,x, 6,x. 

Prom the relation 

we obtain by an evident calculation the result 

W e  have however the symmetry relation 

(4.12) F(a, F(x, 17); 8,x; E,x)'= F(x, F(x,  V); 6,x; 6 , ~ ) .  

The identity (4.7) follows now readily from (4.61, (4.9)) (4.11) and (4.12). 
COROLLARY: Under the hypotheses of Theorem 4.2 there exist two positive 

numbers A and a < b mith respect to which the function A(x, V ,  6x) satisfies 
the postulates for a linear conmection r(x,  V ,  6x). 

The vector spaces E, and E considered in  the postulates may or may 
not be identical. Under both circumstances the curvature B(x, V, y, a) based 
on the linear connection r(x, V, y) wa0 seen to satisfy the identity 

I n  case the vector space E is identical with E , ,  the sum 

is well defined, and the important question arises as to the form of the con- 
nection I' in order that this cyclical sum vanish. I t  follows immediately 
from Theorem 4.2 a,nd its corollary that this cyclical sum vanishes when the 
connection is the A(x, V, 6x) of the theorem and the vector spaces E and E, 
are identical. 

If the vector spaces E and E, are distinct, the symmetry of the con- 
nection r(x, V, y) in V and y has no meaning. However i f  the vector spaces 
are identical and r(x, U, V )  is symmetric in U and V, then the partial 
differential r(s, U, V ;  W )  is also symmetric in  U and V. Hence .by direct 
calculation we obtain : 
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THEOREM 4.3. - If the vector space E of the posl;ztlates as identical 
with E ,  and i f  the connection I'(x, U ,  V) is  symnetric i n  U and V ,  then the 
cztrvature forsn B(x, U ,  V, W) based on this sywmetric linear connection sa- 
tisfies the cyclica2 identity 

B(x,  U, V ,  W) + B(x, W, U, V )  + B(x,  Tr, W, U) = O. 

1$ 5. llefinition of parallelisrn with reapect to a curve. - Let x(t) be a 
function whose argument is a real variable t and whose values are in the 
vector space E. We assume x(t) to have the following properties: 

1) x(t) is defined and admits a continuous derivative (in the norm) 
for t in t ,  < t < t , .  

2) x(t,) = x, ,  where x,, i s  the element of E given in the postulates. 

3) II x(t) - x, 1 1  < a for al1 t in ( t , ,  t,). 
Clearly there always exists such functions x(tp 
The set of values of the fanction x(t) as t ranges over the interval 

( t , ,  t , )  will be called a « curve 2 with x(t,) and x(t,) as its end points and 
parameterized with a parameter t. The saaie curve can be parameterized 
with a different ?arameter s by the usual (oonsidered in classical geometry) 
parameter transformation s = f ( t ) ,  where f(t) is a real valued increasing 
function of t. We observe that a curve as defined above lies wholly in a 
convex region of the vector space E. 

Consider now the abdtract differential equation 

d V  - 
dt = - r (x, v, 3 

where y - x(t) is a given curve and I' our postulated linear connection. Let 

then the above differential equation can be written in  the form 

where B(t, V )  is linear in V. Since Q(t, V) is continuous in  t for t in (t,,  t,) 
it follows that B(t, V) is continuous in the set t ,  V. Therefore the hypotheses 
of a known existence theorem ( ')  are satisfied and we have the theorem: 

(i) Ri. KERNER, a Prace Matematyczno-Fizyczne D, loc. cit. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A. D. MICHAL : Postulates for Lirzear Coonnectiom in Abstract Vector Spaces 213 

THEOREM. - If y = x(t) iiS the equation of a given curve described above, 
then there exists a fzumber t c  t, such that for t i n  t,, < t < t the differential 
equation 

dV 
has one and orzly one solution V(t), with continuous derivative -, that takds 

dt 
on the initial value V, for t = t,. 

Thus at each point x(t) of the given curve for t ,  < t < t there is asso- 
ciated a unique element, « contravariant » vector V(t). whenever V(t,) is 

arbitrarily given. V ( f )  may be called a parallel vector field along the given 
curve. Hence for any chosen t' in t, < t < 6 there exists a unique « contra- 

variant » vector V(t f) ,  which we may call the vector parallel to V(f , )  with 
respeçt to the given curve and localized at the point t' on the curve. 

5 6. A set. of postulates with s iioriiied vectorial ring. - We consider 
in this paragraph a nem set of postulates that involve a nornaed veclorial 
ring and a class of operations called contractions. This leads to a class of 
abstract « Ricci » forms. The author has been led to this class of objects 
by this studies pertaining to infinitely dimensional fnnctional geometries. 

We take a vector space E, and consider another associated manifold E2 
that we call a normed vectorial ring with a class of contractions. By this 
we mean a vector space E, {with elements O, 2, @, 4, w, w , ,  w,,  w: <...) that 
satisfies the fdlowing postulates ( l ) .  

Postulate A. There exists a bilinear function @(CO, ,  w,) on El to E,. 
Postulate B. @(@(o, , w,), w,) = @(w, , @(w,, CO,)), the associativity condition. 
Postulate C: There exists a non-empty class of linear functions { C(w) 1 

on E, to R. 
Postulate D. C(@(w,, w,)) = C(@(w,, w,)). 
Postulate E. There exists a bilinear function f(w, V )  on E,E, to E, such 

thaf f ( w ,  V )  = O  for al1 V in El implies w =O. 
Postzclate F. f (@(o, , w,), V )  = f ( w ,  , f (o ,  , V)). 
Finally we postulate : 
Postulate G. There exists a function o(x,  V )  on Ei((xo)b)E, to E,, linear in V. 
Poshzcbte H. The first partial differential w(x, V ;  ~ X J  exists and is con- 

tinuous in x. 

(i) A n  independent set of postulates will reqoire long circumlocutions and a lengthy 
investigation. 
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Postulate 1. f (w(x, v, 6%) = f (o(x, 6x), V). 
Postulate J. There exists a function +(x, V, 6%) on E,(x,),)EI to E,, con- 

tinuous separately in x and in 6x. 
Postulate K. f(+(x, V, 6,x), 6,x) = f(w(x, V; G,x), 6,x). 
For convenience of notation we write the function @(w,,  w,) simply 

as w , o ,  and the function f(w, V) simply as UV. I t  is clear froin postulate P 
that f(@(w,, w,), V) can be written as o ,o ,V without any ambiguity. 

THEOREM. - There exist two positive numbers A and a < b such that 
the syhmetric linear connection defined by 

satisfies the six postulates for a linear connection given i n  section 2 if in 
these postulates t7ze vector space E is talcen identical €0 E ,  . Jforeover +(x, V, 6x) 
is  bilinear in V and 6x, and 

I n  ternls of this simplified notation, the curvature form based on the 
present symmetric connection (6.1) can be written as follows after a few 

1 

rearrangements 

Thus to each contraction function C(m) of the class ( C(w) \ postulated 
in Postulate C there corresponds an abstract Ricci » form given by 

(6.3) C(+(x, V,6,x)-o(x7 V;6,x)+w(x,w(x, V)fi,x)-w(x,G,z)o(x, V)). 

To show the consistency of the set of postulates consisting of the vector 
space postulates and the postulates A-K, we sha,ll give an instance arising 
from the author's (') studies on functional differential geometries. One of the 
interesting features of this instance is found in  the existence of a class of 
contraction functions ( C(w) consisting of an  infinite number of contraction 
functions C(w). There thus exists an infinite set of <( Ricci » forms. I t  is of 
interest to note that in the well known finite dimensional differential geo- 
metries there exists only one contraction within a multiplicative constant. 

We take the vector space E (vector space E, is taken identical to E) 
to be the « space of continuous functions xd » considered in  5 2. For the 

(4) A. D. MICHAL, loc. oit. 
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normed vectorial ring E, with a class of contractions we take the set of 
ordered pa,irs of continuous functions (me, wd)  with the following interpre- 

tation of the elements and operations. Let 

where ut and 2; are continuous on the square d, 1 b, c I d,? and ad and rd  

are continaous on the interval (d,, d,). Take 
o -t- r  = (a: i T:, ad +- T ~ ) ,  addition of elements ; 
r u  = (rot, r d ) ,  multiplication by real numbers r ; 
qa, %) (O; TC + T ;  + q c ) ,  ~ d ~ d )  ; 
11 5 1) = (d, - d,) max 1 a: ( + m a s  1 ad 1 ; 

b, c d 

f (0, V )  - o; VC -1- Csb Vb ; 
C(a) = a: or obi, where b, is any chosen number in ( d , ,  d?), or 

Next we take for xe in max 1 xe - x," / < a 
e 

where d[x, Ir] and w"x, V] are functionals of the continuous functions xe 
and Vr, and are given respectively by 

The values of the five functionals I' in  (6.5) and (6.6) can be taken as con- 
tinuous functions of al1 their respective free variables. 

To satisfy the symmetry postulate 1 we restrict two of the functionals I' 
to satisfy the relations 

(6.7) qC[x]  = =;[XI, P;[x] = qx]. 
By classical methods one can show that conditions (6.7) are necessary :and 
sufficient for the symmetry of our linear connection. Our symmetric iinear 
connection ï ( x ,  11, 6z) can be written as follows 

F'inally we have to define a +(x, V, 6x) function for our instance. To do 
this we need the expression for the partial differential o(x, V ;  64. W e  restrict 
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the functionals (6.5) and (6.6) so that w(x, V; 82) exists for our instance and 
is given explicitly by 

where the values of the five functionals w are assumed to be continuous 
functions of al1 their respective free variables. T e  note howerer that the 
continuous indices written on the left of an w functional do not indicate an 
additional argument for the values of the functional but are merely used as 
a notational device to denote the various K types of functional derivatives ». 

For example, bw:[~, V ]  is a functional whose values are continuous functions 

of two variables b and c and not necessarily continuous functions of three 
variables with two arguments filled in with the same letter. 

We now take 

5 7. A second linear conneetion and eurvature form. - I n  this section 
we shall deal with the consequences of new postulates in addition to the six 
postulates of 5 2 and the postulates for the vector spaces E and E,. Besides 
the vector spaces E and E, we shall be concerned with still another asso- 
ciated manifold, a vector space E,. The elements of this new vector space E, 
may habitually be called « covariant vectors ». I t  should be noted howerer 
that in some of the instances the elernents i f  E, may be contravariant vectors. 

Throughout the present paragraph, unless otherwise stated, we shall use 
the letters L, M, A, 7 ,  0 ,  ... with or without subscripts, for elements of E2.  
Al1 the other letters used will be in accordance with the conventions layed 
down for the notations of 5 2. 

Postulate 7. There exists a function A($, q, y), a second linear connection, 
on E(x,),j E,E to E2. 

Postulate 8. A(%, 7, +q,,  Y) =A(x, V I ,  Y) + A(%, Tn, Y). 
Postulate 9. A($, u), y, +y,) = A(x, q, 3,) + A(x, q, yi). 
Postulate 10. Il h(x, y, y) 1 1  ' B 1 1 ~  1 1  11y11, where B is a fixed positive nuniber. 
Postulate 11. The first partial differential A(x, r),  y; 6x1 exists. 
Postdate 12. A(x, u), y ;  6x) is continnous in x. 
Postulate 13. There exists a function [ E ,  y] on E,E, to R. 
Postulate 14. [E, + c 2 ,  q] = [< i l  71-1 [Er, 71. 
Postulate 15. [5, r ) ,  t- q 2 ]  = [El T,] + [E, 7-1. 
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Postulate 16. [5, pl is continuous in 5. 
Postzclate 17. [E, q] is continuous in q. 
Postdate 18. If [E, q] = O for al1 5 of E, then -q =O.  
Postdate 19. If [el y] = O for al1 r) of E, then 5 = 0. 
po~tdate 20. - [F(x, 5, Y ) ,  rll = [5, A(%, 7, Y)]. 
The functional instance presented in paragraph two for the consistency 

oE the eight postulates for the first linear connection can be used to show the 
consistency of Postulates 1-20 together with the postulates for the three vector 
spaces E, E, and E,. 

The first linear connection given in p.l) is 

It  is c1ea.r how one can restrict the functionals ï$xd] and ïgjxd] so that 

would satisfy the' postulates for the second linear connection A(%, q, Gx). We 
further interpret [t, q] as taqa. In  this instance we interpret the vector space 
to be a a space of continuous functions 9, D defined over the interval (a,, a,). 
Clearly Postulates 18 and 19 are satisfied by virtue of the fundamental lenima 
of the calculus of variations. Postulate 20 is obviously satisfied and al1 the 
remaining postulates can be satisfied by making evident restrictions on the 
functionals i';b[~d] and I'i[xd]. 

a function defined on E((x,,.),)E2E2 to E,. 
The whole content of paragraphs 2, 3, 4 and 5 can by obvious modifi- 

cations be made to hold good for the second linear connection. We leave the 
details for the reader. For example, the correspondent of Theorem 3.3 is 

THEOREY 7.1 - The second curvature L(x, q, 6,x, 6,x) defined in (7.3) i s  
continuous in the set x, q, Six, 6,x. Moreover it is m irilinear function of q, 
6,x and 6,x, and satisfies the identity 

There is a simple and fundamental relation between the two curvature 

(i) Compare. third and fourth term with the third and fourth term respectively of 
B(x, i, 8 p ,  a2x). Purthermore B(x, El %,x, 8,x) corresponds to integrability conditions 
Bi%& - B28,E = O while L corresponds to integrability conditions 8&,7 - bi8e7j = 0. 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XV. 28 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



218 A. D. MICHAL: Postdates for Linea+ Conlzections in Abstmct Vector Spnces 

fonns B(x, 5,  6,x7 6,x) and L(x7 y ,  6,x, 6 , ~ ) .  W e  embody this result in the fol- 
lowing theorem. 

THEOREM 7.2 - The two curvature forms B(x, 5,6,x, a2x) and L(x, v ,  6,x, 6,x) 
are related by the follovving idenlity 

(7.4) [B(x, 5 ,  6 2 4 ,  rll = [5, L(x, rl, a,%, 6,x)I. 

Proof: On taking partial differentials of 

(7.5) [W, 5, 6 p 4 ,  rll = L5> 4% rl,  6 i ~ ) I  
we obtain 

(7.6) [r(x, 5: six; 62x1, ull - [5, 4% ul, 6 4 % ;  w1. 
The result (7.6) is justified on making use of the postulates and the well 
known theorem that u differentiable functions of differentiable functions 
possess differentials ». 

From (7.5) we obtain 

(7.7) [Vx, w 7  5, 6,xL 6 , ~ ) )  ull = [r(x, 5, 6,x), A(%, ul, 6,x)I. 

Again by employing (7.5) on the right hand side of (7.7) we find that 

The use of (7.6) and (7.8) in an evident calculation proves the theorem. 
COROLLARY : A nece.ssary and sufficient condition that B(x, 5, six, 6,x) 

vunish identically i s  thut L(x, y, 6,x, 6,x) vunish identicully. 
DEFINITION. - The linear function of 6x 

(7.9) 5(x; 6%) + r(x, W),  6%) 

rnny be called the « covariant » differential of the « contravariant » vector 
field t(x) while the linear function of 6x 

(7.10) rl(x ; 6%) - 4x9 Y(%), 6x1 

may be called the < covariant » differential of the « covariant 2 vector field ~ ( x ) .  
Let 

(7.11) E ( x  ; 6%) = S(x; 6x) + I'(x, 5, 6x) 
and 
(7.12) y(x : 6x) r q(x; 6x) - A(x, y ,  6%). , 

THEOREM 7.3 - If f (x)  i s  defined by 

f (4 = [t(4, r l ( 4 1 ,  
und if [(x)  and q(x) possess first differentials, then 
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Hence a special use of Postdate 20 yields the result 

The theorem is now immediate from this and the preceding relation. 
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Iiitegmzione coii qundrat~ire delle eqiin,zioiii di Di RAC. 

Memoria di ANGELO TONOLO (a Padova). 

Santo. - L'A. integra per quadrature il sistema differenziale di DIRAC della meccanica 
ondulato~ia dell'elettrone magnelico, nell'ipotesi che non. vi sia campo elett~~omagnetico 
esterno, dando le formmcle di rappresentazioloe dei suoi integrali, sia %el problema di 
CAUCHY, Sia in un problema di tipo misto. 

Le equazioni di DIRAC della meccanica ondulatoria dell'elettrone magne- 
tic0 costituiscono, come 6 noto, un sistema di quattro equazioni differenziali 
nelle quali figurano in modo lineare ed omogeneo quattro funaioni del posto 
e del tempo e le loro derivate parziali di prim7 ordine. I n  assenza di poten- 
ziali, e da1 puro punto di vista matematico, io mi sono proposto il problema 
dell'integrazione con quadrature di questo sistema. Piii precisamente ho cer- 
cato di dare, sia le  formule di rappresentazione dei suoi integrali in tutto 10 
spazio e per ogni valore del tempo, nell'ipotesi di conoscerli in un determi- 
nato istante, sia di dare le espressioni in discorso in uno spazio finito limitato 
da una superficie chiusa e per ogni tempo, supponendo che gli integrali siano 
dati in  un determinato istante nello spazio considerato e invece in  ogni istante 
sopra tutto il contorno. Ho risolto la prima quistione ricorrendo alla formula di 

a2 u WEBER relativa all' equazione A U - - i- kU = O adoperata con opportune 
2 at2 

condizioni iniziali, essendo noto che ogni quaderna di  soluzioni del sistema 
di DIRAC, privo di po.tenziali, costituisce altrettante soluzioni di una equa- 
eione di tipo siffatto. Ho dato la risoluzione della seconda quistione ricor- 
rendo ad una formula che ho assegnato qualche anno fa, estensione di quella 
di KIRCHHOFF, per I'equazione in discorso. Un giudizioso maneggio di questa 
formula permette di presentare gli integrali del nostro sistema sotto quella 
forma che i l  problema richiede. 

Nei due problemi il risultato al quale sono pervenuto si  pub enunciare 
cosi: Gli integrali del sistema di DIRAC, in assenza di  campo elettromagnetico 
esterno, si ottengono dai primi membri delle stesse equazioili sogtituendo a l  
posto delle componenti del semi-vettore dell'onda polarizzata quattro oppor- 
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tune funzioni del posto e del tempo, e cambiando segno alla costante che 
figura nelle equazioni ('). 

5 1. Richiamo di due formule relative all'integrazione 
a2 u 

dell'equazione AU - - + k U =  0. 
2 ab2 

1. Riferiamo 10 spazio ordinario a coordinate cartesiane ortogonali x, y, z, 
e consideriamo ivi l'equazione 

ove t rappresenta il tempo e Tc una costante alla quale si pub attribuirc! qua- 
lunque valore positivo, O negativo, compreso 10 zero. Siano f(Q), y(&) due fun- 
zioni regolari del punto Q variabile nello spazio, P e t rispettivamente un 
punto fisso e un istante positivo di  tempo completamente arbitrarl. S i  consi- 
deri la sfera di centro P e raggio r = t la cui superficie indichiamo con 2 .  

ove I&) 6 l a  funzione di BESSEL non o~cil la~nte di ordine eero e di argo- 

mento p =  \ %  V t 2  -y2. 
La (3) e la forsnula di WEBER la  quale assegna il valore de117 integrale U 

(') Nella Memoria: Le problèr*w de CAUCHY pour une classe de systémes d'équations aux 
dérivées partielles [ x  Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa =, ser. II, vol. IV, 
(1935)], i l  Signor TaÉonon~sco ha  fatto iin'applicazione de! suo metodo generale d'integra- 
zione alle equaaioni d i  DIRAC, sempre i n  assenm di campo elettromagrietico esterno, metodo 
che costituisce una bella estensione di quel10 dassico d i  HADAMARD per  l a  risoliisione del 
problema di CAUCHY relativo alle equaaioni lineari alle derivate parzlali d i  second' ordine d i  
tipo iperbolico. . 
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dell' equazione (1) ne1 punto P e nell'istante positivo t con le condizioni di 

2. Sin U iina solnzione regolare dell'eqiiazione (1) per ogni valore del 
tempo e in un campo finito S di ciii P(x, y, z,) rappresenta lin suo punto interno 
generico e a i l  relativo contorno del qaale n indica ln normale diretta verso 
10 spazio S. Conveniamo, ora e ne1 seguito, d i  rappresentare con [hl cio che 
diventa una, generica funzione h del posto e del tempo - che ora conviene 
denotare con T - quando al posto di T si ponga t - r ,  essendo t un istante 
positivo di tempo fissato, ma qualunque, ed r la distanza fra il pnnto P, rite- 
nuto fisso, di S e un punto Q variabile invece sopra o. Il valore di U ne1 
punto P e nell'istante t si pub ottenere con la formula seguente ( '): 

dove 1, è la funzione d i  BESSEL non oscillante di  ordine uno e di argo- 
- 

mento p = VZc \/ (t - T)' - r2. 
Relativamente a questa formula (4) A da notare che il processo tenuto 

per ottenerla esige che t sia siiperiore ad un certo limite positivo t , ,  il quale 
& dato dalla massima delle distanze del punto P d a  tutti i punti Q del con- 
torno a.  Percib la  (4), e tutte le sue conseguenze che otterremo in segiiito, 
saranno valide purchè i valori del tempo t ottemperino alla lirnitazione in 
discorso, anche se questa non sarà esplicitamente dichiarata. 

3 2. Problema di Cauchy per le equazioni di Dirac. 
Sua risoluzione con quadrature. 

Scriviamo le equazioni di  DIRAC della meccanica ondiilatoria dell' elettrone 
magnetico, nell'ipotesi che non via campo elettromagnetico esterno, sotto la  

( 1 )  A. TONOLO, Z+tteyrazione dell'equazione delle onde sfeviche smorzate e forzate [ G  Rend. 
del Sem. Mat, dell'Univ. di Padova a, (1933), Anno IV]. 
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forma 

nelle quali c p ,  (i = 1,  2, 3, 4) sono le componenti del semi-vettore dell'onda 
rn 

polarimata, k una costante (= -O, avendo assunto eguale ad uno la velocità 
h 

della luce, rn, la massa dell'elettrone, h la, costante di PLANCK), ed i l'unità 
immaginaria. Considerando in esse le rp, come funzioni incognite del posto 
(x, y, s) e del tempo t, proponiamoci la risoluzione del seguente: 

Problenba d i  CAU~HY: Dare le formule di rappresenta~ione degli integrali rqi 
in  ogni punto del10 spazio e per qualunque valore positivo del tempo, sup- 
ponendo di conoscere ivi le funzioni c p i  per t = O .  

Per risolvere questo problema ricordiamo le seguenti identità di facile 
verifica 

Ne oonsegue che se le cp, sono integrali delle equa~ioni di DIRAC, le 
stesse funzioni verificano l'equanione 

aeT Acp - - - k9cp = o. 
at2 

Inoltre osserviamo che la conoscenaa degli integrali cp, nelyistante t = O 

permette la determinadone anche delle rispettive derivate iniziali (a!) . Cib si 
t=O 

vede subit,o sostituendo le funaioni cp, per t -0  nelle equazioni di DIRAU; 
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2.9, queste sono allora univocamente risolubili rispetto alle singole derivate - 
at 

per t = O. Diciamo cpi'") il risultato di questa risoluaione, mentre indichiamo 
con rpi(0) le funzioni y, per t =O. Poniamo ciob 

I n  forza della formula di  WEBER, richiainata ne1 paragrafo precedente, e 
che ne1 caso dell'equaaione (7) per cp = ipi diventa 

ove 

vediamo che le funaioni y, (P, t) determinate dalle (9) soddisfano all'equa- 
eione (7), e inoltre esse, e le loro derivate prime rispetto a t, si riducono per 

t = O  rispettivamente alle funzioni y,'0) e Il nostro problema sarh percib 
completamente risolto se proveremo Che queste funzioni cp, verificano le equa- 
zioni di DIRAC e sono le sole funaioni suscettibili di soddisfare a tutte le 
condiaioni del problema enunciato. Cib si dimostra presto ne1 seguente modo. 
Pensiamo sostituite nei primi membri delle (5) al posto delle cp, le espressioni 
(9), e diciamo f ,  il risultato di queste sostituaioni. Poichh le nostre y ,  sod- 
disfano all'equaaione (7)) in luogo delle identità (6) avremo l e  altre 

Concludiamo che le fnnaioni f ,  verificano l'equaaione 

Annali di Matevnatim, Serie IV ,  l'omo XV. 
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percliè le f, sono integrali di un sistema simile a l  sistema (5), ove si cambi 
Ic in - 7c. Ma per t := O ogni f i  è identicamente nulla, perchè le nostre y, e 

acp le loro derivate 2 si riducono rispettivamente per t = O alle funaioni (pito) e a t 
i l (b) ,  le quali, per il modo col quale Rbbiamo determinate le ii(~), soddisfano 
per t = O  alle equazioni di DIRAC. Annullandosi le fi nell'istante iniziale, le 

af. identith (10) ci dicono che in  questo istante sono nulle anche le derivate >. 
at 

Percio, in forza della formula di WEBER applicata alle fi, queste funzioni si 
annnllano in ogni punto del10 spazio e per qualsiasi valore positivo del tempo. 
c. d. a. 

Resta a provare ancora l'unicità delle funzioni yi(P, t). Infatti un altro 
sistema di soluzioni che soddisfa a tutte le condizioni del problema, dovrebbe 
anche soddisfare alla equazione (7) con le stesse condizioni iniziali relative 
alle funzioni cpi(P, t )  e alle loro derivate prime rispetto al tempo. Ora, per un 
noto teorema di HOLIEGREN, il problema di CAUCHY per l'equazione (7) non 
ha che l'unica soluaione data dalla formula di WEBER. 

Alle formule (9) si pub dare una forma estetica. Pissiamo le idee, ad 
esempio, sulla funzione (pi(P, t). Da1 sistema di DIRAC si ricava 

e sostituendo nella esprewione di @,(P, t )  si ottiene 

ove, per evitare confusione, abbiamo indicato con 5, q ,  6 le coordinate del 
punto Q variabile sopra 2, riserbando invece i simboli x, y, a per denotare 
quelle del punto fisso P. Si pub anche scrivere ('1: 

(i) L a  giustificazione del passaggio Q assai semplice l'ho data nella precedente rioerca: 
Integrazione con. quadrature di un particolare sistema di DIRAC [Scritti matematici offerti 
a LUIGI BERZOLARI; Casa Editrice Rossetti, Pavia, (1936)l. 
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Ne consegue che 

avendo indicato con Z* la superficie della sfera generica di centro P e raggio 
variabile r (O (; r < 6). 

Se si osserva che 

si riconosce che si pub scrivere 
t 

Un analogo calcolo si pub eseguire per trasformare le espressioni d i  
cp,(P, t), V ~ ( P ,  t) ,  yr(P, 2) date dalla (9) per i = 2, 3, 4. Possiamo ora presentare 
la  formula precedente della cp,(P, t). e le altre tre relative alle cpi(P, t) (i  = 2, 3, 4)) 
sotto una forma assai espressiva. Poniamo : 

t t 
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Si hanno a,llora le  seguenti espressioni definitive delle funzioni cp,(P, t) : 

nelle quali formule i secondi membri si ottengono dai primi membri delle 
equa~ioni  (1) di DIRAC sostitueiido a l  posto delle yi le funzioni +,(P, t) e cain- 
biando k in - Tc. 

9 3. Problema misto per le equazioni di Dirac. 
Sua risolixzione con quadrature. 

Relativamente alle equazioni (5)  di DIRAC, proponiamoci la risoluzione 
del seguente 

Proidesna ~nis to:  Dare le formule di rappresentazione degli integrali y, 

nei punti interni '  di uno spazio finito S limitato da una superficie chiusa 
regolare a e per qualunque valore positivo del tempo, siipponendo di cono- 
scere le funzionj y, sopra o in qualsiasi istante positivo di tempo, e ne110 
spazio S per 1 = 0. 

Dimostriamo dapprima che i dati del problema su1 contorno o, congiunti 
al fatto che l e  rqi  devono ivi soddisfare alle equazioni (5), bastano per deter- 
minare in ogni istante di tempo anche tutte le derivate parziali delle funzioni 
y, in ogni punto di a. Infatti le derivate temporali delle cpi sono note sopra 
o perché queste funzioni sono ivi conosciute per ogni t .  Per  determinare le 
derivate spaziali cominciaino a prendere un pezzo di a il quale, per fissare 
le idee, sia di equazione z = z(r, y). Su esso sono date le funziûni cpi(x, y, z, t) 
per ogni t ,  quindi ivi sono note anche le derivate totali 

.Ma si ha, con ovvia applicazione del teorema della derivazione delle fun- 
zioni composte, 
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A queste otto equazioni associamo le quattro equazioni di DIRAC: abbiamo 
un sistema di dodici equazioni lineari non omogenee nelle dodici incognite 
a ( ~ i  ayi %~i 

Z7 a y 7  az!' Risolvendolo otteniarno queste derivate spaziali sopra i l  pezzo di 

superficie z = a(x, y) espresse per elementi noti, quali sono le derivate totali 

%J. d_- d- le derivate temporali 2, e le  funzioni y,, Non ci occupiamo della 
C h  ' dy ' at 
effettiva determinazione di queste derivate parziali. Adunque delle funzioni cp, 
sappiamo che nello spazio S e per ogni t soddisfano al17equazione 

sopra a conosciamo i loro valori e quelli delle rispettive quattro derivate 
parziali del prim'ordine in ogni istante di  tempo, le quali unitamente alle y,, 
ivi verificano le equazioni di DIRAC, infine nello spazio S, e per t = 0, soddi- 
sfano pure a queate equazioni. Un accort0 maneggio della formula (4) con- 
durrà ad una esplioita espressione di ogni funzione yi valida nei punti interni 
di S e per valori positivi del tempo superiori ad un certo limite che contiene 
i soli dati contenuti ne1 problema enunciato. Per  fissare le idee prendiamo 
in considerazione la funzione y , ,  e per evitare ogni coufusione, indichiamo 
con t7 7, 5 le coordinate di un punto variabile nello spazio S e su1 contorno a, 
con 7 il tempo pure variabile, mentre riserviamo la notazione x, y, a per deno- 
tare le coordinate d i  un pnnto P fisso interno ad S, ma del resto qualunque, 
la lettera t per indicare un istante positivo di tempo, pure qualsiasi, purch6 
superiore a quel certo limite t, di cui abbiamo fatto parola relativaniente alla 
formula (4). 

Per  la determinazione della funnione yi(P, t) applichiamo la ( 4 ) ;  si ha  

nella quale p = ik V ( t  - 7)" rr' . 
1 ragioiiamenti che abbiamo fatto ci permettono di dire che sopra a B 

d.9 a'? conosciuta la -' per ogni 2 .  I n  S la 2 per r = O è pure determinata in  
c h  a7 
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forza delle equaaioni di D I R A ~  per z = O,  essendo dati in S i valori delle cpi 

in questo istante. Quindi i l  secondo membro della (il) dà una esplicita esyres- 
sione della cp,(P, t) in funzioni dei dati del problema. Si tratta ora di trasfor- 
marla in modo da ottenerne un'altra equivalente, ma che abbia una forma 
e~pressiva. A cib servono i calcoli che andiamo a sviluppare. 

Dalle equazioni (5) otteniamo 

Ne consegue, sostituendo nella formula (Il), 

t-r 

t-r 
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do cos nk + cos nui) + i c p ,  cos nc] - + 
r 

Cominciamo a trasformare l'integrale di  spazio 

. . 

Si ha, in foma della terza equazione d i  DIRAC, 

avendo indicato con yi(O' le determinadoni delle y ,  per z = 0. 
Sostituendo nella precedente (13)) con ovvia integrazione per parti, si 

ricava 

"(P.) do, -/ / p,<o)(ms n;g - i cos ny ) -+ cp,<~)cos nc \ - 
Po 

Prendiamo in esame i tre integrali 

t-r 

I&) 2% I 
B =Po j 1 ,, cos nq - $ cos 25 \ e d ~ ,  

O O 
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i j Y ; p )  1 %  D =  do - - cosne-+cosn i  dz. 

0 O 
ay 05 1 

Possiamo scrivere 

Osserviamo che 

-+ / cos nydo pi!) -- 2 dr - 
G 0 

perchè 

Ne consegue che 

1, ( P )  j c o s  n""'j$ dT = cos - y ,  - dT - 
u O ; i :Er, 

donde, posto 
t-r 

O 

a Iik4 cos nul - - - cos fit cos nq - - cos ne da. 
a O 

a7 P a yl I 
a 
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Se ora si ricorda, che itidicando con 11 un vettore unitario sitnato lungo 
l a  normale a o, ha luogo 1' identità 

si conclude che il primo integrale del secondo membro della (18) é nullo, e 
percib si ottiene 

Procedendo in modo analogo si ricava 

a I (PI -jdaJ: j 5~ cos n: - - 1- cos n T + - [y,, - cos n: ac P ! 2 
a 0 'J 1 " '  

a 1 (P? a I i l P )  i a?" do p. - L- cos f i t  - --- cos mg j d~ SfiP21 ,.% cos nt 
- / O ./ 'lac P P u 

Trasformiamo il sesto integrale della formula (12), cioè 

t-r 

Anlzali di  Matematica, b r i e  IV, Tomo XV 
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+- - [y, (cos nt - i cos ny) + y, cos nc] d o .  y 
Si osservi che si pub scrivere 

t-r 

a'p (cos nt - i cos ny) + - cos ni \!$! dT = a~ 
o 8 

perchè s il primo che il secondo membro di questa identità vale 

JciDjg~d 1 (cornt - i cor nrj + pi cos nt\ nt.  
O O 

Percib dalla (23) si ricava 

I,(P) o s  n - i cos n + pi o s  n -- .i~ = 
at 

G O P 
. . 

acp = /da// ai (COS 'nt - i COS 9) + - COS nc a+ a t  
;r O 

donde la trasformaaione definitiva 

 PO) do. p,(O)(cos nt - i cos nq) + y,(') cos nC j - 
P o  
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Ci resta ancora a trasformare gli integrali 

F= -/[$ cos 

a 

Osserviamo che 

" Y I  1: /[?!]\ar /"/ 'y cos n7 - 3 cos n~ - - ar 
a7 

-cosne- c o s q / $ =  
a7 1 aq 26 

a a 

cos nY - 2 cos n t  -. 
a7 a' 1: 

5 

In forza dell'identith notissima 

cioè 

G 

concludiamo che 

Ji FI cos nq - 
a' r 1 

cos nc - - cos nq (do, 
a6 

u 

e quindi la trasformazione finale 

arg - do . (28) B=.-/[$ cos nq - A cos nt] 
87 

a 
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-- 

Analogamente si trova 

Con le nuove espressioni di A, B, C, D, E, l?, G, H, risulta 

t-r 

O O O O 

t -r 

--- a ' 4 ' ~ )  cos ne 1 etc -- ~i J dc [ $ Y c o s n < -  y 
27 P 

a O 

t-r 

t-r 

- k 2 -  at, do { y , ( c o s n ~ - i o o s m r ) ) + y , c o s n L / ' ~ & -  rl 
a O 

P 

- k 3  do { .p,(i cos nt i- cos nq) + icp, cos n t  1 'A d~ + S a O S P 

1; cos 
- - cos nt do +- 

&Y '  a7 1 
a 
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ay2 !? - h cos ny j -/[aq 1% cos nt - 
- '1 [XI i a, a c 3~ ac 

0 

(COS nt - i cos n ~ )  + 
5 

do 
cos nS -1- cos nq) t- Cs, cos -. r 

Si osservi che ln somma del sesto, settirno, ottavo, nono integrale, e quella 
k' k2i 

relativa agli integrali che sono moltiplicati per - e per - valgono rispetti- 
2 2 

vamente 

a l ( )  nt + i cos nq) - cp, cos nC \ - 2 d~ + 
5 Q 25 P 

t-r 
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Se in queste due somme pardali si combinano fra loro gli addendi cor- 
rispondenti, cioè il primo addendo della prima somma col primo addendo 
della seconda, eco., si riconosce che la  somma totale vale 

nt 4- i cos n ~ )  - cp2 cos nt1 dr - 
P 

i,(d cos nS -- cos ny) - i y ,  cos nc 1 - dz - 
O O 

P 

'$(P) ,-J,,. cos nq - cos nt)  - cp, cos nt \  - 
P 

Alla somma degli integrali estesi a l  contorno a che sono indipttndenti 
dalla costante k si pub dare la forma seguente (1) 

[y,] (cos nt + i cos nq) - pf,] cos 
-- 

r do + 
[y,] (i cos n( - cos ny) - i [cp,]  COS nS 

'r do + 

- [y,] cos nS 
do + 

u 

[.q,] (COS nE - i cos ny) + [y,] cos nc 
a t do. 

r 

Le trasformazioni eseguite portano a scrivere 

[y,] (COS 925 - i COS q) t [yi] cos n5 -1- do +- kt p*WdS ,- 
r 

t-Y 

i3. i '  S ," 

(') Cfr. A. TONOLO, Integrazione con qzcadratwre di .un particolare sistema di DIRAC, 
loc. cit. in (1) a pag. 526. 
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[y,] (i cos n[ - cos ny) - 2 [Y,] cos nc 
r 

(i cos nF + cos ny) + i<p, cos nc / 'a d ~  - 
P .  

O O 

[y,] (i cos n[ 1- cos n ~ )  + i[y,] cos nc d o / .  
'r 

Per determinare le altre tre funzioni y,(P, t)), y3(P, t), cp,(P, t), basta osser- 
Tare che la quarta equazione di DIRAC pub ricavarsi dalla terza scambiando 
fra loro rq, e 9,; y, e 9,; y in -y; z in - a, e quindi cosnq in - cosnq, 
cos nc in - cosnc. Percib 17esplicita espressione di y,(P, t) potrà ottenersi 
dalla (34) eseguendo questi scambi. Per avere poi cp,(P, t), y4(P, t), si noti che 
le prime due equazioni di DIRAC si possono fare discendere dalla terza e 
dalla quarta mutando y,, y,, cp,, y, rispettivamente in O,, y,, y,, y2 e inoltre 
X, y, z in -. x, -9, - s, e percib cos n[, cos nq, cos nc in - cos nE, - cos nui, 
- cos 125. Quindi le espressioni delle funzioni y,(r, t), y4(P, t) si ricaveranno 
da quelle che dànno y,(P, t ) ,  cp2(P, t) ivi eseguendo questi cambiamenti. Rite- 
niamo superfluo aggiungere alla (34) le formule relative alle tre funzioni 
y,(P, t), y,(P, t) ,  y,(P, 1) perche ad esse, e alla pecedente Y,(P, t), si pub dare 
la forma estetica seguente. Poniamo: 
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1 [ y , ]  (i cos nt + cos nq) + i [v3] COS n5 -4 4% r do,  

4 (PI cos nt - cos nq) - i y ,  cos nc] - dr - 
a O 

P 

[ y , ]  (i cos nt - cos ny) - i  [y,] cos n5 
r do, 

II(P) 
- E/dofi ;(i cos ne + cos nq) + i p ,  cos nt -- dr + 

4.n 
O il 

P 

[ y , ]  (i cos nt t cos ny) 3- i [ y , ]  cos rtS - do, 
r 

t-r 

- - {do (i cos nt - cos ny) - icp, cos & 1 dr I -  "" P 

[ y , ]  (i cos nt - cos ny) - i [ y , ]  cos n5 
- do, 

r 

Ovviamente si riconosce che si pub scrivere 

nelle quali formule i secondi membri si ricavano dai primi membri delle 
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equaeioni (1) di DIRAC snrrogando a l  posto delle <pi le funeioni +i(P, t) asse- 
gnate dalle (35), (36), (37), (38) e cambiando k in - k. 

1 ragionamenti che abbiamo fatto sono fondati sull'ipotesi che il problema 
misto che abbiamo enunciato abbia effettivamente una solueione suscettibile 
di soddisfare a tutte le condi~ioni. Qnesto ammesso, è facile riconoscere che 
tale soliieione & unica. Infntti un altro sistema di soluzioni che soddisfa a 
tutte le condizioni enunciate, dovrebbe anche soddisfare all'equazione (7) con 
i dati di CAUCHY per t = O relativi al10 spazio S e con le determinasioni 
per ogni tempo sopra il contorno cr che limita S. Ora con queste condisioni 
l'equazione (7) non pub ammettere che una sola soluzione ('). 

(l) Cfr. HADAMARD, Le problètne de CAUCHY et les dquations aux de'riwées partielles 
linéaires hyperboliques (Hermann, Paris, 1932), Appendice II, n. 222. 'La dimostrazione è 
data per l'equazione delle onde cilindriche; ovviamente si estende alla equazione (7). PICONE, 
Formule risolutive e condiaioni d i  compatibilita per alculzi problemi d i  propayaaione [K Me- 
morie della R. Acc. d'ltalia s, vol. V, (1934)l. 

Alrnoli di Materutnticn, &rie IV, 'Po1110 XT. 
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Coiitributo alla teoria degli operatori 1inexi.i. 

Meino~ia di SALVATOKE PINCHERLE t (a  Bolopnn) I*).  

S O M M A R I O .  - liztvoduziolze. - PARTE PRIMA - Cap. 1: Ln spazin delle slcccessioni e g l i  
operatold lineari. - Cap. I I  : Ln scarto dalla permutabilith. - Cap. I I I :  Un operatore 
elementare. - Cap.  I V :  Gli operntoll normali. - PARTE SECONI)~ - Cap. V: Lo spmio 
delle serie di potenze e la derivazintze flcn~innale. - Cap. V I :  Gli operatori norwali di 
vango zero. - Cap. VI1 : Gli nperatori nnrmalà d i  rango uno. - Cap.  VI11 : Gli opera. 
tori normali d i  rangn r .  

In troduzione. 

11 presente lavoro si propone, nella sua prima parte, 10 studio, condotto 
ne1 modo più possibilmente elementare, del comportamento degli operatori 
lineari in  uno spazio S ad infinite dimensioni i cui elementi sono vettori 
definiti mediante le loro oo&ponenti rispetto ad una base opportunamente 
scelta. Premesse alcune osservazioni d'indole generale, si esaminano le pro- 
prieth degli scarti degli operatori in S rispetto ad un operatore fisso (fonda- 

mentale), 10 scarto ni1110 eqiiivalendo alla permutabilith ; per 1' operazione di 
scarto si verificano singolari analogie coll'operazione di ordinaria derivazione 
ne1 campo delle funzioni di iina variabile. Viene poi ucelto, come operatore 
fondamentale, uno speciale operatore M che viene detto  leme en tare, equiva- 
lente in sostanza a quel10 (operatore 0 di CASORA~I) che ne1 calcolo delle diffe- 

renze finite fa passare da a,, ad a,,,,: 10 studio del10 scarto rispetto ad M 
dA luogo a notevoli osservaaioni e a ~e i t e ra te  analogie col calcolo delle derivate. 

Fissata una base nello spazio S, si studiano gli operatori normali rispetto 
a questa base, cioè quelli nella cui matrice sono nulli tutti gli elementi n 
sinistra. della diagonale principale. Qiiesti si classificano in operatori di rango 
finito ed infinito, e, fra i primi, si difitinguono qiielli di rango zero O dilata- 
zionz: si mostra poi come quelli di rango n siano decomponibili in un pro- 
dotto di  dilntazioni e di operatori di rango uno. ' 

1") ,4lcuni de i  risultati qui conteniiti trovansi riassiinti nella Nota postuma : 4. PIN. 
CHERLE, Sulla permzttabilità negli operatori Zineari, Bollettino de117Un. Mat. I t .  B, t. 15 (1936), 
pp. 1.53-161; Ta inoltre avvertito che - colla scomparsa del compianto Maestro - l'ultimo 
cnpitolo della piesente Dfeiuoria i. rininsto incompleto, cib che perb non nuoce all'organicitA 
del la-roro. AT. d. B. 
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Nella seconda parte, I o  spazio S viene specificato assegnandogli come 
base l a  successione delle potenze nulla ed intere positive di  una variabile x, 
ed assumendo come operatore elementare la  moltiplicazione per x. Lo scarto 
rispetto a questa, al quale è dato il nome di derivata fuwionale, già, studiato 
da me i n  antichi lavori, dà luogo ad interessanti raffronti fra 10 spazio S, 
i cui elementi sono le serie di potenze, e lo spazio costituito dall'insieme 
degli operatori lineari in S: alle costanti, alla variabile x e alle sue potenze, 
alla derivazione D, all' esponenziale ne1 primo, fanno rispettivamente riscontro 
ne1 secondo I'operatore elementare M ed i suoi permutabili, la derivazione 
ordinaria D e le sue potenze, l a  derivazione fnnzionale, l'operatore 0. Fra le 
dilatazioni del10 spazio S, offre particolare interesse 1' operatore PD, che viene 
indicato con X e al quale si ricondiicono le altre; si danno le relazioni fra 
le potenze di  X e i prodotti xmDm (m = 1, 2, 3, ...), nelle quali intervengono i 
noti coefficienti di fattoriali; estendendo poi in vario modo 10 spazio fiinzio- 
nale in cui tali operatori sono applicabili, si ottengono notevoli sviluppi, 
dapprima in via puramente formale, indi dando loro condizioni opportune per 
la validità effettiva,. Il calcolo delle dilatazioni s i  completa associando a cia- 
scuna di esse m a  funzione che ne viene detta la determinante e dalla cui 
struttura si conclnde a quella, dell'operatore. Nell'ultimo capitolo, viene fatta 
1' applicazione dei risultati prececlenti a1 caso degli operatori normali di  rango 
qualunque, i quali, negli spazi considerati, coincidono colle forme differenziali 
lineari del tipo di F u o ~ s ,  di ordine finito od infinito. 

P A R T E  P R I M A  

CAP. 1. - Lo spazio delle sucoessioni e gli operatori lineari. 

1. I n  cib che segue, verranno considerate successioni di infiniti numeri 
reali O cornplessi ; una tale siiccessione, a,, a,, ... , a,, ... , verrri, considerata come 
data quando sin data una legge che permetta, per ogni intero n positivo O 

nullo, di assegnare 1' elemento della successione corrispondente a qiiesto indice 
m Gli elementi a,, a,, cc,,... della successione verranno detti coefficienti O, 

meglio, coordinate della successione stessa; la successione che pub riguardarsi 
come un ente O vettore d i  nno spazio ad nna infinith numerabile di dimensioni, 
si designerà con una minuscola greca, seguita, quando occorra, dall'indica- 
zione delle coordinate od, anche, da qnesta sola indicaaione; cosi, si scriverà,: 
la  successione a, o la successione =(a,, a,, ...) O, semplicemente, la  snccessione 

( a 0 9  a4 9 4. 
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2. L'insieme O spazio delle successioni si indicherh S ;  ogni singola siic- 
cessione è un elemento O vettore di S. Yerrh detta base dello spaaio S il 
sistema delle siiccessioni 

E, B dunque il vettore di CU 

n i- lStma che è iigiiale ad 1. 
.i tiitte le coordinate sono niille, eccettiiata la 

3. Due siiccessioni a(a,, a,, a,, ...), P@,, b,, b,, . . . l  si diranno q p a l i  se, P 
soltanto se, é 

a o = b , ,  a , = b , ,  a , = b  ,,.... 
Da questa definizione risultano senz'altro verificate le solite proprieth 

logiche dell' uguaglianza : 

4. Date le successioni r(ao, a , ,  ...), P(b,, b ,,... ), la successione 

si dira sowmca delle siiccessioni a e /3, e si indicherh con r + 8. Da qiiestri 
definizione segiie immediatamente quella della successione a + (P +y), e sono 
senz'altro verificate le proprieth dell'addiaione : 

La definizione di somma si estende al caso di un numero finito di vettori, con 
conservazione delle leggi commutativa ed associativa. La siiccessione (0, 0, O, ...] 
è detta successione niilla O zero dello spazio S e si indica con 0 ; si ha : 

O+O:=O, cn+O=O+a=a .  

5. Avendosi k successioni f ra  loro iigiiali, siano a(a,, a,,...), la soinma di 
queste si indicherk con ka, e si ha per defininione: 

ka = (ka,, ka , ,  ka,, ...). 

Qiiesta relazione, cosi stabilita per k intero, positivo O nnllo, si assiimerb 
corne definizione di ka per ogni numero k reale O complesso ; pel pi.odotto 
del vettore a per lin niimero valgono iminediataniente le segiienti proprieth : 

O a = 0, (72 + k ) ~  = ha + ka, k(a + e) = ka + k?, h(kx) = hkrr = k ( 1 ~ ~ ) .  
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Da cib, e dalla definizione di somma, segue il significato dell'espressione 

~ o m b i n a ~ i o n e  lineare=dei vettori cc,? a,, ... , a,. 

6. Il concetto di  somma pub estendersi a l  caso di infiniti addendi. Si  
abbia la successione di vettori 

m 
colln scrittura L a, si deve intendere il vettore le cui coordinate sono 

v=O 

CO 00 CO 

2 E a", , ... , 2 a,,,,, ... . 
v O v=O v O 

Questa definizione, estensione di quella data al n.O precedente, richiede 
M . . 

naturalmento cbe le serie Z a,, (n = O, 1, 2, ...) siano convergenti, e, se si mole  
v=o 

conservare la legge commiitativa, che esse siano assolutaniente convergenti. 
Questa ipotesi verrh sottintesa quando si tratti, in ci6 che segue, di somme 
di infiniti vettori. 

00 

I n  base a questa definizione. seguc che la somma L a,€,, ossia 
v O 

non B altro che il vettore (a,,  a , ,  a,....). Risiilta da cio che ogni eleinento, a 

di S, cioP ogni successione a,, a , ,  a,, ... , pao venire espressa in forma di serie 

7. Lo spazio S t3 un insithme lineare, intendendosi con cib clie se rl e p 
sono elementi di S, é tale ha - + l c S ,  essendo h e k numeri qualnnque. Un 
insieme Si di elementi di S si dirà parte nliquota di S se è lineare ne1 senso 
ora detto. Se diinque z , ,  z , ,  ... , a,. sono elementi di S,, sono elementi di S, 
tutti i vettori della forma k , a ,  + k,ap + ... + k,.a,.. 

g II. 

8. Diremo operatore ne110 spazio S ogni procedimento che, applicato ad 
un elemento di S, produce uno O più elementi deterininati di S. T n  operatore 
pub essere applicabile a qualsiasi elemento di S, O soltanto ad alciini; appli- 
cato ad un elemento, pub prodiirre un unico clt~mento, II si dice itllo~a vwi- 
eoco ; plzwi~~oco ne1 cas0 contrario. 
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I n  cio che segue verranno oonsiderati operatori generalinente iinivoci 
(quando non sia esplicitamente indioato i l  contrario) e lineari, aventi cioù le 
proprieth : 

1) che se l'operatore, applicato aji vet,tori a e P produce rispettivaniente 
i vettori a, e p , ,  applicato ad cc. + /3 produce n, -t- /3, ; 

2) che se l'operatore, applicato ad n produce a,, applicato a ku pro- 
duce il vettore ka, qualunque sia i l  numtiro k. 

9. Gli operatori lineari ei rappresenteranno colle rnaiuscole latine; se 
l'operatore A applicato al vettore a produce il vettore a,, si scriverh 

A(a) = a,. 

Per l'opemtore A, le condi~ioni di linearità sono 

(3) A(a + p) = A(a) i- A@), A(kal = kA(a) ; 

da queste si deduce 

(4) A(Tc,a, + k p ,  + ...) = k,A(a,) -+ k,A(a,) -1- ... , 
re la~ione che si applicherà, formalmente anche ad un nurnero infinito di vet- 
tori. La  scrittura Y k,a,, dove a, - (a,,, a,, . ..., a,, , ...), riippresenta il vettore di  
coordinate '1, k,a,,, 5, k,a,, , ... , ri, -,a,,, . ... ; percli& mso abl~ia sigiiificato effet- 
tivo, A necessario nlie le singole serie ?;, k,a,,, (12 = O, 1, 2,  ...) siilno convergenti, 
e convergenti assolutaiiiente se si riiole conswvarrh 1ii proprirth cominutativa. 

10. Si verifica subito clie se A, B sono due operatori lineari, 10 stesso A 
del prodotto AB (applicazione di A al risultato di B(x)).  Gli operatori lineari 
in S formano dunque un gruppo, che si indicherh con G. 

A1 gruppo G appartengoiio in particolare : 
a) L'operatore zero, che applicato a qualsiasi eleinento di S, produce 

l'elemento zero. Esso si indicherà con O ;  e dnnque, per ogni a, O(a) = 0. 
bj L'operatore identico, che applicato a qiialsiasi elemento di  S, ripro- 

duce 1' elemento stesso ; esso si ilidicherà con 1 ; e, per ogni z, l (a)  = a. 
c j  L'omotetia di parametro k, operatore A che per ogni a, dà kz. 
dj La dilataaione, di  coefficienti k,, k,, ..., k ,,..., che applicata ai vet- 

tori base di  S (n.O %), dA A(E,) = k,,q,, A(€,) = k i ~ ,  , ... , A(E,) - k ,~ , ,  ... . 

I l .  Puo accadere che un operatore lineare A sia tale da : d u e  il mede- 
simo risultato quando 10 si applichi a due vettori distinti : A ( a )  =A(!] ; ne 
risiilta A(& - p) - O. L' operatore A ammette quindi'la radice (non nulla) a - S. 
Un tale operatore viene detto degenere di prim spmie. 
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Pub accadere che un operatore lineare A sia tale da fare corrispondere 
d l o  spaaio S non questo intero spazio, ma una sua parte 8,. Questa ne sarà 
una parte aliquota (n.O 6), costituirà cioè un sottospaaio lineare diEs. L7 ope- 
ratore si dirà allora degenere d i  seconda specie ('). Un operatorejche ammetta 
entrambe le specie d i  degenerescenza si dirà degenere; si dirà non degenere 
se non ammette ne l 'una n6 l'altra. 

12. Un operatore lineare A si applichi agli elementi base di S. Esso pro- 
durrà determinati vettori 

L70peratore A essendo supposto non degenere, le 7, sono tutte diverse fra 
loro e tutte diverse da zero. 

Essendo cn = (k,, I c , ,  ... , k,,, ...) un vettore di S, esso puo scriversi (n.O 5)  

cr = 2 k,~, ; 

applicando a questo l'operatore A si ottiene 

e quindi A(uj arnmette corne coordinate le  serie L, kvav,, 2, k,a,,, ... , Evkv~, ,  , ... , 
per le quali si  ricordi I'osservazione alla fine del n.O 9. 

Segue da cib che A P definito in tiitto S ilallo specchio di numeri 

aoo aai a,, z . . .  son... j ai l  a i .  1.) . ai_ ... 
azo a,, u2 z... u2=.  .. 
" . . . .  ' . . . . . >  

questo specchio, clie si cornyendia nella scrittiira jluvnI, si dice matrice del- 
l'operatore A. Dare la matrice equivnle a dare l'operatore, e percib s i  puo 
acrivere senza inconveniente A =llav,, 1 .  Per 1' operatore niillo, tutti gli a,,, sono 
niilli ; per l'operatore identico, è 

1 per w = v 
n + v .  

(i) Negli spasi lineari ad un numero finito di dimensioni, una specie di degenerescenza 
porta:con sè necessariamente l'altia. Invece, negli spaai ad un numero infinito di dimen- 
sinni. le due fipecie possono presentarsi separatamente, corne ho notato per primo (u Rendio. 
(1~1 R. Istitiito Lomhardo ». S. II, T. 30, 1897) e ronir i x  stato poi ritrovato da var1 Aiitori: 
cfi.. P I I ~ C ,  SII ci», i l  il." 34 clel prcsriite la~~ora. 
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13. Si possono stabilire, per gli operatori del gruppo G, i concetti: 
a) di uguaglianza. Due operatori A, B si diraniio uguali quando, es- 

sendo IlaNvll, libn,ll le rispettive matrici, è a,, = h,, per tutti i valori di n e d i  v. 
Si scrive allora A = B, o I l  a,, 1 = I l  bMv 1 1 .  Sono evidentemente verificate le leggi 
logiche della uguaglia,nza : A = A ; se A -= B, è B = A ; se A = B e B = C, 
è A=C. 

b) di sotnma. Dati gli operatori A=IIaNqII, B= lbn,l , sia A(a) -- a , ,  
B(a)  z a ,  : 1' operatore C, tale che sia C(a) = a ,  +a,, verrà detto somma degli 
operatori A e B, ed indicato con A +B; essendo poi C(E,) = ri (avn 1- bvn)€?, , ne 

n 

segue che la  matrice di A + B è a,, + b,,!. Sono evidentemente verificate le 
proprietà commutativa ed associativa dell' addiaione, nonchè la A + O = A .  

c) d i  moltiplicuzione per un  numero k. Per  Tc intero, nul10 O positivo, 
risulta dalla definisione di somma che la matrice di kA è data da \ka,, . 
Questa uguaglianza 

k 1 an.i 1 1  = 1 han, I I  
verrà assunta corne definizione di kA per ogni altro numero Tc. I n  particolare, 
il prodotto di A per k = O dà 1' operatore 0. 

d )  d i  combinazione lineare. Dalle posizioni precedenti viene dato il 
significato dell' espressione k ,  A, -1- k,A, + ... + k,.A,., la cui matrice é 

I l  k,u!! + k,a$ + ... + k ,  a, 1 1  se Ai = I l  a!? 1 1 .  Se guesta si riduce a zero, le 
A, ,  A,,  ... , A,. sono linearinente dipendenti, legate cioè dalla relazione 

14. Avendosi i due operatori A = 1 an, 1 1 ,  B = / b,, , si applichi 1' operatore A 
a B(E,,); si avrk 

AB(€,,) = bpoA(&,) + bpi(&) + bp2A(E,) S.. , 
ossia 

La  matrice del prodotto operatorio AB B dunque 

Analogamente, la matrice del prodotto BA & data da I l  q,, 1 1  = l j  L b,,,a,,, 1 1 .  
n 

Non B in generale AB =BA ; il prodotto degli elementi del gruppo G non 
é quindi in generale permutabile, le condisioni perohè sia tale essendo 

(6) Z b,,apn = X anvbp,,. 
n n 

Sotto la presupposta assoluta convergenza delle coordiniite di A(BC), vale 
per gli elementi del gruppo G la proprieth associativa. 

Annali d i  Matematieu, Serie I V ,  'L'oliio XT. 32 
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CAP. II. - Lo scarto dalla permutabilità. 

15. Ne1 gruppo G degli operatori lineari del10 spaaio S, sia fissato un 
operatore univoco e non degenere, F. Siano A e B due operatori permuta- 
bili con F; da 

AF = FA, BP = PB, 

si decluce, ammettendosi la proprietà nssociativa, 

evsendo dunqiie A e B permutabili con F, 10 6 anche i l  loro prodotto; gli 
operatori permutabili con F formano dunque un gruppo, sotto-gruppo di G. 
Questo gruppo verra indicato con gF, O semplicemente con 3 quando non 
sia necessario di ricordare l'operatore principale F ;  ad esso appartiene l'ope- 
razione identica e di ogni suo elemento P l'inversa P-' (supposto esistente) (i). 

16. Fissato 1' operatore F ed essendo A un operatore qualunqge, 1' operatore 

AP - FA 

si dira scccrto dalla pe~mutabilità di A rispetto ad P; esso si indicherà con AlF e, 
qiiando non vi possa essere ambiguità, semplicemente con A'. Se A é perinu- 
tabile con F, si ha  A' = O. S i  ha poi A'p = - fi. 

17. L'operazione di scarto B distributiva rispetto alla somma: si ha ciob 

(1) (A -+ B)' = A' + B' ; in particolare ( A  + P)' = A'. 
Si ha  pure 

(CA)' = CA'. 

Essa agisce! su un prodotto di operatori secondo una forniii del tulto analoga 
alla regola di  derivazione di un prodotto; infatti : 

(2 )  (AB)' = ABF - FAB = ABP - AFB + AFB - T'AB = 

= A(BF- FB) + (AF-FA)B = AB' + A'B. 

I n  particolare, per essere P' = 0, sarà (AP)' = A'P. Gli operatori P si com- 
portiino dunque, rispetto all'operazione di  scarto, conie le costanti rispetto 
alla derivazione ordinaria. 

( i )  Gli operatori permutabili con F si indicheranno colla letteia P, affett;~ o no da indici 
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Per  un prodotto di pik fattori, si ha 

I n  particolare, se i fattlori sono uguali: 

(4) (Am)' = Am-'A' + Am-ZA'A + ... + AA'Am-\ A'Am-' ; 

se inoltre accade che A ed A' siano fra loro permutabili, viene 

dove é ancora manifesta l'analogia col calcolo delle derivate ('). 

18. Ottenuto 10 scarto di A rispetto ad F, si pub cercare Io scarto dello 
scarto O scarto secondo; esso si indicher& con A". Si ha dunque : 

A" = (AP - FA)F - F(AF - PA) = AF" 2FAF + F Y .  

Analogainente si definisce 10 scarto ter50 A"', che 8 dato da 

A'" = AF3 - 3FAF2 -t- 3F2AF - F3A,  

ed in generale 10 scarto tlz""O, per il quale si ottiene senza difficolth, per 
induzione, la formula 

(61 A(m) = AFm - m3'AFm-' + ~ ; ) F ~ A P ~ - ~  - ... +- (- l ) n T m A .  

Lo soarto secondo del prodotto AB é dato, per la (2)' da 

(AB)" = ((AB)')' = (AB' + A'B)' =- A B  + 2 A'B' + A"B 

e si trova senza difficolta, per induzione, che lo scarto del prodotto (\ 

dato dalla formula: 

(7) (AB)'"' = AB("" + q)$ArB(m-') -t (I;L) Af'B(m-a + ,,. + g n ~ ( n z - 1 ) ~  + A<VIIB. 

I n  particolare, si ha 
(AP)(m) = A(m)P. 

19. Il comportainento di un operatore riguardo alla pernmt:ihilit& riepetto 
ad F pub dare luogo ad uno dei segwnti casi: 

a) Laoperatore A pub essere permutabile rispctto ad F; il  silo scarto A' 
+ Io zero. 

(1) Il'analogia fra il calcolo dello scarto di  operatori linpari e quel10 ordinario delle 
derivate è stata da me segnalata in iina Nota piibb1ic:itn nei Rentliconti tlclla R. Scrntlciiiia 
rli Bolognii * ne1 1903; proponeyo allora per 10 scarto il nome cli (1erirat:i ol)erntira. 
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b) L'operatore A non è permutabile rispetto ad 3'; il suo scarto non 
é dunque nullo, ma è nullo i l  suo sciirto mSin'O (non 1 ' ~ -  lsimO) e 10 sono 
quindi tutti i successivi. L70peratore si  dirà, allora permutabile dell'ordine m. 
Gli operatori P, permutabili in senso proprio, si diranno pertnnto permuta- 
bili di  prim' ordine. 

c) Pub infine accadere che tutti gli scarti successivi, per grande che 
ne sia l'ordine, siano differenti dallo zero ; si vedrb al n.O 24 come esistano 
effettivamente tali operatori. 

Se  A e B sono permutabili rispettivamente degli ordini p e y, il loro 
prodotto è permutabile dell' ordine p + q - 1. Si ponga p t- y - 1 = m. Si 
ha, per la  (7) ,  

ora, per essere B permiitabile dell' ordine y = sn - p  -+ 1, B nullo il termine 

j p  y 1) A"-oB(m-P+i) con tutti i precedenti ; per essere A dell' ordine p, i. 

nullo il termine A(P)B(m-P) con tutti i seguenti, onde è (AB)(m) =O. Gli 

operatori del caso b) formano diinque un gruppo di cui 3 é sottogruppo. 

20. Due operatori aventi rispetto ad F il medesimo scarto hanno per 
differenzn un operatore a scarto nullo, cioé un operatore P. 

Due operatori aventi rispetto ad F il medesimo scarto mSinn', hanno per 
differenzn un operatore permutabile dell'ordine ln. 

21. Dopo gli operatori del gruppo 3, i piii semplici, in ordine a1 loro 
scarto rispetto ad F, sono i periniitnbili del secondo ordine, definiti da  

A" = AP' - 2FAF -+ P A  = 0, 

equivalente ad A'= P. 
Dati due operatori A ed A, permutabili del secondo ordine, i loro scarti A' 

ed A,' sono del primo : A'= P e A,'= P, ; moltiplicando a destra la  prima di 
queste per P-'P, e posto P-'P, = P,,  si ha 

A,' = A'P, = (AP,)', 
e quindi (n.0 20) 

(8) A, = AP, + P,.  

Inversamente, se A è un permutabile di secondo ordine, lo è ogni ope- 
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ratore della forma (81, poiché ne risulta A,'=(AP,)'=A'P,, indi A,"= A"P,, 
onde, dall'essere A" = O, ne segue A,'' = 0. 

22. Un operatore S tale che sia 

(91 SF=-FS 
verrà detto semi-pernzutabile rispetto ad P. Esso non pub essere ne1 tempo 
stesso permutabile, a meno di coincidere coll'operatore nallo, poichè se fosse 
anche SF= PS, ne risulterebbe $8 = O, e quindi, poiehè F P supposto non 
degenere, cib non pub essere se non è S= O. Invece ogni S P permutabile 
con F" ,'poichè, moltiplicando la (9) successivamente a sinistra e a destra 
per F, viene 

FSF = - F2S = - SF', onde FZS = SFe. 

Essendo S semi-permutabile, si vede subito che 10 è anche il sno scarto S. 
Ogni operatore A permutabile con Pl, ma non con Ii: ha il silo scarto semi- 
permutabile, poiché da A P L  =FV si deduce 

AF' - F A F  + F A F  - FV = ( A F  - F A ) F  .+ F(AF -FA) = 0, 
onde 

A ' P  = - PA'. 

23. 11 prodotto PS, dove P B permutabile ed S semi-permutabile, dR 

FPS = PFS = - PSF, 

esso è dunque semi-permutabile. Il prodotto di due semi-permutabili S ed S, dA 

FSS, = - SFS, = SS, F, 

ed è quindi permutabile. L'insieme dei permutabili e dei semi-permutabili 
costitnisce dunque un gruppo misto (ne1 senso di LIE) e i permutabili ne 
costitniscono un sotto-grnppo. 

24. È facile ora accertare l'wistenza della c l a s ~ e  c) men~ionata a! n.O 19, 
cioè di quelli operatori i cui scarti, di  ordine comunque grande, non risul- 
tano mai nulli. 

Essendo infatti S un operatore (non nullo) semi-permutabile, dalla (9) si 
deduce 

S =SB'-FS= - 2FS;  
da questn (n.0 17) 

Su = - 2PS' = MT, Su' = - 8F3S, ... , S'm' = (- 2)mB'mS. ... 

el poichè la P è supposta non degenere, la S'"" non pub essere niilla per 
alcun valore di w i .  
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25. Fra gli operatori permutabili del secondo ordine con Ir se ne consi- 
deri uno, che verra detto TT, il quale soddisfi alla relazione 

esso è definito all'infuori di un permutabile P additivo. Per quanto si O 
visto al n.O 21, ogni altro permutabile del secondo ordine potrh scriversi sotto 
la forma 

(8) A = UP+ P , .  

Poiché 6 7J'= 1, la formula (5)' applicata ad U, darA 

dove si vede che l'operazione di scarto agisce su di U come la deriva~ione 
ordinaria agisce sulla variabile, mentre si conferma che, come si 8 osservato 
al n.O 17, i permutabili P si comportano come le costanti ne1 calcolo ordi- 
nnrio. Ne segue che Io scarto di  un operatore della forma 

26. Corne si è visto, la  forma generale dei permutabili del srcondo ordine 
è dnta dalla (8); si pu0 ors mostrnre che 

(1 a) P,-t- P ,U+  ... t Pm-,um-' 

é la forma generale dei permutabili di ordine m. Si riconosce subito che una 
espressione di questa forma é permutabile dell'ordine m; inversamente, ogni 
permutabile di ordine ammette la forma medesima. Cib B gih dimostrato 
per il caso di rn = 2 ;  si snpponga dimostrato per sn, e si riconoscerh facil- 
mente che vale per IU + 1. S e  infatti A é M e  che sia A'"+"= O, ne seguirà 
(A')" = O  e quindi sari ,  per il supposto, 

Si  costruisca ora 17 operatore 

formando Br. secondo l n  regola data a l  n.O precedente, verri B'=Af,-onde la 
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diffcrenza A -  B sarii un operatore P. È diinqiie A'= B + P, e quiridi A B 
della forma (12) : 

c. d. d.. 

27. Si ammetta, per 1' operatore U, 1' esistenza di  un numero g (autovalore) 
e, in corrispondenza, di un elemento wo non nul10 di S (ccutoe1et)wnto o elemento 
invariante) tale che sia 

(13) U(wu) = Gfwo. 

Riprendendo la  relazione (IO), si ha 

I UF - PUl(0,) = W,,? 

e quindi, posto F ( w , , )  = w,, verrà 

Analogamente, posto P(o, )  = w,, si avrà 

U(Op) = gw2 + 2wi, 

e cosi via. Si viene pertanto a costruire una siiccessione di elernenti 

0 0 ,  W , ,  W,. ... 
di cui il primo soddisfa alla (13), mentre gli altri sono definiti da 

F(wo)=w,, ,Fl(w,)=w ?,..., F(wn- i )=O ,,... 
e vale per essi la  relazione ricorrente 

fl4 w4 =Pb + nu,-, , 
che si è avuta per n = 1, 2, e rhe, supposta vero per n, si  verifica subito 
per n -+ 1. 

28. Gli elementi w,, w,, w,, ... costituiscono la base di ilno spazio lineare Q 
contenuto in S. Essi sono linearinente indipendenti, poichè, se si amniettesse 
una relazione lineare 

( 1 -5) Co@,, + CiW,  + ... + cpwp = O 

fra w,, w , ,  ... w,, ma non fra i precedenti w,,, w , ,  ... w ,-,, ne verrebbe, appli- 
cando la U e tenendo conto delle (141, (15), 

CIO, ,  + 2 c p 1  + 3 c p 2  + ... -+PCpWp-, - 0, 

contro 1' ipotesi. 
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29. Le (14) rnostrano che 10 spazio Q é trasforrnato in sè da U, e la ma- 
trice della trasformazione 6 data da 

g O O O O . . . '  
1 g O O o... 
O 2 g O o... . 
O O 3 fy o... 
. . . . . . . . . . - 

Indicando con E 1' operatore U- g, si ha E ( w , )  = rtw,,-, , e qiiindi 

E ( c , o o  + c , w ,  + ... + c I z o ,  + ...) = c ,wo + 2 c p i  + ... f nc, ,o , - i  + ... 
ed 

- 0 W l l + l  
E - ' ( c p ,  + c , o ,  + ... + c,,w,, t...) = cw, + c,w, + c 3 + ... + c ,  - 2 r t + l  + ... 

dove è arbitraria. L7analogia colle regole di  derivazione e di integradone 
delle serie di potenze 8. manifesta. 

30. Non B priva d'interesse l'eepressione del10 scarto di un operatore A 
rispetto alle potenze dell' operatore principale F. Essendo 

A" = A'F - PA' = A P -  2FAP + F L A  

si ha, sominando con 2FA' = 2 FAF - 2 3 9 ,  

AF2 - PQ = 2FA' + A". 
Andogainente, si trova 

APY - PYA = 3PZA' + 3PA" +Au'. 

hmniettendo che la regola che appare da questi primi casi sia s t a t ~  veri- 
ficata fino alla potenza mSima di 3', che si abbia ci06 

si vede che la  regola stessa vale per la potenza ~ n * ~ " ' ~ .  Infatti, formando 10 
scarto nei due membri della precedente secondo il n.O 17, viene 

inoltiplicando ora la  (16) a sinistra per F, è 
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sostituendo in (171 e riducendo, si ha infine 

la formula vale diinque pet  ogni potenza intera positiva di F. 

31. II secondo ineinbro della (18) pub scriversi siinbolicamente 

dove s'intenda che va fatto lo sviluppo colla regola del binomio, attribiiendo 
ad F gli esponenti e sostituendo per A gli esponenti cogli indici corrispon- 
denti di scarti successivi : con cib, il. primo termine sarebbe Fn'A(0), ed 8 

ovvio che A'O) coincide con A. 

32. Dando nella (18) all'esponente ttz successivamente i valori O, 1, 2,  ... . 
si hanno le uguaglianze 

A - A, AF = FA + A', AF2 = F2A i- dFA1 i- A", ... , 
APm = FmA + mFna-'A' + ... + Acni). 

Iioltiplicando rispettivamente per i termini CL,, CL,, a,, ... di una successione 
arbitraria e sommando, si ottiene, denotando con P l'operatore perinutabile 
con P 

P= a,+ a,F+a2Fe+ ..., 
10 sviluppo 

1 
Qui si vede che il coefficiente di - A c n )  è ottenuto applicando a P la 

n ! 
regola di derirazione ordinaria, trattando F corne se fosse una variabile indi- 

pendente. Questa analogia si pub rendere più manifesta indicando con 
dnP 
dF" 

l'espressione chiusa nella parentesi quadra; in ta1 modo la formula (19) viene 
scritta sotto la forma 

che richiama ne1 modo più palese il classico sviluppo di  TAYLOR. 

33. Corne si è gi& avvertito, si astrae per ora dalle consideradoni di 
convergenza, che richiederebbero anzitutto una specificazione dello spazio S ;  
Io sriluppo precedente, se ad infiniti terinini, non ha dunque fino ad ora che 

d~rnali di Matematka, Serie IV, Toiuo XV. 38 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



un significato formale. Il significato é perb effettivo se A é permutabile d'or- 
dine finit0 con F, poichè in tale caso le Ac"] sono nulle da un indice n in avanti. 
ed anche se il permutabile P si riduce ad un polinomio in P, ne1 quale caso 

dnP 
le -- 

d F n  
sono nulle da un indice n in avanti. . 

CAP. III. - U n  operatore elemenfare. 

34. Nello spazio S, la cui base 4 costituita (n.0 2) dagli elementi E,, E , ,  E ? ,  ..., 
verrà considerato l'operatore, che si dirà elmentare, definito da 

(1) M(E,,) = E , ,  M(E,) = E ~ ,  ..., M(E,,) = E ~ ~ + ~  ..... 
Corne si vede, esso coincide coll'operntore fondainentale, 0 = 1 -+ 1, del cal- 
col0 delle differenze finite. La  potema rn"~ma di M & definita da 

La  matrice di M è data da 

' O  1 O O o... 
O O 1 0 -o... 
O O O 1 o... 
. . . . . . . . . . .  

Lii N non è deyenere di priiiia specie ( n . O  111, perche, essendo a = cos, +ci&, + ... 
un eleinento di 8, la M(a)=O non pub verificarsi se non è c, = c, = c, = ... = 0. 
È invece degenere di seconda specie, poichè fa corrisponde~e al10 spazio S la 

.... parte aliqiiota di S avente per base E,, E,, E,, 

35. Sia dato in S iiii operatore A, definito da 

... .... A ( E , , ) = ~ ~ ~ E ~  + +a,,,&, + 
Il suo scnrto A1=AM-MA rispetto ad M darà 

per modo che la matrice di A' é data da 

1 3) - 11 a',,,.,, I l  = llam+,.ql ~ w . M - ,  1 1  . 
S'intenrle che le a,., col secondo indice negativo vanno sostitiiite collo zero. 
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36. La forma, della matrice di A' permette di ottenere subito gli operatori 
permutabili con M, che indicheremo ancora colla lettera P, affetta O no da 
indici. Per  questi 6 A' = O e, per consegnenaa, le a,., dovranno sodclisfare 
per ogni coppia di indici alla, condi~ione 

(4) am+i.n - am.,,-# = 0. 

Dalla (4) si vede che a,,, a,,, .... a ,,,... possono essere assiinti arbitra- 
ria,inente, mentre B 

a,.,=O per m > n ,  an,=ao0, am.n=ao,n-, per m < n ,  

donde risulta per la  matrice di A' la forma 

Orn questa P decomponibile nella somma 

a , a , a  .... 
O a, a,  a, ... 
O O a cc,... 
. . . . . . . . . . .  

. 

i cui singoli termini rappresentano manifestamente gli operatori 

Si  é cos1 dimostrato che u ogni operatore P permutabile con II[ é formal- 
mente rappresentabile nella forma 

O O a? O O ... 
O O O a ,  O ... 

O O O o z . . .  
. . . . . . . . . . . .  

37. Il risultato ottenuto al n.O 35 permette anche di risolvere la  segiiente 
qiiestione : « dato un operatore 

B= I\brn.n[l, 

a, O O O ... 
O a.,, O O ... 
O O a,, O ... 
. . . . . . . . .  

trova.re un secondo operatore A di ciii B sia 10 scarto rispetto ad M B. 
L'operatore A A determinato all'infuori di un P arbitrario. Questo si pub 

scegliere in modo che A(E,) risulti nnllo, e quiiidi iiidi~aiido con II uwL., / I  la 
matrice di A, si pub fare 

a,,=a,,=a,?= ... =O. 

O a, O O ... 
... O O a, O 
... O O O a ,  

. . . . . . . . . .  
+ 

Fer la seconda linea, si  ha, in foraa della (31, 

+ O  
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e, per essere a ,.,-, =O, viene a ,.,, = b  ,.,, . Per  la terza riga, si avrk da (3) 

38. Al n.0 25 si  è considerato un operatore 11 il cui scarto con lin ope- 
ratore fisso F era l'iinitk; U veniva determinato all'infiiori di un operatore 
additivo permutabile con F. bssiimendo M come operatore fisso, l'operatorr 7' 
& definito cla 

(8) 17 = unl - J I U  = 1 ; 

apn = b1.n + al.,,-, = b j . n  + ba.w-, 

ed in yenerale, formata l a  matrice A fino alla $a - i s ima riga, la t ~ t ~ ' ~ ~  riga 
sarA data dagli elementi di iigual posto nella v r c -  isfn'a riga della matrice B, 
ii~imentati dagli elementi arretrati di un posto della m-ls ima riga (gi8 costruital 
della matrice A stessa. Si ottiene cosi Io specchio 

se a,,,, é l'elemento generico della inatrice di U, l'elemento a',., della TT' sarA. 
in virtù della (3), dato cla a',,., = a,,,, ,.,, - a n  ,.,,-,, e per essere [ J I =  1,  verrii 

('il A =  

a',., = O per 112 $= n ,  = 1. 

O O O O . . . . . . . . . . . .  
. . . .  b", b,, 602 b ,  , . . . . . . .  

. . . . . . .  h o  bo"+bOO b , ,+b , ,  b i 3 + b 0 2 .  
. . . . .  0 2 ,  z + b , l + b , , o  b , ,+b , ,+b , ,  

6," b,,+b20 b , , i - b , , - i - b , ,  b , , + b , , t b , , - + b ~ ~ ~ ~ .  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Essendo cosi conosciuto Io scarto di U, ln  deterininasione di U si ricon- 
duce a1 problema del n.0 37, clove ora si ha b,., = a',., . Giovandosi della 
matrice (7), in cui il P additivo arbitrario resta determinato facendo nulli 
tutti gli elementi della prima linea della matrice, si ottiene 

e, conservando la  lettera 7J per questo operatore, che si dirA associato di M, 
la solnzioiie crenerale della (8) sarà data da U-I- P, essci~do P a ~ b i t r a ~ i o .  

P 

, U== 

equivalente a 
19) U(E,,) = na,,-, : 

0 O O O o... 
1 O O O o... 
O a O O o... 
O O 3 O o... 
. . . . . . . . . . .  
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39. L'operatoro U, ammtltttmh la radice E,, é degenere di prima sprrie 
(n." il), mentre M 10 13 di seconda. Le pottmze di U soddisfano alle relnaioni 

U m  ammette le radici E ~ ,  E , ,  ... , E ,,-, . Essmdo sempre w a  un niimero intero 
positivo, la potenza di U di esponente - ~n dA, applicata ad E , , ,  

(10) Pm(€,) = -- 
' 1 

(n+ l ) (n+2 )  ...( n t m )  E,,,, + q , E ,  + ( I ~ E ,  + ... -+ am-,E,,-,, 

dove a,, a,, ..., a,-, sono oostanti arbitrarie. 

40. Al n.O 27, prendendo in esame 1' operatore U associato ad un operatore 
generico E', si sono tratte alcune consegnenze ammettendo per I: l'esistmza 
di un elemento invariante (autoelemento). Per  l'operatore U consiclerato ne1 
presente paragrafo, cioé associato ad Al, un simile elemento invariante pub 
essere costruito ne1 seguente modo. Se un elemento 

di S deve essere invariante per U, deve essere 

(1 1) = k%, 
ossia 

si deve quindi avere 

a i = k a , ,  2a.2=ka ,,... na, = ... , 
da cui 

k 11 
a,, = a, -. 

n !  

L'elemento ( f i k  esiste dunqiie formalmente per ogni valore di k, i l  che 6 

quanto dire che U ammette come spettro l'insieme di tutti i nuineri re a 1  1' 0 

complessi; esisterà effettivamente sotto opportune condiaioni di convergenza, 
che si specificheranno n d l e  varie determinaaioni del10 spazio S. La sila 
espressione è 

41. Essendo a = Z a,€,, un elemento dato in S, ed q un elemento da  deter- 
minarsi, 1' eqiiazione 

(13) C(v) - k ~ j  = r. 
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(della forma dell' eqiiazione di FREDHOLM di seconda specie) si piib risolwre 
facilmente ; posto infatti 

Yj = Coq,  + C I E ,  + ... + cria,, + ..., 
si dediice dalla (13) 

c,  - hp = a,, 2c2 - TCC, = a,, ... , nc, - kc ,,-, = a ,,-, , ... . 
I n  questo sistema, la c, é arbitraria; si ricava poi 

Da queste. viene presunta per c,, l'espressione 

che si dimostra senza difficoltà col solito metodo dell'indiizione completa. La 
soliiaione clcllit (13) é diinque formalmente data da 

che (n.0 40) si  piio scrivere 

dove lit prima parte B la soliizione ok trovata per l'eqiiazione 

(11) U(Y) = KY ; 
onde si concliide che la soluaione generale della (13) B data dalla 'ionma- 

1 
toria X - (a,,k"-i + ... i- (n -  1) ! a ,,-, )&,,, aumentata, per 1' arbitrarieth di c,, di 

a !  
una soliizione arbitraria della (11). 

42. Trovata la soliizione della (1 1) nella forma (14, si iioti che ne viene 

ors questa non P alti*o che la derivata ordinaria di ok rispetto a k ;  si potià 
dunaue scrivere 

È da notare che mentre la III, operando su w,, coincide colla derivaeione 
rispetto a k, la N diviene la derivaeione rispetto ad x se si riguardano le a,  

corne le potenze successive di una variabile x. 
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5 III. 

43. Detta w la soluzione (admendo da un moltiplicatore niimerico arbi- 
dw 

trario) dell' equazione ( i l ) ,  si B visto che è M(w) = - che si indicherà con w'. 
dk ' 

Per  la definizione della U, ci06 per la  (8), sarà 

UM(w) - MU(w) = w 
onde 

U(wf )  - kw' = w. 

d' o 
Analogaiilente, posto M2(w') = -- = o", si avrA 

dk2 

U(w") - kw" = 2wf, 

d"w 
ed in generale, essendo w'"' = Mn(w) = -- dk" ' 

e, se é r > n, la w'"' sar& radice di (U-k)". 

44. Sia 
f(z) =a, +a ,z  + n,z2 +... +a,zn 

un polinoinio in z. Sostituendo alla variabile s il sinibolo operatorio U, si 
ottiene un operatore che verrà indicato con f(U). Ogni invariante di U lo 6 

di f (U), poiche dalla (il) segue Uyw,) = Po,, ... , Un(w,) = k"w, , onde 

(181 f ( U)(w,) = f (4% ; 
f (k) 6 1' aiitovalore di f(U) corrispondente ad w,. 

45. Da qiianto precede risulta che se é data iinii eqiiazione nell' eleinento 
incognito y, 

(19) f ( W c ~ )  = O, 

saranno sue soluzioni gli eleinenti invarianti di U corrispondeiiti alle 1.a- 

dici dell' equazione algebrica f ( z )  = O, caratteristica dell' equazione (19). Si 
supponga dapprima che qiiesta ammetta sole radici seniplici, k, , k,, ... , k,, . 
Ad ogniina di queste corrisponderA un eleiiiento w,?, che sari'i soluzione di 
U(w,,) - kp,, = O, e quindi raclice dell' opera tore f (  U). Si  hanno cosi n rlc- 
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menti w,,, oh,, ... , w,, di  S che S&O soluzioni della (19)) insieme a tutte le loro 
combinanioni lineari a coefficienti costanti. Le  soluzioni w,,, o,,, ..., w,,, sono 
linearinentr indipendenti; se irifatti fosse 

C 4 W k i  $- Comk2 -k + Cn(Uk,., = 0, 

applicando a questa relazione successivamente le [T, VU?, ... , Un-' verrebbe 

c,k,"wk, +c2kl3'wk2 + . , . + c ~ ~ ~ , ~ ~ ~ u ~ ~ = O  ( r = O ,  1, 2 ,..., n -  II: 

sarebbe qnindi zero il determinante di VANDERMONDE relativo alle k t ,  k,, ... , k,, , 
eontro l'ipotesi che esse siano tiitte distinte. 

Considerando 0i.a il caso in cui le radici di f ( k )  non siano tiitte distinte, 
sia kt raclice inultipla dell'ordine r di miiltiplicith. In  tale caso, l'espres- 
sione f ( U )  contiene il fattorr U-k, alla potenza rSima e non a potenza supe- 

do, . - d ' -  1 

riore ; segue allora da1 n.O 43 che le of,, = 2 ,..., (of, ')=- O k i  sono rfi- 
dk, dk,"-' 

dici di ( U  - k,)". Pertanto, alla radice k, , rzWpla dell' equaaione caratteristica 

f ( k )  = O, corrispondono le r. radici w,,, w',,, w",,, ... CO[-') del17 operatore f ( U ) .  
Fra qneste no11 pub esservi una relaaione 1ineai.e 

poichè, applicando a questa la 11- k successivainente, spai~iscono via via 
dalla relazione la w,,, la w',,, ecc., d o n d ~  risulta che devono essere zero 
tutte le c,, c l ,  ..., c,.- 1 -  

Si  piib cosi formare 10 speccliio delle radici di f ( U ) ;  essendo ne1 caso 
generale k ,  , k2, ... , Ic, le radici dell' equazione caratteristica, degli ordini rispet- 
tivi di niultiplicità r i ,  r , ,  ..., r , ,  saranno radici di f(LT) le 

t! le loi80 combinazioni lineari, potendosi facilmente dimo&rare, cou metodi 
usiiali, Ia loro indipendenza linedre e il fatto che opni radice di  f (U)  deve 
essere una combinaaione lineare delle (20). 

3 IV. 

46. La considerazione in S degli operatori R permutabili con U, dA liiogo 
ad una osservazione che non B priva d'interesse. Dall'essere 

(21 1 UR= RU, 

e ponendo R(E,) = an, s i  avrà, tenuto conto della (9)) 

UR(€,) = U(a,) = RU(€,) = nR(a ,,-,) = nan-, . 
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La R trasforma dunque la base E,, E,, ..., E,, ... di S in un sistema di ele. 
menti a,, legati dalla relasione 
(22) U(a,) = na,-, 

del tutto analoga alla (9). Questa relasione viene a generalizzare quella ben 
nota che lega gli elementi di un sistema di  polinomi di APPELL, ai  quali 
gli a, si riconducono ne1 caso particolare accennato alla fine del n.O 43. 

47. Dalla formula ricorrente ( 2 2 )  si dediice facilineiite la forma degli ele- 
menti ccn s R(E,). Ponendo infatti 

a,=CnoEo + C,,E, +C,,Ep + ..., 
da UR(€,) = RU(E,) =O,  onde H(E,) =  CE^, s i  dedurrh che le c,,, sono tutte 
nulle ad eccezione di c,,, cht? indicheremo con c,. Venendo ad sr,,  s i  avrh 

onde risulta che c,, é arbitrario e verrà indicato con c,, mentre é ci, = c, e 
le cl,, c ,,,... sono nulle, talohé si ha  

da cui G,, é arbitrario e si indicherà con c, , c,, = 2c, , G,, = G,, c,, = c,, = ... = 0, 
onde 

Si presume cosi per a, la  forma 

ed invero si ha  

U(sr,) = nc,E,-, + n(w- I.)c,E,-, + ... + WC,-,E, = na,-, ; 

dunque effettivamente viene verificata la  (22). 

48. Dalla forma (23) ottenuta per la a,, si deduce facilinente l'espres- 
sione clelle R in funzione della U. È evidente che ogni serie di potenze di U, 
a coefficienti costanti, rappresenta un operatore permutabile con U ;  ora, 
l'espressione data dalla (23) per le a, permette di dimostrare la reciproca. 
Posto infatti 10 sviluppo 

dnnali d i  Matsmatioa, Serie IV, Yomo XV. 34 
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Se uno O più dei numeri della successione (a,) sono nulli, la L(,,) am- 
mette le corrispondenti E, come radici e trasforma 10 spazio S nella parte di 
questo determiuata dalle E, rimanenti : essa posniede cosi la degenerescenza 
dell'una e dell'altra specie ( n . O  11). Quando le L(,,), L(b,), ... non sono degeneri, 
la relnaione (4) vale per qualunque funzione razionale f(x,  y, ...), intera O fratta. 

52. Data la  dilatazione L(,,), si ha 

Dunque, se L(a,+,) è la dilatazione di caratteristica (a,,,,) = a, ,  a,, a,, ... , 

ed in generale x i  trova clie 

03. Risulta dalla formula precedente che ogni prodotto operativo delhi 
forma 

(7) MI'iL(,n)NI'2L~b,) MI'"(cnl ... Mrr-iL(h,) Mr?~ 

pub riportarsi al semplice prodotto di una L moltiplicnta (a sinistra) per una po- 

tenza di M. Rasterà mostrare che cos1 è per un prodotto MriL[,,,) nlGL(b,l)Mr3, 
il procedimento essendo il medesimo per un' prodotto (7) qualsiasi. Si  ha dap- 
prima, per la (6), 

Mri L(,,) Mr2 L(b,) Mr3 = M ('4) L ( , , ) ~ M I ' ~ +  ' 3 L(b,+r:<) 

S i  vede dunque che i l  prodotto (7) è ridotto alla forma semplice MPL(,,), 
dove 1' esponente p é la somma r ,  + r ,  t r,  + ... degli esponenti singoli delle M 
in (7), e la caratteristica (g,) ha per elemento generico il prodotto 
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54. Diremo operotori normcçli in S quelli ivi definiti dalle re la~ioni  

nella matrice di un tale operatore sono dunque nulli tutti gli elementi posti 
a sinistra della diagonale principale. Se  i coefficienti a,., sono tutti nulli 
per v > n -1- r, essendo le a,.,,, generalmente diverse da zero, l'operatore 
normale si dirk rango r ;  si dirk di rango infinito se i l  numero dei termini 
che effettivamente compaiono ne1 secondo inembro delle (8) è infinito. 

Se il rango di A è r ,  sono nulle nella matrice di A, tutte le oblique 
parallele e a destra della diagonale principale, da qnella di posto r + 1 in 
avanti. 

Le dilatazioni sono gli operatori normali di rango zero. 

65. La relazione (8) pub scriversi, ne1 caso del rango r : 

(C)) A(€,) = (a,., + a,.,+,M + an.,+$' + ... + U,.,+J~')E~. 
Si osservino ora le snccessioni 

ai.,, a2.:!!. . .;  a. , ,  a . ,  . . ... : a,.,., a2.,.+2,..- 

costitnite dalla diagonale principale della matrice di A e dalle oblique di 
p o ~ t o  1, 2, ... r, ad essa parallele a destra. A queste successioni corrispon- 
dono le dilatazioni L,, L ,,..., L,, definite da 

« Oyni operatore normale di rango r pub dunque essere posto sotto la 
« forma (10) e, reciprocamente, ogni espressione (10) rappwsenta un operatore 
« normale di ranyo r ». 

66. Accanto all'operatore A dato dalla (101, si consideri l'operatore di  
forma analoga 

B = L, +ML,+ ,  + ... + M t L , + , .  

Esegnrrido il prodotto AB, si  vede che esso B uiia Nomma di termini della forma 

ï î fhLkMPL,  ; 

ora, corne risulta da1 n.O 63, un tale prodotto pub ricoiidursi alla forina scm- 
plice UnL,.  Ne segue Che il prodotto (generalmente non perniutabile) di d ~ i e  
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operatori della forma (10)  è un operatore della medesima forma; e se r e- t sono 
i rispettivi ranghi di A e B, il rango di AB & al più r + t. Gli operatori 
normali formano diinque un gruppo. 

9 III. 

57. Un operatore normale di rango uno è definito da relazioni della forma 

le a, e b, si supporranno t'utte diverse d a  zero. Per  il n . O  65, esso pub swiversi 

A = - ML(b,,). 

0t.a vedremo come un tale operatore si possa porre sotto la forma 

dove le caratteristiche delle dilata~ioni L(,,) ed L(,,,, si possono dedurre fa -  
cilmente dalle (a,,) e (6,). Infatti, la (12) equivale a 

A = L(P*>L(,?t) - L(Pn,JfL(q,,, ; 
ma per le  (3)) (5) si ha 

L(Pn)L@n) = Lbnqn), L(Pn)M = AfL(pn+d > 

e quindi 

A = L ( ~ n q n )  - ML(pn+.iqn), 
onde deve essere 

Pnqn = an Pn+iqn = bn, 
dalle quali si ricava 

La forma (12) 13 cosi pienamente determinata. 

58. L'operatore A, definito dalle (il), aminette come numeri invarianti 
od autovalori (costitiienti 10 spettro di A) quelli fra i numeri a,, a ,,..., a  ,,... 
che nella siiccessione non si trovano ripetuti infinite volte. Sia infatti y un 
elemento invariante (n.0 27) di A ; posto A(q) = kq , essendo 

c,(a,,~, - b , ~ , )  + c , ( ~ , E , ~  - b , ~ , )  i- ... + C , ( ~ ~ E , -  bne*+i) + = 

= ~ . ( c ~ E ~  i- C,Ei  -1- ... -+ CnE, + ...), 
da  cui 
(14) c , ( a , - k )=O,  c , ( a , - k ) - @ " = O  ,..., c , ( a , - k ) - ~ , - ~ h , - , = O  .... . 
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Supponendo dapprima c ,  +O, si ha  k e no e qnindi (neB' ipotesi c%e l n  a,  
sia diversa da tutte le altre a) 

Co60 c , b A  c,bobl .S. 6%-, 
C ,  = - , Cg = ---- Cn = 

a,  - a0 (a, - no)(a, - a,) ' "' ' (a, - ao)(aP - ao) ... (a,, - a,)' "' ' 

onde nn primo elemento invariante di  A B dato da  

b,,b,b* 
- a,) E' + (a< - aa)(az -a,)@, - a.) 

facendo invece c, = c, = ... = c ,._-, = O e c,. differente da zero, si ha k = a,. 
e quincli (nell'ipotesi che la a,. sia clive~sa da tutte le a di indice maggiore di r )  

per ciii si hanno gli elrmenti invarianti 

Il moltiplicatore c ,  nella (15) e i moltiplicatori c,. nelle (16) sono arbitrari. 

5 m. 
59. Vna forma di scomposidone analoga a qnella data al n . O  57 yer l'ope- 

ratore di rango uno si  pub dare per un operato~e normale di rang0 fiiiito 
qualsiasi. Sia F un operatore di  rango r ,  definito dalle 

dove G b un operatore normale di rango r -  1, ed L é una dila,t;isione di 

si indichi oon (h) la caratteristioa: G ed L si drtrrminano m l  modo 

guente. Si  ponga 

cui 

se- 
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e da questa, per uguaglianza colla (8'), si ottiene il sistema 

Carnbiando n in n + 1 nella penultima di queste equazioni. in' rt + 2 nella 
antepenultima, ... , in  n + r nella prima e sornmando, le g,, si eliininano 
ottenendosi l'equazione alle differenze in h,: 

Questa equazione ha come coefficienti gli elementi della nt-  rsima colonna 
della matrice della F, risalendo dalla linea n + alla nJima. Dalla (19) 
rimangono arbitrarie le ho,  h l ,  ... , h,.-, e vengono determinitte le successive 
h,., h,.+ ,,... : da queste, mediante le (18)) si deducono le gn, coefficienti 
della G. 

La decomposizione della F in un prodotto della forma (17) è in conclu- 
sione possibile in  più modi, potendosi assumere come L qualunque dilata- 

zione che abbia per carntteristica dove h,, & un integrale arbitrario 

(purché non nul10 per alcun n) della (19) ; in seguito alla scelta di questo. 
la G riesce univocamente determinata. 

60. La G cos1 determinata pub, con procedimento analoyo, decoinporsi in 
forma di prodotto 

G = G,(1 - M)L, 

dove L, é nna nuova dilntazione e G, 6 un  operatore normale di rango r - 2 : 
niialogamente 

G, = G,(l - M)L,, 

essendo G, un operatore normale di rango r - 3, e cosi Gia. Giunti alla 

G,.-3 = G,.-2(l -MIL ,.-*, 
dove G,.-,. é del rango 1, questo,.per il n . O  57, si decompone in 

G ,.-2 = L,.+i(l -MIL,. 

e quindi, per successive sostituzioni, si ottiene la deconiposizione d i  P nella 
forma 

(30) F 1 L,.+l(l - N)L,.(l  - L i )  ... L2(l - MIL,. 
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61. A1 n.0 57 si è supposto che gli elementi a,, della matrice dell'operit- 
tore A di rang0 uno fossero tutti diversi da zero. Se alcuni di  questi fossero 
zero, si vede facilmente che la decomposizione di A nella forma (12)  non é 

più possibile. Si  suppongano nulli i coefficienti a,, a,,, ..., a,,,  gli altri essendo 
diversi da  zero; si consideri poi 1' operatore lineare J definito da 

J(bi) = (i = 1, 2, ... s), J(E,) = O per n. + ri. 
L' operatore A - J B allora definito da 

esso verifica danque le condizioni del n.O 57, poichb é a', = a, per n + r,, 
e a',; = - 1. ESSO amniette dunque la  scomposinione (12 ) ,  e quindi A viene 
a scriversi sotto la forma 

(2 1) A = L,(i  -.Y)L, + J. 

P A R T E  S E C O N D A  

CAP. V. - Lo spazio delle serie di pofenze 
e la derivazione funzionale. 

62. Nei precedenti Capitoli lion si è specificata la natura dei vettori uni- 
tari E,,, e, ,  E ~ ,  ... , costituenti la base del10 spazio S, limitandosi (ai 1 a 6) a 
postulare per essi alcune proprietà fondamentali. Una specificazione atta a 
permettere un0 studio non più soltanto formale, pub venire fatta in svariati 
modi: per lo scopo che si  propone il presente scritto, essa verrh attuata nella 
maniera segiiente. 

Sin x una variabile indipendente nuinerica, reale O complessa. Le sue 
potenze intere non negative si riguarderanno come costituenti i vettori uni- 
tari di uno spazio lineare S, ; riferendoci alle notanioni del Cap. 1, porremo 
dunque 

(11 E,=I,  ei=x,  e,=x2 ,..., € , , = x n  ,...; 
le  serie di potenae 

~ ( x )  = X a,,%", 

per le quali si astrae in un primo tempo da ogni considerasione di conver- 
, genza, costituiscono .gli elementi o vettori di questo spikeio ; ,valgono per. essi 
le  proprietà enunciate nei n.' 1 a 6, e si aminette la conservnzione formale 
delle regole dell' 0,rdin;rrio calcolo algcbriro. Questi vettoi.i di S, verranno di 
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norma indicati colle minuscole dell'alfabeto greoo, gli operatori colle maiu. 
scoie latine. Gli operatori linenri che inutano 10 spazio S, in sé si diranno 
opernfori f?mzionaZi. 

63. Nello spazio S,, l'operatore indicato a1 n.O 34 con 31 non è altro che 
la moltiplicazione per x ;  esso è degenere di seconda specie, poichè fa corri- 
spondere ad S, il sottospazio avente per base e,  = 2, E, = x2, E, = x" ... . 
L'operatore M" coincide colla. moltiplicaaione per x" ; 1' applicazione ad un 
elenlento y(x)  di S, dell'operatore Lcc,,Mn non è altro che la moltiplicaaione 
di ~ ( x )  per a(x) = l a, ,xW. 

64 Lo scarto di un operatore funeioiiale A rispetto ad é dato da 

( 2 )  A'(y) = A(xrp) - xA(y) ; 

esso verrri detto derienta fi~nzionnle di A ('1. L'operatore A essendo definito 
per mezeo delle relazioni 

A@'?) = a,,(x), 

la sua derivata funsionale sarh definita da 

A ' ( ~ ~ ) = a , , + ~ ( x ) - ~ a , ( x ) .  

La derivata di A', O derivata fnneionale seconda di  A, sar& data da 

A"(cp) = A t ( x ~ )  - xA1(cp) = A(xPcp) - 2zA(xrp) I- x2A(cp) 

e, col solito metodo di  induzione da n ad n 1-1, si trova senaa difficoltà che 
l a  derivata funzionale nsima7 A'"', di A é data dall'espressione 

65. Si vede subito che la derivata fundonale é nulla per gli operatori N p ;  
che per l'operatore O h ,  definito da 

Oh(dx)l = cp(x + hl, 

la  derivata fanzionale 6 data da 

(4) (Rh)' = Izcp(x + h) ; 
che per l'operatore S,  (sostituzione) definito da 

( 4 )  lj'operatore A', cos1 dedotto da A, è stato a più riyrese considerato da me e, in se- 
p i t o ,  da vari Autori. Ved. c Rendiconti della R. dccademia dei Lincei ., del 17 febbraio 1895; 
cfr. l'opera, in collaborasione con U. AHALDI : Le Opera~iotei distributive, pag. 100 (Bologna, 
Banichelli, 1901) ; ved. anche n Mathematisch~ Annalen », T. XLIS, peg. f%R. 

dnnali d i  ~Natematrea, Serie IV. Toiuo XV. :3.7 
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66. 
n.O 34 è 

si trova, 

L'operatore U. associato di M, che in relazione a 
stato definito a l  n.O 38 in base alla relazione 

UM - MU= 1, 

seguendo quanto è esposto al detto a . O  38, essere 

U ( x n )  = nx'?-' ; 

.11' opera tore M del 

ora definito da 

esso dnnque coincide, nello spaaio S,,  con la derivaaione ordinaria e verrA 
percib indicato secondo 1' uso colla lettera D. La 8ua derivata funzionale, data da 

(DM - MD)rp(x) = D(x.q(x)) - x D ~ ( x )  = .g(x), 

coincide pertnnto colla identitk La derivata funaionale della potenaa D" è 

fornita da 
D7'(xcp) - xDry = rDr-'y,  

che mostra coine D" si comporti, rispetto alla derivazione funzionale, come x'' 
rispetto alla derivazione ordinaria. 

La (4) mostra che l'operatore Oh si comporta, rispetto alla derivazione 
funzionale, come la eh" iispetto alla derivazione ordinaria. 

Dalle. cose dette einerge il seguente raffronto : 

Ne610 spazio delle serie di 
potenze : 

hlla deriyazione (indicata con D) 

Alla costante c, per la  quale 
è Dc = O ,  

hlla variabile indipendente x,  
per la quale é Dx = 1, 

hlla potenza x" della variabile, 
con Dx" = rx"-'. 

All'esponenziale eh", con Dehx 
= 72ehx, 

Alla derivazione del prodotto 
D(cp+) = D y - +  + y .  D+, 

lVello syazio de@ operatori 
funzionali : 

corrispotzde la derivata funaionale (che indi- 
cheremo con ô). 

)> » l'operatore M e le sue funzioni 
f ( M ) ,  per le quali é? Ôf (M)=O. 

)) » l'operatore D, per il quale é? 

6D - 1. 

> » la deri~aaione funzionitlt! del pro- 

dotto 6(AB) =SA-B + A.6R. 
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S.  P I N C H E R L E :  Contribzlto alla imria de& operntori lineccri 270 

67. Ogni operatore permutabile con M, applicato all' elemento generico cp(x), 
equivale alla moltiplicazione di  y(x) per un elemento fisso p(x) di 8,. Infatti, 
se P è permutabile con 31, si avrà : 

PM(%") = MP(x") ,  ossia P(xn+') = xP(xn)  ; 

ponendo P(xn)  = p,,(x), le p,,(x) soddisfano la relazione 

Pw.+i(x) = x ~ n ( x )  ; 

. .... se diinque B P(1) = p(x), ne seguirà P(x)  = x p ( x ) ,  P(xn)=xnp(x),  e quindi. 
applicando la P a y(x) = L c,,xn, viene 

Recipi-ocamente, è evidente che ogni operazione di moltiplicanione P permu- 
tiibile con M. 

.... 68. Dalla formula (3)) in cui si faccia 9% = 1, 2, 3. si ricavsino le : 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

che sono un cas0 speciale della formula (18) data al n." 30. Noltiplicando 
le (5) per c,,  c , ,  .... c,,, ... e sommando, ponendo Z c,,xn = p(x) ed indicando 
con pr(x), ~ " ( x ) ,  ... le  successive derivate di y(x), si ottiene la 

che si pub dire « formula funzionale di TAYLOR ». Essa rientra corne caso 
speciale nella formula (20) data al n.O 32. 

Se in particolare si pone nella (6) A =  O h ,  dove O h  6 l'operatore definito 
da Oh(cp(x)) = ( ~ ( x t h ) ,  per il quale (n.0 65) si ha 

.... ..... (oh)' = heh, (eh)" = h20h ( e h p  = w?eh. 
si ottiene 

oiide si ritrova per p(x+ Jz) l'ordinario sriluppo di TAYLOR. 
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69. Nello spazio S, ora considerato, un operatore di rango zero O dilata- 
zione è definito (n.O 49) da 

(7) L(xn) = a,,xl', 

la  sua caratteristica indicandosi brevemente con (a,,). Per tali operatori val- 
gono le osservaaioni fatte a1 n.0 50. 

70. Nella successione (a,) si  trovino gli elementi nulli a,,, a,, ... , a ,,,, 
(r, < r, -< ... < r,,). L' operatore L avrk come radici tutti gli elementi del10 
spazio 

(8) C , X ~  + C ~ X "  + ... + ~ r n ~ ' i a ,  

dove le c , ,  c,,  ..., cm sono costanti arbitrarie; esso fa  corrispondere al10 spaaio S, 
la sua parte aliquota avente per base 

La L-' ammette determinazione solo per gli elemezti di questo spazio, e ne 
ha  infinite, potendosi aggiungere ad una di esse un elemento qualsiasi dtlllo 
spazio (8). 

71. La derivata funzionale della dilatazione (7) è data da 

19) Lr(xn) = L(xn+') - xL(xl') = (O , ,+ ,  - a,,)xn+'. 
Cosi 

1 1 
- L'(x99 = (a,, +, - a,,)x',, - L ( x u )  = (a,,+2 - 2a,,+i + al,)xn, ... ; x x2 

usando i l  solito simbolo A per la differensa finita, si ha  dunque che 

1 1 
- L', - L", m.. , 1 

- L('-), m.. x x2 x ' 

sono dilataaioni aventi rispettivamente per caratteristiche 

(Aa,,), (A2a,,), ... , (A9'a,,), ... . 
Usando il simbolo 0 = A  + 1 per l'operatore (iisuale ne1 calcolo delle diffe- 
renze) che fa  passare da  12 ad n+ 1, si vede che le dilataaioni 

hanno rispettivamente per caratteristiche le successioni 

(On,,), (0 'u,, ), ..., (Q9'a9,) ,.... 
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72. Fra  le dilatazioni dello spazio S,, ha un interesse speciale la Mil  
O eD, per la quale valgono le relazioni 

(10) xD(xn) = w z n .  

Per la frequenza con cui verrà. menziimata in ciù che segue, Ia xD si 
indicherk più compendiosamente con X. Le sue potenze sono date da 

(11) Xm(xk)  = krnxR ; 

se quindi f(8) indica un polinomio in z O una serie di potenze intere di z, 
si avrk 

(12) f(X)(x" = ff() xk. 

73. Le derivate fiinzionali successive di X sono 

X1=M,  X"=O, X"'=O ,.... 
Fer  le derivate funeionali delle potenze di X, si ha 

(13) (xm) (?yXR)  = A ' * p .  X~+l-.  

74. Le dilatazioni rappresentate da GD, x2Do, ..., xn7D"', ... hanno una FCIR-  
zione interessante con x D =  X e le sue iterate. Indicando, pclr brevith, il 
fa ttoriale k(k - 1) ... (k - m + 1) con km, si ha 

Ora B nota (e facilmente diniostrabile : ved. n . O  76) la relazione che passa fra 
le potenze ed i fattoriali; si ha 

dove fra i coefficienti cm., passa la relazione ricorrente 

e, inversamente, le potenze si esprimono in fnnzione dei fattoriali colle rclazioni 
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dove i coefficienti g,, ,  sono legati dalla relnaione ricorrente 

(16') grn+,.n = gm.n -, + ngm.n (gm.0 = 0) gm.m = 1). 

Sostituendo ora nella (14) al fattoriale k m  la sua espressione (15), si ottiene 

(18) x m D m  = X m  + c ~ . ~ - , X " ~ - ~  + ~ m . m - 2  +... + c m . , X ,  xm-2  

ed analogamente, sostituendo nellii (ii) a k m  l a  sua espressione (171, viene 

(191 X" = x n ' D m  + g , . m - i x m - ' D " ' - ~  gg ,  .,-2 x m-PDm-2 t... +g,.,rD. 

75. Le relaaioni usate a l  n.O precedente fra le potenze kn' ed i fattoririli k W ,  
emergono con semplicità dalle osservazioni seguenti. 

Per  1 t 1 1, vale 10 aviluppo 

ma si ha pare 
k log (t+t) k" 

(21) (1 + t)k = e = 2 log" (1 + I I ;  

se ora, nello sviluppo (20), si sostituisce a k,,  l'espressione (15) e si ordiria 
pclr le potenze di k ,  confrontando colla (21) viene 

le c,., sono dunque i coefficienti dello sviluppo di logn (1 + t )  per le potenze 
di f .  D'altra parte, sotto la condizione let- 11 < 1; si ha 

confrontando col10 sviluppo 

ove a kW si sostituisca ln sua espressione (17), ed uguagliaiido i coefficienti 
di k ,  nei due membri, viene 

i coefficienti g,., sono dunque dati dallo sviluppo di (et- 1)" in serie di po- 
tenze di  t. 

76. La (18) dà luogo ad una notevole decomposizione in fattori del pro. 
dotto opei-ativo x w l D m .  Notando infatti che il secondo meinbro della cletta 
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formula non é altro che il secondo membro della (15) in cui alla variabile 
numerica k é sostituito il simbolo o~erator io  X, mentre esso non è altro clle 
un' espressione del prodotto k(k - 1) ... ( I c  - nz + l), cosi si conclude colla for- 
mula 

(34) x9?9m = X(X - I)(X - 2) ... ( X  - in -t- 11 (I). 

g III. 

77. Accanto al10 spazio S,, considerato nei precedenti paragrafi, iiitro- 
duciamo quel10 i cui elementi base sono 

(26) 1, log x, log2 x, ..., log" X? ... , 
i logaritmi essendo fissati dalla condinione che, per x = pe"', silt 

log x = log p -+ iQ, con O 5 8 < 2n. 

Lo spazio lineare avente la (23) per base verrà indicato con 8,; i suoi elementi 
sono della forma 
(26) Z c,, logn x 

dove, se il niiniero dei termini é infinito, si prescinde per ora dalle conside- 
razioni di convergen~a, ammettendo forinalinente il principio d'identità e le 
regole della somma ; in altri terinini, la (26) va trattata corne un vettore d i  coin- 
ponenti c,,, c,,  c,, ... in iino spanio ad una infinith nurnrrabile di diinenl;ioni. 

78. Lo spazio S, é parte di Sl. Si ha infatti, per ne intero positive, 

(') Qiiesta formula è stata data d a  G. BOOLE ne1 1844. Ij'interesse dell'operatore X = x D  
è stato messo in rilievo, poco meno di un sec010 fa, per opera di matematici ioglesi coiiie 
BOOLE, SYLVESTER, SPOTTISWOODE, GAVES, HAHGREAVI, i cui lavori sono quasi tutti piibbli- 
cati nelle u Philosophical Sransaütions S .  

Dalla formula d i  BOOLE s i  rimva, inversamente, la. ( 1 8 ) ;  ora qiiesta forniilla si pi10 
stabilire direttamente per via di induzione. Si ha iiifatti 

X" = (xD)" xD(xD)  = x(xD9 + D), onde x2D? = XY - X' = X ( x  - 1). 

Ammossa che sia fino all'indice n 

Z+ZD?~ = X ( X  - 1) ... (X - 12 + l), 
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;\la la  (27) vale altresi per ogni numero In reale o coniplesso, per modo clle 
al10 spazio S, appartiene l'insieme delle serie di DIRICHLET. Segue imme. 
diatamente, dalla (271, che ;il10 spazio S, appartengono tutti gli elementi 
della forma x m  log"% (con 9 n  reale O complesso ed lz intero non negativo) 
e le loro combinazioni lineari. 

Un eleinento generico a = 8 a,,xn di S, viene espresso come elemento 
cli S, da - i ~ s ,  r" WV 

a = a,, + a,  Z - l o g  :x: + ag 2 - logV x I I  ... + alz ri - logV x + ... . 
0 v !  0 v !  O v !  

Le componenti di a nello spazio S, sono dunque date da 

Si pub osservare che, posto 

f(z) = a, + ap + a,& + ... + a,,zl '  i- ..., 
le espressioni (28) si ottengono applicando successivamente ad f(z) l'operatore 

d X = s  - e facendo poi ogni volta z = l .  
dx 

79. Nello spazio SI ,  l'operatore definito a l  n.O 34 come elementare si ri- 
duce alla moltiplica~ione per log x. Indicando ancora con A l  la mo!tiplicazione 
per x, e dicendo Al, la inoltiplicazione per logx, dalla (27) s e p e  la relazione 
simbolica 

k" 
(29) 

kn 
M h = 1 + k A f , + - - M t - +  ...+- M i n +  .... 

1 . 2  n !  

&O. L'operiitore dato da 

h applicato all'elenierito y(%) = 2 c , .  91 di S,, dà, come risultato la ~ ( n x ) .  Infatti. 
applicando la A iid xh, che appartiene a S, qualunyue sia il numero k, si ottiene 

come pilre, applicandolo a 2 c,xkn, si ha, yiialunque siano i numeri k , :  

~ ( 1 ;  ~ , & 9 3 )  2 c,xk%ek% l o g a  = ': cn(ax)" ; 

se diinque y(&) è iitla somma di terinini della forma c,,x"l, si ha 
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I l  secondo membro della (30) essendo 10 sviluppo dell' espressione siiiibo- 
lica e x l o g a  od aX,  si conclude clie << il simbolo operatorio aX ,  applicato ad 

un elemento y(%) = Y c,,xk!l di S,, lo muta in cp(ax) ». 

81. L'operatore X dB, ne110 spazio S,, 
X (log1' X) = n logn-' x, 

onde, rispetto alla base (25), P 17analogo di cih che 6 la derivata ordinaria 
rispetto alla. base (1) ; esso soddisfa alla 

X M ,  - M,X = 1, 
ossia 6 I'associato di  Mi. 

82. Si ha, per k qualunque, 

(11) Xm(xk) = JCmxk, 
1 

con m intero positivo ; ma dalla (II) stessa risulta subito X-"'bk)  = xk ; 

infine, essendo p e q numeri interi, e indicata con Y la dilatazione definita da  
1 

\ove si fissi una delle q determinazioni possibili per kq), si lia 1.?= X7 d:i 

Se dunque f ( z )  è una funzione della forma 

con m , ,  m ?,..., m,., ... numpri razionali qualunque. e se si applica ad xk il 
si~nbolo operatorio f(X), si ottiene la 

(32) f (X)(xk) = f (4xk, 
che generalizza la  (12). 

CAP. VI. - ' G l i  operatori normali di rango zero. 

83. Si è gih accennato, ne1 n . O  69, agli operatori norinali di rango zero O 

dilata~ioni dello spazio 8,. Fra  questi, presetita un particolare rilievo l'ope- 
ratore xD, che per seniplicith di scrittiwa ~i seguiterh ad iiidioarr con X. 
Esso è permutabile con ogni dilatazione; inversainente, ogni operatore in S, 
permutabile con X è nna dilatazione : iiifatti, se un operatore A è definito 
in S, dalle 

A(%") = a,,(x) 

dnnali  di Matematica, Serie 1V.  Toiiio XT 
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-- 

ed P permutabile con X, si deduce da AXlxn) = XA(xn), che B 

onde, indicando con c, una costante, 

log a,(x) = n log x -+ log c,,, 
e quindi 

A(xn) = cnxn ; 
d b pertanto una dilatazione. 

84. Una dilataaione L essendo definita in S, dalla sua successione carat- 
teristica (a,), vale a dire dalle relazioni 

(1) L ( X ~ J  = a,xn, 

B possibile di farne l'extrapolazione a spazi più generali, per mezzo dello 
sviluppo funzionale di TAYLOR dato al n . O  65 nella forma 

e in particolare, pcr n = 0, 

L'(1) = xAa.,, L"(1) = x'A2a,, ... , L"')(i) = x''A9'a ,... . 
Con cib la  (2) diviene, facendovi n(x) = 1, 

S5. La formula cosi ottenuta pub applicarsi ad una potenza di x di espo- 
nente yualsivoglia k (reale O coinpleoso), sotto condizioni di convergenza sulle 
quali si tornerà in seguito ; sotto tali condizioni, la serie di  fattoriali 

che per k intero positivo riconduce alle equazioni di definizione (1) della L, 
dà per valori non interi di  k l'extrapolazione di a,zn. Ed infatti ln serie che 
figura nella (4) corne coefficiente di xh, non è altro che quella della nota 
formula di interpolazione di NEWTON. 
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86. La, (31, applicata a log x, da 

1 1 L (log a) = a, log x + Aa, - - A 2 a o  + - A 3 a ,  - ... ; 
2 3 

C o  (- 1 ) " ' - 4  
ammessa la convergenza della serie 2 Alla,, ed indicata con b, la sua 

n=i n 
somma, si ha  

(5)  L (log x) - a, log x + 6,. 

La medesima formula (3), applicata a log'x, ammessa ln convergen~a 
della serie che figura come coefficiente di logx  e di quella che B il termine 
indipendente da x, dR coine risu1ta)to un'espressione della forma 

L (log? x j  = a, log2 x + b,' log x + b,, 

dove si vede che B b,' = b , ,  come risnlta dalla proprietà XL =LX. Mediante 
i l  principio di induzione, si conclude senea difficoltk che l'applicazione di (3) 
a log* x: dà 

(6) L (1og"x) - a, log1% if nb, logu-' x + (:) b, 1 o p 2  x - +  ... nb,, -, log x -+ bm. 

Quando la  successione (a,) caratteristica, di L è tale da rendere conver- 
genti le serie rappresentanti le b, ,  b,, ... , le (6) permettono di applicare l'ope- 
ratore L a tutto 10 spazio S, definito al n.0 77. 

87. Agli operatori xnDn che figurano nei termini del10 stiluppo (3), si 
sostitiiiscano le loro espressioni, date dalle formule (18) del n.0 74, in forma 
di  polinomi ordinati per le potenee di X =zD. Si ottiene cos1 per L ( y )  il 
nuovo sviluppo 

dove, essendo le c,., i noti coefficienti di fattorisli (cfr. n.0 74), le k, sono 

legate alle Ana, (e  quindi alle a,) dalle relazioni 

Inversamente, si h a  l'espressione delle A n a ,  mediante le kW, dalle formule 

(v. n.O 74) 

dove le g,., sono i coefficienti inversi di fattoriali. 
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Lo sviluppo (7) permette di determinare i coefficienti b, che compaiono 
nella espressione (6) di L (lognx). Essendo infntti 

\ n(11-1) ...( n-r+1)logm-"x per 9 2 2 9 -  
X (logn x) = n logn-' x, Xv (logn x) = 1 O per n < r ,  

(10) L (logn x) I= a, logn x + nk, logn-' x i- k ,  logu-* x + ... nk ,,-, log x + km; (3 
le b, non differiscono dunque dalle espressioni (8). 

88. L' operature L, applicato ad an (n = O, 1, 2, ...), di2 per la sua defini- 
zione stessa a,:rM; assumendo perb l'espressione (7) per L, e notando che é 

X'-(x") = nrx", si ottiene 

onde 

Da cib un metodo per la  risoluzione del sisteiiia lineare 

aminessa la convergenza degli sviluppi che intemengono, le  incoguite. z, sa- 
ranno date in funzione delle a, mediailte le forinule (8). 

89. L'applicazione di L n fun~ion i  speciali, di'i sviluppi notevoli legati 

alla successione (a,) caratteristica di L. Cosi 

(13) 

Se per l a  L si assume 10 

(14) 

onde l'eguaglianza, facile 

sviluppo (3), si ha 

a verificarsi direttanlente, 

Applicando L alla serie geometrica, si ha dalle (1) 
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che è detta la  funxione indicatrice di L ;  mentre invece, applicando la (3), 

da cui la  relazione, che coincide colla nota trasformazione di EULER-LINDEL~F: 

Assuinendo per successione caratteristica la progressione geometrica a" 
(n -O, 1, 2, ...), si ha dallo sviluppo (3) 

e quindi, sotto condieione di applicabilith dello sviluppo di TAYLOR, 

L(.g(x)) = cp(x + (a - 1)x) = cp(ax), 

ovvia estensione delle equazioni (1) di definieione di L. 

li 11. 

90. Conviene ora ricercare condizioni che valgano a dare valiclith effet- 
tiva agli sviluppi che ne1 paragrafo precedente si sono considerati da1 punto 
di  vista formale. La ililatazione L essendo data dalla sua successionc carat- 
teristica (a,), si riprenda il suo sviluppo dato dalla 

La funzione cp(x) sia analitica (olomorfa) in un7area connessa C, chiusa 
da una o più cnrve regolitri e posta tutta. al finito. Si indichi cou 6(x) il li- 
mite inferiore delle distanee del punto x, interno a C, da1 contorno di C, e 
si consideri 10 sviluppo tayloriano 

per ogni valore di  x, i l  suo raggio di convergenza come serie di potenze di t 
è non minore di ô(x) e, per conseguenza, se in un'area C, interna a C e per 
ogni punto x di C, è 6(x) > 6,, essendo ô, un numero positivo, si  nvrA ivi 

dove nz é il massi~no valore assoluto di y(x) entro C, .  
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Qualora la serie di potenee Z Ana,.zn abbia un raggio di corivergenza non 
nullo, sia ? un niimero positivo inferiore a questo raggio per tanto poco 
quanto si vuole : per la condizione (20) prececlente, la condizione di  conver- 
genza della (3) verrR certo soddisfatta in un'aren Cl interna a C tale che pci* 
ogni suo punto sin 

(211 
1x1 "x) > 7. 

91. Venendo a qualche caso speciale, si noti dapprima quello in cui 
l 'area C è il cerchio di raggio R col centro nell'origine. Poichè ora è 

C(z) = R - 1 x 1 ,  la condizione (21) diventa 

Ne1 caso di r = 1, bnsta che sia 1 a 1 / cosi B prr 10 sviluppo tayloriano 
2 '  

92. Un altro caso più interessante si ha quando la successione Ana,, b 

ologene ('). Infatti, ln condizione (21) è soddisfatta qualunque sia x in C, 
poiche essa permette di prendere 8(x) piccolo quanto si vuole; il campo Cl 
coincide pertanto con C. 

93. Si dirà clie lin operatore lineare, applicabile alle funzioni analitiche, 
è totalnzente valido, quando applicato ad una qualunque funzione analitica y(&), 
dà corne risultato una funzione aiialitica +(x) il cui campo di regolarità coin- 
cide con quello di cp(x). I l  n . O  92 enuncia che << una diliitazione L per la  qunle 
<< la successione Ana,, è ologene, è totalinente valida ». Di questa osservazione 
vale la reciproca. Infatti, se la dilataeione L è totalrnento valida, applicata in 

1 
particolare ad - essa dovrà, dare una funzione col solo punto singolare 

1-x 
x = 1 ; ma si ha dalla (17) 

00 

( ' )  Ricordiamo che una successione e , ,  ci, ... , c,,, ... , è detta ologene quando la serie Z c,x" 
O 

è una trascendente intera. 
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onde, poichè il secondo membro dtlve avere il solo pnnto singolare x x:= 1, la 
s~icccwiorie A'",, è ologerie. 

94. Alla coi~cliaione cos1 tiwrata per la totale validitA della dilatazione L 
clefinita dalla (l), che cioh la successione AHa,, sin ologene, si pub sostituire 
l 'altra: che la serie 2 a,,x3'definisca una funzione quasi intera, col solo 
punto singolare x: = 1 ». Cib risulta iinmediatamente dalla relazione di EULER- 
LINDELOF, data dalla formula (18) a1 n.O 89. 

93. Si ripienda la relazione (181, che dit una doppia espressione per la 
funaioiie a(x) indicatrice di L (n.O '89), e si ponga 

la (18) diviene 

a (l -- :- a) converge, se r P il raggio di converyenza di 3 a,rn = a(X), per 

cioè in un'area a,. limitata dalla circonferenza C,. data da a1 = 1 14- a r 
(circonferenza di APOLLONIO ne1 fascio relativo ai punti a - O e s =  - 1). 
L'area El,. & quella interna alla circonferenza C , .  per r < 1, è quella esterna 
per r > 1 ; in ogni caso El,. contiene il punto a= O e per conseguenza si 
pub concludere che << se la successione a, è tale che la serie 2 a,xn abbia un 
<< raggio non nullo di convergenza, anche la  serie ?: Ana,.zH avrb un raggio non 
K nullo di convergenm ». La reciproca è vera e si dimostra ne110 stesso modo. 

96. 1 casi speciali più semplici sono : 
a) Quello in cui la  successione (a,) è costituita dai valori di un poli- 

nomio 
po2in1 +p,2i1"-' +ppzni-2 + ... +pn2, 

ottenuti dando a a i valori O, 1, 2, ... . In  qnesto caso, le differenze A%, sono 
nulle dall' indice 9th + 1 in  avanti ; 1' espressione (3) della L si riduce ad iina 
forma differenziale lineare del tipo di FUCHS, dell'ordine m. 

b) Quello in cui la successione (a,) consta di un numero finito di ele- 
menti; essendo a, = O  per ogni n > oln, se L viene applicato alla serie 

'Q(x] = C,, + C,X + c,xL + ... + C,XIZ+ ... 
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sarà 

(23) L(cp) = coao -t c,a,x + c,a,xW ... + cmamxm. 

Lo spazio S, viene dunque trasformato nello spazio dei polinorni di grado 
non superiore ad m. Che 17espressione (23) ora data per L(cp) sia conforme 
alla forma (3), risulta dall'essere 

1 " 1 
c,. - - cp"')(O), onde L(cp) = L a,..qC")(0)x'^ ; 

r !  ,-=O r . 
R 

se R è il raggio di convergenza di y(%) si ha, per 1 x 1 < -, 
2 

x2 cp"'l(o) = cp""(x) - xv"'+"(lr) 4- -- cq'l'+u 
1.2 

(x) - ... , 
onde, sostituendo in (23) ed ordinando, 

CO 

~ ( c p )  = y- l ) m ( a , ,  - n a ,  -+ (z) ai - ... 4- (- 1lm 
n=O 

che é precisamente la  forma (3). 

5 III. 

97. Estendendo l'operatore L ad un campo più ampio di S, per mezzo 
della formula (3), coll'applicarla ad una potenza xk di esponente qualsiasi, 
si B ottenuto l a  (4) : l'estensione di L si accompagna con piena analogia alla 
estensione data alla successione (a,) mediante la formula di interpolaaione 
di NEWTON. Dando alla funaione di k :  

-0 k(k - 1) ... (k - n+ 1) 
u(k) = ?: r) A%, , dove O= 

n !  ?&=O 
9 

ne1 campo della sua validità, il nome di  fuwione determinante dell' operatore L, 
si vogliono indicare qui condizioni per questa validità, che è quanto dire per 
la  validità dell'applicazione di L ad xk con esponente qualsiasi. 

a) La  (24) è valida per ogni esponente intero positivo O nullo, e dà, 
per k - 0, 1, 2, ... l a  successione caratteristica di L. 

b) Se 6 è il massiino limite della successione 

log 1 Anao ( : log n 

è noto che, essenclo E un nuinero positivo arbitrariamente piccolo, si ha da 
un indice r z  in avanti : 

dove &k) iiidica la parte reale dell'esponeiite (eventualmente complesso) k. 
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c) Dalla (25) risulta che la serie (24) conwrge assolutamente sotto la  
condizione a ( k )  > ô; in ogni area interna a1 semipiano cosi definito ne1 piano Tc, 
essa converge uniformemente e rappresenta per conseguenza ilna funzione 

' analitica regolare di k. 

98. Considerando la serie di potenze 

ed indieando con p il suo rltggio di convergenza, si possono porre in rela- 
zione con p i risultati enunciati ne1 n.O precedente. 

a) Se  è p > 1, si indichi con p, un numero compreso fra 1 e p ; es- 
sendo m un numero positivo assegnabile, si avrà da un indice n in avanti 

onde 

e quindi 
log 1 Ana, / < log m - n log p i ,  

poichh il primo termine del secondo mernbro tende a zero, il limite d i  

log 1 ANa,  1 sarà negativo e percib il rapporto log 1 Anao 1 : log n tende a - oo, 
per n tendente all'infinito. La  serie (24) converge dunque in tutto il piano, 
ossia essa rappresenta una funzione intera di k. 

b) Se  A p 
niti valori di n, 

< 1, sia p, un numero comprew fra p ed 1; sarà, per infi- 

onde 
1 n 
- log 1 A n a o  1 > - log p, > O, ossia log 1 A'"a, 1 : log n > - - log p , .  
n log n 

Pertanto, i l  massimo limite di log 1 Ana, 1 : log n essendo l'infinito, si  conclude 
che l 'area di convergenza per la (24) non esirte; la (24) ha diinque signifi- 
cato per i soli valori interi positivi o nul10 di k. 

c) Ne1 cas0 di p = 1, a seconda del carattere asintotico della succes- 
sione Ana,, la 6 pub agsumere qualunque valore fra - co e + oc, e quindi, a 
seconda di questo carattere, l'area di convergenzn di  (24) pub essere O tutto 
il piano k, o un semipiwno limitato da una parallela all'asse immaginario. O 

anche mancare affatto. 

Annali di  Macematioa, Serie IV. Touio XV. 37 
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99. I n  ci0 che precede, si sono otteniite condizioni per la  validith effet- 
tivii, della forma (3) del170peratoïe L, cioé per il suo sviluppo secondo le x*Dn; 
~i possono ora cemare condizioni analoghe per lo sviluppo della forma (71, 
ordinato cioè secondo le potenze di X. A qiiesto oggetto si noti che ne1 caso a )  ' 

del n.O precedeiite, ed anche ne1 cas0 c), tntte le volte che 6 è negativo il 
semipiano %(k) > 6 contiene l'origine k = O, e per conseguenza la  serie (24) 
dB luogo ad una serie di potenze di Tc avente raggio di convergenea infinito 
ne1 primo caso, ed ugnale per lo meno a - ô ne1 secondo. Per un classico 

teorenia di qnesta serie si ottiene sostituendo in (24) alle (9 . , 
le loro espressioni 

(cfr. l a  form. (IO) a1 n.O 74),  indi ordinando per le potenze di k.  Si ottiene cosi 

colle 

che coincidono colle Tc,, date al n.O 87 form. (8). 
Essendo 

(4)  L(xk)  = a(7)xk,  

ne rerid, per k arbitriirio nc.1 raso a) del n.O 98 e per lo meno per Ikl < -6  
ne1 caso c) se 6 è negativo, 

onde, ricordando che è X"'(xk) = knixk (11.0 733, viene 

è cosi diinostrata la effettiva validitk del10 sviluppo (7)  applicato ad xk, per 
i valori di k interni a1 cerchio di convergenza della (27). 

100. L'esempio seguente serve a mostrare come sia possibile di estendere 
il concetto di funzione deterniinante (11.0 97), anche a casi in cui gli svilnppi (3) 
e (7) mancaiio della convergenza. Si  consideri la L, definita da 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S.  PINCHERLE : Contt-ihuto cdln teorirc degl i  operntori  2iuzenl.i 291 

in cui é dunque Ana,, - n ! .  Ln funaione determinante sarebbe data da 

che è divergente per tutti i valori di k,  eccettuati gl'interi nul10 O positivi. 
Dando a k il valore m intero positivo, viene 

ail)&) = 1 + m, + a ~ ( m  - 1) + ... + 14111 - 1 ) ... 2.1, 

espressioile che soddisfa all'equazione alle differenze 

(30) a(k -t 1) = i I- (k + l)cc(k) ; 

qui si presenta ne1 modo piii naturale i l  pensiero di assnmere la  (30) a clefi- 
nizione della fnnzione determinante a@), aggiungendo la condizione a(0) = 1. 

11 campo funzionale a1 quale è applicabile Io svilnppo (30) é assai ristretto, 
essendo limitato ai  polinomi interi c alle trascendenti intere di tipo esponen- 
ziale ; anche applicato a queste, introduce ne1 risnltato singolarith: cosi si ha  

1 
In  quale inostra che l'applicadone di L,, ad  efLX introduce il polo a = -. 

a 

101. Lo studio delle operazioni sugli elementi del gruppo pcwnutabile 
delle dilatazioni é strettamente collegato con quel10 delle operazioni sulle 
rispettive funaioni determinanti, poichè le funzioni determinanti della somma 
e del prodotto di  due dilataaioni coincidono rispettivamente colla somma e 
col prodotto delle relative funaioni determimnti. 

Si  consideri dapprima i l  caso della piu semplice funzione determinante, 
quella di primo grado in k ;  sia 

a(k) = a  - k.  

Per la (3), la  corrispondente dilataaione sarà la forma differenziale lineare 
del primo ordine , 

(31) I,(y(x)) -=: ay(x) - xyl(x) (simbolicamente I,, = a - X) ,  

la  quale ha coine spazio fuazionde di applicazione l'insieme delle funzioni 
iina volta derivabili. Essa ammette la radice cxa, e le cxs, con esponente s 
qualunque, coine autoeleinenti : c è una costante arbitraria. 

102. Per  la notata corrispondenza fra le dilatazioni e le rispettive fun- 

aioni determinanti, le (a - k)', (a  - k)" ... , (a - k))" saranno rispettivamente le 
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funaioni determinanti di 1," Ia3, ... , Iam. La Ia"' B una forma differenziale 
lineare normale di ordine m, il cui integrale generale é dato da 

(32) xa(c, + C ,  log x + c, log" + a... + cm- ,  logm-' x), 

dove le c,,, c , ,  ... , c m - ,  sono costanti arbitrarie. 
Se  la determinante di una L è funsione rasionale intera, colle radici a,, 

a ,,..., a, degli ordini rispettivi di inultiplicith r,, r,, ..., r,, la L si scriverà 

(33) L = Iri ... IVrJ ; 
ais, a,, 

essa é una forma differenaiale lineare dell'ordine r ,  +r, + ... + r,,, d i  tipo 
normale, ed il suo integrale generale si scrive immediatamente in base al 
caso precedente. 

103. Un altro caso semplice degno di  nota é quel10 in cui la funzione 
determinante 6 la 

1 
a(k) = - 

a - k '  

escludendosi per ora che k possa essere uguale ad a. Dalla successione carat- 
teristica della corrispondente dilataaione, si deduce senza difficoltà, 

pertanto la la-', nella forma (3), sarà data da 

" x"~'"'(x). 
I,-'(cP(x)) = ,=O 3 a(a- 1) ... (a- n)  

Applicandola ad una potenaa xk, si ottiene 

- k ~ k ( k - l ) . . . ( k - n + l ) .  
la-yx ) - X 

@ ,,=O a(a-1) ...( a - n )  ' 
xR 

onde, paragonando colla I,-,(xk) =--, si conclude c m  la formula 
a - k  

1 -- - k(k- 1) ... ( k - n t  1) - 2 
a - k %=O a(a-- 1) ... (a-  n) ' 

convergente per 8 ( k )  > %(a) e ben nota nella teoria delle serie di  fattoriali ('). 

(') Ved. per es. N~RLC'ND, Leçons sur les sévies d'intevpolation, pag. IO7 (Palais, Gaii- 
thier-Villars, 1920). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S.  PINCHERLE : C o n t r i h t o  nllcc teoria degli  operatori  lilzecwi 293 

104. Dall' essere Ia-' = (a - X)-', si  deduce 10 sviluppo simbolico 

e,  paragonando colla (36): si deduce che, per un'area del piano k in cui sia 
contemporaneamente 1 k i < 1 a 1 e %(Tc) > &R(a), si ha 

ricordando ora le  espressioni (15) date per le Ic, ne1 n.O 74 e sostituendole 
nella (38), indi uguagliando nei due membri i coefficienti di kW, vient. 

1 - 1 C,l+, . , l  

(39) an,l- ( a - )  . --il+ ( a -  a - n - 1  + 

Sostituendo invece, pure nella (38)) al posto di kn la sua espressione data 
dalla (17) del medesimo n.O 74, ed uguagliando i coefficienti di k(k- 1) ... (k - n), 
si  ha 

È da rilevare i l  notevole riscontro fra le formule ora trovale (39) e (401, 
e le (15) e (17) del n.O 74. 

105. Per la dilatazione Ia-', la cui funzione determinante é 

e per la quale s i  ha 10 sviluppo simbolico 

si  deduce, applicando la (19) del n . O  74: 

106. Per  meazo dei risultati conseguiti da1 na0 103 al n.O 105, si possono 
ottenere senz' altro gli sviluppi delle dilataaioni aventi cotne funzioni deter- 
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8 

minanti delle fnnzioni razionali qualiinque, intert? o fratte. Basta infatti de- 
comporre la funzione razionale a(k) nei suoi elementi semplici, della forma 

le ai essendo le radici del denominatore di a (k ) ;  la  dilatazione avente a@) 

come funzione determinante, sarà l a  somma di quelle le cni funzioni determi- 
nanti sono gli elementi suddetti, le qiiali sono state determinate nei 11.' pre- 
cedenti. 

107. dggiungansi le segnenti osservazioni. 
aj Se lo sviluppo (41) viene applicato ad iina funzione analitica clie 

ammetta 1' origine x = 0 come punto regolare, lo sviluppo stesso ammette 
certamente un'area di convergenza. circondante 1' origine. 

bj  Gli operatori Ia-'' ammettono jnfinite cleterminazioni dovute all'esi- 
stenza di  radici per le loro inverse I,". Applicando I,-" ad una fnnzione pcr 
la quale la (34) o la (42j risultino convergenti, se ne ottiene una determina- 
zione alla quale si pub aggiungere un'espressioile (32) a coefficienti c arbitrnri. 

C) Al na0 103 si è escluso che Iu-' venisse applicnto ad xk per il caso 
di ic = a : infatti, le relacioni 

risultano illnsorie per Ic =a.  Per interpretnrle, si noti (.lie In Ia-'(xkl pu6 
venir conipletata scrivendo 

xk 
la-'(ak) = 

a - k  + ex", 

dove c é una costante arbitraria. Ora, poiohk ogni determinazione di Ia-'(xk) 
è, al17 infuori del caso 7 - a, funzione continua di k, B ovvio l'estendere 
qiiesto concetto di continuità anche al caso di k :=a, e quindi di porre, 
E essendo un niimero positivo arbitrariamente piccolo, 

ossia, sviluppando per le potenze di E, 

1 
( E 

E log" X; xu-'(xa+;) = xa c - - - log r: - 1. a - - )  
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1 
Si dia alla costante c i l  valore -; verrh 

E 

questa, per E -t O, dà come soluzione generale 

(44  ru-'(xU) = - xa log x 4- c,xa, 

dove c, è daccapo una costante arbitraria. Pertanto, quando la  1,-' va appli- 
cata ad uns serie di  potenee (anche non intere) di x, mentre per una potenza 
generica xk vale la (43), al termine contenente xu va applicata la (44). 

Un analogo procedimento vale a dare i l  significnto di Ia-"l applicato 
ad xa  ; partendo dall' osservaaione che 

I,(xU log" x) = - 9tzxa 1 0 g ~ - - ~  x 
ed 

( 
(- 1)p77 rum xU(c, + C, log x + c* log' 2 + ... +cm-i logvn-< x + log" x) = x", 1 

risulta 

applicando rn volte consecutive la (44) ad xa, la formula (45) viene sena'altro 
verificata. 

CAP. VIL - L'operatore normale di rango uno. 

108. Prima di passare al10 studio dell'operatore normale di rango r nello 
spazio indicato con S ne1 Capitolo primo, e più particolarmente nello spazio S, 
definito al n.0 62, converrà trattare alquanto diffusainente il caso dell' ope- 
ratore di rango uno. Esso viene definito, nello spazio S, dalle relaeioni 

(1, ' ( E n )  = an',, - bn'n+i (n=O, 1 , 2  ,... ), 
dove le a,, b,, fino a contrario avviso, saranno slipposte tutte diverse da zero. 

Indicando con L, L, le dilatazioni definite da 

l a  (1) potrà scriversi 

(2) 4%) = (L - W L ,  (E,,), 

essendo AI l'operatore elementare definito a l  n . O  34. 
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Conviene quindi fissare 17attenzione sulla L - M, come parte essenaiale 
dell' operatore A. 

Il binomio simbolico Lh - M verra indicato con B k ,  Lk essendo la dila- 
tazione definita dalle L k ( ~ , )  = k a € , ;  verranno quindi considerati in cib che 
segue gli operatori 

(3) B&) = (Lk - M)(E,) = k , ~ ,  - E , + ~ .  

109. Applicando la Bk ad un elemento a di S, dnto da 

il risultato è un elemento p = z g , ~ ,  di S, i cui coefficienti g, sono legati ai 
coefficienti di a dalle relaeioni 

(4) gla = ~ n ' n  - Cm-I . 
A queste relazioni, aggiunte delle (3)' si pub dare forma simbolica: ne110 

spaeio lineare avente per base il sistema dei numeri col  c ,,..., c ,,,..., indi- 

cando con @ 170peratore che fa passare da c, a c,,, , la  (4) pub scriversi 
- 

g ,  = B(c,) = (L, - M-')(Ca). 

110. L' inverso dell'operatore B = L - M è dato forinalmente dallo svi- 

luI'p0 
(5)  B-' = ( L  - = L-i + L-'ML- + L-'ML-'ML-' + 

+ L-'ML-'ML-'ML-' + ... , 
sviluppo formale che acquista valore effettivo sotto ipotesi convenienti per 
la successione delle L. Applicando la  (5) ad E , ,  si ottiene l'espressione for- 
male dell'elemento 5, = B-'(E,), sotto la forma 

le k,, essendo sempre supposte diverse da zero. 

5 II. 

111. Si assuma ora, corne campo delle operazioni, lo spazio 8, la cui 
base è? i l  sistenia delle potenze di esponenti O, 1, 2, ... della variabile x ( n . O  62); 
in questo campo, l'operatore Al coincide colla moltiplicasione per la variabile. 
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L'operatore di rango 1 si riconduce, all'infuori di  un fattore L a destra, 
alla forma L - M; essendo L(z") = kl,xll, l'operatore si definisre mediante 
le relazioni 

(1') B(xn) = k,,xn - xn+'. 

Con procedimento analogo a quel10 tenuto al n.O 71, facendo uso ci06 
del concetto di derivazione funzionale, si pub estrapolare l'operatore B, de- 
finito dalle (i'), agli elementi di spazi funzionali più generali. Le derivate 

funzionali successive di B sono date da 

(7) B'(xn) = Ak,,. xn+*, B"(xW) = A'~,,.G"+~, ... , B'm' (~n)  = Amkn-~"+n(,  ... . 
Ricorrendo al10 sviluppo (6) del n . O  68, in cui porremo ~ ( x )  al posto 

di p(x) e l'unità al posto di cp(x), avremo 

e sostituendo per le B(l), B'(l), ... le lorr, espressioni ricavate dalle (7) facen- 
dovi n =O,  si ott.iene 10 sviluppo 

applicabile, sotto opportune condizioni di convergenza, agli elementi di ogni 
spazio di funzioni indefinitamente derivabili. Se, in particolare, si applica 
la  (9) alla potenza x-ella variabile, d i  esponente s (reale O complesso) qua-  
lunque, e si pone 

si ottiene la relazione 

(10) B(xS) = ksxs - xs+', 

che coincide colle equaaioni di definizione (1') quando s B nul10 O intero positivo. 

§ III. 

112. Dalla (6) si  deduce che, ne110 spazio S,, la Bmi(1) = 5, 6 rappresen- 
tata dallo sviluppo 

Questo, paragonato al10 sviluppo della 5, = B-'(xm) ricavato dalla mede- 
sima formula (6)' porta alla relazione fra t,!, e &, : 

(12) E,,, = k0kL ... km-,t,, - 
- (Xm-t + k,, -,xm-' + km-,k ,,,-, xm-% ... i km-,km-, ... k,). 

Annali di Matematiea, Serie IV, Toino XV. 3 8 
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113. Conviene ora sottoporre la successione delle k,, ad una, limitaeione 
atta a dare agli sviluppi precedenti una effettiva validità. Si farà, pertanto 
l' ipotesi che esista, per n - oo, i l  limite di k , , ,  finito e diverso da zero : sia 

lim k,, = k .  
'n-00 

Le serie E,?, avranno pertanto Ik( come raggio di convergenza. Ricordando 

che due serie di  potenae ~p(x), Stx), aventi i l  medesimo raggio r di conver- 
genza sono detto zcgunlmente singolari sulla circonferenaa se esiste una co- 

stante c tale che l a  serie cp - cr) abbia raggio di  convergenaa maggiore di r, 
la (12) mostra che le serie E,, sono ugualmente singolari colla 5, e quindi 
ugualmente singolari fra di  loro, per tutti i valori interi positivi di m. 

Per un noto teorema di  FABRY ('1, segue dalla (12) che Ic è punto singo- 
lare per tutte le En,, pnnto che, in analogia col caso elementare in cui i 
coefficienti della serie (6) sono le successive potense intere positive di uno 
stesso numero, pub dirsi quasi-polo per le  5,. 

114. L'operatore B, preso sotto la  forma (9), si  applichi ad un ramo 
olomorfo di funzione analitica, sia cp(x), dato entro un'area semplicemente 
connessa C conteuente l'origine. Richiamando quanto & stato detto al n . O  90, 
e, coine a quel n.O, indicando con 6(x) il limite inferiore della distanza del 
punto x interno a C da1 contorno y dell' area C, si vede che se la serie 2 An7c,=xn 
ha raggio non nul10 di convergenea, esisterà un numero positivo r tale che, 
nell'area C,. interna a C e definita da 

l x I : l W  < Y '  

il secondo membro della (9) sarà uniformemente convergente e rappresenterà 
in C,. un ramo olomorfo di  funzione analitica. 

I n  particolare se l a  successione A,,k, ,  13 ologene, ne1 quale caso è r=  m, 

la B ( y )  sarà olomorfa in tutta l'area C e 1' operatore B potrà, dirsi (cfr. il n . O  93) 
totalmente valido. 

5 IV. 

115. Applicando l'operatore B definito dalle (1') ad un elemento di S, : 

cf(%) = 2 cnxY1, 

si ottiene come risiiltato Lin eletnanto, pure appartenente ad S,, dato da 

S(X) = B(y(x)l= 2, gnxn, 

(') Ved. HADAMARD et ~ ~ A N D E L B R O J T :  La série de Taylol-, pag. 30 Bd.). 
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i cui coefficienti g,, sono legati alle c, dalle relazioni 

Dando a B la forma simbolica B = L - M, queste relazioni possono rias- 

sumersi nella formula g,, = (LI, -- M-')(ce), corne B iiidicato a1 n.O 109. 
Xoltiplicando ordinatamente la (13) per 1, k,,, k,k, ,  ... , k,k,  ... k ,  , e soin- 

mando, si ottiene 

116. Come primo eseinpio, si assuma per y(r) un polinomio in x ,  di 
grado m ;  sarà quindi c, v O per n > m. Ne risiilter$ per le (13) : 

B ( y )  = +(x) b dnnque un polinomio di grado ollz + 1 iii x ,  i m i  coefficieiiti 
verificano ln relaye ~ione 

Si pub enunciare questo risnltato dicendo che cc l'operatore B trasforina 
4 ogni polinomio di grad0 m in un polinomio di grado wz + 1, ortogonale 
(( a,lla successione 

117. La relazione (16) di ortogonalith B dunque condizione necessaria 
nffinchè un polinomio +(x) sia trasformato mediante B di un polinomio 
in x, il Cui grado è di uii'nnitl't inferiore a quel10 di $(z). Ora questa 
condiaione è anche suffiojente ; per ogni polinomio +(x)  di grado w z  + 1 orto- 
gonale alla successione (II), esiste un polinomio cp(x) di grado 9)1. di cui +lx) & 

il trasformnto mediante 1, operatore B. Per dimostrarlo, si applichi, termine a 
termine, alla 

$(x) + 9, + gin: 4- Q2x2 + + gm+i x n ~ +  I 
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l'operatore B-', ricordando che 5% = B-,(xn) é dato dalla (6); verrri, 

e, ordinando secondo le potenze di x, si trova che il coefficiente di xn viene 
ad essere 

ossia, tenuto conto delle posizioni (15), 

Ma si B supposto che la +(x) soddisfi alla relazione (16)) ed B g, = O  
per n > In + 1, onde tutte le espressioni (18) sono nulle per n > nt, e Bpi(+(%)) 
viene effettivamente ad essere un polinomio di grado wz, C. d. d. 

11s. Per  dare una seconda applicazione di quanto si é ottenuto al n.O 115: 
si riprenda l'ipotesi del n.O 113 circa l'esistenza di un limite k, finito e 
diverso da  zero, per la  successione delle k,, e sin r i l  modulo di k. Sin ora 
cp(r) = l cnzn una serie avente raggio di convergenza r, i. r  ; essa sarà lin 
elemento del10 spazio delle serie di potenze il cui raggio d i  convergenza su- 
pera r, spazio che indicheremo con S,"". Preso un numero r, compreso fra r 
ed r , ,  per essere lim 1 k, ( =r, si pub determinare un numero positivo în tale 

x - c c  

che, per ogni n, sia : 

1k,k, ... k, 1 < mr," ; 

ma, per l'ipotesi fatta su cp(x), essendo r, un numero compreso fra r- ed r ,  
ed +PL, un numero positivo assegnabile, si ha 

onde 

e quindi, per essere r2 < r,, 
lim cnk,k, ... k,, = 0. 

n-no 

Usufruendo della relazione (14), tenuto conto delle posizioni (15)) si  
clude che « il risultato dell'operazione B applicata ad un elemento 

con- 

44 
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« di & un eleinento +(x) =Zglaccl' appartenente pure ad S,'"', come 
<( risulta dalle (13), e soddisfacente inoltre alla relazione 

« la  serie +(x) B pertanto ortogonale alla successione (17) ». 

119. Sia +(x) = Z g,xn un elemento di S,'") ortogonale alla successione (17). 
soddisfacente ci06 alla rela,zione (19). Da questa risulta 

Q l  g 
g,, + -+2  +&=- g ! + g ! ! 2 + * , .  * 

h, hl 4, (hm+, hl%+, 1 
Detto r i  il raggio di convergen~a della serie Z'lg,,x", 8, per ipotesi, r ,  > r ;  

e ,  scelti r ,  e r ,  tali che sia r  < r ,  < r ,  < r , ,  per essere lim 1 k,, 1 = r, si pos- 
n - w  

sono deterinina.re due nurneri positivi rn e l n ,  in modo che risulti, per ogni n, 

e quindi anche 

Dunque 

ha raggio di convergenea maggiore dell'unità e quindi la serie 

ha raggio di couvergenza superiore ad r .  Ma quest'ultima serie, corne ri- 
sulta dalla (18), non è altro che la BP'(+(x)); onde +(x) & la  trasformata 
mediante B di un elemento ig(x) di 8,"'. La condizione (19), necessaria per 
una tale trasformata come risulta da1 n.O 118, è dunque anche sufficiente; 
cioè : 

u Condi~ione necessaria e sufficiente perchè un eleinmto +(x) di S,,"" 
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« sia trasformato mediante B di un elemento del10 stesso spaaio S,"", & 

« che +(cc) sin ortogonale alla successione (17) ». 

120. Nell'ipotesi, ammessa fin qui, che le k ,  siano diverse da zero. 
l'operatore B non pub avere radici nt1110 spazio S,, ciob non pub esistere 
in Sm un elemento 

O = Y cnxn 

per i l  quale l'applicaaione di B dia come risultato 10 zero, a meno che non 
siano nulli tutti i coefficienti c,,, come si vede subito in base alle (13), 
che'darebbero c,k, = O ,  c,k, - c, = O ,  c,k, - c, = O  ,.... 

Abbandonando invece l'ipotesi che tutte le k,, siano diverse da zero, si 
supponga ora, k, = O, kg,+ O per 1% > O. La c,, allora arbitraria ; la si faccia 
ugiiale all' unit&, e si am& dalle (1'): 

si B cosi ottenuto la  radice w,(x) di B, all'infuori di un moltiplicatore CO- 

stante arbitrario, nella forma 

IX: 2" 2" 
w,,(x) = 1 -+ - + -- + ... + -1- ... . 

k ,  k,7% k,k, ... k,, 

La  serie W ,  ( x )  ammette ( k 1 = r come raggio di convergenza. 

121. Si supponga ora che sia nul10 uno dei numeri k,,, sin k,, con m> 0, 
i precedenti ed i segueiiti essendo diversi da zero. Le (131 daranno 

c , = c , =  ...= C ,,,-, = O ,  

la  cm sarR arbitraria, e si  pub fare uguale all'unità, e si otterrà, all'infuori 
d 'un moltiplicatore costante, la  radice di B data da 

$m+ i %rn+ 2 

(21) w,,,(x.) - - Xrn + --- + f ... . 
km+i km+,km+2 

Essendo nulle s delle k,,, e siano km,, km, ... , km,, si otterrà, ne1 mede- 
siino modo nna radice w,, rappresentata dalla (21) in cui m andrh sostituito 
con m,,  mentre i coefficienti c,, con indice inferiore ad m, saranno tutti 
nulli. Anche per la (21) risiilta r il raggio cli convergenza. 

122. Al n." 111 si è visto come le  equazioni (3) di definizione dell'ope- 

ratore B fossero applicabili al10 spaaio s i cui elementi sono le potenae r" 
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di esponente qualsiasi della variabile e le loro combinazioni lineari; si ha 
per B(xS) 10 sviluppo. dedotto dalla (9)' 

e le k,, sono extrapolate (sotto le condizioni di convergenza) d:i 

Si vuole ora dimostrare che l'operatore B e la derivazione rispetto ad s 

sono perinutabili. Percib, nell'espressione (9), si fxecia la trasforrnazione 
delle xnDn nelle X "  =(xD)" indicata a l  n.O 74; la (9) prenderh la forma 

le p, essendo coefficienti dipendenti linearmente dalle . lmk, ;  facendo cp = x', 
essendo X"xs  = s"xS, viene : 

B(xs) = (Tc,, - x)xS + Z p,s"xS. 

Derivando rispetto ad s, viene 

a ,s B(xS) = (]Co - x)xS log + 2 p,,x8(nsn-' + s7% log x); 

ora, applicando la (24) a cp = xS logx, si ottiene 

a 
B(mS log x) = B -.xS = (k,, - x)xS log x -+ Z p,Xp .xS log x, 

as 

e poichè si vede subito che é 

X" zS log x = (ns"-' + s" log x)xs, 

a 
cosi si conclude che le  operazioni - e B, applicate ad x" sono permntabili; 

as 
ed analogamente sono permutabili B e le derivazioiii successive rispetto ad S .  

123. Cib posto, si  ritorni alla espressione (10) della B(xS). Formando 
la seguente funzione, in cui k ,  sta per la k(s) del n . O  111 : 

si  verifica subito che é 

(26) B(ws(x)) = k,xS ; 

pertanto, se s B una radice di k, ,  o,(x) sarh radice ciell'operatore B. 
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-- . -- 

Di più, sia .e radice multipla di k,; derivando la (26) rispetto ad s e te- 
nendo conto della permutabilith di B colle derivazioni successive rispetto 
ad s (n.0 1221, si avrà, le derivazioni essendo indicate con accenti : 

B(w,') = kS'xb + kIxS log x, 
B(w,") = kS"xS + 2k,'xS log x + k,xs log2 x, 

B ( w , ~  = ~TX" 3k/xS log x + 3k,'xs log" -I- k8x;" logY 2, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

e da queste risulta che, se s è '  radice doppia, tripla, ... di k,, oltre alla oz,  
sono radici di B la w,', le w,' ed o,", ... . 

124. Essendo 1 un parametro qualsiasi, le case dette per l'operatore B 
si possono ripetere per B - A, definito entro S, da 

In  particolare, l'operatore B- A arnmetterà radici in 8, per i valori 
k,, k ,,..., Tc ,,... di 1; per ognuno di questi, si troverà un elemento w,(x) 
tale che 

B(w,(x)) = k*-w,(x) ; 

la successione k,, k,, ... , k,, ... costituirà dunque 10 spettro, e le w,(x) i rispet- 
tivi auto-elementi (elementi invarianti) dell'operatore B nello spazio S,. 

CAP. VIII. - Gli operatori normali di rango P. 

8 1. 
126. Riprendendo 10 spazio S definito ne1 Capitolo primo, determinato 

dalla base E,, E , ,  ..., E ,,..,, si considereranno in esso gli operatori normali di 
rango r .  Uno di questi, sia H, B definito nello spazio in disaorso dalle relazioni 

(1) H(&n) = a,.,~, + a,.,+,&,+, + ... + a,.,+,.~,+,- (n = 0, 1, 2,...), 

e pertanto anche da una matrice che si indicherh per brevità con 

1 H (  = l a,., , a,.,,, , ... , a,.,+,. 1 .  
Come nei Capitoli precedenti, la lettera L, affetta O no da indici, indi- 

cherh una dilatazione ed M indicherà 170perazione che fa passare dall'in- 
dice n ad Y& -+ 1. 

126. L'applicazione dell'operatore H ad un elemento generico 
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di 8, darà l'elemento 

(2) H(a) = Z (a,.,c, + a,-,.WC,-, + ... + an- ,.., c,-,.)G ; 

ne risulta la trasformaaione, associata di H, che viene ad operare sui coeffi- 

cienti c,; essa si indicherà con H: la sua matrice si ottiene da quella di H 
mediante 10 scambio delle linee colle colonne. 

127. Il prodotto di due operatori normali, l 'un0 H di rango r ,  dato da 

1 an.* an.m+~ , an.n+r 1 , 
l'altro E di rango s, dato da 

1 bn.n,  L n + ;  , 7 b n . , t 8  1 1  

i fattori essendo presi nell'ordine H, K, viene ad avere la matrice 

(3) 1 KHI = 1 an.nbn.n > a+t.nbn.n+i + a>i.r+ibn+a.n+, , 
an.Jn.n+o + an.n+ibn+j.n+z + an.n+&~+z.n+2 , an.n+t.bn+v.n+r+s 1 .  

Esso P, di rango r  + s (in qualunque ordine 10 si  eseguisca), 'ma non P, in 
generale commutativo. 

Risulta da cib che il prodotto H di r  operatori normali di rango uno é un 
operatore normale di  rango r .  Se i fattori sono della forma L, i M (n.O log), 
il coefficiente di E*+, in  Hl&,) sarà l 'unità;  ne1 prodotto 

(4) Hi = (L,. + M)(L,. - ,  + M )  ... (Li + N J L ,  

dove è Le(&,) = k , ~ , ,  il coefficiente di E,,,. in H,(E,) è Tc,. 
L'operatore H si  dirà semplice quando il coefficiente di E,,,. in H(E,) è 

uguale alla unità (per n= 0, 1, 2, ...) ; ogni operatore H si pub ridurre semplice, 
1 

moltiplicando a destra per la dilatazione definita da L(E,) =- E n .  
an.n+r 

128. Si mole  ora dimostrare che « ogni operatore normale semplice. del 

« rango r ,  ammette, ed in  più modi, una decomposiaione i n  fattori della 
« forma (4) ». 

Sia dapprima un operatore normale semplice di rango due : 

H 2 ( 4  = alzEn + a,'&+, + En+z ; 
si vogliono determinare le dilataaioni : 

L(E,) = h n ~ m  1 LI (&a)  = k n ~ n  , 
per modo che sia 

H, = (L, + N)(L + A l ) .  
Sviluppando, si  ha 

an€, + aismti -+ E , + ~  - hwk& + ( h n  + k + , ) ~ ~ + ,  + En+*, 

Annali di Matematica, Serie I V ,  Tomo XV. 
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onde 

(5)  h,,k,=a,, h ,+k ,=aO1,  h , k , = a , ,  h , + k , = a l l ,  
h 2 k 2 = a , ,  h 2 + k , = a t 1  ,.... 

Qui l a  k,, si pli6 lasciare arbitraria; si determinerà la, dalla prima, indi k ,  
dalla seconda, poi h, dalla terza, e cosi di seguito (semprechb non si giunga 
ad una k,. = O). Le dilatazioni L e L I  sono cosi determinate, all'infuori'della 
costante arbitraria k,. 

129. Venendo ora al caso generale, si ammetta, dimostrata la decomposi- 
zioiie degli operatori normali semplici nella forma (4) fino al rango r - 1, 
e si voglia mostrare che la decoinposizione stessa vale per il rango r. Sia 
dunqiie dato l'operatore normale sernplice Hl. di rango r : 

vogliamo determinare un operatore Hl. . - , ,  di rango r - 1 : 

Sostitiiendo le ((31 e (7) nella (8) e sviliippando, si ottiene il sistema di 
relazioni s e p e n t e  : 

Qui si possono lasciare arbitrarie le b,,, b , ,  ,..., b ,.,.-,, indi determinase suc- 
cessivamente le rimaiienti b,$,, e le li,; infatti, dalla prima colonna si ricave- 
ranno le k,,, k , ,  ..., k ,.-, in fnnzione delle suddette arbitrarie; dalla seconda 
colonna si avranno successiva:nente le b,,, b,,, ... , b ,.,.-, e la k,. ; dalla terza 
le b2,,  b,,, ... , b,,. e ln  k,.+, , e cosi di seguito. Se ne conclude che: << Ogni 

operatore semplice di rango r è decomponibile nella forma (8), dove l a  H,.-, 
« oontiene r - 1 costanti arbitrarie ». 

Ed essendosi arninessa la decoinposizione di H,.-, in un prodotto di r - 1 
fattori della forma L 4- M, ne segiie per induzione la decomposizione di Hl. 
in u n  prodotto di r fattori della stessa forma: 

(10) H,. =- (L,. + M)(L ,.-, t M) ... (L,  + M ) .  
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Risulta da1 n.O 127 che, se H,. non è iin operatore semplice, la sua scom- 
posizione in un prodotto di fattori prenderà la forma 

(10') H,. = (L ,  + M)(L ,.-, + M )  ... (Li + M)Lo.  

130. I l  sistema (9) si pub s£ruttare in infiniti altri modi. Corne costanti 
nrbitrarie si possono p. es. assumere le  k,, k, , ..., k ,.-?. Le prime r - 1 righe 
della prima colonna del10 specchio (9) permetteranno di ricavare le  bon, b,, , ... , 
b0.,--? in fundone delle k , , ,  k ,  ,..., k ,--, che ora fungeranno da costanti arbi- 
trarie; dal17 nltima riga di questa prima colonna si ricaverà la k,.-, . Dalla 
seconda colonna si dedurranno poscia le b,,, 6 , 2 , . . . ,  b ,.,.-, e dall'ultima riga 
di questa la  k,.; e cosi via. 

131. Assuniendo coine campo operatorio 10 spazio S,, l'operatore di  
rango r di cui al n .O  125, H, è definito dalle 

(il) H(xn) = aN.~xP" + an.,+,x"+' + ... 4- aM.n+,.~n+p ; 

'le successioni 

aoo a,, aZz ... 
a,, a,, aZ3 ... aq%.n+,, 

aoz ai3 aP4 ... an.*+:, 
. . . . . . . . . 

costituiscono le oblique della matrice della H. Di queste si formino le diffe- 
renze successive r 

= a ,.,,, - a O . , ,  = a2.8+2 - 2ai.s+, -t aO.$, ... ; 
da qui si otterranno gli scarti rispetto all'operatore M 

(Cfr. il Cap. II.), e con questi si potrà applicare ad H 10 sviluppo (6) del 
n . O  68: precisamente, ponendo in questo, corne al n . O  111, y(x) al  posto cli p(x) 
e sostituendo la cp(x) della d 4 t a  formula (6) coll'unita, si viene ad ottenere 
per H 10 sviluppo 
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dove, per le (il), (12), é 

La (i3), sotto opportune condizioni di convergenza, dA l'extrapolazione 
della H, primitivamente definita dalle (11) solo per le potenze ad esponente 
intero della variabile, agli spazi i cui elementi sono funzioni y indefinita- 
mente derivabili. Per le (14), 10 sviluppo della H(y) B dunque : 

138. Ilediante la  trasformazione indicata, al n.O 72 e seguenti, fra gli 
sviluppi secondo le successive xnD" e yuelli secondo le potenze X"  della 
X = xD, trasforinaaione data da 

dove le  c,,, sono i coefficienti di fattoriali, la  H potrà svilupparsi secondo 
le potenze di X: precisamente, posto 

a,(x) = a,., i- ao.,x+ ...+ ao.,.xr, Aa,(x) = La,., + Aao.,-x +...+ Aao.,..x", ... , 
sarà 

(17) H(Y) = ao(x)rg + 
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P I N C H E R L E  

La sera del 10 luglio 1936-XLV u n  fulmine0 attacco di angina pectoris 
troncava in Bologna, Sua città adottiva, la  nobile esistenza di  SALVATORE 
PINCHERLE : bench& l'illustre Scienziato gik avesse superato 1'830 anno d'etk, 
pure la  notizia della Sua dipartita giunse del tiitto inaspettiita - e percib 
tanto più dolorosa - a chi L'aveva conusciuto fino all'ultimo nellit piena 
freschesza delle Sue forze fisiche ed intellettuali. 

Ne1 PINCHERLE erano mirabilmente connaturate e fuse le più elevate 
doti di Cittadino e di Uomo, di Scienziato e di Maestro. Di animo estrema- 
mente buono, delicato e probo, e di una modestia quasi scontrosa, che ritardb 
talora il pieno riconoscimento dei Suoi meriti scientifici, Egli ebbe ingegno 
versatile e soda cultura in svariati rami del10 scibile; f i i  sino alla fine di 
un'attività instancabile, interessandosi con spirit0 pronto ed arguto a tutto 
quanto Lo circondava, e perseverando con giovanile entusiasmo ne1 lnvoro 
scientifico: del che fa fede la  hella e poderosa Rlemoria postuma che esce 
in questo stesso fascicolo degli u Annali >>. 

Innumerevoli scolari, d'ogni ordine di scuole e d i  varie generadoni, Lo 
hnnno potuto conoscere ed appremare attraverso i Suoi libri di testo; molti 
inoltre ricordano e sempre ricorderanno con riconoscenza affettuosa e devota 
ammirazione l a  singolare efficacia, del Suo insegnamento, i l  paterno e spon- 
taneo Silo interessamento, nonchd l'esempio luminoso della Sua vita austera, 
completamente dedicata alla Scienza ed alla Famiglia. 

La  vastissirna opera scientifica del compianto Maestro si riattacca dap- 
prima a quella del WEIERBTRAS~, del quale Egli aveva seguito le iezioni 
in Berlino ne1 1877-78, e si svolge poi per oltre mezzo sec010 secondo 
direttive semplici ed originali, trattando importanti questioni inerenti al10 
sviluppo di una funzione analitica in serie di funzioni di tipo assegnato, 
occupandosi in modo magistrale della teoria delle equaaioni alle differenze, 
dei sistemi ricorrenti e di vari algoritmi infiniti, per culminare col10 studio 
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degli operatori e degli q a z i  fnnzionali, del quale il PINCHERLE B da riguar- 
darsi corne un precursore. I n  tali campi 1' insigne Scienziato lascia un'orma 
profonda con oltre 230 note e memorie; e numerosi e pregevoli sono altresi 
i .Suai trattati, per la niaggior parte di  carattere didattico : di tutto cib verria 
detto prossimamente in qriesti « Annali » coll'ampiezza dovuta. 

SALVATORE PINCHERLE, che negli ultimi anni era il Decano dei mate- 
matici italiani, godeva in Italia ed all'estero di incliscussa autoritk, di cui 
sovente si valse a pro della Scienm. Cosi Egli fondb ne1 1932 1'Unione 
Matematica Italiaria, della quale fu  per nove anni Presidente e di cui 
diresse fin che visse il « Bollettino », ed organizzb sapientemente - supe- 
rando gravi difficolth, retaggio della Grande Guerra - il Congresso Internzt- 
zionale dei Natematici che si svolse ne1 1928 in  Bologna, con pieno successo. 

Faceva parte della Direzione degli « Annali di Matematica » da1 1918 ; 
quando, ne1 1923, la stampa di  questo glorioso Periodico fu  trasportata a 
Bologna, Egli si dedicb ad esso con grande abnegazione ed appassionato 
fervore, prodigandogli le Sue cure più amorevoli ed efficaci. Ne1 p r e s ~ n t e  
fascicolo, il primo chlEgli purtroppo non ha  più potuto vedere, noi rivol- 
giamo con deferente riconoscenza il pensiero alla Nemoria di h i ,  esternando 
il cocente riinpianto nostro e di tutti i collaboratori per la Sua scomparsa. 

Al cowpianto pvof. SALVATORE PINCHERLE è succedut0 ael la  Direzione degli a Annali 
d i  Matematioa D, pef- eowcovde voto dei Colleghi, i l  prof. BENIAMINO SEGRE della R. Unicer. 
s i tb  d i  Bologna. 
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