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Polwograph und Konikograph. Von A. WLASSOFF 

Polarograph und Konikograph,') 

Von A. WLASSOFF in Moskau. 

E s  handelt sich in dietjeru Auftiata uni einige Anivendungen eines 
bekannten schonen Satzes von P o n c e l e t  über die Transformation vori 
Kegelschnitten in Kreise. Erstens kann man mit Hilfe dieses Satzes 
eine Rcihc van Aiifgahen iiher Kegelschnitte in elementnre Aiifgaben 

.2 

verwandeln. Andererseits konstruiere ich einen Mechanismus, den ich 
Polarograph nenne und der auf Grund jenes Satzes zum Zeichnen von 
Kegelschnitten aller Art diencn kann. In diesem Mechanismm sind 
zwar nicht nur Gelenke, sondern auch gleitende Schlitten benützt, da- 
gegen hat er eine sehr einfache Gestalt und kann daher, wie ich glaube, 
einigos Interesse darhieten. 

Fig. 1. Am Schlusse dieses 
Aufsatzes sind einige echte 
Gclenkmechanismen be- 
schrieben, die eigentlich 
zum Zeichnen von Roll- 
kurven hestimmt sind, je- # 

doch zu den Konikographen 
einige Beziehung haben. 

1. S a t ~  von Poncelet .  
Sei Ko (Fig. 1) ein Kreis, 
d ein Punkt und A. seine 
Polare in hezug auf den 
Kreis K,. Wenn die Gerade A 
in ihrer Bemegung einen anderen Kreis EO umhüllt, dann beschreibt 
der Punkt 4 einen Kegelschnitt x2, der - und das ist nknlich der 
Satz von P o n c e l e t  - einen Brennpunkt im Mittelpunkte F des 
Kreises hr, hat. Umgekehrt, wenn eine Gerade 1 einen Kegehchnitt x2 
mit einem Brennpunkte F im Mittelpunkte des Kreises Ko umhüllt, so 
- 

1) In der Mathematisçhen Gesellmchdt in Gottingen den 14. Juni 1904 vor- 
getragen. 

Zeitechrift f. Mathamatik u. I'hysik. 54. Band. 1906. 1. Heft. 1 
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2 Polarograph und Konikograph. 

beschreibt der Pol L in bezug auf den Kreis Ko einen Kreis 6:. Mit 
anderen Worten: 

Die reziproke Polare eines Kreises in bezug auf einen anderen 
Kreis ist ein Kegelschnitt, dessen einer Brennpunkt irn Mittelpunkte 
des transformicrenden Kreisrs liegt.') 

E s  ist leicht, die Lage und Form der Kegelschnitte x2 zu be- 
stiinmen. Seien Tl, T2 die Berührungspunkte der Tangenten aus dem 
I'uiikte F' an den Kreis 5:; t,, t, ihre Polaren in bezug auf den 
Kreis R,,. Dann ist leicht zu sehen, daB t , ,  t, Asymptoten des Kegel- 
schnittes x2 sind. Seine Exzentrizitat e und sein Parameter p, d. h. 
die Ordinate a m  dem Brmnpunkte, werdcn diirch die Formeln 

SLF e =  - 
RB 

2 P - 4  

gclief~lrt, wo p, R die Itadien der Kreise &, K, und K2 der Mittel- 
punkt von 5; sind. 

2. Aufgaben über Kegelschnitte mit eimm gemeinsamen Brennpunl~te. 
P o n c e l e t ,  spater B o b i l l i e r  und Chas les ,  benützten diesen Satz haupt- 
sachlich zur Übertragung der metrischen und besonders der Winkel- 
eigenschaften des Kreises auf alle Kegelschnitte. Auf solche Weise 
konnten sie tatsiichlich viele bekannte und neue Eigenschaften der 
Kegelschnitte beweisen." &Aber mit EIilfe desselben Satzev kann nian 
auch eine Reihe von Aufgaben über Kegelschnitte mit einem gemein- 
samen Brennpunkte in  elegantester Weise in  elementare Kreisaufgaben 
verwandelu. Zum Beispiel wird die berühmte Aufgabe, einen Kegel- 
echnitt aus drei Punkten und dem einen Brennpunkte zu konstruieren, 
in die elementare Aufgabe verwandelt, einen Kreis in ein gegebenes 
Dreieck einzubeochreiben. Sehr elegant kann auch die Aufgabe, eiiien 
Kegelschnitt zu konstruieren, wenn ein Brennpunkt, ein I'unkt des 
Kegelschnittes und der Krümmungskreis in  diesem Punkte gegeben 
sind, gel6st werden. Ich fasse die L6sung in folgerides Sellerna: 
(k;, a) ;  (x: A); 7;; y: wo 5: der gegebene Krümmungskreis, a seine 
Tangente im gegebenen Punkte, x%nd A ihre reziproken Polaren; 
11; der Krümmungskreis iru Punkte A des Kegelschnittes x2 und y' die 
reziproken Polaren von 70 sind. Die Kurve y2 ist der gesuchte Kegel- 
schnitt, weil die Berührung der Kegelschnitte 50, ya von derselben 
Ordnung wie die der Kegelschnitte xq 7; id. Aile diese Gebilde 
konnen sehr leicht nacheinander konstruiert werden. 
-- - 

1) Dieser Satz war schon llIiospital (1707) bekannt, aber in anderer Form. 
Vgl. E. K b t t e r ,  Die Entwicklung der synthetischen Geometrie, Jahresbcr. d. 
Deutsch. Math.-Vcrcinig. 5. Rd., 1901, S. 171. 

2) Annales des Math. pures et appliquées (üergonne), T. 18 (1827-1828). 
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Von A. W ~ a s s o ~ s .  3 

Diese Verwandlung der Aufgaben über Kegelschnitte mit einem 
gerneinuamen Brennpunkte in elcmentare Krcisaufgaben kann nicht nur 
zu ihrer Losung, sondern auch zu ihrer Analyse dienen. Ich betone 
diese Bedeutung des Satzes von P o n c e l e t ,  weil P o n c e l e t  selbst wie 
auch seine X'achfolger sie fast gar nicht erwiihncn. 

3. Polurograph. Nach dem Satze von P o n c e l e t  wird ein Kegel- 
schnitt x% einen Kreis gi transformiert. Einen Kreis kann man 
sehr leicht mechanisch verwirklichen. .Tctzt stelle ich mir die Fragc, 
ob es moglich ist, diese beiden Tatsachen zu benützen, um einen 
Apparat zu konstruieren, der Kegelschnitte von beliebigen Exzentrizitaten 
zeichnot. Die Aufgabe wiire gelost, wenn es gelange einen Mechanismus 
zu konstruieren, von welchem ein Punkt und eine Gerade sich wie 
Pol und Polare in bezug auf einen Kreis bewegten. Einen solchen 
Mechanismus nenne ich Polarograph. 

Seiner geometrischen Gestalt nach ist dieser Apparat sehr einfach. 

E r  stellt ein gleichschenkliges Dreieck mit verliingerten Seiten (AB= BL : 
,4D = B M )  dar, dessen Grundlinie in ihrern Mittelpunkte gebrochen ist, 

Fig 2. 

n 

Wem die Knotcn A, B, 3; U ,  L, (Fig. 2) mit Schamieren, und L, 1I1 auBer- 

dem mit Schlitten, die der Geraden P-Q entlang sich bewegen khnen ,  
versehen sind und der Punkt F in der Ebene befestigt ist, dann 

werden der Punkt A und die Geracle PQ bei den verwhiedenen Form- 
1 
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4 Polarogreph und Konikograph. 

anderungen des Mechanismus Pol und Polare in bezug auf einen Kreis 
sein. TJm das eu beweisen, betrachten wir das Parallelogramm A B C D ,  

wo C der Mittelpunkt der Grundlinie LX kt. Das Viereck A B C D  
ist bei jeder Gestalt des Mechanismus eiri Parallelogramm. M7ir 
konnten dieses Parallelogramm mit Gelenken in B, C und 3 für sich 
verwirklichen In diesem Falle hatten mir einen Inversor von L i p k i n -  
Peauce l l i e r . ' )  Die Punkte A und C liegen bei festem Punkte B 
irnmer auf einem Xreise, dessen Sehne AC immer durch den Punkt F 
geht, und der Punkt P liegt in  konstanter Entfernung U P  vorn Mittel- 
punkte B. Da F A  und F C  entgegengesetzte Richtungen haben, k6nnen 
wir sc:hreiberi: 

. - -- 

F A .  FC = n2 - nc2, 

wo rn = AB und n = 2~~ ist. AuBerdem stehen P Q und A C senk- 
recht aufeinander. Daraus folgt, daB A und PQ Pol und Polare in 

bezug auf den Kreis vorn Radius R = i l/nz2 - n2 (i - 1/= 1) sind. 

Meine erste Aufgabe, einen Polarograph zu konstruieren, ist also 
gelost.%) Zu demselben Zwecke kann man jeden anderen Inversor be- 
nützen, aber der Inversor, den ich gebrauche, gibt dem Apparate mehr 
Heweglichkeit, als die anderen. 

4. Konilagrapl~ oder XegelsclznittzeicI~~zer. Der Polarograph kann 
leicht in einen Konikograph oder Kegelschnittzeichner verwandelt 

~ e r d e n . ~ )  Wir  konnen niimlich die Gerade P Q  xwingen einen Kreis E;: 
eu umhüllen. Zu diesem Zwecke befestigt man an der Geraden PQ 
einen auf derselben senkrecht steheilden Stab C ' a .  E s  sei bemerkt, 
daB der Abstand der Punkte C und C' veranderlich ist. Bei festen 
Punkten F und SL beschreibt der Punkt C' den Kreis 6: und der 
Punkt A des Mechanismus nach dem Satze von P o n c e l e t  einen 

JLF 
Hegelschnitt mit dern Brennpunkte F, der Exzentrizitat e = C,a und 

R dem Parameter p = - . c'a 
- -  

1) Peaucellier,  Note sur une question de géométrie de compas. Nouv. 
Ann. de Math. 2"' série, 1873. - L. L i p k i n ,  Über eine genaue Gelenk-Gerad- 
fiihrung. Bull. de l'Acad des Sciences S.-Pétersbourg, T. 16, 1871. 

2) Prof. F. Schilling hat unabhangig von mir euch die Idoe gehabt, eus 
dem Inversor von P e a u c  elli er eiuen Polarograph zu koristruiereri; vgl. seine 
Arbeit: nber die Anwendungen der darstellenden Geometrie, insbesondere über 
die Photogrammetrie. Leipzig iind Berlin 1904, S. 37. 

3) Das ModeLi des Konikographen wurde von mir konstruiert und den 
14. Jnni 1904 in der Nathematischen Gesellschaft in Gottingen erklart. 
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Von A. W ~ a s s o r ~ .  5 

5. Das Gebiet der Be~egl ichEei t  des Apparates. Der Punkt A 
kann sich in der Ringfiache zwischen zwei Kreisen von den Halb- 
messcrn nt + n und .in - sz bewcgen. Wenn wir nnr Krcise, die in 
dieser Ririgflache liegen und keinen Grenekreis schneiden, in Kegel- 
schnitte transformieren wollen, so werden die Exzentrizitaten der 

Ellipsen zwischcn O und , die der Hyperbelu zwischen und m 

liegen. In der Tat, es sei Q der Radius des Kreises f i  und S = FSL 
der Abstand seines Mittelpunktes vom Punkte F. Im Falle der Ellipse 
werden wir haben 

p + a < m + n ,  

Q - S k ? n - n .  

Daraus folgt 

d ' < p z ,  S = O n ,  ( O I 8 < 1 )  - - 

und 
pzw-(l - O ) n ,  

Q < 112 + ( 1  - O )  n 
oder 

g = ~ t ~ + O ' ( 1 - 8 ) n ,  ( - 1 < O f < l ) -  - 

Also 

d. h. e liegt zwischen O und 2- Ebenso kann man die Grenzwerte 
nz. 

der Exzentrizitaten der Hyperbeln bestimmen. 

EUipsen dieser Exzentrizitàten k6nnen volistindig oder richtiger 
fast vollstindig gezeichnet werden. Hyperbeln dieser Exzentrizitaten 

( - -  - m) durchschneiden mit beiden Zweigen die Ringfliiche der 
n 

Hewcglichkeit. Dicse beiden Zwejge konnen beschrieben werdcn, natür- 
lich nicht auf einmal. 

Der Mechanismus kann in sei~ier Bewegung folgende Hindernisse 
treffen: entmeder trifft der Stab CS2 den Pu& F (der Fall der Eliipse), 
odcr berührt die Gerade PQ eincn von den Grenzkreisen des Gebietes, 
oder endlich kann der Punkt L oder M bis zum Ende P resp. Q des 
Lineals P Q gelangen. Das letztere Hindemis konnen wir beseitigen, 
indem wir das Lineal PQ lang genug machen. Für  die Kreise Ei, 
die in der Ringilache der Bewrglichkeit liegen, ist die ausreichende 
Lange PQ = 4 n + 2 (m + n) = 6 n + 2 m, da LM hochstens gleich 4 n 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



6 Polarogreph und Konikograph 

ist und die Kitte C' von P Q  von der Mitte L M  sich nicht weiter als 
nm (rn + n) nach rechts oder links entfernen kann: 

CC'< -. 3'9 < nz + n. 

Die notwendige Lange wird sogar kleiner als 6 n + 2 r r ~  sein. 
Wenn ein Kreis f :  niaht ganz in der Ringfiache der Beweglichkeit 

liegt, sondem einen von den Grenzkreisen trifft, d a m  erhalten wir 
einen Bogen des Kegelschnitta x: aber - was zu bemerken ist - mit 
einem Scheitelpunkte. Zu solchen Kegelschnitten gehoren Paraheln, 
deren Parameter leicht zu bestimmen ist, niiinlich nach der Formel: 

6. Praktische Peruiendt~gen  des Polarographen. Der Polarograph 
kann nicht nur zum Zeichnen von Kegelschnitten, sondem auch zum 
Erlàutern der Polartransformation verwendet werden; es kann an dem- 
selben z. B. gezoigt werdcn, in welcher Weise ein Wendepunkt in  einen 
Rückkehrpunkt und umgekehrt und Rückkehrpunkte zweiter Art in- 
einander transformiert werden. 

Bei nnstetiger Verwendung der Polartransformatinn, d. h. für 
diskrete Punkte oder Geraden, konnen wir den Mechanismus bedeutend 

Fig. 3. x1g. 4. 

vereinfachen, i d e m  wir das Lineal PQ entfernen. Dann kann der 
Apparat (Fig. 3) mit einem einfachen Lineal zur Losung verzchiedener 
Aufgaben der Polarcntheorie dionen. Einen ghnlichen Apparat kann 
man auch für Polartransformation in bezug auf einen reellen Kreis 
konstrnieren (Fig. 4). 

Wenn der Punkt A des Apparates verschiedene Lagen auf einer 
Geraden annimmt, d a m  dreht sich die Polare PQ um den Pol  dieser 
Geraden. Der Apparat in vereinfachter Porm kann also ebenso bequem 
zur Fluchtpunktkonstruktion dienen, wie andere dazu bestimmte 
Instrumente. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ton A. WI.ASSOFF. 7 

7. Konikopph von Peaucellier.  P e a u c e l l i e r  hat 1873') einen 
Gelenkmechanismus als Konikograph in Vorschlag gebracht. Der 
Konikograph von P e a u c e l l i e r  ist ans xwei Inversoren zusammen- 
gesetzt und auf der Tatsache begründet, daB die inverse Kurve des 
Kegelschnitts 

p - 

Q = l + e c o s m  

in bezug auf den Brennpunkt als Inversi~nsmittel~unkt eine Pascalsche 
Schnecke 

ist. 
Das folgt auch aus 

in meinem Konikograph 
liegt, ist PuBpunkt der 

, k2(l  + e cos w) 

@ = 

dern Satze von Ponce le t .  Der Punkt C, der 
nicht verwirklicht ist und auf der Geraden PQ 
Senkrechten, die aus dern Brempunkte F auf 

die Tangente des Kreises ti gefiiilt werden kann. Der geometrische 
Ort dieser Puukte C ist folglich eine Pascalsche Schnecke. 

Der Mechanismus, den P e a u c e l l i e r  zum Zeichnen der Pascalschen 
Schnecke konstruiert, ist ein veranderter Inversor, der zur Gerad- 
f ü h u n g  bestim~nt ist. E s  
sei F" O' = O ' Q  (Fig. 5). 
Dann beschreibt der Punkt 3" 
bei festen Punkten F" und 
O' eine gerade Linie F M ,  
die auf OF"  J senkrecht steht. 

Wenn die Glieder MJO' und 
J O  hinzugefügt merden, wo- 
bei HJO' ein fester rechter 
Winkel ist und in den Punkten 
J,  F", O' Gelenke angebracht 
sind, so wird der Purikt J bei 

Fig. 5 

festen Punkten O und F' einen Kreis beschreiben und die Strecke MJ 
immer nach dem Punkte F' zielen. Der Punkt J Ï  beschreibt also eine 
Pascalsche Schnecke oder richtiger einen Teil dieser Kurve. Wenn 
die Strecke M J  nach der anderen Seite des geraden Stabes J O '  nm 
die Strecke M'J = ~ l l d  verlkger t  wird, so wird der Punkt M' den 
anderen Teil der P a s  c a 1 schen Kurve beschreiben. 

Der andere Inversor ABCDF, dessen Punkt F mit dem Punkte F' 
des ersten ziisammenfiillt und dessen Punkt C mit dem Punkte M 

- -~. 

1) M. P e a u c e l l i e r ,  Note sur une question de géom6trie de compas. Non- 
velles Annales de Mathematiques , 28m0 série, 1873. 
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8 Polsrogmph und Konikograph. 

durch ein Gelcnk verbunden ist, bildet einen Konikograph: dcr Punkt A 
beschreibt einen Bogen eines Kegelschnitts. 

Der Mechanismus von P e a u c e l l i e r  ist jedoch, wie man sieht, 
ziemlich verwickelt. Anstatt des ersten Inversors k6nnen wir einen 
Apparat nehmen, der die Pascalsche Schnecke durch Rollen eines 
Kreises auf einem anderen gleichen Kreise erzeugt. Ferner beschreibe 
ich einen neuen Gelenkmechanismus, der auch auf rollenden Kreisen 
bemht und der nicht nur zum Zeichnen von Pascalschen Schnecken, 
sondern bei einiger Andenmg auch zu demjenigen von verschiedenen 
Epi- und Hypozykloiden dienen kann. 

8. ~ I Y  Gelenkmecluinismus zzctn Zrichnen der Puscalschen 8cJ~wclcm. 
Wenn ein Kreis auf einem gleichgroBen Kreise rollt, so bleibt die be- 
wegliche Mittelpunktslinie zu zwei bestimmten Radien des festen oder 
des rollenden Kreises immer gleich geneigt. Die Radien der Kreise 
sind in dieser Weise paarweise verbunden. 

Diese Tatsache kann ohne Kreise durch einen Gelenkmechanismus, 
mie in Fig. 6 gezeigt ist, verwirklicht werden. Die Vierecke 801'17 

Y'ig. 6 

und UV WO, sind zwei ahnliche Antiparallelogramme. Bei Bewegung 
des Mechanismus bleiben diese Vierecke immer ahdich, da sie immer 
Antiparallelogramme mit proportionalen Seiten und gleichen Winkeln 
-- 

0 Uï'  = V U O ,  bleiben. Polglich bleiben die Winkel 800, und 
0 0, TV einander gleich. Jeder Punkt des Stabes O, TV, oder ein mit 
ihm fest verbundener, wird eine Pascalsche Schnecke beschreiben, wie 
ein Punkt des rollenden Kreises. 
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Wenn der Winkel S O T  zwei Rechten gleich wird, so fallen alle 
Stàbe ST, T V  usw. auf der Geradcn S O  zusammen, aber sie kiinnen, 
wenn die Stabe ST V W auf den Staben O O, W liegen, einander durch- 
dringen und auf der anderen Seite der Geraden S O  eine zur ersten 
sgmmetrisühe Figur bilden. Es entspricht Bekanntem, daB die Lage 
auf der Geraden S O  nicht stabil ist und bei ungeschickter Führung 
die Antiparallelogramme sich sehr leicht in Parallelogramme ver- 
wandcln kiknen. 

- 

Bei < S O 0, = O k6nnen die Stabe nicht aneinander ~orbeikomnien. 
Die Pascalsche Schnecke kann also mit diesem Gelenkmechanismus nicht 
vollstiindig besçhricben werdm. 

Fig. 7. 
Es ist leicht, die Lage des 

Doppelpunktes, der entweder ein 
Knotenpunkt oder ein isolierter 
Punkt sein kann, zu bestimmen. 
Wenn der Punkt  F des In- 
versors von L i p k i n - P e a u c e l l i e r  
(Fig. 7) im Doppelpunkte befestigt 
und ein Punkt, z. B. C', mit einern 
Punkte des Stabes O, W gelenkig 
verbunden wird, so beschreibt der 
Punkt A des Iuversors, wahrend 
der Punkt C' eine Pascalsche 
Schnecke beschreibt, einen Kegel- 
schnitt, dessen Exzeritrizitat wie 
früher sehr leicht zu bestimmen ist. 

9. Gelenkmechanismen sum Zeichnen der Epi- und Hypozyldoiden. 
Nehmen wir jetzt einen Isoklinostat, d. h. einen Apparat, der einen 
Winkcl verdoppelt, verdreifacht usw. 

Sind die Vierecke A O , B C ,  O, CDE, O, E F G  (Fig. 8) ahnliehe 
Antiparallelogramme, so bekommen wir einen solühen Isokliuostat: die 

-- - - 

Winkel d O , C ,  CO,E,  E O ,  G bleiben immer unter sich gleich.') 

Fügen wir einen solchen Isoklinostat dem Mechanismus des $ 8 
hinzu, der den Winkel 00, W in der Richtung von 00, zu O, W 
vervielfachen soll. Dann bekoiilmen wir einen Gelenkmechanismus zum 
Zeichnen der Epizykloiden, die durch die Punkte des Stabes 0,G oder 
durch die mit ihm fest verbundenen beschrieben werden. Die Punkte 
der Stabe O,E, 0 , C  usw. besohreiben auch Epizykloiden, aber mit 

1) K e m p e ,  How to draw a straight line. Loudou 1877, S. 42-44. 
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10 Polsrograph und Konikograph 

einer anderen Anzahl Zwcige. Ganz frei kann nur ein Zweig 
beschrieben werden. n 

der 

Wenn wi ï  einen Isoklinostat einem Parallelogramm (Fig. 9) hinzu- 
fiigen, um einen AuBenwinkel 33 0,H' in der Riehtung von O, N zu 

Pig. Y - ' - - - - -  -._ .? 

. , . . _ :  

0, M' au verdoppelri, so bekomirien wir einen Gelenkmechauismus zurn 
Zeichnen der Hypozykloiden. 
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Beim Rollen eines Kreises auf einem anderen von auBen oder von irinen 
sind ihre entsprechenden Rogen gleich und also bleiben die entsprechenden 
Zentriwinkel in konstantem Verhiiltnis. Der Abstand der Mittelpunkte der 

Fig. 10. 

2f' 

Kreise bleibt auch konstant. Die obcn gennnnten Mechanismen verwirk- 
- -- -- 

lichen diesen Gedanken. Die Winkel A O O, und O 0, G (Fig. 8) einerseits 
-- 

und A 0  O,, 00,171"' (Fig. 9) anderseits bewahren konstantes Verhaltnis. 
Die Punkte der Seiten 0, G und 0,M"' be- Fig. II. 

schreiben also Epi- resp. Hypozykloiden. 
Speziell bei Verdoppelung des Winkels 

MO131' (Fig. 10) kann der Mechanismus zur 
Geradführung oder zum Ellipsenzeichnen ver- 
wendet werden. Hier (Fig. 10) ist also eine 
Bewegung der festen Strecke, deren zwei 
Enden zwei rechtwinkligen Geraden entlang 
gleiten, durch den Gelenkmechanismus ver- 
wirklicht. Die letzte Seite 0,N" eines Iso- 
klinostat kann in bexug auf die Strecke O,3f 
einen Winkel von nicht mehr als 360° be- 
schreiben und das beschrankt bedeutend die 
Reweglichkeit der Mechanismen dieser Art. 

Dem letzteren Mechanismus (Fig. 10) kann man eine andere Ge- 
stalt (Pig. 11) geben. Bei festeri Punkten A und F (Fig. 11) bemegt 

-- 

sich der Punkt C auf der Geraden AC, weil die Winkel B A F  und 
F A D  immer untereinander gleich bleiben. Der Stab CD bewegt sich 
ebenso wie der Stab JI"0,  des ersteren Mechanismus (Fig. 10). 
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Bemerkungen zn dem vorstehenden Anfsatz. 
Von R. MEHMKE in Stuttgart. 

E s  ist meine Pflicht, darauf hinzuweisen, da4 lange vor den 
Herren W l a s s o f f  und S c h i l l i n g ,  niimlich iin Jahre 1891, Prof. H. 
R u o s s  den Gedanken angegeben hat, aus den1 P e a u  cellierschen Inversor 
einen Mechanismus abzuleiten, der zu jedem Punkt die Polare in bezug 
auf einen festen Kreis liefert. Unter dem Namen ,,Reziprokalführung" 
hat Herr R u o s s  diesen MecLanisrnus, der auch ausgeführt und wirkliçh 
zum Zeichnen reziproker Kurven ausgiebig benützt worden ist, in 
B o k l e n s  mathem.-naturw. Mitteilungen Bd. 4 (1891), S. 88 kurz be- 
schrieben. Allcrdinga ist der Mechanismus des Herrn W l  as  s o ff  ctwas 
einfacher, da bei ihm (a. S. 3 Fig. 2 der vorhergehenden Abhandlung) 
die Strecken B C  und C D  und die Gerade AC nicht verkorpert worden 
sind, weil es wegen der Verlsngerung der Stangen A B  und AI) bis 
zu den Punkten L und M nicht notig war. Eines aber leisten die 
Mechanismen von R u  os  s und W l a s  s O ff  nicht: Wenn man den Punkt A 
einer gegebenen stetigen Kurve cntlang führt, so giht zwar das 
Liiieal P Q  in jeder Lage eirie Tangente der neueri Kurve an, die zur 
gegebenen Kurve reziprok ist, aber die neue Kurve entsteht keinesmegs 
von selbst auf dem Papier, sondern es ist notwendig, nachdem eine 
Reihe der von dem Mechmismus gelieferten Tangenten mit Bleistift 
gezogen worden sind, die Hiillkurve dieser Geradenschar mit freier 
Hand zu zeichnen (aiiBer die konstruierten Tangenten folgten so dicht 
aufeinander, daB die Gestalt der Hüllkurve genügend hervortriite), und 
es ist nicht moglich, den Berührungspunkt irgend einer dieser Tan- 
genten anders denn schatzungsweise anzugeben. Es scheint noch 
nicmand versucht zii habcn, den Mechanismus in der Weise zu ver- 
vollstandigen, da0 er  die fragliche Kurve selbst auf das Papier zeichnet. 
Meiner Erinnerung nach stellte Rerr F e l i x  K l e i n  diese Aufgabe 
gelegentlich der Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
(bezw. der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arzte) in Frank- 
furt  a. M. im Jahre 1896. Durch Anbringen einer Rolle mit scharfem 
Rande, deren auf der Zeichenebene senkrechte Mittelebene durch die 
Mitteiiinie des Lineals PQ geht und die sich in der Richtung dieses 
Lineals unter ihm nach beiden Seiten frei bewegen kann, ist jedoch 
der Zweck leicht zu erreichen. Man hat nur dafür zu sorgen, daB bei 
der Anfangsstcllung des Mechanismus der Berührungspunkt der Rolle 
mit dem Papier sich in der riçhtigen Lage auf der Geraden YQ be- 
findet, was nicht schwer ist, dann wird bei stetigem Weiterführen des 
Punktes A auf der gegebenen Kurve die Rolle, wenn ihr Rand mit 
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Das Grundproblem der Photogrammetrie usw. Von EDUARD DOLEBAL. 13 

Parhe versehen ist, die gesuchte Kurve auf das Papier zcichnen. Der- 
selbe Gedanke LBt zahlreiche aildere A-nwendungen zu, die in der 
mechanischen Ausführung beliebiger Berührungstransforinationen gipfeln. 
Ich hoffe, tpld Genaueres hieriiher mittcilcn zii konnen. 

Geschichtlich sei noch angemerkt, da0 die erste Mitteilung von 
P e a u c e l l i e r  über seinen Inversor aus dem Jahre 1864 stammt und 
daher P e a u c e l l i e r  der Vorrang var L i p k i n  gebiihrt. 

Das Grundproblem der Photogrammetrie, seine rechnerische 
und graphische Losung nebst Fehleruntersnchungen. 

(Mit 2 Tafeln.) 

Die geometrische Losung des Grundproblems der Photogrammetrie 
als Umkehrungsaufgabe der Perspektive hat J. IL L a m b e r t  in scinem 
Lehrbuche ,,Freie Perspektive" , Zürich 1739, gegeben G. H a u c k  
zeigte in mehreren Arheiten in Crelles Journal, Band 95 und 97 (1883 
und 1884), wic die projektioe Gcometrie Prohleme der Photogrammotrie 
elegant zu losen rermag. Prof. K. H e u n  befaBte sich in seinem Auf- 
satze: ,,Die Bestimmung der Geschwindigkeit nach den Methoden der 
Photogrammetrie'' in der Zeitschrift für Mathematik und Physik im 
Jahre 1899 mit dem Grundprobleme der Photogrammetrie, und auch 
Prof. A. S p r u n g  veroffentlichte in der Einleitung der offiziellen Publi- 
kation des nieteorologischen Institutes zu Potsdam ,,Bearbeitung der 
Ergebnisse des Internationalen Wolkenjahres 1896/97", Berlin 1903 
eine Studie: ,,Über die allgemeinen Formeln der Photogrammetrie", die 
einen wertvollen Beitrag zur I 'hotopmmetrie liefert. 

In der folgenden Abhandlung wird die Losung des Grundproblems 
der Photogrammetrie in allgemeinster Form rechnerisch und graphisch 
behandelt; daran schlieBen sich eiugehende Fehleruntersuchungen. Aus 
den geaonnenen Formeln konnen alle in der Praxis der Photogram- 
metrje beniitzten Ausdrücke nach Berücksichtigung der herrschenden 
Verhaltnisse auBerst bequem und mühelos entmickeln werden. 

1. 
Denken wir uns im Punkte C (Fig. 1) den ersten und zweiten 

Hauptpunkt eines photographischen Objektives, welche Punkte im 
Allgemeinen bei diesem in sphiirischer und chromatischer Reziehung 
mogliçhst korrigierten optischen Systeme einen mehr oder meniger 
goBen Abstand haben, zusammenfallend und aus diesem Punkte eine 
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14 J)au Grundproblem der Photogrammetrie usw. 

Eugel mit dem Radius f fieschrieben, welche GrüBe der Rildweite in 
vielen Fallen der Praxis unmittelbar der Brennweite des Objektives 
und des photogrammetrischen Apparates entspricht; denken wir uns 
die Bilddistanz des Instrumentes unter dem WTinkel q? zum Horizonte 

geneigt, so tritt von den Originalpunkten der vor dem Objektiv be- 
findichen Gegenstande ein Strahlenbündel in das Objektiv ein. 

Wahrend in der Wirklichkeit jeder auf das Objektiv auffallende 
Lichtstrahl einen ziemlich komplizierten Weg durch das zentrierte 
optische System zurücklegt, den man nach den Siitzen der Dioptrik 
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Von EDUARD DOLEHAL. 15 

rechneriscli und graphiscli bestirrimen kann, g-estattet die bekaruite 
GauBsche Theorie der IIauptpunkte und IIauptebenen eine einfache kon- 
struktive Ermittelung der erzeugten optischen Bilder. Man betrachtet 
hierhei nur die drci charakteriskischen Strahlen: Haupt-, Parallel- und Fokal- 
strahl, welche in  den ersten Hauptpunkt, bezw. der ersten Ilauptebene 
eintretend, in dem Zwischenraum eine Transformation erfahren und aus 
dern zweiten Hauptpunkto, bezw. der zweitcn Hauptebene austreten und in 
ihrem gelneinsamen Schnittpunkte das Bild des Originalpunktes hestimmen. 

Die Bilder der Originalpunkte entstehen euf der lichtempfindlichen 
Platte, der Bildebene, welche das Negativ darstellt: dieses bildet im 

! 
Schnittpunkt J L  der Bilddistanz mit der Kugel eine Tangentialebene an 
die letztere. Das Positiv muB gleichfalls als Tangentialebene an die Kugel 
aufgefaBt werden. Beide stollen mathematisch genaue Perspektiven dar, 
mit dem zweiten, bezw. ersten Hauptpunkte als Zentren; der zweite 
Hauptpunkt stellt das perspektirische Zentrum für das Negativ und 
der erstc Hauptpunkt jenes für das Positiv vor. 

In der Fig. 1 hat man sich beide Zentren mit C zusamriienfallend 
zu denken. 

Die Gerade V V  bezeichnet den Schnitt der durch die Vertikal- 
h i e  z z  des Punktes C und die Bilddistanz f gelegten Vertikalebene 
mit dem Negative, bezw. dem Positive und stellt die Vertilialebene der 
Perspelctiven vor; die Schnittlinie HH der durch die Bilddistanz unter 
dem Neigungswinkel derselben gelegten Ebene mit dem Negative 
und Positive bezeichnet man als die Horizontallinie der Perspelitiven; 
ihre Schnittpunkte SL gibt den Hnuptpnkt der Perspektiven. 

Neluuen wir die aufeinander senkrecht stehenden Horizontal- und 
Vertikallinien zu Achsen einee rechtwinkligen Koordinatensystemes, so 
wird ein jeder Bildpunkt p durch seine rechtwinkligen Koordinaten xy 
in der Ebene des Bildes bestimmt werden konnen; sie stelien die Bild- 
oder Plattcnkoordinaten des Bildpunktes p vor. 

Auch die Winkel: CL das Azimut, ,4 der Vertikalwinkel, sowie die 
Strecken Cp = r, Radiusvektor, k6nnen als Polarkoordinaten die Fixierung, 
des Bildpunktes p vermitteln. 

Bezeichnen wir ferner die Winkel: VSLp = O, p CS2 = 6, endlich 

die Strecken == x; pm = y und Cfi = f ,  so kihmen aus der Fig. 1 
unmittelbar die folgenden Beziehungen abgeleitet werden. 

Wir haben aus dem rechtwinkligen Dreiecke SLpm: 

I y = s cos O 

s = y l x +  yy% 
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16 Das Grundproblem der Photogrammetric iisw. 

und weiter mit Berücksichtigung von 

s = f t g a  

x = f t g G s i n @  
P I  auüh y - f t g o c o s O  

Werden auf das spharische Dreieck ZJLp die F~ndamentalgleichun~en 
der spharischen Trigonometrie angewendet, so folgt: 

Sinussatz . . . sin (90° - p )  sin a: - sin O sin G 

Sinus-Kosinussatz . . . sin (00' - p) cos a: = c o s ~ s i n ( 9 0 ~ -  cp) - S ~ I I ~ C O S  (go0+) COS @ 

Kotangentensatz ctg(900-P)sin(90°-rp) = co~(90°-rp) cosa:+sinacotg W 

cotg 6 sin (90° - rp) = cos (90° - rp) cos 64 + sin 64 cotg a: 
oder 

I 
cos /3 sin a: = sin O sin B 

(3) 
cos f i  COS a = COS G cos rp - sin G sin rp cos O 

tg COS rp = sin cp cos (i + sin a: cotg O 

cotg G COS rp = sin rp cos O + sin O cotg cc 

Rechnet man aus der 1. und 2. der vorstehenden Gleichungen (3) 
tg  a: und aus der dritten tg p ,  so folgt: 

tg a sin O 
cos rp - tg a sin rp cou O 

cosff ' 1 t g  j3 = (sin q + t g  a cotg 
)_8-w 

wird hierin aus Gleichung (2) 
3: 

tg  6 sin O = 
f 

tg 6 cos O = 
f 

und in die zweite der Gleichungen (4) der Wert fiir t g  a: eingesetzt, 
so kommen die folgenden zwei wichtigcn Gleichungen: 

1 f s incp+  ycoscp 
tg j3 = - COS a:, 

f cos rp - y sin <p 

auf Grund welcher das Azimut a! und der Vertikalwinkel /l als Funk- 
tionen der Gr6Ben f,  cp und der Bildkoordinaten x und y auftreten. 

Einc zweite Form f ü r  das Azimut a: und den Vertikalwinkel @, 
wonach dieselben nur durch trigonometrische Funktionen zum Aus- 
drucke kommen, ist nach den Gleichungen (4): 

r r a : =  
sin O 

- -- 
tb Co8 y cotg (i - sin y cos O 

sin a cotg O 
tg p = cos a: t g  cp + 

cos rp 
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18 Das Gmndproblem der Photogrammetrie usw. 

Cl und C, i n  Fig. 2 stellen die Zentren zweier Perspektiven vor, 
die auf zwei beliebig geneigten Bildebenen sich befinden und gleichgültig 
auf welche Weise hergestellt wurden. Der Einfachheit halber beziehen 
wir die Raumpunkte auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen 
hfangspunkt  mit dem einen Zentrum, z. B. C, zusammenfallt, dessen 
xy-Ebene horizontal und dessen xz-Ebene vertikal ist, wobei die letztere 
durch das zweite Zentrum hindurchgeht und femer die xz-Ebene auf 
den andern zwei genannten Projektionsebenen senkrecht steht. 

Fig. 2 

Die Bilddistanz von der linearen Ausdehnung f schlieBe in ihrer 
horizontalen Projektion mit der Basis die Horizontalwinkel w, und a,, 
die Orientierungswinkel, und mit den Horizonten die Winkel rg, und p, 
ein; die Projektionsebenen El und E, und die Projektionsstrahlen SI 
und S,, deren Langen bis zum Beumpunkte Cl P = r, und C,P = r, 
die Radienvektoren darstellen, bilden die Horizontalwinkel al und u% 

mit den bezüglichen Hauptvertikalebenen; die Vertikdwinkel dieser 
Projektionsstrahlen seien pl und A. 
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Nennen wir die rechtwinkligen Koordinaten beider Zentren: 

wobei b die reduzierte Distanz der beiden Zentren und h den Eohen- 

Fig. 3. 

unterschied derselben angibt, und seien bei systematischer Zahlung 
der Winkel die Polarkoordinaten des Raumpunktes P nach Fig. 2: 

ra 

(2) für Cl a, und für C, 

so lassen sich die rechtwinkhgen Koordinaten des Raum~unktee P in 
b e h m t e r  Weise durch die Polarkoordinaten ausdrücken; aus Fig. 3 
wird unmittelbar erhalten: 

r [  

x = r, cos pl cos [360° - (ml + ai)] - + rl $ 0 ~  8, cos (0, + q) 
von Cl y = r, cos j3, sin [360° - (a, + a,)] = - r, cos Pl sin (ml + %) 

B = rl sin pl 
x= b - r , c o s p , ~ o s [ ~ , - ( 3 6 O ~ - c r ~ ) l = ~ - ~ ~ c o ~ ~ , c o s ( ~ , + + )  

y = r,  cos b, sin [a, - (360° - %)] = + rs COB P2 sin (a, + %) 
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20 Das Gmdproblem der Photogrammetrie usw. 

wobei die Winkel a, und ai, im positiven odcr negativen Sinne von 
der Bilddistanz geziihlt werden und die Vertikalwinkel P, und p, eben- 
sogut Hohen- als Tiefenwinkel sein konnen. 

Die Gleichungen der Projektionsstrahlen sind: 
x = mlz 

für  den Strahl rS, - CIP Y = nlz 

Die Richtungskoeffizienten dieser Geraden lassen sich aus dcn 
Gleichungen (3) ableiten; es ist: 

x cos (ml +y1) = CO! B l  c o g - 1  + ff1) 
tg B1 ,; sin Ba + h 

- - b-rp COS~,COS(~,+LY,)  - b - T, con B, COB (w, + a,) 
rl sin BI r, sin B, + h 
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Mit Berücksichtigung der vorstehenden Gleichungen (7) für die 
Richtungskoeffizienten nehmen die Projektionsgleichungen der Raum- 
strahlen SI und Sa nach dem Raumpunkte die Form an: 

Ersttl Projelct.ionsstnchl SI, bezw. SI. 

Tom Projektionszentrum Cl und 

zweiter Projektionsstrahl S,, berw. SI1 

{ a;.(% + a,)tgP, - sin [(a, + 4 -(a1 + 4 1  tg$ CI} x-sin(a,+ %)cos(% + %) B 

= { sin(w, fa,) tg& - &[(a, +g)-(a, + a,) } b - sin (a, + al) cos (w, + u,)h 
(11) Sn 

{ s i n  (0, + a,) tg  Pl- [(a, + u,) - (w, + 4 1  tg lD } Y + sin (a, + g) sin (<*, + cr,) a 
= +sin(w,+u,)s in(w,+~)h 

ftir das Projektionszentrum Cs. 
Die rechtwinkligen Koordinaten des Raumpunktee P berechnen 

sich aus den Gleichungen (8)-(11) mit: 

wobei A Symbole für Determinmten, aus den Gleichungen für die 
Projektionsstrahlen iS; (SI und SI) und S, (8, und Sn) abgeleitet, be- 
deuten; der erste Index bezieht sich auf die Unbekannte, bezw. auf 
die Unbekannten, die in den verwendeten Gleichungen vorkommen; der 
durch ein Komma getrennte Index zeigt jene Gleichungen an, welche 
in Betracht gezogen wurden und in den Indizes der zwei Strahlen 
S,, SI und S,, Sn, die durch die Gleichungen (8) und (9), sowie 
(10) und (11) gegeben sind, sich vorfinden. 
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Die rechtwinlrligen Koordinaten des Raumpunktes P lauten also: 

cos (ml - 4 ai) sin (a2 + a*)- 
sin (ml + rr,) tg?,+ sin <oz + a,) tg 6 A 

Wie wir aue den vorstehenden Ausdrücken sehen, liBt sich eine 
jede Raumkoordinate auf vier Arten ausdrücken, mobei von den gegen- 
seitigen Bestimmungsstücken der Zentren 

die Gleichungen (1) nur die bekannte Basis b ,  

17 » ,, (II) nur die ,, ,, Rohe k und 

77 91 ,, (III) u. (IV) nur die bekannten GroBen b und h enthalten. 

Aue den Gleichungen (3) folgt für die Radienvektoren: 

b - x  - Y - 2 - h  
--p 1 COB Px cos (m2 + a,) cos / j p  sin (w, + a,) sin p, 
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Von EDUARD DOLEZAL. 

oder auch 

(13) 

und 

(14) 

welche 

sin (h, + a,) 
9- - 
l - cos BI sin L(% + 4 - (01 + 4 1  

b 

I 
- sin (ml + a,) 

Y2 = - 
cos P, sin Km, + a,) - (ml + 4 1  

b 

] =- - sin (ml + a,) h .- 
sin (01 + 4 tg A + sin (WB + a,) tg A cos B B  

b tg f?, - h COB (ml + a,) 1 .- 

Ausdrücke in Verbindung mit den Argumenten a, und a,,, - 
sowie den Vertikalwinkeln j3, und fi, die Polarkoordinaten des ~ a u i -  
punktes Y in bezug auf die Zentren Cl und C, bestimmen. 

Der Vertikalwinkel +, welchen die Verbindungsgerade C,C, der 
beiden Zentren mit dem Horizonte bildet, berechnet sich zu: 

eine wichtige Beziehung, welche für je ein korrespondierendes Punkte- 
paar auf den Bildebenen der beiden Zentren gelten mu1 und tnit 
Vorteil zu einer Kontrolle, resp. zur Identifizierung von Bildpunkten 
verwendet werden kann. 

Führt man in  die Gleichung (V) die Vertikalwinkel der Bild- 
distanzen <pl und rp, e h ,  so erhiilt man: 

IL 
t g + = -  

0 

"I) . - sin(ml+ a,)cosrp, cos ci, cotg @g (sinr,+ ta..) + sin(m2+ a2) cosqe cos m,a - 
- - - - -- 

cos% cos VY sin[(% +EX) - (a, +al)] 

Werden die Winkel in Betracht gezogen, welche die Radienvektoren 
mit den Koordinatenachsen und unter einander bilden, BO ergibt eich 
fùr die Riühtungfikosinus: 
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Das Grnndproblem der Photogrammetrie usw. 

x 
'COS (xT~)  = - = COS pl CO8 (&JI + %) 

1; 

Y cos (yr,) = - = - cos p, sin (w, + a,) 
71 

cos (z r,) = z = sin 
Tl 

und 
x-Ei 

cos(xr2)=-  = - C O S & C O S ( W ~ + ~ ~ , )  
9-2 

Y cos (yr,) = - = cos 19, sin (w, + a,) 
7% 

2 - h  . 
,COB (zr,)  = - -  = sin 0, 

r, 

ferner für den Kosinus des Neigungswinkels der Leitstrahlen selbst: 

(16) cos (rlr,) = sin f i, sin p, - cos Pl cos 8, cos [(a, + a,) - (ml + al)] 
Die Festlegung des Raumpunktes P kann auch dadurch geschehen, 

daB man neben den Horizontalwinkeln seiner Leitstrahlen in bezug auf 
die Basis, d. i. ml - q und m, - or,, auch die Horizontaldistanzen Dl 
und Il,, sowie die relativen H6heri h, und lh, bezogen auf die Zentren 
Cl und C,, ermittelt. 

Für die Horizontaldistanzen folgt : 
-- - sin Dl = rl cos pl = v x 2  + y2 = b 

sin Ho, + 4 - (%T-~fl)l 
-- sin D, - r, cos P, = 1/="tj2=b - 

sin [(%+a - (w, + 4 1  
und für die relativen Hohen hat man: 

welche Formeln sich mehrfach uniindeni lassen, wenn aus den rorher 
abgeleiteten Ausdrücken die Werte für die rechtwinkiigen und Polar- 
koordinaten eingeführt werden. 

Sind die perspektivischen Konstanten des photogrammetrischen 
Instrumentes bekannt, so lassen sich die Winkel a und f i  in den bei- 
den Zentren L', und C, aus den rechtwinkligen Bild- oder Platten- 
koordinaten x, y, und s, y, der korrespondierenden Bildpunkte pl und p, 
bestimmen. 

Setzen wir der Einfachheit halber voraus, die Bildebene sei verti- 
kal, so ha$ man: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



und die rechtwinkligen Koordinaten nehmen die Form an: 

(fi COS ml - 2, sin ml) (f, sin w, + x, cos w,) x = - 

ir, 1'; + Xl x,) sin (w, - ml) + (.Y fl - XI f,) cos @Y - ml) 
b 

-(fi sinm, +x ,  cosm,)(f, sino, +x ,  coso,) 
-- 

y = (f, f, + XI .a) sin (a, - ml) + (x, fi - 21 f*) COB (me -al)  
b 

sin w, + x, cos m,) y, 
a = l-- -~ - -  

(fl f, + x,xy) Sm (a, - ml) + (5, fi - .l fd COS (ma - 9 )  
b 

(f, cos ml - xl sin ml) (fa sin w, + x3 cos w,) x = - 

YZ (fi sin COI + XI cos mi) + Y, (fz sin mz + xa cos m,) 
h 

- (f, sin o, + a, cos a,) (x, cos w, -C fl sin a , )  y = - k  
Ye (fi sin a1 + xi cos w1) f Y1 (f, gin ms + x, cos %) 

= - - sinw, + XY cos m2) Y1 

y, (f, sin w, + o, cos a , )  + y, Cft sinm, + x, COS o,) 
h 

y, (fl cos ml - zl sin ml) f y, (f, cos o, - x, sin w,)  

=- P y ,  +h(f2%8 m* -'O, " m,)ly1 
y, 0; cos ml - x, sin col) +y, (î, cos w, -2, sin o,) 

und endlich die letzte Form: 

-[by,-hV;cosm,-x1 sinco,)]~sinm,+x,cos<u,)(f,  coscol-a, sinw,) -- 

[y, (f, cos w, - x, sin w,) + y= Vl cos al -xi sin w,)] (f, sin w, + x, cos a,) 

[b yl - h (f, cos ml - x, sin al)] (f, sin m, + xy cos ai,) 
Y = y, v, cos my - z3 sin m,) + y, cos o, - xl sin ml) 

- [by - h (fl cos w, - rcl sin ml)] (î, sin w, + 2, cos m,) 
= - -L - -- 

y, (f, coso, -2, sinm,)+y, (f, cos wl -z, s i n ~ , ) -  Y'. 

Für die Radienvektoren wird erhdten: 

/ r, = (fY sin m, + 2, cos ma) Vf:  + 4 + y: 
jj 

VI f, + XI ~ 2 )  sin (me - mi) $ ( ~ 2  fi - 21 fd COS (02 - ml ) 
-- 

- (f, sin w, + x, cos w,) i f :  + x: + Z; - -- - - - 

(13.) < 
" (fl sin ml  +XI cos a l )  + YI 0 2  sin Y, 4- XY cos 4 h 

- - PY, + h (f, COS W t  - x2 sin 4 1  l'fi + z: + xi- 
y, (fl cos w, - % sin ml) $ y, (f, cos a, - x2 sin w,) 

-[by,-h(f,cosm,-xlssinwl)](f,sinw,+xycosmy) df:+x:+y: = - - - -- 
y, (f, cos m, - x, sin m,) + y, (f, cos ml - xl :,in ml) f, sinw, + X, cos m, 
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26 Das Gmndprobiem der Photogrammetrie usw. 

und 

y, (f, cos w, - x, sin w,) + y, (fi cos w, - x, sin ml) 

(14') 

Für den Winkel q!~ ergibt sich die Relation: 

-- 

- - sin o + xi COS ml) fil+ x i  + y: - --- Yl-- J- - - -- - 

Y2 Vl sin w, + xi cos ml) + Y, (f2 sin w, + 2, cos a,) 
h 

- - - - [by,  + h(f ,  cos w, - x, sin w,)] v f $  + xi -- + y: fi sin ml + xl cos -- ml 
y, (f, cos w, - xl sin w,) + y, (f, cos w, - x, sin o,) f, sin w, + x, cos w, 

und für den Winkel der beiden Leitstrahlen: 

cos (r, r,) = 
YI Ye - Xi  Xe - fi f~ . 

vfi + X: + YWS + .G + Y; 
Wird eine geneigte Lage der Bildebene in den beiden Zentren 

Cl und C, vorausgesetzt, so ergcben sich mit Rcnütaung der Gleichung 1 
des ersten Abschnittes: 

Xl -- - - tg sin O sin c; = _____---- - -- -- - v(fl cosq, -yl ~ i n r p , ) ~ + x ~  ~ ( c o a q l  - sin <pl cos el)'+ tg2<il sin' O, 

cos 'pl - tg ri, sin y, cos 0, fi y1 - Y1 sin 'pl - - -  - ._ cos 0s =--= - -- - - - - - - - 

(18) ~ ~ ~ c 0 s ' p 1  sincpl)e +xf  l/(cos cpl - tg uit~iin <pl COS O,)'+- tg' <il sine O, 

Die vorstehenden Werte konnen in die Blcichungon I-VI eingeführt, 
werden; diese Gleichungen zeigen jedoch keinen übersichtlichen und regel- 
maEigen Bau, weshalb wiï auf die Vorführung derselben verzichten. 
Im gegebenen Falle wird man sie leicht aufstelleil konnen. 
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Von EDUARD DOLE~AL.  2 7 

Die Auswertung der abgeleiteten Bormeln für gcgebene Fiille der 
Praxis wird nach Überlegung der obwaltenden Verhaltnisse niemals 
Schwierigkeiten bieten. - 

Die Bildweiten in den beiden Zentren werden wohl gleich zu setzen 
sein, also f, = f ,  = f ,  und zwar aus dem Grunde, weil die photo- 
grammetrische Aufnahme in  den beiden Standpunkten mit demselben 
Apparate .erfolgen wird; die Formeln ergeben sich unmittelbar aus den 
abgcleiteten Ausdrücken des vorhergehenden Ahschnittes. 

Indem wir die Fülle der Sonderfiille, die betrachtet werden konnten 
und aus den allgemein geltenden Pormeln eine reiche Ausbeute von 
Spexialformeln liefern würden, übergehen, wollen wir uns nur auf einen 
sehr interessanten Fall beschranken, den Prof. Dr. K. K o p  p e bei einer Studie 
über die Genauigkeit photogrammetrischer Distanzmessung angewendet und 
spktcr mit einer Abanderung auch auf Wolkenaufnahmen ausgcdchnt hat. 

K o p p e  hat n a d i c h  die Bilddiotarizen nicht unter beliebigen - - 

Orientierungswinkeln w, und w, bei seinen Untersuchungen ange- 
nommen, sondern w, = w2 = 90" gesetzt; die Basis wird hierdurch 
parallel eu den Bildebenm augeriorrimen. 

Praktisch derselbe Fall kommt bei der Stere~~hotogrammetr ie  vor, 
welche durch Dr. P u l f r i c h s  und Prof. S c h e l l s  Arbeiten und Apparate 
eine rio grofle Wichtigkeit erlangt hat. 

Die allgemeinsten Ausdrücke, Formel 1-IV, Abschnitt II, gehen 
dann über in: 

b tg fi, + h sin a, b tg pl + h sin oc, 
('1 (Y = ittFtgx+ai, t z  coscl,=-. - 

a, tg pl + sin oc, tx COS a, 

b tg B ~ z  h sin2z b tg pl + h sin a cos oc, z=-- tg@,= 7 ---- 1-- 

sin n, tg p, + sin a, tg Pl sin rr, tg + sin a, tg f i ,  cos a, ; 

die Radicnvektoren werden bestirnmt durch: 
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28 Dau Grundproblem der Photogrammetrie usw. 

und 
cos al . cos u1 h 

- 
COB PI sin (LY, - a,) cos u, kg pz + cos cc, t g  ,3, cos ,9, 

b tg Bi + h sin cc, = - ---- 1 6 tg  pl + h sin u, ~ O B I ~ ,  1 - .--=-- - . - 
%in LY, t g  pl + sin cc, t g  j3, Co8 p, sin u, tg p, + sin a, tg g, cos u, cos a, ' 

fiir die Hohenrelation folgt: 

(5)  
h cos or t g  ,3, + cos u, tgB, t g @ = - = -  
0 sin (cc, - a,) 

oder nach Einführung der Winkel q, und rp, auch: 

cosu, cosrp, [sinrp, cosa, +sinu, cotg@,] +cos ~ r ,  cosgi, [sinrp, cosu, +sin a, cotg@,] (6) tg*= --. 
cos cp, cos <p, sin (a, - al) 

. Wird die Bildebene vertikal angenommen, also rp, = cp, = O0 ge 
setzt, so folgt die einfache Beziehung: 

cos a, sin cc, cotg Op + cos a$ sin a, cotg O, 
t g  Y = 

-- . 
sin (u, - or,) 

Die parallaktischen Winkel der Leitstrahlen r, und r, mit den 
Koordinatenachsen sowie untereinander sind gegeben durch: 

8 cos (zr,)  = - = 
TB 

9" B s  

lmd 
cos (r,r,) = sin fi, sin & - cos pl COS p, cos (a2 - a,). 

Werdtin die auf den Photogrammen ausgemessenen Bildkoordinaten 
x,y, und x2Y2 eingeführt, so erhalten wir: 

(8) 

{Y- fl x, flf, - f, x1 b = -  A ,  f, Y, + fe Y1 h 

cos (yr , )  = Y = - cos pi cos a, 
Tl 

Z - cos (z r,) - - .= sin 
Tl 

weiter 
x cos ( s r , )  = - = cos p, sin u2 
'r, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



und 

Eine einfache Formel ergibt sich für den Vertikalwinkel #, es ist 
namlich: 

(13) tg y = I b = f t y e + f , y 1 .  
0 fl x* - f2x1 

Die photogrammetrischen Apparatc, welche in der Praxis zur Am 
wendung gelangen, werden BO konstruiert, daB die linearen perspek- 
tivischen Konstanten, die Bilddistanzen, einander gleich werden, also 
f, = fs = f zu setzen ist. Unter dieser Voraussetzung vereinfachen sich 
die abgeleiteten Fo.rmeln nicht unwesentlich; wir erhalten für die recht- 
winkligen Koordinaten des Raumpunktes: 

(14) 

und ferner: 

(1 5) 
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30 Das Grundproblem der Photogrammetrie usw. 

Die Polarkoordinaten werden'lauten und zwar 

die Horizontalwinkel: 

die Vertikalwinkel 

und die Leitstrahlen 

v w + z  i/f"++ Y; h !,-, , - ---"-- b - 
YI f Yn 

O--S 1/fT+Z = - 2 e x q q =  + 3; + y;. 
%Yi f "1Yn 

Die IIohenrelation wird besonders einfach: 

Bei photogrammetrischen Wolkenaufnahmen, wobei die Achsen der 
Kameras, die Bilddistanzen vertikal gerichtet sind, ferner w, = w, = 90' 
gewiihlt wird, nehmen die Gleichungen für die R,aumkoordinaten einen 
einfachen Bau an. 

E s  wird auch tp, = rp2 = 90' x u  setzen sein, somit vorerst: 
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Von EDUAHD D O L E ~ A ~ .  

sin a, = Z n - -  = + sin 0, ( v x : + y :  

- Yz C0sa2= -=- cos O, 

f, = - = + -- (1 - cotg2&,) COS B2 = (1 - tga a,) cos a,- 
l'xi + Y: 

Die Gleichungen für die rechtwinkligen Koordinahn ~ i n d :  

Die Polarkoordinaten 
die Horizontalwinkel: 

(25) 

für  die Vertikalwinkel 

(26) 

und die Leitstrahlen: 

werden sein und zwar erhiilt man für die 
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Das Grundproblem der Photogrammetrie usw. 

~-+y: = + -b:xeve + x; + y; . y:. 
f8 z, + fi 2% 

Die Gleichung für die Hohenkontrolle ist: 

IV. 

Graphische oder konstrnktive Losnng. 

Bei der graphischen Losung des photogrammetrischen Problemes 
liegen die Verhiltnisse wie folgt: 

Nebst den perspektirischen Konstanten des Apparates: Bildweite, 
Horizont- und Vertikallinie sind gegeben der Horizontalabstand und 
die Hohenkoten der Standpunkte, bezw. der perspektivischen Zentren, 
in  welchen gemessen sind die Orientierungs- und Vertikalwinkel der 
Bilddistanmn, ai~Berdem auf beiden Photogrammen die Rildkoordinaten 
von korrespondierenden Punkten; man hat zu bestimmen die Situation 
der betreffenden Punkte, d. h. ihre horizontale Projektion, und die 
Hohenkoten, d. i. ihren Vertikalabstand von den Horizontalebenen der 
Zentren oder einer als Vergleichungsebene angenommenen Ebene. 

Perspektirische Konstanten: f, , Horizont und Vertikallinie. 
Gegeben: 

Basis b, Hohen der Zentren Hl und 8,. 

1 Orientierungswinkel: o,, m, 

Gemessen: Vertikalwinkel: cp,, cp, 

Bildkoordinaten: x, y2 und x2 y8. 
Die konstruktive Losung dieser Aufgabe vom Standpunkte der 

darstellenden Geometrie wird auf rationellste Weise mit Hilfe der kotierten 
Projektion durchgeführt. 

Zu der Verbindungsgeraden der Zentren Cl und C, (Zentrengerade) 
werden unter den Rorizontalwinkeln o, und w, zwei gerade Linien ge 
zogen, in welche die Projektionen der Bilddistanzen fallen. Da die 
Neigungswinkel der Bilddistanz in beiden Zentren vorliegen, <pl und rp,, 
so lassen sich die Intervalle il und (Lg derselben leicht finden; man hat: 

i, = cotg q1 

i, - CO tg cp, . 

Die Bildebenen stehen auf den Bilddistanzen senkrecht, somit 
werden die B6schungsmaBstibe mit den Projektionen der Bilddistanzen 
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zusarnmenfallen; ferner besteht zwischen den Intervallen der Boschungs- 
maBstibe 1, und I, und den Bilddistanzen die Beeiehung: 

1 
Il il = 1 Il =F = t g q ,  

I = l } O d e r  1, = i  : = t g q  2 

und die Graduierung erfolgt i n  entgegengesetzter Riçhtung mit jenei- 
der Bilddistanz. 

Die Zentrengerade Cl C, = g karin gleichfalls graduiert werden, 
weil man die Koten der beiden Zentren kennt und aus ihnen das Inter- 
vall i bestimmbar ist. 

Für  die weitere Konstruktion ist es erforderlich, in beiden Zentren 
urn die Spuren der betreffenden Vertikalebenen, die mit den Hoschungs- 
maBstaben Ml und Xz zusammenfullen, die Urnlegungen der Bilddistanzen 
f, und f,, der Vertikallinien VI VI und V2 Vz, sowie der Hanptpunkte 
der Perspektivcn SL, und SL, vorzunehmen; man erhiilt V,SL, VI und 
V,SL, V,, wobei P; VI und V, V, von Cl und C, bezw. die Abstande 1; 
und f, haben; f, und f, selbst sind unter den Vertikalwinkeln y, und 
9, eu den HtischungsmalJst~ben lW1 und nî.. gezeichnet; auch lassen 
sich die Spuren Tl Tl und T2T2 der geneigten Bildebenen auf die durch 
die Zentren gehenden Horizontalebenen bestimmen. 

Die nun so gezeichneten Linien bilden sozusagen das Gerippe für 
die weitere Zeichnung. 

Bestimmung der Situation. Die Situation des Punktes P, dessen 
Bildkoordinaten zl y, und zzy2 ausgemessen wurden, wird wie fol& er- 
halten: Auf Tafel 1 wurde die Ordinate - y, von SLl in negativer Rich- 
tnng auf Pl VI aufgetragen, durch den erhaltenen Punkt (p l )  eine 
Senkrechte aum B6schungsmaBstabe Ml gezogen und vom Schnittpnnkte 
p;' mit demselben die Abszisse + xl im positiven Sinne aufgetragen, 
wodnrch der Punkt pl als horizontale Projektion des Bildpunktes pl 
erhttlten wird; pi mit Cl verbunden, gibt die horizontale Projektion des 
Visierstrahles SI, also Si, in welchem die Situation P' des Raumpunktes 
P liegen muB. Analog bestimmt man irn Punkte C, die Horixontal- 
projektiun des Visierstrahles S,, also 8,'. 

Im Schnittpunkte von Si und Si befindet sich die Situation P' 
des Raumpunktes P. 

Gehoren die Bildkoordinaten xly, und X,Y, zu korrespondierenden 
Bildem, so muB der Haucksche Satz bestehen, welcher eine vorziig- 
liche Kontrolle bidet ;  sie kann in der vorliegenden kotierten Darstellung 
mit einigen Linien durchgeführt werden. 

Zsitschrift f. Mathematik a. Physik. 54. Band. 1906. 1. Heft. 3 
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34 Das Gmndproblem der Photogrammetrie usw. 

Die sogenannten Kernpunkte KI und E, ergeben sich als Schnitt- 
punkte der graduierten Zentrengeraden g mit den Bildebenen, deren 
BoschungsmaBstiibe Ml und J f 2  vorliegen, wobei s als Schnittgerade 
dieser Hildebenen erscheint. 

Stellen pi und pi die Horizontalprojektionen korrespondierender 
Bildpunkte Tor, so müssen nach dem Hauckschen Satze die Verbin- 
dungsgeraden pi El = g, und pi& = g, durch einen und denselben 
Punkt a der Geraden s hindurchgehen. 1st dies nicht der Fall, so ist 
es ein Zeichen, daB auf derceinen Perspektive eiu unrichtiger Bild- 
punkt gew-ahlt und in bezug auf seine Bildkoordinaten ausgemessen 
wurde. 

Diese hochst wichtige Bexiehung gestattet auch, falls auf einer 
Perspektive ein Bildpunkt p, angenommen wurde, auf der zweiten durch 
Konstruktion den zugehorigen Bildpunkt zu finden. 

Die Aauçksche Beziehung ist für die Rild-Identifizierung in zweifel- 
haften Fallen von groBter praktischer Bedeutung; man wird sie aber 
auch, wenn die Identitiit der Bildpunkte auBer Frage steht, benützen, 
weil man eine beruhigende Kontrolle für seine Arbeit gewinnt. 

Hat man auf einem Photogramme den Bildpunkt pl gewahlt uiid 
vermag man auf dem zweiten Photogramme die Abszisse z, des zu- 
gehorigen Bildpunktes mit Sicherheit anzugeben, so làBt sich seine 
Rildordinnte y, mit dem Hauclcschen Satze berlnem errnittelil. Man 
verbindet pi mit KI und erhàlt im Schnitte dieser Geraden g, mit s 
den Punkt a;  nun legt man im Abstande X, vom B%chungsmaBstabe 
JI2 eine Parallele. zu M, und sucht den Schnittpnnkt mit I/, = aK2 und 
erhiilt wird durüh diesen eine Senkrechte zu M, gelegt, so erhiilt 
man im Schnitte mit V2 7, den Punkt ( p z )  und durch die Strecke 
9, b,) = - y, die gesuchte Ordinate des Bildpunktes p, auch dem 
Zeichen nnch, worauf der Bildpunkt p, auf dem Photogramme fest- 
gestellt werden kann. 

Bestimmung der Hohe. Die zwei Visierstrahlen SI und S, bestimmen 
eine Ebene, in welcher der Punkt P Liegen muB; um die Kote des 
Punktes P zu erhalten, ist es daher nur notig, don BiischungsmnBstab 
dieser Ebene zu hestimmen. Wir betreten diesen Weg nicht, sondern 
werden noch einfacher zum Ziele zu gelangen suchen. 

In der Ebene der Visierstrahlen SIS, lie@ auch die Zentrengerade 
C,C, =y, welche wir als Holzenma/3stub benützen, um auf ihr, da sie 
graduiert ist, die Kote des Punktes P zu ermitteln. Ifan wird eine 
Spurparallele der Ebene SIS2 suchen, d a m  durch P' eine solche legen 
und im Schnitte mit der Zentrengeraden g die Kote des Punktes P 
ablesen. 
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Die Koten der Punkte (pl) und (p,) kann man sofort erhalten; sie 
entsprechen den Koten der Bildpnnkte pl und p, selbst. Reide Punktc 
liegen in den Bildebenen von Cl, bezw. C,, es kann daher an  den 
B6schungsmaBstiiben Jf1 und M, bei pl' und p," die Kote von pl und 
p,, deren Horizontalprojektion in pl nnd pi ist, angegeben und zu pi 
und pi hiuzugcschrieben werden. Sucht man nun auf der Zentren- 
geraden g die Koten von pi und pi und verbindet sie mit diesen Punkten, 
so erhiilt man Spurparallele der Visierebene des Punktes P. 

Hierbei ergibt siüh sofort eine Kontrolle: die so erhdtenen zwei 
Geraden müssen, weil sie Spurparallele derselben Ebene sind, parallel 
sein; wenn dies nicht der Val1 ist, so ist es ein Zeichen dafür, daB 
entweder die benützten Bildpunkte keiiie korrespondierenden waren, 
oder aber bei der Konstruktion ein Fehler unterlaufen ist. 

Die Kote des Punktes P wird erhalten, wenn man durch P' eine 
Spurparallele zieht, den Sühnittpunkt mit der Zeritrengeraden g bestimmt 
und bei diesem die Kote aufsucht. 

Wir  sehen hieraus, daB die Zentrengerade als Hahenskala verwendet 
werden kann. 

Zur Bestimmung der Kote des Punktes P gibt es auch noch andere 
Hohenskalen; jede durch da8 Zentrum gelegte Gerade kann zu einer 
Hohenskala gemacht werden; im gegebenen Falle handelt es siüh dama,  
von den unendlich vielen, theoretisch moglichen HohenmaBstaben einen 
praktischen auszuwiihlen, womoglich so, daB er für die Hohenbestimmung 
benutzt werden kann. 

Die jeweilige Bilddistanz und der Visierstrahl, also f i ,  SI und f,, S,, 
bestimmen als zwei sich im Zentrum Cl, bzw. Cs schneidende gerade 
Linien eirie Ebene; die Bilddistanzen fi und f, sind von Hause BUS 

gegeben, ihre Lagererhaltnisse bekannt, und sie konnen daher graduiert 
werden. W i r  konnen nun, analog, wie vorher die Zentrengerade g, 
jetzt die graduierten Bilddistanzen als Hohenskalen verwerten, indem 
wir in den Ebenen f,S, und f,S, Spurparallele suchen. Die Koten 
von pi und pi k6nnen am H6schiing~maBstabe der Bildebenen Ml 
und 31, unmittelbar abgelesen werden; nun sucht man diese Kote auf 
der graduierten Bilddistanz, verbindet diese Punkte mit pi und pi und 
le@ zu diesen Geraden durch die Situation P' Parallele bis zum 
Schmtte mit den graduierten Bilddistanzen, an welchen Stellen die 
Koten von Y direlit abgelesen werden konnen. Die erhaltenen Koten 
müssen riaturgemiiB einander gleich sein. 

Die Bestimmung der relativen Hohen hl und h, des Raumpunktes 
P über den Horizonten von Cl und C2 bestimmt sich nach dem 
folgenden Verfaliren auBerst einfach. 

3 * 
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- -- 
Die Strecken &,)pi= g, und (~ , )p i  = g, stellen die Hohen der 

Bildpunkte pl und p, über den Horizoritalebenen von Cl und C, dar; dcnkt 
man sich P auf die zwei Hauptvertikalebenen der beiden Zentren 
orthogonal projiziert und dann die Umlegungen in die Horizontalebene 
durchgefuhrt, so erhalt man die Punkte Pl und Pz; ihre Absfiinde 

von den Orientierungslinien %!, p = hl und 3p = h, geben unmittelbar 
die gesuchten relativen Hohen, die abgegriffen und auf dem beigegebenen 
MaBstabe abgelesen werden konnen. 

Dieses Verfahren der konstruktiven Bestimmung der Hohen lZBt 
an Einfachheit wohl nichts zu wünschen übrig. 

Bei vertikaler Lage der Bildebene vereinfachen sich alle Kon- 
struktionen bedeutend. Da die Vertikalwinkel der Bilddistanz v, = ço, = O 
sind, so werden die Abszissen z, und z2 der Bildpunkte mit Berück- 
~ichl igung ihres Vorzeichens unmittelbar auf den Bildspuren Tl Tl 
und T2T2 von den Hauptpunkten SL, und Q, aus aufgetragen und wird 

-- -- 

iin Schnitte der Verbindungslinien Cl& und C2p, unmittelbar die 
Situation P' erhalten. 

Die HGhe des Punktes P ergibt sich nach Erniittelung der Koten 
der Bildpunkte pl und pz dadurch, daB man auf der graduierten Zentren- 
geraden die Koten dieser Bildpunkte m und n aufsucht und diese 

- - -- 

Punkte mit pi und pi verbindet; es muB plrn 1) pin sein und die durch 
P' zu dieseri Geraden gexogene Parallele tri£ft die Hoheriskala (Zentren- 
gerade) bei p, wo die Kote von P abgelesen aird.  

Die bei der geneigten Lage der Bildebene xuletzt angegebene 
Methode der Bestimmung der relativen IIohen wird hier besonders 
einfach. Konform mit der früheren Konstruktion wird y, von 8, und 
y, von fi, auf den Bildspuren Tlï; und T,T2 aufgetragen, die er- 
haltenen Punkte P ,  und p,  werden mit Cl und C, verbunden und 
durch die Situation P' auf die Orientierungslinien C, O und C,O 
Normale gefallt und diese mit den verlangerten Geraden C,P, und 
C,P, in Ml und M2 m m  Schnitte gebracht; die Strecken Mlp und 
1M,r gekien, am HorizontslmaBstabe abgenommen, unmittelbar die re- 
lativen Hohen hl und Ji2. Die Differenz dieser Hohen muB kon- 
stant und gleich dern Hiihenunterschiede der Horizonte der beiden 
Zentren min. 

Die auBerst durchsichtige Eonstruktion für die Identiti3 der 
Bildpunkte zufolge der H a u c k schen Beziehung ist aus dem 
unteren Teile der Figur auf Tafel II, die im Aufrisse ausgeführt 
ist, in Verbindung mit der horizontalen Projektion bequem eu ver- 
folgen. 
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V. 

Fehleruntersuchnngen. 

Die rechtwinkIigen Koordinaten eiries aus ewei Standpunkten auf 
photogrammetrischem Wege festgelegten Raumpunktes erscheinen, wie 
aus den Glcichungen 1-IV im Abschnitt II ersichtlich ist, als Punktionen 
der linearen GroBen O, h, welche die gegenseitige Lage der perspekti- 
vischen Zentren festlegen, und der Winkel w,, w2, welche die Bildebene 
im Raume orientieren, ferner der Horizontal- und Vertikdminkel ol,, <y2 

und pl, pz, welche die Richturfg der Visierstrahleri nach dern Raurri- 
punkte kennzeichnen. 

Man hat allgemein : 

I = w ~ ,  "2) = vl, Pi, pz) 
Y = I,;(b, ~ 1 ,  02 ,  O L ~ J  CZ~) - FZ1'(h, m i ,  us, a l ,  81, PZ) 

2 = FSf(b, 01, 0 2 ,  a l ,  a,, Pl) = a 1 7  c32, a,, a,, BI, Pz) 
(1) weiter 

I 5 = FIJ"(b, 4 wz, 2 e z ,  Bi, B n )  = FY'(b, h, m i ,  wr ai  7 a27 Pi, Bn) 

Y = ~ ~ ' ( b , h , w l , ~ z , ~ , ~ ~ ~ , P l , P s ) = F , " " ~ ~ , h , w l , w , ~ ~ l , a , , P l , P , )  

a = FF(b, h, 01 w2 ez Pl, P.2) = Cu'@, k ,  m i ,  w2 , a17 a4 9 Bi 7 Sn). 

Werden die Winkel a und ,9 durch die Bildweiten der photo- 
grammetrischen Apparate fi und f,, sowie durch die Plattenkoordinaten 
ausgedrückt, so werden die Koordinaten des Raumpunktes nach den 
Gleichungen I'-IV' im Abschnitte II als Funktionen der Gr6Ben 6, h7 

mi, me, fi, fa und XI, '27 YI, ? /p  auftreten. 
E s  wird dam:  

(2). 

'X ='E;(h, ~ 1 ,  wz, fi, fS, $1, 22) = "Fi(h mg, f i ,  fa, $17 ~ 2 ,  YI, YB) 
y = 'R2(b, Wl,  wz, f i l  fi, '1, 22) = "3'2(74 Wl,  w f 7  fi, f21 x2, Y12 YI) 

z - '30, w1, W?, fl, f2, Xl, $2) = "Fdh, a 1 7  fi, f 2 ,  $1, $2, YI, Y21 
ferner 

X - "'q(b, '7 W ~ >  fi7 f 2 7  x2, 1 / 1 9  YZ) ='"'F1(b7 "> W2> f i ) f 2 > x 1 7 x 2 >  Y 1 9  Y%) 
Y = "'3'2(b772,a1,w27f11 f27X1,~27Y1,1/2)=""F~!b~J~, ~ 2 , f i > f e j X i > X z : Y 1 , ~ , )  

12 = "'FS(b,h> 021 fi, fz>xl,x,, YI, Y,) - ""Fs(~ ,h ,au~2> fi, faxi>x47~ir~s)-  

Sind die Argumente der vorotehenden Funktionen mit Fehlem 
behaftet, so konnen neben den Purtidfehlern, welche die einzelnen 
Fehler bedingen, ailch noch die Tatalfehler berechnet werden, welche 
in erster Reihe interessieren werden. 

Die totalen Anderungen in den Koordinaten werden, die allgemeinste 
Form der Funktion nach Gleichung (1) vorausgesetzt, sein: 
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Llas Gmndproblem der  Photogrammetrie usw. 

a x a x ax a x ax ô x ' A S = - A b +  a b  d h f P d w 1 f à A w ,  + - d a , +  
a h  a 6% a al ‘-5 

a x ax + GAPI + apsAP, 

a Y a Y 2 Y a~ a~ A ~ - ~ + A O + - A ~ + A ~ , + ~ A ~ + ~ - A . ,  a h  a ml 0 %  u1 +-A. ,  d a, 

2 Y + + ap, 

a 2  a n  a B a~ a 2  a 2  
d a  = - A b + - A h + ? -  d m ,  + 7 - d m , + n A a l  + -Act, a b  a h  0 0 "'2 0 =-1 3% 

a z  
\ +ap;d~l + a p, " '4 . 

Berücksichtigî man das unbestimmte Vorzeiçhen der mittlerm 
Fehlw der Argumente, so mui3 man zur Bestimmung des mittkren 
~ ~ h l w s  der Funktion die Sàtze der Methode der kleinsten Quadrate 
heranziehen, wodurch erhalten wird: 

Die totalen Fehler nehmen eine andere Form an, wenn den recht- 
winkligen Koordinaten die Gleichungen (2) zugrunde liegen; es 
folgt dam: 

a x  ô x a~ ax ÛX d ~ - , A b + , d i i + . - d m , + ~ ~ d w , + ~ d f ,  t a Z A f 2  
C ‘"1 1 a f* 

a x a x a x a x + + - dxZ  + -Ay, + n d y ,  a x1 a X ,  a y 1  O Y ,  

a Y a Y 5 Y a Y a Y 2 Y d y = -  d b  +-Ah+--AG+ + - d a ,  + -Afl + -df;, 
a b  a h  a'", 3% a fl a f, 

2 Y a y  a Y a y  + 7 - A x ,  f a d ~ 2  + 7 - d g l  + - - d y 2  
d x1 2 2  d Y1 a y ,  

a~ a z a 2 a z a z Ô Z  A s = - A b +  A h + - - d ~ , + A ~ , + d f , $ - A ~ ,  
a b  a h  a ml am, fl a f, 

az a z a~ a 2  
+ - d ~ ~ + - d ~ ~ + n d y ~ +  -Ay2.  a XI a s 0 Y1  YS 
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und die mittleren. Fehler der Raumkoordinaten bestimmen sich mit: 

In den meisten Fillen werden die GroBen b und h zur Fetltlegung 
der Zentren genau bekannt sein, ebenso auch die Bildweiten der photo- 
grammetrischen Apparate, welche perspektivische Konstante mit groBer 
SorgFalt auf Grund der sçhgrfsten Methoden ermittelt werden müssen, 
und auch die Orientierungswinkel Sind mit Scharfe gemessen, so 
zwar, daB die Fehlereinflüsse dieser GroBen gegenüber jenen, welche 
durch die Fehler in den Plattenkoordinaten bedingt werden, ver- 
nachliissigt und 

Ab = Ali. = do, = d m ,  = df, = df2 = 0 

gesetzt werden kann; die aufgestellten Gleiçhungen (3)-(6) nehmen 
dann die E'orm an: 
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und weiter: 

Nachfolgend werden die Fehlerausdrüoke für die Raumkoordinnten 
zusammengestellt, wobei die gesamte Berechnung nur für die erste 
Abszisse ausgeführt wurde, wahrend weiter alle umfassenden Neben- 
rechnungen weggelassen werden und nur die Besultatc angesetzt er- 
scheinen. 

Um die Ausdrücke für die Partial- und Totalfehler iibersichtlicher 
zu gestalten, führen wir nachstehende Abkürzungen ein und zwar: 

sin (w, + a,) = sin (1) 

cos (W, + al) = COS (1) 

sin [(a2 + a,) - (a, + a,)] = sin (2 - 1) 

ferner 
A = sin (1) tg f i ,  + sin (2) tg pl 
B = cos (1) tg p, + cos (2) t g  p, 
C = b tg  /3, - h cos (1) 

D = b t g  & + h cos (2) 

E = t g  p, + sin (1) sin (2) t g  p, 
P = tg p, + cos (1) cos (2) t g  p, 
' G = tg pl + cos (1) cos (2) tg p,. 

Beniitzen wir die Bormeln (1) des Abschnittes II, namlich: 

cos (ml + a l )  s i n  (w,+,) % y (1) sin (2) 5 = -- - - - 

[(a, + cd (ml + 4 1  a m  (2 - 1) 
b 

sin (w, + a , )  sin (w, + or,) sin (1) sin (2) 
- 1) = T 

Y = 8, r ( ~ 2  + ad - iw1 + 4 1  sin (2 - 1) 
h 

 in (% + ~ 2 )  BI sin (2: t v  pl 1. = s i n [ ( m 2 + n ) - ( m l + c i l ) ]  b=-- s in (2- i jb>  
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so rechnen sich die partiellen Einflüsse der Abszisse mit: 

3.7: - - - -  sin 3 (a, + a,) x' cotg (rd, + a,) - -- - - -- 

- 2 sin"(~, + a,) - (w, + al)] - b coe8 (o, + a,) 

oder nach Einführung der vereinfachten Symbole: 

a x  b s in2  (2) - x\o tg  (2) 
- - -  

au,  2 s i n e ( 2 - 1 )  b CORV(I) 

ù s in2 (1) 
- xP tg (1) - - - - - - - - - 

2 sinz (2 - 1) b sin4 (a) 

der Totaleiqlu/3 in der Abszisse wird sein: 

b 1 
L I X = ~ .  [sin 2 (0, + a,) du,- sin 2 (w, + a,) da,] 

2 s1n9[(w, + a,) - (ml + 4 1  

x e  sin2 (a,+ n,)da,-  sin2(wl + a , ) d a ,  - - - -- 

2b cosy* + al)  sine (o, + a,) 

oder 

xz sin2(2)4u1-sin2(l)Aa, 
-- 

cosa (1) sin' (2) 

und der relative Fehier mit Verwendung der einfachen Symbole: 

Für die mittleren 
für den absoluten 

x cotg (2) tg (0 !? = -[- - Aï --- da>] 
x b cose (1) sinP CL) 

Fehier der Abszisse wird erhalten und zwar vorerst 
Fehler: 
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b 1 
= - - - 

( 2 aine[(% + a*) - (ml + 4 1  

b 1 = - -- 
2 sin1 (2 - 1) 1/[.& 2 (2) da , ]  + [sin 2 (1) d a2]' 

OJJ 

2 -- 

b cos9 (1) sin1 (2) 
w ( 2 )  cos (2) d ai,]" [sin ( 1 )  cos (1) da,12 

l/[sin 2 (w, + a,) A a,]" fin 2 (ml + %) A a 2 F  

- x = 
- - 

1 
b  COR^ (ml + a,) sine (ai, + a,) 
- - - - - - -- 

i[91n 2 (m2 + al) A cll]' + [sin 2 (w, + a,) da2? 

und dann für den relativen Fehler: 

2 
-- ( $I b c ~ 1 ~ l ) s i n z ( c o 2 +  a.) ~[sia(~s+"z)da~]"+[sin2(w,+a~)Aa~]~ 

O t ~ ~ ~ ~  

2x - i[sinOc0<2) d a,]' + [sin (1) cos (1) da,]'. b cos* (1) sine (2) 

Wird in analog& Weise bei der Bestimrnung der Kaordinaten- 
fehler von y und z vorgegangen, BO ergeben sich als absolute Fehler: 

ll 
I d y  = .in'[(;> a>- (col + cx1 )] [- sin2 (w, + a,) A a, + sinz(wl + a,) A cl,] 

= i [ - O f f l - + i .  ] 
b sin" (1) sin' (2) 

oder 

sin (2) sin (2 - 1) - s i n  (2) cos (2- 1) d a l -  sin(1)A a,+ - I - cos (2 - 1) sin Pi 
sin (1) 2 

cotg(2 - l )Au,  - 
sin (2) sin (2 - 1) 
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Die relativen Eéhle~ ergeben sich nach Division der vor- 
stehenden Ausdrücke für absolute Fehler durch die zugehorigen Ko- 
ordinaten. 

Für die lnittleren a,bsoluten Fehler ergeben sich mit Heranziehung 
der vereinfachten Symbole: 

dy = . 
b 

sin' (2 - 1) Gin"(2)dal]" [[sin"l)da,)' 

sin (1) d oc, ) [  = n d p t g ( 2  - I ) A ~ J Z  + [. sin ('2) sin (2 - 1) Iz + [z+T 2 d r  

Bei Heranziehung der Gleichungen II, III und IV des II. Abschnittes 
erhalt man für die absoluten Fehler der Raumkoordinaten und  zwar 
bei Renutzung der Formel II: 

,205 (ml + a , )  sin (ml + a,) cos (me + ffe)kP, + h  ---- -- 

[sin (ml + al )  tg P, + sin (m, + a,) te Pile % 

- h -- C O ~  (ml + a,) sinP (m, + a,) 

COR' BI [sin (ml + n;)tg P, + sin (w, + 4 tg B1l2 dB* 

."te Pe + sin (ml + a,) sin (% + 4 tg_& [- h- cos"ml + al )  sin (o, + a,) da1 1 
a,) cos (a, + a*) tg Be 
+ a l )  sine (o, + a,) 

dlr, 

- E sin (2) Aor, + cos (1) sin (1) cos (2) tg 8, da, 
sin (1) cos (1) sin (2) 

~ 0 8 ' ~ ~  A/& 

sin (1) cos (2) tg B, 
- Eda, + 

sin (1) 
c o s z ~ ,  sin (2) c o s l ~ ,  
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als absoluten Abszissenfehler; jener in der Ordiiiate ist: 

sin(m, + cr,) fiin5(og + cr,) sin (w, + a,) sin2(w, + a, ) 
A P L  + - - -co,eF2- AB* 

O der 

cos (1) sin2 (2) tg &dq - cos (2) sin2 (1) tg & d u , )  

sin (1) sine (2) sin (2) sing (1) 
cosg pl - 4, + cos2 p9 - Ail, 

cos (1) 
- - 

cos (2) tg p, 
sin' (1) t g ~ i d a ,  sin g j -Aa2  ( 1 

und für die Z-Koordinaten folgt: 

+ sin (1) 

Die mittlerelz Raunzkoo~di~zntenf'e/~~r!~ nehmen bci Kenutzung der 
vereinfachten Symbole die Form an: 

- - 

[E sin (2) dal]" [sin (1) cos (1 ) jos  (2) tg p, duJi,l2 

(ISI,)~ - .- 

E sin (1) cos (2) tg p, 
- 

A$ = 
A .Il' + [ i n *  ( j  LI ail2 

h cos (1) sin (1) 
- 

\ sin (2) COS% Be daj2 
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- - -- - - - - -- - - -- 

,,/'[COS (1) sin2 (2) tg pl A a1l2 + [cos (2) sin2 (1) tg ou LI a,]' 

sin (2) sinB (1) 

- 

hl/  [cos(l)~in(2)tgP,tg~,Aa,]~+[~in(l)~0s(2)tgP~tg~~ d u 2 l 2  
A S =  y A sin (1) sin (2) tg j3, + -- 

+ ["in (!) 'O: (2) tg P X  

A S =  -- sin (2, tg P, 
h sin (2) 

uin (1) tg ,b' sin (1) 
+ [ b i i f  A ~ I ] B  + [tg A C O B ~  /I, a2]'- 

Die Forrnel~i (III) für die &umkoordjnaten Liefern die Behler- 
gleichungen: 

- sin (1) cos (2) tg j3, D d a ,  + cos (1)  sin (2 )  tg f i ,  Cda, 
cos (1) cos (2) 

coB2 pl-- m a ,  + - - -  DAP, cos"B 

sin (1) cos (2) tg p, - sin (2) tg Pz cdor 
cos2 (1) =da1  + o B ' q i >  

cos (1) 

1 sin (3) tg p, 
sin (1) 

C d  ci, 

cos (2) 
Cd S e  

sin (1) tg P z  1 sin tU!! cda, 
k Pl 

cos (2' DdPl + --A CAP, .  
cos2 Be tg  Pi 
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Die nzittZeren liéhier der Raumkoordinaten lauten: 

( f A I I z )  

cos (2) 

Die Gleichungen (IV) des II. Abschriittes geben für die absolutelz 
Fehler der Raumkoordinaten : 

- sin (2) C G  
Bin8 (i) [D sins (1) cos (1) tg  pl - CBl da, - t- 

cos (1) sin (2) cos (1) sin (2) 
- II G (2, cos4 dP1 + tg (11 CO*? p2 AB, 
D sine (1)  cos (1) tg p, - CB 

- -- 
cos' (1) sin (2) d a ,  - CG tg d a ,  

H I U ~  (1) 

sin i l )  sin (1) 
- n T -  op, + c .  

sin (2) tg  pi Bin p) cos2 / j l  A p 2  

D sin (1) sin (2) tg pl d cc, + CG d a ,  

sin (2) cos (1) cos (1) sin (2) Apl-C-' - Ag2 
coss pz 

(IVy) + C G -  1 oa2 
sinB (2) 

cos (1) cos (1) +D, - A & - C - .  
sin (2) cose fi,  sin ( 2 )  cos9 P r  il, 
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tg B -rr)$:p [nsin2(1) tgp,- CBCO.(I)]~.~- C G ~ ~ & A E ,  

- -- ein (2) cotg(1) sin (2) t g &  [ B C +  Dcos(l ) ]dp,+ C sin ( i j ~ ~ ~ p ,  cosz pl - A P 2  
1 

sin (1) - -- sin(1) cos (1) 
s i n ( 2 ) s i P L  [*C+DcOs(l)Idpl+ Cs in (~ ) tgp l  c o s z h  

Die mittleren Tehler der Raumkoordinaten berechnen sich mit: 

und 

D sin (1) s G @ )  tg pl A <rJ2 + [CG A u,J2 

sin (2) cos (1) cos (1) sin (2) 

-- - 
1 

cos (1) 

(JI sin2(l) tg?, - BC cos ( l ) ~ a , ] ~  

BC+Dcos( l )Aq1'  

cos (1) sin (2) t g  p, 
+ [~-coa.p. A] 

+ P sin (1) cos (1) 
s i n ( ~ ) c o s e ~ ,  ~ A ] I  

Rechnet man die Fehlerausdrücke für die Raumkoordinaten, welche 
durch die Gleichungcn 1', II' III' und IV' des II. Abschnittes gegeben 
sind, und in welchen die Bildweite und die Rildkoordinaten auftreten, 
so empfiehlt sich die Einführung nachstehender Symbole: 
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f, cos w, - x, sin w, = JI 
f, sin w, + x, cos w, = AT 

f, sin ml + x, cos wl = Y 
f, cos w, - x, sin O, = & 

(fifa +x1x2)f3in(w,-4 +(~ç, f , -x l fa)cos(~ , -wl) -  

y, jf, sin w, + x, cos a,) + y, (f, sin 0, + xa COS w,) = y, N + y, - S 

y,Cf,cosw,-X, sinw,)+y,(flcosw,-x,sino,)=y,Jf+y,Q= ï' 
coswl-x ,s inw,)( f , s ino,+x,cosr~, )  M N  

Kl- - - -- = C 
fl sin w , q  zl cos w, P 

by ,  - hiZI = V 

Die Gleichungen 1' geben für die absoluten Fehler: 

Die mittleren Fehler rechnen sich mit: 

ferner 

und endlich 
-- -- - - 

P 1 -  ' 
d r  = ~I/i~~cos(w,-m,)-z,sin(w,-wl)]dxl)2+(yf2Ax2)o+(~yl dl) 

f 1'2) -- - 

P l S  
d a  - ~~{[f2eos(o,-w,)-x,sin(ra,-o,)lAx,)a+(11f2d~2:r)2~ (R--J%) Yi 
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Die Gleichungen II' geben als absolnte Fehler in den Raum- 
koordinaten: 

- N(y2f, + y, sin a, iV) dx, + H P  y, cos w, dx, 
'Px= ( se - J f F  P y, - BlNP A y, 

(11 ;) 
1 

- A7(y2 fl + yi  in ml N) dx1 + MPy cos GI,  AxP 
'gx= -- 

\ - N N a  Ag, - MNPPy, 1 
weiter 

und 

(11:) 

- N 2 y , c o s w l d x l - P p e y , ~ o ~ m 8 d ~ g  

+ NBP.dyl + NPP d y ,  
- P y ,  cosw, LI% - P,y,cosa,dx, 

AY = , &*,, + AqP d yi + NP" yy, 

Rechnet man die rnittleren Pehler, so wird erhalten: 

(W) p~ 

z s  ,,/m 
y, cos a, dxï12 + [Py2 cos m, dxz]' 

+ [ N P  - YI Pyl].+ [BP LIy,]' 

Mit Heranziehung der Gleichungen 171' ergeben sich die Fehler- 
ausdrücke: 

Zeitschrift f. Mathamntik u. Physik. 54. Band. 1906. 1. Heft. 4 
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50 Das Griindproblem der Photogrmetr ie  nmv. 

Die Ausdrücke für die ~nittleren FeUer lauten d a m :  

sin w, AzJ+ [[y1 w, J X ~ ?  

+ [llf V y 2  Ay1l2+ 1.Q V Y ~  AyJ2 
(W') - 

s i n q  d xi]'+ [Fy, sin 0, d x J 2  

Die Formeln IV'  liefem f ü r  die ahso2uk.n Fehler: 
MF' 

l y p  Wy1 sin WI) XI - p- (y1fi9 $ N y 2  cos m,) As, 

- N W U d y ,  + M v U d y ,  
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N V + ( V T ( : o s a , P  W Y ~ ~ ~ ~ ~ , ) Y ~ ~ ~ ~ - ~ ( Y ~ ~ , ~  My, cosm,)y, AX, 

N M  W 
- ( V T + M W ) d y ,  P + T ~ l d ~ ,  

Die mittleren Fehler werden lauten: 

2 M V  T Yfi - MP WK sin a,) dal] + [ (y,  fa + My' cos a,) dzsT 1 h = $VLp 
+ [ M W U d y l l 2  + [MVUdy2I8 

.- 

/Ay=;C/ l rw, , . iuuidr i l>  v T + 3 i y 3  cos o,)d a,]' 
+ [MNWdy,12 + [ M N ~ L I ~ , ] ~  

1 a V Y  
[&VTCOSGI~-P wyisino1)- YI 4 1  +[xi ( y f p + ~ y 3  cos 

M V P  1 

Amnerkung. Zur Sicherheit der umfassenden und mühsamen Rech- 
nnngen bei der Fehlerberechnung kt  es geboten, eine einfache und 

4 
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52 Des Grundproblem der Photogrammetrie usw. 

durchgreifendc Kontrolle zu besitzen, welche im folgenden Rechnungs- 
gange liegt. 

Um moglichst rasch und sicher die partiellen Differentialquotienten 
zu erhalten, bedient man sich der aus den Gleichungen (1) des U. Ab- 
schnittes stammenden 
werden konnen: 

moraus sich rechnen: 

Relationen, die wie nachstehend geschrieben 

p ! L .  cos (1) 

Zur moglichst raschcn Kontrolle werden zus der Gleichung 

-- + Y? = Cotgl & 
zB 

folgende Differentialglcichungen erhalten: 
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od er auch 
ax a Y a 2 

cos (1) - - - sin (1) - - cotg f l  - = O 1 am1 a al l aa,  

a x a Y a~ - sin (1) - -  - cotg j3, - = O a % 6 L=z 

a Y a2 - s i n ( 1 )  - cotg/, - = O -  a P,  a P, 

Werden in die vorstehenden zwei Gleichungssysteme die berech- 
net'en partiellen Differentialquotienten eingefühi-t, BO ergibt sich die er- 
wünschte Kontrolle. 

Stellen wir uns die Frage nach der Genauigkeit, welche die Hori- 
zontaldistanzen D, und D,, sowie die relativen Hohen über den Hori- 
zonten der einzelnen photogrammetrischen Stationen (Zentren) haben, 
unter der Voraussetzung, da1 b, h, ml und w2, sowie fi und f, als fehler- 
frei anzusehen sind, so hat mail auf Grund der Gleichungen: 

und für die mittlerelz Fehler: 
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54 Das Grundproblem der Photogrammetne usw. Von E ~ U A R D  DOLE~AL. 

Ermittelt man fîir Dl die partiellen Differentialquotienten: 

[;?& = b . fl'n<?l+ff,)_ - - 1 
siny [(a, + a,) - (ml + ffdl - .in [(a, + s, - (a, + 4 1  ' 

so wird nach Einführung der vereinfachten Bezeichnung erhalten: 

b ( A Dl - [sin (2) cos (2 - 1) d cc, - sin (1) d ~31 Fi) 

sin (1) 
COB (2 - 1) da, - Dl 

Sm (2) "'1 Fin-) 

sin (1) 1 
= [cos (2 - 1) A q  - 

(2) A%] IYp -i> 
al8 relativer FeHer; die mittleren Fehler werden sein: 

b (ADl = v m  cos2 (2 - 1)d a,] +  in (1) Aa21P ii.smj 

p~p -- --p 

AD sin (1) 2 ( n;? =GO" (2 - 1) A ï ] '  + da2] sin (2 - 1) 

h a l o g e  Gleichungen komen für die Fehler in D, gewonnen werden. 
Was die Fehler in den relativen H6hen betrifft, so hat man vor- 

erst für die partiellen Differentialquotienten von hl:  

und nach Einführung in die Gleichungen 

und für den gebrauchlichen Hohenfehler, der der Einheit der Distam 
entspricht: 
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über die Wurzeln einiger Zylinderfunktionen usw. Von A. &L:~HNE. 55 

und ferner die mittleren Fehler: 

und 

Für  die Fehler in der relativen Rohe h, werden a M i c h e  Aus 
drücle erhalten. 

E s  sei bemerkt, daB für die Fehler in den Distanzen D und rela- 
tive& Hohen h analog wie bei den Raumkoordinaten verschiedene Aus- 
drücke abgeleitet werden konnten; doch begnügen wir uns, auf die viel- 
seitige Moglichkeit der Ableitung solcher Ausdrücke hingewiesen zu 
haben. 

Über die Wnrzeln einiger Zylinderfnnktionen und gewisser 
ans ihnen gebildeter Gleichungen. 

Von A. KAL-NE in Heidelberg. 

1. Form der Gleichungen. Deflnition der Zylinderfmktionen. 

In  einer vor kurzem veroffentlichten .Arbeit über elektrische 
Schwingungen in ringformigen Mctallr6hrcn1) habc ich die Wurzelwerte 
gewisser aus Zylinderfunktionen gebildeter transzendenter Gleichungen 
numerisch berechnet. Diese Gleichungen ergaben sich aus den Grenz- 
bedingungen des Prohlems und dicnton eur Bestimmung der Eigen- 
schwingungsperioden, welche dem ringformigen System eigentümlich 
sind. Da dieselben Gleichungen noch bei vielen anderen physikalischen 
Problemen auftreten, und die Kenntnis ihrer Wurzeln anch mathe- 
matisches Interesse beansprucht, so teile ich die Resultate in erweiterter 
E'orm hier mit. 

E B  handelte sich im allgemeinen Falle um die Gleichungen 

1) A. Kalahne,  Ann. d. Phys, 18. p. 92. 1905. 19. p. 80. 1906. 
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56 über die Wnrzeln einiger Zylinderfunktionen usw. 

oder 

und die aus den Derivierten ganz ebenso gebildeten 

oder 

(2%) 

Die Gleichungen ( l a )  und (2a) ergeben sich aus (1) und (2), wenn 

man r lz  statt x und " statt k setzt. 

An ihre Stelle trlten in dem Spezialfall, daB k = so wird, die 
einfacheren Gleichungen 

(3) In (6) = O oder In (r, z) = O 

(4) T d ( t )  = O oder I,i(r2z) = 0 

und wenn andererseits k = 1 wird, die noch einfacheren 

(5 )  sin 7 = 0 oder sin (r, - rl j z = 0 
(6) cos? = O oder cos(r, - r,)z = O 

Hierin bedeuten In(x) und Kn(x) irgend zwei unabhangige partikulire 
Integrale der Be s s elschen Differentialgleichung 

Zmei solche uriabhangige partikulàre Integrale dieser Gleichung sind 
die Besselsche 'und die Neumannsche Zylinderfiinktinn (oder in 
anderer Bezeichnung die B e  s s elschen Funktionen erster und zweiter 
Art) von der nten Ordnung, die für alle beliebigen Werte von n und 
x definiert sind durch die Gleiohungenl): 

(9) 
1 

Kn(x) = zGIZTr { C O S  n z I n ( x )  - I n ( x ) ) .  

1) Ygl. hierfür und fur das folgende z. B. K. N i e l s e n ,  Hanibuch der 
Theorie der Zylinderfunktionen. Leipzig 1904 S. 5 ff. G r a f  und G n b l  e r ,  Ein- 
leitung in die Theorie der Besselschen Funktionen. Bern 1898 und 1900. HeftI 
S. 26, S. 34 ff. Gray und M a t h e w s ,  A Treatise on Bessel Functions and their 
Applications to Physics. London 1893. p. 7 ff. 
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Von A. KALLHNE. 

r bedeutet die GauBsche Gammafunktion 

1 . 2 . 3  ...( T I - l ) m z  r ( x )  = lim -- 
, = m x ( x + l ) .  . . ( x + n ~ - 1 ) '  

die fiir ein positives ganzzahliges Argument übergeht in 

r ( x )  = (x -  l)!  = 1 . 2 . 3  . . . ( x -  1). 

Für einen nichtganzzahligen Wert  von 9z ist auchI -, (x) e h  unabhangiges 
partikulires Integral, konnto slso an Stelle von &(z) treton; für ganz- 
zahlige Parameter lz = v muB jedoch die N e  umannsche Funktion 
En(x) genommen aerden, die in diesem Falle aus (9) durch einen 
Grenzübergang abgeleitet wird. Man erhalt für ganzzahlige n = v 

a =  OC 

x xY (- qaxZ8 log IJx) - +-&--- 
2 7t 2 s !  (Y + S )  

s = 0  

wo A in der Bezeichnung von S c h l a f l i  die von GauB eingeführte, 
mit der Gammafunktion zusammenhangende Funktion ist 

C ist die Honstante des Integrallogarithmus (Eule rsche  oder Ma- 
s c h e r  onische Konstante) und hat den Wert 0,577216. 

Mit Einsetzung des Wertes der Funktion A kann man Kw(x) 
schreiben 

2 2 
K,,(x) = logxIv(x) - ,Iv(x) [log:! - Cl 
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58 C%er die Wurzeln einiger Zylinderfunktionen nsw. 

Statt  dieser dnrch (11) oder ( I l  a) definierten N e  umannschen 
Funktion Kv(x)  wird oft eine andere Y,($) benutzt, die ebenfalls den 
Namen der N e u  mannschen Zylinderfunktion führt, und die mit Ky(.) 
und I,(x) zusammenhangt durch die Gleichung 

Der Faktor log2  - C hat den Wert  0,11593. Wie man sieht, ist 
2 
- Y,,(x) durch die rechte Seite von ( I l a )  gegeben, wenn man daselbst 
II 

2 
das Glied IV (x)  [log 2 - Cl weglàBt. ') 

Statt  der Reihen und Gleichungen (8) und (9) bez. (10) und (11) 
kann man zur Definition von ln (x )  und K,(x) auch gewisse Reihen 
nach fallenden Potenzen des Argumentes x benutzen, die besonders für 
grole  Argumente wertvoll sind, namlich: 

mobei die Funktionen ip,(x) und +,(x) defiiiiert sind durch die im all- 
genieinen halbkonvergenten Reihen 

oder ausgeschrieben 
( l P - 4 n 3  (3'-4nq ( l e -  4nf)(3'-4nq(r>'- 4 n 4  (7'- 47%') 

% ( 4 = 1 -  2!(SX)' 
+ ---- - - - - - . . . 

4!(8x)'  

l e - 4 n e  (12-41z7(32-4n5(55-4n,e)  
?CI,($) = -,-- - 3 ! ( 8 ~ ) ~  

( 1 ' - 4 n ~ ( 3 2 - 4 r ~ ~ ( 6 P - 4 n ~ ( 7 P - 4 n e ) ( 9 ' - 4 n ' )  
+ - - - .- - -- - - . . .  

5 !  ( 8 ~ ) ~  

Bricht man diese halbkonvergenten Reihen so ab, daB die Ordnungs- 
ni. 

zahl s des letzten benutzten Gliedes 2 bez. 2 + ' ist, wobei nz 

1) Vgl. die Darstellung bei G r a y  und M a t h e w s  1. c. S. 14. Die Formel 
fiir Y,(x) ist daselbat jedoch dilrch einen Dnickfehler entstellt. In dem Auadruck 

n n 

1 
(31) fiir ka,. muB das letrte Glied +zs heiBen atatt -2;. 

1 1 
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Von A. KALAHNE. 5 9 

eine ganze Zahl darstelit, so ist der Behler kleiner als das letzte in 
Bechnung gezogene G1ied.l) 

Mit unenahch wachsendem x bei endlich bleibendem n nahern 
sich die Summen in  (14) dem Werte Null, daher wird 

l im<p, (x)= l ,  l i m ~ n ( x ) = O ,  
z = OE z =  OE 

und die Glcichiingen (13) geben 

1 lim Kn(î.) =p sin (X - 7- r  . 
z = m  72 'x ) 

Wie sich die Fuuktionen verhalten, wenn x und n zugleich unendliüh 
werden, ist hieraus aber nicht zu ersehen, da d a m  die Reihen (14) 
versagen. Für  x - 0 folgt aus den Gleichungen (10) und (11) 

[ 
1 für % = O  

lim In(%) = 

(16) z = U  O für n > O 
lim K,(z) = oo , 

und zwar wird lim K(x)  fiir n = O logarithmisch. fiir n > O algebrnisch 
x = o  

uilendlich wie x-". 
Als P o i s  a O nsche Zylinderfunktionen bezeichnet man die Funktionen 

I,(x) und Kn(x), wenn n die gebrochenen Werte +, +, 2 - . - v + $ 
besitzt, wobei v eine beliebige ganze Zahl v = 0, 1, 2 . . . darstellt. 
Sie ergeben sich leicht aus den Gleichungen (13); die Reihen für 

. rp,(x) und dn(z) brechen in diesen spezicllen FBllen jeweils bei einer 
bestimmten Stelle a b  und haben nur  eine endliche Zahl von Gliedern, 
so lange n selbst endlich ist. Man erhilt: 

(17) 

I~ - (x) = vs sin x 
2 

Kl(x) .- =-ECO~.~=- I - - l(x) 
2 B 

I&(Z) vg  (- COB X + 
2 

2 

"n 3 
COB x 

K - ( = (- s i  x - ) x = + 1- L(x) 
2 4 

- 
1-- s i n x - - c o s x  I~<+E(-( ZJ x 

3 3 

) 
K 5  - (x) = vZ((1- &,) cos x - s i n  z î. ) = - I - S ( ~ )  usw. 

2 Z 

1) Vgl. N. N i e l s e n ,  1. c. S. 155 und 156. E. L o m m e l ,  Stndien über die 
Resselschen Funktionen. Jieipeig 1868. § 17 S. 67 ff. 
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60 . cber  die Wurzeln einiger Zylinderfunktionen usw. 

2. Lage der Wnrzeln im allgemeinen. Physikalische Bedeutung derselben. 

Von den in Betracht kommenden transzendenten Gleichungen (1) 
bis (4) habe ich zunachst die aus den Derivierten gebildeten nicht he- 
rücksichtigt und nur für die Gleichungen (1) und (3) die Rechnung 
durchgeführt. Auch sind ekwaige imaginare oder komplexe Wurzeln 
auBer Acht gehssen und nur  reelle Werte benutzt. Jede der beiden 
Gleichunge~l ( 1 )  und (3)  hat unendlich viele diükrete reelle Wurzeln 
ganz ebenso wie die aus den entsprechenden trigonometrischen Funk- 
tionen sin x und cos x analog gebildeten Gleichungen 

t g x  = t g  7;x bez. sin x = 0. 

Wir unterscheiden aie durch Hinzufügung des Parameters n und der 
Ordnungszahl w, die nach einander die Werte O, 1, 2, 3 . . . annimmt, 
schreiben also als wte  Wurzel der Gleichung ( l ) ,  die aus den 
Zylinderfunktionen nter  Ordnung gebildet ist. Dies Verhalten der 
Gleichungen (1) und (3) in bezug auf ihre Wurzeln übersieht man 
am leichtesten, wenn man den Verlaiif der Funktionen In(rz)  bee. der 
allgemeineren 

(la1 R = I,(rz) + AKn(rz )  

im reellen Gebiete graphisch darstellt, was sich, wenigstens für die 
Werte n = O und n = 1, ziemlich weit durchführen la i t ,  da für diese 
Parameter ausführliche Tafeln der beiden Zylinderfunktionen existieren. 
Das schon zitierte Buch von G r a y  und M a t h e w s  enthiilt eine solche 
Darstellung von Io($) und 4 (x) bis zum Argument z = 20 hinauf. 
Die Gestalt der Kurven ist ahnlich derjenigen der Kurve einer ge- 
dampften sinusf6rmigen Schwingiing, nur sind die aufeinanderfolgenden 
Nullstellen nicht wie bei dieser uni den Betrag n von einander entfernt, 
sondern diese Differenz ist bei Io($) kleiner, bei 1, ( x )  und allen 
anderen mit hoheren Parametein grofier als z, niihert sich aber mit 
wachsendem Argument asymptotisch dem Werte n, wie ails den 
Formeln (15) hervorgeht, welche für sehr groBe Argumente gelten. 
Ganz analog verhalten sich die N e u m a n n  sche Zylinderfunktion Kn(x) 
bez. Yn(x) und die durch (18) dargestellte Summe beider; die Lage 
der Nullstellen dieser Summe IZ hingt  natürliçh von dem willkürlichen 
konstanten Koeffizieiiten A ab. 

Die durch (18) dehiel-te Punktion R stellt, noch mit einer d l -  
kürlichen Amplitudenkonstante multipliziert, das allgemeine Integral 
der B es s e l  schen Differentialgleichung (7) der. Bus ihr geht die 
transzendente Gleichung ( l a )  bez. (1 )  in folgender Weise hervor. Die 
Funktion R ist innerhalb eines Kreisringes mit den Radien r, und r, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A. KALAHNE. 61 

die endliche, stetige, eindeutige Losung einer bestimmten Differential- 
gleichung. Wenn nun die Grenzbedingungen verlangen, dafl R an 
beiden Grenzen verschwinden soll, so hat man zunachst zu setzen 

damit B an der unteren Grenze r = r, verschwindet; damit es auch 
an der oberen r = r, verschwindet, muB die Gleichiing (1 a) erfiillt sein, 
aus der z als Fuuktion von ri und r,, sowie von lz, clas als Parameter 
in der Gleichung enthalten ist, berechnet werden muB. Setzt man darin 

z statt r,z und k f ü r  ", 80 geht die Gleichung ( l a )  in die Form (1) 
Tl 

über. Das Verhaltnis der Ringradien ist ein Mai3 für die Krürnmung 
des Ringes; es ist gleich 1 für unendlich kleine Krürnmung, d. h. wenn 
der Ring in einen geraden Streifen von der Breite r, - ri übergeht; es 
ist gleich w für unendlich groBe Krürnmung, d. h. wenn der Ring in 
einen Vollkreis übergeht, indem sich r, bei endlichem r, auf den Wert 
N d  reduziert, oder wenn er in den Au0eriraum eines Vollkreises über- 
geht, indem r, bei endlichem r, unbegrenzt wachst. Zufolge der Definition 

besteht zwischen den Wurzeln xe) der Gleichung (1) und den Wurzeln 
z der Gleichung (1 a) die Heziehung 

indem wir auch die z mit den Indizes n und w versehen. Diese 
Groflen zLw) sind die physikalisch wichtigen, aie hingen eng mit den 
Perioden der Eigenschwingungen des Hingsystema zusammen und 
dienen daher zur Berechnung dieser, wenn die Dimensionen des Systems 
gegeben sind. Physikalisch kommen nur die Wurzeln in Betracht, 
deren Ordnungszahl w > O k t ;  die nullte Wurzel ist allen Werten 
von k und n gemeinsam und hat den Wert Kull. 

3. Nnmeritiche Berechnnng. Reihen von Mao Mahon. 

Zur numerischen Berechnung der Wurzeln d:) lassen sich die 
Reihen verwenden, welche Mac Mah on1) f ü r  dieselben angegeben hat. 

1) J. M a c  M a h o n ,  Annale of Mathematics 9. p. 28. 1894/96. Die Formeln 
findet man bei G r a y  und M a t  hews  1. c. p. 241 ff., sie enthelten in diesem Ab- 
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6 2  cber  die Wurzeln einiger Zglinderfunktionen usw 

Die Ableitung derselben stützt sich auf die Darstellung der Zylinder- 
funktionen durch die halbkonvergenten Reihen <p, ( x )  und 4, ($1 Ver: 
mittels der Gleichungen (13). Setzt man namlich 

(22) rpn(x) = PCOS O, $ J ~ ( X )  = P s i n O ,  

wo P und O ewei durch diese Gleichungen definierte Gr6Ben sind, BQ 

gehen die Gleichungen (13) über in 

Zn+ 1 In ( x )  =vg P cos (x - 7 . - .) 
(23) 

'Ln+ 1 K, ($1 =1/ ' P ,in (x - - - z - O) 
n x 4 

Sollen diese Werte verschwinden, so muB sein für In($) s O 
2 % + 1  z 

x-- n - O = ( 2 w  - 1) ( W = I , Z , S  ...) 
4 2 

oder 

( 2 4 )  
X 

x = / ~ + O ,  wobei P = - ( 2 r ~ + 4 ~ - 1 )  4 

ist; für K n ( x )  = 0 
2 m + l  n x - --- n -  O = - ( 2 w - 2 )  ( m = 1 , 2 , 5  ...) 

4 2 
oder 

ist. Indem nun mit Hilfe von (22 )  O nach fallenden Potenzen von x 
entwickelt wird, erhiilt man für I , (x )  

wo die p ,  p, r . . . gewisse Funktionen von n sind. Hieraus ergibt 
sich nach einem Theorem von L a g r a n g e :  

Setzt man die Werte von p, g; r . . . ein, su erhalt man schlieBlich als 
w t e  Wurael von In (x) = 0 

n a - 1  4 - 1 - 3  32(na-1) (83mz-982w+3779)  
1 )  - - - - - -'______ - 
n 8F 5(8B)= 15(8P)b 

(27) 64(n1. - 1)(6949rn" 1153 855m" 16% 743m - 6 277 237) - - - - - . . . 
105(8p)' 7 - 

dmük einige Druckfehler. Auf p. 242 muB es uuter (VI) ( 8 ~ ) ~  im Nenuer von r 
heiBen statt (se? Ferner mu6 es auf p. 241 unter bei den Wurzeln von I,(x) = O  
im letzten Gliede von xjld) heiBen 1 685 743m statt 185 7 4 3 ~ 2 ,  wie eine Vergleichung 
mit  der Originalabhrtndlnng lehrt. 
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wobei genlaB (24) gesetzt ist 
II 

4 n 2 = m ,  - - (2n -1+4w)= /3  
4 

Dieselbe Forniel (27) gilt für die Q'urzeln von K,(x) = O, wenn man 
darin statt p den Wert  

'z 'z - ( 2 n - 3 + 4 ~ ) = / 3 ' = B - ~  4 

einsetzt. 
Für  die Wurzeln der allgcmeinercn Gleichung (1) ergibt sich eben- 

falls die Gleichung (26), wobei aber @, p, p, r . . . die Werte haben 

w z m - 1  4(m-1)(m-25)(kS-1) p = -- -- - 
k - 1 '  

(28) 
8 k  Y Y = =  3 ( 8 / , ) 3 ( k - 1 )  J 

32 (oz - 1) (ntB - 114nt + 1073) ( k L  1) 
r = , 9n = 4n2.  

5 ( 8 k ) ' ( k  - 1) 

~ h n l i c h e  Entwicklungen findet Mac M a h o n  für die aus den Derivierten 
I i (x )  und x ( x )  gebildeten Gleichungen. 

Mit Hilfe der Gleichungen (26) und (28) habe ich die 6 ersten 
Wurzeln xp) der Gleichung (1) für die Parameter n = O, +, 1, :, 2 ,  % 
und die willkürlich herausgegriffenen Werte k = 1,2, k = 1,5, k = 2 
bercchnet und sie in Ta  b e 11 e 2 zusarnmengestellt. Die angegebenen 
IZrümmungswerte k entsprechen 3 Ringen, deren innerer Durchrnesser 
z. B. 20 cm betragt, wahrend die aufieren in derselben Reihenfolge 24, 30, 
40 cm ~ i n d .  Der Herecliniing Sind die 4 in (26) hiugeschriebenen Glieder 
zugrunde gelegt, und die Werte xp), soweit es moglich ist, auf 4 De- 
zimalen genau mitgeteilt. Augemein IaBt sich die Genauigkeit der mit 
diesen Reihen berechneten Wei-te nicht abschiitzen, da Untersuchungen 
über die Konvergenz und die Restglieder derselben noch aussteheri, wie 
ich einer Notiz in Nielsens1)  Handbuch entnehme. Bei der nume- 
rischen Berechnung zcigt sich, d d  die Glieder dieser Reihen um so 
schneller abnehmen, je groBer die Ordnungszahl der Wurzel w, und je 
kleiner Jc und n sind. Eine Ausnahme bildet der Parameterwert n = $ 
insofern, als für ihn die Reihe sich auf das erste Glied fl mit dem 
Wert w z / ( k  - 1) reduziert, da die folgenden wegen des Faktors m - 1 
samtlich verschwinden. Dies Resultat erhalt man auch direkt, wenn 
man in Gleichung (1) die Werte der P o i s  s O n schen Zylinderfunktionen 
für n = p einsetzt, wodurch dieselbe in 

t g x  - t g k x  

übergeht. Von n = + aufwarts wird die Konvergenz mit wach~endem 
Parameter immer schlechter. Als Reispiel führe ich in Tabelle 1 die 
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64 Über die Wurzeln einiger Zylinderfunktionen nsw. 

Werte der 4 Qlicder von Reihe (26) f i r  tu = 1 und die Parameter 
n = O, n = 1, n = 2 an, die zu dem Krümmungswert k = 2 gehoren; 
sie sind mit a, b, c, d bezeichnet. 

Die GLiedcr nehinen also verh%ltnismiiBig langsam ab; bei kleineren 
Werte von k gescliieht dies ~chrieller, bei gr6Beren langsamer und 
schlieBlich merden im Gegenteil die folgenden Glieder gr6Ber als die 
vorhergehenden. Dies ist z. B. schon für k = 3 bei n = O der Pall, 
wo des Glied d gr6Ber wird als e. Hier werdon also die Rcihen un- 
brauchbar, d. h. gerade für das interessante Gebiet stark gekrümmter 
Ringe, bei denen k groBe liTerte hat. Wir werden jedoch auf anderem 
Wege AufschluB über die Qr6Be der Wurzeln auch für diese Falie er- 
halten. Je mehr si& k der E d e i t  niihert, desto griiBer wird P, und 
desto schneller konvergiert die Reihe; z. B. kann man sogar bei n = +, 
dem hochsten Parameterwert der Tabelle, schon für k = 1,2 das viei-te 
Glied d g m z  vernachlissigen, wenn man eine Genauigkeit von 4 Dczi- 
malen erreichen will; umsomehr natürlich bei kleineren Parameterwerten. 
Hier kann man die Genauigkeit also gut angeben; bei denjenigen 
Wurzelwerten aber, wo das vierte Glied d noch einen Beitrag zur 
vierten oder gar drittcn Dezimale licfcrt, kann man den moglichcn 
Fehler des Resultates gleich der Gr6Be dieses noch in Rechnung ge- 
zogenen Gliedes ~ietzen, wenn man annimmt, da5 die Summe aller folgenden 
Glieder hochstens den Betrag dieses Gliedes erreicht. Diese Annahme 
habe ich gemacht und die Bcxeiclinungen in der l'ahclle danach ein- 
gerichtet; wo die Unsicherheit wegen des vierten Gliedes 1-2 Einheiten 
der vierten Dezimale betragt, ist dies durch kleinen Druck der be- 
treffenden Ziffer angedeutet; ist die Unsicherheit gr6Ber al8 2 Einheiten, 
so sind die Ziflern auBerdem unterstrichcn; in  allen mderen Fallen be- 
tragt sie weniger als 0,5 Emheiten der vierten Dezimale. Zur besseren 
Beurteilung der Unsicherheit ist das vierte Glied d in  Einheiten der 
vierten Dezimale daneben geschrieben, soweit es in Betracht kommt. 

In diescr TaheLlc sind die Wurzeln xn) für die Grenxwcrte 8 = 1 
und 7c = w nicht mit aufgeführt, um das wiederholte Hinschreiben der 
Werte oo und 0, welche diese wurzeln besitzen. zu vermeiden. DaB 

Tabelle 1. 

- 

a 

' e 1 d 

n=o / n = l  

3,14 159 3,14 159 
- 0 , O l  989 + 0,05 968 
+ 0 , 0 0 1 7 1  r 0 , 0 0 5 7 6  
- 0,00 062 + 0,00 157 

n=2  

3,14 159 
+ 0,29 842 
- 0,03827 
+ 0,00 456 
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d;) = oo wird für k = 1, Solgt aus der Reihe (26) ohne weiteres, da 
W Z  

in diesem Falle f l  = unendlich wird, weswegen alle Glieder mit 
k - 1  

im Nenner wegfallen und nur das erste, j3 selbst, übrig bleibt. Der 
andere Grenzfall 7c = cw, erfordert aber eine besondere Betrachtung, bei 
der wir zweckm5Big von den Wurzeln z der Gleichiing ( la)  ausgehen. 

4. Die Grenzfalle k = 1 und k = m. 

1. Für  den Grenzfall X: = 1 erledigt sich die Betrachtung, wie wir 
sahen, sehr einfach, da die Gleichung (26) den Wert der Wurzeln an- 
gibt, zpi) = m. hteressanter Sind aber die Wumeln znl, die nach (21) 
mit xk) zusammenhangen. Man erhalt niimlich für jedes n 

(29) t= iim 1 (k - 1) x(,W) = (y2 - rl) %Lw) = w n  , 
indem die Glieder von (26), welche P im Nenner haben, verschwinden. 
Dies Resultat ist natürlich im Einklang mit den Porderungen dea phy- 
sikalischen Problems, die Eur diesen Grenzfall wegen r, = r2 = CO m e r -  
gang der Zylinderfunktionen in die trigonometrischen Punktionen sin 
und cos fordern, wobei die Gleichungen (1) übergehen in 

(50) t g r , t = t g r , z  bez. t g x = t g k . x ,  

also in Gleichungen, deren Wurzeln durch (29) bestimmt merden. 
Die GriiBen zn) bleiben, da wir die Ringbreite r, - r, endlich 

vorausgesetzt haben, ebenfalls endlich; die Wurzeln xkw) werden jedoch 
wegen le - 1 = O siimtlich unendlich. Auch wenn r, - r, gegen Null 
konvergiert, d. h .  wenn die Ring- oder Streifenbrcite unendlich klein 
wird, gelten dieselben Überlegungen. In diesem Falle ist es aber nicht 
notig, da6  r, und r, unendlich groB werden, es ist nur ntitig, daB die 
Breite Y, - r, klein ist gegen die Radien r, und r, oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, gegen den mittleren ftingdurchmesser rl + r,. Die 
Gr6Ben z l )  werden d a m  unendlich groB. 

2. Den andern Grenzfall I; = cx, behandeln wir am besten irn An- 
schluB an das physikalische Problem. Der Quotient k = " wird unend- 

r1 
lich, wenn entweder a) r, = O, r, > O oder b) 1; < oo, r, = w ist. 
I m  ersten Falle geht der Ring in einen Vollkreis mit dem Radius r, 
über, im  zweiten in den AuBenraum eines Ee i ses  mit dem Radius rl. 
Der erste Fa11 ist der physikalisch interessantere. 

a) Reduziert sich r, auf Nd, wahrend r, endlich bleibt, so geht 
Gleichung (1 a) wegen In (O) = O (bez. = 1 für n = 0) und Kfl (0) = - ao 
über .in 

Zeitschrift f. Mathematik n. Phyaik. 54. Bund 1906. 1. Heft. 
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6 6 cher dio Wiirzeln einiger Zylindcrfunktionen usw. 

Dabei ist es gleichgültig, ob z  gleich Null oder endlich oder unendlich 
kt, wenn nur lim r,z = O bleibt. Da nun En (r, z) nur für das A rgu- 

r ,  = O  

ment Xull unendlich grog wird, sonst für keinen endlichen Wert, auBer - 

wenn n selber unendlich ist, so wird die Bedingungsgleichung in diesem 
Fa11 

In(rar) = 0 ,  

sodafi wir tats%chlich die zn Anfang angegebene Umwandlung der 
Gleichung (1) hier bestatigt finden. Die Wurzeln bleiben endlich, 
die Wurzeln xpl werden wegen k - 1 = cc siimtlich gleich Null. 

R u r  wenn man annimmt, daB auch Werte TB) existieren, die un- 
endlich sind derart, daB li lu r iz  > O ist, also irgend welche encilichen 

r, = O  

Werte annimmt, gilt diese Umwandlung nicht mehr, da dann nicht die 
linke Seite von (1) bez. ( l a )  verschwindet. In  diesem Falle erhalt 
man wegen r,z = oo 

wobei die rechte Seite einen vorliiufig noch unbekannten endlichen 
Wert hat. niese Gleichnng besagt aher, da ihre linke Seitc mit unend- 
lich wachsendem Argument keinem bestimmteri Gremwert zustrebt, 
nichts weiter, als da0 z ganz willkürlich bleibt, wenn es nur unendlich 
grog ist, und daB von dem speziell ausgewahlten unencilichen Werte 
von z nur die Art des nbergangce des r, zu Null abh'ingt, da r,z den- 
jenigen endlichen Wert annehmen muB, der in die Gleichung eingesetzt 
die rechte Seite gleich der linken macht. Physikalisch ist der Fa11 
bedeutungslos; da es nicht auf die Art des Unendlichwerdens von z an- 

kommt, sondern die Tatsache des Unencilichwerdens allein d o n  geriügt. 
b) 1st r,  endlich odsr Null, r, unendlich groB, so wird unter der 

Annahme z = O das Produkt r,z = O und die Gleichung ( l a )  liefert 
wieder die einfachere l n ( r , z )  = O. Da8 Produkt lim r, z  kann also 

r 2 = m  

irgend eine Wurzel dieser Gleichung sein; zn) ist natürlich wegen 
r, = oo immer Null, desgleichen ZR). 

Es konnte aber auch jeder beliebige endliche Wert von z  mit dem- 
selben Recht benutzt werden, da ja der Wert von r, ganz unbcstimmt 
ist, wenn man es stetig unbegrenzt wachsend denkt. Man erhalt dann 
wieder dieselbe Gleichung (31)) die wir schon unter a) gehabt haben, 
mir sind diesmal ri und z endlich, r ,  unendlich. Physikalisch bedeutet 
diese Enbestimmtheit des Wertcs von z, daB der unbegrenzte AuBen- 
raum eines Kreises keine bestimmte Eigenschwingungen hat, oder düB. 
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die moglichen Eigenschwingungsperioden unendlich nahe beieinander 
liegen, eine kontinuierliche Folge bildend. Hier wie unter a) haben 
wir also einen singuliiren Fall, der keine bestimmten Wurzeln liefert; 
die normale Grenzform der Gleichung (1) für k = oo ist aber 1, (r,c) = 0, 
die ganz belitimmte Wurzeln liefert, welche stetig in die Wumeln der 
allgemeinen Gleichung übergehen. Die Form dieser Wurzeln r , t  er- 
gibt sich aus dem Produkt (r, - r,) t der allgemeinen Gleichung, wenn 
man darin ri gegen Y ,  vcrnachl5ssigt. VvTegen 1; =m wcrden hicrbei 
alle xn) Null, wahrend die Produkte r,z endlich sind; die Wurzelu zkul 

selbst sind nui- danil gleich Null, wenn r, unendlich ist. 
Die Wurzeln der Gleichung In (r,z) = O oder In (5 )  = O lassen sich 

mit Hilfe der Mac  Mahonachen Formel (27) berechnen. Hierbei er- 
halt man zunachst die Produkte r,z, aus denen man rückwarts die 
Wurzeln xk) ableiten midi, die hier siimtlich gleich Null sind. Es ist 
nun fiir die Anwendungen überhaupt zweckmiiBiger statt der sk) von 
vornherein die Produkte (r, - r,)zkm), die man aus jenen mit Gleichung 
(21) erhalt, als Wurzeln der Gleichung (1 a) zu betrachten. Rechnet 
man so die Werte der Tabelle 2 urn und fügt für k = a, die mit der 
lleihe (27) für I n ( g )  = O berechneten Werte hinzu, so erhalt man 
l'ahelle 3. In dieser sind die Werte, welche für den Grenzfall k = 1 
gelten, weggelassen, da sie alle garizzahlige Vielfaühe w a  von a siud. 
Die Einrichtung und die Bezeichnung der Fehlergrenzen sind dieselben 
wie bei Tabelle 2. Lu der Berechnung der Wurzeln von I,(5) = O 
ist zu bemerken, daB ich aie nur für die Parameterwerte n = +, 1, % 
ausgeführt habe; fiir t z  = $ ist überhaupt keine Rechnung notig, da die 
Wurzeln ganzzahlige Vielfache von n sind, und für n. = O und 12 = 1 - 

liegen sehr geiiaue Berechnungen von MeiBell) Tor. Für  n = + habe 
ich früher die Werte von L o r d  R a y l e i g h 2 )  benutzt, der die Wurzeln 

- .  

der Gleichung t g  x = x, in welche die Gleichung (3) für n = $ über- 
geht, unabhangig berechnet hat. Bei der hier durchgeführten Neube- 
rechnung hat sich gezeigt, daB zwei von den Rayleighschen Zahlen 
nicht richtig sind, wodurch auch die entaprechenden Zahlen meiner 
früheren Tabelles) fehlerhaft geworden sind. 

1) E. MeiBel, Abhandl. d. Berl. Akad. d. Wissensch. 1888 (für n = O);  
Programm der Oberrealschule in Kiel 1890 (für n =  1); beide Tabellen bei Gray 
und Mathews 1. c. S. 244 und 280. 

2) Lord R a y l e i g h  (1. W. Strntt),  Theorie des Schalles, iibereetzt von 
Neesen 1. S. 369. 1879. Die vierte Wurzel mu8 heiBen 4,4774s statt 4,474772 und 
die fünfte 6,4815~ statt 6,4818~. Im ersten Falle handelt es sich nm Verstellnng 
zweier Zahlen, im zweiten wahrscheinlich u m  merseheu einer Null im Logmithmus. 
Der Fehler ist euch in die zweite (englische) Ausgebe (London 1894) übergegengen. 

3) A. Kalahne,  Ann. d.  Phys. 19. S. 89. 1906. Die beiden infolge des 
6. 
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Tabelle 2. 

Die in Klammem beigefügten kleinen Zahlen geben den Wcrt des 
vierten noch zur Berechnung benutzten Gliedes der Reihe (26) in Ein- 
heiten der vierten Dezimale an. 

Pür k: = 1 sind alle Wurzeln xi:) - CO, für k = oo Sind alle 
Wurzeln xn) = 0. 

Bus der Tabelle entnimmt man über den Verlauf der Punktion 
(Y, - r,) tp) folgendes : 

1. Für  Parameter n < + ist die wte Wurzel kleiner als wa, für 
n > + ist sie gr65er ale wn, f ü r  1% = $ ist sie gleich wz; dieser Para- 
mcterwcrt rn = S stellt sich also als ein singiiliircr dar, besonders auch 
deshalb weil bei h m  keine Abhangigkeit von 1; vorhtlnden kt .  

-- 

Fehlers in den R a y l e i g h s c h e n  Zahlen fehlerhaften Werte stehen in  der Rubrik 
n = + füT k = m unter ui = 4 und 18 = 5 der Tabelle 6. Es mu6 heiBen 14,0662 
statt 14,0577 und 17,2208 statt  17,2216. Wie ich nachtriiglich gefunden habe, hat 
bereits E. L o m r n e l  (Abh. d. bayr. Akad. d. Wissensch., niath.-phys. M. 16.  
S. 651. 1886. Tabelle IVa) die ersten 16 Wnrzeln dieser Gleichung aiif 6 Dezimalen 
berechnet. 
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Tabelle 3. 
1% (r14 

( 7 9  - (yg -Tl )  a!pe (k - 1) &71 Wurzeln (Y,-r,)z~,ul~derGleichnng- - = - 
K n  (r1 4 Kn ( ~ 2  7 )  ' 

(vgl. Tabelle 2). 

I 

Die in Klammern beigefügten kleinen Zahlen geben schàtzungs- 
weise die Unsicherheit der betr. Werte in Einheiten der vierten Dezi- 
niale an. Für  3i = 1 sind alle Wurzeln (k - l)sn) = zuz. 

2. Für  Parameter n < $ nehmen die Werte bei konstantem w mit 
wachsendem k ab, für n > + nehmen sie zu Das Intervall, welches 
(T, - r,)z$? durchlauft, wenn k von 1 bis cc wiichst, nimmt mit wachsen- 
dem w langsam ml, mit wachseudem .n steigt es schnell. 

3. Bei konstantem k ist die Differenz zweier aufeinander folgenden 
Wurzeln kleiner oder gr6Ber als z, niihert sich aber mit wachsendem 
w der Grenze a. Ob diese Differenz kleiner oder g d 3 e r  als s ist, h&gt 
von dem Werte des k ab und davon, ob n groBer oder kleiner als E ist. 
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70 Eber die Wurzeln einiger Zylinderfunktionen nsw. 

5. Spezielle Methode zur Berechnung der Wurzeln in gewissen Fallen. 

Gewahrt nun auch die Tabelle 3 mit ihren 5 Werten k (k  - 1 
eingeschlossen) und den zugehorigen Wurzeln einen Überblick über 
den Verlauf von (7, - r,)zk) als Bunktion der Ringkrümmung k im 
allgemeinen, so genügen diese Werte doch noch nicht, urn Einzelheiten 
des Verlaufes festzustellen. Dazu braucht man sowohl für Werte von 
k nahe bei 1 wie auch für einige groBe k die zugehtirigen Wurzeln. 
Jene k6nnte man wie die andern Werte der Tabelle 2 mit Reihe (26) 
berechnen, für diese aber braucht man andre Methoden. Eine solche 
sehr einfache, auch für kleine k brauchbare ist die folgende, die immer 
anwendbar ist, wenn die Wnrzeln der Gleichungen In(E) = O oder 
K,(g) = O hekannt ~ i n d ,  oder wenn Tafoln für dicse Funktionen existieren, 
aus denen mari die Lage der Sullstellen mit hinreichender Genauigkeit 
entnehrnen kami. 

Betrachtet man wieder den Grenzfall des Kinges, bei dem sich der 
innere Kreis r, auf Nul1 reduziert hat, d. h. den Vollkreis, so geht für 
diesen die Funktion R (vgl. 18a) in  I,(rz) = In(&) über. Diese 
Funktion hat in dem Kreisgebiet eine Anzahl konzentrischer Kreise 
als Nulllinien, deren Kadien im Verhdtnis der ai~feinanderfolgcndrn 
W u r z e h  von I,(E) = O stehen. Zwei beliebige von ihnen karin man 
als Grendinien eines Ringes benutzen, an denen dann die Funktion R 
verschwindet. Im Innern dieses Ringes hat R ebenfalls gewisse Kull- 
linien, wenn die Grenzlinien nicht zwci benachbarten Wurzeln von I&) 
angehorem Die Anzahl dieser inneren Nulllinien ist /3 - a - 1, wenn 
ol und p die Orclnungszahlen der Wurzeln der Grenzkreise sind, wobei 
j3 > CI angenommen ist. Das Verhaltnis der Ringradien ist nach dem 
oben Gesagten offenbar 

Nun entspricht aber die kleinere Wurzel En) dem inneren Radius, 

d. h.  dem Werte xf) der Gleichung (1) oder r,z, die groBere &!f) dem 

aufieren Radius, d. h. dem Werte k x ~ l  oder r,z. Daraus fol& sofort 

(33) - y +) = 
2 l/ n 

(k - i)&> = &:Pl - ,p. 
n n 1 

Hierbei ist 
W = B - Q ;  

denn tu - 1 ist im allgemeinen Fnlle die Anzahl dcr inneren Nulllinien 
des Ringgebietes, die andrerseits in dem vorliegenden speziellen Palle 
gleich P - cr - 1 ist. 
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Man kann also aus den Wurzeln der Gleichung I,(E) = O beliebig 
viele Wurzeln der Gleichung (1) bez. (la) ableitan, jedoch nur für 
bestimmte irrationale Werte von k. Auch erhalt man zu jedem k 
nur eine einzige Wurzcl von bestimmter Ordnungszahl W .  J e  grGBer 
diese ist, je weiter also die wurzeln und &j) auseinanderliegen, 

desto @Ber wird im allgemeinen auch k ;  man erhalt bei groleni w 
alao leicht xnch fiir groBt: k die Wurzeln. Bei kleinem w, z. B. w = 1, 
wo es besonders interessant und wichtig ist Werte für groBe k 
zu besitzen, ist durch die Lage der kleinsten Wurzel von In(E) = O 
eine Grenze für k gezogen: über die man nicht hinauskommt. Diese 
Grenze lie$ um so holier, je naher die erste Wurzel fn )  bei Nul1 liegt; 

daher sind die Verhaltnisse am günstigsten bei n = 0 ,  wahrend die 
Methode mit steigendem immer wcniger brauchbar wird. Nim ist 
man aber nicht auf die Funktion I,(g) allein angewiesen, sondern kann 
auch die Neumannsche Zylinderfunktion oder lineare Verbindungen 
beider benutzen. Diese Funktionen werden zwar alle im Mittelpunkt 
des Ee i ses  r, = O unendlich, haben dort also keine physikalische Be- 
deutung; da aber dieser Punkt aus der Betrachtung ganz herausfallt, 
und niir die Wei-tc, innerhalb des Ringgebietes beniitzt wcrden, so gelten 
dieselben Uberlegungen auch fü r  diese Funkionen. Einige so berechnete 
Wurzeln habe ich in den Tabellen 7 bis 9 zusammengestellt. Man 
kann aber diese Rechnung leider nur für n = O und n = 1 ausführen, 
für welche Parameterwerte Tafeln bez. Wurzelberechnungen vorliegen; 
für I o ( Q  und Il (t) die Hansenschel)  bez. die neuere MaiBelsche", 
für die Neiimannsche Fnnktion Yo(5) und Y,(E) die 'I'afel von 
S mi  th.') Die L O m m  elschen Tafeln der P o i  ss onschen Funktionen 
für n = S, % bis '; schreiten nur nach ganzzahligen Argumenten fort, 
sind also nicht genau genug. Die F'unktion Y,(E) ist hier natürlich 
ebenso am Platz wie K,(&), nur liegen ihre Wurzeln an anderen 
Stellen, modurch man auch zu andern Werten k gelangt. In  der ali- 
gemeinen Gleichung (1) ist es, wie man leicht erkennt, überhaupt 
gleichgültig, welche speziellen partikularen Lntegrale man benutzt. Die 

Tabellen 4 bis 6 geben einige Wurzeln der Funktionen I,(E), Il(E), 
Y. (E), Y, (5) und einiger einfacher linearer Verbindungen derselben. 
Letztere, sowie die Wurzeln von Y,@ und Y,(E) sind durch graphische 

1) Abgedruckt bei F:. L o m m e l ,  Studien über die Besse lschen Funk- 
tionen. S. 127. 

2) E. M e i B e l ,  Abhandl. d. Berl. Akad. der Wissensch. 1888. Abgedmckt 
bei Gray und M a t h e w s  1. c. S. 247. 

3) B. A. S m i t h ,  The Messenger of Matheuatics, 26. 1897. S. 98-101. 
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Interpolation erhalten, also wcniger gcnau. Dem entspricht auch die 
geringere Genauigkeit in den Werten k und x?), die hieraus berechnet 

werden k6nnen und m m  Teil in den Tabellen 7 bis 9 aufgefiihrt sind. 

Tabelle 6. 

OL 

Wurzeln der Gleichung 

1,155 0,9413 0,8055 
4,482 4,308 4,204 

W m e l n  6 der Gleichung 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A. E A L ~ N E .  

Tabelle 7. 

Die Differenzen 6 j , L +  W )  - f ( 1 )  bez. f @ + u ~ )  - 5:) bez. [ (S+W)  - f ( 3 )  in 
n 

der 2., 4. und 6. Kolumne der Tabelle 7 sind nacli dem früher Gesagten 
die Wurselri (y2 - r , )zp)  = (7; - 1)xY) der Gleichung (1) bez. ( l a )  für 

die jeweils danebenstehenden Iirümmungswerte k. A d e r  ibnen lassen 
sich speziell aus den Wurzelwerten von Io(E) = O und I, (E) = 0 noch 
viele andere berechnen. Die meisten Werte haben wir hier natürlich 
für die W u n e l n  niederster Ordnung w = O erhalten, da die Anzahl 
der uns bekannten Wurseln 5 der Funktionen Yo(f) und Y,(E) nur 
beschrankt ist, der Pal1 B - u: = 1 aber am mei~ten Kombinationen 
zdiBt.  mir wollen fiir diesen Fall w - 1 das Verbalten der Wurzeln 
(Y, - r,)zp) von Gleichung (1 a), die ja Funktionen von n und k dar- 

stellen, in bezug auf diese Abhangigkeit naher untersuchen. Dazu 
genügen die in den Tabellen 3 und 7 vorhandenen Werte noch nicht 
vollkommen. Um besonders auch für groBe k noch einige Wurzeln 
zu erhalten, benutzen wir für die Parameter n - 0 und n = 1 die 
Tabellen 5 und 6, aus derien sich die gesuchten Werte nach der in 
Tabelle 7 befolgten Methode ergeben. Sie sind in den Tabellen 8 
und 9 zusammengestellt. Die uchon in Tabelle 7 enthaltenen Werte, 
die aus den Wurzeln von Y&) und Y,(g) folgen, sind weggelassen. 
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Tabelle 8. 

Tabelle 9. 

6 .  Wurzeln (r, - r,)z($ für den Parameter n = +; Zusammenstellung 

der Werte für die Parameter n = 0, +, 1, $, 2, +. 
Damit die Abhiingigkeit der Wurxeln vom Parameter n klarer 

,, 1 2 - 1 ,  für hervortritt, berechnen wir a d e r  für n = O, r~ = ' 
welche Werte wir jetzt eine genügende Anzahl Wurzeln besitzen, auch 
noch für den Wer t  n = 4 cinige Wurzcln. Die Redingungsg1eit:huug 
( l a )  nimmt in diesem Falle eine Gestalt an, in der nur trigonometrische 
Funktionen vorkommen, und die sich nach einem Verfahren, auf da8 
mich Hem Professor S o m m e r f e l d  aufmerksam gernacht hat, leicht 
auflosen l i B t .  Gleichung (la) geht n8mlich durch Einführung der 
Werte für 1, und K ,  aus (17) über iri 

- - 
B 2 

Setzt man 

(35) r , z =  tga:  und r ,z= tgb, 
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so wird dieselbe 

tg - tg f i  t g  (tga:- t g  f i )  = - -  - = trr (a: - p )  
l + t g f f t g f i  a 

oder, indem man zu den Winteln übergeht, 

Man braucht also nur die Kurven 

A(z) = t g  a -  (a: + wz) 
B(t) - t g  p - p 

zu zeichnen, was mit Hilfe genauer Tafeln für die Tangensfunktion 
leioht gcschehen kann, und ihre Schnittpunkte mit einander eu be- 
stimmen. A(z) hat in dieser Darstellung unendlich viele Zweige, B(t) 
nur einen; man konnte auch das Umgekehrte annehmen oder beiden 
Funktioncn durch Hinzufügen ganzzahliger Vielfachcr von x unendiich 
viele Zweige geben, ohne an dem Resultat etwas Wesentliches zu 
andern. Die additiv hinzugefügten ganzzahligen Qielfachen von z be- 
stimmen die Oïdnungszahl der Wurzel. In der von uns gewahlten 
Form (3G) bez. (37) hat w dieselbe Bedeutung wie das bisher schon 
als Ordnungszahl benutzte w, so daB die Verwendung desselben Buch- 
stabens gereühtfertigt ersüheint. Nimmt man in der angedenteten 
Konstruktion der Kurven A(%) und B(z) die Werte von r,z als 
Abszissen, so erhalt man zunachst statt der gesuchten Wurzeln 
(5 - r,)z$") die Produkte r,zn), aus denen man aber leicht jene ab- 

leiten kann. Denn es ist 

Nach dieser Methode habe ich einige Wurzeln erster Ordnung (W = 1) 
der Gleichung (34 )  bestimmt, indem ich die Differenz A( t )  - B(z) in 
der N6he der anniihornd bekannten Wurzeln berechnet und ans den so 
gefundenen Werten die genauen Wurielwerte graphiech interpoliert 
habe. E s  genügt den Nàherungsmert r,t  so genau eu kennen, da1 der 
zugehijrige Winkel bis aiif 10 Winkelminuten bestimmt ist. Inner- 
halb dieses Intervalis kann man lineare Abhangigkeit zwischen den 
Andermgen des Tangens und des Argumentes annehmen. 

Die so berechneten Wurzeln sind in Tabelle 12 zusammengestellt. 
In ganz derselben Weise findet man die bisher fiir n - O und n = 1 
berechneten Werte zur besseren Übersicht in den Tabellen 10 und 11 

1 
vereinigt. Die Zahlen in den Kolumnen mit den Überschriften - und 

P 
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7 6 Über die Wnrzeln einiger Zylinderfunktionen nsw. 

p haben wie die k die Bedeutung, dafi aie die Ringkrümmung angeben. 
Es ist 

(397 
k + 1 _ 7% + 1.1 

q = k z y - T * - r 1 7  

p stellt also das Verhaltnis dee mittleren Ringdurchmessers r, + r, zur 
Hingbreito r, - r, dar. 

Tabelle 10. 

I (x) T 'kx) 
Wurzeln 1. Ordnung von -O-- = 

KD (4 & iW 

Die Genauigkeit der Zahlen in den Tabellen 10 bis 12 ist nur bei 
denjenigen Werten direkt angebbar, die aus der Tabelle 3 entnommen 
oder aus den sehr genau bekanriten Wurzeln der Gleichungen I&) = O  
und Il(&) = O berechnet sind. Bei den graphiscli interpolierten ist der 
mogliche Pehler geschitzt und betragt im Mittel etwa ein bis zwei 
Tausendstel bei n = 0 und n = 1, bei n = + ist er jedoch irn allgemeinen 
kleiner. Um seine GriiBe anniihernd eu kennzeichnen, sind hier dieselben 
Bezeichnungen benutzt wie bei den Tabellen 2 und 3 (kleine eventueu 
uuterstrichene Ziffern). Ich bemerke jedoch ausdrücklich, da1 diese 
Fehlerabschatzung nicht so streng ist wie in den Zahlen der Tabellen 2 
und 3; die Tabellen 1 0  bis 12 sollen wesentlich zur vorliufigen 
Orientierung dienen. Für die meisten physikalischen Zwecke reicht 
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Tabelle 11. 

4 ( W  Wurzeln 1. Ordnirng von (x) - - -- 
KI (x) - KI (k x) 

die bei ihnen iiinegehaltene Genauigkeit vollstandig aus, jedoch genügt 
sie vielfach nicht, um bindende mathematische Schlüsse daraus zu 
ziehcn. Mehrere Siitze iiber dm Verhaltcn der Wurxeln als Funktionen 
von k und n lassen sich nur als Vernlutungen aus den Zahlen der 
Tabellen entnehmen. Da aber eingehende mathematische Untersuchungen 
auf diesem Gebiete noch ganz fehlen, so k6nnen unsre gewisserinaBen 
empirisch gefundenen Satze vorliiufig die Steile streng begr9deter 
einnehmen und als Wegweiser für aeitere Untersuchungen dienen. 
Der folgende Abschnitt (7.) enthalt die Polgeruiigen, die sich aus dem 
vorhandenen Zahlenmaterial in Verbindung mit der graphischen Dar- 
stellung ziehen lassen. Die Wurzeln erster Ordnnng (r,-r,)tnl=(k-1) x:' 
sind in den Figuren 1 und 2 dargestellt für die Parameter n = 0, +, 

1 r -Tl 1, %, 2, $, in Figur 1 als Funktionen von - = L- in Figur 2 als 
Y 9-1 f 9-1 ' 

Funktionen von k = 5 .  Die gestrichelten Teile der Kurven für n= 2 
r , 

und n = + in  Figur 1' bedeuten, da6 in diesem Gebiet der Verlauf der 
Kurven wegen mangelnder Daten nicht genügend sichergestellt ist. 
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Tabelle 12. - 

Dasselbe gilt übrigens für alle Kurven in unmittelbarer Niihe des VCTertes 
1 
- = 1, der dem Werte k = cm entspricht. Zur Erhohung der Genauig- 
Y 
keit habe ich an8erdcm für n. = 2 noch eine Wurzel bestimmt, indem 
ich nach der bekannten Fundamentalformel der Zylinderfunktionen 

2 In + , (x) = lc I,(x) - In - , (x) die Funktionswerte von 1, und Y, für 

die Argimente 5, 1 ;  5, 2 ;  5, 3 5, 4 und 1 berechnet habe. Die Funktion 

l2 + Y2 , die man aus diesen Werten bilden kann, besitzt die beiden 

ersten Nullstellen 1 und 5,210, aus denen man nach der Methode 
1 

des $ 5 die nTurzel 4,210, m m  Werte 76 = 5,210 bez. - = 0,6779 ge- 

horend, findet. 
( !i ) 

Aus den Figuren habe ich rückwarts die Wurzelwerte für einigo 
ganzzalilige k entnommen und sie mit den bis k = 2 hinauf berechneten 
Werten in  Tabelle 13 zusammengestellt. Selbstverstandlich ist die Ge- 
nauigkeit dadurch weiter verringert worden, man kann sie auf l bis 
2 Taiisendtel schiitzen bei klcineren n, bei @Beren n kann der Fehler 
diese Grenze auch übersteigen. 
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Tabelle 1 3 .  

Wurzeln 1 .  Ordnung (r2 - r,)zn' = ( k  - 1 ) ~ : )  der Gleichung 

7. Das V~rha l ten  der Wurzeln als Fnnktionen von TA und k bez. q. 

Ob man die Wureeln (k - 1 ) x P )  als Funktionen von k oder von 
1 
- betrachten will, ist natürlich ganz gleich. Im allgemeinen wird 
4 
k direkt gegeben sein, so daB die Wahl dieser Grofle al8 un- 
abhangjger Variabeln das Urspriinglichere ist. Die andre Derstellung 
bietet jedoch den Vorteil, daB man den Bunktionsverlauf für alle 
moglichen Krümmungswerte in einer endlichen Zeichnung darstellen 

1 
kann, da - sich zwischen den Grenzen O und 1 bewegt, wenn k alle 

Q 
Werte zwischen 1 und oo annimmt. Ebensogut aber k6nnte man den 

Zeitschrift f. Mathumatik ii. Phyaik. 54. Band. 1906. 1. Heft. 6 
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reziproken VCrert q als unabhiingige Variable nehmen, es kommen dann 
gewisse Eigenschaften besser zutage, die in den beiden anderen Dar- 
stellungen nicht so ausgepragt sind; doch muB man dabei mieder 
auf vollstandige Darstellung im Endlichen verzichten, da q von 1 bis CO 

wiichst, wcnn k von oo bis 1 hcrabsinkt. 
A d e r  den drei Sateen, die wir schon in 3 4 aus der Tabelle 3 

direkt abgeleitet haben, und die wir hier zum Teil von neuem be- 
stiitigen ktinnen, erhalten wir folgende: 

1. Die Kurven, welche (r, - r,)zn' als Funktion von k darstellen, 
haben nach E'igur 2 jede einen Wendepunkt, der für die Parameter O 
bis % in der Nihe  von k = 2 liegt. E s  ist nicht sicher zu erkennen, 
doch scheint es, daB die Lage des Wendepunktes von n abhangt, in 
der Weise, da1 er mit wachsendem Parameter n zu immer kleineren 
Werten k rückt. hn die~em Wendepunkt gndert sich die Wurzel 
(r, - r,)z:) am raschesten bei Andermgen von k. Bemerkenswert ist 
es, daB in derselben Gegend von k ,  in der wir hier die Wendepunkte 
finden, und die zwischen 2 und 3 gelegen ist, aueh die Mac 
Mahonsche Reihe (26), nach der wir die Tahellcn 2 und 3 berechnet 
hnben, eine Besonderheit aufweist. Wir fanden niimlich (vgl. 3 3), 
daB hier eine Grenze für die Brauchbarkeit der Reihe Liegt, indem 
sie nur für Werte unterhalb dicses Grenzwertes von IL zu benutzen ist. 
Vielleicht ist zwischen deru Vorhandensein des Weridepunktes und 
diesem Verhalten der Mac Mahonschen Reihe ein innerer Zusammen- 
hang vorhanden, der aus dem verschiedenen Verhalten der Zylinder- 
funktionen fiir groBe und kleine Argumente folgt. In physikalischer 
Beziehung entsprechen die Gebiete vor und hinter dem Wendepunkt' 
schnzaien Ringen (kleines k )  und bbreiten Ringen (grofles k ) ,  zu deren 
Unterscheidung also das Verhalten der Wurzeln von Gleichung ( l a )  
ein charakteristisches Kenneeichen licfert. Ührigens braucht diese Ein- 
teilung keine absolute zu sein, sondern kann von dem Parameter n ab- 
hangen, indem ein Ring von gegebener Krümmung li für Funktionen mit 
kleinem n als schmaler, für solche mit groBem n als breiter gelten kann. 
Eine genauere Untermchung muB zeigen was zutrifft. E s  ist mtiglich, 
daB auch die Kurven der Figur 1 einen Wendepunkt besitzen, der 

1 aber bei kleinem Parameter n so nahe der oberen Grenze von - 
4 

(starker Hinglrrümmung entspreühend) liegt, daB er in der Zeichnung 
nicht festzustellen ist. 13ei ,n = + konnte er aber vielleicht schon in 

1 
der Gegend von - = 0,7 liegen, wenigstens gibt eine naherungsweise 

P 
1 

Berechnung der Wurzel für k = 5,80 also - = 0,706 mit Hilfe der 
9 
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L O m melschen Tabellenl) der P o i s  s O n schen Funktionen einen Wert 
4,80, der über der gestrichelten Geraden liegt, welche in Figur 1 die 

1 
beiden bekannten Punktc der Kurve hei - = 0,333 oder k = 2 und 

4 
1 1 
- = 1,O oder k = cc verbindet. Die Kurve würde danach bei - = 0,7 
4 4 

1 
nach unten konkav sein, wahrend sie bei kleineren Werten - nach 

!f 
unten konvex ist. Doch sind die Lommelschen Tafeln zur exakten Be- 
rechnung der Wurzeln leidcr nicht genau gcniig, da sie nur nach ganz- 
zahligen Argumenten fortschreiten, und deshalb kann das eben erwahnte 
Resultat nicht als sicher gelten. 

2. Wenn auch aus den bisher bekannten Wcrten nur die Kurven 
für gewisse Parameter abgeleitet werden konnen, so ist dennoch aus 
der Stetigkeit der Zylinderfunktionen in bezug auf den als variabel ge- 
dachten Parameter n der SchluB zu zichen, da6 auch die Wurzeln sich 
bei stetiger i n d e r m g  von r* stetig iindern. Man erhllt also für beliebige 
reelle positive Parameter Kurven, die sich zwischen die gezeichneten 
Kurven für die ausgewiihlten Werte n einordnen. Diese Kurven bilden 
in ihrer Gesamtheit ein Büschel, das die ganze Fliiche zwischen den 

1 1 
Ordinaten an den Stellen - = O und = 1 (bez. Iic = 1 und k = CO) 

4 4 
und der Kurve für n = O bedeckt, und dessen Spitze an der Stelle mit 

1 
der Abszisse - = O (bez. k = O) und der Ordinate n = 3,1416 liegt. 

'l 
~ h n l i c h e  Büschel ergeben sich für die Wurzelri hoherer Ordnung 
( w = 2 ,  3 ...). 

3. Die Abhangigkeit von n ist derart, daB mit wachsendem n die 
Wumeln selbst immer grGBer werden, wie wir schon früher bemerkt 
haben. Um die Geschwindigkeit der Zunahme zu bestimmen, müBten 

d z  
wir die Diferentialquotienten kcnnen. Wir  k6nnen statt dessen 

nur die Differenzenquotienten bilden und aus diesen vermutungsweise 
Schlüsse auf den Wert der Differentialquotienten ziehen. Bilden wir 
mit Hilfe von Tabclle 13 die Ilifferenzen der Wurzeln für einige 
Werte von k ,  so erhalten wir folgende Tabelle 14. Die Ringbreite 
r, - r, ist darin der bequemeren Schreibweise wegen als Einheit ge- 
nommen; in Wirklichkcit steïien dio Zahlen a180 die Diilorenzen der 
Wurzeln (r, - r,)z, und (r, - r,) zns dar. Da die Werte des n von 
Kolumne zu Kolumne in Tabelle 1 3  um f fortschreiten, so erhalt man 
aus den Zahlen von Tabelle 14 die Differenzenquotienten durch 
Nultiplikation mit der Zahl 2. 

1) E. L o m m e l ,  Abhandl. d. bayr. Akad. d. Wissensch., math.-phys. K1. 15 
S. 644. 1886. 

6' 
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Tabelle 14. 

Differenzen der Wurzeln (Y, - r,)z:' bei Anderring voii 9%. 

Die Differenzenquotienten zeigen nach dieser Tabelle folgendes 
Verhalten. Für dcn Grenzfall k = oo, d. h. wenn es siçh um die 
Wurzeln der Gleichung In(S) = O liandelt, nehmen die Quotienten mit 
steigendem n ab, von 1,4736 zwischen n = 0 und bis 1,2558 
zwischen n = 2 und $. E s  ist wahrscheinlich, daB diese Abnahme bis 
n = oo dauemd weitergeht, aber immer langsamer wird, und daB 
der Quotient für n = CG eineni Grenzwert zustrebt. Welches dieser 
Grenzwert ist, IàBt sich nicht bestimmen, vielleicht ist er gleich 
1, jedenfalls scheint er in der Kahe der Einheit zu liegen. Auf diese 
Vemutung f ü h t  die Berechnung der Differenzenquotienten bei den 
P oissonschen Funktionen nach den L o m m e l  schen Tafeln, die bis 
n = y hinaufreichen und für den vorliegenden Zweck bis y brauchbar 
sind, i d e m  noch bei diesen Werten von n dio Tabellen bis zu Argu- 
menten berechnet sind, bei denen ein Vorzeichenwechsel der Funktionen 
stattfindet. Die so gut mie moplich graphisch interpolierten Wurzeln 
und daraus abgeleiteten Differenzenquotienten sind in  Tabelle 15 
zusammengestellt. 

Die Differenzenquotienten sind hier von 1,15 auf 1,10 gesunken, 
wahrend n um 5 (von y auf y )  gestiegen ist; bei kleinen Werten 
von n entspricht dagegen schon einer Zunahme von n um 2 Einheiten 
eine Abnahme des Differonzenquotienten urn 0,2178 (von 1,4736 auf 
1,2538).') Die Abnahme des Differenzenquotienten geht also mit 

1) Zu demselben Iteaultat gelan& man iibrigens auch bei den Besselschen 
Funktionen mit ganzzahligen n, fiir die Zhnliche Tafeln bis zu n = 18 hinauf für 
nns brctnchbar cxistieren (Vgl. G r a y  und Mathews ,  1. c. p 266ff.) 
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Tabelle 15. 

Wurzeln 1. Ordnung der Gleichung In(r2z) = O und deren Differenzen. 

wachsendem n so schnell zurück, daB der Quotient vermutlich für 
n = cw, nicht mehr weit unter den Wert  1,l heruntcrsinkt, den er 
bei n = y besitzt. Diesen Wert wird dann auch der Differential- 
quotient annehmen, der andrerseits für kleine n vermutlich sehr groBe 
Werte haben wird. 

Wahrend nun für k = cw, der Differenzenquotient mit wachsendem 
n dauernd abnimmt, ist bei kleinem k, soweit unsere Zahlen reichen, 
im Gegenteil eine Zunahme des Quotienten zu konstatieren. E s  muB 
also bei einem gewissen k eine Umltehrung des Verhaltens stattfinden. 
Doch ist es offenbar nicht notig, daB bei diesem k samtliche Differenzen- - 
quotienten konstant sind; als der allgemeinere Ball ist viclmchr an- 
zunehmen, daB bei jedem k der Quotient mit wachsendem n zunachst 
zu einem Maximalwert ansteigt und dam wieder bis zu einem gewissen 
Grenzwert abfillt, der für n = oo erreicht wird. Die Hohe und Lage - 

des Maximums wird eine Funktion von k sein, bei kleineni k wird es 
erst bei sehr hohen Werten von n erreicht (für k = 1 erst bei n = ao), 
bei gr6Berern k riickt es zu inimer kleineren Werten von n, und für 
k = cro liegt es bei lz = O. Die Zahlen der Tabelle 14 für k = 19 und 
k = 39 scheinen zu zeigen, daJ3 in diesen Fallen das Maximum sehon 
unterhalb n = % liegt, docb mi16 man mit ihnen vorsichtig sein, da 
sie nur eine sehr geririge Geriauigkeit (etwa eine Eiriheit der zweiten 
Dezimale) beanspruchen konnen. 1st das vermutete Maximum des 
1)iEerenxen- und nifferentialquotientcn wirklich vorhanden, so ist es 
auch wahrscheinlich, daB die Kurven der Figur 1, welche die Wurzeln 

1 
(r, - r,)zj,l' als Funktionen von - darstellen, einen Wendepunkt be- 

P 
sitzen uud ni& einfach mit wachsendem n eine inimer gestrecktere, 
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der geraden Linie sich naheïnde, Gestalt bekommen. Auch hier gelten 
wieder für die Wurzeln hoherer Ordnung ganz 5 M i c h e  Gesetze. 

Über die G r S e  der Wumeln selbst gibt diese Retrachtung natürlich 
keine Auvkunft, man mu8 dieselben in jedem Falle besonders berechnen. 
Pür  die Wurzeln der Gleichungen 1,jz) = O kann dies nach der von 
uns benutzten M a c  Mahonschen Formel (27) geschehen oder, wenn 
TafeLn vorhandcn sind, einfacher durch eine Tnterpolationsrcchnung, 
falls nicht sogar graphische Interpolation- ausreicht. Ebenso kann man 
die physikalisch allerdings weniger wichtigen Wurzeln der N e u m a n n -  
schen Punktionen K,, bez. Y,, behandeln. Eine Abschatzung der Lage 
der Nullstellen dieser Punktionen hat S c h a f h e i  t l i n l )  msgeführt, doch 
sind die Grenzen, die er angibt, vie1 zu weit, als daB man die Wurzeln 
auch nur mit einigermaBen hinreichender Genauigkeit danach be- 
stimmen konnte. Für den interessanten Fall, daB n unendlich wird, 
versagen überhaupt die Sate<: von S chafh  e i t l i n ,  weil d a m  das Intervnll, 
in dem die Wurzel liegen muB, sich als unendlich groB ergibt. Man 
erhalt als Resultat nur, daB die Wurzeln selbst unendlich groB werden. 
Pür  die Neumannsche Zylinderfunktion ergibt sich übrigens aus der 
Definitionsgleichurig (11) bez. (9), daB dievelbe fü r  n = cc dauernd, 
d. h. bei allen moglichen W-erten des Argumentes, unendlich bleibt 
und daher überhaupt keine reelle Nulistelle mehï besitzt. Denn es 
wird in (11) die letete Summe mit unendlich werdendem v sicher un- 
endlich, da v! starker unendlich wird als lirri xv; dasselbe gilt für die 

z = m  

allgemeine Gammafunktion, die in I-, vorkommt, falls n keine ganze 
Zahl ist. Die Punktion 1-, wird also bei unendlichem n ebenfalls 
dauernd unendlich und mit ihr zufolge Qlcichiing (9) auch Km(.). 

H e i d e l b e r g ,  1. Marz 1906. 

-- - 
Physikalisches Institut der Universitiit. 

1) Vgl. N i e l e e n ,  1. c. S. 173ff. 
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Konstrnktion des Krümmungsradius bei Kurven mit der 
Gleichung y = exn (polytropischen Kurven). 

Von F. DI'IGELDEY in Darmstadt. 

Für die Lange g des Krümmungsradius und die Koordinaten t ,  
des Krünimurigsrnittelpunktes der Kurve y = f(x) gelten bekanntlich 
unter Voraussetzung rechtwinkliger Koordinaten die Formeln: 

Diese Ausdrücke gestatten einfache Konstruktionen, faus f(x) = cxn id, 
und zwar ist es hierbei gleichgültig, ob n eine positive oder negative, 
ganze oder gebrochene (auch irrationale) Zahl darstellt. Der Faktor c 
ist eine willkürlicl-ie Konstante. Bilden wir zuniichst die Ausdrücke (1) 
für den vorliegenden Fall y = cxn. 

Bezeichnet a den (konkaven) Winkel, den die im Kurvenpunkte P 
geeogene 'Tangente mit, der positiven Richtung der x-Achse bildet, so 

1 
ist 1 $. y'' = - 

cos= 01' 
Bei Einführung der zu P gehorigen Subtangente G 

und der absoluten Lange t der Tangente, gemessen vom Punkte P bis 
zum S c h n i t t p d t  der Tangente mit der x-Achse, wird cose cl = 6' : tq 
daher 1 + y" = t 2  : ci2. Nun ist aber a = y :  y', im Falle y = cxn 
wird somit 

da ferncr y" = sz(n - l ) c ~ ~ - ~ ,  so hat man 

wobei das obere oder untere Vorzeichen zu stehen hat, je nachdein P 
oberhalb oder unterhalb der X-Achse lie& Durch Einsetzen dieses 
Ausdruckes in (1) fnlgt: 

(4) 4 =  

oder auch, da cos u 

(5) 
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88 Konatniktion des Krünimiingçradius bei Kurven mit der Gleichung y = csn. 

Ferner ergibt sich 
nt fit 

- x f ---- - -- n 
(6) 6 = x + y' .  (n - 1) sin cc (n - 1) cos or - x F ,ï4i 

wo q die absolilte Linge dcs Stückes T N  der x-Achse bezeichnet', das 
zwischen den Schnittpunkten dieser Achse mit der Tangente und der 

n 
Normale von P gelegen ist (vgl. die Figur). Bei T q ist das 

negative oder positivc Zeichen zu setzen, je nachdem die dem Punktc P 
zugeh6rigen Werte y und y '  gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen 
haben, d. h. je nachdem beim Durchlaufen der Kurve im Sinne der 
positiv wachsenden x die absoluten Werte der Ordinaten y zunehmen 
oder abnehmen. 

Man findet unter Beachtung der bei (3) gegebenen Vorzeichenregel 

Die Ausdrücke (4), (j), (6) und (7) gestatten nun einfache Konstruk- 
tionen des zum Punkte P gehorigen Krümmungsradius. Bevor wir auf 
diese naher eingehen, sei bemerkt, daB bei allen Konstruktionen, die 
im Folgenden abgeleitet werden, die Arormale des Kurvenpunktes P be- 
nutzt wird, und zwar erhalt man diese mit Hilfe der Subtangente 
G = y : y' = x : n, die auf die Abszissenachse vom PuBpunkte der zu P 
gehorigen Ordinate ails nach links oder rechts abzutragen ist, je nach- 
dem x : n positiv oder negativ ist. Die Verbindungslinie des Endpuuk- 
tes T der Subtangente mit P liefert die Tangente des Punktes P der 
Kurve, und mit der Tangente ist nun auch die Normale gegeben; auf 
ihr muB noch der Krümmungsmittelpunkt gcfunden werden. Wir 

weisen darauf hin, daB die Konstruktion von G - die Bestimmung 

des n-ten Teils der Abszisse x erfordert und wir bemerken ferner, daB 
bei den nachstehend angegebenen Konstruktionen des Krümmungs- 

mittelpunktes der te Teil gewisser Streoken bestimmt werden inu5. 

Die Genauigkeit der wirklichen Ausführung dieser Konstruktionen mit 
Zirkel und Lineal alingt natürlich von der Zahl n ab; in vielen Pdlen 
(x. H .  hei beliebigem irrationalen n) kann es sich nur urn eine nkherungs- 
weise Konstruktion handeln. 

Aus der Gleichung (6) l%Bt sich wohl die einfachste Konstruktion 
des Krümmungsmittelpunktes ableiten. Man bringt die Normale des 
Kurvcnpimktes Y zum Schnitt mit einer zur Ordinatenachse parallel 

n. 
gezogenen Geraden, deren samtliche Punkte die Abszisse = x T rL-l 4 

haben. Durch Tangente und Kormale von P ist die Strecke q = TN 
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IZ 
(vgl. die Pigur) bekannt. Bei der Multiplikation dieser Strecke mit n=i 

kann der Umstand benutzt werden, daB sich die Langen ON und O T  
verhalten a i e  n zu n - 1, falls Y' zwischen O und M gelegen ist. 
Nan erkennt leicht, wie zu verfahren ist, wenn T nicht zwischen O 
und M liegt. 

Mit Hilfe von (5) laBt sich der Krümmungsmittelpunkt folgender- 
maBen finden: 

Nachdem man Subtangente, Tangente und Normale des Punktes Y 
gezeichriet httt, fiillt man vom FuBpunkte 11.1 der zu P gehorigen Ordinate 
ein Lot MQ auf die Normale, verbindet den FuBpunkt Q dieses Lotes 
mit dem Endpunkt T der 
Subtangente und zieht durch 
Y rechtwinklig zu &T eine 
Gerade. Diese trifft die Nor- 
male von P in einem Punkte D, 
BO daB 

t e  1PDI=p,-17-I ,  8111 a 

wie sich leicht daraus ergibt, 
daB P Q l - 6 . s i n a  . Die ab- 
solute Lange des Krümmungs- 
radius Q ist riach (5) gleich 

1 
n - i @ l  

oder gleich 0 

um die Lange Q zu erhalten, muB man daher noch Q, = ( PB 1 urn 

eine Strecke von der LiiDge 1 sergriisern, oder, falls n - 1 

ncgativ sein sollte, um diese Strecke verkleinern. 

Man hat natürlich darauf zu achten, daB sich der Krümrnung- 
radius von P aus in dasjenige Gebiet der Ebene erstreckt, dem die 
Kurve in P die konkave Seite zukehrt. Mitulztm muB also die in der 
angegebenen Weise konstruierte Strecke von der Lange Q mit Hilfe 
des Zirkels noch um 180° umgeklappt werden. Sollte der Kurvenbogen, 
dem der Punkt angchort, nicht gezeichnet vorliegen, sondem P allein 
gegeben sein, so ist mit Hilfe des zweiten Differentialquotienten y" zu 
entscheiden, welchem Teil der Ebene die Kurve in P die konkave oder 
konvexe Seite zukehrt. Bei positivem y kehrt die Kurve in P der 
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90 Konstruktion des Krümmungsradius bei Kurven mit der Gleichung y = czn. 

x-Achse bekanntlich die konkave oder korivexe Seite zu, je naehtlem y" 
negativ oder positiv ist; bei negativem y ist dm Verlzalten um- 
gekehrt. 

Man kann leicht xeigen, daB dic Formel (5) und die ails ihr ab- 
geleitete Konstruktion des Krümmungsradius g auch bei schiefwinkligen 
Koordinaten gilt; nur ist alsdann die Subtangente 6 nicht die recht- 
winklige Projektion der Tangente t auf die x-Achse, sondern die Pro- 
jektion in Richtung der y-Achse. Aus dieser Tatsaclie folgt, dan die 
Konstruktion z. B. auch für eine beliebige Hyperbel ( rz = - 1) und 
nicht nur für die gleichseitige Hyperbel gilt. 

Ails der Gleichung (4): 

lassen sich mehrere Konstruktionen des zu Y gehorigen Krümmungs- 
radius ableiten, doch kommt keine von ihnen der soeben behandolten 
a n  Einfachheit gleich, wir wollen daher nicht niiher auf sie ein- 
gehen. - 

Dagegen m6ge noch eine Konstruktion betrachtet werden, die sich 
aus der Gleichung (7): 

nt 
L y - (n - 1) sin <u 

für die Ordinate q des Krümmungsniittelpuilktes ergibt. Xaühdem man 
i n  der oben angegebenen Weise die Tangente TP = t des Kurven- 
punktes P gefunden hat, errichtet man in dem Endpunkte ï' dieser 
Tangente das Lot; dieses tritft die Verlangerung der Ordinate PICI in 

t 
einem Punkte E, so daB PE eine Strecke von der Lange p = 

darstellt. Eine parallel zur Abszissenachse gezogene Gerade, deren 

&mtliche Piinkte dic Ordinate 7 = y * fl-T p habcn, wo die boi (3) ge- 

gebene Vorzeichenregel zu beachten ist, trifft die Normale von 1' in 
dem zu P gehorigen Krümmungsmittelpunkte. 

Rei den vorstehend angegebenen Konstruktionen kann man den 
Umstand für unzweckmiiBig halten, da0 sie g nicht direkt lieferri, sondern 

n 
erst nachdern eine gewisse Lange (q, g , , p ) ,  noch mit - -  multipliziert 

n-1 

ist. Aber gerade diese Tatsache bidet  auch einen gewissen Vorteil, 
indem dor Krümmungsradius sehr haufig so gr05 ausfillt, daB der 
Krümmungsmittelpunkt nicht mehr auf die Ebene des Zeichenpapiers 
zu liegen kommt. Man kann alsdann, wenn z. B. Q ,  = PD konstruiert 

12 
ist 1 die Figur), aiif einem andercn Xeichrnblatte p = 1 - - p, 1 

n - 1  
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konstruieren. So würde z. B. bei unsrer Figur, der eine Neilsche 
Parabel y" ex3 zugrunde gelegt ist, die Strecke pl = P D  noch zu 

12 
verdreifachen sein, urn p zu liefern, denn n ist %, - = 3; der Krürn- 

12-1 

mungs~riittelpunkt würde nicht n i e h  auf die Ebene des Papiers fallen. 
Zum SchluBe werde noch darauf hingewiesen, dai3 die angeführten 

Konstruktionen bei den sogenannten polytropischen Kurven anwendbar 
sind, auf deren Gleichungen 

pvrn = const. 

sich die meisten der in der Shermodynamik und der Theorie der 
Wirmemotoren behandelten Zustandsanderungen pernianenter Gase 
zurückführen lassen. Dabei pflegt man die Zahl, die den Druck p an- 
gibt, unter dem sich ein Gas befindet, auf die Ordinatenachse abzutragcn, 
den Betrag v des zugehorigen Gasvolurnens auf die Abszissenachse. Ver- 
glichen mit y = exn ware ?; = x, p = y, m = - la. 

Herr M e h m  k e  machte mich darauf aufmerksam, da0 Herr F. K o  s c  h 
in Bd. 45 vorliegerider Zeitschrift, S. 163 (1900) gleichfctlls eirie Kon- 
struktion des Krümmungsmittelpunktes der polytropischen Kurven ge- 
geben hat. Bei ihr wird der Krümmungsmittelpunkt durch einen leicht 
eu konstruierenden Kreis aus der Normale des betreffenderi Kurven- 
punktes herausgeschnitte~. Auch eine von Herrn M e h m k e  in  den 
Süddeutschen Blattern für h6here Unterrichtsanstalten (1. Jahrg. (18931, 
S. 69 f.) mitgeteilte allgemeine Kocstruktion des Kriimmungsmittel- 
punktes bei einer durch y = f(x) gegebenen Kurve würde sich leicht 
auf y = exn anwenden lassen. Bei dieser allgemeinen Mehm keschen 
Konstruktiori ist überdies der Winkel der Kaordiriatenachsen beliebig, auch 
darf die Langeneinheit des MaBstabes, in  dem die Abszissen aufgetragen 
wcrden, verschieden sein von der Langeneinheit des MaBstabes der 
0rdinaten.l) 

1) Beziiglich der punktweisen Konstmktion der polytropischen Kurven ver- 
weisen wir auf: E. Brauer, Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, Bd. 89 
(1885), S. 433 f.; 1. Taubelea ebenda. S. 675 f . ;  R.  Procll  ebenda, Bd. 35 (1891), 
S .  988-992 und 1022-10.26; M. Tolle ebenda, Bd. 38 (189.i), S. 1456-1459; 
W. Ha~t inann  ebenda, Bd. 39 (1895), S. 194-196; A. Wagener ebenda, Bd. 40 

(18961, S. 701 f. 
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Bemerknngen zu der sogenannten Petzval-Bedingung der 
photographischen Optik. 

Von F. SCHIFFNER, k. k. Realsohuldirektor in Wicn. 

Prof. J o s .  P e t z v a l  wurde schon wiederholt der ,,Vater der modernen 
Optik" genaiint, und das mit vollem Kecht, denn seine dioptrischen 
Untersuchungen Sind buhnbrechend gewesen und ~ e i n  Portriitobjektiv 
ist bis heute mustergültig geblieben. Leider sind aber gerade die 
Manuskripte seines Werkes über Optik trotz vieler Bemühungen des 
verdienstvollen Petzvalbiographen Dr. E r m é n y i  hisher noch nicht 
üufgefunden worden, so da8 mari noch immer nicht weiB, ob P e t z v a l  
den Plan, den er am 12. Miirz 1857 in der kaiserlichen Akademie der 
Wissenschnften in Wien entwickelt hat, ganz oder nur teilweise durch- 
gefülirt haben mag. Eines ist sicher: ein umfangreiches Manuskript 
über Optik hat existiert. Solange dies aber unbekannt bleibt, müssen 
wir uns mit Bruchstücken der TTntersuchungen von P e t  z v a l  begnügeii. 
Solche hat mir vor einiger Zeit Herr Ur. E r m é n y i  vorgelegt, niimlich 
,,Vorlesungen über Dioptrik", die Prof. J. P e t z v a l  in den Jahren l F G O  
und 1861 an der Wiener Universiet gehalten und die sein Schüler 
J. F r i s c h a u f ,  jetzt Professor an der k. k. Universitit in Graz, damals 
niedergeschriehen h d l )  Tii dicsen Vorlesiingen fand ich nun auch 
eineri Beweis des Satzes, der unter dem Namen ,,Petz~albedingung'~ 
bekailrit kt, und von dem P e t z v a l  in seiner Publikation ,,Bericht über 
einige dioptrische Untersuchungen, Pesth 1843" sagt, daB er ,,wegen 
seiner Allgemeinheit, Einfachhcit und Eleganz wohl dcr merkwürdigtse 
der ganzen Dioptrik" sei. 

Der Satz lautet: ,,Der reziproke Wert des Iirümmungshalbmessers 
des geometrischen Ortes eines Bildes am Scheitel ist gleich der Summe 
der Produkte ails den rexiproken Wertcn der Bremweitcn in die rezi- 
proken Werte der Brechungsrerh~ltnisse der einzelnen Bestandlinaen." 

Welche Bedeutung P e  t z v a l  diesem Satze zuerkannt hat, kann 
daraus ersehen werden, da5 er ihn in seinem Berichte aus dem Jahre 1857 
als das vornehmste von den wenigen sehr einfachen Katurgesetzen he- 

1) Es ist damit die Behauptung Dr. M. Y. R o h r s  in seiner Theorie und Ge- 
schichte des photographischen Objektivs, Berlin 1899, P e t z v a l  habe mit seinen 
dioptrischen Ergebnissen eine gewisse Verstecktheit verbiinden und es soi un- 
wahrscheinlich, da0 er über optische Konstruktionen Vortr&ge gehalten habe, als 
irrig nachgewiesen. D. Ited. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von F. SCAIFFNER. 93 

zeichnet, die wie grünende Oasen aus der mathematischen Sandwüste 
sich herausheben, mit welcher die Gehreohen der optiuühen Instrumente 
und ihre ungeheuren Rechnungsentwicklungen verglichen werden konnen. 
Ferner sagt er: 

,,Wiewohl der Beweis dieses Satzes aus der optisehen Sttirungs- 
theorie gezogen und hinter bedeutenden Rechnungsentwicklungen ver- 
stcckt ist, so bin ich dennoch genijtigt, denselhrn schon in der populiren 
Optik zu gebrauchen und einstweilen ohne Beweis der hoheren Wissen- 
schaft zu entlehnen." 

P e t  z v a l  muB demnach einen sehr komplizierten Beweis seines 
Satzes vor Augen gehabt hahen, und es ist überraschend, da6 er in 
seinen Vorlesurigen den unten folgenden, verhiiltnisrniBig einfachen 
Beweis vorgeführt hat. Diesen Beweis zu veroffentlichen, scheint nicht 
übedüssig zu sein, da z.  B. in den Vorlesungen über photographische 
Optik von A. Gleichen,  Leipzig 1905, gesagt wird, P e t z v a l  habe die 
Ableitung seiner ,,berühmten Formel" nicht gegeben.') Der Beweis 
lautet : 

1st CD (Fig. 1) eine brechende E'liiche mit den Radien OC = O D = r, 
A ein Objektpunkt, B der entsprechende Bildpunkt, so besteht, wenn 
A C  = h, BC = k gesetzt wird und 
n das Brechungsverhaltnis ist, die Fig. 1. 

bekanute Fundamentalgleichung: \ 

VIT%re das Objekt eine sph%riuche 
Plache AA'mit dem Radius OA:=r-h, 
so würde die Bildfliiche BB' eben- 
f d s  sphirisch sein und den Halb- 
messer O B  = r - k haben. Wir O I 

fragen uns nun: Wenn das Objekt AA" 
den Krürnmungsradius g hat, wie groB 

I 
wird der Krümmungsradius R der Bildfliiche BB" sein? (A" lie@ 
ganz nahe bei A' und ist von A' um dh entfernt, das Bild B" von A" 
liegt ganz nahe bei B' und ist von B' um d k  entfernt.) 

Bei einem Kreise vom Radius r?(Fig. 2) ist ein Punkt P mit der 
Ordinate x von der Tangente NQ um ein Stück PQ = MN= a ent- 

1) Ebenso unrichtig iet die Angrtbe in ,,4000 Jahre Pionier-hbeit in den 
exakten Wissenschaften von L. D a r m s t a e d t e r  und R. d u  B o i s  R e y m o n d ,  
Berlin, 1904'L, P e t z v a l  habe 1840 durch ,,mechanisch Konstruktion" sein licht- 
starkes Doppelohjektiv gefunden. 
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fernt, für welches die Gleichung besteht sa = 2 r a  - a'. Wenn a sehr 
z = 

klein ist, kann as vernachlassigt werden und es ist a = 
2 r 

Die Funkte A' und A" (E'ig. 1) werden deshalb von der Ebene, 
x= 

1 welche in A berührt, die Abs thde  a = Tp3 
Fig. 8. 1 

und a, = $, die Punkte Br und Bu von der 

Beriihriruugsebene itn Punkte B die Abstiinde 

- X" X 9  6 - - -- und b - - - haben. Es  ist deshalb 
2 (r - 7c) l - 2 R  

(2 4 
X I  x= , j h = - - - -  
2 q  2 ( r - h )  

M'enn wir die Gleichung (l), in welcher n und r  konstant sind, diffe- 
d k  rentiieren, erhalten mir: - = - -- kP oder d7c = - - dA.  

nhe nhe 
Mit Berüüksichtigung von Glejchung (2a) wird 

und 

somit 

(3) 
1 2 4  1 

Nun besteht nach Pigur 1 die Proportion (r - h) : (r  - k )  = x : X, weshalb 
x(r  - k) . x= -- ~- 1st. 

r - h  

Aus Gleichung ( 1 )  folgt 

oder 

(4) 
r-k k 

A 

r - h  n h '  
xk so daB X = - gcsctzt werdcn kenn und Gleichung (3) lautet: 
n h 

1 1 1 1 
-=- 
R r - k  ++a). 

1 nh nh 1 1 
Da nach Gleichung (4) auch = - - - und hier ; nach ( T - h )  k 

Gleichung (1) ersetzt werden kann, so ergibt sich: 
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1 (n - 1)h 1 n  n  n  n - 1  ( n - l ) h  
- + - +  +--- 

R ( - ) Y  r - h  q Y - h  e r - h  ( r - h ) r  

oder 

(5) 
1  n  n - 1  
- - 

R e T 

Diese Gleichung, die von h und k ganz unabhingig ist, gibt uns den 
Krümmungsradius R des Bildes bei einer brechenden Plache. 1st das 

1 n - 1  
O.jekt plan, d. h. Q = m, so wird = - - , also z. B. für Glas 

mit n = + wird R = - 2 ~ .  
Sind nun mehrere brechende Fliichen mit den Radien r,  r,, r,, 

. . ., r, vorhanden iiiid die entsprechenden Brechungsverhaltnisse N, fi, ,  

n,, . . ., n,, die Radien der entstehenden Bildflachen R, R,, R,, . . ., R, 
so ergeben sich, wenn die Oberflache plan ist, folgende Gleichungen: 

1  - n - 1  
n R  m . r  

1 1  n , - I  
R -FI- 

1  1 % - i  
-=---  
" n %  Ri mer, 
. . . . . . .  . 
1 1 n, - 1 
- -:----. 
nm Rn, Rm - 1 %m'm 

Wird die zweite Gleichung durch n, die dritte durch n - n, usw. dividiert 
und die Summe aller Gleichungen gebildet, so resultiert die Gleichung: 

1 1  n , - 1  12, - 1  a, - 1 -- --Pm-- ...- 
n - n ,  . n , . . . n , R , , A  n . r  n - n l . r l  m n l . n , . r g  n - q  .N3 . . .nm.r , , ,  

Geht das Licht in das alte Mittcl zurück, eo i ~ t  n . n, . n2 - . - n, = 1. 
Ferner ist, wenn je zyei Flichen eine Linse bilden: n . n, = 1, 

n, . n, = 1 usm. und, wenn p, p,, . . . die Brennweiten dieser Linsen sind: 

Sind s Linsen mit dem Brechungsverh%ltnisse w, n,, . . ., n, und den 
Brennweiten p, pl, . . ., 11, vorhanden, so ergibt siüh die Gleichung: 

welche den oben ausgesprochenen Satz darstellt. 
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ber die Momentanbewegung eines starren ebenen Systems. 

Von R. MÜLLER in  Braunschweig. 

1. Bestimmung der Polbahntangente und der Kreispunktkurve 
für Verzweigungslagen. 

1. Die komplane Bewegiing eines starren ebenen Systems ist fiir 
drei unendlich benachbarte Lagen eindeutig defiriiert, wenn von irgend 
zwei Systempunkten die Anfangslagen A, B und die zugehorigen 
Krümmungsmittelpunkte A, B ihrer Bahnkurven E ,  f i  bekannt sirid; 
denn die Geraden AA, U B  schneiden sich im aiigenblicklichen Pol p, 
und d a m  ergibt sich mit Hilfe der Bobillierschen Bonstruktion die 
Polbahntangente t und zu jedem dritten Systempunkte C der ent- 
sprechende Krümmungsmittelpunkt r. Das eben Gesagte gilt aber 

P1g. 1. 
nicht mohr, wenn - wie wir 

J im Folgenden voraussetzen 

!A, wollen - die vier Punkte 
/ y. A, A, B in einer Geraden 

/ . 
/ . 
I -. liegen. In diesem Falle sind 

K' '. ' 
-6, bekanntlich zwei Pole vor- 

/ 
handen, namlich die Doppel- 

BQ' / 
,PA, punkte der durch die Paare 

*,A., ,/ A ,  B und 12, A bestirnmten 
A," 

/ 41, Involution, und jedem von , 
09 ihnen entspricht eine be- t 

9 sondere Momentanbewegung 
des Systems. Greiferi air 

dann unter den beiden moglichen Polen den einen willkürlich 
heraus und nennen ihn p, so ist die zugehorige Polbahntangente t: 
also auch die quadratische Verwmdtschaft der einander entsprechenden 
Krümmungsmittelpunkte durch die bisherigen Daten überhaupt noch 
nicht bestimmt, dazu muB vielmehr die Bewegung der Punkte A, B . 
für eine vierte Systemlage definiert werden, und dies geschieht durch 
Angabe der Krümmungsmittelpunkte A,, B, der Evoluten u,, pl der 
Kurven u,  p. 

Um für eine solche Verzweigzcngsiage die Polbahntangente t und 
die weiteren Elemente der dem Pole entsprechenden Momentan- 
bewepng  zu ermitteln, benutze ich die Formeln, die ich hei frühorer 
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Gelegenheit für  die Krürnmung der aufeinander folgenden Evoluten der 
Bahnkurven abgeleitet habe l): 

Angenommen, das System gelange aus seiner Anfangslage in die 
folgenden, einander unendlich henachbarten Lagen durch unencilich 

kleine Drehungen um die Pole Cp, D, % . . . bezw. um die Winkel 
d 3 ,  d9. + d28 ,  d9. + 2d29. + d 3 8  - .  .; dabei sei PD = a'% = = du 
und der Kontingenzwinkel der Polbahn bei 0, '8 . - - = dz,  d z  + d% . .  . 
Wir bezeichnen mit rp den Winkel, den die Gerade F A  mit der Pol- 
bahntangente t - d. h. der Geraden psi. - bildet, und setzen 
P A =  r, P A  = g, AA, = G,, PB= r', P B  = Q: BEi = G;; d a m  iste) 

und 
r ( d a ( Z d 9 .  + d r )  cos g, + d P 4  sing,] - 3 d u d 4  sin g, cos g, (2) a, = - -- -r2du.. 

( d u  sin rp - 

Schreiben wir (1) in der Form 

d u  d u  
so bedeutet - den Durchmesser des Wendekreises und Ts s i n q  die 

d B  

Strecke !@ y, welche der Wendekreis von der Geradcn F A  abschneidet. 
Setzen wir also 

(3) 
d u  
d a ~ i n g ;  = h ,  

so ist 

(4) 

Nun fol$ aus (2) 

d a ( 2 d 4  + d z )  cos cp + d e 4  sin rp 3 d 4  cos cp 
d u P  sinS r& + 7 d ~ s i n 5  

oder 

und analog 

1) Über die Bewegung eines starren ebenen Systems durch fiinf unendlich 
benachbarte Lagen, diese Zeitschrift 31. Bd. S. 129. 

2) A. a. O. Gleichungen ( 2 )  und (10). Hinsichtlich der Vorzeichen der ein- 
geführten GrfiBen verweisen wir der Kürze wegen auf die dort getroffenen t'est- 
setznngen. 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 54. Band. 1906. 1. Heft. 
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b e r  die Momentanbewepng'eines starren ebenen Systems. 

Hieraus ergibt sich durch Subtraktion 

wir erhalten daher zwr Bestimmu~g der Polbahntangente die Gleichung 

Für 6 ,  = 6; = O wird cot y = O,  d. h. rp = 90'. Sind also A 
und B Systempnkk mit stationaren Krümmungs7;reisen, so stel~t die 
Polbakntangente senkrechl auf der Geraden. AB. Dieser Fall tritt z. B. 
ein, wenn A und B die Endpunkte der Koppel eines durchschlagenden 
Gelenkviereck~l in der Verzweigungslage bedeuten. 

2. Mit der Polhahntangente ist auch der Wendekreis und die 
quadratische Verwandschaft der Krümmungsmittelpunkte für die dem 
Pole !/3 entsprechende Momentanbewegung bestimmt. Um diese Be- 
wegung noch für eine vierte unendlich benachbarte Systemlage dar- 
zustellen, benutzen wir die Ereis~mnktlcurue WL, d. h. den Ort aller 
Systempunkte, die sugenblicklich eine Bahnstelle mit s t a t i o n k m  
Krümmungskreis durchschreiten. Setzen wir in  Gleichung (2) 6, - 0, 
so folgt als Gleichung von m 

m ist also eine E'okallrurve dritter Ordnung, die im Punkte die Ge- 
rade t berührt und zugleich rechtwinklig schrieidet. Ihre Bestimmung 
erfordert die Ermittelung der Groflen 

und 

(9) 

dabei sind bc und b, die Durchrueuser der Krümmungskreise der Kurve 
in p; der erste berührt die Polbahntangente, der zweite die Polbahn- 
normale. Schreiben wir nun in Gleichung (5) für cot rp den MTert 

1 
aus (6), so haben wir damit eine Gleichung zur Berechnung von - -  

uc 
1 

und -. Um eine zweite Gleichung zu erhalten, müssen wir die Be- 
be 

wegung der Punkte A und B für eine fünfte Systemlage definieren, 
und dam verwenden wir die Krümmungsmittelpunkte A,, B, der Evo- 
luten der Kurven al, #Il in A,, BI, betrachten also die Strecken A,A, - q, 
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Von R. MÜLLEB. 9 9 

BI B, = 6; als gegeben. Fiir den Krümmungsradius der ,,eweiten" Evo- 
lute der Bahnkurve des Punktes A gilt die f r ther  abgeleitete Formel1) 

oder 

'3- 3% . r P d 9 6  + ~ d z c d z  cos cp - d u P  sin rg cos 9 

Q' Q" r%uP sinP rp 

+ 3dW cosP<g + 6 d P 6  sin <p cos cp + d 8 ( b d $  + 4 d z )  s i n 2 q  - 3 d 8  -. 
r d u P  sinP rp r e d  u ainS g, 

6' 
Bilden wir die entsprechende Gleichung für 2 und subtrahieren, so 

e n 4  1 

d n z  P8  
verschwinden mit dem zweiten Gliede rechts die Gr6Ben und m, 

d i  d 2  a 
und dann konnen die noch übrig bleibenden Unbekannten und -, 

d u  
1 1 

mit Hilfe von (3), (8) und (9) ausgedrückt werden durch - und - - 
b, b. 

Wir wollen die Rechnung nur für den Fall durchführen, &h die 
Punkte A und B sich mommtan in Bahnsfellen mit fünfpnMig be- 
rührmden Krümmungslcrcism befinden, daB also 6, = 6, = i3: = es = O 
ist. Dann ist nach dem Vorhergehenden cp = 90°, folglich nach (5) 
8 4  = O und nach (9) b, = m. E'erner ergibt sich aus (10) 

oder 

Bezeichnen wir noch den Durchmesser des Wendekreises mit b,, 
setzen also 

eo erhalten mir schlieBlich nach (8) 

1) A. a. O. S. 133. Gleichung (11). 
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100 über die Nomentanbewegung eines stanen ebenen Systems. 

Die Kreispnktkm~rw smfillt - d a l m  yegenu:C'rti.q ~ T Z  die YoZbahn- 
no~male und in den. die Polhal~ntangente berührenden Kr& vom Durch- 
maser b, . 

Mit b,  und b, sind auch die Krümmungsradien der Polbahn und 
d u  

der Polkurve in bestimmt, denn diese sind bekanntlich bez. = - 
d z 

d zc und -- 
da + d r  

II. Über eine Kreisverwandtschaft, die mit der quadratischen 
Verwandtschaft der Systeme entsprechender Krümmungsmittelpunkte 

zusammenhangt. 

Sei S irgend eine Lage eines komplan bewegten starren ebenen 
Systems, der zugehorige Pol, t die Polbahntangente, u! der Wende 
kreis mit dem Durchmesser b,. Dann entspricht jedem Punkte A 
von S ein bestimmter Punkt A der Geraden P A  als Krümmungs- 
mittelpunkt der Bahnstelle, die der Systempunkt A in der festen 
Ebene Z diirchschrcit,et, und alle Systemkurven, die P A  zm Normale 
und A zum Krümmungsmittelpunkt haben, erzeugen Hüllbahnelemente 
mit A als Krümmungsmittelpunkt. Setzen wir A = r ,  P A  = Q, 

L A p t  = q ,  so ist bckanntlich 

also 

1 (+ - f) sin = - 
b,"' 

b,p sin <p 
y = - - - - - .  

Q + b, sin rp 

Bezeichnen wir noch die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte A 
und A für '$ als Anfangspunkt, t als x-Achse bez. mit x, y und 5, 7, 
so folgt durch Multiplikatiori mit cos rp und sin rp 

und diese Gleiohungen dcfinieren die bekanntc guadratische Vewandt- 
schuft zwischen den Systemen S und 2 der einander entsprechenden 
Krümmungsmittelpunkte. lj 

Hierdurch wird jeder Kurve k von S eine Kurve x von Z zuge- 
ordnet als Ort der Krümmungsmittelpunkte, die den Punkten von k 
entsprechen. Nehmen wir insbesondere an Stelle von k einen Kreis 
um den Punkt %(z, 9) mit der Gleichung 

1) Burmester Kinemstik 1, S. 117 
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Von B. NITLLBR. 101 

so erhalten wir für x vermoge der Substitution (1) eine zirkulare Kurve 
vierter Ordnung : 

Um ihr Fokalzentrum 5 ' ( r r ,  9') - d. h. den reellen Schnittpunkt 
ihrer Tangenten in den iniaginiiren Krcispunkten - zu hestirnmen, 
bilden wir die Bedingung, unter welcher die Gerade 

die Kurve x in der Unendlichkeit berührt. Setzen wir in (2) 

so ergibt sich eine Gleichung dritten Grades in k, und zwar lautct der 
Faktor von E3 

Ilieser Faktor verschwindet also f ü r  

Die so erhaltene Gleichung bestimnit das Fokalzentrum 3' von x 
unabhangig vom Radius c des Hreises k, demnach ist 5' das Pokal- 
zentrum aller Kurven vierter Ordnung, welche der Schar der konzent- 
rischen Kreise um 3 zugeordiiet sind, und hieraus folgt ganz allgemein: 
Allen zirkularen Kurven von S ,  die den Punkt 5 zum Fokalzentrum 
haben, mkprechen i n  der qua&atischen Verwandtschaft airkulare Kurven 
von Z' mit einem gemeinsckafllichen Fokalzentrzcm 3: 

Durch Gleichung (3) wird jedem Punkte 5 von S ein Punkt 5' 
von zugewiesen, und die so definierte konfornze Abb i lduq  der 
Ebene iS auf die B e n e  l: hat den Charakter einer Kreisverwandtschaft 
mit zwei i n  vereinigten Fixpunkten. Auf diese Weise verknüpft siclz 
also mit der quadratischen Verwandtschaft der Krüm~zungsmitteIpn7cte 
e iw Kreisverwandtschaft zwischen den FoMzentren aller zir7cularen Kurven, 
die einander in jener quadratischen JGerwandtschaft enkpechm.  

Schreiben wir Gleichung (3) in der Porm 
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102 tfber die Momentanbewegung eines sterren ebenen Sy~tems. Von R. MCLLER. 

HO folgt 

und 

B r a u n s c h w e i g ,  d. 26. Mai 1906. 

Gleichung (4) sagt aus, da1 jeder Kreis g, der die Polbahnnormale n 
in '$3 berührt, in unsrer quadratischen Verwandtschaft sich selbst ent- 

spricht. Einem Kreise $, der 
Fig. 8 .  

n die Polbahntangente t in 9 

, 
I' 

berührt, entspricht nach (5) ein 
,AD" eben solcher Kreis 4'. Sind @ 

und $' die zweiten Schnitt- 
W 

punkte von ij und kj' mit n, 
und rechnen mir die Strecken 
?J3@ und p$' positiv in der 
Richtung nach dem Wendepol W, 
so wird Q' durch die Oleichung 
bestimmt 

1 
- 

1 2 

I \ \ \  

' Pb P W  
I 

1 
1 

I 
1 
1 
1 

#\, 
\ 
\ 

'. - - - 

. , I d  
\ \ \  I I  . , , , /  ,' Rexcichnen wir also mit Q" '. ' 

--- - -  %:/" den vierten harmonischen Punkt 
/ .'15 I zu '$3, W und $j, so ist 

I I 

' ,' '$3 8 ' = - '$3 @". Um daher 
/ I 

I 
/ , zum Fokaleentrum 8 das ent- 

/ /' ,:/,' sprechende Fokalzentrum 5' zu 

GL- konstruieren, errichten a i r  in 
3 zu '$33 oin Lot, welches t 

in 8, n in @ schneidet, und b e s t i ~ m e n  eu @ in der eben an- 
gegebenen Weise den Punkt $'; dann ist %' der FuBpunkt des Lotes 
von !# auf a$'. 
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Bücherschan. 

Charles Emerson Curry, Elec t romagnet ic  Theorie of Light. Erster 
Teil, London 1905. 

Den Ausgangspunkt der Darstellung bilden die Maxwellschen Gleichungen; 
aus  ihnen werden die Integrale abgeleitet, die ebenen und sphirischen Wellen 
entsprechen. Die spharischen Wellen werden i n  den ersten Kapiteln be- 
handelt, und zwar viel cingchcndcr als os für oino Optik notig ist. Die 
oben erwiihriten Integrale bilden daun die Grundlage der Interferenztheorie 
sowie des ~uy-gensschen Prinzips und der ~ e u g u n g :  

Die aus den Maswellschen Gleichungen folgende Schwingungsgleichung 
ergibt i n  bckanntcr Weise das verbcsscrte Huygenssche Prinzip, trotzdem 
wird i n  ausführlichster Weise die Fresnelsche Ableitung desselben mit  
Hilfe der Zoneneinteilung gegeben; das ist aus historischen Gründen ja 
aicher berechtigt, aber vielleicht sind 24  Seiten fiir diesen Zweck etwas 
viel (bei Drude, Lehrbuçh der Optik genügen hierzu 9 Seiten). 

Die Sommerfcldsche Beugungstheorie ist auch behandelt, doch glaubt 
der Verf., daB durch sie wenig gewonnen sei gegenüber der Fresnelschen 
modifizierten Reugungstheorie. I n  Wirklichkeit is t  es nun theoretisch von 

~ ~- 
grofitem lnteresse, wenigstens i n  einem speziellen Falle eine strenge Losung 
zu haben, schon deshalb, weil dadurch der Gültigkeitsbereich der genaherten 
Theorie fester abgegrenzt wird, und praktisch wird die Sommerfeldsche 
L6sung vollkommen exakt sein in dcn Wcllenlangengebieten, i n  denen die 
V o r a u s s e t ~ u n ~ e n  der Sommerfeldschen Theorie gültig sind (vollkommene 
Leitfihigkeit des beugenden Schirms); man darf sie natürlich nicht auf alle 
Teile des sichtbaren Spektrums anwenden wollen (Versuche von Gouy). 

Die letzten beiden Kapitel behandeln sehr eingehend Reflexion und 
Brechung in isotropen und anisotropen Nedien. 

Der Referent vermiBt die Theorie der stehenden Wellen und die damit  
zurammenhangende Dcutung der Wienerschen Versuche. Ferncr sind die 
Maxwellschen Gleichungen immer nur auf vollkommene Isolatoren angewandt, 
infolgedessen fehlt die Berechnung des Reflexionsvermogens und Absorptions- 
vermigens der Metalle und die- Besprechung der &teressanten ~ & u c h e  
von Haeen und Rubens. " 

n i e  am Ende jeden Kapitels gegebenen Beispiele werden manchem 
Leser sehr ei-wünscht sein. I m  zweiten Teil sollen die Abweichungen von 
der Maxwellschen Theorie behandelt werden. 

Tübingen. 
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Th. Albrecht, Bestimmung d e r  Langendifferenz P o t s d a m - G r e e n w i c h  i m  
Jahre 1903. (Verof fen t l i~hun~ des Kgl. preuBischen geodatischen Instituts. 
Neue Folge Nr. 15.) II u. 7 7  S. 4". Berlin 1904 ,  P. Stankiewicz. h! 5.-  

Dic von dcn Herren Th. A l b r e c h t  und B. W a n a c h  1 9 0 3  ausgeführte 
Langenbestirnmung zwischen Potsdam und Greenwich bildet ein Glied i n  der 
Kette der i n  den letzten Jahren vorgenommenen Anschlüsse zur Sichenmg 
der fundamentalen Langendifferenz Greenwich-Paris, die bis auf den heutigen 
Tag  einer UngewiBheit unternorfcn war, wie sic in  der Zeit des elektrisçhen 
Telegraphen und in Anbetracht der groBen Wichtigkeit gerade jener Langen- 
differenz nicht mehr hatte bestehen sollen. 

Die hier vorliegende Publikation gibt aufs ausführlichste Rechençchaft 
über Xethode und Anlage der Beobachtungen; wir greifen die wesentlichen 
Punkte heraus. Von den beiden mit Repsoldschem Registricrmikro~ueter 
versehenen Passageninstrumenten hatte das von Herrn ~ l b r e e h t  benutzte 
8,l cm Offnung bei 92  cm Brennweite, das Herrn wanach dienende nur 
6,8 cm Offnung und 87 cm Brennweite. Infolge der Gr6Be des Lsngcn- 
unterschiedes von 52" ging es zwar nicht an,  in Greenwich und Potsdam 
allabendlich dieselben Sterne zu beobachten, indes ist die aus dieser nicht 
volligen Elimination der Rektaszensionen der Sterne flieflende Unsicherheit 
durch die Anordnung der Zeitbestimmungen fast auf Nul1 herabgecirüclrt. 
Die Sternorter e n t s t k m e n  den besten modemen Katalogen und s&d d a m  
auf dem Wege sukzessiver Annaherung einer Ausgleichung auf Grund des 
T~angenbestimmiingsmaterials unt~reogen.  Die Zeitsterne verteilen sich nicht 
weit vom Zenit so, daB der EinfluB eines Azirnutfehlers in der Zeitbestirnmung 
nahezu verscliwinden muB. AIS mittlerer Fehler der Uhrkorrektion aus 
einem Stern kommt denn auch der geringe Betrag I!I 0.03" zum Vorschein. 

Besondere Sorgfalt ist der elektrischen Leitung gewidmet; sie besaB 
von vornherein oine sehr inhomogcno Bcschaffcnheit: aiif 522 km Bronzedraht 
auf deutschem Boden von Potsdam bis Emden h l g t e n  4 2 5  km Seekabel 
und daran schloB sich die 2 3 5  km lange Kupferdrahtleitung Bacton-Green- 
wich. Um n u n  wenigstens die Lage des Kabels symmetrisch zu gestalten, 
schaltete die englische Telegraphenvorwaltung noch dic 334 km lange Schlcifc 
London-Leicester - London ein. Wie  bei alleu neueren Langenfi estimmungen 
sollte nur mit direkten Leitiingen operiert werden und daher blieben die 
für den gewohnlichen Telegraphenbetrieb in Emden und Bacton befindlichen 
Translatoren auBer Gebrauch. Chrigens lehrte dns Fkp~r i rnen t ,  daB man 
bei Benutzung der Translatoren ein nur um 0.01' abwcichendcs Resultat 
erhalten haben würde. Die Stromzeit für die 1 0 9 1  k m  Oberlcitung und 
4 2 5  km submarines Kabel erreichte den hohen Betrag von s = + 0.1418, 
mittl. Fehler + 0.001 

Die Genauigkeit der Langendifferenz aus den Beobachtungen eines 
Abends charakterisiert sich durch den mittl. Fehler k 0.021" und als 
SchluBresultat folgt aus 24 Abenden zwischen 1 9 0 3  ?/lai 7 und Jul i  11 mit 
einmaligem Beobachter- und Instnunentenwechsel der Wer t  des Liingen- 
unterschiedes 

Transit circle der Sternaai-te Greenwich westlich vom ostlichen Meridian- 
haus des geodiitischen Instituts zu Potsdam: 

527n16a.051, mittl. Fehler + 0.005' 
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Durch die behandelte Liingenhestimmung ist in  Verbindung mit den 
sowohl von englischer wie von franzosischer Soite i. J. 1 9 0 2  angestellten 
Liingenbestirnrnungen Paris-Greenwich (Monthly notices, Vol. 65, Nr. 3 und 
Comptes rendus, T. 1 3 9 ,  Nr. 24) der bisherigen UngewiBheit hinsichtlich 
der gegenseitigen Lage von Paris und Greenwich ein Ende bereitet worden, 
und mit groBerer Sicherheit, als das 1 8 9 3  durch v a n  d e  S a n d e  B a k h u y  z e n  
(Astron. Nachr. Xr. 3202,  1 8 9 3  Dez.) geschehen konnte, lieB sich jetzt das 
zentraleuropaische Liingennetz ausgleichen. Eine solche Ausgleichung 
swischm 1 7 6  L~ngenbestimmungen mit 79 Stationspunkten hat wiederum 
Th.  A l b r e c h t  vorgenommtin (Astron. Nachr. Nr. 3993, 1 9 0 5  Febr). U. a. 
liefert die Ausgleichung den Liingenunterschied Paris-Greenwich zu 9"20.932", 
und der mittl. Fehler der am sichersten fest gelegten Liingen gegen Green- 
wich folgt zu k 0.02'. 

StraBburg i. E. C. W. WIRTZ. 

P. Hayn, Selenographische Koordinaten. II. Abhandlung. (Abhrtndli~ngen 
der mathematiseh-physischen Klasse der Kgl. Siichsischen Gesellschaft 
der Wissenschaften. 29. Band, Nr. 1.) Mit 4 Tafeln. 1 4 2  S. Lex. 8. 
Leipzig 1 9 0 4 ,  B. G. Teubner. dl 6.- 

I n  einer 1. Abhandlung (siehe diese Ztschr. Bd. 49, S. 388) hatte Herr  
Hayn die theoretische Vorarbeit und die Revision der rnatheruatischen 
Behandlung der Monddrehung erledigt; die II. Abhandlung stellt sich als  
Aiifgabe die Ahleitung der Rotationselemente des Mondes und der seleno- 
graphischen Koordinaten der 5 das Netz erster Ordnung bildenden Krater 
Mosting A, Messier A, Kepler A, Egede A, Tycho Zentralberg. 

Das Instrument, an dem die Beobachtungsarbeit in den Jahren 1898 
bis 1903 gcleistet wurde, war  der Leipziger 30  cm-Rcfraktor, ausgerüstet 
mit Reinfeldersçher Optik und Repsoldscher Montierung; die Brennnweite 
betragt 3,6 m. Zur Erzielung guter Mondbilder muBte das Objektiv indes 
bis nuf 1 5  cm Durchmesser a,bgeblendet werden. Die von periodischen und 
fortschreitenden Fehlern freie Mikrometerschraube hatte eine Ganghohe von 
0,58 mm, aus Durchgangen von Plejadensternen fand sich ihr Revolutions- 
wert zu 33.48"; weder die Okularstellung noch der Schraubenwert verrieten 
oine Alhangigkeit von der Temperatur. Wahrend nun der hei dem Gros 
aller Messungen innegehalteue Beobaclitungsrriodus in  der Bestimmung der 
Rektaszensions- und Deklinationsdifferenzen bei ruhendem Fernrohr bestand, 
muBte der Verf. bei den spiiter als notwendig sich herausstellenden Anschlüssen 
des Hauptkraters Mosting A an Punkte des Mondrandes dieses Veifahren 
verlassen und z u  einer Messung der bis auf 18' ansteigenden Distanzen 
sehreiten, die die aktive Nitwirkung des Refraktoi-triebwerks verlangt und 
dessen QualitZten dencn der Mikrorneterschraube gleichsetzt. Die Erfnhrung 
bestiitigte die Bulassigkeit dieser Annahme; dis periodischen Fehler des 
Lxrkreises erwiesen sich in ailen Teilen als gleichmaBig und nicht ÜbermaBig 
groB: in 72" kamen Ausschliigc von 1.3" vor. 

Urspriinglich sollte die Position von 316sting A als keiuer Verbesserung 
bedürftig angeseheu und lediglich die Neigung J des &Iondaquators gegen 
die Rkliptik neu abgeleitet werden. Iin Verlaufe der Arbeit erwies es sich 
jedoch als unumgiinglich, nicht nur den Ort von M6sting A,  sondern auch 
die physische Libration neu zu untersucheu. Um zunachst den Krater 
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festzulegen, wurde das Gebilde an 18 Randpunkte in  der oben angedeuteten 
Weise angeschlossen und gefunden 

Aus der Gesamtheit der Beobachtungen folgte ferncr für die Keigung 

Seinen Resultaten will der Verf. zwar noch keine definitive Bedeutung 
beigelegt wissen, da  eine Neuberechnung der umfangreicheren alteren Reihen 
nacb der revidierten Theorie erst d a m  v~rhe l fen  konne; als sicher darf aber 
das Ergebnis gelten, daB der Mondradius zum Krater Mosting A sich gr6Ber 
herausstellt, als der mittlere Radius der Mondperipherie. Das hieBe, 
daB der Mond um beiliiufig 1" oder 2000 m nach der Erde zu verlangert 
sei. Für die Realitiit spricht nicht nur die innere Genauigkeit der 
Beobachtungen, sondern auch der Umstand, daB mit der VergroBerung des 
Mondradius für Mosting A der mTiderspruch verschwindet, der zwischen den 
Hansenschen Mondstorungen und den alteren Arbeiten über die physische 
Libration bestand. Hansen findet namlich für die Funktion f der Tragheits- 
momente A, B, C den Wert  f = 0,9, wahrend die Reihen von Schlüter iind 
Hartwig, deren Berechnung nur e i n  Radius zugrunde lie&, für  f' nur 0,5 
ergaben. Nach IIayn hingegen kommt in Ü b e r e i n s t i m r n ~ n ~  mit der Theorie 
f = 0,85. - 

Da die Reobachtiingen des Mondrandcs teilweise stark von systematischcn 
Fehlern bein8uBt sind, suchte Kerr Hayn aus seinen Beobaclitungen das 
Randprofil zu studieren; die Tafel 1 der Abhandlung stellt das Resultat 
graphisch dar. Spater ha t  dann der Verf. noch die Beobachtungen des Herrn 
Hartwig zugpzogen und numcrische Tafeln entworfen, die es erlauben, für 
jeden Punkt  des Moncirandes und jede Libration die Ueobachtungen (Mcridian- 
orter und vor allem S t e r n b e d e c k ~ n ~ e n )  von den Niveauungleichheiten des 
Randes zu befreien. (Astr. Nachr Nr. 4009 ,  1 9 0 5  April). 

Brendel. Theorie des Mondes. hbhandlungen der Kgl. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gottingen. Mathematisch-physische Klasse. Neue 
Folge Band III, Nr. 4; Berlin 1905 ,  Wcidmann. 1 7.- = Astronomische 
Mitteilungen der Kgl. Sternwarte zu Gottingen. VlII. Teil; Gottingcn 1905. 

Herrn B r e n d e l  s Arbeiten beweeten sich mehrfach auf demselben Ge. " 
biete, das er mit dieser Abhandlung wieder betritt. Schon seine Theorie 
der kleinen PlanctenL) verband mit ihrem eigentlichen Ziele der allgemeincn 
bequemen Darstcllung der Planetenbewegungen innerhalb gegcbener An- 
niihemngsgrenzen das Streben, der Storungsthcorie H. G y l d é r i s  mehr Ein- 
gang zu verschaffen, als die von G y l d é n  selbst verfaBten Werke infolge 
ihrer schwierigen Sehreibweise das zu tun rermochten. 

Die vorlicgende Schrift bringt die Anwendung dcrjenigen ,,von Q y 1 d é n 
aufgestellten Prinzipien, die wirklich auch bei der praktischen StGrungs- 

1) Abh. d. k. Gesellsch. d. Wiss. zu Gottingen. Math.-phys. Klasue. Neue 
Folge Bd. 1, Nr. 2 ;  Berlin 1898 ( 4 O ,  l'il S.). 
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rechnung schnell zum Ziele führenLL, auf die Theorie der Mondbewegung, 
Prinzipien, deren Übertragung auf den Mond noch mehr Vorteile bietet als 
bei den kleinen Planeten. Die Besonderheiten der Mondbewegung, die die 
L6sung des Problems teils erleichtern, teils erschweren, hebt die Einleitung 
übersichtlich und klar  hervor und sie kennzeichnet auch kurz die Absichte;, 
die G y l d é n  beim Entwurf seiner Theorie leiteten. Nachdem nun die 
beiden ersten Kapitel in  leicht verstandlicher Weise mit den Differential- 
gleichungen der Mondbewegung und der Entwicklung der St61ungsfimktion 
die Vorbereitung erleùigf, leitet das dritte Kapitel auf dsn Kernpunkt der 
Methode über; es behandelt die Einfühmng der periodischen Losung nullten 
Grades und schlagt einen von dem Verfahren H i l l s  durchaus verschiedenen 
Weg ein. Pi-inzipiell vcrmeidet Hem B r e n d e l  Reihen von mehr oder 
weniger schwacher Konvergenz; die Koeffizienten der Storungsglieder explicit 
als Funktionen der storenden Masse und der anderen Koordinaten auszu- 
drücken, ist  nicht erforderlich; ,,es genügt j a  auch vollkommen, wenn es 
gelungen ist,  soviel Relationen zwisçhen den gesuühten Koeffizienten auf- 
zustellen, wie solcher Koeffizienten bestimmt werden sollen." Das vierte und 
fünfte Kapitel widmet sich der Berechnung der periodischen Losung nullten 
Grades und der Glieder ersten Grades. 

Den Inhalt seiner Arbeit glaubt der Verfasser im wesentlichen noch 
als ein numerisches Expenment bezeichnen zu müssen, da zunachst ein 
Kriteriiim dafür fehlt,  welcben Betrag die Restglieder der angewandten 
Reihen erreichen konnen. 

Eines der interessantesten Probleme der Mondbewegung ist inzwischen 
auf Herrn B r e n d e l s  Anregung und im Rahmen seiner auf G y l d é n s  
Prinzipien gestützten Theorie von Herrn A. v. B r u n n l )  neu bearbeitet 
worden. Herr v. B r u  n n  unterzieht die Siikularbeschleunigung des Yondes 
einer eingehenden Diskussion, die einen Beitrag zur theoretischen Erkenntnis 
dieser ihrer Quantitiit nach lange umstrittenen Ungleichheit bildet. Die 
Erscheinung iiuBcrt sich seit historischen Zeiten in  oiner allmahlichcn Be- 
schleunigung des Nondes, und die Erklaruug geht auf die Variation der 
Exzentrizitat der Erdbahn xurück, wie L a p l a c e  1787 (im engsten AnschluB 
übrigens an L a  g r  a n g e )  nachwies. 
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ZÜIILKE, P., Ausführuug elemeutar-geometri8cher Eoristruktiuneri . . ., 6. N.  B. 13. 
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Über die Knicksicherheit der Stege von Walzwerkprofilen. 
Ton A. ~ O M M E R F E L D  in Aachen. 

$ 1. Problemstellnng. 

Die folgonde Untersuchung nimmt ihren Ausgang von ciner 
wichtigen Frage der Bautechnik. Bei der üblichen Verwendung der 
eisernen Trager z. B. der 1-Triiger kommt es darauf an, eine gegebene 
Belastung P unter moglichst geringem Aufwand von Material zu tragen. 
1st die Anordnung im Sinne von Fig. 1 getroffen, so wird der Trager 
auf Biegung beansprucht; für die Starke der auftretenden Spannungen 
wird daher das Triigheitsmoment J des Querschnittes, oder genauer gesagt, 
das sogenannte ,,Widerstandsmoment" Jl(hj2) mafigebelid. Das Verhiltnis 
,,Widerstandsmoment/Querschnitt'< kann man als den ,,Wirkungsgrad" 
des betreffenden Profiles bezeichnen, da der Materinlaufwand mit der 
Gr6Be des Querschriittes und die Big. 1. 

Tragfahigkeit mit dem Wider- 
standsrnomente proportional 
ist. Dieser Wirkungsgrad a i r d  
nun ersichtlich dann besoliders 

rr 
-- 

1~1 
giinstig, wenn man den Steg des 
Profiles moglichst dünn machl. 

te$ 421 

Indessen gibt es hierbei eine bestimmte Grenze. 1st der Steg zu 
dünn, HO wird Cr bei der eu tragenden Last instabil; er wird seitlich 
ausbiegen, ,,ausbeulen", oder wie nian im AnschluB an das instabile 
Gleichgewicht eines geraden Stabes sagt, ,,ausknicken('. 

Ersichtlich wird die Knickgcfahr nicht nur von der GroBe der 
Last P, sondern auch von der Art und Weise abkingen, wie dieselbe 
durch die R.eaktionen an den Auflagerstellen des Tragers ins Gleich- 
gewicht gesetzt wird. Die Knickgefahr ist bci gleicher (fr6Be von P 
verhaltnismaBig am kleinsten, wenn wie in Fig. 1 die Last in der 
Mitte zwischen den Auflagern angreift, so (lai3 auf jedes Lager P/2 
kommt. Die Knickgefahr wiichst in dem MaBe, mie sich P dem einen 
Ende nahert; sie wird am groBten, wenn wie in Fig. 2 die Last P 
gerade über der gleichen und entgegengesetzten Gegenkraft P steht. 

Zaitsohrift f. Matlinmatik n. Phyaik. 54. Band. 1906. 8. II&. 8 
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114 Über die Rnicksicherheit der Stcge von Walzwerkprofilen. 

Bei der theoretischen Behandlung wird man diesen ungünstigsten Fa11 
eugrunde eu legen haben. Man wird nicht nur den Bal1 einer in 

einen Punkt konzentrierten Belastung P unter- 
Yig.  a. 

suchen, der im Experimente kaum realisierbar 
ist, sondern wird etwa eine 
Verteilung der Last über eine 
Tragers voraussetzen. Schreibt 

P 
P =  l-7 

gleichftirmige 
Strecke Z des 
man 

sci bedeutet p die Belastung für die Langeneinheit des Triigers (Fia. 3). 
Im Interesse der Einfachheit m6ge dann auch die Lange des Wider- 
lagers 1 betragen. 

Die Lange des Triigers selbst wird als unendlich vorausgesetzt, 
d. h. es wird angenommen, daB die Belastung P hinreichend weit von 

den Enden mirkt, so daB diese keinen EinfluB 
Fig. 3. 

auf den Vorga~ig des Ausknickens nehmeri. 
Da allein der Steg ausgebogen wird, so 

kommt es auf die Gestalt und Breite der 
Flansche nicht an. MaBgebend ist viel- 
mehr nur die Hohe h und die Starke s des 
Steges. Die Flanschen Sind nur insofem - 

von Belang, al8 sie vermoge ihrer Befestigung auf dem Auflager 
oder verm6ge ihrer Verbindung mit der drückenden Last P eine . > - 
Iiichtungsanderung des Steges am 

Fig. 4b. 

Ip 

oberen und unteren Rande un- 
m6glich rnachen. Der Steg eines 
1-Profiles verhalt sich daher bei 
der Ausknickung wie eine an 
den Enden befestigte und e h -  
gespanntc Platte (vgl. Big. 4a). 
Zum Vergleiche wird man auch 
den Fall eines einfachen Dleches 
ohne Flanschen untersuchen (vgl. 
Fig. 4b). An die Stelle der Ein- 
spannung tritt hier die Bedin- 
gung, daB am oberen und unteren 
Kande keine Drehmomente über- 
tragen werden, d. h. daB die 
Rinder des Steges frei drehbar 
angeordnet sind. 

Die beiden in den Figuren 4 a  und 4 b  unterschiedenen Falk 
sind analog zu den beiden Hauptfallen des klassischen Problems der 
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Knickung eines dünnen geraden Stabes: a) Stab an beiden Enden ein- 
gespannt, b) Stab an beiden Enden frei drehbar. Die L6sung dieses 
Problems ist in der bekannten Eulerschen Formel enthalten: 

hier bedeutet Y die Knicklaçlt, h die Lange, 1; den Elastizitàtsmadul 
des Stabes, J das Triigheitsmoment des Queruchnittes für diejenige 
Querschnittsachse, fur die es am kleinsten ausfallt. 

Den Formeln (1) analog miissen offenbar diejenigen Grenzformcln 
werden, auf die unser Problem im Falle 1 = m zurückführt. In 
diesem Grenzfalle wird namlich der Steg in seiner ganzen Erstreckung 
gleichmiiBig an der Ausknickung teilnehmen; er mird sich aluo wie ein 
gewohnlicher Stab von rechteckigem Querschnitt verhalten, wobei die 
eine Seite des Rechtecks gleich s, die andere gleich 1 = oo zu setzen 
ist. Das Triigheitsmoment dieses Querschnitts wird 

zugleich wird auch die gesamte Knicklast P gleich oo, wahrend dio 
,,spezifische Knicklast" p = P/l und das Triigheitsmoment JI = J/l für 
die Breite 1 endlich hleibt. Die ,,spezifisühe Kniüklast" p wird nun 
durch die zu (1) analogen Pormelnl) 

gegeben, unter p das P o  i a s o n  sche Verhaltnis der Querkontraktion zur 
Langsdehnung verstanden. 

Die L6sung des Problems fiir den allgemeinen Fall eines endlichen 
E oder für den anderen Grerizfall 1 = 0 sol1 irn Folgenden abgeleitet 
werden, wobei wir auch die F'ormeln (2) wiederfinden werden. DaB 
diese Louung bisher unbekannt war, ergibt sich z. B. aus dem Um- 
stande, daB eine zur Ausarbeitung neuer Normalprofile eingesetzte 
Sachverstiindigen-Kommission, welche Versuche über die zulassige Ver- 
schwachung der Stege von 1-Triigern anstellen lieB, zur Berechnung 
dieoer Versuche sich der E u l e r  schen Formel (1 b) bediente. 7 Die 
Ausknickungsfigur wurde in dem fraglichen Kommissionsberichte nach 
Art von Big. 5 schematisiert, und es wurde angenommen, daB die 

1) Vgl. L o v e ,  Treatiee on the Mathematical Theory of Elrtsticity, Vol. II, 
5 381. 

2) Zeitochr. d. Vereins deutscher Ingenieure 1906,  S. 1487, vgl. speziell 
S. 1496 und 1497. 

8' 
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E i c k l a s t  für unser Problem dieselbe sei, wie für einen Stab von 
der Breite Z + h, der sich über seine game Hreite gleichmiiBig aus- 
biegt. DaB die Wahl der Breite 1 + h auf Willkür beruht, lie@ 

auf der Hand: auch ist die Ausknickunrrs- " 
Fig. 5 .  figur in Wirhichkeit  sowie nach unserer 

Theorie keineswegs scha1-f' rhombisch 
begrenzt, lauft rielmehr asymptotisch 
und stetig nach den Seiten aus. End- 

I lich iut nicht einzusehen, weshalb bei 
- 1 4  --J Versuchen mit 1-Triigern die Formel b) 

(fieie Drehbarkeit am oberen und unteren 
Ende) und nicht die Formel a) (Einspannung) in h'ragc kommen soll. 
Wir  kehren eu solchen Versuchen und ihrer Deutung im 5 7 zurück. 

Wollen mir unser Problem in Streiige behandeln, so müssen wir 
zunachst die Gesetze angeben - Differentialgleichungen und Rand- 
bedingungen -, welche die georrietrische Gestalt der moglichen Aus- 
biepngen beherrschen. DaB es sich hier nicht um irgend welche 
zufallige Forinen, sondern um streng gesetzmaflige Erscheinungen 
haiidelt, zeigen auch die Versuche anfs deutlichste. 

Die ~ ~ ~ r e n t i a l ~ l i c h  des Problems ist bereits bei Love1) ah- 
geleitet; integriert wird sie dort aber nur 

Fig. 6. 

y-h 

für den verhdtnism%Big 
tririalen Val1 eines Recht- 
ecks, dessen beide Seiten- 
paare nach ihrer ganzeu 
Lange je von einem 
konstanteii Drucke be- 
ansprucht werden. 

Die Mittelflache des 
ui.spriinglich ebenen 

Bleches sei die xy-Ebene. 
Die X-Achse falle mit 
der unteren Kante des 
Bleches zusammen; die 

obere Kante sei y = h. zc sei die Ausbiegung senkrecht zur xy-Ebene. 
Wir  unterscheiden drei Gebiete (vgl. Fig. 6) niimlich 

1 ir 1 
1. X > % ,  II.  XI<^, III. x < - - -  2 

I n  1. und III. gilt die gewohnliche Differentialgleichung für die 
unendlich kleinen Biegungen der Platten 

a= as  
-- 1. d d u =  O, A = -  + .  

axe a y e  
1) 1. c. Vol. II. Q 380 C*l. (25). 
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In Il. ist die Gleichung deshalb abzuandern, weil hier auBer den die 
B i e p n g  begleitenden Spannungen noch ein durch die spezifische Be- 
lastung p hervorgerufcner, von Anfang an vorhandener Druck nach der 
y-Itichtung wirkt. Dieser Druck bedingt das letzte Glied in der 

Wiihrend namlich bei der Ableitung der G1. 1. Glieder vom zweiten 
Grade in  u oder den Ableitungen von u vernachl%ssigt werden (,,un- 
endlich kleine Verbiegungen"), ist das Produktglied p(ûau(;y2), welches 
den von u unabhingigen Druck p enthalt, nicht zu vernachlassigen. 
C bedeutet den sngenannten ,,Plattenmodulff (cylindrical rigidity bci Love): 

wo wie oben E den Elastizititsmodul, s die Starke der Platte, p die 
P o i s s o n  sche Zahl und JI das Triigheitsmoment eines Schnittes 
y - const. von der Breite 1 um die Mittelachse M M  (Fig. 7) bedeutet. 

Eig. 7. 

s 

Hierzu ,kommen die folgenden Nebenbedingwzgen: Im Unendlichen 
vcrschwindet u. und Eu/ôx (snlange wenigstens, als die Belastungs- 
flache 1 endlich k t ) :  

(4) 
a w U . = ~ = O  f" iir x = & o o .  
O x 

Die Aushiegung ist eine gerade Funktion von x im Gebiete II, und sie 
ist in den Gelsieten 1 und III durch Ausdrücke gegeben, die sich nur 
durch das Vorzeichen von x unterscheiden; allgemein gilt: 

( 3 )  u (+ x) - u (- x). 

Insbesondere 'haben wir 

für  x = O. 

An den Riindern y = O und y = Ib gelten die folgenden Bedingungen: 
im Falle der Eimpannung 

a t7 a) u 2 _ = 0 . - -  fiir y = O  und y = h ,  
G Y  
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bei drehbarer Befestigung der oberen und unteren Kante, 

aPu u = = o  . . .  
a y a  

für y = O und y = h.  

E s  ist niimlich das Drehmoment der Biegungsspanriurigrri fiir einen 
Schnitt y = const. allgemein gegeben durch') 

* 
da dieses Moment im Falle b) verschwinden sol1 und da u an den 
Randern für jedes x, mithin auçh E2u/(ix2 verschwindet, so fol& in 
der Tat als zweite Bedingung aau/aya für y = O und y = h. 

SchlieBlich gelten für die Stellen x - f 112 (Übergang zwischen 
LI und 7 und zwischen II und III) gewisse Stetigkeitsbedingungen. 
E s  rnüssen niirnlich nicht nur die Ausbiegungeri und die Tangential- 
ebenen an die Ausbiegungsflache ~ t e t i g  verlaufen, sondern es müssen 
auch die durch die Schnittfiachen x = f 112 übertragenen Momente - 

und Spannungen sich stetig ancinandcr anschlicBen. Die Momente 
sind, wie in (8), als Kombination der zweiten Differentialquotienten 
gegeben, die Spannungen selbst werden durch die dritten Differential- 
quotienten2) von u dargestellt. Zusammenfassend haben wir also: 

a u  a 2 ~ .  asu 2 
ZL, zz,, a;L. stetig . . . für x - f 

Das eigentliche Ziel unserer Untersuchung besteht indessen niclit 
in der Ermittelung der Ausbiegungsflache zc = u(x, y), sondern in dcr 
Berechnung derjenigen Werte von P, unter deren Wirkung die fragliche 
Ausbiegung moglich wird, wozu die Kenntnis der Gestalt der Fliiche u 
nur die notwendige Vorbereitung bildet. 

Dai3 in der Tat jene Ausbiegung nur bei besonderen Wrrten 
von P moglich ist, lehrt die folgende Überlegung. Durch die voran- 
gehenden Differentialgleichungen, Rand- und Stetigkeitsbedingungen 
wird die Funktion u im  nllgevzeinen eindeutig bestimmt sein. Es  gibt 
aber eine triviale L6sung, namlich u = O, welche d e n  Bedingungen 
des Problems geniigt. Wir  schlieBen daraus, da8 das Blech im all- 
gemeinen seine ebene Form beibehalt. Ausnahmen treten nur für 
besondere ,,kritische Werte" oder ,,Eigenwerte" der in dem Prohlem 
vorkonirrienden Parameter ein. Dabei konnen wir  den variabeln Para- 
ineter, auf dessen Werte es ankommt, in mannigfacher Weise aussuchen. 

1) L o v e  1. c, J 380, G1. (20). 
2) L o v e ,  1. c. # 380 G1. (-2%). Es handelt sich insbesondere um die bei 

1, o v e  mit Tl hezeichneten Spanniingsresultanten 
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WTir k6nnen z. B., indem wir die hbmcssung.cn des Rleches oder sein 
Material als verfügbar snsehen, h oder s oder E su diesem Parameter 
wahlen., Am nrtturgemaBesten ist es aber, das Blech als gegeben u n d  
die Last P als variabelen Parameter anzusehen. Die ,,EigenwerteL' dieses 
Parameters nennen wir die ,,Knicklastcn". 

E s  wird sich zeigen, daB diese Knicklasten in unendlicher Anzahl - 

vorhanden sind. Jede dieser unendlich vielen Knicklasten wird - in  
dem bisher bctrachteten Falle - je diirch eine transzendente Gleichung 
gegeben. Nameritlich werden wir uns für die niedrigste Knicklast 
interessieren, weil diese allein praktisches Interesse besitzt. Bei end- 
lichem i werden die Bedingungcn (9) nicht nur mir Bestimmung der  
in u verfügbaren Konstanten, sondern zugleich zur Aufstellung der  
transzendenten Gleichung für P dienen. 

In dern Grenzfalle 1 = O (punktf6rrnig zentrierte Last) kommen 
dagegen die Bedirigungen (9) in Fortfall, und es gilt überall für x > O 
und für x < O die einfache Differentialgleichung 1) d d u  = O. Die 
Differentialglcichung JI) dient in diesem Falle lediglich zur Bestimmung 
von P, und zwar in folgerider Weise: Man integriere die Gleichung II) 
gliedweise nach x von - 1/2 bis + 112, wobei man die Integration in 
den beiden ersten Termen von d d u  ausführe, unter Berticksichtigung 
des Umstandes, daB u eine gerade, also 2w/Ex und ZSu/8x3 ungerade 
Funktionen von x sind. Man erhalt: 

In der Grenze für i = O verschwindet das zweite und dritte Glied, das 
zweite wegen der in Gültigkeit bleibenden Bedingung (A), das dritte, 
weil g4u/ôy4 ebenso wie u. in der Umgebung von x = 0 endlich ist, 
auch bei verschwindendem 1. Da das Entsprechende von ôeu/i3ye gilt, 
so l i B t  sich das letzte Glied von (10) wie folgt schreiben: 

P aPu 
d x =  . . .  c Gdo für 1 = 0. 

- i / Z  

Li& man auch im ersten Gliede von (10) 1 = 0 werden, so hat man 
schlieBlich die Bedingung: 

Bei dem in Rede stehenden Grenzfd Z = O stelit sich das Problem 
daher folgendermaBen: In dem durch die Geraden x = O, y = O und 
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y = h begreneten unendic:heil Streifm (vgl. Fig. 8) ist die Differential- 
gleichung 1. zu integrieren mit den Randbedingungen (7 a) oder (7 b) 

liings y = O und, y = h 
Wg. 8. 

und mit den Randbediii- 
gungen (6) und (13) lirigs 
z = O. E s  wird sich zeig.cn, 

d 81. - dai3 die Gesamtheit dieser 
J X  Bedirigungen riicht riur zur 

Bestimmung von u aus- P d 'u. c v+ reicht (abgesehen von einei- 
willkürlichen Konstanten) 

u = p o  zcz  .,-,y,=. 
Y oondern auch zur  Bestim- 

mung der Knicklast 1'. 
Wir sehen uns damit vor eine hochst eigenartige Randaertaufgabe 

gestellt, wie sie bisher in der mathematischen Physik noch nicht auf- 
getreten ist. 

5 2. Die Last ist  in einen Pnnkt konzentriert, die Rander sind 
drehbar befestigt. 

In  diesem einfachsten Falle wird die Losung auBerst elementar. 
Die Bedingungen des Problems sind folgende (B. G1. I., (7b), (6) und 
(12) des vorigen 5):  

1) Für x>0, O < y < h  m . -  Adu=O, 

a p u  2) für y =  O und y = h  . . . ZL =-- = 0 ayS 

a u  4) für x = < x ,  . . -  u= -= ( ) .  a x 

Den Bedingungen 2) genügen wir u. a. 

zY u = sin - f (x). h 

Bus der Differentialgleichung (1) ergibt sich 
stimmungsgleichung : 

durch den Ansatz 

für f ( x )  die folgende Be- 

(5) f I V ( . r )  - 2 ;: r r ( x )  + $ f (x) = O. 

Setzt man f in der Form an: 

f = 
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so sieht man, daB I = & n / k  eine Uoppelwurzel der zu (5) gehorigen 
charakteristischen Gleichung wird und da5 die allgemeine Losung von 
(5) geschrieben werden kann: 

A X IT Z 

f(z) = ( A  + ~ z ) e  + (C $ ~ l c ) e ' ' -  

Wegen der Bedingung 4) mu8 

C = D = O  

und wegen der ersten der Bedingungen 3) 

werden. Wir erhalten somit 

Es bleibt noch die zweite Bedingung 3 )  zu erfüllen. Diese lautet 
wenn wir (6) benutzen: 

(7) 
*y z 2 P  479 AS"%(- hfi? + F)  = O .  

Ganz so wie bci dem Eulerschen Fall der Knickung eines dünnen 
Stabes schlieBen wir auf zwei Moglichkeiten: Bntweder und im all- 
gemeinen muB A = O sein, d. h. umer Blech bleibt eben und wird 
durch die Belastung Y in keiner Weise verliogen. Oder die Klamnier 
in dem Ausdruck (17) verschwindet, d. h. wir haben 

in diesem besonderen Falle braucht A nicht zu verschwinden, wird 
vielmehr unbestimmt. Das Blech befindet sich in jedem der durch (6) 
dargeütellten Verbiegungszust%nde unter dem EinfluB der Last (8) im 
Gleichgewicht. Natürlich ist auch jetzt der Fall A = O (Ebenbleiben 
des Bleches) nicht ausgeschlossen; er stellt einen Gleichgewichtsznstand, 
aber einen instabilen dar; die geringstc Erschütterung würde genügen, 
um das unter der kritischen Belsstung (8) zufillig noch eben gebliebene 
Blech pltitzlich in eine ausgebogene Form überzuführen. 

Indem wir uns die Belatitung P allm%hlich wachsend vorstellen, 
schildern wir die Vorgange im Blech wie folgt: Das Blech ist ursprüng- 
lich vtillig eben und bleibt es zunachst, wenn wir eine genan in der 
Mittelebene des Bleches wirkende Drucklast P aufiringen. Mit wachsendem 
P wird allerdings der Stabilititsgrad des Bleches heruntergesetzt. Man 
erkennt dieses aber nicht an irgend einer -4usbiegung, sondem nur 
etma an der Rohe des Tones, den das Blech, mit einem Hiimmerchen 
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angeschlagen, abgibt und der mit zunehmendeni P tiefer werden niuB. 
Die Stabilitat ist erschopft, wenn P den Wert  (8) erreicht, die ebene 
Pwm ist instabii, das Blech beult aus. 

E s  ware natürlich widrrsinnig nus (7) zu schlieBen, daB das Hlech 
nach Dberschreitung der Knicklast (8) wieder gerade werden müBte. 
Vielmehr wird eine Steigernng der Belastung, nachdem das Blech bei 
dem Werte (8) bereits ausgebogen ist, zu einer Vermehriing der Ails- 
bieguiig führen; die Belastung P findet ja jetzt bereits sozusagen einen 
Rebelarm vor, an dem sie wirkt. Dabei ware zii bemerken, da8 die 
weitere Verbiegung nicht mehr durch die Gleichung (1) geregelt wird, 
die nur für die unendlich kleincn Verbiegungen einer ursprünglich 
ebenen Platte gilt, sondern durch eine entsprechende Gleichung für die 
Verbiegungen einer bereits gekrümmten Platte. Man kann auch be- 
merken, daB selbst bei festgehalteiler Gr5Be der Knicklast (8) die in 
(6) berechnete Gestalt des verbogenen Bleches nur für ein hinreichend 
kleines A, d. h. für hinreichend geringe Abweichungen von der ur- 
sprünglich ebenen Gestalt strenge zutreffend sein wird, weil ja bei ihrer 
Ableituag die Differentialglcichung (1) zugrundc gelegt wurde. Die 
Gültigkeit unserer Knickformel (8) wird aber durch diese Bemerkung 
keineswegs eingeschrankt. 

Will man die Knickgrenze (8) überschreiten, so müBte man dafür 
Sorge tragen, daB die Verbiegung (6) nicht zustande kommen kann. D i ~ y  
würde am besten dadurch geschehen, daB man in der Mitte des Bleches 
(z. B. bei z = 0, y = h/2) eine lose Bührung anbrachte. Theoretisch 
würde bereits ein verschwindend kleiner Zwang genügen - durch eine 
verschwindend kleine, senkrecht gegen die Ebene des Bleches wirkende 
Kraft dargestellt, die der Ausbiegungs-Tendenz u. entgegengerichtet ist. 
I n  der Tat wird die Arbeit verschwindend klein, die zur Stabilierung 
eines ail sich instabilen Gleiühgewichtes theoretisch erforderlich kt. 
Lnter  dem EinfliiB einer derartigen Vorkehrung wird man die Kraft 
P über die Grenze (8) hinaus steigern konnen, ohne da1 das Blech 
aus seiner Ebene heraustritt. Man wird dann aber finden, da5 bei der 
doppelten Gr6Be von P, niinilich 

abernlals Lnstabilitiit eintritt. 

In der Tat leiten wir auf demselben Wege, der zu Gleichung (8) 
führte, unendlich viele weitere Knicklasten hoherer 0rdnun.q ab. Msühen 
wir niimlich den allgemeinen Amata 

mnY zc = sin f, (x) , 
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so haben wir fm (x) der Gleichung 

zu unterwerfen; ihre im Unendlichen verschwindende Losung, welche 
zugleich einen verschwindenden Wert von au/ax für x = 0 ergiht, 
lautet 

wo A, willkürlich. Statt (6) erhalten wir daher allgemeiner: 

Die zweite der Redingungen (3) licfert dalier die folgeride Serie von 
Knicklasten : 

(10) p L4nmC . . . r n =  1 , 2 , 3  , . . .  
m h 

Wenn wir wie oben vorgeschlagen, die Mitte des Bleches festhalten, 
kann die Knicklast erster Orduung nicht zur Geltung kommen, wohl - 

aber dicjenige zweiter Ordnung, bei der die zugehorige Ausbiegung 
(Gleichung 9) ohnehin in der Mitte eine , ,Gotedinie" aufweist. Die 
Kni~klas t~dr i t t e r  Ordnung würde man zur Beobachtung bringen, wenn 
man das Blech z. B. in 1/3 seiner H6hc festhielte, wodnrch die Aus- 
biegungen erster und zweiter Ordnung, nicht aber diejenige dritter 
Qrdnung behindert würde, welch' letztere in % und % der H6he ihre 
natürlichen Knotenlinien besitzt. So kann man fortfahren, um eine be- 
liebige Knicklast Pm zu realisieren. 

E s  entspricht der Einfachheit unseres Problemes, insbesondere der 
Einfachheit der Grenzhedingungen 2), da5 die Knicklasten hier eine har- 
monische Reihe bilden. 

Flg. 9. 
In Fig. 9 haben 

wir diejenige E'orm des 
verbogenen Bleches dar- 
gestellt, welche der 
nicdrigsten Knicklast - 
P = 4zC/h  entspricht, 
indem wir die aufeinanderfolgenden Schnitte parauel der y-Achse (Sinus- 
linien) verzeichneten, und zwar für x > O. Die zu x = 0 gehorige 
Amplitude der Sinuslinie stellt den willkürlich bleibenden Koeffizienten 
A dar. Für  x < 0 hat man sich die Figur symmetrisch wiederholt zu 
denken. Vergleicht man diese Fig. mit der photographischen Aufnahme, 
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124 Über die Knicksicherheit der Stege von Walawerkprofilen. 

Fig. 14, eines iihnlichen Belastungsfdes, so erkennt man deutlich den 
gleichen allgemeinen Verlauf der Ausbiegungsfliche. 

Noch moge eine Bemerkung Platz finden, die ebensowohl auf die 
Iinickung des geraden Stabes wie auf diejenige unserers ebenen Rleches 
Rexug hat. In der Thenrie setzt man eine Last voraus, die p z a u  

zerztrisch ist (nach der Stabachse bez. nach der Mittelebene des Bleches); 
man findet dann, daB die gerade bez. ebene Gestalt erhalten bleibt bis 
an die Knickgrenze heran, wo sich eine plolzliche und der Griipe nmk 
unbesti,mmte Ausbiegung einstellt. In Wirklichkeit ist die Bedingung 
genauer Zentrierung natürlich nie erfüllt; die Last findet von Anfang 
an einen gewissen kleinen Hebelarm vor und bemirkt daher auch schon 
untcrhalb der Knickgrenze eine gewisse Ausbiegung. Diese Ausbiegiing 
ist aber bei geringer Exzentrizit'at des Lastangriffes zunachst sehr klein, 
vielleicht nicht wahrnehmbar und wachst erst dann merklich ail, wenn 
sich die Gr6Be der Belastiing ihrem kritischen Wert, der Knicklest, 
nahert. Für  die Knickgrenze selbst wird die Ausbiegung von dieseru 
Standpunkte aus unendlich groB, was natürlich cum grano salis xu ver- 
stehen ist, da sich die Aussagen der Theorie nur auf unendlich kleine 
Ausbiegungen bcziehen. 

Fig. 10 ist der Theorie des auf Knickung heanspruchten geraden 
Stabes entnommen, kann aber ebenso gut zur Erliiuterung der Ver- 

hiltnisse bei der Ausknickung eims ebenen 
Fig. IO. ' Bleches dienen. Nach der Absaissenachse 

sind die Belastungen, nach der Ordinatenachse 
die Ausbiegungen aufgetragen. e bedeutet 
die ursprüngliche Exzentrizitiit des Kraft- Ji angriffes; bei der Kurve 1 ist dieselbe lialb 
so groB wie bei O, bei 2 halb so groB wie 
bei 1, bei 3 halb so groB wie bei 2 und 

,Fi -1 -- bei 4 gleiüh Null vorausgesetzt. Ili dem- 
selben Verhaltnis wie die ursprünglichen 

Exzentrizit%ten stehen bei den Kurven O, 1, 2, 3, . . . auch die durch 
jedes P hervorgerufcnen Aushiegiingcn. M m  sieht nun aus dei Figiir 
deutlich, wie die plotzliche und unbestimmte Ausknickung bei genau 
zentrischem Druck, in der Figur durch den rechteckigen Linienzug 4 
dargestellt, stetig aus den allmiihlichen Ausbiepngs-Diagrammen O, 1, 
2j 3, hervorgeht, wenn man die Exzentrizitat e stetig abnehmen 1iiBt. 

Denselben EinfluB wie der hier vorausgesetzte Hebelarm e würde 
eine ursprüngliche Krummheit des Stabes (oder Bleches) oder eine ge- 
wisse schiefe Richtung der Kra,ft, überhaupt jeder Umstand haben, de r  
von Anfmg an die Wirkung eines Biegungsmomtmtes mit sich bririgt, 
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wiihrend dieses Biegungsmoment bei unserer bisherigen Behandlung 
ervt durch die Ausknickung selbst erzeugt werden mui3te. 

Man kann sich schIieBlich leicht überzeugen, daB die gefundene 
Reihe der P vollst5ndig ist. 

Wir gehen davon sus, daB es nur &ne mit ihren Ableitungen 
stetige Losung von d d u  = O gibt, die auf der Begrenzung eines 
Oebietes vorgeschriebene Werte teils von u und 2u/8n teils von u 
und d u  annimmt, wofür wir den Beweis sogleich nachtrageu werden. 
Das fragliche Gebiet sei der Parallelstreifen Fig. 8 mit den Riindern 
y = 0, y = h, x = 0, x = oo. Als Randwerte schreiben wir vor: - 

fiir y = O  und y = h  . . .  u = O ,  d u = O ,  

Die Bedingung du = O langs y = O und y = IL ist (wegen u. = O) er- 
sichtlich identisch mit unserer bisherigen Bedingung 2%/8ys = O. Die 
Fnnktion P ( y )  denken wir uns nach F o u r i e r  zwischen y = O und 
y = h entwickelt : 

? n y  
~ ( ~ ) = ~ , s i n h + ~ , s i n ~  + . -  . 

Dam lautet die Losung unseres Problems: 

Diese Losung l ~ t ,  wie wir vorausschickten, eindeutig bestirnmt. 
Wir schlieBen daraus: Wenn wir die Bedingung u = F ( y )  für x = O 
aufheben, B O  wird die allgemeinste Losung, welche den übrigen Re- 
dinpngen çenügt, immer noch durch die Reihe (11) gegebez, wobei 
aber jetzt die A, als willkürliche Konstante zu betrachten sind. In 
dieser Form muB also auch die Losung de~jenigen Problemes enthalten - - -- 

sein, welches wir am Anfange dieses 5 stellten, desjenigen Problemes 
&O, bei welchcm für x = O statt der Bandbcdingung TA = F(y)  die 
folgende vorgeschrieben war: 

Auf die Reihe (11) gliedweise angewandt liefert dieselbe: 
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126 Über die Knicksicherhoit der Stoge von Walzwerkprofilen. 

oder, da jeder Koeffiaient der F o u r i e r  schen R,eihe verschwinden mu8 : 

Wenn also überhaupt eine Ausbiegung u eintreten soll, so mua P einen 
der Werte (10) haben, und es niüssen gleichzeitig alle Koeffizienten 
A, bis auf einen verschwinden. 

Beim Beweise des soeben benutzten Hilfssatzes gehe man aus von 
der Greenschen Gleichiing 

wo sich das Integral links über das Innere, das Integral rechts über 
den Rand des Gebietes erstreckt. 

Unter der Annahme, da1 es zwei Losmgen u,, u, der Uiflerential- 
gleichung AAu = O bei den vorgesohriebenen Randbedi~igungeri gebe, 
setzen wir U = u , - u , ,  P = A U  

Dann wird die rechte Seite von (13) gleich Kull, weil am R,ande teils 
U = O und 3 TJ/Cn = O teils TJ = O und P = A U = O vorgeschrieben 
ist. Da ferner nach Voraussetzung d A U =  O ist, so folgt aus (13): 

Dies ist aber nur moglich, wenn überall in unserem Gebiete AU= O 
ist. Aus dcm Zusammenbe~tehen dieser Gleichung und dm Kand- 
bedingung U =  O ergiebt sich aber weiter, daB U überall gleich Null 
oder daB u, gleich 26, sein mufi. Der fragliche Eindeutigkeitsbeweis 
ist somit erbracht. 

Bemerken mir noch, daB die unendliche Ausdehnung des Gebietes, 
die im allgemeinen Schwierigkeiten machen kann, im Falle unseres 
Streifens die Stichhaltigkeit des Beweises nicht beeintrachtigt. 

8 3- 
Die Last ist i n  einen Pnnkt konzentriert, die Rander sind eingespannt. 

Nach den Ausführungen des 5 1 (Gleichung (1), (Ta), (6) und 
(12) haben wir jetzt das folgende, wesentlich erschwerte Problem: 

1) Für x > 0, O < y < h . .  . d A z ~  = O ,  
au 

2) ,, y = O ,  und y = h  . . .  u=-=O 
3~ ' 
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Von A. S O ~ R F E L D .  

W u  gehen von einer Reihe v o n  Funktionen 

m n z  

(5) . . . r n >  O,v,,=O 

aus, welche der Losung (6) und (9) des vorigen 5 nachgebildet sind. 
m bedeutet eine der Zahlen 1, 2, 3, . . . Für m = O würde sich zu- 
niichst v, = 1 ergebcn, was jedoch der Bedingung (4) widersprechen 
würde. Daher ist die besondere Pestsetzung vo = O getroffen. Samt- 
liche v genügen unseren Bedingungen 1) und 4) vollstandig, den Be- 
dingungen 2) und 3) aber nur teilweise. Wir erganzenl) diefie Keihe 
zunachst durch eine zweite Reihe von Funktionen: 

(6) 7, = cos axf (y). 

Wegen der Bedingung 1) mui3 f (y) der folgenden Differentialgleichung 
unterworfen werden: 

(7) fl'(y) - 2LZf"(y) + L4f(y) = O ,  

deren allgemeine Losung wir schreiben konnen: 

unter Gin und Qoj  den h ~ ~ e r b o l i s c h e n  Sinus und Cosinus verstanden. 

W u  passen diese Funktion demjenigen Teil der Bedingungen 2) an, 
denen auüh v, bereits genügt, namlich 

(8) f' (0) = f' (h) = 0 ,  

sowie der weiteren Forderung, deren ZweckrniiBigkeit sich alsbald er- 
geben wird: 

(9) f (0) = (- 1)"'f (hl . 

Durch diese drei Forderungen (8) und (9) lassen sich z. B. die drei 
Konstanten B, C und U bestimmen bez. durch die vierte A ausdrücken. 
Nachdeni dieses geschehen, nimmt f(y) die Form an: 

Diese Bedeutung von f(y) denken wir uns in (6) eingetragen. 
Indem wir weiterhin A als Punktion des Parameters A und eines 

1) Ich wurde auf diesen Kunstgriff geführt durch die Lektüre einer Arbeit 
von Mathieu; J. Ecole Polytechnique, t. 29 1880, w o  die Gleichung ddu = 0 
fur das Innere eines Rechtecks integriert wird. Im übrigen sind nnsere Rechnungen 
von den recht nnübersichtlichen M e t  h i e u  schen Reihen wesentlich verschieden. 
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128 Über die Knicksicherheit der Stege von TValzwerkproGleri. 

zweiten Parameters a: auffassen, gehen wir zu einer Serie neuer Hjlfs- 
groBen über: 

m Co 

Nunmehr betrachten wir die Summe u, = v, + cm. 
Dieselbe genügt bei beliebiger Wahl der nnch verfigbaren Funktion 

A (1, or) der Differentialgleichun d d u ,  = O, ferner den Bedingungeri: 

au?, - 
-- - O  füï  y = O  und y = h ,  
5 Y 

E s  gelingt aber durch gceigiiete Wahl von A(;, a) leicht, sie auch 
clen weiteren Bedingungen 

U ,  = O für y = O und y = IA 

zu unterwerfen. Bemerken wir zuniichst, dnB, wenn diese Bedingung 
fiir y = O erfüllt ist, sie von selbst auch für y = h befriedigt ist. Denil 
w u  haben vermoge (5) und (9) 

(12) v, (0) = (- l)"v, (h) , U, (O) = (- 1)" Zi, ( 1 2 ) .  

Es ist also niir noch zu bemirken, daB für y - O gelte: 

oder, ausführlicher geschrieben: 

Nach dem F O u r i  e r  schen Theorem gilt aber für eine beliebige Funktion 
f (a) bei positiveui X: 

Wiihlen wir also 
ntnu 

2 cos .l ci A (A, a) 
n G i n a h  + (- lj'nlh 

so ist Gleichung (13) beffiedigt. Zugleich nininit LIT, die folpnde 

Porm an (S. Gleichung (11)): 
m 33 mrra 

{ &in 1 (y - IL) - . . . } 
(14) U, =:)A COS 1 ~ - ~ m @ ~ ~ l ) " ~ h  plda coa~cr (1  + -:-) e" . 

U 
U 
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Von A. S U M X E ~ F E L D .  129 

Nunmehr genügt die Summe u, = vm + U, nicht nur unserer 
Differentialgleichung 1) und der ersten Bedingung 3) sondern auch 
heiden Bedingungen 2). Pür  m = 0 habon wir entsprechend v, = O 
{vgi. Gleichung (5)) auch A ( A ,  a) = O und Uo = O zu setzen. 

Indem wir die zmeite Bedingung 3) zurückstellen, zeigen wir zu- 
niichst, daB L i ,  auch der Bedingung 4) genügt. Zu dem Zwecke konnen 
wir in (14) dm Integral nach (I! ausrechen. Es ergibt sich leicht: 

also 
m 

Wenn x sehr groB ist, wird COS Ax eine schnell ovzillierende Funktion, 
wahrend der mit cos Ax rnultiplizierte Faktor eine stetige Funktion 
von I, ist, die für A = cui stark ~erschwindet. Unser Ausdruck (15) 
verschwindet nlso für groBe Werte von z aus demselben Grunde, wie 
die Koeffizienten einer F O urierschen Reihe von hohem Stellenzeiger. 
Derselbe SchluB làBt sich auf einen beliebigen Differentialquotienten 
von Li, nach x anwenden. Da auch v, samt seinen Gmtlichen Ab- 
leitungen für x = cro verschwindet (S. Gleichung (5)),  so genügt u, in 
der Tat unserer Bedinpng  4). 

Im AnscNuB an Gleichung (15) überzeugt man sich nachtriiglich 
leicht, daB unser Integral einen endlichen Sinn hat, daB namlich der 
Integrand für A. = O endlich bleibt und für  A = oo mit Rücksicht 
auf die Bedingurig O < y < h wie eine Exponentialfunktion mit nega- 
tivem Exponenten verschmindet. 

Nunmehr setzen wir unsere E'unktionen u, zu der folgenden Reihe 
zusammen 

(16) u = A,u, + A,u, + A,u, + . . . 
und behaupten, daB wir diirch diese aiich der zweiten Bedingung 3) 
genügen konnen, wenn wir nur die Koeffizienten A und die Knick- 
last P passend wiihlen. Nachdem dieses geschehen ist, stellt (16) die 
Losung unveres Problemes dar. 

Unsere weitere Aufgabe wird dadurch erschwert, daB - im 
Gegensatz eu deni vorigen 5 - die Bestimmung der Knicklasten 
Y und der Koeffizienten A untrennbar mit einander verbunden ist, 
so daB wir auf Gleichungen für unendlich viele Unbekannte geführt 
merderi. 

Zeitschrift f. Mathamatik u. Physik. 51. Band. 1906. 2. Heft. 9 
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130 Ûber die Knicksicherheit der Stege von Walzwerkprofilen. 

Wir  ersetzen in unserer zweiten Gleichung (31, d. h. in der He- 

U. durch die Reihe (16), tragen die Werte von TI, für x = 0 ein und 
berücksichtigen, daB nach (15) , 

EYU,,, 
-~ ?,, - = O  f" x = O 

wird. So ergibt sich aus (17): 

Nunmehr wird es erforderlich, die Gr6Be LL für x = 0 in eine 
F o u r i e r  sche Reihe zu entwiçkeln von der Form: 

(19) 
%Y 2 % ~  U,= a,,+a,, cosT+ a,, c o s T + . . .  . 

Als Vorbereitung berechnen wir die Entwickelungen der in r i ,  
vorkommenden Funktion von y: 

2zy 
(20) G i n i ( y - h ) - i y , B o \ A ( y - h ) = h , + b l c o s ~ + ~ c o ~ + - . .  h . 

Man findet leicht 

Vertauschen wir in (20) y niit h - y, tlo entsteht: 

z Y 2nY (20') GinAy-A(y-k) O.ofly=-b,+b,cosT-6,cos-+. . .  h . 

Deninach wird der Ziihler in (lj), wenn m ungerade ifit: 

3zY 2(b1 c o s y  + 4 cosT + . . .), 
wenn aber 9% gerade: 

2 n y  ~ Z Y  
2(b, + b, cos r;l + b, cos + . . .). 

h 

Die Koeffizienten a,, in (19) lassen sich jetzt direkt angeben. 
Aus dem Vorstehenden folgt, daB bei ungeradem m nur die a,, mit 
ungeradem n und daB bei geradem m nur diejenigen mit geradem n 
von Nul1 verschieden sind. Und zwar wird 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A. SOMMEUFELD. 131 

ni ufid n gerade 
00 

Alle diese a,, sind, wie man sieht, reine Zahlen von negativem 
Vorzeichen. Zwischen a,,,, und a,, besteht die Beziehung: 

(22 ") %,nS = unmmS. 

Wir  konnen jetzt G1. (18) als gewohnliche trigonometrische Reihe 
schreibcn. Wir sammeln zunachst diejenigen Glieder, welche mit 

multiplieiert sind. niese lnuten: 

Sodann sondern wir diejenigen Glieder aus, welche mit 

multipliziert sind. Sie werden: 

Die Glieder, welche 

(::)' cos "T 

zum Faktor haben, heiBen: 

und so fort. Ein von y unabhangiges konstantes Glied tritt in (18) 
nicht auf, da einerseits v, = O und andrerseits die konstanten Glieder 
a,, der 77, bei der Differentiation nach y fortfallen. Alle diese Aus- 
drücke (23) miissen aber verschwinden, da die Rejhe (18) fiir alle 
Werte von y zwischen O und h identisch Null sein soll. W i r  erhalten 
also unendlich viele Gleichungen für die Unbekannte PIC und die 
Verhiltnisse A, : A, : A, : . . ., A, : A, : A, : . . .. Die Losungen zerfallen 
in zwei Gmppen, eine Gruppe mit ungeraden, eine mit geraden 
indices. 

Die Losungen mit ungeraden Indices ergeben sich folgendermaBen: 
Wir setzen: 

A 2 = A  4- - A  6 -  - . . . = O  
9 * 
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132 Über die Knicksicherheit der Stege von Walzwerkprofilen. 

schreiben zur Abkürzuncr 

und be~timmcn Q BUR der iinendliclien Determinante: 

. . .  l + a i i - & ,  a,,, as, 7 an 7 

. . .  a13 7 1 - t ~ ~ ~  -:3&J  a53i a73 7 

. . .  %51 a35 7 + 5 - 5 7 a,,, 

. . .  9 a37 7 %7 J 1 + a j 7 - 7 Q ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

ein, bestimmen daraus die Verhiltnisse A, : A, :A ,  : . . .  und erhalten 
schlieBlich die Ausbiegung der Platte bei der fraglichen Knicklast, welche 
bis auf die willkürliche Konstante A, bestimmt ist, in der Forni: 

Pür  Q werden sich so unendlich viele Werte ergeben; indem mir 
einen derselben, z. B. deu grGBten auswiihlen (der der lileinsten Knirk- 
last I> e n t ~ ~ r i c h t ) ,  tragen wir diesen in das Gleichung~s~stem: 

a,. . . .  'A ,  (1 + a,, - &) + 4 + -4, + = O 

Die Losungen mit geraden Indices ergeben sich ahdich, indem n-ir 

A, = A  - A  ,=. .  . = O  
3 - 

(26) 
A , a l , + A , ( l + a , ~ , - 3 Q ) + A 5 a , , + - ~ ~  = O  
A, a,, + A, a,, + A, (1 + a,, - 5Q) + - . - = 0 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  

was wieder auf unendlich viele Arten moglich sein wird. Eine dieser 

LGsungen tragen wir in das Gleichungssystem 

setzen und die in (24) erkliirte Abkürzung Q aus der unendlichen 
Determinante berechnen: 

(23') 

. . .  1 + a22 - 2? &, a*, (%2 ? '83 

. . .  a%4 7 1 f a,, - 4 Q? ' 6 4 7  as, 

. . .  a,,, > 1 + a,, - 6 Q? a,, 
= o1 

. . .  1 @da 1 '689 1 + a B 5 - 8 ~  1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A. SOXMERFBLD. 133 

ein, bestimrnen daraus die Verhaltnisse A, : A, : A, . . .  und gewinnen 
eine mogliche Borm der Ausknickung in dem Ausdrucke: 

(2 7 ') A A 
u = A2 (th9 + + *; U,+...) 

Wir überzeugen uns leicht, da,E die Gleichungen (2.5) und (25') u w  
ejîdlich vieb réelle Wwzel?z haben, indem wir ihre Aufl6sung mit einem 
Hauptac?tsenproblem in  Zusammenhang bringen. Zu dem Ende grenzen wir 
RUS (25) oder (2Q'), von links oben beginnend, eine Determinante von 
Ili Horizontal- und N Vertikalreihen ab, setzen dieselbe gleich Sul1 und 
eeigen, daB diese Gleichung N reelle Wurzeln besitzt. Betrachten wir 
namlich im Falle der Gleichung (23) die quadratische Form 

y, = 2 h i k z i z k  . . .  i , k = l , 2 , 3 , . - . N  

2 i - 1  1 4i = p n - i ) 2  a2i-~,  2, -L  . - . ' t '7 ' i i  = =( 'Zi -1,  s i - 1  + '1, 
bez. die quadratische Mannigfaltigkeit im Raume von N Dimensionen 
rp = const., so sind die Hauptachsen der letzt,eren in bekannter Weiss 
bestimmt durch die folgende Gleichung: 

d. h. vermoge der angegebenen Werte der b durch die Gleichung: 

1 I I  + 1 - Q 3 a,,, 5 as, . . P X +  1) a ,N+ , !  , 1 

Diese Gleichung reduziert sich aber direkt auf die aus (25) aus- 
geschnitte N-reihige Determinante, wenn wir die l", 2t", 3t". . .Horizontal- 
reihe mit 1: 327 5%.  . .  multiplizieren, die lte; 2te, 3ta . . .  Vertikalreihe 
mit 1, 3, 5, . . .  dividieren. Die fragliche Determinante hat somit iV 
reelle Wurzeln; dem entsprechend hat unsere Gleichung (25), da die 
Gberlegung für jedes beliebige Il' gilt, unenclliclie viele reelle Wurzeln. 
In g a m  eritsprecherider Weise verfahrt man bei der Gleichung (23'). 
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Die Bestimmung der Wurzeln Q und der Koeffizienten-Verhaltnisse A 
wird i m  nachsten 5 zahlenmZBig ausgeführt werden. Hierbei wird die 
Güte der Konvorgenz iinserer unendlichen Proeesse von selbst liervor- 
treten. Hier mogen nur noch zwei Bemerkungen Platz finden. 

Die eine bezieht sich auf die Berechnung der ïiferidiankurae unserer 
Ausbiegungsfàche d. h. der Kurve u(y) für x = O. W8hrerid dieselbe 
im vorigen 5 durch eine einftlche Sinus-Kurve dargestellt wiirde, wird 
sie jetzt wesentlieh verwickelter. Wir  unterscheiden dabei zwischen 
den Losmgen von geraden und denen von ungeraden Indices. 

Die L6sung mit geraden Indices lautet nach G1. (27') fur x = 0, 
wenn wir v, aus (5), Um aus (19) entnehmen: 

2zY 2 % ~  
U =%(un+ fi;,,) = 4 ( ï o s  + a,, t a,, cos t a, cos - t , . . 

h ) 
47~Y 2ny ...  cos + a,. + a, cos - + O,, cos - + h "7 k 

oder wenn wir nach den Cosinus-Funktionen ordnen: 

Nach den G1. (26') sind aber die Koeffizienten von cos 27c(yih), 
cos 4z(y/h), cos 6 z(y/h), . . .  einfach gleich 2 Q A,, 4 Q A,, 6 &A,, . . .  
Setzen wir ferrier zur Abkürzung 

(28) A , = A , a , o + A 4 a 4 , + A , a , , + ~ - ~ ,  

so ergibt sich für unsere Meridiankurve: 

Bus der L6sung mit ungeraden Indices, bei welcher nach Obigem 
das konstante Glied in Fortfall kommt, ergibt sich in entsprechender 
Weise als Gleichung der Meridiankurve für diese Art der Ausbiegung: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A. S O ~ E B F E L D .  135 

Eine zweite Bemerkung sol1 auf eine gewisse Willkür in  unserem 
- 

ursprünglichen Ansatz aufmerksam machen. W i r  haben die Funktion v, 
in (5)  mit der Cosinus-Bunktion gebildet. Es ware ebensopt  mtiglich 
gewesen, letztere durch die Siniisfuuktion zu ersetzen; natürlich würde 
dann aber die Bestimmung der Funktion f ( y )  in (6) abzuandern sein, 
da dieselbe alsdann statt (8) und (9) den 61. f(O) = f(h) = 0, 
f'(0) = (- l ) , f t (h)  zu unterwerfen ware. Gleichzeitig würde damit 
auch unsere Funktion U, und, unter Beibehaltung der Gl. (19), die 
Bedeutung der Koeffixienten a,, etwas anders ausfallen. Dagegen 
bleibt, unter Berücksiçhtigung dieser abgeanderten Bedeutung, die Ge- 
stalt der unendlichen Determinanten (25)) (23') und der Koeffizienten- 
gleichungen (26), (26') erhslten. Die aus jenen Determinmten be- 
rechneten Wurzeln Q müssen natürlich bei beiden Ansatzen in irgend 
einer Reihenfolge übereinstimmen. E s  1% sich voraussehen, daB die 
Determinante mit iingeraden Indices beim Sinusansatz dieselben Wurzeln 
liefem wird wie diejenige mit geraden Indices beim Cosinus-Ansatz und 
umgekehrt. Denn eine Reihe, die nach den Cosinus der geraden Vielfachen 
von nylh fortschreitet, (vgl. z. B. Gl. (29))) wird, in eine Sinus-Reihe 
transformiert, nur die Sinus der ungeraden Vielfachen desselben Argu- 
mentes aufweisen, und umgekehrt. Die Zahlenrechuungen des folgenden s 
haben diese Vorhcrsage im einzelnen bestiitigt. 

4. Fortsetzung. Zahlenreohnnngen. l) 

Der erste Schritt zur zahlcnmiiBigen Bestimmung der Knicklasten 
hesteht in der Berechnung der Koeffizienten a,,. Das Integral nach y,  
Gl. (22) und (22') wurde in zwei Teile zerlegt, einen ersten Teil von 
y = O bis p = 5, welcher durch mechanische Quadratur gewonnen 
wurde, und ein Restglied von p = 5 bis p - m. In letzterem wurde 
der Faktor 

W P  + 1 
Ginp t p 

diirch seinen Grenzwert 1 für u = m ersetzt, von welchem der Wert 
für p = 5 nur um + 8,7 bezm. um - 7,6 O/,, abweicht. Die Un- 
genauigkeit, die dadurch in dem Restgliede selbst hervorgerufen wird, 
ist wesentlich kleiner und betriigt vielleicht 2OlO; sie ist für das 
Folgende belanglos, da auch die übrigen Rechnungen im Resultat 
kaum eine grEBere Genauigkeit als 2 %  beanspruchen konnen. Mit 

1) Die folgenden Rechnungen Sind von Herrn stud. ing. Heyden und 
Herrn Dipl. Ing. Debye ausgeführt worden, denen ich defür herzlichst drtnke. 
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dieser Vernachlassigung E B t  sich das Restglied allgemein 
und liefert: 

ausführen 

Au€ diesem Wege ergibt sich die folgende Tabelle der a,,, wobei 
die aWdn mit gertlden Indices nsch G1. (22'), diejenigen mit ungeraden 
nach (22) zu rechnen waren. E s  war nur notig, die Diagonalreihen 
und die rechts davon stehenden Zahlen numerisch auszuwerten; die 
symmetrisch stehenden Zahlen links davon konnten danach auf Gïiiiid 
der Relation (22") sofort hiiigeschriebeii werden. Wir  geben die 
Koeffizienten mit geraden Indices ausführlicher als die mit ungeraden, 
weil erstere, wie wir sehen werden, die uns zumeist interessierende 
niedrigste Knicklast bestimmen: 

a,, = O ,  a,, = - 0,837, a,, = - 0,647, a,, = - 0,542, a,, = - 0,463 

uoe = O, a,, = - 0,126, a, = - 0,215, a,,, = - 0,251, a,, = - 0,259 

a,, = 0, a,,= - 0,0269, ad4 - - 0,0878, as4 = - 0,0932, agi = - 0,110 

a,, = 0, a,, = - 0,00930, a, = - 0,0277, a,, = - 0,0450, a,, = - 0,0537 

a,, =O,  a,, = - 0,00404, a,a = - 0,0138, u,, = - 0,0226, a,, - - 0,0333 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

a,, = - 0,961, a,, = - 0,875, a,, - - 0,700, 

a,, = - 0,0323, a,, = - 0,0971, aSt,, = - 0,137, 

a,, = - 0,0056, a,, = - 0,0297, a,, = - 0,0540. 

Wir kommen jetzt zur Berechnung der Knicklasten P bezw. der 
durch G1. (24) definierten HilfsgroBe Q = 4;zC/hP und beginnen mit 
der Determinante (25') der geraden Indices. Von links oben beginnend 
sondern mir einc cinreihige, xweireihigc . . .  Determinante aus derselben 
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sus. WTir erhalten so eine Gleichung ersten, zweiten . . . Grades für Q. 
Die groBte Wurzel derselben heiBe QI, die zweitgroBte (aus spater 
ersichtlichen Gründen) Q,. Wir überzeiigen uns durch Ausrechnung, 
daB diese Wurzeln rapide je einer Grenze zustreben, welche ziigleich 
als gr6Bte bezw. zweitgroBte Wurzel der unendlichen Determinante 
annesprochen werden kann. Wir erhalten 

1-reih. Dct. (j, = 0,437, 

2-reih. Det. Q, = 0,437, Q, = 0,227, 

3-reih. Det. Q, = 0,44, Q, = 0,221. 

Somit ergibt sich hinreichend genau 

Entsprcchend behandeln wir die Determinante (23) der ungeraden 
Indices; bei dieser ist die Konvergenz nicht ganz so gut wie bei jener. 
Die griiBtc Wiirzel der ails ihr nusgcschnittenen Gleichung ersten, 
zmeiten, . . . Grades heiBe Q,. Es  ergibt sich 

1-reih. Dct. &, = 0,039, 

2-reih. Det. Q, = 0,318, 
2-reih. Det. Q, = 0,330. 

Als Grenzwert sehen wir an 

(2) 
4 x C  

Q2 = 0,33, P, t= 3,O , 
Ebenso wie in diesem Falle werden sich allgemein die WTurzeln Q unserer 

Determinante (25) zwischen diejenigen der Determinante (23') einordnen. 
Die Rerechniing der gr6Bten Wurzel QI bez. der kleinsten Knick- 

last Y, wurde noch auf einem anderen Wege kontrolliert. Wie Ende 
des vorigen 6 besprochen, kann man in dem ursprünglichen h s a t z  
die Cosiniis- durch die Sinus-Funlition ersetzen; man erhalt rlann eben- 
falls unendliche Determinanten von der Form der früheren, nur mit 
anderer Bedeutung der a,,. E s  wurde bereits darauf hingewiesen, daB 
die Determinante der ungoraden Indices hei dem Sinus-Ansatx derjenigen 
der geraden Indices bei dem Cosinus-Ansatz entsprechen muB. In der 
Tat ergibt sich als gr6Bte Wurzel der ersteren 

aus der 1-reih. Det. &, = 0,324, 

,, ,, 2-reih. ,, QI = 0,440, 

,, ,, r i  , &, = 0,430 

in voiler f lberein~t i rnmun~ mit unserem Ergebnis unter 1). 
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Um die zu jedem Q gehtirige Porm der Ausbiegung zu finden, 
müssen weiterhin die Koeffizjenten A berechnet werden. Wir  beschran- 
ken uns hierbei auf die kleinske Knicklast und machen dementsprechend 
i n  den G1. (26') des vorigen 9 Q = CS,. W i r  erhalten so ein unend- 
liches System linearer Gleichungen für die Unbekannten A, : A, : A, . . ., 
dessen Coefficienten 1 $ a,, - 2 QI, a,,, . . . bekannte Zahlen sind. Das 
unendliche System wurde ersetzt durch das folgende drei- vierreihige, 
i n  dem die fraglichen Zahlenkoeffizienten bereits eingetragen sind: 

Hieraus ergeben sich die Unbekannten als dic Werte drejreihigcr Deter- 
minanten zu: 

A, : A, : A, : A, = 

Nach Gl. (28) des vorigen 5 berechnet sich ferner der verhiiltnismiiBige 
Wert  des constanten Gliedes A, zu: 

Nunmehr lafit sich die Meridiankurve der Ausbiegungsfiiiche, d. h. 
der Verlauf von u fiir x = O zwischen y = O und y = h nach Gl. (29) 

. . 

des vorigen 5 direkt hinschreiben. Es ergibt sich, von einern willkür- 
lichen Faktor abgesehen: - 

4ny 6 % ~  (3) u = + 0,263 - 0,3i3 cos - 0,018 cos - + 0,005 cos - - 
h h h 

Als Probe für die Genauigkeit der Zahlenrechungeii berechneri wir 
den W e r t  von u für I/ = O (oder für y = h), welcher strenge genonlmen 
gleich Null sein muB. Er ergibt sich zu u = + 0,013; der Unterschied 
dürfte von deni wahrsoheinlich zu groBen loteten Gliede der Reihe (3) 
herrühren. 

Fig. 11 stellt den Verlauf von u dar. Die Gerade O entspricht 
dem constanten Gliede, die puriktierte Linie 1 der Summe der ersten 
beiden Glieder in G1. (3); bei Hinzufügung des folgenden Gliedes 
(Linie 2) erhilt  man bei dem hier beniitzten MaBstab keirie erhebliche 
Abweichung von der Linie 1. Die Meridiankurve kann daher merklich 
als eine Cosinushrve beschrieben werden. 

Die photographische Aufnahme, Fig. 13, eines entsprechenden 
Knickfallw eeigt eine Meridiankurve von demselben Charakter. 
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Wenn wir die entsprechenden Rcchnungen fiir die Wurzeln 
Q = Q 2 ,  Q = Q3, . . . ausführen würden, rnüBteri wir natürlich bei der 
betr. Meridiankurve (statt der in Fig. 11 dargestellten einen Erhebung 
nach der einen Seite) für Q = Q, eine Erhebung nach der einen und 
eine riach der anderen Seite findon, welche i n  eincin Knoten in der 
Mitte aneinander anschlieBen, 
Erhebuiigen nach der einen 
und eine mittlere nach der 
ancleren Seite ergeben u. S. f. 

SchlieBlich vergleichen 
wir noch die Kiiicklast im 
jetzigenFalle der Einspannung 
mit der früher gefundenen bei 
freier Drchbarkeit der Kan- 
ten. Erstere ist natürlich die 
grfiBere. Das Verhlltnis bei- 
der hetragt (Gl. (1) diescs 8 
und 81. (8) des § 2) 2,3 
wahrend es im Eulerschen 
Falle des geraden Stabes 

für Q = Q, müBten sich zwei iiuBere 

(Gl. (1) in 5 1)  gleich 4 ist. 
Bei den hoheren Knicklasten wird dieses Verhaltnis sogar noch kleiner, 
namlich bei der niichst hoheren Knicklast P, (Gl. (2) dieses 5 und 
G1. (10) des fj 2) gleich 1,5 und muB sich in der Grenet: für P, der 
Einheit niihern. Letzteres entspricht dem Umstande, da5 für die hoheren 
Knicklasten, bei denen die Ausbiegungsfliiche aus einer gr6Beren Anzalil 
von Wellen hesteht, der Unterschicd emischen dem grijBeren Zwange 
der Einspannung und dern geringeren der drehbar festgehaltenen Rander 
mehr und mehr zurücktreten muB; dasselbe gilt auch für die Knickung 
des geraden Stabes. 

5 5. 

Die Last i s t  gleichmaBig über die ganze Lange des Bleches verteilt. 

Als Gegeristück zu dem bisher behandelten Grenzfall einer punkt- 
formig konzentrirten Last nehmen mir jetzt an, daE die Last gleich- 
m5Big iiber die ganze a h  unendlich vorausgesetzte Lange des Bleches 
verteilt sei. Die Losung wurde bereits oben (Gl. ( 2 )  in 1) im An- 
schluB an Love  angegeben. Sie laBt sich auBerst leicht ableiten, da 
das Problem vermoge der voraiisgesetzten Lrtstverteilung von der 
x-Koordinate unabharigig wird und aus dem Gebiete der partiellen 
Differentialgleichungen in das der gewohnlichen zurücktritt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



140 Über die Knicksicherheit der Stege von Walzwerkprofilen. 

p sei die Last für die Liingeneiriheit der Riinder, bei der das Blech 
auskniekt. Das Gebiet II (vgl. Fig. 6) erstreckt sich jetzt über das 
ganze Bletth. Daher gilt überall die GI. IT ails 5 1 welche wegen 
der Unobhiingigkeit der Ausbiegung von x übergeht in:  

Wir  setzen zunachst wie in  6 2  frei drehbare Rander, also u = d%u / dy" 
= O fiir y - O und y = h voraus. Diesen R,andbedingungen entspricht 
der Ansatz 

( 2 )  
n 71 

u =  A s in- .  . 
h ' 

er genügt auch der Differentialgleichung il), wenn nur 

Dies stimint mit G1. (2b) in 5 1. Der Ansatz (2) laBt sich sofort er- 
weitern iind liefert die hoheren Knicklasten, wenn man macht - 

. n n y  ( n ~ ) ~  C 
u = A sin -- -, p = h il 

Kehmen wir andrerseits den Fa11 der Einspannung mit den R a n d  
bedingungcn u = d u l d y  = O. Ihnen genügt der Ansatz 

cos iy), h 

welcher sich mgleich mit (1) in Einklang bringen ISBt, wcnn man 
maüht: 

Dies ist der Wert aus G1. (2a) in 5 1. 
Eine nahe liegende Verallgemeinerung von (4) lautet 

Damit ist aber nur ein Teil der hoheren Knicklasten gef~mden; die 
durch 5 (und 4) dargestellten LGsungen weisen narnlich siimtlich eine 
ungeradc Anzahl von Ausbiegiingen und Symmetrin gegen die Nitte 
auf und entsprechen demnach denjenigen Losuiigen, die in 5 3 und 4 
als Losungen mit geraden Indices bezeichnet wurden. Diejenigen Ver- 
biegungen, welche sich aus einer geraden Anzahl von Beulen zusammeri- 
setzen, sind dagcgen iintcr einer andcren Forrn enthalten, welche den 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Losungen mit ungeraden Indices der vorangehenden 5 entspricht. Die- 
selbe lautet 

wobei 

( 7 )  

Null, L2, d3 . . . 
Wurzeln. Zum 

A, sei die kleinste Wurzel der Gleichung (7) nanilich 
bedeuten die der GroBe nach geordneten positiven 
Beweis trage man (6) in  (1) und die Grenzbedingungen ein und be- 
rücksichtige (7). 

Wir  vergleicheii die Knicklasten (5) und (7) mit den ziieïst er- 
haltenen (3). E s  entspricht rermoge der Gestalt der Ausbiegungsfigur 

dem E'alle n = 1 in Gleichung (3) . . . der Fali = 1 in Gleichung (5) 

,, ,, .n = 3, 5, 7. . . in. G1. ,, . . . ,, ,, 112 = 2, 3, 4 . .  . in G1. ,, 
,, ,, f l=2 ,4 ,8- . .  ,, ,, , , - - .  ,, ,, HZ - 2, 3 ,4  ... in G1.(7). 

Das VerhtLltnis der zusauruengeh6rigeri Knicklasten betragt i u  ersten 
Falle 4, nimmt aber bei den holieren Knicklasten ab und nahert sich 
der 1. Setzen wir namlich nach der vorstehenden Zusammenstellung 
.n = 2nz - 1 in (3) ein, so ergibt sich im Verhiiltnis aus (5) und (3): 

1 bei groflem va. 

Bhnlich folgt, Meun wir irl (3) n = 21n macheii und in (7) dm durch 
seinen asymptotischen Wert  z(2nz + 1) ersetzen, als Verhiiltnis der 
Werte (7) und (3): 

('Lm + l )e  
= 1 bei groBem m. 

(2 mlt 

Dcr KinfluB der Einspannung nimmt somit bei den hoheren Knick- 
lasten ab, was im Einklang eteht mit einer Beruerkung am SchluB des 
letzten 5. 

Wir vergleichen schlieLlLich noch die jetzt gefundenen niedrigsten 
Knicklasteri mit denjenigen iru Eulerschen Fulle bei entsprecherider 
Befestigung der Enden, d. h. die Gleichung 2 a  und b des 5 1 mit den 
Gltichungen l a  und b. Sie unterscheiden sich durch den Faktor 
1 - Derselbe hangt offenbar mit der Tatsache der Querdilatation 
zusammen. Bei dem unendlich dünnen Stabe kann sich die Quer- 
dilatation frei ausbilden, bei dern hier betrachteten Hlech, dessen 
Meridiankurve sonst mit der elastischen Linie des ausgeknickten Stahes 
übereinstimmt, ist dieselbe behindert. Durch Hinderung der Quer- 
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dilatation s i r d  aber, allgemein gesprochen, die Wirkung einer Druck- 
kraft herabgesetzt. Daher mu8 die Knicklast bei gehinderter Quer- 
dilatation etwas h6her liegen wie bei freier, wrts in dem Faktor 1 - CL' 

im Nenner von G1. 2) zum Ausdruck kommt. 

g 6. Die Last is t  gleichmaBig über ein gewisses Stiick des Randes 
verteilt, die Rander frei drehbar. 

Bus der Gesamtlast P und der Lange 1 der Belastungsflache 
leiten wir die spezifische Belastung p = Pli ab und unterscheiden wie 
in  5 1 drei Gebiete (vgl. Pig. 6): 

Unser Problem ist durch die folgendcn Bedingungen bestimmt (vgl. 

5 1, (31. (11, m 7  (41, (51, ('7% (9)): 
1) Im Gebiet 1 und III gilt die Differentialgleichniig 

d d u  = O, 

im Gebiete II die Gleichung 

.,?'+;;;=o. 

2) Für y = O und y = h haben wir bei 

3) Für  x = f oo gilt: 
a 16 % = - = O .  a x 

4) ZL ist in x gerade: 

u (- x) = Zl (+ x). 

5) Für  x = * 1/2 und beliebige Werte von y müssen sich 

au a Z u  asu 
u, 7 

--- 

o z '  ax2> Sx3 
stetig verhalten. 

Wir genügen den Bedingungen 2) in einfachster Weise, indem wir 
uns die Abhangigkeit von y für alle drei Gcbiete durch 

gegeben denken. Verm6ge der Gleichung d d u  = O wird die Ab- 
hangigkeit von x im Gcbiete T alsdnrin durch die Differentialgleichung 
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(5) des 5 2 bestimmt. Ihre für x = + oo verschwindende allgemeinste 
Liisung lautet nx 

(A + Bz) e- h, 

wo A und B Integrationskonstanten sind. Mithin wird uuser Ansatz 
für das Gebiet 1 

?z x 
n Y u = sin - h ( A +  ~ z ) e - ~ n  . . . in 1. 

Die entsprechende Lijsiing im Gebiete III ist naoh unserer Bedingung 
(4) unmittelbar hinzuschreiben: 

z z  

( 7 )  
+-- 

u = s i n ? ? ( A -  h B x ) e  A . - - .  in III. 

Im Gebiete (II) haben wir die Abhangigkeit der gesuchten Losung 

u =  sin - -f(x) 
h 

voii z durch die folgende Differentialgleichung zu bestimmen: 

Schreiben wir f(x) = e", so lautet die Glcichung für 1: 

Die erste dieser Wurzeln gibt zwei reelle Werte f A,; wir wollen 
xeigen, daB die beiden Wurzeln Â, imaginar sind. Gehen wir namlich 
von einer punktformig konzentrierten Last Y aus, so ist p = 00, ajlso 
sicher 1; < O. Wir  lasson die Belastungsflache Z wacliseii und haben 
zunachst sicher noch 1: < O. Die Knicklast für den Grenzfall 1 = oo 

ist uns aber nach den Erorterungen des vorigen 5 oder nach G1. (ab) 
des 5 1 bekannt: p = n2C/ha; mithin haben wir d$ = O erot fiir 1, = m. 
Die Annahme liegt nahe und wird sich in der Folge bestatigen, dai3 
wir für jedes endliche Z immer noch Ai < O haben. Wir schreiben 
dementspreühend 

wo pl, u2 reeU sind und positiv gewahlt werdcn konnen. Die dgemeine  
Losung der Differentialgleichung (8) setzt sich nun au8 dem trigono- 
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metrisühen Sirius und Cosinus von ay,x/h und clem hyperbolischeii 
Sinus und Kosinus von ?cu,x /h  zusammen. Wegen der Bedingung (4) 
k6nnen wir aber nur die Kosinusfiinktionen brauchen. Dcshelb haben wir 

wo a und b xwei meitcrc Intrgrationskonstanten. 
Durch unsere Ansatze (6), (7), (10) ist den Bedingurigen (1) bis 

(4) unseres Problems genügt. Auch die Bedingungen (5) sind beieits 
zur Halfte befriedirrt insofein unsere Fnnktionen gerade sind und wir 

D 7 . .  

daher nur noch die Cbergüngslinie ~r: = + 1/2 zwischen dcn Gehieten 
1 und II zu behachten brauchen. Setzen wi r  zur Abkiiizung 

80 schreiben sich die Bedingungen ( 5 )  nach (6) und (10) folgendermaBen: 

Im allgemeirien sind diese Gleichungen nur dadurch zu befriedigen, 
da8 inan A = B - = a = b = O  

sctzt; d a m  bleibf daa Blech ebeii. Vertichwindet aber dio Determinanle 
des Systems, wodurch den p,, pz und daher (S. Gl. (9)) der Belastung p 
eine Bedingung auferlegt wird, so ergeben sich aus (12) bestimmte 
Verhaltnisse A : H : a : b. Die alsdann mogliche Aiisbiepng des Bleches 
ist der Form rach bestimrrit, der GrUBe riach unbestimmt. 

Die Bedingung des Knickens lautet hiernach, v-enn mir als die 
aus (12) zu eleminierenden Gr6Ben 

3 1 1, 1 - , - p t p l ,  - p i  sin p,p 
e 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Wir entwickeln nach zweireihjgen Unterdeterrninanten: 

,-Io 1 y;, - ! 
pi p2 g i n  pl g sin PZ 0 

2 I I  ! -1,  + l  i 

und erhalten schlieBlich: 

Dies ist unçere transzendente Gleichung eur Bcstirnmung der in 
pl, p, vorkommenden Knicklast p; aie hat, wie wir sehen werden, nur 
eine reelle Wurzel. Zu den hoheren Knicklasten gelangt man, wenn 
man in dcm ureprünglichen Ansatz (Gl. (6), (7) und (10)) y und x 
ersetzt durch my und mlç. L d e r t  man die Definition der Gr6Ben 
pi, u2, Q in folgender Weise ab: 

m n l  

so bleibt G1. (13) der Form nach erhalten und dient auch eur Be- 
rechnung dieser hoheren Knickbelastungen. Im folgenden beschranken 
wir uns aber auf die praktisçh allein wichtige niedrigste Knicklast. 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 54. Band. 1906. 8. Heft 10 
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Wir wünschen zuniichst G1. (13) in  Ziisammenhang zu bririgen 
mit unseren früheren Ergebnissen für 2 = O (5  2) und 1 = cio (8 5). 

a) Für  1 = O wird p = oo, also (Gl. (9)) auch P S ,  y: = oo, ferner 
(Gl. (11)) Q = O. Da aber 1p = Y endlich bleiben muti, so wird 

gleich einer endlichen Zahl; dagegen: 

Ersetzen wir daher in (13) die Kosinus durch 1, die Sinus durch plp 
bezw. y2g,  so ergibt sich 

Streichen wir alle diejenipn Glieder, welche nicht unendlich werdeii, 
so bleibt : 

-W + P;)  + PIPPQ~EL: + IL;) = O, 
also 

P:&Q = 2 ,  
d. h. wegen (14) 

(16) 
4 x C  P=-. h 

Dies ist unsere Knicklast aus 5 2, Gleichung (8). 
b) Nehmen wir andreraeits 1 = CU. Mit 1 - CQ wird g = m. Setzen 

wir den im vorigen $ abgeleiteten Wert p = stW/ha in die Gleichung (9) 
dieses 5 ein, so fol$ y: = 0, p: = 2; somit wird pl g = oo, Bor pl @ 

= Gin p, g = 00, Bor y,  g/Gin pi p = 1 ; dagegen wird pz g zunachst un- 
bestimmt. Tragen wir dieses in (13) ein, so ergibt sich 

(-4- 3 p ) c o s y 2 @  = 0, 
also 

Somit ist dargetan, daB der im vorigen 5 abgeleitete Grenzwert 
p = aaC/Wa mit unserer allgemeinen Gleichung (13) für Q = oo oder, 
was dasselbe ist, für 1 = w vertriiglich ist; gleichzeitig ist aber eine 
erste Korrektion jenes Grenzwertes für grole Werte von g gewonnen, 
mie wir durch die Schreibweise unserer letzten Formel als einer nach 
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negativen Potenzen von Q fortschreitenden Entwickelung angedeutet 
haben. 

Auch die Grenzformel (16) wollen wir durch eine fiir kleine Werte 
von g gültige Beihenentwicklung erganzen, welche ihrerseits nach auf- 
steigenden Potenzen von e fortschreiten wird und bis zu dem Gliede 

berechnet werden FOU. Bei der Abschiitzung, wie weit man in 
jedem Term von Gleichung (13) zu gehen hat, ist zu berücksichtigen, 
daB nach Gleichung (14) ,U?Q und ,uip auch bei verschwindendem g 

endlich sind, und daB sich der Faktor y; + ui  schli~Blich herausheben 
wird. Man erkennt d a m ,  daB die folgenden Naherungeli für jede der 
trigonometrischen und hyperbolisehen Funktionen genügen: Im ersten 
Term his g2, im zweiten bis g, in1 dritten und vierten his p! Wir  
erlialteri : 

2 (y ;  + yâ) (1 + $ ir: - ~4) + 2r:p:e2 (pl + p l )  

Dividiert man niit ,uS + pi und setzt nach Gleichurig (9) y: - ,ui = 2, 
so folgt 

Macht man vorübergehend 

so wird: y; + = 2 x ,  plpi = x 2  - 1 ) a  U; +- y, 6 - 2 ( x 3 + 3 x ) :  - unsere 
Gleichung lautct also : 

-1(l + p z )  + 2(x2- I )p2 + p ( 2  - 2)(1 +;) 

Somit wird (unter Vernachlissigung überflüssiger Terme): 

Die Vergleichung dieser Formel mit dem früheren Grenzwert (16) 
zeigt, dafi die Knicklast mit machsenderu 1 etwas ansteigt, aber zu- 

10' 
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* 

niichst nur in geringem Grade, solange namlich Q klein, d. h. solange 
1 klein gegen h ist. Dies ist sehr verstiindlich. 

In Fig. 12 i d  der Qesamtverlauf von P zur Abszissc q aufgetra,gen. 
Auf der Ordinatenachse ist zunachst der Wert P = 4n Clh fiir Q = O 
d. h. für punkt fhn ig  konzentrierte Belastung markiert. Die Parallele 
zur Abszissenachse in diesem Punkte stellt eine crste Nahming der  
gesuchten Kurve für kleine g dar und ist in der Figur mit 1 bezeichnet. 

Die zweite Niiherung ist nach Gleichung (18) eine Parabel; sie ist 
punktiert cingetragen und mit 2 bezeichnet. Für  goBe  Werte von g 
lautete unsere erste Kaherung p = n2C/hq d. h. in unseren Koordinaten 
P und Q geschrieben: 

Unsere erste Niherung für groBe Q ist also eine Gerade, n a d c h  die 
in der Figur ebenfalls mit 1 bezeichnete aufsteigende Gerade. Die 
zweite Nâherung liefert Gleichung (17); sie lantet in unseren Koor- 
dinaten 

4 n C  Q n pz- ( 1  + - + .  . .), 
h 2 2 e s  

und ist in Fig. 12  wiedeï mit 2 bezeichnet. Den wirklichen Verlauf 
der durch unsere transzendente Gleichung definierten Kurve zeigt die 
verstarkt ausgezogene Linie. Ihrer Konstruktion liegen die folgenden 
Znhlenwerte zugrirnde: 

g = O  4 4  nr2 z 2z  

die durch direkte numerische Behandlung der Gleichung (13) (wieder- 
holtes Einsetzen von Naherungswerten und Interpolation zwischen diesen) 
gewonnen sind. 
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Alles dieses bezieht sich auf den Fall freier Drehbarkeit der 
Riinder, welcher hiermit als vollstiindig erledigt gelten kann. Den 
Fall der Einspannung habe ich wegen seiner erheblich gr6Beren Kom- 
plikation nicht so weit geführt. Ich glaube aber nicht fehl zu gehen 
in der Annahme, daB sich bei kleirien Werte von g die soeben ge- 
fundenen Resultate auch auf diesen Fall mit guter Anniiherung über- 
tragen lassen. Ein Beispiel mage die Art dieser Übertragung erliutern. 

Rs sei 1 = h/3, also p = z / 6 .  Sind die Rander drehbar befestigt, 
so finden wir aus der vorangehenden Zahlentsbelle, indem wir zwischen 
9 = O und p = z/4 linear interpolieren: 

wenn wir dagegen, was hei dem anfanglichen Verlauf der Kurve in 
Fig. 12 angeiliessener erscheint, parabolische Interpolation anwenden: 

4 x ç  P = 1 ,OB.  
h 

Nun betrug bei Einspanriung der Riinder der Anfangswert von P für  
1 = O nach Gleichiing (1) in $ 4 :  Y = 2,s . 4 z C l h .  Uanach setxen 
wir für 1 = h / 3 ,  indem wir den soeben gefundenen Korrektionsfaktor 
1,05 hinzufügen : 

5 7. Versuchsergebnisse. 

D ~ s  urtiprüngliche Ziel dieser Arbeit war, die in der Einleitu~ig S. 116 
genannten und in der Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 1. c. 
veroffentlichten Versuche zu klaren. Kamentlich handelte es sich um 
folgende Punkte: 1 )  die in unserer Fig. 5 wiedergegebene stark schema- 
tische Gestalt der Busbiegungsflache, wie sie in jener Veroffentlichung 
abgedruckt ist, zu berickitigen, 2) die Versuche fiir den Fa11 freier 
Drehbarkeit der Rarider eu ergamen, 3) die experinientellen Knicklasten 
mit den theoretischen zu vergleiehen. 

Zu 1). Durch das freundliche Entgegenkornmen des IIütten-Aktien- 
Vereins Rothe Erde bei Aachen wurde es mir ermoglicht, mit derselben 
hydraulisçhen Presse, mit der auch die oben genannten Vorsuche ge 
macht waren, einige 1-Profile bis zur Knickgrenze auf Druck zu bean- 
spruchen. Fin 13 ist die photographische Wiedergabc eines durch punkt- 
formig konzentrierte Last bearispruchten Tragers von 300 mm Holie 
(Abstand der oberen von der uiiteren Flanschkante) und 16 mm Steg- 
dicke. Beim allmiihlichen Anwachsen der Last, wie es durch die Ar- 
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beitsweise der hydraulischen Presse gegeben war, zeigte der TrEger 
zunachst gar keine Verandermgen, bis bei einer deutlich ausgeprggten 
Belastung die Ausbiegung begann und dann sehr schnell znnahm. Die 
Presse wurde darauf sofort auBer Tàtigkeit gesetzt, die Ausbiegung 

Wg. 1s. 

hatte an der Stelle gr6Bter Erhebung bereits den Betrag von einigen 
am erreicht; die Knicklast betmg 125 000 kg. Nach welcher Seite die 
Ausbiegung erfolgen würde, war bei diesem und den anderen Versuchen 
nicht vorauszubestimmen. Dagegen lieB die GesetzmiiBigkeit der ent- 
stehenden Ausbiegungsfliiche in anen Fàllen erkennen, daB es sich um 
ein wohl-definiertes geometrisches Gebilde handelte. 

Die Photographie zeigt deutlich, daB von einer geradlinigen schrfen 
Begrenzung der Ausbeulung~-Fi~r nicht die Rede ist. Vielmehr làuft 
die in der Mitte durch einen heueren Ton sich markierende @%te Er- 
hebung vollig aE6hlich aus. 

Ahdiches gilt von Fig. 14: Blech von der H6he 350 mm, Stàrke 
15,9 mm, Knicklmt zufàllig ebenfalls 125 @IO kg. Die Last wurde von 

der Presse durch- je einen Klotz von der Breite 200 mm auf den oberen 
und unteren Rand des Bleches übertragen. Der Klotz hat sich, worauf wir 
noch zurückkommen, in den Rand des Bleches scharfkantig eingedrückt. 
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Der Vergleich von 14 und 13 zeigt deutlich den EjnfluB der Rand- 
bedingung (Drehbarkeit oder Einspannung) in der Art der Wolbung 
des Bleches an seinen Riidern. 

Zu 2). Da die in der Ingenieiir-Zeitschrift veroffentlichten Ver- 
suche samtlich mit 1-Tragern, also unter Einspannung der Rander des 
Steges ausgefuhrt maren, so war eine Reihe weiterer Versuche erwünscht, 
bei denen gewohnliche Bleche ohne Flansche (wie in der letzteri Figur) 
ausgeknickt wurden unter der theoretisch einfacheren Bedingung einer 
Festhaltung der Rinder bei Gewahrleistung freier Drehharkeit. Letztere 
Bedingiingen waren durch einen geeigneten schweren Rahmen gesichert, 
in den die Bleche eingeschoben wurden. Der Rahmen war in der oberen 
und unteren Nitte ausgespart, so claB hier Druck und Gegendruck auf 
die Rinder des Hleches mittels eines Klotzes von der Presse übertragen 
werden konnten. Der Klotz war bei alleu folgenden Versuchen 1 = 20 cm 
breit. Auch diese Versuche ~vurden durch das Entgegenkommen des 
Hütten-Aktien-Vereins Rothe Erde unterstützt und ermoglicht: 

Abmessungen 
in cm 

S p a r  Druck 1 Knicklast % 
in kg/cm in kg 

F 

theor. 
-- -- 

297 O00 
240 O00 
246 O00 

79 O00 
383 O00 
124 O00 
210 O00 

Die theoretischen Knicklasten in der letzten Spalte sind nach der 
Formel 

gerechnet, wo der Xorrektionsfaktor 7 aus Pig. 12 oder der Tabelle 
von S. 148 z u  entnehmen ist und dem Umstande Rechnung tragt, daB 
bei unseren Versuchen die Last über die Lange 1 = 20 cm gleichmii0ig 
verteilt war. Für den Elastizitiitsmodul E wurde 2 - 10Qg/cma an- 
genommen, für p der P o i s s  onsche Wert 114 eingesetzt. 

Die theoretischen Knicklasten sind durchweg erheblich gr6Ber 
als die beobachteten, im Durchschnitt doppelt so groB. Den Grund 
dafür deckt die mittelste Spalte unserer Tabelle auf. Verteilen wir 
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die Gesamtlast P, im Augenblicke der Knickung gleichm5Big auf die 
Druckfliiche von der Gr6Be s l ,  so ergibt sich ein spexifischer Drnck 
pro cm: welcher durchweg oberhalb der sog. FlieBgrenze fur FluBeisen 
liegt. Letztere schatzt man zwischen 2500 und 3000 kg/cm2, wiihrend 
der kleinste der obigen Driicke bei 3150 liegt. An der PlieRgrenee 
indern sich aber die Eigenschaften des Materials von Grund aus. 
Will man hier überhaupt noch von einem Elastizitatsmodul sprechen 
(gegeben durch die Tangentenneigung an dio hicr erhchlich abbiegcnde 
Spanriungs -Dehnungs-Kurve) , so ist derselbe sicher nicht gleich 
2 . 106 kg/cm2 zu setzen, wie bei kleinen Spannungen, sondern erheblich 
kleiner. Unsere theoretische Formel muB also mit diesem Wert von E' 
erheblich zu grole Knicklasten liefern. 

Eine experimentelle Bestatigung dafür, daB bei unseren Verouchen 
die FlieBgrenze überschritten wurde, liefert der Anblick von Fig. 14. 
Der die Last übertragende Klotz hat sich hier scharfkantig in dae 
Material des Bleches eingegraben, wie eu einem durch iibermiiBige 
Beanspruchung erweichten Zustande desselben entspricht. 

Ganz dasselbe gilt von den in der Ingenieur-Zeitschrift ver- 
offentlichten Versuchen mit 1-Tragern. Auch hier liegen die spezi- 
fischen Drucke durchweg oberhalb 3000 kg/cmg und steigen sogar bis 
6000 kg/cm%n. Die eiigeh6rige theoretische Formel, die wir nach 
Analogie von Gl. (1) dieses 5 mit Rücksicht auf den SchluB des 
vorigen 5 schreiben k6nnen : 

mu6 daher auch hier erheblich zu hohe Knicklasten liefeln, wenn wir 
für E den reguliren Wert bei kleinen Beanspruchungen eintragen. 
Die wirkliche Ausrechnung bestatjgt dieses. 

Man kann sich die Aufgabe stellen, diesen und den vorangehenden 
Versuchen dadurch gereüht KU werden, daB man die Ver5nderlichlceit des 
Elastizititsmoduls mit wachsendem spezifischem Druck berücksichtigt. 
Das mathematische Problem würde dann im Anschlufi an Fig. 6 
folgendermalen umzumodeln sein: Im Gebiete II haben wir einen 
anderen Elastizititsmodul wie in den Gebieten 1 und III; jener geht 
in die Differentialgl. (II) des 5 1 ein und die beiden letzten Ubergangs- 
bedingungen (9) sind dahin abzuandern, daB nicht ôau/Gx2 und a%/i3xs, 
sondern die Produlite dicuer GrElen in den sprungweise veranderlichen 
Elastizititsmodul sich beim Durchgange durch x = + 112 stetig ver- 
halten sollen. Die L6sung dieses Problems führt na tu rgema auf eine 
transzendente Gleichung, welche ahd ich  wie G1. (13) des vorigen 5 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



gebaut ist, aber noch das Verhàltnis der beiden verschiedenen Werte 
des Elastizjtiitsmoduls enthalt. Aus dieser Gleichimg lieB sich erkennen, 
da8 die Knicklast durch eine Veriinderung des Elastizitiitsmoduls in 
empfindlicher Weise beeinfluBt wird. Jedoch schien es nicht der 
Mühe wert, die numerischen Rechnungen unter diesen komplizierten 
Verhdtnissen durchzuf'ühren, weil die Annahme eines sprungweisen 
Wechsels des Elastizitatsmoduls der Wirklichkeit doch nur schlecht 
eritspricht. 

Überblicken wir die vorliegenden Versuchsergebnisse, so werden wir 
zusammenfassend feststellen konnen, daB dieselben den theoretischen 
Ergebnissen in keiner JVeise widersprechen, daB sie sie aber auch nicht 
zahlenm5Big bestitigen k6rinen, weil die Versuchsbedingungen nicht 
der theoretischen Voraussetzung eines einheitlichen wohldefinierten 
Elastizititsmoduls entsprechen. Eine wirkliche Bestatigung der Theorie 
ist nur von Laboratoriumsversuchen kleinen MaBstabes mit sehr vie1 
dünneren Blechen zu erwarten, bei denen die Knicklasten erheblich 
niedriger liegen und die spezifischen Drucke die Fliefigrenze nicht 
überschreiten. Solche Versuche werden vorbereitet. E s  unterliegt 
wohl keinem Zweifel, daB sie die Voraussagen der Theorie in vollem 
Umfange erhiirten werden. 

Für die Praxis ergibt sich aus diesem Sachverhalt die sehr bequeme 
Folgerungi), da1 auf die Knickgefahr bei den Stegen der Walzwerks- 
profile keine besondere Rücksicht genommen zu werden braucht. Denn 
es zeigen sowohl die Versiichswerte wie die theoretischen Erorterungcn, 
daB unter den in der Praxis vorliegenden Abmessungen die zuliissige 
Grenze der Druckspannungen im Steg früher als die Knickgrenze über- 
sçhritten wird. Wenn man nlso die Relastiing innerhalb derjnnigcn 
Grenzen Kilt, welche der Druckspannung ohnehin gezogen sind, so 
schlieBt man damit zugleich jede Knickgefahr aus. 

1) Ygl. hierzu auch meine Zusammenfassuug der vorstehenden Arheit in der 
Zeitschr, des Vereins Deutscher Ingenieure 1906, S. 1104. 
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Darstellnng der Mannheim -Darbonxschen Umschwungs- 
bewegung eines starren Korpers, 

Von ANTON GRCNWALD in Bubentsch bei Prag. 

Die einfachste Form der Bewegungsgleichungen. 

Die ailgemeinste Bewegung eines starren Korpers C, dessen Punkte p 
sich alZe in Ebenen IIl eines fest gedachten starren Korpers Cl be- 
wegen, nennen wir einen 

D a r b  O u x  schen Unischwung. 

[ G .  D a r b o u x :  Sur les mouvements algébriques, Note III p. 352 in 
G. K o e n i g s :  Levons de Cinématique professées à la Sorbonne. Paris 1897.1 

Durch jede solche Bewegung ist umgekehrt eine andere, die sog. 
,,inverse" Bewegung bestimmt, welche denselben relativen Vorgang be- 
schreibt, wobei aber der Korper C als fcst, dagegen Cl als beweglich 
anzusehen ist. Aile Ebenen II, von Cl gehen hierbei durch die Punkte p 
von C; wir nennen die letzte Bewegung einen 

Mannheimschen Unischwung. 

[M. A. M a n n h e i m :  Sur le déplacement d'une figure de forme invariable, 
dont tous les plans passent par des points fixes, Journal de l'École 

Polytechnique 60. Heft. Jahrg. 1890.1 l) 

Wir gehen aus von den Bewegungsgleichungen, welche D a r b  O u x 
(in K o e n i g s  Cinématique p. 558) abgeleitet hat. Um Verwechslungen 
vorzubeugen, schreiben wir alle dortigen GroBen mit Akeenten, so da6 
diese (dort mit 4) bezeichneten Gleichungen die Porm 

(zi 2;- "'': b"sin Cf + x' cos 4' - y'sin C f ]  

x' sin 4' + y' cos 9.' 

zi = k[a' sin 8' - b f ( I -  cos a')] + 2' i 
oder nach Einführung der neuen Konstentenbezeiühnungen 

1) Dnrch dieee algebraische Bewegung werden iiberraschend viele algebraische 
Kurven in einen einfachen Zusammenhang gobracht, wie die Untcrsuchung zeigt. 
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und Tausch der Benennung von xi mit y; und von x '  mit y' die 
Gestalt 

I x, = x'~os4'+y'sin9. '  

erhalten. 
Es  ware irrig, aus diesen 

D a r b O u x schen Gleichungen zu 
schlieBen, da8 zur phoronomischen 
Kennzeichnung ejnes Umschwungcs 
drei Konstante ka'b', bzw. aba ,  
nijtig seien; vielmehr brauchen 
wir bci angemesseiiei- Wahl beider 
rechtwinkeliger Koordinatentriëder 
nur die zwei wesentlichen Kon- 
stanten a und b zu behalten, wo- 
durch wir die Gleichungen der 
Bewegung vereinfachen. 

Wir transformieren einerseits ; das in Cl gelagerte Koordinaten- 
system (xi Yi z;), indem wir es um den Winkel a0 um die y,'-Achse 
drehen und um die Strecke b sin 4, in der Richtung dieser Achse 
verschieben. 

So erhalt,en wir 

xi = x, cos 6, + y, sin 4, x, = xi cos 8, - y; sin 8, 

"1 y; = 2, sin 4, + y, cos 8, y, = XI sin 4, + y; cos 40 
z; = z, - b sin 8, 1 1  z, = z j  + b sin 8, 

und 

t 
! 
x, = - a sin 9.' sin 4, + x' cos (4' - 4,) + y '  sin (9.' - 4,) 

y, = a sin 8' cos a,, - z' sin (4' - 8,) + y' cos (4' - 4,) 

z, = b sin(4,+4')  + z' 

wobei die Figur 1 bei den Transformationen *)**) zur Versinnlichung 
dienen kann. 

Andererseits geben wir auch in C dem Koordinatensystem (z'y'z') 
die neue, diirch die Gleichungen 
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bestimmte Lage (xya) und xiehen statt des alten Parameters 9.' clen 

heran. So ergeben sich die Bewegungsgleichungen 

in ihrer einfachsten Gestalt, in welcher wir si8 zur Grundlage unserer 
Betrachtungen niachen. 

Der Umschwung ist pmiodiscl~, d. h. wenn a sich um 2n iindert, 
so kehren dieselben gegenseitigen Lagen von Cl und C wieder. In der 
Ausgangslüge (4 = 0) fallen beide Koordinatentriëder zusumnzen. Die 
zl-Achse in Cl und die z-Achse in C bleiben stets zueinander parallel 
und verschieben sich hierbei - dies sei zwecks der Hervorhebung der - 
geometrischen Bedeutung der Konstantcn a und b gleich hier bemerkt 
- in der zu diesen Achsen senkrechten Richtung hochstens um a 

(* a für O = k und in der Richtung dieser Achsen aelbst hoohstem " 
u m b  f b f ü r  8 = f  . ( 

1st 
") 

1) b = a ,  so sol1 der Umschwung ein mittlerer, 

heiBen. Wir  konnen voraiissetxen, dai3 a und h positiv seien, da sich 
dies notigenfalls durch entsprechende Achsenbezeichnung immer herbei- 
führen laBt. 

Spezialfalle. 

a = O und b = O führt eine einfache Umdrehung herbei, 
a = O allein (b > O) einen ,,vollkommen steilen" Umschwung. 
Im Gegensatze m m  Verhalten beim allgemeinen Umschmunge 

(a > O, b > 0) ist bei diesem die Mannheimsche von der Darbouxschen 
Bewegung geometrisch nicht verschieden, d. h. die von den Punkten pl 
(des Korpers Cl) in C beschriebenen Bahnen haben die gleiche Gestalt 
wie die von den Punkten p (des Korpers C) in Cl gezeichneten, beide 
sind elliptisch; und die Ebenen jedes der beiden Korper, C und Cl, 
umhüllen im anderen Umdrehungskegel. 
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Uieser Fa11 i s t  besonders leicht durch  eiu ki~ernatiscl~es Moddl zu 
veranschaulichen. M a n  nehme einen sog.') ,,Muff a m  Stift", cl. h .  einen 
Korper m i t  zylindrischer Bohrung,  welcher mit  der  Fliiche der  le tzteren 
eine kongruentzylindrische Laufstange,  den ,,Stift> derar t  umschlieBt, 
daB er u m  letztcren glniten und  sich drchcn kann ,  wie ein R i n g  a m  
Finger. W i r d  n u n  ein P u n k t  des Muffes, d. h. bei  der  wirklichen Aus- 
führung des Modelles e t w a  ein a n  der Innenflache der  Muffenbohrung 
befestigter Nagel ,  gezwungen sich in einer elliptischen in die  Lauf- 
otangenoberfliiche eingeritzten N u t  zu bewegen, so  beschreibt der  Muff 
ioder bei festem Muffe der Stift) einen ,,vollkommen steilen" Umschwung.  

Dieser spiel t  eine Rolle bei der  Anwendung  der  dualen Zahlen 
S t u  d y B auf die  Linicngeometrie.') 

b = O allein (a > O) f ü h r t  z u m  ,,vollkommen flachen" oder  
,,steigungslosen" r m s c h w u n g e ,  d. h .  zur  zykloidalen Bewegung des 
ebenen Ell ipsographen ( K o e n i g s  Cinématique p. l(i5), identisch m i t  
der Projektionsbewegung in der  x, y, E b e n e  beim allgemeinen D a r b  O u x -  
schen Cmschwunge.  

Bezüglich der  El l ipsogmphenmodellc  vgl. die Literatiirangaben i n  
R e u l e a u x '  Kinematik II. Bd.  (Braunschweig 1900) S. 283. Daselbst 
i s t  in d e r  F i g u r  224 (F igur  248 S. 31 8 des 1. Bandes, Braunschweig 1875) 
Dr .  R i e f l e r  s F:llipsenzirkel ahgebildet. 

B u s  dieser El l ipsographenbewegung entsteht der  allgemeine M a n n -  
h e i  n i - D  a r  b oux  sche Umschmung durch  Hinzut r i t t  einer harmonischen 
Sinusschwingung m i t  der  Ampli tude b i n  der zur  E b e n e  der  Ellipso- 
graphenbewegung senkrechten Rich tung  z, (2) .  

- 

1) Vgl. die ,,Darstellung aller Elementarbewegungen eines starren Korpers 
von beliebigem Freiheitsgrad" im 62. Band dieser Zeit~chrift, Heft 3 S. 229. 

2) Vgl. den Vortrag Dr. JO sef  Grün w a l d s  bei der Natnrforachemersammlnng 
in Meran Sept. 1905 ,,Gewisse geometrische Anwendnngen der dualen Zahlen", 
verijffentlicht im 2. Hefte des Jahrganges 1906 der ,,Wiener Monstshefte für 
Mathematik und Physik" unter dem Titel: ,,über duale Zahlen und ihre An- 
wendung in der Geometrie." insbesondere S. 134. 

Eine orientierte reelle Gerade (Speer) crzeugt, wenn aie einem ,,voiikommen 
flachen" Umschwunge unterworfen wird, eine Regelilache 4. Grades, bei welcher 
alle Tangentialebenen, die anch den absoluten Kugelkreis berühren, durch einen 
festen imaginaren Punkt gehen und also die au diesem gehorigen Minimalkegel 
berühren. 

Die zu vier beliebigen reellen Erzeugenden einer solchen Umschwnngsflache 
gehorigen Tangentialebenen an den absolutan Kugelkreis bestimmen auf diesem 
Kegel (im Sinne der gewijhnlichen projektiven Geometrie) ein reelles Doppel- 
verhiiltnis. 
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Wir  stellen den Bewegungsgleichungen 1 (= ID) dee allgemeinen 
D a r b o  uxschen Umschwunges ihre nach x y s  aufgeloste Form (lM) an 
die Seite 

zcos4. + y sin 8 

(ID) - x s i n a + y c o s a  + I I 

x = a sin" + zl cos 9. - y, sin 4 

y = - a sin 9. cos 4 + xi sin 8 + y, cos 4 

a = - b s i n  9. + 21 
weil dies für die Nannheimsche Auffassungsweise der Bewegung ge- 
braucht wird und bemerken, daB unser Winkel 8 positiv ist, wenn die 
Drehung von Cl gegen C im Sinno des Übergangee von der + z- zur 
+ y-Achse, oder was dasselbe ist, wenn die Drehung von C gegen Cl 
im umgekehrten Sinne, im Sinne des Überganges von (- x,) zu (+ y,) 
stattfindet. 

Berner fügen wir die Gleichungen 1, (lx) bei, welche aus den 

obigen beim ubergrtnge von Punktkoordinaten (zl ;l zl) zu homogenen 

Plückerschen Ebenenkoordinaten (U a) - gma8 der Bedingung 
U, V I  W ,  a, 

x u  + y v  + I W  + w  = O) fur die vereinigte Lage von Punkt und 
X,U, + y,v, + fiiw, + w, = 0 

Ebene - hervorgehen: 

I 
- u, casa - v, sini? 

v = u, sin 4 + v, CO8 8 

u, = u. cos 4 + v sin 9. 

Cl (Bezugstetraeder >j v,si;,~,)} 

7, u v w w )  

( I = b )  ( 

v1 = - u sin 4 + v cos 9. 

wi = w 
- a,= u a s i n 2 8 - v a s i n 4 c o s 4 - w b s i n 9 - + ~  
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sogenannten ,,olisthoidalen"') Developpablen (S. 187) 
eingehüllten { 

Cmdrehungskegel (S. 161) 
benotigt werden. 

Wir untersuchen die Punkt- und Ebenenbahnen des D a r  b ouxschen 
Umechwunges zugleich mit den durch inverse Bewegungsauffassung 
verbundenen Ebenen- bzw. Punktbahnen des M a n n h e i m  schon Um- 
schwunges und geben dabei Apparate an, welche in mechanisch bequem 
ausführbarer Weise die Umschwungsbewegung der K6rper Cl und C 
gcgen cinander erewingen. Diose kinematischen Modellc zur Darsteliung 
eines zwanglaufigen allgemeinen Vmschwunges konnen selbstverstandlich 
auf zweierlei Weise in Gang gesetzt werden; 

entwedor, wenn aiif Cl gestellt," um den Il a r b  O u x  schen Umschwung von C 

Oder, ,, ,,C ,, ,, ,, Mannheimschen ,, ,, CI 
zu veïwirklichen. Wiilkürlich ist der von uns hier eingehaltene Vor- 
gang, daB wir den von uns gcfundenen Hauptapparat (Pigur 3) bei 
Zugrundelegung der D a r b O ux schen Auffassung, dagegen einen für sehr 
flache Umschwungsbewegungen jb klein gegen aj iiotigen Nebenapparat 
(Figur 5) unter Annahme der nrannheimschen Auffassung vorführen 
werden. 

Die Bahnellipsen der Punkte beim Darbouxschen 
und die Kegel-Hüllflachen der Ebenen beim Mannheimschen Umschwunge. 

Jede Auskunft über die ersteren geben die Pnrametergleichungen (lo) 

der Bahnlinie eines beliebigen Punktes p(xyz). Wenn mir dort statt  
- 

1) G i n  O L O r i  a: ,,Speeielle algebraische und transzendente ebene Kurven", 
Leipzig 1902 schl'agt im 1. Bd. S. 224 für die ebenen Parastroiden (Parallelkurven 
einer regularen Astrois, 2. Bd. S. 651) diese Bezeichnung vor, da sie als Hüllkumen 
einer vom gewohnlichen ebenen Ellipsographen C mitgenommenen Geraden seiner 
Ebene betrlachtet werden konnen. (Vgl. S. 189.) Das Wort ,,olisthoidalU ist vom 
griechischen , , ~ Â . L G ~ & v w ,  gleitel' hergenommen, da alle Punkte eines gewiasen 
Kreises 52 des Ellipsographen - und daher auch dessen zwei (nicht notwendig 
reelie) Schnittpunkte mit der Gera,den selbst - anf Strrthlen eines Büschels der 
festen Unterlegsebcne gbiten. (Dcr Kreis JL mit dom Durchmcsser a geht hierbei 
stets durch das Zent- O, dieses Büschels und rollt am Kreise 4, welcher um 
0, mit dem Radius a beschrieben kt ,  ohne zu gleiten.) 

Es liegt nahe, diese Rezeichnung auch für die Einhüiienden der Ebenen eines 
Korpers C beiznbehalten, dessen Punkte auf Ebenen su gleiten gczwungen werden. 
wie es im allgemeinsten Falle beim D a r b o  u x ~ c h e n  Umschwunge (vgl. S. 187) 
geschieht. 

2) Hier nehmen wir don trcffcndcn Ausdruck R e u l e a u x '  (Einematik 1. Bd. 
Braunschweig 1875, 2. Bd. 1900) an, um anzuzeigen, de8 w u  Cl als fest, C als 
beweglich betrachten, obgleich in nnseren Figuren 3 und 6 die jeweilig als feet 
vorgeführten Korper (in Plattenform) sich oben bofinden. 
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160 Mannheim-Darbouxschc Umschwungsbewegung eines starren Korpers 

a 
s in8 und cos a etwa t g  als Parameter einfiihren aollten, erhielten 

wir xly,zl, die Koordinaten der Lage p, des anfanglichen Punktes 

p = p ( , ~ , ~ , ,  rational und vom 2. Grade durch diesen Parameter aus- 
gedrückt. 

Die Mittelpunkte aller Bahnellipsen liegen auf der Achse 2,. Die 
Ebene Il, (u, v, u. ,~ , )  der von p beschriebenen Ellipse, auf welcher der 
beliebige Plinkt p m i  gleiten gexwungen ist, hat eiiie Cartesische 
Gleichung und Ebenenkoordinaten, welche wir sogleich angeben: 

Die Gleichung ist in laufenden Punktkoordinaten (5, q, SI, entsprechend 
auf der x, y, z,-Achse) 

daher finden wir mit Rücksicht auf 

(- x sin 9. + y cos a) ,  ( a cos 8 - x cos 9. - y sin a), b cos 8 1 
= 1 (- zcos9. - y sina),  ( -a  s i n 9  + x sin8 + y s ina) ,  - b s i n a  j 

die Ebenenkoordinaten von IIL: 

wirklich von 8 ganz u n a b h i g i g ,  ebenso wie die obige Gleichung 

17, bleibt dieselbe Ebene für alle p3 wie für die Ausgangslage p (x, = x, 
yi = y, al = B entsprechend 9. = O), daher ist ihre Gleichung für pja=,,) 

Um die NO analytisch bestimmte Zuordnung der Punkte p und der 
Ebenen 17, für die Ausgangslage (4 = O) der beiden K6rper C und Cl 
geometrisch eu deuten, beachten wir, dsB die Ebene ITl stets das aus p 
auf die 8,-Achse gefalite Lot p o  = SD enthalt; o(cl = 7, = 0, 6, = z) ist 
der El l ip~enmit te l~unkt ;  um das Lot 5D dreht sich 17,' wenn man p 
auf diesem Lote anderswo annimmt, und zwar berührt IZ, hierbei stets 
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ein gleichseitiges hyperholischeu Parsbnloid p mit der einen Scheitel- 
geraden 53, dem Scheitel (Zentralpunkt) auf dem Zylinder SL 

und der, neben der 2,-Achse (do)  noch von D getroffenen Kante A 
a x l  a x y  (4 = ,try. , 7jL = f- ) dieses Zglinders als Scheitelgeraden ; die 

+ Y "  
Verteilungskonstante aller dieser Paraboloide ist b, d. h. ist kongruent 
mit dem Paraboloide Po: 

(kl - a) Cl + 6 7, = O ,  

welches für die Punkte p, der zl-Achse (Do) dieselbe Rolle spielt, wie 
5J3 für die Punkte p von D, und auBer 5D0 die zu do diametral gegen- 
überliegende Kante do(.& = u, 7, = O) sur Scheitdgeraden hat. (In 
der spater notigen Figur (2D)  ist fi durch die Spur fi<3=O), ferner 
z, = do und do angedeutet.) Um das Hehauptete einzusehen, erwiige 
man, daB C (und damit 59, Bo) aus der Anfaiigslage (a = O) in die 
Nachbarlage übergeführt wird durch eine Schraubung mit Achse A, 

und dem Parameter b(cns a)>=, = b und daB die Ebenen II, 

der Punkte p von Tb jene Ebenen sind, welche 52 mit dem Translations- 
strahle des betreffenden Punktes p verbinden. 

Um also zu einem beliebigen Punkte p der Ausgangslage (9. = 0) 
die Ebene Li,, auf welcher er beim D a r b o  uxschen Umschwung zu 
gleiten hat, zu bestimmen, schaffe man '$,(Do, A,) nach der durch (D, 
A) hestimmten Lage p, für p wie für jeden andern Punkt von D gibt 
dann die Tangentialebene von auch die zugehorige Ellipsenebene 
LIl an. 

Diirch Umkehriing dcr Gleichungen (20) ist zu jeder Ebene 
IT, (zc, v, w, G,) der Punkt (x y a) gemaB 

ebensogut bestimmbar als analog unserem oben eingehaltenen Wege 
direkt aus den Gleichungen ( I d  Letztere geben in Parameterform bci 
Ebenenkoordinaten die Gleichungen des bei der M a n n  heimschen Be- 
wegung von einer beliebigen Ebene 17, eingehüllten Umdrehungskegels 
in C mit dem Scheitel p und einer aur w-Ebene senkrechten, d. h. stets 
zur z-Achse parallelen Drehachse. Die Gleichungen (2H)  heantmorten 
die Frage nach dem Scheitel p des von fil umhüllten Kegels. 

Sei 55 die in  ITl. gelegene senkrechte Transversale von A' (2,-Achse) 
und A die, auBer von do noch von 55 getroffene Kante des Zylinders SL, 
R O  braucht man nur das ParahoIoid Po in die durch (D, A) hestimnite 

Zeitschrift f. Mathematik n. Physik 54. Band. 1906. 2.  IIeft. 11 
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162 Mannheim-l)arbouxsche Umschwungsbewegung eines starren Korpers. 

Lage zu bringen, um im Berührungspuiikte von II, mit schon 
den Scheitel p des von 17, umhüllten Kegels zu sehen und eu erkennen, 
wie p auf wandert, wcnn sich I?, um p drcht. - 

Alle Punkte p führen beim D a r b  ouxschen Umschwunge auf 
ihren Ellipsen harmonische Schwingungen aus, d. h .  solche, die sich 
als Parallelprojektionen von gleichfh-migen Kreisbewegungen auffassen 
lassen, wenn man 9. als Zeit ansieht. Den Ellipsenmittelpunkt, welcher 
die Projektion des Punktes p(.y-oj auf die ,qAchse ist, nannten wir O ;  

zu jedem Ellipsenhalbmesser op[?) ist der konjugierte einfach op 
(3.3 . , 

E r  gibt in GroBe und Richtung die Geschwindiykeit des Punktes p p ,  
an; o p i , ~ + ~ )  = - op? stellt d a m  ebenso die Beschleunigung des 
Punktes p3 vor. E s  gilt nimlinh eufolge den Gleichungcn (ID) 

wenn wir durch die Ausdrücke in den IUammern andeuten, was in den 
dabeistehenden GroBen statt 4 einzusetzen ist. 

Anm. Bezüglich der Bestimmung von p zu p = p(4=0) und damit 
G) . . 

der Balznell@se jedes Punktes p aus konjugierten Halbmessern 8. auch 
S. 165 Anm. 

Übergang znr kinematischen Bestimmung eines Umschwunges. 

In der Figur (2D)  skizzieren wir einige, verschiedenen 4-Werten 

(z. B. 0, 8, - 4, 8, ;) entsprechonde Lagen des in C eingalagerten und 

beim D a r b  O u x  schen Umschwunge mit C bewegten Bezugstrieders 
O(xyz) gegen das in Cl angebrachte feste System Ol(xl y,~,). Die 
Ubersicht dieser Lagen gewinnen wir diirch Reachtung der Bahnlinie A, 

des Anfanges O(0, 0, 0 )  und der Ellipse SL des Punktes A(a, O, O) der 
x-Achse. Letztere hat zufolge den Gleichungen (10) 

den Mittelpunkt 0, und die Scheitel A, = A(3,0)(a, O, 0 )  und B,(O, 6, O), 
wahrend die Bahnellipse des ersteren zum Durchmesser dl - 

d,(x, = O ,  y, = u s i n a ,  z, = b s ina)  d. h. (x, = 0, by,  - a s ,  = 0) - 

in der ylzl-Ebene zusammengeschnürt ist, wobei die Gerade dl -- mit der 
q-Achse den durch 

(3) tg$ = " b 
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bestimmten Winkel 1/, einschlieflt. Für jeden Wert von 9 ist nun die 
Lage O3A3 der Strecke OA, welche sich dort aiif der z,y,-Ebene 
orthogonal nach O&A& projiziert, unmittelbar zu erkemen und damit 
auch die Lage der auf 0.~83 fallenden Achse x3, der durch O? zu zl 
parallelen Achse 83, sowie der eu den beiden letzten senkrechten 
Achse ys. 

h u s  der Bewegung der Projektion O.YA; ist zu entnehmen, daB 
der Kreis SL der xy-Ehene über OA als Durchmesser, wenn wir ihn 

von OA in die 09As entsprechende Lage SL:, mitgeführt denken, eine 
Projektion fi4 auf die x1y,-Ebene hat, welche ohne zu gleiten am Kreise 

a, (2: + Y: = 4 
der %yl-Ebene mit dem Mittelpunkte 0, und dem Radius O A, = a 
abrollt; der Punkt L ( s ~ o ) ( x  = a COS%, y = a cos a sin a, a = O) der 
Ausgangslage 5L(3,0) gelangt namlich bei seinem Umschwnnge um 4 
auf seiner Ellipse 2 zufolge Gleichung (ID) nach &(x1 = a cos 4, 
y, = a sin 4, z, = b sin a), falls der auf SL verkderliche Parameter a 

gleich dem nachher gewünschten 19. geset,et wird, so daB sich L3 nach 
LI, dem nachherigen Berührungspunkt von fi& mit SLl projiziert. Die 

11 * 
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Bogen AL auf SL einerseits und AIL; auf SL, andererseits sind gleich, 
weil die zugehorigen Zentriwinkel sich wie 2 : 1, also umgekehrt wie 
die Radien verhalten. Wenn wir von jetzt ab mit SL und SL, die 
senkrechten Kreiszylinder selbst bezeichnen, welche über der betreffenden 
Basis sich erheben, und sich anfiinglich, für 9. = O, entlang der Kante A, 

Fig. 2 M. 

nevegung des Koordinaten-Trieders beim M a n n h e i m  schen Urnsïhwunge 

berührten, so sehen mir die Darboux-Mannhe imsche  Umschwungs- 
bestimmung vor uns, niimlich die Zwangsführiing von C an C, (oder 
umgekehrt) durch das Aneiuanderabrollen zweier Urndrehungszylinder J2 

(ron C, mit dem Radius und M, (von Cl, mit dern Radius a), ") 
welche sich von inuen s t e t ~  entlang irgend einer Kante berühren, 
wenn hierbei ein Punkt (etwa 0) der Peripherie des inneren Zylinders SL 
auf einem schiefen (gegen die Zylinderachse unter dem Winkel + Be- 
neigten) Durchmesser des iiuBeren Zylinders fi, ( O  auf A,) zu blciben 

-- 
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gezwungen mird und ein Gleiten der Zylinder an einander nur in der 
Richtung ihrer Erzeugenden gestattet wird. 

Alle Punkte L der Peripherie von SL beschreiben beim D a r b  o u x  schen 
Umschwunpe in Cl Ellipsen in Ebenen durch die Drehachse z, von 

al und zwar die auf einer Erzeugenden d von JL gelegenen gegen 
einander parallel verschobene Ellipsen; von al1 diesen sind nur die von 
Punkten der Kante do (anfinglich auf 2,) beschriebenen zu (gleich- 
laufenden) Durclzmcssern. A, der Ebene y,#, zusammengesc~ürt .  AuBer- 
dem bleiben allerdings auch die unendlich fernen Punkte aller zu z, 
senkrechten Geraden auf einem Strahle. In  der inversen Auffassung 
ergibt sich: 

Beim M a n n h e i m  schen Umschwunge hüllen alle Durchmesser- 
ebenen von JL, Kanten d des Zylinders SA ein, alle übrigen zu diesen, 
d. h. zur Zylinderachse parallelen Ebenen infolgedessen Kegel, die zu 
Zylindern um die betreffenden Kanten d von icL als Umdrehungsachsen 
geworden sind. Diese d sind als die einxigen Zusammenschriürungen 
der Mann  heirnschen Hüllkegel (hier eben Hüllzylinder) anzusehen, 
analog wie bei der Darbouxschen Bewegung sich nur die zu A, 

parallelen Durchmesser A, der y,z,-Ebene a h  Zusammenschnürungen 
von Ellipsen ergaben. 

Eupeen A, des Darboaxschen 
Die z u s a ~ ~ z m t w g e s c ~ ~ n ü ~  Um- Hüllkegel d M a n n h e i m  schen 

Punkten ale Kante d 
schwunges gehoren als Bahnen zu den der des 

Ebenen Achse 

Zylinders 
a auch genannten 2 \ 
q7 der anfinglich a ~ f  A fallenden 2, / 

Achse. 

u n d Z  Vnau die gleichen, gedrehten Entfernungen, wie p(s,ûl be- (-a) 
ziehungsweise von A, und do (2,-Achse); im Sinne der 2,-Achse gemessen, ist 

um b hoher als p(310y 

Die Instantan-Schranben des Umsohwnnges. 

Denken wir uns 4 als Zeit, so werden beim Darbouxschen Um- 
schwunge in  jedem durch 4 fixierten Augenblicke alie Punkte p, des 
bewegten Korpers C um die auf dem Zylinder SL, gelegene Achse 

Ds (in der Figur Zn durch Lijss~)  = L3; x, = a cos a,  Y, = a sin 9.) 
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der instantanen Schraube da mit dem Parameter, der ,,Steigung(( (nach 
Z i n d l e r ,  S. dessen Liniengeometrie in der Sammlung Schubert, 1901) 

d z  d g  = b COS 8 

und der Winkelgeschwindigkeit 1 geschraubt. 
Bei der Mannhcimschen Bewegung dagegen die Punkte p, ,? des 

Korpers Cl um die auf fi gelegene Achse 

A, (durch L(4=0) = LI4; x = a cosa8;  y =  a c o s 8  s ina)  

der Instantanschroutie Ala von der Steigung 

Die Geschwindigkeiten aller Punkte von 
C 

PIS CI 

Darbouxschen')  
beim Umschwunge (auf den Tangenten ihrer Bahn- 

Mannheimschen 
linien) in diesem Augenblick sind - als Erganzungsstrecken der Null- 

bliitter, der GraBmannschen i iu~eren Produkte {p" : AT' ) von (p~' } 
Pi 3 4 9 Pl 3 

beziiglich ( d ~ ~ }  - snzkrecict .mm Lote sus dem bctreffeodcn Punkte 

auf die Instantanachse 

Alle Yz~nkte dieses Lotes habcn Geschwindigl;eitsst9.ecl~c.n, welche auf 
Translationsstrahlen der augenblicklichen Schraubung liegen, also die 
Regelschar eines gleichseitigen hyperbolisehen Paraboloides mit der In- 
stantanachse als der Scheitelgeraden unter dieser Schar und der Ver- 
teilungskonstante f ir, cos 8 erfiillen. 

In jedem Angenblicke liegen alao jene Punkte, deren Geschwindigkeits- 
richtungen einen bestimmten beliebig anzugebenden Winkel x mit der Achse z,(z) 
einsclilieBen, auf einem Umdrehuugszyliuder um die Instantanachse, welcher 
den Radius 

b cos 9. tg z 
Darbouxschen 

und dementsprechend beim Cmschwunge die Gleichung 
M annheimschen 

(xl - a cos 4)= + (yl - a sin 4)= = bP c0a5 ig. tg'z 
(x -a cosP a)* + (y - a CO, 8 sin 3)' = b a   COR';^ tg2z 

- - - - 
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hat. ') Jene Punkte n B., velche irn Augenblick 8 au€ die 2- chs se kommen, 
Pl 3 

haben dort die gemaB 

geneigten Geschwindigkeitarichtungen. DaB beim Man n h  eimsühen Cmschwunge 
für die auf die z-Achse, z. B. nach O, gelangenden Punkte slets x = f bleibt, 
kann uns nicht wundern, da wir wissen, daB dort stets die schiefen Dnrchmesser d, 

son J1, hindurchgehen, z. B. A, durch den Anfang O nnter stets gemaBor 
- 

Drehung um die z-Ache, was wir bei unserem Nebenapparate (F iy r  6) ausnützen 
werden. 

Direkt nach der oben erwahnten Vorschrift zur Bewegung der 
Zylinder JL und 9, ein kinematisches Modell zu bauen, wire ebenso 
unbequem a19 iiberflüssig. Wir griinden vielmehr die Konstruktion bei 
unserem 

%, Hazcptapparal, Figur 3, 

auf die Beobachtung, daB beim Darbouxschen Umschwunge, den wir 
jetzt bevorzugen, 

( 1. Die Achse A? x = :, y = 0 für 9. = 0 dos Zylinders 51 den 1 
Umdreirungszylinder L (zl + y; = >) um die 2,-Achse mit dem 

a 
Radius beschreibt, wobei die Bahn z. B. ihres Punktes 

a a N ( : ,  O, O für 8 - 0 )  die Ellipse ~ ( z , - ~ e a s ~ ,  y , = l s i n 8 ,  

2, = b sin zufolge den Gleichungen (lo)) ist und 

aa + b 8  2. alle Punkte einer zu R parallelen Geraden K x = -- = p, ( 2. 

y =  O für 8 = 0 , gelegen in der Durchmesserebene dodo von a, ) 
Kreise  zeiïhnon, u. B. der Punkt R b: = p, O, O fiir r = 0 , 1 
melcher auf dem Durchmesser OA von SL unter dem Abstande p von 

1) Von der Richtigkeit dicser Angeben z. B. beim D a r b  O uxschen Umschwunge 

("y+ (")' 
kann man aich auch direkt aus tge  = 

d 4 
,da- iiberzeugen, wenn man 

die Gleichungen (1) beriicksichtigt. 
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aa + b B  O liegt, nach den Gleiehungen ( l n )  den Kreis I (q - cos,, 
as - be 

YI = 7 sin 8 ,  z, = b sin 4 1 mit dem Radius 

Wir haben gerade den Umdrehungszylinder 91 und die Kreisbahn 3 
aufgesucht, weil Fiihrungen im Kreise am leichtesten mechanisch an- 
zubringen sind. In die E'igur 3, wo die y,z,-Ebene durch O, als 
Zeichenebene gewahlt ist, so daB wir die 3,-Achse durch O, zu ihr 
senkreüht denken müssen, haben wir alle Bestandteile nicht in ihrer 

7c 
Stellung für 9 = O, sondern für 6 = eingetragen, da sie dann in 

dieser Ebene zu finden sind: Der Punkt X (O, ; , b), kurz N 
(3 = ;) (8 

genaiint, und mit ihm die Achse Ie ., des Zylinders JL - ebenso 
k! (+) ' 

der Punkt R ( as- b a  0 --- = - ( e  - ' 2a a), b)  und mit ihm K. Vgl. die (3 . . 

Figur (2D) mit der Pigur 3, wo b = a f l  gewiihlt wurde. 
Ein bestimmtes Verhkltnis von a und b fiir die Figur 3 anznnehmen war 

n6tig. Wir wollten nicht den Grenzfall 1 des mittleren Umschwunges ( b  = a, 
vgl. S. 156) annehmen, da  er sich durch Spezialisierung ohnedies ergibt; auch 
wollten wir nicht gleich an erster Stelle einen flachen Umschwung II' ( b < a ) ,  
weil wir für sehr flache Umschwungsformen ohnedies spiiter einen h'ebenapparat 
(Figur 5) anzugeben heben; so ergab sich die Wahl eines steilen Umschwunges 11 

für die Fignr 3. Entsprechend b = a fi ist dort p = $a. 

( "' - '3 des v o n  R beschriebenen Der Winkel cp der Ebene y, = z, 

Krcises mit der xz-Ebene ist durch 

bestimmt; sein negatives Zeichen beim steilen Umschwunge steht damit 
in Zusammenhang, daB die Ebenenspur in der Zeichnung von der dort 
ersichtlichen Geraden - A, (Schnürellipse, Bahn von 0) durch die zl-Achse 
getrennt ist. 

Dies ist beim flttchen Umschwunge keineswegs der Fall, wahrend beim 
mittleren II  mit A ,  die Kreisbahn von R mit dem sich für b =  a ergebenden 
Kreise Ql (S. 162) zusammenfiillt, BO daB die Kreisebenenspur zur 2,-Achse selbst, 
rp aber zu Nul1 wird. 

rp behalt die Gr6Be und andert nur daa Zeichen beim Übergange eu einem 
flechen Cmschwiinge mit dom reziproken Yerhaltnisse der Konstanten a und b. 

In der Figur 3 ist gemiiB b = a )'z, tg rp = - f 1/2 und sin <p = - f. 
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Wir geben unserem Apparate die Gestalt eines Doppeltischcheiis 
mit den zwei parallelen Tischplatten, oben Cl, unten C, um ihn bequem 
auf den ersteren oder den letzteren Korper stellen zu konnen, je nach- 

dem die Darbouxsche Bewegung von C oder die Mannheimsche von 
Cl vollführt merden soll. Bei der Beschreibung des Hauptapparates 
bevorzugen wir die erstere Auffassung. 

Um vor d e m  der obigen Forderung (1) (S. 167) zu genügen, 
stecken wir an C die zylindrische Laufstange C' - mit der Achse R 
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170 Mannheim-Darbouxsche Umschwungsbewegung eines starren K6rprs. 

- fest, welche in einer entsprechenden glatten Bohrung der Trommel C, 
sich um 9 drehen und làngs $! verschieben kann, wahrend diese die 

Stange C' mnffartig umschlicBende Trommel C, wlbst ein Korper in 
Form eines Doppelkegels um die 2,-Achse ist. Diesen betten wir in 
einem Doppelkonus2age-r von Cl - genauer gesagt, in den von CL 
herabliingenden Seitenstücken CiC;', die unten den Doppelkegel der 
Trommel rinC;formig umschlieBen - derart ein, daB er seinerseits sich 

gegen C<(C';C;') ausschlieBlich um die im Parallelabstand % von R be- 

findliche Trorumelachse z, drehen kann. Bisher Kitte C(C1) gegen C, 
den F'reiheitsgrad III durch Vermittlung der dazmischen gelagerten 
Trommel C, allein; der Geradefi $2 aber ist unbeschadet der noch an- 
bringlichen Einschrankungen die Hewepny auf &:m Xylinder - % um die 

2,-Achse mit dem Radius (Exzentrizitat der Tromrnelbohrung) ge- 

sichert. 
Um noch der Forderung (2) gerecht zu werden, bringen wir an 

der Stange C' in einem Abstande von dcr Plntte C, wclcher 2h um 
mehr als die (in der 2,-Richtung gemessene) Trommelliohe übersteigt, 
einen Seitenarm C" an, welcher bis zu einem Punkte R von K reichen, 
aich also in einem der Entfernung von Q bis K, der sog. 

a b B  Armlange 1 = NB = g - - = - 
2 2a 

entsprechenden MaBe in der zu Ie senkrechten Richtung seitwarts aua- 
strecken muB. 

{ In der Figur 3 ist gem5B b = a 1/2, q = $a und 2 = a. } 
b S  

Wenn mir nun den von Ii\ um die Armlange Z = 2a abstehenden 

Punkt R des Armes C" mit Hilfe einer Kwbel C, um den Mittel- 
a z +  b8 

punkt 0, auf einer Kreisbahn mit dem Radius Q = - - in der 
2 a 

n Z -  b" 
Ebene y, = z, t g  cp herumführen, wobei tg  y = - genommen werden 

Zab 
muB, so ist C gegen Cl zwanglaufig im Darbouxschen Umschwung 
beweglich gemacht. 

Rs ist nützlich, von der in der Figur 3 dargestellten L q e  (9.  = z )  a m  die 

Stellungen des Armes NR (auf der Geraden OA, ONAR sind mit [C"G'f?] ~ tar r  
verbunden zu denken) an der Hand der Figur 2 0  durch die Zwischenlagen bis 
zur Stellung 9. = 0 zurückï.uverfolgen. 

Die Trommel C, dreht sich um denselben Winkel 4 um die 
3,-Achse wie die den Punkt K in Kreisbahn führende Kurbel Cs, wenn 
letetere etwa beim Knopfe C,' gefaBt und in ihren bei II in Ci und C: 
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angebrachten Lagern gedreht wird; deshalb kann man diese Korper C, 
und C, mit entsprechenden konischen Friktions- oder besser Zahrüdern 
C,' bzw. Ci versehen, welche an- bzw. ineinandergreifen und die Brauch- 
barkeit des Apparates auch bei erheblicher Reibung an den Gleitfliichen 
verl5Blich wahren, was bei derartigen kinematisçhen Modellen sehr in 
Betracht kommt. Statt C, kann man auch die Trommel C, etwa beim 
Knopfe C,' fassen und drehen. 

Die Kreisführung des Punktes R durch die Kurbel Cs konnte 
durch ein Kugelgelenk um den Punkt R (am Arme C") als Gelenk- 
kopf geleistet werden, wenn eine mit der Kurbel C3 verbundene und 
R passend umschlieBende Gelenkpfanne im Kreise 3 mitgefühi-t würde. 
Da aber diese Pfanne, damit sich der Apparat wahrend der ganzen 
Periode und deren Wiederholungen nicht spreize, doch um die in der 
Figur 3 angedeutete Achse c drehbar an C, gelagert werden müBte, 
was doch schlieBlich auf die Einfügung eines Hilfskorpers Co zwischen 
C''(CC) und Cs hinauskirne, wahlen wir 

Fig. Sa. 
diesen vermittelnden IGrper lieber als schiefen 

C ardanischen Kreuzkorper Co, 

wie ihn etwa die Figur 3 a  von verschiedenen 
Seiten darstellt, d. h. als Korper in Spulen- 
form, den1 erstens eine in ihm angebrachte 
zylindrische Bohrung, welche c umschlieBt 
und enger als der benachbarte Teil von C, 
ist (un1 ein Gleiten in der R?ichtung von c iK 
zu verwehren) die Drehung um die Achse c 
gestattet, wiihrend zweitens der konische Teil Ci von Co im Seiten- 
arme C" (C" ist fest an C' und C!) derart eingclagert wird, da1 dem 
Kreuzkorper CO (sammt Ci) auch gegen C" die Drehung um die 
Achse K ermoglicht wird, aber keine andere Bewegung. 

Nebenstellnngen. 

Eiir die in der Figur 3 gezeichnete Stellung des Apparates für einen steibn 
Darbonxschen Umschwong 

würde es genügen, den konischen Ansatz Ci starr mit Co verbunden zn lassen; 
um aber mit demselben Apparate auch einen mittleren Umschwung 
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172 Mannheim-Darbouxsche Umschwungsbewegung eines stnrren Korpers. 

j a  auch noch einen flachn in cinem Beispiele veranschaulichen zu konnen, etwa 

aus a und b znfolge Gleichung (4), (s), (6)) 

kann man CL (Figur 3 und 3a) von Co abtrennen und mit Seitenbacken versehen, 
welche in  entsprechenden Ausnehmungen an der Spule CD eingelegt und durch 
zwei seitliche Schrauben in verschiedenen Stellnngen befestigt werden konnen. 
Diese Ausnehmmgen sind derart erweitert eu denken, daB Co a n  CD auch in den 
fùr 1 und II' passenden Lagen festgeschraubt werden kann. Die erstere hiervon 
ist in der Figur 3 a  links dargestellt, wo c senkrecht zur Zeichenebene zu 
denken iat. 

Damit euch die Einstellung der übrigen Bestandteile des Apparates für 1 
und II' ausgeführt werden konne, versehe man den Konus Ci mit einer ihn un- 
mittelbar umfassenden Hülse Co', welche samt dem in  ihr  steckenden Kreuz- 
korper auch (statt bei II) an  den mit 1 bzw. II' hezeichneten Stellen des Seiten- 
armes Cf' eingeschraubt und dort durch die Gogenmuttcr C"' befestigt worden 
kann, falls man nicht C" selbst in verschiedenen Lagen an  Cf ansühraubbai ge- 
stalten will. 

Der Kurbelkorper Cs mu0 bei diesen beiden Nebenstelliingen 1 und TT' ans 
den mit II bexeichneten Lagern an  Ci und C y  herausgenommen und in die Nehen- 
lagor 1 und LI' daselbst eingelegt werden (Letzteres Lagerpaar, II', k6nnte wohl 
durch Annahme einer um n gedrehten Srommelstellung in der Anfangslage über- 
flüssig gemacht werden, wir tun dies aber der Cberaichtlichkeit wegen nicht.) 

Femer ist es fiir diese Nebenstellungen notig,  auch die Lange Q, die Rnt- 
fernung der Spulachse c von O,, anders einstellen zu k6nnen. Zu diesem Behufe 
braucht nur der Ti-formige Teil der Kurbel C, als in verschiedenen Lagen gegen 
den übngeu Kurbelkorper eiuschiebbar konstruiert zu werden, so daR die mit 1, 
bzw. II' bezeichneten Punkte des TT-formigen Kurbelteiles an die dort mit II be- 
zeichnete Stelle rücken, wo man aie am übrigen Kurbelknrper festzuschraiilhm hat. 

Auch sind boi den Nobonstellungon andere Zahnr&der statt  C$ und Ci zu 
verwenden. Bei 1, wo die obigen E ide r  aulier Wirksamkeit gesetzt sind, aber 
belassen werden konnen, waren als eigentlich wirksame Zahnrader (CyJI und ((7,);' 
- in der Pigur 3 durch geatrichelte Linien angedeutet - anzubringen. Bei II', WD 
die oberc Platte von Cl etwas emporriicken muBte, was wir der Raumersparnis wegan 
in der Figur unterlieBen, würden allerdings die statt  C: und C," anzubringonden 
R ide r  etwas groB gerateu; es konnten aber die alten dennoch belassen werden, 
falls man etwa an  Cl zwei neue konische Hilf~radcheu passend einfügen wollte. 

Der Hanptapparat für andere Werte von a, bei der gleichen Konstanten b. 

Pür  sehr flache Umschwungsbewegungen (b klein) versagt unser 
b' 

Eon~truktionsprinzip, da die Armlànge 1 = - zii klein wird; deshalb 
2 a 

werden wir spater unsern Nebenapparat (Figur 5) nach einem anderen 
Plane aufbauen.') Vorher wollen wir aber noch die Verandemgen 

1) Den Ersatz für a = O haben wir schon S. 167 als ,,Muff am Gtift mit Nagel 
in Ellipsenfiihmng" angegeben. 
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von 1, g und q auch graphisch verfolgen, welche bei dernselben u, 
d. h. bei gleicher Exzentrizitat der Trommel C, unsepes Hauptapparates 
die Annahwte e i ~ e s  ge- 
iinderten 'CVwtes B* statt b Big. 4. 

irn Gefolge hat und so 
den geometrischen Inhalt 
der Formeln (3) bis (6) 
überblicken; deshalb legen 
a i r  unsere Figur 4 an, 
welche die verschiedenen, 

fl 
aber stets für 9. = 

genommenen Stellungen 
N* R* des Seitenames 
N R (von der Lange Z, 

(g) (;) 
auf dem Seitenarme G" 
der Stange C' gedacht) 
bei anderen Werten b* Px$) 
von b angibt. 

Auch für unsere obigen Nebenfltellungen 1 und II' snllen die entsprechenden 
Armlagen N B  eingezoichnet werden. 

Diese gegen die F i e r  3 im halben MaBstabe gehaltcne Figur 4 

ist einhch, da Liierùei N auf der Parallelen R (y, = ;) zur 

2,-Achso, Hz ahcr auf einer Parabel h mit dem Brennpunkte O, 
- 
2 

und der Scheiteltangente $? y1 = - , der Direktrix ( 3 
raden zu führenden Punkte O,, 

2 " = ") 
bleibt. A, rückt mit  

- 
3 

wachsendem Werte von b auf der a,-Achse empor. 
Für jeden beliebigen Wert b* von b haben wjr bei konstantem a, 

a 
d. h. mit Beibehaltung der Trommel C, - von der Exzentrizitat 5 - 
den Hauptapparat derart aufzubauen: 

Wenn mir die - notigenfalls zu verlingernde - Stange Cf 

i welche wir uns der Einfachheit wegen jetzt als bis zurn Punkte ATn 
- 

4 

reichend vorstellen wollen, so daB der Seitenarm C" dort rechtwinkelig 
nach R, hin abbicgt in der Trornmelbohrung so weit. emporschieben, 

- 

2 
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174 Mannheim-Darbouxsche Umschwungabewegung eines starren Korpers. 

daB N nach N* gelangt, wo N* über y, um die gewiinschte Kon- 
- 
2 

stante b* emporragt, haben wir den Seitenarm Cu* stets bis a t m  

Punkte R* der Parlrbel h rechtwinkelig von C' abbiegen zu lassen: 

p - .  '*' Führen wir nun R* irn Kreise um O, ir i  der aur Zeichen- 
a a 

ebene senkrechten durch O,R* gelegten Ebene, so führt C' (mit C', 
woran G unten angebracht ist, und mit C") - iinter schon er- 
zwungener zum selben Winkel 8 gehoriger Zwangsdrehung der 
Trommel'), in deren Bohrung sich C' unter Drehung auch hebt oder 
senkt - einen zu den Konstanten a ,  b* gehorigen Darbouxschen 
Umschwung auu. Der Leitstrahl O,R* der Parabel erhalt narnlich 
hierbei die ihm zukommende Lange 

a b*' a'+ b i s  a * = + - = - -  
2 2a 2a 

und er schliei3t mit der q-Achse den gehorigen Winkel <p* ein, dessen 

ist. Der Punkt O*, wo der - in der Figur nach rechts über fl* 
hinaus verlangert gedachte - Arm C" die Direktrix der Parabel h 
t r i a ,  ist die extreme Lage O* des (für 6 = O mit 0, zusammen- 
fallenden) Punktes O auf seiner geraden Bahn A,*, welche mit der 

- 

2,-Achse den Winkel +* einschlieBt, dessen 

ist. 
A* ist jener Punkt des Armes, welcher die Ellipse ST* um O, in 

der xlz,-Ebene mit den Halbachsen a, O* zeichnet. 

Jedem Falle iI entspricht ein Fa11 LI' mit entgegengesetzt 
gleichem rp und dem umgekehrten Verhaltnisse der Konstanten a und b. 

Für II* (a, b 3  wurde der so eugeardnete Umschwung II*' (a, b*' -$) 
wegen Raummangel in der Figur 4 nicht angedeutet. 

1) Trotzdem der Zwanglauf anch ohne die Zrthnrader theoretisch gegeben 
ist, ware es  der Reibnng wegen nicht  riitlich, einen Apparat ohne diese oder ein 
 n ni va lent, z. B. nachholfcndon Trommoltrieb durch Transmissionsriomen vom 
Kurbelkorper her zu bauen. 
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Der Nebenapparat (Figur 5), 
vorgeführt bei Darsteilung des M a n n h e i m  schen Umschwunges. 

Schon oben (S. 165) haben wir die Analogie der Rolle der Ge- 
a 

raden A, - in der y,z,-Ebene (u,) unter dem Winkel + = arc tg -  b 
gegen die .z1-Achse - beim Darbouxschen und der Kanten d des 

Fig. 5 .  

r, 
rzii-ii I 

Y 
Zylinders JL beim Mannheimschen Umschwunge hervorgehoben. Die 

( 
Punkte der Kanten d des Zylinders SL ) gehSren beim 
Ebenen durch die Geraden d, ( U V ,  f bw, = 0) 

{ 
Darbouxschen 1 Ellipsenebenen II, 

Umschwunge zu nur ool 
Mannheimschen Kegelscheiteln p 1, da 
jeder Pnnkte 1 A die Ellipse einer 

{jede ] der ml (Ebene,] eioer solchen Geraden 
A, einen Kegel mit einem 

Durchmesserebene von SL 
einzigcn ] beschreibt. 1 Scheitel auf der z-Achse (do von J1) 
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O z. B. ist der gemeinsame Scheitel aller Mannheimschen Hüli- 
kegel der durch A, gelegten Ebenen; diese Kegel durch O haben alle 

- 

die gleiche ~ r e h a c h s e  do (z-Achse) und unterscheiden sich nur durch 
den Winkel ihrer Tangentialebenen mit dieser Achse, welcher alle 
Werte zwischen qb - für die durch Al zur Ebene u, der hfangelage 
senkrechten Ebenen - bis zu Nul1 - für die durch Al gehende 
Ebene ul selbst - annimmt; bei dieser letzteren Lage ist der Kegel 
zu ,4 selhst zusammengeschniirt. 

Zur Tjbersicht der Lagen des bei dem Mannheimschen Um- - 

schwunge mit Cl beweglichen rechtwinkeligen Koordinatentrieders 
O,(x,y,zl) gegen das feste System O(xyz) in C (Figur 261) und damit 
zum Verstindnisse des Konstruktionsprinzipes beim Nebenapparate be- 
achten wir, daB 

1) die 2,-Achse - anfanglich, für 4 = 0, auf der a-Achse do - 

auf dem durch A0 gehenden Umdrehungszylinder JL herumgeführt 
wird, und zwar derart, dai3 der Winkel der durchgelegten y,zl-Ebene 
(u,) mit der yz-Ebene (u) eben 9. ist und da5 

2) die Gerade dl von u,, welche die a,-Achee unter dem Winkel @ 

schneidet, hierbei s k s  durch O geht, daher auf dem so bestimmten 
Kegel O(dl) bleibt. 

Die ylzl-Ebene (u,) umhüllt A, (x = y = O), die x,z,-Ebene (v,) 
die ihr auf J L  diametrd gegenüberliegende Kante A, (z = a, y = O), 
daher die übrigen durch z, gelegten Ebenen, wie notig, andere Kanten d 
des Zylinders LA. 

Haben wir in der E'igiir (ZM) errst die Bahnkurve von 0, kennen 
golernt, so ist für jede, einem beliebigen 4 entsprechende Lage O, 

(3) 
des Anfanges dae zugehorige Trieder X, 

(3+'1(3r%) 
bestimmt: 

Die Achse zl ist die durch 01($) gehende Kante A von W, 
(3) 

wiihrend dann der (JL umfassende) Zylinder JL, von Cl gerade entlang 
der diametral gegenüberliegenden Kante A, den Zylinder SL berührt; 

(3) 
wird das von O,(,, auf die Kante d0 und x, das auf do ge- 

(9) 

fallte Lot. 
Die Bahri des Anfanges O, (Figur 2 ~ )  

wollen wir deshalb gleich hier untersuchen, wiihrend wir uns die Be- 
sprechung der Bahnen aller übrigen F'unkte bei der Mannhe im schen 
Bewegung für spiiter vorbehalten. Sie ist die zufolge den Gleichungen 
(lM) durch 

2 = a sina 4 

(7) y = - n sin 4 cos 19. 

z = - b s i n  9. 
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gekennzeichnete Durchdringung des Umdreh~nsz~l inders  SL mit dem 
Cmdrehungskegel O(d,), dessen Drehachse die Kante do von AL, und 

- 

dessen Kanten A, mit do den Winkel @ einschlieBen. Sie ist 
- (4) 

rational von der 4. Ordnung, geht durch die Kreispunkte IJ der 
xy-Ebane und hnt dort die Verbindungsgeraden dieser Punkte mit dcm 
unendlich fernen Punkte der a-Achse zu Tangenten, wihrend die zu- 

( geh8rigen Schmiegungsebeuen durch die Achse S: x = 4 ,  y = O) des 

Zylinders SL gehen; sio berührt hiernach die unendlich ferne Ebeno 
doppelt, in I und J, woraus folgt, daB alle Parallelprojektionen von 
ihr auf die durch IJ gehenden Ebenen, d. h. auf die Kreisschnittebenen 
von SL und SL, wie die xy-Ebene, die zutenddich ferne Gerade dieser 
Ebene in deren. K~e i spnk t en ,  also doppelt berühren. 

Sie hat die Gestalt einer bezüglich der xy- und xz-Ebene, also 
auch der x-Achse selbst, symmetrischen ,,gleichteiligen D~ppelschleife"~) 
und bcsitzt im Anfangc 

= O  O=O1(a=o) I(>=n) 

einen Doppelpunkt mit den Tangenteu 

Im Sinne der z-Achse gemessen, hat aie ihren hochsten Punkt H 
in O, (a,  O ,  b ) ,  ihren tiofsten Punkt in O, (a, O, - b ) ,  wo die 

(3 (4 
Tangenten zur y-Achse parallel laufen; aie ist leicht durch ein Draht- 
modcll zu versinnlichen, da sie mit der Zylinderfliiche SL in eine Ehene 
abgewickelt, dort die in der Figur 6 angedeutete Gestalt einer halben 

1) Ca y 1 e y s charakteristische Zahlen für diesen Kurventypus 4. Ordnung, 
rational von der 1. Spezies (vgl. P a s c a l  II S. 225, 255) sind: 

also dual zu jenen der als Ebenenhiillbahn beim Darbouxschen Umschwimge 
auftretenden ,,Raumastrois'L vgl. S. 197,  198, wo such die Bedeutnng dieser Symbole 
angegeben ist. 

Zeitachrift f. Mathematik n. Phpik  54. Band. 1906. 8. H ~ f t .  12 
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Sinuswelle von der Amplitude b und der Lange = a n  samt dem 

symmetrischen halben Wellenzuge zeigt. 
lhre Projektion auf die xy-Ebene ist der doppelt zu zahlende 

Kreis fi' von JL (z2 + y2 = ax), 
Ihre Projcktion auf die xz-Ebene ist dio gewohnliche Parabel - 

b a @ (a2 = := x) mit dem Brennpunktsabstand 1 = - (Gleichung 6) von 
2 a 

der Direktrix, 

Ihre Projektion auf die yz-Ebene ist hingegen eine durch die 

beiden letzten Gleichungen von ( 7 )  oder durch (b2 - ,972 = 5 dar- 

gestellte virtuelle Parabel S1use.s E; vgl. in Gino  L o r i a s  ,,Ebene 
Kurven" (Leipzig 1902) 1. Bd. S. 174 (Gleichungen 6, 6' u. d. folg.) 

Fig. 6. 
und die Figur 37 der dortigen Tafel V, 
welche ein affines (sich übrigcns auch 
für 71 = a selbst als Projektion er- 

O ..--__.-..-.+ --- - - - - -  ,O gebendes) Bild zeigt, namlich eine der 
virtuellen Parabeh (ebenda S. 173 Glei- 
chung 5) des Paters G r e g o r i u s  a 

& - -- - - - - - - - -- - - - - - - -- -9 
g J , = a ~  S a n c t o  V i n c e n t i o ,  in P a s c a l s  ,,Reper- 

Ketz dar gltiiehteiligen Doppnlsïhleiîo 
torium der hoheren Mathematik" (Leipzig 
1902) II, S. 535 a h  Lemniskate Geronos 

angeführt. I n  der Figur ( 2 M )  sind die 3 Projektionen eines Punktes G 
angedeutet. Man verfolge die Bahnlinie von O über O, , nach O und 

über H G  weiter, wieder nach O zuriick. 
(7) 

Unsere gleichteilige Doppelschleife ist auch die EZc/3punktskwve 

des Punktes p (T, O, 0) bezüglich der Knnton A, - des Umdrehungs- 

kegels O(d,), d. h. sie ist der Ort der FuBpunkte aller aus p auf diese 
Kanten gefillten Lote, wie man direkt aus (7) ablesen oder auch 
daraus erkennen kann, daB beim M a n n h e i m  scheri Umschwunge die 
durch O, gelegte Normalebene I7, zu A, einen Umdrehungskegel mit 

diesem Punkte y als Scheitel einhü~E.- Aus der FuBpuriktskurveu- 
eigenschaft folgt auch, daB unsere Anfangsbahn splz&-isch, namlich auf 
der über O p  als Durchmesser bestimmten Kugel gelegen ist. 

Andere Projektiomx der von O, durchlaufcnen glcichteiligen 

Von den Schattenkurven unsere Schleife auf die xy-Ebene sind 
jene besonders bemerkenswert, welche bei einer zu den Kanten des 
Kegels O(d,) parallelen Strahlenrichtiing gcwonnen werden, d. h. wenn 

- 
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die Lichtstrahlen uuter yi = arc tg; gegen die Z-Achae geneigt sind; 

es fillt dann mit dem Schatten des Doppelpunktes O der eines 
anderen Punktes eufiammen, wahrend überdies die unendlich ferne 
Gerade von der Schattenlinie in den Kreispunkten IJ berührt wird; 
wie wir schon oben bemerkten, und die Projektion ist ein schiefes 
Dreiblatt. 

[Vgl. G. L or ia ,  Ebene Kurven 1. Bd. Figur 31 der Tafel IV, 
wo SL' als Kreis PRD, die Richtung des Schattens der z-Achse als 
jene von r anzufiehen ist; sowie die dort auf S. 156 angegebene 
Konstruktion und Gleichung. l)] 

Sind die Lichtstrahlen hierbei insbesondere zu einer der beiden in die 
xz-Ebene fallenden Kanten dieses Kegels parallel 

. . . . 
Schatten in der xy-Ebene ein 

gerades Dreiblatt [G. L o r i a ,  Figur 32 der Tafel IV und S. 1571. 

Dieser Schatten wird andererseits bei Strahlen; welche zu den 
Doppelpunktstangenten A,(,) oder A,(,) (Gleichung a), den in die 
yz-Ebene fallenden Kegelkanten, parallel sind, ein 

gerades Zmeiblatt [G. L o r i a ,  Figur 34 der Tafel V und S. 1591. 

Alle übrigen Parallelprojektionen auf die xy-Ebene konnte man 
durch Abanderung der von G. L o r i a  S. 156 gemaB der L o n g -  
champschen Definitioh für  das schiefo Dreiblatt gegebenen Kon- 
struktion erhalten, iridem man in der zugehorigen Figur 31 3 M  
und RN' nicht gleich, sondern iiur proportional zu PR von R aus 
in der Eichtiing r abtragen würde. - In unserer Figur (2x) ist das 
Bahnbild analog untet Benutzung der Projektionsekpse von a', 
statt dieses Kreises selbst, bestimmbar; es zeigt aui3er dem in O be- 
findlichen noch xwei Doppelpunkte. - 

Die Schatten der Tangenten im ,,wahredi Doppelpunkte O auf 
die xy-Ebene bleiben zu einander senkreeht, wenn die Doppelschleife 
aus einem Punkte des Umdrehungskegels O ( d , )  projiziert wird, 
welcher über den Tangenten (8) in O als diametral gegenüberliegenden 
Kanten ausgespannt ist. E s  gilt dies also sowohl bei den obigen 
mit dern dreifaühen Punkte versehenen ,,BlütternU als auch bei den 
Schattenkurven 3. Ordnung, welche bei Zentralbeleuchtung au9 

- 

1) Links fehlt dort der Potenzexponent 2 infolge eines Drnckfehlers. 
12 
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180 Mamheim-Dmbouxsche Umschmgsbowegung eiues starren Korpers. 

irgend einem Punkte G dcr Raumkurve selbst geworfen werden. 
Diese sind 

schiefe Strophoiden von Q u e  t e 1 e t  

[Fokalen, vgl. G. L o r i a ,  Figur 7 der Tafcl 1 und S. 621 und speziell, 
wenn als Zentrum O, oder O, ,n = H, einer der beiden reellen 

(:) (7) 
Puukte mit stationirer Schmiegungsebene, gelegen in der Symmetrie- 
ebene xz, gewiihlt wird, eine 

gerade Strophoide 

[G. L o r i a s  Figur 8 der Tafel 1 und S. 63. Vgl. auch E. Pasca l s  
Literaturangaben im ,,Repertorium der hoheren Mathematik" II, 
Leipzig 1902 S. 530, 531.1. 

Eine recht bemerkenswerte rationale Schattenkurve 4. Ordnung 
in der zy-Ebcne, welche auBer einem nich2 isolierten Doppelpunkte 
(wie z. B. beim typischen Rilde G. L o r i a s  Figur 29 der Tafel IV, 
Cocked h a t  ,,Kremphutd' S. 141) noch ewei Spitzen hat und von 
der unendlich fernen Geraden in den Kreispunkten berührt wird, stellen 
wir in der Figur 7 in kleinem Mai3stabe dar; sie wird durch Strahlen 

Pig.  7. 

Eine rationale syklische Zwei~pi t iku~ve  4. Ordnung Spitzentrngenten 5 y= 

gewonnen, welche zur xz-Ebene parallel sind und mit der z-Achse 

einen Winkel einschlieBen, dessen Tangente a1/2 ist. Sie bildet den 

Übergang von Schattenformen, die sich dem (geraden) Dreiblett 
niihern, zu den ,,achtert'-formigen. Bei diesem Übergange k6nnte 
man eigentlich noch eine Zwischenform mit Undulationspunkt K(a, O) 

2 a 
einschalten, für welche die obige Winkeltangente den Wert hat, 

so daB sich H nach K abschattet, wir wollen uns jedoch mit ihr 
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Von ASTON Gntiaw=n. 181 

nicht aufhalten. Unsere in der Figur 7 dargestellte ebene Zweispik- 
kurve vierter Ordnung (und Klassel), zu sich selbst dual)  welche auch 
ein  Paar von (imaginiiren) Wendetangenten hat und durch die Glei- 

z = a sin 11. + a v  s i n a  
chungen in Pararneterform gegeben 

y = - a sin 9. c o s 8  
ist, zeigt den Schatten von für 4 = O uiid 4 - n im Anfange O, 
welcher Doppelpunkt mit den Tangenten x = y i s  wird, fiir 

3 a  a x 
8 = 5 irn Punkte No (?, - 5 )  der gr6Bten Ordinate, fiir 8 = - 

4 2 
3 n  . 

irn Hauptscheitel [a (1 + i2), O], für  8 - lm Nebenscheitel 
2 

( a a )  [a (1 -fi), O] und fiir 4 = 5; in eiiier Syitae il, - , , , , 
7 n 

für 8 = - in  der anderen Spitze A, (- a, + ;). Die Spitzen- 
4 

tangenten laiifen im Punkte L (- 4, 0) zummmon. Ihre Cartesisïhe 

Gleichung lautet 

(cc" +2)2 - 2ax(x" -y2) - a"2 - 2y" = 0. 

Anm. Ihre beiden Wendepnnkte sind nicht reell wie z. B. beim projektiv 
gleichwertigen ,,KremphutGL ( T ~ o r i a  S. l4l), dessen Doppelpunkt dafür isoliert ist. 
Es ist eine Erscheinung, die bei allen rationalen Zweispitzkurven 4. Ordnung 
wiederkehrt, z. B. bei den projektiv ebenfalis gleiçhwertigen P a s  calschen Schnecken 
( L o r i a  S. 1 5 7 ,  wo A , d ,  die Rollen mit den Kreispunkten IJ vertauscht haben), 
da5 das Tangentenpaar im Doppelpunkt und das Weadepz~n.ktepaar nicht zuyleich 
reel2 (wohl aber zugloich imaginlr)  sein konnen. - Cayley hat auch bei den 
I)oppelpunkttil<urven 3. Ordnung auf den analogen, i'iir die Anschauung wichtigen 
Umstand hingewiesen, da8 dort (wo ein weiterer reeller Wendepunkt stets übrig 
bleibt) das (andere) Wendepunktepaar mi t  dem Tangentenpaar im Doppelpunkt 
ebenfalls nicht suglcich 1.cel1 (noch auch augEeich imaginar) sein kann, was ent- 
sprechend in dualer Weise für die Doppeltangentenkurven 3. Klasse3) ausdriiçkbar 
ist. The collected papers of A. C a y l a y ,  Cambridge 1902-3. Von ihm konnte 
man die Uezeichnung aiich für die Zweispitzkurven 4. Ordnung als ,,crunodal" 
oder ,,acnodalU annehmen. 

Die Tangenten und Sohmiegungsebenan der gleichteiligen Doppel- 
schleifenbahn des Ursprnnges O, beim Mannheimschen Umschwunge. 

Die Bitangentialdeveloppable der gleichteiligen Doppelschleife zei-f%llt in den 

Zylinder L2 (r2 + y' = az) undiden parabolischen Zylinder uber C (z' = :z) '), und 
- 

1) Typus der vorletztcn Zeile in  E. P a s c a l s  Tabelle auf S. 192 im oben 
angeführteu Rep. II. 

2) 3. K1. 4. Ordnung, wie die Cardioide und S t e i n e r s  Hgpozykloide. 
3) D e ~ h a l b  erscheinen z. R. in der Figiir (2,) neben der unendlich feruen 

isoliertcn Doppeltangente des Sclileifenbildes noch die (1 + 2) Spuren der zur 
Zeichenebene senkrechten Tangentialebenen dieser Zylinder D und fi als nicht- 
isolierte Doppeltangenten. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



182 Mannheim-Darbouxsche Umschwungsbewegung eines etamen Korpers. 

zwar fa l l t  für jeden beliebigen Wert  von 8. die Tangente t(.9) des Punktes 0, 
i n  die Tangentialebene 

y + a sin 4 cos 4 = - cotg 2 9 .  (z - a sin2 4) 

von J2 und zugleich in die Tangentialebene 

b 
z + b f i i n a = - . - ( x - a ~ i n  

2 a s m 9 .  '4) 

des parabolischen Zylinders 10. 
ta durchstoBt die Symmetralebenen der Doppelschleife, die xy-  und xz-Ebene, 

in je eiuem IJunkte der Knotenlinie. Diese Kuotenliriie 6. Ordnuug der su uuserer 
Raumkurve gehorigen abwickelbaren TangentenKache zerfallt ebenfalls, und zwar 
e r s t e n ~  i n  die (gcrade) Cissoide dee Diokles der xy -Ehene mit der Parameter- 
darstellung 

z = - a  sin2S- 

z ( x S + y ~ + a y e = O  
den Cartesischen Gleichungen , (Figui rj a) 

z =  O 

mit der Spitze irn Anfange 0, dem Mittelpunkte N von fi' als Brennpunkt und 
der Wendetaugente w (x $ a = O, a = 0) 

[vgl. G. L o r i a ,  Eh. Kurven Figur 1 der Tafel 1 nnd S. 371 

nud zweitens in die andere Spitzkurve 3 .  Ordnung der xz-Ebene 

x=- a ( 1  - ~ 0 8 2 6 )  
( a z z 5 ( 2 x  - a) = bexJ 

mit den Cartesischen Gleichungen 1 y = o  

(E'igur 8 b) 

welche ebenfalls zur z-Achse, der Spitzentangente, symrnetrisüh iilt und die Parabel 
berührt, so da5 sich die betreffenden gemeiusamen 

Tangenten im Punkte K( -a ,  O ,  u) von w schneidcn. Nur ih auBerhalh des 

Zylindere fi befindlicher Teil gehort zn reellen Tangenten 

der Doppelschleife; ru diesern Teils gehihen die Asgrnptoten z = & -) (x - :), 
a f i  

zum anderen die dritte Asymptote, die Drehachse Q 

welche die (Tangentialebenen der Oskulationsdeveloppablen, d. h. die) Schmiegungs- 
ebenen gehen, welche in  den Kreispunkten IJ der xy-Ebene anch den absoluten 

Kugelkreis berühren. Auf diesem anderen Teile liegen auch die Punkte , (2 
f y E) , welche der î-Achse niiher hommen als ihre benachbarten. 

Da die Knotenkurve in 80 einfache Teile zerfallt, kann man mit deren Hilfr: 
sich leicht ein Bild von der Lagc der Schmiegungsebenen dor Doppelschleife 
machen, welche die dweloppable TangentenKiche einhüllen. Letztere kann 
namlich selbst als Uitangentialdeveloppable ihrer eigevien Knotenlinie konstruiert 
werden : 
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In jedem Punkte L der x-Achse - Pigur Ba, b, wobei fiir reelle Schmiegungs- 
ebenen nur die Punktc L zwischen O und K in Betracht kommen - schneiden 
sich zwei Tangenten der Cissoide (Figur Sa) und zwei Tangenten des anderen 

Xig. 81, 11. Ba 

Zerfallendo Enotsnlinie der Tangontonflache einer gleichteiligen Doppelsïlileife 

gespitzten Seiles der Knotenlinie (E'igur Sb). Durch jeden Pnnkt L gehen - 
anBer den für alle Pimkte der x-Achse festen zwei, mm Doppelpunkte O ge- 
horigen ( b S y S  - uZx2  = O )  - noch vier Schmiegungsebenen; es sind dies jene, 
welche eine Tangente des ersteren Paares mit  einer des letzteren verbinden. 
Die in jede solche Ebene fallende Tangente der Doppelschleife selbst führt vom 
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184 Mannheim-Darbouxsche IJin~chwun~sbewegung eines starren Korpers. 

Berührungspunkte A der Schmiegungsebene mit der Cissoide zum Berührnngs- 
punkte V mit dem anderen gespitzten Teil der Knotenlinie. 

In uneeren Figuren 8 a, b ist  L gerade 80 ( z = - t) BUS O K, der z-Acbse, 

gewLhlt worden, da6 der letztere B e ~ h r u n g s p u n k t  T.T unendLich Sem wird V,, 
so daB er bei der kleinsten Bewegung von L auf 0K entweder auf die eine oder 
enf die andere Seite des Kurvenzuges (Figiir 8h) wandert, entweder jene, wo die 
Spitae ist ,  oder die andere, wo 'ie nicht iot. L V ,  gehort so als Spur in der 
xz-Ebene zu jener Schmiegungsebene, deren Tangente zur AsyniptotenricLitung Y 
parallel ist  und ihren Oskulationspunkt %X0 bei Parallel- 

beleuchtung in ihrer Richtung als eine Spitze Fm, = A  (A ,  oder A,) der Figur 7 
(zn S. 181) abschattet. 

Die 6 Schmiegungsebenen der Doppelschleife, welche durch einen beliebigen 
Raumpnkt gehen, ~ i n d  identiuch mit den 6 DoppelttmgentiaJehenen des die obige 
Enotenlinie aus diesein Punkte projizierenden Kegels, der in  zwei Kegel 3. Klasse 
(und Orduung) zerfillt, welche die durch O geheude Spitaerikante und die durch 
die x-Achse gehende Ebene als Spitzenkantentangentialebene gemeinsam haben,. 
eo daB von den 9 gemeinsamen 'i'angentiülebenen beider Kegel 3 .  Klasse cirei 
Ebenen i n  Wegfall kommcn. 

Nach dieser Orientierung bezüglich der Anfangsbahn kehren mir 
zurück zum Aufbau unseres Nebenapparates und zeigen, wie wir die 
oben auf S. 176 angegebenen Forderungen erfüllen (Figur 5). 

1. Um die 2,-Achse auf SL herumzuführen, benutzen wir wie beim 
Hanptapparate eine um die Achse R von SL (in C7) drehbare Trommel C,, 
welche in einem passenden Doppelkreislager durch die von C herab- 
reichenden Seitenstüçke Cf und C" gehalten wird und im Parallelab- 

stande -: von SY eine erzentrische Bohrung Lat, in der die zglindrisehe 

Stange Ci des bei dem Mannheimschen Umschwunge beweglichen 
Korpers Cl sich samt den letzteren sowohl im Sinne der Bohrungs- 
achse z, verschieben, als auch um letztere drehen kann. 

Von der Trommel kann bei ihrer Drehung um 3? ein Schwung- 
rad Ci mitgenommen werdon. 

Bisher wiire die Erfüllung der Forderung 1 gesichert und dem 
Korper Cl noch der Freiheitsgrad III belassen. 

2. Oben an Ci bringen wir einen Bügel Ci' an, d. h. einen von 
der Seite durch Ci gehaltenen prismatischen Korper, dessen Kanten 

mit z, den Winkel $I = arc tg 9 einschlieBen, und den wir, um seine 
b 

Gestalt zu zeigen, einstweilen zu der durch $2 und z, gedachten Zeichen- 
ebene mit  seinen Prismenkanten parallel legen. Das obere prismatische 
Hauptstück dieses Bügels lagern wir  in die korigruent-prismstische 
Ausnehmung eines Vz'lfskorpers Go ein, welchen wir in C derart betten, 
da6 er gegen C um die in der Anfangslage (8 = 0) mit z, zusammen- 
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fallende Achse do, die z-Achse des mit C verbunden gedachten Koor- 
dinatenspstems, drehbar wird, miihrend ihm jede andere Bewegung 
verwehrt ist. 

Zum Anfange 0, des mit Cl beweglichen Koordinatensystems 
machen wir nun einen Punkt a u f  z,, etwa im Bügel C;" (der mit C ;  
und Cl selbst starr verbunden ist), zum Anfange O des festen, mit C 
verbundenen Koordinatensystems den nnfinglich mit 0, vereinigt zu 
dcnkenden Punkt O von e in C; die Achse + x sei in der Zeichen- 
ebene, also als senkrechte Transversale von z und angenommen, die 
y-Achse durch O senkrecht dam, etwa mit ihrem positiven Teile vor 
der Leichenebene. 

Wenn wir nun vorerat den K6rper C, (mit Ci und C r )  um z, 

soweit d. h. um drehen, daB die durch O, unter dem Winkel 1~ ( "1 
gegen z, in Cl gedachte Gerade dl sich auf die Zeichenebene nach z 

-- 

orthogonal projiziert, so haben wir dem Korper Cl gegen C jene An- 
fangslage gegeben, welche wir mit (8 = 0) bezeichnen. 

In Cl legen wir die xl- und y,-Achse so durch O,, daB sie in der 
Anfangelage (4 = 0) mit der x-, bezw. y -Achse zusammenfallen. 

Im Augenblick des Antrittes der Bewegung sorgen wirl) nun 
dafür, da0 Cl sich nicht etwa bZop uni z eu drehen anfiingt, wobei die 
Trommel unnütz würde, sondern sich auch sogleich mit dem prisma- 
tischen Bügelk6rper C;' im Prismenlager von Co, also anfinglich in der 
Ilichtung von A, vcrschiebt; dann ist, fiir den weitercn Verlauf dcm 

X o r ~ e r  Cl gegen C der JIannheimsche CTmschwung gesichert, wie er  
durch die Gleichungen (lM) beschrieben wird. 2, 

Der Deutlichkeit wegen ist in der Figur 5 a  die Ansicht des 
Bügels CI' in der Aufangslage (4 - O) derart angegeben, wie sie von 
der y-Ach~cnrichtung erscheint. 

Aus der Anfangslage dreht sich der IIilfskGrper Co um die 
z-Achse (A0) im AusmaBe 4, wiihrend der Bügel C;' und mit ihm der 

1) Dies konnte etwa auch durch Anbringung eines Zapfens am obersten 
Bügelteile und durch Herabstellung eirier der Zapfcnbahn entaprechend auszu- 
nehmenden, von C herabstellbaren Qabel gesühehen. - 

2) Die Anfangslage kann man passend als eine , ,Verz~eigungsstellung'~ be- 
zeichnen, da  (nm) von ihr ans dem Korper Cl auBer der gewünechten M a n n h e i m -  
schen noch eine andere Bewegung (Drehung um 8) geatattet ist, falls namlich der 
Eintritt der letzteren nicht eigens verhindert wird. Viele kiuernatische Apparate 
zeigen derartige Verzweigungsstellungen, ohne da0 dies füi. gewohnlich beachtet 
wird, so z. B. die ebanen symmetrischan Gelenksvierecke, daa Antiparallelogramm 
und das Deltoid. Vgl. die Abhnndlung des Verfassers: ,,Betrachtung von FuB- 
puuktskurven in der Ebene und im Kaurne'' im 1906-Programm der II. Deutschen 
Staatsrealschule in Prag. 
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186 Mannheim-Darbouxsçhe Cmschwungsbewegung eines starren Korpers 

durch die Stange Ci starr verbundene - unteri etwa, iihnlich wie 
oben C, mit einer Platte versehene - Eorper Cl sich im Prismen- 
lager von Co (anfanglich nach abwarts und mit al hinter die Zeichen- 
ebene) verschiebt, nicht ohne gleichzeitige Drehung der Trommel C, 

im AusrnaBe 2 4  um 9, sodaB für 4 = die Gerade dl nach der in der - 

Zeichenebene dargestellten Lage dl gelangt, wobei indessen O, nach 

(3 
O1 , (a ,  O, - b) in  die Zeichenebcne xz, d. h. in den tiefsten Punkt 

(4) 
der Doppelschleifenbahn von 0, herabgerückt iot, von wo an sich Cl 
wieder zu heben anfangt, usf. Der Bewegungsantrieb kann passend 
Tom Schwungrade Ci der Trommel C, aus erfolgen. Die durch O, 

(3 
in C gedachte Gerade d, welche von z, d. h. von der 8,-Achse für 

(;) 
7c 

9. = 5 bedeckt wird, riennen wir do; dann haben wir den Zylinder .Q 

in C über do und A, als diametral gegenüberliegenden Kanten aus- 
gespannt zu denken, wahrend SL, um z, mit dem doppelt so groUen 
Radius a beschrieben ist. Die y, 2,- Ebene (u,) umhüllt zwangliufig 
die z-Achse, wenn der Apparat in  Gang gesetzt wird, die x,s,-Ebene ljl 

umhülit zwanglaufig die Achse A,, beide mit dem Drehungswinkel 9;  
wahrend zugleich darnit Cl gegen C im Sinne der Richtung a eine 
harmonische Sinusschwingung mit der Amplitude O auszuführen ge- 
zwungen ist; es konnte kaum durch einen andern Apparat deutlicher 
versinnlicht werden, wie die Gerade A, von Cl ihren Rotationskegel 

- 

O ( d , )  in C beschreibt, und damit alle eu ihr parallelen Transversalrn 
- 

von z, die Parallelkegel um die betreffenden Schnittpunkte mit z als 
Scheitel usw. Der Hauptvorteil des Nebenapparates besteht indessen, 
wie schon hervorgehoben wurde, darin, daB er auch für flache Um- 
schwungsbewegungen brauchbar kt, ja sogar für die vollkommen flache 
gewtihnliche Ellipsographenbewegung verwendbar ware, wo unser 
Hauptapparat versagt. 

Jn der Figur 5 ist auch die parabolische Rahnprojektion S: von 0, auf die 
xz-Ebene eingezeichnet, um durch Vergleichung mit Fig 8 die Yerfolgung der 
von 0, selbvt beschriebenen Doppelechleife von O(y = O) ïiber Mj4= z )  und O, 

nach O(,? = ,) und weiter iiber %JI nndIT=O, B, 

(d 
nach = ,) zurück 

(3 = 2) 
au erlcichtern. 

(-d 
Auch die Projcktion A"' der Bahn A eines Punktes 8, (x, = O ,  y, = a, 

z, = - O) von dl im unteren Bügelteile, der bei bloBer Drehung um z in die 
- 
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Zeichenebene nach 0, , gelangen würde, ist in der E'igur 5 eingetragen; die 

( 2) 
zugehorige Bahnlinie im Raume (Gl. 1,) ist eine Kurve 4. Ordn. auf dem Kegel 
O(3) mit einer Spitze in 0,  welche erst spater (S. 214) besprochen werden soll, 

da wir unserem Arbeitsplane (S. 169) gemiill die Ebeuenbahuen des l larbuuxsühen 
noch vor den übrigen Punktbahnen des M a n n h e i m  schen Umschwunges unter- 
suchen. Die Untersuchung der Bahn des punk te^ 0, war uns für des Versthdnis 
des Nebenapparates nützlich und -de nur deshalb vorweggenommen. 

Die Hiillbahnen der Ebenen beim Darbouxschen Umschwnnge. 

Jede Ebene II des beweglichen Korpers C beschreibt eine der 
einfachsten olisthoidalenl) Developpablen. Um deren Beschaffenheit 
zu erkennen, gehen wir von den Gleichungen (ID) der S. 158 aus und 

Fig. 9 

betrachten vorerst die zylindrischen Hüllbahnen jener Ebenen no, 
welche zur xy-Ebene senkrecht stehen (w - 0) und deshalb dieselben 
sind wie beim vollkommen flachen Umschwunge (b  = O), der gewohn- 
lichen B e w e p n g  des ebenen Ellipsographen. Diese Ebenen Il, mit 
der Spur tC3= in der x,y,-Ebene (E'jgnr 9) ordnen wir nach Parallel- 
ebenenbüscheln durch Angabe jenes Winkels or, welchen das aus 

1) Vgl. S. 159 Ana .  1. 
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188 Mauuheim-Darbouxscfie Umnchwung~bewegung eines starren Korpers. 

einern Punkte der Achse P (;, O für 8 - O) von fi, etwa aus N 

(;, 0, 0 für 8 = 0) suf dieselben oder auf t gcfiillte Lot NT von 

der Lange e anfiinglich (d. h. für 8 = 0) mit der xl-Achse eirischlieBt. 
Jede Ebene Il,, ( e ,  a )  beschreibt nun eine Zylinderbahn, welche 

LY 
kongruent, nur im AusrnaBe - um die 2,-Achse gedreht ist, verglichen 

2 
mit der von der Ebene II,,, (e, a: = O) eingehüllten. - Statt dies 

Big. 10. 

Astroia LX*, dia gemeinsame lilvolut~ der 8. 

durch Kuordinatentransformationen rechnerisch nachzuweisen und in (ID) 
rechts bei w, das zweite Glied verschwinden zu lassen, beachten wir, 

da6 für 3 = der Durchmesser 1 II von SL in der Figur 9, welcher 

zu IT, und deren Spur t c s = o )  genau dieselbe senkrechte Luge hat wie 
der Durchmesser A 0  von a($=o) bezüglich 17,, in der Figur 10, Be- 
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rührungshalbmcsser 1' II' von  fi, wird: 77, (mit  der Spiir t )  gelangt  

hierbei n a c h  einer  Lage II;  (mit der  S p u r  t'), von  welcher a u s  ein 

kongruenter Zylinder umhül l t  werden muB, wie der von  II,, (mit  der 
anfanglichen S p u r  t in der Figur 10) v o n  9. = 0 a n  beschriebene. - 

Die von einer  E b e n e  II,,, welche zur $ - A c h e  senkreclit s teht  

und auf ihr ein Stück 
xO=:+e 

abschnejdet, eingehüllte Zylinderflache h a t  aber  zur Basis in der  xy- 
Ebene eine Parastroide SI 

d. h. die -Parallelkurve einer regularen Astroisl) Z R ,  und alle Parallel- 

ebenen IJI,, (e beliebig) hül len m i t  i h r e n  Spuren  i n  der  x y - E b e n e  

Evolventen S1 derselben reguliiren Astrois %* (Figur 10) m i t  den 

Gleichungen 
( x ,=2acos%,  y,=2ccsin39.; 1 

1 in Punktkoordinaten 1 
1) Man nennt sie auch oft vicrspitzigc Hypozykloide, trotzdem sie auBer den 

vier reellen Spitzen noch zwei andere in den Kreispunkten hat. Wir folgen dem 
Bezeichnungsvorschlage G. L O r i  a s  bezüglich ihrer Parallelkurven 8 ,  um für die- 
selben nicht den leider auch eingebürgerten Namen ,,Tetrakuupidale" gebrauchen 
zu müssen. 

In I t eu leaux '  Kinemalik II. Bd. S. 63 zeigt die Figur 53 einige Parastroideu- 
formen. Bezüglich der umfangreichen Literatur vgl. E. P a s  c a l ,  Repert. d. hoh. 
Math. II S. 652-544 und G. L o r i a ,  Eb. Kurven 1. Bd. S. 824 und Fig. 67, und 
im II. Bd. S. 651 und Fig. 136. G. L o r i a  bemcrkt dort, daB eine olisthoidale 
Konstruktion nicht für alle Parallelkurven von WB in reeller Weise moglich ist, 
da er an der Deschrankung festhalt, welche wir fallen lassen wollen, daB Punkte 
der Tangente t selbst auf Gersden gleiten sollen. Wir behalten den Namen ,,oli- 
sthoidde Hiiilkurven" auch dann bci, wenn nicht anf t gelegene, aber mit t starr 
verbundene Punkte auf Geraden gleiten. Siehe S. 159 Anm. 1. 

Die Parastroiden Vl treten auch auf als Haupt~chnitte der Hydeschen Brenn- 
flache der Achsenkongnienz eines linearen ,Schraubenbiindele. Vgl. die Figuren 
XU bis XV in des Verfasseru ,,Veranschaulichung dea Schraubenbündels" im 
49. Bd. dieser Zeitschift (1903) S. 211. Dort wurde schon im Wesen die kiue- 
matieche Olisthoidenkonst~ktion der B (als Gleitstückkonstmktion der Haupt- 
schnitte S. 238) angegeben, welche ebenso wie die Konstrnktion ala Parallelkurven 
einer 91R stets in r e e i k r  Weise moglich ist und die wir jetzt BO ausdrücken konnen: 

,,Bewegt sich die Strecke U A  von der Lange a mit ihren Endpunkten auf 
zwei zu einander senkrechten Geraden, der y,-, bezw. xl-Achse, B O  umhüllt jede 
von 0 A  starr mitgcnommcne zu OA senkrechte Gerade in der xl yl-Ebcne eine 
der Parastroiden unserer Schür U." (Die mitgenommenen nicht zu U A  senkrechten 
Geraden umhüllen gedreht gelegene ebensolche Parastroiden dieser Ebene.) 
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190 Nannheim-Darbouxsche Umschwungsbewegung eines starren Korpers. 

Oder 
/ 21, : v, : 03, - s i n a  : casa: - a s in28;  

4a%4 v: = W:(ZC? + vl) 
in dualen Plückerschen Koordinaten 

ein. 
Bus den Gleichungen (II,) ergibt sich niimlich a h  Hüllbalin von 

TIoo (c, 0) der senkrechte Zylinder über der Linie 

u, = zc cou 9. 

u sin 9. 

1 %  = z < a s i n 2 û +  w = u ( a s i n a ~ -  q,) = ( a s i n 2 8 - -  [: + .]) J 

welche sich als Parastroide SI: durch die Koordinaten ihrer Normalen z' 

im B e r ü h r ~ n g s ~ u n k t e  a, d. h. durch die Tangentialkoordinaten der 
Evolutc 

zc sin 9. 

, d a  
UI = --' = a u  sin 2 8 

1 d 4  

erkennen Mt ,  da diese Koordinaten der Gleichung (9) von S[* genügen. 
Mari kvnnte hiernach auch alle von den Spuren der 17,, eingehüllten 
Parastroiden SI als Bahnlinien der Punkte der x - Achse (Abszisse 

:ri, = + e beliebig) erhalten, wenn diese Achse ohne zu gleiten an 

der regiilirnn Astrois SI* abrollt, was ein besonders ansch:h:tuliches Bild 
ihrer Gestalten gibt: Pigur 1 l a ,  in kleinerem MrrBstabe. 

Anm. LX* ist bezüglich des Anfanges ahnlich gelegen und doppelt so gruB 
als die von dem a-I)urchmesser 08 (in der Projektion auf dio x, y,-Ebene) eh-  
gehüllte regillare Astrois. Wie  wir un* spater überzeugen konnen, erscheint die 

7c 
letxtere um - gedreht gegcn die X, der Fig. 11, welche von der e = O ent- 

4 
sprechenden Ebene IIoo eingehüllt wird. 

EY hat genügt, die gemeinsame Evolute aller SI i n  'U* nachzuweisen, da 
hieraus die Parallelkiirveneigenschaft jeder Q I  zu jeder andüren der gleichen Evol- 
ventenschar, beispielsweise also aiich zu der dtlrin enthaltcncn und sich für e = O 
ergebenden reguliiriren Astroia XR folgt. 

Die Parastroide SI mit den Paranietergleichungen (10) ist in den 
P l ü c k e r  schen Koordinaten dureh die Gleichung 

darstellbar; sie hat in gewohnlichen Piinktkoordinaten die Parameter- 
gleichungen 
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192 Mannheim-Darbouxsche T7mschwungsbewegiing eines starren Korpere. 

x, = a c o s a -  ([; - e] cos2 a - [t + e] sin' 4) cos R 
(10 ") 

y, = a sin 8 + ([: - e] cos' B - [g + e] sin' 9 sin O 1 

Wir geben nun die Besonderheiten dieser interessanten Linien an 
und bernerken nur vorher, daB es in der Figur I l  a geniigt, die Formen 
für positive Werte con e einzuzeichnen. Die zu + e und - e gehorigen 
Parastroidengestzlten sind niimlich zueinander symmetrisch bezüglich 
der Winkelhalbierenden der Koordinatenachsen, (10') und (10"') bleiben 
unveriindert, wenn man f e mit - e und zugleich zc, mit q:,, x, mit y, 
vertauscht. Dies steht in Einklang mit uriserer obigen Bemerkung, 
da13 die Gestalt nicht bloB der von unseren Go, sondern auch von 
allen zur 8-Achse parallelen Ebenen no eingehüllten Parastroiden- 
zylinder nur von dem Abstande e dieser Ebenen von der Achse R des 
Drehzylinders fi abhangt. 

In der Pigur 11 sehen wir 

für e = O die regulire Astrois SIx, welche mit der gemcin- 

sainen Erolute SI* aller SI verglichen, die halbe G r d e  

und eine bezüglich des Ursprunges O, uni gedrehte 

Lage sufweist: 

und die C a r t  esische Gleichung 

4 ( z ;  + y; + 4e2 - ~ 2 ~ ) ~  - 16e2(x: + y; + 4 e2 - 

O < e < % zeigen sich Gestalten Br mit zwei reellen Doppel- 

tangenten Tl,, durch den Ursprung, welche beide 
a 

n e = -  
2 

in  die 2,-Achse als Tangente des im Anfange O, 
auftretenden Berührungsknoten~ zusammenrücken, 

u , = u c o s 4 ,  v l = - u s i n a ,  a,=-aucossi?;  

u2u; = W: (u? + v;) 

(10"') ' 

und von da ab imaginar sind. 

1) Die Figar XV der oben angeführten Abhandlung des Verfassera im 49. Bde. 
dieser Zeitschrift zeigt eine solche Gestalt YIB d a  Morifiianschnitt einer Hy deschen 
Drehfkiche. 

- 72e($ + y: + 4e2 - a') ( [2e  - -  a]$: f [ 2 e  $- a]?!:) 

+ 2 7 ( [ 2 e  - a]zS + [2e + aly:ja 
+ 256e3([2e - n]xS + [2e + a]yS)  = 0 .  
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3 a 
Fur a < e < - werden auf der zl-Achse reelle und nicht isolierte 

2 2 
Doppelpunkte D der sich ergebenden Gestalten SID 
sichtbar. Diese D rücken erst 

3 a e = 
D 2 in je einem der beiden singuliiren dreifachen Punkte 

SI,,(* Za, 0) zusammen, wohin sich auch die bisher 
stets reell gewesenen zwei Spitzenpaare zusammen- 
ziehen , 

welch letztere von da ab 
3 a ,, -$ < e < cc imaginar werden, wahrend die Doppelpunkte Dl, ,  

auf der x,-Achse bei den nun hervortretenden ovalen 
Gest'alten '& isoliert erscheineii. Diese ovalen Formen 
nahern sieh endlich bci wachsendem e ungeheueren 
Kreisen. 

Wir  bestimmen nun genau die Lage der reellen oder imaginiiren 
Ylückerschen Singularitaten der mit e verandcrlichen Parestroiden SI 
(SI,, a,, samt den Grenzformen SR, SIB7 SIS), wobei wir miht 
mehr wie bei der k'igur 11 negative e-Werte ausschlieBen, sodaB die 
Schar volistandig wird. 

Jede Pnrastroido SI mit den Gleichungen (10) ist eine Kurve 
6. Ordnung und 4. Klasse ohne Wendepunkte, von der unendlich fernen 
Geraden wird sie in den Kreispuiikten IJ berührt, welche Spitzen sind; 
neben dieser Doppeltangentc gchcn noüh die beiden anderen 

durch den Anfang, berühren die Kurve in Punktcn des Kreises 
(x; + y; = a" e2) und durchsetzen sie auBerdem noch in den beiden 
auf dem Kreise SL,(xS + y: = a') gelegenen. Die erstere Kreisgleichung 
ist nicht wir! jenc des fil von e frei, wir k h n e n  aber den zugehorigen 
Kreis, indem wir e eliminieren, durch die von e ganz unabhangige 
Rosenkurve 

(x: f = 4a%; y; 

[G. L o r i a ,  Eb. Kurven Fig. 76 der Tafel XI und S. 304 und 2311 
ersetzen, die Ft&mnktskurve der regdiren Astrois SI* (Gleichung (9)) 
und daher gemeinsame C*egenfu&unlctskzcrve aller S der Parallelkurven- 
schar (G. L o r i a  II S. 673) in bezug auf den Crsprung O, als Pol: 
Auf dieser Rosenkurve liegen die Berührungspnnkte aller Parastroiden Sr 

Zeitselirift f Mathematik u. Pliysik. 54. Rand. 1906. 2 Heft. 13 
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der Schar mit ihren Doppeltangenten; sind letztere, welche auf allen 
Tangenten der betreffenden i!l gleiche Stücke abschneiden, reell, (SL = XT), 
so kann die am lingsten bekannte Konstruktion der STT durch Gleiten 
dieser Stücke an den Doppeltangenten reell durchgeführt werden.') 

Auber den ZWEZ in den Kreispiinkten befindlichen hat jede Para- 
stroide SI noch vier andere Spitzen in  den Punkten, welche zu 

gehoren, auch auf der Evolute 8* liegen und die Eoordinaten 

besitzen. Die zugehorigen Spitzentangenten umhülien die Evolute %** 
von PT*, eine viermal so groBe und bezüglich 0, ihnlich gelegene 
Astrois wie obige STn (e = 0) 

sie haben in laufenden Punktkoordinaten rli die Gleichungen 

mit den aus (11) hervorgehenden 8-Werten, also 

Die doppelten Vorzeichen sind voneinander unabliangig, die obere Zeichen- 
kombination geh6rt z u ~  Tangente der im ersten Quadranten gelegenen Spitze; die 
anderen drei sind symmetrisch dazu bezüglich der Koordinatenachsen. 

au f 
Sie 

Jede SU hat vier Doppelpunkte, zwei auf der zl-Achse: zwei 
der y,-Achse: Dl,,. Beide Paare konnen nicht zugleich reell sein. 
werden aus (10") für  

a + (,: - e] cos2 B - - + e sina 4 = O [ Z  1 '  ) 

1) Wie al2e 9i (auch !XD, ilIo) in stets reelbr Weise als Olisthoiden konst'ruiert 

werden, zeigt der vollkommen flaühe D a r b o  uxsche Umschwung, indem er en 
der auf S. 189 (Anm. 1, SchluUprtseus) angefühten Erzeugung Sïihrt. 
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bzw. für 

durch 
- p- ~~p 

z,,, = 2 a  cos 9. = & 1/;2a(- a + 2 e ) ,  y, = O 
(12) [hW- - 

y,,, = 2a sin 9. = + 1/2a( -  a -  2 e ) ,  xl - O 

bestimmt; ihre Tangenten, mit den GHeichungen 

(El - x,, ,) cos 4 - 17, sin 4 = 0 1 
cos 4 - (7, - y,, ,) sin 4 = O J 

d. h. 

zeigen durch ihre P 1 ü ck e r schen Eoordinaten - wir beschranken uns 
auf den oberen Fall, da der untere ein symmetrisches Ergebnis hat - 

-- 

u : b : o = + ~ - a f 2 e : ~ 1 / 3 a - 2 e : - ( - a + 2 e ) ' 1 / % ,  

welche der Gleichung SI: 
4 a 2 u 4  = o'(u" DY 

genügen, wenn wir die letztere mit der oben für  SIB (e = O )  gefundenen 

vergleichen, daB die Tangenten') in allen bei den Linien 8 umerer 
Schar auf die zl-Achse fallenden Doppelpunkten Dl,, (e beliebig) die 
mit dem Berührungsknoten in O, versehene Parastroide STi umhülien, 
welche bezüglich 0, Zhnlich liegt und die doppelte Grofle hat wie !JIB. 
Die Tangenten in Dl,, hüllen eine ebensolche ein, welche gegen SI: bloB 

irn AusrnaBe 9 um O, gedreht ist, 

Hiermit sind alle den Plückerschen Zahlen (vgl. etwa E. P a s c a l  Rep. II 
S. 192) n. = 6 d = 4 1. = 6, v = 4 6 = 3 L = O ;  (p = O) entsprechenden Sin- 
gularititen der Parastroiden a erschüpft und aile Formen der Parastroidenzglinder 
bekannt geworden, welche beim D a r b  ouxschen Umschwunge von den zur z-Achse 
parallelen Ebonen II, des Korpers C eingehiillt werden. 

1) In jedem Piinkte ( 2 .  B. D l )  der 2,-Achse stehen die Doppelpunktstangenten 
senkrocht au jenon Radion dos nm Dl ale Mittelpunkt mit dem Halbmesser 2 a  

beschriebenen Kreises, deren Endpunkte auf der y,-Achse liegen (Gl. 12). Analog 
bzl .  der Punkte (BI) der y,-Achse. 

13* 
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Alle beim D a r  b O uxschen Umschwunge von beliebigen Ebenen IT 
eingehüllten Developpablen 4. Hasse, mit den Gleichungen (ID) auf 
S. 158, sind 

Parastroz'denflachen gleichen Abhafiges A* 

d. h. abwickelbare Flichen, die man auch erhalten kann, wenn man 
einen sogenmnten ,,Keil'(, also zwei unter einein festen Winkel E gegen- 
einander geneigte Ebenen nimmt und mit einer Keilfliiche in der Ebene 
der Parastroide so bewegt, daB die Keilkante t die Parast,roide stets 
berührt: die andere Keilfiiiche 17 hüllt dann unsere Abwickelbare ein. 

Beim vollkommen flacheii Umschwunge ( b  = O), der gewohnlichen 
Ellipsographenhewegiing, ist dies nach unseren bisherigen Eutwicklungen 
unmittelbar einzusehen und die Figur l l a  kann als Darstellung so- 
genamter Niveaulinien Z auf einer derartigen Fliche gedeutet werden. 
UaB es allgemein (b > 0) gilt, beweisen wir unter Vergleich mit der 
Hüilbahn derselben Ebene II beim vollig fltlchen U~nschwunge durch 
den einfachen IIinweis darauf, daB in (In) das in der 4. Zeile erfolgende 
Hinzutreten des Gliedes - w b sin 4 eine bloBe Parallelverschiebung der 
Parastroidenspilr, wie sic für h = O auftrate, in der x,y, Ebene - und 
damit in  jeder dazu parallelen - bedeutet. 

Diese Verschiebung geschieht in der anfanglichen Richtung der Ebenenspur 
t ( g =  ,,) und zwar werden alle Tangenten der Spnr um das in dieser Richtung ge- 
messene Stück b cotg E verschoben. Das Lot ans 0, auf die Spur t von I I ,  dessen 

~a~~~ ' 1 -  _ - - -- " ist, iindert sich namlich infolge des zu a, himu- 
c VÜ" +-v" 

w b  s ina  trctcnden Gliedes um - = b cotg 8 sin a, was gerade der beschriobcnen 
Vu" vv' 

Parallelverschiebung jeder Tangente t3 und damit der ganeon Ba&-Parahroide 
entspricht. 

In  der einhüllenden Keilebene II denken wir uns durch einen 
Punkt a der Keilkante t zur letzteren die Normale z geeogcn und 
sorgen dafiir, daB bei unserer Erzeugung der Abwickelbaren der 
Punkt a stets in den jeweiligen Berührungspunkt der Keilkante t mit 
der Basis-Parastroide S1 fortgleitet: z nimmt dann der Reihe nach die 
Lagen aller Charakteristiken der developpablen Parastroidenfliichc, d. h. 
aller Tangenten der zugehorigen Gratlinie A* (Rückkehrkante, Ku- 
spidalkurve) derselben ein. A* wird eine IIelix auf dem senkrechten 
Zylinder über der reguliiren Astrois Z*, der Erolute von 58, d. h. eine 
gewundenr: Kurve auf diescm Zylinder, deren Tangenten z mit den 

Z ylinderkanten stets den Wiukel (G - t) einschliefien. Eine solche 

Helix ist samt der Zylinderflache SI* in eine Ebene abwickelbar, wobei 
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die vier reellen Spitzenkanten des Zylinders Parallele im Abstande 3 a  
voneinander werden, da 12a die Gesamtlange der Astrois ist. Zieht 
man nun von einem Punkte SI einer solchen Parallelen unter dem 

Winkel (; - r) mit ihr eine Strecke SIS, bis zum Punkte S, der 

niichsten Parallelen, von S, weiter das Spiegelbild S9S, der vorigen 
Strecke bezüglich der letzteren Parallelen und sofort noch zweimal, so 
ist die erhaltene aus vier Strecken zusammengesetzte (auch fortsetzbare) 
Zickzacklinie S,S,S, S,S; . . . das Netz der Gratlinie, die wir ,,Raum- 
astrois" A* nemen kiinnen, d. h. h e  Zickzacklinie wird zur Gratlinie 
selbst, wenn wir sie auf den A s t r ~ i s z ~ l i n d e r  %* zurückwickeln, sodaB 
die obigen Parallelen wieder Spitzenkanten werden: Die 

Tinumastrois A* (Figur 11 a b  und 12) 

kann samt ihrer Tangentenfiache durch gleitungsfreies Abrollen einer 
unter dem Winkel r gegen die Basis geneigten Tangente z des reguliren 
Astroiszylinders %* an dem letzteren crzeugt werden, was deutlich die 
Entstehung der vier Spitzen, die Lagen der vier Spitzentangenten und 
die Symmetrieverhaltnisse erkennen l a t .  

Noch ehe wir die Gleichungen von A* selbst hinschreiben, stelien 
wir die Ca y l e  y schen Zahlenl) für den Developpablentypus 4. Klatlse 
(Geschlecht 0) mit einer vierspitzigen Gratluiie 6. Ordaung (vgl. 
E. P a s c a l  Hep. II S. 360 Typus 3 der Dev. 5. 0. und S. 223)) zu dem 
unser Olisthoidalgebilde A* dcs D a r b  o u x  schcn Umschwunges gchort, 
zusammen, um dann ohne Unterbrechung die sich ergebenden Besonder- 
heiten zu besprechen. Wir gebrauchen im Wesen die Buchstabenzeichen 
Pasca l s  (Rep. 11 S. 225)) wobei wir anf dessen Vergleichstabelle (S. 228 
ebendort) mit den Cayley-,  Cr e m o n a -  und Salmonschen Bezeichnungen 
verweisen k6nnen (siehe Tabelle auf folgender Seite). 

X 
Der Bogen der Astrois YI*, vom Punkte 9. = - gemessen, ist 

4 

ferner haben wir 
1 

= - -S 
e 

falls wir 

(13) cotg E = e 

1) Diese stellen sich bei der Raumastrois A*, verglichen mit den zur Bahn- 
kurve 4. 0. des Ursprunges O, heim M a n n h e i m s c h e n  Umechwunge, der Doppel- 
schleife (vgl. S. 177 Anm.) gehorigen, a1s dual heraus, indem die links und rechts 
i n  unserer Tabelle angeführten ZaNen sich vertauschen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



198 Mannheim-Darbonxsche Gmschwunpbewegung eines ~ t n r r e n  Korpers. 

n ( Ordnung der Haumkurve } = 6 

Rang = Zahl der Chnrakteristiken der Ueveloppablen, 

- 

Zahl der von scheinbaren, 
d. h. nicht von den H wirk- 
lichen Doppelpunkten der 
Itaumkurve herrührenden 
Doppelpunkte der allge- 
meinsten Xentralprojektion 

der Raumkurve 

r 

Zahl der Doppeltangenten 
dieser Projektion ohne Zah- 
lung der nz von Schwingungs- 1 
ebenen herrührenden Wende- = 

tangenten = =Lasse der1 
Bitangentialdeveloppablen 

- ~p .- 

Zehl der Spitzen, stationaren ) = 4  
unkte der Raumkurve 

welche eine beliebige Gerade treffen 
= Zahl der Tangenten oder Tg.-Ebenen der Grat- 

linie, welche eine beliebige Gerade treffen 
= Klasse der Raudcurve 

< 

Zahl der Doppelpunkte der 
) = O  

Raumkurve 

= Ordnung der developpablen Tangentenflache 
-- 

Klasse der dev. Tangenten- 
flache, Zahl der Schmiegungs- 
ebenen der Eaumkurve durch = 

einen Pnnkt 

Zahl der nicht von den G 
wirklichen Doppel- Schmie- 
gungsebenen herrührenden 

meinsten ebenen Schni t te~ 

I 
Doppeltangenten des allge- = 

der Tangentenfiache I 

-- -- - 

Zahl der stationaren Schmie- j = O 
a i pngsebenen 

Zahl der Doppel -Schmie- 
( p n g s e ~ n e n ~  

= 4 

/ Zahl der Doppelpunkte dieses 

v ( Zahl der Inflexionserzeugenden der dev. Tangentenllache } = O 
{ , ,, Doppelerzeugenden ,, ,, 1, } = O  

. nung der Knotenlinie , 

x 

Zahl der Schmiepngsebenen, 
Zahl der Tangenten, welche 

welche die Kume noch 
die Kurve noch anderswo, 1 = 0 

1 anderswo, u.z_ o . n e ~ ~ p p e -  ' = O 
u. zw. nicht wie bci cinem 

s ~ h m i e ~ n g a e b e n e n  zu sein, 
Doppelpunkte,  chn ne id en 

berühren 

Schnittes ohne ZLhlung der n 
vonRaumkumenpunkten her- 
rührenden Spitzen = Ord- 

setxen und die x, y,-Ebene durch die - als Niveaulinie auf der Par- 
as t ro idenf lache A* behd l i che  - regulare Astrois ZR so legen, daB 

1) S. 199 stellt sich die unendlich feme Ebene als Doppelschmiegnngsebene 
von A* in den Kreispunkten 1.1 dar. Die Knotenlinie (S. 202) hat  auBer den k = 3 
scheinbaren noch 1 wirklichen Doppelpunkt unendlich ferne auf der 2,-Achse; 
ihre Klasse (P,ang) ist  R = 4. 
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Von ANTON GR~NWALD.  199 

(wie bei Gleichung 10 für e = O) dcren Zweispitzentangenten die 
Winkel der x,- und y,-Achse halbieren; so ergeben sich die Parameter- 
gleichungen der Raumastrois A* 

3 a 
wenn wir - = $ setzen. 

2 e 

'x, = 2 a  cos3 8 

In den Figuren I l a ,  b und 12 sehen wir die 9. = 0 und 9. = a 
entsprechenden Spitzen SI und S, 

(15) 
3 a x , = f  2 a ,  y l - 0 ,  z  - -=J j  

1 -  2 e  

(14) A* , 

A 3 x 
sowie das zu den Werten 8 = und 4 = gehorige noch übrige 

y, = 2 a  sinS 4 

3 a 
,cl = = c o s 2 8 = $  c o s 2 4  

Spitzenpaar S, und S, 

(15 '1 
3 a 

x,=O, x 1 = k 2 a ,  z l - - - - -  
2 e $; 

die Spitzentangenten 6 , G 2  des ersteren Paares laufen im Punkte 

, 

(16) (O, 0 ,  - 3 1 ~ ) ~  

jene des letzteren 6,6* in 

(16') H (O, 0,  + 
zusammeal) Diese Raumastrois geht durch die IJ 
der s l Y l - ~ b e n o ,  hat drirt die unondich fernen Geraden dei Ebonen- 

paares xS + y; = O zu Tangenten und die unendlich ferne Ebene zur 
Schmiegungsebene (vgl. spater das Glied von der Dimension 6 in der 
Gloichung 17 "' der Tangentenflache); hiernach sind ihre schiefen 
Parallelprojektionen auf die x, y,-Ebene zirkdare Kurven (6. Ordnung) 
mit der unendlich fernen Geraden als Doppelmendetangente und bei 
Orthogonalprojektion (SI* = A*') als L)oppelspitzentangente. Ihre 
orthogonalen Projektionen A*" und A*"' auf die xlzl- und y,zl-Ebene 
sind kongruente Kuspidalparabeln (semikubische oder Neïlsche Parabel, 

1) E. Pascal nimmt (im Rep. II S. 360), einer (unter den dor t  S. 361 an- 
gegebenen) Quelle folgend an, daB die 4 Ebenen, welche die Developpable Iange 
der 4 Kuspidalerzeugenden (6) beriihren, dnrch den namlichen Pnnkt gehen. Dies 
ist irrig, wie A* als Beispiel zeigt.) Damit in iinwren Pignran 11 und 12 da8 von 
diesen 4 Ebenen gebildete Tetraeder ein regdarés wird, brauehten wir nur 

- 
t g  e = 1 /2  anznnehmen. 
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200 Mannheim-Darbouxache Umschwungsbewegung eines starren Korpers 

G. Loria,  Ebene Kurven S. 261 und 18) mit der 2,-Achse als Spitzen- 
tangente (Figur I l  b und 12): 

\A*'' mit der Spitze in (O, 0, - b) berührt G16, in SI, bew. S,, 
1 A* 

n ,, ,, ,, (0, O, + 4) ,, 6 3  6.4 7, su ,, Sc 

Fig. 19. 

, 

Die Raomastrois A* mit ihrer Tanyentenflnçlie, der Parastroideniiachw , welche beim D a r  b O u xschen 
Urnsïliminge ale Oliethnidalflacliu ereeugt wird. 

Beide projizierenden zyl&der A*" und A*"' zusammen bilden die Ri- 
tangentialdeveloppable der Raumastrois. 
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Die x,z,-Ebene, worin SI 6, ZG, S2 liegen und die 
yi z1- ,, , ,, S3 q H G ~ S ~  , , sind Symmetrieebenen 

der Raumkurve und neben der 2,-Achse sirid noch die Zweispitzeri- 
tangenten (xi I y1 = 0, z1 = 0) des regularen Hanptschnittes S I R  der 
Tangentenflkhe Syrnmetrieachsen, so daB wir die Kurve A* selbst in 
8 kongruente Teilo zerlegt denken konnen, welche immer ahwech~elnd 

in einer Spitze S,, ,, ,, , der A* selbst und in einer Spitze') 

der reguliircn ebmen Astrois 8, zusammenhangen; am 

letzteren Orte nhne dortselbst etwas anderes stationgr zu haben, als die 
Krümmung. l n  der Figur 12 sind auBer ER noch einige andere 
Parallelschnitte der TangentenKiche Sr verzeichnet, deren Spiteen sirntlich 
auf A* liegen. 

Die Gleichungen der Tangentenfliche von fi ,  der developpablen 
Flache gleichen Abhanges ( E )  über %R sind zufolge (10) in P l ü c k e r  schen 
Koordinaten 

anders geschrieben 

lul= u c o s 4  

in welüher letzten Form sie jedoch auch noch die bezüglich der x,y,- 
?bene (w,) zu A* symmetrische F'lache entgegengesetzt-gleichen 
Abhanges (- 8 )  über SrR mit darstellen. In  Punktkoordinaten ergeben 
sich aaus (10") und (IO"'), wenn hierin e = ez, gesetzt wird, die 
Gleichungsformen der Tangentenflache: 

A*' 

xl-acos4- cos24-ez cos4=acos8($-cos%)+ez1coç4 
(17") A* 

(: ) 
yl=a sin4+(-;cos23- sin 9 = a  sina(+ - sinP8)-ez,sin4 

vl = - 2ç sin 4 

wl = eu (Gleichung 13 und S. 196 bel. e und r zu vgl) 

- 

1) Eine solche i u t  z. B. in der Figur 12 dicht %ber dem mit X bezeichneten 
Punkte abgebildet,  aber mit keinem Buchstaben bezeichnet. aelbst liegt auf 
der 2,-Achse, also nicht in der Ehene von 91R, der x, y,-Ebene. 

( , c l  = u a s i n 2 8  - a )  = - TL c o s 2 8  
2 
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202 Mannheim-Darbouxsche Umschwungshewegung eines starren Korpers. 

bezw. 

4(x; + y: - a2 + 4e4z33 - 16e2z:(xS + y: - a2 + 4e2z:)' 

- 72ez,(xS + YS - a" 4e2zS)[2ez,(x~ + y;) -a(%: -y;)] 

+ 2T[2ezl(zt + YS) - 4 x l -  Y S ) ]  
+ 2 5 6 e 3 ~ [ 2 e z l ( x ~  f y:) - a(xS - y;)] = O 

oder nach den Dimensionen der Glieder geordnet: 

Letztere Form eignet sich x. B. xur Festatellung des Verhalteus der Raum- 
astrois in unendlicher Form und zur Bestatigung der ebenfalls schon oben an- 
gegebenen Symmetrieverhaltnisse: Die Tangenten x: + y: = O des absoluten Kugel- 
kreises sind in der unendlich fernon Ebene beide doppelt zu zahlon, noben ihnen 
tritt al# Spnr der Tangentenflache in dieser Ebene noeh der zu E gehorige 
Direktionskegelschnitt auf; die Gleichung 17"' geht ferner in sich selbst über, 
wenn x, mit y, und zugleich z, mit - z ,  vertauscht wird. 

Die Tsngentenfliiche durchsetzt die Ebene auBer in den zu 

61 Gz den Spitzen '"der Raumastrois phürigeii Tangenten , welche 
83 4 6 3  6 4  

H 
ç. sich in sehneiden, noch in der doppelt zu zahlenden Parabel ' welche 
H z' 

H 
die Achse z,, den Scheitel , (16) hat und die Kuspidaltangenten 61 6 2  

A "3 0 4  

in den Spitzen beriihrt. Beide Parabeln ~9 bilden die Knotenlinie s* 8 4  

der Tangentenflache. Ihre Gleiühungen sind bequemer els durch 17"' 
schon durch (12) gegeben, wenn dort ez ,  statt e gesetzt wjrd, 

Die Figur 12 zeigt auch die Doppelpunkte der Parallelschnitte 8 
der Tangentenfiache mit den Ebenen z, = const. auf diesem Parabel- 
paare. Der Schnitt der Flache (gleichen Abhanges) 
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Von ANTON GKÜNWALD. 203 

mit 2, = O 

S a =* -=*- 
7) I 3 2 e 

ist die regulire dstrois SIB7 ihïe Doppel- 
punkte sind imaginar; der Schnitt 

ist die Parastroide '' mit dem Be- 
-%LI 

~iih~ufigsknoloi im Scheitel der Pa- 
A 

rabel und der Scheiteltmgente von t) 
E E 

als Knotentangente; von da ab werden 
die Doppelpunkte der Parallelschnitte 
reell und zwar vorliufig auch mit reellen 
Doppelpunktstangenten versehen, wie 
beispielsweise der Schnitt 

4 < z, = const. < 1 die Parastroide 8" mit ihren Doppel- 
- , > zl = const. > - 4 -%D 

punkten *lD2 auf ' zeigt. Der Schnilt. 
Di DZ oc 

liefert die Parastroide 'Us mit dem -as 
Paare dreifacher Punkte '1~2. Wenn x, s4 
sich die schneidende ~ b e n e -  ;och mehr 
von der xly,-Ebene entfernt, so daB die 
auf der Raumastrois A* gelegenen Spitzen 
imaginar werden, so werden auch die auf 
der Knotenlinie ~g befindliclien Doppel- 
punkte isoliert, wie z. R. für den Schnitt 

,, - E) > z = const. > - cio welcher in der Figur 12 als A, ein- 
gezeichnet ist, eine ovale Form von '% 
erscheint, deren isolierte Punkte auf der 
einen Parabel ( r )  zu sehen sind, wobei 
das zmeite imaginare Doppelpunktepaar 
(auf 9) hinxugedacht werden m6ge. 

Wenn man berücksichtigt, da8 auf jeder Tarigente z der Raum- 
astrois das Stück zwischen ihren beiden Scknittpunkten D mit 9, D 
mit E ,  konstante Lange bcsitzt, da in der Figiir 11 die Projektion D'D' 
dieses Stückes als von den Zweispitzentangenten der A*' = SI* ab- 
geuchnitten, die Lange 2 a  behalt und z gegen die Projektionsebene x,y, 
unter dem Winkel E geneigt bleibt, 
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204 Mannheim-Darbouxsche Umschwungsbewegung eines starren Korpers 

erkennt  m a n  folgende tangentenweise Konstrukt ion der  Raum- 

astrois  A*: 
,,LiiBt m a n  bei  e inem kongruenten Parabelpaarc ( V E  m i t  d m  

Scheiteln H z )  mit  gemeinsamer Achse, aber  in e u  einander senkrechten 

Ebenen ,  eine Strecke (DD), deren L k g e  konstant  u n d  gleich ist der 

Tangente  ails dem Scheitel der  eincn Parabe l  a n  die andere, m i t  dem 

einen Endpunkte  auf  der  einen, u n d  dem anderen E n d p u n k t e  auf der 

anderen Parabe l  gleiten, so beschreibt diese Strecke die Tangentenfliiche 

einer Raumastrois." 

Will m a n  die  Sühmiegungsebenen der  Raumastrois  überuehen, so 
braucht  m a n  n u r  einen P u n k t  L auf  der  Strecke H z  der  gemeinsamen 

Achse beider Parabe ln  laufen zu lassen u n d  aus jeder L a g e  von L 
das Tangentenpaar  sowohl  a n  d ie  eine (9) a ls  auch  a n  die andere 

Parabel  (,$ zu legen. Die  vier Ebenen, welche eine Tangente des ersten 

P a a r e s  mit einer des zweiten verbinden, sind die  4 Schmiegungsebenen 

durch L, d a  d ie  Tangentenfliiche von  A* als  Bitangentialdeveloppable 
ihrer  eigenen Knotenl inie  erzeugbar  ist .  Die  Charakteristik, d. h. die 

Tangente z der  Raumastroia  führ t  hierbei vom Berührungspunkte (D) 
mit der  einen Parabel  zu einem (D) mit der  anderen. Die 4 Schmiegungs- 

ebenen durch  einen beliebigen Baurupunkt  sind die Bitürigentialebenen 

des Kegelpaares, welches u n d  ij aus  diesem P u n k t e  projiziert. 
Das isornetrische Bild der Ramastrois Am in  der Figur 1 2  zeigt in  nber- 

einstimmung mit den P l ü  ckerschen, bzw. Cayley  schen Formeln eine ebene 
Kurve 6. Ordnung und 6. Klasse mit 6 Doppelpunkten, 6 Doppeltangenten, 4 Spitzen 
und 4 Wendetangenten, und zwar ist von den Doppelpunkten auf der dnrch 0, 
gelegten zu Zl senkrechten Symmetrieachse dieser Kurve in der Zeichenebene ein 
solcher auf dem reellen Kurvenzuge selbst zu sehen, ein 2ter anf dieser Sgmmetrie- 
achse isoliert, wahrend die restlichen 4 aum imaginiiren Teile der Linie gehoren. 
Die 4 Spitzenbilder sind reell. Von den 4 Wendetangenten bilden 2 den UmriB 
JI J, des Tangentenfiachenbildes, es sind dies die beide~i im Endlichen liegenden 
Doppeltangenten des mit z t ~  bezeichneten Parabelpaares der Zeichenebene; die 
Wendepunkte auf ihnen liegen sehr nahe an SI, hzw. S,. Die unendlieh f e m c  

.Gerade gilt fü r  2 Wendetangenten und zwar in den nnendlich fernen imaginaren 
Bildern der Kreispnnkte I J  der xl y,-Ebene (welche also selbst keinevwegs die 
Kreispunkte der Zeichenebene sind) als Wendepunkten. Sie ziihlt auch für 
4 Doppeltangenten. Die restlichen 2 Doppeltangenten des Astroisbildes gehUren 
zu imaginaron Berührungspunkten, sind aber selbst reell und zwar bestehon sie 
als Spuren der znr Zeichenebene senkreckten Tangentialebenen des R-eïlachen 
Zylinderpaares A*"A*"' - der Bitangentialdeveloppablen von A* (S. 200) - aus 
den beiden nnter 60° gegen das 2,-Rild geneigten Tangenten der mit A*" und 
A*"' bezeichneten Neïlschen Parabelbilder der Zeichenebone. 

Eine besonders ausgezeichnete Projektion der Raumastrois, in des Figur 13 
dargestellt, wird als orthogonale Abschattung auf eine jener beiden dnrch die 
3,-Achse gelegten Ebenen (xl + y, = O) gcwonnen, in denen die Zweispitzen- 
tangenten der ebenen regularen Astzrois % R ( z , - O ,  liegen; wenn wir in einer dieser 
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Ebenen, die zu 2, senkrechte Achse für den Aiigenblick mit x bezeichnen, habexm 
wir die Paradarmeterstellung dieser ebenen Kurve aus (14) in der Form 

und die Cartesische Gleichung 

a 4 z ;  + 2fj2(21j4x4- 6a2@'x%; + 3 ~ 5 : )  - a e $ 4 ( 4 @ P z ' -  Yalz : )  = 0. 

Dieae Projektion ist sgmmetrisch bezüglich ihrer Koordinatcnachsen und hat  i m  
Anfange O, einen Knoten luit doppelter Inflexion und zwar mit den 2 ,  nnter e 

3 a 
( d g  r = r = - ugl. 13, 14 gegen die rAchse geneigten Wendetangenten, denen 

2 9  ) 
die Kurve in ihrem Verlaufe bis zu den Spitzen nahe bleibt; ferner hat aie in un- 
endliçher Ferne auf der x-Achse 
Wendepunkte mit der zcnendlich 
ferllen Gevaden als - dem- 
entsprechend doppeiter - Wende- 
tungente zusammengerückt oind. 
Wie oben ist die vierspitzige 
Kurve von der Ordnung und 
Klasse 6 ;  von den 6 Doppel- 
punkten sind 3 im Oskulations- 
knoten, einer in 0, und noch 
zwei imagingre auf der 2,-Achse; 
alle 6 Doppeltangenten werden 
von der unenaich fernen Osku- 
lationsknotentangente absorbiert. 

Die orthogonale Projektion 
der Raumastroi~ der Figur 13 a, 
auf eine andere durch z, gelegte 
Ebene, hat nur die 2,-Achse 
selbst zur Symmctralen und t~uf 
ihr den nichtisolierten und 2 
imaginare Doppelpunkte; sie 
zeigt in der dam senkrechkn 
Richtung genau wie die Linie 
der Figur 13 als isolierten Os- 
kulationsknoten den 3 Doppel- 
punkte ab~orbierenden doppelten 
Wendepunkt mit seinen in der 

einen isolierten Oskulationsknoten, wohin zwei 

Fig. 13 

% 

Eino Projoktion dor Xnummtrois. 

unendlich fernen Geraden zusarnmenfallenden Ookulationatarigenten, so da8 gar 
keine im Encllichen gelegene Doppeltangente übrig bleibt. 

Beachtenswert ist auch die Zentralprojektion der Rauma~trois A* ana einer 
i h e r  Spitzen. Jede Zentralprojektion 6. Ordnung von A* zeigt 6 Doppeltangenten, 
von welchen imnier 3 als Spuren zu den 3 Tangentialebenen gehoren, welche 
durch diesen Punkt an einen der beiden Neïlschen Parabelzylinder A'" und A*"' 
-(S. 200, in welche die Bitangentialdeveloppable von A* zerfàllt) - gelegt werden 
konnen, und deshalb alle 3 im niimliehen Punkte zusammenlaufen, im Spurpunkta 
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206 Mannheim-Darbouxsche Umschwungsbewegung eines starren Korpers. 

der durchs Projektionszentrum zur dchve y,, bzw. s, gelegten Parallelen. U'ird 
nun das Zentmm spezieil in einer Spitze von A* etwa in SI angenommen, BO 

artet  der irreduzible Hauptbestandteil der Spur,  welcher in  der E'igur 1 4  als 
Projektion aiif die 2, yi-Ebene gezeichnot ist, i n  eine nur dreispitzige Linie 4. Ordnung 
und 3. Klasse mit einer und zwar isolierten Doppeltangente aus, welche reell- 
kollinear ist  zur  S t e i n  erschen dreispitzigen Hypozykloide (G. L o r i a  S. 146), aber 
in  Eeimer Ebene eine solche selbat werden kann;  um namlich eine zirkulare 

Pig. 14. Fig. 15. 

Fig 13a 

Projektion der A* zu orhalten, muB man den projizicrenden Kcgel S, mit einer 
Xbene z, = const. schneiden, dort aber zeigt sich als Doppeltangente eine im 
Endlichen gelegene Spur der betreffenden Tangentialebene von A*". Die Projektion 
d e r  Spitze S, wird unendlich fern auf der P r~ jek t~ ion  der 2,-Achse, welche S y m -  
metrale bleibt. 

Es kann nicht unsere Aufgabe sein, die ganze Mannigfsltigkeit der Projektions- 
formen dcr Raurnastrois eu besprechen; wir schlieflen doshalb dicscn Abschnitt mit der 

7 
Erw&hnung der durch 4 sich in einem Piinkte unter 1 schneidendcn 

4 
achsen ausgezeichneten zirkularen Projektionskurve 6. Ordnung, welche in einer 
Ebene z, = const. erscheint, wenn man den Ursprung als Projektionsxentriim 
wahlt  (Figur 15). Diese Symmetrieachsen sind abwechselnd Zweispitaentangcnten 
und solche, auf denen sich auBer einem unendlich fernen nichtisoliei.ten Knoten 
mit doppelter Inflexion noch ein symmetrisches Paar imaginarer Doppelpunkte 
befindet. Die neben den 2 Zweispitzentangenten noch übrigen 4 Doppeltangenten 
d,,,, ,, , sind isolicrt, d. h. beriihren die Kurve in  imaginaren Punkton. Man 
erkennt cieutlich die 6 reellen Tangenten, welche an diese (in der Ebene ein 
,,Streifenkrenz6' abgrenzendej Kurve aus einem beliebigen Punkte eines der vier 
Spitzenzwickel bei den Ecken und innerhalb der Flache des Wendeaeymptoten- 
quadratea gelegt werden konnen. 
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Die Punktbahnen beim Nannheimschen Umschwnnge. 

Die Rahnen der Punkte der 8,-Achse sind - als kongruent zu 
jener des Aufanges O, (S. 176 u. f.) - schon erledigt. Nun betrachten 
wir zuerst die Bahnen der Punkte der Ebene x, = O, wobei es natürlich 

genügt, auf jeder Parallelen zu el in dieser Ebene nur einen Punkt 
heranzuziehen, weil die übrigen Punkte derselben Parellelen kongruente 
Kurven zeichnen, so daB die Untersuchung der Bahnen von Punkten S 
der Geraden 

6 ( 3 = 0 )  

(Gleichung 8) ausreicht. Diese sind durch 

mit Hilfe des Parameters A dargestellt. Bus den Bewegungsglei- 
chungen (lx) erkennen wir für diese Punkte 6, daB ihre Bahn- 

x =  a s i n 2 4  + art s ina  

( y = - a s i n  4eos0-aLc0s.B 

1.c- - b  sin 8 - b A  

rationde Kurven 4. Ordnung mit einem wirklichen Doppelpunkte im 
Anfange O sind; letzterer ergibt sich für 4-Werte, welche zu 

sin 4 = - A 

gehoren, wie auch das Studium des Nebenapparates (Figur 5) lehrt, 
mit dessen Bügel die Gerade dl im Prismenlager (dessen K6rper 

selbst um z drehbar i d )  gleitet. Diese Raumkurven,' bei deren Betrach- 
tung wir, ohne ihre F'ormenmannigfaltigkeit einzuschriinken, uns auf 
positive Werte von A beschranken k6nnen1), sind die Durchdringungen 
(Figur 16 a b c) eines und desseIben Umdrehungskegels O(d,), dessen - 
Kantcn A,($) irn Schcitel O mit der B-Achse dcii Winkel qb = arc t g  % 

- 

einsehlieBen, mit dem anf die zz-Ebene projizierenden parabolischen 
Zglinder A"', welcher merkwürdigerweise für alle Werte von A kongruent 
bleibt und nur verschoben lie& verglichen mit dem (auf S. 178 und 181) 
kennen gclernten Zylinder D, welcher die gleichteilige Doppelschleife, 
die Bahn des Ursprunges O,, auf die $2-Ebene senkrecht abschattet. 

1) Die zu + 1 und -A gehorigen zwei Bahnkurven aind kongruent und be- 
züglich der x-Achse synzmetrisch zii einander gelegen, aie gehen Punkt fiir Pnnkt 
in einander über, wenn man auEer A mit ( - A )  noch 4 mit (- 9.) vertauscht und 
(den positiven Sinn auf der y- und Z-Achse entgegengesetzt annimmt, d. h.) an 
der x-Achse spiegelt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



208 ?Jannheim-Darbouxsche Umschwungsbewegung eines starren Korpers. 

Um letzteres nachznweisen, verschiebt man den Zylinder A"' (mit den Glei- 
chnngen 19, erste und dritte Zeile) gemLB den Tranafomrttionsgleichungen 

was zu 
a 

x = a s i n x 6 + a l .  sina+-1. '  
4 

b 
s ' = - 6  sin 9 . - -A  

2 

führt, und sieht, daB der Brennpunktsabstand 2 '  von der Direktrix bei der Basis- 
purabel A"' (in der xz-Ebene) 

2' '  b2  1 ' = - -  - = 1  
2 s ' - 2 a  

konstant, gleich jenem von D kt. A"' - D; die Scheitel aller Parabeln A"' (1. 
beliebig) in der xz-Ebene erfüllen das Spiegelbild von D bezüglich x = 0. 

Noch auf dem Umdrehungskegel ($3 mit der Gleichung 

also mit dem Scheitel E 

und dem ebenfalls mit A. veranderlichen Kreise 

der xy-Ebene als B a s i ~  liegt diese Bahnkurve, wovon man sich durch 
Substitution von (19) in (20) überzeugen mtige. Von den beiden 
Konturkanten dieses Kegels in der xs-Ebene umhüllt die eine, 
Z O  mit der Gleichung (bx - aAz = O ) ,  den Ursprung 0, die andere 
aber, EHT in der Figur 16b,  mit der Gleichung 

berührt die Parabel ,,8" 

Der Scheitel Z dieses Umdrehungskegcls G wandert bei veriinderliüheni 
L auf der durch (21) oder 

(21 '1 a (a - 25) c2 = b 2 k 2  
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210 Mannheim-Darbuuxsçhe Umschwungsbewegung eines star& Xoi-pers. 

dargestellten ~ a n ~ e n t i a l k u r v e  (Figur 16 b) der Parabel 

[vgl. G. Lor ia  II. Bd. S. 701') und F i e r  147; H o c h h e i u  ,,Tarigential- 
kurven der Kegelschnitte" in der Zeitschrift für Mathematik XV, 1870;] 
diese ist der Ort der Endpunkte von Strecken ZOZ, welche auf einer 
beliebigen Tangente der letzteren Parabel (t) rom Berührungspunkte Zo 
aus derart lang abgetragen werden, daB die Lote aus Zo und 2 ziir 
Parallelachse auf der letzteren ein Stück EiT' von der Lange + n 
abschneiden. ') 

Ails dern Zylindei A"' und dem Kegt:l 6 hesteht die Hitangentialde~eloppable 
von die Knotenlinic ihrer Tangentenfliiche zerfallt analog (S. 1 8 2 ,  Fig. 8) 

jener der gleichteiligen Doppelschleife in 2 Spitzkiirven 3. Ordnung, i n  der Ebene 
y = O die eine und in der Polarebene von Z beziiglieh des parabolischen 
Zylinders A"' die andere,  mit i n  O vereinigkn Spitzen und der Schnittlinie de r  
genannten Ebenen als gemeinaamer Spitzentangente. 

In der Figur 16a  ist die Projektion einer sololien Ralinlinie cTc3) 
auf die xy-Ebene 

In  der Figur 1Gb ist die Projektion einer solclien Bahnlinie S(,) 
auf die xz-Ebene 

In  der Figur 16c ist die Projektion einer solchen Bahnlinie 
auf die y z-Ebene dargestellt. 

The erste kt wegen ihrcr Konchoidcneigenschaft zum Krcise 
S2(xs+ y'= ax) bezüglich des Ursprunges O als Pol sogleich als P a s  ca l  sche 
Schnecke3) zu erkennen; besonders die Bemegnng unseres Nebenapparttes 
M t  diese Eigenschaft deutlich herrortreten. Auch liefern die Glei- 

1) Dort i s t ,  um einen Driickfehler eu verbetisern; unterhalb (26) 4 z ' y ' %  
= p ('2 x' - k ) e  zu schreiben. 

2) Bei unserer Parabel iet 

daher die Gleichnng d i e ~ e r  Tangeritialkurve 

wirklich 

in Übere in~ t i rnmun~  mit  (21 3, wenn die Akzente wieder fortgelassen werden. 
3) Vgl. etwa G. L o r i a  1. Bd. Fig. 28a b c der Tafel I V  nnd S. 136 etc. oder  

E. P a s c a l s  Rep. II. S. 537. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von ANION G H ~ N W A L U .  211 

x = a sin 21. (A. + sin 21.) 1 
chungen (19) die bekannte Gleichung der 

y =  - a c o s 6 ( 1  + s i n 4 ) J  
Schnecke 

P I  (z2 -t y2 - a%)= = i2a2(x2  + ye).  

Die zweite ist die eben (S. 207) aufgetretene Païabel A"'; die dritte 
dagegen k6nnen wir durch 

darstellen und mit Rücksicht auf das S. 178 Angeführte ,,verallgemeinerte 
S1usi:ma" nennen. Man verfolge die bezüglich y = O sym:metrische~~ 
Gestalten dieser Bul~wlinierz und ihrer 

Fig. 1Ge. drei Projektionen 

fiir Â < 1, wo der mahre Doppel- 
punkt in O nicht'isoliert, 
die Kiirve als 1)oppel- 
schleife, und zwer f d s  
rZ nicht verschwindet, als 
,,ungleichteilige" Schleife 
erscheint; und 

,, Â > 1, wo O als Doppelpunkt 
isoliert, die Kurve als hut- 
krempcnartig im Raiim 
gewundenes (vorn etwas 
niiher zusammengebo- 
genes) Oval erscheint; 
schlieBlich beachte man 
insbesondere den Grenz- 
fa11 

1 = 1 einer (ratiorialen) raum- 
lichen Spitzkurve 4. Ord- 

l 
nung: A. / 

D i e T a q e n t e i  i m w a h r e n ~ o ~ ~ e l -  
punkte O der Hahnlinie sind die zu 
- 

sin 9. = - A. gehorigen, bezüglich 1 
der XZ-Ebene symme trischen Kanten 
des von d, beschriebenen Umdrehungskegels O ( d , ) .  Ca y l e  y s charak- 

teristische-Zahlen für diese Bahnlinien sind schon (S. 177 Anm.) an- 
geführt worden, die zur Spitzkurve gehorigen sind') 

1) Vgl. E. P a s c a l ,  Rep. II S. 226, 235 oder, in der vorliegenden Abhandlnng 
S. 198;  wo die Bedeutung dieser Zahlen angegeben ist. 

14' 
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212 Mannheim-Darbouxsche Umschwurigsbewegung eines starren Korpers 

Von alleil diesen Bahnlinien S(,, wird die unendlich ferne Ebene in 
den Kreispunkteri IJ der zlyEbene berührt, und zwar mit den üuf 
xa + y" 0 gelegenen unendlich fernen Tangenten und den zirkuliiren 
Ebenen 

(24) (x - q+ y2 = O 

durch die Achse Ii: des Zplinders SL 81s Schrniegungsebeneii; in Über- 
einstimmung hiermit haben z. B. die erwahnten Pa sc  alschen Schnecken 
die 2 Spitzen in den Kreifipunktcn I J  und  dort Tangenten, welche im 

Spurpunkte N (4, 0, O) dieser Achse SI ïusanmenlsufen, und es hat 

jede Sliisiana (Gleichung 23) neben dem Doppelpunkte im Endlichen, 
auf der z-Achse (Syriimetrieachse), einen isnlierten Herührungsknoten 
unendlich ferne auf der y-bchse mit der unendlich fernen Geraden als 
zugehoriger (xweifacher) Doppeltangente, so daB ihr nur 2 Doppel- 
tangenten im Xndlichen, im UmriBgeradenpaar des auf die ya-Ehene 
projizierten Kegels G (Gleichung 20) ÜLrig bleiben. 

Da die Normalebene IIl zu A, im Punkte d bei unserei. N a n n -  

he i  ni schen Bewegung stets durch eirien Punkt p des Sestgedtditen 
Korpers C gelit, ist jede dipser Bahnlinien a(,, die 1;1~/3pzrdïtskwr?:e des 
Punktes 

beziiglich der Kanten des Cmdrehungskegels O(d,), d. h. der Oi-t der 

FuBpunkte aller Lote, welche aus p auf die g a n t e n  dieses Kegels 
gefallt werden konnen. Sie ist hiernach spharisch und liegt auf der 
über O p  als Durchmesser beschriebenen Kugel. 

Schon auf S. 178  haben wir oinen hierhergehorigen Spezialfall kennen gelernt. 
Aueh ohne auf die beniitzte Eigenschaft der Mannheimschen Bewegung zurück- 
zugchcn, kann man sich hier diirch Rechnung direkt iibcrzeugen, daB die Strecke 06, 
ùeren Projektion zu 

a s i n a ,  - a  cos 4, - b 

(vgl. 19) proportional sind, zur Strecke p 8  mit den Projektionen 
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senkrecht steht, wodurch b als FuBpunkt des aus p auf die Kaiite d, (?) des Kegels 
O(d,)  gefiillten Laten nachgewiesen imt. - 

Die Doppelpunkt,stangenten der Bahnlinie sind die beiden zu 
p O oenkrechteri Erreugeliden A, rs=,,, ,in ! - A , ~  des Kegels O(&,). - Man 

- 

beachte die oben erwahnten Formveranderungen dieser im Raum ge- 
wundenen FuBpunktskiirven den Übergang von Bahschleifen- 

b P  
gestalten r u  Ovalen, aenn  p auf seiuer Geraden (6  = a + ;, 7 = O),  

b' 
dem Werte 1 = 1 entsprechend den Punkt 2<, [n + ;, 0,  

- C + 91 
passiert, wobei die Spitrkurve A erlialten wird; bei A rücken die beiden 
auf dem Kegel O(!,) zu Op senkrecht gelegenen Doppel~unkts- 

tangenten in eine einzige misammen; anch die Symmetrie der heiden 
a(,)-Forruen wird klaï, wenn p auf seiner Geraden spiegelbildliche 
Lagen bezüglich der xy-Ebene annimmt, von der auf S. 178 inne- 
gehabten Lage in dieser Ebene angefangen. Der zum selben 8 ge- 
horige FuWpunkt verscliiebt sich aitf derselben Kante el($, des festen 
Kegels O(&,),  wenn sich p hebt oder senkt. 

- 

Wiihlt man spezielt A = +, wie es in der E'igur 16 geschah, und 
pru,jiziert die aich ergebende (ungleiohteilige) Doppelochleife auf 
die xy-Ebene durch Gtrahlen, welche mit ihr eineii Winkel einschlieBen, 

tlcssen cotjg den Wei-t -5 hat und zur xz-Nbene parallel sind, BO 
2 b  

kann man als derartige Abschatturig ein regulares 

B r  O c a r  d sches Kleeblatt (Figur 16 a) 

[G. L o r i a  Figur 30 der Tafel IV iin 1. Bd. ,,Eb. K.'' und S. 155; 
B r o c a r d ,  Le trifolium, Journal de math. spéc. 18911 

X 
erhalten, welches durch 3 unter gegen einander geneigte Symnietrie- 

achsen nusgezeiohnet ist, die sioh im Punkt,e (%, 0) der 2-Achse 

schneiden. 
Die ails den Ral~ngleichuiigen (19) folgenden Gleichiingen dieser Abschattung 

lassen sich namlich auf die Porm 

3a a 
Z - - -  (- 2 cos 2 4 - sin 4) 

8 4 

a 
y = (- 2 sin 29.  - cos 4) 
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214 Mannheim-Darbouxsche Umschwungfibcwegnng eines starren Korpers. 

bringen, welche auch die Gleichungen (2) auf S. 165 von G. L o r i  a s  Eb. K. 
7c 

amehmec,  wenn wir dort r = a und rr = 9. - - setzen. Wie alla schiefen 
4 2 

Farallelprojektimn nnserer Bahnlinien auf die xy-Ebene hat  auch dieses Kleeblatt 
die unendlich feme Gerado dicser Ebene a u  Doppeltangente in  den Krcispunkten 1.7, 
wo die Bahnlinie selbst die unendlich ferne Ebene berührt. 

Hochst interessant ist die für i. = 1 sic11 ergebende spharische 
Spitzkurve A (Figur 17), welche viele beka~inte Kurven als ihre Pro- 
jektionen in Zusammenhang bringt: 

Auf die xy-Ebene projiziert sie sich senkrecht als Cardioide A' 
(Unsere Gleichung 22 für A = 1 ; G. L or ia ,  Figur 28 h der Tafel I V  
und S. 142.), 

auf die yz-Ebene projiziert sie sich als allgemeinere Quartique 
pyriforme A" (Unsere Gleichung 23 für 1 =i; G. L o r i a ,  E'igiir 48 
der Tafel V I  und S. 187, 188.), 

auf die xz-Ebene als eine zu 5) kongruente Parabel A"' (A. = 1; 
S. 207 und E'igur 5). Ferner wird sie durch schiefe, zur xz-Ebene 
parallele Strahlen auf die xy-Ehene abgeschattet als ,,geradcs Zweiblatt" 
AIV (G. L o r i a ,  Eb .  K. Figur 34 der Tafel V und S. 159 des 1. Bd. 
Gleichung 9'), wenn die cotg des Winkels der Strahleiirichtung mit 

a .  
der x -Ach~e  - 1, 1st. ') Dics lehren die Projcktionsgleichungeii (am 19) 

Als Se i  d e l  s ,,eigentlichesN Oval dy (Proportionatrix VillaPaudos, 
folium simple Longühamps, G. L o r i s ,  Figur 78 b der Tafel XI des 
1. Bandes und S. 317 g = 2r cos3w) dagegen, wenn die obige cotg als 

a - angenommen wird2): 

Auch als S t e i n e r s  dreiseitige Hypozykloide3) AT1 kunn diese A 
auf die xy-Ebene projiziert werden. Dies geschieht, wenn man die 

- ~- 

1) Der dern absoluten Werte nach komplementirc Winkcl g~ 

der Richtung dieser Strahlen mit der z-Achae zeigt, da0 diese Richtung einer Kaute 
des Kegels O ( d , )  angehort, dessen Kanten durch O unter dem 

- 

Winkel mit  der 8-Achse gelegt sind. nehrnen wir stets positiv 
2) Wie bei Anrn. 1, aber bei einer Strahlenrichtuug parallel xur anderen Kante 

4 desselben Kegels in der xz - Ebeiie. 
- (.= 3 

3) G. Tloria,  Eb. K 1. Rd S. 146 u s r  
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2 a obige cotg mit deiii Werte - annimmt, so da5 die Lichtstrahlen 

72 
zur Rahntangentc des Punlrtes 3, d. h. der 19. = (bci 2. = 1) ent- 

is) ' 6 

sprechenden Lage von 13 (vgl. S. 207, 186 und Pigur 5), also zugleich 
zur Bahntangente des bezüglich der xz-Ebene symmetrischen Punktes 

4 5 ,  parallel werden, wctshalb sich diese Punkte auch als Spitzen 
(si 

[- T-Tfl] neben dem Bilde O [O, O] der ,,wahreenl Spitze O 
4 ' 

absçhatten müssen. Aus (19) haben wir 
2 a 

rc = a sin2 4 + tr sin 8 + - z = a (sin" - sin 4 - 2) 1 
b 

y =  - a c 0 ~ 9 ( 1  + sini?) 1 
als Parametergleichungen dieses Schattens, dessen 3 Spitzentangenten 

aus der x-Achse und zwei sie im Punkte (- po, O) iinter dern Winkel 
"t f + sühneidenden Geraclen bestehen. Die Natur dieser Linie kanri 

nicht zweifelh~ft sein, da sie ais dreispitzige Parallelprojektion von A 
von der 4. Ordnung ist und die unendlich ferne Gerade (vgl. S. 214 oben) 
in den Kreispunkten IJ berührt, was nach C r e m o n a s  Bemerkungl) zur 
Bestimmung ihrer Identitit hinreicht; auch kann man die Parameter- 
gleichungen in der Form 

- (î + :) = % (2 oin 9 + GUS 2 8) 

n 
- y  =- (2 cos 8 + sin29.) 

2 

schreiberi und durçh Vergleich mit den von G. Lor iae )  angeführten 
den Schlufa ziehen, daB die vorliegende Projektion auch als Hypozykloide 
erzeugbar ist, und zwar durch Abrollen eines Kreises vom Durch- 
messer a an dem dreimal so groBen, welcher durch die 3 Spitzen des 
Schattens geht. - 

Von den Projektionen aus einem im Endlichen gelegenene Zentrum 
sind neben den Krcisen, als Schatten der A bci Bclcuchtung ails der 
Spitze O selbst, noch ganz besonders die Cissoide3) des D i o k l e s  zu 
bemerken, welche als A-Schatten (E, 7) in  der xy-Ebeiie hervortritt, 
wenn wir den auf A der Spitze O gegenübcrliegenden Punkt 

al [ s a ,  - 2 b J ,  in der xz-Ebene zum Beleuchtungszentrum machen: 
( ;) 

--- - - 

1) ü. L o r i a ,  Eb. K. 1. Ud. S. 149. 
8)  G .  T A a r i s ,  Rb. K. 1. Rd. S. 160 oben. 
3) G. L o r i a  Eb. K. 1. Bd. S. 36 und Figur 1. 
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Wir haben auf der  Verbindungslinie von (Gleichung 19 f ü r  A = 1) 

x =  a s i n 6  (1 $- sin9.) I y = - a cos 9. (1 + sin 9.) mi t  

z =  - b ( i  + s i n a )  I 

so  zu bestimmen, daB f=0, a190 y : ~ : ( p + ~ j = - ( l  +sin9.):2:(1-sin8) 

mird; die gesuchte Pro jek t ion  i s t  daher  gemüfl 

J 6 cos 4 
17 = IBio9 

die neben  ih re r  Wendeasympto te  (5 + 4a  = 0) erscheinende Cissois 

5 ( f a  f T,?) + 4 q 2  = O. D i e  F i g u r  1 7  eeigt diese 7 merkwürdigsten 

Projekt ionen der  S ~ i t z k u r v e  A ,  sowohl  die  or thogonalen,  die 

l 
Cardioide A' 
Quartique pyriformc A" 1 
Parabel  A"' I' 

als auch die schiefen 

das gerade Zweiblatt  AIJT ' S e i  d e l  s ,,eigentlichesC' 

1 Steiners Hypozykloide A" 

und die durch Zeutralbeleuchtung gewonnene Cissois dVU. 
Die Bitangentialdcveloppablo der Spitzkurve d ist der senkrcchte Zylinder 

iiber der Parabel A"', und die Knotenlinie der Tangentenfiiiühe eine auch in die 

Figur 5 cingetragene Hgperbel @, welche 1) die Achse R 

Zylinders LAIL, und 2) die durch den gemeinsamen Punkt der 3 Steinerschen 

Spitxentangenten gehende G ~ r a d e  zu Asymptoten, ferner 

in den Punkten O = 8, und 8, [?a,  - Z b ]  die Tangenten mit der Pa- 
( ?.) (+ ;) 

b b 4 1) 
r a b e l A " ' g e m e i u h a t : z = -  x , b z w . z = - - x -  . 

a H e 3 
Um die beiden Dreispitzkurven 4. 0. 3. Kl., die Cardioide u i d  die S teinersche, 

xn erhalten, mu6ten wir die Belenchtung aus einem der unendlich fernen Punkte 
dieser Knotenlinie ausfiihreri; so kam dia Klasse 3 der Prqjektjon zustande, wahrend 
sonst, vgl. S. 212, r = 5 fiir A gilt. 
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Wir beachteten bisher nur die Bahnen a(,, (Gleiehung 19 S. 207) 
der Punkte S der Ebene x, = O von Cl. Nun stellen wir zum Schlusse 
fest, daB die Bahnlinie b(>, (Gleichung l M  S. 158, rationale. K i w e  
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4. Ordniing) jedes belicbigen Punktcs p, (mit den zu 8 = 0 gehorigen 
Kooi-dinaten x, y, 2, im K6rper Cl) beim Mannhe imschen  Umschwunge 
die Fu/3punktskurz;e eines bestimmten Punktes p bezüglich der einen 
Regelschar eines Urndreh~ngsh~~erboloide~ ist, d. h. der Ort der E'uB- 
punkte aller aus p auf die Geraden dieser Sühar gefillten Lote: 

Die unter + t g  U> = O )  gcgen die i-Achse gcneigtcn rieradeu d, ( e 
der  y,z,-Ebene (a. B. dl durch O; S. 162, 165, 173) beschreibeli beim 

M a n n  heimschen IJm&wunge Drehurigskegel urn die s-Achse' mit 
ihrem Schuittpunkte auf dieser Achse als Scheitel, [so z. B. beschreibt 
A, den Kegel O ( d , ) , ]  wobei ihre Punkte sich a d e r d e m  noch anf der 
-- 

innerhalb 
betreffenden Kante A, derart verschieben, daB die (auf  ) der 

auBerhalb 
Zylinderflache 52 (x; +y:=a3) befindlichen Punkte S(0, y,=- Ln, z,=- Ab) ') 

Doppelschleife 
eine di, 1 bpitzkurve A im  R a u n e  zeichnen. 

Ibzw. ein Oval I 
Die Parallele eu den dl durch einen beliebigen Raumpiinkt p1(x, y,#,) 

bleibt nuil beim Umschwunge auch mit jener Geraden dl starr ver- 
. b u d e n ,  in  welche sie sich senkrecht auf die y,%-Ebene ~roj iz ier t ,  be- 
schreibt also selbst eine Itegelschar eines Urndreh~n~sh~perbo lo ids ,  
welche aus den Kailteri des von ilirer Projektion dl erzeugten Dreli- 
kegels (Asymptotenkegels) durch Verschiebung um das Stück konstanter 
Lange al in  der sowohl xn a, als zur betreffenden Kante A,(,?) senk- 
recliten Richtung (nacth der gehiirigcn Seite hin) gewonnen werden 
kann. b(?, liegt ganz auf dieser IIyperboloide und alle ihre Punkte pl(,* 
werden durch die beschriebene Verschiebungstransformation aus den 
Punkten S jener des Asymptotenkegcls gewonnen, welche beim 
Umschwunge von der auf die y,zl-Ebene ausgeführten Projektion S 
des Punktes pl gezeichnet wird. 

Der Asymptotenkegel ist, wenn wir die Koordinaten f 17 [ nennen, 

(mit dem Scheitel O, 0, 8, - und das Umdrehungshyperboloid 

durch p,, worauf b(,, bleibt, hat  die Gleichung 

1) Vgl. S. 207. Es eeigt sich 1. = - unabhingig von. der zuf%lligen Wahl 

des Anfanges auf der 2,-Achse. 
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wovon man sich durch Einsetecn der a m  (IN, S. 168) folgcnden Werte 
von xys statt [ q f  direkt überzeugen kann, da alsdann 

erhalten wird. Jene Regelschar dieses Hyperboloides, welche von der 

Bahnkurve bqi - diese ist gema8 (la) von der 4. Ordnung, rational 
und zwar zweiter Spezies - einfach punktiert mird, ist mit Hilfe des 
Parameters x (neben 6 )  durch die Gleichungen 

= X, cos .5 - y, sin 6 + aîc sin .5 

7 = xi sin 4 + y1 cos 4 - a x  cos 4 

21 - h x  
darstellbar. l) 

Die Strahlen dieser Schar siiid augenscheinlich paraIlel zu den 
{S. 212) oben vorgekomtnenen Stmhlen OS des dortigen Umdrehungs- 
kegcls O ( d , ) ,  auf welcliem lag, die FuBpnktskurve des hin- 

[ 
0' 

gehürigen Punktes p a + F ,  0, - L b + ) ]  bezüglich der Kegel- 

kanten; unsere Ver~chiebungstransformation, welche dcm Hinxutreten 
der mit x, hehafteten Glieder in (lx) entspricht, geschieht stets in einer 
zu 06 = A, normalen Richtung, weshalb die Normalebene nl zu A, - 
(im Piinktc 8)  nur in  sich verschohen wird. Mit Rücksicht auf die 
veranderte Lage des Kegelscheitels erkennen wir: 

Die Bahnlinie b($) ist die Fzt,3pu~~ktslïuwe unserer Elegelschar 4 
beaiiglich des Punktes 

also wegen A = - 2 (Arimerkung 1 der vorigen Seite) 

als Pol. p wird beim Mannheimschen Umschwunge von der durch 
pl zu den A, normal gelegten Ebene TIl des Korpers Cl eingehüllt. 

Nachtriiglich ist  es auch direkt, ohne kinematiache t-berlepng, leicht,, sich 
davon zn überzeugen, daB die Richtung der Hyperboloiderzeugenden mit den Pro- 
jektionen 

( a s inâ ,  - a c o s a ,  - b )  

1) r = sin 9. gehart zur Bshnkurve b(?) mit den Gleichungen (lM) 
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zu der ails (1,) und (25) bestimmbaren Kichtung des Lotes p bi3,  mit den Pro- 
jektionen 

senkrecht steht, daB also die behauptete FuBpunktskurveneigenschaft zutrifft. 

Das Verhalten aller Bahnlinien b(,) i n  unendlicher Ferne ist $as 

gleiche s i e  bei den a(,,'), woraus z. B. wiederum darauf geschlossen 
werden k a m ,  tlaB die senlrrcchten Projektioneii aiich dieser b:,) auf 

die xy-Ebenc P a s  calsche Sehnecken" sind, wiihrend die schiefen die 
unendlich ferne Gerade dieser Ebene in  beiden Kreispunkten IJ be- 
rühren; odei, da8 der Schatten dieser Kurven bei ciner Heleuchtuiig 
durch Strahlen, welche zur xy-E-ihene parallel sind, urieridliüh ferne auf 
der Spur  dieser Ebene in  der Schirmebene einen isolierten Berührungs- 
knoten aufweist, dessen Tangente die unendlich ferne Gerade ist, so daB 
nur  2 Doppcltnngenten im Endlichen vorhanden sein konnen. 

I n  unseren Apparaten zur Erzeugung des M a n n h e  irri schen Um- 
schwunges serden alle Punkte des beweglichen K6rpers gezwungen, 
E'uBpimktskurven von Scharen aiif (iihnlichen) Uiiidrehungsh~erholoiden 
(mit derselben Drehüclise) als Bahnkurven iiu festeri IGïper  C zu be- 
schreiben. 

Bei der Betrachtung der YuBpuilktskurven quadratischer Begel- 
scharerl hat  der Verfasser ail andereï Stelle3) auch eirien kineniatiochen 
,4pparat zur Ausführung der kubischen Kreisbewegung eines starren 
Korpers angegeben. Bei der letzteren werden alle Punkte gezwungen, 
FuBpunktskurven hezüglich paraholoidischer R.egelschnren, also kubische 
Kreise zu beschreiben. 

1) S. 212. 
2) Xit Spitzen in den Kreispunkten IJ, deren Tangenten i i r i  Ppurpunkt N der 

Achme 8 des Zylinders fi zusammenlauf'eri. 
3) Im 1906-Programme der II. Deutschen Staatsrealschule in Pmg, vgl. S. 185, 

Anm. 2. 
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L. A~iibroriii. D i e  Messungen  d e s  S o n n e n d u r c h m e s s e r s  an dem 
Repsoldschen  6-e6U. H e l i o m e t e r  d e r  S t e r n w a r t e  zu Gbtt ingen.  
Ausgeführt von W. S c h u r  und L. A i n b r o n n .  Bearbeitet von L. Ani -  
b r o n n .  4'. 1 2 6  S. u. 2 Tafeln. Abh. d. K. Gesellsch. d. Wiss. au 
Gottingen. Math.-phys. Iilasse. Neue Folge Rd. III, Nr. 3; Berlin 1 9 0 5  
- - Astr. Mitt. d. K. Sternw. zu Gottingen. VII.  Teil. Gottingen 1905.  

Schon kura nach der Aufstellung des groBen Gottinger Heliometers 
(16,2 cm Offnung und 2,61 m Brennweite) begann W. S c h u r  im Mai 1 8 9 0  
mit hlessnngen des Sonneiidiirchnisssers in dcr Absicht, die Rcihe über einc 
gauoe Periodc der Fleckeritatigkeit (11, l  Jahre) zu erstrecken und sa die 
$rage zu entscheiden, ob mit diesen geurdtigei Vargangen auf der Sonnen- 
oberfliiche eine Schwankung ihrer GroBe oder ihrer Fi,pr verbunden sei. 
Herr A m h r o n n  nahm an der Arheit im gleiclien MaBe \rie S c h i i r  teil 
uud naeh S c h u r s  Tode - seine Ueobachtungen endigen Januar  1 9 0 1  - 
führte er das Programm bis November 1902  durch, so da0 mehr als eine 
volle Fleclrenperiode uberdeckt war. 

Die Reohachtnngen sind mit allrn jenen VorsichtsmaBreg~ln angestellt, 
die S c  li u r  stets seinen heliometrischen Biessungen angedeihen lieB und ü u  

denen hier noch besondere Anordnungen aur Verminderung dcr schLdlichen 
Restrahlung des Instrumentes traten Die Zahl der gewonnenen Durch- 
rnesserbcstimmungen bctragt insgesamt 446 (Schur 200, Ambronn 246);  
sie erstrecken sich über den aquatorealen und polaren Sonnendurchmesser. 
Iliren Genauigkeitsgrad charakterisiert der mittlere Pehler 0,"25 einer 
vollstiindigen Durchmesserbestinnnung. 

Überblickt man die Hesultate dieser umfangreiühen, zuverl%ssigen und 
einheitlichen Reihe, sa zeigt sich zuniichst, ,,daB wiihrend des ganzen Zeit- 
raumes von nahe 13 Jahren eine mit Sicherheit naclizuweisende regelmaBig 
verlanfendc Schwankung der CrroBe des Sonnendnrchinessers, die mehr als 
0,"l betragen kijunte, nicht vorhanden gewesen istLL, iind riicbt minder 
negativ fiel die Untersuchung der Abplattung des Sonn~nkorpers aus: die 
Beobachtungen liefern den polaren und iiquatorealen Durchmesser vollig 
gleich grofi, ein Ergebnis, $as mit derselben Bestimmthcit schon A. A u w e r s  
auf Grund des durch die Deutschen Venusespeditionen 1 8 7 4  und 1 8 8 2  
beigebraehten Materials ausgesprochen hatte. SchlirBlich folgt noch ais 
dcfinitivcr schcinba,rer ~onnendurchmesser der Wert: 

für  S c h u r  für  A m b r o n n  
32' 0,"14 31 '  59,"80 

mittl. Fehler f 0,04 & 0,04 

Der Vergleich der Gottinger Messungen mit alteren Resultaten, die 
von H e m  A m b r o n n  z. T.. neu reduziert wurden, laBt erkennen, da0 eine 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Zu- oder Abnahme der GrfiBe der Sonne in den letzten 80 Jahren kein~s-  
falls in wahrnehmbarem Betrage stattgefunden hat. - 

I n  direktem Gegensatz zu der sorgfaltigen Gottinger Reihe stehen nun 
die Sclilüsse, die Herr Ch. L. P o o r  aus Untersuchungen zog, die er teils 
auf eigene Messungen von photographischen Platten, teils a u f  die deutschen 
Heliometerbeobachtuugen der Jahre 1874 und 1 8 8 2  stützte: P o o r  findet 
niirnlich eine r l r t  von elastischer Schwingung der Sonnenfigur derart, daB 
bald der iiriiiatoreale. bald der ~ o l a r e  Durchmesser d e r  m6Bere sei und 
zwar verlaufe diese kariation de; Sonnentütigkeit perallc? (Astrophysical 
Journal, Vol. 2 2 ,  Nr. 2). Die Gottinger Arbeit lag Herrn Poor für  seine 
erste Abhandlung noeh nicht vor; in einem spateren Aufsatz (Astrol~hysical 
Journ., Vol. 22 ,  No. 5) nimmt er indes auch jene neuen Beobachtungen 
fur seine Theorie i n  Anspruch und glaubt i n  ihnen Schwltnkungen des 
Sonoendurchrnossers von 0,"5 Amplitude itu gewüuschten Sinne ua&aeisen 
zu konnen. Gegen Herrn P o  o r s  Diskussionsmethodeii lassen sich j e d o ~ h  Be- 
denken geltend machen, die die Realitat seiner Erçebnisse sehr in Zweifel setzen. 

StraBburg i. E .  WIRTZ. 

d e t r o n o m i e c h e r  K a l e n d e r  f ü r  1906. Berechnet für den Meridian uud 
die Polhohe von Wien. Herausgegeben von der k. k. Sternwarte. 8O. 
143 S. Wien, K. Gerolds Sohn. Kai-t. 2,40. 
Über den allgerueinen kalendarisch-astronomiçchen Inhalt wurde schon 

i n  dieser Ztschr. Bd. 51 ,  p. 1 7 1  berichtet. Die Beilagen bringen diesmal 
rinen Aufsatz von Henri H o l e t s c h e k ,  der ,,Einiges über den gegenwiirtigrn 
Stand unserer Keuntnisse der vertinderlichen SterneLL behandelt. Der Ver- 
fasser folgt in seiner Darstellung der Klassifikation Pickerings in  fünf 
Typen, innerhalb deren er einzelne interessante Objekte bespricht und die 
charakteristischen Eigenschaften hervorhebt. Die neuesteii photographischen 
und spektrograpliischen Forsçhungen haben Berücksichtigung erfahren, und 
die Erkl%rungsversuche werden mi t  der geboteneu Vorsicht eingeführt. 
Herr E. WeiB gibt,  wie gewohnlxh, die Übersicht der neuen Planeten, 
Kometen und Satelliten des Jahres. Wir  heben nur hervor, daB zwei weitere 
sehr schwache Satelliten des Jupiter von C. D. P e r r i n e  und ein zehntcr 
gleichfalls ZuBerst schwacher Moud des Saturn von W. TT. P i c k e r i n g  auf- 
gefunden wordeu sind. 

11. C. E. Nartus, Ast ronomieche  E r d k u n d e .  Ein Lehrbuch angewandter 
Mathematik. GroBe Ausgabe mit 1 0 0  Figuren im Texte. Dritte neu 
dm-ehgearbeitete Auflage. eO. XVI u. 473 S. Dresden und Leipzig, 
C. A. Koch 1904 .  

Die erste Auflage dieses didaktisch geschiçkt geschriebenen Buches 
erschien i. J. 1880 .  DaB es trotz seines Umfanges den weiteren Leserkreis 
gefunden, an den es sich wendet, beweist die jetzt vorliegende dritte Auf- 
lage. Eine genaue Inhaltsangabe darf hier u~iterbleiben: es ist  uatürlich 
in  iihnlicher Anordnung derselbe Stoff, dem nian auch i n  anderen Lehr- 
büchern der mathematischen Geographie und Geonomie begegnet. Indes 
erfahren manche Gegenstande eine eingehendere Behandlung, als man es 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bücherschau. 223 

sonst wohl i n  verwandten Werken zu finden pflcgt. Hcrvorgrhobcn scien 
die Besçhreibung der Basismessung für  Gradmessiingstiiangulationen und 
der zugehorigen Apparate, die Entwickelung des Seitendruckes der Eisenbahn- 
züge infolge der Erdrotation und die Darstellung eines Pendelversuchs, den 
Horr M a r t u s  sowolil zur Demonstration der taglichen Umdi.ehung der Erde 
nach Y o u c a u l  t als auch in lehrreicher Weise sur Ermitteliing der Gr6Be 
der Schwerkraft verwertet; die Ar t  der Gewinnung seines Resultates bietet 
in Anbetracht der einfachen Hilfsmittel auch deni Fachmanne Interesse. 
Dank wisscn wird man fcrner dcm Stroben des Verfasscrs, die Rcispiele 
nach Moglichkeit klassischen Quellen zu entlehnen und teils iin Teut, te i ls  
in den ~ n n l e r k u n g e n  dein historischen Gang der Forschung bis auf die 
neueste Zeit gerecht zu werden und ibn durch meist gut  gewahlte Zitate 
aus der Literatur zu begleiten. 

Die Veranschaulichurig astronomischer und geodiitischer Dimensionen 
e rhd t  eine wirksame Stütze durch die Ausrechnung naheliegender Vergleichs- 
maBe. Hier moge es genügen, unter diesen zahlreichen, insbesondere fiir 
den Lehrer viei-tvollcn Notizen, hinzuweisen auf die Daten über die Biegung 
der Breitenkreise, die Lage des wagerechten Erdbodens gegen seinen Erd- 
halbrnesser, die Abweichuug der Erde von der Iiugelgestalt für die Friedrich- 
straBe i n  Berlin und die Meeresabfiachung auf dem Geoid. - 

Abgesehen von einigen schiefen Uarstellungen von geringfügiger Bc- 
deutung begegnet man auf S. 115 dem eigenartigen Überlegungsfehler, daB 
eine in Sternzeit angenommene Liingendifferenx in mittlere Sonnenzeit ver- 
n-andelt werden soll, und im Prinaip das gleiche Versehen kehrt auf S. 147 
und 1 4 8  wieder. Zu der Gesühichte der Polh6lienschwankung (S. 252) ist ferner 
zu bemerken, da8 der endgiiltige praktische Nachweis für die Inkonstauz 
der geographischen Breite i. J. 1888 von F. K i i s t n e r  erbracht wurde. 

StraBbiirg i. E. - C. W .  WIRTZ. 

H. ï%iller, Orien t ie rung  n a c h  d e m  Scha t ten .  Studien über eine Touristen- 
regel. Mit 30 Figuren in Holxschnitt. 8', 158 S. Wien, A. H o l d e r  1905. 

Dic mit Rücksicht auf das engbegrenzte Thema umfangreiche Ah- 
handlung Henri  M o l l a r s  geht aus \.on der genihei ten Bestimmung der 
Bleridianrichtung mit Ililfe einer Itegel, die meines Wissens durch den 
Afrikaforscher S t a n l e y  dern breiteren Publikiim wieder ins Gedachtnis 
gerufen wurde und die siüh auch so aussprechen k B t :  Richtet man den 
Stundenzeiger einer nach Ortsxeit gehenden horizontal gehaltenen Taschenuhr 
zur Sonne, so weist die Winkelhalbierungslinie zwischen dem Stundenzeiger 
und der XII dcs Zifferblat,t,es nach Süden. Der Verfimer untersucht aus- 
führlich auf koristruktivem und algebraischem Wege die Fehler, die jener 
Südpunktsbestimmung anhaften, Fehler, die dadurch entstehen, daB man den 
Stiindenwinkcl der Sonne fiir deren Azimut subst,ituiert. Die Ilifferenx 
beider Koordinaten, der Fehler der Regel, kann in unsern Breiten einen 
Betrag von 28' srreichen. Die Arbeit verfolgt nun den Gang dieses Unter- 
schiedes fiir alle geographisch- astronornischen Verhaltnisse, und mehrfach 
bietet sich hierbei Gelegenheit zu interessanten Studien aus dem Gebiete 
der Gnouionik im weiteren Sinue. So widmet sich das Kap. TV der Ent- 
wickelung der Kurven gleicher Fehlerwerte und Kap. V bringt eine Dis- 
kussion der schon oft in  d e r  Literatur bchandelten und in mehr als einer 
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Hinsioht bemerkenswerten MRglichkeit der Schattenumkehrl), die bei verti- 
kalem Stab natürlich nur innerhalb der Weridekreise eintritt ,  bei schiefer 
Stellung des schattenwerfenden Korpers aber leicht überall erzeugt werden kann. 

StraBburg i. E. C. W. WIRTZ. 

11'. F. ~ i d i c e n ~ 6 .  D e r  K a l e n d e r  in g e m e i n v e r s t a n d l i c h e r  Dar- 
steliung. Aus Natur  und Geisteswelt. 69. Bandchen. kl. 8". IV u. 
118 S. Leipzig, B. G. Teubner 1905 .  Geb. A! 1,225. 

Der leider allzufrüh ininitten unermüdlichen Schaffens von1 Sode er- 
eilte Verfasser ha t  vielfach auf dem Gebiete der Chronologie gearbeitet. 
Von Historikern und Astronomen gleich geschatzt ist z. B. seine ,,Astrono- 
mische ChronologieLL (Leizig, B. G. Seuhner 1895).  Gehorte jenes Werk 
dein mathernatischen Zwcige der Chronologie an, so behandelt das vorliegende 
Hucli einen Teil der technische~i Chronologie, die Kalenderlehre. Das erste 
Iiapitel (,,Die ZeitmaBel') briugt das Notigste von den astronomischen Vor- 
gangen, auf die sich der Kalender aufbant. Die folgenden vier Abschnitte 
widmen sich der Reihe nach der Darstellung des Kalenders der Christen, 
der Juden, der Mohaminedaner und der ersten franzosischen Republik. 
Der historischen Entwicklung ha t  Wi s 1 i c e n u  s groBe Aufmerksamkeit zu- 
gewandt. Interessant ist ferner die Einfachheit und Klarheit, die er seiner 
niir beschrhkt  (1900--2099) gültigcn Osterformel (S. 5 3  ff.) gibt. Die 
Sçhrift setzt den Gebildeteri i u  den Stand, einfachere kaleudariographische 
Berechnungen mit Verstiindnis selbst auszufllhren. Das SchluBwort enthalt 
&ne Anweisung zum Gebrauch von 1L S c h r a m s  ,,Hilfstafeln fü r  Chrono- 
logieLL, und der hnhang  brin$, Tabcllen der clirist,lichen Osterdatcn. 

StraBhurg i. E - - -- - - - - - Wrrrrz. 

E. Ebstein. A u s  G. C. L ich tenberg6  E o r r e s p o n d e n z .  Mit Tafel- und 
Tcxtabbildungen. kl. SO. VI1 u .  1 0 7  S. Stuttgart, Perd. Enke 1905. 

,,Eine MTürdigung 1, i c h t e n  b e r g s in  seiner ganzen Vielseitigkeit fehlt 
uns zur Zeit noch, und es dürfte noch einige Zeit dauern, bis wir sie 
haben werden." Als weitere Bausteine für  die Biographie des geistvoiien 
Nannes veroffentlicht Herr E b s t e i n  hier etwa 6 0  unhekannte Rriefe 
L i c h t e n b  or  gs. T7ielc sind von gleichgültigem Inhalt,  manche ihror Form 
nach interessant. Astronomisch sei Volgendes angemerkt. Der Brief an 
K a s t n e r  (S. 11) enthalt eine Beobachtung des seiner Bahn wegen (ob 
Parabel oder Hyperbel) umstrittenen Kometen von 1771,  die L i c h t e n b e r g  
aiif der Gottinger Sternwarte, der er cinige Zeit vorstand, erhielt. I n  
mehreren an das Kuratorium gerichteten Promemorien gibt e r  Hechensübaft 
über die im Auftrage der hannoverschen Regierung ausgeführten astrono- 
mischen Ortsbestimmungen (17 7 2-17 73). SchlieBlich k6nnte man noch 
aiif Grund des Rriefes Xr. 48  a n  H i n d e n b u r g  (S. 93) fiir 1 , i c h t e n b e r g  
die Vorahnung des mechanischen L)ruckes des Lichtes und die A r r h e n i u s -  
sche Theone der Kometenschweife in Anspruch nehmen - wenn man wollte. 

StraBburg i. E, WIRTZ. 

1) Vgl. G. S c h i a p a r e l l i ,  Die Astronomie irn Alten Testament. Bberfletzt 
von W. Liidtke. S. 87-90. GieBen, .T. Ricker 1904. 
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Der Impnls boi der Bewegung eines starren Korpers. 
Von E. STÜULER in Stuttgart. 

Herr F o p p l  hat in dieser Zeitschrift Band 48, 1903, S. 272-284 
des Problern des Kreisels mit zwci gleiühen HaupttrZgheitsmomenten 
vektoranalytisch behandelt, ohne von den Eulerschen Gleichungeii 
Gebrauch zu machen. Will man die Bewegung starrer KGrper durch 
Gleiohungen bestimmen, die sich auf ein im Raum festes oder 
wenigstens zu sich selbst parallel bleibendes System, nicht mie die 
Eulerschen Gleichungen auf ein mit dem K6rper fest verbundenes 
System bcziehen, so hietct sich als voi.ziigliches Hilfsmittel der Begriff 
des Impulses oder des Moments der BewegungsgroBe dar, der wegen 
seiner wichtigen Eigenschaften in der ganzen neueren Literatur über 
den starren Kiirper, insbesoiidcrc den Kïcisel, cine groBe Holle spielt. 

Diese Aufgabe, die Eulerschen Gleichungen gewissermaBen zu um- 
gehen, durch andre im Raum gültige Differentialgleichungen zu ersetzen, 
will die rnrlirgende Arbcit mit Anwendimg von Vektoranalysis losen. 

1) Nach K l e i n  und S o m m e r f e l d ,  Theorie des Kreisels, II Ij 1 
ist der I m p u l s  i eines bewegten Puiiktes diejenige cals Vektor be- 
trachtete) StoBkraft, welche iinstande ist, den Punkt an Oït  und Stelle 
ails dem Zustand der Ruhe momentan in den der gerade vorliegenden 
Bewegung überzuführen; also: 

i = m u ,  

mo m die Masse des Punkts, b den Geschmindigkeitsvektor bezeichnet. 
Der Impuls eines frei beweglichen starren Korpers besteht (5  3) 

aus der Kombination eines SchiebestoBes i und eines DrehstoBes 3, also 

i=Mn 

A1 ist die Masse des Korpers, Li der Geschwindigkeitsvektor eines be- 
liebig gewiihlten Punkts desselben. Von diesem Punkt, dem Bezugs- 
punkt, aus geht nach irgend einem Punkt des Korpers mit der 'Masse 
d m  der TTektor r, dann ist seine Geschwindigkeit relativ zum Breiigs- 
-- 

1) Ûber die angewendeteo Bezeichnnngen der Vektorenrechnung siehe die 
Bemerkungen am SchluB der Arbeiti 

Zeitaïhrift f Mathernatik n Pùysik. M. Band. 190û 9. Haft 16 
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dr  
punkt dt und der ihm entsprechende Drehungsimpuls bestimmt sich 

dr tiurch das als Vektor aufgefaBte Moment von d m  (Foppl :  ,,Moment 

der Bewegungsgr~Be~~ oder ,,Dralll'). Die letzte Gleichung entsteht durch 
Summierung über alle Massenpunkte des Korpers. 

Der Bezugspunkt ist dabei als ruhend zu denken, sodaB: 

wo u die Winkelgeschwindigkeit als Vektor, den Drehungsvektor, be- 
zeichnet, und also: 

Vom Translationsimpuls i k m n  im folgenden wegen seiner eiufachen 
Beziehung zu b ganz abgesehen werden, wahrend alles, was über den 
Rotationspuls 3 in  der Literatur insbesondere der Kreiselbewegung sich 
findct, eu einer eingchenden Untersuchimg dieses Vektors in seincn Be- 
ziehungen zum System des starren Korpers sowie zum Raumsystem hin- 
drangen muB, und wenn auch der geometrische Zusammenhang mit dem 
nrehungsvektor fast iiberall in der neueren Literatiir über die Bewegiing 
starrer Systeme erortert wird, so fehlt doch noch eine konsequente 
Durchführung der genannten Aufgabe; hiedurch sei das Ziel gekenn- 
zeichnet, welches sich die vorliegende Arlieit in ihrem ersten Teile setzt. 

2) Zun%chst sollen die-jenigen B e z i e h u n g e n  zwischen 3 und u 
behandelt werden, die i m  S y s t e m  des  s t a r r e n  K o r p e r s  gelten; sie 
werden spiiter als Grundlage dienen für die Ableitung der im Raum- 
system gültigen Beziehungen. 

Die Gleichung 

zeigt, daB 3 linear von u abhàngig ist, und daB daher die Gesamtheit 
der Vektoren 3 im starren KErper der Gesamtheit der Vektoren u ein-ein- 
deutig ziigeordnet kt, die eine aus der andern durch affine Transformation 
herrorgeht. Diese Abhhgigkeit  soll abgekürzt bezeichnet werden mit  

Bei jeder alfinen Transforination gibt es im allgemeinen drei Ilaupt- 
richtungen, welche durch die Transformation nicht geandert werden. 
%u ihrer Bestimmung ist in unserem Fall das Tragheitsmoment 8 in 
-- - 

1) Fiir den G r a B m a n n  schen .,VektorqnotientcniL Q sagt WLitehcad ,,Matrinu, 
wahrend in der Quaternionentheorie von Jinearer Vektorfiinktion" gesprochen wird. 
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bezug auf die Achse u einzuführen: Der absolute Wert von [ur] ist 
gleich dem Abstand des Massenpunktes von u multipliziert mit dem 
absolnten Wert von U; daher gilt für das Triigheitsmoment O: 

eu' =z dm [ru 1 ru]. 

Dies ist aber gennu gleich [s 1 u]. Also wird: 

d. h.: Die Projektion des Impulses auf die Drehachse ist gleich der mit 

dem Triigheitsmoinent multiplizicrten Winkelgeschwindigkeit. (F 6 p pl ,  
Vorlesungen über technische Mechanik IV 5 17). Die den Eiauptrich- 
tungen entsprechenden Triigheitsmomente, welche A, B, C heiBen solien, 
sind die sog. Hnuptzahlen dcs Vektorquotienten Q.') 

DaLi die Hauptrichtuiigen gegenseitig senkrecht stehen, erkenrit 
man, wenn man einen zweiten Vektor u' und den zugehorigen Impuls 
3' einführt und [J ( u'], sowie [3 ' 1  u] bildet. Nach (1) werden beide 

Produkte gleich z d m  [ru 1 ru'] (Q kann man daher einen symmetrischenP) 
Vektorquotienten nennen). Liegen u und U' in 2 Hauptrichtungen, 
also z. B. 

3 = A U  

dann wird, da nach dem Vorhergehenden [3 1 u'] = [s '  II] ist, 

A r u  u'] = Bru'l u]. 

Wenn also A und l? verschieden sind, was vorausgesetzt werden soll, 
d a m  muB [u' i 111 = O sein. Die beiden Hauptrichtungen stehen daher 
aufeinander senkrecht: 3 geht au8 u durch ,,reine Deformation" hervor. 

Wiii man zu kartesischen Koordiiiaten übergeheri, dann hat man, wenn 
p, y, r diejenigen von u im System der Hai~pt~richtungen sind: 

u =pi + y i  + r i  
(1 "> 3 = Q u  = Api + B p i  + C r ! ,  

1) Gra Biiianu gebraucht diesen Ausdruck (Werke 1, 2, S.  249, NI. 387) fiU 
die Wurzeln der ,,charakteriritischeu1' Gleichuog. 

Von der ausfiihrlicheren Schreibweise für den Vektorquotienten Q ,  niimlich 

- Ai' Bi' ", sol1 hier kein Gebrauch gemacht werden. 
i, i, f 

2) Nach W h i t e  he  ad ,  bei dem (Unirersal Algebra, 1, Cambridge 1898, p. 2 6 9 )  

von ,,symmet,rical matrices'' die Rede k t ,  wahrend H a m i l t o n  ,,selbstkonjugierte 
lineere Vektorfunktion" sagt. Vgl. auch GraBmann, Werke 1, 2 ,  S. 252, Nr. 391. 

15* 
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Wird auf Qu dieselbe reine Deformation nochmals angewendet, su 

entsteht 
Qa = Q2u = A2pi + B2qj + C r £ ,  

und ahnlich geht aus u durch die reziproke Transformation Q-' 

hervor. Aus diesen Gleichungen ersieht mari, daB allgemein 

Meitjt wird, iim 3 aus il zu hestimiiien, das Poinsotsçhe Ellipsoid 

[Qit U] = const. 

beniitzt. 1)a nach sciner Gleichung QU auf du ,  also der Kerührungs- 
ebene im Endpunkt von u senkrecht steht, so ist damit die Richtung 
von 3 hestimmt. Umgekehrt erhalt man u aus 3 durch das zuin 
letzten reziproke Ellipsoid (Mac C ullaghsches Ellipsoid) 

[Q-'3 a] = const., 

i d e m  man von O das Lot auf die Berührungsebene failt. 
Die Ellipsoide entsprechen siüh in beiden affinen Systeinen. Der 

nbergang xu rechtwinkligen Koordinaten zeigt, da0 die Achsen in die 
Hauptrichtungen fallen und daher A, B, C mit den Haupttragheits- 
momentcn identisch sind, welche ja mit Hilfe des Poinsotschen Triig- 
heitsellipsoids definiert werden. 

I n  vielen FaIlen erweist sieh ein Satz, melcher die durch den 
Endpunkt von 3 parallel zu i t  gelegte Gerade betrifft, brauchbarer als 
diese Ellipsoide. Auf dieser Parallelen lie$ der Endpunkt des Vektors 
3 - LU, wo A irgend eine positive oder negative GroBe bedeutet. Drückt 
man die Vcktoren, welche man fiir A. = A, B, C erhilt, in rechtwink- 
ligen Koordinaten aus, danri wird: 

3 - A u  = - (A-@pi  + ( C -  A)rf 

(a) 3 - Hu = ( H -  C)r f  + ( A B ) p i  
3 - C u  = - ( C - A ) p i + ( B -  C ) q j .  

Sie liegen, wie nian sieht, in den Hauptebenen oder Haupttragheits- 
ebenen. Die genannte Parallelc trift't also die Hauptebenen in den 
Endpunkten dieser Vektoren oder: Subtrahiert man von 3 georuetrisch 
die Vektoren AU, Bu, CU, so erhglt man als Endpunkte je einen Pniikt 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von E. ST~BLER. 22 9 

jeder Hauptebene, und: Legt nian eine Parallele zur Drehachse durch 
den Endpunkt von 3, so werden von diesem Punkt aus durch die 
Hauptebenen Strecken abgeschnitten, die sich wie ,4 : 8 :  C verhalten 
Hieraus folgt eine Konstruktion von u aus 3 und den Hauptrichtungen, 
welche für jede Darstellung in Parallelprojektion gut brauchbar ist: 

Man lege durch den Endpunkt von 3 eine Gerade derart, da8 die 
Entfernungen dieses Punktes von den Schnittpunkten der Geraden mit 
den Hauptebenen sich a i e  die Haupttriigheitsmomente verhalten. 

Legt man umgekehrt durch den Endpunkt von u eine Gerade, 
1 1  1 

deren Abschnitte bis zu den Hauptebenen sich wie A : : verhalten, 

EO hat sie die Richtung von 3 und diese Abschnitte haben die Lange 
3 3 3 von 2 ,  jj, 2.') 

3) Die Tatsache, daB die Vektoren 3 - A u ,  3 - B u ,  3 - Cu, 
wenn man sich dieselben rom Bezugspunkt ausgehend denkt, in den 
Hauptebenen liegen, Liefert weiter eine einfac.he K O n s t r u  k t  ion  dieser 
Ebenen und also d e r  H a u p t r i c h t u n g e n ,  wenn ein Paar entsprechen- 
der Vektoren 3 und u, sowie die Hauptzahlen A, B, C bekaunt sind. 
Man bilde ein Dreieck aus den Richtungen jener drei Vektoren, dann 
ist der Ursprung des Orthogonalsystemes, dessen Hanptebenen durch 
die Seiten dieses Spurendreieoks gehn, bestimmt als Schnittpunkt von 
drei Kugeln, welche die Dreiecksseiten zu Durchmessern haben. Diese 
Konstruktion gibt zwei in bezug auf die durch [ a u ]  bestimmte Ebene 
symmetrische Losmgen. Rei der praktischen Durchführung der Kon- 
struktion wird man die Satze der Axonometrie verwenden. 

Wenn sich das System der Hauptrichtungen geometrisch aus lm- 
puls und Winkelgeschwindigkeit ableiten EBt, so wird auch vektorana- 
lytisch i, i und f sich in 3 und u ausdrücken lassen. 

Vorausgeschickt werden m6gen noch die Gleichungen: 

die aus (2) durch innere Multiplikation entstehen; sie geben p, q, r in 
Funktion von 3 und u. (Lm Fa11 des Kreisels, auf den keine Kraft 
wirkt, ist bekanntlich 3" und [3 i u] konstant. Man gelangt daher sehr 
-- ~p 

1) Diese Konstmktionen lassen sich bei jeder affinen Transformstion ver- 
wenden, auch wenn die Hauptrichtungen nicht paarweise senkrecht sind. - Für 
die genannten Ellipsoide enthalten diese Satxe eine Normalenkonstruktion. 
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einfach zu den Gleichungen (5) in K-S l) III Cj 2). AuBerdem werde 
der Rirektor 

eiiigeführt. (Mechanische Bedeutung K - S  III 5 1: Rei der Momen- 
tandrehung des Nasseriteilchens d m  um u tritt die Zentrifugalkrafi 
d m  [ut] / u auf. Ihr Moment in bezug auf O ist dm 1 [ut] . [U r]; sum- 
miert man über nlle Massenteilchen, so entsteht genau ~ L ~ I I ] ) .  

In  rechtwinkligen Koordinateri ist, wenn c = 1 & = 1 [3u] ist, 

c = G = ( B - C ) q r i + ( C - A ) r p j + ( A - B ) p p f .  

Vom Vektor i lassen sich ziinRchst die inneren Produktc mit ,Si, 
u und 1 [SU] d. h. Ap, p und (B - C )  qr aus (3) bestimmen. Ails 
den inneren Produkten eines Vektors r mit 3 gegebenen Vektoren a, 
6, t ergibt sich aber dieser nach der Formel: 

Labc]. r = [r 1 a l .  1 [bel + [ri 61 - l[ca] + [r c l  [ a b ] ,  

die leicht durch innere Multiplikation mit a, 6 und r zu verifizieren ist. 
Ihre Anwendung auf die genannten Vektoren liefert die gewünschten 
Gleichungen in der Porm: 

[ 3 u l " ~ - K I i l -  [3uIlu + [ u  i l .  [ 3 u l l 3  + I3l l i1 .  1 B u ]  

(4) C 3 ~ 1 ~ i = - [ 3 I i l ~ [ 3 ~ 1 I ~ + [ u i l - I I S ~ l 1 3 + ~ [ 3 ~ i l ~ [ 3 ~ 1  
[su]" = - I 3 f l ~ C 3 ~ 1 l ~  + [ u l f l .  [ 3 u l l 3  + [ S u f l . l [ 3 u I .  

E'ülirt man für $1, q und r die aus (3) sich ergebenden Ausdrücke in 
3 und u ein, so erhiilt man f ü r  jede Haupttriigheitsüchse wegeri der 
Unbestimmtheit der Wurzelzeichen 2 in bezug auf die [SU] = ebene 
symmetrisch liegende Losmgen. AuBerdem ist die positive Richtung 
in jeder dcrselbeii unbcatimmt. 

4) Sind also 2 entsprechende Vektoren u und 3 = QU der affineil 
Verwandtschaft sowie die Hauptzahlen A, B und C bekannt, so liefert 
(4) die zugehorigen Hauptrichtungen. Sind aber diese gefuiiden, so 
kann man leicht Q-'U u n d  Q2u = &s k o n s t r u i e r e n ,  die affiiie Trans- 
formation Q überhaupt beliebig oft auf u anwenden. Der entstehende 
Vektor Qmu, wo rn eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet, 
rnuB sich also durch Vektorrechriung aus 3 und u ableiten lassen. 1st 
QZii oder Q-lu gefunden, dann ist es nicht mehr schwer Qmu zu be- 
stimmen. Für  jede affine Transformation gilt ja die identische ( H a m i l t o n -  
C a y l e y sche) Gleichung 

(5) Q3 - U1 Q2 + ug & - ay = O ,  

1) Abkürzung für Klein und Sommerfeld, Theune des Kreisele. 
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wo unter den Koeffizienten a, a, a, d e  Invarianten A + B + C ,  
BC + CA f AB, A B C  zu verstehen sind. Die Gleichung ist leicht 
zu veiifizieren, wenn man sie auf die 3 Vektoren i, j und f anwendet; 
dabei ist Qi = Ai usw. Kach dieser Gieichung ist z. B. 

Uni QQt oder &-lu zu bestimmeri, kann man die bekannte Gleichung 

(6) [abc] . r = [rab] - c + [rbr] . a + [rcnl . 6 

verwenden und erhiilt, wenn nian wieder statt a,  6 und t der Reihe 
nach 3, u und 1 [au] setzt: 

Die als Koeffizienten der Vektoren auf der rechten Seite auftretenden 
Produkte lassen sich aber in 5 und u ausdrücken; so ist, wenn man 
kartesische Koordinaten heranzieht, 

und nlso nach (3) 

Die übrigen Koeffiiienten sind zunachst in DiReferenzen von inneren 
Produkten zu zerlegen, dami ist [U 1 &a] = 3 h n d  [3 1 Q-lu] = UT und 
nach der identischen Gleichung (5) 

5) Au€ Grund der geometrischen Beziehungen zwischen einer be- 
stimmten Korperlage, dem Impuls- und dem Drehungsvektor ist es 
jetzt moglich die gegenseitige A b h a n g i g k e i t  d e r  V e k t o r e n  wiihrend 
eirier Momentanbewegung des starreri Korpers irn R a u m  zu unterauchen. 
Man hat bloB noch die Bedingung heranzuziehen, daB aus einer Korper- 
lage die nachstfolgende hervorgeht durch Momentandrehung um die 
durch u gegeberie Drehwhse. Denkt nian sich die dem Zeitteilcheri 
d t  entsprechende Drehung ausgeführt und den neuen Impulsvektor 
3 + d S  hekannt, dann muB sich aus letzterem und der ncuen Borper- 
lage der neue Drehungsvektor u + d u  bestimmen lassen. Oder da aus 
3 und u die ursprüngliche Korperlage bestimmt werden kann, so gilt: 
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rE u 
d  t mui3 sich finden lassen, wenn 3, lt und d l  bekannt ist, wo :: die 

Geschwindigkcit des Impulsvektore~idpunktes iin Raiim nic:lit etwa im 
a 3' Korper bedeutet; will inan die letztere dt haben, so ist noch die von 

der Drehang um II herrührende Geschwindigkeit [ u 3 ]  abzuziehen, 
so daB 

d 7 '  wird. Zur Abkürzung miige 2 beibehalten werden. Kach Gleichuiig 
cl t 

d u  
(1) k6nnte man auch 2 d m [ r  1 r oder Q di schreiben. Man hat 

daher 

und 

(9h j  d u  = Q-1 -- 
d g '  

d t at  ' 

Die letztere Gleichung reprasentiert das gesnchte Resultat, wenn es 

geliiigt, die reehte Seite iu 3, II, und 2 ausriidriickcn; doch sol1 aiich 

die erstere, die der zweiten dem Inlialt nach gleichbedeutend ist, in der- 

selben Weise behmdelt werden. Sie wird d 3  in Funktion von 3, u 
d  t 

d u  . 
und - liefern. d t  

Aus ( 6 )  ergeben sich durch Anwendung der affinen Transforma- 
tionen Q und Q-' die Formelil: 

[abc] Qr = [rab].  Qc + [rbc] . & a  + [rra] . Qb 
und 

[abc] &-Ir = [rab] .  Q-'c + [rlic]. Q-la + [rca] - &-'b. 

Setet man mieder 3, u und [ s u ]  statt a,  6 ,  uiid c, und statt r in 
d u  

der ersten Formel , in der zweitcn 6'; dann wird: tl t d t  ' 

Dabei ist von den Formeln Gebrauch gemacht: 

Q 1 [ab] = a, j [&-'a Q-'b] 
(11) 1 

Q-l I WI = I rQa Q ~ I ,  
as 
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deren Richtigkeit leicht durch innere Multiplikatiori mit einern g:tiiz 
beliebigen Vektor Q-lr bezw. Qr nacligewiesen werden kann. Benützt 
man noch (7), dann gilt: 

Die erste der Differentialgleichungen (10) bestimmt die Bewegung 
des Impulsvektors, wenn diejenige des Drehungsvektors bekannt ist, und 
umgekehrt leitet die zweite die Bewegung von ii aus der von 3 ab. 

6) So miiB a. R. die Rewegung vom Drehungsvektor u diirch die 

zweite Gleichung in dem einfachsten Fall r6llig bestimrnt sein, wo 3 
konstant hleibt, also bei der B e w e g u n g  e i n e s  s t a r r e n  K o r p e i s ,  
auf welchen  k e i n e r l e i  K r a f t e  wi rken .  Es  wird dann 

Damit ist die Gesohwindigkeit vom Dreh~ektorend~unkt  zerlegt in 
eiiie innerhalb und eine senkrecht zur [S;U]-Ebene liegende Kompo- 
ponente. Zerlegt man u selbst in der Form 

9-.11=[3i~].3+[311Ig 

dann ist die mit 3 gleichgerichtete Komponente konstant. Statt der 
35 kinetischen Nnergie + [a 1 u j werde die Konstante - - = B (Parameter 

[9 lu1  
der Bewegung) eingeführt. Setzt man ferner die zweite veranderliche 
Komponente, welche stets in der zu 3 senkrechten invariablen Ebene 

lie$, -"Io = u', dann ist: 
3" 

D u = S + D u '  

Nach (13) wird damit 

und 

Die erste dieser Gleichungen liefert das elliptische Zeitiiitegral, die 

zweite ein Integral 3. Gattung fiir die Herpolhodie. Statt [3urdi] 

kann man ja J -  u'" 9 schreiben, wo J die konstante Lange des Im- 
d t 

pulsvektors und $ den Polarwjnkel der Herpolhodie bedeiitet. Brühere 
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Ableitungen dieser Gleichungl) stützen sich auf die P o i n s  O t-Bewegung, 
d. h. das Abrollen des P o i n o o  t schen Triigheitsellipsoids [Qu1 u] = 2T 
auf der invariablen Ebene [3 1 u] = 2 T und sind sehr umstandlich im 
Vergleich mit der hier entwickelten, bei welcher sie sich fast unmittel- 
bar au8 einer Gleichung ergibt, die für jede Rewegung starrer K6rper 
gilt odeï durch eine einfache Umformung der Gleichung (9b), die fü ï  
diesen Fall die Form 

annimmt. 
7) Wie bei diesem Beispiel, so aerden auch sonst für die An- 

wendung s k a l a r e  G l e i c h u n g c n  sich geeigneter erweisen. Es  sollcn 
daher die Gleichungen (IO), die ja dem Inhalt nach einander aquivalent 
sind, durch drei skalare Gleichungen ersetzt werden. 

Die erste derselben 

IiBt sich aus jeder der Gleichungen (10) oder auch (9) ableiten. 
In den Fallen, wo 3 auch im Raum mit u affin zusammenh~ngt 

(Teil II behandelt ein solches Beispiel), hat die Gleichung eine sehr 
d u  

einfache Bedeutung. Ea siod d a m  und di ebenso entaprechende 

Vektoren in beiden Systemen wie 3 und u, so da6 die Gleichung (16) 
dasselbe aussagt, wie 

[3 uf1= R ' l n l ,  
nimlich, wie früher gezeigt wurde, daB die Hauptrichtungen der affinen 
Verwandtschaft aufeinander senkrecht stehen. Für die Bewegung starrer 
K6rper gilt also: 

Sind 3 und u durch eine lineare Vektorgleichung verbunden, in 
der noch beliebige im Raum konstante Vektoren vorkommen dürfen, 
so gibt es im Raum drei paarweise senkrecht stehende Hauptrichtungen, 

1) Man vergleiche die Abhandlung von Résal: Theorie de la rotation des 
corps solides im Journ. de l'école polyt. Heft 53  (1883), melcho zum Zweck hat, 
die Ableituug Po i 11 s O t s durch eine oinfschere zu ervetzen und das von Poins O t 
unbestimmt gelassene Vorzeichen des in der Formel auftretendeu Wurzelausdruckes 

zu diskutieren. Da bei uns dieso Wurzel an der betreffenden Stelle gsr niçht 
auftritt, so fol& da5 der Ausdruck auch ohne Wurzelzeichen geschrieben werden 
kann, was sich sofort bestatigt, wenn man für die Abkùrzungen a2, pP, ihre 
ursprünglichen Ausdrücke in a ,  b ,  c und h wieder einführt. Dies ist auch be- 
merkt in Pe trus,  Beitragt: zur Theorie der Herpolhodie Poinsot s ,  Dissertation. 
Halle 1902 S. 20. 
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in welche 3: und u falien müssen, werin sie überhaupt gleiche Richtung 
annehmen. 

Weil aber u in diesem Fa11 in eine der drei Ilaupttriigheitsachsen 
zu liegen kommt, so gilt weiter: 

Wird eine Haupttragheitsachse zur Drehachse, so muB sie in diesem 
Moment in einer jener Richtungen liegen. 

Um weitere geeigncte Skalarglcichungen zii erhaltcn, multipliziere 
man beide Gleichungen (10) auf auBere Art mit dem Bivektor [3ul,  
der zur Abkürzung 6 geschrieben werden soll, &=a1) bezeichnet d a m  
den Bivektor, der aus 0. durch die affine Transformation Q hervorgeht, 

- 1 
d. h. [Qag] ,  ebenso ist &" 6 = [U Q-'u]. So erhalt man 

d 3 '  Oder, wenn man eine Gleichiing habeii will, welche - und daher die d t  
Zeit nicht mehr enthalt, multipliziere man die erste mit [ 3 ~ ]  3 = 

u . [a JI - 3 [3 1 U] und der Symmetrie halber die zweite mit [a U] 1 U, 

dann mird 

I n  allen diesen F'ormeln ist bei der Anwendung zu benützen: 

LQ33111 = asISu&-luI  
(8 a) 

=1/7(3-Bu)  I ( %  -  CU)].[(^- Cu)l (~ -AU) I . [ (~ -AU)  j (3-B~) l  

und nach (Sb) 

a s r n ~ p - l n ]  = ~ ~ - [ ~ l u ~ - a , ~ ~ ~ u l ~ + ~ ~ ~ l u ] ~ ~ ~ - a ~ ~ ~ ~ u ~ .  

B e i m  Reclinen mit diesen GroBen ist folgende identische Beziehung 
zu beachten: 

1) Die Bezeichnung QI' für Bivektorquotienten stammt ans den Vorlesungen 
von Herrn Prof. M e h m k e  über Vektoreurechnung. Zur Vermeidung von Milver- 
standuissen ist die Einfiihrung derselben neben Q notmendig. 
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mit der z. B. die Gleichungen (18) sich leieht aus (17) herleiten laesen. 
Der Beweis für die Richtigkeit der letateren Gleichung fol& aus der 
,,Regel des mittleren Faktors('.') E s  ist namlich: 

Ferner ist von der auch fur Q'I giiltigen Begel Gebrauch gemacht: 
L&"N 1 81 = [ V I  1 Qr1bJ. Sie M t  sich leicht auf die entspreehende Regel 
für & eurückführen, wenn man die Ergiinzungen dcr Bivektoren 9l und 
B einführt, die a und 6 heiBen mogen. Kach (1 1) ist dann: Q U I  = a, &-'a; 
dasselbe gilt für b und b, also wird [ & - l a ,  b] = [a 1 Q - l l ~ ] .  

Dicse beiden letzteren IZegeln sind auch geeignet, die Gleichiingen 
(18) direkt nachzumeisen mittels der Beziehiingeri 

die wieder mit den Gleichungen (9), von denen die Entwicklutig aus- 
ging, iiquiralent sind. Da [3d3 ]  = [3d37 ist, so kann man (18) über- 
führen in 

FaBt man d3 '  nicht mehr als Abkürzung für d 3  + 1 [ S u ] d t  auf, wie 
seither, so gelten diese Gleichungen im System des starren Korpers, 
und zaar,  wie die Hegel des inittleren Faktors zeigt, identisch. 

8) Die Gleichungen (10) oder (16) und (17) bestimmen zusamnien 
mit den B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n  vollstandig die Bewegung eines 
starren Systems. 

Wirken auf dasselbe eine Reihe von ZuBeren Kraften 'Pl!& . .. y,, 
so wird die Bewegung des Schwerpunktes dargestellt durch die Gleichnng 

wo b die Geschwindigkeit des Schwerpunktes 
Bezug~punkt gewiihlt wird, wenn kein Punkt 
fachere Bahn beschreibt. 

ist, der am besten als 
des Kihpers eine ein- 

Zur Bestimmung der Drehung um den Schwerpunkt dient auBer 
( lob)  der sog. (erweiterte) Fliichensatn: 

1) Von Whitehead (a. a .  O. p. 188) so genannt. 
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wo ri den Vektor vom Schwerpunkt zum Angriffs~unkt der Kraft Y i  
bedeutet. 

Dio 3 Gleichungen sind ein Ersatz fiir die Eulersche Bewegungs- 

die ans der letzten enisteht, wenn man auch wieder-eine Momeritan- 
bewegung als Drehung um u ansieht und zu deni veranderlichen Systeni 
des starren Korpers übergeht. 

In der Loslosung von diesem im Raum veranderlichen System be- 
steht der Hauptrorteil der Gleichungen (10) und (20); sie bringen 
das Prohlem der Rewegung eines starren Korpers der Liisung so nahe, 
als es allgemein überhaupt moglich ist. Die Losung mu0 ja die Be- 
wegung des Korpers relativ zum festen Raumsystem daistellen. Jeden- 
falls sind die Gleichungen den Eulerschen vorxuziehen, wenn es sich 
um Kriifte handelt, welche nicht auf Punkte wirken, die im Korper- 
system fest sind, wie in dem unter II behandelten Beispiel. 

O) Sind z w e i  H a u p t t r a g l i e i t s m o m e n t c  eines Kiirpcrs einander 
gle ich,  etwa B = A, dann wird nach (1") oder (2) 

3 = A u  + (C- A)rf. 

Der Impuls 3 liegt mit dem Drehungsvektor u und der Korperachse f 
in einer Ebene. E s  handelt sich jetzt nur noch um eine ebene affine 
Traiisformation, welche u in Qu = 3 überfiihrt. Die Hauptzshlen sind 
A und C, die identische Gleichung heiBt: 

Q"(A+C)Q+AC=O.  

Es gilt daher die Gleichung: 

[(a - AU) 1 (3  - CU)] = O .  

Die Gleichung (16) behalt ihre Form bei: 

Weil Q3 in derselben Ebene mit 3 und u liegt, verschwindet 
[ Q S  au];  ferner ist QI1 (S, = A C .  (F. d. h. QZI konstant @ch AC, da- 
her ergibt jede der Gleichungen (17) 

Ari &elle einer der drei skalaren Differentialgleichungen ist al80 
eine endliche Gleichung getreten; dies stimmt damit überein, da0 d e  
Anfangslagen des Korpers ein und dieselbe Bewegung ergeben, welche 
durch Drehung desselben um die Koiperaclise hervorgehen. 
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II. 

Im zweiten Teil dieser Arbeit soll das Seitherige angewendet werden 
auf die Bewegung einer auf horizontaler Ebene rollenden Kugel mit 3 ver- 
schiedenen Haupttriigheitsrnotnenten bei zentraler Lage des Schwerpunktes. 

1)  Weil die B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n  auch gelten, wenn siüh 
auBerhalb der Kugelflache Massen befinden, so kann das Problem auch 
allgemeiner formuliert werden. Ein Kreisel mit kugelformig abgerundeter 
Spitze rollt o h m  Gleitung auf einer Ebeiie, wobei keine ZuBern Krafte 
wirken sollen. 1st der Halbmesser der in Kontakt befindlichen Kugel- 
fiache gleich Null, d a m  muB die Bewegung in die des krikftefreien 
Krcisels iibergahen. Im Folgcndcn soll aber der Xinfachheit halber 
immer von einer horizontal rollenden Kugel die Rede sein. 

1st r ein Vektor von der Lange des Kugelhalbmessers, der vom 
Mittelpnnkt O abwarts zum Berührungspunkt C (Momentanzentrum) 
geht, uud ist !Jl die im Berührungspunkt horizontal wirkende Reaktions- 
kraft (die Wirkung der Schmerkraft ist durch die vertikale Reaktionskraft 
aufgehoben; von Reibung soll abgesehen werden), wahrend wie früher 
die Korpermasse 31, die Schwerpunktsgeschwiridigkeit b, der Impuls 3 
heiBen soll, dann sind die Bewegungsgleichungen: 

f 3  steht senkrecht zum vertikalen Vektor r, d t  liegt also horizontal, oder 

der Endpunkt von 3 bcschrcibt eine in horizontaler Ebene licgende 
Hurve, die Impulskurve. Durch Elimination von !y entsteht 

an 
Die beiden horizontalliegenden Geschwindigkeiten 3 d t  und - stehen 

d t  
aufeinander senkrecht und ihre Langen sind proportional. Die Impuls- 
kurve ist daher ahnlich zu der Kurve, welche vom Endpunkt der 
Schmerpunktsgeschwindigkei t beschrieben wird, d. h. m m  Hodographen 
der Schwerpunktsbahn und gegen die letztere Kurve um einen rechten 
Winkel gedreht. 

Die letzte Gleichung liefert sofort die Integralgleichung: 

(21) 3 = 30 4- MI [rbl. 

Die Integrationskonstante 3, bedeutet nichts anderes als den für das 
hroinentanzentrum als Anfangspunkt gültigen Impuls, welchcr j a  der 
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Lange und Richtung nach konstant sein mnB. D i ~ s  wird eine zweite 
Ableitung der Gleichung (21) bestàtigen. Bedeutet namlich 3, wirklich 
den Impuls für den Anfangspi~nkt C ,  d a m  ist nach der Definition des 
Impulses : 

wo a ein Vektor von C bis zu irgend einem Teilchen mit der Masse 
dm ist. Zum selben Massenteilchen geht aus dem Schwerpunkt O der 
Vektor g + r, also ist der Schwerpunktsimpuls: 

d ( r  + r) 3 =z a l ,  1 [ (a  + I ) - ~ ~ ]  

Das letzte Glied der rechten Seite laBt sich aber leicht auf die E'orm 
M [rb] bringm, vi-enn man den für alln Nassenteilchen konstanten 

(' $- nach Vektor r  vor dns Summonzeichen stpllt und f ü r z d m  d t  

einern bekannten Schwerpunktssatz N b  schrei bt,. l) 
Gleichung (21) gilt allgemein für rollende und gleitende Bewegung. 

Die im Berührungspunkt angeifende Kraft kann dabei noch ganz 
beliebig sein. Soll die Bewegiing eine rein rollende sein, dann ist die 
Geschwindigkeit des Punktes der Kugel, der gerade Berühruiigspuikt 
ist, gleich Null; diese Geschwindigkeit erhalt man, wenn zu der Schwer- 
punktsgeschmindigkeit b noch die Geschwindigkeit ; [ur] geomctrisch 
addiert m-ird, welche der Drehung um die durch den Schwerpunkt ge- 
legte Drehachse entspricht. Also ist 1i + [ur ]  = O oder: 

(22) b = -  [ u r ] .  
b steht also senkrecht auf der Drehachse und ist der Lange nach zur 
Horizontalkomponente der Winkelgeschwindigkeit proportional. F ü r  
die Kurven, welche die Endpunkte von ii und b beschreiben (Herpolhodie 
und Hodograph), folgt hieraus: Die IIorizontalprojektion der Herpolhodie 
ist (wie die Impnlskurve) iihnlich zum H o d o p p h e n  und gegen densellien 
um eiiien rechten Winkel gedreht (jedoch in1 entgegengesetzten Sinn 
wie die Impulskurve). 

2) Jetzt làBt sich der Z u s a m m e n h a n g  z w i s c h e n  3 u n d  u in; 
R a u m  e r o r t e r n .  Demi mit Glcichung (22) wird aus (21) 

(23) 3 =a,, - A l f [ r u ]  Ir 2, 

1) Vgl. F6ppl. Vorlesungen über technisühs Meçhanik I V  fj 2 .  
2) Aus der (23) entsprechenden Diff'erentialgleichung 
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die geometrisclie Deutung dieser Gleiçhurig wircl eirifacher, wenn man 
dem Vektor r die Lange 1 erteilt: man kann ja dann, damit die Gleichung 
wieder richtig ist, die Bedeutung von 171 dahin abandern, daB damit 
von jetzt ab die mit dem Quadrat des Kugelhalbrnessers multiplizierte 
Masse bezeichnet werden, M also von der GroBenordnung eines Trag- 
heitsmornents sein soll. Bei dieser Deutung der Bezeichnungen tritt 
klar hcrvor, daB man nur M =  O zu setzen hat, um die Bewegung 
des kraftefreien Kreisels zu erhalten. E s  sei aber gleich jetzt hervor- 
gehoben, daB unser Problem gegenüber von dern des kraftefreien Kreisels 
in doppeltei Hinsicht eine Verallgemeinerung in sich schlieBt, da nicht 
bloB die Lange des Kugelhalbmessers, sondern auch noch die gegen- 
seitige Lage der Vektoren 3, und r, d. h. der von ihnen eingeschlossene 
Winkel beiin Kugelproblem in Betracht kommen, Faktoren, die beide 
beim kraftefreien Kreisel wegfallen. 

Die lineare Gleichung (23) zeigt zunachst, daB 3 Und u affin zu- 
sammenhiingen, und zwar auf folgende Art: 

Der Vektor [ru] Ir, (der sich nuch entwickelt schreibcn 1iiBt: 
11 - r [U r]) liegt in der Ebene von u und r und steht senkrecht auf 
r ;  da r die Lange 1 hat, so bedeutet [ru] 1 r nichts anderes als die 
Horizontalprojektion von U. 1st w bekannt, so liiBt sich durch geo- 
metrische Subtraktion der mit 31 inultiplizierten Horixontalprojektion 
der Winkelgeschwindigkeit von dem konstanten Vektor &, der Impuls 
3 konstruieren. 

Führt man 3, - M [ru] i r statt 3 ein in die Gleichung [a 1 du] 
= [d3 1 u], dann wiïd: [so 1 du] = 0. 

Durch Integration ergibt sich 

(24) [ao i U ]  = 2T. 

erhalt man dnrch fibergang m m  System des starren Korpers die Eulersche 
Gleichung : 

die genau übereinstimmt mit den Bleichungen, welche Hcrr H o l d e r  in seiner 
Abhandlung : Cber die Prinzipien von H a m i l t o n  und M a u p e r t u i s ,  G6tt. Nach- 
richten 1896 S. 156 ale Beispiel f i r  die richtige Anwendung des Hami l tonschen  
Prinzips abgeleitet hat. Man hat  

- r = ~ ~ i + ~ ~ i + y ~ f  

zu setzen und ebenso 3 und u i n  rechtwinkligen Koordinaten zu schreiben, dann 

und entsprechend die beiden andem. 
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Als Integrationskonstante ist die doppelte kinetische Energie zu 

wihlen, welche ja tatsachlich nach ( l) ,  wenn es sich nnr um eine 
Drehung handelt, gleich dem innem Produkt eus Impuls und Winkel- 
geschwindigkeit kt. Der Impuls muB sich dabei natürlich auf das 
Momentanzentrum beziehen. Will man die doppclte kinetische Energie 
nach (21) im Schwerpunktsimpuls ausdrücken, so tritt zu [3 / I I ]  noch 
das mit der Masse multiplizierte Quadrat der Schwerp~nkts~eschwindi~keit. - 

2 T 
Nach (22) ist die Projektion von u auf 3, konstant = J ,  wo J 

die Lange von 3, bedeutet. Der Endpunkt von II und die Kurve, 

welche derselbe beschreibt, die Herpolhodie, liegt in einer zu 3, senk- 
rechten Ebene, der invariablen Ebene, welche vom Ansgangspunkt O 

2 T 
der Vektoren den Abstand hat. 

Damit kann, wenn 3 bekaiint ist, u gefunden werden. 3, - 3 
liefert die Horizontalprojektion des Endpunkts von DIU, der au6erdem 
nach dem Vorhergehenden in einer zu 9, senkrechten Ebene liegt, die 

2 T M  von O den Abstand - hat. 
J 

Vektoranalytisch entqpricht dieser Konstruktion die Gleichung: 

Da sie aber spaterhin nicht beniitzt wird, sol1 sie ohne Rem-eis an- 
gegeben werden. 

Nach dem im 1. Teil über die Gleichung (16) Gesagten mu6 die 
soeben naher ansgcführte affilie Transformation, welche u in 3 über- 

Zeitachrih f .  ?dathematih ri. Ihyaik. M. Band. 1906. 3. Hcft. 16 
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führt, in  einer reinen Deformation bestehen. VCrenn u in der durch 3, 
gelegten Vertikalebene lie&, so fau t  auch 3 in diese Ebene, dieselbe 
muB daher zwei aufeinander senkrechte Hauptrichtungen enthalten, und 
also die dritte senkrecht zur [3,r]-ebene stehen. F ü r  diese letztere 
wird 3; und u unendlich groB, was bci der Rewegung eines starren 
Korpers mit beliebiger Massen~erte i lun~ im allgemeinen nicht nioglich 
ist. Auch die andem lassen sich leicht finden. Xan e r l d t  für den 
Neigungswinkel rp der Hauptrichtung gegcn die Horiaontalehene, w c m  
a: der Winkel von 3, gegen die Horizontalebene ist: 

sin %<p - J' - -- 
sin 2 (y - oi) 3 T M  

J 2  
Als Hauptzahlen ergeben sich, wenn - = D gesetzt wird, die 

2 T 

von welchen der eine sicher i O ist; 3 und u konnen aber niemals 
entgegengesetzt gerichtet sein, so daB nur eine Hauptrichturig als pmk- 
tisch moglich übrig bleibt. 

3) Für die P o l h o d i e  laBt sich wenigstens ein Ort finden. Aus 
der Vektorgleichung: 

3 - 3, + N u =  17lr[uIr) 

woraus durch 
entsteht : 

([Q(Q+W 

. Elimination von [r 1 II] die Gleichung 4, Gradcs in u 

welche eine Fliiche 4. Ordnung im System des starren Korpers 
darstellt, d a  it in derselben nicht mehr mit den Vektoren 3, und r 
zusammenhàngt. 

Jedem der w2 Vektoren 3, welche in der durch den Endpunkt 
von s0 gelegten Horizontalebene endigen, ist jetzt ein bestimmter 
Vektor u und nach (4) eine Lage der Kugel (zweideutig) zugeordnet. 
W.ie die Kugcllagen aufeinander folgen, wird durch (13) bestimmt, und 
(12) gibt den zeitlichen Verlauf der Bewegung. DaB sich diese DiEe- 
rentia!gleichungen zweiten Grads allgemein nach den gewohnlichen 
Methoden der Analpis mit Erfolg behandeln lassen, ist nicht zu er- 
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warten. Man ist daher auf die Rehandlung besonderer Falle an- 
gewiesen. 

Sind zwei  H a u p t t r i i g h e i t s m o m e n t e  e i n a n d e r  g l e i c h ,  also 
B = A, dann erhilt man die Herpolhodie sofort durch Heranziehen der 
Gleichung 

[@ - Au) 1 (3 - Cil)] = o. 
Denn weiin man 3 durch &, - X(U - r[u 1 rj) ersetzt, entstcht die 

Gleichung eincs Drehungsellipsoids. 
Die ITerpolhodie ist daher als Schnitt dieses Ellipsoids mit der 

Ebene [a, 1 u] = 2 T  eine Ellipse (und deshalb auch die Impulskurve 
und der Hodogrnph  de^ Kugelmittelpunktes). Die Relativbewegung der 
Kugel um ihren Jlittelpunkt kihnte man hiernach erhalten, wenn man 
an dieser im Raum festen Ellipse die Flàche vierter Ordnung, auf 
welcher die Polhodie liegen muB und die in dieseui Fa11 eine Drehungs- 
flache ist, bei festgehaltenem Mittelpunkt abrollen 1aBt. Weitere Durch- 
führung dieses Problems vgl. meine Dissertation: ,Bewegung einer auf 
horizontder Ebene rollcnden Kugel, deren Schwerpunkt im Mittelpunkt 
liegt" Stuttgart 1902. 

4) Von jetzt ab seien die Haupttriigheitsmomente wieder verschieden 
und zwar A > U > C. Leicht durchfiihrbar ist der Fall, wo a,, der 
konstante I m p u l s  des Mornentanzentrums, s e n k r e c h t  steht. Er gehe 
abwarts, so da1 el- die Kugeloberfiache stets im Berührungspunkt 
t r i f i  und bei der Bewegung die Spur auf der Kugel ausschneidet. 
Seine Lange kann man sich gleich dem Kugelhalbmesser denken, dann 
beechreibt sein Endpunkt geradezu die Spur auf der Kugeloberflache. 
E s  werden sich nun G l e i c h u n g e n  ergeben, welche mit denjenigen im 
wesentlichen übereinstimmen, die man bei der Bewegung d e s  k r a f t  e- 
f re ien  K r e i s e l s  erhalt. Dies wird deutlicher werden, wenn man den 

3 vertikal abwarts gchenden Einheitvvektor durch ersetzt. Für die 

Horizontalkomponente der Winkelgeschwindigkeit erhalt man danii: 
2T &;il3̂  odei u - J i  3, und BUB Gleichung (23) wird: 

Mau hat also einen konstanten Vektor 3 + Mu, dem man übrigens 
eine einfache mechanische Deutung geben kann. Eine durch O senk- 
recht zu u gelegte Ebene schneidet die Horizontalebene in einer Ge- 
raden, auf der inan einen beliebigen Punkt als Bezugspunkt wihlen 
mua, um nach der Definition den Impuls 3 + Mu zu erhalten. 

Die Analogie mit dem kraf'tefreien Kreisel tritt klar zutxge in 
16*  
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den Gleichungen der Polhodie. Ersetzt man 3 + MU durch (A+ A q p i  
+ (B + ni) q i  + (C + J I )  rf, dann erhalt man sie in der Form: 

Ein Kreisel mit den Haupttriigheitsmomenten: 

A ' = A + N  
B 1 = B +  M 
C'=  C + N  

liefert, wenn für Impulalànge und kinetische Energie gilt: 

genau dieselbe Polhodie, falls keine Krafte auf ihn wirken. Wichtiger 
als die beiden letzten Gleichungen ist die daraus abzuleitende: 

deren eirizelne Glieder von der Dimension eines Triigheitsmonients sind 
und die abgekürzt 

D ' - I l +  JI 
geschrieben werde mage. 

2 TM Um die Herpolhodie zu erhalten, hat nian 3 = (1 + ,-) 3. - Mii 

in Gleichung (18,) einzusetzen. Man wird auf ein elliptisches Integral 
stoBen, welches wieder der Bewegung eines kraftefreien K-reisels mit 
den Konstanten A', B', C', J', T' entspricht. Nicht anders ist es bei 
Gleichung (18,), welche das Zeitintegral liefert. Dies alles IaBt sich 
aber auch ohne Itechnung auf folgende Weise einsehen: Die Beziehungen 
(18) ergaben sich ewischcn dcn Vektoren 

und 
2 = Api + Bqj + C d  

II = p i  + q j  + r l ,  

ohne daB dabei eiiie audi-e Voraussetzung gemacht worden ware, al3 
da0 der letztere Drehachse und TVinkelgeschwindigkeit angibt für eine 
Momentandrehung des starren Spstems i, j, 1. Für irgend eineii andmn 
Vrktor von der Form: 

3'= A'pi + B'qi + Cpt-t, 
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der dieser Definition nach ebenso wie 2 durch eirie reine Deformation 
mit den Hauptrichtungen i, j, f aus u hervorgeht, müssen also ganz 
entsprechende Beziehungen gelten; man hat nur 3' statt 3 und A'B'C' 
an Stelle von A B C zu setzen. In unserm Fall ist 3'= 3 + Mu 
konstant; ferner nach dem V~rher~ehenden:  

man erhalt also Gleichungen wie für eine Kreiselbewegung mit den 
Konstanten A' Br Cf J' T'. Die Relativbewegung der Kugel um ihren 
Mittelpunkt ist identisch mit der genannten Kreiselbewegung; durch 
Polhodie, Herpolhodie und Zeitintegral sind ja beide bestimmt. A h  
besonders günstig ist hervorzuhehen, daB bei unsrer Kugelbewegung 
statt der 4 von der Mavsenverteilung abhiingigen Konstaiiten A, il, C, M 
nur noch 3, namlich A + M ,  B + M ,  C + LM auftreten, daB einfach 
unendlich viele Xiigeln mit verschiedenen Hauptriigheitsmomenten exis- 
tieren, welche gleiche Bewegungen liefern konnen. 

5)  Um die K u g e l b e w e g u n g  rein k i n e m a t i s c h  d a ï x u s t e l l e n ,  
liegt es nahe zu untersuchen, ob sich die Poinsot-Bewrgung des Kreisels 
verwenden Mt.  Man uiüi3te das Poinsot-Ellipsoid auf der invariablen 
Ebene abrollen lassen, dabei aber der invariablen Ebene dieselbe Trans- 
lationsbewegung geben, welche der Kugelmittelpunkt ausführt, wenn 
die mit dem Ellipsoid fest verbundene Kugel auf der Horizontalebene 
rollt. Dies ist aber an einem Model l  schwer zu bewerkstelligen. Da- 
gegen gelingt es, die Bewegung kinematisch durch ein Modell nachzu- 
ahrnen, werin mari die Drehachsen durch die Piinkte der Kugel, welche 
mit der IIorizontalebene in Berührung kommen, in der ihnen relativ 
zum Haupttriigheitsachsensystem zukommenden Richtung durchlegt und 
statt des Polhodiekegels die so entstehende Polhodieregelflache (Achsen- 
fliiche) untersucht, die nach dem soeben Gesagten mit der Kugel fest 
verbunden ist und durch die Spur der Kugeloberiliiche geht; dabei 
ergeben sich Eigenschaften dieser Fliiche, welche für die Herstellung 
eines Modells sehr günstig Sind und die gerade verschwinden, wenn man 
von unserm Problem zu dem darin enthaltenen Fall des kraftefreien 
Kreisels übergeht, wobei die Regelfliiche in ihren Richtkegel nusartet. 

6) F ü r  die Bestimmung der S p u r  a u f  d e r  Oberflache der rollenden 
K u g e l  m6ge ihr Halbmesser gleich 1 gcsetzt werden, eo da0 r den 
Halbmesser zum Berührungspunkt nach Lange und Richtung darstellt. 
Bei A' B' C' J' T' D' konnen die Striche nachtriiglich fortgelasrien 
werden, so daB die Gleichungen der Polhodie, Herpolhodie und der 
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Zeit genau mit denen des kriiftefreien Kreisels übereinstimmen. (25) 
kann man d a m  schreiben: 

Q u  = Jr, 

und man erhalt aus der zweiten Gleichung der Polhodie [ Q U  1 U] - 2 T 
für r  die Gleichung eincs dem Mac Cullaghschen Zhnlichen Ellipsoids: 

Zusammen mit der Kugelgleichung ra = 1 liefert dieses Ellipsoid die 
gesuchte Spur, welche somit eine spharische Ellipse ist. Sie soll mit 
Co bezeichnet werdcn. Wie sie sich mit dem Parameter D auf der 
Kugeloberfliiche Sndert, ist von den Untersuchungen der Impulskurve 
bekannt, die ja mit Co zusammenfallt, wenn man dem Impuls die Lange 
1 gibt. (K-S, 1 5 8). 

Auf jeder Kugel, welche ihren Schwerpunkt im Mittelpunkt hat, 
existiert also eine Schar von spharischen EUipsen, rings deren die 
Kugel beim Rollen mit der Horizontalebene in Berührung treten kann. 
Der Fa11 D = B, wo die Kurve in zwei Kreise zerfallt und die Be- 
wegung eine instabile Rotation um die i-Achse ist, soll unten (unter 13) 
noch gesondert betrachtet werden. 

7) Um die A c h s e n f l a c h e  zu erhalten, hat man durch die Punkte 
der Spnr die zugehorigen Drehachsen zu legen. Dies erreiüht man, 
wenn man im Endpunkt von r einen Vektor von veranderlicher Liinge 
in der Drehachsenrichtung antragt; wir subtrahiei-en von r  den Vektor 

n 
r i .  oder A. & - I r  und erhalten so den Vektor 

dessen Endpunkt bei festem r  und veriinderlichem I eine Erzeugende 
der Fliche, und wenn r die Spur 

durchliiuft, die Friche selbst beschreibt. Da u = J Q - ' r  normal zu 
dem diirch die letzte Gleichung dargestellten Ellipsoid steht, so ist die 
Flache eine Normalenfliiche dieses Ellipsoids fur die auf ihm liegende 
sphiirische Ellipse Co. 

Eliminiert man r  aus den 3 letzten Gleichungen, so erhalt man 

[ Q e ( Q -  A.)-2a1fj = 1 und 
(Cl> 

DL&(& - W a  I a1 = 1. 
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Dies sind für ein bestimmtes i. die Gleichungen zweier Ellipsoide, die 
sich in einer auf der Achsenfliiche liegenden Kume 4. Ordnung C, 
schiieideii, welche vom Endpurikt des Vektors = r - A &-Ir be- 
schrieben wird. Die Schar dieser Kuïven CL ist für die Kugelbewepng 
sehr wichtig und sol1 deshalb eingehender diskutiert werden. 1st 
A = O ,  so erhalt man die Spur auf der Kugeloberfliche Co, welche die 
Erzeugenden der Fliiche rechtwinklig durchschneidet, da [dr 1 Q-Ir] = 0. 
Zwischen Co und CA liegt auf jeder Erzeugenden der Vektor A .  &-'ri 
die Kurvenschar eerlegt also die Erzeugenden in proportionalo Abschnitte. 
1st l =  A danu wird, weil A die Hauptzahl des Vektorquotiente~i Q für 
die Richtung i ist, 

1 [ Q - l r i i ] = a [ r i i ]  also: 

[ a ! i ] = O .  

g und die Kurve CA fallen somit in  die erste Haupttragheitsebene und 
ebenso CB und Cc in die 2. und 3. 

8) Nun sind aber die Hauptebenen Symmetrieebenen der Flache. 
Jede Eneugende trifft in einer Hauptebene die zn ihr symmetrisch 
liegende. CA (Jlg und Cc sind daher D o p p e l k u r v e n  d e r  F l a c h e  und 
deshalb Kegelschnitte. Um ihre Gleichungen zn finden, multipliziere 
man die Gleichungen (C,) mit D und rl und subtrahierz. Die ent- 
stehende Gleichung 

V'J 
D - 2  

[Q(Q - 4-ls i al - --, 
bedeutet eine Schar von Flachen zweiter Ordnung, deren jede durch 
die ihr entsprechende Kurve C, geht und deren Normale Q(Q - A)-'$ 
in einem Punkt dieser Kurve parallel zu r ist (nach Gleichung (26)), 
eine Eigenschaft, von der unten Gebrauch gemacht werden soli. 

Nahert sich A dem Wert A, dann rückt die Kurve C, in die 
Nahe der ersten Hauptebene. Die Flache zweiter Ordnung F, artet 
aus, indem die erste Halbachse sehr klein wird, und geht beim Durch- 
gang von A. durch A von einem Ellipsoid in ein einscheliges Hyperboloid 
über. Ellipsoid und Hyperboloid werden im Grenzfall getrennt durch 
die Kurve CA. ~ h n l i c h e s  gilt für CB und Cc. Die Gleichungen der- 
selben sollen noch in bartesischen Koordinaten angegeben werden, weil 
so die Gattung der Kegelschnitte deutlich hervortritt: 

C A D-B --- 2 2  + - 2" -- - 
B - C  A - B  L) 

A B D - C  
xa + -- C G  B-CY~=--. D 
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C A  und Cc sind Ellipsen, deren Achsenverhaltnis bei veranderlichem D 
gleichbleibt, wahrend die Achsenlkge bei der einen wachst, bei der 
aridern abnimmt; CS ist eine Hyperbel, deren Asymptoten: 

von D unabhangig sind. 

Um jetzt von der Gestalt der ItegelKiche cine Vorstellung zu be- 
kommen, lege man auf der Kugeloberfiiiche die Scheitel der spharischen 
Ellipse Co fest, welche beim Rollen zur Spur werden soll. Man kann 
dabei benutzen, da1 die Abstande dieser Scheitel von der Achse, welche 
von der sphiirischen Ellipse umschlossen wird, konstantev Verhiltnis 
haben. Dieses Verhaltnis ergibt sich, wenn die x- oder i-Achse um- 
schlosseii wird, also D > B ist, aus der Zylinderiliiche (siehe die 
Gleichungen Co) 

(27)  
A - D  [Q-l(A - Q)r 1 r] = --- D '  

durch welche die Spiir I;D parallel zur i-Achse projiziert wird, gleich 

1/r: a B J/C also von D nnabhangig. 
A - C '  

Ebenso liefert i m  Fall  D < B die durch Co 
umschlieBende Zylinderfliche 

(28) 
1)- C [Q- ' (Q - C)r  1 r] = n 

gehende, die EAchse 

A B 
das Aohsenverhaltnis: l/ dC : i& - 

Sind die Scheitel der sphaïischen Ellipse gefunden, dann kann 
man leicht die ziigeh6rigen singiilarcn Erzcugenden (Torsallinien) kon- 
struieren, da von den Hauptebenen auf denselben Strecken abgeschnitten 
werden, die sich wie A :  B : C verhalten. Diese Torsallinien liefern 
aber durch ihre Schnittpunkte mit den Hauptebenen die Scheitel der 
Doppelkurven CA CB Cc, soweit sich in denseltien reelle Torsallinien 
schneiden. Auf derjenigen Doppelkurve, in deren Ebene eine Torsal- 
h i e  liegt, bestimmt sie dagegen einen Kuspidalpunkt der Plache 
(Vgl. Tafel 1). Bus diesen Singularititen (Doppelkurven, Torsallinien, 
K ~ s p i d a l ~ u n k t e n )  laBt sich aber leicht ein Bild der Fliche ergknzen. 
(Auf Tafel 1 ist die E'liche dargestellt für A : Il : C = 3 : 2 : 1 und 

> die 3 Falle U = B.) < 
Es gibt noch eine Begelfiiche ganz derselben Art, welche die Kurven 

Cd CB CC als Doppelkurven enthalt. 
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250 Der Impuls bei der Bewegnng eines starren K6rpers. Von E. ST~BLEE. 

Sie ist bestimmt durch die Gleichungen: 

Dabei 

von denen 

sind die Hauptzahlen von dem Vektorquotiknten Q '  

A  B  
p. -- - - - 

C 
~ + A - R - C '  n - a + ~ - c '  D - A - B + C '  

die letzte sicher negativ ist und es i d  

D ( D - A - B - C ) '  D ' = -  ~~ ---- 

( D + A - B - C ) ( D - A + B - C ) ( D - A - B + C ) '  

Znm Beweis bilde man ahnlich wie bei der Polhodienregelflache 

i n  rechtwinkligen Koordinaten, aetze die erste Koordinate gleich Nul1 und dann A 
gleich der ersbn Hauptzahl, 60 entsteht die Gleichung der Doppelkurve CA. Man 
bonütze dabei die Identitaten: 

B ( D + A - B - C ) - A ( D - A + B - C ) = ( A - B ) ( A + B +  C - D ) ,  

C ( D + A - B - c ) - A ( D - A - B + C ) = ( A - c ) ( A + B +  C - D )  
und: 

- ( D - A f B - C ) ( D - A - B + C ) + 4 B C  

= ( - A +  B + C + D > ( A + B + C - D ) ,  

Entaprechend ergeben sich die Doppelkurven Cg und Cc. Richtkegel dieaer 

zweiten Regelflache ist ebenso wie bei der ersten der Polhodiekegel: 

[Q(Q - ~ ) a  I rl = 0. 

Die auf ihm liegende unendlich ferne Kurve C, ist auch Doppelkurve für 
beide Flacheu, da je zwei Erzeugende in bezug auf O symmetrisch liegen und 
elao parallel sind. Die Tomallinien Sind beiden Flachen gemeinsam, nicht aber 
die Kuspidalpunkto. Von don boiden Schnittpunkten einer Torsallinie mit der in 
derselben Ebene liegenden L)oppelku~e geh6rt vielmehr den beiden Flichen je 
Einer als Kuspidalpunkt an. Aus der Existenz dieser zweiten Regelflache geht 
hervor, da6 die durch die Leitlinien CAC,Cc bestimmte Regelfliche 16. Grads in 

zwei F l i c h e n  S. G r a d s  zerfiillt. Die zweite Fliche kann aber für keine Kugel- 
bewegung ale Drehachsenflache gedeutet werden, da ein oder zwei Haupttragheits- 
momente dieser Kugcl negativ sein mü6ten. 

9) E h e  zur  Bewegung der  K u g e l  selbst  übergegangen wird, solien 

n o c h  folgende Betrachtungen die g e o m e t r i v c h e n  B e z i e h u n g e n  er- 
l i iutern. 

Durch die affine Transformation Q-l (Q - A) g e h t  nach  der 

Gle ichung  

(26) ;r = Q-'(Q- a)r  
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r in r, also Co in C, über. Die Friche F, geht durch dieselbe Trans- 
formation hervor aus einer Flache zweiter Ordnung durch Co. Die 
Gleichungen beider Flachen sind 

Die Normale der einen ist parallel zum entsprechenden Radiusvektor 
der andern. Das Verhàltnis ihrer Halbachsen ist reziprok. Pür ver- 
anderliches A. bedeutet die zweite Gleichung die Schar der Flachen 
zweiter Ordnung durch die spharische Ellipse Co; eine solche Flachen- 
schar hat gemeinsame Kreisschnittebenen, die man erhiilt, wrnn man 

die I(ugelg1eichurig D.-2. 
B-l(B-A)[r p] = -D- 

von der Flachengleichung abzieht, wodurch 

entsteht. Dabei ist hervorzuheben, da8 diese Gleichung der Kreis- 
schnittebenen auch von D iinahLbhàngig ist. Die Ebenen steheii selikrecht 
auf den Asymptoten von C,. 

Durch die affine Transformation Q-'(Q - A) sind insbesondere 
folgende Plichen einander zugeordnet: 

F, Kugel entspricht sich selbst, 
& rollender und gleitender Kegell) - Kegel durch Co, 
Fm unendlich groi3es Ellipsoid - Mac Cullaghs Ellipsoid, 
FA PR Fc autigeartete Flichen - Zylinderflkhen durch CO. 

Dai3 diese Zylinderfiachen mit dem MacCullaghschen Ellipsoid ge- 
meinsame Kreisschnittebenen haben, wurde eben von Mac Cullagh 
henutzt zur geometrischen Deutung der Amplitude rp der elliptischen 
Integrale. 2, 

Schreibt man namlich die j- und f-Koordinate von r entsprechend 
der Zylinderfliiche: 

(27) 
A - D  [ & - ' ( A -  Q ) r l r ]  = -- - D 

-- 
A - u  v F &   in tp beua. V D  . - A-(7 cos cp, dann erhalt man 

aus der Lange 1 von r als i-Koordinate 

A ( D  - C) ( A -  D j ( B  C )  (1 - A(D - C) 
r i  ( D -  C)(A- B) sin2 <p) = vTAy <p 7 

1) Von P o i n s  O t so genannt. Uber seine Rigenschaften vgl. Poinsot ,  ~ d e r  
l i o u  t h ,  Dynamik der Systeme starrer Korper. LI 5 172. 

2) R o u t h  Li 5 153. 
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so daB CO durch die Gleichung 
-- 

(29) r = i D y ~ $  dipi + l/ D ~ A  B ( A -  - U )  B) ~ i n c p i + J /  D ( A  C ( A  - - - D) Cl cos y f 

dargestellt wird. y itit daher der Zentriwinkel des auf der Zylinder- 
Kache liegenden Kreisbogens zwischen der [if]-Ebene und der einem be- 
stimmten Vektor r entsprechenden Zylindermantellinie. Auch für C,, 
haben die Kreisschnittebenen eine wichtige Bedeutung; projiziert man 
niimlich CA senkrecht auf eine derselben, so entsteht wieder ein Kreis; 
4~ hat datei ahnliche Bedeutung wie oben. 

Also: Projiziert man einen Piinkt von CL, (Schnittpiinkt der Dreli- 
achse mit der ersten Hauptebene) senkrecht und den entsprechenden 
Punkt von Co parallel zur i-Achse auf eine der Kreisschnittebenen, so 
liegen die Projektionen mit O in ciner Geraden, welche mit der 
[if]-Ebene den Wiukel rp lildet, und die Abstinde der Projektionen von 
O sind konstant. Die Projektionen iiegen dabei auf verschiedenen 
Seiten von O. Rntsprechendes gilt von Cc; Co ist d a m  parauel mir 
!-Ache zu projizieren, und die Projektionen entsprechender Punkte liegen 
auf derselben Seite von 0. Man konnte diese Beziehungen zu einei- 
einfacheii Konstruktion der behandelten Regelfiache benützen. 

10) Für die Bewegung der Kugel ist insbesondere das Verhalteii 
der P l i c h e n  1; mit der Gleichung 

von Wichtigkeit, sowie die auf ihnen liegende und ihnen eindeutig zu- 
geordnete Kilrvcnschar (=n, welche von den Morncntandrehachsen aus 
den Flichen ausgeschnitten wird. Zu irgend einem zum Berührungs- 
punkt gehenden Kugelhalbmesser r gehorte eine Drehachse, deren 
Piinkte den Vektor g zum Trager hatten, wo 1 und r verbunden waren 
durch die Gleichung: 

(26') Q(& - ~)-'g = r. 

Der Endpunkt von g beschreil~t für  ein veranderliclies rl die Dreh- 
achse; für ein bestinlmtes A lie@ er auf der zugehorigen Flàche $1. 
Betrachtet man einen Moment der Hcwegung, wo r senkrecht abwarts 
geht und die Drehachse momentan ruht, so sieht man: 

Die Normale der Fliche F, hat in jenem Punkt, wo aie von der 
Drehachse getroffen wird, die Richtung von Q (Q - A)- ' , also 
von r, sie steht im Raum senkrecht und F2 berührt eine horizontale 
Ebene. 

Dieser Punkt hat von der durch den Kugelmittelpunkt O gelegten 
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254 Der Impuls bei der Beviegung eines starren Korpers. 

horizontalen Ebene einen Abstand, der durch die Projektion von g auf 
r gemessen wird. Nun ist diese 

d s o  im Verlauf der Bewegung für  ein bestimmtes A konstant. F, 
beriihrt daher stets eine horizontale Ebene H,, welche von O den 

D - I 
Abstand -3j -, also von der Horizontalebene, auf welcher die Kugel 

1 
rollt, nach oben den Abstand hat. Nimmt man noch dazu, da8 der 

Berührungspunkt von E; und Hi als der Momentanachse angehorig 
augenblicklich ruht, so ist damit ein Gleiten von F, auf II2 aus- 
geschlossen und bloB noch eine rollende Bewegung moglich. Der Be- 
rührungspunkt hintcrlaBt auf der Fliiche Fi die Spur C,. 

Damit sind die Mittel gegeben zur Herstellung eines Modells,  
welches die Kugelbewegung kinematisch, abgesehen v o n  zeitlichen 
Verlauf, wiedergeben kann. Man hat 2 oder mehr Flachen der 
Schar F, starr zu verbintlen; die Kugel F, selbst muB nicht notwendig 
dabei sein. Als Unterlage dieses Modells dienen die entsprechenden 

1 - 1  
horizontalen Ebenen H2, die in den richtigen Abstanden ') fest- 

gelegt werden müssen. LaBt man dann jede Fliiche auf der ihr zu- 
geordnetcn Ebene rolien, so wird die Kugelbewegung geiiau nach- 
geahnit, und auf jedrr Fliiche als Spur eine Kuïve 4. Orclnimg oder 
wenigstens der eine Zweig derselben aufgezeichnet. Als Hauptschwierig- 
keit wird sich dabei ergeben, daB die Teile der Horizontalebenen, 
welche das Xodell in der Bewegung hindern, weggenommen werden 
müssen. Zum Teil 1% sich dadurch abhelfen, daB ja auch von den 
Flacheu F, nur die Teile notig sind, welche die Spuren CA enthalten, 
daB sogar eine starre Verbindung dieser Kurven genügt. Für die 
Doppelkurven & Cg CC, welche sich durch ihre Einfachheit besonders 
empfehlen, kommt dies auf dasselbe hinaus, wie wenn die zugehorigei~ 
ausgearteten Flichen F.< I;D FC benützt werden; sie bestehen ja aus 
doppelt überdeükten ebenen Flachenstücken, welche von den Kurven 
CA4 Ce Cc begrenzt werden. 

Pür  ein Mode11 unbrauchbar sind einmantlige Hyperboloide, wie 
sie für B > A > C und A > Â > D aiiftreten, wenn D > B ist, und 
für A > A- > B, sowie D > A. > C, weiin D < B. Die durch den Be- 
rührungspunkt eines solchen auf HA rollenden Hyperboloids Fi gehenden 
Mantellinien schneiden die auf der Friche liegende Kurve Cj, im aI1- 
gemeinen noch in 2 reellen Punkten, d. h. C, durchdriiigt die Ebene Hl. 

2 Auf der imtereii Halfte der Tafel 1 sind Modelle fiir U - B skizxiert. < 
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11) Für die analytische Behandlung der B a h n  des  K u g e l m i t t e l -  
d s punkt  e s oder Berührungspunktes hat man zunachst die Geschwindigkeit 

dieses Puuktes. Nach der Gleichung b = 1 [ur] hat sie dieselbe Lange 
wie die Horizontalkomponente von it, welche in (14) und (15) gleich 
u' gesetzt wurde. Hier lie@ es niiher, statt der Herpolhodie den 
Schnitt des Herpolhodiekegels mit der Horizontalebene einzuführen. 
Sind dessen Polarkoordinaten r und +, so da0 $ mit dem im 1. Teil 
so bezeichneten Winkel iibereinstimmt, wiihrend dei. absolute Wert des 

duit mit u' bezeichneten Vektars 2:r ist, su h r t  man 

2 2' r d r  
- - pp - -- - -- (32) -dl=--_____- -- - - A  . J -- 

D - C D - A  I l - A D -  
A B  

Einen schr einfachen Ausdruck erhiilt man nach diesen E'ormoln 
fiir den K r ü m m u n g s h a l b m e s s e r  d e r  B a h n :  

Da nainlich die Horizontalprojektion von u in die Norinalrichtung 
der Balin fallt, so ist d+ der Winkel zwischen zwei benachbarten 
Normalen. Liegt der Schnitt des Herpolhodiekegels gezeichnet oder 
punktweise in Polarkoordinaten berechnet vor, denn kann man die 
Lange dcs Krümmungshalbmessers au8 der von r konstriiieren') bzw. 
berechncn, und da seine Richtung mit der von r übereinstimmt, so ist 
es nicht schwer, die Kurve aus kleinen Kreisbtigen anniiherungsweise 
zu konstruicren. 

1) Zur Konstmktion des Krümmungshalbmessers kann man verwenden, daB 
'L T 

er sich zu r verhilt, wie  die konstante senkrechte Komponente von U, namlich - 
J 

d $  zu dq (nach (31)). Fiir - iat  leicht eine Konstruktion zu finden; oine solche 
d t  d t 

enthilt die Dissertation van Pe t rus  in 5 9. Dort ist huch (1 3 S. 21) zu enhehmen, 

d v da0 - iuimer positiv ist. 
dt  
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Der Krümmuugshalbmesser kann nie unendlich und nur in den 
Fallen, wo U gleich A, B oder C! ist, gleich Null werden. Denn der 
Nenner 

D - A D - B D - C  yz - __ - -- 
A B C-- 

ist stets positiv, wie zunachst für D > B sofort ersichtlich; für  D < B 

ist der kleinste Wert, den 1.' annehmen kaun iBz2 IF-3, dies ist 

A - B B - D D - C  A - D  . 
aber imrner noch gr6Ber als A B- , da 1 > -- - 1st. 

A 

d.iC> Geometrisch hedeutet dies, da6 immer posit'iv ist, der Polar- 

winkel der Herpolhodie + mit der Zeit also immer wachst. Wendc- 
punkte und Rückkehrpunkte erster Art treten bei der Bahrikurve nicht 
auf; r wird ja nie unendlich, und in den genannten singularen FiXien 
treten h6here Singularifàten auf. 

(A- D)(D-  B)  
Der kleinste Wert, den r%nuehmen kann, ist nuch (32)-AR- 

-- 

( B - D ) ( D - C )  bezw, - --- 

BC 
, je nachdam D 2 B ist. r und damit auch der 

Krürnmunguhalhmesser kann also nur verschwinden, wenn Il gleich A 
oder C wird, in  welchem Fa11 sich die Kugel um die betreffende senk- 
recht stehende Haupttragheitsachse dreht, oder schlieBlich, wenn D = B 
wird. E s  existieren dann, wie gcxeigt wcrden wird, zwei Punkte, in 
welchen der Kiiimmungshalt>niesser gleich Null wird und um welche 
die Kurve sich spiralformig herumwindet. 

1st D < B, so kann ein Minimum für den Krümmungshalbmesser 
- 7 !A-D)(B-D)(D-C)  üuftreten; es ist dann r - . A R C  und der Krürnmungs- 

halbmesser gleich +r. Aus den Grenzen von r a  ergibt sich, daB dabei 

sein muB. Den Grenzwerteii von r entsprechen dann zwei Maxima des 
Erümmungshalbmessers; die Gestalt der Bahnkurve wird dadurch offen- 
bar eine verhiiltnismiiBig knmplixicrtere, als wenn der Krümmungs- 
halbmesser mit wachsendem r iminer wachst oder (für D < B) ab- 
nimmt. 

12) E'ür die weitere a n a l y t i s c h e  D a r s t e l l u n g  d e r  B a h n  i s t  
BPq' 

statt r die Amplitude cp einzuführeri, etwa indem man 7,- nach (3) 
9 7 ' 2 .  

in  uz- (j) (1 + rP) und nach (28) in p ausdrückt. Dam wird 

A - D D - C  A - D  B l3-C! 
,.B = -- - - -- - - - - - - 

A C A D C  sinS cp, 
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also nach (30, (31) und (32) 
- 

d s A-~11) -c  A - D  Il B-G 
A C  A 

C -  sin2 y ,  

- 
2 T A B C  
J p~ -. 

( A - B ) D ( U - C )  

( A -  B) (Il- Q sin" 

(A ~ R ) D ( U -  C )  z ï '  Zur Integration ist cp = am - (t  - to) in die i /  A.. 
zweitletzte Gleichung einzusetzen. qj erhiilt man dann als elliptisches 
Integral dritter Gattung in Funktion von t gleich +(t) .  Die Kom- 
ponenten des Bahnelenients cls seien dx = ds cos 4 und d y  = d s  sin J i ;  
clamit wird das Differential des Vektors zwn Berührungspunkt der Kugel, 
der von irgend einem Anfangspunkt ausgehen kann: 

d ( x  + i y )  = e iads  = 
- - 

A - D D  A - D D R - C  ~ ' ~ i p ( q v  - - -- - - - - ;A=B)D(DI 2 7' 
J A C  A B C  sins am var- - 

J (t-t,).dt ') 

x + i y  ergibt sich daraus als ein Integral, das iin allgemeinen 
nicht mehr mit elliptischen Funlitioneu zu erledisen ist. 

Aus der erwahnten Niihe- 
Fiu. 5. 

rungskonstruktion mittels des 
Krümmungshalbruessers folgt 0 xw X 
für die Bahnkurve, daB kon- 
gruenten Teilen der Herpol- 
hodie auch kongruente Seile 
der Bahnkufve entsprechen. 
SchlieBt sich die Herpolhodie, 1 

so ist dies aiich der Fall bei 
der Bahnkurve, auBer wenn die 
Spannweite der Teilbogen 2$,,, 
welche der Herpolhodie und 
Balinkurve gemeinsarn ist, ein 

Y 
Vielfaches von 27c ist. Da der Kugelmittelpunkt nach der dem - 
Winkel ~n ts~rechenden  Zeit nicht gerade wiedcr an die d t e  Stelle 
. - -. - - - - 

1) In 6-Funktionen erhBlt die Gleichung der Bahnkurve nach K-S VI Glei- 
chung 41 die Form:  

2T b ( t - o  + i s )  
d ( z + i y ) = - r e i " ' d t = ( n + i x ) d t = ~ e i a ' -  

J 4(t + i o ' )  d t .  
C und a sind dabei Konstante. 

Zeitschrift f .  Mothamatik n. Physik. 54. Rand. 1906 3. Heft. 1 7  
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258 Der Impuls bei der Bewegung eines starren K6rpers 

zurückkehrt (v$ den unten behandelten FaIl B = B), so ergibt sich 
in dieseni Fall durch Aneinandersetzen kongruenter Teilbiigen eine sich 
ins Unendliche erstreckende Kurve. 

Dein gr6Bten Wert r entspric:lit g: = O ;  für den eritsprechenden Punkt 
der Bahnkurve sei 11i = 0, x und y - O, dann ist die X-Achse Tangentje, die 
y-Achse Normale der Kurve in diesem Punkt und @ der Neigungs- 
winkel der Tangente gcgen die x-bchse. Nach 1)iirr:hlaufen eines halben 

Teilbogens erhilt r seinen kleinvten Wert; es wird <p = ; q, = G,,; 

x = x,,,; y = y,,,. Erst mit Hilfe dieser Konstanten lassen sich die IIalh- 
messer und damit der Nit,telpunkt der beiden konzentrischen Kreise 
finden, zwischen denen die Hahnkurve verlaufen muB. 

Zr$, Der eine wird x,, ctg @, + y",, der andere - wo nach dem 
8111 *(,, 

Vorhergehenderi: 
n 

13) Iiri Fa11 d e r  trenneiideri .  Po l l iod ie  (1) -23) xerfallt die 
Spur  auf der Kugeloberfliiche Co in zwei Kreise. Die Drehnchsen, welche 
einem dieser Kreise entsprechen, gehen, da sie senkrecht auf den zii- 
gehiirigen IJinienelen~entc:ii von Co stchen, durch eine Gerade, welche 
in  der Mitte des Kreises senkrecht z u  dessen Ebene steht. E s  ist 
dies die eine der Geraden, in welche die Doppelkiirve Cn zerfillt. Da 
auch der Polhodirnkcgel, der H,ichtkegel der AchsenflRche, in zwei 
ICbenen ausartet, so sind die genannteii Drehaclisen einer dieser Ebeneii 
parallel. Die Regelfiache, welche durch diese Drehachsen gebildet wird, 
ist damit gekrnneeicbnet als Kreiskonoid, hei welchem die Achse senk- 
recht auf der Ebene des Kreises in desseri Nittelpurikt steht. Die 
vollstindige hchgeiifliiclie zerfallt in zwei deraitige Konoide, die sich 
in  deu Ellipsen CjA und Cc durchdriugen. Die Kurven Clj. zerfallen 
~iirnt~lich in Ellipüeiipaare. Von jedrini Paar gehijrt den beiden Konoideii 
je eine Ellipse ail. Die zweite Achse ist f ü r  beide Konoide Doppel- 
gerade. Vgl. Tafel 1. 

Von der Spur, welche die Kiigel auf der Ilorizont,alebene eiiriick- 
liiBt, ist der Kriiiii~iiungshalbiuesser oben berectiiiet worden. Er  nrar 
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JITMU gleich r. Dies 1aBt sich auf georuetrischem Weg bestatigeri. 
Von des Iionoidachse, welche die eine der beiden Cg = Cg darstellenden 
Geraden reprasentiert und die bei der Rewegung irnmer horizontal lie@, 
bleibt in jedem Noment der Pnnk t  in Ituhe, welcher von der Momen- 
tandrehachae getroffen wird. Dieser Punkt hat aber von O gerade die 
Entfernung r .  In  der Horizontalebene durch O durchliiuft dieser Punkt 
eiiie Kurve, auf welcher die Konoidachse rollt. O beschreibt eine 
Erolvente dieser Kurve und r ist der Krümmungshalhmesser dieser 
Erolvente. 

Die analytische Beharidlung der Bahn von O wird verhiiltnis~riiiBig 
-- 

einfacli. Von Konst'anten t,ritt nur noch = r ,  auf, der 

Maxirnülwert von r.  Man hat: 

r = r,  cos rp 

2T d Y dq,= - d t  = - . 
J r, cos q 

Durch lntegration erhalt man: 

Pcrncr: 

d s  = d<p = Y, cos cp dl i ,  

Damit wird schlieBlich: 

Die rechte Seite M t  sich in eine Ileihe entwickeln; es ist 

Uabei kuiivergiert die Reihe der rechten Seite für  positive $; dies ge- 
riügt aber, da die Kurve in Beziehung auf die x-Achse symmetrisch ist- 
Durch Integration wird 
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Tafel IU. 

Herpolhodie fiir D - R; r,  = 1. 

Bahnkurve mit Evolute für  D = B; r, = 1. 
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Auch die letztere Reihe konvergiert. 
Nach dem Obigen wird: 

2r, 2- - 3r1esr1" + . - -) = (z,. - 2) cos + + (yu - y) sin y. 
1 91; + 1 

Diese Ausdrucke bedeuteri die Linge von Loten aus dem Punkt 
(x,,, y,,) nuf dit: Normale und die Tangente der Kiirve. Es genügt zur 
Konstruktion der Kurve, diese Lote zu berechnen. Für  groBe ~ e r t é  
von @ niihert sich das Verhiiltnis derselben dem konstanten Wert r,, 
die Kurve daher einer logarithmischen Spirale, welche den Punkt (z,,, 
y,) umwindet und von ihm ausgehende Strahlen unter dem Winkel 
arctgr, schneidet. In  Tafel III ist die Herpolhodie, sowie die Bahnkurve 
fiir r, = 1 konstruiert (dies entspricht allen Fiillen, wo A : B: C = (1 + A) 
: (1 - A2) : A (1 - A) ist, wenn für Â eine beliebige Zahl zwischen O und 
1 gewahlt wird). Bei der Bewegung beschreibt der Kugelmittelpunkt 
die Bahnkurvc, wahrend eine durch ihn gehende mit der Kugcl fest 
verbunderie Gerade (CB) stets die Normale der Kurve bildet und also 
auf der ebenfalls in der Figur eingezeichneten Evolute abrollt. Die 
Spur, welche zu irgend einrr Konnid-Ellipse C, gehort, erhalt man 
leicht, wenn man die Krü~uiiiuiigshalbmesser im Verhaltnis A. : D teilt. 

Anhang. B e m e r k u n g e n  ü b e r  d ie  S c h r e i b w e i s e  d e r  V e k t o r e n .  

Vektoren und Bivektoren sind mit fettgedruckten deutschen Buch- 
staben bezeichnet. Das 5uBere Produkt zweier Vektoren a und 6 ist 
[a 6 1 geschrieben, ist aber a h  Bivektor oder gerichtete Flache aufzufassen,' 
also in der Bedeutung auseinanderzuhalten von seiner ,$rginzung": ([ab], 
eineni Vektor, der auf der Ebene des Bivektors senkreclit steht und 
identiooh ist mit dem Vektorprodukt V a b  (so z. B. von F o p p l  bezeichnet). 

Das innere Produkt wird dann [a 1 b] geschrieben, weil man es 
aiiffassen kann als des a d e r e  Produkt von a und dem Bivektor 16. 

[ab] 1 c = 6 . [a 1 r] - a . [6 1 cl ist als auBereg Produkt der Bi- 
vektoren [ab] und 1 t ein Vektor in der Ebene [ab] senkrecht zu r. 

Eridlich ist La a] eur Abkürzung 0 3  geschrieben. 
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L i t e r a t u r a n g a b e n  ü b e r  d i e  R e g e l f l a c h e n  m i t  4 D o p p e l -  
k e g e l s c h n i t t e n .  

Die Achsenflachen der rollenden Kugel gehoren, ,wenn der Impuls in hezug 
auf das Momentanzentmm senkrecht ~ t e h t ,  zu denjenigen Regelflachen, welcbe 
De la Gournerie i n  seinem Werk:  Recherches sur les surfaces régl6es tktraédrales 
sgrn6triques wegen der 4 Doppelkegelacliuitte mit dem Namen ,,Quadriupinale' 
belegt hat. Die allgemcineren Eigenschaften der Fliiche sind in  Kap. 1 enthalten. 
In 'ir. 23 i d  angegeben, wic die zu einer gegcbencn ,,assoziicrte" Qundrispinale. 
welche mit  der gegebenen Flache die Doppelkegelsühnitte gemein ha t ,  zn findeii 
k t  und tatsachlich ist genau diese Methode angewendet worden, uin die Itesultatr 
der  Seite 250 zu finden. Die Gleichung der Flache 8. Grades ha t  Cayley angegeben 
in einer dem Werk angefügteri Note S. 189  (y$. auch Salmon-Fieiller ,,iinalytisclie 
Ceometrie des Raumes", Teil II, Anmerkung 62).  Unsern Fall ,  wo die Fliichc 
Kornialenfl%che eines Ellipsoids fiir die Punkte einer spharischen Ellipse i s t ,  hat 
De la Gournerie in Nr. Y 6 8  kurz angedeutet und daraiif hingewiesen, daB die 
Doppelkegelschnitte bei verandcrlichem Parametcr (Il) Iiomothctiscli blcibcn (rgl. 
die wrliegende ArLeit S. 248), sowie da5 die Aaymptoten der Projektion der 
sphariuchen Ellipse auf die [xzl-Ebene (also auch die Kreisschnittebencn der 
durch die spharische Ellipse hindurcligehenden Flschen zweiter Ordnung) auf den 
Aeymptotcn der Hpporbel CB,  welclic den Doppclkcgelsciinitt in dcr [XE]-Ebcne 
bildet, senkrecht stehen (vgl. S. 252 Mitte). 

Etwas anders als De la Gournerie ha t  Darboux in  seinem Bulletin des 
  ci en ces matjh. et astr., Hd.  11, Seite 3Ul ff. diese Regelfliichen definiert. E r  beniitzt, 
daB die Normale des Mac Cullagh'schen Ellipsoids [Q- ' rr]  = D-' in eineiu 
Punkt  der sphiirischen Ellipse Co (wir spezialisieren narboux's Angaben fiir-umerii 
Fall) Ort ist aller Pole d e r  Berührungsebene a n  clas ICllipsoid im selheu Punkt 
in hezug aiif die Flichen der konfokalen Schar: 

Irgend einer dieser konfokalen Flachen ist danri eine Kun-e zugeordnet als 
Reziprokalkurve der diircli die Reriihrungsebenen liings Co gebilrleten abwickel- 
baren Fliche (deren Gleichungen in Linienkoordinaten: 
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Das ~ns t i tn t  fur angewandte Mathematik und Mechanik.') 
' 

Von Ci RUNGE und L. PRANDTL in Gottingen. 

Im achtzehnten Jahrhundert waren an den Universititen Facher 
der angewandten Maihematik und Mechanik in betrachtlichem Umfange 
vertreten. Um speziell von Gottingen zu reden, so finden wir unter 

Fig. 1. 

Das Institut fiir angewandte Mathematik und Mechanik (Altes physikalisches Iiistitut). 

den Vorlesungen von Segner,  Pen the r ,  Tob ia s  Mayer, Kas tne r  
die Themata: praktische FeldmeBkunst, Maschinenlehre, Xivil- und 
Kriegsbaukunst, mathematische Geopphie ,  Hydrostatik, Hydraulik. 
Zur Unterstützung der Anschauung beim Upterricht diente die Modell- 

i - .  

1) Der ~orliegende Aufsatz ist ein unwesentlich erseiterter Abdruck einea 
Kapitels aua der Festschrift-. ,,Die physikaliechen Institute der Cnivereitiit Gtit- 
tingen", Leipzig i9U6, herausgegeben von der ,,Gottinger Vereinigung 7,ur Forderung 
der angewandten Physik nnd Mathematik". 

tfber das Wesen dieser von F. K l e i n  1898 ins Leben gerufenen Vereinigung 
mogea hier einige Worte Platz finden. Sie besteht eu einem Teile aus Herren 
der GroSindustrie, zum andern Teil aus llitgliedern der Gottinger Universittit. 
Durch die Opferwiiligkeit der industriellen Mitglieder sind im Laufe der JaLre 
die hier beschriebenen Inetitute und das Institut für angewandte ElektrizitAtslehre 
entstanden, daneben Sind andere Institute (beaonders dia physikalischen und chemi- 
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kammer", eine Sammlung von Modellen zur Mechanik, Statik, Hy- 
draulik, Maschiriei~kunde.~) In1 neunzehnten Jahrhundert haben T h  i b  a u  t 
(gestorben 1832i1 und U l r i c h  (gestoi-ben 1879) den Unterricht in 
dieseni Sinne weitergeführt. Auch L i s t i n g  hat  noch über Maschinen- 
kunde und über die Theorie der Dam.&iascbirie..gelesen. -Th ibau t  
hinterlieb der Universitat eiiie Sainndung von geodatischeii Instrumenten, 
die auch U l r i c h  uoch benutzt hat. Unter den Gegenstanden, in denen 
U l r i  c h  unterrichtcto, finden wir praktischc Gcon~et~rie mit  Ü h i q e n  
irn Feldrnessen und Nivellieren, landwirtschaftliche Hnukunde, Ma- 
schinenkunde , Hydrostatik, Hydraulik. Indessen trnten diese Facher 
inehr und mehr in den Hintergriind gegeniiber der Entwicklung der 
techniachen Hochachiilen uud deu gliinzenden theoretisclieil Erhlgeri  
von GauB,  D i r i c h l e t ,  R i e m a n n  und C l e b s c h .  Als U l r i c h  im 
Jahre  1879 starb, wurde die Modellkamnier von H. A. Sc ,hwarz ,  der 
seit 1875 den Lehrstuhl für  Matlieuiatik inne hntte, aufgelost. E s  
blieb die Sammlung mathematischer Instrumente und Modelle, die im 
mesentlichen nus der Schenkung von T h i b a u t  s geodztischen In- 
strumenteri bestand, und nun zu einer rnatliematischeri Modellsammlung 
im modernen Sinne ausgestaitet wurde. 

Es ist  das Verdienst von F. Klein, den Unterricht in angewandter 
Mathematik iiiid Mechanik neu brlebt zu haheii in der richtigen Nr- 
kenntriis, dàB iii deil aiigewaiidten Ficherli eine Fülle von pidagogisch 
wertvollen Aufgabeii und Beispielen für den Mathematiker zu finden 
sind, und d:iE auch die Teilnahine an dem Fortschritt dieser Wissen- 
schaften de i  Universitat nicht vorenthalteii bleiben darf. Seine Be- 
strebungen haben in der Errichtung des Instituts fiir angewandte 
Mathenlatik und Nechanik, das heute die &urne des &en physikahchen 
Instituts in Besitz genomnieii hat, eincn gewissen AhschliiW gcfiinden, und 

schen Institute und die Konigliche Bibliothek'l mit namhaften Summen gefordert 
worden. 

Fbcr die Entstehung der GOttinger Tereinigung und ihre Enhicki<ngf in 
den eraten Jahren lese man den AufSatz von F Klein iai 1. Jahrgang der ,,Physi- 
kalischen Zeitschrift" nez. 1899: ,,Über die Keueinrichtungen fiir Elektrotechnik 
und allgemeine teühnische Physik an der Lni~ersitat Gottingen". Diesix Aufsatz 
ist auBer im SchluBkapitel der ,,FeatschriftU auch in der gelegentlich des Oberlehrer- 
Ferienkuihus 1900 zii Gijttingen lieraiisgegehenen Schrift wieder ahgedmckt: 
F. Klein und E. Riecke:  ij'ber angewündte Mathernrttik und Physik in ilirer 
Redeutung für den 'linterricht an den holieren Schulen nebst Erkutemng- der 
bezüglichen Gottiriger Cniversititseinrichtungen. II. G. Teubner 1900. 

1) Vergl. J O  h. S t e  ph. Pii t t  e r ,  Versuch einer altademischen Gelehrten- 
geschichte von der Georg August -Cniversitat zu CriMingen 1, p 243 II.  f Got- 
tingen 1 7 6 5  (1. Teil) und 1788 (2. Teil). 
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daher lohnt es sich, einmal die Wandlungen zu verfolgen, welche xi1 

dern heiitigen Stande der Dinge gefiihrt haben. 
Es  sind zwei Reihen der Entwicklung zu betrachten, die in der 

jetzigen Abteiluug A für angewandte Mathematik und der Abteilung B 
für angewandte Nechanik aiislaufen. 

Entwickiung d e r  beiden Abteilungen. 

Die Abteilung A gcht ans vnn der Sanimlung mathendischer  
Instrumente und Modelle, zn der oie im Haushalte der Universitiit 
noch gehort. H. A. S c h w a r z ,  der die Sammlung verwaltete, schaffte 
eine Anzahl von tteiBzeugen an und richtete irn Herbst 1889 ubnngen 
in konstruktiver Geometrie ein, eirie Art matheiiiatischen Zeichen- 
unterrichts, der ahnlich gehandhnbt wurde wie der auf den technischen 
Hochschulen übliche Cnterricht in der darstellendeu Geometrie. Iu 
einem Horsaale des Auditoriengehaudes waren Zriçheiitische aiifgestellt, 
an denen die Studierenden die Zeichenaufgaben ausführten unter 
Leitung von S c h w a r z  selbst und den Privatdozenten H 6 l d e r  und 
Schi inf l ies .  Als S c h w a r z  im Jahre 1x92 nach Rrrlin beriifen wurde, 
führte S c h  o n  f l i  e s als Extraordinarius diesen Unterricht fort und ver- 
band damit auch Vortriige über projektive und. darstellende Geometrie, 
wozu ihn ein eigener Lehrauftrag rerpflichtete. Hei S c  honf l i e s '  nber-  
siedelung nach Konigsberg in1 Jahre 1899 wurde als sein Nachfolger 
S c h i l l i n g  berufen und mit  dern Unterriclit in darstcllrntler Geomelrie 
und in yruphischcr Statik betraut Für  die Zeichenübungen wurde die 
frühere Arntswohnung des Direktorv der Frauenklinik (Hospitalstr. 12) 
eingerichtet. Hier fand nnn auch der geodiitische Unterricht Unter- 
kunft, den zunkhs t  Am b r o n n  mit Instrumenten der Sternwarte auf- 
genomrnen hatte und den jetzt E. W i e c h e r t  weiterführtel) und auf 
hohere Geodasie ausdehnte. Leider waren inzwischen die geodiitischen 
Instrumente, die zu der Sanimlung màthematischer Instrumente und 
Modelle gehiirten, an  die Sternwarte und ail andere Institute abgegeben 
worden, weil nicht vorauszuselien war, daB sich der geodiitische Unter- 

1) Als im Jahre 1897 S c h e r i n g  starb,  dessen Lehrauftrag Mnthematik, 
thcoretischo Bstronomic, Geod&sie und inathematische Physik vereinigt hstte,  
wurde seine Stellung in xwei Extraordiiiariate verwandelt und B r e n  d e i  und 
W i e c h e r t  als seine Nachfolger berufen. B r e n d e l  übernahm die theoretische 
Astronomie, W i e c h e r t  die Geophysik. SpAter ha t  B r e n d e l  auch den Lehrauftrag 
für Versicherungsmethemetik erhelten, den vor ihm B o h l m a n n  a n  dem im 
Jahre 1895 gegrürideten Versicherungsserriiriar gehabt hatte.  Über den Cnterricht 
in der niederen Geodksie, wie W i e c h e r t  ihn zunachst einrichtete, vergleiche dessen 
Aufsatz in der aben zitierten Schrift von F. K l e i i i  und E. R i e c k c ,   ber ange- 
wandte Matheiiiatik und Physik usw. 
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r icht  gerade an die Saminluiig mathematischer Instruniente wiedei; 
würde angliedern lassen. Hierfüi. wurde dadurch Ersatz geschnffen, 
da6 eiiimal der Staat auf Befiirrrorten dos,. ersteii Vorsitzenden der 
Gottinger Vereinigung, r. B O t t i n g e r ,  2000 Marli bewilligte und anderer- 
seits die Bfittinger Vereinigung in verschiedenen Ilaten im gitrizen bis 
jetzt 6000 Mark f ü r  die Erwer ln~ng geodatisçher Iristruniente anwies. 
Zugleich schenkte der Korddeutsche Lloyd im Jahre 1901 eine Samm- 
lung seiner nautischen Instrumente (Schiflskompasse und Sextanten), 
und K r u p p  überwies der Sauimliiiig eine Aiiswahl von Markscheide- 
instrumenten (1903). 

Die mii erstaudene Sammliing wurde zugleich mit den Uriterricbts- 
niitteln der darstelleildeii Geometrie und graphischen Statik der Leitung 
S c h i l l i n g s  unte~stell t .  Reides zusaiiimen figurierte i m  Eta t  als eine 
Abteilung der Sammlurig mathematischer Instrumente und Nodelle 
,,B. Abteilung f ~ i r  graphische Cbungeil nnd riiathematische Instrumente", 
und S chi11 i n g  u-urde ini Jahre 1903 ihr ~ e ~ b s t a n d i g e r  Direktor, 
wiihrend clic ,,Abtailiiiig A fiir mathametische Modalle" P. K l e i n  
unterstellt hlieh. 

Diese Einrichtung eines regelnd3igen Cnterrichts in darstellender 
Geometrie, graphischer Statik und Geodiisie entsprach genaii der iieuen 
Prüfungsordnung, die am 12. September 1898 für  das Lehramt an 
hiiheren Schulrii in PreuBen erlassen worden war. Die Prüfungs- 
ordnung kennt ueben dei reinen Matheniatik das Prüfungsfach ,,an- 
gewandte Matliematik" uiid schreibt w r  (§ 2Sj: ,,Von den Kandidaten, 
welche die Lehibefahigiing in der angewanclteii Mathematik nathweisen 
vi-ollen, ist aiiBer einer Lehrbefahigung in der..reinen Nathematik zu 
fordern: Kenntiiis der darstelleiiden Geometrie bis zur Lehre von der 
%entrelprnjektion einschliefilich und entsprcchendc Pertigkeit im 
Zsiçhnen; Bekanntschaft mit den riiathematischen Methodeil der tech- 
nischen Mechanik, insbesondere der graphischen Statik, nlit der iiiederen 
Geodiisie und den Jdeinenten der li6hereii Geodiisie nebst Theorie dei  
Ausgleicbung der Heobachtungsfehler." 

S ç h i l l i n  g hnt sich über die verschiedenen Kichtungen, in deiicn 
e r  den Unterricht ausgestaltete, in den Vortragen ausgelassen, die er 
zii Ostern 1904 für  den Ferienkursus der Oberlehrer der Mathernatik 
und Physik gehalt'en hat.') 

1) Fr. S c h i l l i n g .  Cber die Anwendungen dm darstellentien Geometrie, 
insbesondere über die Photogrammctrie. Zwciter Teil der ,,neucn BeitrBge zur 
Frage de8 inatheniat,isçhen und physikahehen Unterriühts an  den hoheren 
Sclinlen", Vortrage, gesaminelt von Fi'. K l e i n  und E. R i e c k e .  B. G. Teiibner 1304. 
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,1111 IIerbst 1904 zog S c h i l l i n g  als Professor für darstelleride 
Geometrie an die teehnische Hochschule in Danzig. An seiner Stelle 
i n  Giittingen wurde C. R u n g e  berufen mit dem allgemeineii Lehr- 
auftrag für angewandtc Mathematik. Damit war eine crmeiterte Aiif- 
fassung des Lehramts bekundet, die im Ilrrbst  1905 durch die Ver- 
einigung luit der. tecltrzisc/ien Plrjsili in der Begründung des Instituts 
für mzyezt.d.~zdte ' Mathcwatik .und ilr(!cham7i ihran abschliefienden Aus- 
druck fand.' 

Die zweite Entwicltlungsreihe, die zu der BOteillcny B für ange- 
wandte Mechanik fübrt, geht aus von der im Beginn des Jahres 1897 
gegründeten Ah6eilzr~1zy fiir techlliscl~e Yli,?jsil;, die deui physikalischen 
Institut angegliedert wurde. Sie ist mit der Entstehung der GYttiilger 
Yereinigzw!~ aufs engste verknüpft. Den uninittelbaren BillaB zur Grün- 
dung der Abteiliing gah zu Wcihnachten 1896 die S$enkung einer nain- 
haften Sumine für diesen Zweck seitens einiger Herren aus. der Industrie. 
Es  waren dies die Herren Dr.  Y. B o t t i n g e r  in Elberfeld, Professor Dr. 
C .  v. L i n d e  in München und Kommerzienrat K r a u B  in Müiicheii. 
Der l'lan wurde alsbald wesentlich sefUrdert durch die von der Re- 
gieruiig bereitwillig erteilte Erlaubiiis, den maichinellen 'îeil der bereits 
genehinigten elektrischen Beleuchtungsanlage für die kijnigliche Bibliotiiek 
<lem geplnnten Laboratorium einzuordneil. 

Zur gleichen Zeit war es, uiiter Angliederuiig eines Lehrauftrags 
fur landwirtschaftliche Maschinenlehre, eriiioglicht worden, für die 
Stelle des l~abaratoriumlcitcrs cine aiiBerordeiitlichc Professiir xu be- 
gründen; auch die Stelle eines Assistenten und eines Maschinisten 
wurde von der Regiernng bewilligt. 

.,-Die f'rofessur wurde zu Ostei-n 1897 dein Privntdozenten R. M o l l i  e r  
in ATüncheil übertragen, der jedoch schoii iin Herbst 1897 wieder aus- 
schied, urn als N a c h f o l g e r  Z e u n e r s  an die technisclie Hochschule 
Diesden überziisiedeln. 

TTnter M o l l i e r s  Leitung hatte nian mit dern Bau eimo ersten 
Pavillons (die R tume  B I ,  2 und 3 des Planes auf Seite 269) auf dein 
Grundst,iick. des physik:tlischen Instituts begonnen, und es waren ein 
der ermiilinten Beleuclitungsarilage dieriender lopferdiger Gasiuotor, 
sowie rine 15pferdige Dampfmaschine mit  Kesselanlage bestellt worden. 

Kach dem We&ange von M o l l i e r  wurde E u g e n  M e y e r ,  Dozent 
der techiiischen Hochschule Hannover, zuriichst koriimissarisch mit 
dem Ausbau der Anlage betraut, erst ein Sernester spater (Ostern 1898) 
siedelte er endgültig nach Gottingen über und übernahm zugleich mit 
der Professiir auch das Direktorat des iuzwischeu zu  eirier sellistindigen 
,,Ahteiliing fiir technische P h ~ s i k "  erhobeneii Instituts. Das erste 
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Praktikum war bereits iru Wintersemëster zustande gekonimen, indem 
im November die Gasmaschine und Anfang Januar die Dampfmaschine 
in Betrieb gekommen waren. 

Dank der kriiftigen Beihilfe der inzwischen gegründeten ,,GGttinger 
Vereinigung" konnte schon jetzt an  einen weiteren Ausbau gedacht 
werden, zu dessen AuBführùng der ' Staat  einën namhaften Beitrag 
leistete. E s  entstand im Friihjahr und Sommer 1898 ein Anbau, die 
Raume 4 und 5 des Planes auf Seite 269 enthaltend; darin gelangten 
zur Aufstellung eine Kiiltemaschinenanlage mit Kohlensiiurebetrieb uiid 
eine Generatorgasanlage; im groBen Maschinensaal wurden zur gleichen 
Zeit eine 15pferdige Dampfrriaschirie, Sy stem d e  L a v a l ,  ein 2pferdiger 
Petroleumrnotor (Geschenk des Herm Kommerzienrat K u h n  in Stutt- 
gart), sowie ein 20pferdiger Dieselmotor - das Prunkstück und zu- 
gleich Schmerzcnskind des Iiaboratoriunis - aufgestellt. Nachdem 
noch in1 Anfang des Jahres 1899 für  die beiden Dampfmaschinen ein 
Oberflachenkondensator in den1 jetzt mit dem Maschinensaal vereinigten 
früheren Hofraum 1 * aufgestellt war, war eine innerhalb der gezogenen 
Grenzen sehr vielseitige Einrichtung für das gesamte Lehrgehiet der 
Warmekraftrnaschinen erreicht. Es  begann nun eine an  Forschungs- 
ergebnissen reiche Zeit. Besonders bekannt geworden sind die Unter- 
suchungeii am Gasmotor und an  der Gasgeneratoranlage, die den 
speziellen Keigungen M e  y e r  s am meisten entsprachen. 

Als E u g e n  M e y e r  irn Somnier 1900 einen Ru€ an die technische 
Hochschule Charlottenburg annahin, wurde H. L o r e n z ,  bis dehin 
auBerordent1ic:her Professor in  Halle, für die Stelle gewonnen. Unter 
seiner Leiturig hnt das Institut einen weiteren wichtigen Schritt vor- 
warts getrin. Urn in ahnlicher Weise, wie es f ü r  die Thermodpnamik 
geschchcn war, auch fiir Festigkeitslehre und Hydraulik Einrichtiingen 
zu gewinneii, beschloB die ,,Gottinger Vereinigrung", die inzwischen 
durch Gewinnung neuer Mitglieder zu einer stattlichen Gesellschaft 
erstarkt war, einen weiteren Yenbail an die bisherigm Rliiime anzn- 
gliedern, mit dern nun ein gewisser AbschluB erreicht werden sollte. 
Der Bau, der im Herbst 1901 begoi-inen und im darauffolgenden Herbst 
bezogen wurde, wurde niclit wie die bisherigen Riaume in Fachwerk, 
sondern in massiver Railweisc aiisgefiihrt. E r  erhielt aiich ein Ober- 
geschoB, in dem neben einigen anderen Riaumen eine Dienstwohnung 
für den Maschinisten Platz fand. 

Die innere Einrichtung dieses Baues wurde vom Staat über- 
nommen. I n  dem Hauptsaale kamen Ende des Jahres 1902 eine 
ZerreiBmaschine und eine Torsionsmaschine, sowie eine elektrisch an- 
getriebene Pnmpe mit Windkessel zur Aufstellung. Spater (1905) ist 
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Erklkrung der Bezeichnungen: 
21. A b t e i l n n g  ftir a n g e a a n d t e  7. Maschinensaal für Featigkeitalehre and HY- 

M a t l i e m n t i k .  draulik. 
8. Arbeitszlmmer. 

1-5. Riurne für Geodisie. 9. Mschanisehe Wnrkstatte. 
6-9, 13. Rîuma ftir numerische und grvghische llf14, Wohnung des ~ ~ ~ ~ ~ _ i ~ ~ ~ ~ ~ ~ t ~ ~ ,  

<%mgen. 15. Meterologisahee Zimmer. 
10. Zimmer de. Direktors. 16. Photographiaches Zimmer. 
11. Werkutstte. 17 .  Zimmer des Direktnrs. 
18. Photographieches Zimmer. 18, u, 19. Arbeitariurne fi ir einfachere mechanische 

~ n d  themiache Untersuehungen. 
R A b t e i l u n g  l ü r  a n g e w a n d t e  M e c h a n i l  20-22. ~ ~ b ~ i t ~ ~ i i n ~ ~  fur mikroskapisehe und 

1. Wirmrkraftmaaïhinensaa~ chemiaohe Unterauchnrignn. 
2. Xeas~lraum. 23. Vurlesungssammlung (und Aerudjnsmik). 

Ç. G o m e i n s a m e  R a n m e  

1. Horeaal. 
8.  1,n~ezimmer. 
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die Einrichtung noch diiich eine Pcltontnrbinc und eine hgdraiilische 
Presse vervollstandigt worden. - 

L o r e n z  schied Ostern 1904 aus dem Amte, um a n  der neu- 
gegiündeten toehnisch~n Hochfichule in Danzig den Lehrstuhl fiir 

Meçhanik eiliziinefimrn. Nach eineiri luterregnum von einein Seruester, 
in dern E. I t i e c k e  das Institut verwaltete, wurde ~ u m  Herbst L. P r a n d t l ,  
bis dahin Professor an der technischen Hochschule Bannover, zuni 
Direktor der Ahteilung berufen. 

Das Jahr  1905 hrachte einen letiten sehr erfreulichen I'ortschritt 
für das Institut. Nach (lem Umzuge des physikalischen Instituts in 
das neiir: Haus an der RiinsenstraBe wiirdcn die alten liiiiii-iic an die 
,,angewandte Mathematik" und die ,,technisçhe Physik" ~ e r t e i l t ,  so  
zwar, daB die an  das Maschinenlaboratorium angrenzenden Haunie am 
Leinekanal den Zwecken dei. technischcn Physik, die an der Prinaen- 
straBe denen der angewandteii Matheniatik überwiesen wurdenf beiden 
Instituten gemeinsam ist ein Hbrsaal und ein Lesezimmer. a 

Die Ziisammengchiirigkeit der beiden Institute, die ja kc in r sw~gs  
eine hloB iiuBerliche ist ,  1st  balcl nachher durch dle gerriei~sarne Be- 
zeichnung als , , I~~b t i tu t  fur alzgezt a?zdte 17lntkrrnatil; und il.iechand'( zum 
Ausdruck gekommen.'] 

Beschreibung der Institutseinrichtungen. - 
Was die VerteiIung der Itaume ber Abteilung A betrifft (ver- 

glciche den Plan Seite 2691, so ist die Sarrimlung der feineren geo- 
ditischen und nautisehen Iiistrumente im ErdgeschoB in dem auf dein 
Plane . mit A 1 bezeichneten Raume untergebracht - vergleiche dia 
Ahbildung 3, . die - eine Auswahl der bemcrkenswertesten Instrumente 
zur Anschauung bringt, von denen zwei Phototheodoliten, ein ZeiB- 
sches Telemeter (im Hintei-grund), sowie ein vollstintliger SchiffskonipaB 
(links) hesonders hervorgchohcn wci-den mogen. T)io Sammliing be- 
sitzt auch einen ZeiBschen Stereokomparntor, für den die Gottinger 
Vereinigung die Nittel  zur Verfügung gestellt hat. Die übrigen 
Zimnier des Erdgoscliosses (Plan A'.', 3, 4, 5) enthalten eine Samm- 
lung von einfacheren geuditischeu Geriiten und s i rd  auch für den 
geodiitischen Cnterrieht beatiinmt. I n  der ersten Etage dienen fünf 
Ràume (Plan A 6, 7 ,  8, 9-, 13) als Zeichensale. E s  sind hier etwa 

1) Der bisherige Plaine ,,toühnische Physik" ist auf'gcgcben wordcn, um 
das Arbeitsgebiet des Inetituts von der angewaridten Elektrizilatslehre wirksani 
zu unterscheiclen, die auch zur technischen Physik gereclinet werden kann. Iler 
Begriff Mechmik ist dabei in seinem weitestcn Sinne, auch die Thermod~namik 
umfassend, genommcn. 
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'60 Zeichentische so aufgestellt, dafi sié bei Tage ausieich&d durcli 
-das Tageslicht beleuchtet sind. Zugleich ist für künstliche Beleuch- 
tung durch Nernstlampen und -4uerbrenner Sorge getnigen. In dem 
Rimrne'l3 ist ein geeigneter Waschtisch zum Aufspannen der Zeichen- 
*bogen vorgesehen. Raum Nr. 1 0  ist Direktorzimmer, Nr. 12 als 
Dunkelkammer und Nr. 11 als Werkstatt eingerichtet. In dem Dach- 
geschoB befindet sich die Wohnung für den ~ausverwalter. 

Fig. 3. 

Geod%tische Instrumente. 

Eine etwas ausführlichere Beschreibung verlangen die Einrichtungen 
der Abteilu~~g B: ein Rundgang durch die Raurne mag den augenblick- 
lichen Stand des Laboratoriums vor Augen führenl) 

Wir beginnen mit dern Wirmekraftmasohinensaal (l), der 1908 
durch Hinzunahme des früheren Durchganges (1") vergr6Bert worden 
ist (Abb. 4). Er enthalt die 15pferdige Datnyfmaschine (a) (eine Ein- 
zylinderschiebermaschine von Knoevenagel in Hannover), die mit 
einem Eiiispritzkondensator (b)  und einem OberEichenkondensator (c) 

1) Die im Text beigefügten Ziffew und Buchstaben beziehen sich auf den 
Plan (Seite 269), in den die Meschinen sowie die aonstigen festaufgestellten Eb- 
riehtungen eingetmgen aind. 
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ausgerüstet ist; als Hilfsvorrichtung zur Messung von Kondensat und 
Kühlwasser dient ein Behàlter (d) auf einer Dezimalwage und ein MeB- 
gofi6 (e). An die gleichen Lcitungen wie die Dampfmaschine ist an- 
geschlossen eine de L a  val sche Dampfturbine ( f )  der Maschinenbau- 
anstalt H u m b o l d t  in Kalk bei Koln, welche bei 24 000 Uindrehungen 
pro Minute die gleiche Leistung entwickelt wie die Darnpfmaschine bei 
133 Unidrehungen. 

Die 10pferdige Gasmaschine (9) der Gasmotorenfabrik Deutz ist 
die nomale  Betriebsmaschine des Maschinenlaboratoriums; sie treibt 
unter Zwisühenschaltung eines Riemendynamometers (h) von F i d c h i n g e r ,  
das die durchgeleitete Arbeitsleistung zu messen gestattet, die Trans- 
missionswelle (9 an der Westmauer des Saales, von der aus die Kiilte- 
masrhine (4a),  sowie die Koridensatpurnpe des Oberflacheiikondensators 
betrieben wird. 

Von der Gasmaschine wird ferner die Universaldynamo (k) der 
Allgemeinen Elektrizitiitsgesellschaft in Berlin angetrieben, die neben 
Gleichstrom von 80 Volt auch Ein-, Zwei- und Dreiphasenstrom liefern 
kann; sie diente zusammen mit einer im Keller aufgestellten Batterie 
von 100 Ampère-Stunden-Kapazitiit, früher, wie schon erwiihnt, zur Be- 
leuchtung der konigliühen Bibliothek, auBerdern als Hilfsrnaschine für 
das elektrotechnische Laboratoriurn; jetzt versorgt sie nur mehr das 
Institut mit Strom. 

Die Mitte dos Saales wird eingonommen von einem 2Opfor- 
digen Dieselmotor (1) der Maschinenbaugesellschaft Nürnberg, der 
groBten Maschine des Laboratoriums. Für die thermodynamische 
Untersuchimg der Gasmaschine und des Di«selm~tors dient nabon den 
Einrichtungen zur Messung der Gtts- bezw. Petroleumzufuhr ein groBer 
Gasmesser (m) von E l s t e r  in Berlin zur Messung der angesaugten 
Verbrennungsluft; die GefaBe lz dienen zur Messung des Kühlwassers 
beider Maschinen. 

An allen vorgkmannten Kraftmaschinen befinden sich Bremsen und 
Indiziervorrichtungen zur Ermittlung der Maschineiileistung, ferner voll- 
sfindige Einrichtungen zur Aufvtdung der Wirmebilam. 

Ein kleiner Petroleummotor (O) von Kul in  in Stuttgart vervoll- 
standigt die Sammlung von Wàrmekraftmaschinen, in der freilich der 
modernste Typ, der Automobilmotor, bis jetzt noch fehlt. 

Im Raum 2 finden wir den Dampfkessel (aj für die Dampf- 
maschinenanlage, einen stehenden Siederohrkessel von 20,3 qm Heiz- 
flache, geliefert von K n o  e r e  n a g e  1 in H a n n o ~ e r ,  hierzu gehorig ein 
Brunuen (O) zur Speisewass«imev~~ng. Der abgetrennte Teil des 
Raumes dient als Magazin; in einer Ecke befindet sich ein Schniiedefeuer. 
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Raum 3 ist das Arbeitszimmer des Assiskenken und Ausgahsstelle 
der Mefiinstrumente. Hier wird auch die Besprechung und Berechnung 
der Praktikums-Versuche vorgenommen. 

In Raum 4 befindet sich eine KohlensLure-Kalteanlage von 8000 W.-E. 
pro Stunde Blteleistung, geliefert von der Maschinenfabrik L. A. 
Riedinger  in Augsburg; a ist der Kompressor, b der Verdampfer, in 
dem die flüssige Kohlensaure verdampft und dadurch die zirkulierende 

Fig. 4. 

Salzl5sung kühlt; c ist der Kondensator, in dem die Kohlensiiure wieder 
mit Hilfe von Kühlwssser verfiüssigt wird. 

Raum 5 enthàlt eine Generatorgasanlage (Dowsongas) von der 
Gasmotorenfabrik Deutz, die 200 cbm Gas pro Stunde liefern kann. 
rc ist der Generator, Z, der Dampfkessel, c und d Fkinigungsapparate. 
Im Hof befinden sich zwei MeBgasometer (c)  zur abwechselnden 
Füllung und Entleerung, sowie ein Sammel-Gasometer ( f )  von gr6Berem 
Inhalt. Von dort fiihrt auch eine Leitung zum Gasmotor, der, eigent- 
lich für Leuchtgas gebaut, auch den Betrieb mit Generatorgas zuliBt. 
Neuerdings hat hier ein elektrisch betriebener Ventilator zu aerodyna- 
mischen Versuchen Aufstellung gefunden. 

Zeitschrift f. Nathomatik u. Phps:k. 54. Band. 1906. S. Heft. 18 
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W i r  gehen niin iiber den Haiisfliir (61, von dem ails eine Treppe 
in die im ersten Stock befmdliche Maschinistenwohriung (10-13) führt, 
und gelangen so in den Maschinensaal für Festigkeitslehre und Hydraulik 
(7) (Ahb. 5). Es findet sich hier eine elektrisch angetriebene Zerrei13- 
niaschine (a) von Molir  & F e d e r h a f f  in Mannheim, mit der neben 
Zugversuchen auch Druck-, Biege- und Scherversuche mit nicht zu 
starken Probekorpern ausgeführt werden konnen; ihre gr6Bte Kraft- 
leistung ist 15000 kg. Ferner ist eine Torsio~ïsnzusc7~i~ze (0) von 
A m s l e r - L a f f o n  in Schaffhausen (Maxiiiialleistung 150 mkg) und 
eine Ilyc7razilisclze .Presse- (c). -von 150 000 kg. Rfaxinlalkraft, geliefert 
von der 3~aschinenbaiigosollschaft Xürnherg, vorhandon. Auf letzterer 
Maschine konnen Stücke bis zu 1,20 m Hvhe gedrückt werden, so daB 
sie auch für Knickversuche rerwendbar k t .  Zur FormZnderungs- 
niessimg dienen M a r  t en  ssche Spiegclnpparata, für foinri.« Krnftmos- 
sungen an der Presse dient eine MeBdose für 40000 k g  Naxirnallast, 
gebaut von der Maschinenbaugesell~haft Xürnberg. 

An hydraulischen Kinrichtungen ist bis jetzt folgendes vorhanden: 
cine Differe??tial-~fiZl~enpu~r~~)e ( d )  mit vemtellbarem Hub und aus- 
wechmlbaren Kolben von verschiedenen Durchmessern, für 1-43 Atmo- 
spharen Maxinialdruck, geliefert von, A. K n o e v e n a g e l  in Hannover; 
~ i e  wird durch einen lopferdigen Elektromotor (c) mit Hilfe eines Vor- 
geleges angetrieben, und zwar ist die Einrichtung getroffen, durch elek- 
'Lrische Schaltung und auswechselbare Hienienscheiben jede Tourenzahl 
zwischen 60 und 400 IJnidrehungen pro Minute einzustellen. Vermittels einer 
einfachen IIilfseinrichtung kann man die Punipe auch als Luftkonipressor 
laufen lassen. hlit der Pumpe steht in Verbinclung ein V7indlmsel  ( f ' )  
  on 1,8 chm Inhalt und ~ i n i i c h t u n ~ o n  eu AudiuBversuchnii mit Luft 
und Wasser. Als Saugbehiilter dient ein gemauerter Brunnen (g) von 
ctwa T cbm Inhalt. *41s Vertreter der hydraulischen Kraftmaschinen 
ist oinstwailon oin Gpfcrdiges Pelloxrad (1%) von Rro i ie r  & Co. in 
Hochst a. hl. vorhanden, das sein Kraftwasser von der Pumpe .erh;tlt 
und es behufs Messung der verbrauchten Menge in einen Behilter mit  
geaichten AusfluBmündungen ausgieBt. Zur Vervollstiindigung der 
hydraulischen Einrichtungen ist projektiert eine Zeiitrifugalpurripe und 
eine von ihr getriebene Vollturbine. - Die in diesein Raume als Be- 
triebsmittel verwendete Elektrizitat wird dein stadtischen Netz (Drei- 
leiter mit i 220 Volt) entnommen. 

Das an den Maschinenraum angrenzende Zirnmer (8) dient als 
Sammlungsraum für Instrumente und Festigkeitsproben, sowie wahrend 
des Praktikums als Vortrags- und Rechenzimmer; hier hat mich eine von 
K r u p p  iri Essen deni Institut geschenkts Samrnlulig -von SchieBproben 
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(Panzerplatten und Geschosse), sowie Festigkeitsproben Aufstellung ge- 
funden. Raum 9 iat eine mechanisch@ Werkstatte, enthaltend eine 
gr6Bere Leitspindeldrehbank (o.) mit elektrischem Antrieb, eine kleinere 
Supportdrehbank (b) mit FuBbetrieb, sowie eine Fyiismasehine (e). 

Gehen wir nun durch das ganze Haus zurück und durch eine Tür 
im Maschinenraum einige Stufen hinauf zu den 1903 hinzugekominenen 
R6umen. Dort befindet sich das photographische Dunkelzimmer 16, 
daneben das Zimmer (l7), das den1 Direktor der Abteilung zum Arbeits- 

Fig. 5. 

Jfaschinensaal für Festigkeitslehre und Hydraulik. 

zimmer dient. Raurn 18 ist fiir hydrodynamische Unterauchungen be- 
stimmt und hat zu diesem Zweck einen wasserdichten FuBboden mit 
Ablauf erhalten. Bis jetzt ist ein der Vollendung entgegengehender 
hydrodynainischer U~ziuersalapparati) aufgestellt, in dem sich ein durch 
eine Zentrifugalpumpe betriebener Wasserumlauf befindet; Leitvorricli- 
tungen und Siebe sorgen für eine geordnete Bemegung; durch Einbau 
versihiedener Gerinne in den Apparat lassen sich Stromungen nui Hinder- 
-- 

1) Vgl. hiersu L. Pr and t 1, Über Fliissigkeitsbewegung bei sehr kleiner 
Reibung, Verhandlungen des Internationalen Mathematikerkongreslles zu Heidel- 
berg 1904; Leipzig 1905, S. 484. 

18" 
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nisse, Üherfille, steheiide Wellen, FIieBen. iii geraden und kruirinicii 
Gerinnen studieren. 

Raum 19 ist fiir einfachere Untersuchungen über Mechanik und 
Warmelehre bestimmt. 

Durch das Treppenhaus gelangt man zu den Il5unieri 20-22, voii 
deneii O und 21 für mikroskopische und metallograpliische Uiitei- 
suchungen vorgesrhen sind, wiihrend 26 als cheiiiischcs Zimnier eiii- 
gerichtet ist. Der Saal 22 enthiilt neben einer Vorlesiirigssaniiiilung 
für  Mechanik eiiien Rundlauf für dnemometeruntersuc11u11g nnd sonstige 
aërodyiinniische Versuche. 

Den i~eiden Abteil!un.yen gciiieinsain ist, wie schon cmviliiit, der 
Horsaal ( C l  im Plan S. 269) und das Lesezirnnier (C 2). Dei  Eicïr- 
snal (dei. friihere physilïalische Horsaal) Iiat 70 SitzplBtze, die tieppen- 
f6rniig aufsteigeii. An dei  Vorderwand befindet sich eiiie die gaiize 
Breite eiiinehmende feste Wandtafel, über der herabklapp1)ar ein 
groBer Ilechenschieber r o n  2,5 ni Linge jein Geschenk tler Firiria 
A. W. F a b e r )  aahwelh. Vor der Wandtafel hat eiri Vorlesuiigstisch 
mit  Einrichtung zum Aufbauen einfacher inechanischei Versuche Aiif- 
stellung gefunden. E i n  lichtstai-lier Projektionsapparat, der auch die 
Abbilduug von undurühsic:litigen Gegeilstiinden erlaubt, vervollstiind~gt 
die Einrichtung. Die Nittel hierzu sind von der Giittinger Vereinigung 
zur Verfiigung gestellt worden. 

In  dem L e s e i i r ~ ~ ~ i , ~ r .  ist vorerst nur die II:tii(lbibliothek der Ab- 
teiluug fur angewandte Mechanik zur Aufstellung gelangt, docli ist 
beabsichtigt, in1 Laufe der Zeit die Hibliothek so zu erweitern, daB in 
ihr dit: wichtigstt: T.itxat,ur aiif ticin G~snmtgebiet  dcr aiigawandten 
Matheniatik und Mechanik zugaiiglich grmacht werden wird. 

Unterrichtsbetrieb. 

Mail km11 die allgerrieine Aufgabe des Itzstitzcls f i i ~  un,qewa.u~d/(> 
~7.lufhemulifv, wie sie sich jetat entwickelt hat, so formulieren, da0 die 
Mathematik in  ihreii Heziehungeii zu den experiilientellen Wissen- 
srhaften geletirt werden soli, so zwiti-, daB die Stu~lierenden riicht nur - 

die matheniatischen Theorien kennen lernen, sandern auçh die numerische 
und grapliische Durchführu i i~  der Probleme. Zu dem Zwecke muB 
der Unterricht Iihnlicli gcstnltct wertlen wie die in dcn experimcntc~llen 
Wissenschafteii schoii seit l a n g ~ m  üblichen praktischen Ubungen. Die 
Studieranclen arbeiten einzeln xn den ihiien gestellten Aufgaben und 
werden dabei von dem Professor und seineni Assistenten beraten. Sit: 
wllen zugleich die notigen Fertiglieiten irri Zeichrieri und in der Harid- 
habung geodiitischer und inathematischer Apparate (Rechenschieber, 
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~echeiimashiiie,  Planirrieter etc.) erlernen, somie auch die Runst, eine 
Rechnung geeignet arizuordnen und eu kontrollieren. 

Auch für die gruiidlegenden Elementarvorlesungen des mathe- 
matisclien Gesanitbetriebs werden solcho Cbiingcn eingei.ichtet. Es  lassm 
sich die Aufgcbcn so ~ a h l e n ,  da1 sie sicli auf mirliliche Dinge be- 
ziehen, ohne daB es doch notig d&e, iu vi& Zeit mit der au sein an der^ 
setzung der Aufgaben zu verlieren. - Dabei ist immer Gewicht daraiif 
gelegt, daB der Studiei-ende den Ansatz, d. 11. die niatheniatische Formii- 
lierung des l'roblenis zu n~achen hnt. Die matheinati che Aiisfiihrung, 
iiachdem der Ansatz gefunden ist, bildet in vielen Fallen den geringeren 
Teil der Auf~abe .  Die Erfallrung lehrt, düB von den1 Verstandnis der 
matliernatischrn Heweise bis zu der Fiihigkeit, sich der mathematischeii 
Hilfsmittel zur Erforschung oder Beschreibung wirklicher Verhaltnisse 
zu bediencii, noch ein meiter Schritt ist. Durch Vorlesiingen allein 
wird diese Fiihigkeit niclit genügmd gepflegt. 

Der individuelle Unterricht bei den Übungen hat zugleich den 
groi3en Vorzug, da0 er auf die Aüffassung des Einzelnen eingelien, 
seine Ginmiinde widerlegen, seine MiBverstiindnisse beseitigen und eigene 
Gedankenbildungen des Schiilers ermutigen und vertiefen kann. 

In dieser Weise ist iin Sommer 1905 und im Winter 1905 '06 die 
DiKerential- und Iiitegiali-echnun, in1 Sommer 1906 die Theorie der 
DiKerent ia lgle ich~n~n behandelt worden. Daneben stehen Spezial- 
voi.lcsiingen. Tiii Winter 1908/06 wurden Vorlosungen nnd n b u n e n  
üher die giaphisrhen Methoden der Physik und Xechanik abgehalten. 

Alle zwei Jahre findet eine Vorlesung über darstellende Geometrie 
statt, verbiinden mit d e i  ntitigen Dbiingen. l n  der Gcodikie crteilte 
E. W-i-ecliert eii~en regelmiBigen Cnterricht durch -Vorlesqgen uiid 
Ubungen, dessen Kursus zwei Semester umfaBt. Die Vorlesungeii be- 
heiideln niedere und hohere Geodasie, Nautik, Markscheidekunst und 
verwandte Gebiete, wobei auch die Rechnurigsmethoderi besproch1.n 
werden. In den Übuqeri  wird gelehrt, wie iiiaii mit den geodiitischen, 
nautischen und Markscheideinstrumenten urngeht, wie man sie justiert 
und wie inan ihre Fehler bestiniriit. Dam kommen praktische Ver- 
messungsübungen im freien Felde, bestehend in einer Triangulatïon, 
einer Kleinverniessiing, einer Nivellierung, einer barometrischen Htihen- 
messung und Aufnahrrien mit tachymetrischen Instruniente~i und MeB- 
tisch. Die Ergebnisse der Messung werden teils durch Rechnung, teils 
diirch Zeichnung verarbeitet. 

Die Tvahrscheinlichkeitsrechnung wird gewohnlich als selbstindige 
Vorlesung gelesen entsprechend dem allgemeinen Interesse, welches 
diese Disziplin für die versçhiedensten Gebiete nicht nur des natur- 
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wissenschaftlichen Studiuins besitzt (z. B. für  das Versirheruugs- 
wesen). ! .  

Der U n t e ~ i c M  in  der Abteilung für ange~andte Neechanik gliedert. 
sich i n  Vortrage (z. T. mit Übiingen), in E'raktika., sowie in Anleitung 
zu wisst?nschafiAi~:hen Arbeiteii. Die Einrichtungen des Instituts dieneii 
dabei als Anschaiiungs~i~aterial hei deri Vortrigeri, hauptsaclilicli aber 
als Versuchsobjekte heim Praktikuni und bei experimentelleli For- 
schungen. 

Das f i a l d i h ~ n  wurde bisheï in zwei Abteilungen von je einem - 

Semester abgehnlten. Die erste und an1 mei,sten besiichtol) Ab- 
teiliing iimfaBt die Untorsiichungeii an den JT7%rniekraftmast:hinei1, ein- 
schlieBlich der Kaltema~chine. E s  werderi clabei hauptsiichlich die- 
jenigen Messungen geinacht, die zur Eiinittlung der indizierteii und 
effektiven Leistüng, sowie zum Nachweis der thermoclynamischen Gë- 
setze dieiien: Aufnahme von Indikatordiagrainmen (und Planinietrieriing', 
Messnng der Umdrehzahl, des Rrenismr~inents, der xngefiihrten Menge 
(les Arbeitsmittels, Heizwertbestimniung, Mossung dt:r aty$ührten 
Warmemengen usw. I n  der aridereii, von der ersten unabh~ngigeii  Al:- 
teilung w-ei-den die wichtigsten Versuche auf den1 Gebiete der Festig- 
keitslehre und Hydraulik gen~acht :  Zug, Druck, Biegiing? Scherung; 
Torsion, Knickung, an charakteristisçhen Materialien, unter Mcssung der 
feinen und groben F'ormveriinderung; Untersuchung der P i~n lpe .  nnti 
des Peltonrndes, AusfluB von Wasser und Luft. 

Dit: Zusanimensotzuiig des Toilnehmorniaterinls ist -- hesonder~ 
beirri Mrir~iiernaschinenpraktikuiil - zieinliçli.hunt; LiauptsZclilic.li ~ i n d  
0 5  Mathematiker und Physiker, sowie Cheniiker, aus hdi t ren  und 
nivderen Semestern. Eine  systeniatische Vorbereitung auf das Praktikuiii 
(durch vorhergegangene Vortrage über Maschinenweseii , \tT$rincilehre 
iisw.) ist  bei den wen ip ten  voihanden. Da man so ungeühte Leute mit 
einer Maschine nicht allein lassen darf, wo doeh durch einen eiilzigen 
falschen Handgriff leicht die ganze Mesauii,n verdorl)en, menii niclit gar 
ein Ungliick herbeigeführt wcrdeii konnte, .so muB [las Praktikiini iiii 

groBen und ganzeli al3 eiil De~hoiistrations~raktikuni abgehaltén werdeii, 
bei dem nach e ine~n  einleitendeii Vortrage die Einzelauf'g:~heri der 
Messung an die Studenten verteilt werden, und daim der Versuch unter - 

Lei tung des Vortragenden vorgenoiiimen wird; die Ausweitung des 
Resultats geschieht in gemeinsanler Arbeit; hierauf erfolgt eine Be- 
sprechung der Ergebnisse, besoiiders Vergleich init der Theorie und 
mit  anderen Versuchsresultateii. 

- - p .  

1) Die groBte Teilnehmerzahl war bisher 2 2 ;  die Gesamtfrequeiiz seit der 
G r ü n d u n g  betrigt augenblicklich 210 Teilnehmer. 
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D a  die selbstkdige Betatigiing der Studieienrlen aiif tliesc Weiw 
wenig eur Ausbildung gelniigt, ist aoBer derri bisherigen Praktikiirn die 
Eini ichhng eiiies Anfanyer~iruXtiliu~~~s geplant, welches einfacliere Auf- 
gaben aus der Mechariik der starren Icorper, sowie aus der Festigkeits- 
lehre und IIydraulik urnfassen und so Gelegenheit geben soll, mit  
verh&ltnismiiBig bescheidenen (und daher auch an Schulen beschaffbaren) 
Nitteln die wichtigsten meclinnischeii Messungen kenuen und aiisführeri 

Zu srlbstünïligcn u'is.senschaf%lichen ArOeifcn stelit die gnn7e TAabora 

gémisse Vertrautheit mit der Behandlung der Rilascliiaen vorausgesetzt 
werden; doch steht  dabei sachkundige Hilfe . von seiten des Personals 
zur Verfügung. GroBere Experiinentalarbeiten sind bis jetzt vor- 
genommen wordeu am G a s i ~ i o t o r ~ ) ~ )  und der Generatorgasaulagel), an  
der I)ampfti~rbiiie~), am Dieselmotor4) und an den Festigkeitsiiinschinen5)"), 
ferner Versnche üher (lie spezifisçlîe WZrme des Waseerdainpfes.') Neben- 
her gingeri einige theoretische A r b e i t e ~ i . ~ ) ~ ) ' ~ )  Augeiiblickliçh in Ar't>eit 
oder Vorbereitung sirid Versuche über Ausstrvmen von Druckluft"), 
- - - - - - - 

1). E u z e n  Me y e r .  Cntersuchungen am Gagmotor. Zeitsçhrif't des Vereins 
deutscher Ingcnieure Bd. 45 (L901), S. 1297 und 1341, Bd. 46 (1902), S. 915 ,  996, 
1303 und 139 1 ; Mitteilurigen über Yorschungsarbeiteu, herausgegebm ~ o m  Vereiri 
deiitscher !iigenieure. Heft 3 (1901), S. 1 und IIeft H (190:1), S. 55, 

2. ü. I I o r  o v i t z ,  Über die Warrneausnutzung in der Gasmascliine. Disser- 
tation 1902. 

3) E:. H. S c h  fi t z .  Die Aiisnut,zung des Dampfcs in den Lavalturbinen. Disser- 
tation 1901. 

4) 11'. L u y  k e n ,  Cber di.n VcrbrennungsprozeO im Dieselmotor. Disser- 
tation 1904. 

5) H. I l o r t ,  Über die w&rmevorg%iige beim ZerreiPversuch. L)issertation 1906. 
6) S. B e r l i n e r ,  Das clastische Vdrhalten von GuBeisen bei labgsamen Be- 

l a~ tun~swechse ln .  Dissertation 1906. 
7)  H. L o r e n z  , Die spezifisclie Wiirme des überhitzten Wasserdampfes. 

Zcitschr. des Vereins rieutscher Ingenieiira 1904, 8. 608. 
Yj .W. H o r t .  Die Entwicklung des Problems der stetigcn Kraftmaschinen- 

kegeluug. Dissertation 1904. 
9) K. G i e b o l ,  Fber cleu EiilU"O der Hemnurig auf den Gang der  Ubr. 

Dissertation 1905. 
10) S. T i r n o s c h e n k o ,  LTber die Stabil i t i t  der Biegung eines 1-Tragers bei 

H ~ l a s t i i n ~  in Richtung der g r o ~ t ~ ' S t e i f i g k e i t .  St. Petersburg 1906. 

1 i) L. P r a n d  t l ,  Neuê ~ n t è i s i i c h i i n ~ e n  iiber die strtirnentle Rewegung der 
üase und DLtmpfc, Physikalisühe Zeitschrif't 8 (1907) S. 33. Vgl. hierzu anch 
1,. P r a n d t l ,  Beitrage zur Theorie der Dampfstromung durch Düsen, Zeitochr. des 
Vereiii* ileutscli. Inn. 48  (1904j, S. 348; Über die stationaren Wellen in einem 
Gasstrahl, Physikal. Zeitschr. 5 (1904j, S. 599;  ferner Encyklopiidie der math. Wiss- 
Bi1. V ,  3 b  (Stromende Bewegung der Gase und Ikmpfe).  
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über die elastischen Eigenschaften von GuBeisen und Steiiien, somie 
Versiiche mit den hydrodynamischen ~ n ' f ' a e r ~ d , ~ n a i ; i i ~ c h e u ~ ~ ~ p a r a t e n .  

Um das vorstehend entworfeue ~ i l d  des Unterrichtsbetriebes zu 
vervollstandigen, mag hier ein Verzeichnis der von den bisheiigen 
Direktoren gehaltenerl T'cil-lesunge~z folgen; wiederliolt gelialtene Vor- 
trage sind dabei niir einmal aufgefiihrt. 

Allgemeine 'iiaschinenlehre, Maschinentechnik, Technologie (fiir 
II6rer aller Fakultaten, insbesondere Jiiristeu); landwirtàchaftliche Ma- 
schinenlehre; Einführung in die Meclianik, Mechanik der Piinktsysteme 
iirid starren Korper, technisçhc Mechanik, dynamisclie Aufgaben der 
Technik, Festigkeitslehre, Hydromeclianik, Hydraiilik und G;istlynamik, 
Tliermodyriamik, technische Wiirnielehre, Wiirmemotoren, Theorie der 
mechanischen SZeBinstrumente, techiiisches Zeichnen. 

Die beiden Abteilungen des Instituts vereiiiigeri sich irn Seminar- 
uterr icht .  Es werden hier von den Teilnehrnern Vortiiige gehalten, 
die ein Thema aus den technisclien Wissenschaften behandeln. nieser 
Unteiricht bildet die Fortsetzung einer Reihe von Seniinaren, dia 
fi'. K l e i n  seit 1899 gehalten hat.') Die Vortriige merden in  gemein- 
sarnen Besprecliuiigen vorbereitet und diskutiert. Die techriischeii 
Wissonschaften sind reich an Kapitcln, deren volles Verstiiiidnis eine 
tiefe mathematische Hiliiung erfordert. Der Unteri-icht setzt sich zuin 
Ziel, die Eiitwicklung der mathematischen Methoden zu vereinigen 
mit dem vollen Verstandnis der praktischen Probleme in dem Umfaiig 
und in der Fassuug, wie sie sich deni ausübenden Ingenieur darbieteii. 
--- -~ 

1) Die Gcgenst'iinde der Kle in txhcn Seminare waren: 
Winter 1899-1900: Theorie des Schiffes. Sommer 1900: Technische An- 

wendungen der Elastizitiitstheorie jzusammen mit  A b r a h a m ) .  Winter 1900-1901: 

Anwendungen der projektiven Geometrie. Soiiim& 1901:. Geod'iisie., Winter 13U1 
bis 1002: Technische Nechanik. Sommer 1909; Efèmentare A u f e b e n  de? h k m -  
lischen Mechanik (zusammen mit S c h w a r z  s c h i1  d). m in te r  1902-1903: Prinzipien 
der  Mechanik (zusammen mit  S c h w  a r z s c h i l h ) .  Sommer 1903: Ciraphische Statik 
mi t  Festigkeitslehre (zusammen mit S c h w a r z s c h i l d ) .  Winter 1903-1904: Aus- 
gewihl te  Kapitel der Hydrodynamik (zusarnmen mi t  S c h w a r z  se  h i ld ) .  Sommer 
1904: Wahrscheinlichkeitsrechn~in~ (zusammen mit  R r e n  d e l ,  C a r a t h e o d o r y  und 
S c h w a r z s c h i l d ) .  Winter 1904-1906: Elastizit i tdehre (zusammeu mit P r a n d t l ,  
R u n g e  und Voigt). Sommer 1905 : Elektrotechnik (zusammen mit P r a n  d t l ,  
R u n g e  und S i m o n ) .  Die Elektrotechnik wurde zusammen mit  S i m o n  von 
Pr a n d t l  und R u n g  e im Winter 1905-1906 fortgesetzt. I m  Sommer 1306 hielten 
P r a n d t l  und R u n g e  ein Seminar über graphische Statik, im U'intcr 1806-1907 über 
Anwendungen der partiellcn Differentialgleichungen (gemeinsam mit M. A b r a h a m ) .  
Im Sommer 1907 sollen ausgewahlte Probleme der Meehanik zur Behandlung 
gelangen. 
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Die Bewegung in der Ébene als ~erühraagstransformation. 
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Einleitung. 

Zii der vorliegenden Arbei t  gewanii ich die iiuBere A i i r e p n g  v o n  
den 18 kineinatischen Modellen zur  Verzahnungstheorie, die ich zugleicli 
mit den ihrer  Theor ie  gemidmeten Arbei ten in den J a h r e n  1899 und 
1904 herausgegeben habe.') Schoii H e r r  K l e i n  h a t  in  seiner Vor- 
lesung ,,13inleitirtzg iilz die kolzere G e o r n e t ~ i e " ~ )  darauf hingewiesen, daB die 
Konstrukt ion der Zahnrader  in  enger  Reziehung zur  Theorie  der  Be- 
riihrurigstransformationen steht .  Diesen Zusamnienhang irn einzelnen so- 
wohl ari:~lytiscli durch  Aufstellurlg der  Transforrnationsfoimeln wie  geo- 
nietrisch anschanlich zu entwickeln, sol1 i n  ers ter  L in ie  meine Aufgahe 
sein. Es a i r d  s ich  zeigen, d a 1  die gewtihnliche Rewegung i n  d e r  
Ebene ein vorzügliches Beispiel fiir die Veranschauliqhung der  grund- 
legenden Siitze kt, die  L i e  i n  seiner Theorie  der ~ e r ü h r u n ~ s t r a n s f o r -  

1) Diese Modelle sind im Verlige von M a r t i n  S c h i l l i n g  in Halle &./S. 
erschienen als Serie XXIV Kr. 1-7 und Serie XXXI Nr. 1-11, die Arbeiten dagegen 
,,cher neue kineniatische X o d d e  soîoie eine nezie Rinführung i n  die Theorie clel- 
zyklischen K w ~ v e n "  in der Zeitschrift für Mathematik und Phgsik, Bd. 44. 18'99, 
S. 214-227) und , , l h e r  m u e  kinenzntiscke ,Vodelle zur Ve~~zahnungs theo~ie  nehst eiqzer 
geometrzschcn EinfÜhi.uxg in di'eses Gebiçt" ebenda Rd. 51, 1904, S. 1-29 (beide dann 
auch im Separatabzug bei obigem Modellverlag) 

Vgl. auch meincn Hamburger Vortrag: ,,&Yeue kinen~utische Modelle z u ~  Ver- 
zalmungsthe«rie und ihre Beziehung z u i  ï%eorie der Be~~ührzc~igsti~unsfor~~zatione,~'', 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. XI, S. 267-269 (1902). 

2 j  Autographierteç Vorlesungshef't, ausgearbeitet von Fr. S c h i l l i n g ,  Bd. 1, 
Leipzig 1893, S. 551-554. 

Vgl. auch L i e  und S c h  e f f erli , Gewnetrie der Berüh~ungst~uvisfo1'mui~ionen, 
Leipzig 1896,  S. 66-67. 
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mationen entwickelt hat, und die in seinen bekaunten Theoremen 1 
und 2 gipfeln.') Doch ist hierzu notig, dieses Theorem 1 zunachst 
in eirier allgeinein&en Form aufziistellen, als eB von L i e  selbst gescheheri 
ist, narnlich es auf den E'all auszudehnen, daB zwei charakteristische 
Gleichungen mit einem Parameter t gegeben sind. 

Darüber hinaus werden wir noch den Nachweis führen, daB einer- 
seits die Savarysche Formel, die ja eine sehr einfache Beziehung zwischen 
den Kriimmungsradien einer Kiirve und der Eiiihüllenden aller ihrer 
Lagen bei der gegebenen ~ e k e p n ~  in der Ebene darstellt, andrer- 
seits die Formel, welche die der Bewegung. entsprechepde Berührungs- 
transformation zur ,,erweitertenU Beriihrungstransformation (Oskulations- 
transformat,ion) erhebt, dieselbe Beziehung darstellen. Hiermit ist zagleich 
ein iieuer strenger Remis  der Savaryschen Formel geliefert, und zwar in 
der allgemeinsteii Form, d. h. auch für nicht reelle Krümmungselemente. 

Den SchluB der Arbeit bildet die Uesprechung der kinernatischen 
Modelle grade im Hinblick auf ihre Beziehung zur Theorie der Be- 
rührungstransformationen. Man wird erkennen, daB aie aufs beste ge- 
eignet sind, die verschiedenen Satze fiir die Grundlegiing dieser Theorie 
in vielseitigster WTeise zu veranschaulichen. 

Aufstellung der charakteristischen Gleichnngen für die Kreisbewegung. 

Die kineniatisçhe Theorie der ehenen Bewegung baut sich auf dem 
(von C h a s l e s  zuerst aufgesteliten) Satze auf: 

1. ,Jetle Bewegung eincs ehenm Systeltzs 2, in  der festm Ebme 2 
ZüPt sich (con  der. geu;?ihnZichen Translation und überhazqt jedey Parallel- 
bewegung abgesehen) dadurch erzmgen, da/3 auf einer fest~n I'olbahn k 
eme rnlt 2; unveranderlich verbundene Pdbuhn fi, ohne Glezten ~bro l l t .~ )  

Wir  n,oiieil urisre folgeride Betrachturig, um zugleiçh volle An- 
schaulichkeit zu gewinnen, vorerst an den einfachsten speziellen Fa11 
anlehnen, da0 die beiden Polbahnen sich aufierlich iI,erührende Kreise 
A, und k ,  mit den Radien a, b sind: die ebene Bewegung der Systerne 
2, XI mollen wir demgemZ3 kurz als ,,uu/3e~e Ereisbewegung" bezeichnen 
( F i  1 IVir wissen, bei der Abrollung dieser beiden Polbahnen auf- 
einander beschreibt jeder Piinkt des einen der Systeme 22 und Z, im 
aridern eiue verschlungene, gespitzte oder gestreckte Epitrochoide, je 

1) Vgl. L ie  und S c h e f f e r s ,  1. c. Kap. 1-3, insbesondere S. 54 und 73.  
2 )  Enzyklopadie der ?iiathernatischen Wrtssenschafte?t, Rd.  IV, 1. S. 210 (Kine- 

niatik von Schoer i f l i e s  und Grüb le r ] .  
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nachdeni der Punkt auBerhalb, auf oder innerhalb des Polkreises seines 
Systems gelegen ist. Die Gleichungrn dicser Kurvcn in den beiden 
Systemen gilt es zunlichst aufzustellen. Wir denken i u  dem Zwerk 
in der Anfangslage der beiden Polkreise zueinander die positive Rich- 
tung der genieinsamen Tangente des Berührungspunktes ausgrzeichnet - 
diase positive Richtung m6ge auf dem n g .  1. 

Kreise ka einen positiveni), nuf 7:, also "A YI 

einen negativen Umlaufungesinn ergeben . A 

- und in Z und 2, gleichsinnige recht- 
winklige Koordinatensysteme c ~ ,  y) und 
(xi, yi) festgelegt, deren Anfangspunkte 
die Kreisrnittelpunkte A ,  B siiid und 
deren positive Ordinateriachsen in  der 
Anfangslage der positiven Tangenten- 
richtung der Polkreise parallel sind (Fig. 1). E i n  beliebiger Punkt des 
Spstems Z' oder 2, sei d a m  bezw. durch die komplexe Variable z = x + iy, 
z1 = xL + .iyl bezeichnet. 

Anstatt allein das System Z; sich im System 2 durch Abrollung 
von k,, auf km bewegen zu lamen, kann man auch, da es ja nur auf 
die relative Lage der beiden Systeme zueinander ankommt, Oeide Systenie 
bezw. um ihren festen Mittelpunkt A oder B mit deri konstanten Winkel- 
geschwindigkeiten - w und w, siah dreheri lasseri, wobei 

k t .  DemgemaB kann die Endlage des sYste&s Zl iin festgehalteuen 
System E nach Verlauf der beliebigen Zeit t auch durch zwei Drehungen 
herbeigeführt werden, niimlich durçh die Drehung des Systeins El urn 
die Anfangslage dos Punktes B durch den Winkcl w,t und die darauf 
folgende Drehung un1 den P u f ~ k t  A durch den Winkel o t .  Hiernach 
nimmt ein gegebener Punkt  a, des Systems El im Systein ,Y nach der 
ersten Drehung die Lage 

und nach der zweiten Drehung die Endlage 

1) Positiv sei stets die Drehung oder die Winkelgesçhwindigkeit gewahlt, 
die dern Uhrzeigersinno entgegenqesetzt ist. 
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ein. Indern wir  jetzt t a h  Variable ansehen, stellt diese Gleichnng 
die Bahidîurve eines gegebenen Pzw7;tes z, i m  System 2' dar. ?Tenn 
wir  noch  nach der Gleichung ( 1 )  

m = b ,  w l = a  

wiihlen, da ja nnr das Verhiiltnis dieser GrClen wesentlich ist, so 
ergiht die Gleichuilg (2) 

(3) # .  e - ~ ~ t  - , &al - n + D .  

Diesr: Gleichung (3) stellt zugleich auch die Bahnkurve eines gegeb&en 
Piinktes s iin Sys tem Z, dar, wenn  nian i n  ihr 2, als abhangige Variable 
i n  Bezichung zum Parameter t ansisht. W e n n  m a n  die heiden Seiten der 
Gleichung (3) i n  die reellen und imaginiiren Teile  zerlegt, so folgt 
schlieBlich : 

x c o s b t f  y s i n b t x , c o s a t  + y , s i n a t - ( a +  b ) = O  

- x s i n b t + y c o s b t - x , s i n a t - g , e o s a t - O .  

Wir haben so das allgemeine Kesultat gewonnen: 
2. Die Bahnkurven, die bei dbrollilwy der beirleit Yolkreise ncrf- 

tiltander oder bei dcr üziberen Kreisbezcegzcn!l, u i e  wir  kzira sqr t t  
uoilten, von jedenz Ptcnkt z, i m  Sy,ttwz .Z utzd von jedeîn Punkt ,  z i m  
System El brschrieben werden, sind dtirch dieselDe Gleichung (3) oder 
durch die entspreche~zden Gleichzl~zpz (4a, b)  mi2 (lem Purumeter t pgebe~z, 
je nackrienz man  in ihnen z und x, y als aDhüng2ge Varidi le  und z1 u d  

x,, y, 01s Ko~zstantc, ocler uqeke lw t ,  ansielit. 

8 2. 

Die Verallgemeinerung des Theorems 1 v o n  L i e .  

In seiner ,,Geometrie dm Brniil~ru~zgstransformatione~l"') hat  L i e  die 
folgenden Eatze aufgestellt: 

,,Jetle Ueriilzru9zystrn~zsfor~)zatioiz iiz x ,  y ,  y', die miAt  blob eine er- 
s weiterte Pu~zkttransformation id, ovrlnet den mP Pztnkten (x ,  y )  der Ebew 

w%erscl~ier7ene Kzircen stb, die durch ezne Gleichuny von der E'vrnh 

fi($, Y ,  SI, YI) = O 

i n  der6 laufenu%n Kuortlirmfen x,, y, definiert werden. IJingelcehrt dcfi)ziert 
jetle solche G1eichun.q 

32 (x, Y, X I ,  YI) = O ,  

die cm2 versckiedenc! Kur~;en  irz x,, y, darsteilt, sobuld z, y uls Paru- 
meter b~trachtrt werrhz, cine bestiin~lzte H~riihrungstransformatioi~ in rler 
~lorhergeheruien Weise." 

1) 1. c .  Bd. 1, Satz (7)  und (8), S. 50 und 51. 
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,,Ordrzet die  Gleicl~uîz~ fi (x, y, x,, yi) = O den cc2 Punkten (x, y) 
m2 vorzeinander verschiedene h r ~ ~ r a e n  irh ni,, y, m, so ordlzet sie uzrck don 
ma Punlitelz (x,, y,) ma cconeinander verschiedene firrcen i n  x, y m." 

An die Stelle der einen Gleichuiig S& (z, l / ,  rç,,-%) = 0 sind bei 
uns die 2 Gleichungen (4a,b) mit dem Paranieter t getreten, was an 
sich keinen Unt'erschied niacht. \Tir wissen ferner schon aus unsrer 
geometrischen Betrachtung7 daB in  uriserrn Falle durcli die Gleichungen 
(Ja,b) iu der Tat den ma Punkten (z, y) des Systems E ooB Kurven 
i m  Systeni El und umgekehrt den 'ml Piinliten (z,, y,) des Systems 

m2 Kurven in1 System Z' zugeordnet werrlen. Folglich konnen wir 
sogleich den Sntz aufstellen: 

3. DZWC~L dic Gleicl~~uye~z (4a,b), d. h. r7urch die iiu/3we Ereisbeweyun!/, 
i s t  zzc.iscken d m  c l i c n t : ~ ~ .  AS?yntcmeil 2' und 2, einc Bcriih~~i~agstrunsforlllatiolz 
ftstgeleqt, ,,clic Beriihrunystr-rrnsformation der iiirpc-rnz Kreisbeuqrrn,qU, wle 
?tir sie kurz nennen zuollcn. 

Diese Berührungstrai~sfoiniation wollcn wir nun in ihrer Eigenart 
i m  einzelnen studiereii. Sie sol1 tins eben als Beispiel dienen, um an 

ihr die allg-enleinen S a t ~ e  der Beriihrungstransforinationen in1 ArisçhluB 
an die geriannte Darstellung von L i e  und S c h e f f e r s  selbst zu veran- 
schaulichen. Der Eigennrt der Gleichungen (4a7 b) ents~rechend werden 
wir in dieseu Paragraphe11 zuniichst zu einer formalen Veral1gemcinei.ung 
der Liescheii Satze geführt. 

L i e s  aiialytische Untersuchung zu ï  Bestimmung aller Berührungs- 
treusl'orrriatiorien in der Ebene gipfelt i n  seinein ï'iieorem 1:l) 

:,.Jede Berühru~~gstransfiirmation dcr Ebene, die nicht O1013 die E r -  
weiterung ~ i n w  PirnXttrunsfor~nation ist, wird beslimml tkurclz. ein Gleichzbnys- 
s&em von der F o r r n :  

Bie Gleichu~zg Q = 0 ist dubei nur  der einen Bedzngung - zuzterworfen, 

ni& infolge v o n  9 = O verschwinde~a darP.2) 
- - - 

1) 1. c. S. 64. 
2) Die Determinantc dieses Satzes ist, wic L i e  1. c. nichi unmittelbar angibt 

(vgl. L i e  und  S c h e f f e r s  S. 52 und 53, in6besondere Satz 10 daselbst), mit dem 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



286 Die Bewegung in der Ehene als Berühmngstransforinrttion. 

W i r  werfen die Frage auf, zcie dzeses wkhtige ï'!ileorrm sich fur  
die formate Verallgemeitzmzrng ausspricl~t, dap an Strllc dcr ei~zeîz  Glkchung 
SL = O 2 Gleichungen wtit einem Yuranaeter t ,  wie in unswnb Brispiel, 
gegeben sind. Diese zwei Gleichungen seien allgemein in der Form ge- 
geben: 

a, (x, Y, Zl, YI, 2) = O ,  
(%b) 522 (2, Y, XII Y,, t )  = 0. 

Besonders iriteressiert natürlich der Fall, daB diese Gleichuiigen nicht 
explicite die Variable t aus ihnen zu eliminieren gestatteu, urn so un- 
mittelbar die Liesche Gleichung SL = O wiederziigewinnen. Antiererseits 
setzen a i r  als selbstverstandlich voraus, daB die Funktionen 32, und a, 
analytische Funktioneii ihrer Argumente sind uiid sich innerhalb d e r  
in Betracht zu ziehenden Bereiuhe reguliir verhalten. ') 

Von vornhwein werden wir fordern müssen, daB nicht glcichzcitig 
0 %  - 
a t  O und 'fi = O vcrrn6go der Gleichungen (6a,b) ist (d. h. ùaU in 

0 t  
den Potcnzcntwicklungen der Funktionen 

nicht gleichzeitig a, = O und Pz = O (für i = 1, 2 . . .) ist vern16ge SL, = 0. 
und SL, = O). Denn anderenfalls würden die gegebenen Gleichungen (Ga,b) 
die Variable 1 überhaiipt nicht enthalten, oder aber es würde aus ihnen 
donh nicht die Variable t sich als E'iinktinn der übrigen ausdriickcn 
- 

multipliziert, die Fuuktiooaldetsrmiiiante de i  Faktor - 

3 Funktionen a i d  den linken Seiten der Gleichungen (ja,b,ç> genommen nach den 
<, âfi ae.Q 

Variablen x, y ,p  [hpzw. z,, y,, pl) .  Denn, wenn wir - = JZZ , 
i x a x c y  = Jazy ""- 

setzen, s o  ist z. I1 die erste Funktionaldeterminarite 

QZL oder, da p, = - ist, 
fi!,l 
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Von FHIEDRICR SCIIILLISG. 28 7 

lassen, so da8 auf jeden Bal1 die Einführung der Variablen t xweck- 
los aLre.l) 

Wi r  wollen hiemach die Awtzalme machen, was unser Problern 
nicht ~pezialisiert, daB auch verm6ge SL, = O, SL, = O 

(7) 
a, * O 
a t 

sei. Dann gestattet die Gleichung (Gb), die Variable t als Funktiou 
der übrigen auszudrücken. Betraçhtet man demgemaB in der Gleichung (Ga) 
die Variable t als E'unktion der  iibrigen, so kann man nun die Glei- 
chung (6a) der Gleichung (5a) des Theorems 1 entsprechen lassen und 
aus ihr analog den Gleichungen (5b.c) die folgenden Glcichungen eiit- 
wiükeln: 

(8) 

CS>., . i t )  + p i  ()Y: + al î t  (a" + E t  a, at  . 8% ) - O ,  

oder, da  nach Glcichuiip ((ih) 
z. a, 

usf. ist, 

(8:) ( f i  2 " O  . 9) an, 2s- - 6s- - - - . 
~1 c.z ot + ~ ( ~ y ô t  2 y  ?q r t ,  = 0 ,  

m i r  wollen nun fernerhin 

usw. setzcn uncl fiir die linken Sciten der Gleichungen (8') und (9') 
die Abkiirzungm SL, und AL,, .fiir die Aiisdriicke in den Xlainrnern aber 
folgende Abkürzungen einführen : 

(1 a, 
A = n; SL; - a: a; = 52; 

d x  
( IOa, b) da 

= _<23 _q - QI1 Q f  = Ql - 1  
1 .. % 1 2 d y J  

und 

- - -- - - - 

1) Hierdurch ist beispielsweise der Fall, daB die Funkt,ion 52, die Variable t 
riicht enttiilt iind 9, = t . St, ist, ausgeschiossen. 
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288 Die Bewegung in der Ebene als Belührungstransformation. 

Dsnn lauten die Gleichungen (8') und (0') also einfachcr: 

(8") S L , = A + p B = O ,  
(9") S2, = A, +?,BI = 0 .  

Li unseriri Fa11 sind demnach an die Stelle der 3 Gleichungen (5a,h,c) 
die 4 Gleichungen (6a,b), (8") und (9") getreten. Auf ihn übertriigt 

sich daher der im Lieschen Theorem 1 ausgesprochene Inhalt zuniichst 
unmittelbar durch folgenden Satz (vgl. Satz 10,  S. 52 bei L i e  und 
S c h e f f e r s  und unsere Anm. 2 S. 285): 

4. Die Gleichzcngen fiz = O (fiir i = 1,  2, 3, 4j beslimnîen slets dann 
und nur d a m  e i w  Beriil~nt1zgstrun~5fiirmntio~z, wenn die 3 Glcichungci~ 
a, = O, SL, = O ,  SL, = O ebeizsoü:ohl na,cl~ x, y,  21 wie lzuclz x,, y , ,  21, 
nuflijsbar sind, wobei t als EZ~nl;iion der iibrigw~ Variablen x, y, z,, 11, 
cermoge fi, = O, 3Ak + 0 anzttsehe~z ist .  1)iese Hedingrctzg fur d i p  
Aufliisbarlîeit naclz z ,  y! p bezw. z , ,  y , , p ,  wird aber durch dm A7icht- 
cersci~winden der beiden fi ~ilifionltld1~termi'~1a12ten gcgeben: 

da, d n ,  da, - - l da, dJL, d a ,  
, -  
d : x :  - a ~  d p  1 dz,- 7% dp i  

1 %  d a 3  "'1 t41tcl 
z d y  d p  

d a ,  d a ,  da, 1 ( E R 4  d a ,  d a ,  
tlx 1 d p l  I Jx, d y ,  ripl i 

- 

i t 
Die erste dieser Funktionaldetcrniinanten ist nun 

dA1 dB,  d B ,  d B  - ~ + p  0 + $ 1  d d y d y  

oder, da nach den Gleichungen (1 1 a, b j und (9 "): 
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d a ,  d s a l  d a ,  d",_ d Q ,  d e n ,  d Q l  d8Ql 
d T d x d x l  d x ,  d x d y ,  d y l  d y d z ,  d x ,  d y d y ,  

also ebenso wie in der Anmerkung 2 S. 285 und 286: 

d. h. es ist schlieBlich 

Analoges ergibt sich für die zweite Funktionaldeterminante, und da 
dJL, a f i  A* verschwindet, wenn - = O oder - = O ist, so ist die Bedingung 
d y  d y ,  

des Nichtverschwindens beider Funktionaldeterminanten wieder durch 
die des Nichtverschwindens von d* zu ersetzen. Demnach ergibt sich 
dem Theorem 1 von Lie analog der Satz: 

5. Die Gleicl~ungen ai = O (i = 1, 2, 3, 4) hestimwen stets dann und 
nur dann eine Beriilzrungstransformation, wenn die Determinank 

aicht infolge con SL, = O, SL, = O, wo SLk + O ist, verscl~windet. 
Zeitachrift f. Mathematik n. Physik. 54. Rand. 1906. 3 Heft. 19 
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2 90 Die Bewegung in der Ebene ab Befihmngshmsformation. 

Doch diese Satze 4 und 5 kGnnen uns nicht befriedigen, da in 
ihnen, invbesondere in der Porm der Deterniinante A*, die Funktionen 
SL, und fi, nicht symmetrisch auftreten.') Wir wollen daher an ihre 
Stelle sogleich einfachere SZtze treten lassen, die diesen Nachteil 
vermeiden. 

Gem5B der Annahme SL; + O ist j e  aus der Gleichung 8, = O' die 
Variable t als Funktion der übrigen x, y, x,, y, auszudrücken. Folglich 
k6nnen wir dem Satze 4 auch die folgende Form geben, wobei wir 
unsere ursprüngliche Voraussetzung nicht besonders auszudrücken 
brauchen, daB namlich nicht gleichzeitig SL; - O und &?f, E O sein SOL 

6. nie gegebenen Gleichungen fi, = O und L2, = O batimmen s W  
dann und nur dann eine Rerührum~stransformntion, w e m  die 4 GleZclizuzgm 
SLi = O (i = 1, 2,3,4) sowohl nach x, y ,  p ,  t u;ie nach x,, y,, pl, t auf- 
losbar si&. 

Nun gilt bezüglich für die beiden Funktionaldeterminanten, da 
Q,f=,QP=fif'=O ist: 

und 

d. h.: 

a:' 
SLB' 

JLB' 

Q4' 

a ca, 9 !, 3 fi,! B . ,  
a (2, Y, t )  

7. Damit die 4 Gleichungen ai = O sou-0111 nach s, y, p, t wie tusch 
x1, y,, pl, t auflosbar s i d ,  kt notwendk und hinreichend, da13 die 4 G~o/aePt 

1) In extenao geschrieben führen auch die totalen Diferentialqnotienten in 
d* zu nicht sehr übersichtlichen und daher für die dnwendung nicht brauchbaren 
Formeln. 1st doch z. B. 

a"> 1 - [(.a;)"(a;Zl a; - a$Zl a;) dsdxi- (a$j8 
- a2aS(aiia; - %'fi;) - SI;ZJL; (&;liai - ~ 2 ~ ~ 2 ; )  
+ s;a? (ayfi; - s~;~fi:)]. 
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Die Vergleichung der Funktionddeterminanten dieses Satzes mit 
der Determinante A* des Satzes 5 wird uns dam führen, die Be- 
dingungen des letzten Sntzes noch zu vereinfachen. Es  ist namlich 

oder, wenn m m  die mit SLg (bez. fi:) multiplizierten Elemente der 
dritten Kolonne von der ersten (bez. zweiten) subtrahiert: 

w,. 4 , Q J  1 

ist, 

fi:.SL; S L p q  SL: 
fi;. JL; 54;. JL; LA', 

oder nach der Gleichung (12): 

t, (a:)P 1 JL;. fi; fi:. fi; Jq 

Ebenso ergibt sich 

d q  d a ,  d B ,  
- -  - 

d s  d y  d p  

WeiE man ùaher, dnB BI + O und 0 id ,  so folgt aus 

Gleichuug (16), daB auch A* + 0 ist. ' h n n  aber muB auch B 4 0 
sein, da ja für B + O auch A* G O  ist. So werden wir zu dem 
folgenden einfachen Satze geführt, der hier an die Stelie des Theorems 1 
von L i e  tritt: 

19. 
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292 Die Bewegung in der Ebeue ais Berühmngstransfumation. 

8. Die Gleichungen 62, = O m d  in, = 0 bestimrnen zusamnm mit 
dm aus z7Enen abyeleitden Gleichungen JL, = O und JL, - O stets dann 
zmd nur d a m  &ne B~hrungstransformation, wenn das Produkt 

% 9 = B . ?6%> 4 4 
6, a (x, y, tj 

nicht oernz6ge JL, = O Ulentisch vw- 
a(xl, Y,, t) 

schwindet. 
Aus den Gleichungen (14) und (15) in Verbindung mit (16) und 

(17) folgt endlich die spater uns noch interessierende Beziehunj 

Zusat~ 1. Die ausführliche Ausrechnung des ersten Produkts des 
Satzes 8 ergibt, menn wir noch den Gleichungen (10a, b) und ( l l a ,  b) 
die Abkürzungen 

(19% b) C = JL;JL; - SL$SL:, 

Cl = JLY' fiZ' - fip:' 
1 2  

hinzufügen: 

a ( f i 1 ,  Q2, a,) - 
* a (z, y, q- - BI . 

oder, da p, - - -- 2 ist: 

JL; $2': 

JLS fi; q 1  fié 

A:+pllP: A l + p , B :  A:+plB: l 

- - 
fi; a: JL: 

a4 fi; JL; 
BlA7- A , q  B I A i - A , q  BIAi - AIR: 

= - A(Bl Ai - A, Bi) + B(Bl A: - A , q )  - C(Bl A: - 

oder, da 
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Diese neue Form des Produkts enthiilt d a m  nur die Funktionen SL,, A2, 
und ihre partiellen ersten und z ~ e i t e n  Ableitungen; sie ist dem- 
entsprechend auch S O ~ F O ? ~  inbeaug azcf $2,) SL, mie azcf (x, y), (x,, y,) 
symmetrisch gebaut. Zu denlselben Ausdruck würde uns daher aucli 
das zweite Produkt des Satzes 8 geführt haben. 

9. Die in  dem Satz 8 genannten einander gleiclgn Produkte fiilzrelz 
in extenso gesclwieben su defn iibersichtlichen Atcsdruck der Formel (ZO), 
der in  seinen 18 Gliedern 18 particlle zzveite Differe~ztiaiquotiente~z 
der Funktionen JL, und fi, enthalt z i n d  dessen A'icktverscl~winden daher 
auch die Form für die Bedingung der B ~ ü l ~ r u ~ s t r a n s f o r w ~ a t i o ~  darskllt. 

Zusatz 2. Durch unsere bisherige Untersuchung ist im AnschluB 
an die Darstellung von L i e  und S c h e f f e r s  ja der Beweis bereits 
erbracht, daB wirklich eine Berii?~run.qstransformatio vorliegt, wenn 
nur die Gleichungen JLI = O (i = 1, 2, 3, 4) iiberhaupt eine Trans- 
formation zmischen den Variablen 5 y, p und x,, y,, pl bestimmen, d. h. 
wenn diese Gleichungen sowohl nach x, y,p, t, wie nach x,, y,,p,, t 
auflosbar sind. Ich mochte jedoch, um eine unmittelbare Einsicht in 
diese Verhiiltnisse zu gewiihren, den direkten Beweis (nach Analogie 
von L i e  und S c h e f f e r s  1. c. S. 52) nachtriiglich hier noch hinzufügen. 

Diesem Beweis liegt die allgemeine Definition der Berührungs- 
transformation zugrnnde: 

Eine li.ansforwtalion der Verundedichen x, y, p: 

xi = X(x ,  YI P), Y1 = Y@, Y, PI, Pl = Y, P) 
heifit dann und ntw dann eine Bcrülzrungstra~zsfwmatiotz, wenn vcrwtoge 
der T~ansfmmation &ne Relation von der Fornt 

dlll - P , ~ x , =  @ ( x , Y , P ) . ( ~ Y  - p a x )  

beskht. (L ie  und S c h e f f e r s  1. c. S. 44, vgl. auch daselbst Satz 4, S. 45). 
Es sei also jetzt vorausgesetzt, dai3 die Gleichungen S L i =  O 

(i = 1, 2, 3,4) eine Transformation der Variablen (x, y,p) und (x,, yl,pl) 
bestimmen gemaB der Bedingung des Satzes 8. Ans JL, = O  und 
SL, = O folgt nun: 

Unter der Annahme SL: f 0 konnen wir aus der zweiten dieser 
Gleichungen den Wert  für dt in  die erste einsetzen. E s  ergibt sich dann: 

(JLYJL;  - S12SL4)dx + (fi~fi~ - LLiJL: )  dy 

+ (JL;'JL~ - s ~ ~ S L ~ ) d x l  -j- (fi:JL% - S L ~ S L : ) ~ ~ ,  = 0 
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294 Die Bewegung in der Ebene als Berühmngstransformation. 

oder . 
A d x f  B d y +  A l d x l  + B l d y l  = O ,  

oder, wenn wir wegen der Gleichungen JL, = O und a4 = O 

(21) 
B 

Q = - R , + O  
ist'), d. h. 

10. Der Faktor p in der allgemoinm Differentialgleic?~z(ng einer 
Berührzcngstransfmmation ist in u n s w m  FalZe, wo die clzarakteristischen 

B stYat - aia: Gleichungen fi, = O, SL, = O gegeben sz'nd, glekh - - = - '--- - - 
4 @a;-a?a: , 

DaB übrigens unsere allgeqeinere Porm des Theorems 1 auch den 
von L i e  behandelten Fall umfaBt, daB nur  eine Gleichung a($, y, x1, y,) = O 
(ohne den Parameter t) gegeben ist, ersieht man leicht folgendermaBen: 
Man kann eine solche Gleichung als die Gleichung fi, = O wahlen 
und dazu einfach SL, = t - const. = O (oder auch SL, = t - f (x, y, xi, y,) = 0) 
hinzunehmen, wo d a m  SL; = O, = 1 ist. Für  solche zwei Gleichungen 
al = O, JL, = O gehen dann unsere obigen Siitze und die zugehorigen 
Formeln unmittelbar in die speziellen von L i e  über (z. B. der Ausdruck 
(20) in den Ausdmck d S. 285). 

Die BerIihrungstransformation der anBeren Kreisbewegung als Beispiel 
fur das Theorem 1; Entwicklung ihrer geometrischen Eigenschaften. 1 

Wir wenden uns nun zu iinserem Reispiel zurück, wo die Gleichungen 
al = O, JL, = O durch die Formeln S. 284. 

(4a, b) SL, = x c o s  bt  + y sin bt-  x, cos u t +  y, sin a t ( a +  6) =O, 
L2, = - x  ain b t  + y cos bt  -xl sin n t  - y, cos a t  = O 
- 

I) Also ie t  nach der Gleichung (18) auch 
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gegeben sind, und wollen dazu übergehen, die allgemeinen SLtze des 
vorigen Paragraphen an ihm zu veranschaulichen und dann Tor allem - 

die geometrischen Eigenschaften unseres Beispiels zu entwickeln. 
Indem wir die Gleichungen (4a, b) selbst zur Vereinfachung der 

folgenden Rechnung benutzen, ergibt sich aus ihnen zuniichst: 

(22a) ai-- xb s inb t  + ybcos bt + x , a s i n a t  + yla  cos a t  

(22b) SLg = - xb cos bt - yb s inb t  - xln cos a t +  y,a sin af 

= ( a  + b) - [-x, cos at +y, s i n a t  - b] 

= ( a +  b) - [- ~ç cos b t -y  sin bt + a] 

und 

Eerans aber fol@, wenn wir der Einfachheit halber von dem Paktor 
(a + b) bei den folgenden Gr6Ben absehen, nach den Gleichungen 
(lOa, b) und (Ils, b) S. 287: 

(24a) A - - % f a c o s  bt ,  und (24b) A , = z ,  f b c o s a t ,  

B=-y f a s i n b t  BI = y, - b s i n a t ,  

und hierdurch sind dsnn auch die Gleichungen 

P5a, b) f i , = A +  B p = 0 ,  
JL, = A, + B,pl = O 

bestimmt. 
Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich nun für das Produkt des 

Satzes (8): 

j cosbt  s i n b t  J q  1 
fi; 

O - a b ( s i n a l + p , c o s a t )  

A .  
oder, da p, = - - ' 1st: 

BI 

= - a b  (BI sin ad - A, cos ut), 
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296 Die Bewegnng in der Ebene als Berühriingshansformation 

Ebenso ergibt sich: 

P a )  B .  sr%% = ab . (Z cos h t  + y sin 6 t - a). 
a(% Yi>  t )  

W i r  sehen also: 

a) Ein Rlick auf die Formel (4a) kestitigt zuniichst die Gleichheit 
dieser beiden Produkte.l) 

b) Ensere Formeln &igen unmittelbar, daB diese Produkte nicht 
identisch vermoge fi, = 0, 5L, = O verschwinden (ebensowmig auch 
SLi und SLB in den Gleichungen (22a, b)); nach dem Satz 8 ist also durch 
die Gleichungen 4 = O, fi2 = O eine Berührungstransformation bestimmt 
(was wir natürlich schon nach Satz 3 S. 285 ails geometrischen Über- 
legungen wissen). 

c) Nach der Formel (21) ist in unserm Beispiel 

(2i) 
y - n e i n b t  

@ = ,l_,,iÏiat 

(vgl. auch die Formeln (18) und (21a)). 
Umer Beispiel wweist sich daher 2'tz der Tut als sehr gekqnet, die 

von uns entwickelten ailgemeinen Sütze der Tlzeorie der Berülzrungs- 
transfwmationen zzc veranschaztlicJ~~z. 

Jetzt gehen wir sogleich dazu über, die geometrischen Eigenschaften 
nnserer ,,Berührungstransformation der Kreisbewegun8 anschaulich zu 
entwickeln. 

Wir  siibstituieren 

x = a cos A + Z cos (A + y ) ,  

(29a, b, c) . yl = - b sin 2, + I I  sin (Al + PI), 

1) Auch die direkte Ausrechnung des Ausdruckes auf der rechten Seite der 
Formel (20) ergibt den oben gefundenen Wert für das Produkt, da C= Cl = - 1 ist. 
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Es ist nun die Funktionaldeterminante 

oder 

ebenso 

1 
-- 

sin "A + p)  

~ ( X , , Y ~ > P ~ ) = -  - 0 ~  . 
a h  Pl?  4 )  "in2 (Â, + pi) 

D a b  diese Ausdrücke nicht identi~ch verschwinden, so stellen die 
Gleichungen (%a, b, c) und (29a, b, c) bez. eine Trarzsformatior~ der 
GroBen x, y, p durch 1, p, 2 und der GrXien q, y,, p, durch A,, pl, 1, 
dat, d. h. diese Gleichungen sind bez. auch nach A., p, 1 und A,, pl, 1, 
auflosbar. 

Die zu gegebenen Werten X,  y, p gehorigen Werte A-, p, 1, z. R. 
(die wir gleichsam als neue Koordinaten des Linienelementes (x, y ,p)  
ansehen konnen) berechnet man bequem nach folgenden aus den 
Gleichungen (28a, b, c) sich ergebenden Pormeln: 

arc cotg (- p) ,  A - + I I . =  

-- --- 

f v--in (n + p) - y cos (A + p) ] ;  

x- E cos (A + p) 
cos 1 = - -- 

a 7 

1) Man  ka^ auch zunkchsb 1 bestimmen au8 der Gleichurig 

313 x - a c o s A = - ? ( y - a s i n L ) ,  
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Wir  werden sogleich über die eindeutige Auswahl für + y unter 
den Werten von arc cotg (-p) und entsprechend auch für A und p 
selbst nahere Festsetzungen treffen, und zwar an der Hand dergeometrisci~en 
Deutung der Gropen A, p, 1, zu der wir uns jetzt wenden wollen. 

Fig. 2. 
Es sei ein beliebiges (reelles) Linienelement 

(x, y, p) im Punkte D des Systems X gegeben 
(Pig. 2). 

@IL; 

Unter &?la Winkei A + p verstelwn wir 
der Gleichung (28 c) entspechend eindeutig den 
Winkel, durch den man die positive x-Achse 

aT um d m  Eomdinatetzanfang.p~nkt O drehm mu/3, 
bis sic sum ersten Male der LYormalm des 

ka Linienelernents parallel uiird. Die durch diesen 

7l.' 
Winkel A. + p bestimmte Richtung der Nor- 
malen soll demeiitsprechend auch als ihre po- 

sitive Richtung gewahlt werden. Es gelten d a o  die Ungleichungen 

denen entsprechend auch die Gleichung (31 a)  eindeutig den Winkel 
A + y beetimmt. Die Grope A + y i s t  fur reelle Linienelemente stets 
reell. l) 

Fernm verstehen wir unter 1 der zweiten Gleichung (31) und ihrern 
__t 

doppelten Porzeichen entsprechend den Wwt der Sirecken S'D = 1' 
__j 

odm S"D = l", zuo S: S" die Sclrnittpnkb der Normalen mit dem Pol- 
kreise k, bedeutm. Diese Werte l', 1" sind reeil oder komplex, je nach- 
dem die Normale des Linienelements den Polkreis reell schneidet oder 
nicht, d. h. je nachdem 

1 x sin (A + y) - y cos (A + Y) j 2 a oder > a 

2  
die für tg - quadratisch ist, und daraiif I ,  p aus den Gleichungen 

x-acoe1. 
cos (A + p) =-- 

Z '  
y - a sin I. 

sin (2 + p) = - - 
1 ' 

wa das Vorzeichen von 1 sich durch die Ungleichungen (32) des Textes 

o l 2 + p < =  
bestimmt. 

1) Für ein Linienelement (2, y, p) mit komplexem Werte p sollen djese Un- 
gleichungen (32) ffir die reelien Teile i+ der GrtiBen 1, p gelten. (Die Grah 
1 + p kann übrigens euch für nicht reelle Linienelemente reell eein.) 
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ist. In dem Falle, da0 l', 1" reell sind, ist dann 1' (bez. 1") positiv oder 
+ __t 

negativ, je nachdem die Richtung S'D (bez. SUD) mit der positiven 
Ilichtung der Normaleri des Linienelements übereinstimmt oder nicht. 

Jedem der Werte l', 1" geh6rt den Formeln (31c, d) gern5B ein 
bestimmter Wert A' bez. A-" zu, indem wir noch die Ungleichungen 

- 

(33) - I t<T,  Â f 1 2 1 1  

hinzunehmen, wo A', rt" die reellen Teile von A', A" bedeuten. Diese 
Werte A', 1," sind reeli, wenn l', 1" reell sind, und jeder am den Wertelz 
A', 1'' bednc.tet dann den Winkei,  dwck  den man (in positiveln oder 
tzegativem Sinne den Ungleichungela (33) entsprechend) die positive x-Ache 
treffen mufi, bis sie sum ersten Male mit  der positicen Normalenrichtung 
i m  Punkte S' bez. Sm des Polkreises zusammenfaIlt (Fig. 2), wobei ais 
positive hTormalenricl~tung diejenige angesehen ist, die sur positiven Tangenten- 
richtlcng (-1. S. 283) liegt wie die positive x-Achse zur positicen y-Achse. 

Den beiden Werten A', A" entsprechen endlich bez. eindeutig die 
beidm Wwte ,uf, p" d m  Grüpe p ,  deren geornetrische Bedeutung aus 
dem T70rstehenden von selbst sich ergibt. E s  gelten stets die Gleichungen: 

(34) A'+p'=A"+p"=Â + p.') 
11. Jedem finienelement (x, y ,  p )  entspreclux also zu~ei (im all- 

geminen verschiedene) W d e t r i p e l  (A', ,LL', 13 und (L", P", 2"). 
Um noch die zwischm diesmz beiden Ere,.tetripeln bestekenden Be- 

zkhungen abzuleiten, von denen wir sogleich Gebrauch zu machen haben, 
gehen wir zunachst aus von der Gleichung (31b): 

1 ' +  1" = 22 cos(1 f p )  + 2y sin(l. + P). 

Setzen wir hier nach den Gleichungen (%a, b): 

1) Die reellen Teile C', ,Li" der GroBen P', geniigen den Ungleichungen 

- x < j ï ' ,  - p 1 ' < 2 n ;  

denn für jeden Wert A +  p ergibt eich der hochste mogliche Wert von p, w e m  
die GroBe 1. moglichst klein, und der niedrigste mtigliche Wert von p ,  wenn i 
moglichst gr00 (gleich ~c) ist. Genauer gilt nach den Ungleichungen @ Z ) ,  da0 für 
jeden Wert i der Wert Fi n m  noch beliebig in dem durch folgende Ungleichungen 
bestimmten Intervall liegen kann: 

- a ~ p < i 1 - 1 .  
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Ferner ist nach der Gleichung (31 e) und der Gleichung (34): 
x - 1" coa (2.' + p') , (l" - 1')  cos (A' + p') 

CO0 A" = -- cos A' - 
a a 

oder nach der Gleichung (35): 
C O E A "  = COS(A' + 2y'- a). 

Ebenso ergibt die Gleichung (31d): 

sin A" = sin (A' + 2p' - n). 

Hieraus aber folgt: 

(3) A "  = A '  + 2p '  + (2k  - 1 ) ~  

und gemiiB der Gleichung (34): 

(37) p " =  - y ' + ( l  - 2 k ) z ,  

wo 32 eine ganze Zahl ist, die sich diirch die Ungleichiingen (33) 
- z < A-" 5 II bestimmt. ') 

12 Zzc dem einen Wertetripel A', p., 1' eines Linietzelements (x, y, p) 
findet man also das entsprecltende ztueite Wertetripel A", y", 1" ~ a c h  d m  
Gieichuwen (35), (36), (37). 

Die analogen Betrachtungen, wie wir aie hier für die Gr6Ben (x, 9, p )  
und (A, p, Z) durchgefiihrt haben, gelten natürlich auch für die GroBen 

(xi, y,, p,) und (A,, pl, 2,). Doch wollen wir ausdrücklich hervorheben, 
daB die positive Normalenrichtutzg eines Punktes 

big. 3 des Pollcreises k, stets nach dem P i ~ d t  B l m  

T hg2 gerichfet ist  im Gegensatz zu dein System 2; 85 unserer Festsetzung auf S. 283 entsprechend, wo- 
nach der Pol gleichzeitig den Kreis ii, in posi- 
tivem, den Kreis k, in negativem Sinne umliiuft ') 

+, - ' L E ,  (Fig. 3). - 

a Wir stellen uns nun die Aufgabe, für ein 
,y' ge,qebenes (rerlles) Linieneleme~zt (x, y, p) des 

Systenzs Z alle die (reellmQ Linienelenteizte (z,, y,,p,) 
zu finden, die jenenz im Systew 2, dureh unsere Beruhrungstra~zsformation 
der Kreisb~wegz~y,  d. h. durch die Glezchzcngaz a, = O (i - 1, 2, 3, 4), 
z ugemd?zet s i d .  

1) Es gelten stets die Uugleichungeu: 

-z<A'+2p8<3n, - 

und es ist im Texte 
k - f i ,  wenn - x < 1 ' + 2 ~ ' ~ 0 ,  - 

k l  O, wenn O<A'+ 2p's2n, 

k = - 1  , wenn 2n<A1+ 2 / ~ ' < 3 n  
ist. 

2) An die Stelle von 1, p, Z konnte man zur neuen Beütimmung  de^ gegebenen 
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Von voinherein wissen wir nach Satz (11), daB dem Linienelement 
(z, y,  p)  2 Wertetripel (A', p', 1') und (A", p", 1") zugehoren. Doch 
wollen wir diese in der folgenden Rechnung noch zunachst gemeinsam 
mit (A., p ,  I )  bezeichnen. Durch die Substitutionen (28) und (29) 
nehmen die 4 Gleichungen fi, = O (die Gleichungen (4a, b) und (25a, b) 
S. 294 und 295) folgende Porm an: 

a c o s ( A - O t ) + O c o s ( L , f u t ) + Z c o s ( A . + p - b t )  . 
-1, cos(A., +pl f a t )  = a  + b ,  

sin p = sin (A + p - bt) 
sin pl = sin (A, +- y, + ut )  l) 

Linienelements (x, y ,  p) auch drei andere Gr6Ben A, M, L wahlen, für welche . 
die den Gleichungen (28a, b, c)  gana gleichen Formeln gelben: 

x = a cos A + L cos ( A  + M) 
(%'a, b, c) y = a s i n A + L s i n ( A +  M) 

p = - cotg ( A  + M). 

Die GrEBe A sel1 mit A identisch sein und ist also durch die der Gleichung (31') 
(Anm. S. 297) analoge Gleiçhung zweideutig in Rücksicht auf die Ungleichungen (33) 
bestimmt. Die Definition der GroBen M und L sei zunachst geometrisch für den 
Fa11 gegeben, da0 das Linienelement (x, y, p) reell 
ist. (Fig. 2a.) Unter M sol1 dann der (positive oder ~ i g .  z a. 

negative) Winkel M ' @m. M ") verstanden sein, durcli 
den man den Ungleichungen 

l z  
-,<M<_tZ 2 

entsprechend in positivem oder negativem Sinne die A -s 
durch A'  @ez. rt")  gcgebene Richtung (d. h. fiir 
reelh Werte A die positive Normalenrichtung der 
Polbahn) drehen muB, bis sie zum ersten Male 
mit der Normalenrichtung des Linienelements zu- 
sammenfallt. Die hierdurch bestimmte Normalenrichtung des Linienelements 
soll dann wieder als die positive gelten und dementsprechcnd die GroBe L auch 

4 4 
dem Vorzeichen nach durch S'D (bez. S" D) gegcben sein, wo wieder S',S" die 
(reellen oder konjugiert-komplexen) Schnitt,punkte mit dem Polkrcis bedeuten (vgl. 
das Beispiel der Pigur). Die eindeutige Definition der Gr6Ben M und L durcb 
die analytischen Formeln rtuch für nicht reelle Linienelemente ergibt sich dann 
hieraus von aelbst. Doch schien mir die Einführung der ür6Ben 1, u, 1 des Textes 
für  die ganze Untersuchung übersichtlicher, da dann bei einem reellen Linien- 
element auch für  nicht reelle Punktc S ' ,  S" noch immer die GroBc 1. + p anscliaulich 
gegeben kt. 

1) Bei der Ableitung der letzten beiilen Gleichungen ist beidarseits mit 
sin (2 $ p) bez. sin (1, + pl )  multipliziert; wir kvnneri diese Faktoren von O ver- 
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AUE den letzten beiden Gleichungen folgen je die beiden Moglichkeiten: 

(39% b) bt  = A + 2 n x  und b t  = A + 2 u  + (2n , -  1 )n7  

wo n, 1.1, beliebige (positive oder negative) ganza Zahlen bedeuten. 
Man sieht nun, im Hinblick auf die Gleichung (36) und ihre 

analoge 
A' = A" + 2y" + ( 2 k  - l ) ~ ,  

daB die Gleichungen (%a7 b) - mogen bei gegebenen Werten (x, y, p) 
für (A, p, 2) von vornherein die Werte (A', P', Z r )  oder (A", P", 8")  ge- 
wiihlt sein - stets in die beiden folgenden übergeheri: 

(39'a, b) h t  = a' + 2 n n  und bt = A"  + 2 n x 7  

Fiir gcyebene Wwte (x, y, p )  hat also die Varidle t alle die ver- 
schiedenm Werte, welche durch diese Gleichungen angegeben sind, wo n eine 
heliebige gawe iiahl und A', A" die beiden au (x, y, p )  gehorendm 
Werte beeeichnen. 

Wir setzen nun die Werte für t in die Gleichungen (40a7 L) ein und 
wollen der Substitution (39"a) bez. (39"b) entsprechend die Gr6Be A, 
in der Gleichung (40a) mit A; bez. A,", in der Gleichung (40b) 
mi t  A;' bez. Ai bezeichnen, was offenbar erlaubt ist. Dann werden wir 
wieder im Hinblick auf die der Gleichung (36) anologen Gleichungen 
[A; '= A; + 2p:  + ( 2 k  - 1)n und 1; = A;' + 2p;' + ( 2 k  - l ) n ]  zu den 
folgenden Resultaten') gefuhrt: 

schieden voraussetzen, da dies im anùeren Fa11 sich wieder durch Andenmg des 
Koordinatensgstems erreichen liele. 

1) An sich würde z. B., wie wir doch noch ausdriicklich bemerken woiien, 
dem Tripe1 1', p', 1' nuber dem Tripel Li, pi, Z; daa sich aus den Gleichungen 
(41a) und (45e, b) oder (47a, b, c) fiir jeden bestimmten Wert n ergibt, auch noch 
das Tnpel (rgl. Ratz 12) 

i;'-A;+2p~+(%X;-l)n, 

p i '  - + (1 2 k ) n ,  

2;' = Zi - 2 b  COS pi 

entsprechen. In der Tat überzeugt man sich leicht, dai3 auch diese beiden Werte- 
tripe1 ( I ' ,  p', 1') und (1;', u;', 1:) die Gleichungen (38a, b, c, d) befriedigen. Doch 
da diese Werte (L;', pi', l;3 zu demselben Linienelement (x , ,  y,, pl ) ,  auf dae es 
uns doch allein ankommt, fiihren wie die Werte (Li, pi, Z;), k6nnen wir sie so- 
gleich auBer acht lassen und demgema0 die Rechnung des Textes vereinfachen, 
wie es geschehen ist. 
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A;--" 
b (A' + 2 % ~ )  - 2n1a, 

(41 a, b) 
A i =  - (if' + 2nn)  - 2 i n ,  

wo für jede ganze Zahl n in jeder dieser Pormeln für sich diejenige 
ganze Zahl fi, zu wiihlen ist, dai3 entsprechend (33) die Cngleichungen 

Unseren Festsetznngen entsprechend gelten elso jetzt gleichzeitig 
die beiden Formeln: 

(43% b) 

oder 

il' = b t - 2 n n ,  

r l i = - a t - 2 % n  

A"= b t -  2 n n ,  

A:= - u t  - 2nln. 

Setzen wir nun in die Gleichungen (38a, b) fiir il und RI ihre 
Werte nach den Formeln (43a, b) ein, BO kommt 

und 
z' COS p' - 1; COB ,pi = 0 

Z' sin p' - E ;  sin p; = 0. 

Hieraus folgt zunikht formal: 

wo m eine bkiebige ganze Zahl sein kann. Durch die zu erfüilenden 
Ungleichungen 

(46) o s a ;  +L;<z  
(vgl. (32) und die ztigehorige h m .  S. 298) ist jedoch diese ganze 
Zahl m eindeutig bestimmt. h a l o g  verliuft die Rechnung, wenn wir 
in die Gleichungen (38a, b) fur A. und 1, ihre Werte nach den 
Formeln (44% b) einsetzen. Wir  gewinnen daher zusammenfassend als 
Endresultat den Satz: 

13. Die 12erührulzgstransfw~nution der aufieren KreisOeweguag ist 
analytisch durch die Gledzz~ngen (28a, b, c), (290, b, c) S. 296 und 
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bestimmt, wo für (1, p, 1) sowohl ( A ' ,  y', 1') wie (A", 2'3 su. setzen 
ist, faner n eine beliebige (positive oder negative) ganze Zahl bedeutet 
und jedesmal fiir n,, m solche ganzen Zahlen zzc setzen sind, daa die 
Uitgleichungen 

(42) -z<A&a 

(32) O I X l + y l < z  - 
mfülit sind. 

13a. Alle einem gegebmen Linienelemmt (x,  y, p) des Systatns Z' 
mtsprechenden Linimelemmte (x l ,  y,, pl)  des Systems 2, gewinnt man 
daher wie folgt: 

&an brstimml zunüchst mach ùenz Satze (11) S. 299 und den Formeln 
(31 a, b, c, d) S. 297 die beiden zu (x, y,p) gehiirenden Wwtefr@el (A', p', 1') 
und (Ar',  pu, 1") und berechnet dann die verschiedenen Werte A,, p l ,  1, 
nach d m  Formeln (47a, b, c). Endlich setzt man die so gefu~denm 
Werte A,, ,pl, 2, in die Fmmeln (29a, b, c) S. 296 ein. 

I n  Rücksicht darauf, da5 in den Formeln (29a, b, c) indes nur die 
trigonometrischen Funktionen der Winkel A, und p, vorkommen, k6nnen 
wir schlieBlich diesen Satz 13a  noch einfacher aussprechen in der 
folgenden Form: 

13b. Bei der Berührungstransf~~mation der au/jeren Kreisbewegung 
erhalt man alle dern Linienelement (x, y, p) des Systems Z entsprechenden 
Linienelemente (xl ,  y,, pl) des System XI wie folgt: 

ïiTachdem man die beiden su (x, y, p )  geh6rentien Wmtetripel (A', y', 1 ' )  
und (A", p", 1") nach den EZirmeln (32a, 6, c, d) bestimmt hat, setzt man 
in die Gleichzcngen 

XI = - 6 CO8 Al $ 1, COS (Al + pl) 
(29% b, c) y, = - 6 sin Al + Zl sin (A, + pl) 

Pl = - cotg ( A l  + P l )  

a n  die Stelb von Al,  ,u,, 1, genzab den Formeln (47a, b, c) bez. die (il~nen 

nicht gleid~m) Gropen - % (' + 2nlr), p, 1 ein, roiüilt dann für 1, pi 1 

sowolrl 1.' P', 1' wie A", ,ut', 1" und nimmt 

n - 0, + 1, f 2 . . . 2 m fiir eiu irrationales Verhaltnis a : b ,  

bez. n = O, 1, 2 . . . - 1 für ein rationales Verhaltnis a : b = a: : B, 
wo a: und /3 hilerfremde positive ganze Zahlen sind. 

Analog bestimmen sich mtürlich für jedes Linienelement (x,, y,, PI) 
alle entsprechenden Linienelemente ( x ,  y, p). 

13c. Je nachdem u : b irrational odw rational gleich or : f l  is t ,  e d -  
sprechaz abo jedem gegebmen Iiinienelement des Systems 22 (tiez. Zd 
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allgemei?z - im a~zdern System cm viele oder 2fl (lm. 2a) Linienelementt, 
(die jedoch in dena qezkllela Fa11 2% je zwekn msan~rnenfallen, wenN 
die Nmmale des gegebemn Linienelementes seinen Polkreis beriihrt). 

Auf den Fa11 des rationalen Verhaltnisses a : 6 werden wir sogleich 
noch naher eingehen. Vorerst wollen wir jedoch dus ycfundene analytische 
Resultat anschaulich geometrisch diskutieren, soweit reelle Linienelemente 
in Betracht kommen. 

GemaB den Formeln (28c) und (23c) S. 296 (vgl. S. 298) entspricht 
einem reellm Linienelement (x, y ,  p)  odeï (q, y,, pl)  stets ein reeller 
Wert I + p oder il, + y,. Aus den Formeln (47ü, b) folgt aber 

Dem reellen Linienelement (z, y,  p )  entspricht also nui- d a m  wieder 
ein reelles Linienelement (x,, y,, p l ) ,  wenn A, (d. h. il', 2.") reell ist. 
Da femer, wenn bei einem reellen Linienelement (x, y, p )  il reeil ist, 
auch alle nach dem Satze (13)  entsprechenden Gr6Ben (A, ,  pl, Il) und 
damit ail; entsprechenden Linienelemente (xl, y,, pl) reell sind, so 
eigiht sich: 

14. Stets dann und nur dann entspechen &em reellelz Linicnele,nertt 
(x, y, p)  wkder reelle Linie~demente (x, ,  yi, pl), uienn A. recll ist, d. I I .  
wenn (ugl. S. 299). die Nmnzale des Linienelemnts 

H'ig 4. 
(x, y, p)  den Polkreis ka reel1 schneidet (oder beriihrt), 
und zwar sind dann auch a lZe entsprechenden Linien- 

3% 
,'-- ' ,' I 

elemente (x,, y,, pi) reell. 
14 a. Betrachkn wir alle Liaienelemente des- -, 

sel b en Tragers (x, y) (einen ,,Punktelemenkncerein"), 
so entsp-echen also ihnen a l l e n  nur dann wieder 
reelle Linienelewiede, wenn der P u d t  (x, y) inner- 
halb oder auf denz Poll~reise k ,  Ziegt, irn andern Fa11 
dagegen nur der Gesamtheit von ihnen, deren Normale-n den Polkreis 
reell treffm. (Fig. 4.) 

Ferner ergibt die Gleichung (47a): 

hieraus und aus den Glcichungen (47 b, c) fol& wenn wir dem Satze (13)  
gemab für n und damit für n,, .m spezielle aul'issige Werte gewiihlt denken: 

16. Das cinzelnc reelle Linienelement (x,, y,, pl), das einem ge- 
yebenm reel len Linienelement jx, y, p )  für einen bestimmtm Wert  von, 
n entspricht, komnt gerade dann mit letztwem sur Deckung, wenn von 
dm bei&n Pollireisen 7c, und 16, die gleiehm Bogm a(A. + 2 n n )  und 
- b(1,  + 2n,a)  azcfeinander abgerollt sind (Fig. 5).  In diesem Moment 

Zeitachrift f Matliematik u. Physik. 54 Band. 1906 S Heft. 20 
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gehen also die zusammengefallenen Normalen dor beiden Linieii- 
elemente (x, y, p) und (x,, y,, pl) durch den Berührungspunkt der 

Polkreise, den momentanen Pol der 
Fig. 5 .  

D 
Bowegung. Und der Polkreis k, ist dann 
von der ursprünglich angenommenen 
Anfangslage aus gerechnet, 

wenn A. > 0 k t ,  12- oder ( n  - 1)-mal, 
je nachdem n 2 -. O oder n < O  ist, 

4 wenn A = O ist, stets 12-mal, 
wenn Â. < O ist, n- oder (n - 1)-mal, 

je nachdem n 2 0  oder > O  ist, 

(entsprechend in positivem oder ne- 
gativem Sinne) vollstandig abgeroiit - 

aui3er dem eine volle Peripherie nicht mehr ausmachenden Restbogen. 
Entsprechendes gilt für den Polkreis Ir,. (Fig. 5; in ihr ist  speziell 

7c % , = O ,  n-1, Â . , - - T ,  p , = i n ,  l , - -2 - - l ,5cm ergibt). 

Der Satz 14a aber wird durch folgenden Satz fortgeführt: 
16. Uei der Bewegung der beidm Systeme 22, XI ,,rollmu gleichsam 

die Linienelemente (x, y, p) desselben Trügers D = ( x ,  y)  unter dessen 
Gleitung a$ seiner Bahnkurve ub. 

Fa. Sb. 

Die Figuren 6 a b  mit dem Radienverhaltnis a : b = 4 : 3 zeigen die 
durch einen Puiikt D gehenden Linienelemente des Systems E und die 
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ihnen entsprechende Bahnkurve, eine verschlungene Epitrochoide, im 
Sjsteni Z;; in der Anfangslage sind beide Biguren so auf einander 
zu legen, daB die Polkreise sich in S, wie in Fig. 1 S. 283 be- 
rühren. 

Alle diese Betrachtungen führen schlieBlich zu dem Gesamt- 
resultat : 

17. U m  geonzetrisck a l l e  reel len  Linienelementc (x,, z/,, pl) im 
Systeme L;, au erhalkn (Fit/. 6 a ,  b), die einem gegebenen reellen Linien- 
elemente (x, y ,  p)  des Systems Z' entsprechen, hal man auniichst die 
Schm?îpunkte S', S" der Normalen des Linienelements (x, y, p) mit dewb 
Polkreis ka eu konstruieren, die reell sein miissen, wenn ùberhaupt sic?& 
zciedcr reel le  Linienelemente (x,, y, ,  p,) ergcbel~ sollen; darauf hat de,- 

a Polkreis k,, u jmn das Radienvcrlialtnis irrational ist, i m  einen wie 

im andent Sinn ouf dem Pollireis k, uaendlid oft, dagegen, wenn 

ff 
rational und gleich ist, wo a und /î teilerfrcmde positive ganae Zahletz 

B 
sind, nur in  einem Sinne fl-7nal abzurollen. Jedemal, wenn hiwOei S' 
oder 8" uuf' daz Polkreis k, fallt, wgibt die Lage des Linienelemenls (x, y, p) 
im System .Zl eein sugeh6riges Linienelement (a,, y,, p,) un. (Vgl. 
die Siitze 13u, O ,  c S. 304). 

In der Pigur Ab sind demgeniiB, mit den Ziffern 1-VI bezeichnet, 
die 6 Linienelemente besonders hervorgehoben, welche in Fig. Ga dem 
Linienelement in D mit der Normalen AD entsprechen. 

Um nun im Falle eines rationalen Verhaltnisses a : b = a : P den 
algebraischen Charakter der Berühningstransfomation noch klarer m m  
Ausdruck zu bringen, wollen wir folgende neuen GroBen einführen: 

u = 1 cosy,  ui = 1, cos y , ,  

(48) v = i s i n p ,  (49) v, = 1, sin pl , 

Durch diese Substitutionen gehen die Gleichungen (28a, b, c) und 
(29a, b,  c) S. 29(; über in 
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und 

Die Auflosung der Gleichungen (28'a, b, c) nach den GroBen u, e, w 
gelingt d a m  am einfachsten, wenn man zunachst aus der. sich aus 
jenen ergebenden Gleichung (vgl. die h m .  S. 297) 

die beiden Werte w', w" berechnet und d a m  nach den Gleichungen 
(28'a, b) die zugehtirigen Werte u', u" und v', v". Es wird also 

Die Gleichungen (47 b, c) S. 303 endich ergeben durch die Substitutionen 
(48) und (49): 

Ul = ZC, 
(51 a, b) 

VI = 21, 

und die Gleichungen (47a), (43a, b) und (44a, b) S. 303, wenii 
man noch 

a t 
w ,  =- tg , -  2 = - t g ( n .  q) 

oder 

wo dam die Funktionen F,, und Fm rationale gebrochene Funktionen 
spezieller Bauart Tom Grade und a: sind. Für a : b = 4 : 3 ist z. B.: 
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(52 'a, b) 

Wir erhalten demgemii6 analog den Satzen (13a, b, e) S. 304 das 
folgende SchluBergebnis, bei dem es sich, wie man unmittelbar erkennt, 
nur iim die Auflosung ratwnalw Gleichungen handelt: 

18. Ist u : b rutionul, so gewinnt man al1 e einern gegebenen Linkw- 
element ( x ,  y ,  p) entsprecl~enden Linienelemente (x,, yi, pi) wie folgt: 
Man bestzmmt aunüchst mch dm Formeln (50) die su (x, y, p) ge- 
hGreden Wertetripel (u', v', w ') und (u", v", w ") z r d  berechnet daraq' 
nach der F o n d  (52a) die su w', w u  gehürenden 28 Wwte z,', c:: 

(12 - 0, 1, 2, . . ., B - l).l) Die Fo~.nieltz ( j l a ,  b) und (52b) ergeben 
dann die entspechenden 28 Wertetripel (u,, v,, w,) und die Gleiehungen 
(29'a, b, c) endlich aus ihnen die gesuclzten 2P Linienelemente (x,, y,, pl).  

§ 4. 

Die Beriihrnngstransformation der Kreisbewegung in Beziehung zum 
Theorem 2 von Lie, 

Das dritte Kapitel in L i e  und S c h e f f e r s  Geometrie der Be- 
rührungstransformationen gruppiert sich um das Theore111 2 (S. 7 3  
daselbst) : 

Die Gleichungen 

(53% b, cl X I  - X(x7 Y, PI, Y, - Y(x, Y, PI, P, = P(x7 Y, P )  

stellen danlz und nur dunn eine UeriiArz~ngstransforfizution dar, wenn 

ist, wobei Q irge~zd eine von NdZ verschiedem Funk-tkn von (x ,  y ,  p) 
sein darf: Insksondere ist dann 

Dem Vorworte getreu, unsere Berührungstransfornlation der Kreis- 
bewegung überhaupt als ein Beispiel für die allgemeine Theorie hin- 
zustellen, wollen wir jene jetzt auch hinsichtlich dieses zweiten Theorems 
naher diskutierm. Dies wird wesentlich daranf hinauskommen, die drei 
Klammerausdrücke [Xq, [PX], [ P Y ]  in unserm FaUe wirklich aus- 
zurechnen. 

b t  2 + 2 n n  
1) nBm]içh 2, = tg - =tg - -  fiir n = O, 1, 2, . . ., B -  1. 

2 1 2 P  
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An die Stelle der Gleichurgen (53) Sind jetzt die Gleichungen 
(28a, b, c) ,  (Pga, b, c) S. 296 und (47a, b, c) S. 303 getreten, d. h. die 
GrijBen x,, y,, pl sind hier nicht explicite als Funktionen von x ,  y, p 
cregeben, sondern mit Hilfe der aufeinander bezogenen Parameter 1, p, 1 n 

und A,, fi, Z,, was ja an sich keinen wesentlichen Unterschied aus- 
macht. Wir  haben ferner jetzt die Berührungstransfomation nicht mehr 
in ihrem ganzen Verlaufe, sondern nur in der Umgebung zweier ent- 
spchender  Linienelemente (x, y, p) und (x,, y,, pl) zu betrachten, 
d. h. den Zahlen n ,  n,, und m der Gleichungen (47a, b, c) k6nnen wir 
ganx bestimmte Wei-te beigelegt denken. Wir woLlen insbesoiidere, 
was bei z\reckmiiBiger Wahl der (3, y)- und (x,, yJKoordinaten- 
systeme immer moglich istl), 

wahleri; der Allgemeinheit unserer folgenden Betrachtung tut dies 
keinen Abbruch. Dann treten an die Stelle der Gleichungen (47a, b, c) 
die einfacheren 

Al = - 3, 
b 

(47'a, b, c) Pi = P? 

l1 = 1. 

Wir haben den Faktor e in der Identitiit (55) bereits oben in der 
Formel (27) S. 296 ausgerechnet: 

Setzen wir noch nach den Gleichungen (43) und (44) S. 303 
sinut=-sin Al, sin b t  = s i n 1  

und fiihren für y, y, ihre Werte nach den Gleichungen (28b), (29b) 
S. 296 ein, so fol& 

Dieser Wert für g mu6 sich nun auch aus den obigen Gleichungen 
(54a, b, C) ergeben. 

Schon die symmetrische Form, welche die Gleichungen (53) in 
unserm Palle arinehmen, zeigt nun unmittelbar - was wir natürlich 
langst von früher her wissen -, daB eberiso wie x,, y,, pl Funktionm 
von X, y, p sind, auch umgekehrt x, y, p FunLtYonm von x,, y,, p, 

1) Denn in der Cmgebung von a = 0 ist für  7r = O auch n, = m = 0. 
2) Für aligemeine Werte n ,  n, und m ergibt eich enteprechend 

sin ( I .  + u) = (- 1)" . .  
(4 + ILI) 
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sind, d. h. daB wir in unsern Gleichungen es wirklich mit einer Trans- 
formation zu tun haben. Im übrigen gilt für die Funktionddeterminante 
dkr Funktionen z,, y,, pl nach x., y, p: 

Nun gelten die Gleichungen (30a, b) S. 297, und es ist ferner 

Dieses Resultat veranschaulicht in unserm Beispiel den allgemeingültigen 
(von L i e  und S c h e f f e r s  nicht erwahnten) Satz: 

19. Bei jeder durch die Gleichun.qen (5.3) gegebenm Berührungs- 
transformation gil t ,  dafi die Funktionabdeterminante 

ist, wo 9 de~ l  charaktwist&cl~en Faktor der Beriihrungstransfor,natioil be- 
deuktl).  

1) W ù  wollen zugleich auch noch auf die folgende allgemeingültige Be- 
ziehung hinweisen: 

a (a,, a,, fi,, a,) 
(5 7 a) S ( X , ? Y ~ P ~ > = -  a ( x . Y l P 7 t )  a (x, Y, pj a i % ,  fiz, % ,  adJ 

5 ( X I ,  Y, 7 Pl 7 t) 

die hier unmittelbar au8 der Gleichung (2îa)  in der Anm. S. 294 folgt (vgl. auch 
die Formeln (14), (16) S. 290 und (21), (26), (26a) S. 294 und 296 für unser Beispiel). 
DieseFormel(57a) ergiLt sich auch au8 dem Satze der Determinantentheorie (B altzer,  
Tlieorie und Anwendung der Determinanten, 5.  Au& Leipzig 1881, S. 146, 5 12,s): 

Wenn n > m u n d  zufolge von n Gleichungen 

FI (yl . .  . y n ,  2 1 .  . . % ) = O ,  
. . . . . . . . . . . 

F n ( y l  ...y,, x, ... x,)=O 

die GroBen y implizite gegobene Funktionen der GroBen x sind, so ist 
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Nach diesen Vorbemerkungen ,wenden wir uns nun zur Berechnulag 
der Klammerausdrücke [x,, y,], [pl, x,] und [ p l ,  y,] in unserm Bei- 
spiel. Hierbei werden wir von folgendem Theorem der Determinanten- 
theorie Gobrauch rnachen: 

Es sei 

(58) %=yl(%,xz,%J, Y ~ = Y ~ ( x I , x ~ , x ~ ) ,  YY=YS(XI ,%)%)  

und 

Bann gdt: 

(59) Y? . xl;' + Y ? .  qi +e. x~ = 1 oder O, 

jelznchdcm i = 7i oder i + k ist, wobei die partielien, Differentialquotienten 
a 

~ L S  den Gleichungeii (58) und 2.1 = @% a m  dni Gleichutgen ('8 
= G a ~i 

zu ~zel~rnen sind. 

Der Reaeis folgt direkt aus der Relation xp = 2, wo dik die 

zum Element der i ten Zeile und kten Kolonne der Determinante d ge- 
ay. horende Subdeterminante, die ,,Adjunkteu zum Element r', bezeichnet l); 
V X k  

denn die Relationen (59j sind hiernach identisch mit den folgenden: 

y 2 d i l  + ykd,, + ypd,, = LI . 1 oder d 0. 

In unsrer Anwendung sind die GroBen y,, y,, y,; x,, x*, X, durch 
x, Y, P ;  Al, R ,  Z, und die Gleichungen (58), (58') durch die Gleichun- 
gen (28a, b, c) S. 296 und ihre Umkehrungen in Verbindung mit den 
Gleichungen (47'a, b, c) S. 310 gegeben; es ist also z. B. 

az - . -  a n ,  a~ . a- + as - E Z ,  
2.1. a . + ~  ;;z ai, a ~ = ' .  

%--p.- 
Us a usw. ist. 

b S z  

1) Man aehe B e l t ~ e r ,  1. c. S. 140, 5 12, 2 NO. II. Die Relationen (69) selbet 
sind bei B rtltzer nicht gegeben. 
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h r  die linken ~ e i t e n  dieser Gleichungen (59') und (59") wolien 
d x d y  wir die Abkürzunge? --- und di und entsprechend analoge benutzen. 
d s 

1. Der erste Klummerazcsdruck ist jetzt (Lie und Scheffers,  

Der sweite Fakhr  ist ersichtlich gleich 

a - -- . 1 sin (1 + P) * O = - 
b ~ ( x , Y , P )  b cos p 

a (1, P1 1) 

(vgl. Formel (30a) S. 297); der erste dagegen ist nach den Gleichungen 
(28a, b) und (29a, b) S. 296 gleich: 

oder unter Benutzung der Gleichung (28c) S. 296: 

nach der Gleichung (47'b) S. 310. 
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U[. Für den z w e i h  Klammerausdruck gilt ferner in analoger Weise: 

sin A + sin p cos (A, + p l )  sin (2. + p)  sin ( I  + p) =1 --__-p. 
cos p  in a (1, + pl) - sin (2, + pl) - @ 

nwh der Gleichung (56) S. 310. 

III. Der dritte Klammerausdruck endlich ist 

1 
- - 

1 

sin (4 f pl) sin '(A, + a O I 
- -- 

- b ~ O S A ~ +  b x ( I l f p 1 )  llc0s(Al+ pl) sin (4 + PI) b cos p 

- - - cos 1, - sin p sin (1, + pl) sin (1 $ p) . --- 
COS p  in a (LI + pl) 

%sata. Wir wollen noch ein Boispiel fiir die Anwendung der 
Formeln unserer Berührungstransformation (28a, b, c), (29 a, b, C) S. 296 
und (47'a, b, c j  S. 310 hinzufügen, welche ganz auf den Anschauungen 
der Lieschen Theorie fuBt: 
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Wir gehen aus von der Gleichung im System E 

(60) y = O  
und fasseri sie als eine Differentialgleichung im Lieschen Sinne auf 
(vgl. L i e  und S c h e f f e r s ,  1. c. S. 41). Sie umfaBt, geometrisch aus- 
gesprochen, alle Linienelemente, deren Triiger die Punkte der x-Achse 
sind; ihre ,,1ntcgralgebildeu (Elementvereine, Lie  und S c h  e f fe r  s S. 38) 
sind diese einzelnen Punkte selbst, so daB ihre ,,Enveloppeu oder das 
,,sinpliare Integralgebilde" die x-Achse selbst ist. Welches sind nun 
die entsprechenden Integralgebilde im System E l ?  

Den einzelnen Punkten x = C der x-Achse entsprechen, wie wir 
wissen, gestreckte, gespitzte oder verschlungene Epitrochoiden als ihre 
Bahnkurven im System Z1 (vgl. Satz 16 S. 306), den beiden Schnitt- 
punkten S,, SI der x-Achse mit dem Polkreis ka auBerdem die 
Elementvereine, die durch die Spitzen der von S,, SI beschriebenen 
Epicykloiden getragen werden. Die Gleichungen dieser Epitrochoiden 
gewinnen wir so: 

Bus den Gleichungen (60) und (28b) S. 296 ergibt sich: 

a sin A. + 1 sin ( A  + P )  = O 

oder nach den Gleichungen (47'a, b, c) S. 310: 

(60') 
b  l 

- a sin $ + 1, sin - 2 + pi)  = O 

O der 
( b: 

(60 ") 0 1  . bL . b 1  1, sin pl . COE - - Il cos pl - sin - = a sin - .  
IL 

Pür x = C folgt meiter nach der Gleichung (28a) S 296: 
b 1  b 

R COS - + l1 COB (- + pl) = C a; 

oder 
b l b l l  . 

(61) 1, sin p, - sin -c + 1,  cos pl - cos 'Il- = C - a COB 
a a 

Diese Gleichungen (60") und (61) aber ergeben: 
b 1 El sin pi = C sin-, 

b  l 1, cos = Ccos -'- - a .  

Setzt man dann fiir Il sin pl und 1, cos pl die hiernach ihnen gleichen 
Werte in die Gleichungen (29a, b) S. 296 ein, so erhalt man endlich: 

- XI = (O  + b)  COB Il - c COB r+ l1) 
(62 a, b) 

- y, = (a + b)  sin A, - C sin A,) ,  
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d. h. die Gleichungen für die Bahnkurven der Punkte x = C,  y = 0, 
die Epitrochoiden, im Systeni 2,. l) Sie sind die Integralgebilde der 
entsprechenden Differentialgleichuag im System El mit; der Integrations- 
konstante C (vgl. Fig. 6a, 'KI S. 306). 

Zu den Gleichungen (62a, b) tritt schlieBlich noch als dritte 
Gleichung hinzu : 

C+ 4) (62 c) 
z , + b c o s A ,  aCoB21-CcoE 

p i = - y , ~ b s i n ~ , = - -  

Das silzguiare Integralgebilde iin System El geht aus den Linien- 
elementen der x-Achse selbst hervor (Fig. 7 e ) .  Für diese gilt auBer 

7c der Gleichung (60) oder (60') noch p = O oder 1 + p = -, d. h. 
2 

b l ,  x p =-+- 
l a : !  

und folglich nach der Gleichung (60'): 
bl. Il = a sin -'- 

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich dann 

b A 
1 s i  ( + ) = a cos (n? A$ sin $, 

also nach den Gleichungen (29a, b) S. 296: 

(" + A*) sin 5 , - xi = b cos A, + a sin - 

- 

oder 

; sin yi - b sin Ii, - a cos - 
a 

i) Vgl. m. B. meine Arbeit: Über mue kinematische Modeiie, sowie eine neue 
Einfiihrung in die Theone der zyklischen Kurven, Zeitschrift fur Math. u. Physik, 
Bd. 44, 1899, S. 223 Formel (1 1 a), (Separatabzug S. 11). - Die Gleichungen (62 a, b) 
folgen natürlich unmittelbar auch eus den Gleichiingen (48, b) S. 284 für x = C. 
y = O ,  at  = - 1, (Formeln (43b) und (44b) S. 303.) 
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Diese Gleichungefi stellen aber eine E@zykloide im  System Zl dar.') 
Z11 ihnen tritt wieder ds dritte Gleichung nach (29c) S. 296 hinzu: 

((j 3 c )  a + b  . 
24 - tg (. 4) 

Wir gewinnen somit als Resultat den Satz: 
20. Rollt &n Kreis ka auf einem ihn au~erlich berührenden Kreis k, 

ab und achtet man hierbei auf die gestreckfen, gespitzten und verschlmge- 
nen Epitrochoiden, welche con allen Punkten einer Durclz~~~essergeradetz 
v o n  ka inz atadern System besclzrieben zcerden, so haben tzur die gestreck- 
ten Epitroehoide>a eine reeZ le Enveloppe, namlicl~ als solche ebcnfalls 
&ne Epicykioide des Kreises k,. Letzfere wird durch gleichzeitige aubere 

Abrollung elnes Hilfslîreises h mit dem Radius auf &m Kreise k ,  i m  

System Z; besclwieben und zzuar von demjenigen Per&heriepunkte von h, 

Fig. Ta. Fig. Tb, 

der in der Anfangslage mit dem Rerü7~rungspunkte So der Pollcreise km und k ,  
zusamnzenfallt (riig. 78). Die Spitzen der Enveloppenzy7doide fallen also 
mit dm Spitzen der b&dm Bahnkurvenzykloiden zusammegz, welche von 
den Endpunktex S,, SI des Durchrnessws von ka beschrieben werdcn. 

Die Durchmessergerade des Kreises ka berührt also wiihrend der 
beschriebenen gleichzeitigen Ahrollung von ka und h auf k, stets die 
Enveloppenxykloide, d. h. 

21. Die Epizykloide, welche die Enveloppe der Schar von Epitrochoiden 
darsteilt, ist zugieich die Enveloppe aller Lngm der Durch.messergerar7en 
im System Zl bei dm Bewegung. 

Hiermit gewinnen wir den engsten AnschluB an die Dissertation 
des Herrn EngeZ: Zur Theorie der BerUhrungstransfm»~tionen~), worauf 
niiher einzugehen wir uns indes versagen wollen. 

1) Pig. 7 b  zeigt für des  Radienverhaltnici a : b = 4 : 3 auBer dieser Epizykloide 
noch die Bahnkurve von A, den Kreis nm B mit a + b als Radius. 

2) Math. Ann. Bd.23, S . l  (1884); vgl. auch L i e  und S c h e f f e r s  1. c. S. 66 und 67. 

(SchluB folgt.) 
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Nachtrag und Berichtigung ZR der Abhandlnng: Über die 
Knicksicherheit der Stege von Wa1zwerkprofilen.l) 

Von A. SOMMERFELD in München. 

Kerr ReiBner  hat mich freundlichst darauf aufmerksam gemacht, 
daB das in der zit. Brbeit behandelte elastische Problem wesentlich 
verwickelter liegt als ich angenommen habe; infolgedessen liefert meine 
Untersuchung nicht den wahren Wert der betreffenden Hnicklasten, - 

sondern nur eine untere Grenze derselben. Nach der hier folgenden 
berichtigten Formulierung des elastischen Probleui  scheint es kaum 
moglich, den genauen Wert der KÏiicklastén theoretisch z u  gewinneii. 
Andrerseits genügt für die unmittelbare praktische Anwendung, die ich 
jm Auge hatte, bereits die Kenntnis einer unteren Grenze der Knick- 
last. Irisbesondere bleibt das SchluBresultat meiner Arbeit (vgl. den 
letzten Absatz auf S. 153) sowie die Diskussion der Beobachtungen 

- 

ungeiindert. Der VergroBemngsfaktor, der an den von mir gefundenen 
Knicklasten anzubringen ist, wird durch Versuche festgestellt, die in 
Aachen ausgeführt werden. Noch mochte ich hervorheben, daB das 
von mir behandelte mathematische Randwertproblem in sich wider- 
spruchsfrei und richtig gelost. ist; nur entspricht es eben nicht den 
wahren elastischen Verhiiltnissen. 

Die berichtigte Differentialgleichung des Problems. 

In meiner Arbeit habe ich an Lovea) II 5 380 angeknüpft. Die 
von L o v e  benutzten Zeichen bedeuten in der bei uns iiblichen 
Schreibweise: 

P1=6,, P2=6,,, U l = U Z = = ~ , y ,  T l = r z y ,  T 2 = = ~ y r .  

Hierbei sind die G und z Normal- und Schubspannungen, gerechnet 
f ù r  ein Rechteck von der Seitenlinge 1 in der x- oder y-Richtung und 
von der Seitenlinge s (Plattendicke) in der z-Richtung (Dimension: kg/cm). 

Die Überlegungcn von L O ve liefern unter Vernachliissigung hoherer 
Potenzen der transversalen Plattenausbiegung w die Differentialgleichung: 

- - 

1) Dime Zeitschr. Bd. 54, 1906, S. 113. 
2) A Treatise of the Mathem. Theory  of Elaaticity, Cambridge 1893. Deutsche 

ffbersetzung von A. T i m p e ,  Leipzig 1907 1 337. 
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Hier darf man unter oz, é,, r = z,, die betr. Spannungen verstehen, 
die bei der aufgehrachten Belasti~ng im ebenen Bleche (für w = 0) 
entstehen. Ich habe nun (vgl. Fig. 1) gesetzt 

(2) f ly=p fiir l x  < 1/2 bez. = 0 für I z i  > 112, 6,= z = 0. 

Dies ist aber kein moglicher elastischer Zustand, da er an der Grenze 
des schraffierten Druckgebietes den Gleichgewichtsbedingungen der 
Spannungen widerspricht. (Die entsprechende Annahme in dem ein- 
facheren Loveschen Falle ist dagegen berechtigt.) Vielmehr werden 
die Spannungstrajektorien von der Druckstclle sus seitlich ausweichen 
und es wird notig, zuniichst das 

Fig. 1. 
ebene Problem dieser Spannungs- 
verteilung zu losen; die so gefun- 
denen, schon nicht gane einfachen 
Werte von B,, 6, und G Sind in 
Gl. (1) einzutragen, welche somif 
variable Koeffizienten erhilt. 

Nimmt man aber statt ihrer die 
konstanten oder, richtiger gesagt, 
sprungweise veranderlichen Werte (2), 
so konzentriert man die Spannungen 
und erleiehtert dadurch das Aus- 
knicken. Die Losung der Differential- 
gleichungen 1 und II meiner ur- 
sprünglichen Arbeit, die mit den Spannungen (2) gebildet waren, muB 
daher ein zu frühes Eintreten der Kniekung, d. h. eine untere Grenze 
für die wir7iliche Kfiicklast liefern. 

Das vorbereitende ebene Problem. 
Es handelt sich nun darum, s ta t t  der Werte (2) die wirkliche Ver- 

teilung der é,, @,, .t in dem ebenen, noch nicht ausgehickten Blech 
zu finden. Hierzu konnen direkt die Pormeln meiner früheren Arbeit 
dienen. Dabei beschranke ich rnich auf den Fall, der auch dort die 
IIauptrolle spielte, daB die Lasten p in eine Punktlast P zusammen- 
rücken. Das so entstehende Problem Zhnelt dem Bo uss ines  q -Ceru  t t i -  
sehen, nur da1 es sich bei uns nicht einfach urn die Halbebene (Halb- 
raum), sondern um den Streifen handelt. 

Um den statischen Bedingungen zwischeii den Spmnungen zu 
- - 

genügen, führt man am besten eine Spannungsfunktion Pl) eiri, derai-t, daB 

1) Vgl. z. B. da8 xit. Werk von Love ,  Deutsche Überset;zung (j 144. 
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Wegen der elastischen Bedingungen ist dieses P der Differentialgleichung 

zu unterwerfen. Die Grenzbedingungen sind in Fig. 2 eingetragen. 
Zu ihrer Erliuterung diene folgendes. Auf den Randem y = O und 
y = h hat man wegen z - O zunachst aFl8y = const.; hierfir  kann 
man ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit aF/ ay = O nehmen. 
Wegen 6, = O fiir x 9 O und y = O oder h ergibt sich aueh a P p ~  = const. 
aF/ax erleidet aber für x = O einen Sprung von der Gr6Be + P, BO 

daB die Konstante für  x > 0 und z < O verschiedene Werte hnt. Man 
kann ohne Beeintriich- 

Fi& 2. tigung der Allgemein- 
S - O  

heit die Konstante gleich 

Y & P/2 nehmen (wegen 

y-h 

y= O 

. - 

des Vorzeichens vgl. 
die Fig.) und dement- 
sprechend E'= f x Pi2 
vorschreiben. Statt des 
ganzen Streifens kann 
man aber, was bequemer 
ist, den Halbstreifen 
x > 0 betrachtcn und 
dafür auf x = 0 gseig- - - 

nete Greiizbedinpngen 
einführen. Diese ergeben sich daraus, daB nach. Symmetrie die Linie 
x = O  eine Ha~pt~spannungsrichtung wird (z = 0) und daB auf ihr 
der Druck G~ ein Maximum wird (?uv/i?x = O). Man ~chlieBt hieraus 
für F: 

aZ F = 0, TFE 0. 
â x a y  a x3 

Die erstere dieser Bedingungen kann durch Integration ersetzt werden 
durch i?F/ôx = const., wobei nach Symmetrie der MTert der Konstanten 
Null sein muB (man vgl. die rechte Halfte des Bedingungsschemas in 
Fig. 2 mit der im Vorzeichen umgekehrten linken Hialfte). 

Losung des ebenen Problems. 

Im AnschluB an  8 3 Gleichung (11) meiner früheren Arbeit setzen 
wir F in folgender Form an: 
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Hier m6ge f (y) die Bedeutung aus der dortigen Gleichung (10) mit 
A =  1, rn = 1 haben, so da8 (S. die dortige Gleichung (8) und (9)) gilt: 

f ' (O)=f ' (h )=O,  f(O)=-f(h).  

E s  sei demnach 

f ( y )  = GinA.(y-h) - A y Q o f L ( y - I ~ ) + G i n n y - ~ . ( y - h ) Q o j 1 ~ ,  
f (0)  = - (Gii r lh  - Ah). 

Alsdann haben wir ersichtlich, was auch die Punktion A(A, a) be- 
deuten rn6ge: 

für z = O: 

für y = O und y = h: aF 
a Y 

= O ,  F , = , = - F  ,=,. 

Es bleibt also iiur noch die Grenzbedingung zu erfullen: 
P 

(6) für y = O und x > O: F = - - 2. 
2 

Wir genügen ihr iiach der Theorie der Fourierschen Integrale duroh 
P Wahl von A (1, a:). Da aber &as Integral für F = - - x divergieren 
2 

würde, ersetzen wir diese Bedinpng  zunachst durch 

unter k eine Zahl verstanden, die wir schlieBlich zu Nul1 ahnehmen 
lassen: Wir verlangen niin nach (4) und (6'): 

und machen deinentsprechend, ahnlich wie in 5 3 Gleichung (13) meiner 
früheren Arbeit : 

oder, wenn wir die Integration nach a: ausführen: 

f (Y) cos A x  - 
f ('4 

Diese Funktion genügt allen Bedingungen dee Problems, wobei nur (6') 
an Stelle von (6) getreten ist. 

Zeitschrift f. Mathematik n. Pbpsik. 54. Band. 1906. Y. Hafi. 2 1 
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Disknssion der Spannungsverteilung. 

Gchen wir nun gemiiB Gleichung (3) zu den Spannungen sclbst 
über, so k6nnen wir z. B. in z direkt unter dem Integralzeichen k = O 
setzcn, was in F unzuliissig genresen wiire: 

sin 12 f' (y) 

O 

Wir  wünschen diese G r X e  für kleine z anzunahern, d. h. genauer 
gesagt, für: 

x lclein gegen y utzd augleich x kEei9a gegen h - y. 

Mun denke sich zu dem Zweck Ax = p eingefiihrt, so treten in 
f ' (Y) @(y) = - die nach Voraussetzung groBen Verhiltnissc y /x, (h  - y)/x, 
f (0) 

h!z auf. Infolgedessen kann man @(y) fiir alle nicht verschwindenden 
Werte von p dadiirch vereinfachen, daB man alle rilit x = 0 ex- 
ponentiell reletiv verschwindenden Terme fortliiBt. Da sich aber für 
verschwindende p der Integrand von z endlich und stetig verhiilt, so 
liefert die Umgebung von p + O nui. einen verschwindenden Beitrag 
zu z und CS darf die erwiihnte Niiherungsformel für das ganxe Jnte- 
grationsintervall benutzt werdrn. Dieselbe lautet, wenn man von p 

wieder zu A zarückgeht: 

@(y) = - Â2ye-Q + tZ(h - y ) ~ - ~ ( ~ - y ) .  

Die Integration nach J. in (8) 133t sich jetzt ausführen und liefert 

(9) 
2P  yex a = - -  -- Zr @-Y)L. 
n (ze + yqs  + (x2 + (IL - y)%)% 

Aus z gewinnt man nach den statischen Bedingungen durch Diffe- 
rentiation und Lntegration nach x oder y leicht die Spannungen 6, 
und oy, wobei man am bequemsten mit dcm Verbiiltnis y / x  opcriert, 
namlich 

2P xe(h-y) 
(i = - 2 P  ?'Y- - -- 

IG (se + y?' IG (z2 + (h- y)qZ) 

In  der unteren Halfte y < h / 2  unseres Streifens überwiegt der erste 
Term der reühten Seite von (9)) (9a) oder (9b), in der oberen Haifte 
y > h / 2  der zweite Term; in  der Kihe der Mitte y = h l 2  werden 
beide Terme von gleicher Grofienordnung. Die ersten bez. zweiten 
Tcrrno, für  sich genommen, sind genau identisch mit der L6sung des 
B o u s s i n e s q -  Cerut t ischcn Problems für die durch y = O bez. y = h 
begrenzte Halbebene. 

.. ' 
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Wir wollen noch den Maximalwert der Spannung (erste Haupt- 
spannung) nach der bekannten Formel 

somie die Spannungstrajektorien aus ihrer Neigung y gegen die z-Achse 
nnch der Gleichung 

berechnen. Dabei dürfen wir uns nach dem soeben Gesagten auf den 
ersten (zweitcn) Term in (9) . . . bcschriinken, wenn es sich um die 

Fiy. 3. 

j~ 

NZhe der unteren (oberen) Kante handelt und müssen beide Terme 
im mittleren Gebiet berücksichtigen. 

nur  

Auf solche Weise ergibt sich für die Niihe der unteren Kante 
2 P  y 

Gmsx = - pp--- 2XY . , . z + , e ,  t a 2 ~  = 7- y -x4 

Die Kurven G ~ , ~  = const. sind also Kreise, vgl. Fig. 3; die angeschriebene 
Ziffer, mit - P/nh multipliziert, bedeutet den auf dem betr. Kreise 
konstanten Wert von G,,,. Die Spannungstrajektorien ferner sind i u  
der NZhe der unteren Kante die Geraden y j x  = const.; sie sind in 
E'ig 3 puriktiert eingezeiçhnet. 

Auf der Mittellinie y = k / 2  des Streifens ist z = O ,  daher 

i'ür uiisere Trajektorien ergibt sich 2p  = n; die von dem einen Druck- 
punkt x = y = O ausstrahlenden Trajektorien biegen also an der Mittel- 

'LI* 
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linie u m  und schneiden diese senkrecht, um in den anderen Druckpunkt 
x = O, y = h einzumünden. Die gr6Bte Hauptspannung auf der Mittel- 
h i e  betragt - 8 P/nh. Die in der N i h e  der Druckpunkte kreisformig 
verlaufenden Linien gleichen G,,, erscheiiien nach der Mittellinie hin- 
iihergezogen 

Ihrer Ableitung nach ist diese Pigur  nur  in einer gewissen Um- 
gebung von x = O zuverliissig, wir  konnen mit  Rücksicht auf die oben 
angegebenen genaueren Bedingungen etwa sagen: nur  i n  dem von den 
punktierteu Trajektorien überdeckten Rhombus der Fig. 3. 

l n  unserer Knickungsgleichung (1) sind natürlich strenge genoinmen 
nicht die dieser F i p r  entsprechendeu Naherungswerte (9), sondern der 
allgemeingültige Wer t  (8) von z und die nach den statischen Re- 
dingiingen damit zusammenhiingenden allgemeingültigen Werte  von 6, 

und fiy einzutragen. Die weitere Integration jener Gleichung dürfte 
aber selbst mit den Niherungswerten (9) uridurchführbar sein, so daB 
nian sich mit der Kenritnis der von mir früher ermittelten unteren 
Grenze der Kniüklast wird begnügen rnüssen, 

Kleinere Mitteilungen. 

Über einen Satz aus der Statik. 

Im Archiv der Mathematik und Physik (3) 2 (1902)~ S. 279 hat 
Herr S c h u b e r t  analytisch den Satz bewiesen: Wenn vier Krafte, die auf 
eine starre Gerade senkrecht zu ihr wirken, sich das Gleichgewicht halteu, 
und man zieht durch einen belicbigen Punkf Parallolen zu ihren Wirkungs- 
linien, so erhalt man vier Strahlen, die projektiv den Angriffspunkten der 
Krafte sind. Als ich diesen Satz vor kurzem las. konnte ich für das Auf- 
treten des rechten Winkels darin keinen Grund einsehen und es schien mir, 
daB er noch gelten müsse, wenn die Wirkungslinien der vier Krafte über- 
haupt einer und derselben Ebene parallel sind, einerlei ob diese Ebeno zu 
der Geraden, auf welche die Krifte wirken, senkrecht ist oder nicht. Die 
folgende einfache Überlepng zeigt die Bichtigkeit dieser Vermutung. 

Wenn die Wirkungsliuien von vier Kraften, die sich au eineni starren 
Punktüystem das Gleichgewicht halten, weder in einer Ebene liegen noch 
durch einen Punkt gehen, so haben sio bekanntlich hyperboloidische Lage, 
d. h. sie gehoren einer und derselben Schar von peraden Erzeugenden eines 
einschalig& Hyperboloids an. Die Gerade, auf die nach der ~ o r a u s s e t z u n ~  
die vier Kriifte wirken, geh6rt z u r  anderen Schar von Erzeugenden des 
Hyperboloids, und es werden daher l i e  NTirkungslinien der vier Kriifte von 
jeder Erzeugenden dieser anderen Schar in vier Punkten geschnitten, die 
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dasselbe Doppelverhiiltnis haben, wie die Angriffspunkte der Krafte. Hierin 
k t  der Satz des IIerrn S c h u b e r t  samt der angedeuteten V e r a l l g e m e i n e r ~ n ~  
als besonderer Fa11 enthalten. Denri sobald die Wirkungslinien der vier 
gegebenen Krafte einer und derselben Ebene parallel sind, erhalt man s ta t t  
des erwiihnten Hyperboloids ein hyperbolisches Paraboloid und die unendlich 
fernen Punkte der Wirkungslinien fallen in  eine Gerade, bilden also eine 
Punktreihe projektiv zur Punktreihe der BugriEspunkte und werden folglich 
aus einem beliebigen endlichen Punkt durch einen Strahlenbüschel projiziert, 
der zur Punktreihe der Angriffspunkte projektiv ist. Offenbar lassen sich 
diese Satze in  leicht zu erkennender Weise nmkehren. R. NEHMKE. 

Der Schwerpunkt des dreigliedrigen Gelenksystems. 

Der folgende Satï., welcher auch für riiumliçhe Systeme richtig ist, 
scheint nicht bekaunt zu sein: 

Au,f den Lüngsachsen der Endglieder eilzes dreigliedriplz Gelenksysterns 
gibt es feste Punkte, deren Vevbindungsstrc~cke bei allen StcZlti~gtn des Systems 
den Scl~werpzrr~kt enthült und durch denselben in konstantewt Verhiillnis geteilt 
wird. Voraussetzu?zg k t  dabei, d a p  de?- Sch~cerpunkt des lMilte7gliede.s auf der 
Vrrbindruigslinie der Gelenke lie& 

Von einem zunkhs t  beliebigen Anfangspunkt gehen zu den Gelenken G1 
und G, die Vektoren y, und g,, bis zu dem Schwerpunkt des Mittelglieds 

Fig. 1. 1 

der Vektor so. Vom Gelenk G, gehe weiter bis zum Schwerpunkt des 
einen Endglieds der dessen Langsachse bestimmende Vektor s1 und ebenso 
sei durch den von G2 ausgehenden Vektor S, der Schwerpunkt des auderen 
Endglieds Lestimmt. Dann gilt für den Gesarntschwerpunkt: 

Wahlt man jetzt den Anfangspunkt so, da0 

(1) moso + m,g, + mzg2 = 0 ,  

so wird, wenn noch zur Abkürzung die durch die Gesamtmasse dividierte 
Masse mi mit pi bezeichnet wird: 

(2) " = & s i  + k S 2 .  
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Der  noue Anfangspunkt ist der Schwerpunkt eines ,,reduziertenLL Systems, 
welches entsteht, wenn man dem Mittelglied die Masse m, in  G, und m, 
i n  G, hinzufügt; von Ilerrn O. F i s c h e r  wurde dieser Punkt  Hauptpunkt 
des Mittelglieds genannt.') Die Teile g, und g2, i n  welche die L h g s -  
achse G,G, zerfillt unter der Voraussetzung, daB der Schwerpunkt des 
Mit,telglieds auf G , G ,  liegt, sind die , ,Ha~ptstrecken.~ des Mittelglieds. 

Aiif der T,angsachse des einen Endglieds liege ein Punkt  XI, zu dem 
von G, aus der Vektor XI gehen m6ge; ebenso gehe von G2 bis X2 der 
Vektor x,, sodaB der Schwerpunkt des zweiten Endglieds auf der Linie G, H, 
liegt. W i r  untersuchen die Bedingungen, unter welchen der Gesamtschwerpunkt 
auf XIXs liegt. E s  muB dann gelten: 

Die Gleichung kann befriedigt merden, wenri: 

is t ,  d h. y, und g, müssen parallel sem, etwa entgegenpesetzt perichtet 
und daher muB der Anfangspunkt und sornit auch der Schwei-punkt des 
Mittelglieds auf der Linie G,G, liegeri. Perner müssen A, und A2 sich uni- 
gekehrt verhalten wie die Langen von 9, und &, die mit g, und g2 be- 
z ~ i c h n e t  sein mtigen. So  wiid: 

(4) 
g 2  = (91 f g2) pl S1 

giX2 =(q1 + g , ) ~ ~ n % -  

Daraus fol& da8 G,x1 ddurch den Endpunkt von p1s1 geht. 
Dreht man das zweite Endglled, bis dessen Langsachse i n  dle Richtung 

von XlG2 fallt ,  so liegt auf dieser Linie der Gesamtschwerpunkt, der 
Schwerpunkt des zweiten Endglieds und also auch der gemeinsame Schwer- 
piinkt des Mittelglieds iind des ersten Endglieds, welcher 4, heiBen soll. 
Weil aber Slo von der Drehung des zweiten Endglieds unabhangig ist, so 
liegt Slo überhaupt immer auf X ,  G2; ebenso liegt der Schwerpunkt des 
Mittelglieds und zweiten Endglieds auf G,&. 

Um den Punkt  XI zu finden, suche man daher Slo, verbinde diesen 
Punkt  mit C,, so schneidpt diese Linie die Langsachse des ersten Glieds 
i n  XI. 1st XI und entsprechend 4 gefunden, so liefert die Teilung 
von XlX2 in1 Verhaltnis g, :g2 fü r  jedc Systernlage den Schwerpuukt. 
Dieses Verhaltnis ergibt sich leicht aus (1) in der Fortri: 

[mer, + nz, ( ~ 1  + y*)] : [mo ~9 + ml (1.1 + 9-21] , 
wenn der Schwerpunkt des Mittelglieds die Streeke G, G, i n  die Teile r,  
und r, zerlegt. 

Aber auch wenn der Schwerpunkt und damit der Hauptpunkt des 
IIittelglieds nicht auf G1G2 fallt, sind die Punkte XI und X2 Von Be- 
deutung. Teilt man nach (3) XlX2 i m  Verhaltnis g1 : g2 ,  so findet nian, 
daB vom Schwerpunkt bis zu diesem Teilpunkt der Vektor 

Se 91 + 91 9e --p.- 

-- 91 + 9 2  
1) Vçl. diese Zeitsclir. Bd. 47 (1902), S. 432. 
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geht. Sr%& man ihn von1 Anfangspunkt O aus ab,  so teilt sein End- 
punkt G1 G2 im Verhiltnis gl : g2,  er wird also dargestellt durch die Mediane 
aus O im Dreieck O G, G,. Vgl. Fin. 2. 

Von jetzt ab sei wieder O auf GIGz vorausgetzt: 
In dieser Zeitschrift Bd. 49 (1903), S. 48 ha t  Herr S o m o f f  von dem 

F i s  che  rschcn vcrsclhiedene Gelenkmechanismen angegeben, welche a m  
3-gliedrigen Gelenksystem angcbracht, bei jeder Systemlage den Schwer- 
punkt bestimmen. Sie beruhen darauf, daB der Schwerpunkt mit den 
Schwerpunkten der Teilsysteme 
und Einzelglieder eine Konfigu- 
ration bildet, welche zu sich 
selhst affin bleil~t. 

Naçh dem angegebenen Satze 
l a B t  sich dasselbe erreichen durch 
einen einzigen Pantographen, der 
i n  ,Y, und X2 gelenkig mit dem 
System verhiinden ist und XI Xz 
im Verhiiltnis 9, : ,q, teilt. 

Die Tatsache, daB X,X, 
durçh den Schwerpunkt geht, O 
kann auch leicht durch ein Mode11 
veranschaulicht werden. Wird das dreigliedrige Gelenksysteiii a n  cinem 
Faden aufgehiingt, welcher durch X2 geht und i n  XI befestigt ist, so muB 
derselbe bei jeder Lage des Systems gradlinig und senkrecht bleiben. 

F ü r  die Dyrianiik des dreigliedrigen Gelenksystems folgt aus uusereni 
Satze : 

Sind die Hauptstrecken tyl und g, von Null verschiedcn, so bleiht der 
Gesamtsçhwerpiinkt bei der Bewegung des Systems dann iind nui- d a m  in 
Ruhe, wenn und d2 stets Geschwindigkeiten haben, welche gleich oder 
entgegeugesetzt geriohtet sind, wenn gl und g:, gleich oder entgegengesetzt 
gerichtet sind, und deren Liingen sich wie g, :g ,  verhalten. Der wichtigste 
Fa11 wird der sein, wo Xl und X ,  festgehalten werdcn. 

1st eine der Haupt,strecken des Xittelglieds, etwa gl ,  gleich Null, so 
~ i r d  X ,  ins Unendliclie rücken; von Xl geht zum Schwerpunkt der 
Vektor u,~,. Der Schwerpunkt S bleibt also in Ruhe, wenn Xl einen 
Ibis um ihn beschreibt und das zweite Endglied zu XIS parallel bleibt. 
Anwendung auf den Ausglaioh des resultierenden Massendrucks beiin Schub- 
kurhelgetriebe S. O, F i s c h e r  a. a. 0. 

Stuttgart. E. STÜBLER. 
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Bücherschau. 

-Dr. Wilhelm Fiedler: D i e  d a r s t e i i e n d e  G e o m e t r i e  in organischer  
V e r b i n d u n g  mit d e r  Geomotr ie  d e r  Lage.  4. Auflage. 1. Teil. 
Die Methoden der darstellenden und die Eleinente der projektivischen 
Geometne. Mit zahlreichen Figuren im Text und auf 2 Tafeln. Leipzig, 
B. G. Teubncr 1904.  XXlV u. 4 3 1  S. Preis ,,d 10, geb. 11. 

Die neuere und die darstellende Geometrie haben noch keine andere, 
g e m e i n s  a m  e Darstellung gefunden als in Fiedlers groBartig angelegtem, 
dreibandigem Werke, das wir jetzt seit über 4 0  Jahren m i t  Stolz unser 
eigen nennen. Von dem 1. Teil ist  nun eine vierte Auflage erschienen und 
diese sol1 in Interesse dejenigen, welche das Buch noch nicht kennen, hier 
kurz besprochen werden. 

Die neue Auflage ist gegen die letzte um etwa zwanzig Figuren im 
Text vermehrt, zwei lithographische Tafeln enthalten gr6Bere Figuren; eine 
eigene Erlauterung der Figuren ist dem Inhaltsverzeichnis angefügt. Das 
ganze Buch zerfallt in  vier Abschnitte. Der erste A) ist  betitelt: Die 
Zentralprojektion als Darstellungsmethode und nach ihrcn allgemeinen Ge- 
setzen. E r  giht in freier Perspektive eine Rehandlung der Elementaraiifgaben. 
Ausdrücklich wird betont, daB a n  Stelle der unendlich fernen Ebene auch 
irgenù eine andere, nicht durçh das Zentrutn geheude, Fixebeue treten kann. 
Daran schlieBt sich sofort die Betrachtung perspektiver und projektiver 
Grundgebilde erster Stufe, der Involution und endlich der kollinearen Systeme, 
also der Grundgebilde zweiter Stufe. I m  Abschnitt B: ,,Die konstruktive 
Theorie der Kegelschnitte als Kreisprojektionen" werden die Kegelschnitte als 
Zentralprojektionen des Kreises definiert. Die beiden Satze, daB alle Peripherie- 
winkel cines Kreises über dem gleichen Bogen gleich groB sind und da6 das 
von zwei festen Tangenten eines Kreises hegrenzte Etück einer beweglichen 
Tangente vom Mittelpunkt aus unter konstantem Winkel gesehen wird, 
liefern übertragen die fundamentalen Eigenschaften dieser Kurven: den 
Püscalschen und Brianchonschen Satz, sowie die Erzeugung aus projektiven 
Grundgehilden erster Stufe; zur t'bertragung und Ausfiihrung derKonstiuktionen 
dient die zentrische Kollineation. I m  Abschnitt C ,  der betitelt ist: ,,Die 
zeutrische Kollineation riumlicher Systeme als Theorie der Modellierungs- 
methoden'' finden wir zunlichst die Zentral-Kollinoation behandelt als all- 
geineirie Slet,hode, um von einem raumlichen Gegenstand ein Mode11 herzu- 
stellen. AIS Reliefperspektive dient diese Abbildung auch künstlerischen 
Lwecken; im speziellen Fa11 der ~ h n l i c h k e i t  findet sie i n  der Technik 
allgemein Verwendung. Die Abbildung, wie sie die Perspektive liefert, 
ergibt sich als spezieller Fa11 eines Reliefs von verschWindender Tiefe. Die 
allgemeine raumliche Kollineation bildet den SchluB. Der letzte Abschnitt D) 
mi t  dem Titel: ,,Die Grundgesetze der orthogonalen Parallelprojektion, ihre 
Transformationen und die A~onouietr ie '~ führt uns zur Darstellung in drei 
aufeinander senkrechten Tafeln; es werden die mathematischen Beziehungen, 
stet,s mit bezug auf die drei Tafeln, ausführlich erledigt. Die Aufgaben 
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der Cmlegung und Aufrichtung einer Ebene, der Drehung des Gegenstenùes 
oder der Tafeln. die Schnitte von Ebenen mit Polvedern oder von Polpedern 
untereinander u'. s. f. gelangen in groBen ~ m r i s s e n  zur ~ e h a n d l u n ~ :  Die 
früheren Entwicklungen erlauben überall die rnathemativchen Eigenschaften 
hervorzuheben. Die orthogonale und schiefe Axonometrie beschlisBt dieseu 
Abschnitt. Zahlreiche Beispiele sind überall eingeflochten; zusamrnenfassende 
cberblicke betonen die Hauptgesichtspunkte; die metrischen Eigenschaften 
sind in gleiüher Weise wie die projektiven berücksichtigt. Die Involution 
dient als Mittel, um aus projektiven Eigenschaften metrische zu erhalten, 
z. B. die Gesetze der Symmetrie. Endlich gibt der Verfasser in  einer Reihe 
besonders bezeichneter Paragrrtphen eine Theorie der Zykiographie, der von 
ihm entdeckten Abbildung der Punkte des Raumes auf die Kreise der Ebene. 
Irgend einom Punkto wird der Kreis zugeordnct, der u m  seine Projektion 
in diese Ebene heschrieben wird und awar mit einem Radius gleich dem 
Abstand dieses Punktes von der Ebene. Diese Abbildung führt z u  den 
Systemen von Kreisen, den Kreisbüscheln u. S. f. Beispielsweise is t  das 
Bila aller Xreise, die einen gegebenen Kreis unter festem Winkel scheiden, 
ein Rotationshyperboloid durch diesen Kreis. 

Das Buch ist nicht fiir Anfinger gaschrieben; es werden vielmehr die 
Elemente der darstellenden Genmetrie vorausgesetzt. Aber auch der schon 
Orientierte wird manchen Schwierigkeiten begegnen. Die oft schwer-fallig 
gebauten Satze erschweren die Übersicht. Konzessionen, die im Interesse 
einer leichteren Verst~ndlichkeit liegen, werden nicht gemacht, sondern stets 
die allgemeinen Retrachtnngen varai~s~eschickt ;  Satze, die für den Zusammen- 
bang der allgemeinen Darst)ellung unbedingt notwendig sind, finden sich in 
den Beispielen. UaB ferner bei einem so umfangreichen Werke der eine 
oder andere Punkt  noch einer Verbesseruug fahig erscheirit, wird nieniand 
als einen Tadel empfinden. So sind die Beweise für die ebene (S. 120) 
und raumliche (S. 294)  Kollineation ungenügend. Die Konstruktion des 
Achsenkreuzes einer orthogonal-axonometrischen Dnrstellung aus den Ver- 
hPltniszahlen el, e2, e,, wie sie auf S. 369 gegeben wird oder die, welche 
aus dem Satze auf der folgenden Seite entnommen werden kaun, sind beide 
unbequem und ungenau, und man wird besser eine Niiherungsmethode be- 
nutzen. Im Anschlufi a n  den Pohlkeschen Satz (S. 379) konnten auch 
neuere Losungen (Schur) eine Stelle finden. Bequemer w i r e  es, die Figuren 
durchlaufend zu numerieren und manche Bezeichnungen nicht bloB i n  dem 
Inhaltsverzeichnis, sondern auch i n  dem Texte z u  erwahnen. Al1 das sind 
aber nur  Kleinigkeiten einem Werke gegenüber, da.3 in  bezug auf Reich- 
haltigkeit der Methoden und der praktischcn Bemerkungen, der Satze und 
namentlich der Aufgaben geradezu als eine Fundgrube für jeden Mathematiker 
bezeichnet werden kann. 

München, Sept. 1906. RAILL DOEIILEYAKN. 
- 

J. Vonderlinn, Professor in Breslau: Schattankonstruktionen. Mit 
114 Figuren. Leipzig, G. J. Goschensche Verlagshandlung, 1904. Sammlung 
Goschen Nr. 36. Preis 80 Pi: 

Auf' 11 8 Seiten behandelt der Verf'asser die Schattenkonstruktionen, 
indem er  jeweils kurze theoretische Bemerkungen vorausschickt und darauf 
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die eigentlichen Aufgahen und Beispiele folgen la&. An die eihfachen 
Aufgeben, zu denen der Punkt ,  die Gerade, die Polyeder, Zylinder, Kegel 
und Kugel Veranlassung geben, reihen sich schwierigere über Rotationskorper, 
Gesimskorper, über die Schraubenlinie und die Schrauben- und Rohrenflkhen. 
Die Darstellung is t  einfach und verstiindlich, die zahlreicheri Figuren, welche 
alle Xonstruktionen enthalten, sind übersichtlich und gut angelegt. In erster 
Linie scheint der Verfasser die Bedürfnisse des Architekten im Auge zu 
haben. Die Theorie ist nicht mehr, alu unbedingt notig, betont, was. bei 
der Schwierigkeit der auftretenden Problemc gercchtfortigt ersclieint. Es 
wird also z. R. lediglich aiif die Gestalt der aiiftretenden Kurven und nicht 
au€ ihre Natur Ilücksicht genommen. Die eine oder andere theoretische 
Bttmcrkuug k6nrite aber wohl iioch Platz finden; auf S. 24  fehlt 1;. B. eine 
prazise Regel, wie man das Streifpolygon (Selbst~chat ten~renze)  eines Poly- 
eders ermittelt. Xit  Ausnahme der beideii Aufgaben auf S. 44 und 45, 
welche in parallel-perspektivischer, bezw. zentral-perspektivischer Darstellunp 
durchgeführt sind, macht der 1-erfasser stets die Annnahme, daB man paralleles 
Licht hat, welclies in  der Diagonale des parallel zu den Tafeln orientierten 
Würfels cinf&llt. Der Tite1 des Ruches ist also eigentlich etwas eu allgcmein. 
lteferent wiirdc e3 weitei fiir vorteilhaft halt,en, wenn wenigstens in  der Ein- 
leitung ganz allgemeine Annnhmen ühcr die Richtung des einfallenden Lichtes 
gernacht würdeu und everituell auch die Zeutralbeleuchtung nebst einigeu all- 
gelneinen Theoremen zur Sprache kame. Denn Satze allgemein zu formulieren 
i i t  auch für  den Praktiker von Nutzen, d w  ohnedics gern sich an die Schablone 
halt und leicht verführt wird, Resultate und Konstruktionen, die niir unter 
spezielleu Voraussetzungen gelten, auch auf den allgemeinen Fa11 zu über- 
tragen. 

München, Sept. 1906.  K. DOEIII~EMANK. 

Siebenstei l ige L o g e r i t h m e n  und A n t i l o g a r i t h m e n  d l e r  einstelligen 
Zalilen und Nantissen von 1 0 0 0  bis 9999, mit Rand-Index und Inter- 
polations-Einrichtung fiir vier- bis siebenstelliges Schnell-Rechnen. 
Herausgegeben von 0. Dietrichkeit. Berlin 1903, Julius Springer. 
Geb. A 3.00. 

Zunachst kommt die vorliegende Tafel - wie auçh im Vorwort au- 
gegeben - für e i n  stelliges Rechnen in Betracht; sie zerfallt in eine Tafel 
der Logarithmen der Zahlen 1000 - 9999  und in eine solche der Numeri 
(,,AntilogarithmenLL) der Jlnntissen 0000-9999. Zum rascheren Aufschlagen 
sind die Tafelu mit eiriern bequeruen Ilaud-Index verseheu. 

Um Verwechslungen beim Gebrauch von Antilogarithmen zu vermeiden, 
unterschied schon Bürgi die Logarithrnen von den andern Zahlen durch 
rote Farbe; in  neuester Zeit wurde dieser Gedanke bei den vierstelligen 
Tafeln und Gegentafeln von H. Schubert (Sammlung Goschen, Leipzig 1898) 
wieder angewendet. Der naheliegende Vorsclilag von R. Mehmke, jede Seite 
der Gegontafeln farbig zu umrgndern, ist - soweit bekannt - noch nicht 
befolgt worden. Bei der vorliegenden Tafel wurde zur Unterscheidung der 
Tafel und Gegentafel verschiedeufarbiges Papier (gelb und blau) gewtihlt; 
der Eindruck, den die beideu Farben, sçhon jede für  sich und sodann beide 
h i  abwechselnder Benutzung auf d a  Auge machen, ist so unangenehm, 
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daB die Tafel - wic die angcführten Schubertschen Tafeln - schwerlich 
Eingang in die Rechenpraxis finden wird. Der erwahnte Vorschlag von 
Mehmke lieBe sich bei der Tafel - unter Wegfall des farbigen Papiers - 
in einfachster Weise ausführen: ein I'ersuch würde bei der sonst zweck- 
mafiigen Anordnung sicher befiedigen. 

Die Tafel kommt auch als siebenstellioe in Betracht, und zwar als 
L, 

sogenannte abgekürzte Logarithmentafel. Die Logarithmen und Anti- 
logarithmen sind namlich s i e  b en stellig angegeben. Der Gruudgedanke, be- 
stehend i n  der Eiuführung von ,,IuterI~olationskonstantenLL, die bei der eiuen 
Tafel für je eine Sorte, bei der andern für die ganee Tafel konstant sind, wurde 
vom Herausgeber in  Band 48, S. 457 dieser Zeitschrift eingehcnd behandelt. 

Da aber einerseits geniigend viele und zweckmiiBig eingerichtete (un- 
gekürzte) siebenstellige Logarithmentafelii vorhanden sind, und andrerseits 
die Vorteile einer abgekürzten Tafel erst von etwa 10 Stelleu a n  ernstlicli 
in Betracht kommen, so darf dei. Nutzen der vorliegenden Tafel als sieben- 
stelligcr als nicht groB bezeichnet wcrden. 

Stuttgart. P. WERKMEISTER. 

Vierstel l ige logarithmisch-trigonometrische T a f e l n  nebst einigen physi- 
kalischan und astronomischen Tafeln, für  den Gebrauch an hoheren 
Schulcn zusanimengcstellt von C. Rohrbach, Dr. phil., Dircktor der 
stadtischen Realschule eu Gotha. 17ierte Auflage. Gotha 1904, E. F. 
Thirnemaiin. A -.80. 

In bezug auf Anordnung, Driick und Reichhaltigkeit darf diese vier- 
stellige Logarithmentafel als mustergültig bezeichnet werden. 

An groBeren Tafeln sind vorhanden: Gewohnliche Logarithmen der 
natürlichen Zahlcn; natürliche Werte der goniometrischen Funktionen, Kreis- 
bogen und Sehnen; Logarithmen der trigonometrischen Funktionen; natürliche 
Logarithmen der natürlichen Zahlen und die Quadrate der Zahlen 1 bis 1000.  

Tou den eahlreichen Hilfstafeln sei erwiihnt die graphische Darstellung 
der  goniometrischen Funktionen. 

Stuttgart. 

T h e r m o d y n a m i s c h e  Rechenta fe l  (für DauiI~f'tu_rbirieu) von Dr. h g .  R.ein- 
hold Proell, Dipl.-hg. Berlin 1 9 0 4 ,  Julius Springer. 1 Jl. 

In übersichtlicher Weise hat der Verfasser au£ einem Blatt sieben 
\Vcchselbezirhungen zwischcn j o  droi ZustanrlsgroBen des Dampfes dargestellt. 
Die Tafelii sind nach der Methode ,,des points align6siL (nach d o c a p e )  oder 
Methode der ,,fluchtrechten PunktelL (nach hlehrnke) entworfen. Die mancherlei 
Vorzüge dieser Art von graphischen Tafeln gegenüber den cartesischen treten 
auch h i  der vorliegenden Anwendung klar hervor. 

Da die Tafel verschiedenen Xaschineningenieuren ein aiilkornmenes Kechen- 
hilfsmittel sein wird, so d ï i t e  sie dazu beitwgen, daB die graphisçhen Tafeln 
irn allgemeinen und solche nach der Methode der fluchtrechten Punkte im 
besonderen auch in Deutscliland noch weitere Anwendungen in der Rechen- 
praxis finden. 

Stuttgart. P. WERKMEISTER. 
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R i ~ m s  Rechentabalien für Multiplikation. Hilfsbuch für  Handel und 
Cewerbe mit  einem Vormorte von Professor Dr. R. K i n k e l i n .  Zweite 
Stereotypauflage. JIünchen 1 9 0 1 ,  Ernst  Reinhardt. Geb. 7,80 A!. 

- Als obere Greuze ist fü r  den Multiplikator 100 ,  fü r  den Multiplikanden 
1 0 0 0 0  gewahlt, so daB der Tafel die Produkte von ein- und zweistelligen 
Zahlen mit einstelligen unmittelbnr entnommen werden konnen; durch Be- 
nutzung der in  die 'I'afel aufganominenen Proportionaltafelchen konnen in 
einfachster Weise - ohne Umblattern - die Produkte von zweistelligen 
Zahlen mit mehr als eiristelligen besti~unit werden. Auch bei der Jilulipli- 
kation von zwei vierstelligen Zahlen leistet die Tafel gute Dienste; ein 
einmaliges Cmwenden und die Addition zweier Zahlen führt m m  ge- 
wünschten Ziele. 

Die Einrichtzcng der Tafel ist  folgende: Die einzelnen Seiten (Uoppel- 
seiten) sind mit den Nultiplikatoren 2-100 überschrieben. Ebenso wie 
die Multiplikanden Sind die Produkte i n  drei Teile zerlegt; jede Tafelscitc 
zerfallt namlich in  zwei Halften, von denen die eine als horizontalen Ein- 
gang die Tausender und als vertikalen die Hunderter und Zehner des 
Multiplikanden enthalt; die andere Hiilfte besitzt als horizontalen Eingang 
die Einer, als vertikalen - gemeinschaftliüh mit der linken Hxlfte - die 
Hundcrter und Zehner. Der erste Teil - Hundert-, Zehn- und Eintausen- 
der - des zerlegten Prodiikts wird der ersten Tafelhdfte, der xweite (Hun- 
derter und Zehner) und diitte Teil (Einer) der zweiten Tafelhalfte eutnommen. 

Der Nachteil, der i n  der Dreiteilung von Niiltiplikand und Produkt, 
gegenüber einer Zweiteilung bei den C r  e 11 e schen Tafeln, liegt, ist unbe- 
deutend im Blick auf das dadurch erreichte geringe Format (Kleinquart) 
und die geriuge Seitenzahl (98 Doppelseiten) der Tafel. 

Auch bei der Division von sechsstelligen Zahlen durçh zweistellige ist 
die Tafel brauchbar, obwohl hier - wie bei jeder Multiplikationstafel - die 
Anwendung nicht ganz so einfach sich gestaltet wie bei der Multiplikation. 

Vielseitige Anwendungsfàhigkeit , geringer Preis , kleines Format und 
Narer, übersichtlicher Druck - es sind die alten englischen Ziffern in An- 
wendung gekomrueu - rnachen die Tafel zu einer empfehlenswerten für 
Multiplikationen, bei welchen der eine der beiden Faktoren in der Regel 
sine nur zwristellige Za,hl ist;  andernfalls werden wohl die meisten Rechner 
zu einer Tafel greifen, welche die Produkte von zwei dreistelligen Faktoren 
d&ekt enthiilt. 

Stuttgart. P. WERKMEISTER. 

Springende Logarithmen. Abgekürzte fünfstellige Logarithinentafel mit 
zunehmenden Gmdzahl-Stufen. Zum Gebrauch fiir technische Rechnungen 
bearbeitet von A. Brauer, Professor an der Technisçhen Hoch- 
schule in  Karlsruhe. Karlsruhe 1 9 0 1 ,  G. Braunsche Hofbuclidruckerei. 
X -.go. 

. . Bei den meisten Logarithmentafeln bilden die Logarithiiianden eine 
arithmetischc Reihe mit der DifTerenz eins. Dies srscheint nicht ganz ge- 
rechtfertigt, wenn den Rechnungen, für welche eine Logarithmeniafel benützt 
werden soll, Gr6Ben zugrunde liegen, die alle mit demselben relativen 
Fehler behaftet sind. H a t  man z. B. eine Zahl a und eine nmal  groflere, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bücherschau. 333 

so ruft ein bei a und Iza gleich groBer relativer Fehler einen a m a l  gr6Be- 
ren absoluten Fehler bei der Zahl na hervor als bei der Zahl a. ,,Diese 
XJngleichmiBigkeit ist durch das Genauigkeitsbedürfnis bei naturaissenschaft- 
lichen Rechnungen nicht begrüudet." In  der vorliegenden Tafel der ,,springen- 
den Logsarithmen'' sind daher die Logarithmanden so angeordnet, da0 

zwischen 1 0 0 0  und 2000  ihre Differenz 1 
,, 2000  ,, 3000  ,, 7, 2 
,, 3000  ,, 4000  ,, 7, 3 

betrsgt usw. IIierdurch wird der Umfang der Tafel betriiçhtlich verringert, 
so daB die Logarithmen der Zahlen 1 0 0 0  bis 1 0 0 0 0  auf acht Seiten unter- 
gebracht sind. 

Die in der Tafel angegebenen Logarithmen-Differenzen, die sich auf 
die Logarithmandendifferenz 1 beziehen, dürften wohl in  den meisten Fallen 
entbehrlich sein, wenn die Tafel bzi technischen Rechnungen Anweuduug 
findet, fur die sie auch bestimmt ist. N i t  Vorteil kann die Tafel an-  
gewendet werden, wenn einerseits die Rechnung mit einer gewohnlichen 
fünfstelligen Tafel übertrieben genau ware und man andrerseits eine grijBere 
Genauigkeit, als  si^ der Rechenschieber bietet, erreichen mochte. 

Ein ,,WetteifernLL der Tafel mit dem Rechenschieber dürfïte jedoch in  
Bezug auf die Schnelligkeit sicher zugunsten des lctzteren ausfallen. 

Stuttgart. - - - -  -- P. WERKMEISTER. 

Graphieche T a f e l  zur Berechnung gewalzter, genieteter und holzerner Trager 
von Ing. T. Rieger, Brüun. K. 8,00. 

Bei der Bestimmung des Querschnitts von gleichmaBig belasteteri, an 
ihren Enden unterstützten Triigern rechnet man n a c h  den-bekannten Glci- 
chungen : M x=e w-.- 

8 '  k und 8 = e W ,  
in  denen M das Naximalbiegungsmoment, g die Belastung in ksJlm, 1 die 
Lange des Triigers, IV das Widerstandsmoment, k die zuliissige Druçk- 
spannung des benützten Matei-ials, 6 das Trtigheitsmornent des Querschnitts und e 
den Abstand der 5uBersten Faserschichte von der Neutralfaserschichte bedeiitet. 

Für diese drei Gleichungen sind die beiden graphischen Tafeln ent- 
worren, und zwar nach der Sletliode der fluchtrecliten Punkte. Eine An- 
nehmlichkeit dieser Methode, namlich da8 man in einfacher und übersichtlicher 
Weise an einer Skala verschiedene Bezifferungen anbringcn kann, ist mehrfach 
angewendet; auch die Moglichkeit, eine, zwei Skalensystemen gemeinschaftliche 
Skala nur einmal zu zeichnen, ist  auf der einen Tafel ausgenützt worden. 

Für gewalzte und genietete Sriiger erhiilt man den Querschnitt auf der 
Skala des Tragheitsmouientes, welche als Nebenbezifferung die ,,Profil- 
nummer" (nach den Typen des 6sterr. Ingenieur- und Architektonvereins) triigt. 

F ü r  holzerne Trager, bei donen gcwohnlich das Verhaltnis der Breite 
zur Rohe des Querschnitts ein gewünschtes ist,, wurde eine hesondere Tafel 
sntworfen, bei welcher die eine der auf den Querschnitt sich beziehenden 
Skalen zweierlei Bezifferung tri+$. 

I n  bezug auf die Ausführung der Tafeln wi re  zu wünschen, daU man 
stat t  der grauen Druckfarbe schwarze gewahlt hatte. 

Stuttgart. P. WERKMEIATER. 
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Viersteï i ige T a f e l n  u n d  Cfegentafeln fiir logarithmisches und trigono- 
metrisches Rechnen, in zwei Farben, zusammengestellt von Dr. Hermann 
Schubert, Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums. 2. Auflage. 
Leipzig 1903,  Sammlung Gaschen. Geb. A -.80. 

AuBer einem Anhanp, enthaltend die üblichen Bilfstafeln für Mathe- 
matik, Physik, Ast,rnnomie und Chemie enthalt daa Werkchen die vier 
T a f e h :  ,,Von der Zahl zum log!, von den Winkeln zu den Logarithmen der  
trigonometrischen Puuktionen!, von den Logarithmen der trigonometrischen 
Funktionen zu den Winkelnl und von den Logarithmen der Zahlen zu den 
Zahlen selbst!&' Durch die ganze Eammlung sind die Logarithmen braun, 
die übrigen Zahlen blau gedruckt. 

Ln bemg auf die R e i h e n f o l g e  der einzelnen Tafeln ware jedenfalls 
zu wünschen, da6 di- Gegerltafel zu der Tafel ,,Von der Zahl zuni log!" 
uniiiittelbar hinter dieser kame, ein Irr tum ware mohl durch den zwei- 
farbigen Driick ausgeschlossen. Noch niiher liegt aber der Wunsch nach 
einfarbigem schwarzen Diucke, da der schadigende EinfluB des blan-roten 
Druckes auf das Auge so gr00 ist, daB die Tafeln für  den praktischen Rechner 
in  der vorliegenden Ausführung überhaupt nicht in Betracht komnien küuncn. 

Der einzige Vorteil der Gcgcntafcln besteht in dem WegtBll der Inter- 
polation; bei der ersten TaFe1 ,,Von der Zahl zum log!L' kann jedoch bei 
einer Logarithmendifferenz von hochstens vier Einheiten der 4. Dezimale 
von eiuer Interpolationsarbeit kaurri die Rede sein, so daB fïir eirien einiger- 
maBen goübten Rechner die Gegentafel überhaupt entbehrlich ist. Auch 
die Gegentafel zur Tafel der Logarithmen der trigonometrischen Funktionen 
kann entbehrt werden, denn nach Wegfall der Gegentafeln bliebe genug 
Raum, um die Intervalle des Winkels zu verkleinern, so daB auch hier der 
Vorteil der Gegentafel verschwindet gegenüber dem geringen Nachteil eincr 
Interpolation mit nur einziffrigen Zahlen. 

Stuttgart.  P. WERKMEISTER. 

D i e  P o l h o h e  v o n  Potsdam. III. H e f t .  Veroff. d. k. preuB. geod. Instit. 
Neue Folge Nr. 20. 4'. 51 S. Berlin 1905 .  

I n  diesem Heft berichtet Kerr JI. S c h n a u d e r  über die abschlieBendcn 
Beobachtungen der seit 11393 von den Herren O. H e c k e r  und M. S c h n a u d e r  
in Potsdam in einheitlicher Weise vorgenommenen l'olhohenbestimmungen; 
in  direktem AnschluB an Heft 11 (Veroff. Neuo Folge Nr. 1; Berlin 1900), 
das die Jahre 1894 bis 1897 enthielt, behandelt die Schrift den Zeitraum 
1 P98/99. Von dem Detail der Bearbeitung heben m i r  nur k u n  einiges 
heraus: die Beobachtungen sind nach der Horrebow-Talco t t -Methode  
angestcllt, zu deren Ausübung ein vergleichsweise kleines Instrument (68 mm 
Offnung, 8 7  cm Brennweite) diente. Das Programm, eingebend ciargelegt 
in1 II. Eleft, umfaBte 10 gut urn den IIimmel herum verteilte Stern,mppen 
mit je 6 Sternpaaren. Für eine einzelne Polhohe stellt sich der zufiillige 
mittlere Fehlor auf k 0,"17, und es ha t  sich weder ein s~stematisch 
wirkender instrumenteller noch ein personlicher Pehler nachweisen lassen. 

Besonderes Interesse darf die im letzten Teil angebahnte homogene 
Bearbeitung des gesamten a n  demselben Instrument seit 1 8 9 3  gewonneneu 
und aus 6 5 3 7  Beobachtungen bestehenden Polhohenmaterials beanspruchen. 
Die schon von dem EinfluB der nach A l b r e c h t  angenommenen Breiten- 
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variationen befreiten Messungen zieht S c  h n a u  d e r  zu Nonatsmitteln zusammen, 
die nun einen deiitlichen Gang von jahrlicher Periode und 0,"06 Amplitude 
aufweisen. D a ,  was sich jetzt auBert, ist der EinfluB des durch den 
japanischeri Astronomen K. K i  m u r a  (Astron. Nachr. Kr. 3 783; 1902) ent- 
decktcn von der Lage des Beobnchtungsortes unabhiingigen, verSnder- 
lichen sog. z-Crliedes der Polhohenschwankung, dessen Erklarung bis jetzt 
noch nicht zweifelsfrei gelang. Beachtenswert und plausibel sind die Aus- 
führungen, die Herr S c h n a u d e r  dem T'hiinomen widmct; e r  neigt zu der 
Ansjcht, da8 das K i m u r a - G l i e d  den groBen Schwankungen zur Last fallt, 
denen die meteorologischen Verhaltnisse im Jahre untcrliegen. Sie zichcn ihrer- 
seits wieder eine jiihrliche Periode der astronomischen Strahlenbrechung nach 
sich, die aber nur  unter hesonders günstigen Umstiinden, wie sie LI. a. die 
Potsdamer Beobachtungsreihe in ihrer Genauigkeit und der groBen %ah1 der 
Messungen darbietet, von den vie1 @Beren zufilligen schwankuqen  getrennt 
werden kann. 

Der vorliiufige Endwert für die Polhiihe der groBen Kuppel aiif dem 
Hauptgebaude des Astrophysikalischen Observatoriums ergibt sich zu 

rp = + 52'22'55,"94 mittl. Fehler 0,"02. 

A. Marcuse. H a n d b u c h  der geographischen  O r t s b e s t i m m u n g  für 
G e o g r a p h e n  u n d  Forschungsre i sende .  Xit  54 Abbildungen und 
2 Sternkarten. Bo. X u. 342 S. Braunschweig, F. Vieweg & Sohn 1905. 

Schon var drei Jahren brachte der g l e i ~ h e  Verlag (Vieweg) ein Buch1) 
über denselben Staff von iihnlichern Umfange heraus. I n  der Rehandlung 
des Themas weichen indes beide Bearbeitungen erheblicli von einander ab. 

Herrn M a r c u s e s  Schrift zerfillt i n  vier Hauptteile. Der erste befaBt 
sich mit den Grundbegriffen der astronomischen Geogaphie, die durch einen 
klar und einfach geschriebenen Text und einige gut gewihlte Figuren er- 
liiutert werden. Das Kapitel enthalt alles das - und nur  das - dessen 
der Geograph zum vollen Verstandnis der rechnerischen und manuellen 
Operationen bedarf, die ihm im weiteren Lehrgang des Werkes erwachsen. 
Durchweg verzichtet der Verfasser auf eine strenge Entwicklung der Formeln; 
er begnügt sich vielmehr damit,  teils die Herlcitung anzudeuten, teils die 
Relationen nur  mitzuteilen oder plausibel zu machen. Der zweite Teil G h l t  
die reclinerischen Hilfsmittel auf; hier begrü8t man iusbesondere die ouien- 
tierende Besprechung der astronomischen Ephemeriden, Tafelsammlungen, 
Logaritbmentafeln und Rechentabcllcn, die für die Zwecke geogrnphischer 
Forschung in netracht kommen. Die Grundzüge der Interpolations- und 
~usgleichungsrechnung erfahren eine zu ~ n w e n d u n ~ e n  einfacher Art hin- 
reicheride Dai-legung. 

Das engere Thema der Ortsbestimmung beginnt im dritten Teil mit  
den instrumentellen Hilfsmitteln. Das Chronometer findet eingehende 
Würdigung, die sich auf Konstniktion, Verhalten und Behandlung erstreckt 
und die neuesten Untersuchungen herücksichtigt. Von den In~t~rumenten 
zur Winkelmessung werden nur zwei beschrieben: das Universal und der 

1) P. G Ü B  f e l d  t ,  Grundzüge der asti-onomisch-geographischen Ort~bestimmung 
auf Forschungsreisen. Braunschweig 1302;  vgl. diese Ztsçhr. Bd. 49, S. 1 8 3 .  
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336 Bücherachau. 

B u t  e n  s c h  on  sche Libellenquadrant. Die anderen Spiegelinstrumente (Sex- 
tanten. Prismenkreise'l verweist der Verfasser unter des astronomische Hüst- 
zeug des Seefahrers; dagegen haben +eue und vielseitige Erfahrungen 
ergeben, da8 ein zweckm2Big konstruiertes Universal das eigentliche 'Fak- 
totum' des Forschers auf Landrea'sen bildet." Demnach ist denn auf die 
Beschreibung des Universalinstrumentes, deiner Handhabung und Theorie 
liehevollc Sorgfalt verwandt; mehrere Abbildungen einzelncr Teile und 
ganzer Instrumente unterstützen die Anschaulichkeit des Voi-trages. 

Die Methoden der geographischen Ortsbestimmung (4. Teil), die IIerr 
M a r c u s e  naher diskutiert, sind naturgemki8 nur  solche, die sich a n  eiuem 
kleineren Reise -Universal ausfuhren lassen. F ü r  die Zeitbestimmung be- 
handelt er die einzelne Hiihe am ersten Vertikal und korrespondierende 
Hohen desselben Gestirns. Reicher bedenkt er die Breiteubestimmung: neben 
der eimelnen Eohe werden die Zirkurnmeridiauhohen, die Polarisliohe, eiuige 
Ersatzmethoden und die GauBsche Methode (Durchgange dreier Sterne 
durch den gleichen Almukantarat) erlautert. Die Lnngenbestimmung hin- 
wiederum beschriinkt sich auf Sternbedeckungen durch den Mond, Mond- 
hohen und Chr~norneterübertragun~en; die Vorausberechnung der Stem- 
bedeckungen wird in enger Anlehnuug an S t e c h e r t s  Tafeln gelehrt; der 
Abdruck dreier kleiner Tafeln ermoglicht eine einfache Anwendung. 

Ni t  ,,besonderen Problemen der geographischen Ortsbestimmung" be- 
schaftigt sich der Anhang. E r  setzt die geniiherte Ortsbestimmung ohne 
winkelmessende Instrumente nach I I a r z e r  auseinander, der zwei Vertikal- 
ebenen durch gespannte Schnüre festlegt und Sterndurchgange durch die 
so fixierten hzimuto beobachtct. In Verbindung mit der Ortsbestimmung 
im Luftballon gelangt d a m  die Auflosung spharischer Dreiecke mittels 
der blerkatorfuaktion zu ausführlicher und mit Recht befürwortender Dar- 
stellung. Der Note S. 310, die den Wunsch nach einer Neuherausgabe der 
Borgenschen Tafeln der Merkatorfunktion (vielleicht in  etwas anderer 
Redaktion) susspricht, mochte auch Ref. beipflichten. Für die aeronautische 
Astronomie erachtet M a r c u  s e den B u t  e n s  c h o  n schen Libellenquadranten 
als das geeignetste Instrument zur II6henrnessung und die abgedruckte 
Karte der Ballonfahrt A. W e g  e n e r s  von Berlin nach Beuthen gibt diesem 
Urteil Recht. Eine vierstellige Tafel der Merkatorfunktion, speziell für den 
Gebrauch im Ballon gedacht, bildet den SchluB des Buches, i n  dessen 
Rahmen übrigens die beiden angehangten wenig befriedigenden Sternkarten 
nicht hineinpassen. 

Nach Anlage und Ausführung erreicht die Schrift ihr Ziel. ein Hand- 
buch fur  den Geographen und Forschiingsreiscnden zu sein, durchaus; über- 
dies wird sie dom Studierenden bei Beohachtungen am Universal Nutzen 
bringen. I n  keiner Weise kommt der Verfasser freilich dem Liebhaber der 
Spiegelinstrumente entgegen, deren sich J. B o  h n e n b e r g e r ' )  und W. J o r d a n 2 )  
mit e b e n s o ~ e l  Sachkenntnis wie W'irme angenornmcn haben. 

StraBburg i. E. W m ~ a .  
- 

1) J. G. F. B o h n e n  b e r g e r ,  Anleitung zur geographischen Ortsbestimmung 
vor~üglich mittels des Spiegelsextanten, Gottingen 1795; 2. Aufl. Bearb. von 
G. A. J a h n ,  Gottingen 1852. 

2) W. J o r d a n ,  Grundziige der astronomischen Orts- und Zeitbestirnmung, 
Berlin 1885. 

-- 
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Die Bewegnng in der Ebene als Beriihrnngstransfoimation. 

Von FRIEDRICH SCHILLING in Danzig-Langfuhr. 
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Ableitnng der Savaryschen Formel ans der erweiterten Beriihrungs- 
transformation. 

In  folgender Figur 8 seien k und k, beliebig gegebene Pol- 
bahnen zweier Systeme E und El mit dem momentanen Pol S = SI 

Fig. 8 

(Y$ F; 6), c und cl irgend zwei einander entsprechende Kurven, E 
und El ihre Kri~mmungsmittelpunkte für ihren momentanen Berührungs- 
punkt D = D, und also 

r =  DE, r, =DE, 
Zeitschrift f. Yathemstik u. Physik. 51. Bans. 1906. 4. Hoft. 22 
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die Krümmungsradien. Ferner sei (zunachst von einer genaueren Vor- 
zeichenbestimmung abgesehen) 

e = S E ,  e , = S E ,  

und v gleich dem Winkel zwischen der gemeinsanlen h'ormalen der 
Kurven c, cl und der gemejiisanien morndaneri  Tangente der Polliühnen. 
Die Euler-Savarysche E'wnzel lautet dann in der gewohnlich gegebenen 
Form: (i - :) sin b= C ,  

wo 0 in jedem Momente eine Kon~tante  ist. Und zwar kt, da ja auch 
k und k, einander entsprechende Kiirven sind, 

mo e* und el (wieder zuniichst vom Vorxeichen ebgesehen) die-Krüm- 
mungsradien von k und k, fiir den momentanen Pol sind. Die Kine- 
matik zeigt ferner, daB auch 

(64) 
O c = -  
u 

ist, TTO w die ,,motnentane relative Winkelgeschwindigkeit des Systems 4 
in  L'", u die ,,momentune WechseZgeschwindigX-eit des Pols .SL' bedeutet.') 

Die Snvarysche Ebrmel gibt also einen einfmhen Zusammenhng 
a?z zwischelz den Krümmungen irgend zweier entsprecheitrlen Kurven der 
Syskme Z, El. 

Doch ist es notwendig, die GroBen e, el und ebenso r ,  r, auch 
hisichtlich der Vorzeichen und analug die GrGBe v eindeutzg zu d e 6  
nieren, was bei der kinematischen Ableitung der Savargschen Formel 
in den Lehrbüchern der Kinematik zumeist nicht geschieht. Wir b e  
trachten zuniichst allein unseren speziellen Fa11 der ZuBeren Kreis- 

1) Vgl. z. B. B u r m e s t e r ,  Lehrbuch der Kinematik,  Leipzig 1888 ,  S .  125 
oder Encyklopiidze der mathematischen Wissemehaften, Ud. 1'7, 1 (Artikel Schoen- 
f l i es  und G r ü b l e r ,  Kinematik) S. 214 (an der letzten Stelle i d  indes durch einen 

u w 
Druckfehler - statt - gesetxt.) 

6l W. 
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u;o je itn System 22 und Z, die positi~e Riclztung der momerdan mfeinander- 
gefallenen LNormalen SD utzd S l D ,  unabküngig vota einander nach S .  298 
durch die Wiakel A. + y ~ n d  A, + u, der Likenelemente in Il, Il, frs& 

gelegt id. Diese beiden positiven Richtungen von S n  und Sl Dl kiinnen 
(beim Zusamrnenfallen der Normalen) übereinstirnmen oder nicht; je 
nachdem ist nt eine grade oder eine mgrade Zahl (vgl. Gleichung (47c) 
S. 303). Endlich sei 

X ,,=-- 
2 y 

oder 
s i n v  = cos p = (- l)m COS p17 

wo p und pl eindeutig die zum gemeinsamen Linienelement der Kurven 
c, cl gehorenden Winkel in den Systemen 2, 2, sind (vgl. S. 299 und 
die Gleichung (47b) S. 303). Entsprechend sind die GrfiBen e*, e;, r*, r;, 
l*, I;, v*, y*, p; für die an die Stelle von c, cl tretenden Kurven k, kl 
definiert (es ist hier aber stets 2' = 1; = O, also r* = e* und r; = e;, 
und p* = O oder +. IG, ebenfio y; = 0 oder * n). 

Nach diesen Festsetzungen lautet die aueh hinsichtlieh dm Vor- 
#cichen richtige Form dm Suvary'scl2~n Iibrmel: 

ist. ') 
- Auf den Beweis dieser Formel, wie ihn die Kinematik lehrt, wollen 

wir natürlich hier nicht eingehen. Doch sei schon hier hervorgehoben, 
da8 die Formel (65) ganz allgemein für beliebiye Yolbuhwn gilt, wie wir 
spater noch naher sehen werden (S. 354), wenn wir auf letztere die ge- 
-- -- 

1) Bei Einführung der GrX3en A,  M, L an Stelle von I ,  p, 1 (vgl. Anm. S. 301) 

fallen die positiven Richtungen der Normalen S D  und S,D, stets zusammen, 
d. h. es ist stets 

M = M, , cos M = cos Ml 

(vgl. die Gleichung (47b) S. 303). Die Savarysche Formel Iautct dann einfaeher: 

(4 - é) cos M = C, 

* -C 
wo e = SE, e, = 8, El ist. (Da nur cos M in dieser Formel vorkomuit, k6nnte 
man auch eine beliebige unter den beiden Richtungen der Normalen des Linien- 
elements a h  die positive auszeichnen und nnter M in der lctzten Formel den - 
konkaven oder konvexen - Winkel dieser Richtung mit der durch h;i gegebenen 
Richtung, d. h. der positiven Normalenrichtung der Polbahn für reelles A ,  ver- 
stehen ) 

22 * 
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m u e  Definition der eingeführten G r 6 h  übertragen. Einstweilen aber 
bleiben wir bei unserm speziellen Falle der aufleren Kreisbewegung; 
für ihn ist insbesondere 

(64 ") 1 1 a + b  c=-  +---- 
b a a b '  

d. h. 
22. I m  F a l k  der Kreisbewegung ist die Grope C nicht nur in 

jedem Nmente,  sondern üherhaupt für den ganeen Veulauf der Bewepng 
eine Konstante. 

Unsere Aufgebe sol1 es nun sein, die Beziehung der Savarysehen 
Forme2 (65) zu der ,,erweiterteni' Berührungstransfornaation oder dw 
,,0~7cu2ationstransfmmation'~ azcfzudecken. An die Spitze der Betrachtung 
tritt dabei die folgende Definition: 

Unter der ,,Erweiterun$' ~ i n e r  gegebenen Berührungstransformtwn 

(53%b,c) $1 = X(X, YJ PL Yi = Y(x, Y, PI, PI = P(x ,  Y, P) 

versteht man die dureh die Hinzzcfügung der Gleichmg 

erweiterte Transformation der Variablen (x, y, p, q) in die Variablen 

(XI, YI? Pl, !Id1) 
Die wesentliche Eigenschaft der erweiterten Berührungstransfor- 

mation beruht in folgendem: 
Jeder ,,KrümmungseZementverein('~ wird wieder in einen solchen über- 

geführt, eine Eigenschaft, die fiir das Bestehen der Transformation 
(53a,b,c,d) auch hinreicheud ist (natiirlich zusammen mit der Eigenschaft, 
daB jeder Linienelementverein wieder in einen Linienelementverein über- 
geführt wird). 

Wir  behaupten nun: 

23. Die Gleichung (53d) zst mit der Savarysehen Ebrnzel im Wesen 
identisch, d. h. die mweitmte Berührungstransformntion findet geradezu 
in der S a v a r y  schen Formel ihrem dusdrucl;. 

_f 

Da die oben eingeführte GrtiBe r = DE (abgesehen vom Vorzeichen) 
gleich d e u  momentanen Krümmungsradius der Kurve c ist, so gilt zu- 

1) Das Nahcre gibt in kureer Dar~teiiung z. B. L i e b m a n n ,  Lehrbueh  de^. 
Differentialgleichungeli, Leipzig 1901, 5 20, S. 104ff. 

2) L i e b m a n n ,  1. c. S. 106. 
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oder nach der Gleichung (28c) S. 296: 

Man überzeugt sich mit Hilfe der Formel: 

leicht, daB diese Gleichung nun auch hinsichtlich des Vorzeichene Ètets 
richtig ist. (Vgl. als Beispiele die Fig. 9a,b). Analog gilt: 

Die Savarysche Formel (65) IiBt sich daher in die folgende Forrn 
überführen: 

(65 ') cos PL-_ - cos p -- 1 1  

1 1 - C = a + b ,  
'' + a, si is  (<+~ i i~ )  ' + p sinS (A + p) 

die wir fiir den Nachweis unsrer obigen Behauptung eugrunde legen 
wollen. Und zwar wollen wir diesen Nachweis in doppelter Weise führen: 

Fig. 90 .  

1) indem wir mehr geometrisch-anschaulich gemLB der soeben 
(S. 340) angeführten wesentlichèn Eigenschaft der Oskulationstransfor- 
mation direkt die Gleichung (65') ableiten, 

II) indem wir rein andytisch die Gleichung (53d) iu die Gleichung 
(65') überführen. 

1. Von den drei Krümmungselementvereirien, die es überhaupt gibtl), 
niimlich der Gesamtheit der Krümmungselemente desselben Liuienele- 
ments (x = xo, y = y,, p = p,), einer Kurve (y = f(x), p = f f (x) ,  p = f " ( x ) )  
oder eines Punktes (x - x,, y = y,, g = 00; ,,Nullkreis'? kommen er- 

1) L i e b m a n n ,  1. c. g. 105. 
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sichtlich allein die beiden letzten für unserm Beweis in Betrachtl), mit- 
hin nur die beiden Palle: 

u) Im System E ist eine Kurve mit ihren ~ r ü m m u n ~ s e l e m e n &  
im System El die e~itsprechende Kurve mit ihren Krümmungselementen 
gegeben, 

/3) im System 2 ist ein Punkt mit seinen Linienelementen, wobei 
q = cm ist, und im System 2, die Rahnknrve dieses Punktes mit ihren 
Krümmungselementen gegeben (oder auch in El ein Punkt und in 2 
dessen Bahnkurve). 

ad a) l m  ersten Falie sei durch die drei (reguliiren) Funktionen 
des Parameters 6: 

A = 'Pl (4 > 

P7) - Y = 9)s ('), 
#! = 'PY (4 

die Kurve in 22 bestimmt; zwischen ihnen muB jedoch eine Beziehung 

Setzt man für p und die partiellen Differentialquotienten ihre Werte 
aus den Gleichungen (28a,b,c) S. 296 ein, so kommt: 

sin(A. + p).[(acosA. + ~ c ~ s ( A . + ~ ~ ) d l + # ! ~ ~ s ( A + p ) d ~ + s i n ( A + ~ ) d l ]  

= - cos(A. + y)[ ( -a  sini.-Zsin(A.+p))d~-Zsin(A+p)dp+~os(A+~)dl] 

oder 

(68) asinpdA = - d l ,  
d. h. 
TVmzn die durch die Gleiclzunyen (67 )  bestimmte Scltar von ool Linien- 
elernentm eine Kzcrve bilden sollen, müssm jene die Uedingmg (68) erfzillen. 

Fiir die durch die Gleichungen (67) und (68) bestimmte Kurve 
im System E ist d a m  weiter: 

1) Denn aus der Bedingung, da8 einem Linienelement mit seinen Kriimmungs- 
elementen im System Z wieder ein Linienelement mit seinen K~rnmungselementen 
in .El entspricht, folgt keinerlei Beziehung zwisçhen den Gr6Ben p und pl. 
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oder nach der Gleichung (68): 

Hieraus folgt 
1 - a cos g d L  t + T -  ---- 

8""IL + P) dA+dlJ  
und 

cos p 
-- -- 1 

- ( l +  %). 

Ebenso ergibt sieh: " 

cos pl 
- = + 1 (1 + $>). 

1 
4 + G i n s  (I.~ fil) 

1 

Nun ist nach den Gleichungen (47a,b) S. 303: 

Folglich ergibt sich schlieBlich durch Subtraktion der Gleichungen 
(69 a,b) die Gloichung (65'), d. h. 

Im ersten Falle, wo in den Systemen Z und Z; enkprechende Kurven 
vorliegen, befXedigen deren entspcchende Krümmunyselemente die Glei- 
chzcng (65'). 

ad p). Im z w e i h .  Falle .sei im Systeni, E ein Punkt x = xo, 
y = y, mit q = w und irn System Z, die entsprechende Kurve mit 
ihren Krümmungsclementen gegcben. Es ist jetzt: 

oder 
d x = O  und d y = O ,  

y 2 d L  + ypdp + $dl  = O 
oder 

oder 
d A  = - l d a ,  

(70a, b, c) d p  = (1 + a cos y) d ~ ,  
d l  = u l s i n p d ~ .  

Nebenbei bemerkt gilt also auch hier die Gleichung (68), so daB sich 
der Sa& ergibt: 

24. Die Gleiclmngen (67) stellen in Verbindung mit  den Gleîchungen 
(28% b, c) S. 296 stets dann und nur d a m  &en Linienelementverein d m ,  
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wmn die Fzcnktionen rg, die Gleichung (68 )  erfüllen. Dieser Linieelement- 
eierein bestelzt iiberdies aus den Innienelementen desselben Punkta, wmn 
mch die Gleichungen (70a, b) erfüllt sind. 

Bus den Gleichungen (70a, b) folgt aber weiter für q = oo wie im 
vorigen Falle die Gleichung (69a): 

cos p COB p 1 d - _ -=  
1 1 - -(l a + $1, ' + q 8inS (t + p) 

d. h. 
Auch im zweiten Falle, wo irn Systena.Z ein Nulllireis, im Systelu 

El die entsprechende Kurve uorliylt, befriedyen die entsprechenden Krüm- 
mungselemente wieder die Gleichuy (65'). 

Hiermit ist d a m  nach der ersten Nethode der Satz 23 bewiesen. 
II. Bei der in Aussicht genommenen zweilen Methode für diesen 

Beweis gehen wir aus von der Gleichung S. 340: 

E s  genügt die Beschrankung auf die Umgebungen entsprechender Linien- 
elemente (x, y, p) und (r,, y,, pl); wir wahlen daher der Einfachheit 
halber wieder n = n, = m = 0, was ja auch durch zweckmiiBige Wahl 
der Koordinatensysteme sich stets erreichen la&. (VgL S. 310, ins- 
besondere die Gleichungen (47'a, b, c) daselbst.) 

E s  ist jetzt 

oder nach den Gleichungen (47'a, b, c) 

und ferner 
a A D . , = D  a w  ,, 1 1 ,  D S - = D  ax 12 

(vgl. die Gleichung (30s) S. 297) und Di, die zugehorigen Unter- 
determinanten des Elementes der iten Zeile und liten Kolonne bedeuten.') 

1) Baltzer 1. c. S. 142, 5 12,2. 
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und analog, da p)  = O ist: 

(72) D - ~ P : + P P : + ~ P ~ = - ; P : ' - ~  t p p . 4 .  

Nun ist nach den Gleichungen (28a, b,  c)  S. 296: 

a sin p 
=qalsinp+------ sins ((1 + ri.) 

Also folgt hieraus und aus den Gleichungen (29a, b, c) S. 2%: 
1 

(71') D~(~+p~~+~z~)=-~[Gsini,-2~sin(~~+p~)]-[-~~-~~~~+~] 
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oder unter Benutzung der Gleichungen (47'b, c) S. 310: 

oder 

wo wie oben in der Gleichung (64") S. 340. 

a + b  c e -  - 

ab 

ist. Analog i d  

Durch die Gleichungen (71") und (72") goht d m  die ursprüngliche 
Gleichung (53d) S. 344 über in 

oder 

- Pc + - , ( c o s p - 1 C )  
1 
-- - - 

q sin8 ( I  + u) 

41 sin"(L, + BI) - 1 

+ 8inS (L +%) C + coa p 

oder (wieder im Hinblick auf die Gleichung (47'c) 8. 310): 

Hieraus folgt aber unmittelbar die S a v a r y  sche Formel (65') S. 341, 
so dafi damit der Xatz 23 S. 340 auch nach der zweiten Methode be- 
zuicsen id. 

Ausdrücklich wollen wir noch hervorheben, daB dieser neue B 4  
weis der Savaryschen Formel sowohl f ü r  reelle wie für nicht reelle 
Krümmungselemente gültig ist und wegen dieser Allgemeinheit wesent- 
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lichen Vonug  vor allen andern bekannten Beweisen der Kinematik 
besitzt. 

Unter Benutzung der Savaryschen Formel (65') ergibt sich nun 
weiter sogleich der Satz: 

25. Die erweiterte Bmührung.stran,~format~n (odw die Oskulations- 
transformation) der a u ~ m e n  Kreisbeweyung wird durch die früheren 
Gleichungm (28a, hl c), (Zga,b, c) S. 2.96 ugtd (47a, b,c) S. 303 unter Hin-  
zunahme der ileuen Gleiclzungen 

(28 d) 
1 e 

y=--. x 
sinB(2+,u) cos ,u-rl' Y i' 

(29d) y,= 
1 €1 

sina (11 + pl) cos pl - el 1, ' 
und 

(47 4 E, = %+O a b  + s 
gegcben. 

Die geometrische Bedeutung des neuen 
Parameters E (und ebenso die von el) ergibt 
sich aus der Formel 

--i 

wo e = S B  und E der Krümmungsmittelpunkt des Krümmungselementes 
ist (Fig. 10). 

Für die Funltionuldettu-minante der Osh-u7ati~zstransfol-)nation end- 
lioh ergibt sich: 

~ ( ~ 1 7 ~ 1 , ~ 1 , ~ 1 )  

(74) 
a ( 2 1 , - ~ i r q i j  a ( ~ . I , ~ l u l )  w l , ~ l i ~ I i ~ l )  -- - a (2, Y, pi P) 2 (xi Y, P, 4) ' XI-. P, 1, e) 

a (1, el 1, e) 

oder mit Hilfe der Gleichungen (30a,b) S. 297 

Das niché identische Versühwinden der Funktionaldeterminante zeigt 
also unmittelbar, dafj wir es mit einer regularen Transformation zu tun 
haben. l) 
- -- 

1) Vgl. Lietirn ann ,  1. c. S. 109 
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348 Die Bewegnng in der Ebene als Berüh~ngstraneformation 

Die Beriihrungs- und Oskulationstransformation der al1 ge mei n en 
ebenen Bewegnng. 

E s  seien jetzt auxi beliebige Kurven k und k, ais Polbal~nen der 
Systeme Z, El gegeben (Fig. 11). Da durch ihre dbrollung aufeinander 
jedem Punkt des Systems X eine Bahnkurve im System Zl und um- 
gekehrt jedem Punkt in Z; eine Bahnkurre in ,Y enbpricht, so gilt 
dem Satze 3 S. 283 gemiiB sogleich aucli hier: 

26. Durch die Abrollung (7er Polbnhnen aufeinnndw ist zi~;isclm 
den ebenen Systemen E und Zl eine Berühm~ngstransfwmatio~t festgelegt, 
die wir  d a m  die , , B e r ~ / i r u ~ z g s t r a ~ s f t i o n  der (allgemeinen) ebenejz 
~ e w e & n ~ ' '  nennelz wollera. 

Wir  gehen jetzt dam über, wieder die Gieichungen dieser Ue- 
rührungstransfornzcition aufiustellen; wir werden sehen, daB dieser all- 

Fig. 11 

gemeine Fa11 sich nicht wesentlich von dem speeiellen der K r e i ~ b e w e p n g  
unterscheidet, so daB mir aiich die Einzelheiten nicht nochmals aus- 
führen wollen. 

Die beiden Polbalmen k, k, seien je auf ein rechtwinkliges &?;l- 

oder &ril-Koordinatensystem bezogen und sogleich durch je ein Glei- 
chungspaar mit dem Parameter s und s, gegeben, wo s und s, die 
Bogenlangen der Kurven, von dem anfanglichen Berührungspunkt S, 
aus gemeusen, bei gegebenen einander entsprechenden positiven Rich- 
tungen auf den Kurven bedeuten (Fig. 11): 
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iet.') F ü r  die Umgebung der in Betracht kommenden Stelle s = s, 
seien die 4 Fuliktionen dieser Gleichungen (73a, b) regulür vorauc  
gesetzt. 

Wir  machen nun sogleich ganz den Gleichungen (28a,b,c), (29a,b,c) 
S. 296 und (47a,b,c) S. 303 entsprechend den folgenden Ansatz, der für 
die Umgebungen zweier entsprechenden Linienelemente (x, y, p) und 
(xi, y1, pl) unter Zugrundelepng derselben soeben eingeführten Koor- 
dinatens~steme gelten soli: 

Hierbei sind dann die GroBen 1, p, Z (und ehenso A.,, y,, II) 
lytisch wie geometrisch in analoger Weise wie auf S. 296ff. definiert, so 
daB auch die Ungleichungen 

(32) O I I + i < n  - 

(33) - n < I < n  

wieder gelten sollen. ') 
Für gegcbene Werte  x,y,p gestatten namlich die Gleichungen (7 7a,b,c) 

und (79a,b) umgckehrt die entsprechenden Gr6Ben s, A. + y, 1, A folgender- 
- 

1) Vgl. deswegen z. B. S cheffers,  Einführung in die T h e o ~ i e  der f i r v e n  
in  der Ebene und in1 Raunle (Anwendung der Difieferenhial- und Integralre~hnun~ 
anf Geometne, Bd. 1), Leipzig 1901, S. 5. 

2) Um den Vorgleich mit dem obigen epeziellen Falle der Geisbewegung 

dnrchführen zu konnen, soi bemerkt, da6 dort 1 = A,  I ,  = - 5 für die Um- 
a b 

gebuugen von s = s, = O ist. 
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350 Die Bewegung in der Ebene als Benihrungstransfomation. 

maBen EU berechnen: Aus den Gleichungen (77a,b,c) folgt zunkichst zur 
Restimmung von s die Gleichung 

(x - f ( 4 )  + P (Y - ?1(4) = O,  

woraus ein oder mehrere Werte für s sich berechnen lassen. Von 
diesen werden wir indes einen als bevorzugt auswiihlen, aiif dessen Um- 
ge'bung wir uns auch in der spiiteren Rechnung beschriinken. Nach 
den Gleichungen (79a, b) ist dann zu diesem ausgewahlten Wert von s 
der zugehorige Wert von Â in Rücksicht auf die ~ n ~ l e i c h u n g e n  (33) 
eindeutig bestimmt. Der Winkel A ist, falls er reell ist, den Glei- 
chungen (79a,b) gemaB geom~trisch wieder der positive oder negative 
Winkel, durch den man im entsprechenden Sinnc die positive x-Achse 
drehen mnB, bis sie zum ersten Male mit der Normalen der Polbahn ic 

(vgl. S. 299) zusammenfallt. Hierdurch ist dann aurh die positive 
Richtung der Kormalen festgelegt. 

Weiter gelten noch die Gleichungen 

(82 b) n + p = a r c  cotg (-p), 

1 =-"-LW - Y - îI 
cos (1 + p)  - sin (1 + p)' 

welche den Ungleichungen (32) gem5B auch die GrGBen Â + p, 1 und 
damit p eindeutig bestinimen. 

Besonders hervorheben müssen wir indes noch, was der Vergleich 
der Formeln (81b, c) mit den Formeln (47b,c) S. 303) erkennrtn liBt, daB 
wir die Zahl nz von vornherein der Einfachheit halber gleich 0 gesetzt 
haben, da sich dies durch geeignete Wahl  der Koordinatensysteme stets 
erreichen Mt, falls es nicht schon von vornherein der Fall ist. 

W i r  werden jetzt nachzuweisen haben, daB 

mstens durch den obigen Ansatz der Gleichungen (ri)-(81) eine 
Berührungstransformation zwischen den Linienelementen (x, y, p) und 
(xi y, pl) bestimmt wird und 

zweitens diese Berührungstransformation in der Tat mit der im 
Satz (26) bereits auf geometrischem Wege gefundenen übereinstimmt. 

ad 1. E s  folgt zunachst aus den Gleichungen (79a,b): 

Nach der Gleichung (76a) ist aber 

(76'a) E'(s) . C;"(S) + ~ ' ( s ) .  ~j''(s) = 0. 

1st daher in den Gleichungen (83) 17' = 0, BO ist nach den Glei- 
chungen (76a) und (76'a) notwendig 5'3 O und k"= O, d. h. es ist d a m  
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d l .  . 
allein der Quotient als Wert  für Tis in den Gleichungen (83) zu 

F 
dl. 

benutiei. Anf jeden Fa11 ergibt sich: Der Differentialquatient & ( m d  

wo R und R, die (positiven oder negativen) ErümmungsradiFn der Pol- 
bahnen für die Werte s und s, bedeuten. 

Ee ist nun (vgl. die Gleichungen (30a,b) S. 297) die Punktional- 
determinan te : 

Ebenso ist 

(8.5 b) 

Also folgt 

a(z V P )  ' - 1  - cos p 

a (8, B, i )  sinP (1 + P)  
f O. 

oder nach den Gleichungen (Bla ,  b, C) 

(yg]. die Gleicbung (57) S. 311), d. h.: Unser Ansatz steUt in der Tat 
eine Transformation der Linienelemente (x, y, p) und (x,, y,,p,) dar. 

Damit diese Transformation eine Berührungstransformation ist, muB 
allein die Gleichung 

dy, - Pl as, = Q (dy - p d x )  

erfüllt sein, wo der Faktor Q (x, y, p) + O ist (vgl. die Formel (56) S. 310). 
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352 Die Bewegung in der Ebene &la Berührungatmnsformation. 

E s  ist nun . 

d y  -pax = ( f d s  + ypdp + ? /d l )  - p ( P d s  + f l d y  + $d l )  

oder nach den Gleichungen (77a, b, c) und (79a, b): 

s i n p . d s + d l  
d y  - pdx  = sin i l  + r r )  . , . .  

und analoa 

Folglich ergibt sich nach den Gleichungen (8 1 a, b, c) : 

Wir wolien noch auf die aus den Gleichungen (86) und (87) 
folgende Beziehung hinweisen: 

(88) 
a (51i Y,? pl) 

a (x, y; PI = p27 

eine Gleichung, die für jede Berührungstransformation gilt (vgl. Satz 19 
S. 311). 

ad II. Was den geforderten zweiten R'achweis betrifft, ao fol@ 
aus den Gleichungen (77a, b), (78a, b) unseres Ansatzes unmittelbar: 

oder, wenn wir noch 

z = x + iy, z1 = 2 1  + i ~ 1 ,  

t =  5 + i 7 ,  Cl = 51 + i 7 1  
setzen: 

(90) SL,+ iB,=(z -g(s ) ) -e -" -  (2, - fi (s)) e-12i - 0. 

Wir  stellen ganz ahnliche Betrachtungen an, wie wir aie für den 
speziellen Fa11 auf S. 283 diirchgeführt haben. Wir  denken etwa für 
jeden Wert s das ursprüngliclie xy-Koordinatensystem durch eine solche 
Parallelverschiebung, die den Anfangspunkt in den momentanen Pol 
der P o l b a h ,  d. h. in den Punkt S oder t (s), verlegt, und durch eine 
daun erfolgende Drehung durch den Winkel A- in ein neues (x),(y)- 
Koordinatensystem übergefirhrt, so daD also die neue (x)-Axe mit der 
positiven Normalenrichtung zusammenf~llt (Pig. 12). D a m  stellt 
(z  - f (s)) e-'l den neuen komplexen Wert des Punktes dar, der im 
alten System durch den Wert z gegeben ist. Analoges gilt für das 
@lied (a, - cl (s)) e-'" . Rierbei fallen dann die neuen (z), (y)- und 
(xl), (2/1)-Koordinaten8ysteme zusammen, wenn die Polbahnen sich im 
Punkte S = SI berühren. 
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Von .FEIEDIUCH SCHILLWG. 353 

Hieraus folgt: 

27. Die Gleichung (90) steilt für jedefa bestimmten Wert z ,  d. h. 
fir jeden Pmkt  des Systems Z die entspechende Bahnkurve im System Zl 
dur und umgekehrt für jeden bestimmten Wert z,, d. h. für jeden Punld 
des Syslenzs Zl clic entsprechende Buhnkurve im System Z, und zwar 
jedesrnul mit (lem Purumeter s, du ju nuçh ùen Gleichu~agm (79a,b) und 

Fig. 12. 

Wir geminnen daher das Gesamtresultat: 

28. Die durch die beidm gegebmen Polbahnen k ,  k, bestim& 
,,Beriihru~struy1sf~rnution der Xewegung" wird in der Tut analytisch 
durch die Illazptgleichungen (77a, b, c), (78 a, b, c), (81 a, b, c) und die Bilfs- 
gleichzwyelz (79 a, b), (80a, b) durgestellt, und zzcur sind die aus ihnm ab- 
geleitetea Gleiehuqen (89a,b) oder (90) die charukteristischen 
G l e  içhungen dieser Berührungstransformatim mit dem Parameter S. 

Das ansehauliche Erfassen dieser Berührungstransfomation endlich 
wird den Siitzen 15-17 S. 305-307 entsprechend durch folgende 
Realititstheoreme geliefert: 

29. 11% der (mehr odm uieniger ausydehnt 'geu;&hltew) Umgebuq 
des reellen W e r h  s = s0, uuf die wir uns heschrünk~i, entspricht nur 
jedenz solehm rmllen Lilzienelement (x,y,p) wiedm ein reelles Linien- 
element (xi, y,,~)~), dessen Normale die Polbahn k in eiizem wellen 
Punkte S in  der Umgebuny von S, = [g (s,), q (sJ] schneidet. 

30. Die s o  einunder entsp-echendm ree1ie)r finienelemente (x, y, p )  
wnd (xl, yl,pl) liommen bei der Abrollung der Polbahnen k, k, grade 
d a m  srhr Decku,ng,- wenn diese sich momentan i ~ n  Punkte S berültren. - 

Zeitachrift f. Mathematik u. Phyeik. 54. Band. 1906. 4. Heft. '23 
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354 Die Uewegung in der Ebene ale Berührungstrensformation. 

Wir gehen nun auch zur wweiîertm Bwührungstransforlnntion (oder 
Osk~ulationstransf~~~nation) der ullgemeinm Beujepng über und stellen 
uns zunüchst wieder d.ie Azifqabe, die Savurysche Formel abzuleitm. 
Doch wollen wir uns auf die erste der beiden S. 341 angegebenen 
Methoden beschriinkeii und auch wegen der Einzelheiten dorthin verweisen. 

ad a). E s  wird jetzt: 

oder  nach den Gleichungen (77a, b, c )  S. 349 (vgl. die Gleichung (68) 
S. 342): 

Also mird 

d p  - - p S d s + ~ " d p  - 
d x  x 'ds  + x U d p  + z'dl 

oder mit Hilfe der Gleichung (91): 

g . sing (A + y) = - -- 
~ L + ~ C L  

l d l +  l d p +  c o s p d s  
oder 

Ebenso ist 

Nach den Gleichungen (81a, b) S. 
Savary sche Forrnel: 

349 folgt daher schlieBlich die 

(93) 
COS Pi cos p dL-d;S ,  - - -- - - -- - - 

1 1 d s  = C, 

1 1 + B 6 i i n s ( 8 1 + ~ )  l + p p  ¶ f3ins (1. f P) 

(vgl. die Formel (65') S. 341). 

ad f i ) .  AUS dx = O und d y  = O folgt, wie auf S. 343: 
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Von F a ~ n n r c a  SC~ILLIXG. 

Folglich gilt hier (für q. = w) nach den Gleichungen (94a, b): 

(92'a) cos p - cos p d l . + d p .  - - -- 
1 

1 - -- 
1 d .v 

4 a m 3  (1 + P )  

Die Gleichungen (92'a) urid (92b) zeigen d a m  aber wieder dcw 
Bestehen der S a v a r y  schen Formel (93). Wir erhalten daher das 
SchliiBergebnis: 

31. *4uch im Eàlle dcr dlyemeinen ebenen Bewegu~yl ist die Savar ysche 
Forrnei der Azcsdruck fiir die Erweikrung der suge7~6rigm Berührungs- 
transformation sur OsX.'~latiol~~transformati0n. 

Für den Parameter C dieser Porxnel femer ergibt sich unmittelbar: 

wo die GroBen w, zc, R, RI die in den Formeln (64) S. 338 und (84a, b) 
S. 331 ausgesprochene Bedeutung haben. 

32. Ber Paramekr C der Savarysche~z Formel ist aZso gleich dew 
Quotienten aus der rnometztanen Winh.el.ge.esrhwindi&it des System 2, 
in 2 und der tnomentanen Wechselgeschwindigkeit des Pols odw gleich 
der Differenz der nzome~tanen Kriia~nzungen der PoEbahnen. Dies ergibt 
weiter den auch aus der Kinematik bekannten Satz: 

33. I n  je&m Moment kann man, was die Krümmungelz je aweier 
mtsprechmden Kurven der Systeme Z ulzd .El in ihrem mtqenblicklichen 
Berül~rrcngspunkt (d. h. die Beziehung der Gr$en x, y ,  p,  q und 
xi, yi, pl, pl zu einander) betrifft, die I'ol7curven durch ihre Krümmz~ngs- 
kreise ersetsen, was besonders auc7z für geonzetrische Ko~zstruktionela in 
Betracht kommt. 

Was endlich die erweiterte Berührungstransformation selbst betrifft, 
so konnen wir wieder (dem Satze 25 S. 347 entsprechend) den Satz aufstellen: 

34. Die erweiterte Berührungstransformation oder die Oskulations- 
tra~zsformatiort der ailgemeinen ebenen Bewegung wird durch die firmeln 
(77a,b, c)-@la, b, c) S. 349 unter Hinaufiigung folyender Fmmeln bestimnzt: 

1 
9 1  = 

sin3 (5 + pl) cos pl - q Z 1  
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wo nach den Gleichungen (83) S. 350 und (84a, b) S. 351 

Die geometrische Bedeuturig der ncuen Parameter E und E ,  ist die 
gleiche wie in  dem auf S. 347 besprochenen speziellen Falle. 

35. LTm also jefzt bei gegebenen Polbahnen (vgl. die Gleichungen 
(738, bJ S. 348) zzu einem gegebenen Xrümnzuizgseienwnt (x, y, pl p) in  Z' 
dus entspechende x,, y*, pl, y, (bei der Beschrankung auf  die Uwgebung 
von s = s,) zu bekommen,, bestinzmt mura zunacl~st  aus x, y, pl q durch 
Auf lüsuny der Gleichungen (77 a, b, c, d) und (79a, b), (9Ga) die Gr0/3en 
s, p, Z, E ,  A, R (cgl. die Gleiehungen (82a, b, c) S. 350), zco s der Um- 
gebung von s, angehol-en moge, dal-azcf aus d iesm lzach den Gleicliunyen 
(81 a, b, c, d), (80a, b), (96b) die ent .qmchewen Gropen s,, p,, Il, E , ,  A,, I I ,  
und schZhli@ich aus letzteren naclz den Gleicl~z~ngen (78 a, b, c, d) d?e 
geszcchkn G'r613en x,, y,, pl ,  y,. 

1 

§ 7- 

Veranschaulichnng der Be~ührungstransformation der Kreisbewegung 
durch die Illodelle. 

Die zunachst zum Studium der Verzahnungstheorie herausgegebenen 
Modellel) eignen sich in vorzüglicher Weise nun auch zur Ver- 
anschaulichung der in1 vorstehenden entwickelten geometrisehen Eigen- 
schaften unserer Berührui~gstransfomationen. Wir  wollen im folgenden 
die einzelnen Modelle in dieser Hinsicht kurz besprechen, und zwar in 
der zweckm:iiBigen Reihenfolge und Zusammenstellnng, wobei auf die 
Abbildungen der Modelle verwiesen sei.') 

Jlodell X X I V  Nr. 1. Das Modell verailschaulicht bei den sich 
azc/3erlich berührenden Polkreiseri grade die Vei-hiiltuisse des Falies, 
der von uns ausführlich in den $5 1, 3-5 besprochen ist. Es zeigt 
im einzelnen die Bnhnkurven (eine verschlungene, gespitzte und gestreckte 
Epitrochoide), welche 3 Punkte des einen Systems, etma von 2, im 
andern System El beschreiben, oder m. a. WT., es rcranschaulicht, wie 
die Linienelemente dreier Punkto im System Z den Linienelementen 
in1 System Zf eiigeordnet sind. Und zwar ~ i e h t  inan bei der Rewegung 

1) Vgl. die Aum. S. 281 und iusbesondere in den dort geuannten Abliandlungen 
die beigegebenen vier Tafeln mit den photographischen Abbildungen der Modelle. 
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des Modells deutlich, wie die Linienelemente jedes Punktes auf seiner 
Bahnkurve unter Gleitung des Punktes selbst abrollen. E s  genügen 
diese drei Punkte vollstandig, um zii üherblicken, wie die Linienelemente 

jedes anderen Punktas im System Z den Linienelementen im System Z, 
zugeordnet sind. Dem Radienverhaltnis a : b - r* : 8 = 2 : 5 entsprcchend 
besteht jede Bahnkurve aus fünf kongruenten Teilen, nnd dern einzelnen 
Linienelement eines der drei Punkte (wenn ihm überhaupt wieder reelk 
Linienelemente in zugeordnet sind) entsprechen, wie man anschaulich 
an dem Modell erkennt, in jedem dirser fiiof Teile zwei Linienelemente, 
also insgesamt 2P = 10 Linienelemente. Von diesen liegen in dem 
Falle, daB der Punkt auf dem Polkreis k, sich befindet, fünf i n  den 
Spitzen der Epieykloide, m. a. W.: Befindet sich dieser Punkt grade 
in einer Spitze seiner Bahnkurve, so fallen alle seine Linienelernente 
gleiçhzeitig mit entsprechenden Linienelementen in El zusammen. 
Pür den az$'erl~alb gelegenen Punkt entsprechen nicht allen seinen 
Linienelementen wieder reelle Linienelemente im System El, sondern 
nur denen, deren Kormalen den Polkreis k, reell treffen; hierbei ist es 
eigenartig, daB die beiden Linienelernente dieses Punktes, deren Normalen 
den Polkreis k, berühren, keinerlei Singularitat auf der Bahnkurve 
an den entsprechenden Stellen hervamlfen. 

Die Formeln (52a, b) S. 308 nehnlen hier, wo a : b = 2 : 5 ist, die 
folgende Porm an: 

5 % -  1 0 z 3 +  r5 

Afoioclell XXXI N r .  2. Dieses Modell zeigt das Gleiche wie das 
vorige, jedoch fur das einfachste Radienverhiltnis a :  b = 1 : 1. Die Bahn- 
kurven sind jetzt P a s  calsche Kurven.. Die Formeln (52 a, b) lauten 
einfach: 

W = Z) 

Mode11 X X I V  2,  3, 4. Hier berührt der eine Polkreis den 
andern innerlich; die Polkreise haben bezw. das Radienverhiiltnis 5 : 7, 
2 : 5, 3 : 5. 1st El das System des gr6Bten Polkreises, so veranschau- 
licht in  entsprechender Weiçe wie bei dem zuerst besprochenen Modell 
das erste dieser drei Modelle die den Linienelementen der Punkte des 
Systems El im System Z entsprechenden Linienelemente, das zweite 
umgekehrt die den Linienelementen der Punkto des Systems 2 im 
System Zl entsprechenden Linienelemente, endlich des dritte beides 
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358 Die Bewegung in der Ebene als Berührung~transformation. 

gleichzeitig und zwar jd für einen Punkt beider Systeme, die in einem 
Momente der Beweguiig eur Deckung kommen. 

36. Die analytischen Formeln der Beriihrungstran.~formatioit der 
&zcBe~en Kreisbetc.egung (28 a, b, c), (,Sa, b, c) S. 29G und (47 a, b, c) S. 303 
übertragen sich unwzitteibar auf diesen Fal i  der ,.innerenU B7reisbewe.yunng1), 
wenn man in ihnen b durch - b ersetzt. 

Modeile XXIV Nr. 5 und X X X I  hTr. 1. Diese zusammen- 
gehorigen Modelle zeigen das Gleiche wie das vorige, jedoch für das 
einfachste Radienverhaltnis a : b = 1 : 2. Die allgemeinen Bahnkurven 
im System 2; sind dementsprechend Ellipsen, die im Systein Z' wieder 
Pascalsche Kurven. 

Jfodelle X X i V  1Vr. 6 und 7. Von den beiden Polkreisen ist jetzt 
der eine, etwa ha, in eine Gerade k ausgeartet (d. h. a = R - a). An 
die Stelie der Gleichungen (28a, b, c) S. 296 oder ( l i n ,  b, c) S. 349 tretcn 
demgemaB die folgcnden: 

x = (c - s s i n  1) + 1 cos ( A  + p), 

(97% b, C) y = (d + s cos 1) + 1 sin (1 + p), 

P = - cotg (1 + y), 
d l .  1 wobei il = const. ist oder - = - = O und c ,  d die Koordinaten des ( s n j 

E'uBpunktes des vom Koordinatenanfangspunkt O auf die Gerade 7c ge- 

Fig. 13. 
fillten Lotes sind. Bei der speziellen, 
im folgenden beibehaltenen des 

Y Koordinatensystems (Fig. 13)) bei der 
die x-Achse mit der Kormalen des An- 
fangspunkts 8, zusammenfallt, ist ins- 
besondere il = O und d - O, d. h. 

I F '  1' = - cotg p. 

Wir brauchen diesen Fa11 im einzelncn 
nicht besonders zu besprechen, mir wollen 
nur eins hervorheben: 1st die Normale 

des gegebenen Linienelements (x, y, p) die Gerade k selbst, d. h. ist 
x = c und p = O, so folgt aus den Gleichungen (9i"a,b,c): 

wahrend 1 und s unbestimmt sind, wobei nur s + 1 = y ist. Dement- 

1) Vgl. wegen dieses Ausdrucks S. 281.  
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sprechend ist nach den Gleichungen (8la,b,c) S. 349 p, = ;, und 2,, sl 

sind ebenfalls unbestimmt, doch wieder s, + 4 = y. Die einem solchen 
Linienelement (x, y, p) entsprechenden Linienelemente im Systeni 2, 
sind also nach den Qleichungen (29a,b,c) S. 296 oder (78 a,b,c) S. 349 
gegeben durch: 

X, = - b cos A, - (y $ bl,)  sin j., , 
(98a,b,c) yi =- b sin A, + (y + h l , )  cos A.,, 

Pi = tg A l ,  

wobei = - (vgl. die Anm. S. 349) iat. 

E s  genügt offenbar, allein das Beispiel y = O weiter zu diskutieren. 
Man erkennt sofort, daB die Gleichungen (98a,h) eine gcwohnliche 
Evolute des Kieises k,  darstellenl) und die Gleichungen (98a,b,c) zu- 
sarnmen ein Linienelement dieser Kurve, d. h. 

37. Bei der Berührungstransformation' der-enigen spesiellen Uewegung, 
deren Polbnknen eine Gerade im  System .E und ein Kr&s iln System .El 
sind, entsl>recilcn jedem Linienelement (x, y ,  p) des Systems 22 mit der 
Geraden als -Normalen unendlich viele Linienelemente im System Z,, 
nüwzlich die Linienclemmte einer gespitzten Kreisevolvente, der Bahdurve  
des Punkts (x, y)  im Systenz 4. 

38. Jedem andern Linienelement des Systenzs ,Z entpricht dagegelz 
nur ein Linienelenient i m  System 2; (und zwar einem ree l l en  Linien- 
e7ement i n  .E stets ein reel  les  Linienelement in 2;, vgl. Satz 13c S.  304): 
umgekehrt e~ztqrechen einenz alberneinen Linienelen7ent in  .?Cl unendlich 
ziele Linienelemente in 23. 

Alle diese Verhaltnisse werden diirch die genannten Modelle ver- 
arischaulicht, indern diese wieder die Bahnkurven von Punkten des einen 
Systems im andern, allgemeine Zykloiden oder Kreisevolventen, dar- 
stellen. Es ist interessant, hierbei gerade den Grenzübergang zu be- 
obachten, wenn der Punkt (x, y) auf die Gerade 7; rückt. 

Mode11 XXXI Nr. 6. Die Polbahnen sind zwei uuberlich sich 
berührende Kreise mit dem Itadienverhiiltnis a : b = 4 : 3. Im System 2, 
ist cine Kwve, speziell eine dreispitzige HpozyI;loide, und im System ,Y 
die Gesarnthcit der ihr durch die Berührungstransformation zugeordneten 
Kurven gezeichnet, dem allgemeinen Satze entsprechend: 

Bei jeder Bem~lzrungstransforntation entspechen den Linienelementen 
einer beliebigen Kurve des einen Systems stets wkder die Linienelemente 

1) Vgl. z. B. Loria,  Spezielle algebraische und transcendente ebene h%~ven, 
Leipzig 1902, S. 500, 'Jleichung (3). 
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einer (ev. zerfallenden) Kurtie im andern System, die a z ~ 1 ~  in eine ,,Punkt- 
kurve" ausarten lîann. 

Rei der Bewegung des Modells erkennt man in der Berülirung 
der Kurven beider- Systeme, wie die Linienelemente der Kurve im 
System El den einzelnen Linienelementen in Z zugeordnet sind. 

Jeder Spitze der Hypozykloide entspricht dabei die für alle drei 
Spitzen gemeinsaine Bahnkume i im System El, eine Epizykloide 
mit vier Spitzen. Jedem izllgemeirzen Linienelement einer Spitze der 
Hypozykloide entsprechen vier Linienelemente in den vier Spitzen 
dieseï Epizykloide und aufierdein vier Linienelemente anf ihren vier 
kongruenten Bogenteilen. Dem zu k, senkrechten Linieneleineiit jeder 
Spitze der Hypozykloide dagegen entsprechen nur die vier doppelt zu 
zahlenden, zu ka senkrechten Linienelemente der Spitzen von i. 

Jedem allgemeinen Linienelement der Hypozykloide (dessen Punkt 
also nicht in einer Spitze liegt) entsprechen natürlich ebenfalls 28 = 8 
Linienelemente in 2; von diesen liegen vier auf den vier koiigruenten 
Bogen einer zweiten vierspitzigen Epizykloide d und zweiinal zwei auf 
den beiden kongruenten Bogen zweier zweispitzigen Epizykloiden el, e,. 
Diese g e v d  komplizierten Verhiiltnisse sind mit Hilfe des Nodclls 
leicht zu überblickcn (vgl. die Formeln (5ara, b) S. 309). 

1Clodell X X X I  No. 7. Das Nodell veranschaulicht den für die 
Berührungstransformationen der Bew-egungl) allgemein geltenden Satz: 

39. Sind d, und d, znuei enLyrecJicnde K7m~en der 8y.çBaze El etnd 
22, und ist q eine iiguidiçtcznh Kurve zu df,, so entsprirltt letzte~ar zoieder 
eine zzb da aquidistante Kurve e,. 

Als Kurven d,, da sind speziell im Modell ein Punkt D auf k, 
mit seinen Linienelementen im System Zl und seine Bahnkurve im 
System E, eine zweispitzige Epizykloide, gewiihlt. Die  pid distante e, 
zu D (im Modell 1 genannt) ist dann als Kreis um den Mittelpunkt D 
eingezeichnet, und ihre entsprechende Kurve e, in 2 wird durch die 
Kurven il, i, und die Kreise Z', 2 "  dargestellt. 

Modell X X X I  ATo. 4. Dies Modell veranschaulicht den allgemeinen 
Stttz: 

Die Aufeinande~fdye ~weier Beriihr~~nystru~zsformatio~zelz ist wieder 
eine Beriil~~rwngstransformation. 

Wir  denken zunachst in gewohnter Weise die Systeme 22 und Z, 
auf ein drittes System E2 dadurch bezogen, daB sic, wie die l'ig. 14 
zeigt, sich um die festen Punkte A, B, C der Abrollung der Polkreise 

1) Noch andere Beriihrungstransfomationen haben diese Eigenschaft, e.  B. 
die Dilatation, vgl.  L i e  und S c  h effers, 1. c .  S. 14. 
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k ,  'und 7i, auf k ,  entsprechend drehen. Da es nnr auf die relative 
Lage je der Systeme Z, Z2 und El, Z2 gegeneinander ankommt, kann 
man anstatt der Fig. 1 4  stets die Fig. 15 zugrunde legen, d. 11. man 

kann, ohne das Proble~ri zu ~~ezialisieren, annehmeri, da4 die drei Pol- 
kreise sich von vornherein in demselben Fig. 14. 

Punkt S, beriihren und dann um ihre 
festen Mittelpunkte ~ i c h  drehen. Man sieht 
sofort 40. : Entsprechen einenz reellen Linien- (-0 9 

elenzent i»t System 2, reelle Linieneleme~ite 
im System .Y2, so entspreclmz ersierem nzicl~ R, 
reelle Linienelemente in 2. 

ID Modell ist das Radienrerhaltnis der drei Polkreise a : b : c = 4 : 3 : 1 
gemahlt. Im System T, ist ein Punkt D mit seinen Linienelementen 
(und ebenso ein zweiter Punkt E mit seinen Linienelementen) gemiihlt, 
und dann sind in den Systemen 2' und Z; die ihm entsprechenden 
Kurven du, d, als Bahnkurven des Punktes D be- 

Fig. 15. 
stimmt. Diese Kurven du und d, sind also auch 
entuprechende Kurven der Systeme Z und XI 
(nstürlich entspreclien der Kurve d,, die hier die- 
selbe dreispitzige Hypozykloide ist wie beim vorigen 
Modell, noch andere Kurven in Z auBer du, wie ja 
(las vorige Modell zeigte). 

U m  anulytisc7z in unserm Beispiel zu eincm Linien- 

Sk* 
ejenient (xi, g,,p1) des Systems El alle enteprechenden 
in ,Z - durch Vermittlung des Systems Z, - zu er- 

(L 
halten, muR man (gemiiB dem Satze 1 8  S.309) zunachst 
zu z,, yi, pi die zwei Wertetripel u;, TI;, wi und u;', 
v;', ui;' (nach Analogie der Gleichungen (50) S. 308) suchen, zu diesen dann 
die entsprechenden beiden Wertetripel u;, va, tué und ui, va', wy für das 
Syeteni Z, (nach Analogie der Gleichungen ( j l n ,  b) und (52a, b) S. 308) 
und zu diesen (wieder nach Analogie dieser Gleichungen) die 2 u  = 8 
Wertetripel u", v', zuPi und u"', vu', w""fiir i = 1, 2, 3, 4). Diese 
letzten Wertetripel bestimmen dann nach den Foimeln (28'a, b, c) 
S. 307 die 8 Linienelemente (x: y, p) im System Z, die dem Linienelement 
(x,, y,, pl) in -Zl entsprechen. 

Um geoînetl-isch das Gleiche auszuführen, beachte man, daB die drei 
Polkreise A,, k,, k, bezw. 3-, 4, 12mal aufeinander abrollen müssen, 
bis die ursprüngliche gegenseitige Lage bei allen dreien wieder erreicht 
ist. Ein beliebiges Element (xi, x,, y,) des Systems Zl - wir wollen der 
leichteren cbersicht halber in der Figu; 1Gh es mit einem Durchmesser 
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des Kreises li, als seineï Normalen wiihlen - gelnngt dann hierbei je 
viermal mit zwei entsprechenden Linienelementen (x;, y$, pi) und 
(xg, y;: p l )  von 2, zur Deckung und gleichzeitig je einmal mit den 8 ent- 
sprechenden Linienelernenten des Systems Z'. Um dies v6llig anschau- 
lieh zu übersehen, lege man die Systenie der drei nebenstehenden 
Figurcn 16a, b, c so aufeinander, daB die drei Polkreise k,, A,,, kc sich der 
Fig. 15 gem%B in der Anfangslage mit den Peripheriepunkten S', Si, Si 
herühren, und lasse die Polbahnen dann aufeinander abrollen, indem sie 
uni die festen Punkte A, B, C sich drehen. Die 8 Linienelemente des 
Systems 2 sind in Pig. 16a grade so mit den Ziffern 1 . . . VU1 be- 
xeichnet, wie aie hierbei der Iteihe nach mit dem gegebenen Element 
(x,, y,, pl) des Systems zur Deckung gelangen. Von diesen 8 
Linienelementen in Z' stellt das Modell XXXI No 4, wenn (r,, y,, pi) 

Fig. 16b. 

z. B. ein Linienelement der Kurve d, oder e, ist, naturgemiiB nur die 
IIilfte 1, III ,  V, VI1 dar ,  etwa zc", vfi, w', das vorige Mode11 XXXI 
No 6 dagegen alle. 

Entspechende Linienelemente der Systeme 2' und .El lîommen also 
mit den ihnen ge~neinsam entspecl~enden Linienelementen des Systems E2 
bei der AFroZlunq der Polbahzen gleiclzzeitig mir Deckung. 

I)as Modell regt in verschiedener Weive zu weitergehenden Be- 
trachtungen an: Anstatt eines Punlctes mit seinen Linienelementen im 
System ;i, kann man eine beliebige Kurve mit ihren Linienelementen 
wahlen und die entsprechenden Kurven in den Systemen Z' und El 
bestimmen, wobei hei der Abrnllung dann alle drei Kurven sich in 
jedem Moment gleichzeitig berühren. mTeiter kann man alle diese 
Verhaltnisse für beliebige rationale und irrationale Radienverhdtnisse 
a : b : c studieren. Endlich kann man zwei verschiedene Polbahnen in 
Z3 wahlen, die mit je  einer Polbahn in Z' und ,El zusammengeordnet 
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sind, wobei d l e  diese Polbahnen auch nicht wie bisher Kreise zu sein 
brauchen (vgl. das sogleich z11 besprechende Modell XXXI Kr. 11). 
Dieser letztere Gedanke m6ge durch die PiPren l7a,  b, c veranschanlicht 

Fi#. Ils. Fig. 1 7  b. Fig. 17c. 

sein, wo h, h, mit ihren Anfarigspurikten und Pfeilrichtungen die eut- 
sprechenden Polbahnen der Systeme 2, 4 und k,, k ,  analog die der 
Systeme El, Z, bezeichnen. Wieder ist dann eine Berührungs- 
transformation zmischen den Systemen E und ,Y, durch Aufeinander- 
folge der Berühmngstransformationen der Rewegung zwischen E, ,Y2 
und Z,, 2, definiert. Aber auf alle diese angedeuteten Verall- 
gemeinerungen wollen wir hier nicht' naher eingehen. 

Hodell X X X I  Nr. 3, il, 9. Alle drei Modelle führen zu derselben 
Berührungstransformation der Sgsteme Z und El wie das soeben be- 
sprochene, da die Polkreise ka, k, in ihnen stets 

Big. 18. 
wieder die Radienverhaltnisse a : 2, - 4 : 3 be- 
sitwn. 

I m  Gegensatz zu dem vorigen Modell ist im 
Moddl Arr. 3 der Polkreis des vermittelnden 
Systems Z, jedoch anders gelegen. Im &!ode11 
Nr. 11 hingegen ist als Polkurve de3 Systems Z, 
eine Io,garit7tmiscl~e Spirale gewiihlt (Fig. 18), und 
es sind für deren Asymptotenpunkt mit seinen OA 

Linienelementen die entsprechenden Kurren in  
den Systemen 22 und EL (Krcisevolventen) dar- 
gestellt. l) ~ r n  Jfodell ATr. 9 endlich sind zu- 8 
nachst die Systeme 1: und Z2 durch den ,,seknndaren" Polheis  k ,  
und die Polgerade g aufeinander bezogen, die Systeme El und 
Z2 durch den ,,sekundarenU Polkreis kb und dieselbe Polgerade g 

1) Wegen der vollstiindzgen Urnhüllungskurve aller Lagen der einen Kreis- 
evolvente im andern System vgl, meine zweite in der Anm. S. 261 genannte Arbeit, 
S. 10-12. 
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(E'ig. 19), und es sind zu einem Punkte des Systems Z2 zwei ent- 
sprechende Kurren (Kreisevolventen) in L' und El konstruiert. Da 
dieser Punkt im System Z, auf der Geraden y selbst gewahlt is t ,  so 
ist also das hei den Modellen XXIV Nr. G und 7 oben besehriebene 

Fig. 18. 

9 

sinpliire Verhalten hier benutzt. Es zeigt sich 
ferner, daB eben diese Kreisevolventen nicht nur 
entsprechende Kurven derjenigeii Berührungstrans- 
formation sind, die dureh die Polkreise ka und ka 
in den Systemen E und El verniittelt wird, son- 
dem auch derjenigen neilen Berührungstransforma- 
tionen, die durch irgend welche zu ihnen konzen- 
trische Polkeise ka und 7cb mit dem gleichen 
Kadienverhiltnis in den Systemen 2 und El ver- 
mittelt werden. 

Mode11 X X X I  S r .  5, 8 ,  10. Dicse Modelle 
veranscheulichen dan allgemcinen Satz der Theorie 
der Zahnr%derkonstruktionen, der ails uiisern his- 
herigen Ausführungen sich sofort ergibt und im 

übrigen nicht nur für kreisformige Polbahnen, d. h. für Zylinder- 
oder Stirnrader, gültig ist: 

41. Als ,,zuesentliche" Begrenztmg der Zahnrader aweier ebenerz Systeale 
Z und El sind nitr entsprcchende Kurven derjeniyen Beruhrungstra~~s- 
fo~~natiorz zu wu1~7en, welche Ton der beahsicl~tigterz Bewegu~ag zwisclleu 
den Xysternen C u?zd Z; festgelqt wil-d.') 

Sur la Nomographie , 
par W. LASKA et FR. ULKOWSKI à Lemberg. 

Formules fondamentales. 

La théorie géne'rale des méthodes nomographiques ne laisse guère 
à désirer en ce qui concerne: la forme des tableaux graphiques, celle 
des fonctions qu'ils représentent, ainsi que la quantité de variables 
que ces dernières admettent. Cependant l'application pratique de ses 
principes généraux pr6se1ite des difficultés, non seulement dans le cas 
de formules compliqu6es, ii beaucoup de variables, rentrant dans les 
types indiqués sommairement par les auteurs, mais même dans les cas 
connus, pour ainsi dire élémentaires, de la Nomographie. 
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Dans le but d'une application plus facile, et afin de simplifier les 
calculs et les écritures, nous nous servons de coordonneés spéciales que 
nous nommons qzcndrilinéwires. Leur emploi nous paraît avantageux 
en ce qui concerne les nomogrammes à 3 et 4 variables, ce qui nous 
engage à en donner un exposé succinct. 

Ne m6connaissant nullement la port& des Eühelles à support 
curviligne, nous nous bornons au commencement à l'emploi de 
celles à support rectiligne, nous réservant du reste l'introduction 
d'autres formes d'échelles (bi- 
naires, rniiltiples, à points  con^ 

densés). 
La considération suivante 

va nous permettre d'épuiser Sb- 

rapidement la presque totalité '". --_ --. % 

y-.. 

des nomogramines à 3 et 4 1 1  1- 
variables. ') 

trêmes des segments q, oc,, 
considérés corurne coordonnées 
axiales. (Fig. 1.) 

Lorsque le paramètre L parcourt les valeurs réelles, la droite rl 
occupe successivement toutes les positions possibles, pour une valeur 
déterminée de ce paramètre elle tourne autour d'un point fixe 31, dont 
(1) est l'équation. 

L'égalité de deux équations de cette sorte: 

c'est-à-dire : 

(2) 
a1 + hl @-1 + cl cc, - f l  + el oc, + fl% - 
a,+ b, @-, + c, a, d, + e* @-3 + f2 a 4  

exprime la condition que deux droites des faisceaux 8 et 8' se ren- 
contrent sous un angle constaut 6 (Big. 2). 

1) Nomogramme pris dans l a  signification de table graphique à points 
alignés. Voir Bull. de  YEcole polyt.. 1903, M. dlOcagne, Exposé des principes 
fondl~mentaux de  la Nomographie, p. 111. 
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Les segments a,, cr,, a,, cu, définissent un point, ce qui nous con- 
duit à les nommer coordoniie'es puadrilinéaires de ce point. 

Pour obtenir la représentation nomographique de la forrnnie 

il suffit de substituer dans l'équation (2) aux se,pents: 

% 7  

les échelles fonctionnelles'): 

Fig. 2. 

LLes facteurs 4, S,, 6,, S, representent les modules des échelles; 94, v, 
w, t ,  les valeurs numériques de fonctions d'une ou plusieurs variables]. 
Le nomogramme se composa alors de quatre échelles: 

0, V ,  TV, J", 

et d'un transparent mobile, siir lequel sont tracées deux transversales 
formant un angle constant 8 (Fig. 3). 

Les coefficients a, 6, c . . . ., de l e  formule (2) dépendent évidemment: 
des positions mutuelles des supports, de celles des origines des échelles, 
enfin de l'angle B de l'indicateur. 

Désignons par: 
Ti, Vzr 9%) (P49 

l'inclinaison des supports : 
u, v, m, T, 

1) Sur les figures les segments cr, , a, , a,, a,  ont simplement cotés u ,  V ,  

w ,  t ,  au lieu de S , u ,  6,14 d,w, 6, t .  
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envers une droite quelconqne z, ensuite par: 

a, b ,  c, d, 

les distances des origines des échelles, et  des points O, ,  *a (points 
d'intersection des droites IJ, TT, resp. W et T). 

Nous obtenons de la similitude des triangles ABM et C D N  
Pig. 4. 
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ou  bien désignant par: 

4, %; 4 ,  %, 

les projections des segments CS, I., (distances des origines des échelles 
- 

ec et u ;  w et t )  sur l'axe O, X' ,  OU bien O, Y, et sur des axes per- 
pendiculaires à ceux-ci : 

1 +S,usincp,-iT,vsinrp, - ~ + 6 , r c ~ i n ( ~ , + O ) - S , t s i n ( < p , + O )  .(5) 1- --  -- 

»I, + 6, u cos cp, - 6, ?I coa cp, m, + a, & C O ~ ( ~ ,  + 8 )  - 8, t cos (v, + O) 

Comparant les formules (3) et (4) nous obtenons entre leurs coef- 
ficients les relations suivantes: 

Ces formiiles nous permettent de construire rapidement les échelles 
de'sirées, car elles nous donnent: 

@ A ,  =asinrp,-  bsinrp, = 1, 

I tang cp, - Cl - -- 
c2 ' 

(1) 

B A ,  = acosrpl - Z I C O S ~ ~  = ml 

g BI = 6, sin p>, 

Q B2 = al COS rpl 

@Cl = - cYy sinrpe 

' @ c'z = - a2 "OS rp2 
ainsi que: 

o Dl = c sin (cp, + O) - d sin (rp, + 8) = 1, 

GD, = c cos (v3 + 0) -- tl cos (rp, + 8) = ln, 

GE, - 8, sin (rpJ + O) 

 GE^ = S3 COS (q3 + O) 

~ l i ;  =-S,sin(rp4+ O) 

aF, =-6,cos(rp4+ O ) .  
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Connaissant l'inclinaison des supports, les points d'origine des 
échelles, (fournis par une simple construction au moyen des projections: 

connaissant enfin les modules des écholles 

4, 42, 4: a47 

nous sommes en possession de tous les éléments qui définissent les 
échelles : 

ail=S1u, q = Ô 2 v ,  a8=cY3w, c~,=cY,t. 

Nous pouvons déduire d'un nomogramiue obtenu une infinité d'autres 
par transformations homographiques. Cependant une telle transformation 
détorierait en général l a  condition de constance de l'angle 8, le nomo- 
gramme deviendrait à pivotement. 

De simples transformations algébriques, ou mieux la multiplication 
du déterminant, sous lequel on peut representer l'équation (3): 

ou bien: 

formule représentable par un nomogramme du même genre que le 
premier. 

Cette tranaformation, la seule qui ne'change pas le type des tables 
graphiques, nous permet d'obtenir tous les nomogrammes possibles, 
correspondant à la formule donnée, et, donc aussi, de choisir parmi 
eux ceux qui lui conviennent le mieux. 

Xsitsciirift f BIathematikn Physik. 54. Rand. 1906. 4. Heft .  24 
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Une foule de propriétés intéressantes découle immédiatement des 
rdations trouvées plus haut. 

1°. Le choix de la direction de l'axe XX, est arbitraire. On peut 
donc augmenter ou diminuer, d'une certaine grandeur gp les angles: 

car cela revient à changer de cp la direction de l'axe. On peut donc 
toujours transformer (3) de fapon que l'un de ces angles soit un angle 
donné: O0 où 90° par ex. 

2O. La distance O1-0; n'intervient dans aucune des foriiinles (1), 
(II), (III). Elle peut donc être choisie à volonté, ce qui nous fournit 
l a  faculté de déplarer notre gré les systPrn~s (1) et (II) dans des 
directions qiielconqii~s, pourvu que les angles g.,, p,, cps, rp4 ne chau- 
geassent pas, c'est-à-dire pourvu que les supports restassent parallèles. 
Cette propriété est précieuse, car elle permet de restreindre les dimen- 
sions utiles des nomogrammes. 

3'. Le choix des facteurs p et 6 est facultatif pour chaque partie 
(1) et (II). Kous pouvons en leur assignant des valeurs approprikes 
réduire ou bien amplifier chacune de ces parties, pourvu qu'elle restusse 
semblable à son aspect primitif. 

4O. Si nous désignons: 
0 - O, par 6', 

T3 f 61 7, Q)9 
9 4  4- 4 7, 9; 7 

8, étant un angle arbitraire, les fonctions goniométriques du côté 
gauche de l'équation (3 )  peuvent s'écrire: 

sin cg>, -f- 8) = sin (cp, + 8, + O - O,)  = sin (pi + 0')  

de même 
COS (fp3 + 0 )  = COS (9; + 0') 

sin (gp4 + 0 )  = sin + 8 ' )  
COS (va f O )  = COS (gpi + 6') 

Nous sommes donc en état d'assigner à l'angle constant de l'indicateur 
une valeur quelconque 0'. 11 faudra seulement dans ce cas ajouter 
aux angles primitifs 

9%) 9'4 
l'angle 

6, = d -  6', 

ce qui revient à faire effectuer aux supports W et ï' une giration 
autour du point O,, dans le même sens et  de la même grandeur que 
celle de la droite mobile de l'indicateur autour du point M. Fig. 4. 
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E n  pratique on se borne ordinairenient aux deux cas, l0 0' = 0 
(Beghin,  nomopammes à parallèles), et 2' : 0' = 90° (Goedseels ,  
.nomogrammes à équerre). Kéanmoins on peut recourir à d'autres 
angles, soit en vue d'une meilleure disposition des échelles, soit d'une 
reduction des dimensions de la table graphique, soit enfin afin de faire 
coïncider des e'chelles diverses à graduation congruente. (Cela cepen- 
dant n'est avantageux que lorsque une méprise est exclue.) 

Puisqu'on peut tirer de la formule 

presque tous les nomogrammes connus (excepté ceux à pivotement, 
qui pourtant s'y rattachent par simple transformation homographique) 

Fig. 5. 

nous lui donnons la dc'noniination de f i r r n d e  fondamendab quadrilinéaire. 
Y substituant: 

8=0° ,  v 4 = y B l  d + 1 S ~ t = b 4 c Y , v - e ,  

nous obtenons, réduction faite: 

(10) 
(a + 6,~). ( c f  4w) sin ( g i , ~ , )  + (c + 4w) ( b  + 4 v )  sin (y3 - gi,) 

+ ( b  + g2v - e) . (a + S,u) sin (p., - cp,) = O 

formule fontlclmentale Irilinéuire, dont l'iniage nomographique constituent 
trois échelles non concourantes, rencontrees par une droite mobile (Fig. 5). 

Les supports forment entre eux les angles 
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de sorte que l'équation devient 

(a + 6,u) (c + 6, w)sin (a + f i )  = (a + 6 , ~ )  ( b  + c4v - e) sin cc 
(11) ( b  + 6, v )  ( c  + 6, ui) sin 8 . 

Les échelles concourent lorsque le point 0, coïncide avec O,, c'est-à- 
dire lorsque: e = O, (Fig. 6) alors: 

ou bien: 
sin@ i- P)  = si@ + sin a . 

b f 6 , v  . a + 6 , u  c+d',v~ 

Fia. 6 

Enfin lorsque les angles y,, g?,, cp, tendent vers une même limite 
9, et que les valeurs u,  b, c deviennent infiniment grandes, mais cle 
sorte que: 

lirn b sin (y, - y,) = lirn c sin (cp, - <p,) = p 

lim a sin (vi - y4) = lim b sin (rp, - rp,) = q 
d'où 

lin1 a sifi (cp, - y,) = lim c sin icp, - rp,) = p + q 

l a  formule (13) devient 

fonlzule fonda~nentnle biliniaire, bien connue dans le calcul barScentrique. 
La  déduction des formules (3) et (4) des différentes formes de 

nomogramnies ne présente aucune difficulté. 
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La substitution F, = cp, + O = 90' 
rp2 = rp4 + O = 270' 

dans (4) dorme immédiatement 

Les supports U et V, W et ï' sont des paralléles, distantes de 
ml, ou m, entre elles. Lorsque O - O, rp, = rp, = 90°, rp, = rp, - 270°, 

Fig. 'ibis. 

le nomogramme est représenté par le, figuré (7); lorsque 8 = 90°, 
q, = 0, q, = 180' par la figure ('ibis), rectangle aux côtés m, et m,. 
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Les fonctions susceptibles d'une telle représentation sont: 

formules qui s'y ramènent par transformation logarithmique. 

Cette dernière transformation n'est pas indispensable, car les sub- 
stitutions: qi = vs + 8 = 90' 

qn = 'Pa + 6 = o0 

6 , t b  zc 
- 

- 6 , ~  -6,t 
c'est-à-dire: 

Les formules d'emploi courant: 

a sin @ = b sin a! 

sin or sin B = sin sin A 
a .  AE" = 20 265 sin A etc. 
B 

ont justement cette forme. 
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Fig. Bbia 

Remarque. Il peut être utile d'adopter pour les formules 

a sin @ = b sin a: 

sin a sin B = sin sin A 
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l'indicateur à parallèles, car on peut alors faire coïncider les échelles 
a  e t  b,  a et 8, A et R, ce qui simplifie le trac&, et même excliit les 
méprises. 

La  substitution: 

- 900, cpz = 1800, + 0 = 4j0, rp4 + e = lxio 
avec 

a = b = c = d - O  

dl = a, = b3 = a,, 
d o ~ e  

lorsque 0 = 0°, - 43O, -90° le nomagramme adopte successivement 
la forme des figures: 8, 8 bis, 8 ter. Ces nomogrammes sont propres 
à représenter des formules telles que: 

et analogues. 

II. 

Introduction d'échelles curvilignes. 
L'admission 

a = b = c - d = O  

réduit les formules (1) et (II) à: 

On peut admettre encore, que les coefficiente: 

B, C ,  E7 F, 

dépendent des mêmes variables que 

U ,  t', W, t. 
Les angles: 

cpll  ' P s i  'PL31 v4 

dépendront de même des mêmes variables. Les échelles rectilignes 
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seront alors remplacoes par des échelIes curvilignes, dont les points 
sont définis par les coordonnées polaires: 

6,u, S,v, S,w, d4t, (vecteurs) 

vi, va, v3, q4 (leurs inclinaisons envers un- are XX). 

Les formules (III) nous fouimissent immédiatement: 

BI B, 21 ip, = arc tang 
9 

= arc tan* -- 
B,u 

Cl Cl w cp, = arc tang - = arc tang - -  
Cl c, w 

I El w 
rp. + 0 = arc tang 2 - are tano -- 

e EI UI 

FI t (111) { (p4 + e = arc tang 5 = arc tano-- 
E', F, 1 

Exemple. La formule: 

a sin a sin a! cusec y _ _ - _____ = - - 
b sin f7 sin (or + y) cotang y f cotanga 

qui sert à résoudre tous les triangles, parmi les éléments connus des- 
quels intervienne au moins un angle, rentre justement dans ce type. 

Il suffit d'y substituer: 

pl = 90°, sp4 = 180°, 

6,u = g b ,  6,v = p u  ' 

6,t = 6 cotang ar (y4 -+ 8 )  = - 270° 

6, w cos (qs + 0) = 4 cotang y 

6, w sin (g., + 8) = a cosec y .  

Les trois premières échelles sont rectilignes, les deux premières 
regulihres, l a  troisième se construit rapidement soit au moyen d'une 
table des valeurs naturelles des fonctions goniométriques, soit au moyen 
d'un rapporteur. La quatrième est une échelle curviligne aux coor- 
données polaires: 

qJ + 8 = arc tang ; i l )  
w a, = 61/1+ 2 C O ~ G ~  
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Exprimant ces coordonnées polaires en cartésiennes envers l'axe O, l-: 

y = a3tu sin (q3 + O) - 6 cosec y 

x = 6 , ~  COS (q, + 0) = 6 cotang y 

l'équation du support devient 

y B  - xz = 6' (cosec2 Y - cotang2 y )  = G" 

equation d'une hyperbole équilatérale facile à construire, par exemple 
au  moyen de ses asymptotes 

? 4 = * x  

e t  d'un de ses points. La graduation de cette échelle s'obtient par 
simple projection orthogonale de l'échelle S4t = G coiang a, puisque 
x = 6 cotang y. (Nomogranime 1 j. 

III. 

Echelles binaires. 

La supposition de ce que les angles 

(Pli YB> q 3 >  (Pa 
et leurs vecteurs 

b121, 6zv, 6,w, 6,t 

dépendent de plusieurs variables conduit à l'introduction d'échelles 
multiples, qui dans le cas spécial de deux variables forment des réseaux 
de courbes isoplèthes nommés échelles binaires. Les courbes d'un 

- 

réseau peuvent se confondre en une courbe unique, support alors d'une 
échelle à points condensés. - 

Les formules restent les mgmes que celles des nomogrtmmes à 
support curviligne (111'). 

Tl est pourtant quelquefois avantageux d'introduire les coordonnées 
cartésiennes. Si nous les rapportons pour la partie (1) à l'axe O,X, 
e t  à un axe perpendiculaire à celui-ci, pour la partie (II) à l'axe O, Y 
e t  de même 2 un axe perpendiculaire fig. 4, nous obtenons 

6: = 6,u cos rp, = Q B ~ ~ ,  
ri' = 6,usinrp, = gB,u,  

6' = 6,vcosrp2 = - gC,ç, 

v é  = d,asinrpz = - gC,v 

et de même 

6;  s 6, w COS (y3 + 6) = + GEF 
6,w sin + 6) = + G E  1101 

6: s a 4 t ~ ~ ~ ( ~ 4  + O) = - 6F2 t , 
, 6,t sin(q4 + 8 )  = - 6F1;;. 

'774 
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Exemple. La formule de Winkler: 

qui sert 2 calculer les dimensions des pièces de charpente soumises à 
des efforts variable, peut s'écrire 

Les substitutions 

donnent 
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Les échelles S,  Pl, R sonh des échelles rectilignes, les deux pre- 
mières régulières, la troisième se déduit d'une échelle rectiligne par 
~rojection centrale, l'échelle Po, 7 est une échelle binaire constitu6e de 
droites paralldes cotées g 

if'=!. 
- 3  7 7 

et de radiantes issues du point O, 

g3' = POES' 
cotées Po. (Nomograinme 2). 

Bien que notre niéthode puisse se rattacher aux beaux travaux de 
JP d'Ocagnel) et de Br S o r e  au2), cependant nous supposons qu'elle 
présente des avaiitlges, parmi lesquels il faut citer, que dans le cas 
d'échelles rectilignes, c'est-à-dire dans les cas les plus fréquents en 
pratique, elle fournit de suite une construction aisée: des supports, de 
la graduation des échelles dont on connaît les modules, et puis, que les 
transformations des nomogrammes et des formules sont faciles et res- 
sortent pour ainsi dire de ces dernibres. 

Über ein Dreikorperproblem. 

Von P. ROHL in Riga. 

Einleitnng. 

1. Betrachtet man den Satiirnring al8 starren, um eine Aelm 
symwietrischen Korper, so wirken, wie Laplace gezeigt hat, Satuïn und 
Ring so aufeinander, als ob Ringmittelpunkt und Saturnmittelpunkt 
einander ab~tieI3en.~) Auf Grund dieses Resultats kommt L a p l a c e  zu 
dem SchluB, da% die çeringste Storung des Gleichgewichts z. B. von 
Seiten eines Kometen oder Satelliten das Hinabstürzen des Ringes auf 
die Oberflache des Saturn zur Polge haben müBte. Wir  werden sogleich 
sehen, da5 diese Behauptung nicht rollig genau ist. Maxwel l  ist dan11 

1) M. d'ocagne. Traité de Komographie. Chap. V. Abaquos ddrivés des 
abaques à points alignka. 

2) DI. R. Soreau. Contribution à la théorie et aux applications de l a  No- 
mographie. M h o i r e s  de l a  Soc. des Ing. çiv. de France. Chap.: Abaques à i6seaux 
rectilignea et abaques corrélatifs à points alignés. 

3) L a p l a c o  nimmt der Einfachheit wegcn dcn Ring als homogene Kreis- 
linie an. 
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spiiter in seiner berühmten Abhandlung über den Saturnring xu dern 
Ergebnis gelangt, da1 die Abweichungen von der symmetrischen Gestalt 
bei einem starren Ilinge bedeutend sein rnüBten. Da auch noch andere 
Gründe gegen die Annahme eines starren Ringes sprechen, so ist die- 
selbe wohl als endgültig aufgegeben anzusehen. Damit ist jedoch das 
theoretische Interesse, welches sich ail die genannte Hypothese knüpft, 
nicht erschopft. In meiner in russischer Sprache verfdten Abhandlung') 
 ber gewisse Differentialgleichungen allgemeinen Charakters, die in 
der Mechanik Anwendung findeii" habe ich gezeigt, daB bei recht all- 
gemeinen Annahmen liinsichtlich der storenden Krafte sich unendlich 
viele Bewegungen nachweisen lassen, bei denen es zu keinem Zu- 
sainrnenstoI3 zwischeii Ring und Saturn homilit. Ferner gibt es hierbei 
eiue Rewegung, welche sich sowvhl in die unendliche Zukunft als auch 
in die unendliche Vergangenheit fortsetzt, ohne daB ein ZusammeiistoB 
siüh ereipnet. Da L a p l a c e  jedoch geradt! die Storung von Seiten 
eines Satelliten erwahnt, so will iüh in dieser Abhandlurig das sich 
demgemiiB ergebende Dreikorperproblem hehandeln. Ich formiiliere 
hier zunichst die eingeführten Voraussetzungen und teile das im fol- 
genden bewiwene Theorem mit. 

2. Den Satuin iind den Trn1)ont~n betrachten wir als Kugeln mit kon- 
zentrischer Massenanordniing. Der Saturnradius werde als Langeneinheit, 
die Saturnmasse als Masseneinheit geilommen. Die Zeiteinheit werde 
so gewiihlt, daB ein materieller Punkt von der Masse 1 einem gleichen 
Punkt die Beschleunigung 1 erteilt, falls der Abstand der beiden Punkte 
gleich der Langeneinheit ist. 

Die Annahme der S p i n e t r i e  des Ringes um eine Achse lasse ich 
f:allen2), s e t ~ e  aber voraus, da8 derselbe sich nur wenig von einem Hinge 93 
unterscheidet, der um eine Aahse und auBerdeni bezüglich einer dazu 
senkrechten Ebene (der Ringebene) sgmmetrisch ist. Wie dieses ,,wenigCL 
zu verstehen ist, werde ich alsbald mitteilen. Auch der vorliegende 
Ring R soli wie der Ring 8 bezüglich dcr Kingebene synimetrisch 
sein. Die Kurven, welche die Schnitte R und IN mit der Ringebene 
von auRcn und innen bcgrenzen, sollen iiuBerer und innerer Raiid 
von R resp. '8 hciBen. ?Tir setzcn voraus, dnB die mir Ringebene 
senkrechten Zylinderfliichen, welche diirch den iinBeren und inneren 
Rand von R resp. % gehen? den Ring R resp. % einschlieBen. Die 
Halbmesser des inneren und aufieren Itandes von '8 und die Masse 

1) In Dorpat 1900 als Dissertation erschienen. 
2) Damit sol1 aber der Fa11 dos um eine Achse symmetrischen Ringes keines- 

wegs ausgesehlossen sein. 
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dieses Ringes wolleri wir bezw. mit r,, r, und !D? bezeichnen, wobei 
r, > 1 ist. Bezüglich der Dicke des Ringes 3 werde folgende An- 
nrthme gemacht. Wir  deriken uns den Mittelpunkt des Satiirn auf der 
Itingebene so gelegen, da8 die Saturiikugel den Ring 8 von innem 
berührt. Die Halbebene, welche durch die Achse von 8 begrenzt 
wi id  und durch den Saturnmittelpunkt hindiirchgeht, bildet dann mit  
9i eine Schnittfigur, die, vom Saturnmittelpunkt aus geseheri, unter 
eineiu so kleinen Wiiikel w erscheinen soll, daB 

n-1 - z 

gilt. 
il1 bedeutet die Masse von B. y sei die Masse des Trabanten, 

sein Halbmesser sei kleiner als die positive Zahl z. Wir behalten uns 
vor, p einen Kleinheitsgrad vorzuschreiben, der durch r, r, z definiert 
ist. Mit andern Worten, wir hehalten uns vor, die bivherigen Voraus- 
setzungen durch eine Cngleichung p < f (T, r, z) zu erganzenl), wobei f 
eine eindeutige stets positive Funlition der hingeschriebenen GrGBen ist. 
Lweitens reservieren wir uns das Recht, 2JJl eirien Kleinheitsgrad zu 
erteilen, der dnrch r, r, z y defini~rt  k t .  

Ehdlich priizisieren wir die Voraussetzung, da13 beim Übergang 
vom Kinge \31 zum Binge Ii' nur eine geringfiigige Bnderung eintritt. 
E s  soll diese Voraussetzung E'olgeudea ausdrücken: Es seien pl pJ . - . p, 
resp. pl + v,, p2 + v2 . . . ,un + 2!, dicjcnigen Massentcile von 91 bezw. II, 
welche in irgend welchen n von einnnder verschiedeilcri Iiaumteilen 
(deren Grenzen jedoch aneinanderstoBen dürfen) enthalten sind. W i r  
behalten uns vor, 1 v, 1 + 1 v, 1 + - . + 1 v, 1 einen Kleinhei tsgrad vorzu- 
schreiben, den wir durch r, r, p 1172 z nach unserem Gutdiinken definieren- 
Nit anderen Worten: wir behalten uns vor, nnsere Voraussetzungen 

durch die Ungleichung 1 V, 1 + 1 V, 1 + - . + , vn 1 < Fi r i ,  r2, EL, a, z) zu 
ergiinzen, wobei F eine stets positive, im übrigen nach unserem Gut- 
dünken gewiihlte Funktion der Argumente L,, r,, p, m, z ist, und die 
Ungleichung unabhangig von Art und Anzahl der Raumteile bestehen 
6011. Der neue innere Eand soll beziiglich eines Polarkoordinaten- 
sgstems, dessen Pol im Mittelpunkt von W liegt, dargestellt sein durch 

r = r, + C(97). IIierbei ist U ( q )  eine stetige, mit stetigen Differential- 
quotienten bis zur dritten Ordnung einschl. versehene Funktion von p 

Diese Funktion ist periodisch mit der Periode Zn und 1 1 U'I, / li" 1, 
1 0"' 1 k a m  ein heliebiger von r,, T,, p, 2, !!?l abhangiger Kleinlieits- 

1) Die Bedeutung dieser Annahme (sowie der analogen) ergibt sich aus Kr. 3.. 
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grad zugewiesen werden. Jedenfalls . gilt 1 rl'i < r,. Der neue iiuBere 
Kand werde dargestellt durch r = r, + V(cp).  Hierbei ist V(q)  eine 
stetige Punktion von q. Dieselbe ist periodisch mit der Periode 2n 
und IV1 darf ein beliebiger von r,, r,, pl r, %JI abbhangiger Kleinheits- 
@ad vorgeschrieben werden. 

SchlieBlich bemerken wir, daB i n  dieser Abhandlung nur Be- 
wegungen betrachtet werden, bei welchen S a t ~ r n m i t t e l ~ u n k t  und Satel- 
litenmittelpunkt auf der Ringebene verbleiben, wiihrend letztere ihre 
Richtung im ,,€esten" Raum nicht iindert. 

3. Wir führen vier positive Punktionen q, pl P, Q von r,, r,, z 

ein, die der Bedingung 

r , + r , - l + z < p < p < P < &  

genügen, sonst aber willkürlich gewiihlt sind; ferner sei CD eine beliebige 
positive Funktion von r,, r,, t., p. Sind dann die im Vorhergehenden 
genannten Kleinheitsgrade der Wahl  von p, p, P, Q, @ entsprechend 
angenommen, so gilt folgender Satz : 

Die Anfanyspositionen und Anfa~zgsgesclzz~indig7ieiten von Saturn 
a n d  Trabant seien so gewahlt, da/3 bei E'ortlassung des Ringes und Ver- 
nuchliissigiany der Einwirkung des Tratranten auf  den Sutzcnz der Trubant 
zcnz den Saturn eine Ellipse bsschreibcrz würde, derm grope Haltrackse a 
und  Zineare Exzentriaitat e den Bcdingztngen a + e 7 Y a - e >= p 
gmügen. Der Xing uumsclzliefie su Anfang die SuturnXwyel ohne Be- 
rührung ( d a m  lieyt der Tmbunt  nufierlzalb des' Ringcs ohrv Berührztng} 
a n d  die Drehzingsgcsch~tiindi~q7ceit des Ringcs u m  den S c h w c r p n h ~  sci 
d r m  ahsoluten Betragr: nnch 7 @. Bei diesen Anfangshcdingzcnpn liann 
die Rezregung der drei KCîper nur durch cinert %usammenstofi zwischen 
Saturn und Ring ein Ende f i nde~ ,  nicht aber durch e i n m  Zusammenstop 
%on Ring und Trabant. Fzir die gesammte Daum der Be~egzmng ist dze 
Xntfernung der Jfittelpunhife t o n  Saturn und Tmban t  swischm den 
Grozzen g und Q eingesclzlossen. Illafi 7 z n n  jedoch die i m  Porher- 
gehenden noch unbestimmt gelassene Anfangsgeschwindigkeit des Ring- 
schwerpnlits stets so wahlen. da/3 es zzr einem Zusammensto/3 überhaupt 
nicht lio?lz?nt, da/3 dze Bezaegunq somit ohne Ende fortbesteht. 

Um die Ubersicht über die folgenden Untersuchungen zu erleichtern, 
'bemerke ich zunachst, daB dieselben siimtlich den Zweck verfolgm, 
das eben mitgeteilte Theorem zu beweiseii. Den wesentlichsten Tell 
des Folgenden bilden die Abschnitte V und VII, welche ,,Stabilitats- 
betrachtungen" und ,,Beweis des mgekündigten Theorems" überschrieben 
sind. Die übrigen Abschnitte, unter denen der sechste hervorzuhehen 
ist, enthalten vorbereitende Betrachtungen. 
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4. Falls man nur die Bewegung des Ringes und der illittelpunkte 
von Saturn und Trabant betrachtet, konnen Saturn und Trabant durch 
niaterielle Punkte (5 und 5 ersetzt werden, deren Massen denen der 
genannten Korper gleich sind. Mari kann dann auch Lagen von 6 
zulassen, deren Abstand vom Ringe kleiner ist als der Saturriradius, 
und Lagen von 'X, deren Abstand vom Elinge kleiner ist als der Radius 
des Trabanten. 

Auf der Ringebene nehmen wir zwei rechtwinklige Koordinaten- 
systeme an. Das eine Cf hat seinen Anfangspunkt in G und seine 

Achsen sind ,,festen Richtungen im Raurn" parallel. Das andere Cr 
hat seineri Urspruug im Ringschw-erpunkt und besitzt mit dem Ring 
fest verbundene Achsen. In beiden Eallen wollen wir die Achsen 
durch die Bezeichnung Abszissenachse resp. Ordinatenachse von ein- 
ander scheiden und annehmen, da5 dieselben gleichgeordnet sind. 
Wenn im folgenden Koordinaten genannt werden, steht die Abszisse 
a n  erster Stelle. Wir bezeichnen mit x, y und k, 7 die Koordinateu 
des Ringschwerpunkts und des Punktes 5 bezüglich Cf. rp bezeichnet 
die Amplitude der Abszissenachse von Cr bezüglich Cf. Diese Amplitude 

Zeitschrift f Mathematik u. Physik 54. Bond. ILOG. 4 .  l1i:ft. 26 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



386 6ber  ein Dreikorperproblem. 

wird im folgenden so gewahlt, daB sie sich im Verlauf der Bewegung 
mit der Zeit stetig andert. u, v und G, z seien die Koordinaten von 
6 und 5 bezüglich Cr.') 

E s  bestehen die Glcichungen 

Die Einheiten für Lange, Masse, Zeit sollen so wie in der Ein- 
leitung gemiihlt werden. Die dort gebrauchten Bezeichnungen wollen 
wir überhaupt beibehalten. 

Il (u7 v) und 52 (6, z) bezeichnen das Potential von G und Ring 
bezw. von X und Bing. IT kann als Funktion von x, y, cp,  S;>, als 
Funktion von cc, y, E ,  7 ,  cp aufgefaBt werden. Man hat 

an --- - an a11 aa a ~2 a a. - a a ~ o s ( g - ~ ~ + s i n q -  ----=- ax a v  a~ 3 E cos cp,+sin(g a r  
an . an an aa ~ J L  . aa 

- 7=-sinrp--cosrp, - - - = -  
a n. 

au  
sin q -,.- - cos (g - - - 

OY O,U ay a 7 Ci 6 a z 

an an - -- - ,  
an v -  -.u aa as2 --- - . r - - .  a q  au a v  a 9  a6 

asl G a~ 
Die Anwendung der in  den Elementen der Mechanik gelehrten 

Regeln gibt die Gleichungen 

Hierbei bezeichnet r den Abstand von G und 5, ï' dao Triigheits- 
moment des Ringes in bezug auf eine durch den Hingschwerpunkt 
gehende zur llingebene senkrechte Gerade. 

W i r  schreiben zwei Integrale des Systems (3) an, welche dem 
Integral der lebendigen Kraft und dem Flachenintegral entsprechen- 
Es sind: 
- 

1) Die Figur sol1 an die eingeführten Bezeichnungen erinnern. 
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wobei 7c und f Konstanten sind. 

II. D e r  Ring 8. 

5 .  Wir  nehmen ein mit % fest verbundenes rechtwinkliges Koor- 
dinatensystern an, dessen Achsen durçh die Benennungen erste, zmeite, 
dritte Achse von einandor unterschieden werden. Der Koordinaten- 
anfangspunkt fallt mit dem Hingmittelpunkt zusammen und die erste 
und zweite Achse liegen auf der Ringebene. 

Es  bezeichne nun p die Entfernung eines innerhalb des Ringes 
auf der Ringebene gclegenen Punktes vom Ringmittelpunkt. Wir 
bildenl) 

Hierbei bedeuten a, P ,  y,  dm die Koordineten eines Punktes von 3 
und ein Massenelement dieses Ringes. Die Integration erstreckt sich 
auf S. V ist hiernach dm Potential von !JI i n .  einem Punkte der 
Ringebene, wahrend W in einfacher Weise als Potential einer auf 
dei. Ringebene ausgebreiteten Masse aiifgefaBt werden kann. Wir 
haben 

aP P 1 ---- (7)  P m  [- (y ;  -2- B.+< 5 ) s  + 3 .-("<PL (vr ." "-PI i - p  + Y )  5 1  

In der Reihe 8') dient Q vorübergehend zur Bezeichnung der 
Entfernung eines Punktes des Ringes 8 von der A c h e  und die Iute- 
grationen erstrecken sich wieder auf 8. 

1st d a  Abstand des beùrachteten Yzclzkles der Aifigeberne vom Ring- 
mittelpnlct = r, - 1, so ergeben sich mit Rücksicht auf die in der 

1) Die Quadratwurzelu sind in meiner Arbeit stets nicht negativ zu nehmen. 
2) Dieselbe findet sich im Wesentlicheu bei Laplace, Mechanik des Himmele, 

6 Kap. Buüh ILI. 
2 5 *  
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Einleitung eingeführten Bezeichnungen und Voraussetzungen folgende 
Beziehungen 

+m (1 - cos") = w (1 - COB") 7 

III. Der Ring R. 

6. Uni spiitere Unterbrechungen zu vernieiden, wollen wir zunachst 
einen einfachen Satz beweisen. 

Zu jeder Zahl K > O gibt es eine solche Zahl  3i > O, da/? Folyendes 
gilt: Genügen die für alle Werte vow q definierten eindeutigen stetigen 
Funhtionew @ (9) , ê (rp) , 7 den Bedingungen 

(Io) E + COS (p - cos 4 7 + sin rp = sin +, 
besitzen ferner die uls periodisch mi t  der Periode 2n umausgeset~ten E, 7 
steti$e Ahleitunge?~ rzach rp bis zur Ordnicng n einachl. (u~obci n ein.e der 
Zahlen 1, 2, 3 bedcwtet) und siwd die Absolutwwte von E ,  7 und die der 
genamten  Ab1eitu.lzge.n 7dainer als k ,  so ist rp eine für alle + definierte 
eindeutige stetige Fu&ion von qb. Diese Fun7~.tioîz wachst unz 2z ,  so- 
babd i~ unz 2 z wiZchst und  besitzt stetige Abieitzrngen bis z w  Ordnu,ng n 
eilzschl. Die Absohtwertf: der Ableitungerz von q - I) nach + bis zur 
Oidnunq n einscld. sind kleiner als K. 

Zum Reweise bernerken wir, daB, wenn für einen speziellen cp-Wert 
dv sin @ =+ O kt, für diesen p W e r t  - existiert und der Redingung 
dm 

d e  . 
-- drp  sin cp = - sin $I . d: genügt. 1st' aber für den speaielleri rp-Wert 

d r d v  E s  cos $J + O, so eaistiert -') und e8 gilt 2 + COS y - COI @ .  - 
d 9 d rp d CP' 

esistiert dalier in jedem h l l e  9 und es gelten daher auch stets die 
- d rp 

1) nrir bezeichnen in  diefier Abhandluna nur endliche Ableitungen ale existierend. 
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beiden letzten Gleichungen. Indem man dieselbcn mit - ~ i n  + bezw. 
cos $J multipliziert und addiert, ergibt sich: 

!!Y=- (q + sin cp) (dm fl s - sin <p + r + cos 9) (3 + cos y)  = i - m. 
d rp ) (  d Y 

Dilrch geeignete Wahl von k kann man offenbar 1 GJ / so klein machen, 
3 d q  1 daB etwa - - > -- > gilt. Hierans folgt danri, daB y eine für alle $ 
2 d9 

definierte eindeutige stetige Funktion ist mit dem stetigen Differential- 
quotienten 

Es ist auch klar, daB diirch geeignete Wahl  von k erreicht werden 
kann, dai3 

Wichst y um 2n, so wiiçlist + um ein positives Vielfaches von 
%z, wie man mit Hilfe der Gleichungen (10) leicht erkennt. Dividiert 
man den Zuwachs voii @, also v - 2z (wobci v e i ~ e  positive ganze 
Zahl ist), durch den Zuwachs von y, also 2x,  so ergibt die Unglcichung 
3 dqJ 1 3 1 
- > - > - - die Bezieliung - > v > -2-, d. h. v = 1. Wachst also 
2 d q  2 2 

rp um 2,2, so wiichst auch îJ, um 2n. Hieraus folgt sofort, daB, wenn 
$J um 2z wachst, auch cp i 7rn  2z wiichst. 

Damit ist der Satz für den Fa11 n = 1 bewiesen. Die Erganzungen 
für tz = 2 oder n. = 3 ergeben sich von selbst. 

7. Wir  ziehen auf der Ringebene um den Mittelpunkt von '% einen 
Kreis mit dem Radius 2r, und haben nach der Einleitung das Recht 
anzunehmen, da5 der iiuBere Rand von R innerhalb dieses Kreises liegt. 
Durch den genannten Kreis legen wir eine zur Ringebene senkrechte 
ZylinderKiche und ziehen endich zwei zur Ringebene parallele Ebenen, 
welche % und R einschlieaen. Den so begrenzten Raumteil zerlegen 
mir in Teile und bezeichnen die innerhalb clieser Teile gelegenen Massen 
von '3 und R mit PI, pz . . . pn bezw. (pl + v,), (pz f v 2 )  . . . (y, + v,). 
GemaB der Einleitung haben mir das Recht 

vorauszusetzen, wobei p eine positive ZaU ist, die wir mit Hdfe von 
r,, r,, p, %Ji!, z beliebig definieren dürfen. Diese Zahl p m6ge kleiner 
ais a gemiihlt werden. 
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Nachdem mir wie im vorigen Abschnitt ein mit !JI verbundenes - 

rechtwinkliges Koordinatensystem eingeführt haben, wahlen mir in jedem 
Teile des Zylinders einen Punkt und bezeichnen die der ersten und 
zweiten Achse entsprechendeii Koordinaten dieser Punkte mit (a ,  b,), 
( a  ) . . . ( a  b )  E s  moge nun eine derartige Reihe von Teilungen 
des Zylinders ins Auge gefaBt werden, daB die Dimensionen der Teile 
beliebig klein werden. Wir  haben dann, wenn a, P, O die Eoordinaten 
des Schwerpunkts von R sind: 

Diese Ungleichung lehrt mit Rücksicht auf die bei der Wahl von p 
herrschende Willkür, dnb man  dns R.ec71,t hnt, dern Abstund d~ Schwer- 
punktes des Ringes R corn M i t k l p n k t  des Ringes ?3? einen beliebigen 
von r, r, p ~1 ablzang<pn K le in l~e i kpad  suzuschrden. 

8. TVir fiihren wieder wie im vorigen Abschnitt ein mit % fest ver- 
bundenes rechtwinkliges Koordinatensystern ein, a~iBerdem aber noeh ein 
zweites mit denselben Achsenrichtungen, dessen Anfangspunkt im Schwer- 
punkt von R liegt. Die auf der Ringebene gelegenen Achsen (nur diese 
kommen in dieser Nummer iri Betracht) wollen wir bei beiden Systemen 
durch die Benerinungen Abszisseli- und Ordinatenachse untericheiden 
und die beiden durch diese Achsen gebildeten Systeme mit 1 und II 
bezcichnen. Die auf 1 bezüglichen Koordinaten des Schwerpunkts von B, 
den wir innerhalb des inneren Randes von R gelegen ooraus~etzen 
dürfen, seien a, P. Von den Koordinatenanfangspiinkten von 1 luid U 
ziehen wir Vektoren nach einein nnd demselben Punkte des inneren 
Eandes von R. rp, sei ein Amplitudenwert des ersten Vektors be- 
züglich 1, +, habe eine analoge Bedeutung für den anderen Vektor 
und daa System II. Wir bewegen nun den E n d ~ u n k t  der Vektoren 
auf dern inneren Rand von R in einer und darauf in der entgegen- 
gesetzten Richtung, indem wir die Amplituden (es seien dies g, und +) 
sich stetig von den Anfangswerten g,, und aus andern lassen. nier- 
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durch wird eine Zuordnung der $-\Verte zu den ~p-Wertenl) einge- 
führt, derzufolge @ für d l e  rp als eindeutige stetige Funktion von rp 
erscheint. Es  seien nun r und Q die Radienvektoren eines Punktes des 
inneren Randes von R, y und @ seien irgend ein Wertepaar der 
Amplituden, das nach dem Obigen diesein Punkte entspricht. Daim 
haben wir 

(10) r cos rp = a + Q cos @ r sin rp = /3 + Q sin @ 
.- 

(11) Q = l/r" a2 + f i 2  - 2r (a: cos q + sin rp). 

wobei eine für alle cp definierte eindeutige stetige und mit der 
Periode Bn periodische Funktion ist; dieselbe besitzt stetige Ableitungen 
bis zur dritten Ordnung einschl. und 1 x ( ~ )  1 ,  ~'(cp) 1, 1 ~"(cp) 1 , X"'(rp) 1 
kann ein beliebiger, mittels r,, r,, %Il, p, t definierter Kleinheitsgrad er- 
teilt merden. Die Gleichuiigen (10) ergeben 

cos @ = cos cp + A sin qb = sin rp + B 

Bezüglich A, U gelten dieselben Aussagen wie diejenigen, welche 
wir eben hinsichtlich ~(cp)  gemacht haben. Die Anwendung des in der 
Nr. 6 angeführten Satzes zeigt somit die Zulissigkeit der Annahmc, 
daB rp für alle @ eine eindeutige stetige Funktion von ist und stetige 
Ableitungen bis zur dritten Ordnung einschl. besitzt. Dabei konnen wir 
den Absolutwerten der Ableitungen von rp - T$ nach IIi bis zur dritten 
Ordnung einschl. einen belicbig durch r,, r,, p, z, 9 2  definierten Kleinheits- 
grad zuweiseii. Ivachst @ um 2;2, so wkichst auch rp um 2n. Die 
Gleichung (12) lehrt dann, da8 man hat 

(13) @ = 4- F(@) ,  

wobei F(+) eine fiir aUe definierte eindeutige stetige Funktion be- 
deutet, die periodisch mit der Periode 2~ ist und stetige Ableitungen 
bis zur dritten Ordnung einschl. besitzt. ~ F(Q) 1 ,  1 F'(+) 1 ,  1 Fr(@) 1, 

1 F"'(@), kann ein beliebig durch r,, r,, p, t., %JI ddefinierter Kleinheits- 
grad zugewiesen werden. 

9. I n  einem Punkte des inneren Rancies ziehen wir die Normale 
in der Richtung nach innen und tragen auf ihr die Lange 1 ab. Dann 

1) Aus der Einleitung folgt, daB rp bei einer der oben erwahnten Bewegungen 
entweder stets waclist oder stets al~nimmt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



392 Cber ein Dreikh-perpro'tilem. 

erhalten wir einen Punkt mit den auf II (vgl. die vorige Nummer) be- 
zogènen Koordinaten 

Jedem Punkte des inneren Handes von R entspricht demgemafi 
ein Punkt auf der Ringebene, und wir kiinnen annehmen, da6 diese 
letzteren Punkte niemals mit 0, d. h. dem Schwerpunkt von R zu- 
sammenfallen. Den Inbegriff dieser Punkte wollen wir mit den1 Namen 
,,A-Kurve" belegen. Es ist nun offenbar moglich, eine für alle Werte 
der Variabeln $ definierte stetige Funktion fi(@) zu finden, welche 
folgende Eigenschaft besitzt: 1st Q ein Punkt des inneren Randes, 
P der entsprechende Punkt auf der Ringebene, + ein Amplitudenwert 
des von O nach & gezogenen Vektors, so ist a(@) ein Amplituden- 
wert des von O nach P gezogenen Vektors. Rezeichnen wir nun noch die 
Lange des Vektors O P  mit A, so haben wir: 

Indem wir nun das im AnschluB an Gleichung (13) Gesagte berück- 
sichtigen, habeii wir 

A cos fi($) = (t, - 1) cos t/~ + cpl 

A sin fi(+) = (r, - 1) sin $ + rp,, 

wobei q, und cp, für alle $ definierte stetige und mit der Periode 
2 n  periodische Funktionen sind, die mit stetigen Differentialquotienten 
erster und zweiter Ordnung versehen sind. Den Absolutwerten dieser 
Funktionen und ihrer eben genannten Ableitungen kann ein beliebig 
mittels rl, r,, p,  !Di!, z definierter Kleinheitsgrad zugewiesen werden. 
Bus den letzten Gleichungen folgt A = rl - 1 + cpy, wobei bezüglich 
rp, dieselben Aussagen gelten wie von rpl und ve. Eudlich fol& wenn 
wir w = SL (I)) schreiben, 

cos w = cos 1C, f fq4 sin w = s in* + cp5, 

wobei bezüglich rp, rp, dieselben Aussagen gelten wie bezüglich ql, qzr ' ~ 3 .  
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Nunmehr findet der in Nr. G dargestellte Satz Anwendung. Es  
ist demgemXB - immer unter der Voraussetzung, daB die Kleinheits- 
grade geeignet gewahlt sind - + 'eine für alle w definierte mit CD 
gleichzeitig wachsende stetige Funktion von W .  Sobnld w um 2 %  
machst, wachst auch $J um 2n und besitzt stetige Ableitungen bis zur 
zweiten'ordnung einschl. Den Absolutwerten der Ableitungen von $J - CO 
nach w bis zur zweiten Ordnung einschl. kann ein beliebiger mittels 
r,, r,, y, z, illl SZ definierter Kleinheitsgrad zugewiesen werden. IIieraus 
und aus der vorher abgeleiteten Gleiçhung d = r, - 1 + y, erhalten 
wir nunmehr leicht das folgende Resultat: Bezeichnet w irgend eine 
Amplitude des von O nach einern Punkte der A-Kurve gezogenen 
Vektors, A die Lange dieses Vektors, so ist 

(14) A - r, - 1 + f j w )  
Hierbei bedeutet fia) eine für alle Werte von w definierte mit der 
Periode 2 z  ~eriodische stetige Funktion. Dieselbe besitzt stetige 
Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung und 1 f(w), 1 f ' ( w )  1, 
1 f" ( w )  1 kann ein beliebiger mittels r,, r,, p, z, Dl definierter Kleinheits- 
grad zugewiesen werden. 

Alle Punkte der A-Kurve haben Tom -inneren Rand von R den 
Abstand 1. In der Tat; zunlchst siebt man sofort, daB jeder Punkt'), 
der etwa vom i~ineren Rande von R den Abstand 1 hat, auf der 
A-Kurve liegt. Ferner ist sofort klar, daB der Abstand jedes Punktes 
der A-Kurve vom geuannten inneren Rande 7 1 ist. JSTire nun f ü r  
einen Punkt Y der A-Kurve der Abstand < 1, so verbinde man P 
mit O durch eine Gerade. Da der Abstand des Punktes O vom Kande 
> 1 angenominen werden darf, so liegt, wie leicht zu sehen, auf O P  
zwischcn O und P mindestens ein Punkt, für den der Abstand = 1 ist. 
Dieser Punkt müBte also der A-Kurve angeh6ren, was nicht der Fa11 
ist. Somit ist die vcrsuchsweise gemachte Annahme zurückzuweisen; 
die A-Kurve gibt also die Gesamtheit der Punkte, welche den Abstand 1 
vom Rande haben. Der Abstand ist eine stetige Funktion der Ko- 
ordinaten des Punktas. Es folgt somit ans dem TJrnstande, daB iiiner- 
halb der A-Kurve Punkte existieren, deren Abstand > 1 ist, aher keine 
Punkte, deren Abstand = 1 ist, daB fiir alle Punkte innerhalb der 
2-Kiirve der Abstand > 1 ist. ~ l i n l i c h  schlieBt man, d:iB für alle 
Punkte auBerhalh der A-Kurve dei Abstand < 1 ist. 

Wir  führen nun ein Polarkoordinatensystern ein, dessen Pol in O 
liegt, wzhrend die Achse mit der positiven Abszissenachse zusammenfdlt. 

1) Wir sprechen nur von Punktcn innerhalb des inncren Randes von R. Wir 
diirfen annehmen, da6 die A-Kurve nur d c h e  Punkte enthalt. 
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Der positive Urehungssinn sei für das Polarsystem und reehtwinklige 
System derselbe. Nacli dem Vorhergehenden konnen wir d a m  sagen: 
Ber Abstand eilzes Punlctes vom inlzeren Rnnd von R ist gr$er, gleich 
oder Lleiner als 1 ,  je nathdem r - r, + 1 - f(rp) kleiner, gleich oder 
gr@er als ATull isl. Hierbei simi r ,  rp Poiarkoordirzaten des Punktes. 
Wie bereits früher erwahnt, sprechen wir hierbei nur von Punkten 
innerhalb des inneren Randes von B. 

Die in den beiden letzten Nummern entwickelten Resultate gelten, 
falls die riach der Eideitung verfügbaren Kleinheitsgrade geeignet ge- 
wiihlt sind. Diese Wahl wird beeinfluBt durch die Eleinheitsgrade, 
welche wir für 1 F($) 1 ,  F'(li)) , 1 F" ($) 1 ,  / 3'"' (Q) 1 und f (0) 1 ,  f"(w) I, 
( ~ ' ( G J )  1 (vgl. (13) und (14)) wünschen; als ohne EinfluB auf die ge- 
nannte Wahl konnen wir dagegen die Achsenricht'ungen der gewahlten 
Koordinatensysteme ansehen. 

10. G intige auf der A-Kurve liegen. Wir  bezeichnen vorüber- 
gehend seine Rntferniingen vom R-Schwerpunkt und von1 %-Xittel- 
punkt mit Q und r ,  ferner die Entferni~ng der letzteren Punkte von- 
einander mit B. Die Kraft, welche R auf G ausübt'), liefert in der 
Richtung vom R-Schwerpunkt zum Punkt G die Komponente 

wobci E~ ein heliebiger von L,, i,, YJl, p,  z abhiingiger Kleinheits- 
grad zugewiesen werden darf2) Ferner dürfen wir schreiben: 

V' (Y) = Vr(r1 - 1) + [T - (rl - 1)] {rl - 1 + 8 [Y - (rl - l)]) , 
0 < 8 < 1 .  

Indem wir Gleichung (7) der Nr. 5 berücksichtigen, sehen wir, 
daB V f ( r )  = V'(t-, - 1) + F%, wobei von E ,  dasselbe wie von E ,  gilt. 
Es folgt hicraus weiter, da0 die o b m  erwahnte Kraftkomponente gleich 
V'(r ,  - 1) + P, ist, wobei b~eiiglich F, dieselben Anssngen gelten wie 
von F~ und E,. 

Vergleichen wir nun die genannte Kraftkomponente mit der in 
dieselbe Richtiing fallenden Koinponente der Kraft, welche Ii auf G 
ausübt, so sehen wir sofort, daB diese beiden Komponenten sich um 
eine Grd3e unterscheiden, deren Absolutwert man einen beliebigen von 
r,, r,, m, IL, z abhiingigen Kleinheitsgrad zumeisen darf. Bezeichnen wir 
daher dm Potential von 2 mit n, so gilt fur einen Punkt der A-Kurve 

1) Wir konnen annehmen, da0  die ganze A-Kiii-ve innerhalt) des inneren 
Randes von % lieQt und den Mittelpunkt von !JI umschlieBt. 

2) Beaüglich der Bedeutung von V vgl. Nr. 5 .  
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an an 
û e 
- ' ( - 1 + . Hiertiei bexeichnet - - die in der Richtung a e 

vom R-Schwerpunkt zum Punkte der A-Kurve gebildete Ableitxin, von 
IZ und / E kann ein mittels r,, r,, D?, p, z beliebig definierter Kleinlleits- 
grad zugewiesen werden. Berücksichtigt man noch G1. (9) in Nr.  5, 
so ist klar, daB rnau das Recht hat zu setzen 

IV. Hilfssatze. 

' 11. Wir  führen drei stets positive Punktionen f, (r,, r,, z), 

fi(r,, r,, z), f3 (rl, r,, z) ein. Diese Funktionen gelten von nun an als 
fest gewahlt, wobei wir uns aber der bei ihrer Wahl mgelassenen 
Willkür erinnern wollen. Die Voraussetzungen gestatten folgende 
Annahme: Liegt E innerhalb dm A-Kwve odw auf derselben, so ist 
seine Bntfernung ûom R-Schwerpunkt < r, - 1 + f,. GiZt dabei auber- 
dem? r 7 r, + r, - 1 + z + f,, so ist die Entfernung des dann super- 
halb des Ringes R liegendm materiellm Punides 5 vom Ring R grober 
als z. Unter diesen Umstanden haben wir ferner 

Die Gleichungen (3) am Nr. 4 gehen daher, wenn a, P irgend welche 
der Bedingung ae + P2 = 1 geniigende Zahlen sind 

Wir haben das Recht, Dl, 1 %Ji! - llfl und p einen Kleinheitsgrad zu- 
zuweisen, der beliebig von r,, t.,, z abhiingt. Somit ist es gest'attet 
anzunehmen 

(18) 
d2x d a  y 

Für die rechtsstehende Suniriie mollen wir die Abkürzung K ein- 
führen. Der Hilfssatz, welcher in dieser Nurumer abgeleitet wird, ist 
folgender : 

8 s  liege eine sich auf das Zeitintmvall t, 7 2 < t,, + t erstrcckende 
Bewegung des Ringes R und der muterieilen Pu&e G, S vor, bei 
welcher G innerhnib der A-Kurve odw uzcf dwselben liegt und stets 

1) Wir kehren mieder zu der durch die Fjgur reranschaiilichten Bezeichnungs- 
weise zurück. 
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r 7 Y,+ r,- 1 -+ t + f i  gilt. l iérner sei (yo)'y 4K(r1- 1 + fiJ)= ya7 
d r  d y  

wobei xo u n d  y; die Werte von. $, für t  = to bedeuten. D a n n  gilt 

Zum Beweise wahlen wir 

und bezeichnen mit x,, y, die Werte von x, y für t = t,. Es gilt, wie 
die Taylorsche Formel lehrt, 

-- K 
CL (X - x,) + a (Y - Y,) f i(x;)" ((I/;)V - to) - - (t - td2. 2 

Da ferner 

2[r,- 1 + f 3 1 > i ( x - x o ) ~  + Y - Y ~ ) ~ F ~ ( X - X ~ ) + B ( Y  -Y,), 

und hieraus, wenn wir vorübergehend irxo)' F(yi)B = h, t - t0 = w 

h 
Da h2 - g2 nach der Voraussetzung >= O ist, so kann niemals w = - K 
werden, es ist soinit stets 

Bildet man die letzte Ungleichung für t  = to + t und ersetzt g k d  h 
durch ihre Werte, 80 erhiilt man 

Aus der letzten Ungleichung folgt, da (x$ + (y;)" ga7 

Somit sind die Ungleichungen (19) bewiesen. 

12. Um die Betrachtungen der folgenden Nummer nicht zu unter- 
brechen, begründe ich zunachst folgenden einfachen (vielleicht sogar 
bekannten) Satz: liur alle t des Intervails to 7 t < t, + k, li > O seietz 
in Furditionen y,y, . . . y, definiert, die mzt endlichen Differentialpuotienten 
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erster O r d w n g  versehen sind ulzd für t = t, verschwinden. Es gelte fiir 
dus genannte liztervall 

wobei a und f i  positive Konstanten sind. D a n n  haben zoir für alle t des 
Intervalls 

(21) vy; + y; + . . - + ( f i 9 " * -  1 ) .  

Um diesen Satz zu beweisen, wiihlen wir einen t-Wert dcs Intervalls, 
es sei dies t,. 1st für t = t ,  y, = y,= . . . = y, = O, so ist die Be- 

hauptung richtig. Es genügt also, den Fa11 Vy; + y: + . . . + y: > O 
zu betrachten, wobei dann t ,  > t, ist. E s  mu0 offcnbar einen t-Wert 
t, geben, der der Bedingung t, < t2 < t, genügt und für den 

-- 

y,=~/,=.-.-y,=O kt, wiihrend für t , < t < t l  vyS+yB+.- .  +yn>O 

- 
< 1 / G . a  + f i n s .  

Somit haben wir 

e - ~ n < ( ~ *  - p n s  - f i .  a) 7 O, 
d t  

Der in der letzten Ungleichung vorkonimende Klammerausdruck ist 
daher für t = t, gleich oder kleiner als der Wert desselben Ausdrucks 
für  t = t,. Berücksichtigt man noch, daB für t = t, s = O gilt, und 
bezeichnet man mit s, den Wert von s für  t = t,, so erhalt man 

13. Wir  führen vier weitere positive Funktionen von ri, G, z ein. 
Im folgenden werden diese willkürlich gewildten Funlitionen, welche 
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wir mit f 4 ,  f 5 ,  f6, f7 bezeichnen, als gegeben angenommen. Der Kürze 
wegen setzen wir 

h + r l - 1  +r+ f ,= t - ,  r + f , = p ,  p+f ,=p,  

p + f s = Y ,  P+f ,=  Q ,  
BO daB also i: < q < p < P < Q gilt. 

Wir  wollen niin annehmen, zu Anfang einer Bewegung, etwa für 
t = t,, liege (5 innerhalb der A-Kurve und es sei (xi)' + (y;)' >= g: 
wobei g v i e s e l b e  Bedeutung hat wie in  Nr. 11 und x;, y; die Werte 

d x  d y  
von , -- für t = t, sind. Im übrigen seien die Anfangslagen und clt d t  
Anfang~~eschwindigkeiten von G und 5 derartige, daB bei Fortlassimg 
des Ringes und Vernachlissigung der Wirkung von S auf (5 der 
materielle Punkt 5 eine Ellipse uni G beschreiben würde, deren groBe 
Halbachse a und lineare Exzentrizitat e den Bedingungen a + e 2 P, 
a - e > p  genügen. Aus diesen Anfangsbediqungen folgt, daB zu 
Anfang der Bewegung r f JI, r < P und somit r > q, r < Q gilt. Aus 
dem Satze in Nr. 11 schlieBen wir, daB im Verlnufe der Bewegung ein 
beslimmter Sloment t = t, eintreten mufi, in dem m m  ersten Male 
mindestms &ne der Bedingungen: ,,G liegt innerhalb der d-Kurve und 
r > p" vwletzt wird. JUr t = t, liegt G innerhalb oder auf dm A-Kurue 

und es gilt T 5 y. Fevner haben wir t, - t, < 2 1/''-;' '' . 
W i r  behalten nun die Anfangslagen und die Anfangsgeschwindig- 

keiten von G und 5 bei, lassen aber den Ring fort und vernacliliissigen 
die Wirkung von 5 auf G. Rezeichnen wir dann mit #, H die 
Koordinaten von [3. in  beziig auf ein rechtwinkliges Koordinatensystern, 
dessen Anfangspunkt in G liegt und dessen Achsen denjenigen des 
Systems Cf (siehe Nr. 4) gleichgerichtet sind, so gilt 

( d2E Z - - 
d t 9  ( V P  + H e l 3  ' 1%- - - - H 
dt" (VF+HP)3  ' 

Für die wirklich eintretende Bewegung haben wir aber nach den 
Gleichurigen ( 3 )  aus Nr. 4 

de {  - 1 aa an + -2,- (1 + y )  
E 

(23) 
d t =  P a t  (VFT?) ' 

I aa an "I 
d t s  IL  aq + 37 - (1 + IL) ( v m ~ ~ .  

Diese Gleichnngen sind für ein Zeitintervall anwendbar, welches das 
- 

durch t, 7 t 7 t, definierte Intervall nach beiden Seiten hin übertrifft. 
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Da fiir das Intervall t, 7 t 7 t , ,  welches wir vorübergehend mit I be- 
zeichnen wollen, die Ungleichurigen (16) aus Nr. 11 zutreffen, BO i s t  
klar, dan für das Intervall I 

E'unktionen von t sind, deren Absolutwerten ein beliebiger von r,, r,, z 
abhangiger Xleinheitsgrad zugewiescn werden darf. 

Aus (22) und (23) erhaltcn mir nun 

wie bisher vF+T= r und auBerdem vorübergehend 
-- - -  

rj - H = n, 1/E2 + H z  = p. E s  besteht offenbar die Un- 

gleichung I g - r 7 vk2 + n Z  7 nt t 1 %  1 Nun folgt fiir das Inter- 

d n~ Wir  setzen -- = m' d n 

d t  > dt = n'. E s  ist nach dem Vorhergehenden klar, 

da8 man eine positive Funktion 8 von r,, r,, z derart angeben kann, 
daB für das Intervall I die Ungleichungen 

1 2  1 
gelten. E s  würde z. B. genügen, 23 = 1 f + + anzunehmen- 

P P  P 4P 
Da wir das Recht haben, 1 q 1 ,  @ < f (r,, r,, z) vorauszusetzen, wobei 
die positive Funktion f beliebig gewahlt werden dei-f, so fol@ aus dem 
Satze der vorigen Numuier, daB wir lm:, ln], im'i, in' für das Inter- 
val1 1 einen beliebigen von q ,  5 ,  z abhiiugigen Kleinheitsgi-ad au- 

schreiben dürfen. Hieraus folgt weiter die Berechtigung für die An- 
nahme, da5 im Intervall I stets r > y, r < Q gilt. De dann für t = t, 
die Bedingung r > p nicht verletzt wird, so darf für  t = t, G nicht 
innerhalb der A-Kurve liegen; es liegt daher dieser materielle Punkt  
für t = t, auf der A-Kurve. Unter der Voraussetzung, da0 die zu 
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unserer Verfügung stehendeii Kleinheitsgrade geeignet gemiihlt sind, 
koanen wir daher folgenden Satz aussprechen: E s  liege zu Anfang 
einm Rewegu.g G innwhnlh der A-diUrce und es sei im  Anfang 

(dl)'-+ (::)'p gp.  Inl übrigcn stren die Anfangsiagew und Anfangs- 

jeschwindigkeiten von % und % derartige, da/3 bei Fortlassung des 
Ringes und Vernucl~liissigzcng der Ifirkung von 5 azif' G der materielle 
Ptcnlit '3: eine Ellipse uvn G b~chreiben würde, deren grope Halbuchse a 
und lineare Exxent~isitat e den Bedingungm a -t e 7 P ,  a - e r p  ge- 
nüpn. D a m  tritt nach Verlauf eines hestimmtm positiven Zeitintervalls, 

d-2Curz.e liegt. Vor diese~n illonzent liegt G innerllalb der d-Kurve und 
die Entfernung von G und 5 ,  d. h. Y ,  ist > q und < Q. Die Oh- 
gleichungen r > q, r < tJ sind auch i»z geîtaw7ten Moment erfüllt. 

V. Stabilitatsbetrachtungen. 

14. Wir  führen zuniichst noch eine positive Funktion cD(r,, r,, z, ,u) 

- eh ,  welche im folgenden als gegeben betrachtet wird. 
E s  nioge nun eine Bewegung von G, 5 und R vorliegen, die sich 

auf das Intervall t ,  7 t 7 t, + t erstreckt, wobei t eine positive Zahl 
ist. Bei dieser Bewegung liege (5 stcts innerhalh oder auf der 
A-Kurve, auch gelte immer r f r. Die Anfangslagcn und Anfangs- 
geschmindigkeiten von (5 und 5 für t = to seien wieder so gewiililt, 
daB bei Fortlassung des Ringes und Verriachliissigung der Wirkung 
von 5 auf t3 der materielle Punkt 5 ei~ie  Ellipse uin 6 beschreiben 
würde, deren grofle Halbachse a uiid lineare Exzentrizitiit e den Be- 
riingungen a + e ? l', u - e T p  genügen. (Im folgenden wollen wir 
diese letztere Voraussetzung bezüglich der Anfangslagen und Anfangs- 
g~schwindigkeiten von G und 5 durch das Zcichen [ P ]  charakterisieren). 

AuBerdem nehmeu wir au, daB (;ci)' + < gz und ( 2 7 8 gelte. 
O 

Der Index O weist hier, wie überhaupt in dieser Nuinmer, darauf hiii, 
daB die betreffende GriJ3e für t = t,, zu bilden ist; die Striche oberhalb 
der Buchstaben ,deuten Differentialqnotienten nach t an. Bus diesen 

1 2 -  1 2 1 a + e  P (27) (8,)' + - + < - - + - - - - - 
a a - e  a u - e < ~ 1 2  
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Wiihrend der ganzen Bewegung gilt offenbar 

Nunmehr erinnern wir an das Integral (4) der Nr. 4 sowie an die 
iu der Einleitung angegebenen Voraussetzungen hinsichtlich der Klein- 
heitsgrade von p und M. Es ergibt sich d a m  mit Rücksicht auf das 
in dieser Nummer Gesagte die Bereçhtigung des Ansatzes 

wobei I r i l l  jeder von r,, r,, z abhiingige Kleinheitsgrad zugewiesen 
werden darf. Erinnert man sich an das Integral (5) der Nr. 4, so 
erkennt man die Berechtigung des Ansatzes 

wobei von 7, dieselbe Aussage gilt, wie von v1. Indem wir die Formel 

~ a , b , + a , h , + a , ~ , + a 4 ~ 4 1  + a % i - a i + a : . i b ?  + bg +bg + b 4  

anwenden, uns auf die Kenntnis der bereits erwiihnten Integrale (4) 
und (5) stützen und der Kürze wegen 

S = 1 + p + H,  g = i x 2  + y Z ,  G = V(E - x ) ~  + (7 - 

schreibcn, finden wir, daB mahrend der bctrachteten Bewegung folgende 
Ungleichungen gelten : 

wobei von 7, dasselbe gilt, wie von 7, und q2. Kun haben wir 
g < r, - 1 + f, (vgl. den Anfang von Nr. 11) ; ferner 6 2 r f e < 
r + rl - 1 4- f,. Wir  konneri daher schreibeii 

CT + 5: + r~ + < l3 + M ( y 2  + 2r (q - 1 + f d )  + ?4? 
P 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 54 Band. 1906. 4. Heft. 2 6 
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wobei von 7 ,  dasselbe gilt, wie von ql vz q3. Somit haben wir 

1 2  
Da r f  r nnd a f p + e F p ,  so gilt von q, =T:(-z+r+7iJ) 

a= - e =  
dassolbe, wie von 9 , )  7z,  ris, q4. Ferner ist - -  5 P und somit 

a 

wobei von 7, dassellie gilt, wie von qi, riz, 7is, 74, 7s- 
Auf Gnind des Gesagten finden wir nun 

1 a' - e 2  
( - n + ' i 7 ) ~ ' + ( l + 7 d 2 1 - U + % f  0,  

wobei von q,, ri,, ri9 dasselbe gilt, wie von rii, vz - - . vs. Mit Rücksicht 
auf die für a + e und a - e geltenden Ungleiühungen erkennt niaii 
schlieBlich, da0 man das Recht hat zu schreiben 

r2 - 2ar  + aa - e2 - 27i,,r + q,, 7 0 ,  

wobei von via und T~~ dasselbe gilt, wie von den riii Ta - . ris ES ist 
klar, da8 aus dieser Ungleichuna fol@ 

Somit haben wir 

Man kann offenbar setzen D = ee + qi2, wobei von qie dasselbe 
gilt, wie von vl, ve . . a qii. 

Sind A und B zwei Zahlen, die der Bedingung A > B 7 O ge- 
nügen, so id. 

A - B  =/'FU.~/A = f l-vB=v- 
I A + ~ / B  < ~ / A + / ' U  

< V A - - B .  

E s  gilt also stets, wenn a, ,!? nicht negative Zahlon bedeuten, 

i 1 / . - V B l < V F 7 Ï .  
Bus dieser Bemerkung fol@ 
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Somit k6nnen wir setzen 0 = e + ?il,, wobei von yls dasscllbe gilt, 
wie von vl, q, - - lll,. Somit haben wir 

wobei den 1 s 1, 1 7 1 ein beliebiger von r,, r,, z abhangiger Kleiriheits- 
grad zugewiesen werden darf. Wie man daher auch eine positive 
Funktion F(r, r, z) gewiihlt hahen mGge, man kann immer die zu 
unserer Verfügung stehenden Kleinheitsgrade so wiihlen, daB bei der 
von uns betrachteten Bewegung 

(31) a - - e - F t r T u  f e + F  

gilt. Man ist im besonderen berechtigt anzunehmen, daB im Verlauf 
der Bewegung q < r < Q gilt. 

Das Integral (4) liefert 

~ . ~ y % k + ( + m + 2 3  

Da T > 31 angenommen werden darf, so kann man schreiben 

wobei von qi4 dasaelbe wic von 7, y, . . . q,, gi l t  Da a + e P und 
1 

folglich a 'j P und man ! < ll vorauseetzen darf, so kann man 

schreiben 

15. Zu Anfang einer Bewegung (für t = t,) seien zunachst die 
Bedinpngen [pl (vgl. den Anfang der vorigen Nr.) erfiillt, ferner liege 

in diesem Moment G inncrhnlh der A-Kurve und / d~ 1 sei 7 CD. Aus 

diesen Bedingungen folgt bereits für t = t,, r > p. Wir unterscheiden 
d x =  d y = =  , 

iiun zaei  Yiilie, jenachdem für t = t, (di) + > g d e r  

(df)' <g2 id .  Nach dem am SehluBe der Nr. 13 formulierten Satz 
. . 

tritt im ersten Fa11 nach Verlauf eines bestimmten positiven Zeit- 
-- 

intervalls, welches < 2 p  --'-+A ist, eio Moment ein, in welohem 
K 

G auf der A-Kurve liegt. Vor diesem Moment lie& 6 bnerhalb der 
26* 
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A-Kiirve und die Entfernung von C3 und 5, d. h. r, ist > q und < (S. 
Die Ungleichungen r > q, r < Q sind auch im genannten Moment 
erfüllt. Wir  wollen nun eine obere Grenze feststellen für die ~ n d e r u q ,  
die rp' hierbei erfahren kann. Zu diesem Zwecke ziehen wir die letzte 
der Gleichungen (3) aus der Nr. 4 heran. Aus derselben folgt 

d u s  den Gleichungen (2j der Kr. 4 folgt weiter 

Nun k6nnen wir, wie bereits erwahnt, T > 31 annehmon und ferner 
haben wir nach (16) aus Xr. 11 

-- 

Ferner ist nach Nr. 11 VI~' + y' < SI - 1 + f3 und auBerdem 

1 / ( 5  - + (7 - r + l'xi] + Y= < Q + Xl - 1 + 63. 
Also gilt für des Zeitinterwll vom Anfang der Bewegung bis zum 
charaktorisierten Moment einschlieBlich 

Dem zweiten Summanden auf der rechten Seite dieser Ungleichung 
k6nnen wir jeden von r, t, z abhiinginen Kleinheitsgrad zuweisen. M7ir 
k6nnen somit schreiben 

- l+X Erinnern wir uns, daB das genannta Zeitintcrvall < 2 1 / q -  '"4 
a 

so sehen wir, da8 2T sieh in diesem Intervall um weniger als 

vom bnfangswcrt entfernt. Da für t = to 7 Q gilt, so haben (di' 
wir also wiihrend des genannten Zeitintewalls 
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Wir düi-feii annehmen 

uiid dann haben wir für das genannt,e Intervall 

Wir gehen nun zur Betrachtung dey zweiten Falles über, wo für t = t, 

(i~)' + (::j2 < gP gilt. Wir haben d a m  zwei hl6gliehkeiten: entwedir 

die Bewegung setzt sich ohne Ende in der Weise fort, daB (5 stets 
innerhalb der A-Kurve liegt und immer r > q ist (Fall A), oder es 
tritt nach Ablauf einer endlichen Zeit zum ersten Mal ein Moment 
ein, wo mindesteus eine der beiden letzten Aussagen nicht zutrifft 
(Fa11 B). Nun sind wir aber nach dem eben iu Kr. 14 Bewiesenen 
berechtigt, anzunehrnen, dai3 im letzteil Pal1 für den charakterisierten 
Moment r > p gilt. Also muB für diesen Moment 6 auf der d-Kurve 
liegen. 

Die vorhergehenden Resultate lehreii sorriit folgendes: I m  Falle A 

Irn Falle B gelten die Beziehungen (34) vom Anfaiig der Bewegung 
bis zu dem Moment, mo G znm erstcn Male auf der A-Kurve liegt, 
wobei die Grenzen dieses Zeitintervalls eingeschlossen sind. Allc cliese 
Rehaiiptungen haben znr Voraussetzung, daB die zu unserer Vcrfiigung 
stehenden Kleinheitsgrade geejgnet gewiihlt sind. Indem wir das Ge- 
sagte ziisaminenfasseii, gelangen wir zu folgendem Satz: Es seim zu 
Anfang einer Bewegung (fur t = t,) die Anfangslagm und Anfan,qsge- 
sclzwindiglîeiten von G und S so gewuhlt, da/3 bei Fortlassun,g des 
Ringes und Vernaci~26ssiyung der Wirliung von 5 auf (5 der materielle 
Pzcnlït S eine Bl ipse  ton E beschreiben wiirde, derm ,po/3e Halbachse 
a und lineare Exzentrizitüt e den Zedingungen a $ e 7 P a - e T p  
genupn. Fiir t = t, miige (5 inns-haib der A-Kurve liegen und es sei 

fiir diesen Moment Id' 7 @. Balzlz sind zwei XGylichkeiten uorhanden. l d l /  
Entweder setlt sich die Beweyuny ohne Xnde i r a  der Weise fort, da/3 G 
stets innerhall, der A-Kurue liegt und 

gilt, oder es iritt nach Verla,uf' eines endlichen Zeitinteraalls fiir t = t, + t 
zscm erslen Mal der Fall ein, dap 6 au[ der d-Kuroe liegl, wobei für 
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t, 7 t t, + t die Beziehungen (35) stets erfüllt sind. Die eweile 

M@lichMt tritt irnmw ein, wmn f ü ~  t = 1, (z) ' + (2)' 7 g2 gilt, und 

zwar habm wir dann 

Als eine unmittelbare Folge dieses Satzes erhalten wir folgendes 
Theorem: 

Die Anfangslagtw und Anfan.qsgeschwindigkeitetz von Saturn und 
Trabant seien so gewahlt, da13 bei Fortiassung des Ringcs und Vernach- 
Eassigung der Einu;irkung des Trabanten auf d m  Saturn der Trabant 
urn den Saturn eine Ellipse beschreihen würde, deren grosse Halbachse 
a und lineare Exzentrizitiit e den Bedingungen a + e 7 P a - e r p  
geniigen. Der Bing zcmsc?die/3e zu Anfang die Saturn7mgcl ohne Be- 
riihrung (dann l i q t  der Trabant au/3erhalb des Ringes ohne Berührung) 
und die Drehungsgeschwindigkeit cles Bin,yes um den Schwerpunh-t sei 
dem absolulen Betrap nach 7 CD. Bpi diesen Anfungsbedingungen kunn 
die Beweyung der drei E W p e  nur durch eimn Zwa~nrnmsto/3 z.&schm 
Saturn und Bn,q cira Ende finden, nicht aber durch einen Zzcsammensto/3 
von Ring und Trabant. Fiir die gesamte nauer der Bewegzcng k t  die 
Rntfernung zzoischm Satzwn und Trabant zwischen den Grcnzen p und Q 
eingeschlossen. 

VI. Über den Fall, in welchem G auf der A-Kurve liegt. 

16. Wir führen zwei auf der Ringebene gelegene Polarkoordinaten- 
systeme ein. Der Pol und die Achse des einen moge mit dem Koor- 
dinatenanfangspunkt und der positiven Abszisseuachse von Cr (vgl. 
Nr. 4) zusammenfallen. Die positive Drehungsrichtung f ü r  dieses Polar- 
koordinatensystem 1 sei so gewiihlt, daB eine in dieser Richtung er- 
folgende Drehuug der positiven Abszissenachse von Cr uni 90° dieselbe 
in die Lage der positiven Ordinatenachse bringt. Das zweite Polar- 
koordiiitttensystem II liege ebenso bezüglich Cf. Die in der Nr. 9 ge- 
fundenen Resultate berechtigen zu folgrender Aussage: Liegt G im Pol 
von 1, so ist der Abstand vom inneren Rancie von R gr6Ber als 1. 
SchlieBeii wir diese Lage aus, nehmen aber an, daB G5 inncrhalb R 
liegt, so ist der genannte Abstand grGBer, gleich, oder kleiner als 1 
je nachdem 

(37) Q - r l + l - x ( * )  

kleiner, gleich oder grfiber als Nul1 ist. Hicbei ist g der Abstand des 
Punktes G voiii R-Schwerpunkt, eiii Polarwinkel von 'G bezüglich 
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des Systems 1. x (2) ist eine für alle Werte von z definierte periodische 
stetige Funktion mit der Periode 2%. Uieselbe besitzt stetige Differential- 
quotienten 1. und 2. Ordniing nnd 1 x (s)  , ~ ' ( z )  j ,  1 X " ( ~ )  kann ein 
beliebiger mittels r,, L,, [L, z, 'Dl definierter Kleinheitsgrad ziigewiesen 
werden. Wir bezeichnen nun, indem wir die letzte Annahme hin- 
sichtlich der Lage von S beibehalten, mit w einen Polarwinkel des 
R-Schwerpunkts bezüglich des Systems II. Dann ist w + TC - + - g, 
ein ganzes Vielfaches von 23t und daher x ($J) = x (W + TC - cp), wobei 
g, dieselbe Bedeutung hat,  wie in Nr. 4. Wir k6nnen daher in dem 
eben erwiihnten (auf den Abstand des Punktes G vom inneren R-Rande 
bezüglichen) Kriterium an Stelle von (371, d. h. g - r, + 1 - x (+), 
auch Q - r, + 1 - x (W + z - q) setzen. 

Wir  wollen uns nunmehr vorstellen, es sei in einem Moment t = to 
eine Lage von R, (3, X gegeben, bei welcher 5 auBerhalb R lie$, 
(5 innerhalb R, ohne mit dem R-Schwerpunkt zusammenzufallen. Ein 
Polarwinkel des R-Schmerpunkts bezüglich II sei a,. Im übrigen sei 
der Bewegungszustand für t = t,, beliebig gegeben. E s  gibt d a m  eine 
solche positive Zahl p ,  daB folgende Aussagen gelten: Den für t = t, 
gegebenen Bedingungen entspricht eine Bewegung, welche sich im 
Intervall to - p  7 t 7 t,, + p nach den G1. (3) der Nr. 4 in  der Weise 
vollzieht, daB ~ t e t s  6 innerhalb, 5 auBerhalb des Ringes lie@ und S 
niemals mit dem R-Schwerpunkt zusammerifiillt. Man kann dabei den 
Polarwinkel w des K-Schwerpunktes bezüglich II so wiihlen, da6 w 
im gcnannten Intervall eine stetige E'unktion von t mit stetigen Ab- 
leitungen belicbiger Ordnung ist und sich für t = to auf wo redueiert. 
Dabci gilt stets 

In  diesen Formeln haben s und y dieselbe Bedeutung wie in den 

G1. (3) der Nr. 4 und es ist p =1/x2 + y2- 
Wir beweisen nun folgenden Sa tz :  I n  einem Mo,ment t = t,, moge 

6 auf der A-Kurve lzegen und es sei r 7 r. Ferner sei fiir t = to 

D a n n  isi 

Dieser Sats gilt unter der Annahme, daB die zu  unserer Verfügung stehen- 
den K2einheitsyrade geeignet gewühlt sind. 
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Um diesen Satz zu beweisen, bilden wir: . 
d P  d w  drp 9 

(41) D i t i [ r - r l - n ( ~ + s - p ) ~ = % ~ . - x ' ~ ( i . + ~ - ~ ) [ d i  -di] 

Indem wir die Ungleichung (15) der Nr. 10 berücksiçhtigen, finderi 
wir für t = t,: 

Ferner haben wir (man vgl. (16) sus der Nr. 11) fiir t = to 

Also fiir t = t, 

wobei die in (42) vorkommende Surnme bedeutet. Indern wir die 
z u  unserer Verfügung stehenden meinheitsgrade geeignct wkihlen, 
k6nnen wir für t = t, schreiben: 

Mit Hilfe der letzten der Gleichungen (3) aus Nr. 4 erhalten wir: 

Wir  konnen amehmen, daB ein Punkt, dessen Entfernung von 
dem auf der A-Kurve gelegenen 6 gleich oder g6Ber als t: ist, sich 
auBerhalb des Ringes R befindet und von R einen Abstand besitzt, der 
grGBer ist als z (vgl. den Anfang von Nr. 11). Wenn wir daher urn 6 
einen Kreis mit dtirn Radius L- - r ziehen, so mu0 er den Ring, 60- 
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410 nber ein Dreikorperproblern. 

L, - 1 Wir machten bereits die Bemerkung, daB man p > ---- 
2 

annehmen 

kann. Man kann daher offenbar durch geeignete Wahl der verfügbaren 
Xleinheitsgrade erreichen, dnB die auf der rechten Seite von (46) mit 

dem Faktor (g)' behafteten Glieder eine oicht negatire Summe gebeo. 

SchlieBen wir die genannten Glieder, sowie das erste Glied von der 
rechten Seite der Beziehung (46) aus, so verlsleibt daselbst eine Summe, 
deren Absolutwert ein beliebiger von r,, r,, z, p, YJl abhangiger Klein- 
heitsgrad ziigewiesen werden kann. Dies ergibt sich mit Reriicksich- 
t i p g  der ersten Beziehung (39) sofort, wenn man sich daran erinnert, 
wie die Kleinheitsgrade nach der Voraussetzung bestimmt werden 
dürfen. Man darf daher oflenbar schreiben 

woniit iinser Satz  hewieüen ist. 

Sind die Voraussetzungen unseres Satnes erfiillt, so hat demnach 
Q - ri + 1 - x (W + x - <P) für t tO ein Minimum. Für  t-Werte, die 
von t = to verschieden sind, diesem Wert  aber genügend nahe liegen, 
haben wir also p - r, + 1 - x > O unabhangig davon, ob diese t-Werte 
gr6Ber oder lrleiner als to sind. Für diese t-Werte liegt daher 6 auBer- 
halb der A-Kurve. buf Grund des eben bewiesenen Satzes kommen 
wir zu folgendem Ergebnis: 

l n  eincm nTo??&cnt t = f, w6ge G aztf der A - K u r v e  liegen und es 
sei r > L. Ferncr sei für t = t,: 

W i r  konnen dann to z~oiscken zzvei soic7ze t -  Werte t, < to und 
t, > to einschliel;ien, dafi die Bewegung im Intervail t, < t 7 t, nach den 
Gleichungm (3) der Xr. 4 geschieht und einrr der folgenden drei Palle 
eintl-itt. 

1. G liegt für t, < t < t, intzerhalb, für t, < t < t, au/i'erlmlb der 
A-Kurve .  

- 
2. G liegt fïir t, < t < to az$erhalb, für to < t < t, innerhalb der 

A-Kurve.  
3. G liegt fiir t ,  < t < f, und  to < t 7 t, auPerhalb der A-Kurve 

Haben wir niimlich fiir t = to 
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so tritt offenbar einer der beiden ersten Falie ein. 1st aber 

so g e l a n p i  wir eu den Voraussetziingen des eben bewiesenen Satzes. 
E s  tritt dann also der Fall 3 ein. 

VIL Beweis des angekündigten Theorems. 

17. In dieser Nummer wird ein Hilfisatz abgeleitet, der in der 
folgenden Nurnnler z u r  Anwendung gelangt. Wir  setzen dabei r, - 1 

+ f3 = 2 ((vgl. den Anfaug ron Nr. 111, g =1/F+i2 und bel-ialten die 
bisher gebrauchte Bezeichnung K =  1 + fn bei. Sliid die zu uriserer 
Verfügung stehendeii Kleinheitsgrade geeignet gewahlt, au gilt fol- 
gender Satz: 

Im N o m e n t  t = to seicfz die Aufangslagen zcnd Anfangsyeschu~i~zdzy- 
kciten con t5 u n d  '3: der Bcdin,pîzg 1/31 ($92. den. Alzfung von A7r. 14) 
gcmaa g~wühlt. Der R i n g  R liege für t = t, so, clab G sich inncrhalb 
der d-Rurut: h~findet .  Auberdem nchmen wir an ,  d a b  

und  ] qof 1 7 CD gelte. B e r  Index O deictet hiel-bei, wie  im  Folgenden, uuf 
t = to hin, zc u n d  v haben dieselbe Bec7eutuyq1 wie in Nr. 4. X a c h  Ver-  
lauf eines gewissen Zeitintervalls trztt d a n n  (etwa fir t = t ,  + t t > O )  
ein Blommt ein, fiir den (5 zurn ersten M a l  auf der A-Kzcrve liegt, 
uükrend  fur fo < t 7 t, + t slets g < r <Q gllt. Fiir t = to + t i s t  

Um diesen Satz zu beweisen, bemerken wir zunichst, daB aus den 
Gleichungen (1) der Nr. 4 folgt 

= - coscp 2' - s i n p  y' + vy' 
(49) 

v = siricp 2 ' - c o s y y f - u y ' .  

Also haben wir 

x ; ~  + yor2 = [uof - v o ~ o ' ] P  + [v',' + uo9,,'y = y2 + 
+ 2 (u.,v,,' - vo u0') 

(50) J Y' i- cpora  @O" 2 ' PO' I Qo Y (Y - I VO I . 
Da go < 2 (vgl. den Anfang der Nr. 1 l'), so ist 

(51) y - 1  y,'I g,f  y -  @ . % > + C D %  + i / 4 ~ T > f 4 ~ .  
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Also nach (50): 

(52) q,'$ + yO1 > 4K2. 
Aus dem ersten der beiden am SchluB von Nr. 15 formulierten Siitze 
fol& (da g2 = 4 K 2 )  unmittelbar, daB nach Ablauf eines Zeitintervalls t 
der Punkt G zum ersten Mal auf der A-Kurve liegt, wahrend für 
to < t < to + t stets q < r < Q gilt. Aus dem in der Nr. 11 bewiesenen 
Satz folgt dann 

(53) 

(vgl. Gleiühung (19). Man beachte dabei, da8 r, + r, - 1 + .G + f, 
= r < y gilt (vgl. den Anfang von Nr. 13). 

Wir wiihlen nun auf der Ringebene ein mit R fest rerbundenes, 
mit Cr gleichgeordnetes, rechtwinkliges Koordinatensystem Dr so aus, 
daB der Anfangspunkt desselben derjenige Puukt der Ringebene ist, in 
welchem sich G für t = to befindet. Die neue Ordinatenachse habe 
die Richtung des Vektors, der für einen mit It fest verbundenen Be- 
obachter die Richtung der Geschwindigkeit von G für  t - to angibt. 
Die GroBe dieser Geschwindigkeit ist nach dem Vorigen y > 0. 1st a 
eine Amplitude der neuen Abszissenachse bezüglich Cr, so hat man 

Bezeichnen wir die Koordinaten von G bezüglich D, mit O, V, so ist 

(55) l u - u o =  cos a: U -  s i n a  V 
v - o o = s i n a : U + c o s a V .  

Wir  führen noch ein mit C, fest verbundenes und mit ihnl gleich- 
geordnetes rechtwinkiiges Koordinatensystem') D, ein. Der Anfangs- 
punkt von Df falle mit dem von C, zusammen. Eine Amplitude der 
neuen Abszissenachse bezüglich Cf sei <p, + a. Bezeichnen wir dam 
die Koordinaten des R-Schwerpunkts bezüglich Df mit X, Y, so ist 

(56) 
cos ( y ,  t a) X - sin ( g p ,  + a) Y 
sin (rp, + a )  X + cos ( g p ,  + a)  Y .  

Aus (53) folgt 

i57) PE - sin a: (u - zc,) + COS a: (v - v,)' 

Rerücksichtigt man die Gleichungen (1) aue der Nr. 4, so gibt eine 
leichte Rechnung 

(58) P =  sin (T - <p,) X - cos ( y  - yo) Ir+ Y,, 

1) m i r  konnten auch die Einfühmng neuer Koordinatensgsteme vermeiden 
in Hinblick auf die bei der Wahl von C und Cp rorhandene Willkür. 

f 
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wobei Y, der Wert  von Y für t = to ist. Wir  haben also 

(59) P - 2 sin (T) [cos (v) X + sin (m %) y] - 11'- Y,]. 

Indern wir die Bedingungen beachten, unter denen die Un- 
gleichung (32a) aus der Nr. 15 abgeleitet wurde, erkennen wir, daB 
dieselbe in unserem Falle für t, 7 t to + t gilt. Für dieses Intervall 
haben wir also 1 rp" / < 22.  Sornit ist 

Nach (56) und der Ungleichung (18) aus der Kr. 11 konnen wir an- 
d P Y  

nehrnen dii 1 < K und haben somit 

( t  - tu) " - Y +  Y,>- q r ( t - t " )  ---K. 2 

Die Gleichungen (56) geben 

Y,' = - sin (y,, + a)  q,' + COS (yIo + a) y,,. 

Berücksichtigt man noch (49) und sodaiin (54), so erhilt man 

Y,' = sin cc - 2t01 - cos ct v,,' - (sin a: v0 + CON a uO) rpOf 
- - 
< - y + @ p o < - y +  42. 

Also ist 

Berüçksichtigen wir noch 2 1 sin ' ( =~ s O)/ 7 ~ V - < F O \ J  Q <%, s0 

erhalten wir aus (59), (60) und (61): 

Aus (51) sehen wir, da8 die positive Grole y  - 1 rp,' . go ) y  - CD2 > 0. 
Nach (50) ist also xia + yof2 > (Y - @ Q ) !  Somit haben wir nach (53) :  

Da t - t, 7 t ist, so erhalten wir 
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Dann ist 

Also ist der Koeffizient von t - to auf der rechten Seite von (62) 
gr6Ber als Kii11. Somit gilt für dus ganze Interval1 t, < t 7 t, + t 
V >  O. Mit Rücksicht auf (54) und (57) erkennen wir die Richtigkeit 
unseres Satzes. Wir kolinen ihn auch in der Form aussprechen, dn/3 
d i e  Ordinafe con E beziiglich des Syslenu D, fur t = t, + t graber als 
ATull ist. 

18. Zur Zeit t = t, m6gen die Lagen und Geschwindigkeiten von 
6 und 5 den Bedingungeri [Pl genügen. Die Anfangslage des Ringes R 
werde nur durch die Bedingung beschrankt, da1 für  t = t, sich G 
innerhalb der A-Kurve befindet. Endlich sei 1 cp,' 1 7 a. Die Glei- 
chungen (49) aus der vorigen Nummer zeigen unmittelbar, da6 man dem 
Ringschwerpunkt eine solche Anfangsgeschwindigkeit erteilen kann, 
da6 u,', u,' heliebig gegehene Werte annehmen. Es miiB zu diesem 
Zweck sein 

4,' = - Co9 [UO' - % <PO' ] + sin 9, [vol f uo %'] 
y,' = - sin gi, [u,' - ~ , q ? ~ ' ]  - cos 9, [v,' + u,gi,']. 

Wir  wollen nun die Geuarntheit der u,', v,'-Werte inu Auge fitssen, welche 
der Bedingung 

((57) Uo'2  + 11.0'2 7 p 
genügen, mobei 

K und 2 haben in (68) dieselbe Bedeutung, wie in der vorigen Nummer.. 
Jlan. kalzn u,', v,' gemii13 d w  Hedinyung (67) so wiihlen, da/3 bei 

der entspechenden Hewepng S stets inncrlzalb der A-Eurce bleibt und 5 
von R stets uvz m e h  als z ahsteht. Die genannte Bcwegung crstreckt 
sich auf aile t >= t, und es gilt dabei skts p < r < Q. 

Urn diesen Satz zu beweisen, nehmen wir versuchsweise an, er sei 
nicht richtig. Wie man dann auch u,', v', der Bedingung (67) gernii3 
wahlen nioge, stets sind für t = t, die Bedingungen des ersten der 
beiden am SchluB von Nr. 15 formulierten Siitze erfüllt. Auf Grund 
dieses Satzes und unserer versuchsweise gemachten Annahme kfinnen 
wir sagen: Wie man auch u,,', v,' der Bedingung (67) gemiii3 wahleii 
mage, stets tritt nach Verlauf eines endlichen &itintervalls für t = to + t 
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zuru ersten Mal der Fa11 ein, daB G auf der A-Kurve liegt, wobei für 
t, < t 7 t, + t stets 

gilt. Natürlich kann t von der Wahl der u,', v,' abhangen. Jedem 
einzelnen der Bedingung (67) genügenden Wertsystem unf, v,' ordnen 
wir denjenigen Punkt der A-Kurve zu, welcher im eben geschilderten 
Moment t = to + t mit (5 zusauin~enfillt. Die Koordinaten dieser zu- 
geordneten Punkte bezüglich Cr k6nnen nach dem Gesagten als ein- 
deutige Funktionen der u,', LI,' aus (lem Gebiete (67) aufg-efaEt werden. 
Die so defiuierten Funktionen bezeichen wir mit U(uOf, v,?, 23(uo' c,') 

und wollen mm ihre SletigSeil nachweiseri. 

Zu diesem Zweck wiihlen wir iigenrl eine Stelle a, P des Gebietes (67) 
fest ails. Rei der entsprechenden Rewegung (wir bezeichnen sie mit fi) 
tritt nach Verlaiif eines endlichen Zeitintervnlls, etwa für t - t, + T 
der oben gekennzeichnete Moment ein. Pür diesen mird u : U(u,  P), 
v = B ( a ,  p) und es sind f i r  ihn die Bedingungen des Satzes am SchluB 
der Nr. 1 6  erfüllt, wobei to j- T in unserem Fall die Rolle von t, i m  
genannten Satz spielt. Wir  konnen nach dern letzteren t,, + T zwischen 
zwei solche Werte to + Tl und t, + T, (O < Tl < T < T,)  einschlieBen, 
daB die Bewegung im Intervall to t 7 t,, + T, nach den Gleichungen (3) 
der Kr. 4 geschieht und (5 für t,, + Tl 7 t < t, + T innerhalb, fü r  

t, + T < t 7 t, + auBerhalb der A-Kurve liegt. Die im angeführteu 
Satz vorkommenden Moglichkeiten 2. und 3. sind namlich in unserem 
Fall offenbar ausgeschlossen. Urn nun die Stetigkeit der Funktionen 
U und % für die Stelle u,' = a, v,' = nachzuweisen, wiihlen wir be- 
liebig eine positive Zahl p. Sodann bestimmen wir z, und z, in der 
VITeise, daB erstens Tl < z, < T T < z, < T, ist und zweitens bei der  
Bemegung B im Intervall t, + z, 7 t 7 to + zi 

gilt. Eine solche Wahl der z,, z, ist offenbar moglich. Unterwerfen 
wir die Stelle zc,', v,' der Bedingung, dern Gebiete (67) anzugehoren 
und der Stelle u., /3 genügend nahe zu liegcn, so konnen wir dadiirch 
erreichen, daB die einer solchen Stelle u,', u,' entsprechende R e m e p n g  
sich im Intervall t,, 7 t 7 t, + r ,  nach den Gleichungen (3) der Nr. 4 
vollzieht und da5 die u, z; bei dieser B~wegung  sich von den für 
gleiche Zcitcn gebildeten u, v bei der Bewegung R beliebig wenig 
unterscheiden. Wir bcdenken noch, daB bei der Rewegung H der 
Punkt (5 im Intervall to 7 t 7 to + zi von der A-Kiirve iim mehr 
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als eine für dieses ganze Interrall angebbare positive Gr6Be absteht. 
Dann ist  nach dem Gesagten die Berechtigung folgender Behauptung 
klar. Unterwirft man die Stelle zt,', cor der Bedingung, dem Gebiete (67) 
anzugehoren und der Stelle a ,  P genügend nahe zu liegen, so k6nnen 
wir dadurch erreichen: 

a) daB die einer solchen Stelle uo', o,' entsprecheride Bewegung 
sich im Intervall fo 7 t 7 to + z, nach den Gleichungen (3) der Nr. 4 
vollzieht, 

b) da5 bei dieser Bewegung C3 in1 Interrall t ,  i t 7 t, + z, iniler- 
halb der d-Kurve liegt, für t = t, + z, aber auBerhalb der d-Kurve, 
sodaB der charakteristische Moment bei einem t-Wert 8 eintritt, für 
welchen t, + z, < % < t, + z, gilt, 

c) da5 im Intervall to 7 t 7 t, + z, die u, c bei dieser Bewegung 
sich von den für gleiche Zeiten g~hildeten ze, v bei der Bewegung B 

weniger als urn '- unterscheiden. 
2 

Hat man die Stelle zc,', v,' den genannten Bedingungen unterworfen, 
so fol@ aus b) und c): 

[ o r  o '  - U(a, P) I 7 I U(uo', coi) - uz(8)  I + I uB ( 8 )  - U(a, B)  I 

Hierbei bezeichneri u,(t), v,(l) die Fu~iktiorien von t, denen 21, v 

bei der Bewegung B gleich aind. Aus (70) folgt, da6 

I (uo', v,') - Wa, P )  l und ' 8 (zto', v,') - 8 (a, P )  1 
kleiner als p sind, sobald die Stelle zt,', va' der Bedingung unterworfen 
wird, dem Gebiet (67) anzugehoreri und der Stelle a, /3 genügend 
nahe zu liegen. Damit ist die Stetigkeit der Funktionen U(uOt, uO1), 
Z3 (u,' c,') bewiesen. 

Es m6ge nun eine Stelle u,', v,' des Gebietes (67) gewiihlt sein, 
für welche uOf2 + vOfa  = I I 2  gilt. Bei der entsprechenden Bewepng 
sind für t = t, die Bedingungen des am Anfang der vorigen Nummcr 
angegebenen Satzes erfüllt. E s  folgt aus dem letzteren, dai3 für den 
charakt'eristischen Mument bei der genannten Bewegung zc,,'(zc - 21,) 
+ v,'(v - v,) > O gilt. Die letzte Ungleichung k6nnen wir auch 
schreiben 

(71) u,,'[U(uol, cgt) - u0] + vo'[%(uo', cor) - vol > 0 .  
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Wir konnen somit sagen: In1 Gebiete (67) sind U(u,' col) - u, und 
B(u,', v,') - v, stetige Punktionen der u,', v,'; auBerdem besteht für die 
Stellen auf der Grenze des Gebietes (67) die Ungleichung (71). E s  
ist leicht zu sehen, daB die Funktionen ll(uOr, vO1) - u , ~  und B(u& v,') - v, 
fiir keine Stelle des Gebietes (67) gleichzeitig verschwinden. Zu diesem 
Zweck beachte man, daB ll(uOr, v,'), '8 (u,', v,') stets die Koordinaten u, v 
eines Punktes der A-Kurve sind, wahrend u,, v, die u, v-Koordinaten 
eines iniierl~uZ1) der A-Kurve gelegenen Punktes darstellen. 

Wir benutzen jetzt folgenden allgemeinen Satz : ES k t  nicht rnoglich, 
dwp zwei für die 2, y des Gebiefes 2" y' ? p z  ( p  > O )  definierte und 
duselbst steti,qe Funktionen X(x,  y), Y(x, y) fiir keine Sklle des ge- 
nanntcn Gebietes gleiclzzeitig verschwindm, wiihrend fi3 die der Bedingung 
x2 + y2 = p2 yenügenden Stelien XX $ y Y > O gilt. Was den Beweis 
dieses Satzes anlangt, so würde er bei etwas spezielleren Annahmen 
hinsichtlich der X, Y aus den Betrachtuilgen folgen, welche sich an 
die K r  one  c k e r  sche Charakteristik anschlieBen. In  der angeführten ail- 
gemeinen Form habe ich ihn in meiner Schrift ,,Uber gewisse Differential- 
gleichungen allgemeinen Charakters . . ." ( D o q a t  1900, russisch) be- 
wiesen. E r  folgt übrigens uiimittelbar (und zwar nicht nur für zwei 
unabhangige Variable, sondern fur eine beliebige Zahl derselben) ails 
einem allgemeineren Stitze, welchen ich andermeitig') veroffentlicht habe. 
Aus dern angeführten Satz folgt sofort, daB wir auf Grund der ver- 
suchsweise gemachten Aniiahme, unsere Behauptung sei nicht richtig, 
zu einem unmoglichen Resultat gekommen sind. Der. am Anfang 
dieser Numrner aiisgesprochene Satz ist daher erwieseii. 

Indem wir den am SchluB der Nr. 15 ausgesprochenen Satz und 
das eben gefiindene Resultat verbinden, erkennen mir die Richtipkeit 
des folgenden Theorems: 

Die Anfangslugen und ArLfa?zgsgeschwindiykeiIen von Swturn und 
Tratiwnt seien so yewühlt, da/J 664 lf'ortlussuny cles IRinges und Ywnuch- 
Iassipny der Binwil-Xung des ï'rabanien auf den SuSalurn der Irabant uvn 
den Satur~z eine Bllipse bescl~rt-idwn würde, deren grope Halbaçkse a und 
lineare Xxzentrizitat e den Bedingungen a + e 7 P, a - e r p  genügen. 
Der Ring umseldie~e 2% Anfwny die Saturnkuyel ohne Beriil~rulig (dunra 
liqt der l'rubunt uuperhulD des liinges ohne Bmiihruny) und die Drdunys- 
yescl~windigkeit des Rinyts urn den S'c1zu;erpunkt ssi dem ubsolutm L'e- 
truye nuck 7 CD. Bei diesen Anfunysbedinyung~m kunn die Uewqung 
der drei Korpw nur durck einen iizcsummens.to/3 zwischen Saturn und . - 

1) P. B o h l ,  Über die Bewegung eines mechanischen Systema iu  der Nahe 
einer Gleichgewichtslage. 5 4, 1, Journal für Mathematik. Bd. 127. 

Zeitsciirift f. Nathomatik u. Physik. 54. ~ a n a .  1106. 4 Heft. 2 7 
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Ring ein Ende finden, &ht aber durch einm Zusammensto/3 von Rijzg 
und Trabafit. Für die gesanzte Dauer der Bewegugzg ist die E n t f e m q  
von Saturn und Trabunt zwischerz den Grensen q wnd Q eingeschlossen. 
Jlun kann jedoch die im Vorhergehenden noch unbestimmt gelassene An- 
fangsgesc/~windiylceit des Ringschwerpunkts stets so wahlen, dap es zu einem 
Zusa~nrnenstob überhaupt nicht komînt, da/ somit die Bewegulzg ohne 
Znde fortbesteht. 

Vorausgesetzt ist hierbei, daE die zu unserer Verfügung stehenden 
Kleinheitsgrade geeignet gewahlt sind. 

Wirbelstrome in Staben von rechteckigem Querschnitt. 

Von DipLTng. P. D ~ Y E  in Aachen. 

5 1. Problemstellung. 

Bekanntlich ist es in der Elektrotechnik üblich, grüBere Eisen- 
massen, die von einem zeitlich wechselnden magnetischen Felde durch- 
setzt werden, zu unterteilen in der Absicht die Wirbelstromverluste zii 
vermindern. E'ür die Praxis ist es deshalb von Wichtigkeit die Ver- 
luste im voraus berechnen zu kgmen und so zu beurteilen, ob die 
Unterteilung weit genug getrioben ist. Zum Aufbau des Eisenkorpers 
verwendet man immer Rleche, also Leiter, deren Querschnitt senkrecht 
zur Richtiing der magnetischen Kraftlinien von einem langgestreckten 
Rechteck gebildet mird. Nimmt man für die Rechnung die eine Seite 
dieses Rechtecks geradezu als unendlich lang an, so bietet das Problem 
der Berechnung der Wirbelstromverluste keine Schwierigkeiten. In 
dieser Form wurde es gelost von J. J. Thomson. ' )  E s  sol1 nun irn 
folgenden gezeigt merden, daià auch dann, wenn man jene Abstraktion 
nicht macht, also den Pall eines Rechtecks betrachtet, dessen Seiten- 
liingen beliebig sind, die strenge L6sung des Problems konstruiert 
werden kann. Diese setzt uns dann in den Stand den Fehler anzugeben, 
der bei der gewohdichen lleçhnungsn~eise begangen wird. 

Wir  legen demgemiB der Rechnung den durch Fig. 1 rer- 
anschaulichten Fa11 zugrunde. Im Innern einer von einem wechsel- 
strom durchflossenen Spule, die in der Richtung ihrer Achse, der 
Z-Richtuiig, unendlich lang ist, befindet sich ein sich in der Z-Richtung 

1) Electrician 28. 1892, S. 597. 
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ebenfalls unendlich weit erstreckender Leiter von rechteckigern Quer- 
schnitt. Seine Leitfiihigkeitl) sei G ,  seine Permeabilitit p,  die 
Liingen der Rechtecksseiten 2 S und 

Fig. 1. 
2 1. Im folgenden Paragraphen merden 
mir zeigen, daB die Berechnung der 
Verteilung der elektrischen und mag- 
netischen Kraft im Innern des Leiters 
zusammenfallt mit der dufgabe: eine 
Losung zl der Gleichung 

Au + 7c" = O 

zu konstruieren, die auf dem Rande -- --- 
X 

des Rechteçks bestimmte vorgeschriebene 
Werte annimmt, und werden eine Me- 
thode angeben, die es ermoglicht, für 
beliebig vorgeschriebene Randwerte die 
Funktion u in Form einer R,eihe dar- 
zustellen. Vie1 mühsamer als die 
HersteUung dieser T16siing ist ihre 
Verwendung mir Ableitung praktisch brauchbarer Formeln fiir die 
wirkliche Berechnung der Wirbelstromwiirme. 

5 2. Die Differentialgleichnng des Problems. 

Nehmen wir die Abhiingigkeit von der Zeit als rein harmonisch 
an, sodaB wir schreiben konnnen 8, = Ze'"'', E2 = Xe'"", usw., wobei 
wir wie üblich erst am SchluB der Rechnung wieder auf die reellen 
Teile xurückgehen, so führen bekanntlich die allgemeinen Maxwell -  
schen Gleichungen : 

P ' @ = - rot E,  

für jede der GroBen E, X, usw. auf eine Gleichung der Form 

wobei im Innern des Stabes: 
€ w S  p s w i  k" kk" = -  - -- 

I ç z  c= 

und irn freien ~ t h e r :  
m e  k L  l c2  = - . 

a cZ 

1) Wir benutzen durchweg rationelle H e  a v i  e i d e sche Einheiten (vgl. Enc. 
d. M. W. Art. V 13 von H. A. L o r e n t z  NI. 7) und geben erst zum SchluB die Um- 
rechnung auf die praktischen Einheiten an. 

2 7 *  
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420 Wirbelstrome in Staben von rechteckigem Querschnitt. 

Nun haben wir es in der gesamten Wechselstromtechik mit ,,quasi- 
stationZren" Vorgkgen zu tun, deren Wellenlinge 2ïzc/w auBerordent- 
lich grog ist gegenübcr den Abmessungan des in Betracht kommenden 
Teiles dcs Feldes, hier insbesondere gegenüber den Seitcn des Iiecht- 
ecks, sodaB wir setzen konnen: 

was auf die Vernachliissigung der Verechieburigsstr6me hinauskommt. 
Bei unserem Wirbelstromproblem, wie es durch Fig. 1 reranschaulicht 
wird, haben wir spezieii: 

Nach dem oben Gesagten geniigt jetzt Z = u im Tnnern des Stabes 
der Differentialgleichung: 

wahrend irn AuBenraum gilt: 

(2) AU = O. 

Gleichung (2) losen wir für das Gehiet zwischen Spule und Stab diil-ch 
den speziellen Ansatz: 

(3) u - H = coust.; 

gleichzeitig ist d a m  u im Inneren des Leiter3 vollkornmen bestimmt 
durch Gleichung (1) und die Bedingung, auf dein ganzen Rande des 
Kechtecks den konstanten Wert fi anzunehmen. 

Die mit dem xoitlich verkinderlichen, in der 2-liichtung verlaufen- 
den magnetischen E'elde notmendig verknüpften clektrischen KrafZ- 

a kouiponenten: G, = Xei"* und Gy = Ye'wt, sind, da , = O ist, g e i d 3  
o z  

der Maxwellschen Gleichung: 

(wieder mit VeinachlZssigiing des Versehiehiingsstromes) bestimmt durch 

Durch X und Y ist der Verlauf der Wirbelstrtime gegeben. Übrigens 
kann man leicht zeigen, daB ihre Kenntnis nicht n6tig ist, aenn  man 
nur die Gestalt der Stromkrcise im Innein des Stabes bestimmen will. 
Reachtet man nSnilic,h, daB aiif einer Linie @, = const., die Komponentc 
von rot ,Çj senkrecht zu dieser h i e  und daniit nach der vorstehenden 
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Maxwellscheri Gleicliung auch die Komponente von 45 senkrecht zu 
dieser Linie verschwindet, so sieht man, da5 Stromlinien und Niveau- 
linien von @, zusammenfallen. 

5 3. Konstruktion der Funktion u. 

Zur Konstruktion der gesuchten Losung von (1) giht es zwei ver- 
schiedene Wege. Der erste beruht auf dem bekannten Satz, daB man 
die Auffindung einer Losung von Au + k22c = O, für die beliebige Rand- 
werte vorgeschrieben sind, zurückiüliren kann auf die Bestimmung einer 
Greenschen P'unktion G, d. h. einer Losuug der Gleichung: 

A G + k 2 G = 0 ,  

welche aiif dem Rande des betrachteten Gebietes verschwindet und irri 
ganzen Inneren stetig und enrllich ist mit  Aiisnahme eines heliebig ge- 
wahlten Punktes, wo sie logarithmisch unendlich wird. Durch diese 
Funktion C ist  da^ u einfach bestimmt nach der Gleichungl): 

a 
wobei u., der Wert von u auf dern Rande, :- eine Differeritiation nach 

G 12 

der auBeren Normalen bedeutet und die Integration über den ganzen 
Rand zu erstrecken ist. 

Da der in iinserem Fall vorliegende Bereich ein Rechteck ist und 
wir mit Rechtecken die ganze x, y Ebene einfach und lückenlos über- 
decken konnen, lie@ hier die Moglichkeit vor, durch Anwendung des 
aus der Funktionentheorie wohlbekannten Spiegelungsverfahrens die 
Greensche Funktion ails einer unendlichen Anzahl Elementarl6sungen 
aufzubauen. Man gehe aus von einer Elementarlosung von Azc + k 2 u  - 0, 
die nur von dem Abstande des Aufpunktes von eiiiem willkürlichen 
festen Pol ahhiingt und in  diesem logarithmisch unendlich wird, die 
also in unserem Falle aus einer geeigneten linearen Zusammensetzung 
der beiden Besselschen Funlitionen J und K vom lndex Nul1 be 
stehen würde. D a m  bctrachte man die bekannnte schachbrettartige 
Fig. 2, nchme im Inneren des Grundrechtecks einen beliehigen Punkt 
a,, y, an und erzeuge durch fortgesetztc Spiegelung an den Sciten des 
Grundrechtecks eine doppelt unendliche Anzahl von Spiegelpunkten, 
wie in Fig. 2 angedeutet. Definiert man jetzt zu jerlein dieser Punkte 
die zugehorige Elemcntarlosung aJ f bK, dic in dem betreffenden 

1) Vgl. z. B. F. Po c k  els :  cher die partielle DiEe~entialgleichun~ A u+ k2u = 0, 

S. 251 (auch S. 280), Leipzig 1891. 
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422 Wirbelstrome in StLben von rechteckigem Querschnitt. 

Punkte ihren Pol h ~ t ,  mit positivern oder negatirem Zeichen, je nach- 
dem der erzeugende Pol in einem schraffierten oder nicht schraffierten 
Rechteck liegt, so ist die Summe dieser Elementai-fuiikbionen, nachdern 
man noch das Verhiiltnis der Konstanten a und b so gewahlt hat, daB 
die Reihe konvergiert, die ge~iuchte Greensche Funktion. Iiidem man 
die Besseluchen Funktionen durch ihre in der koniplexen Ebene ver- 
laufenden Integraldarstellungen definiert, kann man die Sunimation unter 

dem Integraleeiclien ausführen, und man bckommt schlie5lich für u cine 
Formel, die, wie ich mich überzeugt h a h ~ ,  mit der jetzt auf rie1 ein- 
facherem Wege abzuleitenden übereinstimmt. 

Der zweite WTeg beruht auf der Moglichkeit die gesuchte Losung u 
additiv aus hochstens vier einfacheren Losungen der vorgelegten 
Differentialgleichung zusammenzusetzen, die nicht mehr wie die Green-  
sche Funktion doppeltperiodisch sind, sondern sich nur entweder in der 
z-Richtung oder y-Richtung periohsch verhalten und von denen dann 
jede einen Teil der Grenzbedingungeii befriedigt. In unserem E'alle, 
wo auf den einander gegeuüberliegenden Rechtecksseiten dieselben 
Randbedingungen vorgeschrieben sind, reduzieren sich die vier Funk- 
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tionen auf zwei, die im folgenden angegeben werden sollen. Der au- 

gemeine Fa11 beliebiger Randbedingungen 15Wt sich dann leicht in ent- 
sprechender Weise erledigen. 

Wir  setzen u = u, + u, und rcrlangen z. B. für u,, daB 
a) nu, + kau, = O, 
b) diese Funktion die Periode 4 1  in der y Richtiing hahe und 
c) in  Dberein~t imrnnn~ mit Forderung b) auf dem Rande des un- 

endlich langen von den Geraden x = + 6 begrenzten Streifens gleich 

der in E'ig. 3 dargestellten periodischen Funktion P ( y )  wird. Die 
Funktion zï, bestimmon wir durch ganz analoge Bedingungen; sic wird 
in x pcriodisch mit der Periode 46. 

Die Funktionen u, und u, Sind nun aber leicht anzugeben. Stellen 
wir niimlich, um u, zu bilden, P(y) diirch die Four ie r sche  Reihe dar: 

d a m  iut u, gegeben durçh 

wenn wir fn(x) bestimmen durch die Differentialgleichung 

mit der Bedingung, daB fn7x) = 1 sei für x = + 6. Setzen wir 

so wird 

(8) 
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424 Wirbelstrome in Staben von rechteckigem Querschnitt. 

wobei n die Iteihe aller ungeraden ganzen Zahlen durchliiuft, also 
5 Z 

cosp, - c0sp3 - 
1. 3 x y  cos?Y -'- (9) ul = [- L 8 2 *  3 
6CoY'- + . . . 

cos pi - 2 1 
1 cosps 1 

Ebenso +rd, wenn wir definieren: 

und wieder n. die Reihe aller ungeraden ganzen Zablen durchlaufen 
lassen: 

Y 
C O S Z s a  3 n s  

- 1-- cos-- - + . . . 
1 2 6  

cos g, - 
S 

Hiermit iat also u = ul + ug gefunden. 

5 4. Spaltung der Losung in ihren reellen und imaginaren Teil. 

Wie schon in 2 bemerkt wurde ist die magnetische Kraft ,Çj, 

gleich dem reellen Teil von ueiwt; deriken wir uns jetzt u, resp. u, in 
der Form geschrieberi: 

(12) u , = F , ( x , y ) + i F ~ ( x , y ) ,  resp. ~ , = F , ( x , y ) + i F ; ( x , y ) ,  

so wird: 

(13) $jz = (fi + Fa) cos wt - (Fi + Fi) sin wt. 

Aus dieser Darstellurig ist ersichtlich, daB die Niveaulinien von @, 
und damit die Stromlinien ihre Gestalt periodisch mit der Zeit iindern, 
wenn nicht FI + fi proportional Fi + 3'; ist, was nicht der k'all. 
Die reell geschriebenen Formeln für Q, sind natürlich nicht mehr so 
übcrsichtlich wie (9) und (11); nm sie zu erhalten setzen mir: 

0 Lu d a m  wird, wenn mir noch die Abkürzung 2 = 5 benutzen: 

wobei rpn im ersten Quadranten liegt und durch die Gleichurig be- 
stimmt ist : 

( 1 5 4  
% = A e  t g r p n = 4 ~ -  3 .  
zyn 
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Mit 13enutzung der Gr6Ben a, und 6, schreibt eich jetzt u, in der 

Form ') 
~ + 8  Z-8 X-6' ~ + 8  

1 C O E U , - - ~ D ~  a bnT+~~sa,---~ofb,--  a a 
(16) u l = q + i F : =  s 6 cos R n  ,- Y 

II cos2a - + E o i Z b  - 
2 a 

l II l 

d a m  wird: 
Y-2 y+a i + " a o i a n q  +cosan---6Df~,-- 

1 6 S 6' nn z 
-- (19) u, =EL + il; = - 2 5  

1. a cos - - 
z c o s 2 ~ f  $ &0!.2/3 2 6 

" S " 6 

Y{ 1. , sin n n e g i n P  d " ~-^+ainen-~inBn6 8 
-- 6 a n  .x + i?z+; i. a cos - 2 - 8 , 

cos2. - + Eof2P -- 

B " 6 

und man bekommt den reellen Ausdruck von QZ, indem man die 
durch (16) und (19) definierten Werte von FI,  Fi, F2, Fi i n  (13) 
einsetzt. 

5 5. Grenzfalle und spezielle Beispiele des Feldes. 

Wir wollen zunach~t  den Grenzfall unendlich langsamer Schwin- 
gungen betrachten; da jetzt w = O zu setzen ist, wird 

1) Hier und im folgenden besagt das Zeichen f , da5 die Glieder n = l,6,9,. . . 
mit dem positi~en, die Glieder n  = 3, 7, 11, . . . mit dem negativen Zeichen zu 
rechnen sind. 
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und wir erhalten aus (9) und (11) 

Andererseits kann in diesern Falle die Losurig keine aridere sein, als 
u = H. E0 liefert daher die vorstehende Reihe eirie merkwürdige 
Darvtellung für n / 4  irn Inneren des Rechtecks. Da6 d e n  so ist, 
M t  sich in der Tat nach den Grundsatzen der Poteiitialtheorie einfach 
beweisen. (Die Heihe genügt niirnlich der Gleichung Au = O und 
wird auf dem ganzen Eande des Bechtecks konstant gleich ~14 . )  Für 
den Ball unendlich langsamer Schwinpingen erhalten wir also, wie es 
dein muB, das mgestorte homogene Magnetfeld. 

Ais zweiten Grenzfall nehmen wir 
das T h o m  sonsche Problem, dessen T i i -  
siing sich aus unserem Kesultat ergeben 
muB, wenn wir 2. = as setzeli. 

Für diesen Fa11 wird namlich u, = 0, 
4 

da qn fiir 1 = cc einen unendlich groBen 

imaginiiren Bestandteil hat ; weiter wird 

pi =pa = . . . = p  = X.1, 

sodaB (9) ergibt: 

Die in Klammern stehcnde Rcihe hat 
aber für - Â- < y < + A ,  d. h. hierfür 

7c - cio <y  < + cc den Wert ; daher wird: 

(21) 
cos k z  

u = U, = H -  
cos k b '  

wie schon von T h o m s o n  angegeben 
wurde. 

Für  den Fa11 beliebiger Frequenz und beliebiger Querschnitts- 
abrnessungen setzen uns die Formeln (13), (16) und (19) in den 
Stand, das rnaqetische Feld irn Innern des Stabes zu berechnen. 

Nach 5 2 ist daun auch der Verlauf der Wirbelstrome gegeben, da 
Niveau-Linien der fj-Fliiche und Wirbelstromlinien zusammenfallen. 
Die Bechnung bietet keine Schwierigkeiten xnehr: im allgemeinen kon- 
vergicrcn die Reihen (16) und (19) gut, nur in der Nahe des Randcs 
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mu6 man eine grDBere Anzahl Glieder berücksichtigen. In  Fig. (4) 
wurde der Verlauf der Wirbelstrome, für den Augenblick t = O, ge- 
zeichnet für einen Kupferstab mit den Querschnittsabmessungen: 6 = 2 cm 
A. = 4 cm und einer Leitfihigkeit 6 - 4nc25,83 - 10p4 .= 7,33 . 10-3c2 
geniessen in rationellen Einheiten, entsprechend einer elektromagnetischen 
Leitfahigkeit cimagn = 5,83 . Das Feld machi. 50 Vollschwingungen 
pro sec., sodaB w = 2 z  50 zu setzen ist und wir also erhalten 
x 2  = 2,30 cmp2. Die @-l'Kache wurde bestimmt durch die numerische 
Berechnung ihrer Ordinaten in 23 über den vierten Teil des Rechtecks 
verteilten Punkten. 

6. Die Stromwarmeverluste. 

Die in einem Leiter erzeugte Joulesche Warme ist bekanntlich 
gegeben durch den Ausdruck 

(22) Q = a P 2 d , S ,  
9 

wo d S  ein Volumenelement bedeutet und die Integi-ation über das 
ganze Volumen des Leiters zu erstrecken ist. Nun sagt uns aber der 
Poynt ingsehe  Satz, daB die dern elektromagnetischen Felde so ent- 
zogene Energie in den Leiter durch seine Oberflache hineingestromt 
ist; er gibt uns also die RI6glichkeit das Volumenintegral durch ein 
für die Zwecke der Ausführung der Integration besser geeipetes Ober- 
flachenintegral zu ersetzen. Definieren wir namlich den Strahlungs- 
vektor 5 durch die Formel: 

6 = ~ r e  - ,DI, 
so lautet bekanntlich der P o y n t i n g s c h e  Satz, wenn W, resp. W, die 
in dem betrachteten Baume enthaltene mapetische resp. elektrisclie 
Energie bedeutet: 

(23) 

wobei ç die Oberflache des Baumes, n die nach auBen gerichtete 
Normale bedeutet. Hier gehen wir zu den zeitlichen Mitt,elwerten: 

über und erhalten aus (23) wegen der Periodizitat von W, und W, 
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wobei jetzt die Lntegration über den Rand s des Rechtecks zu erstrecken 
ist und der Raum, für den Qm herechnet wird, von zwei Ebenen z = const. 
in1 gegenseitigen Abstande 1 begrenzt gedacht wird. Das Vektorprodukt 
c [LE - Q] - G reduziert sich in unsrem Falle, da Q und @ senkrecht 
aufeinander stehen, auf das Produkt ihrer Absolutwerte; da weiter 
noch 65 sowohl wie h j  in der Oberflache des Stabes liegen, so wird 
mit Berücksichtigung von (4) l) : 

Der zeitliche Mittelwcrt hiervon lautet: 

soda5 (24) wird: 

Die Ausführung der Integation liefert auf Grund von (9) und (11) 
für &" die Reihe: 

Will man, was sich allerdings im allgemeinen nicht empfiehlt, die 
Funktionen in der eckigen Klammer diirch jhren reellen Teil ersetzen, 
so erhilt  man: 

- -- 

1) 8 bedeutet hier und im folgenden den reellen Teil. 
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wobei f i  wieder die Reihe aller ungeraden positiven ganzen Zahlen 
durchliuft. 

g i n  sehr vie1 übersichtlicherer Ausdruck ergiht sich aber, wenn 
wir in  (28) die tg-Funktionen durch ihre Partialbnichentwicklung er- 
setzen, die bckanntlich lautet: 

Setzt man diese Reihe in (28) ein, so ergibt sich mit Uerücksichtipng 
von (14) und (18) für Qm die Doppelsuinme: 

oder indem wir zur Abkürzung setzen: 

N und v durctilaufen beide die lieihe aller ungeraden positiven ganzen 
Zahlen. 

5 7. Grenzfalie der Wirbelstromverluste. 

Um zu übersehen, wie Q m  von den verschiedenen Vmstanden ab- 
hiingt, wollen wir fü r  den Stromwarmeverlust Kaherungsformein für 
drei verschiedene Fiille ableiten: 

2 x 8  2 x L  a) E~ = - , s o w ~ h l  wie 6, = - kleiner wie 1, 
m n 

b) E ~ ,  sowohl wie e, gr08 gegen 1, 
c) E~ kleiner wic 1, E ,  groB gegen 1. 

a) Wir betrachten zuniichst den Fa11 a); dieser tritt allgemein ge- 
sprochen ein, wenn die Querschnittsabmessungen oder auch die Schwin- 
gungszahlen nicht zu groB sind. Hier gilt für alle Werte von v, f i  und 
a: E S  < vz + a2n2 und E: < v2 f n'/a? Dementsprechend entwickeln 
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wir unterhall) der E-Zeichen nach Potenzen der GroHen E S / ( U ~  + cz2n2), 

resp. r i  / ( y 2  + $) und erhalten: 

Indcm wir den Paktor F ~ E ~  aus der Summe herausziehen und 
nach (31a) E ~ / E ~  = a: resp. E ~ / E ~  = i/a: setzen, erhalten wir hierfiir: 

72 Heee 
(33) Qm - -- E: ,:[A, ( a )  - r: E: A, (ci) + E: 8; A, (a) - + . - .]. z y  u 

Hierbei ist die Reihe der Funktionen A,(cz) des Verh%ltnisses der ... . , 
Seitenlangen a: = 8iA definiert durch die Formeln: 

I . . . . . . . . . . . . . . . .  

SchlieWlich ersetzen wir noch E, und E, durch ihre Werte 

resp. n. -1/"" c Z 7  sodaB (33)  iibergeht in 

Alle Punktionen A, verschwinden für a: = O und a: = cw, und haben, 
da A(ci) = A ( l / a )  ist, ein Maximum bei a = 1. In Fig. 5 sind A,(*)  
und A,(a) ale Funktionen von a: eingetragen; in den meisten Fallen 
reichen namlich zwei Glieder der R,eihe (34) vollkomrnen am.  Nehmen 
wir als Beispiel einen Kupferstab mit den Abmessungen 2 8  = 1 cm, 
2Â. = 2 cm, der insofern für die Rechnung bereits ungünstig ist, als 
die Werte E ,  und E, der 1 .nahe liegen, so haben wir zu setzen 

0 = 2 1  . 50, :F = 7,33 IO-: a = 6/1 = 0,5, sodaB (34) fur die im 

Mittel pro Zeiteinheit und Langeneinheit des Stabes erzeugte W%rme 
ergibt: 

&" = 96,l H z  [0,402 - 0,015 + . - -1 = 37,311' erg/cm - sec. 
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Messen wir alle Gr6Ben nicht mehr in rationellen, sondern in 
elektromagnetischen Einheiten, indem wir setzen 

nnd der Kürze halber den Index ,,magn." wieder fortlassen, so erhalten 
wir für die im Mittel pro Zeiteinheit und Langeneinheit eines Stahes 
erzeugte Wirme: 

b) Dieser Fall tritt im allgemeinen ein, wenn die Schwingungs- 
zahlen oder die Querschnittsabmessungen groB sind. Eine erste Kiiherung 

erhalten wir am einfachsten aus (29). lndem wir niimlich auf Grund 
von (15) reüp. (17) für den vorliegenden Fa11 durchwog set,zen: 

- 

a , = t ) , = = ~ ~ f i  resp. a , = p , = x S l / + ,  

sehen wir, daB die zweite Summe gegen die erste und die vierte gegen 
die zweite zu vernachlissigen ist. Ebenso konnen wir in der ersten 
und dritten Summe sin neben Gin und cos neben &LIT streichen, soda& 
(29) ergibt: 

oder in elektromagnetischen Einheiten: 

Wie es zu erwarten war, wird hier Qm proportional dem Umfange des 
Querschnittes, entsprechend dem Umstande, daB bei sehr groBen 
Schmingungszahlen der Strom auf eine dünne Schicht in unmittelbarer 
Nahe der OberfXache beschrinkt ist. (Skineffect). 
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c) Mit diesem Fa11 haben wir es zu tun bei den in der Praxis 
angewandten Eisenblechen. Ihre Dicke ist immer klein und betriigt 
0,5 bis 1 mm, die Breite ist im allgemeinen sehr groB und betragt 
auch bei Eisenprüfern, wo die schmalsten Bleche vorkommen, immerhin 
noch einige cm. Setzen wir u1 = 2 z .  50 entsprechend der in  der 
elektrotechnischen Praxis üblichen Periodenzabl und als Mittelwert im 
AnschluB an J. J. T h o m s o n  y = 500, so wird die charakteristische 

Z x c s  
GroBe el = y = 0,218 bis 0,436, wenn wir 6 = 1,22 . 10-Sc%etzen, 

entsprechend dem sechsten Teile der Leitfahigkeit von Kupfer. Aus 
dieser orientierenden Rechnung ist ersichtlich, da8 wir auch hier die 
erste Doppelsumme von (31b) nach Potenzen von  ES/(^^ + a2n2) ent- 
wickeln konnen. Dasselbe gilt aber auch von der zweiten Doppel- 

ne 1 
siimme; der kleinste Wert von v" +e ist n i i d c h  1 + l/a" Li, 
so daB: 

Gleiühurig (32) resp. (34) gilt also auch für  diesen Fall, und es er- 
übrigt nur noch, Niherungsforrneln für die Funktionen & ( a : ) ,  resp. 
für die in  (32) auftretenden L)oppelsumnien, für kleine Werte von a 
abzuleiten. Hierbei werden die mit einer Potenz von E, multiplizierten 
Summen S,,, in  denen nur positive Potenzen von a: auftreten, anders 
behandelt werden müssen, wie die mit einer Potenz von E, multipli- 
zierten S2',, in denen die wegen der Klcinheit von a groBen negativen 
Potenzen von a: vorkommen. Da die vorliegenden Suminen uns namlich 

. Y n 
Funktionen definie&, die für m = + z resp. a = i - unendlich 

12 

werden, für die also der Nullpunkt der komplexen a-Ebene ein 
wesentlich singul'irer Punkt istl), ist es unmoglich, aie um diesen 
Punkt in Potenzreihen zu entwickeln. Um dennoch R-iiherungsfunk- 
tionen zu konstruieren merden wir bei den Summen S,, sowohl die 
Summation nach v ,  wie diejenige nach lz unter Zuhilfenahme einer 
Intep-aldarstellung ausführen; bei den Summen Xi, dagegen trird die 
Summation nach v allein genügen. 

Wir  gehen aus von der Fuilktion 

1) Sowie jeder Punkt der imaginaren Achse, die deshalb die natiirliche Grenze 
unserer Funktion bildet,. 
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aus der sich alle Summen S,, durch fortpsetzte Differentiation ab- 
leiten lassen nach der Formel: 

"A v 
1 1 1 1 d "w-1 

- 
2.m-1, ,  - 1 !) 22 (z d(a>l)J f (am). 

I n  (36) ersetze man jetzt jeden Suamanden durch eine Integral- 
darstellung von der Forrn: 

m 

Führt man d a m  die Suinmation nach v aus, indem man setzt: 

unter ,,Zg" den ,,h~perloolischen Tangens" verstanden, BO erhiilt man 
zunachst für f ( an )  die Darstellung: 

Hieraus findet man dann nach (37): 

sin 12 2 u 6 
-- d E .  

fis 
O R 

Ebenso e ~ g i b t  sich: 
m 

sin n Z o r 5  
d f 

O n 

cos n 2 E ru 

O rl 

O n 
USW. 

Die hier auftretenden Summen nach sind Fourier-Reihen für 
Funktionen, die innerhalb des Gebietes O < 2a5 < 3t durch rationale 
ganze Funktionen von ug dargestelit werden konnen; in den Gebieten 
z < 2uE < 2% usw. sind dann ihre Werte wegen der Periodizitat 

Zsitschrift f .  Mathomatik n. Physik. 54. Band. 1906. 4. Heft. 2 8  
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434 Wirbels trhe in Staben von rechteckigern Querschnitt 

der Darstellung mitbestimmt. Man überzeugt sich leicht durch fort- 
gesetzte Integration der Reihe 

nach 2 a i 7  daB für O < 2aE < n 

1st nun a: klein, so erstreckt sich dus Intervall, für das die Formeln (41) 
% 

gelten, von Null bis zu dem groBen Wei-te = 2; aiidererseits ver- 

schwindet der in  den Integralen (40) resp. (40a) vor den Summen 
nach n stehende Falrtor für grofie Werte von wie die Exponential- 
funktion. Wir  führen deshalb die Integration von O bis oo schritt- 
weise aus, indem wir sie zerlegen in Teile, die sich erstrecken von 
O bis a /2a ,  von n / 2 a  bis 2n/2 a, usw. Vernachliissigen wir durchaeg 
Glieder, die fïir u = O verschwinden, wie e-"la, so brauchen wir nur 
das Intervall von O bis n / 2 a  zu berücksichtigen, und wir erhalten aus 
(40) und (40a) mit Benutzung von (41): 

s = - c c  310 ~ ~ g d j - ~  g210gzggag ,  
2 2  

(42) 
" O J "Y' O 

n / 2 a  n/2 a 

8 - .SI7 los zg 6 d i  - gJf6 log 2 g  6 de,  
72 

O O 

Für die weitere Ausrechnung in der hier gewünschten Niiherung 
ist es bequern log S g  f nach (39) wieder zu ersetzen durch die Reihe: 

sodaB w u  allgemein mittels fortgesetzter partieller Integration schreiben 
k" onn en : 

- Z n €  e - z n t  

(43) ~ l o g 5 g 5 d g = 1 p ~ ~ - + ~ 8 - ~ ~ ~  ,, Va 
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Bei der weiteren Auswertung von S,, S, behalten wir abermals nur 
die Glieder bei, die nicht mit einer Exponentialfunktion multipliziert 
sind, die also der unteren Grenze O der Integrationen in (42) ent- 
sprechen; so wird schlieBlich: 

E s  erübrigt jetzt noch auch für die Summen 

Niiherungsformeln für  Heine Werte von a abzuleiten. Dieses gelingt 
leicht folgendermafien. Man gehe .wieder aus von der zii (36) analogen 
Funktion 

aus der sich alle Summen Si, durch fortgesctztc Differentiation ah- 
leiten lamen nach der aus (37) durch Vertauschmg von na: mit ?%/cc 

entstehenden Formel: 

I n  (45j führe man jetzt auf Grund von (30) nur die Summation naüh. 
v aus. Man erhalt, indem man nachher wieder den S g  entwickelt: 

Anwendung von (46) ergibt jetzt, wenn wieder die Glieder, die 
für LY = O wie e-n!'" verschwinden, vernachlassigt werden: 
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Führt man die durch (44) und (48) definierten Werte in (32) ein, 
und berücksichtigt, daB & l / & q  = ci, so erhalt man schliei3lich für den 
Wirbelstromverlust pro Zeiteinheit und pro Langeneinheit des Bleches 
die Formel: 

oder indern wir die Summen durch ihre Zahlenwerte ersetzen und die 
Bedeutung von E ,  und E ,  eintragen: 

MiBt man die GroBen in elektromagnetischen Einheiten, so findet 
man für die pro cm3 und pro sec. entwickelte Wirmemenge den Wert: 

Die Formeln (49), (50) und (50a) zeigen, daB die in der Elektro- 
technik angewandte Formel: 

qm = const. - 23% cY2 

sich als erste Niihcrung aus der theoretischen Bechnung ergibt. Die 
Abweichuiig von diesein Werte, verursacht durch Berücksichtigung dcr 
zweiten Niherung, betriigt im allgemeinen nur sehr wenig (wenige 
Prozente). Der Eorrektionsfalrtor 0,6308/1 wurde schon auf Grund 
einer niiherungsweisen R'echnung angegeben von Herrn Rü d e n b  erg. l) 
Unsere Formel zcigt, da0 dieser allcin im allgcmeinen nicht genügt, 

2 
da dm Glieù 0,982 (g p ~ w  8') von derselben und für eioigermaBen 

breite oder dicke Bleche sogar von überwiegender GroBenordriung ist. 
Ln dem von Herrn R ü d e n b e r g  gegebenen Beispiel ist allerdings der 
Faktor (1 - 0,63Ob/d) mai3gebend. Durch das Vorhergehende sind 
jetzt die drei Grenzfalle: xcY sowohl wie xil Mein, xc'S sowohl wie xd 
groB, und xcî klein, xil groB vollstandig erschopft. Die Gleichungen 
(34) resp. (34a), (35) resp. (35a) und (50) resp. (5Oa) geben uns in 
- - 

1) Elektrotechnische Zeitschrift 1906, Heft 6. 
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jedem dieser F U e  geeignete Nàherungsformeln für die Ausrechnung 
der Wirbelstromwarme. Tritt nicht gerade einer diesor extrenien Fiille 
auf, so ist es natürlich immer moglich auf die allgemeingültige Glei- 
chung (29) oder (31) zurückzugreifen. SchlieBlich sei noch bemerkt, 
daB der berechnete, im Innern dos Stabes stattfindende, Energieverbrauch 
sich als eine Vermehrung des Widerstandes der urngebenden Spiile 
bemerkba,r machen wird in einem aus den oben zitierten Formeln für  
jeden Fall leicht ableitbaren Betrag. Ebenso zeigt sich die Verinderung 
des ursprünglich vorhandenen homogenen magnetischen Feldes in einer 
Verminderung des Selbstinduktionskoeffizienten der Spule; auch der 
Betrag dieser h d e r u n g  l i B t  sich natürlich auf Grund der allgemeinen 
Formeln für das F'eld (9) und (11) oder (16) und (19) in entsprerhender 
Weise wie die W-irbelstromwiirme berechnen. 

Ein Naherungsverfahren in der Methode der kleinsten 
Qnadrate. 

Von KARL FUCHS in PreBburg. 

In  der Methode der kleinsten Quadrate soll die Summe von ge- 
wissen Quadraten ein Miriimum werderi; wir schreiben diese Summe BO: 

E s  gilt die Werte der Unbekannten xy . . . so zu bestimmen, daB die 
Funktion f ein Minimum wird. Wir  wollen uns dem Minimum stufm- 
weise niihern, derart, daB wir immer nur eine Variable andern. E s  
gilt nun zu berechnen, um wieviel man den Wert der Variablen iindern 
muB, um den Wert der E'unktion f moglichst herabzudrücken. 

1. Zuniichst schreiben wir den Variablen irgend welche angenaherte 
Wrerte x,y, . . . zu, und schreiben entsprechend: 

Die in den Klanimern stehenden Ausdrücke bezeichnen wir mit pipe.. . 
und schreiben: 

(3) f , = p ; + p ; + . . -  
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Wenn wir die Variable x um den Betreg f a  indern, d a m  andert sich 
die Funktion f und wird zu f,: 

(4) fi = ($1 + a1 + (p ,  + a, 53" . - . 
= P : + P : + . . -  

+ 2 f d ~ i a I  +P,% + - 9 
+ &:(a; + a; + m . . ) .  

Die A n d e m g  Af, der Funktion f, hat dvo folgenden Wert: 

Die Anderimg Afo wird somit durch eine Parabel dargestcllt, und sie 
hat ihren gr6Bten negativen Wert bei 

Wcnn E ,  doppelt so p o B  genommen wird, id aber dfo wieder gleich 
Null, wie für 6, = O. Wenn wir also z ungefiihr um den Wert (6) 
abnehmen lassen, dann haben wir den Wert  der Funktion f jedcnfalls 
herabgesetzt, und das ist ja unser Zweck. Wenn wir aber x um irgend 
einen uns bequemen Wert  5, iindern, dann Zndern sich auch die Poly- 
nome plp, . . . um folgende Betriige: 

Wenn wir diese Irikremente zu den alten WTerten von pl ,  p,, . . . dazu- 
schlagen, d a m  finderi wir die neuen Werte der Polynome: 

(8) P ; = P ~ + ~ P I ,  P ~ = P ~ + A P ~ , . - .  

Ein bequemer Wert  von 5, ist vor aliem ein einsteiliger Wert, z. B. 40, 
4, 0,4 usw., weil wir dann die lnkremente Apz ,  . . . nach (7) be- 
quem genau berechnen konnen, und genau dem gewiihlten Wert 5, 
ents~rechcnd miissm sic berechnet werdcn. MTenn wir die neuen Werte 
pi, pi,  . . . der Polynome berechnet haben, ist der erste Akt beendet. 

E s  folgt nun der zzueite A&, indem wir etwa die Variable y 
andern. Das beste Inkrement 7 ist analog (6) gegoben dureh 

Wir entscheiden uns n u i  fiir einen becluemen Wert  g, der dem Tirerte 
(9) nahe liegt, und berechnen die neuen ~mderurzgen der Polynome: 
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Aus diesen aber berechneri mir die neuen Wërte  der Polynome: 

Jetzt ist der zweite Akt beendet, und es folgt der ciritte, indem wir 
e h a  B iindern usw., d a m  fangen wir wieder mit x an usw. 

Hiermit ist der Grundgedanke der Niiherungsmet,hode entmickelt. 
Wenn wir als allgemeines Zeichen eines Tnkrementes g, 7 ,  . . . den 
Buchstaben i l ,  als allgemeines Zeichen der entsprechenden Konstanten 
a, b, . . . den Buchstahen 7i anwenden, dann ist der Aiisdruck für das 
beste Inksement: 

Diese besten Inkremente werdcn imnier kleiner und kleiner, und end- 
lich so klein, da5 -sir abbrcchen konnsn. Im Laufe des Naherungs- 
rerfahrens haben wir die Variable x wiederholt geiindert Und Inkre- 
mente ljoJ E l ,  . . . gefunden; der wahrscheidichste Wert von x ist dam:  

Analog ist der wa,hrscheinlichste Wert  von y gegeben durch: 

? / = Y o + 7 1 0 + ' ) 7 i  + ' . .  

usw. Die letzten hkremente sind stets verschwindend klein. 
2. Im beschriebenen Kaherungsverfahren kann man mancherlei 

Vereinfachungen vornehrnen. Die nachstliegende ist die folgende. W i r  
haben einmal ein Inkrernent k, nach (6) berechet.  Nachdem wir  
dann verschiedene andere Variable verbessert haben, wollen wir wieder 
einmal x um ein Inkrernent f i  verbessern. Seitdem haben die Polynoine 
ihre Werte aber wiederho1t gciindert, uiid haberi jetzt m u e  Werte 
pi, pi ,  . . . gegen die alten Werte pi, pz? . . ., und es gilt: 

oder : 
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Nach dieser Formel rechnen wir aber namentlich gegen Ende der 
Rechnung mit ungleich kleineren Zahlen, als nach der vollen Formel (14). 
Des gilt für alle Variablen. 

3. Eine zweite Vereinfachung ist die folgende. Wir haben fort- 
wahrend Brüche nach der Formel (12) zu berechnen. Diese Berech- 
nung ist immer umstindlich, auch wenn wir wissen, daB wir l nicht 
genau zu kennen brauchen. Mrir k b n e n  nun die Werte A genügend 
genau o h e  Rechnung mittels einer Wage bestimmen. 

Der An~chaulichkeit wegen nehmen wir nicht (12), sondern (6) 
zum Ausgangspunkt und schreiben (G) so: 

Das heiBt in Worten: Wenn auf einen Hebel das Gewicht a, am Arme 
p,, das Gewicht a, am Arme p2 . . . wirkt, und a i r  aqzdibrierm 
mittels eiqes Lsufgewichtes [a2], dann ist der Arm 5 ,  dieses Lauf- 
gewichtes die gesuclite Gr6Be. Als Hebel nehmen wir am zweck- 
maBigstcn ein rechteçliiges dünnes Brett, dessen Tange Mitteilinie die 
Achse ist, und auf das wir Gewichte a,, a,, . . . in die Achsenabstalide 
pl, p,, . . . legen iiud dann mit einem Gewicht [a2] squilibrieren. Wenn 
wir nicht ein E ,  sondern ein 7 ,  d. h. eine Anderimg der Variablen y 
siichen, dann hrauchen wir Gewichte b,, h,, . . . und [b" usw Da be- 
sondere Gennuigkeit nicht erforderlich ist, benutzcn wir zacckmiBig 
Gewirhtstiicke von 1-100 Einheiten; wir hrauchcn dann keine koni- 
binierten Gewichte. 

Naçh (15) müssen wir gegen Ende der Recliiiurig zur Ue- 
stirnrnung von 

die Gewichte a,, a,, . . . anf sehr kune  Arme d p , ,  d p ,  einstvllen, und 
da müBte die Wage versagen. Wir  geben dann den Gewichten die 
fünffachen, zehnfachen, . . . Arme, und erhalten d a m  das fünffache, 
zehfache, . . . dg, ;  wir erlialten also mit der unvollkommenen Wage 
sehr genaue Werte. Anderseits konrien dle Gewichte [ke] sehr groB 
seiri, sodaB wir  lieber mit den halben Gewichten iiquilibrieren, und als 
Arm dann d l  erhalten; derartige Kn~istgrifie gibt die Übung. 

Es ist leicht ein sehr handliches IVagesystem zu bauen, in das 
die den Koeffizienten a,, a,, . . ., b,, b, ,  . . . entsprechenden Gewichte 
nur einmal eingefügt werden, und das jederzeit samtliche moglichen 
Inkremente 6 ,  7 ,  c, . . . anzeigt, sadaB wir jederzeit das ausgiebi,gste In- 
krement erkennen konnen. 
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4. Nun kann eiii fbe rb l i ck  über die Arbeit gegehen werden. Als - - 

Vorarbeit haben wir die Quadrat'e von tGmtlichen Koeffizienten und 
deren Summen zu bestimmen: 

[a ' ] ,  [ b 2 ] ,  . . . 

Als erste Annaherung geben wir  den Variablen x, y, . . . etwa die 
Wer te  N d ,  in welchem Falle in (3) laut  (2) gilt: 

Zu rechnen liaben wii- i m  ganzen Xherungsverfahren im wesentlichen 
nur  die Inkremente d p , ,  dpnj . . . nach dern Vorbilde (7), und auch 
da haben wir nur Multiplikationen mit einstelligen Zahlen, wenn wir 
so abgerundete Inkremente A nehmen. 

Hiermit waren die Hauptsachen gesagt; wir  selien, daB sowohl 
die uriist&dliche Koeffizientenbildung, als auch das urnstindliche Elinii- 
nationsverfahren wegfallt. W e m  die Anzahl der Qleicliurigen gleicli 
der Arizalil der Unbekannten ist, dann wird f schlie8licli auf  Nuil  
reduziert, und unser Verfahren ist ein stufenweises 15%ninieren. 

Preisaufgabe der Furstlich Jablonowskischen Gesellschaft 
für das Jahr 1910. 

Die meisten Aufgaben der Elektrostatik sind reduzierbar auf die Er- 
mittelung der Greenschen h.iassenbelegungen, und es sind daher diese Be- 
legungen für die Theorie der Elektrostatik, sowie überhaupt für  die ganze 
Potentialtheorie von hervorragender Wichtigkeit. 

Durcli neuerdings publizierte Untersuchungen (Ueriçhte der Kgl. Sikh- 
sischen Ges. d. W. ;\lath.-phys. KI. Jahrg. 1906, S. 483-558) dürfte wohl 
auBer Zweifel gesetzt sein, daU in  der Theorie des logarithmischen Potentials 
fiir jedwede geschlossene Kurve die dem lnnen- und AiiBenraum ent- 
sprechenden beiden Greenschen Belegungen reduzierbar sind auf eine einzige 
Beleguug, au[ die sogeuaiinte ,,GruudbelegungLL, und daB Analoges auch 
gelte in der Theorie des Newtonschen Potentials für jedwede geschlossene 
Oherfliiche. 

Immerhin lassen die in E d e  stehenden Untersuchungen his jetzt noch 
vieles zu wiinschen übrip. DemgemiiB stellt die Gesellschaft folgende Aufgabe: 

Es sol1 eine ~ r b e i t  geliefert werden, durch welche jene Theorie der 
,,GruudbelegurigLL in bezug auf Klarheit und Strenge oder in bezug auf 
Umfang und Vollstandigkeit wesentlich gefordert wird. 

Preis 1500 Mark. 
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Bücherschau. 

Korirad Zi~idler.  Lin iongcomct r ie  m i t  Anwendungen. II. Band mit 
24 Figuren, VI1 u. 252 S. Bo. Leipzig 1906,  C. J. Coschensche Verlags- 
handlung. Sammlung Schubert L1. Preis geb. A. 8.-. 

Uas % i ndlersche Lehrbueh wird nach seiner Vollendung die wichtigsten 
Ergrbnisse liniengeometrischer Forschung (im Sinne J. P l ü c k e r s )  in  all- 
ger&n verstandlicher Form systematis<:h 'zusammenfassen. ~ a c h d e r n  der 
Stoff dem Verfasser offenbar unter der Feder anschwillt, sind jetzt schon 
drei Bande in Aussicht genommen. Ua der vorliegende Baud im wesent- 
lichen nur  differentialgeometrische Cntersuchungen entlialt und der dritte 
Band die Theorie dcr quadratischen Komplexe, der algebraischcn Kongruenzen 
und die Anwendungen auf Mechanik bringen soll, so diirfte a.ber wahr- 
scheinlich noch ein vierter Band notig werden, selbst wenn auf die linien- 
geometrischen E'orschungen E. S t u d y  s nicht niher  eirigegangeo werden sollte. 

Der  zur Besprechung vorliegende zweite Band1) zerfillt in drei Ab- 
schnitte, von denen d r r  erste die Regelfiachen, der zaeite die Differential- 
geornetrie drr  Strahlenkongruenzen und der dritte die allgemeine Theorie 
der Komdexe behandelt,. Der Verfasser ~ e h t  bei der analvtischen Unt,er- - 
suchurig dicser drei liniengeometrischen Grundgebilde von deren Pararrieter- 
darstellung aus, indem er namlich die Koordinaten (,,ZeigerLL) einer Geraden 
als Funktionen von ein, zwei oder drei unabhangigen Parametern gegeben 
annimmt Die für diesc Funktionen vorausgesetzten Eigenschaften hatten 
genauer prazisiert werden sollen. Neben den Parameterweilen werden z u r  
Festlegurig eines Strahls in  einem der drei Grundgebilde noch sogenannte 
ncitiirliche Restimmuqsstücke verwendet. 

Denkt man sich eine Regelflache durch eine solche Bewegung einer 
Erzeugenden entstandcn, bei der der Zentralpunkt sich langs des Gemeinlotes 
mit  der benachbarten Erzeugenden bewegt, so dienen als natürliche I3estimmungs- 
stücke eirier Erzeugeriden dereu Wiukelgeschwindigkeit w, die Translatious- 
geschwindigkeit 6 ihres Zentralpunktes, die Geschwindigkeit G, mit der sich 
dicser Punkt  king-s der Erzeugenden verschiebt', und die Winkclgeschwindig- 
keit 7 der aspp to t i schen  Bbene. Sind diese Geschwindigkeiten als Funktionen 
eines Parameters 1 (die naiiirliclzcn Gleichungen der Regclflache) und gewisse 
Anfangsbedingungen gegeben, so ist durch deren Verhiiltnisse die Regelfliiche 
bis auf ihre Lage im Kaum bestirrimt. Durch Nullsetzen eirier der vier 
Gesühwindiglieiten gelangt der Verfasser zu 4 Arten der Abbildung einer 
Regclflache, die er ~ G Z W .  sylindrisch, abxickelbar., orthoid und X'o~zoi~l ncnnt. 
Die Restimmiing einer Regelflache nus ihren natiirlichen Gleichnngen wird 

1 )  Bezüglich  de^ 1. Bandes vgl. Z. f. Math. u. Pbys. 5 1  (1901), S. 106-108. 
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naher betrachtet und eine ausgezeichnete Erzeugungsweise einer allgenieinen 
Regeiflache daraus abgeleitet (Satz 19).  Ueachtenswert erscheint die i n  
5 13  gegebene Einteilung der singuliireri Erzeugendeu von Regelfiachen in 
15 Arten, jenachdem namlich eine oder mehrere der Geschwindigkeiten w, 
8 ,  G ,  71 i n  dieser Erzeugendcn, durch Nul1 gehend, ihr Vorzeichen andcrn. 
Die algebraischen Regelflachen, insbesondere die 3. Ordnung werden kurx 
behandelt. 

Der zweite Absçhnitt begiiint mit der Einführung des folgenden nalür- 
lichen Zeigersystenis für gcrade Linien. Wird auf einer orientierton Gcraden s,, 
ein Ausgangspiinkt O angenommen und diirch sie eine Ausgangsebene gelegt, 

A 
so dienen als Zeiger irgend eines St'rahls s der Winkel o = s, s, die Liinge a 
des Gemeinlotes zwischcn so und s ,  der Winkel a ,  den dieses Lot  mit der 
Ausgangsebene einschliefk, und der -4bstaud s des auf so befindlichen Lot- 
fuBpunktes von 0. Durch Annahnie einer hinreichend kleinen oberen Grenze 
für a und den ahsoluten Betrag von w definiert man eine Umgebutzg des 
Strahls s,. 

Sind z, a ,  a, w als Funktionen eines Parameters t gegeben, wobei 

zu t = O der Strahl so gehoren soll, so ist P = l i m a  (für t - 0) der Ter- 
O 

teilungsparanzeter der so definierten Regefliiche in  s,,, wahrend l imz  und 
l i m a  die Lage des Zentralpunktes und der Zentralebene bestimmen. Die 
drei Zahlen z, a, P kennzeichnen eine Fo~.lschreitüngsric?~iung irn Linienraum 
und heiBen deren Zeiger. Jede Regelfigche durch s, bestirnmt bekanntlich 
auf diesem Strahl eine Korrelation; mit diesen Korrelationen kann ma~n 
nach K o e n i g s  (Sur les propr. inf. de l'espace réglé, 1882) analog wie 
mit den Fortschreitungsrichtungen operieren; durch Einführung der letzteren 
erzielte der Verfasser jedocli gr6Bere Ansçhaulichkeit. 

Zur Untersuchung einer Eongruena in der Umgebung eines ihrer 
Strahlen s werden die Richtungszeiger s und P als Funktionen von cr be- 

- - 
trachtet. Den extremen Werten von B entsprechen auf s die Grenzpudcfe, 
wahrend die zugehorigen Werte von a die Ifauptebenen durch den Strahl 
bestimmen. H a m i l t  o n s  und K u m m e r s  differentialgeometrische Satze über 
Strahlcnkongrucnzen crgeben sich nun recht elegant. Der Vei-fasser gelangt 
au€  diesem Wege aber auch zu ncuen Ergebnissen. ii ls solches sei erwiihnt, 
daB die Extreme von P in s m i  jencn tirr Kongruenz angehorigen Regel- 
flacheu durch s gehoren, deren Zentralebenen die Winkel zwischen den 
Hauptebenen von s halbieren ( 5  22). Diese Zentralebenen werdcn die 
Kriimmungsebenen von s genannt. Ferner gehoren dnzu die Aufstellung der 
Gleichung der Greneflache (Ort der Grenzpunkte) eines Strahlnetzes, ins- 
besondere einrs Rotationsnetzes, und die Aiifstellung der Differentialgleichungen 
der 17auptfluche und der Kriimnzun,qsflaehe einer Kongruenz, d. h. jener 
Regelflachen der Kongruenz, deren Zcntraltangenten immer in  eine Haupt- 
oder in  eine Krümmungsebene fallen. Beachtung vcrdient ferner 5 29, der 
sich mi t  den Umdrehungs und Schraubungskongrucnzen (entstehend durch 
Drehung oder Schraubung einer Regelflache) beschaftigt Jedoch ist mit 
dieser Aufz5hlung der Inhalt des zweiten Abschnittes durchaus nicht erschopft. 

Hiusichtlich des dritten, fast den halben Band einnehrnenden Alischnittes 
sei nur erwiihnt, daB darin der obige Richtungsbegriff weiterc Anwendungen 
auf Koniplcxe findct, da6 inshesondere Begriffsbildungen, die von F. K l e i n  
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und K o e n i g s  herrühren , eingehende und zum Teil originelle Behandlung 
erfahren. Gerade die Arbeiten von K o e n i g s  haben in Deutschland bisher 
weniger Beachtung gefunden. 

Aus al1 diesern ergibt sich, dafl auch dieser zweite Band von Z i n d l e r s  
Ziniengeomctrie bestens empfohlen werden kann. Die Originalarbeiten sind 
nie einfach ausgezogen sondern neiierdings durchgearbeitet. An manchen 
Stellen wird im Leser freilich der Wunsch auftauchen, der Verfasser hatte 
den Gegenstmd noch etwas breiter dargestellt. 

Wien ,  im Marz 1907.  E. IIÜLLER. 

P. Zechs A u f g a b e n s a m m l u n g  zur t h e o r e t i s c h e n  M e c h a n i k  n e b s t  Auf- 
losungen .  3. Auflage. Von Dr.  C. Cranz unter Mithilfe von Ritter 
von Eberhard. Stuttgart 1'306, Metzler. Br. 4,60, geb. Ji! 5,20. 

Unter den wesentlichen Verbesserunmn und Erweiterunsen. welche ', u ,  

diescs Buch in sciner neucn Gestalt aufweist, ist  hervorzuheben: 
Neu hinzi~gekommen siiitl zii einer Reihe von Aufgaben die Auflijsungen 

(z. B. IX 18-22). Die Schmierigkeit der betreffenden Aufgaben laBt dies 
auch recht notwendig erscheineu. Sie starnrnen meist aus I'rüfungen und 
sind seinerzeit von C. W. v. Baur gestellt worden, daher mit der Be- 
merkung (W. C.) versehen. (Eine Erkliirung dieses (W. c.), wie sie im 
Vorwort zur 2. Aufhge  enthalten ist,  fehlt im Vorwort zur dritten; der 
volle Name ist nur der letzteu Aufgabe (XI, Y) beigefügt). 

Neu ausgefùhrt sind die Figuren, auch etwa 20 neu hinzugekommen. 
W a r  im Vorwort zur 2. Auflagc zu lesen: ,,Die Figuren wurden ausnahms- 
los vom Verfasser selhst gezeichnet, ein Umstand, der, wie e r  hofft, als 
Ent~schuldigungsgrund fü r  manche technische Unrollkommenheit gelten kannGL, 
so kann jetzt davon nicht melir die Rede sein. Die gu t  gezeichneten 
Figuren werden wesentlich zurn Verstiindnis der Auflosungen beitragen. 
Schon eine VergroBerung der Figuren war ein dringendes Erfordernis; aber 
auch dureh ihre klare Anordnung zeichnen sie sich gegen die früheren 
aus, sowie durch ihre Korrektheit. (Eine fast auffallende Ausnahme bilden 
hier dic Piguren 4 7  und 49,  wo &e Zusammeusetzung der Parabelu aus  
Kreisbogen zu groBe Abweichungen von der richtigen Kurve hervorgerufen 
ha t  und Ahdiches gilt von der Ellipse in Figur 111.) 

Die Nachteile, welche der gegenubcr der zweiten Auflage etwas kleinere 
Druck mit  sich bingt, werden vd l ig  aufgewogen durch seine groBere Scharfe, 
und die Verbreiterung der Druckseite gestattcte so au manchen Stellen eine 
übersichtlichere Anordnung der Formeln. 

W a r  das Buch schon i n  seiner früheren Gestalt ein wichtiges Hilfs- 
mittel fiir den Stiidierenden der Ingeniei~rwi?senschaften, wie den Mathe- 
matiker zum Studium der theoretischen Mechanik, so wird es i n  seinem 
neuen Kleid zusamt mit den Verbessemngen des lnhalts gewiB uoch leichter 
sich neue Freunde verschaffen. 

Stuttgart. E. ST~BLER.  

Berichtignng znin ùritten Hefte dieses Bandes. 
S. 267, Z. 4 v. u. muB es heiBen: dem Ausbau der Anlage und der Abhaltung 

von Vorlesungen Lietraut . . . 
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E. Doleial, Das Grundproblem der Photogrammetrie etc. Ta f" 1. 

Bestimrnung der Situation und Htihe bei geneigter Lage der Bildebene. 

Zeitsohrift f. Mathemsiik n Phys* M. Band 1. Heft. Verlrg von B. Q. Taobner, La@&. 
l 
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E. Doleial, Das Grundproblem der Photogrammetrie etc. Tafel X .  

B i 
100 O 

k = d = - .  ; 
200 POO 600 800 IO00 

Zeitsohrift f. Methematik n. Physik. 64. Band 1 Heft verlig von B. 0. Teobneh, Leipale 
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