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Le Conseil général des Facultés de Lille a T'honneur de
présenter au public compétent le premier fascicule d’une publi-
cation périodique ol paraitront désormais les travaux des
professeurs de 1'Université lilloise. Il entre a son tour, et au
moment ot la réunion des quatre Facultés le lui permet, dans
la voie ot 'ont précédé plusieurs conseils, ceux de Bordeaux,

Lyon, Toulouse, Nancy et d’autres encore.

Le Conseil général des Facultés de Lille était tenu de
signaler et de rendre féconde, par une fondation de ce genre,
la générosité de la ville de Lille qui, en lui assurant une
donation annuelle de vingt mille francs, pendant une période
de vingt années, I'a mis & méme de créer avec ses propres
ressources des ceuvres durables. Clest avec leurs revenus, et
sans le secours de I'Etat, que les Facultés de Lille prennent
I'initiative de faire connaitre au public les principaux travaux

de leurs maitres.

Le Conseil général ne pouvait oublier d'ailleurs qu'il était
engagé & cette tentative par le souvenir du passé. Avant la
réorganisation de I'enseignement supérieur, et sans aulre soutien
que leur talent, des professeurs éminents des Facultés de Lille,
les Pasteur, les Boussinesq, les Lacaze-Duthiers, les Desjardins,
pour ne parler que des absents, avaient contribué aux progreés
de la science par de belles découvertes et de beaux livres.
Si les Conseils généraux des Facultés avaient existé au moment

ou ces professeurs enseignaient & Lille ou & Douai, nos Facultés
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11
auraient pu constituer depuis longtemps un recueil de mémoires

remarquables, dont elles auraient toules profité.

Nous jugeons inutile de plaider longuement la cause de
ces publications régionales ; c’est une cause gagnée. On com-
prend que les recueils publiés & Paris aient atliré jusqu'ici,
invinciblement, les efforts de professeurs isolés dans les
villes de province, alors que chacun pouvait compter sur un
poste a Paris et aspirer aux suffrages de I'Institut, et ne
trouvait du reste que peu de secours et pen de considération
autour de soi ; mais aujourd’hui que le nombre des travailleurs
s'est si heureusement accru, presque tous doivent regarder
comme leur séjour définitif le centre universitaire ou ils ont
été nommés ; tous du moins peuvent en outre y rencontrer les
ressources indispensables pour leurs recherches et s’y faire une
légitime réputation. Les bons mémoires sont lus partout, de
quelque point qu'ils viennent ; & DI'étranger aussi bien qu’en
France. 11 importe donc que dans chaque centre important
d’études supérieures et désintéressées, une publication régionale,
sire de ses collaborateurs et appuyée sur une subvention
durable, offre aux savants de la région, avec une publicité
certaine, des chances de renommée et un encouragement au
travail. Tel sera, pensonsnous, le bienfait de la publication

(que nous inaugurons.

Les mémoires y seront publiés pﬁl‘ fascicules, sous le titre
général de Travaux er Memomres pes Facurrés pe Livie,
avec des numéros d’ordre. Les fascicules ne comprendront
qu'un seul travail et paraitront & des époques irrégulitres ;
chacun d'eux, tout en portant le titre de la publication et son
numéro dans la série, pourra en étre facilement détaché. On a

voulu éviter l'inconvénient de réunir dans un méme numéro
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I1I
de revue des articles de nature différente, et permettre a
chaque catégorie de lecteurs spéciaux de se procurer plus
aisément les mémoires qui les intéressent. Le Comité chargé
de la direction de la revue s’efforcera de n'y insérer que des
travaux utiles. Il espére que ces travaux seront nombreux, et

qu'ils feront honneur a I'Université de Lille.

Le Président du Conseil général des Facullés de Lille,

A. Couar.
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SUR LA

TRANSFORMATION DES FONCTIONS
V(x, y, z)

QUI SATISFONT A L’EQUATION AV = o

ET SUR LES ]
COORDONNEES CURVILIGNES ORTHOGONALES,
Par M. Paul PAINLEVE,

Docteur ¢s Sciences,
Chargé de cours 4 la Facullé des Sciences de Lille.

1. Soit V(z, ) une fonction de deux variables satisfaisant i

I"équation

== :‘{\', \,) j o ﬁ X = ‘[’(-‘i‘?,b}’)'
y=u(X,Y) | Y = W(=x,y),

qui font correspondre 2 V (2, ) une fonction W (X, Y) vérifiant
aussi I'équation
J* W ot W

AW =g ot

= 0.

Toutes ces transformations s’obliennent en prenant pour (z--£y)
une fonction analytique quelconque de (X ==/Y). Quand on
cherche, pour le cas de trois variables, les transformations ana-
logues aux précédentes, on trouve qu’il n’en existe aucune en

Fac, de Lille. Aa
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2 PAUL PAINLEVE.
dehors de la transformation

5 z=a+l(a X+ Y4+71Z),
y=b+Ud X+ Y+v1L),
s=c-l(a'X+B"Y +4"Z),

()

ol a, B, v, &, ... désignent les cosinus directeurs de trois droites '
rectangulaires, @, b, ¢, [ des constantes. On peut chercher & géné-
raliser la question.: le bul qu'on se propose, en réalité, c'est de
trouver une transformation

‘ b6 X(z,2,5),

(2) | CY =Xl
(2 =2(2,7,2),

telle que, sachant résoudre le probléme de Dirichlet pour une
surface de l'espace (z, y, 5), on sache le résoudre pour la surface
correspondante de I'espace (X, Y, Z). Pour cela, il faut qu’a toute
fonction W (X, Y, Z) satisfaisant & I'équation

w_ BW AW W
MW= St

on puisse faire correspondre une {onction V(xz, 9, ) satisfaisant
P I 1 Vs

& l'éq uation
BV AV v
d? Jy# oz

1

et cela de fagon que les valeurs de W sur une surface quelconque
déterminent les valeurs de V sur la surface correspondante; au-
trement dit, pour chaque point (2, y, z), la valeur de V est défi-
nie par celles de W au point (X, Y, Z) correspondant :

Yz, yys)=E(Wyz, ), 5)
La qucs!.im] se présente donce sous la forme suivante :

Déterminer trois fonctions X, Y, 7 de (x, y, 5) et une fonc-
tion F de (W, x, y, z) sous la condition que, si l’on remplace
X,Y,Z enzy, 5dans une fonction W (X, X, Z) qui vérifie
Uéquation N'W = o, la fonction

V(z,7,3)=F(W,x,5,3)

ainst obtenue vérifie aussi U'équation AV = o.

"
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TRANSFORMATION DES FONcTIONs V (2, ¥, ). 3

Nous connaissons un systéme de fonctions X, Y, Z, I qui jouit

de la propriéLé énoncée, i savoir celui qui définit la transforma-
tion par rayons vecleurs réciproques

- k(r-—a)
k:
(r—a)y+(y—>b) +(z—c)’
N . a8l )
(x—a)y 4 (- Sbp - (s—c)’
7 e e Il et Ty i
(@ —:r} e (V—-f») 4-(5—e)?

V(z, y,5)=TF(W, r}r,‘.)_;}f;____-“) ( ‘u.\.’—‘b‘z —
' bt sl A

Au lieu de résoudre le probleme de Dirichlet pour une surface,
on peut le résoudre pour la surface inverse. Nous montrons dans
ce travail que la solution la plus générale du probléme précé-
dent s'obtient en combinant la transformation par rayons
vecteurs réciproques avec la transformation (1).

Pour cela, on établit bien simplement que toute transforma-
tion (2) répondant & la question définit une représentation con-
forme des deux espaces (x, y, 5) et (X, Y, Z) I'un par rapport a
l'autre. Or, d’aprés un théoréme de Liouville, Pinversion (com-
binée avec la transformation homothétique et le changement
d’axes rectangulaires) (') constitue la transformation la plus géné-
rale qui conserve les angles dans 'espace a trois dimensions. Nous
donnons de cette derni¢re proposition une démonstration diffé-
rente de celle de Liouville. Le procédé que nous employons
trouve aussi son application dans I'étude des coordonnées curvi-
lignes orthogonales. Soient X, Y, 7 ces coordonndes; les fonc-
tions x, y, s de (X, Y, Z) vérifient les équations

dx dzr dy ay dz ds

X Toxay "ax oy = %

3 oz dx Oy oy ds ds
(3} (oY aZ T oY oz "oy T ™
oz dx dy dy + d.. 0z
0Z oX dL X 7. oX

T
E

Il

o

[i

0,

(') Pour ahréger, nous appellerons, dans ce qui va suivre, inversion ou trans-
Jormation par rayons vecteurs reciproques cetle transformation plus générale,
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4 PAUL PAINLEVE,

auxquelles Lamé adjoint les équations auxiliaires

o\t [
()i ee
d

@ (e G (e

() () () =

)2--F- (j—%‘)i = “"",

\

(Les variables X, Y, Z remplacent les variables p, gy, p2 de Lamé.)
Les trois fouctions H, H,, H, (considérées comme fonctions de
X, Y, 7) vérifient un systéme de six équations aux dérivées par-
tielles du second ordre, que Liouville prend comme point de dé-
part de sa démonstration. Notre méthode permet de former trés
simplement ces six équations el montre qu'elles sont bien les
conditions nécessaires et suffisantes pour que le systeme d’équa-
tions (3) et (4) en 2, y, = admelte des intégrales ('); elle fournit
aussi une marche de calcul pour effectuer I'intégration de ces
équations quand on connait un systéme de fonctions H, IH;, H,.

Ce méme théoréme de Liouville permet de voir que cerlaines
propriétés appartiennent exclusivement & la transformation par
rayons vecleurs réciproques. Soit, par exemple, ¢, w, ¢ un sys-
teme quelconque de coordonnées orthogonales

(5) i Y =uon(t, u,v); s =0t u,0).

Si l'on substitue & #, y, z de nouvelles coordonnées carté-
siennes X, Y, Z, lides & 2, y, s par les formules de I'inversion,
les coordonnées curvilignes ¢, w, ¢, relatives & X, Y, Z, sont en-
core orthogonales. La transformation par rayons vecteurs ré-
ciproques jouit seule de cette propriété. On peat de méme
chercher tous les systémes (5) tels que, en répétant la transforma-
tion (5) [c'est-a-dire en remplacant dans les équations (5) ¢, u, ¢
par f(¢, u, ¢), o(t, uy v), 9(¢, u, ¢)], les nouvelles coordonnées
{, u, v ainsi délinies soient encore orthogonales; si on laisse de
cOté les familles de surfaces ¢, u, ¢ formées de plans paralltles

(*) M. Darboux a donné de cette proposition une démonstration rigoureuse
(Annales de I’Eeole Normale, année 1866), Voir aussi le Mémoire du méme
auteur, année 1878 du méme Recueil,
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TRANSFORMATION DES FONcTiONS V (2, ¥, 5). 5

et de cylindres orthogonaux, on trouve que les équations (5)
doivent définir une inversion. On arrive & la méme conclusion
si l'on assujettit les équations (5) & la condition que ¢, u, ¢ el x,
¥, 3, regardées successivement comme coordonnées curvilignes,
forment un systéme orthogonal dans les deux cas.

2. Revenons donc 4 la question que nous nous sommes pro-
posée, et cherchons a déterminer X, Y, Z de (z, y, z) et
F(W, z, y, z) de facon qu'en posant V(z,y, 5) =F, AV soit
nul si A’\V(X., Y, Z) est nul. Pour cela, évaluons la quantité

o a2V ERY
a\/:mq-d«ﬁ»-s—ﬁ-
en nous servant de I'égalité V(z, v, 2) =F(W, 2, ¥, 5). Nous
avons
aV JF oW JIF
dr oW ox | oz’
EAY d_[': 0 W AR D (O\V)z_ 2F JW  #F

0t oW ozt T owilow ) L 20Wow oz | oz -

D'autre part,

dYWa o Wild XA o Wi Y iR 0 Vil o /i

9 "X ox T = 0L o
LV W O X AN W oY 2 ot W 07 v e
0zt = oxz \oz ) T oy az;) Toza a?)
W oX oY W oY o7 W dZ oX
At Tl e R e e e e S e
oX oY dx drx oY 04 dx dx Il oX dx dx
JdW g2 X JW 02Y JdW 07

M T T YA P

' . W 0tV gV
Oll aurail l){)[][' E_Y, oV

= = +=+ des valeurs analogues en permu-
dy " dy? dz

lant z, y, 5. D'aprés cela, en posant

o0X\2 oX \2 oX 2
85 (a'.;) *(:f;;) *(a) ’
sl (DY AR SN oY
1= G s

M=(5)+(5) (&)
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PAUL PAINLEYE.

cl
p o 9Y 0L oY oL oY oL
Tz oz gy dy 03 03’
4o 920X O oX % oX
== 9% v T -
r dr dy dy 0z 03
ko OX Y OX0Y X oY
T Oz 0z dy 5y- 0z 05
on voit que
_OF /, W 92 W 02
AV=Sw (z‘ oxa) T Mgy A g
e W W oW
ey Ay ’quY)
P oW oW IW\2
TR el g I oot
+dw2[x (d\) kl( Y) +1;.2(M)
; OW OW oW oW oW oW
(6) T AKOY 0L AL Z oA BX Y
+‘}_‘X( ®F 0X  #F 90X _ 0F X oF AX)
X \*0Woz 9z " >oWay oy T oWz 9z T oW
L OW ( °F_JY  9F oY ) S M,)
oV \*0Woz dz " *oWay oy T 20Wz 0z oW
_'_ﬁr(? O#*F 0L 0*F 0L 2F 07 LG M) L
F O\ oWz 0z T 2oway ay T 2oWas 9z oW )T

I1 faut que cette quantité soit nulle, si W est une fonction de X

Y, 7 vérifiant I'équation
W 0*\W

AW = Xz e _EV‘J- -+

d* W
072

S'il en est ainsi, le second membre S de I'équation (6), ot 'on a
remplacé z, y, z en fonction des variables X, Y, Z, doit étre iden-
tiquement de la forme

)s

5_3(

autrement les fonctions W (X, Y, Z), correspondant & une inté-
grale quelconque V de 'équation AV = o, vérifieraienl une équa-
tion du second ordre S = o, distincte de I'équation AW = o, et,
par suite, & une intégrale quelconque W de cette derniére équa-
tion ne correspondrait pas une intégrale V de I’équation AV = o.

d2\W
oX?

d? \V

0Y?

EAYY
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TRANSFORMATION DES FONcTiONS V (2, ¥, 5). 7

[l est clair que S conservera la méme forme si 'on y laisse sub-

sister les variables 2, y,, z; il faut donc que le second membre

de (6) soit identique a une expression de la forme (7), et, si cette

condition d’ailleurs est remplie, I'équation AV = o entraine 1I'é-
quation A"W = o, et réciproquement.
De li résultent les égalités suivantes

{ pE=hti=th

8 .

48/ | k=0, =0 fa =0,
AL
gwi = °

IY est done nécessairement de la forme
Fe=f+gW;
de plus, /et g sont astreints aux conditions suivantes :

oX dg JX dg' oX dg
dz oz Ty oy T 0z 0z
OYilld N 5 Y S0 oS 0 Y il PSSR L
(9) SrigraE e pyine Gl
0L dg 0L dg 0L Og _
| 0z dr ~ dy dy ' 0z d5 2 : .

S AX
2

ﬁlf: 0, ﬁé’ )

On peut supposer fidentiquement nul; car, si /+ oW répond a
la question, 1l en est de méme de F = g W. Les égalités (8) sont
précisément les conditions pour que la transformation

s X =X(2,y,5),

(IO) 1Y =Y(x,y, z),
L =72(x,y,5)

soit une transformation conforme. Une telle transformation étant
connue, les dérivées logarithmiques de g sont déterminées par

les équations (g). On pourrait simplifier ces équations (montrer,

1 U e S e el
par exemple, que X Jg.._ o7 el voir directement qu'elles sont

compatibles entre elles et avec la relation Ag = o si les condi-
tions (8) sont vérifiées. Mais ce calcul est inutile, si I'on admet ce
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8 PAUL PAINLEVE.

théoréme que toutes les fonctions X, Y, Z qui salisfont aux
¢quations (8) définissent une inversion. La fonclion g correspon-
dante est de la forme

e 0

e e o Py

La transformation (10) la plus générale répondant a la
question posée est donc la transformation par rayons vecteurs
réeiprogques.

Si I'on avait traité le méme probléme pour le cas de deux va-
riables, on serait arrivé a des équations analogues aux précédentes,
qui s’en déduisent en supprimant les variables s et Z. Les trans-
formations cherchées s’obliennent donc en prenant pour X + 7Y
une fonction analytique quelconque de (x ==y ); dans ce cas,
AX = o0, AY = o, et, d’aprés les égalités (9), g est une constante.

3. Nous avons admis plus haut gue 'inversion constituait la
seule loi de correspondance conforme entre les deux espaces z,
yyset X, Y, 7. Liouville a énoncé le premier celte proposition
dans le tome XV du Journal de Liouville et I'a démontrée dans
une des Noles qui font suite & la Géoméirie de Monge (!). Sa
méthode est la suivante : 1l s’agit de trouver Loutes les solutions
de équation

dzt 4 dy?+ dz* = 2 (dX2+ dY2 4 di.2),

c’est-i-dire toutes les fonctions z, y, 5 de X, Y, 7 vérifiant les
équations

(5 (R) (50)"= (52) '+ (

dah 2 [ dy z\2 ‘,
(u;';) i ( /.) =H,
(11) 9:- d——f “+= 9 o -+ 0; -q:i =0
oX oY IX oY oX Y
dr dr dy dy dz dz

oY 9Z T oY 92 T oY oz
dz dz  dy dy 05 03
9Z 39X T 9Z oX. " 9Z dX

(') Monae, Applications de ’Analyse a la Geometrie, Note VI,
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TRANSFORMATION DES FONGTIONS Y (.J.’-', iy ..';}. 0

Or, dans son étude des coordonnées orthogonales, Lamé introduit
les trois fonctions H, H,, H, de (X, Y, Z);

e = (%) + (%)~ (=

c‘“|
w4l b

= (55" (%) (5’?)
= () (%) + (%)

(x, y, 5 et X, Y, Z désignant respectivement les coordonnées rec-
tilignes et tunrll*nim), et il établit que ces fonctions vérifient un
I:.».}st(,mc de six équations aux dérivées partielles du second ordre,
qui deviennent, si 'on y fait H = I, = H,,

- ‘I_I El
T I Ll
qYi0li wa D Lo ) ) G
eL
, g2LH  o2LH LI\ 2
(12) TR AT T TR
#LH  0LH (OLII' 2
et k)
PLH  2LH _ /oLH\?
| XA a7 Y ) '

IVintégrale H de ce systéme est donnée par I'égalité

I8 =

G

(X —a)+

(Y__“r[j)%_"'(z_“r)i (1))

el les fonctions 2, y, z de (X, Y, Z) correspondantes définissent

une inversion.

Nous allons reprendre cette démonstration en établissant direc-

tement les relations auxquelles est assujettie H. Nous remarquons

d’abord que U'intégrale générale de I'équation

dr+ dy?+ ds? = dX2+ dY?+ d72?

(*) Il faut toutefois joindre 4 cette intégrale Uintégrale particuliére

Taz+by-—+rcsi+d

avee la condition a*~- 6%+ ¢* = o, ainsi que I'a remarqué M. Darboux.
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10 PAUL PAINLEYVE.
est donnée par les formules

rT=da—+ o X_;_il'ﬂ Y+T 73
Li2d 'f]fzb-!—o.’x+ B'Y+y'Z,

s=c+a'X+8"Y+y'Z,

ot @, b, ¢ sont des constantes, «, 3, v, , ..., " les neuf cosinus
de trois directions rectangulaires. Liouville déduit ce fait du fait
géomélrique que les figures correspondantes, étant alors égales
ou symélriques, peuvent élre, par un simple déplacement, ame-
nées a coincider ou a étre syméiriques par rapport au plan des zy.
Analytiquement, on arrive & la méme conclusion de la maniére
suivante : H étant alors égal & I'unité, en différentiant par rap-
port a Y et a X les deux premitres équations (11), on a

cl.z:'w 0%y dy 0%y ¥ 2_: 02z 27
OX. dXS0Yi N DX F XY L oX I XUGY
w rw gy My 0z B
9Y 0X oY T 0Y 9X oY  9Y oXoy O
D’autre part,
dz Pz dy Fy 05 093 dz 'z  dy dly  ds o'z 5
0X 90X 0Y ' 0X 0X oY " oX oXoY Y oX2 oY oX2 ' 9y oxz =~ O
donc
Jxr dtmw  dy 0y ds 0%z
i o Cle o 0,
dY o\? dY oX2 dY oX?
De méme
o 0w dy Oty 05 itz
oL oX* " 97 oXi T 9Z 0X3

Enfin, en différentiant par rapport a X la premiére équation (11),

dr dx % dy 92y 3¢ ds 0%z ool
X oX2 oX o0X? OXBOXI SR
. . . . < AR ?x 'g°
Le déterminant des trois équal.lons humuguncs qui lient d—é; (T)f—;a

0%z
ox?
tions z, y, z de X, Y, Z. Ce déterminant ne pouvant étre nul,
o*xz 02y, diz
JX2’ 9x®’ X2
tiant les trois derniéres équations (11) par rapport a 7, X, Y res-

n’est autre chose que le déterminant fonctionnel des fonc-

sont nuls identiquement. D’autre part, en différen-
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TRANSFORMATION DES FoncTions V(z, y, 3). g

pectivement, il vient

dr d'w dy d'y  dsz 0z dz d‘w dy oty 9z 0%z
dX 0YOZ " 9X OY0Z ' oX dYOoZ ' oY oX0Z ' OY oXoZ oY oXoZ _ °
dr oz dy d*y 3 0%z
()Y()Z(JK-FUY dde—]— ........... R T R P 4“0—7"()"—'\,02—
dr oz L (5 R
97 X oY o e S R S D e 5% E.Z—JY =0

En ajoutant les deux derniéres équations et retranchant la pre-
miére, on a
dr Pz o dy oy dz d*z
9Z 0X oY ' 0Z 0X0Y " OZ oX oY _

2z d"y
0\1 oY’ oXoY’ dX dY
néaires el homogénes dont le déterminant n’est pas nul, sont

les. quantités ; lides par trois équations li-

identiquement nulles. Il en résulte que z, y, s sont des fonc-

- tions linéaires de (X, Y, Z) et que 'intégrale cherchée est bien
y Xy | B

de la forme (13).
Supposons maintenant qu’on connaisse une fonction (X, Y, 7Z)
correspondant a une transformation conforme ax,, y, 5 de

(X,Y, X). On a
dzi+ dyt+ ds} = H3(X, Y, ) [dX?+ dY2+ dZ2];
soit &, ¥, 5 un systéme quelconque de fonctions vérifiant 'égalité
dzt+ dy*+ ds? = H[dX? 4 dY? + dZ2].
Cette égalité entraine la suivante :
dz® + dy? -+ ds? = do} -+ dy} -+ ds}

Par suite, étant donnée une fonction H(X, Y, Z) répondant a la
question, lintégrale (z, »,, 5) du systéme (11) s’oblient en rem-
plagant dans les équations (13) X, Y, Z par les fonctions 2, 3y, 5
d’un systéme intégral particulier. Ceci revient a faire correspondre
aux figures (z,, ¥, 5,) des figures égales (z, y, z).

4. Ce point établi, voici le procédé que nous employons : Les
équations (11) nous montrent que les dérivées partielles des fonc-
tions z, y, = s’expriment facilement au moyen des parameétres m,
n, p d'Olinde-Rodrigues.
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12 PAUL PAINLEVE,
Nous pouvons écrire
dz  H{i--m2—n?—pl)
0X 14 mi--pt-p?
dx all(mn—p)
0Y 1+ mi+ ni+4 p2’

dz _ aH(mp-+n)
JdL 1+ mi+ nto p?’

dy  2H(mn—+p)

X~ T+ mitnitpt’

dy H(1+ nt— m?— p?)
oy — I+ m24 nii- pt 3
dy _ aH(np—m)

d5 2H(mp—n)
X — 1+ mi+ ni+p’
dz aH{np -+ m)

Y ~ 1+ mi+ ni+ pt

dz  H(14-p*— mi—n?)
0Zi " Ui e pY

Tout revient & déterminer les fonctions m, n, p, H de (X, Y, Z)

de facon que les expressions

o o i
a---,— dX —i— e an 4+ 77 d7.,

t?:l oy
Z\—t— d\,d\ d/rl/
c)u a3 05 .
d\—|-— ‘“+04"’

soient différentielles totales exactes. Pour cela, il faut et il sufit
que les neuf conditions

d2r it d2r . x diz . diz

oY 0Z _ 0ZoY’ 0ZoX ~ oX L’ & 9ZoX ~ OX 07

soient remplies. Ces neuf équations sont linéaires par rapport aux
qir veas e dm  dm dp I e |

érivées premiéres —o» o< «++5 =75 et on peul, comme nous le
verrons, les résoudre par rapport a ces dérivées. Admettons que,
pour une fonction H(X, Y, Z) donnée, ce systéme (A) admette
une intégrale my, ny, p;; & cetle intégrale correspondront les
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TRANSFORMATION DES Fonerions V(a, y, 3). 13

. . b} A 3 ’
fonctions xy, yy, %y, et, d’aprés une remarque précédente, les
fonctions @, y, 5, obtenues en remplacant dans les formules (13)
X, Y, Z par zy, 7y, 5y, vérifieront aussi I'équation

drt+ dy? + dz? = 2 (dX2 4 dY? + dZ2);

inversement, & ces fonctions z, y, s correspondent de nouvelles
intégrales m, n, p du systeme (A), et on peut disposer du chan-
gement d’axes rectangulaires défini par (13) de fagon que pour
(X, Yy, Z,) les fonctions m, n, p prennent des valeurs arbi-
traires iy, 19y po- Licrivons donc les neuf équations de compati-
bilité du systéme (A)

drm o m o p a*p

oYL ~ Loy’ e JLoX —. 0X 0L
Quand on remplace dans ces relations les dérivées de m, n, p
par leurs valeurs tirées du sysiéme (A), on obtient neuf équa-
tions ou figurent m, n, p, H et ses dérivées. Toute fonction H,
pour laquelle le systéme (A) est compatible, doit vérifier ces rela-
tions quels que soient m, n, p; autrement, on ne pourrait pas
donner & m, n, p des valeurs arbitraires pour X, Y, Z,. Réci-
proquement, si H vérifie les neuf relations indiquées quels que
solent my n, p, le systéeme (A) forme un systéme complet; il
admet une intégrale dépendant des trois constantes niy, 1y, py,
et &z, y, s s'expriment en fonction de ces trois constantes et de
trois conslantes d’addition a, b, c.

En écrivant les conditions énoncées pour I, on trouve que H
doit vérifier les six équations du second ordre qu'emploie Liou-
ville.

Développons maintenant le calcul dont nous venons d’indiquer
la marche. Remarquons d’abord que les expressions en me, n, p de
dy dy dy dz dz dsz dr dr dr
X’ oY’ oZ’ oX’ oY’ UZ oX’ oY’ 9z
en permutant a la fois les symboles (z, v, 3), (X, Y, Z), (m, n, p).
Il en résulte que, si une relation quelconque est vérifi¢e par m, n,

se déduisent des expressions de

py H et leurs dérivées, les relations obtenues en permutant res-
pectivement (m, n, p) et (X, Y, Z) sont vérifiées ¢galement.
ﬂ?{l’ll‘iln()n.‘i Ill?li]”.ﬂﬂilllt ('ili(?

J*a o P
oY or, — JLoY
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14 PAUL PAINLEVE.

ou que

d[ H(mn—p) J_il‘ H(mp -+ n) ]

0Z | 1+ m?+ n?+ prl = oY |1+ mi4 ni4 p?
dm dn dp
oX 7 oX’ oX
est de méme des relations déduites des égalités

Cette relation est indépendante des dérivées , el il en

dﬁ}’ 02-,, diz 5 otz
9YdZ = 0ZdY’ Y 0Z " 0ZoY:

Ecrivons ces équations ainsi :

T R R e [ Voir la Planche, formules (14).]

Nous avons posé, pour abréger I'éeriture
pPRak) 5 )
82 = 1 -+ m2-+ ni-+ p? ot K=L.H.

On formerait deux groupes de relations analogues au groupe (14)

en permutant a la fois les lettres (m, n, p) et (X, Y, 7). 1l s'agit

de résoudre ces neuf équations par rapport aux dérivées partielles

de m, n, p. Pour cela, simplifions les équations précédentes; mul-

tiplions la premiére par 1, la deuxiéme par p, la troisiéme par n, et
dm  dm

ajoutons; les termes en 5V 57 disparaissent. En employant de

méme comme multiplicateurs [p, — 1, m], pms [—n, m, 1], on
forme deux équations indépendantes 'une dc = et dL ; lautre

dY
JP
de -3 et de 2 —-- Ces trois équations, une fois les d{‘u\ membres

dwlse_-.s par o-, s'éerivent ainsi :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

dm dm dan on Ip dp

aY o7, oY o oY 07
62/ oK dK
o o (1-+ p2)|—(m~+np)|+(m—np)| 1+n 3 (p Z T oy

g2

(14 p?)|—(np+m) 0 0 —(mp-ll-n) (mn—p) :—-o-; (% 4= m%?
Fn? o lmp+n mn ( 0 S (OK m 2k
m—np| 1 ¥ P ) = ey
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On peut remplacer ces équations par deux égalités qui ne con-

tiennent plus que trois dérivées de m, n, p, el par une troisiéme

dont It terme indépendant de ces dérivées est nul. Il suffit, pour

cela, de multiplier les trois équations (15) respectivement par A,
14, v et de faire la somme, en posant successivement

\ = p— mn, =1~ nd v=np -+ m,
A= mp—+ n, p=m—np, v=— (14 p?),

A =(14-m3); p=—(mn-p); V=n—mp.

Il vient ainsi

dm dn dp 02 JK
FYARELY Iy i Y A
; dm on dp a2 oK
(15") -d—z-—i-pd—z-—n,t-)—z_ Sy
dn dp dm A o‘p dm . Eﬂn g
dY-t—m —Poy + 7 RS — Moy =

Chacune de ces trois équations en entrainerait deux autres qu’on
obtient en permutant respectivement (m, n, p) et (X, Y, Z). De
la derni¢re, notamment, on déduit

dap o dm h don 5! dm 1) di i d;_) =
7R TR SYAIGY Oy S ) S
dim dn dp ; dn o dp : din
X roXs oXindY Ay - By

Les trois dernitres ¢quations équivalent aux Lrois aulres

dm 9 dn e op _
d‘( 2 nt ox X 0,
dn o‘p dm
(16) W {2 0‘._. — p N 0,
op i dm on
| az Rﬁ —JRJ;Z —

D’autre par es deux premiéres équations (15'), on déduit pa
D’autre part, des deux pr re uat o léduit par
permutation quatre nouvelles relations dont deux s’éerivent ainsi :

dm  dn dp __ 62 9K

e Ly o sty Gty e o
_om on_dp _ 8 0K
T REdoy Gy el

]
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16 PAUL PAINLEVE.

Si I’on joint i ces deux équations la premicre des équations (16),

dm o dn 5 d/ Fx
AN Ay X g X
les trois ¢quations ainsi obtenues se résolvent immédiatement par

dm dn. dp

rapport aux dérivées %) 3%’ 5% et des valeurs ainsi lrouvées on

déduit par permutation celles des six autres dérivées.
‘n définitive, on a les formules

dm

dIiK
| 255 = 97 (mn — ,!J)—--~(mp—| n),
i dm__ GK( dk By
2.0\, oY mp - Ja)-ﬁ(l - m?),
dm K diK
e =) —ee— - 3
2o = d\,(l m*) {)x(mn P
on dik % oK
AE\:_W(I-% n )_-‘tﬁ'('wj_m)’
dn KK K
(A) | ‘).a-\; =z E-(-H?P— n) — 57 (nm—-p),
dn di\'( 5 " :JI\'(
O i R ey e TEa e
77 A) s R ey et
WwopsSds n) dIk
z{—)‘\:_.d,‘ (pn -+ m -——\-{1—0—;0 Yy
ap t_Jl_\ : . __dlx
| 357 = X {1+ p?) -(E(pm—u.),
dp & dIK ¢ dik ‘
R Y (pm—n)— X (pn -+ m).

Il faut déterminer la fonction K de facon que le systéme (A)
soit compatible. D’aprés ce que nous avons dit, si I'on éerit les
neuf conditions de compatibilité

92 m m 9p 0ip

0Y0Z — JZ oY’ oY oL~ 9L oY’
en rmnp]'tg'ml, les dérivées de m, n, p par leurs valeurs lirées
de (A), K doit vérifier ces neuf ('O!]fll'lﬂl]‘\ quels que soient m, n,

p, en particulier si 'on fait m =0, n =0, p=o0. Oron a

._,ﬂf_”'_ S o oK i dﬂ Ik 7] (e
ONSLEA T BT A R ) Ak 2570Y. = oYi LAY ]k
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TRANSFORMATION DES FONGTIONS V (2, y, ). 17
les termes non écrits slannulant avec m, n, p. Donc K doil véri-
fier I'équation
AR PK 1 (oKys

X

oYi = o7t = a3

et les deux équations analogues obtenues en permutant X, Y, Z.
De méme, on a

BAmo Lo I 1 J J oA r d[\ dll_,
DZOX oYX P aakiaY i N O 2t Y e

Done K doit vérifier I'équation
K 0K 0K
JXdY — oX oY
¥

et les deux équations analogues @ en remplagant K par — L ( Tk

on voit qu'elles deviennent

1 1 1
, oy f JII LS
iy ey LA
Ty e — = ) —_— =
oX oY : JdY o7, 4 o7 0N

On retrouve ainsi les six équations indiquées par Liouville. La
démonstration dés lors est achevée; en effet, si le systéme (B)
des six équations en I est compatible, son intégrale dépend au
plus de quatre constantes permettant de déterminer arbitrairement

L SIESSH O O s
pour X, Y, Z, les valeurs de 11, X IV’ 9T Or la fonction

c
(X—la)t = (Y =By (Z—1)*’

Hie=

qui correspond & la transformation par rayons vecleurs réci-
proques, vérifie, comme nous le savons, les équations en H el
dépend de quatre constantes arbitrairves ('). C’est done P'intégrale
générale du systéme (B). La fonction H étant déterminée, toutes
les fonctions x, 3, = qui lui correspondent s’obtiennent en rem-

o ol ol
oxX,’ oy, J7,

ol )+(gy_ La(oha
(T\,, .'J\") J.]?:) et
1

aX +0Y +cZ+d
Fac. de Lille. A

(') Si les valeurs vérifient la relation

H est de la forme » avece la condition a*—- 6* 4 ¢! = o,
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18 PAUL PAINLEVE.

placant dans les équations (13) X, Y, Z par

ok ClXo ) i

= X e (Y= B (L

RTINS bl {11 () M

T X —apr (Y= B (Z— 7
C(Z—7)

“"—(K—-z)_z__,__'( ,_' u)z_,_(d .,}2
Au licu de raisonner ainsi, on peut retrouver, en achevani
I'intégration, la transformation par rayons vecteurs réciprogques.

On remarque d’abord que le systtme (A) est compatible si les
s 5 R 5 5 . a*m m
é¢quations (B ) sont vérifiées. En eflet, I'équation 53— — 57=5 =

yar exemple, peul s'éerire
I ple, |

K K JdK 'K JK JK
(r+ m?) an + st d‘() ] +(p—mn) (a_\'ﬁ_ﬁ EZ)
2K 0K K\
+(mp =M Syx— 3y X)) =%

équation qui est une conséquence du systéme (B), quels que soient
m, n, p. On verrait aisément qu'il en est de méme pour les huit
autres conditions. Ce point établi, on intégre le systéme (B) par
la méthode de Liouville, et 'intégration du systéme (A) s’effectue

alors facilement.

3. La méthode de calcul que nous avons employée pour former
les équations auxquelles satisfait H trouve son application dans
I'étude des coordonnées curvilignes orthogonales. Soit X, Y, 7
un tel systéme de coordonnées; si on pose avec Lamé

3 . (dx Jdy d3\2

2 — L ki

SR d\) (a{) (ax) 4
oz oy 93\

H3 Y= ;
HE Ll (oY) ; (o‘() ""(av) :
20X 7y — (9% dy 05\?,

IIE("\;Y‘:L}‘—“(()Z) +(§Z) +(¢]Z),
¢
dz dr dy dy 0z 03
aX oY T oX oy a\" oY
dr Jx < oy d_y s
oY o7~ oY 0% dY v =
dr dz  dy dy d5 ds

FU — —— =0

0Z 0X " 97 09X ' oZ 90X :

(17)

=0,
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TRANSFORMATION DES FONcTIONS V(@2 9, 3). 10
on peut chercher a déterminer les fonctions H, H,, Hy de (X, Y, Z)
de fagon que le systéme (17) soit compatible, et I'on intégre en-
suite ce systéme. Pour former les équations auxquelles satisfont
H, 1,, H,, nous allons suivre la méme marche que dans le pa-
ragraphe précédent.
Nous remarquerons d’abord que si, pour un systéme donné de
fonctions H, H, H,, le systéme (17) est compatible, son inté-
grale générale est de la forme

z=a+aa+ B yi+71 35,
(18) cy=baadz P yi+y 5,
3=c+az+ B y+1"5,
«, b, ¢ étant des constantes et , #, ..., ¥’ les cosinus de trois
directions rectangulaires. En ellet
dz? - dy*-+ ds = H*dX2+ N2 dY? + 11} d12 = da} + dyi -+ d3i,
si.z, ¥, 5 el.a, ¥, 5, vérifient les équations (17); ce qui entraine
les relations (18).
Ceei posé, exprimons les dérivées partielles de z, y, z, en
fonction des parametres d’Olinde Rodrigues

(ke !_l _(__[_-.r— mt— n?— p_”-) !

e 32
dy _a2ll(mn—+p)
S} TR L IR
dz  all(mp —n),
dX CH f
dz.  ally(mn—p)
T T
(i9) d_.y' & ”1(I+RE«_ m’—p‘)’
? dJY 62
gz olly(np +-m),
oY o2 /
dr _ 2Hy(mp+n)
AT a2 g
dy _ ally(np —m)
a7 ar BYa e
L H;(i—l—p’——m?—n!)’
Ly AGE 52
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20 PAUL PAINLEVE.

Il faut déterminer m, n, p, H, H;, Hy de facon que le sys-
téme (1g) soit compatible. Les neunf condilions (nécessaires el
suffisantes) de compatibilité sont linéaires par rapport aux déri-
vées de m, n, p, el ces équations (A') peuvent étre résolues,
comme nous le verrons, par rapport i ces neuf dérivées. En répé-
tant sans modification le raisonnement fait plus haut, on voit que,
si 'on remplace dans les neuf équations de compatibilité du sys-
teme (A') les dérivées de m, n, p par leurs valeurs, les fonctions
H, H,, H; doivent vérifier idenliquement ces relations quels que
soient m, n, p : on trouve ainsi que H, H,, H, de (X, Y, 7) sa-
tisfont a six équations auz dérivees partielles du second ordre,
qui sont les conditions nécessaires et suflisantes pour que le
systeme (19) soit compatible. Ces équalions ne sont autres que
celles de Lamé.

Le calcul s’effectue comme précédemment. En exprimant que

giy otz a2y Ay . oisis 0l
oY 0L — JLoY' oY 07 — dLox’ oY 0Z — dL oY’
dm dn dp

on forme trois équations indépendantes de —>

X ()\’ L_»'\ Lervons

ces Lrois équalions ainsi :

{20.) SRR [ Voir la Planche, formules (20).]

Si I'on multiplie ces trois équations par %, i, v el qu’on fasse la
somme en posant successivement

A=1, = py Y= N,
Ne='p, p=—1, v = m,
h=—n, Pty V=1,

on obtient les équations

(20)

....... [ Voir la Planche, formules (20').]

Nous pouvons remplacer ces é¢quations par deux égalités qui
ne contiennent plus que trois dérivées de m, n, p, el une troi-
sitme dont le terme indépendant de ces dérivées est nul. Il suffit
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pour cela de multiplier les trois équations (20') respectivement
par A, i, v et de faire la somme, en posant successivement

A=p—mn, p=1+n2 v = np -+ m,
l:mp-i—n, = m— np, v =—(1+4 p?),
h = (14 m?), p=—(mn+p), v=(n—mp).

Il vient ainsi

dm dn dp 52 dl[,
EREIT ) TR ) Y TR A
(21) dm_'_ dn e L_)!E: _63_ ﬂg,
oz P, o7, oH; oY
dn . dp din. dp dm dan
¥ TMoy —Pay Tt — mas = 0.

Chacune de ces trois équations en entraine deux autres quon
obtient en permutant respectivement (m, n, p), (H, H;, H,),
(X, Y, Z). De la derniére, notamment, on déduit

s Dy, i O
A ARRSEE R AT R e mn A eyt

om _dn 0p '_mdi om
X X oxL dY oY LAY

Lies trois derniéres équations équivalent aux suivantes :

[ dm on dp

X PR T
(22) a - m Sk P ‘—J'{?E =0
JdY Y dY ?
( L e
A A 7

D’aatre part, des deux premiéres équations (21) on déduit par
permutation quatre nouvelles relations dont deux s’écrivent ainsi

02 oH dim on dp
(WT/ —P3x X T

{43) i_Bigﬂ ——n@-kmdn dp
| 5 H; oY oX X X’

Si I'on joint a ces deux équations la premiére des équations (22)

in_z it dn dp
X LR Y 9X?
Fac. de Lille. A2,
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les trois équations ainsi obtenues se résolvent immédiatement par

dm dn 0 12 8]
I rt aux dérivées ——, 22, 9P 5 Vi ouvées,
ipport a X’ IX ax’ &b des valeurs ainsi lrouvées,

on déduit par permutation celles des six autres dérivées.
[in définitive, on a les formules

dm, AL ﬂ(.i'm—--a S
e ) i m il i ) 2
d
255 = 1t g mp+n) — g T (e ),
dm 1 ol dIt
Q‘E:E U?E(l—!—m!) -1~-l—l— »Jx} (p—mn);
-A(_)E H-.L E (14_. 2 +_I E 1 2
X 112 AR TR ) Lt
; dn 1 oH
(A" 257 = ﬁ d}\ Linp — m)——- l([J—I—'H?R),
R ol 1 oll o,
257 —E—W(mn-—lr-p)—-l—- X (14 n?);
f?p 1 dIl 1 dll "
5% = ii; 9Z (pn + m,)v—]—— 7Y ey
rip Sl ol 1 dly
29V xR S s
dp 1 ol, oIl o,
257 = TP 0Y~(pm-n)— ﬁ K (m—+ np).

Pour que ce systéme (A') soit compatible, il faul que H, H,, H,
vérifient les neuf conditions de compatibilité, et cela quels que
soient m, n, p, quand on y a remplacé les dérvivées de m, n, p
par leurs valeurs tirées de (A’); en particulier, H, H;, H, doivent
salisfaire aux relations obtenues en faisant /=0, m = o0, n = o.

Orona
. &{;_____0_ 1o, 1ol JH,
*0YoZ T 9Z\H, 'J'/j) 5 HESIXG X
A Pcmo 0 /1 Jl, 1 olly d]l-_; £
'OZoY — oY \H, oY ) " 31 9X WX

les termes non écrits s'annulant avec £, m, n; par suite, H, H,, H,
vérifient I'équation

0 /1 dHgNe i 9/ oHy 1 oH, dH,
ov \ii; ov ) * 7z Fz")"' H: 9X oX
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el aussi les deux équations analogues

d ( 1 dll) 9 (’1 ()I]g) 1 dl, oH

9Z \H, 0Z HoX/ H}oY oY
9 (1 oH, d /1 oH et oH oH,
oX \H 9X oY\W; 0Y) "HioZ 0z — ¢
De méme
?m _ 9 /1 dH, 1 dH JH,
%0ZoX ~ ox \ 1 B’Y) " oHH, oY X
0*m 1 dH oH,

>9X0Z — oMM, oY oX

Done H, H,, H, satisfont & la condition

d /1 oH, 1 oH oH,
) H; oY X

oX \H, oY ) — HH; oY

ou encore
e, 1 oHy oH 1 Il oI,
oXoY ~ T oX oY T H; 9Y oX’

d’ou 'on déduit, par permutation,

#H 1 oH oMy 1 oH dH,
9YoZ =~ W, oY 0Z 1 9Z 9Y

oM, _ 1 OHy oMy 1 oMy oM
dZoX M; oZ oX ©~ H 0X 0Z

On retrouve ainsi les six relations de Lamé. D’ailleurs, tout sys-
ttme de fonctions H, I, Hy de (X, Y,Z) qui vérifient le sys-
téme (B') de ces six relations rend compatibles les équations (A').
En effet, les équations

2 m 02m 2 d2m J92m o3
9ZoY oYoLZ % OX 07  0LoX —

développées sont respectivement de la forme
0 (1 oMy\ 0 (1 dH\ 1 ol olly
Urmt) uY(“lT,W Z\W, 92 ) " i oX oX
CE ey O(L %)_ 1 dH,; dH,
7 H oX [, 0X oY

Y
NENE 1 oH, oH,]
e b A ey e T W]““
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(mn 9 (1 oH J (1 oy +_I_g£?gl_l]
_m["z H, dz>+ﬁ(ﬁ ax) i3 oY oY
R s e ity au i Gl

A )[_(E W“)‘lml X oY

(+ J _ﬂ _I_gl_lﬂl_!;]—u
it ”’P)[ ,<1 dY)—]I,llgdZ v =

el

,-c

et ainsi des autres; or on voil que ces égalités sont des consé-
quences du systéme (B') quels que soient m, n, p.

Nous démontrons donc bien par cette méthode que les siz
équations (B') liant les fonctions H, H,, H, de X, Y, Z et leurs
dérivées du premier et du second ordre sont les conditions
nécessaires et suffisantes pour que le systéme (17) soit compa-
tible.

On peut aussi se servir des équations (A') en m, n, p pour dé-
terminer z, ¥, = quand on connait un systéme intégral H, 11, H,
de (B'). On forme aisément I'expression de U'intégrale générale en
fonction des constantes m,, ny, p, et d'une intégrale particu-
liere my, ny, pi. Mais ¢’est 1a un point sur lequel je n'insiste pas
ici (). Jajoute seulement un mot au sujet du probléme analogue
au précédent qui consisterait & déterminer H, H;, H, en fonction
des coordonnées rectilignes z, y, 5. La question revient a la sui-
vante : élant donné le systéme

GG
(&)+G) (=
(=) (55

0XdY o0XdY oX oY

X

L=

)EMMm%

) (@, y, 3,

hh-dg'i

) = hi(z,y, 5);

¥||

Gre e iy iy s s
N oL N OL N OL_
dr dz  dy dy 0z 03
0Z X 0Z 0X JZ 0X
dzox "oy oy Tosos - O

= 1

¥

(*) Au licu d’éliminer m, n, p entre les neul équations (A'), on peut éliminer
H, H,, H,. On trouve ainsi que m, n, p satisfont aux trois équations linéaires
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TRANSFORMATION DES Foxcrions YV (x, ¥, 3). 20
trouver les conditions que doivent remplir les fonctions /4, /iy, hs
pour que le systéme soit compatible. On ne peut plus raisonner
comme plus haut; car, d’une intégrale X, Y, Z du systéme on ne sait
en général déduire d’autres intégrales. Si 'on emploie la méme
méthode de calcul, on trouve que %, &y, iy vérifient six équations
du second ordre dépendant de m, n, p; en éliminant m, n, p, on
voit que &, Ay, hy vérifient un systéme d’équations du second et
du troisiéme ordre; quand on connait une intégrale &, by, L. de
ce systéme, m, n, p sont en général déterminés algébriquement.
La recherche des fonctions A, &y, hy est plus compliquée que
celle des fonctions X, Y, Z. Leur considération n’est donc d’au-
cun avantage.

6. Pour terminer, nous allons nous servir de la proposition de
Liouville pour démontrer que certaines propriétés de la transfor-
malion par rayons vecleurs réciproques lui appartiennent exclu-
sivement. Toul d’abord, étant donné un systéme quelconque de
coordonnées curvilignes orthogonales, ¢, u, ¢ de (2, y, 3), si 'on
remplace z, y, s par des coordonnées rectilignes X, Y, Z lides
aux premiéres par les formules de l'inversion, les coordonnées
curvilignes ¢, u, v relatives aux coordonnées cartésiennes X, Y, 7
sont encore orthogonales. Il est facile de voir que Uinversion est
la seule transformation jouissant de cette proprié¢té; tout d’a-
bord, une telle transformation X, Y, Z de (z, y, 5) doil vérifier
I'équalion

dX®+ dY?+ df2 = 2 de? -+ b} dy? - h3 da?,

car, si lon fait 2 =1, y = u, 3= v, les coordonnées curvilignes
x, ¥, s relatives a X, Y, Z doivenl étre orthogonales. 11 faut donc
que tout systéme de lonctions z (¢, u, ¢), ¥(t, u, v), s(¢, w, ),
vérifiant 'équation

dr? - dy? - dz? = k2 di2++ kY dut + Lk} dv?

du premier ordre (22) @ quand on eonnailt une intégrale m, n, p de ce systéme,
1, H,, I, sont donnés par six équations, 4 savoir les équations (23) et leurs
quatre analogues. Ces équations ne sont autres que celles de M. Ossian Bonnet
(voir les Comptes rendus des seances de l'Academie des Sciences, année 1862 ),
on les angles d'Euler 6, ©, ¢ sont exprimés en fonction des paramétres m, n, p
d'Olinde- Rodrigues. Mais je reviendrai ultéricurement sur ¢e sujet.
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26 PAUL PAINLEVE.
vérifie par le fait méme une équation de la forme

R dz+ b} dy?+ h} dst = D d+ 1} dud+- 13 det.

Ceci n’est possible que si f== /i, = has en elfet 2z, y, 5 salisfont
aux deux ¢quations

dw oz dy | 0395
dt ow ot du o Ot o !
ox dax Nz dy dy

Uheniemisdldion o

ot

d3 03
-d-_;i- =03

si iy, by et hiy sont tous Lrois distinets, on a

oo dr dy dy ds ds
ot o x dt i Jt du

A=A J=A1  hi=hit

de méme -
da da dy dy 0z 0z

RE—hi ~ hP—hy  hi— A’
donc '
o dy 3
dt it ot
oz . oy . 05
dv e e

ce qui est impossible, car le déterminant fonctionnel des fonctions
x, ¥, & serait nul. Supposons maintenant & ¢gal a /iy, mais diflé-
rent de /iy on doit avoir alors

03 dz :

——— =)
ot die 3

el de méme

0z 03

— — =0,
die de

do ot /

ce qui exige que s soit fonction de la seule variable ¢, par
exemple, ou que les surfaces orthogonales ¢, w, ¢ comprennent
une série de plans paralléles; les coordonnées orthogonales ¢, w, ¢
ne seraient done pas les plus générales; il faut, par suite, que
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TRANSFORNATION DES FONCTIONS V (2, ), 3). 25
le= "I, = hy et que la correspondance entre 2z, y, s et X, Y, Z

soil une inversion.

Cherchons de méme tous les systemes de coordonnées orthogo.-

nales X, Y, 4,
o=/, 2,
=X, Y, 2),

(2)
(;EI{J(LY,Z),

tels qu’en remplagant X, Y, Z respectivement par f(X/, Y/, Z')
o( X!, Y, Z1), &(X/, Y, 1), les coordonnées X', Y', Z/ soient en-
core orthogonales. On doit avoir [ encore

dr dx dy dy ds ds

U_-_\ _:}Y 1 d—-—x _UY g X U—--—-Y =0,

dr dr oy dy ds d3
 SetesialBUC Y} SRS g $reie =
Mxax Pl sr T v ="

et Pon voit, comme plus haut, que &y, ha, ity ne peuvent étre tous
trois inégaux; si /iy, = ha, = doit étre fonction de la seule va-
riable Z, par exemple; 2 et » n’en doivent pas dépendre; on o

de plus
da? + dy* = I (dX?+ dY?).

Autrement dit, 2 - £y est une [onclion analytique de (X =Y
“el sz une fonction de Z. (Détait ld une solution évidente de la
question. Si on laisse de coté les surfaces triplement orthogo-
nales, dont un systéme se compose de plans paralléles, on voit
que Uinversion définit les seules substitutions orthogonalés x,
v, sde X, Y, Z, dont la répétition conduise a une nouvelle sub-
stitution orthogonale. On arrive & la méme conclusion, si l'on
cherche tous les systémes de coordonnées orthogonales (), tels
qu’en répétant la substitution des variables z, 97, = aux variables
X, Y, Z, les coordonnées curvilignes X, Y, Z restent orthogo-
nales par rapport aux nouvelles coordonnées cartésiennes z',
1Ay
L’inversion est ausst la seule substitution orthogonale telle
que la substitution inverse soit également orthogonale. 1l faut

en effet, pour cela, que I'on ait
dr dr  dy dy ds dz

oX,0Y " 9X aY " ox aY
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et deux équations analogues, et, d’autre part,

X oX oY oY 0% 9L _
Fem 2,

—_— e —
v dy dx dy dr dy

el deux équations analogues.
La premiére équation peut se remplacer par la suivante :

dX oX dY dY o7, o7,
iy Gd B _
NSRS & T LT 2

Si 'on compare les deux derniéres équations, on voil que le rai-
sonnement peut s’achever comme précédemment.
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(20)

[20')

dm
JdY

(1-+n24pr—m?)p—omn

—(1+ n?+ p?— mi4-omnp)

an(1—+ p?)

dm
«dY

Hy [(1+4 n2+ p2— m?)p — 2mn]

—H; (1 n2+p2—mi-t2mnp)

aly, m(1+ p?)

dm

ay

0

Hy (1 + p?)

Hy(m — np)

Fac. de Lille.

dm
0z

—(1+n2+p—m2yn—amp
am(1+ n?)

1+ n2+ pt—m—oamnp

dm

PA
— My [(1+ n2+ p2— m2) n +amp]
2 Hy m(1+ n?)

Hi(1-4n+p2— m2—amnp)

dm
YA

— Hy(np +m)

Hy(1 -+ n?)
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1+ m?+ pr— nl— omnp
(1 m2+p2_ p*)p+2mn

on(i4p?)

dn
oY

(1= m2+ p2— nt— amnp)
Ha[(r+- mi-tp2— ) p - amn|

2y n(1+ p?)

Ha(r 4 pt)

”2(mp+ n)

dn
i,

""(l‘%-']}%,—{— J'.?i.!--—n.ﬂ);” “+apn

—an(m?+ p?)

Pl m2apien?) — amn

dn
J7.

— Hy[(1 4 m? 4+ p——n2) m + opn]

—aHy n(m2+ p?)

Hy[(r+ m24p2— n2yp—omn|

dn
o7,

— Hy(m~+ np)

Hy(p— mn)

(1+m*+n*—p2ym—onp

(14 m2—+n*—pyn+omp

—ap(mi+4 n?)

oY

Hy[m(1+ m2+n2— p?) —anp|

Hy[(1+ m2—+ n2—p?)n+amp]

— o Hs p(mt+ n?)

dp
oY

Hy(m— np)

— Ha(mp 4+ n)

dp
J7,

1~ mi—4n*— p2-omnp
2p(1+ n?)

n(1+ m24 nt—p)—amp

op
o7

Hi(1+ m2+ n?— pr+ amnp)
ally p(1+ n?)

Iy [(1+ m2a-nt—p2yn—amp]

dp
o7

Hy(1+n?)

Hy(mn—p)

8t | (mn —p)%

[ (1 + n?— m?*— p?) .ﬂ(_

as |1 JK
o? —(np—i—m)—)-?-—a—
A

a2 _{ mn —-p)ig;l—' — (mp +n)
32 (1= nt— m?— p?) dH,

| 2 oz
o2 _--{np i m)t% -

oF

2/ gH, oll,
Pzt o) !

s

|
IO)

N

LT
= G ﬁ -+ m —d'\—, ]

o

2 o Jlly  JdH,)
: THE T

< |

£l
i«

(m -+~n'dl
—(mp+n)55

2

o,
oY

2

(14 p*— m*—n?) 0K

|

]tJK
2 dz—(np-——m vl

|

olly
—(.:ap—m)WJ

(I—k-_,_n‘-— mr— n?)%

a |
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