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MEMOIRE SUR LES SUITES.

Mémoires de I' dcadémie royale des Seiences de Paris, année 17793 1782.

La théorie des suites est un des objets les plus importants de I'’Ana-
lyse : tous les problemes qui se réduisent & des approximations, et
conséquemment presque toutes les applications des Mathématiques &
la nature, dépendent de cette théorie; aussi voyons-nous qu'elle a
principalement fixé I'attention des géométres; ils ont trouvé un grand
nombre de beaux théoremes et de méthodes ingénieuses, soit pour
développer les fonctions en séries, soit pour sommer les suites exacte-
ment ou par approximation; mais ils n'y sont parvenus que par des
voies indirectes et particulieres, et I'on ne peut douter que, dans
cette branche de I'Analyse, comme dans toutes les autres, il n'y ait
une maniére générale et simple de 'envisager, dont les vérités déja
connues dérivent, et qui cgnduise a plusieurs vérités nouvelles. La
recherche d’une semblable méthode est 'objet de ce Mémoire; celle &
laquelle je suis parvenu est fondée sur la considération de ce que je
nomme fonctions génératrices : ¢’est un nouveau genre de calcul que
'on peut nommer calcul des fonctions geénératrices, et qui m’a paru
mériter d’étre cultivé par les géometres. Jexpose d’abord quelques
résultats trés simples sur ces fonctions et j'en déduis une méthode
pour interpoler les suites, non seulement lorsque les différences con-
sécutives des termes sont convergentes, ce qui est le seul cas que I'on

_ait considéré jusqu’ici, mais encore lorsque la série proposée con-
verge vers une suite récurrente, la derniére raison de ses termes étant
donnée par une équation linéaire aux différences finies dont les coef-
ficients sont constants. L’intégration de ce genre d’équation est un

OFuvres de I. — X. !
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9 MEMOIRE SUR LES SUITES.

corollaire de cette analyse. En passant ensuite du fini & I'infiniment
petit, je donne une formule générale pour interpoler les suites dont
la derniere raison des termes est représentée par une équation linéaire
aux différences infiniment petites, dont les coefficients sont con-
stants; d’otr je conclus I'intégration de ces équations. En appliquant
la méme méthode i la transformation des suites, il en résulte un
moyen fort simple de les transformer en d’autres dont les termes sui-
vent une loi donnée; enfin le rapport des fonctions génératrices aux
variables correspondantes me conduit immédiatement & 'analogie sin-
gulikre des puissances positives avec les différences et des puissances
négatives avec les intégrales, analogie observée d’abord par Leibnitz,
et mise depuis dans un plus grand jour par M. de la Grange (Mémoires
de Berlin, année 1772); tous les théorémes auxquels le second de
ces deux grands géometres est parvenu dans les Mémoires cités d’apreés
cette analogie, et beaucoup d’autres encore, se déduisent avec la plus
grande facilité de ce rapport.

En considérant de la méme maniére les séries a4 deux variables,
j'expose une méthode générale pour les interpoler, non seulement
dans le cas ot les différences consécutives des termes de la série sont
convergentes, mais encore lorsque la série converge vers une suite
récurrorécurrente, la derniére raison de ses termes étant donnée par
une équation linéaire aux différences finies partielles dont les coeffi-
cients sont constants; d’oll résulte I'intégration de ce genre d’équa-
tions. Cette matiere est de la plus grande importance dans I'analyse
des hasards; je crois étre le premier qui I'ait considérée [voir les
Tomes VI et VII des Savants étrangers (*)]. M. de la Grange I'a depuis
traitée par une trés belle et trés savante analyse dans les Mcmorres de
Berlin pour I'année 1775; j'ose espérer que la manitre nouvelle dont
je envisage dans ce Mémoire ne déplaira pas aux géométres. Il suit
de mes recherches que P'intégration de toute équation linéaire aux
difféerences finies partielles, dont les coeflicients sont constants, peut

(') OFuvres de Laplace, T. VIII, p. 5 ot p. 6g.
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MEMOIRE SUR LES SUITES. 3

se ramener & celle d'une équation linéaire aux différences infiniment
petites, au moyen d’intégrales définies prises par rapport & une nou-
velle variable; je nomme intégrale définie une intégrale prise depuis
une valeur déterminée de la variable jusqu’a une autre valeur déter-
minée. Cette remarque, plus curieuse qu’utile dans la théorie des dif-
férences finies, devient trés utile lorsqu’on la transporte aux équations
linéaires aux différences infiniment petites partielles : elle donne un
moyen de les intégrer dans une infinité de cas qui se refusent a
toutes les méthodes connues, et, sans elle, il m’ett été presque im-
possible de prévoir les formes dont les intégrales sont alors suscep-
tibles. Mais, pour rendre ce que je viens de dire plus sensible, il ne
sera pas inutile de rappeler en peu de mots ce que I'on a découvert
sur les équations linéaires aux différences infiniment petites partielles
du second ordre. L’intégrale de ces équations renferme, comme 'on
sait, deux fonctions arbitraires; on a, de plus, remarqué que ces
fonctions peuvent étre, dans I'intégrale, affectées du signe différen-
tiel ; et c’est, si je ne me trompe, & MM. Euler et de la Grange que
I'on doit cette remarque importante a laquelle ils ont été conduits par
la théorie du son, dans le cas ou I'air est considéré avec ses trois
dimensions. Ces deux grands géométres ont ensuite étendu leurs mé-
thodes & des équations plus compliquées que celles de ce probleme;
mais il restait & trouver une méthode au moyen de laquelle on put
généralement, ou intégrer une équation quelconque linéaire du second
ordre, ou s’assurer que son intégrale est impossible en termes finis,
en n’ayant égard qu'aux seules variables qu’elles renferment : ¢’est
I'objet d’un Mémoire que j'ai inséré dansle Volume de I’Académie pour
année 1773 (*). Dans ce Mémoire, j'ai démontré : 1° que les fonctions
arbitraires ne peuvent exister dans l'intégrale que sous une forme
linéaire; 2° que si l'intégrale est possible en termes finis, en ne consi-
- dérant que les seules variables de I'équation, une des deux fonctions
arbitraires est nécessairement délivrée du signe intégral j Jai donne

(1) OFuvres de Laplace, T. IX, p. 5.
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h MEMOIRE SUR LES SUITES.

ensuite une méthode générale pour avoir dans ce cas I'intégrale com-
plete de I'équation différentielle, en supposant méme que cette équa-
tion renferme un terme indépendant de la variable principale, et qui
soit une fonction quelconque des deux autres variables; d’ou il suit
que, lorsqu’une équation proposée se refuse a cette méthode, on peut
étre assuré que son intégrale compléte est impossible en termes finis,
en n'ayant égard qu’aux seules variables de I'équation. Maintenant, la
remarque dont j'ai parlé ci-dessus m’a fait voir que, dans ce cas, l'in-
tégrale est possible en termes finis, au moyen d’intégrales definies
prises par rapport a une nouvelle variable qu’il faut nécessairement
alors introduire dans le calcul. On verra ci-aprés que ces formes d’in-
tégrales sont du méme usage dans la solution des problemes que les
formes connues; je donne pour les obtenir une méthode qui s’étend a
un grand nombre de cas, et spécialement a plusieurs questions phy-
siques importantes, telles que le mouvement des cordes vibrantes dans
un milien résistant comme la vitesse, la propagation du son dans un
plan,ete.,donton n’a pu trouver encore que des solutions particuliéres.
“En transportant aux différences infiniment petites les remarques
a que je fais sur une équation particuliere aux différences finies par-
tielles, je parviens & m’assurer d’'une maniere incontestable que, dans
le probléme des cordes vibrantes, on peut admettre des fonctions dis-
continues, pourvu qu'aucun des angles formés par deux cotés conti-
gus de la figure initiale de la corde ne soit fini; d’olt il me parait
que ces fonctions peuvent étre généralement employées dans tous les
problémes qui se rapportent aux différences partielles, pourvu qu’elles
puissent subsister avec les équations différentielles et avee les condi-
tions du probléme; ainsi, la seule condition qui soit nécessaire dans
la détermination des fonctions arbitraires d’une équation proposée
aux différences partielles de I'ordre n est qu'il n'y ait point de saut
entre deux valeurs consécutives d’une différence de ces fonctions,
plus petite que la différence 7", et, par conséquent, que, dans les
courbes au moyen desquelles on représente ces fonctions arbitraires,
il n’y ait point de saut entre deux tangentes consécutives, si, comme
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MEMOIRE SUR LES SUITES. b

dans le probleme des cordes vibrantes, I'équation différentielle est du
second ordre, ou qu’il n’y ait point de saut entre deux rayons oscula-
teurs consécutifs, si I’'équation est du troisieme ordre, etc., ce qui est
conforme & ce que M. le marquis de Condorcet a trouvé, par une autre
méthode, dans les Mémoires de I Académie pour 'année 1771, pages 70
et 71. Mais il est essentiel d’observer que, si I'intégrale renferme les
différences des fonctions arbitraires, on doit considérer les différences
les plus élevées comme les véritables fonctions arbitraires de I'inté-
grale, et n'appliquer la régle précédente qu’a ces différences. Cette
maniere d’éclairer les points délicats de la théorie des différences infi-
niment petites par celle des différences finies est, si je ne me trompe,
la plus propre a remplir cet objet, et il me semble que, d’apres la
théorie que j'expose, il ne doit rester aucun doute sur 'usage des
fonctions discontinues dans le Calcul intégral aux différences par-
tielles. Enfin, je termine ce Mémoire par la considération des équa-
tions linéaires aux différences partielles, en partie finies et en partie
infiniment petites, et par quelques théortmes sur la réduction en
séries des fonctions & deux variables. Toutes ces recherches n’étant
qué le développement d’une considération fort simple sur la nature
des fonctions génératrices, j'ose me flatter que I'analyse dont jai fait
usage pourra mériter, par sa généralité, I'attention des Géometres.

I1.

Des suites a une seule variable.

Soit y, une fonction quelconque de ; si I'on forme la suite infinie
yu+y1: +.}’,£2+y3£“+. . -+“th'r+yx+1‘x+l +.. .+J'm£w,

et que I'on nomme « la somme de celte suite, ou, ce qui revient au
méme, la fonction dont le développement forme cette suite, cette
fonction sera ce que je nomme fonction génératrice de la variable y,.

Une fonction génératrice d’'une variable quelconque y, est donc
généralement une fonetion de #, qui, développée suivant les puis-
sances de ¢, a cette variable y, pour coefficient de ¢*; et, réciproque-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 MEMOIRE SUR LES SUITES.

ment, la variable correspondante d’une fonction génératrice est le
coefficient de ¢* dans le développement de cette fonction suivant les
puissances de ¢. Il suit de ces définitions que,  étant la fonction géné-
ratrice de y,, celle de y,_, sera uz”; car il estvisible que le coefficient de
" dans ut” est égal a celui de 2“~" dans u, et par conséquent égal a y,._,.

. 1 \ ;s . .
Le coefficient de ¢* dans u(? = 1) est évidemment égal & y,., — .,
ou a Ay,, A é¢tant la caractéristique des différences finies; on aura
done la fonction génératrice de la différence finie d'une quantité en

. 1 . oo . Yy
multipliant par - —1 la fonction génératrice de la quantité elle-
: . . oy . o 1 g T
méme; la fonction génératrice de A%y, est ainsi u(? — 1) , et, géné-

i . i o I 4 b & ! ?

ralement, celle de A'y, estu(; —1); d’ott Pon peut conclure que la
; i

fonction génératrice de A'y,_, est ut” (EI — 1) &

Pareillement, le coeflicient de ¢* dans

b ¢ e q !
14 (I+—t'+i3+za+...+i—”-

est
“J’a""" b_y.r-l-l = c.)'..'.r-i-! = e_)".-r+‘j o e e f]_y:.r+u;

en nommant done Vy,. cette quantité, sa fonction génératrice sera

L L
u 7 I FE e ¢

Si 'on nomme V2y, la quantité
aVye+bVyei+eVysis+.o o+ ¢ Vyarn;
V¢y, la quantité .
avViy:+bViyen+cViyast . 4 g Viyain

et ainsi de suite, leurs fonctions génératrices correspondantes seront

_;_b b g\’
UGE-I-EQ—!"—I-F 3
c i

n a+r+F+ +F‘ ]

’

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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MEMOIRE SUR LES SUITES.

et, généralement, la fonction génératrice de Ay, sera
u a+b+£+ +_'f_‘.
t (2 s " : )
partant la fonction génératrice de A’V'y,._, sera

ut"(a-i— i) +£ +r- i)‘(-j- —I)I.

gt ) \t

On peut généraliser encore les théoremes précédents, en supposant

que Vy, représente une fonction queleconque linéaire de y., y..,,

Yasar ---5 que V2y, représente une nouvelle fonction dans laquelle

Vy. entre de la méme maniére que y, dans Vy,; que V’y, représente

une fonction de V?y, semblable & celle de Vy, en y,, et ainsi de suite;

: car, u étant la fonction génératrice de y,, si 'on nomme us celle de

Vy., us?, us®, ... seront les fonctions génératrices de V2y,, V¥, .. ..

En multipliant done la fonction « par les puissances successives de s,

on aura les fonctions génératrices des produits de y, par les puis-

sances correspondantes de V, V n’étant point une quantité, mais une

caractéristique; et cela sera encore vrai en supposant ces puissances
fractionnaires et méme incommensurables.

¢ - 1 . . : .
s étant une fonction quelconque de 7 si 'on développe s suivant

3 3 S0 o I ! A 1 anr K
les puissances de ;> et que 'on désigne par ;7 un terme quelconque

. . Ku
de ce développement, le coefficient de ¢ dans —= sera Ky..,; on aura

done le coefficient de.z” dans us’, ou, ce qui revient au méme, on
aura V'y” : 1° en substituant, dans s, y, au lieu de ?'; 2° en dévelop-
pant ce que devient alors s, suivant les puissances de y., et en ajou-
tant & 2, dans chaque terme, I'exposant de la puissance de y,, ¢’est-
a-dire en éerivant y,, au licu de ()%, ¥oei au lieu de (¥2)'s Yoie au
lieu de (y,)?, et ainsi de suite.

- - 3 y - - I ’
Si, au lieu de développer s suivant les puissances de -» on le dé-

veloppe suivant les puissances de -:“— 1, et que 'on désigne par

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 MEMOIRE SUR LES SUITES.

K (zl - 1)”‘ un terme quelconque de ce développement, le coefficient de
t” dans Km(zl —1)”‘ sera KA™y,. On auradone Viy, : 1° en substituant,
dans s, Ay, au lieu de % — 1, ou, ce qui revient au méme, 1+ Ay, au

lieu de %; 2° en développant ce que devient alors s* suivant les puis-

sances de Ay,, et en appliquant & la caractéristique A les exposants
des puissances de Ay,, ¢'est-a-dire en écrivant A’y,, ou y,, au lieu de
(Ay.)", A%y, au lieu de (Ay,)*, et ainsi de suite.

En général, si I'on considére s comme une fonction de r, r étant une
fonction de %, telle que le coeflicient de ¢* dans wr soit {1y, on aura
Viy, en substituant, dans s, Jy, au lieu de 7; en développant ensuite
ce que devient alors s suivant les puissances de [Jy., et en appliquant
a la caractéristique {1 les exposants des puissances de Oy., ¢'est-a-dire
en écrivant (0°y,, 0u ¥, au lieu de (00y,)", 0%y, au lieu de (0)*)?,
et ainsi du reste. On aura donc ainsi les valeurs de Vy,, V2y,, ... par
de simples développements de fonctions algébriques.

Soit 5 la fonction génératrice de X'y,, X étant la caractéristique des
intégrales finies; on aura, par ce qui précéde, z(;— ——I)([)OUI‘ la fone-
tion génératrice de y,; mais cette fonction doit, en n'ayant égard
qu'aux puissances positives ou nulles de ¢, se réduire & u. On aura
done

LA Bl o o
A (7 = AT N R e 1

d’ou l'on tire
ull4- At 4-B?4-Ct'*+.. . +F,
U =00 !)f b

- —
[ —

A, B, G, ..., F étant les 7 constantes arbitraires qu'introduisent les
¢ intégrations successives de y,. En faisant abstraction de ces con-
stantes, la fonction génératrice de X'y, serait uG —= 1)4; on aurait
donc la fonction génératrice de Xy, en changeant ¢ en — ¢ dans la
fonction génératrice de A’y..; et réciproquement, on aurait la variable

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE SUR LES SUITES. 9

\ I i
correspondante de la fonction “(E‘ —:) , dans laquelle on suppose

¢ négatif, en changeant ¢ en — ¢ dans Ay, et en supposant que les

différences négatives représentent des intégrales; mais, sil'on a égard

aux constantes arbitraires, il faut, en passant des puissances positives
. P - 1

aux puissances négatives de - — 1, augmenter « d’'un nombre de termes

A B C

T e
On voit par la comment les fonctions génératrices se forment de la
loi des variables correspondantes, et réciproquement, de quelle ma-

niére ces variables se déduisent de leurs fonctions génératrices. Appli-

. p . . . 1
+4-... égal a 'exposant de la puissance négative de ;- —1.

quons maintenant ces résultats a la théorie des suites.

II1.

De Uinterpolation des suites a une seule variable, et de Uintégration
des équations dyfférentielles linéaires.

Toute la théorie de I'interpolation des suites consiste a déterminer,
quel que soit ¢, la valeur de y,.; en fonction de y, et des termes qui
précedent ou qui suivent y,. Pour cela, on doit observer que y,; est
égal au coeflicient de ¢*+* dans le développement de «, et, par consé-

. . . u
quent, égal au coefficient de ¢“ dans le développement de 7;; or on a

i I ¢
f._"" St L (I'—I- ? — ]
¥t s (i —1) (1 2 f(i—1)(i—2) (1 2
_..’f[[""‘!(z-’—l)—r‘——-;-z-— (?-—I) '!"T 't""—l ‘-4‘...h.
De plus, le coefficient de ¢ dans le développement de « est y.; ce
coefficient dans le développement de u(ﬁ- = 1) est Ay,; dans le déve-
1, ’ A . . .
_loppement de uG — 1) , 1l est égal & A%y, et ainsi de suite; on aura

done, en repassant des fonctions génératrices aux variables corres-
pondantes,

ooy ; i(E~—1) \, (i—1)(i—2
Yavi= Yzt lAJ’.r'i‘ '_l:;"'_A!}x‘}‘ ""_—_I"‘;T);‘--——)" Aa_}’_r‘-l— .es
OFuvres de L. — X. . i
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10 MEMOIRE SUR LES SUITES.

Cette équation, ayant lieu quel que soit ¢, seryira & interpoler les
suites dont les différences des termes vont en décroissant.

il | ’ - l
Toutes les maniéres de développer la puissance ;; donneront autant

de méthodes différentes pour interpoler les suites; soit, par exemple,

N

- =1-

o
~
~

-

¥ 1 . i L
en développant ;> suivantles puissances de «, au moyen du beau théo-

reme de M. de la Grange (voir les Mémoires de I’ Académie, année 1777,

page 115), on trouvera facilement

i(i+ar—i) o (i+3r—1)(i+3r—a2) i

1.4 1.2.3

B .
F-_H I4-te -

e - +... |

1:9.3.4

B AT R Ar T ) (i GER) 6

. ’ ’ . I . .4
Maintenant, & étant égal & l"(? = 1), le coefficient de ¢% dans le déve-
loppement de ue est, par l'article précédent, Ay,_.; ce méme coelfi-
cient dans le développement de u«® est A*y,_,,, et ainsi de suite. On
aura donc

{i4ar—1) .t'(t'—l—-BP--l)(f'-’r—Sr'_-—q)

Yart=Yu+ LBYa—r+ ————Az-2r- T = Ay zar
(i hr—D) (I 4r —2) (i+ 4r—3)
L Sl e B ..________.__1.2.3'ﬁ__.., s LT ﬁ‘yx—ir‘{'" i
IV.

Voici présentement une méthode générale d’interpolation qui a
I’avantage de s’appliquer, non seulement aux suites dont les diffe-
rences des termes finissent par étre nulles, mais encore aux suites
dont la derniere raison des termes est celle d’une suite récurrente
quelconque.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE SUR LES SUITES. 11

Supposons d’abord que I'on ait

et cherchons la valeur de ;—, en z.
Il est clair que ;7 est égal au coellicient de 07 dans le développement

de la fraction ——; si 'on multiplie le numérateur et le dénomina-

=i
: L
teur de cette fraction par 1 — 0¢, on aura celle-ci —Il;m———-
G(E +t) -+ 6*
L’équation
¢ o donne Ly 5
? -1 )] =3 7 === 2 =5,

se qui cl la fracti scédente dans la suivante —-=2% : or
ce qui change la fraction précéde g suivante —— s

on a
1 1 30 z1h? 316

(—0y7—20 (1—=0¢ T G=6p (1—0¢ " a=0p "

D’ailleurs, le coellicient de 07 dans le développement de (—I—_l—g—}-, est

. s I dr(r—0)*
{'gal = G Y e dir

» pourvu que I'on suppose 0 =o apres les

& P s h . s(s4+1)(s+2)...(8+1r—
différentiations, ce qui donne ( }(1 = ; 5

Y pour ce coef-

ficient; d’ou il suit que le coefficient de 07 est : 1° £+ 1 dans le déve-

I (i+1)(i-+2) ; )
loppement de T s dans le développement de
6 . ao (E=1)ilik1) (frh2) (F-23) qanaat o g2
TR T dans le développement de =0’

et ainsi du reste. Done, si 'on nomme Z le coefficient de 0¢ dans le

développement de la fraction (i‘:a';*———o‘ on aura

s i(i+1)(i+2)  (—n)i(E+1)(i+2)(+3)_
LS EETE 1.2.3 268 1.2.3.4.5 ot

L= =N (E+a)(i+3) (E+4) 5,
1.2.3.4.5.6.7
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12 MEMOIRE SUR LES SUITES.

ou

= S (1) [(i+ 1}’-—-:] (le)[(z 112—1]{(1-1—t)—1]

A Sy e IR

e (et (Tt~ [ (a1 Pl (R P =10 | P
1.2.3.4.5.6.7 . Gs oy

Si I'on nomme ensuite Z° le coefficient de 0° dans le développement
de R 2 L i on aura Z/, en changeant, dans Z, 7 en ¢ — 1, ce qui

(1— 0y —3z8’ E i geant, de ) , ce q
donne
1 ((2—=1) i(B=1)(F=f) " f(f’-—l](i’——-{n(f’—q}

TR B O T 2 e PSR g T T

On aura ainsi Z — ¢Z' pour le coeflicient de 0° dans le développement

— 8¢
75 ce sera, par conbequent lctprcssmn de

de la fraction ('_—9)__._

I
nt partant

; = u(Z —t7).

Cela posé, le coefficient de & dans = 7 08t Y3 ce méme coefficient,

dans un terme quelconque de wZ, tel que Kuz” ou, ce qui revient au
. 1 i . , N ;
méme, Kuz'(z- - 1) est, par l'article 11, égal a KA*y, .5 dans un

terme quelconque de w2 Z', tel que Kuzz’, ce coefficient est KA*y,,_,.
On aura done, en repassant des fonctions génératrices aux variables

correspondantes,
re+nru+]ﬂ:—5'} Fs(i_t.')f _é]_yh_, Codin
—iye = L0y,
G —zlaf}'—ﬁ)_\;y

On peut varier encore la forme précédente de Yq.i3 pour cela, soit
Z" ce que devient Z' lorsqu’on y change 7 en 7 — 1 ety par conséquent,
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ce que tlovu-ntf,lorbqu onychangeieni— 2; I’ équation - g =L —tL

1 /A
donnera 7= = L' — U2, partant F = - — Z". En ajoutant ces deux

1 gy
valeurs de et prenant la moitié de leur somme on aura,

'__lr _‘ r.f i ot Fa
F_.—L——EZ (1+£)( I)Z,

2
or on a

13— J7= _;_[ e e L N i) +]

2 1.2.3 i
54 ot R e (AR ) (t"— )5S
R 1:9.3.6 1.2.3.4.5 L,

partant
O s =)
s et (S
-—u(|+£)[——l+£]:; (1—1)3

(2—1)(*—4) VL 5
e T (? "') *]

d’ott 'on conclut, par I'article II, en repassant des fonctions généra-
trices aux variables correspondantes,

t’[t —1)
2. 3 4 ﬁs]x-—!

2(2—1)(*—4)
Er T e

t.!
‘1’.{‘+." — J’:r = T_E Ag_)’:t—-l e

1 +.y.t-—2)

Cette formule revient & celle que Newton a donnée dans l'opuscule
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14 MEMOIRE SUR LES SUITES.

Aintitulé Methodus differentialis, pour interpoler entre un nombre impair
de quantités équidistantes; dans ce cas, y, désigne la quantité du
milieu et 7 est la distance de cette quantité a celle que I'on cherche,
qui, par conséquent, est y,.; 'unité étant supposée I'intervalle com-
mun des quantités données.

En différentiant aux différences finies la formule précédente par
rapport a7, on aura

(t—i—l)l

) A (Yt Yama)

Yavivt— Yax+i— ;A(]x"f‘J;c—l)‘*
= (i—1i(i+1)(i+2) 1

A a3 (Yaatyaa) + .

+{2;‘+|)%A=yx_1+(i{—'—il]g(z 1)i 'A* i
= .(_”.‘Zj:’_?_(__j% (z+r)r(z~—1) Im

)
T AL ey P

e ' . 5]
Sotent vy — Y=y, et i = —, > onaura

g o= () + Por) m(ggr o Yios)
L — 52— 1
—p (";___I_[I){G T 9) A‘(]’ g“!‘}’x 3) e
+ L i‘-y’_ﬁrm4 D sy,
$1—1)(82—9) 5s
& 2 2.4.6.8.10 AfYaay -

Cette formule revient a celle que Newton a donnée dans I'opuscule
cité, pour interpoler entre un nombre pair de quantités équidistantes;

' . s g §—1I .
¥, exprime la seconde des deux quantités moyennes, et —,— exprime

sa distance a celle que I'on cherche et qui, par conséquent, est

'

y" ._,» 'unité représentant U'intervalle commun des quantités don-

X e ———
1

nees.
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A
Supposons généralement
) b (5 e p q
(a) SZ-TQ—E'TTF-FFT...-FF:—I n’
on aura
I .z—a b ¢ p
F_ q —_q_tﬁa?z”_ gﬁ""l’
ce qui donne
I __i—a b c f
el T qt _—q_té_(_j:ﬁ_ _W}

'3 L 1 . :
en éliminant ;7 du second membre de cette équation, au moyen de la
proposée (@), on aura

1 p(s—a) pbig(s—a)
el T q* 2l 7' Tr

~ i . 1 . I
Cette expression de =7 ne renferme que des puissances de 7 d’un
TR i v T il * |
ordre inférieur i n, et, en continuant d'¢liminer ainsi la puissance
a mesure qu’elle se présente, il est clair que 'on arrivera & une expres-
. 1 . . I .
sion de 7> qui ne renfermera que des puissances 7 moindres que 7, et

qui, par conséquent, aura cette forme

1 S 1 1 I 1 2
7 :‘C+E7‘“"" Eizu}_,_ t_azm_t.__,.{_ F:_lzm n,

Z, 2, 7™, ..., Z0=9 étant des fonctions rationnelles et entiéres de z,
i i .
dont la premiére ne surpasse pas le degré — la deuxieme ne surpasse
pas le degré L 1, la troisieme le degré — — 2, et ainsi du reste.
I i

“ . . . I . 5 .
Cette maniére de déterminer 7 est tres pénible lorsque ¢ est un peu

considérable; elle conduirait d’ailleurs difficilement a I'expression
générale de cette quantité; on pourra y parvenir directement par la

méthode suivante.
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16 MEMOIRE SUR LES SUITES.
% étant égal au coefficient de 0¢ dans le développement de la fraction

1 . qe .. . .
——» on multipliera le numérateur et le dénominateur de cette frac-

tion par
(a—35)0"+ b8 —14-cOr 2 +...+pl+q

et, en substituant dans le numérateur au lien de z sa valeur
b ¢
a- t——f—;—, + ...y ON aura

f 25 g2 % 43 fjn
!;9"-‘(:— f) +cb -(i— Z—) + el “(l— F) +--_--‘_H/(1““ ;:)

(u— g) (aln 460" - cOrA4e 03+ .+ pl+qg—3z0")

.
’ v . R 7}
Le numérateur de cette fraction est divisible par 1 — 75 on peul done,

en faisant la division, la mettre sous cette forme
[ bt chr? ey ... +pl+q

V)
4= E(CU"_’ et 4 pl4-q)

62
(I ’:—e(cﬁ"*“--l— ces+=plq)

-l
g s
tu—-i

i GO B0 T O U pl g — 30

La recherche du coefficient de 0° dans le développement de cette frac-
tion se réduit ainsi & déterminer, quel que soit r, le coeflicient de 0"
dans le développement de la fraction

1

a5 b0 4 O eh .+ pl g — 0%

St Fa . § P :
Pour cela, considérons généralement la fraction a’ P et Q étant des

fonctions rationnelles et entivres de 0, la premiere é¢tant d'un ordre
inférieur a celui de la seconde. Supposons que Q ait un facteur 0 — «
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MEMOIRE SUR LES SUITES. ; 17

¢levé a la puissance s et faisons Q = (0 — «)’R; on peut toujours,

2 ’ . | s 1 P o s A e
comme I’on sait, décomposer la fraction 0 en deux autres R

A et B étant des fonctions rationnelles et entieres de 0, la premidre de
I'ordre s — 1 et la seconde d’un ordre inférieur i celui de R; on aura

done
epsibipath B o Fra
(=2 "R~ (6—a)R’
ce qui donne
R a4
e 11 Rei
Si 'on considére A, B, P et R comme des fonctions rationnelles et
entiéres de 0 — «, A sera une fonction de 'ordre s — 1 et, par consé-

. . . B . .
quent, il sera égal au développement de i dans une suite ordonnée

par rapport aux puissances de 0 — o, pourvu que 'on s’arréte i la
puissance s -- 1.

Soit done
l’l
i =y +yi(0—a)+ y: (0 —a)+...,

on aura
A Y i e

O=ay (G—a) W (0—ap— " (f—a)y—1 I ""

: : w1 A
en rejetant les puissances positives ou nulles de 0 — a3 =) sera

par conséquent égal au coefficient de #~' dans le développement de

Y Yty
0 —a—t

.

Or, si 'on nomme P’ et R’ ce que deviennent P et R lorsqu’on y
change 0 — a en ¢, ou, ce qui revient au méme, 0 en ¢ + 2, on aura

P!
-IT_; =y +yit+yalit...3
A : b 11 s—1 ’
partant, Ty Sera ¢gal au coeflicient de #-' dans le développement
OFuvres de L. — X. 3
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18 MEMOIRE SUR LES SUITES.
B ; ; g :
de Rty et, par conséquent, il sera égal a

1 ot P’
1.2.3..(8—1) 00 R(B—a—t)

pourvu que 'on suppose ¢ = o aprés les différentiations. Maintenant,
l}.f

le ¢ ient de 07 et S
e coeflicient de 0”7 dans R (a6

étant égal a — ce

i p
R0 —a—1)

- §—1 3
méme coefficient dans = - J §

2.3...(s—1) 90— Ra—g—¢) Sord

I Q! p’
T 1.2.3...(5—1) 0651 Rl(a—+£)1

3

¢ étant supposé nul apres les différentiations. Cette dernitre quantité
3 ] _& .
sera donc le coellicient de 0" dans le développement de W=y O 8i

I'on restitue, dans P’ et R’, 0 — « au lieu de ¢, ce qui les change en P

et R, on aura
ds-—l I)F ()5—1 l']

001 RI(¢+ o)™ — 961 Ror+V’
pourvu que P'on suppose 0 ==c, apres les différentiations dans le

1 gi=1- P
PRI Iy M ) s

done, avec cette condition, le coefficient de 0 dans le développement

second membre de cette équation; —

sera

. A
de la fraction =

Il suit de la que, si I'on suppose
Q=a(0—a)(0—a)(8—a")...,

- ’ v = l)
le coeflicient de 0" dans le développement de la fraction  sera

0
1 Q-1 P
T 1.2.3...(s—1) 0T @I (G— ) (0 —a) ...
o 1 ; ds’—l P e g
1.2.8...(8 —1) 001 @61 (6 — a)® (0 — "), .
1 ¢t &

1.2.3...(s"—1) 061 @+ (0 —a ) (0— a')7..."
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en faisant, apres la différentiation, 0 ==« dans le premier terme,
0 == o dans le second terme, 0 = o” dans le troisieme terme, et ainsi
de suite. Cela posé, soit

V=al'+ b6+ +...4+ pl+q,

el supposons que, en mettant cette quantité sous la forme d'un pro-

duit, on ait
V=a(f—a)(0—a')(0—a")...;

-

) v . I * »
en développant la fraction v 5+ dans une suite ordonnée par rap-

port aux puissances de =, on aura

1 zfn z? G2n zign

V -+ ""'}.“I" e g "“va" S5 _W_ e .y

et le coelficient de 0" dans le développement de la fraction v'«ﬁ sera, par
ce qui précede, égal a
I

G (0 — o) (0 — o). ..

1
' Al By Py T U s
1.2.3...(s—1)a* 96!

H

L
TG —a) (— ). .-

e ———

pourvu que, aprés les différentiations, on suppose 0 = « dans le pre-
mier terme, 0 = o’ dans le second terme, 0 = o” dans le troisiéme

terme, ete. Soit Z' " ce que devient alors cette quantité, le coeflicient
. ¥ % l
- de 0" dans le développement de la fraction —— sera

i AUR 7(1), ~ FRLE 3 - .
LE +£.|’—-r'r" +Z§'~.“Lﬂ‘“ +Z(f—}:m*'3+'“v

on aura donc, pour le coefficient de 0° dans le développement de la
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20 MEMOIRE SUR LES SUITES.

fraction (A) et, par conséquent, pour I'expression de z—’f,

flas— bzti ]u+1+ b 7: 21:41+b“nzlnau+l+ b“' Zl3iﬂ'+l — peS T]

! ~ 2)
+czl'n_l;_|.g+ Cuzi‘_l_}hH:""c” Z 3u+2+c“’ 7[ &r!+!+"'

" o ~2712) Z37(3)
+eZ®, .+ eshil,, . +es L5+ et L+

0y AUUNRRSERT Y ASUSIIE R F L A SR T E S A LR S
() ey ?4"‘34 uu"}'e ALV T LAY :m+2+c 3L m+z+'”

5 ET-_! ('}'Zin nt1 =1 Q"li'v!-‘{}m-i-l ok ngzs'-z-]aﬂ+l s ‘)'

Présentement, si l'on désigne par Vy, la quantité
AY ot DYooy +CYar2t o+ G YV2rns
par Viy, la quantité
aVy.+ bVyeiit+ ¢ Vyera+. ..+ qVyain;
par V’y, la quantité
AVt OV Yo+ e VYt o o =G V2 Yains

et ainsi de suite, il est visiblc par l'article I1, que le coefficient de ¢
dans le développement de “>- ~ sera V° Y4irs en multipliant done I'équa-

tion précédente par u, et en ne considérant dans chaque terme que le
coefficient de ¢%, c’est-d-dire en repassant des fonctions génératrices
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aux variables correspondantes, on aura

A Y (b2, +cZi®ypy +eZ o .. .+ gZ§0)
+ V(b cZily iyt eZynis+- . -+ qZit,
+ Vya (DL + 2 piat €250t o g Z2),,)
i i TR o e AT R A T BT ST R e e
4 Vo (2 el ot =g i)
(B) + Vi (eZiV, . FeZ) e R I A
ot TR L I T RO PR T T e e
4 Vara(eZih i e ol ht s ~+qZ{,)
T O .y A L o e o o e =g Zitl .
L T R T SEa el el Ele b v e IR1% w fale F AL ) TR o8 LT

| + G Varn—1 ZE'F,HI 3 Q'V_)".N-n-—l ZE-‘—}:ud-j e (}V’_;lf.zﬂ--;zi-’_’u“,-k 22457

Cette formule servira & interpoler les suites dont la derniére raison
des termes est celle d'une suite récurrente; car il est clair que, dans
ce cas, Vy,, V2y, Viy,, ... iront toujours en diminuant et finiront
par étre nuls dans 'infini. '

Si I'une de ces quantités est nulle, par exemple si I'on a V'y, = o,
la formule précédente donnera I'expression générale de y,. qui satis-
fait & cette équation. Pour le faire voir, supposons d’abord Vy, = o,

ou, ce qui revient au méme,

o=ay;+ by cyivat.. o+ qYivas

si I'on fait dans ce cas @ = o dans la formule précédente, elle de-

viendra
Yi=  Yo(bZY, . +eZ®) L+ T A+ g2
L Ly AR A ) S + g Z{°)
L AL R S e R T e + g 7))
Sdenmindmincilen B B ST R B PR

-+ q ¥n—1 Z{I'E’H'F‘l'

Yor Yis» Yas ++es Ynoy sont les n premiéres valeurs de y,; ce sont les
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22 MEMOIRE SUR LES SUITES.
n constantes arbitraires que U'intégration de I'équation Vy,; == o intro-
duit.
Si lon a V?y;== o, la formule générale (B) donnera, en y suppo-
sant encore x — o,
Y= yo(BZPury + TPy +...+qIP)
+ Vyo (0L gy it o+ . .+ g Z{M)
3y (el e + qZi"))
Vi (eZi tpp=tit il e S A
g S TR T NSO SR R S S S R e cenaea .

+ gL Yumt + *'[Z;I-}zu-n Vs

Yor Var Yis Wiy voos Yuors Vo, élant les 27 constantes arbitraires
qu'introduit I'intégration de I'équation V?y;=o. On aurait de la
méme maniére la valeur de y;, dansle cas de V'y;=o0, V'y,==o0, ...,
et I'on voit ainsi I'analogie qui existe entre 'interpolation des suites

et 'intégration des équations linéaires aux différences finies.

¥
Soit y,. = y. -+ ¥., et supposons que «’ soit la fonction génératrice
de y', et u’ celle de y.; on aura

u=u'+4 u".

s AT T : :
Soit encore w’z' == A ou u’= ~; si l'on désigne par X, ;le coefficient
de ¢#+ dans le développement de A, on aura, par larticle II,

Xapi= v'\l.-":- i3
présentement, on a
1 \’.”"
5 {ali+bt" et gL +q)
Or le coefficient de ¢**, dans le développement du second membre de

cette équation, est égal & celui de 07+ # dans le développement de
I
(%4 b0 0" 2. A q)*

y et, par larticle précédent, ce dernier
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. . ’ '\ Ly (j—l? 5 - . * :
coefficient est égal a Z7.", 5 done le coefficient de 22+ dafis 1gidaved

A
loppement de =, sera

Fis-1) AL R Fis—1) ;
x.r-l—f—us Au A x.riv:'—u.«--l L{1 S e Ku l;.pf..ng ou }. X,, Zisr1)

S 4i-ng—ry
I'intégrale étant prise relativement & r et depuis - jusqu’a
r= -1 — ns; cette intégrale sera l'expression de y”

Dans le cas présent, il est facile de la réduire a des intégrales rela-
tives a Z, car il résulte de 'expression que nous avons donnée de Lo
dans I'article précédent, que celle de ZU. ", est réductible a des
termes de cette forme K€,7%, en sorte que le terme correspondant de
XX, Z5 ) . seraKE& r*X,, K étant fonction de & + ¢ — ns; or, si I'on
désigne par la caractéristique X’ I'intégrale relative & 7, on aura

K367+ X, =K X28*+i=n (2 + [ — ns)* Xoprines

pourvu que 'on termine lintégrale relative & 7, lorsque r égale
@ + i — ns; on réduira ainsi Uintégrale EX,Z7 ", . a des intégrales
uniquement relatives a la variable ¢. Cela posé, si dans la formule (B)
on fait 2 = o et V¥y, = o, elle donnera

= Fic L L0
Yol O 4y -2 e g L7)
7 gLl
S WY -1 +  Vy (bl + Y ALLSRNE R qlin) [
.) ;-+-¢kr!ﬂ‘f .Jr.\‘-r_': +. .................. a2 ‘
glE=1)
1 v V‘“_l__}"g ( /] .JE-'G_',__.-I,:_,_I =+ CZ&"_“,.I_.L? T LiAsuHi )
7i0) 7{_0] )
‘ (e 20 sy i iinieosien + q i /
........ )
e e L i B 5
f +Vs—ty, (cZ¥-2,, + ok gL )
. A e

5 i3
; a7 Aailn e VT Y a1y
=i ql‘i'P-lqﬂ Ya=1 q):.rfijzrn-l v}u—! S p L LT

75—y 6tant
N J’m v_)’n e -Vj 'VY", yn Vj)’i 0 -V’_'J’n ki ,J/.r:-‘l’ V)“”"* = .v 3 :

les sn arbitraires de I'intégrale de I'équation
V“:}f;::l) ou Veyi+ V‘y}“:o:
or, V'y; étant égal & X;, cette équation devient

o= Vsyi+ X,
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On aura donc, par la formule précédente, 'intégrale de toutes les
équations linéaires aux différences finies dont les coefficients sont
constants, dans le cas ot elles ont un dernier terme qui est fonction
de 7.

VII.

On peut donner a I'expression de ;7 une infinité d’autres formes
parmi lesquelles il s’en trouve qui peuvent étre utiles dans plusieurs
cas. Yoici comment on peut y parvenir.

Pour cela, supposons que, au lieu de donner, comme ci-dessus, i :7
cette forme

1

i 1 1
L S 7). —T(2) e
H.._A—kgi. +F£ +...+£”_l£“‘ %

on lui donne celle-ci

‘ 2 n—1
_.’jl" =7 - (.:. s |)an+ (\_; __,) AL AT S0 _4_(?' =S ,) Zin=1)

la question se réduit a déterminer Z, Z19, Z*, ....
On mettra d’abord I'équation

D e p q
=== e — =
iR - 4

sous cette forme

\ 2

:?:':ﬂ'+f)’<% —~1)+c’(% —-1) +...+p*(:?'.—-tl) - —|—q’(-;- :) .

et 'on aura
a=a —b+¢—...pLq,
|
les signes supérieurs ayant lieu si 2 est pair et les signes inférieurs si
n est impair. On multipliera ensuite, comme précédemment, le numé-
) . . 1
rateur et le dénominateur de la fraction —— par

t
(@—35)0n+ b0 4-cOn ...+ ph+q,

en observant de substituer dans le numérateur : 1° au lieu de z,

ar—g—b-‘(.:. —-l)—l—c'(_;_ _;)zu}-...;
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2° au lieu de a0+ 50" + c07-2 4. .. la quantité

@ |1 S L 1 * ]
G[a—{—b(g l)+c(a—1)+...h'.

53 4 . 1 1
Side plus on fait, pour abréger, ; — 1= 4 on aura

b’G“-1<t-— 6 — §)+c’f}"-” [(1— 0)* — Eﬂg] +...~+—q[(|— fyr— EG%]

(1 — ?) (@b + b4 cl*~24-.. .+ pl+ g —506")

)

or on a

7} 7

g P

e 7

En divisant donc le numérateur de la fraction précédente par celte
quantité, elle se réduira & celle-ci
( 0 9 o
b"O""—t—{:"B""(I s F) el | (x— 0)2 4 (1— 0) 5+ | - )

+q[(lmo)mw(:—o)n—=§+-(1%0)n-3f3+...] \

ziﬂ

alt - bt - P2+, . .+ pl+qg—z0"

ou, ce qui revient au méme, i

Lon—1 4 gl n—1 .I___l _'_cfﬁu—-l _I._.| g-t—...—;—qO"“ 1_1 |
] 7] 0
: ;

.......................................................

al? 4 br— 4 ¢4 ., . pl+4qg—z06"

De la il est facile de conclure que, si 'on conserve & Z" la méme
signification que nous lui avons donnée dans I'article V et que I'on
consideére que, en désignant par ¢; le coefficient de 0° dans le dévelop-
pement d’une fonction quelconque de 0, ce méme coefficient dans le

OFfuvres de I.. — X. i'i
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S:{13% £
développement de cette fonction multipliée par (% = 1) sera, par
article II, Atg;; on aura

fief s " -0 -
s O LYy b' 525 iy + V'L ey -

| . o

l A CFAZE;“_:La-[ E= c's AZ}‘_},,H_] e clz? A)::‘—a e e

I=2 AST7(2
= 8FA!Z?{L+] =1 e;s A’Z“_]!,H,; T L A ,‘}—’SR+1 A

== '7AM_17{—.-J+1 A q= Aﬂ :L,”,,,H oy 7:’2 Anul/n]amt"‘_

JI'7%01';4-1 + 'z Z}’_:,H_t e et P ?

() : Uik

i S 7 Ye=p= CEAL}ELH ==& :’A/J:'vl—}:na—l =t oo s
e o e

I A S ¥ A L |

=S e S \

o e A e e e T e i e A, Nk e

| =i J'u 1 ? -f+1 S 52:‘1’:.«.1—1_}"--)-

Présentement, il est visible, par 'article II, que le coefficient de ¢
dans le développement de la fonction —':—,%‘ est A*Vy,; I'équation pré-
cédente donnera done, en la multipliant par « et en repassant des
fonctions génératrices aux variables correspondantes,

Vo= Ya(B Ly DLy ML g A, )

+  Vya(d /xizuﬂ'{‘cf‘iyt-dnﬂ't" e' A ZY, ek gas=tzitl 1)
+ Vi (0'ZP, 0+ ¢ ALy € FAYZR) e g AR TR, Ly

AR R R e S A X P e SN S gt S (e oS e T
(7T AZOT o L e g AP )
ANy ezt AT s et sa e e AL e AL )
S WA A e s U W ARSI SIRITTE S R +gAn=27{) )
e e T g e s e e s O Vi bocaii oo
EERAL o (el T e P S ERER R, e M ki oy g APBZI0L )
BRAYW IR Ll o il i oo o8 i iintostomte s o mivs s =g AR=3 7 )
e B TE e e 08 1 LRI (NP RPRr S Il O e Ty e W w e ate s uise

+ gL ATy g, AP Yyt g2 AP Yy,

i=3n+1
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VIII.

Supposons, dans la formule précédente, 2 et 7 infiniment grands, de
manicre que I'on ait
2y o]

T et 2=

dz, dx,

Yauri deviendra une fonction de =+ z,, que nous désignerons par

%(w + @, ). Supposons de plus

by Cy 92
(o Formn r b= —= €y = =1 ey —
1 25 1 dxl’ 1 dz? q dz?

équation
1 1 2 1 n
0=a,-+ b, (Te -1) +c,(a -——1) +...—|—q(5 —-1)

donnera, pour 0, z racines de cette forme
=1+ fdxz,, =1+ fidz,, =1+ fadz,, s

c¢e seront ICS Illl&l’]lili’ls (IUU nous avons nommeées &%, 5‘.’, rx”, "o da]’]s
Pexpression de Z¥ " de P'article V, et les valeursde £, f,, /2, ... seront

données par les 2 racines de I'équation
o=ay— by f+ o f*+... = qa f".

Maintenant, si 'on fait 0 = 1 + Adzx,, on aura

I 1
O 1+ hdz,)”’

fe logarithme hyperbolique de cette derniere quantité est

—ilog(1+ hdzey) =— thdo,=— ha,,

A . | ) , vl ;
d’ou P'on lire 7z =e "%, e élant ici le nombre dontle logarithme hyper-
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bolique est 'unité; on a d’ailleurs

bl Ca f}'-z

— <= > g = A e e
Gt et ] iy {!x'f+°°'i(f.£‘1"

et cette valeur de a se réduit au terme == (f:,l, parce qu’il est infini-
1

ment plus grand que les autres; 'expression de Zy " de l'article V
donnera donge, en y changeantreni — 1,

e—k:rl
h=Joy (h—fa)°--.
d ’ e-h.‘r,
et el O T T (e
S v P = = i B (‘! e
e—hx,
A=) (hif

A S e e

la différence o' étant prise en ne faisant varier que % et en substi-
tuant, apres les différentiations, fau lieu de % dans le premier terme,
/, au lien de A dans le second terme, et ainsi de suite. Nommons
X¢=Ddx, la quantité précédente, nous aurons, a lUinfiniment petit
REES: Zisot) — gis=1) — X (s-1) s

P i—1 19
Qailleurs on a y,= (), et la caractéristique A des différences finies
doit se changer ici dans la caractéristique o des différences infiniment
petites, en sorte que I'équation 7

Vya= @)zt byari+ Clarat ...
ou, ce qui revient au méme, celle-ci

Cy

24
deA3:+...

b

devient, eny changeant dz, en ds,

d"o(w),
dw® ’

do(m) , , do(m) ,  do(m)
-m-:l

Vyx: ay + b! e 2 pr

R
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I'expression de Y+ trouvée dans I'article précédent, deviendra donc

dxX a: X
o(w +21) = ?(WJ(ngro;_kc, Tt %)

dXm 42X
(1 .
+V?(m)(bsx )4-cy dar r—)
(2 72X (2)
-,_vw(as)(ngnurc,di’ +c"‘{d.:ci )
A BN PG SN N A SOt
do(w) R X! )
e (ng.°+€g T
dV o(w) a dXm )
dw (,Xt RE dx, =r
(C) dV? o (o) X )
b e e
o o T T I T i r BT R oy e R
d2
(?E(;f’)(esx“'w )
#Vo(B) . v
2 dot (e XV -, ) p
e e I e b T e LI T B sl d St
n—1 n—1
+q2‘%@xw+%ff_dggf_ﬁ’lxm
| n—172
-,_qgf_ggri_?@xm_,_“__

Cette formule servira i interpoler les suites, dont la derniére raison
des termes est celle d’une équation linéaire aux différences infiniment

petites dont les coefficients sont constants.
Sil'on a
d
Vo (m) = ag(w) + 0, “52),

on aura
—

=

Vo(w) = b,e-fa‘i&%ﬂ?_)_];
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I'expression de X4~ deyient, dans ce cas particulier,

1
15228, A (s —1) 65

pi=1 ev—.f.r‘;
on aura donc

o ¥ 2 [pf & 4
o(m+ zy) =e-/T/=, gate b i) ~+ iiratatt ) i ;
2

e/To(wm)+ 5 oy v T 1.ade?

En supposant b, =1 et /= o, par conséquent a,= 0, on aura Iy for-
mule connue de Taylor.
La formule (C) se terminera toutes les fois que 'on aura V° ¢ (w) = 03

si, par exemple, V¢ (w) = o, on aura

3 dXie dn—-1X(0)
¢(w + @) = 9(w) (bgk‘”ﬂ; O d%; 1 i %W)
do(®) (. v dX!0 1 dr=3X0)
dw (L"k mts dx, T dzi=*
s g 8 A P PRI IR
d"'o(w
e (], x‘”-’ ——"?gf:(i-—)’

ce sera l'intégrale de I'équation o =Ve(w + «,) ou, ce qui revient

au méme, de celle-ci

do(®+ ) d* ¢(w + 2y) d" ¢(w - zy)
Ozach(m’-{-.vl) -«]—-1‘)3'—?-{!—‘:“——"‘" +f"="‘-——“,._?§_"l' e QQ_T,E---—' )
2 . n—1 ; : <
o(), {%{'ﬁi}’ i%?')’ o ol {—J-ﬁ?u(é?) étant les n constantes arbitraires
' aF 240

que Pintégration introduit. On aura, par la méme formule, les inté-

grales des équations
Vio(m +x) =0, Vio(w+ 2y)=o,

Si Pon fait
(B +2y) =y, 2+ )2 24

et que l'on suppose Vy,x, =V, V étant une fonction donnée de a,,
on trouvera facilement, par I'article VI, que si I'on change, dans I'ex-
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pression de X~ &, en o +a,—r et, dans 'V, &, en r — o, et que I'on
nomme R ce que devient la premiére de ces deux quantités et S ce
que devientla seconde, on aura y,x, =.fHS dr, I'intégrale étant prise
depuis 7 = o jusqu’a r = & + @, ; si 'on suppose, de plus, dans Ja for-
mule (C), V¥ o(5 + z,) = o, elle donnera

. % (0)
Y1y -1-j RS dr =y, ( by X0 - ¢y df “+. )

day

X
V(X G )

AX (5-1)
- Yis=1) (s=1) g m— e
-+ V(s Yo (bg X —+ Ca tl’&("j =+ )

d ;
Do X0 4 )

+v(%§) (e XM, ..)

dn—i..};o (0) ar-! Yo
7 iy X0 +g,V s e

)Xk

dn—-1y %

dy,
Yo' G

tegrale de I'équation

el . : 2 i i
oy Uy, V(EX), ... étant les sz constantes arbitraires de I'in-
)’n: ﬂrEl'

o=Vio(o+ 2,) ou Veyio+V=o0;

la formule précédente servira donc & intégrer toutes les équations
linéaires aux différences infiniment petites, dont les coeflicients sont
constants, lorsqu’elles ont un dernier terme qui est fonction de 2,

seul.
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IX.
De la transformation des suites.

On voit, par ce qui précéde, avee quelle facilité toute la théorie des
suites récurrentes découle de la considération des fonctions généra-
trices; cette considération peut servir encore a transformer, d’une
maniere plus générale et plus simple que par les méthodes connues,
une suite dans une autre dont les termes suivent une loi donnée.

Pour cela, considérons la suite

(7) YotrYit)r+Yste oot Yat Yorrt. oo Yo
of nommons, comme ci-dessus, # la somme de la série
Yot Yit+)y1l+ a8+ o Yol Yorg B - -y 07
il est visible que le coeflicient de 27, dans le développement de la frac-

. [
fion

-» sera égal & la somme de la suite proposée (v), depuis le
e

t
terme y, jusqu’a l'infini; or, sil’on multiplic le numérateur et le déno-
minateur de cette fraction par
a+b+c-+e+...—(a-+—i)+£-|~:—i-...),
Fdl
le numérateur sera divisible par 1 — Il et le quotient de la division
sera

1
EJI:E)+C—]—-G+...+E(C+B+...)+;—2((3_1_’__)4____1;

done, si I'on fait, pour abréger,

a+b+c +e 4. —K,
b c e
_a“{"?'l"‘fi“i‘ﬁ-{—,,.:—_s,
Oon aura
w oo 2] b 1 i
,_.._I__K__ +“+e+"_'_?(cf*‘ﬂ‘+_...)+z;(e+...)+ :
'
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en développant le second membre de cette équation par rapport aux
puissances de z, on aura

-

ulb+c-e-+ +'(c+ -+ (et —+ e i z—s+
; 2 E e )+E§( ) -K KZ—FKSTK*

Maintenant, le coefficient de ¢*, dans un terme quelconque tel que
uzs y . ' A .
—> est, par I'article II, égal & VSy,.,; ce coefficient sera done, dans

la quantité précédente, égal a

Yz Vye E Viyz = VY )
(b—i—C-!-e—l-...)(-K- R i b

2 3
+(C+€+...)(yl“1"' e V-}l;"";’" Sy Y; if+1 b vﬁf-ﬂ +)

2 3
o (e—l—...)(‘yl‘r\"_!_g_v}];z;"g _|_V.la:-:+!+vﬁf+:+”l)

ce sera la valeur de la suite proposée (y) depuis le terme y, jusqu’a
I'infini.

Si I'on fait @ = o, on aura une nouvelle suite égale 4 la proposée,
mais dont les termes suivront une autre loi; et, si les quantités Vy,,
V2y. ... vont en décroissant, cette nouvelle suite sera convergente;
elle se terminera toutes les fois que I'on aura V°y, = o, ce qui aura
lieu lorsque la suite proposée sera récurrente; on aura done de cette
maniére la somme des séries récurrentes.

La transformation des suites se réduit a déterminer I'intégrale Xy,
prise depuis 2 = o jusqu’h @ = =, et toutes les maniéres d’exprimer
cette intégrale donneront autant de transformées différentes; ce qui
consiste, par ce qui précede, a déterminer le coeflicient de ¢° dans le

. i . P .
développement de ——- Pour cela, soit généralement = une fonction
l— —
t
I . P
quelconque de -» et nommons Vy, le coefficient de ¢* dans uz; les
coefficients de ¢® dans uz?, uz?, uz', ... seront V2y;, V’y,, V'ya . ...

Cela posé, on multipliera le numérateur et le dénominateur de la frac-
OFuvres de L, — X. H
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- u - 58 L LT .
tion —— par K — =, et I'on prendra K de maniére qu'il soit égal a s,
I_- —

t
lorsqu’on fait ¢ égal a 1 dans cette derniére quantité; K — = sera ainsi

oL AR 1 1 q;” q“] ﬂ S :
divisible par 1 — 2. Soit ¢ + = + 3 +... le quotient de la
division; on aura
g aie uq by 3 st e 23 i
1_1 3 & Kl K38 LKS
‘
wgth = 52 z3
X “KT(’"‘“’K"“P RE )

ce qui donne, en repassant des fonctions génératrices a leurs variables

correspondantes,

K= V) K= K?

qu))'a:+l "}'u)v_‘l"ma: '?{”V’.)’:em
i Ralheu <RERULEE Dok

Tintégrale Xy, étant prise depuis y, jusqu'a y,; et, si 'on fait dans
équation précédente 2= o, on aura une nouvelle suite égale i la
proposée et qui sera, par conséquent, sa transformée.

).C

Théorémes sur le développement des fonctions et de leurs differences

en series.

En appliquant a des cas particuliers les résultats que nous avons
donnés dans l'article IT, on aura une infinité de théoremes sur le déve-
loppement de fonctions en suites; nous allons présenter ici les plus
remarquables.
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On a généralement

1 n 1 i n

H(E: '_'I) — i [(I+ ? ——I) —"I] H
or il est clair que le coefficient de ¢%, dans le premier membre de cette
équation, est la différence n'm¢ de y,, @ variant de 7; car ce coefficient

dans u(%'— 1) est Yari— Yo 00 'Ay,, en désignant par la caractéris-
tique 'A les différences finies, lorsque 2 varie de la quantité 75 d’ott il
est ais¢ de conclure que ce méme coefficient dans le développement de
u (:—, — 1>n est 'A”y,. D'ailleurs, si 'on développe « [(J i zi — l)t‘-— I'I 1
suivant les puissances de ti— 1, les coefficients de ¢ dans les déve-

1 & 1 3 Sz
loppements de u(}’- — 1), :r(; £ 1) ; u(; = 1) , ... seront, par Uar-
ticle 1I, Ay., A%y, A%y, ...; en sorle que ce coefficient dans

i " ;
u [(1 +- % - 1) — 1] sera [(1 - Ay,) — 1]%, pourvu que, dans le dé-

veloppement de cette quantité, on applique & la caractéristique A les
exposants des puissances de Ay,, et qu’ainsi, au lieu d'une puissance
quelconque (Ay,)™, on écrive A™y,; on aura donc

(1) APy = [(1 -+ Aye )i —1]7,

Si 'on désigne par la caractéristique 'X I'intégrale finie lorsque @
varie de 7, 'y, sera visiblement égal, par P'article II, au coefficient
T
Iz
abstraction ici des constantes arbitraires que I'intégration doit intro-

TR (G

de- plus, le coeflicient de ¢® dans "‘G i 1)_ est, quel que soit m,

' -1 L
de 2 dans le développement de la fonction u( - 1) , en faisant

duire; or on a

2"y, en faisant abstraction des constantes arbitraires, et ce coefli-

< 1 m L 3
cient dans u(-—- —1) est A”y,; on aura done, en faisant toujours
1 Ya .
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abstraction des constantes arbitraires,
(2) ’Enyx:[(1+Ayx)!_’]_";

pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa-
tion, on applique a la caractéristique A les exposants des puissances
de Ay, et que I'on change les différences négatives en intégrales; et,
comme, dans ce développement, l'intégrale X"y, se rencontre, et que
cette intégrale peut étre censée renfermer n constantes arbitraires,
I'équation (2) est encore vraie en ayant égard aux constantes arbi-
traires. .

On peut obseryer ici que cette équation se déduit de I'équation (1),
en y faisant » négatif et en y changeant les différences négatives en
intégrales, c’est-a-dire en écrivant 'X"y, au lieu de 'A"y, et £y, au
lieu de A"y,.

Les équations (1) et (2) auraient également lieu si &, au lieu de
varier de I'unité dans Ay,, v variait d'une quantité quelconque w;
mais alors la variation de @ dans 'Ay,, au lieu d’étre 7, serait iw. En
effet, il est clair que, si dans y, on fait x = %’-, a, variera de o lorsque
2 variera de P'unité; Ay, se changera ainsi dans Ay,, la variation de
x, étant w, et 'Ay, se changera dans 'Ay, , la variation de x, élant iw.
Cela posé, si I'on suppose dans ces équations que la variation de @ est
infiniment petite et égale a do dans Ay,, cette différence se changera
dans la différentielle infiniment petite dy,; si, de plus, on fait ¢ infini
et tdx = a, o étant une quantité finie, la variation de = dans 'Ay,
sera z. On aura done

ARy = [(1+ dyz)! —1]",

1

1¥%n e 4
S [ dyy =
or on a
log(1+dyz) = ilog (1 -- dy,) = id Ly drallingdys
AR C e PRl

ce qui donne
G‘IJ':
L Eg Y Sty
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e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 'unité; donc

(3) 1Ay B B 08 Y

en ayant soin d’appliquer a la caractéristiqué d les exposants des puis-
sances de dy, et de changer les différences négatives en intégrales.

Si, dans les équations (1) et (2), on suppose encore ¢ infiniment
petit et égal a dc, on aura

I n
AR A et Ry — ST f y dz™.
On a d’ailleurs
(1 -+ A);x)": edz105(1+Ay2) — 1 - dz log (1 -+ Ayz);
ces équations deviendront ainsi

3 d» %
(5) 2t = [log (1 Ayz)]",

) A S T e v

On peut remarquer ici une analogie singuliere entre les puissances
positives et les différences; I'équation

Ay, = (1+Ay,) —1

a encore lieu en élevant ses deux membres a la puissance n, pourvu
que I'on applique aux caractéristiques A et 'A les puissances de Ay, et
de 'Ay,, car il est clair que dans ce cas on aura I'équation (7).

La méme analogie subsiste entre les puissances négatives et les in-
tégrales, et 'équation précédente a lieu encore en élevant ses deux
membres & la puissance — n, pourvu que I'on change en intégrales du
méme ordre les puissances négatives de Ay, et de 'Ay,; on formera
ainsi I'équation (2). '

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



98 MEMOIRE SUR LES SUITES.

Il en est de méme de I'équation
dys
o —=
Ay egtr 13
en élevant ses deux membres aux puissances 2z et — n, elle sera encore
vraie et se changera dans les équations (3) et (4), pourvu que l'on
change les puissances positives de 'Ay, et de dy, en différences du
méme ordre, et les puissances négatives en intégrales du méme ordre.
On voit, au reste, que ces analogies tiennent a ce que les produits de
la fonction u, génératrice de y,, par les puissances successives de
I - o k T o -
, — 1. sont les fonctions génératrices des différences finies successives
de y,, tandis que les quotients de « par ces mémes puissances sont les

fonctions génératrices des intégrales finies de y,.

XI.

Les formules précédentes ne peuvent étre d'usage que dans le cas
ou les différences finies et infiniment petites de y, vont en décrois-
sant; mais il y a une infinité de cas dans lesquels cela n’a pas lieu et
ot il est cependant utile d’avoir 'expression des différences et des
intégrales en séries convergentes; le plus simple de tous est celui
dans lequel les termes d'une série, dont les différences sont conver-
gentes, sont multipliés par les termes d'une progression géomé-
trique : nous allons nous en occuper d’abord.

Le terme général des suites ainsi formées peut étre représenté par
h%yay v étant le terme général d’une suite dont les différences sont
convergentes. Cela posé, nommons « la somme de la suite infinie

Yoy ht =y ROy P8+ 4y Wt

(3 ol o

Le coeflicient de ¢#, dans le premier membre de cette équation, est la
différence finie nitwe de A%y,, @ variant de la quantité ¢; d’ailleurs,
si l'on développe le second membre par rapport aux puissances de

on a
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1 | 1 r :
) le coefficient de %, dans ”(E = 1) , sera, quel que soit r,

h*Ary,.. L'équation précédente donnera done, en repassant par I'ar-
ticle 11, des fonctions génératrices a leurs variables correspondantes

(7) AR IZ Y= N[ Li(1 4 Ay, )i —1]7,

pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa-
tion, on applique & la caractéristique A les exposants des puissances
de Ay, et qu'ainsi, au lieu de (Ay,)°, on écrive A%y, c'est-i-dire y,.

En changeant z en — », on aura, comme dans I'article précédent,

h*

(8) 12 (h*yx) = (A= Ayayi=1]" +az" T+ bat i L+

a, b, ..., fétant les 2 constantes arbitraires de I'intégrale du premier
membre, dont I'addition devient inutile dans le cas ou 4 =1, parce
qu’alors le second membre renferme I'intégrale £*y,, qu’il ne ren-
ferme plus lorsque 4 differe de 'unité.

Si I'on suppose y, égal a une fonction y, de ,, @, étant égal a fl
et r étant supposé infini, on aura Ay, = dy,, la différence dx, étant
v e . .
égale & o de plus, si I'on fait A= p, on aura 2°=p~, et la fonc-
tion A%y, se changera dans p®y,; or, si 'on suppose ¢ infiniment

‘ ) 1 : ] :
grand et = il est clair que, @ variant de 7, @, variera de «, en
sorte que 'A"(pTy,) et ' (p=y,) seront la différence et I'intégrale
finie n“m¢ de p*y,, 2, variant de la quantité .. On a d’ailleurs 4 = p*;
les équations (7) et (8) deviendront conséquemment

- AR (pTiyy) = pa [ p* (1 + dyy ) — 1],

‘ni’-'u

1%n x, P .
S = R dyy T

+azy 4+ b+ L

or on a
dyy

; o SIL
(14+dyy)=e 45,
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done

dr\n
(9) A" (p*in) :P“'(P“ea“""-—f) ’
(10) 12~(px.y,):(_m%T Fadt bt L f,

pte dr__ p

en ayant soin, dans le développement de ces équations, d’écrire y, au
T8 dy\° o dby, s 3 dy\* . :
licu de (3?1) et T AU lieu de (a) » = étant quelconque.

Si, dans les formules (7) et (8), on suppose 7 infiniment petit et
¢gal i dz, 'A"(h*y,) se changera dans d"(A%y,) et 'X"(Ah%y,) dans

f"(lz“’_yz); on a d’ailleurs

M+ Ayp) =1+dzlog[h(1+ Ay:)];

partant, on aura

du(]‘x /o 4
(11) —;E-L;;)——lel [log/h(1+ Ay.)]%
(12) .fﬂk"_yxdx”.— i +axt-t4-batt4. ..+ f.

T [logh(r 4+ Ayt

Je dois observer ici que les équations (1), (2), (3), (4), (5) et (6)
de I'article précédent ont été trouvées par M. de la Grange, dans les
Mémortres de Berlin pour 'année 1771, au moyen de Panalogie qui
existe entre les puissances positives et les différences, et entre les
puissances négatives et les intégrales; mais cet illustre auteur se con-
tente de la supposer sans en donner la démonstration, qu'il regarde
comme tres difficile. Quant aux équations (7), (8), (9), (10), (11)
et (12), elles sont nouvelles, & I'exception de I'équation (10), dont
M. Euler a donné le cas particulier ou » =1 dans ses Institutions de
Calcul différentiel.

XII.

On aurait une infinité de théoremes analogues a ceux des articles
précédents si, au lieu de considérer les différences et les intégrales
de y,, on considérait toute autre fonction de cette variable; il sera
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facile de les déduire de la solution générale du probléme suivant :
['(y.) représentant une fonction quelcongue linéaire de y., ¥,
YVusns «ony € Vy, une autre fonction linéaire de ces mémes variables,

on propose de trouver Uexpression de T'(y.) dans une suite ordonnée

suivant les quantités Ny, Vyo, Vv, <.

Pour cela, soit « la fonction génératrice de y,, us celle de I'(y,) et

’ . 1 .
usz celle de Vy,, s et = étant fonctions de -5 on commencera par tirer

de I'équation qui exprime la relation de sl et de = la valeur de % en z,
et, en lasubstituant dans s, on aurala valeur de s en z; mais, comme il
peut arriver que l'on ait plusieurs valeurs de ‘i en z, on aura autant
d’expressions différentes de s. Pour en avoir une qui puisse appar-
tenir indifféremment a toutes ces valeurs de s, nous supposerons que
le nombre des valeurs de -;- en = soit 2, et nous donnerons A expres-
sion de s la forme suivante

n I,
s=7T-+ —’;ﬁ”-k l_I!Z{%l+_ e _.l__.zmnll,

(=T

Z, 20, 7™, ... étant des fonctions de z qu’il s'agit de déterminer; or,
si 'on substitue successivement dans cette équation, au lieu de %, Ses
n valeurs en z, on formera n ¢quations au moyen desquelles on déter-
minera les » quantités Z, 20, Z#, ...; il ne s’agira plus ensuite que
de réduire ces quantités en séries ordonnées par rapport aux puis-
sances de z et de les substituer dans I’équation précédente. Cela posé,
si I'on multiplie cette équation par «, le coeflicient de ¢*, dans us, sera
U'(y.); ce méme coeflicient, dans un terme quelconque tel que ‘—:—:'—_:;
sera, par l'article I, égal & V'y,,,. L'équation précédente donnera
done, en repassant des fonctions génératrices aux variables correspon-
dantes, une expression de I'(y,) par une suite ordonnée suivant les
TN el T A s - o\ S AT el S A ARS8

On peut supposer encore, pour plus de généralité, que les quan-

OFuvres de L. — X, &
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o . = . qes I 1 1
tités 2V, Z%, 219, ..., au lieu d’étre multipliées par ;> 5> ;55 ++» sont

. Py . 1
multipliées par des fonctions quelconques de - et 'on aura par ce
moyen une infinité d’expressions différentes de I'( .. ).
Si I'on suppose

el e b a q
5-——-;;! "'_G+Y+F+'”+F’

I'(y.) se changera dans y,,;; on aura done, par ce procédé, la valeur
de y,.; en fonction de Vy,, V*y,, ...; mais la méthode que nous avons -
donnée pour cet objet dans I'article V est d’un usage beaucoup plus
facile.

XIII.

Des suttes a deux variables.

Considérons une fonction y, . de deux variables et @, et nom-

mons « la suite infinie

Yoo +tYi0b Y208 a0l Ao Yaol? + Yat+1,0t5H 1 o i Yoo L7
Yo litYiabilt+ Yo by Bt o o Yoy g W Y G A Y ) L7
FXoall Xttt e gl + Yeal "
RS s e e T e R T e s .

le coefficient de ¢*z}" sera y, ., ; ainsi « sera la fonction génératrice
de y,.., et, sil’on désigne par la caractéristique A les différences finies
lorsque @ seul varie et par la caractéristique A, ces différences lorsque
2, seul varie, la fonetion génératrice de Ay, ,, sera, par l'article 1I,

] 1 ; W
”(‘f T T) et celle de A, y., ., sera ft(;{- — l); partant la fonction géné-

ratrice de AA, y,, ,, sera u(-; L :) (-;— = 1), d’otr il est facile de con-

ne i 7 i
clure que celle de A*A%y.. ., sera ”(E = 1) (T i 1) i
; 1
En général, si I'on désigne par Vy, . la quantité

Ayzz+B Yaeit, 2y~ G Ve, i
+ By ye, o1 CrYarn, o+ -
i Cz.}'.z-,.r.-w e

e
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si I'on désigne pareillement par V2y, . une fonction dans laquelle
VY., entre de la méme maniére que y, ., entre dans Vy, . ; si 'on
désigne encore par V?y, .. une fonction dans laquelle V?y, . entre de
la méme maniére que ¥, ., dans Vy. ., et ainsi de suite, la fonction
génératrice de V*y,. ,, sera

u(z\+¥+-E-.j+...+]—3-5+-C—:+...+E3+---) ;

partant
S N6 \ A B B, )“
ut‘“il-(j -—-1) (f_; —-I) (A+ 1 +-..-+ 1_1 +

est la fonction génératrice de ATAUN Ay e o
. ' . I I . '
s étant supposé une fonction quelconque de ; et de 7, si on déve-
1

loppe s’ suivant les puissances de ces variables et que 'on désigne par

e

K . . v
—— un terme quelconque de ce développement, le coefficient de ¢%¢;

g

dans t,l"{% sera Ky..,u..+m3 on aura donc le coefficient de #%¢;* dans
us* ou, ce qui revient au méme, on aura Viy, . : 1° en substituant,
dans s, ¥, au lieu de 5 et y., au lieu de c_ll; 2% en développant ce que
devient alors us’ suivant les puissances de y, et de y,, et en écrivant,
au lieu d’un terme quelconque, tel que K(y.)" (y+)" K¥oim, vom, et
par conséquent, en substituant Ky, ., au lieu du terme tout constant K
ou K(y.)* (y..)°

. . Fo . . . I 1
Si, au licu de développer s* suivantles puissances de - et de .-, on le
1
’ . . I 2 ] [
développe suivant les puissances de - — 1 et de - —1, et que I'on dé-
1

. r 1 m l Jl”i -
signe par h(i_ 1) (E' - l) un terme quelconque de ce dévelop-
/ 1

¥ e 'I n 1 ﬂll
yement, le coefficient de #¢7* dans Ku( - —1 e T sera
l ) t £
o |

KA™ATy.. .5 on aura done Vi, , : 1° en substituant, dans s, Ay, . au

8

. 1 . 1 .
lieu de - —1 et Ay, au lieu de - — 13 2° en développant ce que
1

devient alors s* suivant les puissances de Ay..., et de A, v, ., et en ap-
pliquant aux caractéristiques A et A, les exposants de ces puissances,
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c’est-d-dire en écrivant, au lien d’un terme quelconque tel que
K(AY.z)" (A1 Yo, )™ celui-ci KA"ATy, .

Soient X la caractéristique des intégrales finies relatives ax et X, celle
des intégrales relatives & &, ; soit de plus = la fonction génératrice de

t
Yo cette fonction génératrice doit, en n’ayant égard qu'aux puis-
sances positives ou nulles de ¢ et de ¢,, se réduire & «; on aura ainsi

P 1 if1 N\ : o -
X2ty e s 0D auraz(-- — 1) (s_ — 1) pour la fonction génératrice de
/ 1 /

: )( ) =t be i 7
g (i==—1 - — - - =l X 5
/ aRpa R D S g
ay i, i Cy + 74

s ol S

a, b, ¢, ..., q ¢lant des fonctions arbitraives de ¢, et a,, b,, ¢y, ..., q,

é¢tant des fonctions arbitraires de ¢, partant

Wl QU G DU L gl @ U b O gl
(L= eyt

(2]

XIV.

De | ‘tnterpolation des suites a deux variables et de l ‘intégration des
cquations linéaires aux différences partielles finies et infiniment

pelites.

Yoeriyed, 0S5t évidemment égal au coellicient de ¢*¢7* dans le dévelop-

"
pement de =5 or on a
1

T iy 1—¢t\? 1— 4 \h
o 52

[ A—t (1) f1—2t\* (=1 (f—=2)/1—1L)\?
e s A ol L DR R T it 3
t g} 19 ( l )+ 1955 ( 4 )+
L1t cal—4 11—t (=) 1 —f 1 —)\®
+ iy —— G ——— — - .
=ud Sy S R e I ¢ 1
+‘.'(‘.l“")(l—‘t S ERAC T W B L AT Sl S
1.2 Ly I%9 ly 14
Sl B o P e e e o /
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le coefficient de u(% — r)r G — I)rt ¢tant égal &
ik | v

(i—n(i—2)...(i—r<+1 L(Gi—1)({—2)... (5 —r +1)
rardmar Uk 3

Maintenant, le coefficient de 2%}, dans le développement de
u (: - |)r iL: I)rl. est A"ATy, . s onaura done, en passant des fone-
tions génératrices aux variables correspondantes,
ifi—1)
1

Ya+iziy = Ya,x, t Ve ok o

—— A+

F LA Ve, F GEB DAY ey

U6 —1) oy
} 1.2 l‘}‘r}xl+. i

ey

équation qui peut étre mise sous cette forme trés simple
Yartat == (1 BV ) (1 -+ 81 Y22, )y

pourvu que, dans le développement du second membre de cette der-
niére ¢quation, on applique aux caractéristiques A et A, les exposants
des puissances de Ay..., etde A,y, ., et, par conséquent, qu'au lieu du
terme tout constant ou multiplié par (8y, . )°(4, v, )", on écrive y, . .

XYV.

Supposons maintenant que, au lieu d’interpoler suivant les diffé-
rences de la fonction y,. .., on veuille interpoler suivant d’autres lois;
pour cela, soit

f Bie G D P q
-.-_.A-F‘?"!'E-i 7 F=ars “I"FCI '—2';
= B, G D,
foE o Paga Y PR
Cy., D,
TR,
TS i e
I
e e
7
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Si 'on fait

B { 1
A o < pit bn —_— =
s e S
Ut D,
ik o = b
B 7 7 ,
1]}
C+=-L+...=¢
tl
............... .
on aura
b c q
u_..-ﬂ+? +}.—2'-|-...+ FE‘

Il est facile d’en conclure, comme dans 'article V, les valeurs succes-

- 1 i | . :
sives de -—— ... en fonctionsde a, b, ¢, ... et z, et il est

{n-f—l’ I':.rH--S‘ t_ﬂ-i_'.i‘
. . I .
visible que, dansaucun terme de I'expression de -, la somme des puis-
I 1 . . .
sances de > et de - ne surpassera pas ¢ lorsque Zsera un nombre entier
1

positif, z, étant supposé égal ou moindre que 7.
Considérons maintenant la formule () de I'article V et supposons
qu’en développant suivant les puissances de zl la quantité
1

bZE"I-J-L-M =+ bszz‘i.]:_-n_n +ae

e CZ‘}C‘_‘"_'_? et c;ZH:!qu +=. e

on ait

M+Nz+...+ E'-me:;- N5 +...) + E'?(Mmju Nz 4. ) .. ”F! Mo,
1 1 by

. o] I ' . WL "
les puissances ultérieures de - se détruisant réciproquement, puisque
) ;
. I . . ~ .
I'expression de ; ne doit point les renfermer. Supposons pareillement
qu'en développant la quantité

{0) ~T71) =TT i
el ezZt), e e, et

on ait

= I . ‘ 1 % : i 1 (1)
My+-Nis+...+ E*,(':\.l{,”-xt-Nl":-l—...J—h}—! (MP+-NFs+..) .. .4 7= M-,
1 1
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qu’en développant la quantité

2 F10)
LY At S

on ait

I
—_ M-}
3 Iﬂz ) )

I T
M,+ Nos +...- ?I(M;”—kh‘:”z D o i
1

et ainsi de suite; on aura
1 1 T A
7= M-+ Nzd-...+ 5 (MU Nz 4., )+ E;(M191+N“!s F o) Fe e S MO
1 1 t‘l

i E]'I:h’ll+le+---"' ri(-"[‘l”*FN[x”"_'""')'i_ s (M RN B “I_i MY n.]
1

I +
1 {;

+;—,[Me+ N-,_z+...+{-l (M;'>+N;-ls+...)+...+aiz M‘;'—*’I

| | §
(§8) e
e (qu—I t NScl 13t )t Eliiil' M.Ef:?‘—”—'.

I
3 }__u_'_'{ [hln—l"k NR_IS e 4

Cela posé, si I'on nomme Vy, ., la quantité

AYzz+ B Yzi,2,+C Yoro,n, —+...
-+ By yz,em+ Cizst,mas—aes
=T Cz_?'z..r.+3 =

—t
T %20y

Yol Ty 4 . oo UzP
le coeflicient de ¢*¢;* dans le développement de la quantité i sera,

par larticle XIII, V*¥. . o3 'équation précédente donnera consé-
quemment, en la multipliant par « et en passant des fonctions généra-
trices aux variables correspondantes,

Yattio— Myr.eo+NVyeo+...
MO Yo+ NO Yy o 40
MO st NO Uy

A+ MOy
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+ M, Yrir,z + N Vyzrg,o + oo

5 hlf'1I }.,r.r—i--l..a'.'+—1 e N=1| ? v.].-'r--h-f"“" T e

Sl h]ﬂ‘—i y.r+n-l,.:. e Nn--i v_)':H:---!_..r. e

g1} (L d b Rk g
et M[n'—j)’.z- =124 h,,.-] ‘-_} Fn—1, a1 .
o Mti-n+1) ., -
LAY MH-: Jarn—1,ai—n+1e

XVI.

Si I'on suppose Vy;, . = o, on aura, en faisant = o dans 'équation
précédente,
Yie = Myge+MDyo o+ M® yy pat. ..+ M® Yo,a+1
= BIl)'l..r. S ME,’ :_)':,.r, 1+ hlllg]_]ﬁ..rﬁs 2 e L :M'r:h : ’_}'I.x.-v—J—-l

“+ M, Ya—t,2,+ :MEJ—‘I Yn—tppt o0t M =gt Yn—t,24i—n+1+

M@, MY, MY, ... étant des fonctions de ¢ et de r, expression précé-
dente de y; . peut étre mise sous cette forme trés simple

()') )’J‘,.r, - E’( N[“.]yo..r, -+ = hltl! = J.}’I =1 e ﬁ'lt-_rr‘ 21.)"%-1"1"'-!'— 1 st h'li:‘_ln 2. ].}'n—l ,_-p,-.-,-.-,,...l},

I'intégrale étant prise par rapport a r, depuis 7= o jusqu’a r =7 41,
_par rapport au premier terme; depuis 7==1 jusqu'a r=¢-+1 par
rapport au second-terme, et ainsi de suite. Cette expression dey, .,
sera I'intégrale complete de I'équation Vy., ., = o, ou, ce qui revient

au méme, de celle-ci

U ‘J\.}’f'n“‘ i By"i-l.-l', = {J‘ya'-!—!‘;r. A P,fo'+u ] T qYivn,x,
+ By ¥z Ciyivtmppr +-

+ Ca¥iz ea e
_1_

=+ Yi,ap+ne
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Il est visible que dans cette intégrale les quantités Yo, ¥i.on Yoy ooes
Y1,z sont les z fonctions arbitraires qu’introduit I'intégration de
I'équation Vy;,, = o; pour les déterminer, il faut connaitre immédia-
tement, ou du moins pouvoir conclure des conditions du probleme

les 2 premiers rangs verticaux de la Table suivante :

Yoo 1,00 Y200 Ya0 ceey Yaos Ya+or s Ve
Your Yy Yo Yais <eey Yay Yarins o ccs Yoy
Yo,as Y, Yoo Yaas o eees Yay Yakrmo ooy Ve

(Q) !

s ey weay sy Y ey R L I R |

- - 3 4 rd
Yo, Yixo Yoan Yaay <0y Yoo Yaernzo 200 Vaz

“ay s ang se ey se sy Saay Tesay e ewew Ny

Remarque. — Dans un grand nombre de problémes, et principale-
ment dans ceux qui concernent I'analyse des hasards, les » premiers
rangs verticaux sont des suites récurrentes dont la loi est connue;
dans ce cas, ¥z, . . sont données par des termes de la forme
Ap”i. Supposons conséquemment que l'expression de y, ., renferme le

Vg

terme Ap™, la partie correspondante de EM™y, . ., sera

Ap= (MO 4 MM p - MO p? - MO p3 i, 4 MU pi) 5

mais
o MW M M)
M o e e o
& L3 4]

est le développement de

i AUR] o}
er'--u-{-l o C"l’—-re-} 2 it

: . i s .
suivant ll‘,S l}lllSS{lI]UCS (l{! :f_ En cllangeant dUHC (1{1“5 cette lIl}l‘l][(!l‘i!
1

quantité é en p et nommant P ce qu'elle devient alors, on aura APp*
pour la partie de EM@y, . .. quirépond au terme Ap®“. 1l suit de I que,
si la valeur de y,, est égale & Ap™ 4+ A pl+ Ay pii+... et que
I'on nomme P, Py, ... ce que devient P, en y changeant successive-
ment penp,, py, ..., 0N aura

IM™ yo 20r= AP p¥ 4 A, P, Py APy prig .

OFuvres e L. — X, 7
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On trouyvera pareillement que, si la valeur de y, . est exprimée par
By + B, g\ -+ Bygi +..., et que P'on nomme Q, Q,, Q,, ... ce que
devient la quantité eZy,,, +eZ, ,+...lorsqu’on y change successi-

vement fi en 4, g, fa, - -+, ON aUTa
1
.‘.]M[,""' JJ’1__;_-:+;---| — I}qu; =+ B| Q, f];‘ —+= BEQEQ;' iy

et ainsi de suite; on aura ainsi 'expression de y, . la plus simple &
Yia,
laquelle on puisse parvenir.
Si P'on a V2y, . == o0, on aura, en [aisant & — o dans U'expression

générale de y,..., de article précédent,

Yie= Mysz +MVUyiai +.oo MOy . 0
+ NVyo,z, + NUVyg 0y ...
+Myiz, +MPy 00 +.o0+ l\l‘l""]_)-',“,,&,_,
+ N Vo, +NY v)’l..rrl-l +...

+ M-y Yn-1,@, + M:'-al-]1)'.r:—|..r, o i T ME:I o Uy e,z ei=n-1
= Nu—l vJ';;--I.r.+- rey

Yo,op Yi,zp +oos Ya—t,2,0 VWoras YW1, ++=3 YWn—i, tant les 2n fonctions
arbitraires de l'intégrale de I'équation V*y;, = o; on aura, de la
méme maniere, les intégrales des équations V?y, . —o0, V'y; , =0, ...

Yai nommé ailleurs (voir les Tomes VI et VII des Mémoires des Sa-
vants éirangers) (') les séries formées d’apres I'équation Vy; . = o suites
récurrorécurrentes; elles différent des suites récurrentes, en ce que
dans celles-ci les termes ne sont fonctions que d’une seule variable :
ainsi, tous leurs termes dans la Table (Q) sont ou dans un méme rang
vertical, ou dans un méme rang horizontal, ou sur une méme droite
inclinée a I'horizon d’une maniere quelconque, au lieu que les termes
d’une suite récurrorécurrente, étant fonctions de deux variables, rem-
plissent toute I'étendue de la Table (Q) et forment une surface, de
sorte que les quantités arbitraires, qui, dans le cas des suites récur-

(1) CEuvres de Laplace, L. VIII, p. 5 et p. Go.
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rentes, sont déterminées par autant de points de la ligne sur laquelle
leurs termes sont disposés, se déterminent ici par des lignes droites
ou par des polygones placés arbitrairement dans la Table précédente.
L’équation qui exprime la loi d’une suite récurrente est aux diffeé-
rences finies; celle qui exprime la loi d’une suite récurrorécurrente
est aux différences finies partielles, et son intégrale renferme un
nombre de fonctions arbitraires égal au degré de cette équation.

XVII.

La valeur de y; ., dans la formule (1) de l'article précédent, dépen-

dant de la connaissance de M®, M{""', ..., il est visible que ces quan-

¥ g y . 1 ’

tités seront connues lorsqu’on aura le coefficient de 5 dans le déve-
!

s out se réduit done i déterminer ce coefficient ;

loppement de Z;",,
or on a, par l'article V,
1

ey
& aal*'(a —oy) (o — o). ..

O, Oy Ba, ... ctant fonctions de TI; Si 'on fait?: =g, et que I'on dif-
férentie 'expression” précédente de Z\", n fois de suite par rapport
a s, on aura n -+ 1 équations, au moyen desquelles, en éliminant les
n quantités of, o}, o), ..., on parviendra & une équation entre 7",
dzs_r.-l ‘_ij'_l'f‘m

) st dont les coefficients seront fonctions de «,, «,, ... et
s 8=

- de leurs différences : or il est clair que «, «,, «,, ... doivent entrer de
la méme maniere dans ces coeflicients; on pourra donc, par les mé-
thodes connues, les déterminer en fonetions rationnelles des coefli-
cients de I'équation qui donne les valeurs de a, «,, ... et des diffé-
rences de ces coefficients, et, par conséquent, en fonctions rationnelles
de 53 en faisant ensuite disparaitre les dénominateurs de ces fonctions,
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on aura une équation linéaire entre Z;"' et ses différentielles, dont les
coefficients seront des fonctions rationnelles et entieres de s, ou, ce

. . a 1 v sy
qui revient au méme, de ~- Cela posé, considérons un terme quel-
1
¢ . K ad¢7Z}9
conque de cette équation, tel que -7 "Eiéii_’ et nommons A, le coefli-
el
: 1 ; b T ¢
cient de ¥ dans le développement de Z\; ce coelflicient dans le déve-

1
loppement de KL sera
PPE g ST -

K(r—ma4p)(r—ma4p—1)(r—m-=p—2)...(r—m)hpiy

En repassant ainsi des fonctions génératrices a leurs variables corres-
pondantes, I'équation précédente entre Zi",,, et ses différences don-
nera une équation entre A,, A, ... dont les coeflicients sont varia-
bles, et, en 'intégrant, on aura la valeur de A,.

Il suit de la que l'intégration de toute équation linéaire aux diffé-
rences finies partielles, dont les coellicients sont constants, dépend :
1° de 'intégration d’une équation linéaire aux différences finies dont
les coeflicients sont variables; 2° d'une intégrale definie; je nomme
ainsi toute intégrale prise depuis une valeur déterminée de la variable
jusqu’aune autre valeur déterminée. L'intégrale définie dont dépend la
valeur de y; . dans la formule (1) est relative a r et doit s’étendre
depuis 7= o jusqu’a r = i. Relativement aux équations différentielles

du premier ordre, on a
1

Zsu:: 23l ;t_;{:_] ;
on a, de plus,
a=A-+B,s,
EaaB
e i
ce qui donne
- (A~+ B,s)t
L) e 1 Pl ad ety glour B )
z‘ - = H)H-l 2

d’oti 'on tire cette équation différentielle

.r,[.'-"l
o::‘-g,;—(A + Bys) — iB, 20,
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ce qui donne I'équation aux différences finies
O J\(f‘ -+ I)?\_-+1 i B }}I f‘)‘.,. — i"Bl).,..

On a ensuite, dans ce cas,
M) = B,;

la formule (A) de I'article précédent deviendra donc
Yia, = BEhyozqr;
ce sera l'intégrale compléte de I'équation aux différences partielles
0= AYie,+ BYivia + BiYia1s

pourvu que I'intégrale soit prise depuis r= o jusqu'a r =i+ 1, et
que la constante arbitraire de la valeur de A, soit ielle que

En passant du fini & Pinfiniment petit, la méthode précédente don-
nera l'intégrale des équations linéaires aux différences infiniment
petites partielles dont les coefficients sont constants : 1° en intégrant
une équation linéaire aux différences infiniment petites ; 2° au moyen
d’intégrales définies, ce qui donne I'intégration de ces équations dans
une infinité de cas qui se refusent aux méthodes connues ; mais, comme
le passage du fini & Pinfiniment petit peut offrir ici quelques diffi-
cultés, j'ai préféré de chercher une méthode directement applicable

- aux équations linéaires aux différences infiniment petites partielles,
et j'ai trouvé la suivante, qui a 'avantage de s’étendre aux équations
linéaires dont les coeflicients sont variables. Je me bornerai & consi-
dérer les équations différentielles du second ordre comme étant celles
qui se présentent le plus fréquemment dans Papplication de I'analyse

aux questions physiques.
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XVIII.

Toutes les équations linéaires aux différences infiniment petites
partielles du second ordre peuvent étre mises sous cette forme

+n3— ~+ lu
Js ds, 2

(S) 0—=———+m
m, n et I étant des fonctions quelconques données de s et de s,, et, si
I'on nomme o, (s) l'intégrale frif?(s). @, (s) l'intégrale ‘/"ds:‘p,(s’),
,(s) l'intégrale j dsg,(s), et ainsi de suite; si 'on nomme pareille-
ment ¥, (s,) l'intégrale fn’s $(s,), $a(s,) Pintégrale /-.di‘,l.]) (5,),
U,(s,) Pintégrale /ds $,(s,), et ainsi de suite, la valeur de « peut
étre exprimée par une suite de cette forme
u= Ag(s) +AM oy (s) Am?a(é‘) -+ A ?s(") Eias
B (51) 4+ BO G,y (5,) + BO &y (5,) + BO &y (5,) +. . .,

o(s) et Y(s,) étant deux fonctions arbitraires, 'une de s et 'autre de s
“(votr sur cela les Mémoires de I’ Académie pour 'année 1773, p. 355 et
suiv.) ('). Cela posé, si 'on substitue cette valeur de « dans I'équa-
tion (S) et que I'on compare séparément les termes multipliés par
0(8), @0(8)s0a(8)s - o s Y(5)s $i(5,)s $a(s), -+, On aura, pour déter-
miner A, AW, A®, ..., B, BY, B®, ..., les équations suivantes :

g [0 3% -+~ mA, : —
(¥) ) o= %‘;Zl—l mA®M 4 30:—;\—; n ?}i} + n (‘;,\! + A,
DRSS, 2o, SIRR . Seem LU, daseaaier LA at . v e 5
‘ 0= %lg -+ n B,
(7") ) or-_-{!g{—”—t— B+ __f?_al% “+m %E‘E -+ n % + (B,

....................................................

(') OEueres de Laplace, T.1X, p. 21 el suiy.
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Lorsque, en satisfaisant a ces équations, on parvient & trouver A% == o
ou B¥ = o, 1 étant un nombre entier positif, alors « peut toujours
s’exprimer en termes finis, en n’ayant égard qu’aux seules variables s
et s, de 'équation. J'ai donné dans les Mémoires cités une méthode
générale et fort simple pour avoir dans ce cas Uintégrale compléte de
cette ¢quation; mais, si 'une ou 'autre des deux équations A® == o et
B® - o ne peut avoir lieu, il faut nécessairement, pour avoir I'expres-
sion de « en termes finis, y introduire une nouvelle variable de Ia ma-
niere suivante. ‘
Pour cela, nous obseryverons que, si I'on fait commencer I'intégrale
| ds 3(s) lorsque s = o, on aura
fdcm(s df[ga(u -+ o(ds) +o(2ds)+ o (3ds) +
+ @(rds) +o[(r-+1)ds] +...+r?(s)=;

done, si 'on nomme T la suite

9(0) + Lo(ds) -+t o(ads)+ L o(3ds)+

+ "o (rds) 4+t o[(r+1)ds] +...+ 5 g(s),

[ dso(s) ou 9,(s) sera égal au coeflicient de /% dans lo développe-
ment de la fonction _[‘_ Il est aisé d’en conclure que g, (s) sera égal

&
o o : T ds?
au coelficient de ¢* dans le développement de TR et, générale-

ment, que 9,(s) sera ('g"ll au coeflicient de - dans le développement

dst :
de (_[‘ %)Fz’ d’ailleurs, il est visible que le coeflicient de ¢(rds) dans
‘0,(s) est égal au coefficient de ¢ " dans le développement de
i
- & d“m, et par conséquent égal &

(z— '“)(a‘:‘”“)(rj&—"*‘3)"'(%*""‘"”_')“‘“

1.2.3...(p—1) T

(s — z)¢1ds

Supposons 7 infini et égal & =, nous rns—— : o
upposons 7 infi t éga ;2 ous auro T PETTe pour ce
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coefficient; d’oun il suit que le coefficient de ¢(rds) ou g(=z) dans I'ex-
pression de u sera

: A A A®
y (g — = —_—(s— 2 s (s —2P+ ———— (5 —2) ... |:
ds -A—F‘J\ (S )“‘" TS \$ e of T (9 Lt |.'.3.3-Li(‘ ) - ]!

done, si 'on nomme I'(s — =) la somme de la suite

. ~-;[11 §—2)-4 S T % )3 L ._.__;ll S
A+ A (s ) — (s Y+ '2'5(5 -)_1_

et que 'on suppose ds == dz, on aura /‘d: ['(s —z)9(s) égal a la
suite
A 9y (8) + AV 04 (5) + A 95 (s) -+ AW @y (5) +...,
pourvu que I'intégrale soit prise depuis z == o jusqu’a z = .
St 'on nomme pareillement II(s, — =) la somme de la suite

Bn, . BW i
" -+ B“J(S‘, —_— -.a} = ;":-2- [:<'|'| - 5j+ I_?;; ('\.i _— -:)' o e

on trouvera, par le méme procédé, que [ dz1l(s, — z) Y(=) est égal &
la suite

B (s)) +BM &, (s) 4+ BE dy(s)) +.. 0y
pourvu que I'intégrale soit prise depuis z = o jusqu’y &= s5,; on aura

done 3 3
u ::_/ dsT(s—2z)9(s3) +'_[ dz Il (s, —5) §(3),

I'intégrale du premier terme étant prise depuis z == o jusqu'a z = s,
et celle du second terme étant prise depuis z = o jusqu'a z==s,. On
peut observer ici que les fonctions I'(s — z) et (s, — z) sont autant
de valeurs particulieres qui satisfont pour « & I'équation proposée
aux différences partielles. En effet, il est clair, par la nature des va-
leurs de A, A™, A®, ..., que, si I'on substitue dans cette équation, au
lien de u, la suite
A+-AD(s—3) 4+ —(s—3)4...,

= ¢tant regardé comme constant, elle sera satisfaite. Mais, parmi toutes
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les valeurs particulieres de « qui renferment une constante arbi-

traire =, il faut choisir pour I'(s — ) celle qui donne o = 3— -+ mu
St

lorsque = = s, parce qu’alors u se réduit & A, et que I'on doit avoir

A . g o
0= ;-— -+ mAj; il faut pareillement choisir pour II(s, — z) une valeur
§1

particuliecre de @ qui renferme une constante arbitraire z, et dans

3 du
laquelle on ait 0 = —¢

réduit 2 B et que 'on doit avoir o = %g

tement a ces résultats de la maniere suivante :

-+ nu lorsque z = ¢/, parce que dans ce cas u se

~+nB. On peut parvenir direc-

Supposons que I'intégrale de:’ o(z), prise depuis = égal & une
constante quelconque jusqu’a = = s, soit une valeur particuliere de u;
on aura, dans ce cas,

du _ ("dp
ds, ()$ 1

"“ f"" ds o(z) P o (s),
P étant ce que devient p lorsqu’on y fait = = s; de la on tirera
O e 0 D s OF
Js 05, —fds'd LKA 0s, b2

En substituant ces valeurs dans I'équation (S) aux différences par-

dso(s

tielles, on aura

n:(~-— —[—ml’)q:(s +fd.,o( )(n—iwr- u%‘g»{ nj%-r-lp),

ce qui donne, en égalant séparément a zéro les termes affectés du
signe intégral,
LAY

— +mP,

()H

On voit ainsi que, si I'on a deux valeurs particuliéres de « représen-

tees par p et p,, qui renferment une constante arbitraire =, et qui
OFuvres de L. — X. 8
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soient telles que I'on ait

apP
0 (35 + mP,
= d-d—[;’ -+ nPy,

P étant ce que devient p lorsqu’on y fait z = s, et P, étant ce que de-
vient p, lorsqu’on y fait z = s,, on aura, pour l'expression complete

de u,
= [‘pd; o(s) +t/'p, dsy(s),

9(z) et Y(=) étant deux fonctions arbitraires de =, et U'intégrale du
premier terme étant prise depuis s égal & une constante quelconque,
que nous supposerons zéro, jusqu’a z=s, celle du second terme étant
prise depuis z = o jusqu’a z = s,.

Si I'on change = en s¢ dans le terme j1p dz9(z), et que 'on nomme
q ce que devient p par ce changement, on aura

fpd:: 9(s) :j'qsdt o (st),

et, comme l'intégrale relative & = doit étre prise depuis = = o jusqu'a
z ==y, il est clair que I'intégrale relative & z doit étre prise depuis =0
jusqu’a 2 =1. Si I'on nomme pareillement ¢, ce que devient p, lors-
qu’on y change s en s,¢, on aura

f;ild:r.]z(:] :_[qls, ded(s,t),
I'intégrale relative & ¢ étant prise encore depuis ¢ = 0 jusqu’i £ =1; on
peut conséquemment donner a « cette forme

u :fdz[-‘f]@ (8) 51919 (510)],

I'intégrale étant prise depuis 2 = o jusqu'a £ = 1.

Si I'on nomme K l'intégrale J“p dz (=) prise depuis s = o jusqu’a
s = ®; celte intégrale, prise depuis z = o jusqu’a z == s, sera visible-
ment égale 2 K—fpds ¢(%), cette derniére intégrale étant prise
depuis 5 = s jusqu’a s = =; donc, si l'on fait 5 =s + 5, el que 'on
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nomme 7 ce que devient p par ce changement, on aura

fpdzc_:(s):K—frdzlq)(s—}-z,),

.

I'intégrale relative & = étant prise depuis z = o jusqu’a z =y, et I'inté-
grale relative & z, étant prise depuis z, = o jusqu’a z, =o. Si l'on
nomme pareillement K, U'intégrale fp‘ dzg(z) prise depuis z=o0
jusqu’a s =wo, que I'on fasse z = s, + z,, et que I'on nomme r, ce que
devient p, par ce changement, on aura

‘/-Pl dzl(s)= Kl—j'rl dz b8+ 5),

Pintégrale relative & z étant prise depuis s = o jusqu'a z =s,, et I'in-
tégrale relative a =, étant prise depuis =, = o jusqu’ z, = o; on aura

done 3
u:l{—t—Kl—jd;i[r'c?(S-i—zl) + (s 4+ 5)]-

Les fonctions ¢(s+z,) et U(s,+ 5,) étant arbitraires et pouvant
méme étre supposées discontinues, on peut, sans nuire 2 la généra-
lité de cette valeur de «, les supposer telles que I'on ait K + K, = o;
on aura done, en changeant le signe de ces fonctions,

u :fds, [ro(s+3)+ry s+ 34)],

I'intégrale étant prise depuis z, = o jusqu'a 5, = 0.

Ces différentes formes que I'on peut donner & u ont chacune des
avantages particuliers, suivant les différents problémes que I'on se
propose de résoudre. On verra ci-aprés (art. XX) un usage de la
derniere dans la théorie du son; mais on doit observer qu'elles sont
toutes dépendantes d’intégrales définies et qu’elles ne peuvent étre

= ramenées 4 des intégrales indéfinies que dans le cas ou I'une ou
I'autre ‘des quantités p et p, est une fonction rationnelle et entiére
de =.

Toute la difficulté de I'intégration des équations linéaires aux dif-
ferences partielles du second ordre se réduit ainsi a déterminer ces
quantités; c’est ce qui parait tres difficile en général : nous nous
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bornerons conséquemment a considérer quelques cas particuliers qui
sont relatifs a plusieurs problémes intéressants que I'on n’a pu résoudre
encore que d’une maniére particuliere.

XIX.

Supposons d’abord 7, 7 et  constants dans I'équation (S); on satis-
fera aux équations () et (y') de l'article précédent en faisant

A = e—ms—ns,
AN = g=msi=ns(mp — [) sy,

{mn— 1)

A2 — g—ms,—ns
1.2 At

AlP) — g—ms,—ns (mn—1) =
Taat o

IR
®

B —ems—ns,
B — e=msi—ns(mn — ) s,

(rmlz — ”ss‘
1.2

1) — p— —
B{)_e ns—ns -

(mn— L)¥

¢ étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 'unité; on aura

ainsi
At
I‘(.g_z)—_-e—'Mr—MI:I+(mn—é’)s,(s—z)+m:-—?i}asf(s*z)*
— 3 :
(mln2 :;lsf(s-—z)a-t—--- :

en sorte que I'(s — =) est égal a une fonction de s, (s — z) multipliée
par e=™=", Soit y cette fonction et nommons 0 la quantité s, (s — z);
e~ ="y sera, par ce qui préceéde, une intégrale particuliere de I'équa-
tion proposée aux différences partielles. On la substituera donc pour
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dans cette équation et I'on observera que, dans ce cas,

du
ds

— —MHs —n -—Ins, — ()'y 'dgo
= — ne~MH—NEy | g—ms, M(}_Qa’

or on a
00

=S
().S' 11

partant
4 ms.—ns L
t‘_J;_.e?-. — (_ny+sl._a .

On aura pareillement

dit = L oy
a-s—]—c 1 [—:n_y-lr-(s—u)aé]
J*u 9 P 0 e
ds 0s, o [”"3.7 — n(s—=3) d—g — ms; d—g -+ J?y -+ 6-——05-’;— F

Si I'on substitue ces valeurs dans I'équation (S), on aura celle-ci aux

différences ordinaires

: 2
o= (l—mn)y+ % +eg_é§,

et il faudra déterminer les deux constantes arbitraires de son inté-
grale de maniére que I'on ait y =1 et ‘-;_g =mn — [ lorsque 0 = o.
Soit I(0) ce que devient cette intégrale, on aura

L(s—5)=e 8 0[s5,(s — 3)];
il est aisé de voir que I'on aura pareillement

(s, — 5) = e—msi—ns A[s(s,— 5)],
partant

= e_ms.—ml‘j-d;_l[s, (s—3)]9(s) +fdzj[s(sl— z)] Lp(;)},

I'intégrale du premier terme étant prise depuis s = o jusqu’a z =s,
et I'intégrale du second terme étant prise depuis z = o jusqu’a z =s,.
En effet, si Pon substitue cette valeur de » dans I’équation proposéc
aux différences particlles, on s’assurera facilement qu’elle 'y satisfait;

mais, pour faire cette substitution, on doit observer en général que,
i 'intégrale fua’:. doit étre prise depuis z=o0 jusqu'a z=s, sa
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i, : X du ; y
différence prise par rapport i s est dstE ds + Uds, U étant ce que
devient « lorsqu’on y suppose z = s.
Si, {, m et n étant toujours supposés constants, on a / — mn = o,

on aura y = 1, et 'expression de « deviendra
u=em[ [ dag(s)+ [ds(s)]=e ™" [91(s) -+ Y (s1)],

en sorte que la valeur de « est alors indépendante de toute intégrale
définie. Mais ce cas est le seul ol cela puisse avoir lieu, et c’est ce qui
résulte pareillement de ce qui a été démontré dans les Mémoures de
I’ Académie, année 1773, page 369 (').

I’¢équation des cordes vibrantes dans un milieu résistant comme la
vitesse est

a 0'u _Qu 4 bg{f,
dx? dt* dt

u étant 'ordonnée de la corde vibrante dont I'abscisse est @, ¢ repré-
sentant le temps, et @ et b étant deux constantes dépendantes, I'une
de la grosseur et de la tension de la corde, et 'autre de 'intensité de
la résistance. Sil'on fait atz + @ == s et at — @ =s,, 'équation précé-

dente deviendra
_Pu  bou b ou
S =0 ds, ' ha ds ' ha 0sy’

I'expression précédente de « deviendra donc, en y substituant au lieu
de s et de s, leurs valeurs az + x et at — @,

bt
u—e*

S dzd[(at — z) (at +x — 5)] ¢(3)
+ [dad[(at + ) (at — @ — 5)] Y(z)

]

la premiére intégrale étant prise depuis s = o jusqu'a z = at + x,
et la seconde intégrale étant prise depuis 5 = o jusqu’a z = at — .
On voit par Ia que le probleme des cordes vibrantes dépend alors de
Pintégration de I'équation différenticlle

L i dl+g‘:)f-_7'-

At oG 0p?

(') OFuvres de Laplace, T.1X, p. 35.
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113
on voit de plus que, a cause du facteur e *, I'ordonnée « de la corde

vibrante diminue sans cesse et devient nulle apres un temps infini, ce
qui d’ailleurs est visible a priori.

XX.
Supposons encore, dans 'équation générale (S) de Particle XVIII,
s/ o a2 s D
il i ot li= Gy oo sorte que 'on ait & intégrer
cette équation aux différences partielles
1o diy A 2 ou hu
a0 = 050s; 545 05 545 085 S+

on s'assurera facilement que les valeurs suivantes satisfont aux ¢équa-
tions (y) et (y,) de 'article cité

A =(s+8)7,
AD= [0~ )+,
ol
A = [(f+2)(3—g) -i—k]——-c‘:«:
1

Alp—1)
S+ 85

PAM=[(f+p—1)(p—g) + 4]

B =(s+s)¢,

B =[g(1—f)+A]

S-'I-S‘

B
B(?) — =
S 2 [(g+1)(2—Ff)+ 2] ]
3B™ =[(g B
5
Bw«—:

PBM=[(g +p—1)(n—f) +h] S

................
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On aura ainsi

1+ [f(1—g) k] s‘-r-?,

+[f+1) (2—g)+A] (;—}j—:—l),—l—

T(s— ) = (s +5,)~

done, si I'on fait 2—= — 0, I'(s — =) sera égal a une fonction de 0,
SRR
multipliée par (s +s,)~/. Nommons y cette fonction, en sorte que
F(s—2)=(s+5)"y,

(s +5,)~/y sera une valeur particuliére de , et I'on aura dans ce cas

du dy 00
=gk =f-1 —r &Y
== S(s451) ¥+ (s+5) 45 95
or on a
ik §—5 Blasf (1—0),

05 T 58 (S4s) s+

partant
=)y Fa—0—rr|;

ds

on trouvera pareillement

%:_(54—51)_!‘ (f)""aj{;)
T = (s sy 10+ 0y + Far0+a0—f—n—00—0 G |
m‘;— 1 Y dil 16

En substituant ces valeurs dans I'équation proposée aux différences
partielles, on aura I'équation suivante aux différences ordinaires

dy d
(@) o=00—0)TL +[0(g—/f—2) +115F +(fg—[—hy;

il faudra déterminer les deux conqtanles arbitraires de son intégrale,
de maniere que on ait y =1 ct ——f(l—— g) -+ A lorsque ) = o;

en nommant done I(0) ce que dcvmnt alors y, on aura

L(s—3z)= - (:::')

(s +5)
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Si I'on change g en f, et réciproquement / en g dans I'équation (a,),
on aura

() 0=00—0)TF +[0(f —g—2) +119 +(fg—g—h)y;

et si 'on détermine les deux constantes arbitraires, de maniére que
Tonait vy af e
Ponait y =1 et 5 = g(1— f) + /A lorsque 0 = o, en nommant 0(0)

51— 3
D(5+S|).

(54 8)%

ce que devient alors y, on aura

H(Sl— Z)—

Les deux fonctions I(0) et (0) ont entre elles une relation fort
simple, au moyen de laquelle, lorsque 'une des deux sera connue,
Pautre le sera pareillement : en effet, si, dans I'équation (b,), on fait

yi=(1—0)-¢y,
on aura

d*y, dy
0=00—0) =T 4 [6(g—f —2) +11P + (fo — f — )y,

équation qui est la méme que 'équation (&, ). De plus, comme on doit
: 3 SR 1o Pt Ao dy
avoir, relativement & I'équation (b,), y =1 et =& —J8+h
lorsque 0 = o, on aura, dans ce méme cas, y, =1 et
dy dy
= A L = MR L
ce qui donne

({_Vl . . 1
vl = A= E

ainsi les deux constantes arbitraires de 'intégrale de I'équation en y,
sont les mémes que celles de P'intégrale de I'équation (a,), ce qui

donne
yi=I(0),
partant
0(6) = (1— 6)/~# J(6).
OFEuvres de L. — X. 3 9
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On a d’ailleurs, relativement a I'équation (b,),

G:Sl_s'
s—+s§’
done
§i— 3 (seraa) o "I(s‘—i—sl)
D(s+s,) (8 8,)/—¢
el

i)

H(sy—3) =~ Y

On aura conséquemment, par U'article XVIII,

V) u:-(-;-—_{_lm.[fdsd( o )q( )+fd.,(s+.,)f-:.1( )9(.,)]

la premiere intégrale étant prise depuis z= o jusqu’a z =y, et la
seconde étant prise depuis z = o jusqu’a 5 = s,.

Si I'une ou I'autre des deux quantités LI(S == _) etl:l( ), celle-ci
§ 8, —+ 8

S .

o ), est une fonction rationnelle et entiére de =,
1

alors I'expression de «, considérée relativement a la fonction arbi-

traire correspondante qui, dans ce cas, est ¢(z), sera exprimée par

une suite finie de termes multipliés par les intégrales successives de
§—2Z

o(s); car il est clair qu’alors fd» (H_S
termes de la forme Hf"!*d.,?( )s i+ étant un nombre entier positif ;
or on‘a, en intégrant par parties,

par exemple, J(

)9(5) sera composé de

‘/.s!-"d:.qa(:) =3t o,(5) — pst1o,(s)
+p(p—1)st2a(s)—...*tr.2.3.. P Ppa (5) + G,

expression délivrée du signe f, et dans laquelle on doit faire z = s.
On voit ainsi que la partie de I'expression de « relative & la fonction
arbitraire :p(:;) est indépendante, non seulement de toute intégrale
définie, mais encore de toute espece d'intégrale; or il résulte de ce
que j'ai démontré, dans les Mémoires cités de 1773, que I'expression
compléte de u est alors entierement indépendante de toute intégrale
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définie, c’est-a-dire qu’elle peut étre exprimée par des intégrales in-
définies, uniquement relatives aux variables s et s, de I'équation pro-
posée. On peut s’en assurer encore tres aisément au moyen de la for-
mule (V), car il est visible que I'intégrale

fd;(s - z)f—ﬂ'_l(f!_:;?) U(s)

S+
sera dans ce cas réductible A des termes de cette forme
H /.SI"' ds(s+ 5)/—¢Y(z),

p étant un nombre entier positif ou zéro; or on peut, par des intégra-
tions par parties, réduire 'intégrale

f:l’-dz{s—!—z)f'g‘.p(z)

a des termes délivrés du signe fcl. a des intégrales de cette forme

S ds(s +3)" di(3);

cette derniere intégrale, devant étre prise depuis z=o jusqu’a z =s,,
est évidemment égale a celle-ci

S sy (s +50)" i (s)

et, par conséquent, indépendante de toute intégrale définie; on voit

par I comment I'intégrale

f‘dz{s -+ z)f—ej(:’.j”':T‘:) $(3)

peut se réduire a des intégrales indéfinies, quoique le facteur
(s + z)f“é'.l(::'—f—;)

puisse ne pas étre une fonction rationnelle et entiére de z.
Maintenant, la condition nécessaire pour que I'expression de

;

§—3 G ¥ Tt t A :
‘I(H ” )’ réduite en série, se termine, est que I'on ait A® = o,
545,
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w étant un nombre positif, ce qui donne

o=(f+p—1)(p—8)+h
d’ot1 'on tire

= 1+£’_fi\/(f+$’—l)’—-fth_
& 2

Lorsque l'une ou l'autre de ces deux valeurs de @ est zéro ou un
. . s §— 232 . .
nombre entier positif, alors ‘l(?_ﬁ) est une fonction rationnelle et
bl |

entiere de z; en changeant / en g et réciproquement, on aura

1+ f—gxV(f+g—1)12—4h
fm— 3
2

et, sil'une ou I'autre de ces valeurs de p. est zéro ou un nombre entier
§y— 3
s+ 8§
de z; dans tous ces cas, 'expression de z ne dépendra d’aucune inté-

positif, la valeur de D( ) sera une fonetion rationnelle et entiere

grale définie; autrement elle en sera nécessairement dépendante.
Sil’on nomme & la distance d’une molécule d’air a 'origine du son

dans P'état d’équilibre; @ + « sa distance aprés le temps 2, on aura

0= at du  ma* du  matu

ot T " oat z oz x*

a* étant un coefficient constant dépendant de I'élasticité et de la den-
sité de I'air, et m étant o, ou 1, ou 2, suivant que 'on considere I'air
ou avec une seule, ou avec deux, ou avec trois dimensions (woir, sur
cet objet, les savantes recherches de M. de la Grange sur le son, insé-

- rées dans le Tome 11 des Mémoires de la Sociéte royale de Turin). Soient
x + at —=s, x — at = s,; 'équation précédente deviendra

Py d*u 0 m du g’i) 7IEE
~ 0s0dsy  a(s+sy) -C}_;+d-": (s +8)*

)

la formule (V) deviendra donc

i -—fg—'—”_{ [fd.: J(m+ga;—3) ?(3) + ‘!31(2—_5’:{1&-}‘:—5) qJ(;)]’

VR L

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MEMOIRE SUR LES SUITES. 69

la premiére intégrale étant prise depuis z = o jusqu’a z =2 + at, et
la seconde étant prise depuis z = o jusqu'a z = 2 — at. La fonction
[(x *tat—s

) est la valeur de y dans I’équation différentielle

dy m*+am

2
0:9(1—9)g+9(1—26)35—r_7_J-,

di?

rtal—3

dans laquelle 0 = - > les deux constantes arbitraires de son

intégrale devant se déterminer, en sorte que I'on ait

Ly

=24 t e m)
9= el et AT

Sil'on a m = o ou m = 2, la valeur de y ordonnée suivant les puis-
sances de 0 se termine, et alors la valeur de » est indépendante de
toute intégrale définie; mais, lorsque 7 =1, ce qui a lieu quand on ne
considere I'air qu’avec deux dimensions, I'expression de « est néces-

sairement dépendante d’une intégrale définie.
xXtat—zs

), s en x == at + z,, on aura, par
22

Si I'on change dans J(
I'article XVIII,

U= ﬁfdz:.l(—- :—;) [o(z +at+ 5,) + Y (z — at + 5,)],
22 z?

I’intégrale étant prise depuis z, = o jusqu’i z, = . Il résulte évidem-
ment de cette valeur de « que la molécule d’air dont elle exprime le
dérangement ne commence a s’ébranler que lorsque x — at + =, est
égal ou moindre que le rayon de la petite sphere agitée au commence-
ment; d’ou il suit que, dans les trois cas ou I'air a une, ou deux, ou
trois dimensions, la vitesse du son est la méme et se détermine par
Péquation ¢= g; on voit ainsi que les formes précédentes des inté-
grales des équations aux différences partielles ont le méme avantage
dans les questions physiques que les formes connues jusqu’a présent.

Nous pourrions encore appliquer la méthode précédente a la re-
cherche des vibrations des cordes inégalement épaisses, & la théorie
du son dans des tuyaux d’une figure quelconque et & plusieurs autres
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questions importantes; mais ces discussions nous écarteraient trop de
notre objet principal.

XXI.

Revenons présentement aux équations linéaires aux différences
finies partielles; quoique les formules que nous avons données dans
I’article XVI, pour les intégrer, aient la plus grande généralité, il y a
cependant quelques cas ot elles ne peuvent servir : ces cas ont lieu

S ¢ ion z = ! e ite
lorsque I'équation z = o donne I'expression de - en ;- par une suite
infinie, ce qui arrive toutes les fois que, dans la fonction =, la plus

. 1 . .y 3 . .
haute puissance de 7 est multipliée par une fonction rationnelle et

enticre de tl Pour avoir alors I'expression de y, ., en termes finis, il
5

est nécessaire de recourir a quelques artifices d’analyse que nous
allons exposer, en les appliquant & I'équation suivante

1 a b
—— s — — — —— =0}
R T ) g
cette équation donne
e &
Lees; £y
e 2
{
iy
tl

partant

5 3 . I
En développant, par rapport aux puissances de o le second membre
# 1

de cette équation, on aurait une suite infinie, ce qui donnerait y, . en
suite infinie; pour obvier & cet inconvénient, nous mettrons I'équation
précédente sous cette forme

gy (Il;—bJ.—b)z' [c+ab+a(-;—1—b)]x

TR 7 =
el

.
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Si I'on développe le second membre. de cette équation, par rapport

. 1
aux puissances de - — b, on aura
1

=l e e ]

a®—1 z(x

- —1) ek
x| a*+2z(c+ab) —— + —— (e +ab)———— 4. |.
-I———-.b 1.2 _I_- 2
L (‘: )

V. suemz 2%,

Soient

V) — 2, ba® -+ z(c + ab)a®,

Vi 2l 1) (ir’ =1 pra2 4 2,0 b(c + ab)a®= + E(-?%Q(c + ab)laz-2,
] |
\;’{s}: 2y (2 — 1) (x: —12) b a® _‘x’_(‘_r_‘______l_}xbt(c + ab)ar-
Ted i 1.2
— z(x — — 2
24 Ble ) b(c+ ab)a®*+ 3(_._3__1)£x____l (¢ + ab)rar—3,
1.2 jvats
................................................................. .
on aura
x,—1 —1
V(=5 x'+vm(i —-b) +Vr=1(i _b)’ bt
tl tl 7 zl
u :
x5 s 4= Vi#) Ve hra el Ve s

or I'équation

1 a b 1 =g
—_—— = — = — c—o donne —7— —_

h ot _yp C¢+ab

v(i 2 b)x'+ v (i < b)”'_‘ Lo
I by

(@+1) I Viz+2) 7
u — (z,) L_ = g} s S 1
t___xtfr'"u +V ’+c+‘ab . +(c—+—ab)= i Lo

Viz+z,) 1 x
t CFab)® (E T a)

partant
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Pour repasser maintenant des fonctions génératrices & leurs variables
correspondantes, nous observerons : 1° que le coefficient de #°#] dans

i a .
g 08t Va3 2° que ce méme coefficient dans un terme quelconque
1

I L el 4 . s
tel que u(a — b) ou ub (_ — 1) est égal &

br Joir H Yo, r—1 113 r(r—1) v, r— -
b, br=1 1.2 br-t Ly

et, par conséquent, égal i b”A"%"?;ﬂ, la caractéristique différen-

tielle 'A se rapportant a la variabilité de 2,, et cette variable devant
étre supposée nulle apres les différentiations; 3° que ce coefficient,

1 v g e e .
dans u(? — a) , st a"A’%ﬂ, la caractéristique A se rapportant & la

variabilité de @, et cette variable devant étre supposée nulle apres les
différentiations; on aura donc avee cette condition

S = T Yo, z, . 1 )G - —3 Yo, 2,
e b@‘-.‘A‘l"-—b—; + V) pz, | 11Ax,—1 b—z:" V) px,—2 1A%, 37;-_5'—' —+.a

V(x,+1)

Vf.r'-r-:} ’
+ Vi) yout Lot apr iz

Fab®™ ar T (c+ab)”

e _Y{:N—x,) a* Vet
(c-+ab)* &

ce sera I'intégrale compléte de I'équation
Yo+t 21— AV x, 241 b.)".rﬂ.;r, —CYVx,2,— 0y

et il est visible que cette intégrale suppose que 'on connait le pre-
mier rang horizontal et le premier rang vertical de la Table (Q) de
Iarticle XVI.

XXII.

Pour éclaircir par un exemple la méthode que nous avons donnée
précédemment pour intégrer les équations aux différences finies par-
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tielles, supposons que I'on ait I'équation

/1 N2 1 \2
)
o=t(;—1) —a(z —1)>
on aura
Soit
) |

1
= =7+ EZ‘”,

Z et Z") étant des fonctions de ¢, et de 2; on déterminera ces fonc-
tions en substituant successivement dans I'équation précédente, au

¥ I 5
lieu de 7o Ses deux valeurs; ce qui donne

Fi 1 I/ b P I /AT A
—ly A = = — — = IV — 4 =ty = - — ¢ )
Ln—l 57 - ﬂ(fl t,)] , + £ I_Zf-‘: 1) 2(31 ' ],
’1.g 1 i ’“'___Z 7 L LI ) }_(l £l |
';, |+ ;1:—; :f'| '—tl == -+ 251 2 1 2 .tl 1 ’

X
t—x':g pry t:
r o 1_ .
7 G ’
1 i
A ad
x i
=1t —)
 §
_____ 4
l'tl
partant
1 ! a
i —
{/ ot of il o 1 (e
[t L —1 LRSI 4
£y

; ; s u sire T
- Présentement, le coefficient de ¢°¢]' dans - est Yoo, et, sil'on désigne

par 12, et IT'A, les coeflicients de ¢* dans le développement des fone-

. {14 (4 . ¢ \ . ais S e
tions ;;—— et —— ¢ étant égal a la suite infinie 2+, 0 +2, 2 +...,

=y
3

OFuvres de L. — X. 10
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on aura
o . PR At Lo W) u
d 5 wra—2  pour le coelficient de 2°¢] dans AT
gLl 1)
- 7 uby
2 Ty pour ce coefficient dans —
sl
u 1
(4] -E EJ.
3 Hy].x_‘_x' n i) 1 —~1 1 ;
— —t
T :
8o
7h
;"|“ "J’i.a-,—-x »n n »n --1—-__._.
— — ¢
L -

On aura done
Yax,x, == qyo,m+x‘—2 e r],}'u,.z:,—-:r”f’ ".Ti..x'—-'—.r, per “.}’l..x'.--.xo
et, si 'on représente

Ir].)'u. x4+, —2"F H‘?"I ,x+x, pPar CP( x -+ 2y)
et
e rl_yu,.a.—;r"_ II.Y!.,.L“—.J‘ par l\l"("ri G 'T")s

¢(x) et Y(x) étant deux fonctions arbitraires de @, on aura
Yoy =0 (@ + 21) + (2 — 2).

Cela posé, si I'on multiplie I'équation

ey

par u et que I'on repasse des fonctions génératrices i leurs variables
correspondantes, on aura I'équation aux différences partielles
Yartyx, — 2V, Yot 0, =Yz, 2001 2 ¥z, 2, Va, 2,15
son intégrale complete sera par conséquent
Ya,&, =@ (@ + 2,) + (2 — 2),

ce qui est visible d’ailleurs par la simple substitution, mais j'ai cru
que 'on ne serait pas fiché de voir comment cette intégrale se déduit
des méthodes précédentes.
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Supposons maintenant que, dans la Table suivante

,ynrm ,}’1,0’ y!.o! .}’s,u; y&.m CRCRCE } _;"r;—-l,m .7’!!,0!

Jos L n Y Yy S i, Ya-1,15 Y

{7) Yoo Yia Y Ve Vi cevs Ya-t,8s Yo
i

Yo3e Y13 Y2,35 Yo Yia wsey - Vn—1,33 Yn.d

.oy Y PRy caay ceey IR T s s ny

._Tt!mf J’I,u! .y?aﬂ y:i.r.‘ .)’&,»s Lot} J"u-—l,m! .,rﬂm!

on connaisse les deux premiers rangs horizontaux compris entre les

deux colonnes verticales extrémes

Yo,05 Yoaas Yo cees Yo,

Ynor Ynas Ynas cres Yo

et que 'on connaisse de plus tous les termes de ces deux colonnes;
on pourra déterminer toutes les valeurs de y. ., qui tombent entre
ces deux colonnes, car, si 'on veut former le troisieme rang horizontal,

on reprendra I'équation

Yas1,0,— 2Yrm + Ve—t,z, = Yre+1 — 2,2 + Ya,o-15

qui se réduit a
: Yzo+t = Ya+tyo t Yoty — Faya—13
en y faisant @, =1, et successivement @ =1, * =2, & =3, ...,
x=n—T1,0naura .
ST T =R S
Yau T Y0
Yis =Yg+ Va1 — Vs

On formera de la méme maniere le quatrieme rang horizontal, et ainsi
de suite a infini; mais, si 'on voulait déterminer les valeurs de y, ..
qui tombent hors de la Table (Z), les conditions précédentes ne suffi-
raient pas, et il serait nécessaire d’y en joindre d’autres.
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Cherchons présentement I'expression de y, ,.; pour cela, reprenons

I'intégrale

Va2, =9 (2 +2)+ (2 — ),
et supposons que le second rang horizontal qui détermine une des
deux fonctions arbitraires soit tel que I'on ait ¢ (2, —x) = ¢ (x —=x,),
on aura

Yoo, =0 (@i+2)+0(z—2)i
en faisant &, == o, on aura ¢(@) = ;y,.,, partant

sty |
J';:,.r; o 23”3‘ a0y, 0 by '5_1 X =2y,0*

[l est aisé de voir que cette équation satisfait & I'équation proposée
aux différences partielles ; mais elle n’est qu'une intégrale particulivre
qui répond au cas ol le second rang horizontal se forme du premier,

au moyen de 'équation
Y =3Yer1,0+ %_)'.‘.\"-—I,l\'

Tant que « + 2, sera égal ou moindre que », et que @ — 2, sera

ositif ou nul, on aura la valeur de y,, . au moyen du premier rang
p de ¥, y I g
horizontal; mais, lorsque @, croissant, 2 + «, deviendra plus grand
que 2 et que @ — 2, deviendranégatif, il faudra déterminer les valeurs
de Yiiz,o et de y, ., au moyen des colonnes verticales extrémes.
Supposons que tous les termes de ces deux colonnes soient zéro et

w'ainsi 'on ait ¥, . = o et y, . = 0; en faisant & — o dans I’équation
q Yo, Yo, 1

Yz,2, =t Yarano + §Va—2,00
on aura
J=zyo = — Y05
en y faisant ensuite & == », on aura

Yatz0 =" Yn-z,0

Si I'on change, dans cette derniere équation, @, en » + 2, on aura

y!ﬂ"‘-"nﬁ === Yoo =— Ya;,0
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en changeant encore 2, en n + 2, on aura
Yan+z,0 — Ya+a,0 = — YVa—z,01
d’ott I'on tire généralement
Y2inta,0— Ya,0
et
Yar+) n+x,o — — Ya—x,0

On pourra ainsi, au moyen de ces deux équations, continuer les
valeurs de y,,, & 'infini, du coté des valeurs positives de , et 'on en
conclura celles qui répondent & @ négatif, au moyen de I'équation
Yo = — Ya,03 de la résulte la construction suivante.

Si I'on représente les valeurs de y,, depuis = o jusqu'a z = n,
par les ordonnées des angles d’un polygone dont I'abscisse soit 2 et
dont les deux extrémités A et B aboutissent aux points ol & = o et
x = n, on portera ce polygone depuis « = n jusqu’a @ = 2n, en lui
donnant une position contraire a celle qu'il avait depuis @ = o jus-
qu'a @ = n, c’est-a-dire une position telle que les parties qui étaient
au-dessus de I'axe des abscisses se trouvent au-dessous, le point B du
polygone restant d’ailleurs, dans cette seconde position, & la méme
place que dans la premiere, et le point A répondant ainsi a I'abscisse
x == 2n; on placera ensuite ce méme polygone depuis z = 22 jusqu’a
2 = 3n, en lui donnant une position contraire a la seconde et par con-
séquent semblable a la premiére, de maniere que le point A conserve,
dans cette troisieme position, la méme place que dans la seconde, et
qu’ainsi le point B réponde a I'abscisse = 3n. En continuant de
placer ainsi ce polygone alternativement au-dessus et au-dessous de
I'axe des abscisses, les ordonnées menées aux angles de ces polygones
seront les valeurs de y, , qui répondent i 2 positif.

~ Pareillement, on placera ce polygone depuis = o jusqu'a z = — n,
en lui donnant une position contraire a celle qu’il avait depuis @ = o
jusqu’a @ =z, le point A restant d’ailleurs, dans cette seconde posi-
tion, a la méme place que dans la premiere; on placera ensuite ce poly-
gone depuis & = — n jusqu'a & = — 27, en lui donnant une position
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contraire a la seconde, le point B restant d’ailleurs a4 la méme place,
et ainsi de suite & 'infini. Les ordonnées de ces polygones représen-
teront les valeurs de y, , qui répondent & 2 négatif; on aura ensuite la
valeur de y,. ., en prenant la moitié de la somme des deux ordonnées
qui répondent aux abscisses z + @, et x — ,.

Cette construction géométrique est générale, quelle que soit la
nature du polygone que nous venons de considérer; elle servira &
déterminer toutes les valeurs de y, ., comprises depuis z = o jusqu’a
x == n et depuis &, = o jusqu’d &, = o, pourvu que I'on ait y, ., =o
et ¥, = 0, et que d’ailleurs le second rang horizontal de la Table (Z)
soit tel que I'on ait

Yag=— %_)’r-m. o ': Ya=1,0
ou, ce qui revient au méme,

Yau— Y= g(Va+t,0— 2V a0+ Yz-1,0)

On peut, au reste, s’assurer facilement de la vérité des résultats
précédents dans des exemples particuliers, en donnant i n des valeurs
particulieres, en prenant ensuite des nombres a volonté pour former
le premier rang horizontal de la Table (Z) et en formant le second
rang au moyen de I'équation

g 1
Yar=12Ya+x,0 T 3 Va-z,03

enfin en supposant généralement y, ., =o et y, . =o0; car, si au
moyen de ces conditions et de I'équation proposée aux différences
partielles
J’.r_.x.-t! = .}’.r+l.-t, i y.‘r =Yy = J':.r,;r.—n
on forme les autres rangs horizontaux de la Table (Z), on trouvera
qu’ils seront les mémes que ceux qui résultent de la construction pré-
cédente.
On a, par ce qui précéde,
Ya,xen — ';"_1’.r+x|+u.l! -y ';‘..".r— ey, 0 3

de plus,

Y 0y, 0 ot _)’n-.;:—-.r.,u
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et
Ya—n—z,0=—=" yn-i—.rl—v:;,o;

done

= 1 —
Yea+n=— "3 n—x—x,0 3 yﬂ-—x+x“o = Yn—xx:"

Il suit de la que, dans la Table (Z), le (x, + »)*" rang horizontal
est le 2™ rang horizontal pris avec un signe contraire et dans un
ordre renversé, ¢'est-a-dire que le terme riene du rang (2, + 7)™ est
le terme (7 — r)i*™¢ du 2™ rang pris avec un signe contraire.

On a ensuite

Y, zcrtn=1% Yan+arzi,0 + § Yam2,-18,03

on a d’ailleurs
Yansa+ax,,0 — Yz+z, .0
et
Yr-z,—2n,0 =— Yan+a—z.0 = — Va,—z,0 — Va—2,0
partant

2y L - .
Ya,oren— 3 Ya+z,0 T s Vo-2,0= Ye.2,%

d’olt il suit que le (&, + 22)" rang horizontal est exactement égal

idmo

au " rang.

Considérons présentement les vibrations d’une corde dont la figure
initiale soit quelconque, mais fort peu éloignée de I'axe des abscisses;
nommons x 'abscisse, ¢ le temps, ¥, 'ordonnée d’un point quel-
conque de la corde aprés le temps Z; concevons de plus I'abscisse @
partagée dans une infinité de petites parties égales & dx et que nous
prendrons pour I'unité. Cela posé, on aura, par les principes connus

de Dynamique,
0 Y a?

_}}?E;glj ==l (Yzrit— 2Ya b+ Yo—i1,0)
a étant un coefficient constant dépendant de la tension et de la gros-
seur de la corde. Si 'on fait z = %‘, on aura dt = d—a“”-:—‘, et y.. devien-

dra une fonction de et de ,, que nous désignerons par y, . ; or, la
grandeur de d¢ étant arbitraire, on peut la supposer telle que la varia-
tion de , soit égale a celle de &, que nous avons prise pour 'unité.
L'équation précédente deviendra ainsi

Y1 — 222, t Yoy2,—1 = Y+t 2 Yz,2, 1 Va—1,2
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@ et 2, élant des nombres infinis. Cette équation est la méme que
nous venons de considérer; ainsi la construction géométrique que
nous avons donnée, au moyen du polygone qui représente la valeur
de y,,, depuis @ = o jusqu’a = n, peut étre employée dans ce cas :
le polygone sera ici la courbe initiale de la corde; mais, pour cela,
il faut supposer » égal a la longueur de la corde et la concevoir par-
tagée dans une infinité de parties; il faut, de plus, que la corde soit
fixe & ses deux extrémités, afin que U'on aity, .. = o et y, , = o; d’ail-
leurs I'équation de condition

Yaa— Yaxo— ': (.)".z k10— 30+ Ye=1,0 )

se change dans celle-ci

ay. 'y
Jf 2L 200 L At T 'x?.'?,
gf dt i da?
ce qui donne
o .
3 Tl

or d—{ﬁi’ est la vitesse initiale de la corde; cette vitesse doit done étre

nulle a4 Porigine du mouvement. Toutes les fois que ces conditions
auront lieu, la construction précédente donnera toujours le mouve-
ment de la corde, quelle que soit d'ailleurs sa figure initiale, pourvu
cependant que, dans tous ses points, Yeis0— 2Yawi,0 + Va0 solt infi-
niment petit du second ordre, ¢’est-a-dire que deux cotés contigus de
la courbe ne forment point entre eux un angle fini. Cette condition est
nécessaire pour que I'équation différentielle du probleme puisse sub-
sister, et pour que celle-ci

dJd "X.0
DRl = {(Jerg— 3 m0+ V2 -10)

donne

W0 __ .
S

mais d'ailleurs il est évident, par ce qui précede, que la figure initiale
de la corde peut étre discontinue et composée d’un nombre quel-
conque d’arcs de cercle ou de portions de courbe qui se touchent.
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On voit aisément que toutes les différentes situations de la corde
répondent aux rangs horizontaux de la Table (Z), et, comme les rangs
qui correspondent aux valeurs de @, @, + 2n, @, + 4n, ... sont les
mémes, p:ir ce qui précede, il en résulte que la corde reviendra a la
méme situation apres les temps 2, 2 -+ %5, 1+ %, --+> n étant toujours
la longueur totale de la corde.

Cette analyse des cordes vibrantes établit, si je ne me trompe, d'une
maniere incontestable la possibilité d’admettre des fonctions disconti-
nues dans ce probléme, et il me parait que Pon en peut généralement
conclure que ces fonctions peuvent étre employées dans tous les pro-
blémes qui se rapportent aux différences partielles, pourvu qu’elles
puissent subsister avec les équations différentielles et avec les condi-
tions du probléme. On peut considérer, en effet, toute équation aux
différences partielles infiniment petites comme un cas particulier
d’une équation aux différences partielles finies, dans laquelle on sup-
pose que les variables deviennent infinies : or, rien n’étant négligé
dans la théorie des équations aux différences finies, il est visible que
les fonctions arbitraires de leurs intégrales ne sont point assujetties a
la loi de continuité, et que les constructions de ces équations par le
moyen des polygones ont lieu quelle que soit la nature de ces poly-
gones. Maintenant, lorsqu’on passe du fini & I'infiniment petit, ces
polygones se changent dans des courbes qui, par conséquent, peuvent
étre discontinues : ainsi la loi de continuité ne parait nécessaire, ni
dans les fonctions arbitraires des intégrales des équations aux diffé-
rences partielles infiniment petites, ni dans les constructions géome-
triques qui représentent ces intégrales; il faut seulement observer que,
si 'équation différentielle est de 'ordre 7, et que I'on nomme « sa va-
riable principale, @ et ¢ étant les deux autres variables, il ne doit point

du—r i T
Dz grn=r=s’ ¢ est-

a-dire que la différence de cette quantité doit étre infiniment petite

LY
y avoir de saut entre deux valeurs consécutives de

par rapport i cette quantité elle-méme. Cette condition est nécessaire
pour que I'équation différentielle proposée puisse subsister, parce que

OFuvres de L. — X. 11
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toute équation différentielle suppose que les différences de u dont elle
est composée, divisées par les puissances respectives de dx et de dt,
sont des quantités finies et comparables entre elles; mais rien n’oblige
d’admettre la condition précédente relativement aux différences de u
de I'ordre n ou d’un ordre supérieur; on doit done assujettir les fone-
tions arbitraires de l'intégrale & ce qu’il n’y ait point de saut entre
deux valeurs consécutives d'une différence de ces fonctions moindre
que 7n, et les courbes qui les représentent doivent étre assujetties a
une condition semblable, en sorte qu’il ne doit point y avoir de saut
entre deux tangentes consécutives si 'équation est différentielle du
second ordre, ou entre deux rayons osculateurs consécutifs si elle est
différentielle du troisieme ordre, et ainsi de suite. Par exemple, dans
le probleme des cordes vibrantes que nous venons d’analyser, et qui
conduit & une équation différenticlle du second ordre, il est nécessaire
que les courbes dont on fait usage pour le construire soient telles que
deux cotés contigus ne forment point entre eux un angle fini : or,
c’est ce qui aura lieu dans la construction que nous avons donnée si
la figure initiale de la corde est telle que cette condition soit remplie;
car, en la posant alternativement au-dessus et au-dessous de 'axe des
abscisses, comme nous I'avons prescrit, la courbe infinie qui en
résulte satisfait dans toute son étendue a la méme condition.

Le seul cas qui semble faire exception & ce que nous venons de
dire est celui dans lequel I'intégrale renferme les fonctions arbitraires
et leurs différences; car, en la substituant dans I"équation différen-
tielle pour y satisfaire, on y introduit les différences des fonctions
arbitraires d’un ordre supérieur & 2, ce qui suppose que la loi de con-
tinuité s’étend au dela des différences de 'ordre 7 — 1; mais on doit
alors considérer comme les véritables fonctions arbitraires de I'inté-
grale les différences les plus éleyées de ces fonctions, et regarder
toutes les différences inférieures comme leurs intégrales successives,
moyennant quoi la régle donnée précédemment sur la continuité des
fonctions arbitraires et de leurs différences subsistera dans son en-
tier. On peut méme la présenter d’'une maniere plus simple, en obser-
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vant qu’il n'y a point de saut entre deux valeurs consécutives de I'in-
tégrale d’une fonction quelconque arbitraire et discontinue; car, en
nommant ¢(s) cette fonction, deux valeurs consécutives de son inté-
grale fds 9(s) ne different entre elles que de la quantité dso(s), qui
serait toujours infiniment petite, quand méme il y aurait un saut entre
deux valeurs consécutives de ¢(s). La regle précédente peut donc se
réduire a la suivante :

St U'intégrale d’une équation aux différences partielles de ['ordre n
renferme la différence ri™ d’une fonction arbitraire de s, on pourra, au
lieu de la différence (n +-r)me de cette fonction, divisée par ds"*", em-

ployer une fonction quelconque discontinue de s.

Lorsque, dans le probleme des cordes vibrantes, la figure initiale
de la corde est telle que deux de ses cotés contigus forment un angle
fini, par exemple lorsqu’elle est formée par la réunion de deux lignes
droites, il me semble que géométriquement la solution précédente ne
peut étre admise; mais, si 'on considére physiquement ce probléme
et tous les autres de ce genre, tels que celui du son, il parait que I'on
peut appliquer la construction que nous avons donnée, méme au cas
ot la corde serait formée du systéme de plusieurs lignes droites : car
on voit, @ priort, que son mouvement doit trés peu différer de celui
qu’elle prendrait en supposant que, aux points ou ces lignes se ren-
contrent, il y ait-des petites courbes qui permettent d'employer cette

construction.

XXIII.

On peut encore appliquer le calcul des fonctions génératrices a I'in-
tégration des équations aux différences partielles, en partie finies et
B en partie infiniment petites; pour cela, considérons I'équation

la caractéristique finie A se rapportant & la variable «, dont la diffé-
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rence est l'unité, et la caractéristique o se rapportant a la variable 2, ,
dont la différence est conséquemment da,.
L’équation génératrice de la précédente est

1 1 1 i
o=a- I{'(E —1) — CTME—I(E:: ‘_I)’

d’ott 'on tire, a 'infiniment petit pres,

1w I 1 o] x
2 (bdx)® | P (1 +ade,— bdx,) 1B

Or, si 'on nomme y,. ., le coefficient de ¢7¢7* dans u, le coefficient de

. i . .
"7 dans 77 SCTA Yiz, 3 CC MEMe coeflicient dans

5 3 2
¥ l(‘{r’(l +adry— bdr) F-I-_l
sera

‘ Yooz, + & dzy il oiseXom o (& — 1) da, '
x, (I+ad.r,—bdx,)’i7ll-” (14 ad.nl__bgle)ft—rn+'r"'l
dy }
(1+adzx,— bdz,)* +$(m_l) Yoz 4 (# —2) dz, o s
-2 Ty
| I (14 adz,—bdz, )"’-"‘+
=+ ade,— bdx,) “d* Jo.z, s
(1 + adzx,— b dx,)*™*
Or on a

£
(1 +adz,— bdz)™ = ela—b*,

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 1'unité; le coef-

1 £
1] sera done

10 047y .
ficient de ¢°¢}" dans u[x*{-*"([+ adnE D)

ela—=b)x, Jr (,70 H cfb—a:x.} ;

partant, on aura
ela—blx, d;r(etb—a}x,‘yolxl)
a3 = " dx?

ou, plus simplement,
¥ ela=-blx d.cq,(zl)
y-!'--rl e bhx ﬂ‘-ﬂ;

%(@,) étant une fonction arbitraire de z,.
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On peut intégrer, par le méme procédé, I'équation générale

d! o
0 == Ahyp g+ a1 "_f%;f! +opnr S

son équation génératrice est
1 i aniia pelil sy DT SE Y 2
(i) G ) )
“En nommant done ¢, «,, «, les n racines de P'équation
o= vt quit—l4- hut=2t cut 4. .,

on aura les z équations partielles

o~ -
Il
+
i~
§l#
o
._? e
|
e

la premiere donne

1 o ; |
—1

=~ (dzy)* W,(, & EE”_)
- 1 G{

Or le coefficient de ¢°4;* dans
1 T
u —— —1] est

; daxy
(1= )
o

Yo,x,+ a dx, _x.yo_..r.‘i" (z—1)da, |

&€ Y

' - L SR
dx] day gy dx‘ .y i
'1.‘ 1 - -—“— I — T

(; dx,)‘“' !

o L Z2x—=1) Yoo+ (@—2)dz

w1 xy .
- 2 d:['1 ;{:""1_2
(%)
o
il
da,\ 4 Yo _x 7y
:(1_—-_.1) dx—_;&iTze dryy 0%
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parce que

Ty

drz\an -1
[o— — i %
o

.‘r‘)
> rod }
_E‘ (t'“‘( “.m.enc’

il
axy

on aura done

Yooye, = %€
ou, plus simplement,
ya“xl —_ a(-‘-'-‘(_,H‘FI Eii(?_(i_j,
o(a,) étant une fonction arbitraire de z,.
Il suit de la que, si I'on désigne par ¢,(x,), ¢.(2,), 9,(x,), ...
d’autres fonctions arbitraires de &, I'expression complete y, sera

oy

r, 2 4T e(x) ~Z d% o () — 5 d% i (2))
L= - Ko 1 } X [ Fetadh 2 Bl S " Oy bt A,
Y, = ate da?t E1f dxt ke dx? g
XXIV.

Théorémes sur le développement des fonctions a deux variables

en series.

Si I'on applique aux fonctions & deux variables la méthode exposée
dans les articles X et XI, on aura, sur le développement de ces fone-
tions en séries, des théorémes analogues & ceux auxquels nous sommes
parvenu dans ces deux articles. Supposons que u soit égal & la suite

infinie
Yoo+ V0t Va0 t? +_}‘3'0£3 e

+_j’g‘| £1 =Y t, t "‘!""}'gll t! [ AR

He Sy

et que I'on désigne par la caractéristique A la différence finie de y..«»
prise en faisant varier i la fois @ et 2, la fonction génératrice de Ay,

5
1 \ M

. . - ]
sera u o ) ‘ot Lot Y (“ g 2
a (M1 ok d’otr il suit que la fonction de Ay, ., sera u it ',)

Or on a
ikl --—-I::(I'}- 1 -—-—i) (1-+— -1 —I) — ]y
u, : t 4
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ce qui donne
i 4 ”_ (I = : 1 I ! I 1 ’s’
iy ) b e ; L Az Ly 1 15 /]

partant, si 'on désigne par la caractéristique A, la différence finie de
Y. Prise en ne faisant varier que x, et par la caractéristique A, cette
différence prise en ne faisant varier que 2, on aura, en repassant des

fonctions génératrices aux variables correspondantes,
A" ee, = [(14 Aya,z,) (1 + Bsyae) — 1]

pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa-
tion, on applique aux caractéristiques A, et A, les exposants des puis-

sances de A, Yo, et de A, ¥, o,
En changeant » en — n, on s’assurera facilement, par un raisonne-

ment analogue a celui de Particle X, que I'équation précédente de-

viendra
1

S [+ A Yzz) 1+ By Yae,) — 11"

En

pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa-

tion, on change les différences négatives en intégrales.
. 1 i . ‘o . s
Il est clair que “(?‘F —-1) est la fonction génératrice de la diffé-
1
rence finie 7" de y, . lorsque z varie de 7, et que @, varie de ¢,; or

0n a
( T n I I( 1 1 NS
Ul 5 —1 e i | 1 e ' | H
ke ) 2 [<I+ ¢ ) \ o & ) ] z

done, si I'on désigne par la caractéristique 'A les différences. finies, et
par la caractéristique 'X les intégrales finies, lorsque 2 varie de 7 et que
@, varie de ¢;, on aura, en repassant des fonctions génératrices aux va-

riables correspondantes,
1ARJ'.-:“.:. —_ [(I 1 Al'yx..z'l)i s Az,}’x,r, )" s I]"J

1
AR B = -
e Lt + Ay yaz, ) (1 'f"Az)’x.z'.)"‘“'J“,

pourvu que, dans le développement des seconds membres de ces équa-
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tions, on applique aux caractéristiques A, et A, les exposants des puis-
sances de A, y, . et de A, ¥, ., et que 'on change les, différences néga-
tives en intégrales.

Les deux équations précédentes ont encore lieu, en supposant que,
dans.les différences A,y ., et A,y, ., et z,, au lieu de varier de
I'unité, varient d’'une quantité quelconque =; on doit seulement ob-
server que, dans la différence 'Ay, ., @ variera de iw et @, variera
de ¢,5; or, si 'on suppose = infiniment petit, les différences A, y,. ., et

3 Ve J
A, ¥, . se changeront : la premiere dans da 222 ot la seconde dans
. 1 dr

dx, 9

SRS

da,
pose tdx = o et i,dx, = o, on aura

- De plus, si Pon fait Z et ¢, infiniment grands et que 'on sup-

= a dj.—“)-'l

(1A ya,z) = (I -+ dx %—%‘-’"—c—')d’r: i 3

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 'unité; on aura

pareillement
U sy
o, ===t
(1 AsJ’z,:.)j'z e 2% ’
partant

@ r}_rr.x_;_'_u d.‘rt.fl &
Au}’x,x. — e da d.r‘ Sy

R —
2 m, = e Vew . \"
2 dx o -

2 variant de « et z, variant de «, dans les deux premiers membres de
ces équations.

Si, au lieu de supposer w infiniment petit, on le suppose fini et 7 in-
finiment petit et égal & da; si 'on suppose, de plus, 7, infiniment petit
et égal & dz,, on aura

(1A Yar) = (1 4+ Ay Yz, e ) =1+ dz log (1 + (Y o
On aura pareillement

(14 Ay Y,z Vo =1+ dzx, log (1 + Ayzz,);
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d’ailleurs A"y ., se change en d”y, . ; partant
A"y e, = |[(1 4+ dz 10g (1 + Ay Yz 2,)] [1 -+ dzy log (1 + Ay Ynn)] — 1"
ou, plus simplement,
A"yz,x, = [dx 108 (1 + A, yz,2,) + dy l0g (1 + A, yu 2,)]".

On pourrait obtenir de cette maniére une infinité d’autres formules
semblables; mais il suffit d’avoir exposé la méthode poﬁr Yy parvenir.

Tout ce que nous avons dit sur les fonctions a deux variables pou-
vant s’appliquer également i celles de trois ou d’un plus grand nombre
de variables, nous n’insisterons pas davantage sur cet objet.

Ofiueres de . — X. % 12
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MEMOIRE

SUR LA

DETERMINATION DES ORBITES DES COMETES.

Mémoires de I’ Académie royale des Sciences de Paris, année 17803 1784.

I.

Newton a donné, a Ia fin de 'opuscule intitulé : De Systemate mundi.
une méthode fort simple pour déterminer les orbites des cometes.
Cette méthode, adoptée depuis par plusieurs géometres, est fondée
sur la supposition du mouvement rectiligne et uniforme de la cométe,
dans I'intervalle de trois observations tres peu éloignées entre elles:
en sorte que, si I'on considere cet intervalle comme un infiniment
petit du premier ordre, on néglige les quantités du second ordre qui
dépendent de la courbure de I'orbite et de la variation du mouvement
de la comete. Cependant on ne détermine, dans cette méthode, la posi-
tion de la petite droite que la comete est censée décrire, qu’au moyen
des différences secondes de lalongitude ou de la latitude géocentrique ;
on y rejette donc des quantités du méme ordre que celles que I'on em-
ploie, ce qui doit nécessairement la rendre fautive. Je fis part 4 I'’Aca-
démie, il y a quelques années, de cette remarque que m’avait fait naitre
la lecture d'un Mémoire qui lui avait été présenté sur cet objet (Histoire
de I’ Académie, année 1773, p. 60); et, pour la confirmer a posterior:,
je prouvai que, dans plusieurs cas, la méthode dont il s’agit conduisait
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a des résultats fort éloignés de la vérité, en indiquant, par exemple,
un mouvement réel direct lorsqu'’il était rétrograde. Je ne poussai pas
alors plus loin ces recherches; mais, les savants Mémoires que MM. de
la Grange et du Séjour viennent de publier ayant réveillé mes an-
ciennes idées sur cette matiere, je vais présenter ici les réflexions
que j’ai faites sur un probléme qui, par son importance et sa diffi-
culté, mérite toute I'attention des géométres. :

La solution générale de ce probléme, pour trois observations éloi-
gnées, étant au-dessus des forces de I'Analyse, on est obligé de recourir
a des observations peu distantes entre elles; mais alors les erreurs
dont elles sont toujours susceptibles peuvent influer tres sensible-
ment sur les résultats. Dans les méthodes connues, ces résultats sont
donnés en séries, et les observations peuvent étre supposées d’autant
plus éloignées que 'on y considere un plus grand nombre de termes.
(est ce que Newton a fait dans la belle solution synthétique qu’il a
donnée de ce probleme, dans le troisitme Livre des Principes; mais
la formation des termes successifs de ces séries est trés pénible, et
cette maniere de corriger I'influence des erreurs des observations
serait peu commode dans la pratique. En cherchant un moyen plus
simple de corriger cette influence, j'ai pensé que I'on pouvait faire
servir & cet usage les observations voisines d’une cométe, et que, au
lieu de se borner & trois comme on I'a fait jusqu’ici, on pouvait en
considérer un plus grand nombre. Pour cela, il suffit de déterminer
par les méthodes connues d’interpolation les données de I'observa-
tion qui entrent dans la solution du probleme. Le choix de ces don-
nées étant arbitraire, j'ai préféré celles qui offrent le résultat analy-
tique le plus simple et le plus exact : ces données sont la longitude et
la latitude géocentrique de la cométe & une époque fixe, et leurs pre-
mieres et secondes différences infiniment petites, divisées par les
puissances correspondantes de I'élément du temps. Je donne, pour
les obtenir, des formules trés commodes et qui sont d’autant plus
précises que les observations sont en plus grand nombre et faites
avec plus de soin.
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Cette maniere d’envisager le probleme de la détermination des
orbites des cometes m’a paru réunir deux avantages : le premier est
de pouvoir employer des observations distantes entre elles de 30° et
méme 40° et de corriger par le nombre des observations I'influence
de leurs erreurs; le second avantage est d’offrir des formules simples
et rigoureuses pour calculer les éléments des orbites des cométes, en
partant des données précédentes. Ici les approximations tombent sur
les données de 'observation, et I'analyse est rigoureuse; au lieu que,
dans les méthodes connues, les observations sont supposées parfai-
tement exactes et les résultats analytiques ne sont qu’approchés.
La considération des équations différentielles du second ordre qui
donnent le mouvement de la cométe autour du Soleil me conduit
immédiatement, et sans aucune intégration, & une équation du sep-
tieme degré pour déterminer la distance de la cométe a la Terre, et
tous les éléments de 'orbite se déduisent ensuite trés facilement de
cette distance supposée connue.

Cette théorie étant indépendante de la nature de la section conique
que décrit la comete, la supposition du grand axe infini fournit une
nouvelle équation du sixieme degré, particulire & la parabole, pour
déterminer la distance de la comeéte a la Terre. En la combinant avec
I’équation précédente du septieme degré, on aurait : 1° cette distance
par une équation linéaire; 2° I'équation de condition qui existe entre
les données de I'observation pour que le mouvement observé puisse
satisfaire & une orbite parabolique. Mais cette maniére de déterminer
la distance de la comete a la Terre serait trés pénible, et il est beau-
coup plus simple de chercher, par des essais, a satisfaire & I'une ou &
I'autre des équations précédentes.

Puisque le probléme de la détermination des orbites paraboliques
des cométes conduit & plus d’équations que d’inconnues, il existe une
infinité de méthodes différentes pour déterminer la distance de la
cométe a la Terre; mais, parmi ces méthodes, il en est dans lesquelles
Pinfluence des erreurs des observations est moindre que dans les
autres et qui, par cette raison, doivent étre préférées. Pour les ob-
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tenir, j'observe que les données sur lesquelles les erreurs des obser-
vations doivent le plus influer sont les différences secondes tant de la
longitude que de la latitude géocentrique; or, comme on n’a qu'une
équation de plus que d’inconnues, il est impossible de les éliminer
toutes deux & la fois. En les éliminant done successivement 'une et
I'autre, je parviens & deux systémes d’équations, dont le premier doit
étre employé lorsque la différence seconde de la longitude surpasse
celle de la latitude et dont il faut employer le second dans le cas con-
traire. Ces deux méthodes sont, si je ne me trompe, les plus exactes
auxquelles on puisse parvenir dans I'état actuel de 1I’Analyse. En con-
sidérant avec attention la premiere, j’ai reconnu qu’elle était une tra-
duction analytique de la méthode synthétique que Newton a donnée
dans le troisiéme Livre des Principes, et je rends avec plaisir a ce
grand géometre la justice d'observer que, en méme temps qu’il a
traité le premier cet important probléme, il est parvenu a la solution
la plus exacte qui en ait été donnée, du moins quand la variation du
mouvement apparent de la comete en longitude est plus sensible que
celle de son mouvement en latitude; elle est méme indispensable
lorsque le mouvement en latitude varie d’'une maniére presque insen-
sible, comme cela a lieu pour les cométes dont l'orbite est peu
inclinée au plan de I'écliptique, toutes les autres méthodes deve-
nant alors insuffisantes.

- Les éléments de I'orbite d’une cométe étant connus i peu pres, il
est aisé, par un grand nombre de moyens, de les corriger en em-
ployant trois observations éloignées; mais ces différents moyens ne
sont pas tous également simples, et il est intéressant de rechercher
celui qui présente le caleul le plus court et le plus facile : or il m’a
paru que la méthode qui jouit au plus haut degré de cet avantage
consiste a faire varier la distance périhélie et I'instant du passage
de Ia comete par ce point. Je I'expose donc avec tout le détail con-
venable; mais, comme alors la connaissance approchée des autres
¢léments de Porbite devient inutile et qu’il est important, dans un
probleme aussi compliqué, d’épargner au calculateur toutes les opé-
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rations superflues, je donne les formules nécessaires pour tirer immé-
diatement de la valeur de la distance de la cométe a Terre sa distance
périhélie et instant de son passage par ce point. Enfin, pour faci-
liter aux astronomes 'usage de cette méthode, j’expose a la fin de ce
Mémoire, sous la forme qui m’a paru la plus simple, le procédé qu'il
faut suivre pour déterminer exactement les éléments de I'orbite d'une
comete, en ayant soin, pour plus de clarté, de 'appliquer & la comete
de I'année 1773. M. Méchain ayant bien voulu 'appliquer & la seconde
des deux cometes qu'il a découvertes en 1781, je joins ici son calcul,
qui me parait tres propre a faire sentir I'utilité des formules que je
propose, parce que le mouvement apparent de cette cométe ayant été
presque perpendiculaire & Pécliptique, la détermination de son orbite
par les observations qu’il a choisies se refuse & la méthode de Newton
et aux autres méthodes déja connues. Je dois ajouter encore que
M. Pingré m’ayant fait I'honneur de me demander un précis de la
méthode suivante pour I'insérer dans le grand Ouvrage qu'il prépare
sur les cométes, ce savant astronome en a fait 'application & la comete
de 1763, et que la premiere approximation lui a donné, i tres peu prés,
la distance et I'instant du périhélie, tels qu’il les avait précédem-
ment déterminés par la discussion de toutes les observations de cette

comete.

1.

Soient, & une époque donnée, p 'ascension droite d’une comete et
¢ sa déclinaison boréale, les déclinaisons australes devant étre sup-
posées négatives; en désignant par z le nombre des jours écoulés
depuis cette époque, I'ascension droite et la déclinaison de la cométe

apres cet intervalle seront exprimées par les deux suites

dp 2 dip gt

o WP Al oL MNP T TS
! ds TTad T 1.23 dz?
dyg ks b 2y
4+ 557 A — — + —— —L
1 ds U Tada 1.2.3dat T
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AR psaip

g ——

- ? ?
dz odst” dz?

moyen de plusieurs observations; mais comme, dans la suite de ces

: . e
On déterminera les valeurs de p, e q, (—;5, ree AUl

, . § dp d*
recherches, nous n’aurons besoin que de connaitre p, J}?” 3-;‘;3,
2t d? et .
q, a‘% et E!-:';‘f, nous allons exposer ici les formules les plus simples

pour les obtenir.

Soient &, &, £”, 6", ... les ascensions droites successives observées
de la comete; v, v, ¥'s 7"y ... les déclinaisons boréales correspon-
dantes. On divisera la différence & — & par le nombre de jours qui
séparent la premicre de la seconde observation; on divisera pareil-
lement la différence 6”7 — € par le nombre de jours qui séparent la
troisitme de la seconde observation; on divisera encore la diffé-
rence 6”— € par le nombre de jours qui séparent la quatrieme de
la troisiéme observation, et ainsi de suite. Soit 86, 8¢, 867, 86, ... Ia
suite de ces quotients.

On divisera la différence 86’— 86 par le nombre de jours qui séparent
la troisiéme de la premiére observation ; on divisera pareillement la dif-
férence ¢6” — 86’ par le nombre de jours qui séparent la quatrieme de
la seconde observation; on divisera encore la différence ¢6” — 66” par
le nombre de jours qui séparent la cinqui¢me de la troisieme observa-
tion, et ainsi de suite. Soit 8?6, 82€, ¢*6”, ... la suite de ces quo-
tients.

On divisera la différence ¢*€'— 626 par le nombre de jours qui
séparent la quatrieme de la premiere observation; on divisera pareil-
lement la différence 626” — 826’ par le nombre de jours qui séparent
la cinquitme de la seconde observation, et ainsi de suite. Soit ¢°€,
6*6’, ... lasuite de ces quotients. On continuera ainsi jusqu'a ce que
I'on parvienne a former &n=16, n étant le nombre des observations
employées. Cela posé, si I'on nomme 7, 7, ¢/, ¢, ... le nombre de
jours dont I'époque ol I'ascension droite de la cométe était p pré-
cede chaque observation, 7, ¢/, ... devant étre supposés négatifs pour
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toutes les observations antérieures a cette époque, on aura
p=—8—i084id'0*6 — il "6 (i3 6 —. ..,

LIy 06 — (i + ') 926 + (if'+ "+ i'0") 6° 8

e (EV A L - ) 3V — L,

—— =06 — ({4 '+ (") 0?6

A (G A G- A A ) 36—

Les coefficients de — 04, 024, —&*£, ... dans la valeur de p sont :
1° le nombre ¢; 2° le produit des deux nombres ¢ et ¢'; 3° le produit

de trois nombres ¢, ¢/, ¢/, ....
5 d
Les coefficients de — 826, -+~ ¢6%*6, — 846, ... dans la valeur de -{-f—:"

sont : 1° la somme des deux nombres ¢ et /; 2° la somme des produits
deux a deux des trois nombres 7, * et ¢; 3° la somme des produits
trois & trois des quatre nombres ¢, ¢/, 7" et ", .. ..

Les cocflicients de — 8?6, + ¢*6, — ¢*8, ... dans la valeur de 'ﬁ

sont: 1° la somme des trois nombres ¢, 7/, ¢”; 2° la somme des produits
deux i deux des quatre nombres 7, i/, ¢” et ¢"; 3° la somme des pro-
duits trois & trois des cinq nombres 7, &', &/, ", & ...

Il faudra, pour plus d’exactitude, fixer I'époque vers le milien de
Pintervalle de temps qui sépare les deux observations extrémes; e,
si I'on prend pour cette époque I'instant d'une des observations
moyennes, on sera dispensé de calculer les valeurs de p et de ¢.

Lorsque les intervalles de temps qui séparent chaque observation
sont égaux, on peut obtenir des formules plus simples que les préceé-
dentes. Supposons d’abord que le nombre des observations soit im-
pair et égal & 2r - 1; nommons ¢ le nombre des jours qui séparent
chaque observation, et fixons I'époque & I'instant de I'observation
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moyenne 67, en sorte que p = 6): on aura

p=6trl,
(A8 Agr-n— L (A3gr-14 A3G0-) ”'
Ts 2 O
a? 55(r—-2) 55(r—3)
I RN T o Py )
ds ~ 2l

1

G e T T 18(r-3) TELr—4)
1aea 4000 (AGJ ERE }s

e e b L M 8 S ek . Al anaen .I'I
dip__ AwC-D Tt
1.2ds? ST e T 3 4t 8
25al ARl 9, 3 ASE(r=4yip
AT AT A et Y

la caractéristique A étant celle des différences finies, en sorte que
A6 — g+ — 60, Si le nombre des observations est pair et égal a ar,
on prendra pour époque le temps moyen entre la premiére et la der-
niére observation, et ’on aura

g(r - Bir—1) _ __'ng(g<r-r:+gu-—n)
o B
T N Cla )
ot l ‘ ! 6 T
4 33,58
= 6(5(r—3a) 4
2.4.6.8.10. le(o RSt
\ e TR e ke e e e L s !
dp  Ag(r=1 : 32
= — 1 BrFmg) e s T AR e
dz = et  rrer A ’

(i il M
l.ﬁd:.’_.?]_f;A(

bSc‘ (B(r—2 4 B(r-)
259

+'_"'_'_'_-'_7'
4.6.8.10.128*

Aa(g(—rs} =13 6{1‘-—5}) e

Je ne donne point ici la démonstration de ces formules, parce qu’il

est aisé de la déduire de celles que Newton et les géometres qui 'ont
suivi ont données sur I'interpolation des suites.
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oy SRS g el o kel dq d?q y
Il est visible que I'on aura les expressions de ¢, == et ——, en

changeant dans les précédentes & en v.

Ces expressions se prolongent a I'infini et forment des suites d’au-
tant plus convergentes, que les intervalles qui séparent chaque obser-
vation sont plus petits; on aura donc des valeurs plus approchées, en
prenant un plus grand nombre de termes, ce qui suppose un plus
grand nombre d’observations, puisque .chaquc terme dépend de nou-
velles observations : si ces observations étaient exactes, on pourrait
employer toutes celles qui sont voisines de I'époque, en faisant passer
une courbe parabolique par les différents lieux qu’elles indiquent;
mais les erreurs dont elles sont susceptibles rendraient cette méthode
tres fautive; il faudra done, pour diminuer U'influence de ces erreurs,
augmenter Iintervalle qui sépare les observations extrémes en pro-
portion du nombre d’observations que I'on emploie : on pourra de
cette maniere, avee cing ou six observations, embrasser un intervalle
de 36° & 40°, ce qui doit conduire a des résultats fort approchés sur la
nature de 'orbite de la comete.

Toutes choses égales d’ailleurs, il y a de Pavantage & employer des
dp d*p
ds T

procedent suivant les différences finies, paires ou impaires de &, €',

observations équidistantes, car alors les valeurs de p,

€”, ..., en sorte que, si 'on désigne par ¢ une trés petite quantité de
Pordre A6, ces valeurs seront ordonnées par rapport aux puissances
de ¢*; au lieu que, dans le cas ou les intervalles entre les observations
sont inégaux, elles ne sont ordonnées que par rapport aux puissances
de ¢, et, par conséquent, elles sont moins convergentes. Ainsi, en ne
considérant que trois observations équidistantes, on aura

= k p:@”
dp 1 '
( &p A%
\ 1.2.d3® ai?

La valeur de p sera exacte aux quantités prés de 'ordre ¢2; celle de
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t/ S > d*p
:tif le sera aux quantités prés de I'ordre ¢, et celle de —a—; le sera

aux quantités prés de l'ordre c'.

Si I'on nomme o la longitude géocentrique de la cométe et 0 sa
latitude boréale, correspondantes a I'ascension droite p et a la décli-
naison ¢, les latitudes australes devant étre supposées négatives, on
aura, par les formules de la Trigonométrie sphérique, « et 0 en fone-

tions de p et de ¢; en différentiant ensuite ces expressions, on aura

g d»x di dta . d'8 . dp dg d*p
les valeurs de -~ == == et —— en fonctions de p, ¢, oot e s oL
;3

d . j SHAER RS :
?FZ-; mais cette méthode serait pénible dans la pratique, et il vaut
micux faire usage de la suivante.

L’ascension droite et la déclinaison de la cométe, aprés un petit
nombre = de jours depuis I'époque, seront représentées a trés peu
pres par les deux formules

5 _dp s dip dq 51 a”q
2 RN R TR L

En supposant done s égal & un petit nombre g de jours, de maniere
que les termes multipliés par s montent & trois ou quatre minutes,
on fera successivement dans ces formules s = — g, s==o0 et 2= g; on
aura ainsi trois ascensions droites et trois declmdlsons de Ia comete,
au moyen desquelles on calculera les longitudes et les latitudes cor-
respondantes, en portant la précision jusqu’aux secondes. Soient o, «
et ' les trois longitudes; 0,, 0 et 0’ les trois latitudes. Cela posé, si,
dans les formules (O), on change €’ et p en a, on aura

de _ o'—a,

ds 28

o0 ot'-—ao oy

on aura pareillement

dl 5’---_ 0,

iz Tag

g 0'—2ab+ 9,
FTE s "__';,’;:'_ T
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Si I'on nomme dz I'élément du temps et dw 'arc correspondant que
déerirait la Terre en vertu de son moyen mouvement sidéral; si I'on
prend d’ailleurs pour unité de masse celle du Soleil, et pour unité

de distance sa moyenne distance a la Terre, on aura, par la théorie
dny
dt
vement sidéral de la Terre dans un jour; durant le nombre = de jours,
il sera mzs, en sorte que I'on aura & = = mz; d’ou il est facile de

2 .
des forces centrales, ( ) =1, partant » = ¢. Soit  le moyen mou-

conclure
de  o'—a
dt = amg’
d*a _ od'—aa-+a
et~ migt
dd 60—,
Gl T By
d0  O'—a0+ 0,
diiies m?* g?

En réduisant m en secondes, on trouve

logm = 3,5500081;

on a ensuite

a m
log m* = logm + log R’

R étant le rayon du cercle réduit en secondes, ce qui donne

logm®=—1,7855911.

v d db o
On aura donc les logarithmes de E‘%C et = en réduisant en secondes

dt

—iy OF-" 6| 5
— et o et en retranchant 3,5500081 des loga-
rithmes de ces nombres de secondes; on aura pareillement les loga-
a0 s s ol—aa-ta
—7 enréduisant en secondes les quantités et
=l

sy o
les quantités

: d*
rithmesde <= et
dt

0'— 20 + 0, - ] T
et —+—— et en retranchant 1,7855911 des logarithmes de ces
o

nombres de secondes.

a-m 2 2 4
(est de la précision des valeurs de «, 5;%‘: %—t?, , j—f et L—i,?q que dé-
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peénd 'exactitude des résultats suivants, et, comme leur formation est
trés simple, il faut choisir et multiplier les observations de maniere
a les obtenir avec autant de rigueur que les observations le compor-
Lenises

Lorsqu’on a ces six quantités, on peut déterminer par une analyse
rigoureuse les éléments de I'orbite de la comete, quelle que soit d’ail-
leurs sa nature, pourvu que 'on connaisse les forces dont la comete
est animée : cette détermination est comprise dans la solution géné-
rale du probleme suivant.

II.

Imaginons que d’un point qui se meut sur une courbe donnée on
observe le mouvement de tant de corps que 'on voudra, animés par
des forces quelconques dont on connait la loi, et proposons-nous de
déterminer les ¢léments de leurs orbites.

En nommant «, «', @”, ... les longitudes apparentes de ces diffé-
rents corps, rapportées a un plan fixe quelconque; 0, 07, 07, ... leurs
latitudes; les observations feront connaitre, par ce qui précede, pour
un instant donné, les valeurs de

da dia cada. e atc SRR o N T e
S Jd0 AN a2 Bt S dE . dn ?
ol d*0 b’ d ' sy Lo d*n”
0, —>» 5> 6, —s» = 3 mmet Haon py k
di dt? dt dt? di dit?
Soient 03 Bl Pliaisids les distances respectives de ces corps i I'observa-

teur, et nommons x, y, s, &, y, z, 2, y’, 5/, ... leurs coordonnées
rectangles rapportées au plan fixe, et dont 'origine soit sur un point
de ce plan; on aura les valeurs de 2, y, = en fonctions de «, 0, p et de
quantités relatives an mouvement de observateur qui, par la suppo-
sition, est connu; on aura pareillement 2/, ¥', = en fonctions de o'
0, o" et de quantités relatives au mouvement de 'observateur, et ainsi
de suite. Maintenant, si I’'on nomme X la force dont le premier corps
est animé parallélement a Paxe desz; Y celle dont il est animé paral-
lelement & axe des y, et Z celle dont il est animé parallelement a 'axe
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des z; si 'on nomme pareillement X', Y’ et Z’ celles dont le second
corps est animé parallelement aux mémes axes, et ainsi du reste, on

aura
d*x d*zx! 71
ditin & dir == i
dy ary'
= Y, = Vi Es
dis - ds’ 7
de Z, dt? a8 Vg

Supposons que les forces X, Y, Z, X', Y, Z/, ... soient le résultat des
forces attractives de ces corps entre eux et de corps étrangers dont le
mouvement soit connu; dans ce cas, X, Y, Z, X/, Y/, Z/, ... seront
donnés en fonections de «, o, a”, ..., 0,0, 07, ..., p, ¢’s ¢"s ... etde
quantités connues; en substituant donc dans les équations précé-
dentes, au lieu de z, y, z, ', ¥/, 5/, ... leurs valeurs en «, 0, o, o', 0,
oy ..., ces corps étant supposés au nombre n, les 32 équations diffeé-
rentielles précédentes donnerontautant d’équations entre les 37 quan-

] g L
tités p, CLRd fzfo—,ﬁ

s —, «++ que I'on pourra ainsi déterminer; on
de’dee’ U dp’ die’ q ol g y

dp d*p dp'
dt’ det’ di
ces équations que sous une forme linéaire. Supposons que I'on puisse

aura méme cet avantage que » «++ ne se présenteront dans

parvenir & intégrer ces 3z équations différentielles; chacune d’elles
donnant, par lintégration, deux constantes arbitraires, on aura en
tout 6n arbitraires qui seront les ¢léments des orbites des différents
corps; mais les 3n intégrales finies, avee leurs premieres différences,
donneront 62 équations au moyen desquelles on pourra déterminer

’ - ot
toutes ces arbitraires en fonctions de 2, %‘:, Y iga z ;j:, x, %—,
= do d_ﬁf dp

et, par conséquent, cn fonctions des quantités «, 0, p, == —» Tt

o« 0, o', ..., que 'on connait par ce qui précede; on aura done, par
cette méthode, les éléments des orbites de tous ces corps.

OEuvres de L. — X. 14
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IV.

Appliquons maintenant ce que nous venons de dire au mouvement
des cometes; pour cela, nous observerons que la force principale qui
les anime est I'attraction du Soleil; nous pouvons ainsi faire abstrac-
tion de toute autre force : cependant, si la cométe passait assez preés
d’une grosse planete, telle que Jupiter, pour en éprouver un dérange-
ment sensible, la méthode précédente ferait connaitre encore sa vitesse
et sa distance & la Terre; mais, ce cas étant excessivement rare, nous
n’aurons égard dans les recherches suivantes qua I'action du Soleil.

SiI'on prend toujours pour unité de masse celle du Soleil, et pour
unité de distance sa moyenne distance & la Terre; si, de plus, on
nomme 7 le rayon vecteur de la comete et que I'on fixe au centre du
Soleil l'origine des coordonnées , y, 5, on aura les trois équations

différentielles
d*x X
= E"" -+ }"_‘1’
oty ¥
2 TR
¥ d*s 5
e ey

Supposons que le plan des x et des y soit le plan méme de Iécliptique,
que l'axe des x soit la ligne menée du centre du Soleil au premier
point d’Ariés & une époque donnée, que l'axe des y soit la ligne menée
du centre du Soleil au premier point du Cancer; enfin, que les = posi-
tifs soient du méme coté que le pole boréal de I’écliptique; nommons
ensuite @’ ety les coordonnées de la Terre, et désignons toujours par
o la distance de la cométe & la Terre, et par o et 0 sa longitude et sa
latitude géocentriques, nous aurons

& = '+ pcosl cosa,
y =y'-+pcoslsina,

5 —psing;
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en substituant ces valeurs dans les trois équations différentielles pré-

cédentes, elles se changeront dans celles-ci

{ 0__d’a;’ f:
= T
d?p dp df
o e cos@cos:x—g{ 7; Sin0 cosa
dp do
- ctt Ry cosfsina
df . ' dﬂ)! y
{') "—PEZE’—SIHEGOSQ"—P(\FEI CDSQCDE’“
-2 d—gﬁsinﬁsincx
Pat di
d*ea z o\ *
_PWLOSBSIDQ—p(IZ{) cosf cosa
cosf cosa
0 ’-3 ¢
[ e . e
| T odet 7
d*p dp db
+-d—£c0595111a——2—!-£a—£51n95|no:
dp dot
+a-p -Ecose cosa
di\z :
(2) p——sm&sma p( ;) cosOsine
2 def!fsinecnm
— 2P dr
d"l‘a do'\? .
+ps cos@cosa—p(-{—ﬁ) cosfsina
cosfsina
i —-}_T"—’
i d’p dp db
0= Tx Sln6+2cf_t =7 08
(3) '
f at Eii?c 50 do\* . g psme
pgmcosl—p| sinf +

1l ne s’agit plus maintenant que de tirer de ces équations les valeurs
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de p et de & dt - Si'on nomme R le rayon vecteur de la Terre, on aura,

par la théorie des forces centrales,

dz' 2 PR bt
ar TR =43 TRV

dix ! it (1 1 )
ar TR\ T B)
dij,f ',}J L 1 1 )
?F+F“fGVWE'

Si I'on désigne ensuite par A la longitude de la Terre vue du Soleil,

0=

ce qui donne

on aura
af=RcosA, y'=—RsinA.

Cela posé, on multipliera I'équation (1) par sinA et I'on en retranchera
Péquation (2) multipliée par cosA, et, comme on a

2 ! ! Ll !
(Ei—f;—l—%)sin;&—u({;: FI-)cosA

1 ] e g8
= (-,—3 — ‘l_{?) (2'sinA — y'cosA)

= (.I; o l{”) (RcosAsinA —RsinAcosA) = o,
=

on aura I’équation suivante

o=- Pcosﬁsm(A-—rx)——g;ﬁ g—fsinﬁ?sin(;\——a)
dp COSSCOS(A-—OC)H-P—OSIDG‘)IH(A-—Q)

2a dt di?

di\? ; dl do .
<D (E) (:0505111(,-\—-9:}-1—295 EmnOcos(A—_a)
pf“ COSOCOS(A—Q)-—-;)(E{E) cosf sin(A — a)
cosfsin(A — a)
J=£ = .

Si I'on nmtiplie cette ¢quation par sin0 et que 'on en retranche I'é-
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quation (3), multipliée par cos0 éin(A — o), on aura

d do
o= t? l:d mn@COchos(\—a)-i—(i:ijbln(i—~cx}]
19 dl de
cﬁz_sm(&_ a)_gdt o sm’ﬁcos(:\—a)'
—p ip i—% SiHQCOSGIGOS(A——a) i
‘ do\? . T
| +(E) sinf cos0 sin (A — o)

: e
done, si on fait -£ = up, On aura

Celdon s, z At %
\—(;,E;smﬁwsﬁcos(x&——ac)—i—(a) sinf cosf sin(A — «)

2
a qd—c—c@sm*Gcos(\ a)+d

o
dt dt die sin(A —a)

e

do . df .
a-t-smOcochos(A—a)ﬂ—a—;sm(&-—-a)

expression dans laquelle on peut observer que le numérateur est égal

au produit de la différence du dénominateur par — 2:#, A étant re-

gardé comme constant.
Si I'on multiplie maintenant I'équation (1) par sine et que I'on
en retranche I'équation (2) multipliée par cosa; si 'on observe d’ail-

leurs que

2 ol o | I’
(fgi.;'_ L %) sinea —u(—if‘- ar :’ )cosa:: R (;13 —- %_) (sinotcosA -~ cosasinA),

on aura
dp dao di da d*a ] 1
= zag i cosl +p (BE{_I ZESUI@_- e cosﬁ): Rsin (A — 2) (;; — ii_a)

Si I'on substitue dans cette équation, au lieu de ?g: savaleurup, et, au

lieu de u, 'expression que nous venons d’en trouver; si I'on fait de
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plus pour abréger

do d*0 d9 d*a N e (dﬂ" -
O i i (z) sin0cos?0-+2 (7 ) s
R ERRT do . HoE 2
:Esmﬂwsf]cos(;\ — ) + msm{:\ — o)
on aura I'équation suivante
R(l i

7 st | i e L ’
(q) p= L I “3)’

pour la réduire & ne renfermer que g, nous observerons que
r*=at4 y*4 st
ce qui donne, en substituant pour @, y et z leurs valeurs,

ri=z'* 4 y'* 4 apa’ cosf cosa + 2py’ cosfsina + p*;

or on a
'ty —=RY
d’ailleurs
a2’ = RcosA et ¥'=RsinA,
partant

r*=:p? - aRpcosfcos(A —a) -+ R2

Si 'on met I'équation (4) sous cette forme
r(pRp 41) = R3,

on aura, en carrant ses deux membres et en substituant au lieu de »*
sa valeur,

(5) [+ aRp cosfcos(A —a) + R (uR?p + 1) = R,

équation dans laquelle il n’y a d’inconnues que p et qui monte au sep-
tieme degré seulement, parce que, le terme tout connu du premier
membre étant égal a R, I'équation entiere est divisible par g (').

(1) L'équation (5) est un peu différente de celle & laquelle M. de la Grange est parvenu
dans son second Mémoire sur la déterminalion des orbiles des combdles (Mémoires de
DBerlin, année 1778, p. 140); il trouve pour p une équation du huitiéme degré, et qui ne

s'abaisse au septiéme qu’en négligeant I'excentricité de l'orbite terrestre; cette différence
entre nos résultals tient a une légdre méprise de ealeul échappée & ce grand analyste. Je
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Remarque 1. — L’équation (5) a généralement lieu quelle que soit
la nature de la section conique que décrit la cométe; toutes les racines
réelles et positives de cette équation donneront autant de sections
coniques différentes qui satisferont a trois observations voisines, en
sorte que, pour déterminer Porbite véritable, il faudra employer une
nouvelle observation.

Il est facile de conclure de 'équation (4) que, si p. est positif, le
rayon vecteur r de la comete sera moindre que R; qu'il lui sera égal
si g == o0, et qu’il sera plus grand si @ est négatif. Le signe de p fera
donc connaitre si la cométe est plus ou moins éloignée du Soleil que

_la Terre.

Remarque 11. — Lavaleur de p, tirée de I’équation (5), serait rigou-
do d'a di 5
atis A L sHe

quantités ne le sont qu’a peu pres. Nous avons, a la vérité, donné

: G ‘
reuse si ¢, t i ¢taient exactement connus; mais ces

dans I'article II une méthode pour en approcher de plus en plus, en
faisant usage d’un grand nombre d’observations, et cette méthode a,
comme nous 'avons remarqué, I'avantage de considérer d’assez grands
intervalles et de compenser les unes par les autres les erreurs des
observations; elle a cependant I'inconvénient analytique d’employer
plus de trois observations dans un probleme ou trois suffisent. Mais
on peut obvier & cet inconvénient de la maniére suivante et rendre
notre solution aussi approchée que I'on voudra en ne considérant que
trois observations.

Pour cela, supposons que « et 0 représentent la longitude et la lati-
tude de I'observation intermédiaire; il s’agit d’avoir les quatre quan-
doa dla di . d'0

et —— par des formules de plus en plus approchées.

tités dt’ "(“—,: "E PTE

lui communiquai, dans une Lettre datée du 21 mai 1781, 'extrait de ce Mémoire, et il me
fit 'honneur de me répondre que, el extrait I'ayant fait revenir sur sa premiére solution,
il 6tait parvenu aux mémes résultals que moi, sur la vérilé de cette équation du septitme
degré et sur l'existence d'une seconde équation du sixieme degré, dans le cas de l'orbite
parabolique : les réflexions qu'il a failes & ce sujet ont donné lien & un nouveau Mémoire
qu'il a lu & 'Académie de Berlin et dont il a bien voulu m’envoyer l'extrait d’avance.
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Or, si I'on prend les différences des équations (1), (2) et (3), on aura
dp da , d*0 :
755’ ap °t 7z en fonctions

de p, « et O et de leurs différences inférieures. En différentiant encore

trois nouvelles équations qui donneront

ces nouvelles équations, on aura trois autres équations, au moyen

dip d'o d+0 :

—pfa = et -7 en fonctions de p, a et 0 et

de leurs différences inférieuves, et 'on pourra, en y substituant, au

3 o STy RS A

lieu des différences emes —=» —— et ——
lilférences troisitmes 5, —7 et —

ces fonctions & ne renfermer que les quantités p, o et 0 et leurs dif-

desquelles on déterminera

, leurs valeurs, réduire

férences premieres et secondes. En continuant ainsi, on aura les diffé-
rences quelconques de p, o et 0 en fonctions de ces quantités et de
leurs premieres et secondes différences; on pourra méme en éliminer
les quantités %j— et R}; au moyen des équations (1), (2) et (3), et les
réduire a n’étre fonctions que de g, %Z—E, %?:: g et %g et de quantités
connues.

Cela posé, soient L, L, L” les trois longitudes géocentriques obser-
vees de la comete; £, £, I les trois latitudes correspondantes; soient
¢ le nombre des jours qui séparent les deux premieres observations;
¢ celui des jours qui séparent la seconde de la troisieme, et nommons
g I'arc que décrit la Terre en un jour, par son moyen mouvement; on

ferao =L, 0 =1/, et 'on aura

S doosmilols i B2q* dia
| i = s =L Sl B TS B iy O
e B I Ta ST T

g d*a o I3 adseltce

o
L - ! ! —_—
L'=L'+1{q £-+-

T af T hng dp aaes

o 2q? df Bqg® d*6

— s A el et b R gt R
=il ST Teando 198 dit &

b g L TP g 0
et Eldt  iadR S A dp

ig et ©'q étant de petits arcs. Si I'on substitue présentement dans ces
d’o d0 dta d'f
ae. . de’ de’ de

ce qui précéde, on aura quatre équations entre les cing inconnues

séries, au lieu de <+, leurs valeurs trouvées par
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da d*o df , d*0
Pray a it an
chées que I'on aura considéré un plus grand nombre de termes dans

doa d*e db da*g

les séries précédentes; on aura ainsi ——, ==, == et —— en fonections
P i & A TR T ST

de p et de quantités connues; p. sera donc une fonction de p et de
quantités connues; d’ou il suit que I'équation (5) ne renfermera

» et ces quatre équations seront d’autant plus appro-

point d’autres inconnues que ¢; mais au lieu d’étre, comme ci-dessus,
du septieme degré, elle sera d’un degré supérieur.

Au reste, cette méthode, que je n’expose ici que pour faire voir
comment on peut, en ne considérant que trois observations, avoir des
valeurs de plus en plus approchées de p et de df, exigerait dans la
pratique des calculs trés pénibles; mais, comme il ne s’agit, dans ce
probléme, que d’avoir les premieres valeurs de ces quantités que 'on
pourra ensuite facilement corriger par les méthodes connues, on peut
négliger, dans les séries précédentes, les termes multipliés par les dif-
férences troisiemes de « et de 0 et par leurs différences supérieures.
Or, si Pon multiplie la premiere série par 7 et la seconde par 2, et
qu’on les retranche I'une de I'autre, on aura

da _ (L'—L)2+(L'—L)i*  ilg® da

A iW(i+1)q 1.2.3 de*

Si I'on multiplie ensuite la premiere série par ¢ et la seconde par ¢, et
qu’on les ajoute P'une a 'autre, on aura

dia _ (L'—LYi—(L'—L) a(i'—i) da

A i (i+1)q* AL AR L
) e
On aura les valeurs de & = ot 2 —+ en changeant dans ces équations L

en /et o en 0. En négligeant done les différences troisiemes de «, on

aura
do _ (L'— L))+ (L — L)
Ui wi+1d)q

et cette expression sera exacte aux quantités pres de l'ordre ¢*; on

ORuvres de L. — X. 12
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aura pareillement

d*a _ (L"—LYi{- (L'—L)¢
di Wi+ )g

.

et cette expression sera exacte aux quantités pres de 'ordre ¢, excepte
lorsque 7= ¢, auquel cas elle devient exacte aux quantités prés de
I'ordre ¢*; d’ou il suit qu'il y a de I'avantage & employer des observa-
tions équidistantes, comme nous I'avons déja observé dans Iarticle I1.
Mais, si cette précision ne parait pas encore suffisante, la méthode
la plus stre et tout a la fois la plus simple d’avoir des valeurs plus
do dlo

dt et i

servations par la méthode de I'article I1.

approchées de est de combiner un plus grand nombre d’ob-

Y

L’équation (5) de l'article précédent fera connaitre la valeur de ¢,

: . dp ¥ . dp 17
et 'on aura celle de ~; Aumoyen de 'équation o = upsu ¢tant connu

par ce qui précéde : de la on tirera facilement les valeurs de , y, =,
dx dy ds

@i’ ai © ;5 pour cela, on se rappellera que

2 = R cosA + pcosl cosa,
y = RsinA --pcosfsina,

5 =p sinf,

ce qui donne par la différentiation

dr dR dA . dp dl do
e —R== - =L Sa—p—si — 3

> i cosA {dr, sinA - =7 cosf cosa P sinfl cosa ~i7 cosOsina,
dy dR . dA dp : g da

e +R— e g, 7, S e &

S i sinA -1 T, COSA+dc cosf sina p; Sindsina +p =7 cosd cos e,
He i dn =8 df

g = sinf -+ p Ti cosf.

dA dR ; Feiiis
Les valeurs de —- et —= sont données par la théorie du mouvement

de la Terre. Pour en faciliter le caleul, soient E I'excentricité de 'or-
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bite terrestre et H la longitude de son aphélie; on a, par la nature du

mouvement elliptique,

kg
3 — b 2
R = — VI Ez2,
partant
dA VI Ex]
HEiEa = R e
on a ensuite
1 — E?

R L i
1 -Ecos(A—H)
d’ot I'on tire

ARl E(1—E?)sin(A —H) dA

e Ti—Ecos(A—H)]F dt
LA
d ER? o sm_(A — H) iy M(ﬁ_ H}'
o 1 — K2 o \/T:Eﬂ

Si 'on nomme R’ le rayon vecteur de la Terre correspondant a la
longitude go°® - A, on aura

i L S,
~ 1+ Eg&in(A—H)

!

ce qui donne
— R n:
Esin(A —H) = L_R_;___,

partant
ARUREATR T
e RW1—E?
Soit R” le rayon vecteur de la Terre qui répond & go® d’anomalie

yraie, on aura
RIS =R

done
= : dA YR’ dR _R'—R"
de T RV de " RVRT
ces expressions ont 'avantage d’étre données directement par les
Tables du Soleil.
Si I'on néglige le carré de I'excentricité de I'orbite terrestre, qui est
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trés peu considérable, on aura R”= 1, partant

dAS R :
&= R dew
R B de dy . dz :
moyennant quoi, les valeurs précédentes de > == et —~ deviendront

dx sinA 4 di . ~da 6oL
i = (R'—1) cosA — —— _'dg cosfcosa —p (m sinf cosx+ —; cosf snm),
b ¢ cosA dp % adi i deti . =
A =y sin A - R Ecosﬁ sinx —p (ﬁ sind sina— — cosf cosoc)‘
ds i anie db

(-l_ﬂ- = (?E b]l’laﬂ—p‘d—t‘ cos .

R, R" et A étant donnés immédiatement par les Tables du Soleil, le

dr dy ,dz o]
i . | ’ s fac 1] )
25 et ; seratres facile lorsque p

sera connu, et 'on en tirera les éléments de lorbite de la cométe de la

calcul des six quantités z, y, s,

maniere suivante,
Le mouvement de la cométe autour du Soleil étant renfermé dans
les trois équations différentielles du second ordre

d*x x d*y y d*z T
v T 1s: 2 ’”

leurs intégrales renferment six constantes arbitraires qui sont les élé-
ments de son orbite; de plus, ces intégrales avec leurs premiéres
différences forment six équations, au moyen desquelles on pourra

déterminer chacune des constantes arbitraires en fonctions de , y, =,
dz dy
dt’ de
ainsi la nature et la position de 'orbite de la cométe. Développons

dz , Ve
et --> el par conséquent en quantités connues : on aura done

cette méthode. ;

Le petit secteur décrit, durant I'élément de temps dt, par la projec-
tion du rayon vecteur de la comete sur le plan de I'écliptique, est
zdy — . &l ; :
iJTZEE, et il est visible que le mouvement de la cométe sera direct

ou rétrograde, selon que ce secteur sera positif ou négatif; on formera
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s ser Ay L dx
done d’abord la quantité @ -7 — y—=

mouvement de la comete est direct ou rétrograde.
Pour déterminer ensuite la position du plan de son orbite, nous

» dont le signe indiquera si le

observerons que, ce plan passant par le centre du Soleil, son équation
sera de cette forme

3= fx+ hy,
/et A étant deux constantes inconnues qu’il faut déterminer; en diffe-

rentiant cette équation, on aura

dsz da dy
ar =g R i

d’ou il est facile de conclure

dy 3
el Yt
B Vi y

dt — 7 dt

2% _ a4z

yoasy Al
%Y __ . dx

dt dt

Nommons présentement 9 inclinaison de orbite; s la longitude du
neeud qui serait ascendant si le mouvement de la comete était direct:
ce noeud serait descendant si le mouvement de la comete était rétro-
grade et, dans ce cas, la longitude du nceud ascendant serait 180° -+ s.

Cela posé, on aura -

s == ycosstangy — xsinstlangoe;

d’ot I'on tire, en comparant cette équation avec celle-ci, z = fz + Ay,

ds dy
, Ydi 5" d
sinstangg — et
dt dt
RS
cosslangg — ._Zt____f‘fi,
dt dt
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partant
4 z Cf').-
tangs d Ei 4
anky DharlEaal s
a0
a8
ol di i
W 08§ xd—y e L
oA T
La tangente de s pouvant appartenir également aux deux angles s et
i S : e el 1
180°+ s, il faudra choisir le premier de ces angles si y° — =27 est
dt di

% : dy dx o :
de méme signe que @ 7 — y -~ et choisir le second si ces deux quan-

tités sont de signe contraire. De la il est facile de conclure que la lon-
gitude du neend ascendant de Porbite sera le plus petit des angles

}’d; _dy
i . g a«z R 0?“ 5 d= ﬁﬂ:).’ )
positifs qui ont pour tangente iy 8LiYgr —~ 8 est une

. Cdi
quantité positive, ou qu’elle sera égale & ce méme angle augmenté de
180°, si cette quantité est négative; quant a 'angle ¢, sa tangente sera
toujours positive, et il faut prendre le plus petit des angles auxquels
appartient cette tangente. On aura done, par ce qui précéde, le sens
du mouvement de la comete, la position de son neeud ascendant et
I'inclinaison de son orbite.

Pour avoir les autres ¢léments, supposons que la comete décrive
une ellipse dont le grand axe soit 2a; p le demi-paramétre; e 'excen-
tricité; v I'angle formé par le rayon vecteur de la cométe et par le
peérihélie, a Uinstant ott sa longitude géocentrique est «; enfin 7 son
rayon vecteur correspondant; on a, par la nature de Uellipse,

p—=al(i—e?),

 pe—— ‘P 4

& —3
1 + € COsV

on a ensuite, par la théorie des forces centrales,

ridu=—2dt \fI]:,
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et la relation connue entre la vitesse de la comete, le grand axe et le

rayon V{‘,Cti'{ﬁl‘ donne

V étant la vitesse de la comete. Maintenant 7% dv est le secteur infini-
ment petit décrit par le rayon vecteur de la cométe dans I'instant dz,
et sa projection sur le plan de I'écliptique est ;72 dv cosg; mais cette

T : . xdy — ydx
projection est égale a "I'—'}——ﬂ 2%, partant
Dl
ads T
dt. T = S coso
d’ot1 'on tire
( dy dx\?
Faca anl
cos’o

La vitesse V de la cométe étant égale a

o e A SR

r étant égal & \/53+y2-1:€5; on aura ainsi le grand axe et le paramétre
de orbite, et P'on déterminera I'excentricité au moyen de l’équatinn'

] e \/ I— £
a
P . —i : . \ .
L’équation cosv = p_m___ donnera la distance de la cométe i son

o T . dr - . §
périhélie, et le signe de 7= ou, ce qui revienl au méme, de

d: { ds ; 3 ¥ A ‘
= = +- = - fera connaitre si la cométe a déja passé par ce

Yar T
point, car elle y tend ou elle s’en ¢éloigne, suivant que cette quantité
est négative ou positive.

Le temps du passage par le périhélie se déterminera au moyen de
I'équation

It p — 12 ot e Sl AR
d (1 —i—ecosu)’,’
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ce qui donne

i ir dv
WP_/(I-J-GC_OSU)”

intégrale étant prise depuis v = o jusqu’a v égal a P'angle dont le
1 ) — T k 7 : i
cosinus est f—;p—r; ce temps, ajouté ou retranché de celui de 'observa-

tion, suivant que la cométe a ou n’a pas encore passé par le péri-
hélie, donnera 'instant de son passage par ce point.

Enfin on aura la position du périhélie relativement au noeud ascen-
dant, en déterminant la position de la comete sur son orbite relative-
ment & ce neeud, et en lui ajoutant I'angle v, si, le mouvement de la
comete étant direct, elle n’a pas encore passé par son périhélie, ou
si, son mouvement étant rétrograde, elle y a déja passé; dans les
aulres cas, il faudra retrancher 'angle v de la position de la comete ;
nous supposons toujours que les degrés se comptent suivant I'ordre
des signes.

VS

Tous les éléments de I'orbite de la cométe étant donnés, par ce qui
précéde, en fonctions de p, si 'un de ces éléments était connu, on
aurait une nouvelle équation au moyen de laquelle on pourrait déter-
miner p. Cette équation aurait un diviseur commun avec I'équation (5)
de article IV, et, en cherchant ce diviseur par les méthodes connues,
on parviendrait & une équation du premier degré en p. On aurait de
plus une équation de condition entre les observations, et cette équa-
tion serait celle qui doit avoir lieu pour que I'élément donné puisse
appartenir i orbite de la cométe. Appliquons maintenant cette consi-
dération & la nature; pour cela, nous observerons que les orbites que
décrivent les cometes sont tres allongées et se confondent sensible-

~ment avec une parabole dans la partie dans laquelle ces astres sont
visibles; on peut donc supposer, sans erreur sensible, a = o, partant

=ik . - » [} . . ’ - . .
- = o3 l'équation (6) de I'article précédent deviendra ainsi

2 dat+dy'+dz
00— = — ————— ¢

r dt*
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d.r a’y

si I'on y substitue, au lieu de —- et leurs valeurs trouvées dans

I'article précédent, et ensuite up au heu dc :—;(?, u étant connu par I'ar-

ticle IV, on aura, aprés toutes les réductions et en négligeant le carré

de R'— 1,
\ o—pk [u“—n— (i?) -4 (%)2905* 6]
(7) 4 (:zpucosﬁ——zpd—esmﬁ) [(R’—:)cos(Aua)—-?i”_(‘;:_i):
( “r'30%(:050[([]"—1)5'[1](1\—-0!)-{—E‘J—qs'%i_“—a—)] -%r;—,—-é-
Soit, pour abréger,
w® + (E-g)ga— (%)gcosﬂﬁz m,
(im cosf — ggsinﬁ) [(R’—— 1)cos(A—a) — fl‘l_(’:{___ﬁl]

AV
s Q%COSG[(RF“ I) qm(A— &) + ﬁ( T “):I —1

I'équation précédente donnera

(mp = np+ ) =4,

partant

(8) o=[p*+2Rpcosbcos(A —a)+ R?] (mP 2l R“) —4;

cette équation, qui n’est que du sixieme degré, présente, sous ce rap-
port, une plus grande simplicité que I'équation (5) de P'article 1V. Ces
deux équations, ayant lieu a la fois, ont un commun diviseur, et, en le
cherchant par les méthodes connues, on aura sans tatonnement la

e I 2 e
valeur de p. En effet, si I'on suppose - = a, on parviendra facilement

OFuvres de L. — X, 16
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I’équation suivante

ﬂx‘ —.?)3!(::, — i"_){” —amR cosf cos(A — a)] + m2R2— 2

> v R?
2
—x [au — fmRcosOcos(A—a)+ %E]

I i 1
e (W i = l_i’) [n—2mRcosfcos(A—a)l;
cette équation, n’é¢tant que du quatricme degré, est résoluble par les
méthodes connues, el on peut I'abaisser encore et parvenir & déter-
miner & par une équation du premier degré; on aura ensuite p au
moyen de I'équation
Ll e gl

P PR
Au reste, il sera plus commode dans la pratique de chercher par des
essais i satisfaire a I'équation (8).

VII.

Puisque le probleme de la détermination des orbites paraboliques
des cometes conduit i plus d’équations que d’inconnues, on peut, en
combinant diversement ces équations, former autant de méthodes dif-
férentes pour calculer ces orbites. Examinons celles dont on doit
attendre le plus de précision dans les résultats ou qui participent le
moins aux erreurs des observations. C’est principalement sur les

2

dt? de

influence sensible, parce que, pour les déterminer, il faut prendre
les différences secondes finies des longitudes et des latitudes géocen-
triques de la cométe, observées dans un petit intervalle de temps; or,
ces différences étant moindres que les différences premiéres, les
errcurs des observations en sont une plus grande partie aliquote. 1
suit de la qu'une méthode qui n’emploierait que la plus grande des

P d*o 7}
valeurs des différences secondes — et que ces erreurs ont une

2 | g P = T y
deux quantités (ft_zf et fo mériterait a cet égard la préférence. Suppo-
sons, conséquemment, que 'on rejette la quantité

d*0
—p etreprenons
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'équation
P 2 — H (-!.. _—— _I
apr % cos 0+ ( i 22 sing— T cose)_ﬂsm(A._a) = li’)

trouvée dans I'article IV. Si, au lieu de la distance réelle p de la comete
a la Terre, on prend pour inconnue la projection g cos0 de cette di-
stance sur le plan de 'éeliptique, en nommant ¢’ cette projection, on

aura
£10 8L RNy = o 1 it
(9) b T a—g—;_llsm(A-—ac)(;vl{B)s
r* étant égal &
2
PreT L 4 allp'cos (A — a) + R?;

I’équation (7) de I'article précédent deviendra

P,d9 2
e O ol UL (!p dt
"—(:fz) *P’(ZE) *h \ar 12080+ ome

(ro) dp' ety o sin(A — a)
+ 2 — [(R’ 1)cos(A —a) T J
—Hzp 124 [(I{‘-—I)snl(A—a)+ COS(jl\l;OQ:I + j:"-‘ — ;;

si I'on éliminait gg- de cette équation, au moyen de I'équation (9), on
aurait une équation qui, délivrée de fractions, renfermerait un terme
multiplié par 7°g* et d’autres termes multipliés par les puissances
impaires de 7 au-dessous de 6. En mettant donc dans un seul membre
tous les termes affectés de ces puissances impaires, et élevant les deux
membres au carré pour n’avoir que des puissances paires de ri en
substituant ensuite au lieu de 7* sa valeur en p’, le terme multiplié
par r°g’* en produira un multiplié par r*#¢"%, ce qui donnera un terme
multiplié par ¢*°, en sorte que I'équation finale en ¢’ sera du seizieme
degré; mais, au lieu de former cette équation, il sera beaucoup plus
simple de satisfaire par des essais aux équations (9) et (10).

: : . . . dib
Supposons maintenant que, au lieu de rejeter la quantité > on
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rejette celle-ci ‘:’;, ; si 'on reprend les équations (1), (2) et (3) de

Particle IV, que I’on multiplie la premitre par cosa et qu’on I'ajoute &
la seconde multipliée par sin«; si I'on observe ensuite que

az! & Loh o £ s 1
(W~+! )co;a—}—(d‘, +5 )snm Rcos{A—a)(__l_s),

on aura

2
o:l!cos(;imar)( L— — ﬁi) gtfcosa

- O 21 i __.9.
It = sinf = Pgm ginf=p 7 0080 = b 9- " o8 +
Si 'on multiplie cette équation par sin0, et qu'on en retranche I'équa-
tion (3) multipliée par cos0, on aura

dp df 120 AL - I I
d[: - TP [EE; i (CT?) sinf CDSG] = R sinf cos(A — a) (;5 = lT’)’

équation qui, en y substituant - g au lieu de p, devient

di dp' d*0 da\? . 76\ *
s I a’i -+ p' [c—ﬁj +(£) 51:19c056+9(-‘£) tang&]

(11)
( = Rginfcoslcos(A — o) (% — %)

On déterminera, au moyen des deux équations (10) et (11), les valeurs
de ¢’ et %; 'équation finale en ¢, & laquelle conduirait I'élimination,

serait encore du seizieme degré; il sera done beaucoup plus simple de
parvenir a déterminer g par quelques essais.

Remarque I. — Les deux méthodes fondées sur les équations (g),
(10) et (11) me paraissent étre les plus exactes que l'on puisse
employer dans la détermination approchée des orbites des cométes; il
faudra faire usage des deux premieres équations, si les différences
secondes de la longitude géocentrique sont plus considérables que
celles de la latitude géocentrique; mais, si elles sont moindres, il fau-
dra faire usage des équations (10) et (11). Si 'orbite de la comete
était peu inclinée a I'écliptique, les méthodes fondées sur les équa-
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tions (5) et (8) ne seraient pas exactes; elles cesseraient méme d’a-
voir lieu si l'orbite de la cométe était sur le plan de I'écliptique, car
ces équations dépendent des valeurs deu et de p. de P'article IV; or ces

. o d9 ‘
valeurs deviennent - lorsque 0 = o et = = o; elles deviennent encore

g lorsque la cométe est en opposition et parait monter perpendiculai-

rement a I'écliptique, c’est-a-dire lorsque A =« cl.g? =o. Il faut

recourir, dans le premier cas, aux équations (g) et (10), et, dans le
second cas, aux équations (10) et (11); ainsi, quand méme ces équa-
tions n'auraient pas 'avantage de s'appuyer moing sur leg ohserva-
tions que les autres, elles mériteraient la préférence en ce qu'elles ont
lieu généralement, quel que soit le mouvement apparent de la comete,
pourvu que son orbite soit parabolique. Il est essentiel, dans leur
usage, de bien déterminer toutes les valeurs réelles et positives qu'elles
donnent pour g; en supposant, par exemple, que les équations (g) ef
(10) donnent pour cette inconnue plusieurs racines réelles et positives,
il faudra choisir celle qui satisfait & I'équation (r1); mais, si 'orbite
de la cométe est trés peu inclinée a Pécliptique, auquel cas I'équa-
tion (11) cesse d'avoir lieu, il faut nécessairement recourir & une
quatrieme observation; d’ott il suit que, dans ce cas, trois observa-
tions sont insuffisantes pour déterminer cette orbite. Pareillement, si
les équations (1o0) et (11) donnent plusieurs valeurs positives de p, il
faudra choisir celle qui satisfait a I'équation (9).

Remarque I1. — 11 est facile de se convaincre que la méthode fondée
sur les équations (9) et (10) n’est qu'une traduction analytique de la
méthode du troisieme Livre des Prineipes de Newton, en y supposant
les intervalles entre les observations infiniment petits. Ce grand géo-
metre étend i la vérité cette méthode a des intervalles finis assez con-
sidérables, au moyen de quelques corrections qu'il indique; mais,
sans examiner ici jusqu'a quel point ces corrections sont exactes,
nous observerons qu'elles rendent I'usage de cette méthode assez dif-
ficile, et qu'il est beaucoup plus simple de chercher, comme nous
I’avons fait, par I'interpolation de plusieurs observations, des valeurs
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: -
de plus en plus approchées de j—?, %-;: g? et %f D'ailleurs, la forme

analytique sous laquelle elle est ici présentée en simplifie I'usage, et
I'équation (11), que Newton n’a point donnée, offre un moyen facile
de reconnaitre parmi les valeurs réelles et positives de p celle qui doit
étre employée.

Remarque III. — Lorsqu’on a, par ce qui précede, les éléments
approchés de I'orbite d'une comete, on peut, par un grand nombre
de moyens, corriger ces ¢léments; il suffit pour cela de choisir trois
observations ¢loignées et de calculer ces observations, en supposant
connues, 4 peu pres, deux quantités relatives au mouvement de la
comete, telles que les rayons vecteurs correspondants a deux de ces
observations ou I'inclinaison de I'orbite et la position du neeud, ete. ;
on fera ensuite varier trés peu ces deux quantités et 'on calculera les
observations dans ces nouvelles hypothéses; la loi des différences
entre les résultats du caleul et les observations fera aisément con-
naitre les véritables variations que ces quantités doivent subir. Mais,
parmi les combinaisons deux & deux des quantités relatives au mouve-
ment des cometes, il en est une qui doit offrir le caleul le plus simple
et le plus facile, et qui, par cette raison, mérite d’¢tre recherchée;
or il m’a paru que les deux éléments dont la variation présente cet
avantage sont la distance périhélie et I'instant du passage de la comete
par ce point. J'exposerai donc ici le procédé qu'il faut suivre pour
corriger 'orbite, en supposant ces éléments & peu prés connus; mais
auparavant je vais tirer immédiatement leurs valeurs de celles de p’
et % Pour cela, on observera que, si I'on nomme D la distance péri-
hélie, on a, par la nature du mouvement parabolique,

swlrgins:

D= odi*’

or l’équation
1 J— P'! r Y. 2
r'= =g +a2Rp'cos(A —a) +R

dA  dR

donne, en la différentiant et en substituant, au licu de —7 et = leurs
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1
valeurs 1 ©of RI=TY,

AR Dl D] a0, - dp'
--(F o COS’&(E? +p mtanc,G) -+ RECOS(A'—“ d)

+ymenmﬂA—@—ﬂﬂ%:ﬂ}+¢n%ﬁmAﬁ@+nmqu

Soit P cette quantité; si elle est négative, la comete tend vers son
périhélie, mais elle s’en éloigne si P est positif; on aura ensuite

D=r—4iPs,

On aura ¢ ou la distance de la cométe & son périhélie au moyen de
I'équation

2D
CoSy = _Hr‘ —1T.

Enfin on aura le temps employé a décrire cet angle, par la Table du
mouvement des cometes, et ce temps ajouté ou retranché de celui de
I'observation, suivant que P sera négatif ou positif, donnera I'instant
du passage de la comete par le périhélie.

De la résulte la méthode suivante pour déterminer les orbites des

cometes.

VIII.

METHODE GENERALE POUR DETERMINER LES ORBITES DES COMETES.

Cette méthode sera divisée en deux Parties : dans la premiére, nous
donnerons le moyen d’avoir 4 peu prés la distance périhélie et 'instant
du passage de la cométe par ce point; dans la seconde, nous détermi-
nerons exactement tous les éléments de I'orbite, en supposant ceux-ci

4 peu prés connus.
Détermination approchée de la distance périhélie et de I'instant
du passage de la cométe par ce point.

1° On choisira trois, ou quatre, ou ¢inq, ... observations d’une
cométe, également éloignées les unes des autres, autant qu’il sera
possible, et, pour la commodité du calcul, on-les réduira toutes a la
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méme heure du jour, temps moyen, quoique cela ne soit pas néces-
saire. On pourra embrasser avec quatre observations un intervalle
de 30°; avee cinq observations, un intervalle de 36° ou 40°, et ainsi
du reste. Mais il faudra toujours que l'intervalle compris entre les
observations soit d’autant plus grand qu’elles sont en plus grand
nombre, afin de déterminer I'influence de leurs erreurs. Cela posé,
soient &, &, 67, 6", ... les ascensions droites successives de la cométe;
Y YY" Y, -.. les déclinaisons boréales correspondantes, les décli-
naisons australes devant étre supposées négatives. On divisera la dif-
férence & — € par la nombre des jours qui séparent la premitre de la
seconde observation; on divisera pareillement la différence £”— €' par
le nombre des jours qui séparent la troisi¢éme de la seconde observa-
tion; on divisera encore la différence £” — €” par le nombre des jours
qui séparent la quatrieme de la troisieme observation, et ainsi de
suite. Soient ¢6, 26", 66", ¢6”, ... la'suite de ces quotients.

On divisera la différence 66’ — 86 par le nombre des jours qui sépa-
rent la troisieme de la premiére observation; on divisera pareille-
ment la différence ¢6” — 86" par le nombre des jours qui séparent la
quatrieme de la seconde observation; on divisera encore la diffé-
rence 66" — 86” par le nombre des jours qui séparent la cinquiéme de
la troisitme observation, et ainsi du reste; soient 826, 32¢/, 8267, ...
la suite de ces quotients.

On divisera la différence ¢*6'— 6?6 par le nombre des jours qui
séparent la quatriéme de la premiére observation; on divisera pareil-
lement la différence 826” — 26’ par le nombre des jours qui séparent
la cinquiéme de la seconde observation, et ainsi du reste. Soient ¢*6,
6*6’, ... lasuite de ces quotients; on continuera ainsi jusqu'a ce que
I'on parvienne & former ¢"-'6, n étant le nombre des observations
employées; cela fait :

2° On prendra une époque moyenne, ou a peu prés moyenne, entre
les instants des deux observations extrémes, et, en nommant ¢, ¢, ¢,
", ... le nombre de jours dont elle précéde chaque observation, 7,
7, ... devant étre supposés négatifs pour toutes les observations anté-
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rieures & cette époque, I'ascension droite de la cométe, aprés un petit
nombre = de jours comptés depuis I'époque, sera exprimée par la for-

mule ;
6 — (064 (i'0%6 — ii'i"0%6 + i i"i"0VE —. . .
08 — (i + ') 0%6 - (i + ii" 4 'i") %8
-+ Z — (G T T - T 048 e
(p) AR I S e il
5626—-(:'-1—5’-1_;"‘)636 )
- ::‘3) b= (8 = € 0 O - ) 606 :

Les coefficients de — 86, + 826, — 826, ... dans la partie indépen-
dante de z sont : 1° le nombre ; 2° le produit des deux nombres 7 et i’;
3¢ le produit des trois nombres 7, 7/ et ¢, ....

Les coefficients de — 826, + 86, — &6, ... dans la partie multi-
pliée par = sont : 1° la somme des deux nombres 7 et /5 2° la somme
des produits deux & deux des trois nombres ¢, 7, ¢; 3° la somme des
produits trois a trois des quatre nombres ¢, 7, &/, ¢, ...

Les coefficients de — ¢%6, + 3'6, — ¢*6, ... dans la partie multi-
pliée par z* sont : 1° la somme des trois nombres z, 7, 7’; 2° la somme
des produits deux & deux des quatre nombres 7, 7', i, 7"; 3° la somme
des produits trois & trois des cinq nombres 7, &', ", ", 7%, ...

En opérant de la méme maniére sur les déclinaisons de la cométe,
sa déclinaison aprés le nombre z de jours depuis I'époque sera repré-
sentée par la formule suivante

y— 0y ity — " &Py - W Sy —. ..
(Oy —(E+ )3y + (i + i+ i'¢") 3y
-+ z — (8 T A T - i) 3ty

(8% — (i ") 3%y e
-+ 3 ) + (8= 08 G O 1 1107 Oy

L5 \

e I o Lo T T G Tor e o it RPN O e

On supposera ensuite s égal & un petit nombre de jours, de maniére

CFuvres de L. — X. 17
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que les termes multipliés par z* ne montent qu’a un petit nombre de
minutes, par exemple & quatre ou cing minutes. Soit ¢ ce nombre de
jours, on fera successivement z = — ¢, =0 et 5 = ¢; on aura ainsi
trois ascensions droites et trois déclinaisons correspondantes de la
comeéte, éloignées 'une de 'autre d’'un méme intervalle de temps. Au
moyen de ces positions on calculera avec soin les trois longitudes et
les trois latitudes correspondantes, en portant la précision jusqu’aux
secondes. Soient «,, « et ' les trois longitudes; 0,, 0 et 0" les trois
latitudes boréales, les latitudes australes devant étre supposées néga-
tives. On réduira en secondes la quantité i;]—ai et, du logarithme de
ce nombre de secondes, on retranchera le logarithme 3,5500081; on

aura le logarithme d’un nombre que nous désignerons par a.

I

TraN : c. dl—aeot 4oy

On réduira pareillement en secondes la quantite ————
q

du logarithme de ce nombre de secondes, on retranchera le loga-
rithme 1,7855911; on aura le logarithme d’'un nombre que nous

et,

désignerons par b.

S : .. 0—0
En réduisant pareillement en secondes la quantité —-_;}—J el en

retranchant du logarithme de ce nombre de secondes le logarithme
3,5500081, on aura le logarithme d’un nombre que nous désigne-

rons par A.

0'— 2046,
q‘.‘
retranchant du logarithme de ce nombre de secondes le loga-
rithme 1,7855911, on aura le logarithme d’un nombre que nous

Enfin on réduira en secondes la quantité et, en

désignerons par /.

(est de la précision des valeurs de a, b, 4, ( que dépend I'exacti-
tude des résultats suivants, et, comme leur formation est trés simple,
il faut choisir et multiplier les observations de maniere & les obtenir
avec toute la rigueur que ces observations comportent.

Si le nombre des observations employées est impair, on pourra
fixer I'époque & I'instant de I'observation moyenne, ce qui simplifie
les formules précédentes et ce qui dispensera de calculer les parties
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indépendantes de z dans ces formules; car il est visible que ces
parties sont respectivement égales & 'ascension droite et a la décli-
naison de I'observation moyenne.

3¢ La détermination des quantités a, b, % et / serait plus simple si
P'on avait réduit d’avance en longitude et en latitude les observations
dont on fait usage. Dans ce cas, on supposera, dans les formules (p)
et (¢), que 6, &, €, ... représentent les longitudes géocentriques
observées et que v, ¥, Y7, ... représentent les latitudes correspon-
dantes; en nommant toujours o et 0 la longitude et la latitude géo-
centrique de la comete, a I'instant que I'on a choisi pour époque, on
aura :

o. égal a la partie indépendante de = dans la formule (p);

Le logarithme de @, en réduisant en secondes le coefficient de =
et en retranchant du logarithme de ce nombre de secondes le loga-
rithme 3,5500081;

Le logarithme de &, en réduisant en secondes le coefficient de =2,
en prenant ensuite le logarithme du double de ce nombre de secondes
et en retranchant de ce logarithme le suivant 1,7855911.

On aura pareillement 0 égal & la partie indépendante de = dans la
formule (¢). ;

On aura le logarithme de % en réduisant en secondes le coefficient
de = dans cette formule et en retranchant 3, 5500081 du logarithme
de ce nombre de secondes.

Enfin on aura / en réduisant en secondes le coefficient de z* dans
cette méme formule et en retranchant 1,7855911 du logarithme du
double de ce nombre de secondes.

4° Pour éclaircir ce que nous venons de dire par un exemple, nous
choisirons la cométe de 1773, dont les observations faites par M. Mes-

sier sont consignées dans le Volume des Mémoires de I’ Académie pour
'année 1774. En réduisant a4 17", temps moyen a Paris, les obser-
vations du 13 octobre, du 31 octobre, du 25 novembre et du 14 dé-
cembre 1773, on a:

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



132 MEMOIRE SUR LA DETERMINATION

Ascension droite

de la cométe. Déelinaison boréale.
13/00tobrarwas v, & - 154.21.40 7. 2.30°
31 D L 165.45.52 13135515
25 NOVEMDYre . . .cecsrsasns 180.33.51 23.47.45
14 décembreanisd Siv it 190.31.33 32.43.13
De ces observations, on tire
d6 = 2280", 7, get=aTd 1l 86" — 188", 2,

36 —— 3", 4767, 626’ = — 5",5387, 026 — — 0,03326.

En prenant ensuite pour époque, le 13 novembre, & 17", temps
moyen, on a
i—=—131, {' =—13, == Fiend b e
La formule qui exprime I'ascension droite, apres le nombre =z de
jours complés depuis I'époque, sera done
173°39' 21"+ 2131",95 — 4", 541 32,
On trouvera pareillement que la déclinaison sera exprimée par la
formule
1841 11" +1477", 95 + 4", 4748 22,
En faisant successivement dans ces formules =z ——6, z=—o,
z =06, on aura les trois ascensions droites et les trois déclinaisons

suivantes :

Ascension droite. Déelinaison.
170. 3,96 16.16. 5
173.39.21 18.41.11
177. 9.49 211140

En calculant ensuite les trois longitudes et les trois latitudes cor-
respondantes, on trouve

alzlﬁi'.}ﬁfi‘.z!;: lG',:nn.I 0'.3{;;

o = 166.38.26, =1I4.30:32;

ol ==168.41.18, g'—18.15.23;
d’ou l'on tire

a = 0,360605, b—=—o0,277611,

h = o0,612729, { = 0,078733.
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5% On déterminera la longitude de la Terre vue du Soleil, a 'instant
que I'on a choisi pour époque; soient
A cette longitude;

R la distance correspondante de la Terre au Soleil;
R’ la distance qui répend & la longitude A + go° de la Terre.

On formera les trois équations

2

(1) e a’%éé-hﬂllxcos(z&—a)%—ng,

(2) ),:Egi_ﬂ_(j_\—a)(. r)_.bj

2a R P 2a
0:__"?'3—1-' GE‘Z‘!_}. (_ylangﬂ-i—j—x—)g
cos*
(3 ) 1108 + 2y [(R’——l)cos(A—a)_Sin“:TT_“_}]
R : cos(A —a) 1 9
_ ! +2ax ‘(R—:)sm(Ama)—g—__{_“__aJ o

Pour tirer de ces équations les valeurs des trois inconnues x, y
et r, il sera beaucoup plus commode d’employer, au licu des coefi-
cients connus, leurs logarithmes. On fera une premiére supp.osition
pour x; on le supposera, par exemple, égal a 'unité, et 'on en tirera,
au moyen des équations (1) et (2), les valeurs de r et de y; on substi-
tuera ensuite ces valeurs dans I’équation (3), et, si le reste est nul, ce
sera une preuve que la valeur de  a été bien choisie; mais, si ce reste
est négatif, on augmentera la valeur de «, et on la diminuera si le
reste est positif; on aura ainsi, au moyen d’un petit nombre d’essais,

- les véritables valeurs de @, y et r; mais, comme ces inconnues peu-
vent étre susceptibles de plusieurs valeurs, il faudra choisir celle qui
satisfait exactement, ou a peu prés, a 'équation

a®sinf cos B)

[
Sy::-—x(letangﬁ-;-;ﬁ_._ -

R sinf cosf I- I
f - Tcos(A—a)(Jﬁ— m)-
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Il faudra méme employer cette équation de préférence i I’équa-.
tion (2), si 'on a /> b; et alors ce sera I'équation (2) qui servira de
vérification. ]

Ayant ainsi les valeurs de «, y et 7, on formera la quantité

P— Eﬂ%(y—}-k.rtang@) + Ry cos(A —a)
+ [(ll’—-l)ccs(A — ) — Ei—[-]{—!:i_:ﬁ—l + Razsin(A —a) +~R(R'—1).

La distance périhélie D de la cométe sera
D—r—1py

le cosinus de 'anomalie v de la comote sera

d’ott 'on conclura, par la Table du mouvement des cométes, le temps
employé a parcourir I'angle u; et, pour avoir 'instant du passage par
le périhélie, il faudra ajouter ce temps & I'époque si P est négatif, et
le soustraire si P est positif, parce que, dans le premier cas, la co-
meéte s'approche du périhélie, et'que, dans le second cas, elle s’en
éloigne.
6° Relativement a la comete de 1773, 'époque étant fixée comme

ci-dessus au 13 novembre, & 17" temps moyen, on a

AS=hatr LipT,

R =0,98837,

R'= 0,08816.

Les équations (1), (2) et (3) deviennent
r? = 1,06794 2* — 0,818337 x 4- 0,976877,
al
Y = 1,29204 -+ 0,38/g23 = + .I.’_‘?T‘gég,

0 = y*+ 0,130036 2% 4 (0,260646 y + 0,654355 z)?

-+ 1,85179 7 — 0,204309x -+ 1,02367 — ;-
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Je trouve, avec peu d’essais,

Z =1,60171D,
Y =—0,34113,

logr = 0,1905079.

Ces valeurs satisfaisant & trés peu prés a Péquation (4), j’en conclus
qu’elles doivent étre adoptées; je forme donc & leur moyen la quan-

tité P, et je trouve
P = 0,9448,

ce qui donne
D =1,10434,

v = 64°53 19",

Le signe de P étant positif, la comete a déja passé par son périhélie;
d’ou je conclus que ce passage a eu lieu le 5 septembre & 21"14™,

temps moyen a Paris.

Détermination exacte des éléments de Uorbite lorsque l'on connail a
peu prés la distance périhelie et Uinstant du passage de la comete par

ce point.

7° On choisira trois observations éloignées de la cométe; en partant
ensuite de la distance périhélie et de I'instant du passage par ce point,
déterminés par ce qui précéde, on calculera facilement les trois ano-
malies de la comete et les trois rayons vecteurs correspondants aux
instants des trois observations. Soient v, v, u” ces anomalies, celles
qui sont de cotés différents du périhélie devant étre supposées de
signes contraires; soient, de plus, r, 7/, 7 les rayons vecteurs corres-
s pondants de la cométe; on aura les angles compris entre r et r', et
entre r et 7, en soustrayant I'une de I'autre les anomalies correspon-
dantes. Soient U le premier de ces angles et U’ le second.
Nommons encore

a, o', «” les trois longitudes géocentriques observées de la comete;
0, 0, 0 ses trois latitudes géocentriques;
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4 Gy C” les trois longitudes correspondantes du Soleil ;
R, R’, R” ses trois distances i la Terre;

6, &, 6” les trois longitudes héliocentriques de la cométe;
o, o, w’ ses trois latitudes héliocentriques.

Cela posé :

On imaginera la lettre S au centre du Soleil, la lettre T au centre de
la Terre, la lettre C an centre de la comete, et la lettre € & sa projec-
tion sur le plan de I'écliptique. On aura I'angle STC’ en prenant la
différence des longitudes géocentriques de la comete et du Soleil; en
multipliant ensuite le cosinus de cet angle par celui de la latitude
géocentrique 0 de la comete, on aura le cosinus de I'angle STC; dans
le triangle rectiligne STC, on connaitra donc I'angle STC, le coté ST
ou R, et le coté SC ou r; on aura ainsi, par les régles de la Trigono-
métrie rectiligne, 'angle CST. On aura ensuite la latitude héliocen-
trique & de la cométe, au moyen de I'équation

A 8infsinGST
sinC1's

L’angle TSC' est Ie coté d’un triangle sphérique rectangle dont ’hy-
poténuse est I'angle TSC, et dont un des cotés est 'angle =; d’oti 'on
tire aisément TSC’ et, par conséquent, la longitude héliocentrique & de
la comete. On aura de la méme maniere o', 6/, 5" et €7, et les valeurs
de 6, &, 6” feront aisément connaitre si le mouvement de la comete
est direct ou rétrograde.

Si I'on congoit les deux arcs de latitude = et o réunis au pole de
I’écliptique, ils y formeront un angle égal & 6 — €, et, dans le triangle
sphérique formé par cet angle et par les cotés go® — w et go®— o', le
coté opposé a I'angle 6" — & sera I'angle au Soleil compris entre les
deux rayons vecteurs r et 7. On le déterminera facilement par les
analogies connues de la Trigonométrie sphérique ou par la formule
suivanle

cosV ——cos(68'— 8) cosw cosw'+ sinw sinw’,

dans laquelle V représente cet angle.
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En nommant pareillement V' I'angle formé par les deux rayons vec-
teurs 7 et 77, on aura

cos V= cos(8"— 6) cosw cosw’+ sinw sinm”.

Maintenant, si la distance périhélie et I'instant du passage de la
comete par ce point étaient exactement déterminés, on aurait

V=[] el YEE= Y
mais, comme cela n’arrivera presque jamais, on supposera
m=U-Y, n=U'—Y.L

Nous observerons ici que le calcul du triangle STC donne, pour
I'angle CST, deux valeurs différentes, savoir CST et 180°— 2STC—CST.
On aura ainsi deux valeurs différentes pour chacune des quantités &,
o, &, %, 6", w". Le plus souvent, la nature du mouvement de la comete
fera connaitre la valeur de CST dont on doit faire usage, surtout si ces
deux angles sont trés différents; car alors 'un d’eux placera la cométe
pl.us loin que I'autre de la Terre, et il sera facile de reconnaitre par le
mouvement apparent de la comete, & 'instant de I'observation, lequel
des deux angles doit étre préféré; dans un grand nombre de cas, I'un
d’eux sera négatif et devra par conséquent étre rejeté; mais, s’il res-
tait de I'incertitude 2 cet égard, on pourra toujours déterminer les
véritables valeurs de €, €, €7, en observant de prendre pour € et & les
deux angles qui rendent V tres peu différent de U, et de prendre pour
6 et £” les deux angles qui rendent V’ trés peu différent de U'.

On fera ensuite une seconde hypothese, dans laquelle, en conser-

= vant le méme instant du passage par le périhélie que ci-dessus, on
fera varier la distance périhélie d’une petite quantité, par exemple
de la cinquantiéme partie de sa valeur, et 'on cherchera, dans cette
hypothése, les valeurs de U — V et de U’— V. Soient alors

m'=U—Y, n=uU—V',

Enfin on formera une troisitme hypothése, dans laquelle, en con-
OEupres de L., — X. 18
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servant la méme distance périhélie que dans la premiere, on fera va-
rier d'un demi-jour ou d’un jour, plus ou moins, I'instant du passage
par le périhélie. On cherchera, dans cette nouvelle hypothese, les va-
leurs de U — V et de U'— V’. Soient alors

m'=U—-Y, n'=U'— V',

Cela posé, si I'on nomme w le nombre par lequel on doit multiplier la
variation supposée dans la distance périhélie pour avoir la véritable,
et 2 le nombre par lequel on doit multiplier la variation supposée dans
Pinstant du passage par le périhélie pour avoir ce véritable instant ;
on aura les deux équations

w(m—m')+t(m—m")=m,

u(n —n'y +t(n —n") =n;

d’ot1 'on tirera u et ¢, et, par conséquent, la distance périhélie cor-
rigée et le véritable instant du passage de la comete par ce point.

8¢ Si I'on nomme ; la position du nceud qui serait ascendant si le
mouvement de la comete était direct, et ¢ 'inclinaison de 'orbite, on

aura
i tangw’ sin€ — tangw sin €'
N8/ = langw’ cosé — langw cos6'
__ tangw’
PheY == sin (6'— )
ou

tangm’ sin6 — tangw sin6”

a8/ = fingw cos6 — tangw cosB"’
__ tangm’
W0E? = Sn(E'—J)

Supposons que, pour déterminer les angles j et g, on se serve des
deux dernieres formules, il est visible que la tangente de j peut éga-
lement appartenir aux deux angles j et 180°- 7, 7 étant le plus petit
des angles positifs auxquels elle puisse apparlcr;ir. Pour déterminer
lequel de ces deux angles il faut employer, on observera que ¢ et
tangg doivent étre positifs, et qu’ainsi sin(6”— j) doit étre de méme
signe que tangs”; cette condition déterminera I'angle 7, et cet angle
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sera la position du neeud ascendant, si le mouvement de la cométe est
direct; mais, si ce mouvement est rétrograde, il faut lui ajouter 180°
pour avoir la position de ce neeud.

L’hypoténuse du triangle sphérique rectangle, dont 6”— j et »” sont
les cotés, est la distance de la comete au neeud dans la troisieme
observation, et la différence entre cette hypoténuse et v” est I'inter-
valle entre le neeud et le périhélie, compté sur I'orbite; d’ott 'on con-
clura facilement la position du périhélie sur Uorbite.

9° Appliquons cette méthode a la cométe de 17735 pour cela, nous
choisirons les trois positions suivantes de la cométe, savoir : celle du
13 octobre & 17", temps moyen & Paris; celle du 3o décembre & 18",
temps moyen; et celle du 1** avril 1774 & midi, temps moyen. Les
observations donnent, pour ces instants,

oe=153, 02225 B 3 iatain;
o/ =176. 6.23, O'= £43.45.46,
a=137.25.33, gi="" 6T 4h"2b:

on a d’ailleurs

1 =621 7.41,
=0 10: 0083,
C'=o0.11.48.36,

logR = 9,9983500,
logR’ = 9,0925630,

logR"= 0,0002301.

On formera une premiére hypothese, dans laquelle la distance péri-
hélie sera, comme on I'a trouvée ci-dessus, égale & 1,10434; et le pas-
sage par ce point a eu lieu le 5 septembre 1773 & 21"14™, temps
moyen & Paris. On trouvera, dans cette hypothése,

v = 41°26'59",

logr = o,1012104,

d’ott 'on conclura d’abord

U = 4ho55'3g,

et ensuite
4°31' 2,

6 = 117°59'57Y,

@ = —
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u'= 860 22/ 38",
logr'=o0,3175230,

w= 33:43/47",
Bl= [['.3034.*38»’

v'—106°57'8",
log "= 0,4938384;

Uf: 6503()!9#

w'= fg°28'15",
b= 610 bl
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ce qui donne
Y = 44°44' 50, V'=65°35'47,
partant
m=10'49", n——>5'38";
la suite des valeurs de &, €/, 6” indique un mouvement direct.

On formera une seconde hypothése, dans laquelle on conservera le
méme instant du passage par le périhélie que dans la premiere, et I'on
augmentera la distance périhélie de o,012; et 'on trouvera, dans cette
hypothese,

m'=14'5", ni==61a9%

Enfin on formera une troisitme hypothese, dans laquelle, en con-
servant la méme distance périhélie que dans la premiére, on fera
varier d’un jour l'instant du passage par le périhélie, en le fixant au
5septembre a 21" 14™, temps moyen; cette hypothese donnera

m'=— ab'2q", nf=—"14"18",

Au moyen de ces valeurs de m, m/, ..., on formera les deux équa-
tions
2178t — 198u = 649,
2320t — 71000 = — 338;
d’ott 'on tire
t = 0,48547, 1w = 2,0624.

La variation supposée dans l'instant du passage par le périhélie
étant d’un jour, on aura le véritable instant en retranchant du 5 sep-
tembre 21" 14™ un jour multiplié par 0,48547, ce qui donnera, pour
cet instant, le 5 septembre a 9"34™55%, temps moyen & Paris.

Pareillement, la variation supposée dans la distance périhélie étant
0,012, on aura la véritable correction de cette distance en multipliant
0,012 par 2,0624, ce qui donnera 1,12909 pour la distance périhélie
corrigée.

Au moyen de ces ¢léments, on trouvera

L 40.30'.36', o'= 49? 27.47,
8 =81 18.42%30] 6" —161. 6.18,

u" =105.58.50.
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D’ott 'on conclut le lieu j du nceud ascendant dans 4°1°11'27" et
P'inclinaison de 'orbite de 61°14°43”. On aura la distance de la comete
au nceud dans la derniere observation, en prenant ’hypoténuse du
triangle rectangle dont €”—j et &” sont les cotés, ce qui donne
60°5'56” pour la distance de la cométe a son neeud sur P'orbite. Sa
distance au périhélie étant 105°58'50”, le périhélie est moins avancé
que le neeud, sur Porbite, de 45°5254”; en retranchant cette quantité
du lieu j du nceud, on aura pour le lieu du périhélie sur P'orbite
2°15°18'33". On a donc, pour les véritables éléments de Iorbite de la
cométe de 1773 :

Distance périhélie. ....... caeve 1,12009

5 septembre. Instant du passage par le périhélie. g"34™55%, temps moyen 4 Paris
Lieu du périhélie sur Porbite ..... 2°15°18'33"
Lieu du noeud aseendant......... 4. 1.11.27
Inclinaison de l'orbite............  6r.14.43

Le sens du mouvement de la cométe est direct.

Application de la méthode précédente a la seconde comete de 1781,
par M. Micna.

10° Les observations que 'on a choisies pour calculer I'orbite de
cette comete sont réduites en longitude et latitude. Elles sont, de
plus, rapportées a la méme heure du jour, savoir a 8%29™44%, temps
moyen a Paris. Voici ces observations :

Longitude

de la cométe. Latitude boréale.
> 14 novembre..... 307? 14.45'=6 55?,7'_ 9=
17 » i e = b 17.12 =7
19 » veess  306.51.26=6" 39.14.48 ="
22 » vaves  306.44.53 = 6" 33.49. 1=1"
25 » e 306.5!.37:6"" 29'58'43:Yw

Il faut ici faire usage de la méthode du 3°, . -
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En prenant pour époque le 19 novembre a 8"2g™44¢, on a
{=—15, '=—a2, L0, B e 2==0,

ce qui donne

36 s B kg dy =—3.29.54,0,
d8' ——3. 3,0, dy' =—2.31.12,0,
86" —=—a.11,0, dy" =—1.48.35,667,
ge¥i—= i1 5,53, 0y” =—1.16.46,0;
826 = 32,266, oty =13.45,4,

826'=—= 10,4, o%y'= 8.31,267,
826"— 10,043, o*y'= 5.18,278;

036 =— 2",733, o'y = — 39", 2666,
0*8'= 0,0081, 0%y =— 24", 1236;
0*8 = 0",2546, oty =1",3766.

La formule (p) du 2° devient ainsi

306v51'26"— 153", 46 5 + 10",54 52,

et la formule (¢) du méme numéro devient
39° 14/ 48"— 7855",165 + 5357, 4 32,
d’out 'on a conclu
o = 306°51' 26",
a — — 0,0432501, b =0,345366,
0=39°14'48",
h=—1,213844, l=17,54354;

on a ensuite, & 'époque,
A = 57059' 4",

R = 0,987248, R'= 0,988820.

De plus, la variation du mouvement de la comete en latitude étant
considérablement plus grande que celle de son mouvement en longi-
tude, il faut ici faire usage de 'équation (4), préférablement a I’équa-
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tion (2); les équations (1), (3) et (4) du 5° deviennent ainsi

(1) r2=1,667387 2*— 0,7106137 2 +- 0,974653,

0'= y*4- 0,00187057 2%+ (0,8169372y — 3,691334 2)*
(3) — 1,8820446y + 0,0324357 2 +1,0260006 — ;,
(4) y=>5,9710142 + cﬁ?%il_ﬁqz — 0,04086053.

Ces trois équations ont donné
& — 0,39107,
y = 2,258835,
r =o0,9755798.

Ces valeurs satisfont encore & I'équation (2) aussi bien qu'on doit
I'attendre d’une équation qui ne peut étre fort exacte, & cause du peu
de mouvement de la comete en longitude. En les substituant dans

I'expression de P, on a trouvé
P = — 0,185628.

Le signe négatif de P fait connaitre que la comete n’a pas encore
atteint son périhélie; on a trouvé ensuite la distance périhélie

D = 0,9583500,

I'anomalie v delacométe égale d15°16'24”, ce quirépond a101°%%, 4034 ;
d’ou P'on a conclu que le passage au périhélie a eu lieu le 29 no-
vembre & 18" 10™34¢, temps moyen & Paris.
Pour corriger ces éléments par la méthode du 7°, on a fait usage
2 des trois observations suivantes :

Temps moyen

a Paris.
Saec iy mikis 0 0
1781. g oct. 416.50. 0... @ =12{.27.42" 0= o.11.40
17 nov.a 8.29.44... o'=306.57.32 0'=44.17.12
20 déc.a 6. 6.30... ao'= 306.17.59 - 0"=17.34.25
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De plus, on a

B — 197? 13.44, LogR = 9,998864,
C'—235.55.43, LogR'= 9,994602,
C"= 26g.20.35, LogR"= 9,992748.

Cela posé, on a formé une premiere hypothése, dans laquelle la dis-
tance périhélie est 1a méme que celle qui vient d’étre déterminée,
c’est-d-dire égale a 0,9583509, et le passage par le périhélie a eu lieu
le 29 novembre & 18" 10™34%, temps moyen & Paris; on a trouvé, dans

cette hypothese,
m=17'49",
HE=—16500%

et la suite des valeurs de €, € et 6” a indiqué un mouvement rétro-
grade.

On a formé une seconde hypothese, dans laquelle on a augmenté la
distance périhélie de 0,003, et I'on a conservé I'instant du passage
par ce point. Cette hypothese a donné

m/=-—353'53",

n! = — 12'54".

Enfin on a formé une troisieme hypothese, dans laquelle, en con-
servant la méme distance périhélie que dans la premiére, on a fait
varier de ol,25 l'instant du passage par le périhélie, que I'on a ainsi
fixé au 29 novembre & 12"10™31% et I'on a trouvé, dans cette der-

niere hypothése,
m'"= 48'16",

ni—natid’
De ces valeurs on a tiré les deux équations

3r02u — 18292 =10069,
1790u — 617¢—=1016,
ce qui a donné
u = 0,881406, ¢ = 0,910400,
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d’otr I'on a conclu
La vraie distance périhélie = 0,9609951,

Le véritable instant du passage par le périhélie, le 2g novembre
a 12h42m 65, temps moyen a Paris.

Avec ces valeurs, on a trouveé

w=10'33"4, o'=27°11'56"%,
6= n7oalanE G 5 460386031,

vi==n0°Tn 23",

d’ott 'on a tiré, par le 82,

Lieu du nceud ascendant........o....veenerenn... cers 7702255
Inelinaison de I'orbite.,........., P T U o e s A 27.12. 4
Lieu du périhélie.............. S 16. 3. 7

En rassemblant donc tous ces éléments, on a eu, pour les véritables
¢léments de 'orbite de la seconde comete de 17871 :

Distance périhélie............. i R 0,960995 1
ho w3
29 nov. Temps moyen du passage au périhélie........ 12.42.46
Lieu du périhélie sur lorbite............ e e 3G
Position du neeud aseendant . ... .oouehie e 77.22.55
Inclingison de l'orbite.Jith . tis BB i das & 27.12. §

Le mouvement de la cométe est rétrograde.

Remarque. — Lorsqu'une comete commence a paraitre, on est cu-
ricux de connaitre & peu prés ses éléments pour savoir si elle res-
semble & quelques-unes des cométes déja observées; dailleurs, la
connaissance approchée de sa route apparente peut étre utile aux
astronomes pour les diriger dans leurs observations. Or il sera facile,

= par la méthode des n° 1° et suivants, de déterminer a peu pres sa dis-
tance périhélie et I'instant de son passage par ce point, au moyen des
premieres observations de la comete; mais il faudra, pour corriger
ces ¢léments, attendre des observations éloignées entre elles. Les
n° 7° et suivants renferment une méthode facile pour y parvenir et
pour en déduire les autres éléments de 'orbite; mais, si 'on veut

OFBuvres de I.. — X. 19
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avoir ceux qui résultent de la distance et de I'instant du périhélie,
trouvés par la premiére approximation, on les obtiendra de cette ma-
niere :

On choisira les deux observations les plus éloignées que I'on ait
déja, et 'on déterminera par le n° 7°, et en faisant usage de la distance
et de 'instant du périhélie, trouvés par la premiere approximation, la
longitude et la latitude héliocentrique de la cométe, aux instants de
ces observations. Soient £ el = ces quantités relativement i la pre-
miere observation; 6” et »” ces mémes quantités relativement a la
seconde, et v” I'anomalie de la cométe correspondante i cette seconde
ohservation. Les valeurs de & et &” feront connaitre si le mouvement
de la comite est direct ou rétrograde; et les formules du n° 8° donne-
ront I'inclinaison de l'orbite, la position de son neeud ascendant et
celle du périhélie.

Je terminerai ce Mémoire en invitant les observateurs a déterminer
au moins quatre positions de chaque comete, a peu pres équidistantes,
et les plus éloignées qu’il est possible, avec toute la précision que I'on
doit attendre de la perfection actuelle de 1'Astronomie; il serait bon
de rapporter, dans ces observations, la cométe & la méme étoile, ou a
des étoiles dont on vérifierait de nouveau la position. Non seulement
ces observations fixeraient exactement les éléments de son orbite, sur
lesquels les erreurs des Catalogues, relativement aux étoiles placées
hors du zodiaque, laissent quelquefois beaucoup d’incertitude, mais
elles nous donneraient encore des lumiéres sur le retour périodique
de la comete et sur les altérations qu'elle a pu éprouver par I'action
des planeétes, ce qu'il est impossible de reconnaitre au milien des
erreurs des observations, lorsqu’elles sont rapportées a des étoiles
dont la position est incertaine.
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MEMOIRE SUR LA CHALEURY

Mémoires de U’ Académie royale des Sciences de Paris, année 1780} 1784 (%).

Ce Mémoire est le résultat des expériences sur la chaleur, que nous
avons faites en commun, M. de Lavoisier et moi, pendant I'hiver der-
nier; le froid peu considérable de cette saison ne nous a pas permis
d’en faire un plus grand nombre; nous nous étions d’abord proposeé
d’attendre, avant que de rien publier sur cet objet, qu’un hiver plus
froid nous ett mis a portée de les répéter avec tout le soin possible et
de les multiplier davantage; mais nous nous sommes déterminés a
rendre public ce travail, quoique trés imparfait, par cette considé-
ration que la méthode dont nous avons fait usage peut étre de quelque
utilité dans la théorie de la chalear, et que sa précision et sa généra-
lité pourront la faire adopter par d’autres physiciens qui, placés au
nord de I'Europe, ont des hivers trés favorables a ce genre d’expé-
riences. y

Nous diviserons ce Mémoire en quatre articles : dans le premier,
nous exposerons un moyen nouveau pour mesurer la chaleur; nous
présenterons, dans le second, le résultat des principales expériences

= que nous avons faites par ce moyen; dans le troisiéme, nous examine-
rons les conséquences qui suivent de ces expériences; enfin, dans le
quatrieme article, nous traiterons de la combustion et de la respi-
ration.

(1) Par MM. Lavoisier et de la Place.
(%) Lu a I'’Académie le 18 juin 1783.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



150 MEMOIRE SUR LA CHALEUR.

ArTicLe .

Exposition d’'un nouveau moyen pour mesurer la chaleur.

Quelle que soit la cause qui produit la sensation de la chaleur, elle
est susceptible d’accroissement et de diminution, et sous ce point de
vue elle peut étre soumise aun caleul; il ne parait pas que les anciens
aient eu I'idée de mesurer ses rapports, et ce n’est que dans le dernier
siecle que I'on a imaginé des moyens pour y parvenir. En partant de
cette observation générale, qu'une chaleur plus ou moins grande fait
varier sensiblement le volume des corps, et principalement celui des
fluides, on a construit des instruments propres a déterminer ces chan-
gements de volume; plusieurs physiciens de ce siecle ont perfectionné
ces instruments, soit en déterminant avec précision des points fixes
de chaleur, tels que le degré de la glace et celui de I'eau bouillante &
une pression donnée de I'atmosphére, soit en cherchant le fluide dont
les variations de volume approchent le plus d’étre proportionnelles
aux variations de la chaleur; en sorte qu’il ne reste plus & désirer,
relativement & sa mesure, qu’un moyen sur d’en apprécier les degrés
extrémes.

Mais la connaissance des lois que suit la chaleur, lorsqu’elle se ré-
pand dans les corps, est loin de cet état de perfection nécessaire pour
soumettre a 'analyse les problemes relatifs & la communication et aux
effets de la chaleur, dans un systeme de corps inégalement échauffés,
surtout quand leur mélange les décompose et forme de nouvelles com-
binaisons. On a déja fait un grand nombre d’expériences intéressantes,
d’otv il résulte que dans le passage de I’état solide a I'état fluide, et de
ce dernier état i celui de vapeurs, une grande quantité de chaleur est
absorbée, soit qu’elle se combine dans ce passage, soit que la capacité
de la matiere pour la contenir augmente; on a de plus observé qu’a
température égale les différents corps ne renferment point, sous le
méme volume, une égale quantité de chaleur, et qu’il y a entre eux, a
cet égard, des différences indépendantes de leurs densités respectives;
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on a méme déterminé les rapports des capacités de plusieurs sub-
stances pour contenir la chaleur, et comme, & la surface de la terre,
les corps méme les plus froids n’en sont pas entierement privés, on a
cherché a connaitre les rapports de la chaleur absolue, & ses variations
indiquées par les degrés du thermometre; mais toutes ces détermina-
tions, quoique fort ingénicuses, sont fondées sur des hypotheses
qui demandent encore a étre vérifiées par un grand nombre d’expé-
riences.

Avant que d’aller plus loin, il importe de fixer d'une maniere pré-
cise ce que nous entendons par ces mots : chaleur libre, capacité de
chaleur ou chaleur spécifique des corps.

Les physiciens sont partagés sur la nature de la chaleur; plusieurs
d’entre eux la regardent comme un fluide répandu dans toute la
nature et dont les corps sont plus ou moins pénétrés, a raison de leur
température et de leur disposition particuliére a le retenir; il peut se
combiner avec eux, et, dans cet état, il cesse d'agir sur le thermo-
métre et de se communiquer d'un corps i 'autre; ce n’est que dans
I'état de liberté, qui lui permet de se mettre en équilibre dans les
corps, qu'il forme ce que nous nommons chaleur libre.

D’autres physiciens pensent que la chaleur n’est que le résultat des
mouvements insensibles des molécules de la matiere. On sait que les
corps, méme les plus denses, sont remplis d'un grand nombre de
pores ou de petits vides, dont le volume peut surpasser considérable-
ment celui de la matiére qu'ils renferment; ces espaces vides laissent
a leurs parties insensibles la liberté d’osciller dans tous les sens, et il
est naturel de penser-que ces parties sont dans une agitation conti-
nuelle qui, si elle augmente jusqu’a un certain point, peut les désunir
et décomposer les corps; c¢'est ce mouvement intestin qui, suivant les
physiciens dont nous parlons, constitue la chaleur.

Pour développer cette hypothese, nous observerons que, dans tous
les mouvements dans lesquels il n’y a point de changement brusque,
il existe une loi générale que les géometres ont désignée sous le nom
de principe de la conservation des forces vives; cette loi consiste en ce
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que, dans un systéme de corps qui agissent les uns sur les autres
d’une maniere quelconque, la force vive, c’est-a-dire la somme des
produits de chaque masse par le carré de sa vitesse, est constante. Si
les corps sont animés par des forces accélératrices, la force vive est
égale & ce qu’elle était a 'origine du mouvement, plus a la somme des
masses multipliées par les carrés des vitesses dues  I'action des forces
accélératrices. Dans ’hypothese que nous examinons, la chaleur est la
force vive qui résulte des mouvements insensibles des molécules d'un
corps; elle est la somme des produits de la masse de chaque molécule
par le carré de sa vitesse. -

Si 'on met en contact deux corps dont la température soit diffé-
rente, les quantités de mouvement qu’ils se communiqueront réci-
proquement seront d’abord inégales; la force vive du plus froid
augmentera de la méme quantité dont la force vive de l'autre dimi-
nuera, et cette augmentation aura lieu jusqu’a ce que les quantités de
mouvement communiquées de part et d’autre soient égales; dans cel
état, la température des corps sera parvenue a 'uniformité.

Cette maniére d’envisager la chaleur explique facilement pourquoi
I'impulsion directe des rayons solaires est inappréciable, tandis qu’ils
produisent une grande chaleur. Leur impulsion est le produit de leur
masse par leur simple vitesse; or, quoique cette vitesse soil excessive,
leur masse est si petite que ce produit est presque nul; au lieu que,
leur force vive étant le produit de leur masse par le carré de leur
vitesse, la chaleur qu'elle représente est d’un ordre trés supérieur a
celui de leur impulsion directe. Cette impulsion sur un corps blanc
qui réfléchit abondamment la lumiere est plus grande que sur un
corps noir, et cependant les rayons solaires communiquent au pre-
mier une moindre chaleur, parce que ces rayons, en se réfléchissant,
emportent leur force vive qu’ils communiquent au corps noir qui les
absorbe.

Nous ne déciderons point entre les deux hypotheses précédentes;
plusicurs phénomenes paraissent favorables a la derniére : tel est, par
exemple, celui de la chaleur que produit le frottement de deux corps
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solides; mais il en est d’autres qui s’expliquent plus simplement dans
la premiere; peut-étre ont-elles lieu toutes deux a la fois. Quoi qu'il
en soit, comme on ne peut former que ces deux hypothéses sur la
nature de la chaleur, on doit admettre les principes qui leur sont com-
muns : or, suivant 'une et 'autre, la quantité de chaleur libre reste
toujours la méme dans le simple mélange des corps. Cela est évident si
la chaleur est un fluide qui tend a se mettre en équilibre, et, si elle
n’est que la force vive qui résulte du mouvement intestin de la ma-
tiere, le principe dont il s’agit est une suite de celui de la conservation
des forces vives. La conservation de la chaleur libre, dans le simple
mélange des corps, est donc indépendante de toute hypothese sur la
nature de la chaleur; elle a été généralement admise par les physi-
ciens, et nous 'adopterons dans les recherches suivantes.

Si la chaleur est un fluide, il est possible que dans la combinaison
de plusieurs substances elle se combine avec elles ou qu’elle s’en
dégage; ainsi rien n'indique a priord que la chaleur libre est la méme
avant et aprés la combinaison; rien ne 'indique encore dans I'hypo-
these ou la chaleur n’est que la force vive des molécules des corps,
car les substances qui se combinent agissant l'une sur I'autre en
vertu de leurs affinités réciproques, leurs molécules sont soumises
a l'action de forces attractives qui peuvent changer la quantité de
leur force vive et, par conséquent, celle de la chaleur; mais on doit
admettre le principe suivant comme étant commun aux deux hypo-
theses :

St dans une combinaison ou dans un changement d’état quelconque,
il y a une diminution de chaleur libre, cette chaleur reparaitra tout
enticre lorsque les substances reviendront a leur premier état; et reci-
proquement, st dans la combinaison ou dans le changement d’état, il y
a une augmentation de chaleur libre, cette nouvelle chaleur disparaitra
dans le retour des substances a leur état primitif.

Ce principe est d’ailleurs confirmé par I'expérience, et la détonation
du nitre nous en fournira dans la suite une preuve sensible. On peut

OFuvresde L. — X. 20
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le généraliser encore et I'étendre & tous les phénoménes de la chaleur
de la maniere suivante : Toules les variations de chaleur soit réelles, soit
apparentes, qu'éprouve un systéme de corps en changeant d’état, se repro-
duisent dans un ordre inyerse lorsque le systéme repasse a son premier
état. Ainsi les changements de la glace en eau et de I'eau en vapeurs
font disparaitre au thermometre une quantité considérable de chaleur
qui reparajt dans le changement de I'eau en glace et dans la conden-
sation des vapeurs. En général, on fera rentrer la premiere hypothese
dans la seconde en y changeant les mots de chaleur libre, chaleur com-
binée et chaleur dégagée, dans ceux de force vwe, perte de force vive et
augmentation de force vive.

Dans l'ignorance olt nous sommes sur la nature de la chaleur, il ne
nous reste qu’a bien observer ses effets dont les principaux consistent
a dilater les corps, a les rendre fluides et & les convertir en vapeurs.
Parmi ces effets, il faut en choisir un, facile & mesurer, et qui soit
proportionnel & sa cause; cet effet représentera la chaleur, de méme
qu'en Dynamique nous représentons la force par le produit de la
masse et de la vitesse, quoique nous ignorions la nature de cette
modification singuliére, en vertu de laquelle un corps répond succes-
sivement & différents points de I'espace. L'effet par lequel on mesure
ordinairement la chaleur est la dilatation des fluides et principale-
ment celle du mercure : la dilatation de ce dernier fluide est, suivant
les expériences intéressantes de M. de Luc, a tres peu prés propor-
tionnelle & la chaleur, dans tout 'intervalle compris entre le degré de
la glace et celui de I'eau bouillante; elle peut suivre une loi différente
dans des degrés fort ¢loignés. Nous indiquerons dans la suite un autre
effet de la chaleur, qui lui est constamment proportionnel, quelle que
soit son intensité.

Nous ferons usage du thermometre de mercure, divisé en quatre-
vingts parties égales, depuis la température de la glace fondante jus;
qu’a celle de I'eau bouillante a la pression d’une colonne de 28 pouces
de mercure; chaque partie forme un degré, et 'origine des degrés, ou
le zéro du thermométre, est le terme de la glace fondante, en sorte que
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les degrés inférieurs doivent étre considérés comme étant négatifs :
nous supposerons I’échelle de ce thermoméetre prolongée indéfiniment
au-dessous du zéro et au-dessus du degré de I'eau bouillante et divisée
proportionnellement & la chaleur. Ces divisions, qui sont & peu pres
¢gales depuis zéro jusqu’a 80°, peuvent étre fort inégales dans les
parties ¢loignées de I'échelle; mais, quelles qu’elles soient, chaque
degré mesurera toujours une quantité constante de chaleur.

Si I'on suppose deux corps égaux en masse et réduits a la méme
température, la quantité de chaleur nécessaire pour élever d'un degré
leur température peut n’étre pas la méme pour ces deux corps; et, si
Pon prend pour unité celle qui peut élever d'un degré la température
d’une livre d’eau commune, on congoit facilement que toutes les
autres quantités de chaleur, relatives aux différents corps, peuvent
élre exprimées en parties de cette unité. Nous entendrons dans la
suite par capacités de chaleur ou chaleurs spécifiques ces rapports des
quantités de chaleur nécessaires pour élever d’'un méme nombre de
degrés leur température a égalité de masse. Ces rapports peuvent varier
suivantles différents degrés de température; si, par exemple, les quan-
tités de chaleur nécessaires pour élever une livee de fer et une livre de
mercure de zéro a 1° sont dans le rapport de 3 & 1, celles qu'il faut
employer pour élever ces mémes substances de 200° & 201° peuvent
¢tre dans un rapport plus grand ou moindre; mais on peut supposer
ces rapports i peu prés constants depuis zéro jusqu’a 80°, du moins
expérience ne nous y a point fait apercevoir de différence sensible.
(Cest pour cet intervalle que nous déterminerons les chaleurs spéci-
fiques des diverses substances.

On a fait usage de la méthode suivante pour avoir ces quantités.
Considérons une livee de mercure & zéro et une livre d’eau 2 34°; en
les mélant ensemble, la chaleur de I'eau se communiquera au mer-
cure et, apres quelques instants, le mélange prendra une température
uniforme : supposons qu’elle soit de 33° et que, en général, dans le
mélange de plusieurs substances qui n’ont point d’action chimique
les unes sur les autres, la quantité de chaleur reste toujours la méme;
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dans ces suppositions, le degré de chaleur perdu par I'eau aura élevé
la température du mercure de 33°, d’ot il suit que, pour élever le
mercure & une température donnée, il ne faut que la trente-troisieme
partie de la chaleur nécessaire pour élever I'eau i la méme tempéra-
ture, ce qui revient & dire que la chaleur spécifique du mercure est
trente-trois fois moindre que celle de I'cau.

On peut de Ia tirer une regle générale et fort simple pour déter-
miner, par la voie des mélanges, la chaleur spécifique des corps; car,
si I'on nomme m la masse du corps le plus échauffé, exprimée en
parties de la livre prise pour unité; a le degré du thermometre qui
indique sa température; ¢ la chaleur nécessaire pour élever d'un
degré la température d'une livre de cette substance; si 'on désigne
par m’, @, ¢' les mémes quantités, relativement au corps le moins
échauffé; et qu'enfin 'on nomme & le degré du thermometre qui
indique la température du mélange lorsqu’elle est parvenue & 'uni-
formité, il est visible que la chaleur perdue par le corps m est en
raison de sa masse 7 et du nombre de degrés @ — & dont sa tempéra-
ture a été diminuée, multiplié par la quantité ¢ de chaleur qui peut
¢lever d'un degré la température d’une livre de cette substance; on
aura donc mq(a — b) pour 'expression de cette quantité de chaleur
perdue.

Par la méme raison, la quantité de chaleur acquise par le corps m’
est, en raison de sa masse 72 et du nombre de degrés b — a’ dont sa
température a été augmentée, multiplié par la quantité ¢/, ce qui
donne m'q'(b — @) pour I'expression de cette quantité de chaleur.
Mais, puisque ’on suppose que, apres le mélange, la quantité de cha-
leur est la méme qu’auparavant, il faut égaler la chaleur perdue par
le corps m & la chaleur acquise par le corps 72/, d’olt I'on tire

mg(a—>b)=m'q'(b—a');

cette équation ne fait connaitre ni ¢, ni ¢, mais elle donne pour leur
rapport
q _m'(b—a)

———

m(a—"0b)

9
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On aura donc ainsi le rapport des chaleurs spécifiques des deux
coi'ps m et m’, en sorte que, si I'on compare les diverses substances
de la nature 2 une méme substance, par exemple & I'eau commune,

-on pourra déterminer par ce moyen les chaleurs spécifiques de ces
substances, en parties de la chaleur spécifique de la substance &
laquelle on les rapporte.

Cette méthode, dans la pratique, est sujette & un grand nombre
d’inconvénients qui peuvent occasionner des erreurs sensibles dans
les résultats; le mélange des substances dont la pesanteur spécifique
est tres différente, telle que I'eau et le mercure, est difficile a faire de
maniere a étre assuré que toutes ses parties ont la méme température.
I faut ensuite avoir égard a la chaleur dérobée par les vases et par
'atmosphére, tandis que la température du mélange parvient a I'uni-
formité, ce qui exige un calcul délicat et sujet & erreur. On ne peut,
d’ailleurs, comparer directement par cette voie les substances qui ont
une action chimique les unes sur les autres; il faut alors les comparer
a une troisieme substance sur laquelle elles n’aient aucune action, et,
s'il n’existe point de semblable substance, il faut les comparer avec
deux corps et méme avec un plus grand nombre, ce qui, en multipliant
les rapports & déterminer les uns par les autres, multiplie les erreurs
des résultats. Cette méthode serait encore d’un usage presque impos-
sible pour avoir le froid ou la chaleur produits par les combinaisons,
et elle est absolument insuffisante pour déterminer celle que la com-
bustion et la respiration dégagent. L'observation de ces phénomenes
étant la partie la plus intéressante de la théorie de la chaleur, nous
avons pensé qu'une méthode propre a les déterminer avec précision
serait d'une grande utilité dans cette théorie puisque, sans son
secours, on ne formerait sur leur cause que des hypothéses dont il
serait impossible de faire voir I'accord avec I'expérience. Cette con-
sidération nous a déterminés & nous en occuper d’abord, et nous
allons exposer ici celle a laquelle nous sommes parvenus et les
réflexions qui nous y ont conduits,

Si I'on fransporte une masse de glace refroidie a un degré quel-
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conque dans une atmosphere dont la température soit au-dessus du
zéro du thermometre, toutes ses parties éprouveront I'action de la
chaleur de 'atmosphere jusqu’a ce que leur température soit par-
venue & zéro. Dans ce dernier état, la chaleur de I'atmosphére s’ar-
rétera b la surface de la glace sans pouvoir pénétrer dans I'intérieur;
elle sera uniquement employée & fondre une premiere couche de glace
qui I'absorbera en se résolvant en cau; un thermometre placé dans
cette couche se maintiendra au méme degré, et le seul effet sensible
de la chaleur sera le changement de la glace en fluide. Lorsqu’en-
suite la glace viendra & recevoir un nouveau degré de chaleur, une
nouvelle couche se fondra et absorbera ainsi toute la chaleur qui lui
sera communiquée; en vertu de cette fonte continuelle de la glace,
tous les points intérieurs de sa masse se présenteront successivement
a la surface, et ce n’est que dans cette position qu’ils commenceront a
éprouver de nouveau I'action de la chaleur des corps environnants.
Que 'on imagine présentement, dans une atmosphére dont la tem-
pérature soit au-dessus de zéro, une sphére de glace creuse a la tempé-
rature de o° et dans l'intérieur de laquelle on place un corps échauffé
a un degré quelconque : il suit de ce que nous venons de dire que la
chaleur extérieure ne pénétrera point dans la cavité de la sphere et
que la chaleur du corps ne se perdra point au dehors et s’arrétera a
la surface intérieure de la cavité, dont elle fondra continuellement de
nouvelles couches, jusqu’a ce que la température de ce corps soit par-
venue & zéro. On n’a point a craindre que la fonte de la glace inté-
rieure soit due & d’autres causes qu'a la chaleur perdue par le corps,
puisque cette glace est garantie de I'impression de toute autre cha-
leur par I'épaisseur de glace qui la sépare de I'atmosphere; et, par
la méme raison, on doit étre assuré que toute la chaleur du corps,
en se dissipant, est arrétée par la glace intérieure et uniquement
employée & la fondre. De la il résulte que, si 'on recucille avec soin
I’eau renfermée dans la cavité de la sphere lorsque la température du
corps sera parvenue i zéro, son poids sera exactement proportionnel
a la chaleur que ce corps aura perdue en passant de sa température
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primitive a celle de la glace fondante, car il est clair qu'une double
quantité de chaleur doit fondre deux fois plus de glace, en sorte que
la quantité de glace fondue est une mesure trés précise de la chaleur
employée a produire cet effet.

Maintenant, rien n’est plus simple que la détermination des phéno-
meénes de la chaleur : veut-on, par exemple, connaitre la chaleur
spécifique d’un corps solide, on élévera sa température d'un nombre
quelconque de degrés; en le placant ensuite dans Uintérieur de la
sphere dont nous venons de parler, on I'y laissera jusqu’a ce que sa
température soit réduite & zéro, et 'on recueillera I'eau que son
refroidissement aura produite; cette quantité d’eau, divisée par le
produit de la masse du corps et du nombre de degrés dont sa tempé-
rature primitive était au-dessus de zéro, sera proportionnelle & sa
chaleur spécifique.

Quant aux fluides, on les renfermera dans des vases dont on aura
soin de déterminer les capacités de chaleur, et I'opération sera la
méme que pour les solides, & cela prés que, pour avoir les quantités
d’eau qui sont dues au refroidissement des fluides, il faudra soustraire
des quantités d’eau recueillies celles que les vases ont du produire.

Veut-on connaitre la chaleur qui se dégage dans la combinaison de
plusicurs substances, on les réduira toutes, ainsi que le vase qui doit
les renfermer, & la température de zéro; ensuite on mettra leur mé-
lange dans l'intérieur de la sphere de glace, en ayant soin de I'y con-
server jusqu'a ce que sa température soit nulle; la quantité d’eau
_recueillie dans cette expérience sera la mesure de la chaleur qui aura
été dégagée.

Pour mesurer le degré de froid produit dans certaines combinai-

L sons, tclles.que les dissolutions des sels, on élevera chacune des sub-
stances & une méme température, que nous désignerons par m degreés
du thermometre; ensuite on les mélera dans 'intérieur de la sphere,
et I'on observera la quantité de glace fondue par le refroidissement du
mélange jusqu’a zéro. Soit @ cette quantité; pour connaitre le nombre
de degrés dont la température des substances est abaissée par leur
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mélange au-dessous de leur température primitive 72, on élevera la
température de ce mélange & un nombre quelconque 72’ de degrés, et
'on observera la quantité de glace fondue par son refroidissement
jusqu’a zéro; soit @’ cette quantité. Cela posé, puisqu’a une quantité a’
de glace fondue répond une température 7' du mélange, il est clair
qu'a la quantité a de glace fondue doit répondre une température

égale ci:-,m’; cette température est done celle qui résulte du mélange

des substances élevées i la température 72; en la retranchant consé-

a'm— am' ;
quemment de m, on aura ———— pour le nombre des degrés de

froid produits par le mélange.

On sait que les corps, en passant de I'état solide a I'état fluide,
absorbent de la chaleur, et que, en repassant de I'état fluide a I’état
solide, ils la restituent & I'atmosphere et aux corps environnants :
pour la déterminer, représentons par m le degré du thermométre
auquel un corps commence a se fondre; en I'échauffant au degre
m — n et en le placant ensuite dans l'intérieur de la sphere, il fera
fondre, en se refroidissant jusqu’a zéro, une quantité de glace que
nous désignerons par @; en I'échauffant jusqu’au degré m —+ 7, il fera
fondre, en se refroidissant, une quantité de glace que nous désigne-
rons par @’; enfin, en I'échauffant au degré m + », il fera fondre, par
son refroidissement, une quantité de glace que nous désignerons
par a”. Cela posé, on aura @”— &' pour la quantité de glace que peut
fondre le corps dans I'état fluide, en se refroidissant de »”—n’ degrés;

d’otr il suit que, en se refroidissant de »’ degrés, il fera fondre une
n'(a"—

a' -
; . On trouvera pareillement que le

quantité de glace égale & —-—

corps, en se refroidissant de m degrés dans I'état solide, fera fondre la

quantité de glace ; en nommant donc 2 la quantité de glace que

m—n’
peut fondre la chaleur dégagée par le corps dans son passage de I'état
fluide & I'état solide, on aura, pour la quantité totale de glace que
doit fondre le corps échauffé & m + n’ degrés,

n'(a"—a') ma
gy e AL e e e |
n"—n m—n
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le premier terme de cette quantité étant da a la chaleur dégagée par
le corps avant qu’il passe a I'état solide; le second terme étant Ieffet
de la chaleur qui se développe au moment de ce passage, et le troi-
sitme terme étant di & la chaleur perdue par le corps dans son état
solide, en se refroidissant jusqu’a zéro. Si 'on égale la quantité pré-
cédente a la quantité observée @ de glace fondue, on aura

n'(a"— a') ma .
e e —=al,
iy m-—n
5 ' o
d’ott 'on tire
__n"a'—n'a’ ma
BRI m—n’

pour I'exactitude du résultat, il est avantageux de faire n et 2’ peu
considérables.

Non seulement la valeur de a sera donnée par cette expérience; on
aura de plus les chaleurs spécifiques du corps dans ses deux états de
solidité et de fluidité, puisque I'on connait les quantités de glace qu'il
peut fondre dans ces deux états, en se refroidissant d’'un nombre
donné de degrés. '

La détermination de la chaleur que développent la combustion et la
respiration n’offre pas plus de difliculté : on brilera les corps combus-
tibles dans I'intérieur de la sphére; on y laissera respirer les animaux;
mais, comme le renouvellement de 'air est indispensable dans ces
deux opérations, il sera nécessaire d’établir une communication entre
I'intérieur de la sphére et 'atmosphere qui I'environne, et, pour que
Pintroduction d’un nouvel air ne cause aucune erreur sensible dans
les résultats, il faudra faire ces expériences a une température tres
peu différente de zéro, ou du moins réduire a cette température I'air
que 'on introduit. '

La recherche de la chaleur spécifique des différents gaz est plus dif-
ficile & cause de leur peu de densité, car, si 'on se contentait de les
renfermer dans des vases comme les autres fluides, la quantité de
glace fondue serait si peu considérable, que le résultat de 'expérience
en deviendrait fort incertain; mais, si dans l'intérieur de la sphére
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on place un tuyau recourbé en forme de serpentin, que I'on établisse
dans ce tuyau un courant d’air d’une nature quelconque, et que, au
moyen de deux thermométres placés dans ce courant, I'un & son en-
trée et Pautre & sa sortie de intérieur de la sphére, on détermine le
nombre de degrés dont I'air se refroidit dans son passage, on pourra
refroidir ainsi une masse d’air considérable et déterminer avec préci-
sion sa chaleur spécifique. Le méme procédé peut étre employé pour
avoir la quantité de chaleur qui se dégage dans la condensation des
vapeurs des différents fluides.

On voit, par le détail dans lequel nous venons d’entrer, que la mé-
thode précédente s’étend a tous les phénomenes dans lesquels il v a
développement ou absorption de chaleur. On pourra toujours, dans ces
différents cas, déterminer les quantités de chaleur qui se dégagent ou
qui s’absorbent, et les rapporter & une unité commune, par exemple
a la chaleur nécessaire pour élever une livre d’eau de zéro & 80°:
ainsi 'on pourra connaitre et comparer entre elles les quantités de
chaleur que produisent les combinaisons de 'huile de vitriol avec
I'eau, de celle-ci avee la chaux vive, de la chaux vive avee Uacide ni-
treux, ete.; celles qui se dissipent dans les combustions du phosphore,
dusoufre, du charbon, du pyrophore, ete.; dansla détonation du nitre,
dans la respiration des animaux, etc., ce qui était impossible par les
moyens jusqu’ici connus.

Nous n’avons considéré une sphére de glace que pour mieux faire
entendre la méthode dont nous avons fait usage. Il serait tres difficile
de se procurer de semblables sphéres, mais nous y avons suppléé au
moyen de la machine suivante. ‘

La fig. vde la Pl I représente cette machine vue en perspectives la
Jig. 3 représente sa coupe horizontale; la coupe verticale, représentée
dans la PL 11, fig. 1, découvre son intérieur. Sa capacité est divisée en
trois parties; pour nous mieux faire entendre, nous les distinguerons
par les noms de capacite intérieure, capacité moyenne et capacité exte-
rieure. La capacité intérieure f/ff ( fig. 1 et 3, PL II') est formée d'un
grillage de fil de fer soutenu par quelques montants du méme métal ;
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c’est dans cette capacité que I'on place les corps soumis a l’expérience.
Sa partie supérieure LM se ferme au moyen d’un couvercle HG, repré-
senté séparément (PL 11, fig. 2); il est entierement ouvert par dessus,
et le dessous est formé d’un grillage de fil de fer.

La capacité moyenne bbbb ( fig. 1, PL II)) est destinée a contenir la
glace qui doit environner la capacité intérieure et que doit fondre la
chaleur du corps mis en expérience; cette glace est supportée et
retenue par une grille 7zm, sous laquelle est un tamis zr; 'un et
'autre sont représentés séparément (PL 11, fig. 4 et 5). A mesure que
la glace est fondue par la chaleur du corps placé dans la capacité in-
térieure, I'eau coule a travers la grille et le tamis; elle tombe ensuite
le long du cone ced (PL 11, fig. 1) et du tuyau @y, et se rassemble dans
le vase P placé au-dessous de la machine; 4 est un robinet au moyen
duquel on peut arréter 4 volonté I'écoulement de I'eau intérieure.
Enfin la capacité extérieure aaaaa est destinée a recevoir la glace qui
doit arréter I'effet de la chaleur de I'air extérieur et des corps environ-
nants; I'eau que produit la fonte de cette glace coule le long du
tuyau ST, que I'on peut ouyrir ou fermer au moyen du robinet 7. Toute
la machine est recouverte par le couvercle FG (PL 7, fig. 2), entiére-
ment ouvert dans sa partie supérieure et fermé dans sa partie infé-
rieure; elle est composée de fer-blanc peint & 'huile pour le garantir
de la rouille.

Pour la mettre en expérience, on remplit de glace pilée la capacité
moyenne et le couvercle HI de la capacité intérieure, la capacité exté-
rieure et le couvercle FG de toute la machine. On laisse ensuite
égoutter la glace intérieure (nous nommons ainsi celle qui est renfer-
mée dans la capacité moyenne et dans le couvercle intérieur, et qu’il
faut avoir soin de bien piler et de presser fortement dans la machine);

- lorsqu’elle est suffisamment égouttée, on ouvre la machine pour y
placer le corps que I'on veut mettre en expérience, et on la referme
sur-le-champ. On attend que le corps soit entierement refroidi et que
la machine soit suffisamment égouttée; ensuite on pese I'eau rassem-
blée dans le vase P. Son poids mesure exactement la chaleur dégagée
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par le corps, car il est visible que ce corps est dans la méme position
qu'au centre de la sphere dont nous venons de parler, puisque toute
sa chaleur est arrétée par la glace intérieure, et que cette glace est ga-
rantie de I'impression de toute autre chaleur par la glace renfermée
dans le couvercle et dans la capacité extérieure.

Les expériences de ce genre durent quinze, dix-huit ou vingt heures:
quelquefois, pour les accélérer, nous placons de la glace bien égouttée
dans la capacité intérieure, et nous en couvrons les corps (que nous
voulons refroidir.

La fig. 4 de la PL 1 représente un seau de tole destiné a recevoir
les corps sur lesquels on veat opérer; il est garni d’un couvercle ab,
percé dans son milieu et fermé avee un bouchon de liege ¢, traversé
par le tube d’un petit thermométre.

La fig. 5 de la PL I représente un matras de verre, dont le bouchon
est traversé par le tube ed du petit thermomaétre rs; il faut se servir de
semblables matras toutes les fois que I'on opére sur les acides, et en
général sur les substances qui peuvent avoir quelque action sur ces
métaux.

T (fig. 6, PL I) est un petit cylindre creux que I'on place an fond
de la capacité intérieure pour soutenir les matras.

Il est essentiel que, dans cette machine, il n’y ait aucune communi-
cation entre la capacité moyenne et la capacité extérieure, ce que I'on
éprouvera facilement en remplissant d’eau la capacité extérieure. S'il
existait une communication entre ces capacités, la glace fondue par
Patmosphére, dont la chaleur agit sur 'enveloppe de la capacité exté-
rieure, pourrait passer dans la capacité moyenne, et alors 'eau qui
s’écoule de cette derniére capacité ne serait plus la mesure de la cha-
leur perdue par le corps mis en expérience.

Lorsque la température de 'atmosphere est au-dessus de zéro, sa
chaleur ne peut parvenir que tres difficilement jusque dans la capacité
moyenne, puisqu’elle est arrétée par la glace du couvercle et de la
capacité extérieure; mais, si la température extérieure étaitau-dessous
de zéro, 'atmosphére pourrait refroidir la glace intérieure; il estdone
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essentiel d’opérer dans une atmosphere dont la température ne soit
pas au-dessous de zéro; ainsi, dans un temps de gelée, il faudra ren-
fermer la machine dans un appartement dont on aura soin d’échauffer
I'intérieur; il est encore nécessaire que la glace dont on fait usage ne
soit pas au-dessous de zéro; si elle était dans ce cas, il faudrait la
piler, I'étendre par couches fort minces et la tenir ainsi pendant
quelque temps dans un lien dont la température soit au-dessus de
ZET0. .

La glace intérieure retient toujours une petite quantité d’ean qui
adhére & sa surface, et 'on pourrait croire que cette eau doit entrer
dans le résultat de nos expériences; mais il faut observer que, au
commencement de chaque expérience, la glace est déja imbibée de
toute la quantité d’eau qu’elle peut ainsi retenir, en sorte que, si une
petite partie de la glace fondue par le corps reste adhérente a la glace
intérieure, la méme quantité, d tres peu prés, d’eau primitivement
adhérente a la surface de la glace, doit s’en détacher et couler dans le
vase P, car la surface de la glace intérieure change extrémement peu
dans I'expérience.

Quelques précautions que nous ayons prises, il nous a été impos-
sible d’empécher Pair extérieur de pénétrer dans la capacité inté-
rieure; lorsque la température est de ¢° & 10°, Pair renfermé dans
cette capacité est spécifiquement plus pesant que I'air extérieur; il
s’écoule par le tuyau «y, et il est remplacé par Pair extérieur qui
entre par la partie supérieure de la machine et qui dépose une partie
de sa chaleur sur la glace intérieure; il s'établit donc ainsi dans la
machine un courant d’air d’autant plus rapide, que la température
extérieure est plus considérable, ce qui fond continuellement la glace
intérieure; on peut arréter en grande partie I’effet de ce courant en

- fermant le robinet £; mais il vaut beaucoup mieux n’opérer que lorsque
la température extérieure ne surpasse pas 3° ou 4°, car nous avons
observé qu’alors la fonte de la glace intérieure, occasionnée par I'at-
mosphere, est insensible, en sorte que nous pouvons, a celte tempé-
rature, répondre de 'exactitude de nos expériences sur les chaleurs
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spécifiques des corps a ;; pres, et méme a ;5 prés si la température
extérieure n’est que de 1° ou 2°.

Nous avons fait construire deux machines pareilles a celle que nous
venons de décrire; I'une d’elles est destinée aux expériences dans
lesquelles il n’est pas nécessaire de renouveler I'air intérieur; 'autre
machine sert aux expériences dans lesquelles le renouvellement de
Iair est indispensable, telles que celles de la combustion et de la res-
piration; cette seconde machine ne differe de la premitre qu’en ce
que les deux couvercles sont percés de deux trous & travers lesquels
passent deux petits tuyaux qui servent de communication entre I'air
intérieur et l'air extérieur; on peut a leur moyen souffler de I'air
atmosphérique sur les corps combustibles; ces tuyaux sont repré-
sentés dans la fig. 2 de la PL 1.

Nous allons présentement exposer le résultat des principales expé-
riences que nous avons faites au moyen de ces machines ().

ArticLe II.

Expériences sur la chaleur faites par la méthode précédente.

Nous rapporterons les chaleurs spécifiques de tous les corps a celle
del’eau commune prise pour unité; par un milieu pris entre plusieurs
expériences qui s’accordent & peu pres entre elles, nous avons trouvé

(1) Depuis la lecture de ee Mémoire, nous avons vu dans une dissertalion fort inléres-
sanle de M. Vilke, sur la chaleur, qui est imprimée dans les Memoires de Stockholm
pour l'année 1781, que ce savant physicien avait en avant nous I'idée d’employer la fonte
de la neige par les corps pour mesurer leur chaleur; mais la difficulté de recueillir I'eaun
produite par la fonte de la neige, le temps considérable que les eorps emploient & perdre
ainsi leur chaleur, et qui, suivant nos expériences, peul étre de douze heures et méme
davantage, la chaleur que la neige recoit durant cet intervalle de I'atmosphére et des
autres corps qui I'environnent; toutes ees raisons I'ont foreé d’abandonner ce moyen et de
recourir 4 la méthode des mélanges, parce qu'il n'a pas essayé d'environner la neige que
les corps doivent fondre d'une couche extérieure de neige on de glace, qui la garantisse
de la chaleur de l'atmosphére. C'est dans cette enveloppe extéricure que consiste le
principal avantage de nos machines, avantage qui nous a mis & portée de mesurer des
quantités de chaleur qui jusqu'a présent n’avaient pu I'dtre, telles que la chaleur qui se
dégage dans la combustion et dans la respiration; au reste, dans ces expériences, la glace
est préférable 4 la neige.
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que la chaleur nécessaire pour fondre une livre de glace pouvait
élever de 60° la température d’une livre d’eau; en sorte que, si 'on
méle ensemble 1 livre de glace & zéro et 1 livre d’eau & 60°, on aura
2 livres d’eau a zéro, pour le résultat du mélange; il suit de 1a que la
glace absorbe 60° de chaleur en devenant fluide; ce que Pon peut
énoncer de cette maniere, indépendamment des divisions arbitraires
des poids et du thermometre : la chaleur nécessaire pour fondre la
glace est égale auz 5 de celle qui peut élever le méme poids d’eau de la
temperature de la glace fondante a celle de ’eau bowllante. En partant
de ce résultat et des expériences que nous avons faites sur plu-
sieurs substances solides et fluides, nous avons formé la Table sui-
vante de leurs chaleurs spécifiques.

Chaleurs spécifiques.

De 'ean commune.s..veeevnas e 13 e i 8 ot S i Sl 1
De la 10le ou du fer battu ......cvveen. SRTe v e 4Vs e A R A e 0,109985
Du verre sans plomb ou du eristal...... A S P e Pl s 0,1029
DMOTCULE . Bies it N e v d e o I et e wne Ty prets vn sl 0y 20

De la chaux vive du commerce ............... rr femev s PSS e el 0,2168g
Du mélange d’cau el do chaux vive dans le rapport de g & 16............... 0,4391106
De I'huile de vitriol, dont la pesanteur spécifique est 1,87058............... 0,334597
Du mélange de cotte huile avee 1'eau, dans le rapport de 4 4 3..... A e s 0,603162

Du mélange de la méme huile de vitriol avee I'eau, dans le rapport de 4 &4 5.. 0,663102
De I'acide nitreux non fumant, dont la pesanteur spéeifique est 1,29895...... 0,661391
Du mélange de cet acide avee la chaux vive, dans le rapport de g 3 & 1...... 0,61895
Du mélange d'une partie de nitre avee 8 parties d'ean.............o.. et 2078167

Nous nous proposons de continuer cette Table en y comprenant un
plus grand nombre de substances; il serait intéressant d’avoir dans
un méme Tableau les pesanteurs spécifiques des corps, les variations
qu’occasionne la chaleur dans ces pesanteurs, ou, ce qui revient au
méme, les dilatabilités respectives des corps et leurs chaleurs spéci-
fiques; la comparaison de ces quantités ferait peut-étre découvrir
entre elles des rapports remarquables; nous avons fait, dans cette
vue, un grand nombre d’expériences sur les dilatations, que nous
nous proposons de publier lorsqu’elles seront entiérement terminées.

Comme la Table précédente ne renferme que les résultats de nos
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. expériences, nous allons montrer par quelques exemples comment
nous les avons tirés des expériences elles-mémes. Pour déterminer,
par exemple, la chaleur spécifique de la tole, nous avons mis 5 livres
15 onces 4 gros 33 grains de tole roulée dans un vase de tole, dont
le poids était de 1 livre 4 onces 4 gros 6o grains, et dont le couvercle
fait de la méme matiére pesait 7 onces 1 gros 15 grains; ainsi le
poids entier de la masse de tole était de 7 livres 11 onces 2 gros
36 grains, ou de 77,7070319; nous avons échauffé cette masse dans
un bain d’eau bouillante, dans lequel elle a pris environ 78° de
chaleur, nous I'avons ensuite transportée dans une de nos ma-
chines; onze heures apres, toute la masse était refroidie jusqu’a zéro,
et la machine bien égouttée a fourni 17 onces 5 gros 4 grains ou
1",109795 de glace fondue; cette quantité de glace, divisée par le
produit de la masse de la tole exprimée en parties de la livre et du
nombre de degrés dont sa température a été élevée au-dessus de zéro,
c’est-a-dire par le produit 7,7070319 < 78, donne la quantité de glace
qu'une livre de tole peut fondre en se refroidissant de 1°; en multi-
pliant ensuite cette derniere quantité par Go, on a celle qu’une livre
de tole échauffée & 6o° peut fondre en se refroidissant jusqu’a zéro;
on trouve ainsi o",109985 pour cette quantité dans notre expérience;
mais une livre d’eau, en se refroidissant de 60°, peut fondre une livre
de glace; la chaleur spécifique de la tole est donc & celle de I'eau
comme 0,109935 est & 1, en sorte que, si I'on prend celle-ci pour
unité, la chaleur spécifique de la tole sera 0,109985; une seconde
expérience nous a donné, a j; prés, le méme résultat.

Pour déterminer la chaleur spécifique des fluides, de 'acide nitreux
par exemple, nous avons mis 4 livres de cet acide dans un matras de
verre sans plomb, qui pesait 8 onces 4 gros, et nous avons échauffé
la masse entiere dans un bain d’eau bouillante; un petit thermométre
placé dans I'intérieur du matras indiquait 80°. En placant ensuite ce
matras dans une de nos machines, nous avons observé qu’au bout de
vingt heures le tout était refroidi jusqu’a zéro. La machine bien
¢gouttée a fourni 3 livres 10 onces 5 gros ou 3",6640625 de glace
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fondue; il faut en oter;la glace que la chaleur du vase a di fondre;
or la chaleur spécifique du verre étant 0,1929, une livre de verre,
en se refroidissant de 60°, doit fondre o*,1929 de glace; d’oun il est
facile de conclure que le matras de verre dont nous avons fait usage
a da fondre, en se refroidissant de 80°, o",1366420 de glace; ainsi la
quantité fondue par I'acide a été de 3",5274205. En divisant cette
quantité par le produit de la masse de I'acide et du nombre de degrés
dont sa température a été élevée au-dessus de zéro, et multipliant le
quotient par 60, on trouve qu'une livre d’acide nitreux, en se refroi-
dissant de 60°, peut fondre 0",661391 de glace; d’ot il suit que la cha-
leur spécifique de cet acide est 0,661391. C’est ainsi que nous avons
formé la Table précédente : elle suppose que la glace, en se résolvant
en eau, absorbe 60° de chaleur; voici les expériences d’apres lesquelles
nous nous sommes arrété a ce résultat.

Dans un vase de tole, qui, avec son couvercle fait de la méme ma-
tiere, pesait 1*,7347, nous avons mis 2", 74349 d’eau, et, aprés avoir
échauflé le tout & 79°3, nous I'avons placé dans une de nos machines;
seize heures aprés, toute la masse étant refroidie jusqu'a zéro, la
machine bien égouttée a fourni 3%,966797 de glace fondue; le vase
en a di fondre o*,252219; la quantité de glace fondue par I'eau a
done été de 3",714578; maintenant, si 3",714578 répondent & 79°5,
2™, 94349 répondront i 58°,716; c’est le nombre des degrés que doit
avoir I'eau, d’apres cette expérience, pour fondre un poids égal de
glace.

Nous avons ensuite déterminé ce nombre d’une autre maniere : en
versant, dans une de nos machines, 4 livres 8 onces d’eau  70°, nous
en avons tiré g livres 12 onces d’eau au degré de la congélation ; dans
cette expérience, 4 livres 8 onces d’eau a 70° ont fondu 5 livres
4 onces de glace; d’ou il suit que, pour en fondre 4 livres 8 onces,
I’eau devrait étre 4 6o°; une pareille expérience nous a donné 60,856
pour ce méme nombre; c’est en prenant un milieu entre ces résultats
et quelques autres semblables que nous avons fixé 4 60 le nombre des
degrés de chaleur que la glace absorbe en se résolvant en eau : d’ott il
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suit que réciproquement le changement de I'eau en glace développe
6o° de chaleur.

Les expériences sur la chaleur dégagée dans les combinaisons nous
ont donné les résultats suivants :

Quantité de glace fondue par une livre du mélange.

De I'huile de vitriol, dont la pesanteur spéeifique est ..o (o eros  grains
1,87058 avee l'eau, dans le rapport de 44 3...... © 14 2 6o
De la méme huile avee l'eau, dans le rapport de 445. o 19 S GRS S
De I'ean avee la chaux vive du commeree, dans Ie rap-
Port.de 9.8 16.:dsn s inni buos (o e o (0 b YR ST 88 ndy 160
De I'acide nitreux non fumant, dont la pesanteur spé-
cifique est 1,29895 avee la chaux vive, dans le rap-
port de gt & row. .o ishae R Tyt b sl 0 2 0
Ces quantités de glace fondue sont le produit de la seule combinai-
son des substances. Nous les avons mélées ensemble a la température
de 0° dans des vases réduits a la méme température, et la chaleur pro-
duite par leur mélange, en se refroidissant jusqu’a zéro dans nos ma-
chines, a fondu les quantités précédentes de glace. Nous avons réduit
tous nos résultats & ce que donne une livre du mélange de ces sub-
stances, afin qu’ils soient plus facilement comparables; mais, pour
donner plus de précision & nos expériences, nous avons employé des
masses plus considérables; nous avons combiné, par exemple, 2 livres
d’huile de vitriol & zéro avec 1 livre ; d’eau a zéro, et la chaleur résul-
tant de cette combinaison a fondu 3 livres 2 onces 2 gros de glace;
d'oti nous avons conclu qu’une livre de ce mélange doit fondre
14 onces 2 gros 62 grains de glace.
Enfin nous avons obtenu les résultats suivants sur la combustion

des corps et sur la chaleur animale :

Quantité de glace fondue.

Par la détonation d’une once de nitre avee un LierS  jiros  onces gros  grains

d’once de charbon...... Fig BTy 143 PrIREANIEAT, 0 12 o 0
Par la détonation d'une once de nitre avee une once

il iy e e e R Rk AL 2 o 0 o
Par la combustion d’une once de phosphore......... 6 4 o 48
Par la combustion d'une once d'éther vitriolique..... 4 10 2 36
Par la combustion d'une once de charbon........... 6 2 0 o
Par la chaleur d'un cochon d’'Inde en dix heures..... o 13 1 134
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Ces quantités sont le résultat des expériences suivantes.

Nous avons fait détoner dans une de nos machines 1 once 4 gros
de nitre avec 4 gros de charbon, et nous avons obtenu 1 livre 2 onces
de glace fondue : ce qui donne, pour 1 once de nitre, 12 onces de
glace fondue.

La détonation d’une once de nitre avec une once de fleurs de soufre
nous a donné 2 livres de glace fondue.

Nous avons pris quatre petits vases de terre, et dans chacun d’eux
nous avons mis 1 gros de phosphore; en placant ensuite ces vases
dans une de nos machines, nous avons successivement enflammé avec
un fer rouge le phosphore qu'ils renfermaient, en laissant un inter-
valle de vingt-cinq a trente minutes entre chaque inflammation; le
thermom&tre extérieur était entre o° et 1°, en sorte que la chaleur de
I’air atmosphérique qui a pénétré dans la machine, pour remplacer
celui qui a été absorbé par le phosphore dans la combustion, n’a pu
causer aucune erreur sensible dans cette expérience : tout le phos-
phore n’a pas brilé, il en est resté 24 grains environ; la machine
bien égouttée a fourni 2 livres 13 onces 7 gros de glace fondue, et
cette quantité, qui est due a la combustion de 3 gros 48 grains de
phosphore, donne 6 livres 4 onces 48 grains pour la quantité de glace
que peut fondre une once de phosphore en brilant.

Le thermometre extérieur étant & 2°, nous avons mis dans une de
nos machines un flacon renipli d’éther, que nous avons ensuite allumé;
pour entretenir la combustion, nous introduisions de I'air frais dans
la machine au moyen d’un soufflet; nous avons brulé de cette maniere
5 gros 6o grains d’éther; la machine égouttée a fourni 3 livres
6 onces 1 gros 36 grains de glace fondue, ce qui donne 4 livres
10 onces 2 gros 36 grains pour la quantité de glace que peut fondre
une once d’éther.

Nous avons pris un petit vase de terre que nous avons fait sécher;
apres I'avoir placé sur une balance et I'avoir taré fort exactement,
nous y avons mis des charbons ardents, en soufflant dessus pour les
entretenir rouges; nous avons saisi 'instant ou leur poids était d’'une
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once, et nous les avons renfermés sur-le-champ dans une de nos ma-
chines; leur combustion dans I'intérieur de cette machine a été entre-
tenue au moyen d’un soufilet; ils ont été consumés en 32 minutes.
Au commencement de I'expérience, le thermométre extérieur était
a 1°4; il est monté jusqu’a 2° pendant ’expérience. La machine bien
¢gouttée a fourni 6 livres 2 onces de glace fondue : ¢’est le produit de
la combustion d’une once de charbon.

Le thermométre extérieur étant & 1°4, nous avons mis dans une de
nos machines un cochon d’Inde, dont la chaleur intérieure était d’en-
viron 32°, et par conséquent peu différente de celle du corps humain;
pour qu’il ne souffrit pas durant I'expérience, nous I'avions placé dans
un petit panier garni de coton, et dont la température était i zéro.
’animal est resté cing heures trente-six minutes dans la machine;
pendant cet intervalle, nous lui avons donné quatre ou cinq fois de
nouvel air au moyen d’un soufflet; en le retirant, nous avons laissé le
panier dans la machine, et nous avons attendu qu’il fut refroidi; la
machine bien égouttée a fourni 7 onces environ de glace fondue.

Dans une seconde expérience, le thermometre extérieur étant
encore & 1°4, le méme cochon d’Inde est resté pendant dix heures
trente-six minutes dans la machine, et I'air n’a été renouvelé que trois
fois; la machine a fourni 14 onces 5 gros de glace fondue; I'animal
n’a point paru souflrir dans ces expériences.

Suivant la premiére, la quantité de glace que peut fondre 'animal
pendant dix heures est de 12 onces 4 gros; celte quantité, par la
seconde expérience, est, dans le méme intervalle, de 13 onces 6 gros
27 grains; le milieu entre ces deux résultats est 13 onces 1 gros
13 grains et demi.

Armicee 111

Examen des expériences précédentes, et réflexions sur la théorwe
de la chateur.

Pour former une théorie complete de la chaleur, il faudrait avoir un
thermomeétre divisé proportionnellement aux quantités de chaleur
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renfermées dans le fluide qui le compose, et qui pit mesurer tous les
degrés possibles de température.

Il faudrait ensuite connaitre la loi qui existe entre la chaleur des
différentes substances et les degrés correspondants de ce thermometre,
de sorte que, en prenant les nombres de ces degrés pour les abscisses
d’une courbe, et les chaleurs correspondantes d’un corps pour ses
ordonnées, on put tracer la courbe qui passe par leurs extrémités. Si
le corps est le fluide méme qui forme le thermometre, cette courbe
sera une ligne droite, puisque le thermometre est supposé indiquer
par ses divisions la chaleur de ce fluide; mais il est possible que les
degrés de chaleur ne croissent pas proportionnellement dans les dif-
férents corps et qu’ainsi la courbe précédente ne soit pas la méme
pour chacun d’eux.

[l serait, de plus, nécessaire de connaitre les quantités absolues de
_chaleur renfermées dans les corps a une température donnée.

Enfin il faudrait avoir les quantités de chaleur libre qui se forment
ou qui se perdent dans les combinaisons et dans les décompositions.

Au moyen de ces données, on serait en état de résoudre tous les
problémes relatifs & la chaleur dans les changements divers que les
corps éprouvent par leur action les uns sur les autres; mais ces don-
nées ne peuvent étre que le résultat d'un nombre presque infini d’ex-
périences trés délicates et faites a des degrés fort différents dé tempé-
rature. Nous sommes bien loin encore de les connaitre; ainsi nous
nous bornerons i I'examen de quelques problemes intéressants sur la
chaleur.

Les expériences rapportées dans I'article précédent ne donnent pas
les rapports des quantités absolues de chaleur des corps : elles ne font
connaitre que les rapports des quantités de chaleur nécessaires pour

- élever d’un méme nombre de degrés leur température, en sorte que
la chaleur spécifique que nous avons déterminée précédemment n’est,
a proprement parler, que le rapport des différenticlles des quantités
absolues de chaleur; pour qu’elle exprimat le rapport de ces quan-
tités elles-mémes, il faudrait les supposer proportionnelles & leurs
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différences; or cette hypothese est au moins tres précaire et ne doit
étre admise qu’apres un grand nombre d’expériences. Un moyen facile
de s’en assurer est d’observer si les quantités de glace fondue par les
corps, en se refroidissant de 300° ou 400°, sont dans le méme rapport
que lorsque leur refroidissement n’est que de 60° ou 80°; c’est un
objet que nous nous proposons d’examiner dans un autre Mémoire.

Tous les corps sur la Terre, et cette planéte elle-méme, sont péné-
trés d'une grande quantité de chaleur dont il nous est impossible de
les priver entierement, & quelque degré que nous abaissions leur
température. Le zéro du thermométre indique conséquemment une
chaleur considérable, et il est intéressant de connaitre en degrés du
thermomatre cette chaleur commune au systeme entier des corps ter-
restres. Ce probleme se réduit a déterminer le rapport de la quantité
absolue de chaleur renfermée dans un corps dont la température est
zéro a Paccroissement de chaleur qui éléve d'un degré sa tempéra-
ture. Le simple mélange des substances ne peut nous faire découvrir
ce rapport, parce que, les corps ne s'échauffant mutuellement qu’en
vertu de leur excés de température, celle qui leur est commune doit
rester inconnue, de méme que le mouvement général qui nous trans-
porte dans I'espace est insensible dans les mouvements que les corps
se communiquent & la surface de la Terre. La chaleur qui se dégage
dans les combinaisons n’étant pas I'effet d'une inégalité de tempéra-
ture dans les substances que I'on combine, elle pourrait peut-étre
nous conduire au rapport que nous cherchons; voyons donc quel
parti on peut tirer de ces phénomenes.

Soit @ le rapport de la chaleur contenue dans I'eau a zéro a celle
qui peut élever d'un degré sa température; @ exprimera le nombre
des degrés du thermométre qui représente la chaleur de I'eau & zéro,
et puisque 60° de chaleur d'une livre d’eau peuvent fondre une livre
de glace, la chaleur entiere contenue dans une livre d’eau & zéro en

ol :
pourra fondre %=; cela posé :

Considérons deux substances quelconques réduites a zéro de tem-
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pérature; soient m et » leurs poids exprimés en parties de la livre
prise pour unité; a et b les rapports des quantités de chaleur renfer-
mées dans une livre de chacune de ces substances a zéro a celle que
contient une livre d’eau a la méme température; supposons ensuite
que, en les combinant ensemble & zéro, leur mélange s’échauffe et
fonde, en se refroidissant jusqu’a zéro, le nombre g de livres de glace ;
supposons encore que la chaleur libre qui se produit dans I'opération
méme de la combinaison puisse fondre le nombre y de livres de glace,
y devant étre supposé négatif s'il y a perte de chaleur libre; enfin,
nommons ¢ le rapport de la chaleur contenue dans une livre du mé-
lange & zéro a celle que renferme une livre d’eau & la méme tempé-
rature.

La quantité de glace que peut fondre toute la chaleur contenue
dans une livre de la premiere substance est visiblement égale a %—;f;

. . . iy nme .
ainsi, pour le nombre . de livres, cette quantité sera &—; pareille-

4 i3
ment fﬁ%x sera la quantité de glace que peut fondre la chaleur con-

tenue dans le nombre n de livres de la seconde substance; en ajoutant

la somme de ces deux quantités a y, on aura ("’i‘%‘l’ﬁ -y pour

I’expression de la quantité entiere de glace que pent fondre la chaleur
libre existante apres la combinaison. Mais la quantité de glace fondue
par le refroidissement du mélange est g, et celle que peut fondre la

3 [} m+n cax . .
chaleur qui reste encore dans le mélange est (——60—1—-—; ainsi
m-—+njcx 3 . wa
(—-—60; + g est une seconde expression de la quantité de glace

que peut fondre toute la chaleur libre existante aprés la combinaison.
En égalant cette expression i la précédente, on aura

(ma+ nb)z _(m+n)cx
25 O S awe BN B
d’ou I'on tire
6o(g —¥)

S m(a—c)+n(b—c)

Voila done une expression fort simple du nombre des degrés aux-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



176 MEMOIRE SUR LA CHALEUR.

quels répond la chaleur de I'eau & zéro; mais elle suppose que I’on
connait @, b, ¢, y; et nous avons vu l'incertitude qui régne a cel
égard,

Dans quelques essais que 'on a déja faits pour établir une théorie
de la chaleur, on a supposé que la quantité de chaleur libre est tou-
jours la méme avant et apres les combinaisons; on a de plus supposé
que les chaleurs spécifiques des corps expriment les rapports de leurs
quantités absolues de chaleur ou, ce qui revient au méme, que lears
accroissements de chaleur correspondants & des accroissements égaux
de température sont proportionnels a leurs quantités absolues de cha-
leur; dans ces deux hypotheses, les plus simples que I'on puisse faire,
y = o, et l'on peut prendre pour a, b, ¢ les chaleurs spécifiques que
nous avons déterminées dans 'article précédent; on aura ainsi

N Go g
T m(a—c)+n(b—c)

Il ne s’agit plus maintenant que d’appliquer cette formule aux
résultats de diverses combinaisons; car, si 'on trouve constamment
la méme valeur de @, quelle que soit la nature des substances que
I'on combine, ce sera une preuve de la vérité de ces hypotheéses.
(est dans la vue de vérifier un point aussi intéressant de la théorie
de la chaleur que nous avons fait plusicurs expériences rapportées
ci-dessus.

Considérons d’abord la combinaison de I'eau et de la chaux vive;
en les mélant ensemble & la température de o°, dans le rapport de
g & 16, nous avons observé qu'une livre de ce mélange en se refroi-
dissant jusqu'a zéro fondait 1 livre 8 onces 3 gros 62 grains ou
1,52995 livre de glace; ainsi, dans ce cas, g =1,52995. On a ensuite

la chaleur spécifique @ de I’eau est égale & 15 la chaleur spécifique 6 de la
chaux vive, 0,21689; et la chaleur spécifique ¢ du mélange, 0,439116.
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Ces valeurs, substituées dans la formule précédente, donnent
2=—=1537,83

ainsi, dans celte expérience, la chaleur de I'eau a zéro répond i
1537°% du thermométre, c'est-a-dire qu’elle est quinze cent trente-
huit fois environ plus grande que celle qui éléve d’un degré sa tem-
pérature.

Le mélange d’huile de vitriol et d’eau, dans le rapport de 4 a 3, cal-

culé de ]a méme maniere, donne
x = 3241, 9.

Le mélange d’huile de vitriol et d’eau, dans le rapport de 4 a 5,

donne
x =1169,1.

On trouve enfin, par le mélange d’acide nitreux et de chaux vive, dans

le rapport de g3 a 1,
1889

£ —o0,01783

Ce dénominateur négatif donne & 2 une valeur physiquement impos-
sible; il prouverait conséquemment la fausseté des hypothéses dont
nous sommes partis si les chaleurs spécifiques que nous avons em-
ployées étaient rigoureusement exactes.

On peut joindre.a ces valeurs de @ celle que M. Kirven a lirée de la
comparaison des chaleurs spécifiques de I'eau et de la glace. Suivant
cet excellent physicien, la chaleur spécifique de I'eau étant 1, celle de
la glace est 0,9; or, si I'on concoit qu'une livre d’eau a zéro se géle
tout & coup, elle développera, par ce qui précede, une quantité de
chaleur capable de fondre une livre de glace. On pourra donc appli-
quer a ce cas la formule précédente, en y faisant g = 1; la masse m de
I'eau est égale i 1, sa chaleur spécifique a = 1, et la chaleur spécifique ¢
du résultat qui, dans ce cas, est une livre de glace, égale 2 0,9. Enfin,
comme dans cette opération il n’entre point d’autre substance que

OFuvres de L. — X, 23
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I’eau, qui est supposée se convertir en glace, on doit faire n = o; la
formule précédente donne ainsi

2 = 6oo.

Le pen d’accord qui existe entre ces cinq valeurs de a parait entié-
rement détruire la théorie fondée sur les deux hypothéses précé-
dentes; mais on doit observer qu'une altération peu considérable et
tout au plus de ;5 dans les valeurs des chaleurs spécifiques dont nous
avons fait usage suffit pour faire coincider tous nos résultats. Or nous
ne pouvons pas répondre quune erreur aussi petite ne s’est pas glissée
dans nos expériences; elles ne sont done ni favorables, ni contraires &
cette théorie, et tout ce que 'on en peut conclure, ¢’est que, sila théorie
dont il s’agit est véritable, on doit porter au moins a 600° la chaleur
absolue des corps dont la température est au zéro du thermometre,
car, pour réduire les valeurs de z a des nombres au-dessous de 6oo,
il faudrait supposer, dans nos expériences, des erreurs plus grandes
que celles dont elles sont susceptibles.

La précision avee laquelle il est nécessaire de connaitre les chaleurs
spécifiques des corps rend trés difficile la vérification de la théorie preé-
cédente, du moins par les combinaisons que nous avons employées,
ce qui vient de ce que la chaleur absolue des corps étant fort considé-
rable relativement i celle qu'ils développent dans ces combinaisons,
une petite erreur sur les chaleurs spécifiques en produit de trés
grandes sur la quantité absolue de chaleur. On peut obvier a cet
inconvénient en faisant usage des combinaisons dans lesquelles la
chaleur dégagée est une partie considérable de la chaleur absolue :
telles sont les combinaisons de I'air pur, soit ayec le phosphore dans
la formation de I'acide phosphorique, soit avec le soufre dans la for-
mation de I'acide vitriolique. On pourrait encore faire usage des com-
binaisons dans lesquelles il y a un refroidissement produit; si I'on
s'en rapporte & quelques expériences déja faites sur ces combinai-
sons, on ne peut se dispenser de reconnaitre, ou que la quantité de
chaleur libre n’est pas la méme avant et apres les combinaisons, ou
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que les chaleurs spécifiques n’indiquent pas les rapports des quan-
tités absolues de chaleur.

Pour le faire voir, reprenons la formule

6o g s
m(a—e)+n(b—c)’

o

quoique nous ne l'ayons appliquée qu’aux combinaisons dans les-
quelles il y a dégagcmcnt de chaleur, elle peut néanmoins servir pour
celles dans lesquelles il y a un refroidissement produit, en faisant dans
ce cas g négatif, et, puisque la valeur de « est nécessairement positive,
le dénominateur doit étre du méme signe que g, c¢’est-d-dire qu’il

doit etre positif s'il y a un dégagement de chaleur, et négatif dans le

i S R : : ¢ i , ma -+ nb
cas contraire; ainsi, dans le premier cas, ¢ est moindre que — ———
et, dans le second cas, il est plus grand.

Maintenant on sait que, dans les dissolutions du nitre et du sel
marin, il y a un refroidissement produit; ainsi, relativement a ces
dissolutions, la chaleur spécifique ¢ du mélange doit étre plus grande

ma -+ nb
m-—n
m=1,n==8etb=r1, d’oit I'on tire

; or, en mélant 1 livee de nitre avec 8 livres d'eau, on a

O et e AT ol o BRARS ST E

O R 9
a étant la chaleur spécifique du nitre. L'expérience nous a donné
¢ = 0,8167, ce qui differe trop du résultat précédent pour que ['on
puisse rejeter cet éeart sur les erreurs de notre expérience. Celles que
M. Kirven a faites sur les dissolutions du nitre et du sel marin s’éloi-
gnent encore plus de la théorie dont il s’agit; il y a done lieu de
penser qu’elle n’est pas généralement vraie, et que, dans plusieurs
cas, clle souffre des exceptions considérables. La connaissance des
chaleurs spécifiques des substances et de leurs combinaisons ne peut
conséquemment nous conduire & celle de la chaleur qu’elles doivent
développer en se combinant; 'expérience peut seule nous éclairer sur
cet objet : nous la prendrons pour guide dans la détermination des
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phénomenes de la chaleur que dégagent les combinaisons de I'air pur
avec les corps, phénomenes importants, dont dépendent la combus-
tion et la chaleur animale.

La glace, en se résolvant en eau, absorbe, comme on I'a vu dans
P'article précédent, Go® de chaleur; cette propriété d’absorber de la
chaleur en devenant fluide n’est pas particuliére a cette substance, et
I’on peut assurer généralement que, dans le passage de tous les corps
a I'état fluide, il y a absorption de chaleur; car, si dans ce passage un
corps développait de la chaleur, il faudrait la soustraire pour le rendre
fluide; il deviendrait done solide par la chaleur et fluide par le froid,
ce qui répugne a ce que I'expérience nous apprend sur la fusion des
corps. Le cas dans lequel il n’y aurait dans le passage a I'état fluide
ni développement ni absorption de chaleur, quoique mathématique-
ment possible, est infiniment peu probable; on doit le considérer
comme la limite des quantités de chaleur absorbées dans ces pas-
sages. De la nous pouvons nous élever & un principe beaucoup plus
général, et qui s’étend & tous les phénomenes produits par la chaleur :
Dans les changements causés par la chaleur a Uétat d’un systéme de
corps, il y a toujours absorption de chaleur; en sorte que l'état qui suc-
céde immeédiatement a un autre, par une addition suffisante de chaleur,
absorbe cette chaleur, sans que le degré de température du systéme aug-
mente. Par exemple, dans le changement de I'eau en vapeurs, il y a
sans cesse de la chaleur absorbée, et le thermometre, placé dans I'eau
bouillante ou dans les vapeurs qui s’en élevent, reste constamment
au méme degré; la méme chose doit avoir lieu dans toutes les décom-
positions qui sont uniquement I'effet de la chaleur, et, si quelques-
unes en développent, ce développement est du & des causes particu-
lieres; ainsi, dans la détonation du nitre avec le charbon, le nitre, ¢n
se décomposant, absorbe de la chaleur; mais, comme au méme in-
stant, la base de l'air fixe contenue dans le charbon s’empare de I'air
pur du nitre, cette combinaison produit une chaleur considérable.

Puisque la dilatation, la fusion et lavaporisation sont autant d’effets
de la chaleur, on peut présumer avec beaucoup de vraisemblance que,
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dans la production du premier de ces effets, comme dans celle des
deux autres, il y a une quantité de chaleur qui s’absorbe, et qui, par
conséquent, cesse d’étre sensible au thermométre; mais, le passage
d’un corps & ses divers états de dilatation se faisant par des nuances
insensibles, on ne peut connaitre les quantités de chaleur ainsi absor-
bées que par les accroissements de sa chaleur spécifique; il est donc
trés probable que les chaleurs spécifiques des corps augmentent avec
leur température, mais suivant des lois différentes pour chacun d’eux,
et dépendantes de leur constitution particuliére, ce qui est une nou-
velle raison de rejeter le principe qui suppose les quantités absolues
de chaleur proportionnelles aux chaleurs spécifiques.

Le passage des corps d'un état & un autre par 'action de la chaleur
doit présenter des phénomenes trés singuliers, qui tiennent aux lois
de I'équilibre de la chaleur, et sur lesquelles nous allons faire ici
quelques réflexions.

Dans un systéme de corps animés par des forces quelconques, il y a
souvent plusieurs états d’équilibre; ainsi un parallélépipéde rectangle
soumis a I'action de la pesanteur sera en équilibre sur chacune de ses
faces. On peut I'y concevoir encore en le posant sur un de ses angles,
pourvu que la verticale qui passe par son centre de gravité rencontre
le sommet de cet angle; mais cet état d’équilibre différe des précé-
dents, en ce qu'il n’est point ferme, la plus légére secousse suffisant
pour le détruire. Il en est de méme de I'équilibre du parallélépipede
sur une de ses faces, si elle est extrémement petite relativement aux
autres; cela posé:

Imaginons en contact deux corps de température différente, et fai-
sons abstraction des autres corps qui peuvent augmenter ou enlever
leur chaleur; il est visible que la chaleur ne peut se mettre en équi-
libre que d’une seule maniere, savoir, en se répandant dans les deux
corps, de sorte que leur température soit la méme; mais si, par une
augmentation ou par une diminution de chaleur, les corps peuvent
changer d’état, il existe alors plusieurs états d’équilibre de la cha-
leur. Pour le faire voir, considérons une livre d’eau dont toutes les
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parties soient & une température de ¢ degrés au-dessous de zéro; dans
cet état, la chaleur sera en équilibre et 'eau se maintiendra fluide, si
¢ est un nombre peu considérable; car alors les molécules d’eau ne
peuvent se disposer de maniere & former de la glace, sans un dégage-
ment de chaleur qui, par conséquent, opposera d’autant plus de résis-
tance & la formation de la glace, qu’elle éprouvera plus de difficulté &
se répandre. Supposons maintenant que la ni¢m¢ partie de cette livre

"eau vi : le dével sgalo d &
d’eau vienne & se geler, elle développera une chaleur égale & —; cette

chaleur se distribuera dans la glace et dans 'cau, de maniére que, si
I'on nomme ¢ le rapport de la chaleur spécifique de la glace & celle de
I'eau, il en résultera dans toute la masse un aceroissement de tempé-

i : Ho® . S
rature égal a R T il y aura donc encore équilibre de chaleur,

comme précédemment, avec cette différence que la température de la
masse, qui auparavant était de ¢ degrés au-dessous de zéro, ne sera

6Go®
n+g—-—[

n étant indéterminé, on peut le faire varier & volonté, ce qui donne
une infinité d’états possibles d’équilibre de la chaleur. Cette quantité
a cependant une limite, déterminée par cette condition que la tempé-

plus que de ¢ — au-dessous du méme point.

rature de la masse ne peut jamais surpasser le zéro du thermometre;
puisqu’a ce degré la glace commence a se fondre. Il faut conséquem-

ment que ¢ — - s0it positif ou zéro; en le supposant nul, on

n4q—
. w . I

aura, pour la limite de la fraction ~t

L4 c

n— 60+c—cqg’
et cette valeur exprime la plus grande quantité d’eau qui peut étre
convertie en glace a une température primitive de ¢ degrés au-dessous
de zéro. Si 'on veut que la masse entiere de I'eau puisse se changer

. U I .

¢n glace, il faut supposer —~ =1, ce qui donne

1 (e

Tl

q
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et si I'on fait, avec M. Kirven, ¢ = 0,9, on aura

¢ = 66°

s

Tel est donc le plus petit degré de froid qu'une masse d'eau doit
avoir pour pouvoir se glacer en entier, dans la supposition ot toute
la chaleur développée par la formation de la glace ne se répand que
sur cetle masse; mais ce degré est beaucoup moindre dans la nature,
ou les corps environnants dérobent une grande partie de cette cha-
leur.

Les molécules de I'eau ont entre elles, dans I'état de glace, une
position différente que dans I'état de fluidité; or, si 'on imagine une
masse d'eau & une température au-dessous de zéro ct que, par une
agitation quelconque, on dérange la position de ses molécules, on
congoit que, dans cette variété infinie de mouvements, quelques-unes
d’entre elles doivent tendre & se rencontrer dans la position nécessaire
pour former de la glace, et, puisque cette position est une de celles ot
la chaleur est en équilibre, elles pourront la prendre si la chaleur qui
les en Gearte se répand assez promptement sur les molécules voisines;
en sorte que I'état de fluidité de I'eau sera d’autant moins ferme, que
sa température sera plus abaissée au-dessous de zéro.

Maintenant, si 'on compare la théorie précédente avec I'expérience,
on trouvera qu'elle y est parfaitement conforme, car on sait que I'on
peut conserver I'eau fluide & une température de plusieurs degrés au-
dessous de zéro et que, dans cet état, une légére commotion suffit
souvent pour la convertir en glace. Il y a lieu de présumer que plu-
sieurs autres passages des corps d'un état  un autre par la diminution
de la chaleur offriront des phénoménes semblables.

Laffinité des molécules de I'eau tend & les réunir et i dégager la

= chaleur qui les écarte; or il est tres probable que leur disposition
dans P'état de glace est celle dans laquelle cette force d’affinité s’exerce
avee le plus d’avantage; d’ott il suit qu'un des moyens les plus propres
a congeler une masse d’eau dont la température est au-dessous de zéro
est de la mettre en contact avec de la glace. Le méme résultat doit
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s'étendre a toutes les cristallisations et se trouve confirmé par I'expé-
rience. '

L’équilibre entre la chaleur qui tend & écarter les molécules des
corps, et leurs affinités réciproques qui tendent a les réunir, peut
fournir un moyen tres précis de comparer entre elles ces affinités; si
I’on méle, par exemple, & une température quelconque au-dessous de
zéro, un acide avec de la glace, il la fondra jusqu’a ce qu’il soit assez
affaibli pour que sa force attractive sur les molécules de la glace soit
¢gale & la force qui fait adhérer ces molécules les unes aux autres, et
qui est d’autant plus grande que le froid est plus considérable. Ainsi
le degré de concentration auquel I'acide cessera de dissoudre la glace
sera d’autant plus fort, que la température du mélange sera plus
abaissée au-dessous de zéro, et I'on pourra rapporter aux degrés du
thermometre les affinités de l'acide avec I'cau, suivant ses divers
degrés de concentration. Il suit de la réciproquement que, si 'on
expose un acide affaibli & un degré de froid supérieur a celui dans
lequel il cesse de dissoudre la glace, les molécules d’eau ayant alors
plus d’affinité entre elles qu'avec lui, elles doivent s'en séparer et
former de la glace jusqu’a ce qu'il ait acquis le degré de concentra-
tion correspondant & cette température. En comparant ainsi les dif-
férents acides, on aura, par une suite d’expériences faites & diverses
températures, leurs affinités respectives avec I'eau, et si 'on consi-
dere de la méme maniére toutes les autres dissolutions, on pourra
mesurer avec précision les forces d’affinités des corps les uns avee
les autres; mais cette théorie ne peut étre développée en aussi peu
de mots, et nous en ferons 'objet d’un Mémoire particulier.

Si le mélange d'un acide avec une quantité donnée d’eaun produit de
la chaleur, en mélant cet acide avec la méme quantité de glace, il pro-
duira de la chaleur ou du froid, suivant que la chaleur qui résulte de
son mélange avec 'eau est plus ou moins considérable que celle qui
est nécessaire pour fondre la glace; on peut donc supposer i cet acide
un degré de concentration que nous nommerons K, tel que, en le mélant
avec une partie infiniment petite de glace, il ne produise ni froid ni
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chaleur. Cela posé, le plus grand froid que puisse produire le mélange
de I'acide avec la glace est celui auquel I'acide concentré au degré K
5 cesse de dissoudre la glace; on peut déterminer ce maximum de froid,
sans le produire, en observant, & des degrés de froid moindres, la loi
qui existe entre les degrés du thermometre et les degrés correspon-
dants de concentration auxquels 'acide cesse de dissoudre la glace.

ArricLe 1V.

De la combustion et de la respiration.

Jusqu'a ces derniers temps, on n’avait eu que des idées vagues el
treés imparfaites sur les phénomenes de la chaleur qui se dégage dans
la combustion et dans la respiration. L’expérience avait fait connaitre
que les corps ne peuvent braler et les animaux respirer sans le con-
cours de I'air atmosphérique; mais on ignorait la maniere dont il
influe dans ces deux grandes opérations de la nature et les chan-
gements qu’elles lui font subir, L’opinion la plus généralement
répandue n’attribuait a ce fluide d’autres usages que ceux de rafrai-
chir le sang lorsqu’il traverse les poumons et de retenir par sa pres-
sion la matiére du feu a la surface des corps combustibles. Les décou-
vertes importantes que I'on a faites depuis peu d’années sur la nature
des fluides aériformes ont beaucoup étendu nos connaissances sur
cette matiere; il en résulte qu'une seule espéce d’air, connu sous les
noms d’air dephlogistiqué, d’air pur ou d’air vital, est propre a la com-
bustion, a la respiration et & la calcination des métaux; que I'air de
["atmosphere n’en renferme que  environ et que cette portion d’air
est alors ou absorbée, ou altérée, ou convertie en air fixe par I'addi-

2 tion d’un principe que nous nommerons base de [’air fixe, pour éviter
toute discussion sur sa nature : ainsi I'air n’agit point dans ces opé-
ralions comme une simple cause mécanique, mais comme principe de
nouvelles combinaisons. M. Lavoisier, ayant observé ces phénomenes,
soupconna que la chaleur et la lumiére qui s’en dégagent étaient dues,

QFuvres de L. — X, - 24
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au moins en grande partie, aux changements que l'air pur éprouve.
Tout ce qui tient & la combustion et & la respiration s’explique d’une
maniére si naturelle et si simple dans cette hypothese, qu'il ne balanca
point & la proposer, sinon comme une vérité démontrée, du moins
comme une conjecture trés vraisemblable et digne & tous égards de
' I'attention des physiciens : ¢’est ce qu'il fit dans un Mémoire Sur la
combustion, imprimé dans le Volume de I’Académie pour I'année 1777
(p- 592). M. Craford a présenté une explication a peu pres semblable
dans un Ouvrage sur ce sujet, publi¢ 2 Londres en 1779. Ces deux
physiciens s’accordent i rcgarder.l‘air pur comme la source princi-
pale de la chaleur qui se développe dans la combustion et dans la res-
piration; il y a cependant une différence essentielle entre leurs opi-
nions et qui consiste en ce que M. Lavoisier pense que la chaleur
dégagée dans ces deux phénomenes est combinée dans I'air pur, et
que ce fluide doit a la force expansive de la chaleur ainsi combinée
son état aériforme; au lieu que, suivant M. Craford, la matiere de la
chaleur est libre dans I'air pur : elle ne s’en dégage que parce que Iair
pur, en se combinant, perd une grande partie de sa chaleur spéci-
fique. M. Craford appuie cette assertion sur des expériences d’aprés
lesquelles il trouve la chaleur spécifique de I'air pur quatre-vingt-
sept fois plus grande que celle de I'eau commune; si ces expériences
étaient exactes, il serait aisé de voir que la chaleur libre existante
dans I'air pur est plus que suffisante pour produire tous les phéno-
menes de la chaleur et que, dans les combustions méme ol il se
dégage le plus de chaleur, telle que celle du phosphore, une partie
considérable de la chaleur libre existante dans I'air pur doit se com-
biner; mais ces expériences sont si délicates qu'il faut les avoir répé-
tées un grand nombre de fois avant que de les admettre. Ainsi nous
nous abstiendrons de prononcer sur leur exactitude, jusqu’a ce que
nous ayons déterminé par notre méthode les chaleurs spécifiques des
différents airs; nous nous bornerons ici & comparer les quantités de
chaleur qui se dégagent dans la combustion et dans la respiration
avec les altérations correspondantes de I'air pur, sans examiner si
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cette chaleur vient de I'air ou des corps combustibles et des animaux
qui respirent. Dans la vue de déterminer ces altérations, nous avons
fait les expériences suivantes :

M (PL 11, fig. 7) représente une grande cuvette remplie de mercure
et au-dessus de laquelle nous avons placé une cloche B pleine d’air
déphlogistiqué; cet air n’était pas parfaitement pur : sur 19 parties, il
en contenait 16 d’air pur et il renfermait - environ de son volume
d’air fixe. Nous avons introduit sous la cloche un petit vase de terre C
rempli de braise que nous avions auparavant dépouillée de tout son
aiv inflammable, par une forte chaleur, et qui était & peu prés sem-
blable a celle que nous avons employée dans I'expérience sur la cha-
leur dégagée par la combustion du charbon; au-dessus de la braise,
nous avons placé un peu d’amadou sur lequel était une trés petite

molécule de phosphore pesant tout au plus

o
terre avec tout ce qu'il contenait avait été pesé fort exactement; nous

avons ensuite élevé le mercure dans la cloche jusqu’en E, par la sue-
cion de l'air intérieur, afin que la dilatation de I'air occasionnée par

de grain; le vase de

la combustion du charbon n’abaissat pas le mercure trop au-dessous
du niveau du mercure extérieur, ce qui aurait pu faire sortir I'air ren-
fermé sous la cloche. Cela fait, au moyen d’un fer rouge que nous avons
fait passer rapidement & travers le mercure, nous ayons enflammé le
«  phosphore qui a allumé 'amadou et par son moyen la braise. La com-
bustion a duré pendant vingt ou vingt-cinq minutes, et, lorsque la
braise s’est éteinte et que tout I'air intérieur a été refroidi a la tem-
pérature de Patmosphére, nous avons marqué un second trait en E ou
le mercure s’est élevé par la diminution du volume de I'air intérieur.
Nous avons ensuite introduit de I'alcali caustique sous la cloche; tout
Iair fixe a été absorbé et, apres un temps suffisant pour cet objet,
lorsque le mercure a cessé de monter dans la cloche, nous avons
marqué un trait en E” au niveau de la surface de I'alcali caustique;
nous avons eu soin d’observer dans les trois positions E, E', E” les
hauteurs du mercure dans la cloche au-dessus de son niveau dans la
cuvette : I'air de 'atmosphére introduit sous la cloche, au moyen d'un
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tube de verre, en a fait baisser le mercure jusqu’au niveau du mer-
cure extérieur. Nous avons ensuite retiré le vase C, que nous avons
fait sécher el que nous avons pesé fort exactement; la diminution de
son poids nous a fait connaitre la quantité de charbon consommée. Le
degré de température extérieure a trés peu varié dans I'intervalle de
I'expérience, et la hauteur du barométre était de 28 pouces environ.

Pour déterminer les volumes d’air contenus dans les espaces EBD,
E'BD’, E’BD’, nous les avons remplis d’eau commune dont les poids
respectifs nous ont donné en pouces cubes les volumes de ces espaces;
mais, comme l'air qui y était renfermé était inégalement pressé i rai-
son des différentes hauteurs du mercure dans la cloche, nous avons
réduit, au moyen de ces hauteurs observées, le volume de I'air & celui
qu’il aurait occupé s'il avait été comprimé par une colonne de mer-
cure de 28 pouces; enfin nous avons réduit tous les résultats de nos
expériences a ceux qui auraient eu lieu si la température extérieure
avait été de 10°, en partant de cette donnée, que vers la température
de 10° I'air se dilate de 4y a chaque degré d’accroissement dans sa
température; ainsi les airs dont nous donnerons dans la suite les
volumes doivent étre supposés i la température de 10° et comprimés
par une colonne de 28 pouces de mercure.

Dans l'expérience précédente, il y avait dans la cloche 202r°,35
d’air déphlogistiqué; son volume, par la seule combustion du char-
bon, s'est réduit a 170P°, 59, et, apres 'absorption de I'air fixe par I'al-
cali caustique, le volume de 'air restant n’était plus que de 73v°,93.
Le poids du charbon consommé, indépendamment de sa cendre, a été
de 175", 25 ceux de I'amadou et du phosphore réunis pouvaient
étre de § grain. D'ailleurs nous avons trouvé, par plusieurs expé-
riences, que le poids de la cendre formée par la braise est d’environ
10 grains par once; on peut donc supposer, a trés peu pres, que dans
cette expérience il y a eu 18 grains de charbon consommé, en y com-
prenant sa cendre.

L’air déphlogistiqué dont nous avons fait usage contenait environ
;L de son volume d’air fixe qui n’avait point été absorbé par I’eau au-
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dessus de laquelle il avait séjourné pendant plusieurs mois; cette
adhésion intime de I'air fixe & I’air pur nous porte a croire que, méme
apres 1'absorption de I'air fixe par I'alcali caustique dans nos expé-
riences, I'air restant contenait encore un peu d’air fixe, que nous
pouvons, sans erreur sensible, évaluer & 5 de son volume ftotal. Dans
cette hypothése, pour avoir le volume de tout I'air pur consommé par
le charbon, il faut prendre la différence du volume de I'air avant la
combustion au volume de I'air restant apres I'absorption par 'alcali
caustique et diminuer cette différence de sa ;; partie; en retranchant
pareillement cette méme quantité du volume de I'air absorbé par
'alcali caustique, on aura le volume de I'air fixe formé par la com-
bustion : on trouvera ainsi qu'une once de charbon, en bralant, con-
somme 4037P°,5 d’air pur et forme 3o021?°,1 d’air fixe, et, si I'on
désigne par 'unité le volume de 'air pur consommé, son volume aprés
la combustion sera réduit a o, 74828.

Pour évaluer en poids ces volumes d'air pur et d’air fixe, il faut
connaitre ce que pese un pouce cube de I'un et de 'autre de ces airs;
or on a observé que I'air pur est un peu plus pesant que I'air atmo-
sphérique, environ dans le rapport de 187 4 185. Le poids de 'air
atmosphérique a été déterminé fort exactement par M. de Luc. En
partant de ces déterminations, on trouve qu’a ro° de température et i
la pression de 28 pouces du barometre un pouce cube d’air déphlo-
gistiqué pése of™in, 47317, M. Lavoisicr a observé qu'a la méme tem-
pérature et & la méme pression 1 pouce cube d’air fixe pese i (rés peu
pres 7, de grain. D’aprés ces résultats, une once de charbon en brilant
consomme 3°"*%, 3167 d’air pur et forme 3°°*,6715 d’air fixe. Ainsi,
sur 1o parties d’air fixe, il y a g parties environ d’air pur et r partie
d’un principe fourni par le charbon et qui est la base de I'air fixe; mais
une détermination aussi délicate exige un plus grand nombre d’expé-
riences.

On a vu précédemment qu'une once de charbon en brilant fond
6 livres 2 onces de glace; d’ou il est facile de conclure que, dans la
combustion du charbon, I'altération d’une once d’air pur peut fondre

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



190 MEMOIRE SUR LA CHALEUR.

29°"*, 547 de glace, et que la formation d’une once d’air fixe en peut
fOHdI‘C 26“"'3‘35, 692.

(Vest avec la plus grande circonspection que nous présentons ces
résultats sur les quantités de chaleur que dégage P'altération d’une
once d’air pur par la combustion du charbon. Nous n’avons pu faire
qu'une expérience sur la chaleur dégagée dans cette combustion, et,
quoiqu’elle ait été faite dans des circonstances assez favorables, cepen-
dant nous ne serons bien assurés de son exactitude qu’apres I'avoir
répétée plusieurs fois. Nous I'avons déja dit, et nous ne pouvons trop
insister sur cet objet : ¢’est moins le résultat de nos expériences que
la méthode dont nous nous sommes servis que nous présentons aux
physiciens, en les invitant, si cette méthode parait avoir quelque
avantage, a vérifier ces expériences que nous nous proposons nous-
méme de répéter avee le plus grand soin.

En bralant du phosphore dans P'appaveil précédent dont la cloche
était remplie d’air pur, nous avons observé que 45 grains de phos-
phore ont absorbé, dans leur combustion, 655,62 d’air pur, et,
comme le résultat de cette combustion est de 'acide phosphorique, on
doit en conclure que, dans la formation de cet acide, 1 partie § envi-
ron, ou plus exactement r partie 5 d’air pur se combine avec 1 partie
de phosphore, ce qui s’accorde avec le résultat que M. Lavoisier a
trouvé le premier (Mémoires de ' Academie, année 1777, p. 69) et que
M. Berthollet a depuis confirmé par la méthode des combinaisons chi-

miques.

650“(&65,62
45
d'air pur; or on a vu précédemment qu’elle peut fondre 6 livres
4 onces 48 grains de glace; ainsi, une once d’air pur, en s’absorbant

dans le phosphore, peut fondre 6807, 634 de glace; mais la méme

Ilsuit de Ia qu'une once de phosphore, en brilant, absorbe

quantité d’air, en devenant air fixe par la combustion du charbon, en
peut fondre 29 onces 3, d’ott 'on tire ce résultat assez remarquable,
savoir :_qué la chaleur dégagée par Uair pur, lorsqu’il est absorbé par le
phosptore, est a peu pres 2 & plus grande que lorsqu’il est changé en
air fixe.
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Dans les Mémoires de I'Académie pour I'année 1777, page 597,
M. Lavoisier a été conduit & un résultat semblable par sa théorie
générale de la formation des airs et des vapeurs. Suivant cette
théorie, l'air pur, I'air fixe et généralement tous les airs et toutes
les vapeurs doivent leur état aériforme a la grande quantité de cha-
leur qui y est combinée; l'air pur parait surtout la renfermer en
grande abondance; il 'abandonne presque en entier lorsqu’il passe
a I'état concret dans la calcination des métaux et dans les combus-
tions du soufre, du phosphore, etc., mais il en retient une partie
considérable dans I'état d’air fixe.

L’absorption de 'air pur par I'air nitreux fait une exception a cette
théorie générale des combinaisons de I'air pur : la quantité de cha-
leur dégagée dans cette combinaison particuliere est trés petite et
incomparablement moindre que celle qui se développe dans I'ab-
sorption d’un pareil volume d’air pur par le phosphore; il faut done
supposer dans l'acide nitreux, et conséquemment dans le nitre, une
grande quantité de chaleur combinée qui doit reparaitre tout entiere
dans la détonation de cette substance, et c’est, en effet, ce que donne
I'expérience. ‘

En distillant le nitre, M. Berthollet est parvenu a convertir en air
pur presque tout I'acide nitreux qu’il renferme. Ce savant chimiste a
de plus observé que, dans la détonation du nitre avec le charbon, une
grande partie de son acide se change en air fixe. Or une once de nitre
renferme environ 3 gros 3 d’acide nitreux; en supposant donc que cet
acide soit tout air pur et qu'il soit en entier converti en air fixe, on
trouve, d’apreés les résultats précédents sur la combustion du charbon,
qu’'une once de nitre, en détonant avec le charbon, doit fondre
13 onces 3 de glace : I'expérience ne nous a donné que 12 onces de
glace fondue; mais, si I'on fait attention & I'incertitude des éléments
dont nous sommes parti et aux erreurs inévitables dans les expé-
riences, on verra qu'il n’est pas possible d’espérer un plus parfait
accord entre ces résultats. On peut donc ainsi concevoir le phéno-
mene de la détonation du nitre : Pair pur renfermé dans cette sub-
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stance 8’y est combiné sans un dégagement trés sensible de chaleur;
il doit, par conséquent, occasionner un froid peu considérable en
reprenant son état aériforme. A mesure qu'il le reprend, la base de
I'air fixe que contient le charbon s’en empare et le convertit en air
fixe; il doit donc se développer dans cette circonstance une quantité
de chaleur & peun prés égale i celle qui se dégage dans la combinaison
directe du charbon avec I'air pur. Le froid occasionné par le passage
de P'air pur & I'état aériforme, dans la détonation du nitre, produit
une petite différence entre ces quantités de chaleur, et cette diffé-
rence est égale 4 la quantité de chaleur que dégage I'air pur en se
combinant dans l'acide nitreux; on pourrait la déterminer par I'expé-
rience précédente si les éléments dont nous sommes partis étaient
exacts, et 'on trouverait que, dans la combinaison d’une once d’air
pur pour former I'acide nitreux, la quantité de chaleur qui se déve-
loppe peut fondre 3 onces } de glace; mais ces ¢léments sont trop
incertains pour pouvoir ainsi déterminer avec précision cette quan-
tité de chaleur. Quoi qu’il en soit, on peut conjecturer avee vraisem-
blance que le nitre doit & la chaleur qui y est combinée sa propriété
de détoner avec les substances qui peuvent s’'unir a I'air pur, pro-
priété que n’ont point d’autres substances, telles que les sels phos-
phoriques qui cependant renferment une grande quantité du méme
air, mais qui ne se combinent avec lui qu'en dégageant une chaleur
considérable.

Pour déterminer les altérations que la respiration des animaux occa-
sionne a I'air pur, nous avons rempli de ce gaz la cloche B de 'appa-
reil précédent, et nous y avons introduit différents cochons d’Inde, &
peu prés de la méme grosseur que celui qui nous a servi dans notre
expérience sur la chaleur animale. Dans une de ces expériences, la
cloche renfermait, avant que I’'on y mit le cochon d’Inde, 248?°, 01 d’air
pur; cet animal y est resté pendant une heure et un quart. Pour l'in-
troduire sous la cloche, nous I'avions fait passer & travers le mercure;
nous I'en avons retiré de la méme maniere, et, apres avoir laissé
refroidir I'air intérieur jusqu’au degré de température de I'atmo-
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sphere, son volume a été un peu diminué et s’est réduit & 24000, 25
enfin, apres avoir absorbé I'air fixe par I'alcali caustique, il est resté
200P°, 56 d’air. Dans cette expérience, il y a eu 46r°, 62 d’air pur altéré
et 37P°,96 d’air fixe produit, en faisant la correction due & la petite
quantité d’air fixe que renfermait I'air déphlogistiqué de la cloche. Si
I'on désigne par I'unité le volume de l'air pur altéré, o,814 sera son
volume diminué par la respiration. Dans la combustion du charbon, le
volume de 'air est diminué dans le rapport de 1 & 0,74828; cette dif-
férence peut tenir en partie aux erreurs des mesures, mais elle dépend
encore d’une cause que nous n'avions pas soupconnée d’abord et dont
il est bon d’avertir ceux qui voudront répéter ces expériences.

Pour rendre la cloche stable dans la cuvette, nous avons un peu
élevé le mercure intérieur au-dessus du niveau du mercure extérieur;
or, en introduisant 'animal et en le retirant de dessous la cloche, nous
avons observé que I'air extérieur pénétrait un peu dans I'intérieur, le
long du corps de I'animal, quoique plongé en partie dans le mercure :
ce fluide ne s’applique pas assez exactement contre la surface des poils
et de la peau pour empécher toute communication entre I'air extérieur
et I'air intérieur de la cloche. Ainsi air doit paraitre moins diminué
par la respiration qu'il ne I'est en effet.

Le poids de I'air fixe produit dans I'expérience précédente est de
26808 5m0 5 d’otn il suit que, dans Pintervalle de dix heures, I'animal
aurait produit 2128708 556 d’air fixe.

Au commencement de expérience, 'animal, respirant un air beau-
coup plus pur que celui de Patmosphére, formait peut-étre dans le
méme temps une plus grande quantité d’air fixe, mais sur la fin il
respirait avec difficulté, parce que I'air fixe, se déposant par sa pesan-
teur dans la partie inférieure de la cloche ol était 'animal, en chas-

% sait 'air pur qui s’¢levait au haut de la cloche, et probablement encore
parce que lair fixe est par lui-méme nuisible aux animaux. On peut
donc supposer, sans erreur sensible, que la quantité d’air fixe produit
est la méme que si I'animal eut vespiré dans I'air de atmosphére,
dont la bonté est a peu pres moyenne entre celles de I'air a la partie

-
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inférieure de la cloche au commencement et a la fin de Iexpé-
rience.

Nous avons ensuite déterminé exactement la quantité d’air fixe pro-
duite par un cochon d’Inde lorsqu'il respire I'air méme de I'atmo-
sphere; pour cela, nous en avons mis un sous un bocal a travers lequel
nous avons établi un courant d’air atmosphérique. L'air, comprimé dans
un appareil fort commode pour cet objet, entrait sous le bocal par un
tube de verre et en sortait par un second tube recourbé, dont la partie
concave plongeail dans le mercure et dont I'extrémité inférieure abou-
tissait dans un flacon rempli d’alecali caustique; il en sortait ensuite
par un troisiéme tube qui lui-méme aboutissait dans un second flacon
plein d’alcali caustique, et de la se répandait dans I'atmosphére : 1'air
fixe formé par I'animal dans Pintérieur de la cloche était retenu en
grande partie par P'alcali caustique du premier flacon, et celui qui
échappait a cette combinaison était absorbé:par l'alcali du second
flacon; 'augmentation du poids des flacons nous faisait connaitre le
poids de Pair fixe qui sy était combiné. Dans lintervalle de trois
heures, le poids du premier flacon a augmenté de 63 grains, celui
du second flacon a augmenté de 8 grains; ainsi le poids total des
deux flacons a augmenté de 71 grains. En supposant cette quantité
d’air fixe uniquement due & la respiration de I'animal, il aurait pen-
dant dix heures formé 236,667 d’air fixe, ce qui differe de § en-
viron du résultat de I'expérience précédente; cette différence peut
tenir a la différence de grosseur et de force des deux animaux et a leur
état momentané durant 'expérience.

Si les vapeurs de la respiration emportées par le courant d’air se
fussent déposées dans les flacons, 'augmentation de poids de I'alcali
caustique n’aurait pas donné la quantité d’air fixe produite par I'ani-
mal; ¢’est pour obvier 4 cet inconvénient que nous avons employé un
tube recourbé, dont la partie concave plongeait dans le mercure; les
vapeurs de la respiration se condensaient contre les parois de cette
partie du tube et se rassemblaient dans sa concavité, en sorte qu’a
son entrée dans le premier flacon I'air n’en était pas sensiblement
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chargé, car la transparence de la partie du tube qui descendait dans
le flacon n’a point été altérée; on peut done supposer que, sile poids
des flacons a été augmenté par ces vapeurs, cette augmentation a été
compensée par I'évaporation de I'eau de Palcali qu’ils renfermaient.
On pouvait craindre encore qu'une partie de I'air fixe qui était com-
biné ne fat due a I'air méme de 'atmosphére; pour nous rassurer a
cet égard, nous avons répété la méme expérience, en ne mettant point
de cochon d’'Inde sous le bocal; il n’y a point eu alors d’augmentation
dans le poids des flacons : celui du second flacon a diminué de 4 ou
5 grains, sans doute par I'évaporation de I'eau de son alcali.

Une troisiéme expérience, faite sur un cochon d’Inde dans l'air dé-
phlogistiqué, nous a donné 226 grains pour la quantité d’air fixe pro-
duite en dix heures.

En prenant un milieu entre ces expériences et quelques autres
semblables, faites sur plusieurs cochons d’Inde, tant dans I'air dé-
phlogistiqué que dans celui de I'atmosphére, nous avons évalué a
224 grains la quantité d’air fixe produite en dix heures par le cochon
d’Inde que nous avons mis en expérience dans une de nos machines
pour déterminer sa chaleur animale.

Comme ces expériences ont été faites & la température de 14°
ou 15°, il est possible que la quantité d’air fixe produite par la respi-
ration soit un peu moindre qu’a la température de o°, qui est celle de
Pintérieur de nos machines; il faudrait done, pour plus d’exactitude,
déterminer les produits d’air fixe & cette derniere température : c’est
une attention que nous nous proposons d’avoir dans les nouvelles
expériences que nous ferons sur cet objet.

Les expériences précédentes sont contraires 4 ce que MM. Schéele
et Priestley ont avancé sur les altérations de P'air pur par la respira-
tion des animaux. Elle produit, suivant ces deux excellents physi-
ciens, tres peu d'air fixe et une grande quantité d’air vicié, que ce
dernier a désigné sous le nom d’air phlogistiqué ; mais, en examinant
avec tout le soin possible, par un grand nombre d’expériences, Ieffet
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de la respiration des oiseaux et des cochons d'Inde sur I'air pur, nous
avons constamment observé que le changement de ce gaz en air fixe
est I'altération la plus considérable qu’il recoit de la respiration des
animaux. En faisant respirer une grande quantité d’air pur par des
cochons d’Inde, et en absorbant, au moyen de I'alcali caustique, I'air
fixe produit par leur respiration; en faisant ensuite respirer le résidu
de Pair par des oiseaux, et absorbant de nouveau, par Palcali caus-
tique, le nouvel air fixe qui s’était formé, nous sommes parvenus a
convertir ainsi en air fixe une grande partie de l'air pur que nous
avions employé : ce qui restait d’air avait & peu preés la méme bonté
qu'il devait avoir dans la supposition ot le changement de I'air pur en
air fixe est le seul effet de la respiration sur I'air. Il nous parait donc
certain que, si la respiration produit d’autres altérations a I'air pur,
elles sont peu considérables, et nous ne doutons point que les physi-
ciens, qui, avec de grands appareils & mercure, feront les mémes expé-
riences, ne soient conduits au méme résultat.

On a vu précédemment que, dans la combustion du charbon, la
formation d’une once d’air fixe peut fondre 26°7,692 de glace; en
partant de ce résultat, on trouve que la formation de 224 grains d’air
fixe doit en fondre roomees, 38. Cette quantité de glace fondue repreé-
sente conséquemment la chaleur produite par la respiration d’un co-
chon d’Inde durant dix heures.

Dans I'expérience sur la chaleur animale d’un cochon d’Inde, cet
animal est sorti de notre machine & peu prés avec la méme chaleur
avec laquelle il y était entré, car on sait que la chaleur intérieure des
animaux est toujours a peu prés la méme : sans le renouvellement con-
tinuel de sa chaleur, toute celle qu'il avait d’abord se serait insensi-
blement dissipée, et nous P'aurions retiré froid de I'intérieur de la
machine, comme tous les corps inanimés que nous y avons mis en
expérience; mais ses fonctions vitales lui restituent sans cesse la cha-
leur qu’il communique & tout ce qui I'environne, et qui, dans notre
expérience, s’est répandue sur la glace intérieure dont elle a fondu
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13 onces en dix heures. Cette quantité de glace fondue représente
donc & peu pres la chaleur renouvelée, dans le méme intervalle de
temps, par les fonctions vitales du cochon d’Inde : il faut peut-étre la
diminuer d’une ou deux onces, ou méme davantage, par cette consi-
dération que les extrémités du corps de Panimal se sont refroidies
dans la machine, quoique 'intérieur du corps ait conservé a peu prés
la méme température; d’ailleurs, les humeurs que sa chaleur inté-
rieure a évaporées ont fondu en se refroidissant une petite quantité
de glace, et se sont réunies a I'eau qui s’est écoulée de la machine.

En diminuant de 2°"%, 5 environ cette quantité de glace, on aura la
quantité fondue par I'effet de la respiration de I'animal sur I'air; or,
si 'on considére les erreurs inévitables dans ces expériences et dans
les ¢léments dont nous sommes partis pour les calculer, on verra qu’il
n’est pas possible d’espérer un plus parfait accord entre ces résultats.
Ainsi on peut regarder la chaleur qui se dégage dans le changement
de I'air pur en air fixe par la respiration comme la cause principale de
la conservation de la chaleur animale, et, si d’autres causes concou-
rent & I'entretenir, leur effet est peu considérable.

La respiration est donc une combustion, a la vérité fort Iente, mais
d’ailleurs parfaitement semblable a celle du charbon; elle se fait dans
Pintérieur des poumons sans dégager de lumiére sensible, parce que
la matiére du feu devenue libre est aussitot absorbée par I'humidité
de ces organes : la chaleur développée dans cette combustion se com-
munique au sang qui traverse les poumons, et de Ia se répand dans
tout le systeme animal. Ainsi 'air que nous respirons sert & deux
objets, également nécessaires & notre conservation : il enléve au sang
la base de I'air fixe dont la surabondance serait trés nuisible, et la
chaleur que cette combinaison dépose dans les poumons répare la
perte continuelle de chaleur que nous éprouvons de la part de I'atmo-
sphére et des corps environnants.

La chaleur animale est & peu pres la méme dans les différentes par-
ties du corps; cet effet parait dépendre des trois causes suivantes :
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la premiere est la rapidité de la circulation du sang, qui transmet
promptement jusqu’aux extrémités du corps la chaleur qu’il recoit
dans les poumons; la seconde cause est I’évaporation que la chaleur
produit dans ces organes, et qui diminue le degré de leur tempéra-
ture; enfin, la troisieme tient & 'augmentation observée dans la cha-
leur spécifique du sang, lorsque, par le contact de Pair pur, il se dé-
pouille de la base de I'air fixe qu’il renferme : une partie de la chaleur
spécifique développée dans la formation de I'air fixe est ainsi ab-
sorbée par le sang, sa température restant toujours la méme; mais,
lorsque dans la circulation le sang vient & reprendre la base de air
fixe, sa chaleur spécifique diminue, et il développe de la chaleur; et,
comme cette combinaison se fait dans toutes les parties du corps, la
chaleur qu’elle produit contribue & entretenir la température des par-
ties éloignées des poumons, & peu pres au méme degré que celle de
ces organes. Au reste, quelle que soit la maniere dont la chaleur ani-
male se répare, celle que dégage la formation de lair fixe en est la
cause premiere ; ainsi nous pouvons établir la proposition suivante :

Lorsqu’un animal est dans un état permanent et tranquille, lorsqu’il
peut vivre pendant un temps considérable sans souffrir dans le milieu qui
Uenyironne, en genéral, lorsque les circonstances dans lesquelles il se
trouve n’altérent point sensiblement son sang et ses humeurs, de sorte que,
apres plusieurs heures, le systéme animal n’éprouve pont de variation sen-
sible, la conservation de la chaleur animale est due, au moins en grande
partie, a la chaleur que produit la combinaison de I air pur respiré par les

ammaux avec la base de Uair fize que le sang lui fournit.

La méthode qui vient de nous conduire & ce résultat est indépen-
dante de toute hypothese, et c’est la son principal avantage : soit que
la chaleur vienne de I'air pur, soit qu’elle vienne des corps qui se
combinent avec lui, on ne peut douter que, dans la combinaison de
laiv pur avec la base de I'air fixe, il ne se développe une quantité
considérable de chaleur; cette combinaison présente, relativement &
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la chaleur, des phénoménes entiérement semblables 4 ceux que nous
offrent beaucoup d’autres combinaisons chimiques, et, en particulier,
celle de I'eau avee la chaux vive; et, ce qui rend I'identité plus par-
faite, ¢’est que dans cette derniére combinaison il y a dégagement de
lumiere. En comparant la chaleur dégagée par la combustion du char-
bon avec la quantité d’air fixe qui se forme dans cette combustion, on
a la chaleur développée dans la formation d’une quantité donnée d’air
fixe; si 'on détermine ensuite la quantité d’air fixe qu’'un animal pro-
duit dans un temps donné, on aura la chaleur qui résulte de I'effet de
sa respiration sur l'air. Il ne s’agira plus que de comparer cette cha-
leur avec celle qui entretient sa chaleur animale, et que mesure la
quantité de glace qu'il fond dans I'intérieur de nos machines; et si,
comme nous I'avons trouvé par les expériences précédentes, ces deux
quantités de chaleur sont & peu pres les mémes, on peut en conclure,
directement et sans hypothese, que c’est au changement de I'air pur
en air fixe par la respiration qu’est due, au moins en grande partie, la
conservation de la chaleur animale. Nous nous proposons de répéter
et de varier ces expériences, en déterminant les quantités de chaleur
renouvelées par diverses especes d’animaux, et en examinant si dans
tous cette quantité de chaleur est constamment proportionnelle aux
quantités d’air fixe produites par la respiration. Les oiseaux parais-
sent préférables aux quadrupédes pour ce genre d’expériences, en ce
qu’ils forment dans le méme temps, et & volume égal, une plus grande
quantité d’air fixe; ainsi, par exemple, nous avons observé que deux
moineaux francs consomment a4 peu preés autant d’air pur qu'un co-
chon d'Inde.

Pour compléter cette théorie de la chaleur animale, 1l resterait a
expliquer pourquoi les animaux, quoique placés dans des milieux de
température et de densités tres différentes, conservent toujours a peu
pres la méme chaleur, sans cependant convertir en air fixe des quan-
tités d’air pur proportionnelles a ces différences; mais I'explication de
ces phénoménes tient a I’évaporation plus ou moins grande des hu-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



200 MEMOIRE SUR LA CHALEUR.

meurs, & leur altération et aux lois suivant lesquelles la chaleur se
communique des poumons aux extrémités du corps; ainsi nous atten-
drons pour nous occuper de cet objet que P'analyse, éclairée par un
grand nombre d’expériences, nous ait fait connaitre les lois du mou-
vement de la chaleur dans les corps homogenes et dans ses passages
d’un corps & un autre d’une nature différente.
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L’ELECTRICITE QU'ABSORBENT LES CORPS

QUI SE REDUISENT EN VAPEURS ().

Mémoures de I’ Académie royale des Sciences de Paris, année 17813 1784,

Lorsque nous avons annoncé a I"Académie, & sa séance du 6 mars
dernier, que les corps, en passant de I'état de solides ou de liquides &
celui de vapeurs, et réciproquement en revenant de I'état de vapeurs a
I’état liquide ou solide, donnaient des signes non équivoques d’élec-
tricité négative ou positive, nous nous proposions d’attendre, pour
I’entretenir particulierement de cet objet, que notre travail ft entivre-
ment complet; cependant, comme nous avons déja obtenu des résul-
tats que nous croyons dignes de son attention, que nous sommes in-
formés d'ailleurs que nos expériences ont acquis quelque publicité et
que d’autres physiciens s’occupent du méme objet, nous avons cru
devoir ne pas attendre plus longtemps.

Nous nous sommes servis pour nos expériences de deux sortes d’ap-
pareils; dans tous les deux, les corps d’out s’élevaient les vapeurs, ou
qui se convertissaient en vapeurs, étaient isolés au moyen de supports
de verre enduits de cire d’Espagne. Lorsque nous avions lieu de croire
que le dégagement ou I'absorption de matiére électrique seraient peu
considérables et instantanés, nous faisions communiquer les corps di-
rectement avec I'électrométre, par le moyen d’une chaine ou d’un fil

(') Par MM. Lavoisier et de la Place.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



200 MEMOIRE SUR L’ELECTRICITE

d‘archal; dans le cas, au contraire, ol nous jugions que le dégagement
oul’absorption seraient successifs et dureraient un certain temps, nous
nous servions du condensateur électrique imaginé par M. de Volta; on
sait que cet appareil, qu’il a présenté depuis peu 4 I’Académie et dont
il lui a développé la théorie, a la propriété d’accumuler la matiere
¢lectrique et d’en rendre sensible de trés petites quantités qui au-
raient échappé si 'on ett employé tout autre instrument; nous nous
sommes également servis, dans nos derniéres expériences, de I'élec-
trométre que M. de Volta a présenté & I'Académie, et qui est & peu
prés le méme que celui de M. Cavallo; il a I'avantage, non seulement
d’étre tres sensible, mais encore de faire connaitre si 'électricité est
positive ou négative.

Ayant mis dans un bocal a large ouverture de la limaille de fer,
nous avons versé dessus de I'acide vitriolique étendu d’environ trois
parties d’eau. Il y a eu une vive effervescence, un dégagement rapide
et abondant d’air inflammable, et, au bout de quelques minutes, le
condensateur électrique de M. de Volta a été tellement chargé d’élec-
tricité, que nous en avons tiré une assez vive étincelle; I'¢lectrométre
nous a fait connaitre que I'¢lectricité était négative.

Ayant versé pareillement de I'acide vitriolique un peu plus faible
dans quelques bocaux qui contenaient de la craie en poudre, il s’est
fait un dégagement d’air fixe trés rapide; le condensateur et I'électro-
métre nous ont indiqué une électricité négative, moindre cependant
que dans I'expérience précédente, el sans étincelle sensible.

La production de I'air nitreux nous a donné un résultat semblable :
pour augmenter I'effet, nous avons opéré, dans cette expérience, sur
six bocaux a la fois qui contenaient de la limaille de fer, et nous
avons versé dessus de I'acide nitreux, affaibli avec environ deux par-
ties d’eau; 'effervescence et la production d’air ont été extrémement
rapides, et nous avons eu en méme temps des signes non équivoques
d’'une électricité négative; mais, comme les circonstances dans les-
quelles nous avons fait cette derniére expérience n’étaient pas favo-

ables, elle était tres faible.
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Trois petits réchauds remplis de charbon allumé, que nous avions
1solés et que nous avions fait communiquer avec le condensateur de
M. de Volta, ont donné une électricité négative trés sensible, et qu’il
serait aisé de porter au point de tirer I'étincelle, en augmentant la
quantité de charbon mise en combustion.

Il était naturel de penser, d’aprés ces résultats, que les corps qui
se réduisent en vapeurs enlévent de I'électricité a ceux qui les envi-
ronnent, ce qui parait d’ailleurs conforme & I'analogie observée entre
I’électricité et la chaleur; nous nous attendions, en conséquence, que
I'eau, en se vaporisant, nous donnerait des signes de I'électricité ne-
gative. Ayant fait chauffer quatre poéles de fer battu, les ayant isolés
et les ayant fait communiquer avec I'électrométre, et ayant versé de
I’eau dessus, ils nous ont donné, dans trois expériences successives,
des signes non équivoques d’¢lectricité, qui nous a paru négative dans
la premiere, mais qui, dans les autres, était incontestablement posi-
tive; nous soupconnons que le refroidissement, qui accompagne I'éva-
poration de 'eau, a pu augmenter dans ces expériences les signes
d’électricité positive plus que I'évaporation ne les a diminués; mais
c’est une conjecture qui demande a étre vérifice par des expériences,
et que nous nous proposons d’examiner avec attention, i raison de son
importance, dans la théorie de I'électricité naturelle et de la formation
du tonnerre. '

M. de Volta a bien voulu assister & nos derniéres expériences et
nous y étre utile; la présence et le témoignage de cet excellent physi-
cien ne peuvent qu'inspirer de la confiance dans nos résultats.

e e g e e
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SUR LES

APPROXIMATIONS DES FORMULES

QUI SONT FONCTIONS DE TRES GRANDS NOMBRES,

Mémoires de I’ Académie royale des Sciences de Paris, année 1782; 1784,

On est souvent conduit dans I’Analyse, et principalement dans celle
des hasards, a des formules dont I'usage devient impossible lorsqu’on
y substitue des nombres considérables. La solution numérique des
problemes dont elles sont la solution analytique présente alors de
grandes difficultés que I'on n’est encore parvenu a vainere que dans
quelques cas particuliers, dont les deux principaux sont relatifs au
produit des nombres naturels 1, 2, 3, 4, ... et au terme moyen du
bindme élevé & une grande puissance. Si I'on suppose cette puissance
paire et égale a 25, ce terme sera, comme 'on sailt,

25(2s—1)(2s—2)(2s—3)...(s+1)
e e ey e s

Quoique cette expression soit fort simple, cependant si s est trés con-
sidérable, par exemple égal 2 10000, il devient tres difficile de la
réduire en nombres, & cause de la multiplicité de ses facteurs. M. Stir-
ling est heureusement parvenu a la transformer dans des séries d’autant
plus convergentes que s est un plus grand nombre (voir son bel Ou-
vrage De summatione et interpolatione serierum). Cette transformation,
que P'on peut regarder comme une des découvertes les plus ingé-
nieuses que P'on ait faites dans la théorie des suites, est surtout
remarquable en ce que dans une recherche, qui semble n’admettre
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que des quantités algebriques, elle introduit une quantité transcen-
dante : savoir la racine carrée du rapport de la demi-circonférence au
rayon. Mais la méthode de M. Stirling, fondée sur I'interpolation des
suites et sur quelques théoremes de Wallis, laisse a désirer une mé-
thode directe qui s’étende & toutes les fonctions composées d’un grand
nombre de termes et de facteurs. J'ai donné, dans nos Memoires pour
'année 1778, p. 289 ('), un moyen général de réduire en séries con-
vergentes les intégrales des fonctions différentielles qui renferment
des facteurs élevés a de grandes puissances; mais, occupé d'un objet
différent, je me suis alors contenté de tirer de cette méthode les beaux
théoremes de M. Stirling, en me réservant de la reprendre et de ap-
profondir dans un autre Mémoire. De nouvelles réflexions m’ont con-
duit a I'étendre généralement aux fonctions quelconques de tres
grands nombres et & réduire ces fonctions dans des suites d’autant
plus convergentes que ces nombres sont plus considérables, en sorte
que cette méthode est d'autant plus approchée qu’elle devient plus
nécessaire. Je me propose de la développer dans ce Mémoire avec tout
le détail du & Ia nouveauté du sujet et 2 son importance dans les appli-
cations de I'Analyse.

La difficulté que présente la réduction en nombres des formules
analytiques trés composées vient de la multiplicité de leurs termes
et de leurs facteurs : on la fera donc disparaitre, si I'on parvient &
réduire ces formules dans des suites assez convergentes pour que I'on
n’ait besoin d’en considérer que les premiers termes, et si, de plus,
chacun de ces termes ne renferme qu'un petit nombre de facteurs qui
peuvent d’ailleurs étre élevés a de grandes puissances. 1l sera facile
alors d’avoir ces facteurs et leurs produits, par les artifices connus,
pour obtenir, au moyen des Tables, les logarithmes de trés grands
nombres et les nombres de trés grands logarithmes. La question se
réduit ainsi & transformer les fonctions composées en séries conver-
gentes, Cela parait impossible lorsqu’on les considere sous leur forme

(1) OFueres de Laplace, T.1X, p. {44.
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naturelle; mais, pour peu que 'on soit versé dans I'’Analyse infinitési-
male, on a souvent observé des fonctions différentielles d’une forme

* tres simple, et qui renferment des facteurs élevés a de grandes puis-
sances, produire, par leur intégration, des fonctions (rés composées,
ce qui donne lieu de penser que toute fonction composée est réduc-
tible & de semblables intégrales qu’il ne s’agira plus ensuite que de
convertir en séries convergentes. Le probléme que nous nous propo-
sons de résoudre, considéré sous ce point de vue, se partage ainsi en
deux autres, dont I'un consiste & intégrer par approximation les fonc-
tions différentielles qui renferment des facteurs tres élevés, et dont
Iautre a pour objet de ramener & ce genre d’intégrales les fonctions
dont on cherche des valeurs approchées.

Dans I'article I de ce Mémoire, je donne la solution du premier pro-
bléme, qui, par lui-méme, est trés utile dans cette branche de I'Ana-
lyse des hasards, ol I'on se propose de remonter des événements
observés a leurs causes et de reconnaitre, par ces événements, la pro-
babilité des événements futurs (voir les Mémoires de I’ Académie pour
I'année 1778). Cette solution me conduit a différentes séries qui se
servent de supplément les unes aux autres, les premiéres devant étre
employées pour les points de l'intégrale éloignés du maximum de la
fonction différentielle, et les secondes devant servir pour les points
voisins de ce maximum : ces derniéres suites renferment des quan-
tités transcendantes qui, le plus souvent, se réduisent a celle-ci

'fdtc"",

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est I'unité; et,
comme cette intégrale, prise depuis z = o jusqu’a ¢ = oo, est la moitié
de la racine carrée du rapport de la demi-circonférence au rayon, il en
résulte que la valeur approchée des intégrales déterminées des fonc-
tions différentielles qui renferment des facteurs trés élevés dépend
presque toujours de cette racine, dans le cas méme ou ces intégrales
sont algébriques; ainsi cetle quantité transcendante que M. Stirling a
le premier introduite dans la valeur approchée du terme moyen du
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binome ne lui est pas particuliére, mais elle entre également dans les
valeurs approchées d'un grand nombre d’autres fonctions algébriques.

Je considére dans l'article IT le probleme qui consiste & ramener
les fonctions dont on cherche des valeurs approchées a I'intégration
de fonctions différentielles multipliées par des facteurs élevés a de
grandes puissances; pour y parvenir d’une maniére générale, je repré-
sente par ¥, ¥u Y. -.. des fonctions de s, trés composées et dans les-
quelles s est un grand nombre. Je suppose ces fonctions données par
des équations linéaires aux différences, soit finies, soit infiniment
petites, dont les coellicients sont des fonctions rationnelles de s; en
faisant ensuite, dans ces équations,

yfzfxs?d'r! J’;:f&“?'a’w, ey

et en les préparant d’'une maniére convenable, chacune d’elles se
divise en deux parties, dont I'une est affectée du signe intégralfel.
dont I'autre est hors de ce signe : I'égalité & zéro des parties sous le
signe donne autant d’équations linéaires aux différences infiniment
petites qu'il y a de variables ¢, ¢, 97, .... On peut, conséquemment,
déterminer & leur moyen ces variables en fonctions de @; quant aux
parties hors du signe intégral, en les égalant & zéro et en éliminant
les constantes arbitraires des valeurs de 9, ¢/, 9", ..., on parvient &
une équation finale en , dont les racines servent a déterminer les
limites dans lesquelles on doit prendre les intégrales f.:c‘cg dz,
fx‘q)’dx, .... Une remarque trés importante dans cette analyse, et
qui donne les moyens de l'étendre & des fonctions d'un fréquent
usage, est que les séries que I'on obtient pour y,, ¥, ... ont lieu’
généralement en y changeant le signe des constantes qu’elles ren-
ferment, quoique, par ce changement, I'équation finale en @, qui
détermine les limites des intégrales, cesse d’avoir plusieurs racines
réelles, Le principal obstacle que I'on rencontre dans application de
cette méthode vient de la nature des équations différentielles en ¢, ¢/,
9", ..., qui peuvent n’étre pas intégrables : on pourra souvent obvier
A cel inconvénient en représentant les fonctions y,, ¥, ... par des
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intégrales multiples telles que fm‘x’-’cp dz dz’, fx’m"q:’dxdx’, SH
on parviendra ainsi & déterminer 9, ¢/, ... par des équations d’un
ordre moins élevé et susceptibles d’étre intégrées par les méthodes
connues.

L’analyse précédente, appliquée aux équations linéaires a différen-
tielles partielles, donne pareillement leurs intégrales en séries con-
vergentes, en sorte qu'elle s’étend généralement aux fonctions trés
composées qui peuvent étre représentées par des équations différen-
tielles linéaires aux différences ordinaires ou partielles, finies ou infi-
niment petites, ou en partie finies et en partie infiniment petites, ce
qui embrasse toutes les fonctions qui se rencontrent dans I'usage
ordinaire de ’Analyse.

Dans I'article III, j"applique la méthode précédente a diverses équa-
tions différentielles; j’en tire les valeurs, en séries trés convergentes,
du produit des nombres naturels 1, 2, 3, 4, ... du terme moyen du
binome, de celui du trinome, ete., des différences tres élevées, soit
finies, soit infiniment petites des fonctions ou d’une partie quel-
conque de ces différences.

Enfin, dans I'article 1V, je donne la solution de plusieurs pro-
bléemes intéressants de I’Analyse des hasards, qu’il serait impossible
de résoudre numériquement par les moyens connus.

Articre 1.

De l'intégration par approximation des fonctions différentielles
qui renferment des facteurs élevés a de grandes puissances.

L.

Si I'on désigne par u, u', «’, ... et ¢ des fonctions quelconques
de @, et par s, 5, s”, ... des nombres considérables, toute fonction
différentielle qui renferme des facteurs élevés a de grandes puis-
sances sera comprise dans cette forme w'u*'u”’...0dx. Pour avoir
en série convergente son intégrale prise depuis @ = 0 jusqu'a @ = 0,
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on fera «'u'*...9 =y, el, en désignant par Y ce que devient y lors-
quon y change @ en 0, on supposera y = Ye ™, e étant le nombre
dont le logarithme hyperbolique est I'unité; on aura ainsi

lugl = fi

Y

Si I'on considere & comme une fonction de ¢ donnée par cette équa-
tion, on aura, en supposant d¢ constant,

ol g’ ktd'r—t— 2 dix t* dizx
E5TE dt T eradnl ) e T

¢ devant étre supposé nul, aprés les différentiations, dans les valeurs
der d*z

ilO dt, PR

«+++ Or on a généralement

drax 1 1 1 dx
A drod o

la caractéristique différentielle & se rapportant a tout ce qui la suit, et
dt pouvant varier d’une maniére quelconque dans le second membre

de cette formule; de plus, si 'on différentie 1'équation log; =1, et

? " - dg
que 'on désigne — e par ¢, on aura
dy
d.
dl = i

partant, on aura
drz  vd[ed(e...dv)]

T T

3

dx ¢tant supposé constant dans le second membre de cette équation.

En nommant done U ce que devient ¢ lorsqu’on y change @ en 0, la

arz ool l \ . . . 3
valeur de —7= qui répond & 2 =10, ou, ce qui revient au méme, i

Ud[Ud(U...dU)],

t= o, sera égale & ———p- ; on aura ainsi

UdU ,  Ud(UdU)

e ViU l.zdﬂt + 1.2.3d0

s d A

d’ot1 I'on tire

% dU  d(UadU)
d‘”ﬁ”“‘[‘ﬂ“aa“*"r;‘w—a"“*--]
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et, par conséquent,
“fydx:Udet:?“‘[lq- %t—{— %{?_gsgzt’-&-...].

Si I'on prend I'intégrale depuis ¢ = o jusqu'a ¢ = o0, on aura généra-

lement
fr“dZe”'"zr.z.B...n,
partant
s dU _ d(UdU) d[Ud(UdU)]
fJ’“"”'*UYJH B, o APl A8 B S

I'intégrale relative & 2 étant prise depuis @ = 0 jusqu’a la valeur de

qui convient a ¢ infini.
Nommons Y" et U’ ce que deviennent y et ¢ lorsqu’on y change z

en 0’; nous aurons pareillement

. dU’ d(U' dU") d[U'd(U'dU")
;/‘yd‘z:U;YJI"—W_i‘ (defz =t [ d(ﬁ"’ ]+-.

£

I'intégrale relative & 2 étant prise depuis z = 0’ jusqu’a la valeur de
qui convient i ¢ infini; en retranchant done ces deux expressions I'une

de 'autre, on aura

e ( dU  d(UdU)  d[Ud(UdU)]
i | Jrde= UViih st ma s o]
A)
L dU  d(U'dU'y  d[U'd(U'dU")]
I1srr s 2 B 5 Joby
e U S g o i’ et

I'intégrale relative & 2 étant prise depuis « = 0 jusqu’a @ = 0’, en
g I J
sorte que la considération de ¢ disparait dans cette formule. Si 0 et 0
étaient primitivement renfermés dans y, il ne faudrait Taire varvier que
les quantités 0 et 0" qu'introduisent dans U et U’ les changements de «

q q 8
en 0 et en 0’ dans la fonction ¢.

. . I
La formule (A) sera tres convergente si ¢ ou — %
TR

yelite quantité; or, ¥ étant, par la supposition, écal 4 e’ ..
I ] ;or, Y P PP ,y €8 ¢

est une tres

on a
1

s sdu mal dy )
e ol O S S St o
wdz u'dax oda
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ainsi, dans le cas ol s, &/, s, ... seront de trés grands nombres, ¢ sera

_fort petil; et, sil’on fait ;‘ = o, o étant un trés petit coefficient, la fone-
tion ¢ sera de I'ordre o et les termes successifs de la formule (A) seront
respectivement des ordres o, o2, 2, ....

Cette formule cesserait d’étre convergente si la supposition de o =0
rendait trés petit le dénominateur de I'expression de ¢. Supposons, par
exemple, que (@ — a)* soit un facteur de ce dénominateur; il est clair
que les termes successifs de la série qui, dans la formule (A), multi-
plie UY, seront divisés respectivement par (0 —a)¥*, (0 —a)**+',
(0 —a)***2, ... et deviendront trés considérables si 0 est peu diffé-
rent de a. La convergence de cette formule exige done que (0 — a)*
et (0’ — a)* soient plus grands que o; elle ne peut, conséquemment,
étre employée dans l'intervalle out ( — a)* est égal ou moindre que «;
mais, dans ce cas, on pourra faire usage de la méthode suivante.

I1.

Si I'on nomme Y ce que devient y lorsqu’on y change  en a, il est

o : dy Sl oy
visible que, (z — a)* étant un facteur de — 7dz Ol e qui revient

dlog — Y
A y -+ -] o —h 1
au méme, de by (z — a)*+' sera un facteur de log y Soit done
Y — Ye '
ef
Tr—a
* v= )
(logY — logy)i+1
on aura

r—a=vl,

¢ ne devenant point infini par la supposition de @ = a. Si I'on désigne
. dU') d& US - ‘,2 d! ‘,3 l

ens ¥ gy ST ) : e el pis o | TS

ensuite par U, —~» -~ ce que deviennent ¢, ==, “

qu'on y change @ en a, apreés les différentiations, on aura

e v &
U e L R e v Lt R
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d’onr il est facile de conclure

e dU? d*Us arU*
dr — — it e e Rl Tl S5
(B) [yde=Y [die [U+ s s ]
Cette formule pourra étre employée dans tout I'intervalle ot @ differe
trés peu de a@; elle peut conséquemment servir de supplément a la for-
mule (A) du numéro précédent; mais, au lieu d’étre ordonnée comme
elle par rapport aux puissances de «, elle ne le sera que relativement
1
aux puissances de a**', car il est visible que, dans ce dernier cas,
1
g n’est que de lordre ¥+,

Pour déterminer pins facilemonti] e U ity
our determiner I) us racilemen {+] quan 1Les y E’ -E:ZT;, ey

SUpposons

logY —logy =(z — a)*'[A+B(z—a)+ C(z—a)+...];

nous aurons, en changeant 2 en a, aprés les différentiations,

e dvtlogy
T 1.2.3,.. (¢ +1)dzbrt’
B sl sl drttlogy

1.2:3.. (@ 2) dab+2’

............................

Nous aurons ensuite, quel que soit r,
r

or=[A -+B(z —a)+C(z —a)*+...] #*

L1
r &

= Lok
— W=

s V+;-A_WB(3;_Q)
S rr+pn SRR i
' [1.3(p+1)' g AR yu—i-:A bt Cl(z—a)+. ...

Si I'on fait successivement dans cette formule r =1, r—=2, r=23, ...,

: ' 2 2 2 ;
il sera facile d’en conclure les valeurs de U, %%, %, <.+ et la for-

mule (B) ne présentera plus d’autres difficultés que celles qui résul-

OEuvres de L. — X. 28
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tent de 'intégration des quantités de cette forme fz’* dte=*"; or on a

f o dt et

e

(n—p)(n—2p—1) {gcimntd et TSRO

[tn—p._‘_ o3 p-t""’!"'_l—k
TR

B+1 (p+1)*
s (n—p) (n—zp—:)(n—S,u.-—z)...(n-—rp.+p-——r+z)£’*—"9""*':|
(5
& (n—p)(n—ap—1).. .(_.1'1—.r'Ju,-—J"-}-1_‘,\./-51_‘_],“_},‘!1z e

(p+1)"

r étant égal au quotient de la division de » par p -+ 1 si la division est
possible, ou au nombre entier immédiatement inférieur si elle ne Iest
pas. La détermination de I'intégrale fya’x dépend donc des intégrales
de cette forme

fdtc—‘“', f.c dl o= S ot .['w—'dz e

il n’est pas possible d’obtenir exactement ces intégrales par les mé-
thodes connues; mais il sera facile dans tous les cas d’avoir leurs va-
leurs approchées.

I11.

Nous aurons principalement besoin dans la suite de la valeur de
fy dz pour tout I'intervalle compris entre deux valeurs consécutives
de @ qui rendent y nul; nous allons conséquemment exposer les sim-
plifications dont cette valeur est alors susceptible. y ayant éLé supposé
dans le numéro précédent égal & Ye=", il est visible que les deux va-
leurs de @ qui rendent y nul rendent pareillement nulle la quantité
e, ce qui suppose que -1 est un nombre pair, et que I'une de
ces valeurs de & répond & £ = — s et 'autre & £ =o0; Y est donc alors
le maximum de y compris entre ces valeurs. Soit p. + 1= 21; si I'on
prend I'intégrale ft”‘*'a’ze—"“ depuis ¢ = — o jusqu’a ¢ = oo, sa va-
leur sera nulle, car il est clair que les éléments de cette intégrale qui
répondent aux valeurs de ¢ négatives sont égaux et de signe contraire
a ceux qui répondent aux valeurs de # positives. L’intégrale fz“"dze—"‘
sera égale a 2[:”’& e, cette dernitre intégrale étant prise depuis
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{ = o jusqu’a ¢ = oo, et, dans ce cas, on a, par le numéro précédent,

ff’“dt — (_%_ET_?E'_E— 1) (2r —4i+1)...(27—2ri+1) f:sn—:r'dte-:"'
- il (24)" - ’

r étant égal au quotient de la division de » par ¢ si la division est pos-
sible, ou au nombre entier immédiatement plus petit si la division
n’est pas possible. Soit donc

K = fdze'""',
Kol e f trdie,

KR d ey

]{h‘—u:ftzr—xd; e

Ja formule (B) du numéro précédent deviendra

. = 1 dztU!£+! i T d“U”"‘i
ff"""’_zKY(U+E1.3.3...2;‘d¢cﬂ+ Az 1.2.3...4£dx“+"')
A2 U3 3 A2 i+s
(1) b
iz Y[l.zda;2 Fai 12580 (A dait2
3(2i+3) dbi+2[hi+s J
(€ | R T S T S A B e (T e
o I e o e e A bt DA DT o T AT D i
- dﬁ—!Uﬂ'-—l 23’_! d&l‘—ﬂ”&c‘-},
i ({=1)
S Y[I.Q.S...(zi—-z)dw“*’ 2 1.2.3...(40—2)dzt-?
(2i—1) (4i—1) dbi-2Jsi—1 9
e 4t 1.2.3,..(6i—a)ydzo= " |

Cette formule est la somme d’un nombre ¢ de suites différentes, dé-
1

croissantes comme les puissances de «, puisque U est de I'ordre ¥, et
multipliées respectivement par les transcendantes K, K, K®, . .
qu’il est par conséquent important de connaitre. Voyons ce que l'ana-
lyse nous apprend i cet égard. '
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IV.
Considérons généralement I'intégrale
[dsdz dzt) daz®... . dor-2e-s(rarsas ),

les intégrales successives étant prises depuis s, @, 2, 2®, ..., égaux
a zéro jusqu’aux valeurs infinies de ces variables. En intégrant d’abord
par rapport a s, on réduira I'intégrale précédente a celle-ci

dz dz) dz'® 4. . .+ dzir-2
14 &P 20 zCr - -
Soit
€Z A
=
(] - x“l"..;..x(!)".{.._ ViR x(r—z]")ﬂ

=4 ]

on aura

dx
I+ xR 20|, 4 D"

1= 1 dz
& x=i )y e’

(1420 20" | - -y 7

I'intégrale relative & s étant prise depuis z = o jusqu’a z = 0. Soit

encore
)

— z();

(12 ., .+ (-2

dzt)
T
S (12U e e () A
1 ds1)
== H—1 S T
(14 2@ e =2y ./ (1 sy "

Uintégrale relative & 5" étant prise depuis 5 = o jusqu’a 5" = . En
continuant d’opérer ainsi, on trouvera

on aura

fds drdz, .. dx(l'—!)e—-s(l+z"+x(l)ﬂ+.u+-‘£

~ e ds dsae dz dz
I~ 5" 53 n—i ¥ 1:3"‘ s e
(1+_:n) " (1sr) = (r-3%) *

(r—a;" )
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les intégrales relatives & s étant prises depuis 5 = o jusqu’a z = 0.
Intégrons présentement, d’une autre maniére, la différentielle

dsdzdxV), . e—s(1+x"+x('] +...),

et, au licu de commencer les intégrations par s, terminons-les par cette
variable; pour cela, nous observerons que I'on a

j‘d;v o L_lfs’-i'dx P % fdi Estey

S" Sﬂ

1
¢ étant supposé égal a s"2. L’intégrale relative & @ devant étre prise

.

depuis = o jusqu'h @ =, l'intégrale relative a ¢ doit étre prise
depuis ¢ = o jusqu’a ¢ = oo, Soit done fd’t e =K, on aura

fda: Eatiar— [—(l;

SJI
on aura pareillement
fd.xf”e'“mnz E«.:

Sﬂ

et ainsi de suite; partant,

i g
[dsdzdz. .. datr— g=s(1+amsz® s 42")

e K""/‘df-i_ls :nK""j.t"—" dt e—*",

sﬂ

1
¢ étant ici égal & ", et I'intégrale relative a ¢ étant prise, comme I’inté-
grale relative a s, depuis la valeur nulle de cette variable jusqu’a sa
o valeur infinie. En comparant les deux expressions de

fds dzdz). . e=s(1+ansa®’s.)

et en observant que
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= étant le rapport de la demi-circonférence au rayon, on aura
AlKr=t [in-rdt et

T e ds dz ds
P 21 TR A=r+3’
Sl 1-+2z%) » (14+3") " (1+3z2) =

toutes les intégrales étant prises depuis les valeurs nulles des variables
jusqu’a leurs valeurs infinies.

. . 1
Sil'on fait 1+ 5"= ——, on aura

i 6 S L e i -
ds = n+12

(r—ur)n
la formule précédente deviendra ainsi

n’K"—’fﬂ-" dte—*"
(Z) =2 f du f / du
o T r=1®
SII]E (I—H"‘)" ('__,,“u)ﬂ (I-—u“) n

les intégrales relatives & u étant prises dcpuis u=o0 jusqu’a u=1,
parce que la supposition de z = o donne = o et que celle de 5 =
donne u# =1. Il faut dans cette formule prendre autant de facteurs
affectés du signe intégral qu’il y a d’unités dans r — 2.

La formule (Z) offre plusieurs corollaires intéressants que nous
allons développer; si I'on y suppose r = n, I'intégrale ft""’a't " se
changera en K, et I'on aura

s:n; I-—u”)" l—u")" (l-—-u") n

Ainsi K ou fdc e" sera donné par cette équation en fonctions d’inté-
grales algébriques, et la formule (Z) donnera la valeur de f&""’dz g
en fonctions semblables, » étant un nombre quelconque entier positif
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et moindre que 7z; ces valeurs dépendent des » — 2 intégrales algé-

du du du
PR T St e /—'E;
T (,‘____un)n (].____un)u (I_uu) n

mais on peut diminuer de moitié le nombre de ces intégrales par la

briques

méthode suivante.
Si, dans la formule (Z), on fait 7 = 2, elle donnera

. 1
n’/ dte“‘"ft"“"dte“": iy
sin —

n

Cette équation est généralement vraie, quel que soit 7, en le suppo-

sant méme fractionnaire; partant, si 'on y change » dans . on

aura
(r—1)nw

=3 b e

a' e J1 =8 [t | —gr=t
nt [idee=551 [ dte R T
I

et, si dans cette nouvelle équation on change ¢ dans ', elle de-

viendra
T

(T} n!ftr-—zdte—t”fcn—f' dite=ti= ;F“ I}Tf'
n

Si, dans cette équation, on suppose r —2=n —r, ce qui donne

'3
r= -1, 0n aura

A1EY g
n‘(ft’ d:e""‘) =m,
et, sil’on change ¢* dans ¢, on aura ce résultat remarquable
fd:e'": :—:\fr_r,

¢’est-a-dire que l’intégrale/dte“", prise depuis ¢ = o jusqu’a ¢ infini,
est la moitié de la racine carrée du rapport de la demi-circonférence

au rayon.
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Supposons maintenant 7 pair et égal & 27; si I'on fait » =7 + 1 dans
la formule (Z), elle donnera

!I\f ft‘ ’dte lll .1 \/‘_.__d!_f .._._,_d_{.{"..!. i ./___ d“___.
£ i
sm — , it )!1 [ uza‘)zi L (= utr)i

Or, en changeant ¢ en ¢, l’intégralefc"" dte-* deviendra

:T‘[‘ Hdiesh—

on aura done
] /7 o
(R). chf:_\iﬂ. 2 ff“":"“/ du y
sin e (1 — wi)i (1 — uiy

ainsi K sera donné en fonction des ¢ — 1 premiéres intégrales algé-
briques de la formule (Z), et cette méme formule donnera les valeurs
de toutes les intégrales transcendantes fz““*’dze“"‘, en fonctions de
ces mémes intégrales, lorsque 7 sera égal ou moindre que 7+ 1 ou, ce
qui revient au méme, lorsque 'exposant 27 — r sera égal ou plus grand
que ¢ — 7. Si cet exposant est moindre, alors »— 2 sera plus grand que
¢ — 1, et la formule (T) donnant la valeur de l'intégrale f&““—’dzc—‘”,
au moyen de celle-ci ft"*dze“", cette valeur ne dépendra que des
¢ — 1 premieres intégrales algébriques de la formule (Z); ainsi toutes
les valeurs de I'intégrale ft“f—’dze"" ne dépendront, quel que soit 7,
que de ces ¢ premicéres intégrales algébriques, et, comme les valeurs
correspondantes a 7 plus grand que 7 sont données par la formule (Z)
en fonctions de ces intégrales et des suivantes

du du 2 du
% R T A=t
(1— usi)n k (1— u“) 2i {I-w:s’f) 2

il en résulte que chacune de ces derniéres intégrales sera donnée en
fonction des 7 — 1 premitres intégrales algébriques de la formule (Z).
Si n est impair ef égal & 27 + 1, la formule (Z) donnera, en y faisant
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successivement r = ¢ -1 et r=1-+ 2,

(ai+1)K! [ tide-rin

e R du : du du
Tl Ve Al S SRR e i
sin (I == un‘-e-i)n'+l (1— u!:'+1)2r'-+-1 (1— un‘-a-:)s:'-avt

)

(271 ):Kf+lj'£;_1 dt e~

o T du du <
Tty For e ESR
8In— (1 — 2+t )’:TJ-_: (1 — upi+t)tist

2L+ 1

en multipliant ces deux équations I'une par 'autre et en observant
que I'équation (T) donne, en y faisant r =¢+1,

s y ; g i (i3
t [p-tdre—t* [ pdie—t" — ——
(af 1)t flo-tdter fitdiertH= T
sin —;
311
on aura
(274 1)1 K2+
7 sin £
Sy o du du - du
e SR PSRIE e — .
(Sil‘l 2£i_|:—’) (1—u2iH1)Er (1—u+)IF] ) (e gRi)Ri

K sera ainsi donné en fonction des ¢ premiéres intégrales algébriques
de la formule (Z), et cette méme formule donnera les valeurs de
/z’””dw“""‘, en fonction des mémes intégrales, lorsque 7 sera égal
‘ou moindre que ¢+ 2; la formule (T) donnera ensuite les valeurs de
cette intégrale transcendante lorsque 7sera plus grand que ¢ + 2, d’ou
I'on peut conclure que chacune des intégrales

du dut du
ey ey 1 ST A . p T
" {l — u!;+1}s,-+: (! — u11+l}!:'+1 (] i ua;<.:)2;‘+|

sera donnée en fonction des ¢ premiéres intégrales algébriques de la

formule (Z).
De la il suit généralement que toutes les valeurs de fz"cize‘ " ne

EH

OFuvres de L. — X.
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226 MEMOIRE SUR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES
dépendront, quel que soit 7, que de 1;5 — 1 intégrales algébriques prises

o r . . n—I a . -
dans la formule (Z) si n est pair, ou de = — de ces mémes intégrales
si n est impair.

WL

Reprenons maintenant la formule (C) du n® IIT; si Pon y fait ¢ =1,
elle ne renfermera que la seule transcendante K ou fa’te“’, qui, par
le numéro précédent, est égale & Ly/m ou o, 886227:1

Si I'on y fait ¢ = 2, cette formule renfermera les deux transcen-
dantes K et K, qui sont1'espcctivementégalcsh/‘dzc"" eta [2die;
or la formule (R) du numéro précédent donne, en y faisant 7= 2 et en

. ™ I
observant qu’alors sin = = —,
at 2
3 — A Sy
i’;('/dte-“)’:\/arr ——

(1= uty?

Cette derniére intégrale représente la longueur de la courbe élastique
que M. Stirling a trouvée égale a

1,31102877714605987;

en désignaut done par =’ cette valeur, on aura
: S e e p O s
e ] i) QA
K_fdte = VmVam;

la formule (Z) donnera ensuite, en y faisant n = 4 et r = 2,

16 fdte=t [‘die-t=mn\/a,
partant
3

L 'F
K= [ sdte-t= 7“

f;\rs;i"';f';

Nous ne pousserons pas plus loin cet examen des valeurs de K, K, ||
correspondantes aux différentes valeurs de ¢, parce que les cas oi ¢
surpasse 'unité sont trés rares dans les applications de I'Analyse.
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Vs

Le cas dans lequel 7 = 1 étant le plus ordinaire, nous allons exposer
ici les formules les plus simples pour déterminer dans ce cas la valeur
approchée de I'intégrale :fy dx.

Si I'on suppose ¢ = — %j,f et que 'on nomme Y et U ce que de-
viennent y et ¢ lorsqu’on y change @ en 0, et Y’ et U’ ce que deviennent
ces mémes quantités lorsqu’on y change 2 en (', on aura

: d(UdU) . d[Ud(UduU)] ]
[)dx__ YU 3 HES it 26 *‘i,
{
{42 ( vl o dU, d(UdU) | d[U'd(U'dUY)
\ =L N Rt e 073 g o’ :

I'intégrale /ydm étant prise depuis @ = 0 jusqu'a @ = 0'. Cette for-

\ . d \
mule sera trés convergente toutes les fois que 5~ sera tres grand par
dx

rapport & y, ce qui a lieu lorsque, les facteurs de y étant élevés a de
grandes puissances, I'intégrale jy dx est prise dans des intervalles
¢loignés du maximum de y.

Pour avoir cette méme intégrale dans les intervalles voisins de ce
maximum, supposons qu’il réponde & = @, et nommons Y le maxi-
mum de y ou ce qu’il devient lorsqu’on y change & en a; supposons
encore, comme cela arrive le plus souvent, que la valeur a de & ne
fasse disparaitre que la premiére différence de y : dans ce cas, on fera

X —a

—\/lo Y lo M e S
§ B ‘ ViegY — logy

I g, 90 & qevi du* d*w’
et, en désignant par U, —— —— -~ ce que deviennent ¢, —— > —-5 -

lorsqu’on y change @ en @, on aura

dUs arys: | d* Ut oy
(b) f_yd.r dete"(U—i——-— +|.3dx’£‘+l.2.3dm“ﬁ"")'
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: o ydz
Si dans la formule (@) on suppose logy, et par conséquent — T

tres petit de 'ordre «, cette formule ne pourra pas servir dans tout
I'intervalle ou (@ — a@)? est moindre que «; dans ce cas, on peut faire
usage de la formule (%), qui cesse elle-méme d’étre convergente
lorsque ¢z ou, ce qui revient au méme, x — @ n’est pas une quantité
trés petite de I'ordre o, A étant positif; mais, dans l'intervalle ot cela
n’est pas, la série (@) peut étre employée, en sorte que ces deux séries
se servent de supplément I'une & I'autre ; il y a méme des intervalles
ot toutes les deux peuvent étre d'usage, car, puisque la convergence

1
de la série (a) exige que 2 — a soit de I'ordre a’_—l, A étant positif, et
que celle de la série (b) exige que ; — A soit positif, ces deux séries
peuvent servir a la fois pour toutes les valeurs positives de A moindres
que ;. La premiere sera ordonnée par rapport aux puissances de a*,
et la seconde le sera par rapport aux puissances de oz§"1; il faudra
done préférer la premiére ou la seconde, suivant que 2 sera plus
grand ou moindre que § — A, c’est-a-dire suivant que I'on aura A plus
grand ou plus petit que }.
La formule (6) donne, en intégrant depuis £ =T jusqu’'a ¢ =T,

b I d’:”:l 1.3 d" Us 5\ . =
‘ < gy Y(U e et o e
&) ¥ Sy SopRl dasieeb fup e
) i [2;+Tl.zdr“+(r _Fl)?Tzﬂ.—.?»dx“_f-'”.
Y _p[d0? 4 U e d*U*
-;g [_(('J,'-Jr-l :_gdx'k"f-(l +l)m+...‘,

I'intégrale jydx é¢tant prise depuis la valeur de @ qui convient a
(=T jusqu’a celle qui convient & ¢ =T".
Si I'on suppose T = — = et T'= ¢, on aura généralement

Lk a=IE e RS D e TR -

on a dailleurs dans ce cas (n° V)

fﬂ’t et — \/7_:'.
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La formule précédente devient ainsi

" = - gl 1.3 dus
(At s ey (‘“‘ 5 T i TRy T )
I'intégrale fya’x étant prise entre les deux valeurs consécutives
de @ qui rendent y nul, et Y étant le maximum de y compris entre
ces valeurs. Les différents termes de cette formule se détermineront

facilement en observant que, si 'on fait

_dllogy _ dllogy N d'logy
AS—Tade O et i st ‘

@ étant changé en a, apres les différentiations, on aura généralement

[.’h.(_"_tﬂA_E"]}z g !C](x——a)’——....
8 2
On a .
d? dy?
d’logy:T'ym}‘T;

la supposition de & = a fait disparaitre dy : on aura done

dtlogy _ et 5
T imaes 2 b

v ! : e
Y et g;} étant ce que deviennent y et 37{ lorsqu’on y fait @ = a;
partant, si dans la formule () on ne considere que le premier terme

de la série, on aura & tres peu pres

3 e
Y? a2t Y?
fydx: —-T% ou (f‘ydx)’: -—-%;-Y:
dz?  da?

intégrale fy dx étant prise entre les deux valeurs consécutives de
. ¢ x X 2

qui font disparaitre y, Y et 7= étant les valgurs de y et g—g_;-{ corres-

pondantes & la valeur intermédiaire de @ qui fait disparaitre dy.
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Cette expression dcfyda: sera d’autant plus approchée que les fac-

teurs de y seront élevés a de plus hautes puissances.
La formule (¢) renferme I'intégrale indéfinie fdze

pas possible d’obtenir en termes finis; mais on peut, dans tous les

=, qu’il n’est
cas, la déterminer d’une maniere fort approchée par les méthodes
connues. Si ¢ est peu considérable, on pourra faire usage de la série
suivante

Tl A 1 i i)
7 [t o, B 8 T S . LS
f &2 Tt Th P 5 1.2.3 7 ST 9 :
I'intégrale étant prise depuis z = o jusqu'a ¢ =T.
Si ¢ est considérable, on pourra se servir de cette série

dt —-!’_-LT’ I——~——I-— 1.3 T oen
f ARy ald T air e )

l'inlégralcfdz e “étant prise depuis ¢ =T jusqu’a ¢ = o, en sorte que,
pour avoir la valeur de cette intégrale depuis ¢ = o jusqu'a ¢ =T, il
faut retrancher la valeur précédente de §y/=. Cette série est alternati-
—t1

vement plus grande et plus petite que I'intégrale fa’t e
que la valeur de cette intégrale, prise depuis 2 =T jusqu’a ¢ = oo, est

, de maniere

toujours comprise entre la somme d’un nombre fini quelconque de
ses termes el cette méme somme augmentée du terme suivant. Ce
genre de série, que 'on peut nommer séries de limites, a 'avantage de
faire connaitre avec précision les limites des erreurs des approxima-
tions. Dans un grand nombre de cas, les formules (@), (&), (¢) et (d)
conduisent a des séries de cette nature.

VII.

On peut facilement étendre I'analyse précédente aux doubles,
triples, ... intégrales; pour cela, considérons la double intégrale
fydxdm', y étant une fonction de @ et de @’ qui renferme des fac-
teurs élevés a de grandes puissances. Supposons que I'intégrale rela-
tive a @’ doive étre prise depuis une fonction X de a jusqu’'a une
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autre fonction X’ de la méme variable; en faisant 2’ = X + u X/, I'in-
tégrale /_y dax dx’ se changera dans celle-ci '/:yX‘ da du, 'intégrale
relative & « devant étre prise depuis z=o jusqu’a #=1. On peut
donc ainsi réduire I'intégrale fydxdx’ a4 des limites constantes et
indépendantes des variables qu’elle renferme; nous supposerons
conséquemment qu’elle a cette forme et que I'intégrale relative a a
est prise depuis @ = 0 jusqu'a = o, tandis que l'intégrale relative
a &' est prise depuis &’ = 0’ jusqu’a 2’ = '. Gela posé, en nommant Y
ce que devient y lorsqu’on y change @ et ' dans 0 et 0’, on fera

V=Y entat:

en supposant ensuite @ =0 + « et &'= 0’+ «, on réduira la fonc-
. Y . ¢ .

tion Iog; dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de
etde «’, et I'on aura une équation de cette forme

Mu+M'u’:£+z’,

dans laquelle M est la partie du développement de log-} qui renferme

tous les termes multipliés par u, et M’ est 'autre partie qui renferme
les termes multipliés par «' et qui sont indépendants de «. On parta-
gera I'équation précédente dans les deux suivantes

Mu=t¢, Miu'=—tf,
d’ou I'on tirera celles-ci, par le retour des suites,

u=—Ni{, ui=Nl¥l,
N étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de ¢ et de ¢,
et N” étant uniquement ordonnée par rapport aux puissances de ¢’ el

indépendante de ¢. Ces deux suites seront trés convergentes si y ren-
ferme des facteurs tres élevés. Maintenant on a

drdx'=dudd,

: s - o : . du Ju' 5
et il est aisé de s’assurer que ce dernier produit est égal & - o7 dedr,
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4 voqs s 0(NE) o(N'Y) 5
cest—a-d:red——dj— ST ~dtdl’, partant

d(N2) 9(N't))

[ydedz'=Y

1l sera facile d'intégrer les différents termes du second membre de
cette équation, puisqu"il ne s’agira que d’intégrer des termes de cette
forme ﬁ" dte " ou ft’”a’z’c—".

Si I'on prend lintégrale relative & ¢ depuis ¢/ = o jusqu’a ¢’ = oo, et
que I'on nomme Q le résultat de I'intégration, on aura

JyaeEY0,

I'intégrale étant prise depuis a’= 0’ jusqu’a la valeur de @’ qui con-
vient & ¢ infini; si 'on change ensuite, dans Y et Q, 0’ dans o', et que
'on nomme Y" et Q" ce que deviennent alors ces quantités, on aura

jy dai==N1()!,

Pintégrale étant prise depuis @’ = o’ jusqu’a la valeur de 2’ qui con-
vient & ¢ infini; on aura donc '

j'ydx:YQ —Y'Q/,

I'intégrale relative a &’ étant prise depuis &’ = 0 jusqu’a 2’ = o'.
En nommant R et R’ les intégrales fQ di ct_/Q’df,, prises depuis
! =0 jusqu’a ¢ = oo, ON aura

[ydzdz'=YR—Y'R,

'intégrale relative & @’ étant prise depuis &’ = 0" jusqu’'a @' =o', et
g p p Jusq
Iintégrale relative a @ étant prise depuis @ = 0§ jusqu’a la valeur de @
qui convient & ¢ infini. Si dans Y, R, Y’, R"on change 0 dans , et que
Pon nomme Y,, R,, Y|, R| ce que deviennent alors ces quantités, on
aura ’

‘/J" drdz'=Y, R,— Y} Rj,

I'intégrale relative & @’ étant prise entre les limites 0" et o', et I'inté-
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A

grale relative & @ étant prise depuis # = jusqu’a la valeur @ qui
convient a ¢ =oo; partant

[ydedz'=YR —Y'R'— Y, R,+ Y} R},

I'intégrale relative 4 @ étant prise entre les limites 0 et o, et I'intégrale
relative & o’ étant prise entre les limites 0’ et &, Cette formule répond
a la formule (A) du n°I, qui n’est relative qu’a une seule variable. Elle
a le méme inconvénient, celui de ne pouvoir s’étendre aux intervalles
voisins du maximum de y; il faut pour ces intervalles employer une
méthode analogue a celle du n° II. Ainsi, en supposant que, dans I'in-
tervalle compris entre 0 et =, y devienne un maximum et que la con-
dition du maximum ne fasse disparaitre que la premiére différence
de y, au lieu de faire, comme précédemment, y = Ye=*-*, on fera

=Yt

et si, dans I'intervalle compris entre 0 et o', y devient un maximum,
on fera

)= Xesteti
Comme nous aurons principalement besoin dans la suite de I'inté-
grale f_y dxdz', prise entre les limites de z et de 2’ qui rendent y
nul, nous allons discuter ce cas d’une manidre générale.

Considérons I'intégrale fydxdx’dx”.. ., ¥ étant une fonction des
rvariables , 2/, @, ... qui renferme des facteurs élevés a de grandes
puissances. Si l'on nomme «, @, a’, ... les valeurs de 2, 2/, 2, ... qui
répondent au maximum de y, et que 'on désigne par Y ce maximum,
on fera

-,

Y e :

en supposant ensuite

r—a-+0, xi=al 0, 2"=a"+ 0", T

on substituera ces valeurs dans la fonction log}a et, en la développant

dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de 0, 0, 67, ...,
OFuvres de I, — X. 30
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on aura une équation de cette forme

MG - MO M G" . =2 22 g,

M étant la partie du développement de Iog; multipliée par 025 M’ étant
la partie de ce développement multipliée par 6 et indépendante de 0;
M” étant la partie multipliée par 07* et indépendante de 0 et de 0, et
ainsi du reste. On partagera cette équation dans les suivantes

M= 2, LG =elds MEDH e, v

d’ou I'on tirera celles-ci, par le retour des suites,

=N, Bi== Nzl = ey

N étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de ¢, ¢, ¢/, .. .;

N’ étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de 7', ', ...;

N” étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de ¢/, ....
Ces suites seront d’autant plus convergentes que les facteurs de y

seront élevés & de plus hautes puissances.

Maintenant on a
dedz' dz’...—=didé dé ...,

ot il est facile de s'assurer que ce dernier produit est égal &

A0 AN VAN, e

partant

S ] d(N¢) d(N't') d(N"¢") AT Iganonan
fydxdxdx..._.Yf =T a7 a7 S gt e enistinits. -]

les intégrales relatives & ¢z, 2, 27, ... étant prises depuis ces variables
égales & — o jusqu’a ces variables égales & + 0. 1l sera facile d’avoir
les intégrales des différents termes du second membre de cette équa-
tion en observant que I'on a généralement

fBEn e, deditdit, a-r-r=t- =0,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



QUI SONT FONCTIONS DE TRES GRANDS NOMBRES. 235
lorsque I'un quelconque des nombres », z/, n”, ... est impair, et

/'zzq!:t"n:’. dtdidlr, e
: n

1.3.5...(at—1).1.3.5...(ar'—1).1.3.5...(a"—1)... 7

it i

Si les puissances auxquelles les facteurs de y sont élevés sont trés
considérables, on aura a trés peu pres

oLy 0*Y 0*Y
ozt PP J2"
M:-— d; 3 Dl’:—'-(z:%"-s M”:— dl; ’ it ]
'Y 0*Y 0*Y : . 2amidyands
::E?’ ;'E?"*’ 57 ©° - etant ce que deviennent (%%’ 332—11;, d—x'ii,, -« lors-
qu'on y change @, o/, 2/, ... dans a, @, a’, .... On aura ainsi a trés
peu pres
; t v
— ..___..._‘:_._....,‘ IN—' Y - G”*— -9 LECHUS |

= e——— 0= ——) — e ———
0*Y 'Y Y
~ 0z ~ 0z mrre
d’ou I'on tire ce théoréme général :

L'intégrale f ydzdx'dz’, ..., prise entre les valeurs consécutives de
@, &, 2", ... qui rendent y nul, est a trés peu prés égale a

rors
(—am)iY ?
*Y oY o0*Y

0z* 0z 0w

st les facteurs de y sont élevés a de grandes puissances.

ArticLe 11,

De U'intégration par approximation des équations linéaires
aux différences finies et infiniment petites.

VIII.
Considérons I'équation linéaire aux différences finies

(1) S=Ay:;+BAy;+CA'y;+...,
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S étant une fonction de s; A, B, C étant des fonctions rationnelles et
entieres de la méme variable, et la caractéristique A étant celle des
différences finies, en sorte que Ay, = Yooy — ¥s- Soit

A=a+aVs+a®s*+a®ls4. ..,
B=04 bMs 4 bNs2- b3, .,
C=c+4cMs 4-c®s? -4, ..,

et représentons la valeur de y, par U'intégrale fe“‘”q; dx, ¢ étant une
fonction de @, indépendante de s, et I'intégrale étant prise entre des
limites indépendantes de cette variable; on aura

ARe— _fe"’-“(e*-f— 1) o dx,
Sty [y

De plus, si I'on désigne e=*# par Sy, on aura

ddy

1
SeTIT— — ste—*— ay

. ds o
dx dz?’ 4

3 o
sle—se—__ =
= 7 LA 2

I'équation (1) deviendra ainsi

S:fgodx% dy[a +b (e*—1)4¢ (e-2—1)*+...]

do
.1 “Jg [+ b (e=% —1) 4 (e~ —1)2+...]

d*dy
-+ P [a(!)+ bf'«“}(e—x__ 1) +c®(ez—1)t4...]

---------------------------------- ;.

IR T] -+ E . 4 ' . r .
Si 'on représentait y, par I'intégrale fa:%p da, on aurait, en désignant

2° par gy,
ddy d2
= — 3yl 0 :
sTé=a— s(s—1)x hx‘TiE_Z” ‘

on aurait ensuite

Aye= [(3y (@ —1)9 da, Aye= fOy(z — 1y g da,
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Partant, si dans ce cas on met les valeurs de A, B, C, ... sous cette

forme
A=a+aVls+a®s(s—1)+a®s(s—1)(s—2)+...,

B=0b+bWs+b®s(s—1)+ b¥s(s —1) (s —2) +...,
C=c+cWs+4 c®s(s—1)+ cBs(s—1)(s—2) +...,

I’équation (1) deviendra

S:f‘?dm{ dy[a +b (z—1)+c (z—1)'+...]

“+ 2 ddy [ 4 b0 (2 —1) + M (2 —1)*+...]
dx
d67[af=>+g;f91(3;—-1)+cm(x~—1)’ +...]

|
R P T N S I VI i

En représentant généralement y, par f?yr.p dz, les deux formes pre-
cédentes que ’équation (1) prend dans les suppositions de 8y =% of
de 8y = &’ seront comprises dans la suivante

- d oy d‘&y d’dy
fq:dx(M&y-i—Yd FE L Rt s +...),

M, N, P, Q, ... étant des fonctions de « indépendantes de la variable g,
qui n’entre dans le second membre de cette équation qu’autant que
oy et ses différences en sont fonctions.

Maintenant, pour y satisfaire, on intégrera par parties ses différents

termes; or on a

ddy _ d(Nog)
fN?“’-x‘g;* 8qu>—-f6y—3x——dx,

day 3, 4(Po) d*(Pg)
i s *Ei_ff‘?y P

..................................
.................
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[’équation précédente devient ainsi

s= [loyac Mo — 2(Ne) +d’(P‘*’)—"’3(Q¢)+...]

4 dzx ] dx®

Lo {F d(P d? i
+C~+dy| No — (d;)—&- ;S:P)—-...l
diy [ d(Q9) )

& [Pt

d*dy
e [N =i
e e o

(! étant une constante arbitraire.

Puisque la fonction ¢ doit étre indépendante de s et, par conséquent,
de dy, on doit séparément égaler & zéro la partie de cette équation
affectée du signe f, ce qui produit les deux équations suivantes :

(2) o::ugo_d({;i?)_,_d’éi’f) —“mfﬁf)+---,
3) , +d7{%-‘y [l’q:~%%?—) +|

+ LY [0p—...]

Lo i T T T S

La premiere équation sert a déterminer la fonction ¢, ct la seconde
détermine les limites dans lesquelles I'intégrale fﬁy? dx doit étre
comprise.

On peut observer ici que I'équation (2) est I'équation de condition
qui doit avoir lieu pour que la fonction différentielle

: ddy

d*dy
Bt

soit une différence exacte, quel que soit dy, et, dans ce cas, l'inté-
grale de cette fonction est égale au second membre de I'équation (3);
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¢ est donc le facteur en @ seul qui doit multiplier I'équation
o=Mdy+NSZ  pZ o,

pour la rendre intégrable. Si ¢ était connu, on pourrait abaisser cette
¢quation d’un degré, et réciproquement; si cette équation était abais-
sée d'un degré, le coefficient de dy, dans sa différentielle, divisé par
M dx, donnerait une valeur de ¢; cette équation et I’équation (2) sont
conséquemment liées entre elles, de maniére que 'intégrale de I'une
des deux donne une intégrale de I'autre.

IX.

Considérons particulierement I'équation (3), et faisons d’abord

S =o0; si I'on suppose que dy, Idiy, ‘ia,y .-« deviennent nuls, au

moyen d’une méme valeur de x, que nous désignerons par 4, et qui
soit indépendante de s, il est clair qu’en supposant C = o cette valeur
satisfera & I'équation (3), et qu’ainsi elle sera une des limites entre
lesquelles on doit prendre I'intégrale fSyqa da. La supposition préce-
dente a lieu visiblement dans les deux cas de ¢y = @* et de oy = ¢=**

car, dans le premier cas, I'équation = o, et, dans le second cas, I'¢-
doy d*

quation & = oo, rendent nulles les quantités Sy, ;, d;:{’ <.+« Pour
avoir d’autres limites de I'intégrale /‘Sy:p dx, on observera que, ces
limites devant étre indépendantes de s, par le numéro précédent, il
faut, dans I'équation (3), égaler séparément a zéro les coefficients de

diy d'dy
Y e’ dwt

+++» ce qui donne les équations suivantes :
d(Pg)  4(Q¢)
dz dz? Y

d(Qo)

OIPQD—-?;:-—-P-...,

o—=Nog—

Ces équations seront au nombre 7 si ¢ est 'ordre de I'équation diffé-
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rentielle (2); on pourra done éliminer, & leur moyen, toutes les con-
stantes arbitraires de la valeur de ¢, moins une, et 'on aura une
équation finale en «, dont les racines seront autant de limites de
Pintégrale fﬁycp dax; on cherchera, au moyen de cette équation, un
nombre de valeurs différentes de @, égal au degré de I'équation dif-
ferentielle (1). Soient ¢, ¢, ¢®, ... ces valeurs, elles donneront
autant de valeurs différentes de g, puisque les constantes arbitraires
de ©, moins une, sont déterminées en fonctions de ces valeurs. On
pourra ainsi représenter les valeurs de ¢, correspondantes aux
limites ¢, ¢, ¢, ..., par BA, BOA®), Be@_ . B, B", B®, .

étant des constantes arbitraires, et 'on aura pour la valeur complete
de y,

y:=B [dyddx +BO [Syd dz +B® [oya® dr +...,

I'intégrale du premier terme étant prise depuis x = 4 jusqu'a @ = ¢,
celle du second terme étant prise depuis & = 4 jusqu’a « = ¢, celle
du troisitme terme étant prise depuis @ =4 jusqu'a x=g¢®, ...,
et ainsi du reste. On déterminera les constantes arbitraires B, B,
B, ... au moyen d’autant de valeurs particulieres de y;.

X.

Supposons maintenant que dans I'équation (3) S ne soit pas nul;
si I'on prend l'intégrale fSyq:dx depuis z = 4 jusqu’a @ égal & une
quantité quelconque p, il est clair que 'on aura C= o et que S sera
ce que devient la fonction

A b A ) ddy
GJ[N? d.r +.-.]+-{—££'—‘(Pq9——...)+...

lorsqu’on y change & en pj; ainsi, pour le succes de la méthode précé-
dente, il est nécessaire que S ait la forme de cette fonction. Supposons,
par exemple, dy = 2*, et

8 = ps[l+-IMg 4 I s(s — 1)+ I s(s —1) (s —2) +...];
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en comparant cette valeur de S a la précédente, on aura

2 devant étre changé en p dans les seconds membres de ces équations
dont le nombre est égal au degré de I'équation différentielle (2) : on
pourra done, a leur moyen, déterminer toutes les constantes arbi-
traires de la valeur de ¢; et, si 'on désigne par Y ce que devient @
lorsqu’on a ainsi déterminé ses constantes arbitraires, on aura

Y= ‘fx‘r.]; dx.

De Ia, et de ce que I'équation (1) est linéaire, il est facile de con-
clure que, si S est égal &

P+ s [N g(s —1) 1@ s(s—1)(s—2) +...]
+p [+t s U0 s(s — 1)+ 8P s(s—1) (s —2) +...]
+p [+ s + U s(s —1) 4 8P s(s—1) (s —2)+...]

en nommant g, 4,, ... ce que devient  lorsqu’on y change successi-

vement p, £, IV, ... dans p,, {,, I!V, ..., pay &, 3", ..., ON aura

— f:r’L[;dxﬁ—j'x’%dx-kfm‘%dx—i—. ey

.

la premiere intégrale étant prise depuis x =o jusqu'a x=:p, la
seconde intégrale étant prise depuis @ = o jusqu'a @ = p,, etc. Cette
valeur de y, ne renferme aucune constante arbitraire; mais, en la joi-
gnant i celle que nous avons trouvée dans le numéro précédent, pour
le cas de S = o, on aura pour 'expression complete de y.

4 { Ys= B.fx-"ldx+B“?.fw‘).“?dx—|—]3f”j'.r°‘}.i91d.r ey
it J +(/'&=“¢dx~r—fx-‘q;,d:z.--4-_fx*lzd.:-ﬂ—....

Il sera facile, par les méthodes du n° VI, d’avoir en séries conver-
’

CFupres de L.— X. 31
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gentes les différents termes de cette expression lorsque s sera un
nombre considérable.

XI.
Pour déterminer lafonction y, de s, que I'on parvient ainsi a réduire
en séries convergentes, reprenons I'équation (1) du n° VIII et suppo-
sons qu’elle soit différentielle de 'ordre 7; si 'on désigne par «,, 'u,,

2u,, ... les n valeurs particuliéres qui y satisfont, lorsqu’on y fait
S = o, en sorte que son intégrale complete soit alors

ye— Hug+"H g 4-2H 2ue - -7 H n=1g;

si I'on forme ensuite les quantités suivantes

1
gy
ui="1g ,
§=1
g
“lUg—q
! — u; A -5
: Uy
3
gy
EH,_} = U A T_ ]
bs—1
.............. ,
171
14
5—1
H_f = {a‘_f. A —---If-"- 2
3—1
24,1
§—
'tt: = H; A _EET_I ,
§—1

a1
u
90,2 — 1 §=1
ui—utA—=,
-1

X
=1
iy n—=1~ 2
~x-n

| . -
et nommons aig, o w2 o+ ce que devient uf' lorsquion y
~“x—n ~x-n 2
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change successivement ”~'u, dans "~*u,, "~*u;, ... et réciproquement;
enfin désignons par L le coefficient de A”y, dans I'équation (1). L’in-
tégrale compléte de cette équation sera, comme je 'ai fait voir ailleurs

(t. VII des Mémoires des Savants étrangers, p. 56) ('),

5 S 5
i (a‘,("-—{—z Esx) -+ ‘u,(H +E L '::_-z) +...+" 1, (""‘[l -+-E L ”’"5.:'),

la caractéristique X étant celle des intégrales finies; on pourra done
toujours réduire en séries convergentes toutes les fonctions de cette
nature, pourvu que S ait la forme que nous lui avons assignée dans le

numeéro préce dent.

XII.

Considérons généralement le cas ott 'on a un nombre quelconque
d’équations linéaires aux différences finies, entre un pareil nombre
de variables y;, y., ¥, ..., et dont les coeflicients soient des fonctions
rationnelles et entieres de s. Si I'on suppose

yo= [ato do,
yi= [ o' dz,

i / zfo'dz,

ces différentes intégrales étant toutes étendues dans les mémes limites
indépendantes de s, on aura

A _;z_,-_:J"x‘(x—l) o dx,
Aﬁy_.r.-:fw‘(.r—-- 1)*0dr,

(1) OEuvres de Laplace, . VI, p. 87.,
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On pourra donc mettre les équations dont il s’agit sous les formes sui-
vantes

Vs j'.r-‘ s dx,

D= jl.-r‘;" dz,

s :‘/‘x*;" dx,

S, §, 87, ... étant fonctions de s, et z, =/, 27, ... étant des fonctions

rationnelles et entiéres de la méme variable, et de @, g, R

dans lesquelles ¢, ¢/, 97, ... sont sous une forme linéaire.
Considérons d’abord I'équation

S.—:'/'m-“; dx;

on a

i $(s—1) 1ar .';'(.s‘——-l)(_.s:-_g) :
s=1 4+ sAZL 4 __1__3_'A Z 4+ A 070

Z, AZ, A*Z, ... étant ce que deviennent z, Az, A*z, ... lorsqu’on y

suppose s = o. Partant, on aura

S = /::‘ dx [Z + s AZ + E(SI:;—[) ArZE |
Or, si I'on fait ' = ¢y, on aura
16 2
S = {—d;}—,? s(s—1)af=2a? -(flg;_-){, .

L’équation précédente deviendra ainsi

ddy x* AL d?dy '
e s g,
(998 rrr )

S :‘[.'d.-r: (Z 5‘_}" + a AZ d; -

YL} ] . . ’ -
d’ol1 'on tire, en intégrant par parties comme dans le n° VIII, les deux
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équations suivantes :

., d(zAL)  di(z*A7)
w O g e ;

[

d(a?A'Z)  d*(x? AYZ) ]

”“—"(‘*"7[""""‘ Ladz | 1.2.3dz*
oy [ L o d (el BRIy ]
(b) { Y4z | 12 T t.a.3dz
d?dy [ x® A
dr\T.2.3 "
\ o
I’équation
S/—= f.r-‘s’dx,

traitée de la méme maniére, donnera les deux suivantes :

: d(z A7) d3(z2A7))
¢ e ! — S - - - -
(g3 S dz " 1.2da T

: : d( 22 A7

s S'=C'+ oy [m A7 — —(]—Fﬁé«-) + . —I
da}, (‘,L.z A7 )

ﬂ e —t [ ——

I.2

(#)

dr

Les équations
i fa:‘::” dz, Sffe= [':r‘:”’ dz,

produiront des équations semblables que nous désignerons par (a”),
(), (@), (7). .

Les équations (a), (a'), (a”), ... détermineront les variables g, o/,
9", ... en x, et les équations (&), ('), ("), ... détermineront les
limites dans lesquelles on doit prendre les intégrales ja:"? dz,
'/'.1:‘?’ dz, .... Pour cela, on supposera d’abord S, S/, S”',. ... nuls:
en faisant ensuite C, ¢/, €7, ... nuls dans les équations (), (&),
("), ..., et en égalant séparément i zéro les coefficients de 3y,
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doy ; ! !
.+ dans ces équations, on aura les suivantes :
2 ALY
o—x AL — ﬂf_‘?_]‘) e
1.2dr
x* A7,
0 ity 1
1.2
: | er!
o= ax Al'— {-{-('E_A___‘__] KB Ty
1.2dx
2 A7
R et —— oy
1.2

On éliminera au moyen de ces équations toutes les constantes arbi-
traires, moins une, des valeurs de g, ¢y 9, ..., et 'on arrivera i une
équation finale en @ dont les racines seront les limites des intégrales
/w’?dm, fx-‘q)’dx, ...; on déterminera autant de ces limites qu’il
sera nécessaire pour que les valeurs de y, y;, ... soient completes.
Supposons maintenant que S ne soit pas nul et qu’il soit égal &

P+ I s 4 IO s(s—1) +...];

en faisant C = o dans I'équation (4) et en y mettant 2* au lieu de 3y,
on aura

P+ tWs 4 I®s(s —1)+...]

- .-r*[.z: A7 — E'(xa az) - l —l—A‘.;r.'-‘(fiz—zg——?f —_ ) —uny

1.adz

d’olt 'on tire d’abord 2 = p, en sorte que les intégrales J"x‘c_a dzx,
f.—n‘?’da:, ... doivent étre prises depuis & = o jusqu’h & = p. La com-
paraison des coeflicients de s, s(s—1), ... donnera autant d’équations
entre les constantes arbitraires des valeurs de g, o, 97, ...; 'égalité a
zéro de ces mémes coefficients dans les équations (&), (67), ... don-
nera de nouvelles équations entre ces arbitraires, que I'on pourra con-
séquemment déterminer au moyen de toutes ces équations. On aura
ainsi les valeurs particulieres de ¥, qui satisfont au cas o, 8, S/, ...
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étant nuls, S a la forme que nous venons de lui supposer, ou, plus
généralement, est égal & un nombre quelconque de fonctions de la
méme forme. Pareillement, si 'on suppose que, S, §”, ... étant nuls,
S’ est la somme d’un nombre queleconque de fonctions semblables, on
déterminera les valeurs particulieres de y,, y!, yi, ... qui satisfont &
ce cas, et ainsi du reste. En réunissant ensuite toutes ces valeurs a
celles que nous avons déterminées dans le cas o 8, §, 87, ... sont
zéro, on aura les expressions completes de ces variables correspon-

dantes au cas ou S, §’, §” ont la forme précédente.

XIIL

11 est facile d’étendre la méthode du numéro précédent aux équa-
tions linéaires aux différences infiniment petites, ou en partie finies,
et en partie infiniment petites et dans lesquelles les coefficients des
variables principales sont des fonctions rationnelles et entiéres de s;
car, si 'on désigne, comme précédemment, par y,, ¥, v, ... ces va-

riables principales, on fera
G /'.’L‘":_D dz, y.= [z*¢'dze, yi= fw‘cp"d.-z:, i
ce qui donne

dys__ Ut '_)’s___ 5
-ag_l[a:_;pdx]ogx, 22 M fx odz(logz)?, A

-

Ay, ::‘/'m‘(x — 1) o dz, ﬁ“ys:fw’(-” —1)*edz,

d‘fr "
_(__hf. e /xscp’dw it syl i e T T AT y iy

Les équations proposées prendront ainsi les formes suivantes

i f.:t:"-z dzx, Si= fx-‘z’da:, S f.z‘*:” dz, iy
z, 2/, 5", ... étant des fonctions rationnelles de s, dans lesquelles g,
o', @”, ... sont sous une forme linéaire. En les traitant donc comme
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dans le numéro précédent, on déterminera les valeurs de ¢, 9%, 9%, ...
et les limites des intégrales fm‘cp dzx, f.-r;’?’d.:c, ... Ainsi la méthode
exposée dans ce numéro s’étend & toutes les équations différentielles
linéaires dont les coefficients sont rationnels.

En faisant y, = /.t’_"""? dz; yi= /"c"‘”q’dw. ..., on parviendrait
a des résultats sen{blahlcs. Dans p]ulsi(.'.lll's circonstances, ces formes
de y;, y,, ... seront plus commodes que les précédentes.

b B

La principale difficulté que présente I'application de la méthode
précédente consiste dans I'intégration des équations différentielles
linéaires qui déterminent g, ¢, ¢”, ... en @. Le degré de ces équations
ne dépend point de celui des équations proposées en y, v, i, ...+ il
dépend uniquement des puissances les plus élevées de s dans leurs
coefficients. Ainsi, relativement a I'équation différentielle finie du
premier ordre,

o=Ay.+ BAy,
dans laquelle A et B sont des fonctions rationnelles et entieres de $§, 81
I'on suppose y, = fm‘q)da:, et que I'on détermine par le n® VIII la
valeur de ¢ en @, on parviendra & une équation difiérentielle d'un
ordre égal au plus haut exposant de s dans A et B.

On pourra, dans ce cas particulier, obvier a cet inconvénient en dé-
composant I'équation proposée aux différences finies. Pour y parvenir,

on la mettra sous cette forme

(s +_al(s-!-a'\ (s==a’) st

C+0)(s+0) (s+b)... 0"

J".c +1

Si I'on suppose ensuite

' » el
S =g (S a)z,, Sery = (s +a')z;, gl == at)sl 51

tor= (s8¢, L= (s Loy = (s b2, “iey

on aura
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Il sera facile d’avoir s, 5, 5, ..., &, ¢, ¢,, ... en séries convergentes,
et I'on n’aura besoin pour cela que d’intégrer des équations linéaires
aux différences infiniment petites du premier ordre. Toutes les fois
que I'on pourra décomposer ainsi une équation proposée en d’autres
équations linéaires, dans lesquelles la variable s ne passera pas le pre-
mier degré, on aura toujours en séries convergentes la valeur de son
intégrale, si s est un grand nombre.

Dans plusieurs cas ou I'on est conduit a une équation différen-
tielle en @, d’un ordre supérieur au premier, on pourra faire usage
des intégrales multiples en représentant y, par la double intégrale

/"x‘x"cp dx dx', dans laquelle g est une fonction de z et de &', ou par
la (riple intégrale fm’m"m”‘q) dx dx'dx’, ¢ étant fonction de x, ', 27,
et ainsi de suite. On parviendra souvent a déterminer ¢ directement
ou par une équation du premier ordre; nous en verrons des exemples
dans Particle suivant.

XV.

Le cas dans lequel I'équation qui détermine la valeur de g est dif-
férentielle du premier ordre étant le seul qui soit généralement réso-
luble, nous allons le développer ici en y appliquant directement la
méthode d’approximation de I'article 1.

Supposons que 'on ait une équation linéaire d’un ordre quelconque
aux différences finies ou infiniment petites, ou en partie finies et en
partie infiniment petites, dans les coeflicients de laquelle la variable s
ne passe pas le premier degré; cette équation aura la forme suivante

o=V 4T,

Vet T étant des fonctions linéaires de la variable principale y, et de
ses différences. Si I'on y fait y, = fayc? dz, Sy étant égal & a* ou &

e—**, elle deviendra
0 __——fm dx (M -+ N d__:%_y)’
1 dx

M et N étant des fonctions de @; on aura donc, par la méthode du
OFuvres de L. — X, 32
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n® VIII, les deux équations

d(No)
dz

o=0C+dyNo.

o=Mg —

La premi¢re donne, en I'intégrant,

_" fgrl‘r‘
PN

H étant une constante arbitraire. Supposons, dans la seconde équa-
tion, C= o3 si I'on désigne par @ la valeur de 2 donnée par I'équa-
tion

o=d(Ne¢dy),
et par Q ce que devient la fonction Ng 8y lorsqu’on y change 2 en «,

on fera
Nody=Qe*;

on aura ainsi

t =\/logQ —log(Ng) — logdy.

log 8y étant de I'ordre s, si 'on fait % = a, o étant un tres petit coeffi-

. e . U xr—a)t
cient, la quantité sous le radical prendra cette forme (——a—)h.

X étant fonction de @ — a; on aura done, par le retour des suites, la
raleur de @ en ¢ par une série de cette forme

g 3
r=a-+aht+ahV 4 2B, .,

Maintenant, y, étant égal a j Sy 9 dz, si I'on substitue dans cette inté-

. Qe-* y oL :
grale au lieu de Sy ¢ sa valeur = elle deviendra Q | e, et si
dx . A
~ on metau licu de 2 sa valeur précédente en ¢, on aura y, par
une suite de cette forme

dans

1 a 1 3 5\
ye=atQ [dee-(l 4+ a® iVt 4 al® e 23 OB ... ).

Les limites de I'intégrale relative a ¢ doivent se déterminer par cette
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condition, qu’a ces limites la quantité No gy ou son équivalente Qe
soit nulle; d’ott il suit que ces limites sont  =— s et ¢ = 0. On aura

donc, par I'article I,

4l ok 1.3 1.3.5
‘}-,:azQ\/ﬂ(f—k .-;aﬂ“+ — M+ =5 2 o 100) -, . )

0l

Cette expression a I'avantage d’étre indépendante de la détermination
des limites en 2 qui rendent nulle la fonction Ng 8y, en sorte qu'elle
subsisterait toujours dans le cas méme ot cette fonction égalée a zéro
n’aurait pas plusieurs racines réelles. Cette remarque est importante
dans cette analyse et donne les moyens de 'étendre 2 un grand nombre
de cas auxquels elle semble d’abord se refuser.

La valeur précédente de y, ne renferme qu’une constante arbi-

traire H, et par conséquent, si I'équation proposée est différentielle
de l'ordre #, elle n’en sera qu'une valeur particuliére. Pour avoir I'in-
tégrale compléte, il faudra chercher 2 valeurs différentes de 2 dans
I’équation
o=d(Ne¢ady).
Soient a, a', @’, ... ces n valeurs; on changera successivement, dans
I'expression précédente de y, @ en @', a’, ... et H en H, H”, ...; on
aura ainsi 2 valeurs particulieres de y,, qui renfermeront chacune une
constante arbitraire ; leur somme sera I'expression compléte de cette
variable.

XVL

On peut obtenir directement par la méthode précédente la valeur
de y, dans I'équation différentielle o =V + sT, au moyen d’intégrales
définies; pour le faire voir par un exemple trés général, considérons
Iéquation différentielle

£
o=(a-+bs)ys+ (a'+ b’s)% ~+ (a"+ b"s) ‘{-‘:—35 + (a”+ b"s) '{EJ? T

si I'on y suppose
¥ Supp ys:fc?yq:dx,
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gy élant égal i ¢, on aura

0:frpdx[&y(a—a’x+a”x’-a’”x3+...)

_diy

d’out I'on tire les deux équations

i d[q:(b—b'.::-ﬁ—b”x’—...ﬂ.

o=¢(a—adz+a"2*—a"z34...) =
C

o=e%o(b—ba+bz*—...).

Décomposons la fonetion b — o' 4+ 0"x* —. .. dans ses facteurs, et
supposons qu’elle soit égale a

b(1—qz)(1—q'2)(1—¢q"x)...,
la premiere équation donnera pour ¢ une expression de cette forme
o=He*(1—gz) 1—q'2)" (1—q"2)"...,
H étant une constante arbitraire; partant
ys=H [et-02dz(1—gqz)" (1—q'2)" (1 —q"2)". ..,
el I'équation qui déterminera les limites de I'intégrale sera
o=e (=02 (1 — qz)+ (1 — q'Z)™*! (1 — g"2)" ., ..
Ces limites seront conséquemment a:::é et 2=, Ou = (}'; ot
x = =, etc., en sorte que 'expression compléte de y, sera
ye= H [et-0%dz(1—qz)r (1 —q'z)" (1 —g"2)". ..
-+ H’fe'“"'?”dx (1—gz) (1—q'2)" (1—q"z)"...

S Il”_[‘e—“""}xdx(l —qz) (1—q'2)" (1—q"2)". ..

la premiére intégrale étant prise depuis @ = - jusqu'ya z=; la
q

seconde intégrale étant prise depuis @ = % jusqu'a @ = =; la troi-
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sieme étant prise depuis & = é jusqu'a @ =, et ainsi de suite,
H, H’, H”, ... étant des constantes arbitraires.

Il peut arriver que les nombres s —Z, r -1, r'~-1, ... soient néga-
tifs et, dans ce cas, I'équation

0= g-(s-n:c(l o qm)r+1 (I A ‘?Ix},-'_._; o

n’est pas satisfaite en y faisant z =, @ = ;-, @ = qi,,_ -++; mais on
peut observer que les résultats obtenus dans la supposition ol ces
nombres sont positifs ont également licu lorsque ces mémes nombres
sont négatifs. Ainsi, en désignant par S I'intégrale, soit finie, soit ré-
duite en série, par la méthode de l'article I, de la fonction différen-

tielle
e“"‘f?-rd.;c(r— q.r)"' (1— q".:t:)"‘- sy

intégrée depuis @ = EI jusqu’a & = oo dans le cas ot s — ¢ et 7 sont
positifs, si 'on change, dans S, 7 dans — 7, et que I'on désigne par S’
ce que devient S, la fonction HS’ sera une valeur particuliere de y,
dans le cas ot le nombre r, au lieu d’étre positif, est négatif et égal &
— r; car il est visible que I'équation y, = HS, satisfaisant & I'équation
proposée, r étant positif et quelconque, I'équation y, = HS’ doit pa-
reillement y satisfaire, r étant négatif et quelconque. Ainsi, nous ne
balancerons point dans la suite & étendre généralement a tous les cas
possibles les résultats obtenus dans le cas ot 'équation qui détermine
les limites des intégrales est satisfaite.

Il est facile d’étendre la méthode précédente a I'équation aux diffé-
rences finies

o={(a-+ bs)ys+ (a'+b's) Ays + (a"+ b"s) Ay, +...
ou & 'équation aux différences en partie finies et en partie infiniment

petites,
. o=(a~+bs)y:+ (@' +0's)Ay;+ (a"+ b"s) Ay, +...

dy d
+ (a"+ b's) == + (a"+ b"'s}A?g-’ “+...
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On pourra toujours obtenir, par la méthode précédente, I'intégrale de
ces équations en intégrales définies, et sa valeur approchée par des
séries qui seront trés convergentes lorsque s sera un grand nombre.

XVIL

La méme méthode peut étre encore étendue aux équations linéaires
aux différenticlles partielles, soit finies, soit infiniment petites. Pour
cela, considérons d’abord I'équation linéaire aux différences partielles
dont les coefficients sont constants; en désignant par y, ¢ la variable
principale, s, ' étant les deux variables dont elle est fonction, on
pourra représenter cette équation par celle-ci o =V, V étant une
fonction linéaire de y,, et de ses différences partielles, soit finies,
soit infiniment petites. Supposons maintenant

Yo :‘[’x-‘ ufode;
en substituant cette valeur dans I'équation précédente, elle deviendra
0 :wa‘u"go dz,

M étant une fonction de x et de «, sans s ni §'; en I'égalant donce & zéro,
on aura la valeur de u en z, et cette valeur, substituée dans I'intégrale
/.:zr‘u"cg dx, donnera I'expression générale de y, ¢, ¢ étant une fonc-
tion arbitraire de , et les limites de Pintégrale étant indéterminées.
Si I'équation proposée o =V est de l'ordre 7, il faudra, au moyen de
I'équation M = o, déterminer n valeurs de « en a, et la somme des
n intégrales fa:"u":p dx qui en résulteront sera I'expression compléte

de y;.-
Considérons présentement I'équation aux différences partielles

o=V 4+sT 4 sR,

dans laquelle V, T, R sont des fonctions quelconques linéaires de y,
et de ses différences partielles finies et infiniment petites. Si I'on y

suppose !
Vrr— fx’m"'qo dz,
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' ¢tant une fonction de @ qu’il s’agit de déterminer, on aura une
équation de cette forme

o :fw*.r"'q: dz(M + Ns+Ps'),
M, N, P étant des fonetions de @ et 2/, sans s ni s; or on a

d(zs2's Sty (0 £ s'dx'
dar oo\ T A

Done, si 'on détermine 2’ par cette équation

dosesbiie
ol T Nagod

on aura
; d(asz's
.-1’2‘.’!:"’5 (N.’i‘ -+ I’sf) — N-\Z‘——Eﬁ—);

par conséquent, si I'on désigne 2*z* par ¢y, on aura
o:fqodw(M&y-y-Nxdd_cg’).

Cette équation donne les deux suivantes

d(Nzg)

o=Mop— i

o=Nzody;
la premiere détermine la fonction o en 2, et la seconde détermine les
limites de Dintégrale f&yqu dz. Cette valeur de y, ¢, ne renfermant

point de fonction arbitraire, n'est qu'une intégrale particuliere de
I’équation proposée aux différences partielles; pour la rendre com-

) » # L L dx: de . f -
plete, on observera que I'intégrale de I'équation == = ——, qui déter-

mine 2’ en x, est
o= ul),;

Q étant une fonetion de 2 et u étant une constante arbitraire. En dési-
gnant done par ¥ une fonction arbitraire de «, on aura

Y5 — j:fte" QYz* oY dz du,
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P’intégrale relative & a étant prise entre les limites déterminées par
'équation o = Nag B_y, et 'intégrale relative & u étant prise entre des
limites quelconques. Cette valeur de y, ¢ sera, a cause de I'arbitraire ¢,
I'intégrale compléte de I'équation proposée si cette équation est du
premier ordre; mais, si elle est d'un ordre supérieur, il faudra, au
moyen de I'équation o = Nag 8y, déterminer autant de valeurs de «
en « qu'il y a d’unités dans cet ordre; et la somme des expressions de
vs,¢ auxquelles on parviendra sera la valeur compléte de y; .

XVIIIL

En considérant avec attention la forme des séries auxquelles la
méthode précédente conduit pour déterminer vy, on voit qu’elle peut
toujours se réduire & la suivante

]-Ip‘s’3+"(l+ -g—, -+ %- +.. .),

H étant une constante arbitraire et les nombres 7/, 77, ... étant positifs
et formant une suite croissante. Si I'équation proposée en y, est aux
différences infiniment petites, alors =o, parce que, sans cela, les
différences de y; introduiraient les quantités logarithmiques logs,
(logs)?, ..., qui, par la supposition, ne se rencontrent point dans les
coeflicients de cette équation; on aura donc alors

'}
‘ys:]Ip’S"<l~+— ’f? +~g— +...),

et il sera facile, par les méthodes connues, de déterminer les expo-
sants r, ', 17, ... et les constantes p, ¢, p', ¢/, ....

Si I'équation proposée en y; est aux différences finies, 7 peut n’étre
pas nul, et la détermination des quantités r, 7/, 7, ... py ¢, ¢’ ...
peut alors présenter quelques difficultés que nous allons résoudre.

Pour cela, nous observerons que

Jog(s + n)is+n+r— (is + in +r) [logs ~+ log (H— g)]

. : n nt nt
:(!-f“{—Ut—I- r)(lOgS"f' :\_‘ _"2—32‘ _i-ﬁ ‘—...),
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ce qui donne
q Z int4-2rn
(s + n)c‘:«-rm-r______,;fs+:’u+re”’+ I

On peut mettre le second membre de cette équation sous cette forme

s"+""+"e"‘(l Al f_::’j + ,i’_: HE .>,

@, b,, ... étant des fonctions de n; on aura donc

L v s
Ysin=— "P“’”S*“""""‘e‘“(l—l— i—”—k—i—"%—. ; ) [1 s ih (1 o A )

Aot il est facile de conclure les valeurs de y,.yy ¥srar Yseas - --» 0 fai-
sant successivement dans cette expression » =1, =12, n =23, ....
Maintenant, si 'on substitue ces valeurs dans I’équation proposée aux
différences finies, on déterminera facilement par les méthodes con-
nues les exposants ¢, , 7/, ... et les constantes p, ¢, ¢/, ....

Cette nouvelle méthode a 'avantage d’étre indépendante de toute
intégration et de s’étendre au cas ol les coefficients de I’équation pro-
posée en y, seraient irrationnels; mais les constantes arbitraires H,
H’, ... qu'elle introduit ne peuvent alors étre déterminées qu’au
moyen de valeurs données de y,, lorsque s est déja un grand nombre,
au lieu que, suivant la méthode exposée dans les numéros précé-
dents, ces constantes peuvent étre déterminées au moyen des pre-
miéres valeurs de y,, ce qui donne les moyens de connaitre ce que
devient cette fonction lorsque s est trés grand ou méme infini, en

2 supposant qu’elle ait commencé d’une maniére déterminée; c’est en
cela que consiste le principal avantage de cette méthode.

OFuvres de L. — X. 33
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ArticLe 11,
Application de la méthode précedente a Uapproximation
de dwerses fonctions de trés grands nombres.
R X S

Proposons-nous d’intégrer par approximation I’équation aux diffé-

rences finies

0= (S+1)Ys— Ysr1.
Si I’'on y suppose 5
y,:J ziode,

on aura, en désignant ' par oy,

: 35 B0
O:fﬂ?d& [(I——.’D]dj-ﬁ"x%J!
d’ou I'on tire, par Particle précédent, les deux équations suivantes :

d
o=¢(1—2)— (;rqﬂ)’

o=0ox'ts
La premiere équation donne, en I'intégrant,
o —Ae 7,
et la seconde donne, pour déterminer les limites de l’intégralc_ /’&:J?rfar.
0= ptrlp=tts
ces limites sont, par conséquent, & = o et = . Ainsi I'on a
Y= Al[‘x’e‘“‘dw,

Pintégrale étant prise depuis @ = o jusqu'a x = .
Pour avoir cette intégrale en série, on fera, suivant la méthode de

I'article 1,
T =% — s-‘e"e"",
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s ¢tant la valeur de « qui répond au maximum de la fonction 2'e="; si
I'on suppose ensuite # = s -+ 0, on aura

5
(1 AL E) it i
s

6* 6* G*

partant
. i

ce qui donne, par le retour des suites,

2 za

G-—t\/zs—l—— + —
ovas

et, conséquemment,
dr=df =dt \/zs-l—é—{—i— )
3y/2 s

la fonction fm‘dxe"” deviendra donc

s‘e—‘jcue—"’( Y e {‘ 3\/ .)'
28

I'intégrale étant prise depuis ¢ = — oo jusqu’a £ = 0. En intégrant par
la méthode de I'article I, on aura

1
'fx’ dze-z=5 %¢- Van (1 A e Y G -),
“ 128
partant

5 E
y,:ﬁs"+’e*‘M(l+ l—;?—i-...).

On déterminera la constante arbitraire A au moyen d’une valeur
particuliere de y;; en supposant, par exemple, que, s étant égal a p.,
on ait y,= Y, on aura :
Y:ijl‘- dze—=,
ce qui donne
Y

A=
fo dx e
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et, par conséquent,

. 1
ss-kie“‘\/ﬂa_ﬁ(l—k%-{—...)

J ‘b dr e—*

(7) Y=Y

si u est un nombre considérable, on aura

1
fx#dze‘*:p“;e—b’-v‘aﬂ (1 S .),
12

ce qui donne

1
&=

1 f—
(¢") y‘s=Ys iel"‘_‘(l+'LL___$+'._);

p.+! I?.H.S

ainsi, dans ce cas, le rapport de la demi-circonférence au rayon dispa-
rait, et il ne reste que la seule quantité transcendante e.

Voyons maintenant de quelle nature est la fonction y,; pour cela il
faut intégrer I'équation aux différences finies

o= (s-+ I)J’s—ysa—l H
or on trouvera facilement que son intégrale est
Ys=Y(p+1) (r+2) (1 +3)...5

On aura donc, en comparant cette expression avec celle de la for-

mule (¢), !
s“ic--'\/ﬁ(u s iad R )

12§

(")  (p4+1)(p+2)(p+3)...s=

‘/'xl*d.-z:e-x
Si I'on suppose p. = o, on aura
fx!’-dxc*x-:::,
partant
1
S =
I2atatins—s fe=i\iamw (1 4 5 o )
128

L 1 . n ’ .
Sil'on fait p. = —-» m élant moindre que 7, on aura

i
s=s+ —,
n
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s" étant un nombre entier; ainsi
1

.r+1 o _f’.;.ff."..;_-
5 !:__(Sr__i_; n 2;

or il est facile de s’assurer par le numéro précédent que, si s” est un

grand nombre, on a

LR .c'+ﬂ+§ J'.:'+ﬂ-+-1 2 nm - m?
s'4 — e no et ———— ... ).
n ans'

On a d'ailleurs, en faisant @ = ¢*,

ne
f.r" drez=— nff."“'"-’ ey mfr.”“" di et

I'intégrale relative a ¢ étant prise depuis ¢ = o jusqu'h ¢ =oo; la for-

mule (¢”) donnera done

m(m-+n)(m-+2n)(m-+3n)...(m-+s'n)

;"+E+; Sl n*—+ 6 nm 4 6mn?
$ n e 3\/21-: i iy o et

— L -
fim=tde=t"

en sorte que la valeur approchée du produit de tous les termes de la
progression arithmétique m, m +n, m+ 2n, ..., m+s'n dépend

—fn

des trois transcendantes e, 7 et fz”‘-' die=*",

XX.

Les expressions de y,, données par les formules (¢) et (¢'), ont
encore lieu, suivant la remarque du n® XVI, dans le cas ou s et i sont
négatifs, quoique, dans ce cas, I'équation o = a**'e~%, qui détermine
les limites de l'intégrale fw‘:p dx, n’ait pas plusieurs racines réelles;
on peut s’en assurer d’ailleurs en supposant la fonction 2™'e=*, qui
doit devenir nulle aux deux extrémités de cette intégrale, égale i
Qe*, suivant la méthode du n° XV, car alors on parviendrait i des
expressions de y, facilement réductibles aux formules (¢) et (¢'),
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et nous avons observé dans le numéro cité que, en suivant cette
méthode, la considération des racines de I'équation o= a*+'e2
devient inutile.

Maintenant, si dans la formule (¢) on change s dans — s et . dans

— 1, ON aura
\/—-—re’\fzr(l e )
; 125
.TV—::‘ 1 / = ]
(—1)‘55‘-5[‘——21
Y étant la valeur de y, qui répond & s = — w; toute la difficulté se

réduit donc a intégrer la fonction différentielle EZZ‘:Y‘—T Pour y par-

venir, il faut suivre une méthode semblable 4 celle dont on a fait

s34 [ ey e dx e—*
usage pour réduire en série I'intégrale IT On fera done

T=—p+WY—1,

. ;. ays -2 >
=i étant la valeur de 2 donnée par la condition 0 = d‘e;p_ du maximum

-t

ou du minimum de = —5; on aura ainsi

/‘e*xd.r_e!-‘\/'-—-_l / dme-TV=1 :
e =530 M P

L’intégrale relative A 2 devant s’étendre entre les deux limites qui

e ey . T ' ¢
rendent nulle la quantité —z» il est clair que I'intégrale relative i o
doit s’étendre depuis o= —® jusqu'h w =00 en réunissant donc
S AR i répondent
qui répondent aux
oV * Gray=r 1 1P
mémes valeurs de o affectées de signes contraires, on aura

les deux quantités

/c—xa:r_,,s./: o Leoswl(ptw /=)t (p—my=1)H] -+ y =i sinw[(n—w y=1)" —(proy=)|

b T (=B (p2+ o)

I'intégrale relative & & étant prise depuis o = o jusqu’a o = . Si 'on
développe les quantités sous le signef, les imaginaires disparaitront,
et il ne'restera qu’une fonction réelle que nous désignerons par Q dz;
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on aura ainsi

fe*” da iy ei‘-\/-—_lfQ o

a* T (—1)e
partant
Yei—t 21r(1—i+...)

128

(= 1)s—u;"§fQ dw

et

Voyons présentement quelle fonction de s est y_,. Pour cela, repre-
nons I'équation proposée

O=(S+1)Ys— Yer1}
en y changeant s dans — s, elle devient

0= (1—58)Y—s— Y1~

Soit y_; = u,; on aura
0= (5—1)u; + sy,

¢quation dont I'intégrale est
> (—rY
T p(p+n(p+2).(s—1)’

iy

Y étant égal & y_,. On aura donc

g (—1)—+Y :
’y"s_—}-l(,u+i)(p+2)...(s—r)

Si I'on compare cette expression de y_, a la précédente, on aura, en
observant que (— 1)*-* =1,

1
= e E‘-p.\/ﬁ(l—— ?ﬁ'+"')_

2

(1) (r+2)...(s—1) S;_-:.:J.de

en divisant les deux membres de cette équation par s et en les ren-

versant, on aura

(p 1) (pr+2)...5= "p‘;f;%“([-q- ]%9 +...)‘f'Qdm.

En comparant cette équation a la formule (¢”) du numéro précédent,
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on aura ce reésultat assez rcmarquable

ame Py

. 3
/ zte—dx

J“Q dw =

supposons, par exemple, p. =1, on aura

2
dewﬁzfd cosw—i—msmm__nf'wdwsmm(fi-l-w)

1wt (14 w?)?
ces intégrales étant prises depuis o = o jusqu’a & = co; partant,

j‘dr.; sinw(3+w?) _ «
(1+w)! e

: e Zdr . .
On peut observer encore que, f —i ctant égal h 1)1* [Q dw,

on a

zb " [abdze=  Lfinstds —l

1
f‘e'xd\rﬁ ﬂny.(——l)g_’__ 21?(—1)”._.’

I'intégrale du premier membre de cette équation étant prise entre les
. T . e A
deux valeurs imaginaires de 2 qui rendent nulle la quantité —z, e

I'intégrale du second membre étant prise entre les deux valeurs réelles
de @ qui rendent nulle la quantité a¥e-*, c¢'est-i-dire depuis =0
jusqu’a & = .

On pourrait facilement parvenir aux résultats précédents, en consi-
dérant I'équation aux différences finies

O=Ys—5Vs+13

mais j'ai voulu faire voir, par un exemple fort simple, que les mémes
expressions, trouvées dans le cas de s positif, subsistent encore
lorsque s est négatif.

XXL

Considérons I'équation aux différences finies

Pr=58Ys—(m —8)¥sr1}
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en y supposant

265

}'s:.f.r‘qu dx ot 2= Jy,
elle deviendra
-—fgudr[— mxay_l__x{._,_x)d“)’]

d’ott 'on tire les deux équatlons

o=mzo-+ (ELE_(%;“E)_?]

pP=x*(14+z)o.
La premiere donne, en I'intégrant,

oy A
Vi 2 (1+ a)m+’

ce qui change la seconde dans celle-ci

A x?

CEET

Supposons d’abord p = o, on aura # =o et @ = pour les limites
de I'intégrale fw gdz, s étant supposé moindre que m; ainsi, dans
ce cas, 'intégrale fa: o dx doit s’étendre depuis x=o jusqu’a o =o,
et I'on aura, avec cette condition,

ai=idx
y“"'Af(I_{_x 1’

A étant une constante arbitraire.
Si p n’est pas nul, les deux limites de 2 seront @ = o et = p; on

aura ensuite
A= (1+ P)"',

partant
; Zlde
Y= (1+p)m Gz’

P’intégrale étant prise depuis # = o jusqu’a = p. En réunissant cette
valeur & celle que nous venons de trouver dans le cas de p = o, on

OFuvres de L. — X. 34
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266 MEMOIRE SUR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES

aura, pour I'expression complete de y;,

= x—dz
Af(f+x)”‘+‘+(l+p); (1 x)ym+t’

I'intégrale du premier terme étant prise depuis @ = o jusqu'a x = =,
et celle du second terme étant prise depuis @ = o jusqu’a x = p. On
peut donner encore & I'expression de y, cette forme
xi=tdn = o da
Af(l +x}r:i+l (l+1}) (I +m)m+l’
I'intégrale du premier terme étant prise depuis @ = o jusqu’a x = =,
et celle du second terme’ étant prise depuis @ =p jusqu'a @ = %0;
A’ est une constante arbitraire égale & A + 1.
Maintenant, I'intégrale de I'équation proposée

Pr=5ys— (m—5)Yer
est

; 1.2.3...(s—1) 3 m(m—1)...(m—s-1)p*
T [Q 2 1.2.3...8 —].

m(m—u) (m— 2) (m—s+4-1)

Q étant une arbitraire et E étant la caractéristique des intégrales

ey —1)...(m—s+1)pf , .
finies, en sorte que 2 udes 13 - gn - )P’ st égal &

m(m—i1) , 3 m(m—1)(m—2)...(m—s-+2)
1.2 e 1.2.3...(s—1)

s—1
L]

1 -+ mp +

¢’est-a-dire & la somme des s premiers termes du développement du
binome (1~ p)™. Si I'on compare cette expression de y, avec celle
que nous venons de trouver en intégrales définies, on aura

=l d z*dx

Al (f_mmT:“( =1 i (14 z)m+i

& 1230 [85—1T) [Q __Em(m—:)...(m—-—s+i)p;

T m(m—1)...(m—s-41) IRETS NS

Si 'on fait s = 1 dans cette équation, on aura A'= Q; ainsi, A étant
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arbitraire, cette équation se partage dans les deux suivantes

1.2.3...(s—1) __f s dz

m(m—1)...(m—s—+1) J (1+ax)y"+’
1.2.3...(s—1) .*:r&(s';"a—1]...(m—s—l—l)p_f
m(m—1)...(m—s-41) PR ae3ens
—— m _xs_l_dx
“_‘([+P) (l—t—x)”"‘"l’
d’ot1 I'on tire
f 2 Stdr
m(m—i)...(m—s-+1) (1 m}"“‘T
E ( 1.]2.3(....9 P Eple z~dz ’
(I_—O—_-Zj_’-"r;i

267

Pintégrale du numérateur étant prise depuis @ = p jusqu’a @ = =, et
celle du dénominateur étant prise depuis 2 = o jusqu'a & =c0. Il
sera facile de réduire en séries ces deux intégrales par la méthode de
I'article I, on aura ainsi la somme des s premiers termes du binome
(1~ p)™, par une suite d’autant plus convergente que s et m seront

de plus grands nombres.
XXIIL

Proposons-nous encore d’intégrer, par approximation, I'équation

aux différences finies

0= (24 48)¥s—(5-+1) Vi1
Si I'on y fait :
y,:ja:’q:a’r,

et que I'on suppose *= dy, on aura
O:Iq;dx[(z —-x)&y—!—(ﬁm-—x’)(%vj,

d’ol1 'on tire les deux équations

o=(2—ax)p— el ek

o=z o(f—z).
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268 MEMOIRE SUR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES

La premiére équation donne, en l'intégrant,

1= ———-A ;
Viz—=z*
la seconde devient ainsi
o=z '3 h— .
A ke sy z idx ;
Les limites de I'intégrale J z'odrou A | ———= seront, par conse-
\}'4 — T

quent, & = o et = 4. Soit Y4 — 2 = 24, on aura
! PR
Ys=A 2"*“.[ (1—«*) *du,

cette derniere intégrale étant prise depuis u = o jusqu’a u = 1.
Pour la déterminer par approximation, nous ferons

it
— et 1 — ul= %",

ce qui donne
uw=\1—e%"

el
1
f(l —_ u’}s_idu = '[dt‘t e='d

Supposons

= 1
V1 — e—we — a:lg(] . aql‘.”z‘..{.. a‘qﬂ}t‘_k aSq{!)tﬁ_a_ Ot‘(;{”!s-{-. : .}:

en prenant les différences logarithmiques des deux membres de cette
équation, on aura

14-3agM 4 SatgM b madg® ey |,
L aq e a1 odg® T, .,

I 1
B K s e s
Tk e-an — P o’ adl ’

P s By A
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ce qui donne I'équation générale

: 21— 3 15— 6
0= gl == iy (=) S 2 yli-2)
% VAl 1.2.3 7

2l — 2{ —12
Sy _9 qli=3) 4

ehammt ey L
1.2.3.4 1.2.3.4.5'7 i

g étant égal a 'unité. Si 'on fait successivement, dans celte équa-
tion, i=1,i=2,1=23, ..., on formera autant d’équations, au moyen
desquelles il sera facile de déterminer les coefficients ¢, g, g™, ...
Cela posé, on aura '

1
» i .1. »
[du(1—u?) i=qt [dte=(1+3agW e+ 5atg™ it 7a?qP s+ ..).

I’intégrale relative & u doit étre prise depuis u = o jusqu’a u=1;
ainsi — a¢® étant égal & log(1 — u?), Vintégrale relative a ¢ doit étre

prise depuis z = o jusqu’a z = oo; or on a, dans ce cas,

. 5...(2r— . 3.5, .(ar—1) —
'_/t,,.dte'*":"g') 253: I)Idwﬁ:t .)2“5!: )\/?T:

donc
. \g_l
/du(t —u?) ?

i i) 434D o ek
— " xgt) 2 (2} AP 10 ) DR .
- om(H— 5 ag\t -+ o o=qisi -+ 2 q

et, par conséquent,
1.8.0
32

ys—;iiz*-‘\/;r(l—l-%uqf”—!— a*qf”+...).

Maintenant, si s est un nombre entier positif, I'intégrale de I'équation

proposée
0=(2+45)Ys— (5 +1) Ysrs

est
Yo (s+1)(s+23)...35.
Ji=3 15230, .8 ’

mais I'équation
5_1
y‘=A2!£+!fdu(l__ ut) i
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270 MEMOIRE SUR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES

donne
1
yi=8A fdu(: —u?)*=12Am,

d’ott I'on tire

e

A=t

»
A

en comparant donc les deux valeurs précédentes de y;, on aura

ot 153 TRaYD r.8.5.7
sk o, Meimgsis oty e HEAO s S YR
TR R S e g St )
_(s—!—:)(s+3){s+3]...2.s‘_
x i I

Cette derniere quantité est le terme moyen du bindme (1 +1)*; la
formule précédente donnera donc ce terme par une suite trés conver-
gente, lorsque s sera un grand nombre. 1l suit de la que le rapport du
terme moyen du binome (1 -+ 1)** & la somme de tous ses termes est
égal &

Lot (1+ I;fsquf”—f-. : .),

Vis—Pr

et par conséquent, lorsque s est trés considérable, ce rapport est i tris

peu pres égal i ——-
ST
XXIIL

On peut parvenir plus simplement aux résultats précédents de la
maniére suivante : pour cela, nommons y, le terme moyen du bindme

(14 1)*; il est visible que ce terme est égal au terme indépendant de

V=1 dans le développement du binome (V=" + ¢=V=")*; or, si

I'on multiplie ce binome par dw, et que I'on en prenne ensuite U'inté-
grale depuis o = o jusqu’a & =180, il est clair que cette intégrale
sera égale & wy,; on aura donc, en substituant 2cosw au lieu de
V=1 4 o~oV=T,

nls
Vo= — fdz:r cos¥ m.

Cette intégrale, prise depuis w = o jusqu'a w=180°, est évidemment
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le double de cette méme intégrale, prise depuis w=o jusqu’a & = 9o°,

ce qui donne
.22£+1

e fdt:r cos¥w,

cette derniere intégrale étant prise depuis = = o jusqu’a = = go°; si

I’on y suppose sinw = u, on aura

25+1
Ve— = fdu(l_u )

I'intégrale étant prise depuis # = o jusqu'a u =1, ce qui est conforme
a ce que nous avons trouvé dans le numéro précédent.

Cette méthode a 'avantage de s’étendre a la détermination du terme
moyen du trinome (1 + 1+ 1)*, de celui du quadrinome (1+ 1+ 1+41)%,
et ainsi de suite. Considérons le trinome (1 + 1+ 1)%, et nommons y,
son terme moyen; y, sera égal au terme indépendant de e”y—1 dans

le développement du trinome
(ePV=T -1 4 e-oV=T);
on aura UU]'ISéf_[UC]nn]CI][,

7 é—fdw(a COSw +1)°%,

I'intégrale étant prise depuis = o jusqu'a w = =. La condition du
maximum de la fonction (2 cosw + 1) donne sinw = o, en sorte que
les deux limites 5 = o et = = répondent aux deux maxima de cette

fonction; on partagera donc 'intégrale précédente en deux autres
fdm(zcosw+1)f el (al)‘fdw(zcosm—l)‘,

la premiére de ces deux intégrales étant prise depuis @ = o jusqu’a la
valeur de & qui rend nulle la quantité 2cos2w +1, et la seconde
intégrale étant prise depuis & = o jusqu'a la valeur de = qui rend

nulle la quantité 2 cosw — 1.
Pour obtenir la premiére intégrale en série convergente, on fera

(2cosm +1)=3%e",
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272 MEMOIRE SUR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES

1
el, en supposant o = -, on aura

13 3 iti
o] o
3-—!3’-!—-;;—...:3—35:52—&-

d’out I'on tire, par le retour des suites,

{heiy; ?
w=a’t\/3 (r-—%{- -1-...),

partant

-

= 1 5 ~ I
[ dm(2cosm+1)y=a?3" Jdtet(1—jat+...),

L’intégrale relative & ¢ devant étre prise depuis ¢ = o jusqu’a ¢ = oo,
on aura

1 .c-+-‘- —_
2 2 »
fdw(-; COS® 1) = % T\/f(t — ?—g +...);

on trouvera de la méme maniere

2

- 5
‘/1rlr.'5(2 COST — 1)F = ?:,_E (1 s )

On aura done

1
Sebn

pasgt 2 [ ORI G ,_(“_')f(,_fiac+ ;
.75..-.2“;_& — L Vor TRt

s étant un trés grand nombre, cette quantité se réduita trés peu prés i

1
Sz

3 e ;
~\/T-_; le rapport du terme moyen du trinome (1 1--1)° i la somme
a2y/sw

3
de tous les termes est donc alors & trés peu pres égal a aibe
2ysT

On pourra déterminer de la méme manicre le terme moyen du poly-
nome 1--1+41-1+,.., ¢levé 2 une treés grande puissance; nous
nous contenterons de présenter ici le premier terme de sa valeur en
série, auquel il se réduit lorsque 'exposant de la puissance est infini.

Si le polynome est composé d’'un nombre de termes pair et égal a
2n, il n'aura de ferme moyen qu’autant que la puissance a laquelle il
est ¢élevé sera paire; soit 2s cette puissance et y, le terme moyen du
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polynome élevé a cette puissance, on aura i tres peu pres, en suppo-

sant 7 plus grand que I'unité, X

(zn)uﬂ

V(zn+1)(n+1)asn

Ys=

le rapport de ce terme 4 la somme de tous les termes sera conséquem-
ment & trés peu pres égal a

Eor s

\f( 2N +1) (n + I)Ts‘;r‘

Si le polynome est composé d'un nombre de termes impair et égal i
2n +1, en nommant s la puissance a laquelle il est élevé, et y, son

terme moyen, on aura a tres peu pres

_(an—e_—r)-‘\.@ ;

\fn(n -Jr-l)'z.s:l':1

Lim=

ainsi le rapport de ce terme 2 la somme de tous les termes du poly-
al i y3

nome est, dans ce cas, a trés peu prés égal & ————— .
\/ﬂ(ﬂ +1)25T

XXIV.

Proposons-nous maintenant de déterminer par approximation les
termes fort éloignés du développement d’une fonction quelconque
de u. En représentant cette fonction développée par la série suivante

Yottt + Yol + Yyt . . A YU Yo W -,

on cherchera la loi qui existe entre les coefficients ¥, ¥ 1y Ys-2r -+ s

et, si cette loi peut étre exprimée par une équation linéaire aux diffé-

rences finies ou infiniment petites, dont les coefficients soient des

fonctions rationnelles et entiéres de s, on aura, par l'article II, la

valeur de y, en série trés convergente lorsque s sera un grand nombre.
Supposons, par exemple, que la fonction proposée soit

(a + bu + cu—+ hud . )+,
OFuvres de L. — X. 35
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en prenant les différences logarithmiques des deux membres de I'é-

quation »
Z (a+bu+cut+-hud+.. o=y, +y 0+ ysul+...+ ysus+...,
on aura
plo+acu+3hur+...)  yi+aysu+...+sysutt+..
a-+bu—+cu -+ hud4... Yo+ YU+ YUl YU+ ..

Si 'on délivre cette équation de fractions et que I'on égale a zéro les
coeflicients des puissances semblables de «, on aura I'équation gé-

nérale
o=asys+b(s—1—p)ysy+c(s—a—ap)y;a+...;

si 'on y suppose :
S J o dx

et que I'on désigne 2*~' par Jy, on aura
F b c ddy c d
(}:f(pdw[a—- 'l; —-(2.(.;4—:);—-...—% -E(a.r+b+;+...)_|‘
d’oli 'on tire les deux équations
o=0gdx awp—b—(:; —|—|)-C~~—... —d|g ax+b+ S 4 |
ey z + xt ] Fop e e
S g i
O=a'g(a+ =+ =5 4. )

La premiere donne, en I'intégrant,

en sorte que P'on aura g en changeant, dans la fonction proposée,
1 . . . . .
dans S»eten la multipliant par une constante arbitraire A, ce qui est

généralement vrai, quelle que soit cette fonction.
La seconde équation deviendra

Fpei® ho Bt
= ﬂ‘-t"‘;:-l—;*i—y—]—... H
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d’ou il suit que les limites de I'intégrale fx*‘*' @dx sont & = o, et x
égal a I'une quelconque des racines de 'équation

b c
o=—a—+ —+ — +....

z =
Le nombre de ces racines étant égal au degré de I'équation différen-

tielle
o=asy;+ b(s—1—p)ye—1+--.,

on aura autant de valeurs particuliéres de y, qu'il y a d’unités dans ce
degré, et leur somme sera I'expression compléte de cette variable.

Cette méthode peut servir encore & déterminer les différences infi-
niment petites trés élevées de la fonction (@ + bz +e¢z* + Az’ +-...)¥,
prises relativement & z; car, si 'on nomme s le degré de cette diffé-
rence, on aura

difa+bs+ez?+hz* 4. )W dfa+b(s+u)+e(s-+u)+h(s+u)i+.. . ]*
dz* ez du’ Ry

pourvu que I'on suppose u = o apres les différentiations dans le second
membre de cette équation. Maintenant, si I'on désigne par y; le coefli-
cient de «’ dans le développement de [@ -+ b(s +u) +-c(5 +u)*+-...|*%
le second membre de 'équation précédente sera évidemment égal a
1.2.3...5y,; on aura donc

df(a + bz +czt+hzd+.. . JF

s — e ey

s ¢tant un trés grand nombre, on aura, par le n° XIX, le produit
1.2.3...5 en série tres convergente; on a d’ailleurs, par ce qui pré-

cede,
3 %
y,:Afx’"‘c!x[a+b(z+i)+c(z+-[-)g—q-k(;—f-i) -+~...]F,
x & x

en prenant autant de termes semblables qu’il y a d’unités dans le
degré de la fonction @ + bz +cz*+... et en les intégrant depuis
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@ = o jusqu’d @ successivement égal aux différentes racines de I'é-

quation
2
o:a+b(z—}~l)+c(s-+--l—) e
T €Z

On aura facilement ces intégrales en séries convergentes par la mé-

thode de I'article I.

Déterminons, par cette méthode, la différence (s + 1) de 'angle

: : df 1
dont z est le sinus; si 'on nomme 0 cet angle, on aura - = f,

1— z*

pal‘lant
E{H—I H _# d.f(l Py ;:)_%-

dzitl = ds® 2

en développant cette différence, on a

detin o 1 B [-vs_;_ls['g"—” .saa_Jr_’_‘3’“(""I](""_g)(""?’).s—s
dsstt — s pd AR 2.4 a3 2
(0 —z1)"1
£ 1.3.5 s(s —1)(s—2)(s = 3) (s —4) (s —5) _,_,
2.4.6 1.2.3.4.5.6 i

La loi de cette expression est facile a saisir; mais le caleul en serait
impraticable si s était un grand nombre tel que dix mille. Pour avoir,
dans ce cas, sa valeur par une suite tres convergente, nommons y, le

1
coefficient de #* dans le développement de la fonction [1— (5 4+ «)*|"2;

on aura
iy
df(1—3?)7?

-

=r.2.0. syt
on a d'ailleurs, par le numéro précédent,

= el ]t [ (o) T

la premiere intégrale étant prise depuis @ = o jusqu’a 'une des valeurs
g P Jusq

de @ qui rendent nulle la fonction [1 - (z + %)’1 %, et la seconde

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



QUI SONT FONCTIONS DE TRES GRANDS NOMBRES. 277

intégrale étant prise depuis @ = o jusqu’a I'autre valeur de 2 qui rend
cette méme fonction nulle. Ces deux valeurs sont

s COsm™
+“— +—> on (ransformera I'expression précé-

en supposant donc & =
dente de y, dans celle-ci

; B’
.fdm(; -+ CcOS®)* -+ Gy ]dm - COSw™)*,

ol
i (1—3%)*
la premiere intégrale étant prise depuis = = o jusqu'a la valeur de o,
dont le cosinus est — s, et la seconde intégrale étant prise depuis
cette valeur jusqu'd & = =. Pour déterminer les deux arbitraires B et

B’, on observera que
=B [do+ B [dw,

fdm(s-i- COS™ )

e \/(I <)

Z B B’
= — I__sxfdm'(z-i- COSG.}') o vt

(i= ,.2)%

d’ou il est facile de conclure

partant -

Y= ~---ﬂ——i—-——-j [fdm(.. “+cosw)f 4+ (— i)-*.fdm(cosm —3)¢],
n(1— st)’

la premiére intégrale étant prise depuis w = o jusqu'd z + cosw = o,
3 et laseconde intégrale étant prise depuis o = o jusqu’a z — cosw = o.

Soient
4 el (5+605m)‘:(1+z)‘e“';

|-

on aura

m:a_}t\/m[ (2:“)9-‘— ..],
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d’our il est facile de conclure

it TRt e 4
fdw(s +- COSW)* = G (g ‘;) ar [1—- “(28_ L |

En changeant z dans — z, on aura

1 s+; - S .
fdm(cosm—e-z)‘: ?c'-‘(l—sz) Vaz [1— a8 +. ..],

8
partant
1 a(2—3) ]
Y= = I— 9 += e
(1—=5) 5\/51:
e |

1
(1+2) " /asw

En multipliant cette valeur par le produit 1.2.3...s, qui, par le n° XIX,

est égal a

1
."-I-; o JJ’.-—- __i
gl \21’:([1 |2+”')’

; tdie ds+1i g ,
on aura la valeur en série de ——, et I'on trouvera que, s étant fort

55 e—%

grand, cette valeur se réduit a trés peu pres & ————— - 1l est remar-
(1—z)'"3

quable que I'expression que nous avons donnée ci-dessus de cette

différence, et quidevient treés composée lorsque s est un grand nombre,

se réduise alors & une valeur approchée aussi simple.

XXV.

Voici maintenant une méthode générale pour avoir en séries con-
vergentes les différences et les intégrales fort élevées, soit finies, soit
infiniment petites d’'une fonction y,. On commencera par réduire
cette fonction & des termes de 'une ou de I'autre de ces deux formes
A'[m’(pdx, Afr'“cp dx; on observera ensuite que la différence infi-
niment petite niéme do Afcc"-:? dz est Afx’ ds"g dx(loga)”, et que sa
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différence finie n'éme o5t A (290 da(22 — 1)™ On aura donc

arys
ds;: —Afx‘cpdw(logx)” Sy

Ay, =A‘fx‘rpdx(m—-r)"+. o

le signe + étant relatif aux autres termes de la forme Afa:‘q; dz qui
peuvent entrer dans I'expression de y,. Sil'on fait usage de la forme
A [ e*"odx, on aura

dr 5
'Z;? = (-—-!)"A'/m"rp dze%+...,

Ay —_-Aj‘fp dr e (e=% —1)" -+

Pour avoir les intégrales nimes  goit finies, soit infiniment petites de
Ys il suffira de faire » négatif dans ces expressions; on peut observer
qu’elles sont généralement vraies quel que soit », en le supposant
méme fractionnaire, en sorte qu’elles offrent un moyen trés simple
d’interpoler les différences et les intégrales des fonctions.

Comme on est principalement conduit dans I'analyse des hasards a
des expressions qui ne sont que les différences finies tres élevées des
fonctions ou une partie quelconque de ces différences, nous allons y
appliquer la méthode précédente et déterminer leur valeur en séries

convergentes.
XXVI.

. " . I @
Considérons d’abord la fonetion 5 en la désignant par y,, clle sera

déterminée par I'équation aux différences infiniment petites

y.,

= l)’;

Si I'on suppose dans cette équation

yo=feedz et eT=yy,

o“ftpdx(za_y—i—x diy)

elle deviendra
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d’oti I'on tire les deux équations

0:."(?—1('7:{1: 0= 2z9dy.
La premiere donne, en I'intégrant,
() :A.ﬂ:"’_‘,

et la seconde donne, pour les limites de I'intégrale fe—“@dm,

eyt 0] el L0
on aura done ainsi
= Af.rf“" dx e—**,

1
'y

Pour déterminer la constante arbitraire A, nous observerons que, s
étant 1, le premier membre de cette équation se réduit & I'unité, ce

qui donne
I

S gy e i =23
J zi-'dz e *
partant
e .f.:t:""’ da e—** i
3 /'m"*‘ doe=’
on aura donc

: I"mi—: dor e—S¥(g=% _ )n
(IJ-) fa e )

i - :
s / xi-Vdye =

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis
x =0 jusqu’a & =». La considération de cette formule va nous
fournir quelques remarques intéressantes sur cette analyse.

Pour la développer en série, supposons

ai=1 e—5x ( e—% — I)” — qi—1eg—sa ((:—a iy )n e_.p,

a étant la valeur de @ qui répond au maximum du premier membre
de cette équation. Si I'on fait = a + 0, on aura, en prenant les loga-
rithmes de chaque membre et en développant le logarithme du pre-
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mier dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de 0,
AP+ AP 010+, .= 8,
les quantités a, £, &', ", ... étant données par les équations sui-

vantes :
1—1 ne*
-8

...................................................................

On aura done, par le retour des suites,

t fi't SR'E—LRR" :
1 = + f’-i—...).
( ah\/h 84?

et cette suite sera d’autant plus convergente que I'un des nombres »
ou 7 sera plus considérable. En substituant cette valeur de 6 dans la
fonction fd() e~ et en prenant l'intégrale depuis 7 = — o jusqu’a

L= 20, ON aura

]qxi—‘l dr (o (e 1) — ai- I{’,—‘xa(c.ar 2% l)rx

VE (ISR —1ahh" )
VA AT T

on a d’ailleurs
fa"—' dre === -I- /'x’ dx e,
I

= et par le n° XIX

f.'v"d.re"“”::EH%E—‘N@E(I SE T:I>_£ “+... )

En divisant donc 'une par 'autre les deux valeurs de

Lf:ﬁ,-__. dx g—-s.t:{e—.r_ - I)" ot de [‘.l-r!._1 dax e—.r,

QFuvresde L, — X. 36
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on auara
a\i—!
i o — gt —_r "
Ax (1) Saeld ¥ A 150" — 12 A" 57
= e ——— I e s [y e PRCRCE
§t \/9_;“; 1647 i 124

XXVII.

Pour avoir la différence finie nim¢ de la puissance positive s, il

suffit (n® XVI) de changer dans cette équation ¢ dans —z, et I'on
aura

Arsi=— (s+n)—n(s+n—1)i

+;—1{”:~2(.~'+n—n)f—nm“I){fz_g)(s—i—n—&‘)"—i-...
1.2 1.2.3
(»') ¢ ey =,
5 (E) est—i(eg®—1) (I 153,&_12””4” ¢
L e R
e (et

a, l,l', ', ... étant donnés par les équations suivantes :

................................................................

On arriverait au méme résultat en résolvant directement, par la mé-
thode du n® XV, I'équation aux différences finies et infiniment petites

— AR 5 dys
o=A (t}‘_g-— § E}-)
ou celle-ci g
0= (s+n)A %?f—z - nﬁ{)—’-‘- — [Ay,,

s Reevels
dans laquelle y/ — Ar-1 4,
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Supposons ¢ + 1 assez grand, relativement & n + s, pour que ¢+

soit du méme ordre que Z; I'équation

donnera a trés peu pres

_‘u'
et si, pour abréger, on fait ¢"**= ¢, on trouvera, en ne considérant
que le premier terme de I'expression de A”s* et en faisant toutes les
réductions convenables, cette expression fort simple

A%si— (nef-s)tetl?,

en sorte que, siz est infini relativement & » + s, ce qui donne ¢ = o,
on aura
Arsi— (s 4+ n)¥;

il est facile d’ailleurs de s’en assurer a priore en considérant que la
quantité (s + )" — n(s +n —1)'+ ... se réduit alors & son premier

fterme.
XXVIII.

La série (') cesse d’étre convergente lorsque @ est un trés petit
nombre de l'ordre ;II, car alors il est visible que, les quantités /, 7,
/’, ... formant une progression croissante, chaque terme de la série
est du méme ordre que celui qui le précéde. Pour déterminer dans

quel cas a est tres petit, reprenons I'équation

s 2 net

R et—1’

on peut la transformer dans la suivante
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@’ou I'on tire & trés peu preés, dans la supposition de @ peu considé-
rable,
At L

n

S+ -
2

g

Ainsi a sera tres petit toutes les fois que la différence ¢ — 2 sera peu
considérable relativement & s E, dans ce cas, on déterminera A”s’
par la méthode suivante.

Reprenons I'équation

“dx et .
= - g - TR
o ¢ (e 1)

‘dz wiki
pore i

dans laquelle se change la formule (@) du n® XXVI lorsqu’on vy fait
i négatif et égal & — 75 on peut mettre le facteur (¢ — 1) sous cette

An sf' —

b

forme

1 axt n.
B AT T L )

el £ n )—'."_;3.' n = n'.ﬂ;‘j 1 :‘2_(.5?2—‘-2) ) .
—( I)(, £ I 2:,‘ o ls‘lﬁT‘Ex . H

on aura donc

QAL il : w4z —(s+H)xf  na
fa:"""c (e*F—1)*=(—1) f‘}a'me-- ) (I—}— =75 1—)

4l £ 1 n. 3 ]
Si on fait (s -+ -3—):1: = ', on aura généralement

dx -—(s .--521);- a\r-1 rdz e~
.z.’- e = (5 -+- ;) f——-—-—x-,;,-'- ]

et par le n° XX on a

t: .r—-! ,-_1
Qe sran(at 3 am(—1) * :
¥ @'r-t dgle-=  (r—1)(r—2)(r—3)...°
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partant, on aura

: . ¢ mNi=t
Arsi— (i —n+1)(i—n-2).. .z(s = -2—)

n

X |1+(t—n)(i—n—1)————
(1) [ \ 2;’;(.9—0—2 ¢

+(i—n)(i—n—1)(i—n—2)({—n—3)

n(bn—2) ‘l
——

: n
15.16.24 (s+ 9)

Cette série est tres convergente si ¢ — n est peu considérable relati-
vement i s + g; elle peut d’ailleurs étre employée dans le cas ot 7 est
fractionnaire; quant au produit (¢ —n+1) (i —n+2)...7, il sera
facile de I'obtenir en série par le n° XIX.

Dans le cas ol ¢ = n, la formule précédente donne

Abst—1ia 30l

ce qui est conforme a ce que I'on sait d’ailleurs.

XXIX.

Les formules (p.") et () des deux numéros précédents supposent
7 égal ou moindre que 7; en effet, si 'on considére I'expression

da )
&_‘F‘_—I g5 { ot )J’l

Argi—

dont le développement a produit ces formules, on voit que les limites
des intégrales du numérateur et du dénominateur étant déterminées
en égalant & zéro les quantités sous les signes f, ces limites seront
toutes imaginaires lorsque ¢ +- 1 sera plus grand que »; au lieu que,
dans le cas ol 7 + 1 sera moindre que n, les limites de I'intégrale du
numérateur seront réelles, tandis que celles de I'intégrale du dénomi-
nateur seront imaginaires; il faut done alors ramener ces dernicres
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limites & I'état réel. Pour y parvenir, nous observerons que l'on a
généralement

. / ‘@i da e
=1 g p—2 — _ L .
./.r dae T (i) (i+2). .. (i+T1)’

(N L] - h s r - 2 § 7 r
si I'on fait dans cette expression ¢ négatif et égal & — r — E, m étant

moindre que 2, on aura
i

fdm = (—1 )"+‘.f.q:‘ "dx e

il m m m %
= I 9.—6——-)...;
n 2 n

Or on a, par le n® XIX,

m m ; f'.:c‘dx et
(1o 2 (s B el
It It

[ " dze-=
* partant
s pia TR
Ape—# LN j R o ] Thdy e=*
Wekmted m [ xidee = ;
L] L] . (f.r e* . . .
c’est 'expression de | =~ dont on doit faire usage dans le cas que

nous examinons icl.
Si I’on fait 2 = ¢, on aura
m
It fesaees

(] e 3
o n® n .
g z "dre* / rrdre*— —_ tn—=m=1 g p—1" l tn+m=Adg p=t"
n -« . Tt « .

—_ R:‘l [‘.gu—.m—i di e—t" ['Im--i d£ (_-—t",

et 'équation (T) du n® IV donnera, en y changeant  dans m + 1,

J'l’ ftm—l d‘ f.’"‘"f!n —m—1 (H e—!": _.E_._;

sin —
rt

on aura donc
AT ESZ S (—1)y*n

e |
€T . IR e
sm—f;— [.'r‘da:e"
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d’ou P'on tire, en substituant cette valeur dans Iexpression précédente

de A”s,
fxfd_re—xf___e—sa' ,_>—z__ l)",

les deux intégrales étant prises depuis & = o jusqu'a & = . Si ¢ est
un trés grand nombre, on aura la premiere en série convergente par
le n° XIX, et la méthode du n® XXVI donnera la seconde dans une

série pareillement convergente lorsque la différence » — 7 sera con-
sidérable; dans le cas ou elle sera peu considérable relativement a

sin

(B7)  Angl=(—1yet

§ -+ %, la méthode du n° XXVIII donnera pour I'expression de A”s

une suite convergente analogue a la série (1+”). On peut observer que,
si ¢ est un nombre entier, on aura 7z = o; la formule (") donnera
donc alors A”s = o, ce qui s’accorde avec ce que I'on sait d’ailleurs.

Supposons == - = o, on aura, r étant égal & zéro,
"

.. m m .
=t} 8N —N—= —TN=1IT
n I
et {
—1
Arsli — Au A lOgé‘

la formule (") donnera done

e L
An lOgS :.__f.e__._._c.i_"f (e-a:__ ,).-a,

x

d’onr il est aisé de conclure, par le n° XXVII,

nin—i)
A7 logs = log(: — nlog(s -
og og(s+n)—nlog(s+n-—1)+ ¥ log(s+n—a)—...
e'3(e?—T) \/21"
f— -'—_—-'—""—-——" e .},
na*e® B
\/\6“‘—')‘
a étant donné par I'équation

U:_T __S___ue“ )
a P
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XXX.

On peut étendre la méthode des numéros précédents a la détermi-
nation de la différence ¢ d’une puissance quelconque d’une fonc-
tion rationnelle de s; il suffit pour cela de réduire cette fonction a la
forme f.r"go dzx; or, en la désignant par y,, on aura entre s et sa dif-
férence dy, une équation de cette forme ‘

o

S My,
M étant une fonction rationnelle de s. En appliquant donc i cette équa-
tion les méthodes de Particle 11, on aura ¢ par une équation différen-
tielle, d’un degré égal au plus haut exposant de s dans M; cette der-
niére équation ne sera généralement intégrable que dans le cas ou
Pexposant de s dans M ne surpasse pas I'unité; mais on aura dans
tous les cas la différence finie 21" de y,, au moyen des multiples in-

tégrales, de la maniére suivante,

1
(s+p)(s-+p)...
ramener toutes les puissances des fonctions rationnelles de s et leurs

Considérons la fonction » a laquelle on peut
produits, les exposants ¢, ¢, ... pouvant étre supposés négatifs. Si,
dans I'intégrale fx"'“'rim e~ +ne, prise depuis @ = o jusqu’a x = x,
on suppose (s + p)a = a’, elle deviendra

S . eS| o b
{S—l—p)"-fx dx'e=%,

I'intégrale relative & 2’ étant prise pareillement depuis @'== o jusqu’a
2= =3 en comparant ces deux intégrales, on aura

/'x.‘—l da e—(i+px

(s+p) ['zf Stdzens

sonsi - |

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis

2 == 0 jusqu’a x == .
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Il suit de la que

1

P 3

RGP e dada e

[‘xi—lx?r’—:- dedx ... e PP - —sl2+2+-.)

les intégrales relatives a @, 2/, ... étant prises depuis les valeurs
nulles de ces variables jusqu’a leurs valeurs infinies; on aura done

Y N
(s+p) (s+p) ...

/ 2zt drdx ... e—PT-pT— . —s(TAT ) (e T—T— 1)”

j ai-tgli=t,  dzdz'...e-e%—

On réduira facilement en séries convergentes le numérateur et le dé-
nominateur de cette expression par la méthode du n° VII; et, si I'on
change dans ces séries les signes de ¢, ¢/, ..., on aura les valeurs
approchées de A"(s —+ p)* (s + p')'..., sur lesquelles on doit faire des
remarques analogues a celles que nous avons faites dans les numéros
précédents sur la valeur approchée de A”s'.

Si 'on suppose #, i, ¢, ... de trés grands nombres, on trouvera
facilement, par le n° VII, que I'on a & trés peu pres

Ar(s+ p)(s—+ p)r...

L\ i+ PG

. = (s-+plat(s+pla“...—0 ~i'—... [ pata'“+..__ ¢\t

= =3 PIrE (e 1)
______ ==

(1) nied+@+ T i(F+1) T sREatr R
R e (eara )t ] R E_e_ai-}-_a'+... TEE e

a, a, ... étant déterminés par les équations

L1 n eat+at..

o= — 8§ P ——
b7 st |
-1 ; L et +a ...

0= — —8§—p'— —
s eﬂﬂ—u e 1

CFuvres de L. — X. 35
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XXXI.

La différence finie niéme de (E—F_}I)"(_;_%-_p; o est égale au produit
de (—1)" par
1 I

Oy L ey ool FFr=y sy Ly gy

_I..-?..-(-S-—t-}:) +2)i (s —i—";-)'-+—'-),)*'. e
on a souvent besoin, dans I"analyse des hasards, de ne considérer que
la somme d’un nombre quelconque des premiers termes de cette
fonction; voyons donc comment on peut 'obtenir en série conver-
genle.

Nommons S la somme des r premiers termes de la fonction précé-
dente; il est facile de s’assurer par le numéro précédent que,‘ sil'on
nomme Q la somme des 7 premiers termes du binome (1 ¢-o==)",

on aura
/'xr-—ixri'—l .drdr'...e-PE-PE— . .—s@+a+..) ()

2
b farafrdeReis oD s LRS- el S

j'.i:*'—' 't dedx'...e~F%

On a, par le n° XXI,

(l T e—a'—x‘—...)u _!_"'_'_‘_l d”
Q o s (1 e M)H+T
S i ) R
o (T ) et
I'intégrale- du numérateur étant prise depuis « = — e=*"= jusqu’a

u =, et celle du dénominateur étant prise depuis «:==o jusqu’a
u =0, en sorte que I'on pourra mettre cette expression de Q sous la
forme suivante

—E=2'—0, \B g PR s ) (1—u)-'du
Q oA ey (I — g ) e—r® j [I = e-_;;;,,r'_._.__ ([ _:‘&—jj;:'_—i—

= s e S feml ) b
(?_{1 u)u-ﬂ—l

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis
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u == o jusqu’d-u = ; on aura donc

f.r"—lx"""‘ X! dudzr d‘”!‘ 4 lc._pz—p'a:'—-...—fs’+J"J[1‘+z"+‘..J(I_,._ g—x—.r"—_,.)u __________(I_":_ff_)r_'j AT
By~ =l TR
s . S ey WA N
xi—lzli—1,, dudrdx...e-*—%— ———
% (1 4+ u)r+t

toutes les intégrales étant prises depuis les valeurs nulles des varia-
bles jusqu’a leurs valeurs infinies. Il ne s’agit plus maintenant que de
réduire, par la méthode du n° VII, le numérateur et le dénominateur
de cette expression en séries convergentes. Les applications que nous
ferons, dans I'article suivant, de ces recherches, a divers problémes
sur les hasards, répandront un nouveau jour sur cette analyse.
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APPROXIMATIONS DES FORMULES

QUI SONT FONCTIONS DE TRES GRANDS NOMBRES
(surre).

Ce Mémoire étant une suite de celui qui a paru sur le méme objet
dans le Volume précédent, je conserverai Pordre des articles et des
numéros. J'ai donné, dans le premier article, une méthode générale
pour réduire en séries tres convergentes les fonctions différentielles
qui renferment des facteurs élevés a de grandes puissances. Dans le
second article, j’ai ramené & ce genre d’intégrales toutes les fonctions
données par des équations linéaires aux différences ordinaires ou par-
tielles, finies et infiniment petites; et je suis ainsi parvenu, dans le
troisieme article, 4 déterminer les valeurs approchées de plusieurs
formules qui se rencontrent fréquemment dans I’Analyse, mais dont
I"application devient trés pénible lorsque les nombres dont elles sont
fonctions sont considérables. 1l me reste présentement a faire voir
I'usage de cette analyse dans la théorie des hasards.

Armicre 1V.
Application de Uanalyse precédente a la théore des hasards.
XXXII.

Tous les événements, ceux méme qui par leur petitesse et leur
irrégularité semblent ne pas tenir au systeme général de la nature, en
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sont une suite aussi nécessaire que les révolutions du Soleil. Nous les
attribuons au hasard, parce que nous ignorons les causes qui les pro-
duisent et les lois qui les enchainent aux grands phénoméenes de I'uni-
vers; ainsi 'apparition et le mouvement des cometes, que nous savons
aujourd’hui dépendre de la méme loi qui raméne les saisons, étaient
regardés autrefois comme 'effet du hasard par ceux qui rangeaient
ces astres parmi les météores. Le mot Aasard n’exprime done que
notre ignorance sur les causes des phénoménes que nous voyons
arriver et se succéder sans aucun ordre apparent.

La probabilité est relative en partie & cette ignorance, en partie a
nos connaissances. Nous savons, par exemple, que sur trois, ou un
plus grand nombre d’événements, un seul doit exister; mais rien ne
porte a croire que 'un d’eux arrivera plutot que les autres. Dans cet
état d’indécision, il est impossible de prononcer avec certitude sur
leur existence. Il nous parait cependant probable qu'un de ces événe-
ments, pris & volonté, n’existera pas, parce que nous voyons plusieurs
cas également possibles qui excluent son existence, tandis qu’un seul
la favorise.

La théorie des hasards consiste done a réduire tous les événements
qui peuvent avoir lieu relativement & un objet, dans un certain
nombre de cas également possibles, ¢’est-a-dire tels que nous soyons
également indécis sur leur existence, et & déterminer le nombre des
cas favorables a I'événement dont on cherche la probabilité. Le rap-
port de ce nombre a celui de tous les cas possibles est la mesure de
cette probabilité.

Tous nos jugements sur les choses qui ne sont que vraisemblables
sont fondés sur un pareil rapport : la différence des données que
chaque homme a sur elles et les erreurs que 'on commet en évaluant
ce rapport donnent naissance a cette foule d’opinions que 'on voit
régner sur les mémes objets; les combinaisons en ce genre sont si
délicates et les illusions si fréquentes, qu'il faut souvent une grande
attention pour échapper a I'erreur.

La théorie des hasards offre un grand nombre d’exemples, dans les-
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quels les résultats de I’Analyse sont entiérement contraires a ceux qui
se présentent au premier coup d’wil, ce qui prouve combien il est
utile d’appliquer le calcul aux objets importants de la vie civile; et,
quand méme la possibilité de ces applications obligerait de faire des
hypothéses qui ne seraient qu'approchées, la précision de I'analyse en
rendrait toujours les résultats préférables aux raisonnements vagues
que 'on emploie souvent pour traiter ces objets.

La notion précédente de la probabilité donne une solution fort
simple d’une question agitée par quelques philosophes, et qui con-
siste & savoir si les événements passés influent sur la probabilité des
événements futurs. Supposons qu’au jeu de croiz et pile on ait amené
croiz plus souvent que pile; par cela seul nous serons portés a croire
que, soit dans la constitution de la piéce, soit dans la maniére de la
projeter, il existe une cause constante qui favorise le premier de ces
événements; les coups passés ont alors une influence sur la probabi-
lité des coups futurs; mais, si nous sommes assurés que les deux faces
de la pitce sont parfaitement semblables, et si d’ailleurs les circon-
stances de sa projection sont & chaque coup variées, de maniere que
nous soyons ramenés sans cesse i I'état d’une indécision absolue sur ce
qui doit arriver, le passé ne peut avoir aucune influence sur la proba-
bilité de I'avenir, et il serait évidemment absurde d’en tenir compte.

Lorsque la possibilité des événements simples est connue, la pro-
babilité des événements composés peut souvent se déterminer par la
seule théorie des combinaisons; mais la méthode la plus générale pour
y parvenir consiste & observer la loi des variations qu’elle éprouve
par la multiplication des événements simples, et a la faire dépendre
d’une équation aux différences finies ordinaires ou partielles : I'inté-
grale de cette équation donnera I'expression analytique de la probabi-
lité cherchée. Si I'événement est tellement composé que l'usage de
cette expression devienne impossible, i cause du grand nombre de ses
termes et de ses facteurs, on aura sa valeur approchée par la méthode
exposée dans les articles précédents. Nous en verrons un exemple a la
fin de ce Mémoire. :

OEuvres de L. — X, 38
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Dans un grand nombre de cas, et ce sont les plus intéressants de
I'analyse des hasards, les possibilités des événements simples sont
inconnues, et nous sommes réduits & chercher dans les événements
passés quelques indices qui puissent nous guider dans nos conjec-
tures sur 'avenir. Mais de quelle maniere ces événements nous dévoi-
lent-ils, en se développant, leur possibilité respective? Suivant quelles
lois influent-ils sur la probabilité des événements futurs? Ce sont des
questions difficiles, dont la solution exige des considérations méta-
physiques trés délicates et une analyse épineuse. La difficulté de les
résoudre se fait principalement sentir lorsqu’il s’agit de constater de
légeres différences par les observations, car alors un nombre considé-
rable d’événements observés peut n'indiquer ces différences qu’avec
une trés petite probabilité; et, si I'on emploie ces événements en trés
grand nombre, on est conduit & des formules dont il est impossible
de faire usage. Il est donc indispensable alors d’avoir un moyen simple
d’obtenir la loi suivant laquelle la probabilité d’un résultat indiqué
par les observations croit avee elles, et le nombre auquel les événe-
ments observés doivent s'élever pour que, ce résultat acquérant une
grande vraisemblance, on soit fondé a rechercher les causes qui le
produisent. J’ai donné ailleurs les principes et la méthode nécessaires
pour cet objet, et cette méthode a I'avantage d’étre d’autant plus preé-
cise que les événements observés sont en plus grand nombre : 'ana-
lyse exposée dans les articles précédents m’ayant conduit & la généra-
liser et & la simplifier, je vais la présenter ici dans un nouveau jour,
en donnant des formules trées commodes pour déterminer, d’apres
I’observation de résultats composés d’un grand nombre d’événements
simples, les possibilités de ces événements, les différences que le
temps, le climat, ou d’autres causes peuvent y produire, et la proba-
bilité des événements futurs.

Pour éclaircir cette méthode par un exemple, je P'appliquerai a
quelques problémes sur les naissances : ¢’est un objet important dans
I’histoire naturelle de I'homme, et I'observation offre a cet égard des
variétés remarquables relativement & la différence des sexes et des

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



QUI SONT FONCTIONS DE TRES GRANDS NOMBRES. 299

climats; mais elles sont si petites en elles-mémes qu’elles ne peuvent
devenir sensibles que par un grand nombre de naissances. En compa-
rant celles qui ont été observées dans les grandes villes, je trouve que
du nord au midi de I'Europe elles indiquent une plus grande possibi-
lit¢ dans les naissances des gar¢ons que dans celles des filles, avec
une probabilité si fort approchante de la certitude qu’il n’existe dans
la philosophie naturelle aucun résultat mieux établi par les observa-
tions. Cette supériorité dans la possibilité des naissances des garcons
est donc une loi générale de la nature, du moins dans la partie du
globe que nous habitons; et, si I'on considére qu’elle subsiste malgré
la grande variété des climats et des productions, qui a lieu de Naples
a Pétershourg, il paraitra vraisemblable que cette loi s’étend & la Terre
entiere.

Un résultat également intéressant et que les observations indiquent
avec beaucoup de vraisemblance est que la possibilité des naissances
des garcons, relativement & celle des naissances des filles, n’est pas
partout la méme. Cest ici surtout qu’il importe d’avoir une méthode
facile pour comparer un trés grand nombre de naissances et pour déter-
miner la probabilité qui en résulte que les différences observées ne
sont pas dues au hasard : ces différences sont si peu considérables qu'il
faut souvent plusieurs millions de naissances pour constater qu’elles
sont le résultat de causes toujours agissantes et qu'on doit les distin-
guer de ces petites variétés que le hasard seul amene dans la succes-
sion des événements également possibles. Je donne, pour obtenir cette
probabilité, des formules tres simples, au moyen desquelles on pourra
sur-le-champ juger de sa grandeur : ces formules, appliquées aux nais-
sances observées i Londres et 3 Paris, donnent une probabilité de plus
de quatre cent mille contre un que la possibilité des naissances des
gargons comparée i celle des naissances des filles est plus grande dans
la premiere de ces deux villes que dans la seconde; d’ou il suit qu’il
existe trés probablement & Londres une cause de plus qu’a Paris qui
rend les naissances des gargons supérieures a celles des filles. Les
naissances observées dans le royaume de Naples semblent indiquer
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parcillement dans ce royaume une plus grande possibilité qu’a Paris
dans les naissances des gar¢ons; mais, quoique la somme des nais-
sances observées dans ces deux endroits s'éleve & plus de deux mil-
lions, ce résultat est & peine indiqué avec une probabilité de cent
contre un. Ainsi, pour prononcer irrévocablement sur cet objet, il faut
attendre un plus grand nombre de naissances.

XXXIII.

Quelle que soit la maniére dont deux événements sont liés 'un &
I'autre, il est clair que la probabilité de leur somme est égale a la pro-
babilité du premier, multipliée par la probabilité que, celui-ci ayant
lieu, le second doit pareillement exister; on aura donc cette derniére
probabilité en déterminant @ priore la probabilité de la somme de deux
événements et en la divisant par la probabilité du premier événement
déterminée a priort.

Pour exprimer analytiquement ce résultat, nommons E et e les
deux événements; E + e leur somme; V la probabilité de E; ¢ celle .
de E~+e; et p la probabilité de e, en supposant que E existe. Nous
aurons, cela posé,

o

s

Cette ¢quation fort simple est la base des recherches suivantes, et
toute la théorie de la probabilité des causes et des événements futurs,
prise des événements passés, en découle avee une grande facilité.
Voyons d’abord comment elle donne les probabilités respectives des
différentes causes auxquelles on peut attribuer un événement observé.

XXXIV.

Soit E cet événement et supposons qu'il puisse étre attribué aux
PP q P

n causes e, e'), ¢@, ..., ¢"="; si 'on nomme p?” la probabilité de la

cause e”, prise de I'événement E, V la probabilité de E et ¢ celle de
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E + ¢”, on aura, par le numéro précédent,

¢
(F) = weas
Pr“v

Il faut maintenant déterminer ¢ et V; pour cela nous observerons
que la probabilité a priori de I'existence de la cause e est %; en nom-
mant donc a, a, a®, ..., a®=" les probabilités respectives que, les
causes ¢, e, ¢, ... étant supposées exister, I’événement E aura lieu,
? sera la probabilité de E + ¢ déterminée a prior: : ¢’est la quantité

que nous avons nommeée ¢.
La somme de toutes ces probabilités relatives & chacune de 7 causes

sera évidemment la probabilité de E, puisque cet événement ne peut
arriver que par une de ces causes; on aura donc

1
Vi ;(a + alll 4. 4 a@r-1),

partant
alr)

pf"): )
a-Halllb-alili- e g(nl)

¢'est-d-dire que I'on aura la probabilité d’une cause, prise de I'événe-
ment, en divisant la probabilité de I'événement, prise de cette cause,
par la somme de toutes les probabilités semblables.

Supposons, par exemple, qu'une urne renferme trois boules qui
ne puissent étre que blanches ou noires; qu’apres en avoir tiré une
boule on la remette dans 'urne pour procéder a un nouveau firage el
qu'aprés m tirages on n’ait amené que des boules blanches : il est
visible que I'on ne peut faire @ priori que quatre hypothéses, car
les boules seront toutes blanches ou toutes noires, ou deux seront
blanches et une noire, ou deux seront noires et une blanche. Si I'on
considere ces hypotheses comme autant de causes différentes e, e,
¢, e® de 'événement observé, les probabilités respectives de cet évé-

4 2 n 1 m
nement, prises de ces causes, seront 1, (3) ) (g) » 0; ce sont les

quantités que nous avons nommées a, a, a®, a'®. Les probabilités
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respectives de ces hypotheses, prises de I'événement, seront donc, par
la formule précédente,

3 m am I

3:;:+2rn+l’ 3m+2m+1’ 3m+2m+|’ 0.

On voit, au reste, qu’il est inutile d"avoir égard aux hypothéses qui
excluent I'événement, parce que, la probabilité de I'événement résul-
tante de ces hypothéses étant nulle, leur omission ne change point la
valeur de p”.

XXXYV.

La possibilité de la plupart des événements simples est inconnue et,
considérée @ prior, elle nous parait également susceptible de toutes
les valeurs depuis zéro jusqu’a l'unité; mais, si on a observé un
résultat composé de plusicurs de ces événements, la maniére dont
ils y entrent rend quelques-unes de ces valeurs plus probables que
les autres. Ainsi, & mesure que le résultat observé se compose par le
développement des événements simples, leur vraie possibilité se fait de
plus en plus connaitre, et il devient de plus en plus probable qu’elle
tombe dans des limites qui se resserrent sans cesse et finissent par
coincider lorsque le nombre des événements simples est infini. Pour
déterminer les lois suivant lesquelles cette possibilité se découvre,
nous la nommerons @. La théorie connue des hasards donnera la pro-
babilité du résultat observé en fonction de a5 soit y cette fonction. Si
I'on regarde les différentes valeurs de & comme autant de causes du
résultat observé, la probabilité de @ sera, par le n° XXXIV, égale a
une fraction dont le numérateur est y et dont le dénominateur est la
somme de toutes les valeurs de y. En multipliant done les deux termes

ey I'intégrale du
j dx
dénominateur étant prise depuis 2 = o jusqu’a z = 1.

La probabilité que @ est compris entre les deux limites = 0 et

- : yorfay Blaiiyn. x 1
a = 0 est, par conséquent, égale a R 'intégrale du numérateur
Yy dx

de cette fraction par dwx, cette probabilité sera
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étant prise depuis @ = 0 jusqu’a @ = 0’ et celle du dénominateur étant
prise depuis = o jusqu’a @ =1.

La valeur de 2 la plus probable est celle qui rend y un maximum;
nous la désignerons par a : les valeurs les moins probables sont celles
qui rendent y nul. Dans presque tous les cas, cela arrive aux deux
limites = o et 2 = 1. Ainsi nous supposerons y nul a ces limites,
et alors chaque valeur de y aura une valeur correspondante qui lui
sera égale de I'autre coté du maximum.

Si les valeurs de «, considérées indépendamment du résultat
observé, ne sont pas toutes également possibles, mais que leur pro-
babilité soit exprimée par une fonction = de @, il suffira de changer,
dans les formules précédentes, y dans yz, ce qui revient & supposer
toutes les valeurs de @ également possibles et & considérer le résultat
observé comme étant formé de deux résultats indépendants, dont les
probabilités sont y et z. On peut donc ramener de cette maniere tous
les cas a celui ot I'on suppose une égale possibilité aux différentes
valeurs de 2 et, par cette raison, nous adopterons cette hypothése

dans les recherches suivantes.

XXXVI,

Considérons un résultat composé d'un trés grand nombre d’événe-
ments simples el supposons que, d’apres I'observation de ce résultat,
on veuille avoir la probabilité que la possibilité « de ces événements
ne surpasse pas une quantité quelconque 0 moindre que a; cette pro-

babilité est, par le numéro précédent, égale a la fraction f » I'in-
. jydx
tégrale du numérateur étant prise depuis x = o jusqu’'a @ = 0 et celle
du dénominateur étant prise depuis 2 = o jusqu’a @ = 1. On aura ces
intégrales en séries tres convergentes par les formules du n® VI. Si

I'on fait d’abord — J’dd“c
Ay
deviennent ¢ et y lorsqu’on y change  en 0, la formule (a) de ce

numéro donnera, pour I'expression en série de l'intégralefy dax prise

=, et que 'on désigne par U et J ce que
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depuis @ = o jusqu'a z = 0,

. dU _ d(UdU)
'/ydx:—UJl:l—l—-&g-'—(dT+...].

Si 'on nomme ensuite Y le maximum de y ou ce que devient cette
fonction lorsqu’on y change z en @, que I'on fasse

et

1}
ViogY — logy
¢ . d 3 Sy du?
ces logarithmes étant hyperboliques, et que I'on désigne par v, —=—,
d*v? i A du®* d*ud .
Azt o7 e que deviennent «, o’ apr> -+ lorsquion y change

en @, la formule (d) du méme numéro donnera pour I'expression en
série de P'intégrale fy dx, prise depuis & = o jusqu'a x =1,

. L At 1.3 diu®
./-}' d.r__Y\/E(u—t-; fadz' 2% 138 hde )’

= ¢tant le rapport de la demi-circonférence au rayon. La probabilité
que z est égal on moindre que 0 sera donc

dU _ d(UdU)
*--UJ[I—}-R’E-. T"F]

2y 7.3 A )

rdicd

Y\/E(U*’r- 3 ol A T ey i

Le numérateur de cette série forme une suite divergente si 0 est
trés voisin de @; dans ce cas, on aura U'intégrale j_y dx depuis = o
jusqu’a « = 0 par la formule (¢) du n° VI, et I'on trouvera pour I'ex-
pression en série de cette intégrale

. Iy diud 1.3 diut

rde=Y(U+ - —— + — — +... dete-"
j-’ B ( Y Tads T a2 dzt i f

Ye T (afu2 T d*u? )

2 dz. © fiade e
‘intégrale relative & ¢ étant prise depuis ¢ = T jusqu’a ¢ = oo, T étant

donné par I'équation
T —=logY — logJ,
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dans laquelle les logarithmiques sont hyperboliques, et e étant le
nombre dont le logarithmique hyperbolique est 'unité. La probabi-
lité que @ est égal ou moindre que 0 sera donc alors donnée par cette

formule
2 2l
fa’te'-" e—T'(di +T___d . - +)
(') Rr s dx 1.2 da? :
Vi T
2\/“ o aGade

On pourra, dans tous les cas, déterminer au moyen des formules (a')
et (0') la probabilité que 2 est égal ou moindre que 0, 0 étant plus
pelit que a.

Si 0 surpasse @, on fera 1— 0 =0/, 1—2 = ' et, cn nommant )’
ce que devient y, on cherchera la probabilité que 2 est égal ou

r L.

moindre que 0’ par la formule - » dans laquelle I'intégrale du

jy"da:’

numérateur est prise depuis '= o jusqu’a ’'= 0’ celle du dénomina-
teur étant prise depuis @'= o jusqu’a @’'= 1. Les formules (@) et (&)
‘donneront cette probabilité, en changeant y, , ¢, 0 en y', v/, ¢/, 0;
en la retranchant ensuite de I'unité, on aura la probabilité que « est
égal ou moindre que 0.

L’intégrale fa’z e~ se rencontre fréquemment dans cette analyse,
et, par cette l‘.’lliSOTl, il serait tres utile de former une Table de ses va-
leurs, depuis ¢ = jusqu’a ¢ = o. Lorsque cette intégrale est prise
depuis ¢ =T jusqu’a ¢ =00, T étant égal ou plus grand que 3, on
pourra faire usage de la formule

. T 3 r:8:5
' ISR s 1 LS AL AR
(C) Jdte— —_— 2!11 (I 2{[\:“"41\5 8-115 +"')?
qui donnera une valeur alternativement plus grande et plus petite que

la véritable.
XXXVII

Déterminons maintenant la probabilité que la valeur de z est com-
prise entre les deux limites @ — 0 et @ + 0, qui embrassent la valeur

OFuvres de L. — X. 39
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de a correspondante au maximum de y. Cette probabilité est égale a
Jﬂyd.-r

Jrdz
qua z =a -+ 0, et celle du dénominateur étant prise depuis @ = o

» I'intégrale du numérateur étant prise depuis  =a — 0 jus-

jusqu’a & =1.

Supposons 0 et 0" trés petits et tels que les deux valeurs de y, cor-
respondantes &  =a — 0 et & @ = a + (', soient égales & une méme
quantité que nous désignerons par J; la formule (¢) du n° VI donnera,

a tres peu pres,
_['yd‘r:: Yufdce—“,

I'intégrale relative a & étant prise depuis @ =a — 0 jusqu'a e =a+0’,
et I'intégrale relative & ¢ étant prise depuis ¢ = — \logY — logJ jus-
qua ¢=ylogY — logJ; la probabilité cherchée sera donc égale a
fdt =5

Vr
y étant supposé avoir pour facteurs des puissances trés élevées, les
exposants de ces puissances deviennent coefficients dans son loga-

rithme, en sorte que, si 'on désigne par o une trés petite fraction,

I e AT ] fre T I . .
logy sera de I'ordre —, et yVlogY — logl sera de l'ordre — & moins
‘x!
que J ne soit trés peu différent de Y.

Supposons qu'il en differe assez peu pour que ylogY — logl soit

égal & =, A étant positif et moindre que I'unité; si I'on réduit logl
o
dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de 0, la fonction

ylogY — logJ deviendra de cette forme E%; ainsi, pour qu’elle soit de

ol
1=

Pordre —, il faut que 0 soit fort petit de 'ordre o *
ot
méme chose relativement & 0. L’intervalle 0 + 0’ compris entre les
1—X

; on prouvera la

deux limites @ — 0 et @ +- 0" sera donc de 'ordre « * ; il sera par con-
séquent d’autant moindre que les événements se multiplieront davan-

tage, en sorte qu’il deviendra nul si leur nombre est infini, et, dans ce
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cas, les deux limites se confondront avec la valeur de @ qui répond au

maximum de y.
Pour avoir la probabilité que la valeur de 2 est comprise dans ces

limites, il faut déterminer I'intégrale fdte“’ depuis £ =— = jusqu’a
at

T

« Cette intégrale est évidemment le double de 'intégrale ﬁfze—",

vl =

o
prise depuis £ = o jusqu’a ¢ = o, moins le double de cette méme in-
tégrale prise depuis ¢ = JE jusqu’a ¢ = oo; or on a, par le n° IV,

a?

‘dte—t= 1 Vr,
J

I'intégrale étant prise depuis ¢ = o jusqu'a ¢ = oo; on a d’ailleurs, par
la formule (¢’) du numéro précédent,

AL 2 20,
fdﬁeﬁt':%aﬂg ah (1—— el pie 3% _)’

2

e ey R i ey
I'intégrale fn’ze , prise depuis ¢ = — = Jusqua ¢ = = sera done
ol ol

N

\/’F:—oc“c ak s

En la divisant par y/z, on aura la probabilité que 2 est compris entre
les limites @ —0 et @ + 0’; I'expression de cette probabilité sera, par

conséquent,
2 1
Pt

(d') = Siputr
1T

I .
Lorsque — est un grand nombre, cette formule converge rapidement

1
vers I'unité, principalement a cause du facteur e *, qui devient trés
petit lorsque o« est une trés petite fraction; de la résulte ce théo-
reme :

La probabilité que la possibilité des événements simples est comprise
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entre des limites quu se resserrent de plus en plus approche sans cesse de
Uunité, de maniére que, dans la supposition d’un nombre infini d’événe-
ments sumples, ces deux limiles venant a se réunir, et la probabilite se
confondant avec la certitude, la véritable possibilité des événements sim-
ples est exactement égale a celle qui rend le résultat observé le plus pro-
bable.

On voit ainsi comment les événements, en se multipliant, nous dé-
couvrent leur possibilité respective; mais on doit observer qu’il y a
dans cette analyse deux approximations, dont I'une est relative aux
limites qui comprennent la valeur de et qui se resserrent de plus en
plus, et dont I'autre est relative & la probabilité que @ se trouve entre
ces limites, probabilité qui approche sans cesse de 'unité ou de la cer-
titude. C’est en cela que ces approximations different des approxima-
tions ordinaires, dans lesquelles on est toujours assuré que le résultat
est compris dans les limites qu’on lui assigne.

Il importe principalement, dans ces recherches, de pouvoir juger
sur-le-champ si un résultat est indiqué par les observations avec une
grande vraisemblance, car il suffit souvent d’étre assuré qu'il est trés
probable, sans qu’il soit besoin de connaitre avec beaucoup de préci-
sion la valeur de sa probabilité; en supposant donc qu’il s’agisse de
déterminer s’il est tres probable que la possibilité d’'un événement
simple est comprise dans des limites données, on pourra facilement
y parvenir par la formule suivante.

On a, par ce qui précede,

logY — logJ = —.

o
D'ailleurs, si I'on suppose 0 tres petit, on a

dlogY  0* dlogY

logd =logY <+ 0 T T S

mais la condition du maximum donne

dlogY dXjogY Wiy
PR dranaaiYidats
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on aura done
iop Y

Y dx

I
== 3
ok

=

ainsi la probabilité que la possibilité z de I'événement simple est com-
prise entre les limites @ — 0 et @ -+ 0 sera, par la formule (d’),

LAY

. 1 ¢ Y s
0\/ d*Y
= ﬂYdm’
d’ott 'on voit que cette probabilité sera fort grande si — 02 2 est
q p « L : g s deﬁ o

un nombre un peu considérable, tel que 11 ou 12, ce qui donne un
moyen tres simple de juger de la grandeur de cette probabilité.

XXX VIIIL

La possibilité des événements simples peut n’étre pas la méme &
différentes époques ou dans des pays différents : le climat, les produc-
tions et mille autres causes physiques ou morales peuvent y produire
des différences qu'un grand nombre d’observations rend sensibles ;
mais, comme les seules combinaisons du hasard suffisent pour intro-
duire de légeres différences dans le résultat des observations, on voit
qu’il en faut un trés grand nombre pour étre assuré que les différences
observées, lorsqu’elles sont tres petites, sont dues a des causes tou-
jours agissantes. Ce probléme, un des plus importants de la théorie
des hasards, exige une analyse délicate; en voici une solution fort
simple. ' \
Supposons que I'on ait observé, dans deux lieux différents, deux
résultats composés d'un tres grand nombre d’événements simples du
méme genre. Soient
a la possibilité de I'événement simple dans le premier lieu;

y la fonction de @ qui exprime la probabilité du résultat observé dans

ce lieu;
a la valeur de  qui répond au maximum de y.
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Soient pareillement

2’ la possibilité de I’événement simple dans le second lieu;

¥ la fonction de 2’ qui exprime la probabilité du résultat observé dans
ce lieu;

a'la valeur de 2’ qui répond au maximum de y';

a et @ sont les possibilités des événements simples qui rendent les
résultats observés les plus probables, et ces quantités seraient, par le
numéro précédent, les vraies possibilités des événements simples, si
les résultats ohservés étaient composés d'un nombre infini de ces évé-
nements. Supposons @’ trés peu différent de a, et qu’il soit un peu
plus grand; enfin nommons P la probabilité que la possibilité de
I'événement simple est plus grande dans le premier lieu que dans le
second. Cela posé, on aura, par des considérations analogues a celle du

n° XXXV,
i !/:fyy’d;c dax!

i .[f}‘y’dxdx’,

les intégrales du numérateur étant prises depuis a’= o jusqu'a @'=z,
et depuis @ = o jusqu'a x =15 celles du dénominateur étant prises
depuis @'= o jusqu'a @'= 1, et depuis @ == o jusqu'h @ = 1.

Pour avoir ces intégrales, nous supposerons &'= uz, et nous nom-
merons = ce que devient alors 2yy’; nous aurons

Il

e f:/.zdxdu
_t/:/'zd.rdu,

les intégrales du numérateur étant prises depuis « = o jusqu’a u =1,
et depuis @ = o jusqu'ad @ =1; celles du dénominateur étant prises
depuis u = o jusqu'a u = E" et depuis = o jusqu’a o = 1. Détermi-
nons d’abord les intégrales du numérateur.

Pour cela, nous observerons que, y étant nul aux deux limites 2 =o
et @ =1, z est pareillement nul & ces deux limites; soit donc Z ce que
devient cette fonction lorsqu’on y substitue pour « sa valeur en x,
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’ L A 4 )-: . . .
donnée par lcqualmn O— :Tc; on aura a tres peu pres, par le n° VI,
f:: dz— —-ETE—L—,_:
d* 7
\/_de;z

Zdu

[[‘..dudr_\/_/ =
\/ Zdz*

L’intégrale relative & u doit étre prise depuis « = o jusqu'a u = 1;
mais, au maximum de la fonction différentielle yy'dx dz’, on a

partant

r—=—a el i

et, par conséquent,

a
==
a

La valeur de u, correspondante i ce maximum, excéde donc trés peu
I'unité; ainsi I'on doit, dans ce cas, faire usage de la formule (¢) du

n°® VI. Soit

de
di'= ————=)
d*l,
L Ldz?
et nommons Z’ ce que devient Z au point ot I'on a

o7

0= —
du'’

nommons ensuite S ce que devient Z lorsqu’on y fait « = 1; la formule

citée donnera, a fort peu pres,
Z' [dte-

fZ di/—= —————
gyt
o 7/ ou’
'intégrale relative a ¢ étant prise depuis 2 =T jusqu'a £ = =, T étant

donné par I’équation
T*=logZ' —log$.’
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L’équation o = —{1{, peut étre mise sous cette forme
du
__ 07 du

e e s
du Ju'

d’ott I'on tire

e a7
ST
ol
a2 7! 07!
GHEA g GIBEGTEY
ou't = out di’t 7 2
on aura done
Lr 44
/Zdu': & rdte"’.
- 1 d!z’ d!zl L.

2 70wt T ox?

Le numérateur de expression de P sera, par conséquent, a trés peu

pres égal a
XA

PR A
2oz 7 out

déterminons maintenant son dénominateur.
y' étant nul aux deux limites @’ = o et &'=1, il est clair que = esl

l-'dt e~

. " I . .
nul aux deux limites u = o et u = —; il est pareillement nul aux deux
limites = o0 et @ =1. En nommant donc U ce que devient 5 lors-
qu’on y substitue pour « et pour  leurs valeurs données par les équa-

tions
dz ds

0= = 0=
du da

on aura, par le n° VII,

IsU
.ffzd;cd.r: —-—(j-fil;—-—w;

\/u out U ozt

c’est la valeur trés approchée du dénominateur de P. 11 est aisé de voir
que Z'=1U, puisque I'une et l'autre de ces quantités est ce que
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devient z lorsqu’on y substitue pour u et  leurs valeurs tirées des

équations

la valeur de P sera, par conséquent, donnée par cette formule tres

simple ;
[da o=k

©

Les deuxlimites entre lesquelles I'intégrale relative a 2 doit s’étendre
sont 2 =T et £ = o0, T? étant égal a logZ'— logS. Le maximum de =
ou de zyy’ est Z; le maximum de y répond 2 x=a; celuidezy répond
a une valeur de a qui n’en differe que d’'une quantité de I'ordre c,
et comme, au point du maximum, les grandeurs ne varient que d’une
maniere insensible, on peut supposer # = @ au maximum de zy. Soit Y
ce que devient y dans ce cas, le maximum de 2y seraaY. Le maximum
de y’ répond & o’ = a’; soit Y’ ce que devient alors y/, on aura donc
Z' = aYY'. S est le maximum de 2yy’ lorsque u =1, ou, ce quirevient
au méme, lorsqu’on fait ' = @ dans y'; soit ” la valeur de 2 qui dans
ce cas rend yy’ un maximum, et nommons Y” ce maximum, on aura
S =a"Y” : partant

T*=1ogY + logY'— logY'+ log%-

La valeur de a” est moyenne entre @ et @/, et puisque ces deux der-
nieres quantités sont supposées tres peu différer entre elles, on aura

5 . v a e . . . 3
i trés peu pres —; =1, et par conséquent on pourra négliger le terme
log £.
=3P
Si T* est un nombre un peu grand, tel que 11 ou 12, P sera une
. . . . T .
trés petite fraction moindre que z——; il sera donc trés peu probable
00000 :
que la possibilité de I'événement simple est plus grande dans le pre-
mier lieu que dans le second, ou, ce qui revient au méme, il sera trés

probable que, dans le second lieu oll @’ surpasse @, la possibilité des

OFuvres de I, — X. ho
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événements simples est plus grande que dans le premier. Les observa-
tions indiqueront alors, avec heaucoup de vraisemblance, qu’il existe
dans le second lieu une cause de plus que dans le premier, qui y faci-
lite la production de I'événement simple. L’analyse suivante donnera
la loi suivant laquelle cette probabilité croit par le développement
des événements simples.

Pour cela, nous observerons que, a” étant trés peu différent de a et
de @', on aura & fort peu pres

logY'=1logY + log Y’ -:;{a"— a)? Y% + ;I; (a"—a')? T(;%—Yl;i’

ce qui donne
ary'

diY 1 rye .
.—a(a”—“a) Y-‘dxpxi

T —— —:;(a”-—- “J!W

mais @” est donné par I'équation
dy ____-zr;
o= 5;.__ - T r 13

ar . ar §ititn
' devant étre changé en dans W Si 'on suppose ensuite

z=a"=a~+(a"—a),ona

Y.
dy ay ') g5
— ==~}
s el e

d’ailleurs on a0 = j—Y- On aura donc

‘r O
d : &Y

J_"f:—x — (a"— a) Y da

on trouvera pareillement
d? Yf
dy  _ (o' —a') Y dghs
Yy ax

Onaura donc ary’

Y e A e
0=(a"—a)-‘?—:j;;‘+(‘ﬂ R)Y da'?
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d’ot1 I'on tire
&Y |, dY
; ade’ a Y!dxfi-

? Y oY

Ydz: + Ydo?
on aura ainsi a peu prés
L T D G L
Tr—_ 2 Y dz3 Y idal2
= &Y Y
Ydz: " Yda®

On pourra facilement juger, par cette valeur de T?, de la probabilité
avec laquelle les observations indiquent une différence entre les pos-
sibilités des événements simples; car, cette probabilité étant, par ce

dte®
ui précéde, égale a1 — f , U'intégrale étant prise depuisz =T
quip g Ve g p p

jusqu’a ¢ = o, une Table des valeurs de cette intégrale, depuis ¢ = o
jusqu’a = o, donnera sur-le-champ la probabilité cherchée avec une

précision suffisante.

Les événements simples, en se développant, font croitre les valeurs

qelaY a*Y' o ] ; ;
¢ v et de g7 et par conséquent aussi celle de T?, ce qui

montre clairement la loi qui existe entre leur développement et la pro-
babilité des résultats qu'ils paraissent indiquer. La valeur de T* fait
voir encore que plus les différences entre a et @’ sont petites, plus il
faut d’événements simples observés pour constater que ces différences
ne sont pas I'effet du hasard, ce qui d'ailleurs est évident a priori, et
il en résulte que, pour une différence deux fois moindre, il faut envi-
ron quatre fois plus d’observations.

XXXIX.

Appliquons les formules des numéros précédents aux naissances;
pour cela supposons que, sur p -+ ¢ naissances observées, il y ait eu
p garcons et ¢ filles, p étant plus grand que ¢, et cherchons la proba-
bilité que la possibilité des naissances des garcons ne surpasse pas
une quantité quelconque 0. Il faut, dans ce cas, faire usage des for-
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mules du n°XXXVI. Si I'on désigne par « la possibilité des naissances
R s R ) la
TR e T

probabilité que sur p + ¢ naissances il y aura p garcons et ¢ filles
sera 62”(1 — a)?: ¢’est la quantité que nous avons nommée y dans le
numéro cité; la quantité que nous avons nommée ¢ deviendra ainsi
z(1—a)
(p+gq)z—p

des gargons et que 'on nomme & la quantité

, et la fonction
AU
‘ uJ (. w820, )
deviendra

8Or+1 (1 — By ?1— (p4+q)PP+p(r—28)
(p+q)i—p [(p+q)0—p]*

Maintenant, la quantité que nous avons nommée v dans le n® XXXVI
nd
est, parle n® VI, égale a \ [ — :’:’,,z—d; » Y et d*Y étant ce que deviennent

yetd?y lorsque @ = a; d’ailleurs, a étant la valeur de 2 qui répond

: ; ; e e d T
au maximum de y, il est déterminé par I'équation o = yé’x, d’out I'on

tire @ = p%q, et par conséquent

__ 8prye + gAY CpHeg)?
g Yz T aspyes

La fonction ;
for I dipt
Yyn (u+ e )

deviendra done, en observant qu’elle se réduit & trés peu prés & son
premier terme, lorsque p et ¢ sont de grands nombres,

1 1
6p""2q" "2 am,
(phay s :

la formule (@’) du numéro cité donnera ainsi pour la probabilité que
a ne surpasse pas 0
p+q+—=
0P+ (1 — 0)7+ (p +g) 1 8 (p+q)0*+ p(1—20)

J-+-£ (+! el 92
Var[p—(p+q)01p" ig""? ke 5 {eha)0)
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Sil'on fait 0 =}, on aura pour la probabilité que 2 ne surpasse pas ;
ou, ce qui revient au méme, que la possibilité des naissances des
garcons est moindre que celle des naissances des filles,

3
(P+g)ﬂ+q+2 ['_ pP+q Al ]
p+q+s— ;;r-w—1 q+! k- (P“‘?)” ]
(p—q)2 "p g iym

(¢)

en retranchant cette formule de I'unité, on aura la probabilité avec
- laquelle les naissances observées indiquent une plus grande possi-
bilité dans les naissances des garcons que dans celles des filles.

Parmi les naissances observées en Europe, nous considérerons
celles qui I'ont été a Londres, a Paris et dans le royaume de Naples.

Dans l'espace des quatre-vingt-quinze années écoulées depuis le
commencement de 1664 jusqu’a la fin de 1758, il est né 4 Londres
737629 garcons et 698 958 filles, ce qui donne & peu pres i3 pour le
rapport des naissances des garcons a celles des filles.

Dans I'espace des vingt-six années écoulées depuis le commence-
ment de 1745 jusqu’a la fin de 1770, il est né a Paris 251527 garcons
et 241945 filles, ce qui donne 3 & peu prés pour le rapport des nais-
sances des garcons i celles des filles.

Enfin, dans I'espace des neuf années écoulées depuis le commence-
ment de 1774 jusqu’a la fin de 1782, il est né dans le royaume de
Naples, la Sicile non comprise, 782352 garcons et 746821 filles, ce
qui donne §; & peu prés pour le rapport des naissances des garcons i
celles des filles.

Le moins considérable de ces trois nombres de naissances est celui
des naissances observées a Paris; d’ailleurs ¢’est dans cette ville que

- les naissances des garcons et des filles s’éloignent le moins de I'éga-
lité : par ces deux raisons, la probabilité que la possibilité des nais-
sances des garcons surpasse 4 doit y étre moindre qu'a Londres et
dans le royaume de Naples. Déterminons numériquement cette pro-
babilité.

Il est nécessaire pour cela d’avoir jusqu’a douze décimales les loga-
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rithmes tabulaires de p, ¢, p + ¢ et 2, parce que ces nombres sont
tlevés dans la formule (¢') & de grandes puissances; or on a

log p = log 251527 = 5,4005 8461 0947,
log g =loga41945 = 5,3837 1665 1469,
log (p -+ ¢) = loglig3472 = 5,6932 6251 5480,
loga = 0,3010 2999 5664,
ce qui donne

3
pHg+3

(p+q)
i b 1
{P o q)pp+; qql'-t-; 2.?1+r;+2 \/E

En nommant done p. le nombre auquel ce logarithme appartient, et
qui est excessivement petit, puisqu’il est égal 4 une fraction dont, le
numérateur étant I'unité, le dénominateur est le nombre 8 suivi de
4t chiffres, la formule (¢') deviendra

—— 41,9384918.

log

P (1— 0,0053747 +...).

En la retranchant de I'unité, on aura la probabilité qu’a Paris la pos-
sibilité des naissances des garcons surpasse celle des filles, d’ol1 I'on
voit que cette probabilité differe si peu de I'unité, que 'on peut
regarder comme certain que I'excés des naissances des garcons sur
celles des filles, observé a Paris, est du a une plus grande possibilité
dans les naissances des garcons.

Si I'on applique pareillement la formule (¢’) aux naissances des
gargons observées dans les principales villes de I'Europe, on trouvera
que la supériorité dans les naissances des garcons, comparées a celles
des filles, observée partout, depuis Naples jusqu’a Pétersbourg, indique
une plus grande possibilité dans les naissances des garcons, avec une
probabilité trés approchante de la certitude. Ce résultat parait donc étre
une loi générale, du moins en Europe, et si, dans quelques petites
villes ott I'on n’a observé qu'un nombre peu considérable de nais-
sances, la nature semble s’en écarter, il y a tout lieu de croire que cet
écart n’est qu'apparent et qu'a la longue les naissances observées dans
ces villes offriraient, en se multipliant, un résultat semblable & celui
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des grandes villes. Plusieurs philosophes, trompés par ces anomalies
apparentes, ont cherché les causes de phénoménes qui ne sont que
I’effet du hasard; ce qui prouve la nécessité de faire précéder de sem-
blables recherches, par celle de la probabilité avec laquelle le phéno-
meéne dont on veut déterminer la cause est indiqué par les observa-
tions : 'exemple suivant confirmera cette remarque.

Sur 415 naissances observées durant cinq ans dans la petite ville de
Viteaux, en Bourgogne, il y a eu 203 garcons et 212 filles, ce qui
donne & peu pres 33 pour le rapport des naissances des filles a celles
des garcons. L'ordre naturel paraitici renversé, puisque les naissances
des filles surpassent celles des garcons; voyons avec quelle probabilité
ces observations indiquent une plus grande possibilité dans les nais-
sances des filles.

p ayant été supposé plus grand que ¢, dans les formules préce-
dentes, il représente dans ce cas le nombre des filles et ¢ celui des
garcons; la formule (¢’) donnera la probabilité que les naissances des
garcons surpassent celles des filles; mais, cette formule étant diver-
gente, il faut employer la formule (&) du n® XXXVI, et I'on trouvera,
apreés toutes les réductions, que, si I'on y fait y = 62?(1 — x)? et
0 =14, elle deviendra

Jagt ip—g)eT

e 3
Vr 3\Vinpg(p+q)

I'intégrale étant prise depuis¢z=T jusqu'a ¢ =, T* étant donné par

’équation
T*=plogp +qlogg — (p +q) log 21,

dans laquelle les logarithmes sont hyperboliques. Cette formule est
Iexpression de la probabilité que la possibilité des naissances des gar-
cons 'emporte sur celle des naissances des filles; si ’on y substitue,
au lieu de p et de ¢, leurs valeurs précédentes relatives a la ville de
Viteaux, on trouvera o,329802 pour cette probabilité; en la retran-
chant de l'unité, la différence o,670198 sera la probabilité qu'a
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Viteaux la possibilité des naissances des filles est supérieure a celle
des naissances des garcons; cette plus grande possibilité n’est donc
indiquée qu’avec une probabilité de deux contre un, ce qui est beau-
coup trop faible pour balancer I'analogie qui nous porte & penser qu'a
Viteaux, comme dans toutes les villes ot 'on a observé un nombre
considérable de naissances, la possibilité des naissances des garcons
est plus grande que celle des filles.

XL.

On a vu, dans le numéro précédent, que le rapport des naissances
des garcons a celles des filles est environ {3 & Londres, tandis qu'’il
n’est & Paris que 37 ; cette différence semble indiquer, dans la premiére
ville, une possibilité dans les naissances des garcons plus grande que
dans la seconde ville. Déterminons avec quelle vraisemblance les
observations indiquent ce résultat.

Ce probléme est un cas particulier de celui que nous avons résolu
dans le n® XXXVIII; ainsi nous ferons usage des formules que nous y
avons données; pour cela, il faut connaitre les quantités que nous
avons nommeées y et y’. Soient p le nombre des naissances des gargons
observé a Paris, ¢ celui des naissances des ﬁll\cs, et la possibilité des
naissances des garcons dans cette ville; si I'on fait

e 1.2.3...(p+q)
¥ ka8t .p.ria8 ng

la probabilité du résultat observé i Paris sera

eal(1—x);
¢’est la quantité y.
Si I'on nomme pareillement p’ le nombre des naissances des gargons
observé a Londres, ¢’ celui des naissances des filles, et 2’ la possibi-
lité des naissances des garcons dans cette ville; si I'on fait ensuite

3...(p'+g"

e e
= TSaaTEn pLiren ST
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la probabilité du résultat observé i Londres sera

€' 2P (1 —2)7;
c’est la quantité y’.

En désignant donc par P la probabilité qu’a Paris la possibilité des
naissances des garcons est plus grande qu’a Londres, on aura, par le
n° XXXVIII, | '

./'dte“’

Vr

P

)

'intégrale étant prise depuis =T jusqu'a ¢ = . Voyons ce que de-
vient T dans le cas présent.
On a, par le numéro cité,

T*=1logY + logY'— log Y"-+ lﬂgfﬁ‘

Y est le maximum de y ou de 627(x — x)?; la valeur de 2 qui

répond a4 ce maximum est Pf_q; ¢’est la quantité que nous avons

nommeée @. On aura done

o PRgloSe
= (p+q)era?
on aura de la méme maniére
i g prp qrq' :
— (J’}f_'_ qi' )P'+q.l

Y” est le maximum de yy’ lorsqu’on fait #’= 2 dans y’, ce qui

donne
yy'l=66'xPtP'(1 — 2)1*1;

la valeur de @ correspondante au maximum de cette fonction est

-+ p' e :
m“%h; c’est la quantité que nous avons nommeée a”. On aura
ainsi
yr— 88(p+p )PP (g + ')+
e R I A
OFEuvres de L. — X, At
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ces valeurs donnent

T=(p+p'+qg+qg'+1)log(p+p'+qg+q')
—(p+p'+1)log(p+p')—(q+q")log(qg-+4q')
~+(p+1)logp+glogg— (p-+q-+1)log(p+q)
-+ p'logp'+¢'logg'— (p'+¢') log(p'+ ')

Maintenant on a, par le numéro précédent,

p=1251527, p'= 1737629,
q =241945,  ¢'=698958,

d’ott I'on tire, en logarithmes tabulaires,

logp = 5,4005 8461 o947,

logg = 5,3837 1665 1469,

log(p + ) = 95,6932 6251 5480,
logp'=5,8678 3798 2735,

logq'= 5,8444 5108 0009,

log(p'+ ') = 6,1573 3193 2083,
log(p'+p) = 5,9952 6474 1371,

log(q + q') = 5,9735 4485 3243,

log(p + p'+ q -+ q') = 6,2855 7038 5161.

En faisant usage de ces logarithmes, on aurait
T*= 4,53575%6;

mais, ces logarithmes étant tabulaires, il faut, comme I'on sait, les
multiplier par le nombre 2,3025851, pour les réduire en logarithmes
hyperboliques; on aura donc la vraie valeur de T* en multipliant la
précédente par le méme nombre, ce qui donne

T2 == 10,4439679.

Cela posé, si I'on détermine I'intégrale fde e~ par la formule (¢")
du n® XXXVI on aura :

P = 0,0000025422 (1 — 0,047875 -+ 0,0068759 —. . .).
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Les trois premiers termes de cette expression donnent
P = 0,00000243797 = ZH)L[;EE'

Cette valeur de P est un peu trop grande; mais, comme, en prenant un

terme de plus, on aurait une valeur trop petite, sans I'altérer de 55,

on voit qu’elle est fort approchée, et qu’ainsi il y a plus de 400 000 &

parier contre 1 qu’il existe & Londres une cause de plus qu’a Paris,

qui y facilite les naissances des garcons.

Le calcul numérique de T?* suppose que 'on a les logarithmes tabu-
laires de p, ¢, p+q, p's ¢/, ... jusqu’a douze décimales; les Tables
de Gardiner, qui sont celles dont on fait le plus d’usage, renferment
les logarithmes des 1161 premiers nombres jusqu’a vingt décimales,
et I'on peut en conclure les logarithmes des nombres supérieurs; mais
le caleul que cela suppose est assez long; on peut y suppléer fort sim-
plement par la considération de I'expression de T, et déterminer la
valeur de cette quantité sans recourir aux logarithmes des nombres
supérieurs & 1161.

Pour cela, nous la mettrons sous cette forme

T=(p +41)log—L— +glo (:——L)
(p+1) B g T\ P+q

r !
P los g+ og(r5E3)
p+p
p+p4+qg+q
: ey
=i +q'”°g(’_}ﬁ—§T$—F?)'

— (p+p'+1)log

Si I'on fait varier d’une tres petite quantité o le rapport 3 iq

la fonetion

dans

+1)lo Tg lop (1T— L
{p==1) gp+q q log prg)l

elle ne changera pas sensiblement de valeur, car elle devient alors

P P ¥
(P"—l)log(m+a)+7]0g(1_m'—'—ﬁ),
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’ . p —‘_P__ - . . N
en réduisant log(;:‘:} -+ a) et log(l g ar.) dans des suites
ordonnées par rapport aux puissances de «, et en rejetant les quan-
tités de I'ordre « qui ne sont pas multipliées par les grands nombres
p et.g, elle se réduit a
g f plire ol
LA e +qu,,(1 P-M)
Cela posé, on cherchera, par la méthode des fractions continues; la

fraction qui, ayant un dénominateur égal ou moindre que 1107,
}}
Pt
n’étant que de l'ordre «, on pourra employer cette fraction au lieu

approche le plus de ——; la différence de cette fraction et de
P ~+q

de 5 -{:)-q' et, comme les Tables donnent avec vingt décimales les
logarithmes de son numérateur et de son dénominateur, ainsi que les
logarithmes du numérateur et du dénominateur de la nouvelle fraction
que 'on a en retranchant la précédente de I'unité, on aura facilement

la valeur tabulaire de

oo o w0 SVATA
(p +I}lo°p+q +qlog(1 p—l—q)

On trouvera de la méme maniere les valeurs tabulaires des autres
parties de I'expression de T?; on aura ainsi I'expression tabulaire
de T%, et cette expression, prise en moins, sera le logarithme tabu-
laire de ¢=™; on aura ensuite la vraie valeur de T? en multipliant la
précédente par 2,3025851.

On pourra presque toujours employer, sans erreur sensible, la for-

mule du n° XXXVIII

S L Y
Ydaz? Ydz'?

ALY d*Y' 2

Y dx? . X! dx'®

I

_(af._

a2
A=

et, comme on a, dans ce cas,

) !
Pe=q Prq
G (Do L X R
BT py VR R R
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on aura
) 2
x (Fﬂ_—qx = ,Tf_—q) (p+q)(p'+q')
e 7
ap'q'(p+q)—+2pg(p'+q')

Si I'on applique cette formule aux naissances observées a Paris et
dans le royaume de Naples, il faudra supposer

p = 251527, q = 241945,
p'=782353, q'=746821,

ce qui donne
T = 2,7206;

on trouve alors la probabilité P, que la possibilité des naissances des
garcons i Paris est plus grande que dans le royaume de Naples, égale
i 157 environ; il est donc vraisemblable qu’il existe dans ce royaume,
comme & Londres, une cause de plus qu’a Paris, qui y facilite les nais-
sances des garcons; mais la probabilité avec laquelle elle est indiquée
par les observations est trop peu considérable encore pour prononcer

irrévocablement sur cet objet.

XLI.

Considérons maintenant la probabilité des événements futurs, prise
des événements passés, et supposons que, ayant observé un résultat
composé d'un nombre quelconque d’événements simples, on veuille
déterminer Ia probabilité d’un résultat futur composé des mémes
événements.

Si 'on désigne par @ la possibilité des événements simples, par y
la pmbahiliié correspondante du résultat observé, et par = celle du
résultat futur, y et z étant fonctions de 2; si 'on nomme ensuite P la
probabilité du résultat futur, prise du résultat observé, il est aisé de
conclure du n® XXXIV

.['_ysd.r

P
‘fy dz

]
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les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis
x =0 jusqu’a & =1I.

Cette formule renferme la loi suivant laquelle les événements passés
influent sur la probabilité des événements futurs; examinons cette in-
fluence dans quelques cas particuliers. Pour cela, supposons qu’une
urne renferme une infinité de boules blanches et noires, et que,
aprés en avoir tiré une boule blanche, on cherche la probabilité
d’amener une boule semblable au tirage suivant. Si 'on nomme  le
rapport des boules blanches de I'urne au nombre total des boules, il
est clair que @ sera la probabilité, tant de I'événement observé que de
I’événement futur; on aura donc

J'.r‘d.:r;
J'.rd;t:

P=2=_—f
c¢’est-a-dire qu'il y a deux contre un a parier que I'on aménera au
second tirage une boule semblable a celle du premier tirage.

En supposant toujours que 'on ait amené une boule blanche au
premier tirage, si I'on cherche la probabilité d’amener ensuite 2z boules
noires, @ sera la probabilité du résultat observé, et (r — )" celle du
résultat futur; on aura donc alors

P j‘a‘(lw-x)"dx_u A
= j'.rdx _.{N.-i—!)(n—l-‘z}.

Si les boules blanches et noires étaient en nombre égal dans I'urne,
on aurait P = ;:;; cette valeur de P est plus petite que la précédente
lorsque 7 est égal ou plus grand que 4; d’ou il résulte que, quoique
le premier tirage rende probable que les boules blanches sont en plus
grand nombre que les noires, cependant la probabilité d’amener
quatre boules noires dans les quatre tirages suivants est plus considé-
rable que si I'on supposait le nombre des boules noires égal a celui
des boules blanches. Ce résultat, qui semble paradoxe, tient a ce que
la probabilité d’amener » boules noires est égale & la probabilité d’en
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amener une, multipliée par la probabilité qu’en ayant amené une pre-
miére on en amenera une seconde, multipliée encore par la probabi-
lité qu’en ayant amené deux on en amenera une troisieme, et ainsi
de suite; et il est visible que ces probabilités partielles vont toujours
en croissant et finissent par se réduire & I'unité lorsque » est infini.

XLII.

Supposons le résultat observé composé d’un trés grand nombre d’é-
vénements simples; soient @ la valeur de &, qui rend y un maximum;
Y ce maximum; &' la valeur de # qui rend yz un maximum; Y’ et Z'
ce que deviennent alors y et z; on aura a trés peu pres, par le n° VI,

3
fydx: L\/E_ﬂ_,
LY
\/ — 2=
/'y;dw:—--—_-_(Y’Z!)%\/g_-“ Z
. \/_ (Y7’

dx?

I'expression de P du numéro précédent devient done

3 4 ey
17r\2 £
4 (Y'Z') dz*
et &(Y'Z)
2 —_—
X \/ dz*

Cette expression sera trés approchée si le résultat observé est fort

composé.

Si ce résultat était composé d’une infinité d’événements simples, la
possibilité de ces événements serait, par le n® XXXVII, égale a celle
qui rend le résultat observé le plus probable; on peut donc sans erreur
sensible calculer la probabilité d'un résultat futur peu composé, en
supposant la possibilité des événements simples égale & celle qui rend
la probabilité d’un événement trés composé un maximum; mais cette
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supposition cesserait d’étre exacte si le résultat futur était lui-méme
trés composé. Voyons jusqu’a quel point on peut en faire usage.

Le résultat observé étant composé d'un tres grand nombre d’événe-
ments simples, supposons que le résultat futur soit beaucoup moins
composé; I'équation qui donne la valeur de @’ correspondante au
maximum de yz est

&) dy i ds
=l 2?
A7 est une quantité tres grande de 'ordre =, et, puisque le résultat
ydx o

o 4 . . ‘ dsz
futur est trés peu composé par rapport au résultat observé, —a Sera

d’un ordre moindre que nous supposerons égal & Effi; ainsi, a étant
la valeur de @ qui satisfait & I'équation o= ﬁ{-“_—v, la différence entre a
et @ sera de 'ordre &, et I'on pourra supposer
a=a—+ oc"p.
Cette supposition donne
dY cx’:'\p.e c_P_Y

r— Yl Sa S
YHY+ade-+ R T
: ay o ; drY
mais on a - = o, d'owtil est facile de conclure que ——est d'un ordre
sgal ou moindre que —; le terme At sera par conseé t
égal o que —; le te . oA quen

o

= Sy . A
de l'ordre o ( ’). Ainsi la convergence de 'expression en série de Y’
suppose A > g, et dans ce cas Y’ se réduit & peu pres a Y.
Si 'on nomme Z ce que devient = lorsqu’on y fait # = @, on s’as-

surera de la méme maniere que Z’ se réduit a Z.
(7Y

dot °

Enfin on prouvera, par un raisonnement semblable, que
’ e 1 b h) de 2
réduit & trés peu pres dZ ——3; en substituant ces valeurs dans I'ex-

pression de P, on aura
=1

¢’est-a-dire que I'on peut dans ce cas déterminer la probabilité du
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résultat futur, en supposant & égal a la valeur qui rend le résultat
observé le plus probable; mais il faut pour cela que le résultat futur
soit assez peu composé pour que les exposants des facteurs de = soient
d’un ordre moindre que la racine carrée des exposants des facteurs
de y; si cela n’est pas, la supposition précédente expose a des erreurs
sensibles.

Si le résultat futur est une fonction du résultat observé, z sera une
fonction de y, que nous représenterons par ¢(y); la valeur de 2 qui

rend yz un maximum est dans ce cas la méme que celle qui répond

: §r Py oty 2 d
au maximuim dey; on aura ainsi & = a, et, si 'on demgne %}Q par

@'(y), Pexpression de P donnera, en observant que g =0,
pETHLEO ) RN 2
Soit ¢ (y) =y", en sorte que I'événement futur soit » fois la répéti-

tion de I’événement observé, on aura

Y’ "

P

3 \fn ==

Cette probabilité, déterminée dans la supposition que la possibilité
des ¢vénements simples est égale i celle qui rend le résultat observé
le plus probable, est égale a Y*; on voil par la que les petites erreurs
qui résultent de-cette supposition s’accumulent en raison des événe-
ments simples qui entrent dans le résultat futur et deviennent trés
sensibles lorsque ces événements y sont en grand nombre.

XLIII.

Depuis 1745, out 'on a commencé a distinguer a Paris les naissances
des gargons de celles des filles, on a constamment observé que le
nombre des premicres était supérieur a celui des secondes, ce qui
peut donner lieu de rechercher combien il est probable que cette
supériorité se maintiendra dans I'espace d'un siécle.

OFuvres de L. — X, .{12
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Soient p le nombre observé des naissances des garcons a Paris;
g celui des filles; 27 1e nombre annuel des naissances; @ la possibilité
des naissances des garcons. Le binome (2 + 1 — 2)** donne par son
développement

an(2n—1)

21—z +...
- ( P...,

- anx(1—a) +

et la somme des » premiers termes sera la probabilité que le nombre
des garcons I'emportera, chaque année, sur celui des filles. Nom-
mons z cette somme; =° sera la probabilité que cette supériorité se
maintiendra durant le nombre 7 d’années consécutives. Partant, si P
désigne la vraie probabilité que cela auralieu, on aura, par le n° XLI,

/'.xf’d.rs‘(!— x )

73 f.:r:-”dvv(r—w)‘?

]

P

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis
x=ojusquax=1.
Si 'on nomme @ la valeur de @ qui répond au maximum de

; S0 7. dL d*Z .
y nL q L " ity o e
2Pz (1 — )7, et que l'on désigne par Z, 72’ 71 ¢e que deviennent
. 4 d’zlw ’ h ar le n® VI
%, g0 7= lorsquion y change  en @, on aura, par le n° VI,
a,ﬂ—i-l(l__ a)7+1 Zf|fg1-r
df?—1d*Z

Lidz:

fo::‘d.r(r— =
p(1—a)*+ ga*+ ia*(1—a)?

s étant la somme des n premiers termes de la fonction

1—x  a2n(an— —a\? i
.a:”"[l—t-zn == n(an—ru) (1 x) +“.J,

1.2 €

on a, par le n® XXI,
uisldus

(1 u)in+t
=

*ur-tdu
(] = u)‘xn-t-l

. . # . . . — . .
I'intégrale du numérateur étant prise depuis v = 1$— jusqua u ==,
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et celle du dénominateur étant prise depuis « = o jusqu’a u = . Soit

1—3S§ .
u= ——, cette valeur de s deviendra

fs“ds(l — §)r—1
j‘s*‘ ds (1 -—s)“—‘,

-—
- —

I'intégrale du numérateur étant prise depuis s = o jusqu’y s = 2, et
celle du dénominateur étant prise depuis s = o jusqu’a s =1; de la il

est aisé de conclure

ds z" (1 — z)r—1 ds ds n—(2n—1)x

zdz /’snds(l_s)n_:, gdrt o sdy  z(1—7)

: ]

I'intégrale étant prise depuis s=o jusqu’as=a. En chanqeantmcn a,

on aura les valeurs de Z, ng dez,, toute la difficulté se re(lmt done

a déterminer a.
Sa valeur est donnée par I'équation

0=

Poagiesid . dZ.
a 1—a +;de’
d7,
d’ol1 'on tire, en substituant au lieu de == sa valeur précédente

b p c'a"""ifl — a)u-

T ionr (p-i—q)fs"ds(l-—s]""}

I'intégrale étant prise depuis s = o jusqu’a s = a; c’est I'équation d’a-
pres laquelle il faut déterminer @. Pour cela, nous observerons que, a
étant plus grand que ——_‘%Ty, il surpasse sensiblement la valeur de s,
qui répond au maximum de s*(r — s)*~'; ainsi, n étant un grand
nombre, on pourra supposer, dans I'équation précédente, que I'inté-
grale est prise depuis s = o jusqu’a s =1, ce qui donne, par le n° VI,

1
J’I’+
/‘s"ds(t—-s)““’: n o in—r1)" *\/21' \/E_‘
: 1; :a“‘\/n

(zu—-l)
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L’équation qui détermine a deviendra ainsi,  trés peu preés,

iy p iy fan+! {[ ey a)u aln \/R
PR (P+q)Vr

Pour la résoudre, nous observerons que a differe tres peu de ;:p-?’

= 1 s Fs )
en sorte que, si I'on suppose @ = FErg It o bk BETR fort petit, et I'on
aura, d’'une maniére trés approchée,

53 P )n—rl( q )rs e
na2 (P-‘-f,? p+q c-w”’””‘" q)

— P
(p-+q)Vn

‘U.:

Maintenant, si I'on divise par 26 la somme des naissances observées
a Paris depuis 1745 jusqu’en 1770, on aura, a trés peu pres, 19000
pour le nombre annuel des naissances; nous supposerons ainsi
n =500, { = 100; on a d’ailleurs
p = 251527, q = 241945.
L’équation précédente deviendra done
P = 0,00015792Q e~ 738,134

d’otr 'on tire
[ = 0,00014222

et, par conséquent,
a = 0,5098509.

Le radical

dfr— 1 d*l
VP(I_&I) +(](Z +Eﬂ.1(l—-ﬂ)! /gdxg

n—(an—na

devient, en substituant, au lieu de g » sa valeur /di >

7.dx a(i—a)

: dz BV ke ml 8 Lt PSR R ) 3 .
et, au lieu de 7—-> sa valeus T LA ey donnée par

équation du maximum,

\/;(t—a)’—l— gat+ p(p +q) (’()—_‘:M + (2n—1)a— n] = 369,419;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



QUI SONT FONCTIONS DE TRES GRANDS NOMBRES. 333

d’ailleurs on a, a tres peu pres,

) pip+q)
af(1—a)l= (——p—)'f (—-L)%“ ~ 2pg

P+q P+gq
et
_p-"rp+.7|l
e = I — 0,980229;

on aura done

fxpzluﬁ de(1—2)1= 0,000663199\/5}( ld )P (—L>qzloo.

Retd P

On a ensuite par le n° VI, en prenant l’intégralc depuis & = o jusqu’a

—a
1 ]
£ J]lr+-11 q-l-i =
/mﬂdx(i—x)?:u.—. W:o,ooog'nﬁ.’}.ﬁ\/z-fr( £ )!( 9 )q,
: (ot gy T P+q) \p+q
d’ou 'on tire

P —=o0,931938Z100,

en sorte qu’il ne s’agit plus que d’avoir Z.

On a
Z '[.s"ds(t—s)“—’

=, ‘/-‘sn dS(I o s)u—l’

I'intégrale du numérateur étant prise depuis s=o jusqu'a s=a, celle
du dénominateur étant prise depuis s =o jusqu’a s =1; il est aisé
d’en conclure que, si I'on fait 1 — s = ', on aura
fsfn_ldsf(l _S!)n

3
fs"“"’ds’(r-—-s")"

Z:I—

I'intégrale du numérateur étant prise depuis s'= o jusqu'a =1 —aq,
celle du dénominateur étant prise depuis s'=o jusqu’a s’=1. On aura
ainsi, a fort peu prés, par le n° VI,

fdte—"
o S T

Vr

P'intégrale relative a ¢ étant prise depuis ¢ =T jusqu'a ¢ = o, T étant

2=

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



33k MEMOIRE SUR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES
donné par I'équation

I I
Tiu(ﬂrl)logm—ua-)-—FﬂlOgE}

ces logarithmes étant hyperboliques. On peut donner & cette expres-
sion de T? cette forme trés approchée

p+1q
29

-+ nlog

T*=(n—1)log P:07+r!p(9+q)(13—q>,

P

et 'on en tirera
T = 3,66793.

Si l'on fait usage de la formule (¢’) du n° XXXVII, on aura
% —T
/ die-E= %T (1— 0,136317 + 0,055747 — 0,037996 -+ 0,036256 —. . .).

Cette série est peu convergente, mais elle a I'avantage de donner
dlternativement une somme plus grande et plus petite que la véri-
table, suivant que I'on s’arréte & un nombre de termes pair ou impair;
en ajoutant donc a la somme des quatre premiers termes la moitié
du cinquieme, I'erreur sera moindre que cette moitié et, par consé-
quent, au-dessous de 3 de la somme entiére; on aura ainsi

: T

J dt e = —— 0,899562,
21
ce qui donne
7 = 0,996617/

et, par conséquent,
P —=0,664;

il y a done, a trés peu prés, deux contre un & parier que, dans 'espace
d’un siécle, les naissances des garcons 'emporteront chaque année a
Paris sur celles des filles.

XLIV.

Les recherches précédentes suffisent pour faire voir les avantages
de I'analyse exposée an commencement de ce Mémoire, dans la partie
de la théorie des hasards, ot il s’agit de remonter des événements
observés a leurs possibilités respectives et de déterminer la probabi-
lité des événements futurs. Cette analyse n’est pas moins utile dans la
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solution des problemes o I'on cherche la probabilité d'un résultat
formé d’un grand nombre d’événements simples, dont les possibilités
sont connues : pour en donner un exemple, nous supposerons que 'on
se propose d’avoir la probabilité que tous les numéros d’une loterie
composée de » numéros, et dont il en sort un a chaque tirage, seront
tous sortis aprés le nombre Z de tirages.

J'ai donné, dans le Tome VI des Mémotires des Savants étrangers ('), la
solution de ce probléme, quel que soit le nombre de numéros que I'on
amene a chaque tirage, et il en résulte que, dans le cas ol il ne sort 2
chaque tirage qu’un seul numéro, si 'on nomme y, la probabilité que
tous les numéros seront sortis aprés le nombre ¢ de tirages, on aura

An st

s A 2

la caractéristique A étant celle des différences finies, et s devant étre

supposé¢ nul dans le résultat final. Cette expression, fort simple en

apparence, conduirait & des calculs impraticables si 2 et ¢ étaient de

tres grands nombres; il serait beaucoup plus difficile encore d’en con-

clure le nombre ¢, auquel répond une valeur donnée de y;; mais on

peut aisément déterminer ce nombre par les formules du n° XXVII.
La formule (¢) de ce numéro donne, & treés peu prés,

L H-lx_

Sl a—ifoa___ t\n
: (a) el ‘)( 1502 —ra Ul 1)
Arst— 4 ——— y

(({+1) nie® 162 120
at (e?—1)?

a, l, l', I étant donnés par les équations suivantes :

[1 net
Bl e
= E S B O +£( e )’,
ot 2 ef—1 2 \e*—1
b Ll Tapes n ook _f( e% )’+£( ea )3
T 3a% " 6er—1 2 \e*—1 3\ ee==y )it
= E+IH£ et +2§( et 1_2( et )a_}_,_;( et )r.
Gat 24 e*—1 = 24 \e*—1 2 \e4—1 4 \ea—7

(?) OEuvres de Laplace, L. VI, p. 17.
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Si I'on suppose s =o et e* de I'ordre » ou 7, ces équations devien-

dront
I+1
a—=—(1—e"
- ( =y
L1 {41 i1
e A i Tt :
sat’ : 3ad : bfa*’

la formule précédente donnera done, dans ce cas,

gl
c_ i"'i y 3
oA et (T——=e:% )2 =
ARt~ \i4-1 ( )
nt i-+1—na
n
Oron a
F:

i3 2
; =i
141

et si I'on fait e*=2z, 5 étant supposé une trés petite fraction de
1
Pordre ;> On aura
te=in"

(1—g2)r-T=eli=niz (1 ey ...2) ;

on a ensuite
[+1—na=(i+1)5.

On aura done, a trés peu pres,

An st [ —2n-+1 i—n
— —e M| 1 ol = Yn
nt 2n 2 ) Ji

; : . . i+
Pour déterminer =, nous observerons que I'équation @ = ——{1—3)

donne, pour premiére valeur de a,

3

l
== =
I

e
en désignant donc e” par ¢, nous aurons, pour une premiére valeur
de z,

s=4q;

cette valeur substituée dans I'expression de @ donne, pour seconde
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valeur de cette quantité,
: {41 I
e T

I I

en la substituant dans I’équation z = e=%, on aura, pour seconde va-

T3l : i_| ]
A=A el

d’on il est aisé de conclure

leur de z,

Cette valeur de y; sera trés approchée si, 2 et ¢ étant de fort grands
1 . . .
nombres, g est de 'ordre —; et c’est ce qui aura toujours lieu lorsque

y; ne sera pas une fraction tres petite, car alors e”7 ne sera pas un

trés petit nombre, ce qui suppose ¢ de ordre —-

It
Soit y; = 3, et cherchons le nombre 7 de tirages auquel cette proba-
bilité correspond. Nous aurons, pour la déterminer, les deux équa-

tions suivantes

: [ i+n loga
T gr= —2=,
7= o an n
i =—nlogq,

ces logarithmes étant hyperboliques.
Soit n = 10000, 0N a

log hyperb. 2 = 0,6931472;

la premiére des deux équations précédentes donne, pour premiere
LT 2 ‘ i4+n ,
valeur de ¢, en négligeant les termes — — ¢ et ——¢°*,

q = 0,00006931472.

¥ 1 - » . . 4
Cette valeur étant de I'ordre —, on voit que c’est ici le cas d’em-

ployer expression précédente de y;. La seconde équation donne

{ = 05768,5.

OFuvres de L. — X. 43

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



338 MEMOIRE SUR LES APPROXIMATIONS, ETC.

Cette valeur peut différer encore de quelques unités de la véritable;

mais, en corrigeant la valeur de ¢ par son moyen, on aura
q = 0,00006032250,
ce qui donnera, pour seconde valeur de ¢,
i=—93767,41;

d’otr il suit qu’il y a un peu moins d’un contre un i parier que tous
les numéros sortiront aprés 95767 tirages, et qu'il y a un peu plus
d’un contre un & parier qu’ils sortiront apres 95 768 tirages.
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Mémorres de I’ Académie royale des Sciences de Paris, année 17823 1785.

La matiere qui fait objet de ces recherches a, depuis Newton, oc-
cupé un grand nombre de géométres, et les résultats auxquels ils sont
parvenus sont également intéressants par 'analyse délicate qu’ils exi-
gent et par leur importance dans le Systéme du Monde. Mais, en con-
sidérant attentivement les méthodes dont ils ont fait usage, on voit
qu’elles laissent plusieurs choses a désirer encore : elles sont, pour la
plupart, restreintes & des sphéroides particuliers, et celles qui sont
plus générales manquent de cette simplicité si désirable dans la ma-
niere de traiter les objets compliqués; il m’a paru que, sous ce point
de vue, on pouvait perfectionner cette branche importante de la Phy-
sique céleste, et j’ose me flatter de présenter aux géometres, dans cet
Ouvrage, une théorie des attractions des sphéroides et de la figure des

- plandtes plus générale et plus simple que celles qui sont déja con-
nues.

Il est partagé en cinq Sections : dans la premiére, je donne une
théorie compléte des attractions des sphéroides terminés par des sur-
faces du second ordre; cette théorie a déja paru dans 'Ouvrage que
j'ai publi¢ sur le mouvement et sur la figure elliptique des planetes;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



352 THEORIE DES ATTRACTIONS DES SPHEROIDES

mais elle est ici représentée d’une maniere plus directe et plus
simple. '
Je considere dans la seconde Section les attractions des sphéroides
quelconques, et je les fais dépendre d’une équation aux différences
partielles du second ordre : cette équation est la base de mes recher-
ches sur la figure des planttes; elle me conduit d’abord a quelques
résultats généraux sur I'expression en série des attractions des sphé-
roides. En supposant ensuite les sphéroides fort approchants de la
sphere et en combinant ces résultats avec une équation différentielle qui
a lieu & leur surface, et dont j’ai tiré autrefois les lois de la pesanteur
sur les sphéroides homogenes en équilibre, je parviens 4 une expres-
sion en séries, générale et simple, des attractions des sphéroides quel-
conques trés peu différents de la sphére, expression qui se termine
toutes les fois que 'équation de leur surface est finie et rationnelle. Il
est assez remarquable que cette expression, qui, par les méthodes
ordinaires, exigerait des intégrations trés compliquées, soit donnée
sans aucune intégration et par la seule différentiation des fonctions.
Ces recherches sont I'objet de la troisi¢me Section; toute la théorie de
la figure des planetes et de la loi de la pesanteur & leur surface en est
un simple corollaire; il en résulte que, si la planete est homogene,
elle ne peut étre en équilibre que d’une seule maniére, quelles que
soient les forces qui 'animent, et qu’ainsi la Terre est nécessaire-
ment, dans cette hypothese, un ellipsoide de révolution; mais ce
résultat, fondé sur le développement en série des attractions des sphé-
roides, pouvant laisser quelques doutes, je le démontre, a priort, in-
dépendamment des suites, et je fais voir en méme temps que, dans un
grand nombre de cas, un fluide qui recouvre une sphere est suscep-
tible de plusieurs états d’équilibre. La méthode des séries conduit aux
mémes résultats, d’ott il suit que cette méthode a toute la généralité
possible, et qu’il n’est point & craindre qu’aucune figure d’équilibre
lui échappe.
Si la plankte est hétérogene, sa figure dépend de celle de ses cou-
ches et de la loi de leurs densités; la pesanteur a sa surface dépend
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des mémes données; mais, en combinant les équations qui détermi-
nent la pesanteur a la surface du sphéroide et sa figure, je parviens a
une relation entre ces deux quantités, indépendante de la constitution
intérieure du sphéroide, et qui, lorsqu’on aura un nombre suffisant
d’observations sur la grandeur des degrés terrestres et sur la longueur
du pendule, pourra fournir une nouvelle confirmation du principe de
la pesanteur universelle. Je fais voir que, dans I'état actuel de nos
connaissances, ce principe satisfait, aussi bien qu’on peut le désirer,
a tous les phénoménes qui dépendent de la figure de la Terre.

Pour compléter cette théorie de la figure des planétes, il reste a
déterminer les conditions qui donnent un équilibre ferme ; dans cette
vue, je considere les oscillations d’un fluide de peu de profondeur qui
recouvre une sphére. M. d’Alembert en a fait Uobjet de ses savantes
recherches sur la cause des vents; mais cet illustre auteur n’a résolu
que le cas ou le fluide est tiré de I'état de repos par I'attraction d’un
astre immobile. Environ trente ans apres, aidé des progres que 1’Ana-
lyse et la théorie des fluides avaient faits dans cet intervalle, je repris
le méme probleme et j’en donnai la solution, en supposant a I'astre
attirant un mouvement quelconque dans ’espace; mais I'imperfection
de la théorie des attractions des sphéroides ne me permit pas alors de
m’¢lever a la considération générale des oscillations du fluide, quels
que fussent son état et son ébranlement primitifs. Les nouvelles
vecherches dont je viens de parler m’ont conduit & une solution com-
plete de ce probleme; les conditions de la stabilité de I'équilibre du
fluide étant données par celles qui rendent ses oscillations pério-
diques, je trouve que cette stabilité exige que la densité du fluide soit
moindre que celle de la sphere qu’il recouvre, condition différente de
celle que les géométres ont donnée pour cet objet, mais qui s’accorde
avec ce que j’ai trouvé dans nos Memoires pour 'année 1776, en ayant
égard au mouvement de rotation du sphéroide. L’équilibre des eaux
de la mer, que les vents et un grand nombre d’autres causes agitent
d’une maniére fort irréguliére, ne serait donc pas ferme si leur den-
sité était égale ou plus grande que celle du globe terrestre; ainsi,
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quand meme les observations faites sur I'attraction des montagnes ne
nous auraient pas appris que cette densité est plus petite, la stabilité
de Péquilibre de lIa mer eat suffi pour nous en convaincre.

Cet Ouvrage est entierement fondé sur le calcul aux différences par-
tielles; j’ai montré, dans nos Mémoires pour I'année 1777, son utilité
dans le développement des fonctions en séries; les nouveaux usages
que je présente ici de ce méme calcul serviront a faire voir de plus en
plus son importance dans I’Analyse.

PREMIERE SECTION.

Des attractions des .gplze'rofdes termines par des surfaces
du second ordre.

I.

L’équation générale des surfaces du second ordre, rapportées & trois
coordonnées orthogonales, est

0=A+Bz+Cy+Es+Fz+ Hay +Ly*+ Mxz 4-Nyz + 022

Le changement de I'origine des coordonnées introduit trois arbi-
traires, puisque la position de cette nouvelle origine par rapport & la
premiere dépend de trois coordonnées arbitraires; le changement de
la position des coordonnées autour de leur origine introduit trois
angles arbitraires; en faisant donc changer 4 la fois, dans I'équation
précédente, les coordonnées d'origine et de position, on aura une
nouvelle équation du second degré, dont les coefficients seront fone-
tions des précédents et de six arbitraires; si I'on égale ensuite i zéro
les coefficients des premikres puissances des coordonnées et de leurs
produits deux & deux, on déterminera ces arbitraires, et I'équation
générale du second ordre prendra cette forme trés simple

2+ my*+ nzt=—k*;

c'est sous cette forme que nous allons la considérer.
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Nous n’aurons égard dans ces recherches qu’aux solides terminés
par des surfaces finies, ce qui suppose m et » positifs, et, dans ce cas,
le solide est un ellipsoide dont les trois demi-axes sont égaux aux va-
riables x, y, z, lorsqu’on suppose deux d’entre elles égales & zéro; on

¥ k k ) : :
aura ainsi £, = et 7 pour ces trois demi-axes respectivement paral-
n n
L fye ST hmk?
eles aux &, aux y et aux s, et la solidité de I'ellipsoide sera e en

mi
désignant par =, comme nous le ferons toujours dans la suite, le rap-
port de la demi-circonférence au rayon.

II.

Pour déterminer I'attraction d’un pareil sphéroide sur un point
quelconque, soient
A Pattraction du sphéroide sur ce point, décomposée parallélement &
l'axe des x;
B cette attraction décomposée parallélement a 'axe des y;
C cette méme attraction décomposée parallelement  I'axe des =.

Soient encore

a, b, c les trois coordonnées du point attiré, parallelement & ces axes ;

@, y, = celles d’'une molécule dM du sphéroide;

run rayon mené de cette molécule au point attiré;

p le complément de I'angle que forme ce rayon avec le plan des y et
des z;

g 'angle que forme la projection de ce rayon sur ce plan avec I'axe

des y.

On aura
xr—a—rcosp,

¥ —=b—rsinpcosgq,

s —c—rsinpsing.

La molécule dM est égale au parallélépipéde rectangle dont les trois
dimensions sont dr, rdp et rdgsinp, et dont la masse est, par consé-
b4

OFuvres de L. — X.
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quent, r*drdpdgsinp; pour avoir son attraction parallélement aux
axes des z, des y et des z, il faut la multiplier respectivement par cosp,
sinp cosg, sinpsing, et diviser ces produits par 7*: on aura ainsi, en
prenant lasomme de toutes les attractions relatives 4 chaque molécule

du sphéroide,
A :f:ffdrdp dg sin p cosp,

BE=s f[jdr dpdg sin*p cosq,

C :fffdrdp dg sin’p sing.

I
Les intégrations sont faciles relativement & r, mais elles sont diffé-
rentes, suivant que le pointattiré est dans 'intérieur ou au dehors du
sphéroide; dans le premier cas, la droite, qui, passant par le point
attiré, traverse le sphéroide, est divisée en deux parties par ce point,
et, si 'on nomme 7 et 7 ces deux parties, on aura

A :J:f(rH— r)dp dg sin p cosp,

B= ([ (r'+r)dpdgsin’pcosg,

C= /:f(r"—[— r)dp dq sin®p sing,
les intégrales relatives & p et a ¢ devant étre prises depuis p et ¢ égaux
a zéro jusqu’a p et ¢ égaux & 180°. Dans le second cas, si I'on nomme
toujours » le rayon r a son entrée dans le sphéroide et » ce méme
rayon a sa sortie, on aura '

A= ‘f"f'(,-r_, r)dp dq sin p cosp,

B— fj'{r"—r)dp dqg sin?p cosq,

(= [:f(r’—- r)dpdgsin®*p sing,
les limites des intégrales relatives & p et & ¢ devant étre fixées aux
points olt 'on a 7 — r = o, c’est-a-dire ot le rayon r est tangent & la
surface du sphéroide. Il ne s’agit plus maintenant que de substituer

dans ces expressions, au lieu de r et de 7/, leurs valeurs en p et en ¢,
données par I'équation du sphéroide.
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Pour cela, nous observerons que, si 'on met dans I'équation géné-
rale x* 4+ my*+ nz*=#?, au lieu de , y, = leurs valeurs préce-
dentes, on aura

ri(cos?p 4+ msin?p cos*q + nsin*psintq)
—ar(acosp-+ mbsinp cosq -+ ncsinp sing )

— k*— a*— mb* — nc?,
en sorte que, si 'on suppose

L =cos?p + msin®*pcos*q -+ nsin*psin’g,
I =acosp -+ mbsinp cosq -+ ncsinpsing,
R= D+ (k*— a®—~ mb*— nc*)L,

on aura

d’ott 'on tire 7" en prenant le radical en plus, et 7 en le prenant en
moins; on aura done

i 21 :
e S
I L

ce qui donne, relativement aux points intérieurs du sphéroide,

ff dp dq 1 ISlllp cosp
-
in?
B:_Bf‘fdpdqlsm peosq.
L
s
s fodpdqlsm psing.
IJ
et, relativement aux points extérieurs,
ffdp dq sinp cosp /R
A= -~ ?
L
(34 ]
Bzgffil;jdqmn pcosr;\/l{,
L
B /fdp dgsin*p sing\/R
L= —————"—'-""i-'"—""' ]
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ces trois dernieres intégrales étant prises entre les limites qui corres-
pondent A R = o.

Si 'on nomme V la somme de toutes les molécules du sphéroide
divisées par leurs distances a un point extérieur, on aura

V= fdM ffj rdrdpdgsinp = j:f(?'"— r*) dp dgq sinp,

et, si I'on substitue, au lieu de r et de , leurs valeurs, on aura

I11.

Les expressions relatives aux points intérieurs étant les plus sim-
ples, nous allons commencer par les considérer. Nous observerons
d’abord que le demi-axe £ du sphéroide n’entre point dans les valeurs
de I et de L; les valeurs de A, B, C en sont par conséquent indépen-
dantes; d’oui il suit que 'on peut augmenter & volonté les couches du
sphéroide supérieures au point attiré, sans changer I'attraction du
sphéroide sur ce point, pourvu que les valeurs de m et » soient con-
stantes. De Ia résulte ce théoréme :

Un point placé dans Uintérieur d’une couche elliptique, dont les sur-
Jaces intérieure et extérieure sont semblables et semblablement situées,

est également attiré de toutes parts.

Reprenons maintenant la valeur de A; si I'on y substitue, au lieu de
I et de L, leurs valeurs, elle devient

s dp dg sinp cosp(acosp - mbsinp cosq - nesinp sing)
= cos*p -+ msin®p cos*q -+ nsin*p sin*q

Les intégrales relatives & p et & ¢ étant prises depuis p et ¢ égaux a
zéro jusqu’a p et ¢ égaux a 180°, il est clair que I'on a généralement

j--P dpcosp=o

P étant une fonction rationnelle de sinp et de cos®p, parce que, a égale
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distance de gov, les valeurs de P cosp sont égales et de signes con-

traires; on aura donc

e ’ dp dg sinp cos®p
il COS'p + m Sin’p C0S*q + 1 sinip sinq’

et, si I'on integre par rapport a ¢, on trouvera, par les méthodes con-

nues,

N dp sinp cos*p
)
\/m”/ \/ P cos’p) (1—0— ==L cos‘p)
intégrale devant étre prise depuis cosp =1 jusqu’a cosp = — 1. Si
I'on fait cosp = @ et que 'on observe que, la masse M du sphéroide
étant A5, on a
E 3\/;}1:3, g
bn _ 3M
Ve 1
on aura
3RM xdz

intégrale étant prise depuis @ = o jusqu’d z = 1.

En intégrant de la méme maniére les expressions de B et de C, on
les réduirait & de simples intégrales; mais il est plus facile de con-
clure ces intégrales de I'expression de A; pour cela, on observera
qu’elle peut étre considérée comme une fonction des quatre quantités

KerRs ; . :
@, k*, —> =, elque, en nom mant.fc”le carré du demi-axe paralléle a &,
et, par conséquent, £%m ot il 7 % les carrés des deux autres demi-axes,

K2m 1l faut donc pour avoirB.

B est pareille fonction de b, £2, £*m,

changer dans I'expression de A, @ en b, ken & ou \/_’ m danb —etn
3 n

n .
dans —> ce qui donne
n

3

B— 30M m?atdzr B

o \/[r-i-(m-«—l).r’] ( Gl x*)
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i
Soitx == —————; on aura

\/m +(1—m)et

36M ¢ dt
B="5 s TSl

P'intégrale relative a ¢ devant étre prise, comme 'intégrale relative a x,
depuis ¢z = o jusqu’a £ =1, parce que 2 = o donne {=o, et que x =1
donne ¢ = 1, Il suit de Ia que, si I'on suppose

1—m l--H.

e n

_/ atdr
VO+ pra) (14 piat)

30M 0(Fp),
k3 dp.

on aura
B =

Si I'on change, dans cette expression, & en ¢ et i en ', on aura la
valeur de C; les attractions A, B, C du sphéroide, parallélement i ses
trois axes, seront ainsi données par les formules suivantes :

3a\1 B 36M O(Fpu) (o eM O(Fp)

A T T op T

On doit observer que ces expressions ayant lieu pour tous les points
intérieurs et, par conséquent, pour les points infiniment voisins de la
surface, elles ont lieu pour ceux de la surface elle-méme. La détermi-
nation de ces attractions ne dépend que de la valeur de F; mais,
quoique cette valeur soit une intégrale définie, elle a cependant toute
la difficulté de I'intégrale indéfinie lorsque p. et 1’ sont indéterminés;
car, si I'on représente 'intégrale définie, prise depuis = o jusqu’a
x =1, par (p2, w?), il est facile de s’assurer que I'intégrale indéfinie
sera @’ o(p*a®, W 2x?), en sorte que, la premiére étant donnée, la
seconde I'est pareillement. L'intégrale indéfinie n’est possible que
lorsque I'une des quantités p. et p’ est nulle ou lorsqu’elles sont égales;
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dans ces deux cas, l'ellipsoide est de révolution, et £ sera son demi-
axe de révolution si w et ' sont égaux; on a, dans ce dernier cas,

. ziar 1
F _—_-f-[—m e -}1-5{;;.— arc tangp).

oo : F Q(Fp) .
Pour en conclure les différences partielles d(d: ) et (()}:'f ) qui entrent

dans les expressions de B et de C, on observera que

1) P(ggﬁ{g_)
p o ooy’

dF = ’”d ;}F,(fp.:

OER)

L
poop
or on a, lorsque p. = p/,
O(Fw) _ O(F),
du. T op!

partant

d(Fiu') | B p— _:E_ {2

S dp=4pdF +Fdp= 2Iuc\.f([';.z ).

En substituant au lieu de F sa valeur, on aura

d(Fp) 1 - )
..._{E.____gl ('u'ctangpt 14 pl

on aura donc, relativement aux ellipsoides de révolution,

A '1?“3 (p. — arc tang ),

__ 3M s
B— SRE (arctang.u e F’)’

= 2oM (reta —--—L)-
Ty AT aresanee 1+ p?

IV.

Considérons maintenant'attraction du sphéroide sur un point exte-
rieur; cette recherche présente de plus grandes difficultés que la pré-
cédente, & cause du radical yR qui entre dans 'expression des attrac-
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tions et qui rend les intégrations impossibles; il faut recourir alors
a des artifices particuliers : celui dont je vais faire usage m’a paru
mériter I'attention des géometres, tant par sa singularité que par
P'utilité dont il peut étre dans des circonstances semblables.

Si I'on désigne par V la somme de toutes les molécules du sphé-
roide, divisées par leurs distances respectives au point attiré, que
I’on nomme =, y, = les coordonnées d'une molécule dM du sphéroide,

et a, b, c celles du point attiré, on aura

~J Va=2rr (b—y)+(c —=)

En désignant ensuite par A, B, C les attractions du sphéroide, paral-
lelement aux axes des @, des y et des z, on aura

'i:f (a—x)dM :_QX
[(@ =2+ (b—y)+(c—aplt %

on aura pareillement

B=— - = =

g5 LAt oc’
d’ou il suit généralement que, si 'on connait V, il sera facile d’en con-
clure, par la seule différentiation, P'attraction du sphéroide, parallele-
ment 2 une droite quelconque @, en considérant cette droite comme

une des coordonnées rectangles du point attiré.
La valeur précédente de V, réduite en série, devient

Oy G S
Ve

2ax-+2by +2cz—a?— y?— 5?
a*+ b+ c?

1

2

3 (2ax 420y +2c5—2'—y*—3*)
8 (a4 b+ c?)?

cette suite est ascendante relativement aux dimensions du sphéroide
et descendante relativement aux coordonnées du point attiré, et si
f'on n'a égard qu’a son premier terme, ce qui suffit lorsque le point

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ET DE LA FIGURE DES PLANETES. 353
\7;%’ M étant
la masse entiére du sphéroide. Cette expression sera plus exacte
encore si I'on place 'origine des coordonnées au centre de gravité du
sphéroide, car on a, par la propriété de ce centre,

attiré est i une tres grande distance, on aura V=

f.—); dM=o, f[ydM=o, f:.: dM =o;

en sorte que, si 'on considere le rapport des dimensions du sphéroide
i sa distance an point attiré comme une tres petite quantité du pre-

mier ordre, I'équation
M

V= ee—
Va4 b+t

sera exacte aux quantités pres du troisiéme ordre. Nous allons preé-
sentement chercher une expression rigoureuse de V, relativement aux
sphéroides elliptiques.

Vi

Pour cela, reprenons les valeurs de V, A, B et C de I'article II:

Voo [ [ dodasnp

Ar___ﬂffdpdqsmpcusp\/li,
L
Bzz/'/‘dpd{(Slrl‘l{JCOS(}\/ﬂ,

C__gf/dpdqsin’psinq\/ﬁ-
E L

Puisqu’aux limites de ces intégrales on a VR = o, il est clair qu'en
prenant les premieres différences de V, A, B et G, par rapport a I'une
quelconque des six quantités a, b, ¢, £, m et n, on peut se dispenser
d’avoir égard aux variations des limites, en sorte que l'on a, par

exemple,
oV eONT VRS
= 2/ dp dq sin p PP ]

OFuvres de L. — X, 45
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cela posé, il est facile de s’assurer par la différentiation que si, pour
abréger, on fait aA + 6B + cC=F, on aura entre les quatre quan-
tités F, B, C et V I'équation suivante aux différences partielles :

3 , v/ oV OV | oV L 9F , ,0F | JOF\
0—(&‘-‘1-}-5+Cg)[v—-'§(ﬂd—a--i'bcﬁ'-i-ba—c-)‘—-r—i*;(ad—&_ﬂ—b@+CJE)J

YL —k*[b‘—%( LA 1_1;9—‘-4-(:&)] +ﬂ'=Mb(dF LA _n)

ek ada P db de m b a2 db
L=t @_19}_’_)__., sl OEss oy O
- k = c(dc o G I (m I)dm k(n l)dn

On peut éliminer de cette équation les quantités B, CetF, en y sub-
IAY A (E ov

1 i ’ L) N mees  te— — — e — bty —— ()Vl ¥ [
stituant leurs valeurs T | Ay bob ¢ 53 On aura

ainsi une équation aux différences partielles en V seul. Soit donce

s

V=—+
3ymn

v=Muyv,

M étant, par I'article I, la masse du sphéroide elliptique, et, au lieu
des variables m et n, introduisons celles-ci 0 et &, qui sont telles que

e e ST =
m n
nouas aurons
W_20 m_aw  B__ K dm_ .
£ = T il om— m? T T

ce qui donne
v _
fT!'n'. =

oV k* odv U
aaw“MGﬁw+;ﬁ’

LI ;
dV_____M()'. du J)I

k M(z@%—l—awgﬂ —t-3u+k.d—u),

ow ok

n n o an

. . " . F = . . o2
Cela posé, I'équation précédente deviendra, en y substituant ?"{_+6
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; k2 .
au lieu de 7, 7=——— au lieu de 7 et en supposant
L

d Lo v
_O_aaa-r—b%-kc%a

I0:{a’-+b“+c“)[v—|—%Q—é(a%§+bg—(3 —l—c%g‘)]
(1) +8*%§+w’3—g—~%—3%%+%(9+w)0

00 005y 00 #R o O
+b9—+cm-§5—?bﬁa—5—§cmdc

VI.

Concevons maintenant la fonction v réduite dans une suite ascen-

dante par rapport aux dimensions £, v/ et v/ du sphéroide, et par con-
séquent descendante relativement aux quantités a, b et c; cette suite

sera de la forme suivante

v=U0 4 T4 U O 4, . .,

g, UM, U@, ... étant des fonctions homogenes de a, b, ¢, £, V0, Vo,
et séparément homogenes relativement aux trois premieres et aux trois
derniéres de ces six quantités, les dimensions relatives aux trois pre-
miéres allant toujours en diminuant et les dimensions relatives aux
trois dernieres croissant sans cesse. Ces fonctions sont toutes de la
méme dimension que v; or, V étant la somme des molécules du sphé-
roide, divisées par leurs distances au point attiré, et chaque molécule
étant de trois dimensions, V est de deux dimensions; done, v étant
¢gal &'V divisé par la masse M du sphéroide, il sera de la dimension
— 1. :

Si I'on substitue dans I’équation (1) au lieu de v sa valeur précé-
dente en série, que 'on nomme s la dimension de U® en £, v/0 et /=,
et par conséquent — s — 1 sa dimension en @, b, ¢; si 'on nomme pa-
reillement s’ la dimension de U¢+ en £, /0 et y/z, et par conséquent
— s'— 1 sa dimension en a, b et c; si 'on considere ensuite que, par
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la nature des fonctions homogenes, on a

() (£) (i)
a%—-i— b% —I—cgg—c— =— (s+1)Uth,
QU+ QUti+1) QUi+
G sk e i s e A AL gt

on aura, en rejetant les termes d’une dimension en £, y0 et \a, supé-
rieure a celle des termes que I'on conserve

dU du

e o i —_—

TR 1) ey
—(9+:)m"gggj -—-s_:I (0+m)IU”?

svy q QUL . au

-—(s—|—§)b9—d—b——~(s+-._,-)cw 5

(2) U+ =

I' "
s$+3
5! e i b*4-c?)

Cette équation donne la valeur de U au moyen de U et de ses dif-
férences partielles; or on a :

UO = e
{a3+ bt+c:}z

puisque, en n'ayant égard qu’au premier terme de la série, nous avons

trouve dans 'article 1V
M

Vo
(a*+ b+ c*)? |

~ En substituant donc cette valeur de U® dans la formule précédente,
on aura celle de U"; au moyen de U™ on aura U®, et ainsi de suite;
mais il est remarquable qu'aucune de ces quantités ne renferme £,
car il est clair, par la formule (2), que U® ne renfermant point £,
UM ne le renfermera pas; que U" ne le renfermant point, U® ne le
renfermera pas, et ainsi du reste; en sorte que la série entiere

U UM - U 4 U ... est indépendante de £ ou, ce qui revient
du R dv _

> sy et — e Sont done
les mémes pour tous les sphéroides elliptiques semblablement situés

x o
au méme, a—z — 0. Les valeurs de v, —
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i . Gy s S = dv r 0V
et qui ont les mémes excentricités 0 et yz; or — M 5, = ilr

et —Mg—;’ expriment, par D'article IV, les attractions du sphéroide
parallétlement & ses trois axes; donc les attractions de différents sphé-
roides elliptiques qui ont le méme centre, la méme position des axes
et les mémes excentricités, sur un méme point extérieur, sont entre

clles comme leurs masses.

Il est aisé de voir, par I'inspection de la formule (2), que les dimen-
sions de U®, UM, U, ... en V0 et o croissent de deux en deux
unités, en sorte que s = 27 et §'= 27+ 2; on a d'ailleurs, par Ia na-

ture des fonctions homogenes,

aum Pl
el S HI s
ke T

Cette formule deviendra done

() (f
‘ (2;’+1)G(m—3)%—~—(25+%)66%
‘ A U : ¢ ,
: ( — i+ em - —(2i+1) [0+ (2i-+1)m] UO
: () 5
et e (i41)(20+5)(a*+ b2+ c?) ’

on aura'au moyen de cette équation la valeur de v, dans une série qui
sera convergente toutes les fois que les excentricités v0 et \/o seront
fort petites, ou que la distance ya* =+ 6*+ ¢* du point attiré au centre
du sphéroide sera fort grande relativement aux dimensions du sphé-
roide.
Si le sphéroide est une sphere, on aura
f=o et Dfrmmis

ce qui donne

1 | 1 ey Tpied e

partant
U:Uw):_:‘_._lm et V:“—"——M'—'—'———;
Var+ b*+c? Vai—+ bt ¢t

d’ot il suit que la valeur de V est la méme que si toute la masse de

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



358 THEORIE DES ATTRACTIONS DES SPHEROIDES

la sphere était réunie i son centre, et qu'ainsi une sphére atlire un
point quelconque extérieur comme si toute sa masse était réunie & son
centre. Les planétes s’attirent done, a (rés peu pres, comme si leurs
masses ¢taient réunies a leurs centres de gravité, non seulement parce
que leurs distances respectives sont trés grandes par rapport aux
dimensions de leurs masses, mais encore parce que leurs figures sont

trés peu différentes de la sphere.

VII.

La propriété de la fonction v d’étre indépendante de £ fournit un
moyen de réduire sa valeur sous la forme la plus simple dont elle
est susceptible, car, puisque 'on peut faire varier & volonté % sans
changer cette valeur, pourvu que I’on conserve au sphéroide les mémes
excentricités y/0 et '@, on pourra supposer % tel que le sphéroide soit
infiniment aplati, ou que sa surface passe par le point attiré; dans ces
deux cas, la recherche des attractions du sphéroide se simplifie} mais,
comme nous avons déterminé précédemment les attractions des sphé-
roides elliptiques sur des points placés a leur surface, nous suppose-
rons £ tel que la surface du sphéroide passe par le point attiré.

Si I'on nomme £, m' et 7/, relativement & ce nouveau sphéroide, ce
que nous avons nommé £, m, n dans I'article I, par rapport au sphé-
roide que nous avons considéré jusqu’ici, la condition que le point
attiré est & sa surface, et qu’ainsi a, b, ¢ sont les coordonnées d'un
point de cette surface, donnera

a4+ m' b+ n'cr= k'?;

et, puisque 'on suppose que les excentricités 0 et yo restent les

mémes, on aura

1—m! 1—n'
Al st A —
d'ott 'on tire
Cial k' G J'2 :
LT A
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on aura done pour déterminer £ I'équation

4 @t S
(-l) keg_‘_e Nrg” = LI

Il est aisé d’en conclure qu'il n’y a qu'un seul sphéroide elliptique
dont la surface passe par le point attiré, 0 et & restant les mémes, car,
si I'on suppose, comme cela se peut toujours en choisissant convena-
blement I'axe £, que 0 et = soient positifs, il est clair que, en faisant
croitre £ dans I'équation (4) d’une quantité quelconque que nous
pouvons considérer comme une partie aliquote de £2, chacun des
termes du premier membre de cette équation croitra dans un rapport
moindre que £?%; done, si dans le premier état de £* il y avait égalité
entre les deux membres de 'équation, cette égalité ne subsistera plus
dans le second état; d’olt il suit que £* n’est susceptible que d’une
seule valeur réelle et positive. :
Maintenant, soient M’ la masse du nouveau sphéroide; A’, B', ( ses
attractions parallélement aux axes des a, des b et des ¢. Si 'on fait

I—m' y—n!
m E i
¥ gy
= ]
i+ o) (i et

l'intégrale étant prise depuis @ = o jusqu’a @ =1, on aura, par l'ar-

ticle I1I, i
_"3aM!

e _ 3bM! OFp /. 3CM’ OF !,
P —kfa =

Sy g R

En divisant ces valeurs de A’, B, C' par M’ et en les multipliant
ensuite par M, on aura, par ce qui précede, les valeurs de A, B, G
relatives au premier sphéroide; or on a

! !

1—m 1—n
k:g Az 9 A.;g P
m' i n' 2

v0, Vo étant les excentricités des sphéroides, d’oit 'on tire -

0 @
W= - =g
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#* étant donné par I'équation (4) que I'on peut meitre sous cette

forme
0=k"— (a+ b+ c*— O —w) k'

—[(a*+ )0+ (a*+ 0*)o — 0B8] k'* — a*bo;
on aura done

__3aM

T __30M 0Fp

: 3cM OF !
B Bescem o Sop .

I e

- =

Ces valeurs ont lieu relativement a tous les points extérieurs au sphé-
roide et, pour les étendre aux points intérieurs ou i ceux de la sur-
face, il suffit d’y changer £" en £.

Si le sphéroide est de révolution, en sorte que w=0, I'équation (4)
donnera

2k = a'+ b*+- ¢ — 0 + \/(a'+ 0+ ¢*— 0)*+ 4 a*0),

et 'on aura, par I'article I11,

JaM
A= *__A”;ﬁ (;.L — Are tangy),
__ 3bM :
- YT (arc tangp —

-
2
)
- .8cM 23
C= 2 ks (arc tangp — =~ F*").

Nous voila done parvenus & une théorie complete des attractions des
sphéroides elliptiques, car la seule chose qui reste & désirer est I'in-
tégration de la valeur de F, et cette intégration est impossible, non
seulement par les méthodes connues, mais encore en elle-méme. Je
me suis assuré, par une méthode qu’il n’est pas de mon objet d’ex-
poser ici, que la valeur de F ne peut étre exprimée en termes finis, au
moyen de quantités algébriques, logarithmiques et circulaires, ou, ce
qui revient au méme, par une fonction algébrique de quantités dont
les exposants soient constants, nuls ou variables; or, les fonctions de
ce genre étant les scules que 'on puisse exprimer indépendamment
du signe f. toutes les intégrales qui ne peuvent se ramener a des

fonctions semblables sont impossibles en termes finis.
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Si le sphéroide elliptique n’est pas homogéne, mais qu’il soit com-
posé de couches elliptiques variables de position, d’excentricité et de
densité, suivant des lois quelconques, on aura I'attraction d’une de
ses couches, en déterminant, par ce qui précede, la différence des
attractions de deux sphéroides elliptiques homogenes de méme den-
sité que cette couche, dont 'un aurait pour surface la surface exté-
rieure de la couche, et dont I'autre aurait pour surface la surface
intérieure de cette méme couche; en sommant ensuite cette attraction
différentielle, on aura I'attraction du sphéroide entier,

DEeuxiiMeE SeCTION.

Du développement cn série des attractions des spheroides quelconques.

VIII.

Considérons généralement les attractions des sphéroides quel-
conques. Nous avons vu dans l'article IV que I'expression V de la
somme des molécules d’un sphéroide, divisées par leurs distances & un
point attiré, a 'avantage de donner, par sa différentiation, I'attraction
de ce sphéroide parallelement & une droite quelconque; nous verrons
d"ailleurs, en parlant de la figure des plandtes, que Iattraction de leurs
molécules se présente sous cette forme dans I'équation de leur équi-
libre; ainsi nous allons nous occuper particulierement de la recherche
de V. Soient, comme ci-dessus, a, b, ¢ les coordonnées du point attiré;
2, ¥, & celles d’une molécule du sphéroide; nommons, de plus, 7 la
distance ya*+ b* + ¢* du point attiré, 2 Iorigine des coordonnées que
nous supposerons dans I'intérieur du sphéroide; 0 'angle que forme
le rayon r avec I'axe des @; » I'angle que forme le plan qui passe par
I'axe des @ et par le point attiré avec un plan invariable passant par les

axes des @ et des y. Nous aurons

a— rcosb, — rsinfcosw, ¢=rsinfsinw.

Nommons ensuite R la distance y&* + y* + z* de la molécule a Pori-
Ofuvres de L, — X, 46
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gine des coordonnées, ¢t supposons que 0’ et & soient ce que devien-
nent les angles 0 et & relativement a cette molécule; nous aurons

z = Rcost, =Rsinf cosw’, s=Rsinf'sinw’.

La distance

V(@—2) o (b=7)+ (¢ — 5)*

de la molécule au point attiré sera donc égale a

Vri—arR[coslcosd'+ sinfsind’ cos(mw — w')] -+ R?*;

d’ailleurs la molécule du sphéroide est égale a
R2 dR d6' dw'sin 6'.
Nous aurons done
Vi R2dR dw'df sinf’
—_— e —————— ]
Vri—arR[cosdcosb'~sindsinf’ cos(w— o')]+ R?

I'intégrale relative a R devant ¢tre prise depuis R==o jusqu’a la valeur
de R & la surface du sphéroide; I'intégrale relative & &’ devant étre
prise depuis o'= o jusqu’a &’= 360°, et celle qui est relative a 0" de-
vant étre prise depuis 0'= o jusqu’a 0'= 180°.

J'ai observé, dans nos Mémoires pour 'année 1779 ('), que les inté-
grales des équations linéaires aux différences partielles du second
ordre n’étaient souvent possibles qu'au moyen d’intégrales définies,
semblables & I'expression de V; ainsi, lorsqu’on a de semblables inté-
grales, il est facile, dans un grand nombre de cas, d’en tirer des équa-
tions aux différences partielles, dont la considération peut fournir des
remarques intéressantes et faciliter la réduction des intégrales en
séries. Dans le cas présent, il est facile de s’assurer, par la différen-
tiation, que, si I'on fait cos0 = w, on aura I'équation suivante aux
différences partielles

av *Vv
d[(l—‘f"’)‘d!‘;] . ot 8 .dn(,.y).

5 - 2
(5) g = o o e

(1) Ci-dessus, p. 54 et suivanles.
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nous verrons dans la Section suivante toute la théorie des attractions
des sphéroides trés peu différents de la sphere découler de cette

¢quation fondamentale.
IX.
Supposons d’abord le point attiré extérieur au sphéroide; si I'on

réduit Voen série, elle doit étre, dans ce cas, descendante par rapport
aux puissances de r, et par conséquent de cette forme

V— U g U@ gm
T e g e e

Si I'on substitue cette valeur de V dans I’équation précédente aux dif-

[érences partielles, on aura, quel que soit 7,

() 2[Itd)
o= Gr
e + (1)U,
y. l-—fJ.

et il est visible, par la seule inspection de I'expression intégrale de V,
que U® est une fonction rationnelle et entiére de p, Vi1 — p*sine et

ment on peut la déterminer.

Nommons T le radical
I

——— ———— 7

V= arR[cosd cost/+ sindsind' cos(w —w')] -+ It

nous aurons

L OT] o
ole-mF] & s
o= et Lt
> 1 e 74

cette équation subsisterait encore en y changeant 0 en 0, 5 en &/, et
réciproquement, parce que T est une pareille fonction de 0" et de @,
que de 0 et de w. Sil'on réduit T dans une suite descendante relative-

ment a r, on aura
s 1) QWR Q®WR* QWR?
= T — =¥ i o =

el .y

~ ek

r:
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Q@ étant, quel que soitz, donné par cette équation

(L 1NN
oo el

du dm? o
(}P. I, |_-P.2I —{-5(5+I)QU}’

[ 8

et, de plus, il est visible que Q est une fonction rationnelle et entiere
de p. et de 1 — p* cos(w — v'). Q¥ étant connu, on aura U® au moyen
de I’'équation
U= [ Ri+2dR Q0 dw' df' sin /== r:l = [ R3QW dw' db' sin 6/,

R” ¢tant le rayon R prolongé jusqu’a la surface du sphéroide; or on a,
par la nature du sphéroide, R" en fonction de 0’ et de »’; en substi-
tuant donc cette fonction dans la valeur de U@, il ne s’agira plus que
d’exécuter, par les méthodes connues, les intégrations relatives i o'
et 0’; mais pour cela il est nécessaire de déterminer Q.

Développons cette quantité suivant les cosinus de I'angle o — &’ el
de ses multiples, et nommons € le coeflicient de cosn(w —’); en sub-
stituant dans I'équation précédente aux différences partielles en Q© le
terme 6cosn(z — '), on aura pour déterminer & I'équation aux diffé-

rences ordinaires

J

.(, p!)ds]
LA T n6 T :
I i Fi(i-+1)86,

e

& étant une fonction rationnelle et entiere de p et de cos’, si n est
pair ou zéro, et étant égal & une pareille fonction multipliée par
sin0'y/x — 2, si 2 est impair.

L’équation précédente ne renfermant point angle 0, il est clair que
cet angle ne peut se trouver que dans les deux constantes arbitraires
de I'intégrale; de plus, cette équation étant linéaire, elle a deux va-
leurs particuliéres, qui, étant respectivement multipliées par des con-
stantes arbitraires et ensuite ajoutées, donnent Pintégrale compléte;
oriln’y a qu’une seule de ces deux valeurs qui puisse étre une fone-
tion rationnelle et entiere de p; il n’y en a pareillement qu'une seule
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qui puisse étre égale au produit de /1 — p.? par une fonction ration-
nelle et entiere de p. : car, si I'on substitue de pareilles fonctions pour &
dans I'équation précédente, on verra facilement que, en partant de la
plus haute puissance de ., tous les coefficients des puissances succes-
sives de cette variable seront entierement déterminés par ceux qui
précedent, en sorte qu'il ne restera que le premier d’arbitraire. En dé-
signant done par A cette valeur particuliere de 6, qui est rationnelle et
entitre en p, si 2 est pair, ou celle qui est égale & /1 — * multiplié
par une fonction rationnelle et entiére en p, si 2 est impair, on aura
& = HA, H étant une fonction de 0. Pour la déterminer, on observera
que, les deux angles 0 et §" entrant de la méme maniere dans T, si I'on
fait cos0’'=w/, les équations différentielles en Q@ et & subsisteront
encore en y changeant u. en p.; & est donc une pareille fonction de p’
que de p.; partant, si I'on désigne par A’ ce que devient A lorsqu’on y
change 1 en @/, on aura H=1yX’, y étant une fonction de ¢ et de » in-
dépendante de i et de p'. On aura done

6 = yAl/,
¢’est-a-dire que & peut se décomposer en trois facteurs, dont le pre-

mier est une fonction de z et de 2 sans p. ni p’, dont le second est fonc-
tion de ., et dont le troisiéme est une fonction semblable en .

X.

Cherchons d’abord la valeur de & lorsque n = o. Pour cela, nous
observerons que, si dans 'expression de T on suppose sinf'= o, elle

deviendra

I
\Krﬁ—-fu'lip.»}-ﬂ’_’
d'otr 'on tire
Qi) — 1.3.5;_(;&%5._1)[ ."-—i“.—l) i
G bk 2(2¢i—r1)

=) (i—3)(i=3) ,
el

2.4(20 —1)(2i—3)
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et, comme cette valeur de Q est indépendante de I'angle & — ', clle
sera égale i ce que devient 6 lorsque n = o, et lorsqu’on y fait d'ailleurs
w/= 1. Maintenant, si 'on prend pour la fonction A cette valeur méme
de Q9, puisqu’elle est égale & yAN lorsqu’on fait w'=1 dans X', il est
clair que I'on aura, dans ce cas, yYN'= 1. Or, si dans I'expression de T
on fait & la fois =1 et w'=1, elle devient ﬁ; partant Q©“ se
réduit a 'unité, ou, ce qui revient au méme, on a YAN'= 1; mais on a
yYN'=1: donc A se réduit & I'unité lorsqu’on y fait . =1, ce qui a lieu
¢galement pour A’ lorsqu’on y fait p/= 1. On aura ainsi

}l:l
ef

o

vidspueslau—=n)fl i file=1) oo 0 w(e—=1) e} (i—~3) .
23,8444t [ 2(2i—n)" 2.4(2i—1)(2i—3)
(i—1)(i—2a)(i—3)(i—4)(i—5) ,_
RO T Ty T O L TP °+“']'

En changeant p. en ¢’ dans cette valeur de A, on aura 2’; on aura
ensuile &= AA": ce sera la partie de Q“ indépendante de I'angle
o —o.

Cette partie est la seule & laquelle on doit avoir égard, relativement
aux sphéroides de révolution, dont I'axe des « est 'axe méme de révo-
lution, car alors, R’ étant indépendant de o', le terme € cosn(z — w’),
substitué¢ pour Q@ dans l'intégrale fll’”“Q“'de’dG’sinO', donne un
résultat nul, excepté lorsque 2 = o; on aura donc alors

a7k

el R CHD ot 0 e Dl . o BB 143! !
U= —— [RiQUde'df'sing'=— 3 [R*Ndy,

A et N étant déterminés par ce qui précéde, et U'intégrale relative a p!
devant étre prise depuis p'= 1 jusqu'd p.= — 1. [l suit de la que, si

'on suppose

o s ) -3\ !
A= H_sfl{ N dp!,

et que I'on nomme A®, A, A, ... les valeurs de A lorsqu’on y fait
successivement ¢ = o0, ¢ —1, = 2, ..., 'expression de V relative aux
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sphéroides de révolution sera

2001 A(0) A A A(2) A(2) A3 A(3)
Ve ——— 4 e = - : ;
i T T r

7
Si 'on fait .. =1, on aura la valeur de V relative a un point placé sur
le prolongement de I'axe de révolution, a la distance » de I'origine des
coordonnées; et, comme alors on a, par ce qui précede,

A =1,

on aura

y L AR UL LT
T T r g

Ainsi, lorsqu’on aura déterminé en série la valeur de V relative & un
point placé sur le prolongement de I'axe de révolution, on aura cette
méme valeur relativement & un point quelconque placé a4 la méme
distance de I'origine des coordonnées, mais sur un rayon qui fait avec
I’axe de révolution un angle dont i est le cosinus, en multipliant les
termes de la premiere série respectivement par A©®, A, A, ..

Lorsque le point attiré est placé sur le prolongement de I'axe de
révolution, il est aisé de voir que, en nommant « I'abscisse et y 'or-
donnée du méridien du sphéroide, et en représentant par y = X
I’équation de ce méridien, on aura

V=ar [de[z—r+/T=2rFX],

'intégrale devant s’étendre & 'axe entier de révolution; cette inté-
grale réduite, dans une suite descendante par rapport aux puissances
de r, donnera les valeurs de A®, A", A®, ., .,

XI.

Considérons maintenant I'expression générale de € lorsque n n’est
pas nul. Si I'on fait, dans I'expression de T, cos’= o, on aura

1
T Vrr—arRsinfcos(m—w') + R
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ce qui donne, dans ce cas,

3.5...(2i—1)

o et

Dl—

[(1 o p.g)é cos! (m — w')

i(i—1)
STV

((i—1) (i —2)(i—3)
2.4(2i—1)(2i— 3)

i e e N ]

En développant cette fonction en cosinus de 'angle s — o’ et de ses

(1— IuL‘)liwl cos~*(w — w')

(1— p2) cosi— (@ — ')

multiples, il est ais¢ de voir que 'on n’aura que des multiples pairs
ou impairs, suivant que ¢ sera lui-méme pair ou impair, et que le coef-
ficient de cosn(z — ') sera égal a

» 135(25~—I) e 2—nt gé.—|
“2.4.6...(i+n).2.4.6...(1—n) [(I— e E(;’:T){'_P' )
{f’—h:s)[(f—:;)*—u’](l_lu!)g—x

2.4(2f—1) (20— 3)

ce sera la valeur de € ou de yAN lorsqu’on fait p’= o dans A". En pre-
nant done pour A la partie de ce coeflicient qui est comprise entre les
deux parentheses, on aura

1..3.5.. . (2t —1)
2.4.6...(i+n).2.4.6...({ — n)’

}11': 2

v/ étant supposé nul dans A’. Cette équation donnera y, mais on I'ob-
tiendra plus simplement de cette maniere.
Si 'on fait a la fois, dans T, w et p’ égaux & zéro, on aura

Ligae 1
(r—Re@-o0W=1)*(p — Re-(@-a1y=1)*

=

2

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 'unité. Le
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coefficient de
R? gn(w—-ﬁ‘i'}\f——i -4 e n(T—T') \;"_t

pi+t 2

ou, ce qui revient au méme, de

7T COSH('{D’ = 'El'r)

dans le développement de cette fonction, est égal a

1.3.5,..(i+n—1).1.3.5...(l —n—1),
2.4.6...(i+n).2.4.6...(6—n)

2

c’est la valeur de 6 ou de yAN lorsqu'on y fait w et p’ nuls; or on a,
dans cette hypothese, A = A’: on aura donc ainsi la valeur de YA, En
la combinant avec celle que nous venons de trouver pour yA’, il est

facile d’en conclure

2l n+1)(i4+n+3)..(2i—1)(i—n—++1)(i—n—+3)...(2l—1)
F 2.4.6...(i+n).2.4.6...(i—n) 4

la valeur générale de € sera, par conséquent,

P qid+n—41)...(2i—1)({—n—41)...(2i—1)
7 2. 4.0 (E+n)2.400 (E—0)

F L n?

i I8 ; #*—n? re ;—1 I
X | (1—p )——2(“._—1—}(1—,0. ) +..._.

Si I'on fait successivement, dans le terme €cosn(o — a’),

n=—1r; n—1 e T

la somme de ces termes sera la partie de Q¥ dépendante de I'angle
= — w’; en lui ajoutant la partie qui en est indépendante, et que nous
avons déterminée dans I'article précédent, on aura la valeur entiére
de Q@, d’olt I'on tirera celle de U, et par conséquent la valeur de V

en série.
OFuvres de L. — X.
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370 THEORIE DES ATTRACTIONS DES SPHEROIDES

XII.

Cette valeur est relative aux points extérieurs; mais, si le point
attiré est placé dans I'intérieur du sphéroide, il faut alors développer
expression de V de l'article VIII dans une suite ascendante par rap-
port & r, ce qui donne

V=g p e pB) p3 . p@h p3 |

Pour déterminer ¢@, on observera que I'expression de T, réduite
dans une suite ascendante par rapport i r, devient

T_Qm QWr QW Q)

R R e (g Y SR ey

les quantités Q©, Q®, Q@ étant les mémes que ci-dessus; on aura
done, par I'article VIII,

5 QU dR dw'db'sinl’
plel— Ri—1 2

mais, comme I'expression précédente de T en série n’est convergente
qu’autant que R est plus grand que 7, nous ne considérerons la valeur
de ¢ que relativement & une couche dont la surface intérieure est
sphérique et d’un rayon quelconque @ plus grand que r, et dont le
rayon de la surface extérieure est R, ce qui revient a prendre I'inté-
grale relative & R depuis R =a jusqu’a R = R'. Nous aurons ainsi la
valeur de V relative & cette couche, et, pour avoir celle qui est relative
au sphéroide entier, il suffit de lui ajouter la valeur de V relative &
une sphére de rayon a, valeur que I'on trouvera facilement étre égale
a ama®—3nr.

Si le sphéroide est de révolution, il est ais¢ de voir, par 'analyse de
{'article X, que 'on aura la valeur de V relative a la couche dont nous
venons de parler, en déterminant cette valeur lorsque le point attiré
est situé dans 'axe de révolution, en la réduisant dans une série
ascendante par rapport aux puissances de r, et en multipliant ses
termes respectivement par A, A AE L.
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TROISIEME SECTION.

Des attractions des sphéroides tres peu différents de la sphere.

XIII.

Les résultats que nous venons de présenter sur les attractions des
sphéroides quelconques se simplifient relativement aux sphéroides
trés peu différents de la sphére, et donnent une théorie complete de
leurs attractions, en les supposant méme hétérogenes.

Considérons d’abord le cas ot le point attiré est extérieur au sphé-
roide, et reprenons la formule de I'article VIII

V—/ R* dR dw' df' sin ¢’ 1
Vr*—2rR[coslcosi’+ sinbsinf cos(w — @' )] + R?

Supposons que le rayon R’, mené du centre du sphéroide a sa sur-
face, soit trés peu différent de la constante a, en sorte que I'on ait

R'=a(1+ ay),

e étant un trés petit coefficient dont nous négligerons le carré et les
puissances supérieures, et y étant une fonction quelconque de p. ou
de cosh et de I'angle .

Cela posé, sil’on concoit une sphére dont le centre soit celui du sphé-
roide et dont le rayon soit a(1+ ay), ¢ et & étant supposés constants
dans y, il est clair que la valeur de V relative au sphéroide sera égale
a sa valeur relativement a cette sphére, plus a la valeur de V relative
a l'exces du sphéroide sur la sphere. La premiere de ces deux valeurs
¢tant, par Particle VI, égale a la masse de la sphere divisée par r,

al(14+ay) 2 ; : .
sera g‘.—:—-(}—"”)—- Quant & la seconde, on la déterminera en faisant,

dans I'expression intégrale de V,

H=0 el dR=aa(y'— y),

y' étant ce que devient y lorsqu’on y change 0 et = en 0’ et o'; on aura
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372 THEORIE DES ATTRACTIONS DES SPHEROIDES

ainsi, pour la valeur de V relative 2 un sphéroide trés peu différent de

la sphere,

!

3 2 % b o e ! 1 !
V:%“a(l—-{—:al)—-i—-aca’/ (y'—y)dw' di' sinf

Vit —2ar[cosfcost’ + sinfsinf cos(w — w')] + a*

Si I'on différentie celte équation par rapport a r, on aura

oV ., a(1+ ay)

(y'—y)dw'dd'sinb' | r — a[cos0 cos b+ sin 0 sin b’ cos(w —w')]|
+ aat -

3
| 72— 2ar[cos0 cost’ + sin0 sin*0 cos(w — w')] + a?|’

ce qui donne a la surface du sphéroide, olt 7= a(1 + ay),

! yoankc TokaT
F_?)_Y:-;-ﬂa(l-i—ocy)_l—aa/‘ (v'— y)dw' df' sin 6

— = — 2
i\ 1— coslcost’ —sinG sinf' cos(w — ')

mais la valeur de V devient dans ce cas

e ! T '
vz‘;'ﬂai(l+20€j)+rxa’/ (y'—y)dw'dl sinb

e S )
23/ 1— cosl cost’ —sinGsin b cos(w —w')

on a donc & la surface du sphéroide cette équation remarquable

(6)

aVv
— ﬂ'a_— = -}T‘.'ﬁg"f" {V.

Reprenons maintenant la formule de I'article IX

. U ym g U
V= - — + —

r rl 3 ar e

Puisque le sphéroide differe trés peu d'une sphere du rayon a, il est

évident que l'on aura, aux quantités pres de l'ordre o, V=1ix

a?
e |
r

d’ou il suit que dans la formule précédente : 1° la quantité U est
égale & jwa’, plus & une tres petite quantité de ordre «, et que nous
désignerons par U'®); 2¢ les quantités UM, U®), .., sont (rés petites de
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I'ordre «. Sil'on différentie cette formule par rapport & 7, on aura

oV = at TN UL IR A U T {1t
= ST AT e e

on aura par conséquent, & la surface ot 7 = a(1 + ay),

Ui UM 30®
—_‘.GTEG?‘(I’—2OCJ’)—I--—E—+ pe -‘r‘-“aT-

adV
or

La valeur précédente de V donne & cette surface

Ul um : U :
'.i—\r:%‘]':ui([._..ay)._i_.?;+-:ZI?T;-;3~+...,

en substituant done ces valeurs dans I'équation (6), on aura

Ul - 3um  50®
+

2 o

2y —
borwaly = G

Partant, si I'on congoit y sous cette forme

Y= YO - YO - YR 4 YO, .,

les quantités YO, Y, Y®, ... étant, ainsi que U™, UM, U@,
assujetties i celte équation aux différences partielles,
LOYD] Y
.a[“_‘u) 09] Jo*

0:::. o = +i(i+1) Y@,

on aura généralement, en comparant les fonctions semblables,

= -4_““ al+3 YD,
2041

d’ot1 'on tire

| =
-

G =

-~

3 2 3
Fhan (YO + ZYO 4 Z Y Zya g
r 3r Srt ¥ i
Il ne s’agit donc plus, pour avoir V, que de réduire y sous la forme

que nous venons de lui supposer. Nous allons donner pour cet objet
une méthode fort simple, lorsque I'équation de la surface dy sphé-
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roide, rapportée a trois coordonnées orthogonales, est une fonction
rationnelle et entiere de ces coordonnées.

XIV.

Si 'on nomme 2, y”, 5" ces coordonnées, I"équation de la surface

du sphéroide pourra étre mise sous cette forme

x“‘—i—_}"“*‘- z”’: ﬁ"[l + o (P (xﬂ" yw, zrr )],

e

o(x’, y”, z) étant une fonction rationnelle et entiere de 27, y”, 5"
Soit 7 le degré de cette fonction : comme elle est multipliée par «, on
pourra y substituer, au lieu de s, sa valeura* — a"* — y"2, qui est
approchée aux quantités prés de P'ordre «; elle sera ainsi composée
de deux parties : I'une rationnelle et entiére, en 2” et y”, de 'ordre ¢,
et 'autre rationnelle et entiere de l'ordre 7 — 1 et multipliée par

ya* — 2’ — y*. Le nombre des coefficients de la premiere partie est
(--‘+—I)2(H'—2)—, et celui des coefficients de la seconde est f(—‘;-l—), en
sorte que le nombre de coeflicients de la fonction entiere est (¢ + 1)*.

Cela posé, si 'on nomme, comme ci-dessus, (1 + ay) le rayon du
sphéroide; 0 angle que forme ce rayon avec I'axe des «”; = I'angle
que forme avec le plan des ” et des y” celui qui passe par I'axe des 2”
et par le point de la surface déterminé par les coordonnées z”, y”

et z; on aura, en faisant cosl = p,

2'=a(1+ ay)p,
y'=a(i+ay)1—picosw,
s"=a(1+ay)\1— p*sinw;

I’équation précédente donnera done, en négligeant les quantités de

lordre o2,

= o(ap, a\/i— p?cosw, a\1— p?sinm).
Cette derniere fonction peut étre mise sous la forme

YO - YO - YO YO,
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car, Y? étant une fonction rationnelle et entiére de p, (1 — p?)cosw
et /(1 — p*) sinw, qui satisfait & I'équation aux différences partielles

(1) 1Y)
ofe-mZ-]  Gr
0= —= it b — +i(i+1) YW,
] dp_ I_Iu..

il est visible qu’elle sera composée : 1° d’'une partic indépendante
de & et qui aura un coefficient indéterminé; 2° de parties multipliées

par
cosw, co0S2w, CO0S3w, ..., COSIw,

qui auront chacune un coefficient indéterminé; 3° de parties multi-
pliées par
sinw, sin2w, sindw, ..., siniw,
et qui auront chacune un coefficient indéterminé. Le nombre des coefli-
cients indéterminés de Y@ sera donc 27+ 1, et par conséquent celui
des coeflicients indéterminés de la fonetion Y - YV - Y -, 4 YO
sera (7 +1)%; il sera donc le méme que celui des coefficients de la
fonction g(ay, @yt — p? cosw, ayt — w*sinw), d'oi il suit que I'on
peut transformer la seconde de ces deux fonctions dans la premiere.
Cette possibilité étant une fois démontrée, on pourra exécuter la trans-
formation de la maniére suivante.
L'équation précédente aux différences partielles donne celle-ci

0F(YO 4 Y ..+ YD)

01— p?) (YO - Y, YD) o
+ —
dHE ]_H‘l
——1.2YM — 2, 3YM —,, — (i 41) YD)

ou, ce qui revient au méme,

i dy iy
ole-mi] | &
dp. 1— pt

= 1.aYM— 2, 3Y® —3.4Y®) 4. . —i(i 1) YO,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



376

THEORIE DES ATTRACTIONS DES SPHEROIDES]

En suivant ce procédé, il est aisé de voir que, si 'on fait

[ oy 'y

dh(l—#’)a‘p_] ot oL,
- 1— pt =

oy oty

ola—m%=] 2L
dp 11—t =0

P Jy(a) Ity

ofo-mge) 52
ap. : 1— pt =

on aura les ¢+ 1 équations

YO 4+ YO 4 YO . 4 YD =y,
1.2YD 0. 3Y® L Lo ({4 1) YD) = — yW1))
(1.2 YO 4 (2.32Y® .. .+ [{(F+ 1)Y= y),

(1.3) YO - (2.3) Y ® e oo [E(4 4+ )] Y D = (— 1)yt

On déterminera, au moyen de ces équations, les ¢ + 1 quantités Y%,
YO, YO, .., ce qui sera d’autant plus facile que chaque inconnue
étant, dans ces diverses équations, multipliée par les puissances suc-
cessives d'un méme nombre, il existe des méthodes (rés simples pour
avoir, dans ce cas, les inconnues.

Les expressions de y", y®, ... se présentent sous une forme frac-
tionnaire; mais, puisqu’elles sont égales a la somme des fonctions
" entidres YO, Y, Y®,
a priori, qu'elles doivent étre, ainsi que y, des fonctions rationnelles

., multipliées par des constantes, on voit,

et entieres de

Py V1—pieosw et \1—prsinm.

Le nombre des quantités Y@, Y, ... est fini toutes les fois que
I’équation du sphéroide est une fonction finie et rationnelle de a7,
Y’, 5". Dans ce cas, la formule (7) de I'article précédent se termine,

et le nombre de ses termes est égal au degré de I'équation du sphé-
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roide, augmenté de deux unités. Si cette équation était telle que I'on
euty =Y, la valeur de V relative a I'exces du sphéroide sur la sphére

dont le rayon est @, ou, ce qui revient au méme, a une couche sphé-
a’;‘aﬂa”" @.
(2¢—+41)rit! :

cette valeur serait, par conséquent, proportionnelle a y, et il est
visible que ce n’est que dans ce cas que cette proportionnalité peut
avoir lieu.

Lorsque la surface du sphéroide est du second ordre, on peut, en
déterminant convenablement I'origine des coordonnées, réduire son
équation a cette forme y = Y®; ainsi la valeur de V, relative a I'excés
de ce sphéroide sur une sphére dont le rayon est @, est proportion-
nelle i '’excés du rayon du sphéroide sur celui de la sphére.

rique dont le rayon est a et I'épaisseur acay, serait

XV.

Supposons maintenant le point attiré dans I'intérieur du sphéroide;

nous aurons, par I'article XII,

V=ama— 2inrt4p0 ol p 4o p2p Bl p3g )

PR O] , e
o étant égala | o dRdo’ d0sin(, et cette valeur étant relative &
une couche dont la surface intérieure est sphérique et de rayon a, et
dont le rayon de la surface extérieure est R’, en sorte que, si I'on fait
R = a(1+ ay’), y’ étant une fonction de o’ et de 0, semblable a celle
de y en & et 0, on aura, aux quantités pres de Uordre o,

fi(0) o a‘%&fy' Q) dw' 9’ sin§'.

Maintenant on a, par l'article XIII, relativement aux points exté-

rieurs,

+ = ,

a® Ut ygm g
—_— + ._.2-- 3 -
r I fpe r

vk
i s

. g a’., g £ry s
etil est clair que, 3= — étant la valeur de V relative 4 une sphéere dont

U U - . e
+ =3 ... de P'expression précédente

le rayon est a, la partie —

OFuvres de L. — X. '[;8
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de V est relative a une couche dont le rayon intérieur est @, et dont le
rayon extérieur est @(1 + ey). Or on a, parl'article IX,

uw :fR‘”a’B Q') dw' db' sinb';

ainsi, pour que cette valeur soit uniquement relative i la couche dont
nous venons de parler, il faut que, en ne prenant 'intégrale relative
a R que depuis R = o jusqu’a R = a, on ait U = o. On aura la partie
de U® qui dépend de I'intégrale prise depuis R = a jusqu'a R = R’ ou
R = a(1 + ay’) en faisant dans cette expression R = a et dR=uaay’,

d’ot1 'on tire
U) — g aqi+? ['y’Qi”dm' di' sin0',

partant

mais on a, par l'article XIII,

i3
U — ‘5;"1.'5_“_ Y ().
2041 i

done
Lo

pllfemr T
(2i+1)a—?

La valeur de V relative & un point intérieur sera ainsi

. r! ]
(8) V=oana®— inri+ fana* (YO + N Ty SO P R
’ da da? 7at

XVI.

Cette formule et la formule (7) de I'article XIIT embrassent toute la
théorie des attractions des sphéroides homogenes; il est facile d’en tirer
celle des attractions des sphéroides hétérogénes, quelle que soit la
loi de la variation de la figure et de la densité de leurs couches. Pour
cela, soit a(1 + ay) le rayon d'une des couches d’un sphéroide hété-
rogéne, et supposons que y soit sous cette forme Y© 4 Y4 Y
les coefficients qui entrent dans les quantités Y@, YO, .. étant des
fonctions de a, et par conséquent variables d’une couche a I'autre. Si
Pon prend la différentielle en @ de la valeur de V donnée par la for-
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mule (7) de P'article XIII, et que I'on nomme p la densité de la couche
dont le rayon est a(1 + ay), p étant une fonction de «, la valeur de V
correspondante & cette couche sera, pour un point extérieur,

47 dat - 42T ‘pd(asY(D}—F-——Ym—l—‘—— Yo 4. )

cette valeur sera donc, relativement au sphéroide entier,
pe AT fam sy Ly Zyo - Ly
(9) \“:ﬂtfpda’-%— Tfpd(aY“+§~;Yf +5?Y +;'—3Y e b

les intégrales étant prises depuis @ = o jusqu’a la valeur de @ qui a
lieu & la surface du sphéroide et que nous désignerons par a.

Pour avoir la valeur de V relative & un point intérieur, on détermi-
nera d’abord la partie de cette valeur qui est relative a toutes les
couches dans I'intérieur desquelles ce point se trouve, on lui ajoutera
ensuite l'autre partie de cette valeur, qui est relative a toutes les
couches auxquelles ce point est extérieur.

On aura la premiére de ces deux parties en différentiant la for-
mule (8) par rapport & @; en multipliant ensuite cette différentielle
par g et en en prenant I'intégrale depuis @ = a jusqu’a a = a, a étant
la valeur de @ relative a la couche sur laquelle se trouve le point attiré.
On aura ainsi pour cette premiere partie de V

21rjpda2—l—4ocr pd( a*Y(©) ——Y“J+—-Yf”+a—Yf”-1 )
La seconde partie de V sera, par ce qui précede,

5?'-/'9 da® - ____fpd(aaym_!_ __Y{1}+ )

ces dernieres intégrales étant prises depuis @ = o jusqu’a @ =a. On
aura donc, pour la valeur entiére de V relative & un point intérieur,

\"2*‘:_/.0 da® -+ Lo pd(a’Yf°J+ YHJ_|_. Ym_:r, -7——Yf”—|— )

(10) i =
? —i—é—ﬁfpd’ﬁ-' de(a3Y<“?+3 YU S_rEYm'i"”‘)'
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les deux premiéres intégrales étant prises depuis ¢ = a jusqu’a a = a,
et les deux derniéres étant prises depuis @ = o jusqu’a a = a. 1l faut,

de plus, aprés les intégrations, substituer @ au lieu de  dans les termes

iplié L AP | e ; AR dad
multipliés par «, et —== au licu de - dans le terme Brjpda §

QUATRIEME SECTION.

De la figure des planétes.

XVII.

I’observation nous apprend que les planetes sont des sphéroides
tres peu différents de la sphere, et I'analogie nous porte & penser que,
semblables & la Terre, elles sont recouvertes, au moins en partie, d’un
fluide en équilibre : ce sont les conditions de cet équilibre qui déter-
minent leurs figures et, par cette raison, nous allons rappeler ici I'é-
quation générale de I'équilibre d'une masse fluide sollicitée par des
forces quelconques.

Si I'on nomme p la densité d'une molécule fluide; II la pression
qu’elle éprouve; F, ', F”, ... les forces dont elle est animée; df, df’,
df’, ... les ¢léments des directions de ces forces, I'équation générale
de I’équilibre de la masse fluide sera, comme 'on sait,

dll

= =Fdf - Fdf' - Fdf'....
Supposons que le second membre de cette équation soit une diffé-
rence exacte, II sera nécessairement fonction de p; ainsi, relativement
aux couches de densité constante, on aura d1I = o et, par conséquent,

o=Fdf +F df' -+ F'df"+ ...,
squation qui indique que la résultante de toutes les forces F', ', F7, ...
est perpendiculaire & la surface de ces couches, en sorte qu’elles sont

en méme temps couches de nigeau. 11 étant nul a la surface extérieure,
p doit y étre constant, et la résultante de toutes les forces qui animent
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chaque molécule de cette surface lui est perpendiculaire; cette résul-
tante est ce que I'on nomme pesanteur. Les conditions générales de
Péquilibre d'une masse fluide sont donc : 1° que la direction de la
pesanteur soit perpendiculaire a chaque point de sa surface extérieure;
2° que, dans 'intérieur de la masse, les directions de la pesanteur de
chaque molécule soient perpendiculaires a la surface des couches de
densité constante. Comme on peut, dans l'intérieur d’'une masse ho-
mogéne, prendre telles couches que I'on veut pour couches de densité
constante, la seconde des deux équations précédentes de I'équilibre
est toujours satisfaite, et il suffit pour 'équilibre que la premitre soit
remplie, ¢’est-a-dire que la résultante de toutes les forces qui animent
chaque molécule de la surface extérieure soit perpendiculaire a cette
surface.

Relativement aux planétes, les forces F, F', ¥, ... sont produites
par l'attraction de leurs molécules, par la force centrifuge due a leur
mouvement de rotation et par I'attraction de corps étrangers. Il est
facile de s’assurer que, dans ce cas, la différence Fdf+ F' df" +. .. est
“exacte; mais on le verra clairement par I'analyse que nous allons
faire de ces différentes forces, en déterminant la partie de D'intégrale
J(Fdf+TF df +...) qui est relative & chacune d’elles.

Si I'on nomme dM une molécule quelconque du sphéroide et /sa
distance a la molécule attirée, son action sur cette derniere molécule

sera ‘;—E’; en multipliant cette action par I'élément de sa direction, qui

est — df, puisqu’elle tend a diminuer /, on aura, relativement i 'ac-

tion de la molécule dM,

_aM
SRdf= 7

d’otr il suit que la partie de l'intégrale f(Fdf—I— Fdf+...) qui
dépend de P'attraction des molécules du sphéroide est égale a la
somme de toutes ces molécules divisée par leurs distances respec-
tives & la molécule attirée : nous représenterons cette somme par V,
comme nous l’avons fait précédemment.
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Dans la théorie de la figure des planetes, on ne se propose point de
déterminer leur équilibre dans I'espace absolu, mais seulement I’équi-
libre de toutes leurs parties autour de leurs centres de gravité ; il faut
done transporter, en sens contraire a la molécule attirée, toutes les
forces dont ce centre est animé en vertu de l'action réciproque de
toutes les parties du sphéroide; mais on sait que, par la propriété de
ce centre, la résultante de toutes ces actions sur ce point est nulle; il
n’y a done rien a ajouter & V pour avoir 'effet total de I'attraction du
sphéroide sur la molécule attirée.

Pour déterminer I'effet de la force centrifuge, nous supposerons la
position de la molécule délerminée ‘par les trois coordonnées x”, y”
et z”, dont nous fixerons 'origine au centre méme de gravité du sphé-
roide; nous supposerons ensuite que I'axe des 2" est I'axe de rotation
et que g exprime la force centrifuge due a la vitesse de rotation, ala
distance 1 de 'axe. Cette force sera nulle dans le sens des z” et égale a
gy" et gz” dans le sens des y” et des z”; en multipliant donc ces deux
derniéres forces respectivement par les éléments dy” et dz” de leurs
directions, on aura ;g(y”* -+ z”%) pour la partie de I'intégrale
[(Fdf+Fdf +...), qui est due ala force centrifuge du mouve-
ment de rotation,

Si l'on nomme, comme ci-dessus, r la distance de la molécule attirée
au centre de gravité du sphéroide; 0 I'angle que forme le rayon 7 avec
I'axe des @”, et w I'angle que forme le plan qui passe par I'axe des 2"
et par cette molécule avec le plan des 2” et des y”; enfin, si I'on fait

cosl = p, on aura
ot =ry, y'=ryi—p?cosm, s'=ryi1— psinw,

d’ou I'on tire
18+ =180 (0 —p).

Nous mettrons cette derniere quantité sous la forme suivante
sgri—ggri(pi—y3)

pour assimiler ses termes & ceux de V, c’est-a-dire pour leur donner
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la propriété de satisfaire a I'équation aux différences partielles

2

ofu—m%] 5=
= d‘UL-—P 28 +i(i+1)P
i n 1— p? : .

dans laquelle P est un terme quelconque et ¢ 'exposant de sa plus
haute puissance en ., car il est clair que chacun des deux termes
s8rt et — Lgr*(p®— 1) satisfait a I'équation précédente. Il nous reste

présentement a déterminer la partie de 'intégrale
SFRaf+Fdf'+...)

qui résulte de I'action des corps étrangers.
Soient S la masse d’un de ces corps; f sa distance a la molécule
attirée, et s la distance au centre de gravité du sphéroide. Son attrac-

tion sur la molécule sera %; en la multipliant par ’élément — df de
sa direction et en I'intégrant ensuite, on aura;- Ce n’est pas la partie
entivre de lintégrale [(Fdf+F'df'+...) due a I'action de S; il faut
encore transporter en sens contraire 4 la molécule ’action de ce corps

sur le centre de gravité du éroide : pour cela, nommons v angle
I tre de gravité du sphéroide : p la, no 'angl

que forme s avee I'axe des 7, et ¢ 'angle que forme le plan qui passe
par cet axe et par le corps S avec le plan des 2” et des y”; P'action ?i

de ce corps sur le centre de gravité du sphéroide, décomposée paral-
lélement aux axes des «”, des y” et des z”, produira les trois forces
suivantes (') :

2

S S
2 €08, S——,suucosn}:, asinvsing.
En les transportant en sens contraire a la molécule attirée, ce qui

(1) Laplace avait pris pour ces forces des expressions inexactes, savoir
S S S
;?(,rcosv—x”), ?3—(.; sinv cosy — "), ;3(.9511‘.\» siny — z").

11 a corrigé celte méprise dans la Meceanique eéleste. Nous dvons cru pouvoir faire la
correction dans le Mémoire acluel. (Note de I’ Editeur.)
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revient a les faire précéder du signe —, en les multipliant ensuite
respectivement par les éléments dz”, dy” et dz” de leurs directions et
en les intégrant, la somme de ces intégrales sera

S ; e
— — (2" cosv + y" sinv cosy +- 5" sinv sin) +- const.
S

La partie entiére de I'intégrale f(Fdf—!— F'df’+...) due a I'action
du corps S sera donc

Sia S ; ST
= — = (&" cosv + y"sinv cosy + z"sinv siny) - const.,
5

1
et comme cette quantité doit étre nulle par rapport au centre de gra-
vité du sphéroide, que nous supposons immobile, et que, relative-

P

ment i ce point, / devient s, et «”, y”, 5” sont nuls, on a

const, —=—

“un

Maintenant / est égal a

V(scosy — 2")* - (ssinvy cosq;:-y” )2+ (ssinvsin — z")?,
ce qui donne, en substituant pour 27, y” et 5” leurs valeurs,

S ; S

S Js*—asr[cos0 cosvy + sinfdsinv cos(w — )] -

Si I'on réduit cette quantité dans une suite descendante par rapport
aux puissances de s, et que I'on représente cette suite par la suivante

5 PO Zpwy Lpery .
s S L3

il est aisé de voir, par I'article X, que, en faisant
cos0 cosv -+ sinf sinv cos(w — ) =4,

on aura généralement

piy— K35, (20 —1) [5:: =1 50 i(i—1)(1—2) (t— 3)6"—‘—...].

TN T a(zi—) 2.4(2i—1) (20— 3)
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Il résulte d'ailleurs de I'article IX que I'on a

0 1Pl
9 [(: — i3] 05; ] ——d(}z,
T O g IR

en sorte que les termes de la série précédente ont cette propriété: com-

mune avec ceux de V. On aura, cela posé,

wn

S : DRaliEs
— — = (2" cosv + y"sinv cosy + 3" sinv sind) — -?_

G
-y 2 . 3
Senishoh polpaiy Dpwmy ).
s 3 s

S'il y a d’autres corps §', 8, ..., en désignant par s, v, &', P’, 5", v/,
J”, P”, ... relativement a ces différents corps, ce que nous avons
nommé s, v, g, P, relativement au corps S, on aura les parties de I'in-
tégrale

SEdf+Fdf'+...)

dues & leur action, en marquant successivement d’un trait, de deux
traits, ete. les lettres s, v, ¢, P dans I'expression précédente de la
partie de cette intégrale qui est due & I'action du corps S.

Si 'on rassemble toutes les parties de cette intégrale et que 'on

fasse

o étant un trés petit coefficient, parce que la condition d'un sphé-
roide tres peu différent de la sphére exige que les forces perturba-
trices soient tres petites, on aura

[(Fdf4-F df +..) =V+ art(ZO+ 2O+ rZ® + 110 . .),

GFuvres de L. — X. {IQ
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7. satisfaisant, quel que soit 7, & I'équation aux différences partielles
QL Q7D

— ity A s

0[(1 &) dp. ] Jm?

7 g )20,

D=
[’équation générale de I'équilibre sera donc

a1l 3 > 7 p
(11) = =V art (ZO+ 20+ 10+ 120 +..).

Si les corps étrangers sont tres éloignés du sphéroide, on pourra
négliger les quantités 7°Z%®, r'Z™, ..., parce que, les différents
termes de ces quantités étant divisés respectivement par s, s°, ...,
, 8%, ..., ces termes deviennent tres petits lorsque s est tres grand
par rapport & 7. Ce cas a lieu pour les planétes et pour les satellites, a
I'exception de Saturne dont I'anneau est trop pres de sa surface pour
n’avoir pas égard aux termes précédents. Il faut done, dans la théorie
de la figure de cette planéte, prolonger indéfiniment le second membre
de la formule (r1), qui a Pavantage de former une série toujours con-
vergente; et comme alors le nombre des corpuscules extérieurs au
sphéroide est infini, les valeurs de Z, Z®, ... seront données en
intégrales définies, dépendantes de la figure et de la constitution
intérieure de 'anneau de Saturne.

On peut observer que, si le sphéroide est formé d’un noyau solide
de figure quelconque recouvert par un fluide, I'équation (11) peut
servir encore a déterminer la nature des couches de la partie fluide,
en considérant que IT doit toujours étre fonction de p et qu’ainsi le
second membre de cette équation doit étre constant i la surface exté-
rieure et i celles de toutes les couches de densité constante.

XVIIL
Considérons d’abord le cas ot le sphéroide est homogéne. Nous

avons vu dans l'article précédent qu’il suffit alors que I'on ait a la

surface extérieure

(12) V- art(ZO 23 4 pZ3) 4 P22 4| ) = const.
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Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de V, sa valeur donnée
par la formule (7) de 'article XIII, on aura

bra* fLormad

2
(0) (1) 7(2)
e (Y +3Y+5\—=—..)

A= o P2 (L0 - 7 - p L) - P2 ) = consl.;

ce sera I'équation de la surface du sphéroide, en y substituant, au lieu
de r, sa valeur a la surface

a(t4ay) ou a+ aa(YO® -+ YO+ Y4, . .),
On aura ainsi, en négligeant les quantités de l'ordre a?,

const, = +ma® -+ g‘%—-— (YO —1Y® _2YO) - 2YM —...)

e ot (ZN} i ALY - al®) = a'ﬁzt“+_ . .)‘

On peut supposer a tel que 5wa* == const., et, comme les fonctions Y
et Z¥ sont semblables, ¢’est-h-dire assujetties i la méme équation aunx
différences partielles, leur comparaison dans 1'équation précédente

donnera généralement, ¢ étant plus grand que l'unité,

yo— S 2kt —2 70,
8 {—1

¢quation que Pon peut mettre sous cette forme
vz Sl s [ri-tari,
iw
Pintégrale étant prise depuis 7= o jusqu’a r = a. On aura de plus
YO —=— izm.
8m

De la, il est facile de conclure que le rayon a(1+ ay) du sphéroide
sera donné par I'équation suivante

3o
‘a(l-i—ocy)—-" la —Tl“”—t—ch“J 4~3 (/:z:+ al® 4 @M + .. )
bm '

(13)< o |
9 ()
| 4= ._: fdr(Z‘”"i- er 2 Jm 2 ) -
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Celte équation peut étre mise sous une forme finie, en observant que,

par I'article précédent, on a

2 (L) P L+ 2B ) =— ;i(w-_g)
S 83 S
——— ot .
sr sir s — asrd 4 12
SJ‘
7

en sorte que 'intégrale J‘dr(Z‘“’—i— rZ® +...) est facile a déterminer
par les méthodes connues.

L’équation précédente du sphéroide homogéne en équilibre ren-
ferme l'indéterminée a et la fonction Y, qui, devant satisfaire &
I'équation aux différences partielles

own" Py

PR Y Bl
0_0[(1 #) dp dw*

1)
op 3 !H_P.,—l—zY‘ )

est de cette forme
Hp +H'\1— p?cosw + H" /1 — p? sinw,

H, H’, H” étant des coefficients indéterminés. On déterminera ces con-
stantes par la condition que I'origine des coordonnées, d’olt nous sup-
posons partir les rayons du sphéroide, est a son centre de gravité,
¢t par la masse M du sphéroide, que nous supposerons connue. Ces
données fournissent les quatre équations suivantes

ozlf‘_ypdydm,

o= [ydpdw\i—=p?cosw,
o= [ydpds\/i—p?sinw,
_;.ma_aaafydpdmzm.

I'intégrale relative & . étant prise depuis =1 jusqu'a p= —1, et
I'intégrale relative & w étant prise depuis o = o jusqu’a o = 360°.
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Pour exécuter ces intégrations, nous allons démontrer un théoréme
trés général sur les fonctions de la nature de Y :

St Y@ et U™ sont des fonctions rationnelles et enticres de (ry \/ 1 — 17 ¢0SG
el 1 — u?sinw, qui satisfont aux deux équations suivantes

YD YW

ol a—w) -
d liog ek, 7
0= — M 24, — 4+ i)Y,
i AU U
| (1— pb)
0 Jw* T &
e e

on aura généralement
/‘Ym U dp. doy = o,

lorsque @ et i’ seront des nombres entiers, positifs et différents entre eux,
les intégrales étant prises depuis . =1 jusqu'a p. = —1 et depuis o = o
Jusqi'a o = 360°.

Pour démontrer ce théoreme, nous observerons que, en vertu de la
premiére des deux équations précédentes, on a

o[1=p 2]
I— pt)——
YO U dp.des = — - fU(f'J 2P dp. dw

(i+1) Jdp

02y
o mabled (1) 002 T s
£(£+1)/U T P dw

or on a, en intégrant par parties relativement & .,

Sl ]
(i) L -
U T d

N
— X1 v b (1 — uty 98° (i) (J3H e
=S pOUB SV S S - dp;

et il est clair que, si I'on prend lintégrale depuis =1 jusqu'a
uw=—1, le second membre de cette équation se réduit i son dernier
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terme. On a pareillement, en intégrant par parties relativement a ,

NP (I () JU) 9*U)
(£) S | | L) et Y A [ J___-__
fU - dw Uo— Yo f\ o dw,

dw

et ce second membre se réduit encore a4 son dernier terme lorsque
Pintégrale est prise depuis o= o jusqu'a & = 360°; on aura donc

ainsi
i) LT
| -]
T(6) [1ie) —_ ’
[ YD U dp dos = =u+ o ey

d’ont I'on tire, en vertu de la seconde des deux équations précédentes

aux différences partielles,

G ve 3 B (i'+1) () 108
Jym[}{r)d‘udm ~———-(+l}ji U dp. des.

On aura done .
: o= [YO U dyds

lorsque 7 est différent de 7.
Les quantités z, y1 — p? cosw, Y1 — p* sing étant comprises dans
la forme U™, si 'on substitue, dans les trois équations
o:fypdpdm,
O:fydpdm\/l—-p’cosw,
o= fydpdm\/r::? sinw,
au lieu de y, sa valeur YO+ Y+ Y® .., elles se réduisent par le
théoréme précédent aux trois suivantes :
0= I'Yf”pdlu. dm,
0= /"YUJ({ILL dw\/1— p? cosw,
0= [Y“J(!pdww—- sinw,

d’ou il est aisé de conelure Y = o.

L’équation :
tmat— Omaj ydpdo =M
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se réduit a celle-ci
irad—aat [YOdpdo=M;

- . 3 LJ
en substituant done, au lieu de Y, sa valeur — i Z, on aura
1

_ ([, 3aZ® 3/3M
S i 4w

XIX.

L’équation (12) de I'article précédent a non seulement P'avantage
de faire connaitre la figure du sphéroide, mais encore celui de donner,
par sa différentiation, la loi de la pesanteur & sa surface, car il est
visible que le premier membre de cette équation étant Pintégrale de la
somme de toutes les forces dont chaque molécule est animée a la sur-
face, multipliées par les éléments de leurs directions respectives, on
aura la partie de la résultante qui agit suivant le rayon , en différen-
tiant ce premier membre par rapport a r; ainsi, en nommant p la force
dont une molécule de la surface est sollicitée vers le centre du sphé-

roide, on aura

_—— ﬂ — i (r2Z00 + p2Z3) - PB4, L L)
dr dar

: ; ; : . av :
Si I'on substitue dans cette équation, au lieu de — 577 84 valeur 2 la
N Vv : o e . : |
surface, 37a + —, donnée par I'équation (6) de I'article XIII, et, au
lieu de V, sa valeur donnée par I'équation (12); si I'on observe ensuite
que nous avons supposé a tel que la constante de cette derniére équa-
tion est égale & ywa?, on aura
‘ p=tna—Ltaa(ZO+I®+al® +a’l® +...)

h
¢a) a s adi(ﬂzr‘”—i- PO 4 IO 4, L),
F

r devant étre changé en @ apres les différentiations, dans ce second
membre, qui, par l'article précédent, peut toujours se réduire a une

fonction finie.
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p ne représente pas exactement la pesanteur, mais seulement la
partie de cette force dirigée vers le centre du sphéroide, en la suppo-
sant décomposée en deux, dont I'une soit perpendiculaire au rayon r,
et dont Pautre p soit dirigée suivant ce rayon. Le sphéroide différant
tres peu de la sphere, la premiére force sera trés petite de ordre o;
en la désignant done par ay, la pesanteur sera égale a yp? + o*y?,
quantit¢ qui, en négligeant les termes de l'ordre «?, se réduit a p.
Nous pouvons ainsi considérer p comme exprimant la pesanteur a la
surface du sphéroide, en sorte que les équations (13) et (14) déter-
minant et la figure des sphéroides homogenes et la loi de la pesanteur
a leur surface, elles renferment une théorie compléte de ces sphé-
roides, dans la supposition ou ils different tres pen d’une sphere.

Si les corps étrangers S, S, 87, ... sont nuls, et que le sphéroide ne
soit, par conséquent, sollicité que par 'attraction de ses molécules et
par la force centrifuge de son mouvement de rotation, ce qui est le cas
de la Terre et de toutes les planttes premieres, a 'exception de Sa-
turne, on trouvera, en désignant par ¢ le rapport de la force centri-
fuge a la pesanteur a 'équateur, rapport qui est a trés peu preés égal
a —:—s

il a(i+oay)= a(1+19—top?),

p=ima(1—to-+ fop?),

il e i bt
g —{(1-=20) %T‘:’

le sphéroide est done alors un ellipsoide de révolution, sur lequel les
accroissements de la pesanteur et les diminutions des rayons, en allant
de I'équateur aux poles, sont proportionnels au carré du sinus de la
latitude, . étant & tres peu pres égal i ce sinus.

XX.

Les déterminations précédentes sont données directement par I’Ana-
lyse et indépendamment de toute hypothése; I'équation (14) a, de
plus, Pavantage d’étre indépendante. des séries, puisque nous en

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ET DE LA FIGURE DES PLANETES. 393

avons éliminé V et %’! au moyen des équations (6) et (12) des arti-
cles XIII et XVIII; il n’en est pas ainsi de I'équation (13), et cela peut
faire craindre qu’elle ne renferme pas toutes les figures d’équilibre
dont le sphéroide est susceptible : nous allons ainsi déterminer ces
figures directement et indépendamment des suites.

Supposons d’abord que le sphéroide soit de révolution, et que son
rayon soit @(1+ ey), y étant une fonction de cos0 ou de p., et 0 étant
I'angle que forme ce rayon avec I'axe de révolution. Sil'on nomme /
une droite quelconque menée de I'extrémité de ce rayon dans I'inté-
rieur du sphéroide; p le complément de I'angle que forme cette
droite avec le plan qui passe par le rayon a(1 -+ ay) et par 'axe de
révolution; ¢ 'angle formé par la projection de / sur ce plan et par le
rayon; enfin, si 'on nomme V la somme de toutes les molécules du
sphéroide divisées par leurs distances & la molécule placée a I'extré-
mité du rayon a(1+ay), chaque molécule étant égale a /*dfdpdgsinp,
on aura, comme dans 'article II,

V:%fff’“dpdqsinp,

S étant ce que devient /& la sortie du sphéroide. Il faut maintenant
déterminer /” en fonction de p et de g.

Pour cela, nous observerons que, si I'on nomme 0’ la valeur de 0
relative & ce point de sortie et a(1 -+ ay’) le rayon correspondant du
sphéroide, y” étant une pareille fonction de cos’ ou de p’ que y Iest
de v, il est facile de s’assurer, par la Trigonométrie, que le cosinus
de langle formé par les deux droites /” et a(1+ ay) est égal a
sinp cosg, et qu’ainsi, dans le triangle rectiligne formé par les trois
droites /', a(1 +ay) et a(x +ay’), on a

" aA(1+oay' = f?—2af'(1+ay)sinp cosqg + a*(1 + ay).
Cette équation donne pour /”* deux valeurs; mais I'une d’elles étant
de l'ordre «?, elle est nulle lorsqu’on néglige les quantités de cet
ordre, et I'autre devient
f?=fha*sin?pcostq(1+2ay) +faa*(y'—y),

OFEuvres de L. — X. S50
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ce qui donne
Y= za‘f:fdp dgsinp [(1+2ay) sin?p cos®q + a(y'— y)].

Il est visible que les intégrales doivent étre prises depuis p et ¢, égaux
a zéro jusqu’a p et g, égaux a 180°; on aura ainsi

V=inra*—tana’y +aza [ [dpdgy'sinp.

Y’ étant une fonction de cos?’, il faut déterminer ce cosinus en fonc-
tion de p et de ¢; on pourra dans cette détermination négliger les
quantités de I'ordre o, puisque y’ est déja multiplié par «; cela posé,
on trouvera facilement

acosf'= (a— f'sinp cosq) cosf 4 f'sinp singsinb,
d’ott 'on tire, en substituant pour /” sa valeur 2asinp cosq,
p'=cos*p — sin?*p cos(2q - 0).

On doit observer ici, relativement a I'intégrale fjbf’dp dgsinp prise
par rapport & ¢ depuis 2¢ = o jusqu’a 2¢g = 360°, que le résultat

serait le méme si I'on prenait cette intégrale depuis 2¢g =— 0 jusqu’a
2q = 360°— 0, parce que les valeurs de p’, et par conséquent celles
de y/, sont les mémes depuis 2¢g =— 0 jusqu'a 2¢=o0 que depuis
2¢ = 360° — 0 jusqu’'d 2¢ = 360°; en supposant donc 2¢ + 0 = ¢/, ce
qui donne

. = cos?*p — sin*p cosq’,
on aura

V= et amay o [ dodysing,

les intégrales étant prises depuis p = o jusqu’a p =180°, et depuis
q'= o jusqu’a ¢'= 360°.

Maintenant, si I'on désigne par @*N l'intégrale de toutes les forces
étrangéres a l'attraction du sphéroide et multipliées par les éléments
de leurs directions, on aura par I'article XVII, dans le cas de 'équi-

libre,
const, =V 4 a®N,
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et, en substituant au lieu de V sa valeur, on aura
const. =§any —a f‘f_y’dp dq'sinp — N,

équation qui n’est visiblement que I'équation (12) de I'article XVIII,
présentée sous une autre forme. Cette équation étant linéaire, il en ré-
sulte que, si un nombre quelconque ¢ de rayons a(1+ay), a(1+ay), ..
y satisfont, le rayon a(1 + ay + a¢ +...) y satisfera pareillement (*).
Supposons que les forces étrangeres se réduisent & la force centri-
fuge due au mouvement de rotation du sphéroide, et nommons g
cette force a la distance 1 de I'axe de rotation; nous aurons, par l'ar-

ticle XVII,
N %(l — [22);

I’équation de I’équilibre sera, par conséquent,
const. = any — acffy’dpdg’sinp —ie(1—pb)
En la différentiant trois fois de suite relativement a p, et en observant

0 r
que _d% = cos’p, on aura

‘f:— f[dpdr; smpcns‘p?} =
oron a
ffdpdq’sinpcosﬁp: {'?ﬂ

on pourra donc mettre I’équation précédente sous cette forme

2%y
_ffdpdq sinp cos p(d d}’- dp.”)'

Cette équation doit avoir lieu quel que soit ¢, en sorte que p. doit dis-
paraitre avec les intégrations; or il est clair que, parmi toutes les
valeurs de p. comprises depuis . =1 jusqu'a . = — 1, il en existe une
que nous désignerons par 4 et qui est telle que, abstraction faite du

(1) 11 faudrait prendre la moyenne des rayons, a[r - %()’ G0+ .)].

( Note de I’ Editeur.)
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: 0 : :
signe, aucune des valeurs de 3;{ ne surpassera celle qui est relative

a /; en désignant donc par H cette derniére valeur, on aura encore

3l
o :ffdpdq’sinpcos‘p (%ll—j—P"}:;)‘

34
g—}%l est évidemment du méme signe que H, et le fac-

teur sinp cos®p est constamment positif dans toute I'étendue de I'inté-

La quantité tH —

grale; les éléments de cette intégrale sont done tous du méme signe
que H, d’oli il suit que I'intégrale entiere ne peut étre nulle, & moins
que H ne le soit lui-méme, ce qui exige que I'on ait généralement

ay

0= t‘)'p“

» d’ottl’on tire, en intégrant,
y=Il+ mp + np?,

l, m, n élant des constantes arbitraires.

Si l'on fixe I'origine des rayons au milieu de I'axe de révolution et
que 'on prenne pour @ la moitié de cet axe, y sera nul lorsque g =1
et lorsque p. = — 1, ce qui donne m = o et n = —{; y devient ainsi
[(x— p?). En substituant cette valeur dans I'équation de I'équilibre

const. = %any —a /:fy’ dpdq'sinp — $g(1— pb),
on trouvera

]50‘
— —_-‘?- = T0,
167 :

e

o étant le rapport de la force centrifuge a la pesanteur a I'équateur,

rapport qui est & tres peu pres égal a i’—’(‘:; le rayon du sphéroide sera
= 1T X

donca | 1+ 523({ — p.‘)], d’out il suit que ce sphéroide est un ellip-

soide de révolution, ce qui est conforme a ce qui précede.

Nous voila ainsi parvenu a déterminer directement et indépendam-
ment des suites la figure d'un sphéroide homogéne de révolution qui
tourne sur son axe, et a faire voir qu’elle ne peut étre que celle d’un
ellipsoide qui se réduit & une sphére lorsque ¢ = o, en sorte que la
sphere est la seule figure de révolution qui satisfasse a I'équilibre
d’une masse fluide homogéne immobile.
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De Ia on peut généralement conclure que si la masse fluide est solli-
citée par des forces quelconques tres petites, il n’y a qu'une seule
figure possible d’équilibre, ou, ce qui revient au méme, il n'y a qu'un
seul rayon a(1 4+ ay) qui puisse satisfaire a I'équation de I'équilibre

const.— tanmy — ocf.f'y’ dp dq' sinp — N,

y étant fonction de 0 et de la longitude o, et y’ étant ce que devient y
lorsqu’on y change 0 et = en 0’ et o',

Supposons, en effet, qu’il y ait deux rayons différents a(1 + ay) et
a(1+ ay + av) qui satisfassent i cette équation, on aura

const.= jan(y + ¢) —oc'/:f(y’—f- ¢')dp dq' sinp — N.
En retranchant I'équation précédente de celle-ci, on aura
const. = £mo -—j:f'v' dp dq' sin p.

Cette équation estvisiblement celle d'un sphéroide homogene en équi-
libre, dont le rayon est a(1+ «¢), et qui n’est sollicité par aucune
force étrangere a 'attraction de ses molécules. L’angle = disparaissant
de lui-méme dans cette équation, le rayon a(1-+a¢) y satisferait
encore en y changeant & successivement dans o+ do, o+ 2do, ...,
d’ou il suit que, si 'on nomme ¢,, ¢,, ... ce que devient ¢ en vertu de
ces changements, le rayon a(1+ avds + av, ds + av,do +...) ou
a1+ a:fvda:) satisfera a I'équation précédente. Si I'on prend I'inté-
gralebfvdm depuis o = o jusqu’d = = 360°, le rayon a(1+ ocfvdw)
devient celui d’un sphéroide de révolution qui, par ce qui précéde, ne
peut étre qu’une sphere. Voyons la condition qui en résulte pour ¢.
Supposons que a soit la plus courte distance du centre de gravité du
sphéroide, dont le rayon est a(1 + a¢), a la surface, et que le pole ou
I'origine de 'angle 0 soit & I'extrémité de a; ¢ sera nul au pole et positif
partout ailleurs; il en sera de méme de 'intégrale fvdm. Maintenant,
puisque le centre de gravité du sphéroide dont le rayon est a(1 + a¢)
est au centre de la sphere dont le rayon est @, ce point sera pareille-
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ment le centre de gravité du sphéroide dontle rayon esta(x +ocfv dw);
les différents rayons menés de ce centre a la surface de ce dernier
sphéroide sont donc inégaux entre eux si ¢ n’est pas nul: il ne peut
donc étre une sphére que dans le cas oli ¢ = o. Ainsi, nous sommes
assuré qu'un sphéroide homogene, sollicité par des forces quel-
conques treés petites, ne peut étre en équilibre que d’une seule ma-
niére et que, par conséquent, 'équation (13) de I'article XVIII épuise
toutes les figures possibles d’équilibre.

XXL

L’analyse précédente suppose que N est indépendant de la figure du
sphéroide ; ¢’est ce qui a lieu lorsque les forces étrangeres a I'action
des molécules fluides sont dues a la force centrifuge de son mouve-
ment de rotation et a 'attraction des corps extérieurs au sphéroide;
mais, si I'on congoit au centre du sphéroide une force finie proportion-
nelle & une fonction de la distance, son action sur les molécules pla-
cées a la surface du fluide dépendra de la nature de cette surface, et
par conséquent N dépendra de y. Ce cas est celui d'une masse fluide
homogene qui recouvre une sphére d'une densité différente de celle
du fluide, car on peut considérer cette sphere comme étant de méme
densité que le fluide et placer a son centre une force réciproque au
carré des distances, de maniére que, si 'on nomme ¢ le rayon de la
sphere et p sa densité, celle du fluide étant prise pour unité, cette force
CJ(%I—-)- En la multipliant par I'élément

. . g ¥ . 3 — gy
— dr de sa direction, I'intégrale du produit sera i« C—(PT'—), quantité

qu’il faut ajouter & @*Nj; et, comme i la surface on a r = a(1+ay), il
faudra dans I'équation d’équilibre de Iarticle précédent ajouter 4 N

a la distance r soit égale a j=

— 3 . .
%Ttgﬁ-a—;—)i(! — ay). Cette équation deviendra
3
const. = '-/4-3311: [: +(p—1) 5—3]3'— ocj:fy'dpdq’sinp —N.

Si I'on désigne par a(1 + ay + «¢) le rayon d’un second sphéroide en
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équilibre, on aura pour déterminer ¢ I'équation

const.— § [r—i—(p-—l)a]v—ffv’dpdq sinp,

équation qui est celle de I'équilibre du sphéroide en le supposant
immobile et en faisant abstraction de toute force extéricure.

Si le sphéroide est de révolution, ¢ sera uniquement fonction de
cos0 ou de p.; or on peut, dans ce cas, le déterminer par I'analyse de
article précédent, car, sil'on différentie cette Lqmtlon ¢t + 1 fois de

suite, relativement & ., on aura

i+1 i+1 f
o= [r = A e ] jp*: ffgpt""“ dp dg'sin p cos*+2 p,

Mais on a
hm

J.[dpdq' sinp cos*+p = T3

I’équation précédente peut donc étre mise sous cette forme

gitip  givty

, i+3 ¢
::;‘[[dpdq’51rlpc052f+3pP}—[“’r(f’“‘”&;]m o

On peut toujours prendre z tel qu'abstraction faite du signe on ait

at.t8 +(p— & : ant done que ¢ soit le pl stit
: 1+ (p 1)55_>1,ensupposcl que ¢ soit le plus petit

nombre qui rende cette quantité plus grande que 'unité, on s’assu-
rera, comme dans 'article précédent, que cette équation ne peut étre

di+lp =
satisfaite & moins qu’on ne suppose 5 . = 0, ce qui donne

v =l Apit Bt

En substituant dans I'équation précédente de I'équilibre au lieu de ¢

cette valeur, et au lieu de ¢’

pEA Rt Bt [ OF

w étant, par l'article précédent, égal & p.cos*p — sin®*p cosq’, on trou-
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vera d’abord

c? 3
l+(P_l)?15:2i+1’
ol

_ 28+ (1—p)ct
T ad—a(1—p)ct

ce qui suppose p égal ou moindre que I'unité; ainsi, toutes les fois
que a, ¢ et p ne seront pas tels que le second membre de cette équation
soit un nombre entier positif, le fluide ne pourra étre en équilibre que
d’une seule maniére. On aura ensuite

[(i—1)

A:O, B:-—‘mj

en sorte que

e ey S S PR e e
(—H_‘Z{E—I}HE i 52 —1)(2i—3) | :

Il y a donc généralement deux figures d’équilibre, puisque ap. est
susceptible de deux valeurs, dont I'une est donnée par la supposition
de o = o et dont I'autre est donnée par la supposition de ¢ égal a la
fonction précédente de .

Si le sphéroide estimmobile et n’est sollicité par aucune force étran-
gere & l'action de ses molécules, la premiére de ces deux figures est
une sphére et la seconde a pour méridien une courbe de 'ordre . On
doit cependant observer que ces deux figures coincidentlorsque i =1,
parce que le rayon a(1+ ap) est celui d’une sphére dans laquelle
I'origine des rayons est i la distance « de son centre; mais alors il est
aisé de voir que p =1, ¢’est-d-dire que le sphéroide est homogéne, ce
qui est conforme au résultat de Iarticle précédent.

Lorsqu’on a les figures de révolution qui satisfont a I'équilibre, i
est facile d’en conclure celles qui ne sont pas de révolution par la mé-
thode suivante.

Au licu de fixer Porigine de I'angle 0 & I'extrémité de P'axe de révo-
lution, supposons qu’elle soit & une distance y de cette extrémité, et
nommons 0’ la distance & cette méme extrémité d’un point de la sur-
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face dont 0 est la distance & la nouvelle origine de I’angle 0; nommons
de plus & + 6 I"angle compris entre les deux ares 0 et y, nous aurons,

par la Trigonométrie sphérique,

cosf'=cosy cosf -+ siny sinf cos(w -+ 6);

en désignant donce par $(cos0) la fonction

Cost B e e DI S e -
2(2t—1)

le rayon du sphéroide immobile en équilibre que nous venons de voir
étre égal & a + aa(cosl’) sera

a -+ aay [cosy cosb + siny sinf cos (w -+ 6)],

et, quoiqu’il soit fonction de I'angle w, il appartient & un solide de
révolution, mais dans lequel 'origine de I'angle 6 n’est point a I'extré-
mité de I'axe de révolution.

Puisque ce rayon satisfait a I'équation de I'équilibre, quels que
soient «, € et v, il y satisfera encore en changeant ces quantités en o,
6,y e’ 6,7, ..., d’ou il suit que cette équation étant linéaire, le

rayon
a-+a ay[cosy cosf -+ siny sinfcos(w -+ 6)]

+e'ay[cosy cosl + siny’sinf cos (w + 6')]

y satisfera pareillement. Le sphéroide auquel ce rayon appartient n’est
plus de révolution : il est formé d'une sphére du rayon a et d’'un
nombre quelconque de couches semblables a I'exces sur la sphére du
sphéroide de révolution dont le rayon est @ + «a(p’), ces couches
¢tant posées arbitrairement les unes au-dessus des autres.

Sil'on compare I'expression de ¢ () avec celle de Q@ de I'article X,
on verra que ces deux fonctions ne different que par un facteur indé-
pendant de p.; d’otr il suit quel’'on a '

do? il
O - -'“'_’P-’ +L(@+1)d(p).

0=

OFEuvres de L. — X. 51
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Il est facile d’en conclure que, si I'on représente par 2 Y@ la fonetion

o Y [cosy cosf -+ siny sinf cos(w +- 6)]
-+ o'y [cosy’cosl + siny'sinf cos(m + &')]

L Ay T W L R PN oy R e R Ve ] i) ’
Y sera une fonction rationnelle et enticre de
t V1—picosw, \1—plsinw,

qui satisfera i I'équation aux différences partielles

Y (D) 1Y)
s e
o - S SR S e e (T = ()
= oL =T + (i)Y,

En choisissant done pour Y® la fonction la plus générale de cette
nature, la fonction a(r -+ «Y®) sera 'expression la plus générale du
rayon du sphéroide immobile en équilibre.

On peut parvenir au méme résultat au moyen de 'expression de V
en séries de 'article XIII, car I'équation de I'équilibre étant, par I'ar-
ticle précédent,

const. =V -~ a?N,

si 'on suppose que toutes les forces étrangéres a I'action des molé-

. . . . . ' \ —1)e?
cules fluides se réduisenta une seule force attractive égale a i (P-"":i]—"a

placée au centre du sphéroide, en multipliant cette force par I'élé-
ment — dr de la direction et en I'intégrant ensuite, on aura

comme a la surface 7= a(1+ ay), I'équation précédente de I'équi-
libre deviendra
3
const,=V —l—%ac:rr% (1—p)y.

En substituant dans cette équation au lieu de V sa valeur donnée par
la formule (7) de 'article XIII, dans laquelle on mettra pour r sa
valeur a la surface a(1 + «y), et en substituant pour y sa valeur

YO 4+ Y - YO ..,
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on aura

2 % 3
0= [(1 —pP) + a] Y + (1 —p)EY“?

-I-Ii(l-—p)—*-u:IYf” .-’-I:(I—p) —Z’; lJYwJ-..

la constante @ étant supposée telle que const. = jwa®. Celte équation
donne Y=o, Y" =0, Y® =0, ..., & moins que le coefficient de

'une de ces quantités, de Y® par exemple, ne soit nul, ce qui donne

;—2
(I_'P) T iRiErt

¢ étant un nombre entier positif; et, dans ce cas, toutes ces quantités
sont nulles, excepté Y@; on aura donc alors

y =YW,
ce qui est conforme & ce que nous venons de trouver.

On voit ainsi que les résultats obtenus par la réduction de V en
série ont toute la généralité possible, et qu’il n’est point & craindre
qu’aucune figure d’équilibre échappe a 'analyse fondée sur cette
réduction.

XXII.
Examinons maintenant le cas out le sphéroide est hétérogene, et
pour cela reprenons I'équation (11) de I'article XVIT:
fd’]l = Var2(ZO L 4 rZ® 4. );
g
si 'on y substitue pour V sa valeur donnée par la formule (10) de
Particle XVI, on aura

hd

j‘dll —-aﬂfpda“—hf;omfpd(awfﬂi_._ 5 m_;. Ytﬁ}+ 7_ Y3, )
4 5
{13) fpdaa 4“"f (a=Ym+ ) QRS ;-)

(2O 2O p IO 4, ),

les deux premieres intégrales du second membre de celle équation
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étant prises depuis @ = a jusqu'a @ = a, et les deux derniéres étant
prises depuis @ = o jusqu’'a @ = a, r devant étre changé en a(r +ay)
apres toutes les différentiations et les intégrations. On aura ainsi & la

surface extérieure

o Sf 4""[ dad . 427 fpd(a’Yf°1+—Yf‘1+—Y“?—l--—Y”1+...
l)

+ar(ZO 723 r 2 4. L)),

les intégrales étant prises depuis @ = o jusqu’a @ = a. Cette équation
a 'avantage de donner, par la différentiation de son second membre,
la pesanteur a la surface du sphéroide; car, en nommant p cette force,
on aura p égal a la différentielle de ce second membre, prise par rap-
port ar et divisée par — dr.

Si le sphéroide est entierement fluide ou formé d’un noyau solide
recouvert d’un fluide, I'équation (15) donnera les valeurs de Y®, Y,
Y®, ... relatives & chacune des couches du niveau du fluide, et, si le
fluide est homogene, il suffira de satisfaire a I'équation (16).

Il est aisé de voir par la nature de ces équations, qui sont linéaires,
que, si 'on y a satisfait d’'une maniére quelconque, on aura leur solu-
tion compléte en ajoutant aux valeurs particuliéres de Y, Y,
que l'on suppose connues, celles qui ont lieu dans le cas ou Z©,
ZM, ... sont nuls; en sorte que la recherche de la figure d’équilibre
des couches du fluide se réduit : 1° & déterminer une figure particu-
liere d’équilibre lorsque le fluide est sollicité par les forces étrangéres
qui 'animent; 2° & déterminer toutes les figures d’équilibre qui ont
lieu lorsque ces forces sont nulles, car il est clair que la somme des
valeurs de y relatives a ces deux cas sera la valeur compléte de y.

La figure du sphéroide donnée par I'équation (16) dépend de la
figure et de la densité de ses couches intérieures, et, si 'on compare
les termes semblables en faisant, pour plus de simplicité, a=1, on
aura a la surface extérieure

dil 4w p
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et, quel que soit 7,

ot 45___75 Y“’fp dat— - fi | fP d(ai+sYd) — 7,

pourvu que I'on suppose Z*)= o, parce que cetle fonction manque
dans I'équation (16). Les intégrales doivent étre prises depuis a = o
jusqu’a a =1.

La pesanteur p sera donnée par cette formule

p=in fpda— S5E (YO YO YO +-...) fpdas

o= ﬁmrfpd(aanN-}- 2_;_‘}'(1)_;_ 3_5‘351‘(:1_,__ y )
— a(2Z20O 4 2Z® + 32O 4T+, . ),

Si I'on élimine les termes
fP d(a*Y™), de(“‘Y‘”),

au moyen de I'équation précédente en Y et que, pour abréger, I'on
suppose
pP— —%(:——aYWUIPda“-—BaZf“?,

on aura

P=P4aP[ YO 4 aY® 4 3Y® 4, . ( i—1)YD...]

1
(17) —a [BZ® 4~ gZ® 4+ 9Z®) ...+ (28 +1)Z0 +...].

Cette expression est remarquable, en ce qu’elle donne la loi de la
pesanteur & la surface du sphéroide, indépendamment de la figure
et de la densité de ses couches intérieures; en sorte que, si, par les
mesures des degrés des méridiens et des paralléles, on a le rayon
14 (YO +Y®4-Y® . ) du sphéroide, et si, de plus, on connait
les quantités Z®, Z®, ... relatives a la force centrifuge du mou-
vement de rotation et aux attractions étrangéres, on aura la varia-
tion p — P de la pesanteur a la surface du sphéroide, et, réciproque-
ment, si cette variation est donnée par les expériences sur la longueur
du pendule, on aura le rayon 1+ ay du sphéroide; car, quoique la
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valeur de p ne donne point Y et Y, cependant, comme Y est con-
stant, on peut le supposer compris dans la valeur de a, que nous avons
prise pour I'unité, et il est toujours possible, en placant convenable-
ment I'origine des rayons, de faire disparaitre Y et de réduire ainsi
I'expression du rayon du sphéroide a cette forme

14+ ot (YO - YO - YR L),

Cette correspondance entre la variation de la pesanteur et celle des
rayons n’étant assujettic & aucune hypothése sur la figure et sur la
densité des couches du sphéroide, elle offre un moyen trées simple de
vérifier si la loi de la gravitation universelle, qui s’accorde si bien avec
les mouvements des corps célestes, s"accorde parcillement avec leurs
figures.

XXIII.

Le rayon osculateur du méridien d’un sphéroide qui a pour rayon

t"y
) d (l—p‘)—]'
]_!_a—'._...t_a.__ d

ey

en désignant donce par ¢ la grandeur du degré d’un cercle dont le rayon
est ce que nous avons pris pour I'unité, I'expression du degré du méri-
dien du sphéroide sera

Iy

ol (1 —pn 2|

a(py) X _[__ dp: |

ctl_"“mdp o ——-j-

Si I'on substitue, au lieu du rayon 1- &y, sa valeur
14+ a(Y® YO - YO Y4, ,0)

o= 2]

et, au lieu de -+~ ol
op

» sa valeur

YD

s Jw?
— (i 1) YD — ey
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I’expression précédente du degré du méridien deviendra

¢c—6acY® —120eY®) —. . . —i(i+1)acYD—. ..
P Gl i e e U |
dp
(YR YO 4 YO, ))
dw?
fetid

-+ &

ac

Relativement & la Terre, «Z® se réduit & — g(p.’— 1) ou, ce qui

revient au méme, & — EP(EJF- 3)» 9 étant le rapport de la force cen-
trifuge a la pesanteur; de plus, Z®, Z*, ... sont nuls. En nommant
done /et L les longueurs du pendule & secondes, correspondantes a p
et P, 'expression précédente de la pesanteur donnera, relativement a

la Terre,

I=L+aL[Y®O+aY® 4 3Y® ., .+ (i— 1) YD .. ]+ 3L o(p2—1).

Si 'on compare ces trois expressions du rayon terrestre, de la lon-
gueur du pendule & secondes et du degré du méridien, on voit que
le terme 2 Y@ de Pexpression du rayon est multiplié par ¢ — 1 dans
I’expression de la longueur du pendule et par (i + 1) dans celle du
degré du méridien, d’oi il suit que, pour peu que ¢ soit considérable,
ce terme sera plus sensible dans les observations de Ia longueur du
pendule que dans celles de la parallaxe et plus sensible encore dans
les mesures des degrés que dans celles des longueurs du pendule.

Ainsi, en supposant le rayon de la Terre égal a

14+ aY® 4 a¥Yi 4 aYOr 4, |,

¢ étant un nombre considérable et les coefficients de Y@, Y@+ gtant
assez petits pour que ces fonctions et leurs produits par 7, i + 1, ...
soient insensibles relativement & Y®, mais tels cependant que les
produits de ces mémes fonctions par (i +1), (i-4+1)(i+2), ...
soient comparables a 6Y®, la variation de la longueur du pendule
ne dépendra sensiblement que de Y ct sera a trés peu pres propor-
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tionnelle au carré du sinus de la latitude, si Y® ne renferme point la
longitude =, tandis que la variation des degrés s’écartera de cette loi
d’'une maniére sensible. Ce résultat est parfaitement conforme a ce
que 'on observe sur la Terre. Les longueurs du pendule a secondes,
en allant des poles vers I'équateur, diminuent a trés peu prés comme
le carré du sinus de la latitude; mais la diminution des degrés du
méridien parait suivre une loi différente.

Cette remarque donne I'expression du rayon terrestre dont on doit
faire usage dans le calcul des parallaxes de la Lune; car, puisque les
variations de la longueur du pendule & secondes s’éloignent tres peu
de la loi du carré du sinus de la latitude, il faut que, dans I'expres-
sion de /, la quantité

aL[2Y® 4 3Y® e, (i —1) YD +...]

soit fort petite relativement & aLY® + 2 Lo(p*— 3), d’olt il suit que,
a plus forte raison, dans 'expression du rayon terrestre, la quantité
(YO YW .+ YO ..)) doit étre négligée vis-a-vis de «Y®;
partant, si 'on pouvait, par les observations de la parallaxe de la
Lune, déterminer avec précision la variation des rayons terrestres, on
la trouverait encore plus approchante que celle des longueurs du pen-
dule de la loi du carré du sinus de la latitude.

Si I'on désigne par L|1 + A(p.* — ;)] lalongueur observée du pen-
dule & secondes, on aura

aY® 4 fo(pr— i) =h(p?—1),
d’ott 'on tire
59

«¥®= (1—2) (1.

2
Les observations donnent & trés peu pres
h— 0,0055334;

en sorte que I'on peut représenter dans cette hypothése, a 4 de ligne
pres tout au plus, les observations faites avec soin sur la longueur du
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pendule; d’ailleurs, ¢ étant égal & 535, on a

3 = 0,0085505.

Le rayon 1+ «Y® du sphéroide terrestre sera donc
1+ oY®=1—0,0031171(p2—1).

Ainsi I'on peut, dans le caleul des parallaxes et de la pesanteur,
supposer que la Terre est un ellipsoide de révolution dont I'ellipticité
est 7375 mais cette supposition, employée dans le calcul de la variation:
des degrés du méridien, écarterait sensiblement de la vérité.

Dans la théorie de la précession des équinoxes et de la nutation de
I'axe de la Terre, non seulement I'influence des termes 2 Y®, a Y, ...
de I'expression du rayon d'une couche quelconque du sphéroide ter-
restre est insensible, mais elle est nulle; ainsi 'on doit calculer ces
phénomenes dans I'hypothése précédente d’un ellipsoide de révolution.
Jai fait voir dans nos Mémoires pour 'année 1776, page 257 ('), que,
pour satisfaire a ces phénomenes, 'ellipticité de la Terre doit étre
comprise entre les limites o,001730 et 0,005135; et, comme Iellipti-
cité 0,0031171, donnée par les observations de la longueur du pen-
dule, est entre ces limites, on voit que la loi de la pesanteur univer-
selle satisfait, aussi bien qu’on peut le désirer dans I'état actuel de nos
connaissances, aux divers phénoménes qui dépendent de la figure de

la Terre.
CINQUIEME SECTION,

Des oscillations d’un flurde homogéne de peu de profondeur
qut recougre une sphere.

XXIV.

Aprés avoir donné une théorie générale de la figure des planétes,
il nous reste 4 déterminer les conditions qui rendent cette figure

(1) CEuvres de Laplace, T. IX, p. 269.
OFuvres de L. — X. : 52
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stable. Pour cela, nous allons considérer les oscillations d’un fluide
trés peu profond qui recouvre une sphére, en le supposant dérangé
d’une maniére quelconque de son état d’équilibre et soumis a I'action
d’un nombre quelconque de forces étrangéres, et nous chercherons
dans les conditions qui rendent ces oscillations périodiques les con-
ditions relatives & la densité et & I’ébranlement primitif du fluide qui
donnent un équilibre ferme.

Soient / la profondeur du fluide dans I'état d’équilibre; 1 le rayon
du sphéroide, et, par conséquent, 1 — / celui du noyau sphérique que
le fluide recouvre, / étant supposé trés petit. Nommons ensuite p la
densité de ce noyau, celle du fluide étant prise pour unité; soient de
plus 0 'angle que forme un rayon quelconque du sphéroide avec un
rayon fixe que nous prendrons pour son demi-axe, et o I'angle formé par
le plan qui passe par ces deux rayons, avec un méridien fixe, I'origine
des rayons étant supposée au centre du noyau sphérique. Supposons
que le rayon du sphéroide qui, dans I'état de I'équilibre, était égal a
I'unité, soit 1 + ay dans I'état de mouvement et apres un temps quel-
conque Z, « étant un coefficient tres petit; que 'angle 0 devienne
0 -+ au, et que 'angle & devienne = + av; y, u et ¢ étant des fonc-
tions de 0, = et ¢ qu’il s’agit de déterminer. Cela posé, si I'on concoit
dans I'état d’équilibre un parallélépipede rectangle fluide, dont les
dimensions soient /, d0 et dwsin0, et dont par conséquent la masse
soit /d0 dw sin0, il est visible que, dans I'état de mouvement, ce pa-
rallélépipéde changera de figure; mais, les molécules voisines ayant
des mouvements tres peu différents, il est facile de s’assurer que, si
I’on calcule la solidité de cette nouvelle figure comme étant celle d’un
parallélépipede rectangle dont les dimensions seraient

l+ay, df (1+ag§): dw(l—l—ag—;) sin(0 + aw),

on ne se trompera que de quantités de 'ordre 2. On aura ainsi, pour
sa masse,

(I+ a]’)d9(1+ocg§)dw(l+ agé;-) sin(0 + aw);
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en I'égalant a la précédente /d)dwsin0 et en faisant cosf = ., on

aura
—— !d(”\/' ‘““.Iui) - zg_‘i_
=l

Y do

Cette ¢quation est relative & la continuité du fluide, et il en résulte
que « et ¢ sont trés grands relativement a y dans la raison de 1 4/, en
sorte que nous pourrons négliger y par rapport a ces quantités.

Pour avoir les équations relatives au mouvement du fluide, nous

reprendrons I'équation

const.= [(Fdf +F'df' +...),

qui, par I'article XVII, détermine les conditions de I'équilibre d'une
masse fluide a sa surface extérieure, et nous observerons que, si 'on
nomme &', ¥, 5 les trois coordonnées rectangles d’'une molécule de
cette surface, les trois vitesses partielles de cette molécule seront
dxias dyledz!
dtl e dte e
ou
dz' dz2! dz2
P TR Tt s
dyl WAl
TSR dt

dasl  dis! dz’
kb e T

v}

Dans I'instant suivant, 4¢ étant supposé constant, les vitesses de la
PP
molécule seront :
dx’ s d*z!
dt dt’
dy" d’y’
a T ac
ds' @ diz'
e dr
il faut donc ajouter aux forces qui animent la molécule, et en vertu des-
quelles elle serait en équilibre, les forces nécessaires pour produire
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les incréments de vitesse

- @zl saadiyh diz!
dc’ TR T 1T

]

forces que I'on obtient, comme I'on sait, en divisant ces incréments de
vitesse par I'élément du temps.

Il résulte de Particle XVII que Uintégrale [(Fdf+Fdf'+...),
relative aux forces dont une molécule fluide est sollicitée d la surface,

est égale a
Vil a(zwl 4 20 - 203 -, N

V étant la somme de toutes les parties du sphéroide divisées par leurs

distances a la molécule fluide; ainsi, pour avoir la valeur entiere de

I'intégrale f(Fd_f—l— F'df'+...), il faut ajouter a la quantité préceé-
S ; 2 ~ At d*y' diz!

dente I'intégrale du produit des forces — —7 — ==, — —=% par les

éléments de leurs directions, ¢’est-d-dire 'intégrale

d*z!
—f(d:c’ de +d-y dir S+ az ET)’

les différentielles da/, dy’, d=’ étant relatives aux variables 0 et =. On
aura donc, pour I'équation générale du mouvement du fluide

const.=Y - a(ZC 4= Z31 =201 L ZH ., , )
a2y dlz’
*f(d“"’ v dy gl “&E?)’

équation dans laquelle on doit observer que, le sphéroide étant sup-
posé sans mouvement de rotation, il faut faire g = o dans les valeurs
de Z© et de Z™.

Maintenant on a

Z'=(14oay)cos(0+ au),
Y'=(1+4oay)sin(0+ au)cos(w + av),

"= (14 ay)sin(0 - au) sin(w —+ av),
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d’ou il est aisé de conclure, en négligeant les quantités de I'ordre o et
celles de I'ordre y relativement & z et a ¢,

g ary! S d2 : ud;.z b
f(dx PIT] +d_y dt’+d a't*) T —(:——-,u’}:dw,

I'équation précédente du mouvement du fluide deviendra ainsi

consto=V ~+ a(ZO 4 ZH +Z6) 4, ., )+« & L_‘_.‘i&__ —(1—pY)vdw|,
dt‘ ‘/IHF'Q

et il est clair que la quantité sous le signefdoit étre une différence
exacte.

Cette équation parait supposer que le centre du noyau sphérique,
olt nous fixons l'origine des coordonnées, est le centre méme de gra-
vité du sphéroide, puisque c’est relativement a ce centre que nous
avons déterminé dans 'article XVII les forces qui sollicitent les molé-
cules fluides; or I'état du fluide peut étre tel que ces deux centres ne
coincident point, et alors il faut ajouter aux mouvements précédents
dela molécule fluide relativement au noyau supposé immobile le mou-
vement du centre méme de ce noyau; mais, si I'on considére que ce
centre ne peut faire autour du centre de gravité de la masse entiere
que des oscillations de I'ordre ey, on verra facilement que les forces

. , , 3 - d?
qui en résultent dans la molécule fluide sont de I'ordre o d—{, et
‘ainsi nous | les négliger vis-i-vis de 2%, d'ot il suit
qu’ainsi nous pouvons les négliger vis-a-vis de —» suit que

Péquation précédente est vraie, quel que soit I'éhranlement du fluide.
Maintenant, si I'on différentic convenablement cette équation et si

'on observe que I'on a

NZD
M=t i

el

o(u/i—p%) o

z g T dw’
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on aura
oV vV
IR
o= -+ z
op- 1—p
n " Vi ; d*y
— al[6Z®) +12Z®) 4. . .+ e(a—i—I)Z“J+...]+a—(—m~;

c¢’est I'équation d’apres laquelle il faut déterminer y.

XXY. ’

[’équation précédente aux différences partielles est d'un genre par-
ticulier, en ce que la variable principale y est enveloppée d’'une maniere
déterminée sous le signe intégral dans la fonction V, en sorte que,
pour avoir Ven y, 0, = et ¢ et pour ramener ainsi I'équation précé-
dente aux différences partielles ordinaires, il faudrait supposer y déja
connu, Cette équation parait donc échapper a I'analyse et présenter
des difficultés presque insurmontables. Cependant, sil’on observe que
la valeur de V s’y présente sous une forme de différences partielles
dont nous avons souvent fait usage, on trouvera que cette considéra-
tion, jointe aux recherches précédentes sur le développement de V en
série, donne un moyen fort simple d’avoir y aussi completement qu'’il
est possible.

Pour cela, nous remarquerons que, V étant composé de deux parties
dont I'une est relative au noyau sphérique et dont I'autre est relative
au fluide qui le recouvre, on peut considérer cette fonction comme
formée de deux autres parties dont la premiére est relative 4 un sphé-
roide fluide de rayon 1+ ay, et dont la seconde est relative a une

sphere de rayon 1 —Z et de densité p — 1. Cette derniere partie est, par
r—— gy 41 ;

ce qui précede, égale a %ﬂ(—&—l%g oudzm(p—1)(1—1)(1—ay).

Pour avoir la premiére, il faut supposer, dans la formule (7) de I'ar-

ticle XIII, @ =1 et r =1 + ay, ce qui donne pour cette partie de V

in(r—oay)+ fan (YO 4 4YMN 4 LY | );
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en réunissant donc ces deux parties et en faisant, pour abréger,
p=in(p—1)(1— 1)+ ¢m,
d’otr 'on tire, en négligeant les quantités de I'ordre af,

3ap

foan=—=,
on aura
dap (0) 1 LV(1) . 1V(3)
V:p~—a:p_}’+-P—(Y +§Y "f"iY +-..},
ot 'on doit observer que p est la pesanteur a la surface du sphéroide

en équilibre. :
Si I'on substitue cette valeur dans I'équation précédente aux diffé-

rences partielles, en observant que
y=YO 4+ YO YO 4.,

et que I'on a

oY YD
0[(1-#“) p ] Tt ;
> e T i+ 1)Y9,
.U.

[ 8 fjmy dIU. =
on (rouvera généralement, en comparant les fonctions semblables Y®
et Z®

z'(f-f-l)(‘zf-j-l—- §) 2rY(h
B2 ip Y —i(i 1) 12D+ ——

0= :
21 -1

et cette équation aura lieu, quel que soit Z, pourvu que 'on sup-
pose Z" = o, parce que cette fonction manque dans I'équation diffé-
rentielle.
Pour intégrer cette équation, soit
((i+1) (:u'+ 1— 53)

2041

lp =12},

on aura

Y = IMY sind; ¢ + INW cosh, ¢ + i(_‘T_““) [Sin)l!ng{fJ dt cosh; t
i

({41 :
- ‘—'(-T—zzi?os)\;tfz{” dt Slﬂ)L,':,
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M@ et N étant des fonctions rationnelles et entieres de p, y1— p* cosw,
V1 — psinw, qui satisfont aux équations a différences partielles

5 oM a*M®
df(1—p?) ) ] dlmx )
0= — e -+ {(i+ 1) M,

ap. I —

F i aN(E)

0 (:—p’)dl{ }] d——hu
= oy ow $i (0)
0= 3 . l_y}—kx(;—l—l)l\ .

I’équation différentielle en Y? donne, en supposant ¢ = o,
02 Y

D
et, par conséquent,
Y0 = IMO) ¢ 4 IN©);
on aura donc, a cause de y = Y - Y ..,

y=1IM© ¢ [N© . [MM) sind, £ + INM) coshy &
—+ IM®) sindy £ - (N®) coshy ¢

+ S sindye [7® e coshat
2

61
— — c08SAy ¢ | Z) dt sindgt
2(:05, 2 f L sIn As

-+

i(i 1)1
|

T sinlu‘.fo-"? dtcosht

Mo o desinis

On déterminera les fonctions N@, N, N@, ... au moyen de la
figure initiale du fluide, et les fonctions M@, M, M® au moyen de la
vitesse initiale; ainsi I'expression précédente de y, embrassant toutes
les figures et toutes les vitesses primitives dont le fluide est suscep-
tible, elle a toute la généralité que 'on peut désirer.
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XXVI.

Si la quantité M@ n’était pas nulle, la valeur de y irait en croissant
sans cesse, et I'équilibre ne serait pas ferme, quel que fut d’ailleurs le
rapport de la densité du fluide & celle de la sphere qu’il recouvre ; mais
il est facile de s’assurer que les deux quantités M®et N sont nulles, par
cela seul que la masse fluide est constante, car cette condition donne
fydp.dm = o, l'intégrale étant prise depuis p. =1 jusqu’a p. = —1,
ot depuis @ = o jusqu’a » = 360°. Or on a, par l'article XVIII,

fJ’dH do =4n Y =fr(M© ¢4 NO);

en égalant donc cette quantité a zéro, on aura M@ = o, N = o.

Il suitde la que la stabilité de ’équilibre dépend du signe des quan-
tités A7, A3, ..., car il est visible que, si I'une de ces quantités telle
que A; est négative, le sinus et le cosinus de I'angle A;z se changent
en exponentielles, et ils se changent en arcs de cercle si A} = o;
ils cessent par conséquent dans ces deux cas d’étre périodiques, con-
dition nécessaire pour la stabilité de I'équilibre; A} étant égal a
c’(c’+1)(2t'+1—§) -

— 2 lp, cette quantité ne peut étre positive, 3 moins

21 +.1
que I'on n’aitp > Zﬁ% Il faut done, pour la stabilité de I'équilibre,
que I'on ait généralement p > ;{1;:-_1’ ¢ étant un nombre entier positif,
égal ou plus grand que I'unité; or cette condition ne peul étre rem-
plie pour toutes les valeurs de 7, qu'autant que I'on ap > 1, c’est-a-dire
que la densité du noyau sphérique surpasse celle du fluide. Voila donc
la condition générale de la stabilité de I'équilibre, condition qui, si
elle est remplie, vend I’équilibre ferme, quel que soit I'ébranlement
primitif, mais qui, si elle ne I'est pas, fait dépendre la stabilité de
I’équilibre de la nature de cet ébranlement.

Si, par exemple, I’ébranlement primitif est tel que le centre de gra-
vité du sphéroide coincide avec celui du noyau sphérique et n’ait
aucun mouvement autour de lui dans le premier instant, il est aisé de

OFuvres de L. — X. 53
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voir que cette coincidence subsistera toujours, d’ott il suit, par I'ar-
ticle XVIII, que Y= o, ce qui donne M = o, N = o. Dans ce cas,
la stabilité de I’équilibre dépend du signe de A;. Pour que cette quan-
tité soit positive, il faut que I'on ait p > $; c’est la condition que les
géometres ont exigée pour la stabilité de I'équilibre. J'ai déja remar-
qué dans nos Mémoires pour I'année 1776, pages 227 et 228 ('), qu'elle
est insuffisante; mais je n’al pu m’assurer alors que, la condition de
e > 1 étant satisfaite, I'équilibre est nécessairement stable.

XXVII.

La valeur de y donne immédiatement celles de « et de ¢; en effet, si

dans I'équation

¥ = d? wdp ¥
= ACH I A ¢ ( : o Ll et —— y
const, =V + a(Z" ?—L”-}—lﬂ”—!—...)ﬂ—adpf[\/l__ﬁi (1— p)vdw

on substitue au lieu de V sa valeur et que I'on observe que 'on a, par
I"article XXV,

; Jryw
e Y e
. : di?
FAnpa L SR SLOEHeE
s 20 41 RN i+l
on aura
o g*YW a 0*Y® o J:Y!H

o8l = P s g Sel e fih Grnl o8~

d’ott 'on tire

T \/l —p2[1 YD 1 0Y® I oY 3 |
N""‘{' v "t— t E f)p +6 dy. +.'.+m_r)_l{i_-.'l"" §
o RS 5 dYRlL T IgYiD 1 YW :
il S = ?(l-—’.&g][a T +6 e ++l_[£‘-i-_-l-) T ‘f'..-I-

Si Pon substitue les valeurs de y, u et ¢ dans I'équation

_yo(uyi—=pt) v
y=1 e T by

(1) GEuvres de Laplace, T. 1X, p. 238 el 23q.
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on aura, en comparant séparément les termes multipliés par ¢,

_ o(HVi=p1) oL,
== i dw?

en sorte que, en vertu des vitesses H et L, la surface du fluide resterait
toujours sphérique. Pour concevoir les mouvements du fluide dans
cette hypothése, imaginons qu’il ait un tres petit mouvement de rota-
tion autour de I'axe du sphéroide; la figure sphérique du fluide n’en
sera altérée que d’une quantité du second ordre, puisque laforce cen-
trifuge ne sera que de cet ordre; dans ce cas, on aura u=o et
¢ = kt\/1 — p2, k étant un coefficient indépendant de p. et de m. Mais
nous sommes libres de faire tourner le fluide autour de tout autre
axe, et, de plus, ces mouvements étant supposés fort petits, le fluide,
mu en vertu de la résultante d’'un nombre quelconque de mouvements
semblables, conservera toujours, aux quantités pres du second ordre,
sa figure sphérique. Tous ces mouvements sont compris dans les for-

mules
du g Y1
Pl e At
H et L étant des fonctions de (et de w, qui ont entre elles la relation
donnée par I'équation précédente; ils ne nuisent point a la stabilité
de I'équilibre, et d’ailleurs ils doivent étre bientot anéantis par les
frottements et par-les résistances en tout genre que le fluide éprouve.

FIN DU TOME DIXIEME.

18966  Paris. — Imprimerie GAvTmER -VILLARS ET FILS, quai des Grands-Augustins, 55.
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Foir, pour la vente des volumes séparés, le Catalogue
_ géneral.

APPELL (Paul), Membre de !Institut. — Traité de
Mécanique rationnelle (Cours de Mécanique de la
I'nculté des Sciences). 3 volumes grand in-g8, se vendant
séparément.

Tome 1. — Statique. Dynamique du point. 1° fascieule.
320 pages; 1893, Prix pour les souscripteurs. 14 fr.
Tome Il. — Drnamique des systémes, Mécanique ana-
Iytique. (En préparation.)
Toue . — Hydrostatique, Hydrodynamique. (Enpr.)

In=4°; F.
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ARAGO (F.). — Astronomie populaire. 4 volumes in-§,
avec un portrait d’Arago, 283 fig. et 27 pl. 3o fr.
Foir le Catalogue genéral pour les OFuvres complites,

17 vol. 127 fr. bo e.

ARNAUDEAU (A.), ancien Eléve de I'Eeole Polytech-
nique, membre agrégé de PUInstitat des actuaires fran-
cais, chef du Bureau de Statistique de la Compagnie
générale transatlantique, membre de la Société de Sta-
tistique, de Paris. — Guide des Emprunts. Tables des
valeurs intrinséques et durées probables des obli-
gations de 500" pour toutes les époques de l'em-

runt et & tous les taux usuels, suivies des Tables
ogarithmigues pour le caleul de Uintérét compose, des
annuttes ef des amortissements, et précédés d'un flexte
explicatif. In-{, avec figures et 2 Tableaux gra-
phiques; 18g2. 9 fr,

BABINET, Membre de Vlnstitut. — Etudes et Lectures
sur les Sciences d'observation et leurs applications
pratiques. 8 vol. in-12.

Chaque Volume se vend séparément, 2 fr. 5o c.

BABU (L.), Ingénieur des Mines. — Précis d'analyse
qualitative. Recherche des mélalloides et des méraus
usuels dans le mélange des sels, les produits d'art et les
substances minéerales. In-18 jésus; 1888, 2 fr.

BACHET, sieur de MEZIRIAC.— Problémes plaisants et
délectables qui se font par les nombres. 5° éd., re-
vue, simplifiée et anugmentée par 4. Labosne. Petit in-8,
caractéres elzévirs, titre en deux couleurs; 1884.

Tiragesurpapiervélin. 6 fr. | Tirage sur papier vergé. 8 fr.

BAILLAUD (B.), Doyen de la Faculté des Sciences de
Toulouse, Directeur de I'Observatoire. — Cours d’As~
tronomie a ['usage des éludiants des Facultés des
Sciences. 2 volumes grand in-8, se vendant séparément.

17 PanTiE : Quelques théories applicables a étude
des Sciences experimentales. Probabililes : erreurs

6
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II* Pantie : Hydrauligue. In-8, avec figures et une
planche. 3* édition; 1879, 0 Ir,

BRESSE. — Cours de Mécanique et Machines professé
a I'Ecole Polytechnique. 2 beaux volumes in-8, se
vendant séparément :

Towe 1 : Cinématique. — Dynamique d'un point ma-
teriel. — Statigue . In-8, avec 236 fig. ; 1885, 12 fe.
Tome Il : Dynamique des systémes matériels en général.
— Mécanique spéciale des fluides. — Etude des ma-
chines a l'état de mouvement, In-8,avec 154 figures;
1585, 12 fr.

BRETON (de Champ), Ingénieur des Ponts et Chaussées.
— Traité du Nivellement, contenant la théorie et la
pratique du nivellement ordinaire et les nivellements
expéditifs dits preéparatoires ou de reconnaissance. 3¢ édi-
tion, revue et augmentée. In-8, avee pl.; 1873, 6 fr.

BRILLOUIN (Marcel), Maitre de Conférences a 1'Ecole
normale sup. — Recherches récentes sur diverses
questions d'Hydrodynamique. Tourbillons. Exposé des
travaux de Vas Heummovrz, Kircunore, Siv W, Tnousox,
Lord Ravueicn. In-4, avee fig. ; 18g1. 2 fr, 50 c.

BRIOT (Ch’.s, Professeur & la Faculté des Sciences de
Paris. — Théorie des fonctions abéliennes. Un beau
volume in-4; 1879. 15 fr.

BRIOT (Ch.} — Théorie mécanique de la chaleur,
2% édition, publiée par Mascant, Professenr au Collége
de France. In-8, avec figures; 1883, 7 fr.'50 ¢,

BRIOT (Ch.) et BOUQUET. — Théorie des fonctions
elliptiques. 2° éd. In-4, avec fig.; 1875. (Rare.) fo fr.

BRISSE (Ch.), Professeur i I'Fcole Centrale et au lycée
Condoreet, Répétiteur a I’Ecole Polytechnique. — Cours
de Géométrie descriptive. 2 vol. grand in-8; 18g1.

I'* Pantig, & l'usage des éléves de la classe de Mathématiques élé-
mentaires; avee 230 flgures. 5ie.
I1® Panrie, & l'usage des éléves de la classe de Mathématiques spé-
ciales ; avec 209 figures. 4 AT

BRISSE (Ch.). — Cours de Géométrie descriptive, a
l'usage des Candidats & U'Ecole speciale militaire.
Grand in-8, ayee 328 figures ; 18g1. L8

Les Tables détailldes des matiéres contenues dans les denx Conrs

- de M, Brisse sont envoyées franco sur demande,

BRISSE (Ch.). — Recueil de problémes de Géométrie
analytique, a l'usage des classes de Mathématiques
speciales. Solutions des problémes donnés au concours
d'admission a U'Ecole Centrale depuis 1862, 2° édition.
In-8§, avee figures ; 1852, 5 Ir,

BRISSE (Ch.), — Gours de Mécanique « /’usage de la
classe de Mathématiques spéoiales, entierement conforme
an dernier programme d’admission 4 'Ecole Polytech-
nique. Grand in-8, avee 44 figures; 18g2. 3 fr.abc.

BROWN (Henry-T.). — Cing cent et sept mouvements
mécaniques. Traduit de I'anglais par Hesmi Stevant,
ingénieur. Petit in-j cartonné, avec 507 figures ; 18qo.

2 {r. bo c.

BUREAU CENTRAL METEOROLOGIQUE DE FRANCE.
— Instructions météorologiques, suivies de Tables di-
verses pour la réduction des observations. 3* édition,
in-8, avee belles figures; 1891, 34 Hoi e

BUREAU INTERNATIONAL DES POIDS ET MESURES.

— Trayaux et Mémoires du Bureau international des
Poids et Mesures, publiés par le Directeur du Bu-
rean. 7 yolames grand in-{, avec figures et planches,
Tomes | et Il (epuises). Tomes Il a VI, 1884-18g3.
Chaque Tome s¢ vend séparément. 15 fr.

— Procés-verbaux des Séances. 14 volumes in-8. An-
nées 1875-1870, et Années 1877 a 1892. Chaque vo-
lume. 2 fr. 5o c.

Pour fagiliter la diffusion de ses Travaux dans le monde savant, le

Burean international a adople, a partic do 15 octobre 1890, lo prix
de 15 franes an lien de 3o franes pour chaque yolume des Travaux et
ﬂlumoimf et celul de 2 e, 50 au lien de 5 [rancs pour chaque volume
des Proces-Ferbaur.,
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GABANIE, Charpentier, Professeur du Trait de Char-
pente, de Mathématiques, etc. — Charpente générale
théorique et pratique. 3 volumes'in-folio avee 165 plan-

ches. 5Ty ¢
On vend séparément (port non ecompris) :
Toue I : Bois droit, avee 52 planches.......... 25 fr.
Tome Il : Bois eroche, avec 52 planches........ 25 fr.
Toue Il : Géométrie descriplive et Haute Charpente, avee
61 planches. a5 fr.

CARNOT. — Réflexions sur la métaphysique du Calcul
infinitésimal. 5° édition. In-8; 1882, 4 fr.
CARNOY, Professeura I'Université de Louvain. — Cours
de Géométrie analytique. 2 volumes grand in-8, avec
figures. ;
Géométrie plane. 5° édition; 18gt...........
Géométrie de l'espace. [* édition; 1889 .....
CARNOY. — Cours d'Algébre supérieure. Principes de
la théorte des determmnants. Theorie des ¢quations. In-
troduction @ la theorie des formes algeébriques. Grand
in-8, avec figures; 18g2. a1 fr.

CASPARI (E.), Ingénieur hydrographe de la Marine. —
Cours d'Astronomie pratique. Application 4 la Géo-
graphie et a la navigation. 2 beaux volumes prand
in-§, se vendant séparément. (Ouvrage couronné par
' Académie des Sciences.)

I ParTic : Coordonnées vraies el apparentes. Théorie
des instruments, avee figures; 1888, g fr.
II* ParmiE ; Détermination des élements geographiques.
Applications pratiques, avec fig. et 1 pl.j 188g. ¢ fr.

CATALAN (E.). — Cours d’Analyse da 'Université de

Liege. Algebre, Calenldifférentiel, 1™ Partie du Caleul

integral. 2® édition, revue et angmentée. In-8, avec
fignres; 1879, 12 fr.

CATALOGUE DE I'OBSERVATOIRE DE PARIS.
Positions observées des étoiles (1837-1881).
Towe I (o" a vih). Grand in-4; 1887. fo fr.
Toue IT (vi" & xut); 18g1....0 . onis fo fr.
# 0T Bt R (Sous presse.)

Catalogue des étoiles observées aux instruments
méridiens (1837-1881).

Touk 1 (o & vi*), Grand in-4; 1887. fo fr.
Tone 1L (vih & xnh); 18gre...vivnes fo fr.
ToMR: L1 S ateldi i . (Sous presse.)

CAUCHY (le Baron Aug.), Membre de I'Académie des
Sciences. — Sa Vie et ses Travaux, par Falson, Pro-
fesseur & la Faculté de Grenoble, avec une Préface de
Hermite, Membre de 'Institut. 2 vol. in-8; 1868. 8 fr.

CELLERIER ( Ch.), professeur a I'Université de Genéve.
— Cours de Mécanique. Grand in-8 aveec nombreuses
figures; 18g2. 12 fr,

CHAPPUIS (1.), Agrégé, Docteur &s Sciences, Professeur de
Physique générale a I’Ecole Centrale, et BERGET (A.),
Docteur és Sciences, attaché aun laboratvire des Re-
cherches physiques de la Sorbonne. — Legons de Phy-
sique générale. Cours professe a {'Ecole Centrale des
Arts et Manufactures et compléte suivant le programme
de la Licence és Seiences physigues. 3 volumes grand
in-8, se vendant séparément :

Tome 1t Instruments de mesure, Chaleur. Avee 175 fi-
gures; 18g1. 13 fr.
Tomk Il : Electricité et Magnétisme. Avee 305 figures;
1891~ 13 fr,
Tome 1 : dcoustique. Optique. Electro-Oplique. Avec
193 figures; 18ga. 10 fr.

CHARLON (H.). — Théorie élémentaire des Opérations
financiéres.2°éd. Gr. in-8, avee Tables;1887. 6 fr. 50 c.
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CHASLES. — Traité de Géométrie supérieure. Deuxiéme
édition. Grand in-8, avec 12 planches; 1880. (Rare). 3o fr.

CHASLES.— Apercu historique sur I'origine et le déve-
loppement des méthodes en Géométrie, particulié-

rement de celles qui se rapportent & la Géométrie
moderne,suivi d'un Mémoirede Géoméerie sur dewx prin-
cipes généraux de la Science, la Dualité et ' Homographie.
3*éd., conforme & la premiére. In-4 de 850 p.; 1889. 3ofr,

CHEVALLIER et MUNTZ. — Problémes de Physique,
avec leurs solutions développées, a 1'usage des Candi-
dats au Baccalauréat és Sciences et aux Ecoles du Gou-
vernement, 2° édition, In-8; 1885, 6 fr.

CHEVILLARD, Professeur & I'Ecole des Beaux-Arts. —
Legons nouvelles de Perspective. a® édit. In-8, avec
- Atlas in-/ de 32 planches gravées sur acier; 1878, 12 fr,

‘CHEVREUL (E.). — Recherches chimiques sur les

corps gras d'origine animale, précédées d’un avant-
propos de M. Arxaup, aide-naturaliste au Muséum d'His-
toire naturelle. Grand in-4°, 2° édition; 1889, 25 fr.

CHEVREUL (E.). — De la Loi du contraste simultané
des couleurs et de 1'assortiment des objets colorés.
Nouvelle éditionGrand in-4, avee jo planches, dont 36
en couleur; 188g. fho fr.

CHEVROT (René), ancien Directeur d'Agence de la So-
ciéte Genérale et du Crédit lyonnais, ancien inspec-
teur de la Société de Crédit mobilier. — Pour deve-
nir financier. — Traité théorique et pratique de
Banque et de Bourse. In-8; 18g5. 6 fr,

CHOQUET, Docteur és Sciences. — Traité d'Algébre.
(Autorisé.) In-8 ; 1856, 9 fr. 5o e,

CHOME (F.), professenr i I'Ecole militaire de Belgique,
— Cours de Géométrie descriptive de I'Ecole mili-
taire. I'* Panmig. Livre £, & 1'usage des candidats b 'K«
cole militaire et aux écoles spéciales des Universités,
2¢ ddition, entidrement revie, corrigée et augmentée,
contenant les prescriptions 4 observer pour I'exéeution
des épures. In-{, avec atlas de 37 pl.;1893. 10 fr.

CINTOLESI (Dr Filippo ), Professeur de Physique a 1'In-
stitut royal technique de Livourne, — Problémes d'E-
" lectricité pratique. Traduit de Vitalien par Frurx Le-
coNTE. In-18 jésus ; 18g2. ¢ 3 {r.

CLOUE (Vice-Amiral), Membre du Bureau des Longi-
tudes. — Le Filage de I'huile. Son action sur les
brisants de la mer. Aper¢u historique, expéricnces,
mode d’emplot. 3° éd. Petit in-8, avec fig. ; 1887. 2 fr. 50 c.

COLLET (A.), Capitaine de Frégate, Répétiteur a 1'Ecole
Polytechnique. — Navigation astronomique simpli-
fiée. Grand in-§; 1891. 10 fr,

COLLET (J.), Professeur a la Faculté des Sciences de
Grenoble. — Les Cartes topographiques. — La Carte
- dite de I'Etat-Major. Historigue. Projection. Geodésie.
Hypsometrie. Topographie. Critique et lecture. Grand
in-8, avec fig. et § planches; 1887. a fr. 50 e.

COLSON (R.), Capitaine du Génie. — Traité élémen-
taire d’Electricité, avec les principales applications.
2* édition. In-18 jésus, avec g1 fig.; 1888. 3 fr. 75 c.

CGOMBEROUSSE (Charles de), Ingénieur, Professeur a
P’Ecole Centrale des Arts et Manufactures et au Conser-
vatoira des Arts et Métiers, ancien Professeur de Ma-
thématiques spéciales au collége Chaptal., — Cours de

. Mathématiques, & 'usage des Candidats a ’Ecole Poly-
technique, a 1'Ecole Normale supérieure et a I’Ecole
centrale des Arts et Manufactures, { vol. in-8, avee fig.
et planches.

- Chaque Volume se vend séparément : y i
Tome 1 : Arithmétique et Algébre élémentaire (avee
38 figures ). 3 édition; 1884. ) 10fr.

On vend a part :
Arithmétique. b Ir,
Algébre élémentaire, 6 Ir.
Tome 1l : Géometrie élémentaire, plane et dans I'es='
pace; Trigonométrie rectiligne et sphérique, avec 53 figures,
3¢ édition, revue el augmentée; 18q3. 13 {r.

On vend & part:
Geométrie élémentaire plane et dans 1'espace.

8(r.

Trigonométrie rectiligne et sphérique, suivie de Tables des

valeurs des lignes trigonométriques naturelles, 5 Ir.
Complé.

Tome Il : Algébre supérieure. I'* Partie :
ments d’ Algébre élémentaire (Déterminants, fractions con-
tinues, etc.). — Combinaisons. — Séries. — Etude des
Fonctions, — Dérivées et Différentielles. — Premiers
principes du Caleul intégral. 2* édition (xx1-767 pages),
avec 20 figures; 1887, 15 fr.

Toue 1V : Alutbre supérieure, 11°Partie : Elude des ima-
ginaires. Théorie générale des équations, 2° édition (xxx1v-
831 pages), avec 63 figures; 18go. 1b fr.

COMBEROUSSE (Ch. de). — Algébre supérieure, a
I'usage des Candidats a I'Ecole Polytechnique, a 1'Ecole
Normale supérieure, a I'Ecole centrale et a la Licence
¢s Sciences mathématiques, 2° édition. Deux forts vo-
lumes in-8. (Ces deux volumes forment les tomes 11
et IV du Cours de Mathématiques.)

On vend séparément :

I** ParmiE : Compléments d’ Algebre élémentaire (De-
terminants, fractions continues, etc.), — Combinaisons.
— Séries, — Etude des fonctions. — Derivées et diffe-
rentielles, Premiérs prc‘ncgpes du Calcul intégral (xxi-
767 pages), avec 2o fig.; 1887. 15 fr,

II* Pantie ¢ Etude des imaginaires. — Théorie gene=
rale des équations (xxiv-832 pages), avee 63 figures;
18g0. 1 15 fr.

COMBEROUSSE (Ch.de). — Histoire de I'Ecole Centrale
des Arts et Manufactures, depuis sa fondation jus-

w'd oo jour. Un beau volume grand in-5, orné de
planches & l'eau-forte, tirées sur chiney 1879, 5 fr.

COMPAGNON (P.-F.).—Questions proposées sur les Elé-
ments de Géomeétrie, divisées en Livres, Chapitres et
paragraphes, et contenant quelques indications Sur la
maniére de résoudre certaines questions, In-8, avec figures ;

1877. 54{ra

COMPOSITIONS données aux examens de licence s
Sciences mathématiques. Grand in-8; 188),

I"* Parmig : Faculté de Paris, années 1869 a 1880,

et Faculiés des Départements, année 1880. 1 fr. 50 e.

11* Panmie : Faculté de Paris, années 1881 a4 1883, et

Facultés des Départements, année 1883, 1 fr, 25 c.

II* Parmie : Facultés des Départements, année 1884,

1 fr.
IVe Parmie : Facultés des Départements, année 1885,
1 fr. 25 e,

CGRELLE (A.-L.), Docteur en Philosophie. — Tables de
Calcul o se trouvent les multiplications et divisions toules
Sfaites de tous les nombres au-dessous de mille et qui faci-
litent et assurent le caleul. Précédées d'un Avant-propos
par C. Bresiger, 0° édition; 18gr1. 18 fr. 75 e.

CREMONA (L.)et BELTRAMI. — Collectanea mathema-
tica, nunc primum edita cura el studio L. Cremona et
E. Beltrami, in memoriam Dominici Chelini. Un beau
volume in-8, avec un portrait de Chelini et un fac-simile
du testament inédit de Nicolo Tartaglia; 1881. 25 fr.

CROULLEBOIS, Professeur & la Faculté des Sciences de
Besangon. — Théorie des lentilles épaisses. Interpré-
tation géométrique et Exposition analytique des résultats
de Gauss. In-8; 1882, ; 3 fr. 50 e.

DARBOUX (G.), Memb