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MÉMOIRE SUR LES SUITES.

Mémoires de l'Académie royale des Sciences de Paris, armée 1779; 178a.

I.

La théorie des suites est un des objets les plus importants de l'Ana¬
lyse : tous les problèmes qui se réduisent à des approximations, et
conséqucmment presque toutes les applications des Mathématiques à
la nature, dépendent de cette théorie; aussi voyons-nous qu'elle a

principalement fixé l'attention des géomètres; ils ont trouvé un grand
nombre de beaux théorèmes et de méthodes ingénieuses, soit pour
développer les fonctions en séries, soit pour sommer les suites exacte¬
ment ou par approximation; mais ils n'y sont parvenus que par des
voies indirectes et particulières, et l'on ne peut douter que, dans
cette branche de l'Analyse, comme dans toutes les autres, il n'y ait
une manière générale et simple de l'envisager, dont les vérités déjà
connues dérivent, et qui conduise à plusieurs vérités nouvelles. La
recherche d'une semblable méthode est l'objet de ce Mémoire; celle à
laquelle je suis parvenu est fondée sur la considération de ce que je
nomme fonctions génératrices : c'est un nouveau genre de calcul que
l'on peut nommer calcul des fonctions génératrices, et qui m'a paru
mériter d'être cultivé par les géomètres. J'expose d'abord quelques
résultats très simples sur ces fonctions et j'en déduis une méthode
pour interpoler les suites, non seulement lorsque les différences con¬
sécutives des termes sont convergentes, ce qui est le seul cas que l'on
ait considéré jusqu'ici, mais encore lorsque la série proposée con¬

verge vers une suite récurrente, la dernière raison de ses termes étant
donnée par une équation linéaire aux différences finies dont les coef¬
ficients sont constants. L'intégration de ce genre d'équation est un

OEuvrcs de L. — X. 1
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2 MÉMOIRE SUR LES SUITES.

corollaire de cette analyse. En passant ensuite du fini à l'infiniment
petit, je donne une formule générale pour interpoler les suites dont
la dernière raison des termes est représentée par une équation linéaire
aux différences infiniment petites, dont les coefficients sont con¬
stants; d'où je conclus l'intégration de ces équations. En appliquant
la môme méthode à la transformation des suites, il en résulte un

moyen fort simple de les transformer en d'autres dont les termes sui¬
vent une loi donnée; enfin le rapport des fonctions génératrices aux
variables correspondantes me conduit immédiatement à l'analogie sin¬
gulière des puissances positives avec les différences et des puissances
négatives avec les intégrales, analogie observée d'abord par Leibnitz,
et mise depuis dans un plus grand jour par M. de la Grange (Mémoires
de Berlin, année 1772); tous les théorèmes auxquels le second de
ces deux grands géomètres est parvenu dans les Mémoires cités d'après
celte analogie, et beaucoup d'autres encore, se déduisent avec la plus
grande facilité de ce rapport.

En considérant de la même manière les séries à deux variables,
j'expose une méthode générale pour les interpoler, non seulement
dans le cas où les différences consécutives des termes de la série sont

convergentes, mais encore lorsque la série converge vers une suite
récurrorécurrente, la dernière raison de ses termes étant donnée par
une équation linéaire aux différences finies partielles dont les coeffi¬
cients sont constants; d'où résulte l'intégration de ce genre d'équa¬
tions. Cette matière est de la plus grande importance dans l'analyse
des hasards; je crois être le premier qui l'ait considérée [voir les
Tomes VI et VII des Savants étrangers (')]. M. de la Grange l'a depuis
traitée par une très belle et très savante analyse dans les Mémoires de
Berlin pour l'année 1770; j'ose espérer que la manière nouvelle dont
je l'envisage dans ce Mémoire ne déplaira pas aux géomètres. Il suit
de mes recherches que l'intégration de toute équation linéaire aux
différences finies partielles, dont les coefficients sont constants, peut

(1 ) ORuvres de Laplacc, T. VIII, p. 5 ot p. 69.
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MÉMOIRE SUR LES SUITES. 3

se ramener à celle d'une équation linéaire aux différences infiniment
petites, au moyen d'intégrales définies prises par rapport à une nou¬
velle variable; je nomme intégrale définie une intégrale prise depuis
une valeur déterminée de la variable jusqu'à une autre valeur déter¬
minée. Cette remarque, plus curieuse qu'utile dans la théorie des dif¬
férences finies, devient très utile lorsqu'on la transporte aux équations
linéaires aux différences infiniment'petites partielles : elle donne un

moyen de les intégrer dans une infinité de cas qui se refusent à
toutes les méthodes connues, et, sans elle, il m'eût été presque im¬
possible de prévoir les formes dont les intégrales sont alors suscep¬
tibles. Mais, pour rendre ce que je viens de dire plus sensible, il ne
sera pas inutile de rappeler en peu de mots ce que l'on a découvert
sur les équations linéaires aux différences infiniment petites partielles
du second ordre. L'intégrale de ces équations renferme, comme l'on
sait, deux fonctions arbitraires; on a, de plus, remarqué que ces
fonctions peuvent être, dans l'intégrale, affectées du signe différen¬
tiel d-, et c'est, si je ne me trompe, à MM. Euler et de la Grange que
l'on doit cette remarque importante à laquelle ils ont été conduits par
la théorie du son, dans le cas où l'air est considéré avec ses trois
dimensions. Ces deux grands géomètres ont ensuite étendu leurs mé¬
thodes à des équations plus compliquées que celles de ce problème;
mais il restait à trouver une méthode au moyen dé laquelle on pût
généralement, ou intégrer une équation quelconque linéaire du second
ordre, ou s'assurer que son intégrale est impossible en termes finis,
en n'ayant égard qu'aux seules variables qu'elles renferment : c'est
l'objet d'un Mémoire que j'ai inséré dans le Volume de l'Académie pour
l'année 1773 ('). Dans ce Mémoire, j'ai démontré : i° que les fonctions
arbitraires ne peuvent exister dans l'intégrale que sous une forme
linéaire; 20 que si l'intégrale est possible en termes finis, en ne consi-

- dérant que les seules variables de l'équation, une des deux fonctions
arbitraires est nécessairement délivrée du signe intégral j. J'ai donné

(') OEuvrex de Laplace, T. IX, p. 5.
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h MÉMOIRE SUR LES SUITES.

ensuite une méthode générale pour avoir dans ce cas l'intégrale com¬
plète de l'équation différentielle, en supposant même que cette équa¬
tion renferme un terme indépendant de la variable principale, et qui
soit une fonction quelconque des deux autres variables; d'où il suit
que, lorsqu'une équation proposée se refuse à cette méthode, on peut
être assuré que son intégrale complète est impossible en termes finis,
en n'ayant égard qu'aux seules variables de l'équation. Maintenant, la
remarque dont j'ai parlé ci-dessus m'a fait voir que, dans ce cas, l'in¬
tégrale est possible en termes finis, au moyen d'intégrales définies
prises par rapport à une nouvelle variable qu'il faut nécessairement
alors introduire dans le calcul. On verra ci-après que ces formes d'in¬
tégrales sont du même usage dans la solution des problèmes que les
formes connues; je donne pour les obtenir une méthode qui s'étend à
un grand nombre de cas, et spécialement à plusieurs questions phy¬
siques importantes, telles que le mouvement des cordes vibrantes dans
un milieu résistant comme la vitesse, la propagation du son dans un
plan,etc., dont on n'a pu trouver encore que des solutions particulières.

En transportant aux différences infiniment petites les remarques

que je fais sur une équation particulière aux différences finies par¬

tielles, je parviens à m'assurer d'une manière incontestable que, dans
le problème des cordes vibrantes, on peut admettre des fonctions dis¬
continues, pourvu qu'aucun des angles formés par deux côtés conti-
gus de la figure initiale de la corde ne soit fini; d'où il me paraît
que ces fonctions peuvent être généralement employées dans tous les
problèmes qui se rapportent aux différences partielles, pourvu qu'elles
puissent subsister avec les équations différentielles et avec les condi¬
tions du problème; ainsi, la seule condition qui soit nécessaire dans
la détermination des fonctions arbitraires d'une équation proposée
aux différences partielles de l'ordre n est qu'il n'y ait point de saut
entre deux valeurs consécutives d'une différence de ces fonctions,

plus petite que la différence n"'me, et, par conséquent, que, dans les
courbes au moyen desquelles on représente ces fonctions arbitraires,
il n'y ait point de saut entre deux tangentes consécutives, si, comme

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE SUR LES SUITES. 5

dans le problème des cordes vibrantes, l'équation différentielle est du
second ordre, ou qu'il n'y ait point de saut entre deux rayons oscula-
teurs consécutifs, si l'équation est du troisième ordre, etc., ce qui est
conforme à ce que M. le marquis de Condorcet a trouvé, par une autre
méthode, dans les Mémoires de l'Académie pour l'année 1771, pages 70
et 71. Mais il est essentiel d'observer que, si l'intégrale renferme les
différences des fonctions arbitraires, on doit considérer les différences
les plus élevées comme les véritables fonctions arbitraires de l'inté¬
grale, et n'appliquer la règle précédente qu'à ces différences. Cette
manière d'éclairer les points délicats de la théorie des différences infi¬
niment petites par celle des différences finies est, si je ne me trompe,
la plus propre à remplir cet objet, et il me semble que, d'après la
théorie que j'expose, il ne doit rester aucun doute sur l'usage des
fonctions discontinues dans le Calcul intégral aux différences par¬
tielles. Enfin, je termine ce Mémoire par la considération des équa¬
tions linéaires aux différences partielles, en partie finies et en partie
infiniment petites, et par quelques théorèmes sur la réduction en

séries des fonctions à deux variables. Toutes ces recherches n'étant

qué le développement d'une considération fort simple sur la nature
des fonctions génératrices, j'ose me flatter que l'analyse dont j'ai fait
usage pourra mériter, par sa généralité, l'attention des Géomètres.

II.

Des suites à une seule variable.

Soit yx une fonction quelconque de x; si l'on forme la suite infinie

/0+y 1 * ■+■ 72 ? + y* t3 + • • •+j*(X /*+1 tx"~l H- • • ■ -+- j» r,

et que l'on nomme u la somme de cette suite, ou, ce qui revient au
même, la fonction dont le développement forme cette suite, cette
fonction sera ce que je nomme fonction génératrice de la variable yx.

Une fonction génératrice d'une variable quelconque yx est donc
généralement une fonction de t, qui, développée suivant les puis¬
sances de t, a cette variable yx pour coefficient de tx\ et, réciproque-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 MÉMOIRE SUR LES SUITES.

ment, la variable correspondante d'une fonction génératrice est le
coefficient de tx dans le développement de cette fonction suivant les
puissances de t. Il suit de ces définitions que, u étant la fonction géné¬
ratrice de yx, celle de yx_r sera ut' -, car il est visible que le coefficient de
tx dans utr est égal à celui de tx~r dans u, et par conséquent égal à yx-r.

Le coefficient de tx dans — 1 j est évidemment égal à yx+l —yx,
ou à Ayx, A étant la caractéristique des différences finies; on aura
donc la fonction génératrice de la différence finie d'une quantité en

multipliant par -- — i la fonction génératrice de la quantité elle-
même; la fonction génératrice de A2yx est ainsi u(^~ — i j , et, géné¬
ralement, celle do A'yx est u(^ — i) ; d'où l'on peut conclure que la
fonction génératrice de A'yx_r est — i) •

Pareillement, le coefficient de lx dans

en nommant donc X'yx cette quantité, sa fonction génératrice sera

Si l'on nomme X2yx la quantité
n Xyx -l- b Xyx+l 4- c Vj'x+2 4-... 4-q Vyx+tl ;

X*yx la quantité
« X2yx 4- b X2yx+i4- C V!/i+!4-... 4- <7 X2yx+n,

et ainsi de suite, leurs fonctions génératrices correspondantes seront

est

ayx -+- byx+! 4- cjVt-2 -+- eyx+3 4-... 4- </J\

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE SUR LES SUITES,

et, généralement, la fonction génératrice de A'yx sera

7

( b c

partant la fonction génératrice de A' Vsyx-r sera

t

On peut généraliser encore les théorèmes précédents, en supposant
que Vyx représente une fonction quelconque linéaire de yx, yx+{,

yx+2, que V2yx représente une nouvelle fonction dans laquelle
Vyx entre de la même manière que yx dans Vyx; que V3yx représente
une fonction de V2yx semblable à celle de Vyx enyx, et ainsi de suite;
car, u étant la fonction génératrice de yx, si l'on nomme us celle de
Vyx, us'2, us2, ... seront les fonctions génératrices d e V2^, ^3yx
En multipliant donc la fonction u par les puissances successives de s,
on aura les fonctions génératrices des produits de yx par les puis¬
sances correspondantes de V, V n'étant point une quantité, mais une

caractéristique; et cela sera encore vrai en supposant ces puissances
fractionnaires et môme incommensurables.

s étant une fonction quelconque de si l'on développe si suivant
i . K

les puissances de -> et que l'on désigne par — un terme quelconque
de ce développement, le coefficient de tx dans ~ sera Kyx+m; on aura

donc le coefficient de.ix dans us', ou, ce qui revient au même, 011

aura V'yx : 1" en substituant, dans s, yx au lieu de 20 en dévelop¬
pant ce que devient alors s', suivant les puissances de yx, et en ajou¬
tant à x, dans chaque terme, l'exposant de la puissance de yx, c'est-
à-dire en écrivantyx au lieu de (jœ)0, yx+, au lieu de (yx)'t yx+2 au
lieu de (yx)2, et ainsi de suite.

Si, au lieu de développer s' suivant les puissances de on le dé¬

veloppe suivant les puissances de - — 1, et que l'on désigne par

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 MÉMOIRE SUR LES SUITES.

(I \m- — i j un terme quelconque de ce développement, le coefficient de
/1 \ m

tx dans Kw( ~ — i j sera KAmyœ. On aura donc Yyœ : i° en substituant,
dans s, Ayx au lieu de - — i, ou, ce qui revient au même, i -t- Ayx au

lieu de j; 20 en développant ce que devient alors s' suivant les puis¬
sances de Ayxi et en appliquant à la caractéristique A les exposants
des puissances de Ayœ, c'est-à-dire en écrivant A0yx, ou yx, au lieu de
(Ajœ)n, A2yx au lieu de (Ay^)2, et ainsi de suite.

En général, si l'on considère s comme une fonction de r, r étant une

fonction de j> telle que le coefficient de tx dans ur soit nyx, on aura
V'yx en substituant, dans s, Oyx au lieu de /•; en développant ensuite
ce que devient alors s' suivant les puissances de □yx, et en appliquant
à la caractéristique □ les exposants des puissances de Uyx> c'est-à-dire
en écrivant UnyXi ou yx, au lieu de (dpy)0, U2yx au lieu de (ny*)2,
et ainsi du reste. On aura donc ainsi les valeurs de Vyx, V2yx, ... par
de simples développements de fonctions algébriques.

Soit s la fonction génératrice de 2>'yx, 2 étant la caractéristique des
intégrales finies; on aura, par ce qui précède, pour la fonc¬
tion génératrice de yx; mais cette fonction doit, en n'ayant égard
qu'aux puissances positives ou nulles de t, se réduire à u. On aura
donc

/1 Y ABC Fs{ï~l)=u+l + ^ +
d'où l'on tire

ut'-i- Aé-' + BiM+ C^-3 + . ..4-F
(1 — ty >

A, B, C, ..., F étant les i constantes arbitraires qu'introduisent les
i intégrations successives de yx. En faisant abstraction de ces con¬

stantes, la fonction génératrice de I\lyx serait u(~ — 1^ on aurait
donc la fonction génératrice de Ylyx en changeant i en — i dans la
fonction génératrice de A'yx; et réciproquement, on aurait la variable

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE SUR LES SUITES. 9

correspondante de la fonction , dans laquelle on suppose

i négatif, en changeant i en — i dans A'yx et en supposant que les
différences négatives représentent des intégrales; mais, si l'on a égard
aux constantes arbitraires, il faut, en passant des puissances positives
aux puissances négatives de j — i, augmenter u d'un nombre de termes

j -+- ^ -h ^ -K .. égal à l'exposant de la puissance négative de y — i.
On voit par là comment les fonctions génératrices se forment de la
loi des variables correspondantes, et réciproquement, de quelle ma¬
nière ces variables se déduisent de leurs fonctions génératrices. Appli¬
quons maintenant ces résultats à la théorie des suites.

IIÏ.

De l'interpolation des suites à une seule variable, et de l'intégration
des équations différentielles linéaires.

Toute la théorie de l'interpolation des suites consiste à déterminer,
quel que soit i, la valeur de yœ+i en fonction de yx et des termes qui
précèdent ou qui suivent yx. Pour cela, on doit observer que yx+i est
égal au coefficient de tx+i dans le développement de u, et, par consé¬
quent, égal au coefficient de tx dans le développement de jg, or on a

=.[I+,(i _,)+sta (i -,)•+ ■■ •] •

De plus, le coefficient de tx dans le développement de u est yx; ce

coefficient dans le développement de u(^~ —ij est Ayx; dans le déve¬
loppement de uQ- — , il est égal à A2yx, et ainsi de suite; on aura
donc, en repassant des fonctions génératrices aux variables corres¬

pondantes,
=yx + i Ayce -l- J* + ——~~6—— A3yx + ....

OEuvres de L. — X. o

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



10 MÉMOIRE SUR LES SUITES.

Cette équation, ayant lieu quel que soit i, servira à interpoler les
suites dont les différences des termes vont en décroissant.

Toutes les manières de développer la puissance jt donneront autant
de méthodes différentes pour interpoler les suites; soit, par exemple,

i a

en développant A, suivant les puissances de k, au moyen du beau théo¬
rème do M. de la Grange (voir les Mémoires de l'Académie, année 1777»
page n5), on trouvera facilement

u r . i(i + 2r — 1) . i(i ■+- 3r — 1) (i ■+- 3/' — 2) ,

—.z=u\ 1 -+- i ex -i— a2 H— 5- a
t' L 1 -2 1 .2.3

, i{i + [ir — i)(é + 4'' — 2)(î + 4'" — 3) ,, ,

1.2.3.4 a

Maintenant, a étant égal à tr(j — 1 j, le coefficient de tx dans le déve¬
loppement de ua. est, par l'article précédent, Ayx_r\ ce même coeffi¬
cient dans le développement de ua? est A-yx-2r, et ainsi de suite. On
aura donc

. ifi + ar-i)., , i(i-hSr — 1) (î -t- 3 r — 2) A

,Yx+1 — yx + l kyx-r-h
1 2 A yx-ir "I J 2 3 A yx—Zr

f(j-4-4r — i)(j'-4-4r — 2)(i-htir — 3) .
+ 1T273T4 Vy

IV.

Voici présentement une méthode générale d'interpolation qui a
l'avantage de s'appliquer, non seulement aux suites dont les diffé¬
rences des termes finissent par être nulles, mais encore aux suites
dont la dernière raison des termes est celle d'une suite récurrente

quelconque.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE SUR LES SUITES. il

Supposons d'abord que l'on ait

"i-
et cherchons la valeur de L en z.

Il est clair que p est égal au coefficient de 0' dans le développement
do la fraction —si l'on multiplie le numérateur et le dénomina-

I
t

j û *
teur de cette fraction par i — 0/, on aura celle-ci —

L'équation
j+d + s"

t ( j — i j = s donne X- -+- t — 2 -1- z,

j Q ^
ce qui change la fraction précédente dans la suivante dy,_ or
on a

1 1 z0 c2#2 z393
7711 + /T77: +

(i — ey~zd (i — oy (i-ôy (i — oy (1 — oy

D'ailleurs, le coefficient de 0r dans le développement de est
1 > 1 d'(l — Q)~s v n 1

égal a —- dQl. ' pourvu que 1 on suppose 0 = o après les
différentiations, ce qui donne fj-2 +11 2L • • —II pour ce coef-
licicnt; d'où il suit que le coefficient de 0' est : x° i 4-1 dans le déve¬

loppement de _^0yÊ, 2° + (jans jc développement de
30 -~l)<(\+aï.3(.,4"!"5a)(t + 3) dans lc développement de ^ëy'

et ainsi du reste. Donc, si l'on nomme Z le coefficient de 0' dans le

développement de la fraction --
_ ^^ > on aura

Z —- i H- 1 -j—
1 ( i + 1 ) ( i -h 2 ) ( 1 — i ) t'( i -i-1 ) ( i-4- 2 ) ( i 3 ) _2

1.2.3 "" 1.2.3.4.5

(t — 2) (i— 1) c(i-hi) (t + 2) (t-4- 3) (i-h 4) __3

1.2.3.4.5.6.7

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 MEMOIRE SUR LES SUITES,

ou

, . , (i + i)[(i-+-i)2-i] . (» + i)[55-4-0*—i][(f-4-i)"—4]
+ +

1.2.3 + ~ 1.2.3.4.5

Q-+1) [(/+1)«- ii r(>+1)2- 4i [(»+1)2- 9],
1.2.3.4.5.6.7 „ "

Si l'on nomme ensuite Z' le coelBcient de 0' dans le développement
do

_ Qy__-Q> on aura Z', en changeant, dans Z, i en i — 1, ce qui
donne

i(i2— 1) i(P — 1) (t2 — 4) . 1) (i2— 4) («2— q) a

1.2.3 " 1.2.3.4.5. ~ + 1.2.3.4.5.6.7 *+••••
On aura ainsi Z — i71 pour le coefficient de 0' dans le développement

1 — et

^ — ey—zO'
j Q ^

de la fraction
_ Q ^ce sera, par conséquent, l'expression de

partant

Cela posé, le coefficient de tx dans jt est yx+i~, ce même coefficient,
dans un terme quelconque de «Z, tel que Kuzr ou, ce qui revient au

même, Kutr — 1^ est, par l'article II, égal àKA2ryœ_r; dans un
terme quelconque de utTl, tel que Kuizr, ce coefficient est KA2ryx_r_,.
On aura donc, en repassant des fonctions génératrices aux variables
correspondantes,

(i-t-1) [(i -+- i)2—0 ...

fx+i— {l -H O/xH ~i 2 3 ~ Tx-1

(i -t- i) [(t -t- O2 — 0 [(1 -+- O2 — 41 A4.+
1.2.3.4.5 A4/X_j

y*~l 1.2.3

i(i2— i)0'2 — 4) Ai ,

1.2.3.4.5 •••

On peut varier encore la forme précédente deyx¥t ; pour cela, soit
Z" ce que devient 71 lorsqu'on y change i en i — 1 et, par conséquent,
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MÉMOIRE SUR LES SUITES. 13

ce que devient Z lorsqu'on y change i en i — 2; l'équation j(. = Z — V/J
1 r Z'

donnera r = Z' — /Z", partant = y — Z". En ajoutant ces deux
valeurs de A et prenant la moitié de leur somme on aura,

I = -Z - - Z"+ - (1 + 0 (7 -I )Z';t' 2 2 2 W '

or 011 a

1 _ 1 1 f . î ( î -4-1 ) ( 1 ■+• 2 )
- Z Z"— -\ l + I H 3 -H . . .2 2 2 L 1.2.0 I

i — — i)i "]
+ ÏTÏT3 *+••■]

JL , ''O"*-1) —0 ('2-4)
1.2*" 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6

partant
u \ i2 /1 \2 j'2(j2—1) /1 y

+
J.2.3.4 ' (7~v

,-«(,1-!)(,■»-4) /,
1.2.3.4.5.6 ' W

ï — T /I
i -f- ô M 7 —11.2.3 \t

....]

(«■— ,)(!*— 4)
1.2.3.4-5 ' y

/■(i -i ) + -]•
d'où l'on conclut, par l'article II, en repassant des fonctions généra¬
trices aux variables correspondantes,

/2 /2 / /2 » \

.r*+f=J'« + — A2/,,-,-)- I?3^-A4Jx-2
+ 1.2.3.4.576"" * + • ' '

-+" + ^ J _2 J â3(yx_,+jv-2)
/ 4) 4i/

2 1.2.3.4.5 (7*-»+ 7*-») + ....

Cette formule revient à celle que Newton a donnée dans l'opuscule
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intituleMelhoclasdifferentialis, pour interpoler entre un nombre impair
de quantités équidistantes; dans ce cas, yx désigne la quantité du
milieu et i est la distance de cette quantité à celle que l'on cherche,
qui, par conséquent, estyx+i, l'unité étant supposée l'intervalle com¬
mun des quantités données.

En différentiant aux différences finies la formule précédente par
rapport à i, on aura

fx+t+l — yx+i — - A( fx+ fx-l) + ~ A3 (Jx-i + fx-i)

((-l)l'(( + l)((+2) X ...
+ " TXÎT ;A (/*-.+/*-.) + • • •

/ • » I In (2i+l)(l + l)t I
+ ( a » + i) - A yx-, 4- 77^73 - A yx-t

( 2 i h- i ) ( i h- 2 ) ( i + i ) i ( i — i ) i A

1.2.3.475 -A

Soientv^., — yx~y'x et i — s—-, on aura

SÀ— I

y ç_,— 2 {y.xfx-i) i- 2 ^ 2 A"(yx~i+/x-j)
|_ (5"~ ')(5'~9) i. ^4 ( y' +yl \ __1—+

2.4.6.8 2 (y*-*^y*->> • ■■■
s . , .ç(.S'!— l) . ,

-H 7 /x-i -77475- A
s(s-— 1) (.«2— 9) .. ,

Cette formule revient à celle que Newton a donnée dans l'opuscule
cité, pour interpoler entre un nombre pair de quantités équidistantes;
y'x exprime la seconde des deux quantités moyennes, et exprime
sa distance à celle que l'on cherche et qui, par conséquent, est
y' l'unité représentant l'intervalle commun des quantités don-

nées.
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Y.

Supposons généralement
h c e p q
t ' t1 ' t3 t' t"'(a) s _ a-\- - H- 75 + +... +

on aura
r s — a h c

t" (7 <7* çri2 qt"-1
ce qui donne

1 z — a b c p
t"+l qt qt- qt5 qt"'

en éliminant ~ du second membre de cette équation, au moyen de la
proposée (a), on aura

1
_ p(s~a) pb-+-q(z — a)

tn+l q'1 _T~ q*t

Cette expression de ne renferme que des puissances de - d'un
ordre inférieur à n, et, en continuant d'éliminer ainsi la puissance —>

^ | | » • »— * V *** V ». * * ». v » j »-* W ».» V M v* J.UK» »» »» v v »-» V/ ^

I

V1'
à mesure qu'elle se présente, il est clair que l'on arrivera à une expres¬
sion de qui ne renfermera que des puissances j moindres que n, et
qui, par conséquent, aura cette forme

i = z H- i If»+ I z») + I »«+... +^Z<-'>,

Z, Z(,), Z(2), ..., Z(n_,) étant des fonctions rationnelles et entières de s-,

dont la première ne surpasse pas le degré -■> la deuxième ne surpasse

pas le degré j —■ i, la troisième le degré ~ — 2, et ainsi du reste.
Cette manière de déterminer A est très pénible lorsque i est un peu

considérable; elle conduirait d'ailleurs difficilement à l'expression
générale de cette quantité; on pourra y parvenir directement par la
méthode suivante.
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16 MÉMOIRE SUR LES SUITES.

jt étant égal au coefficient de 0' dans le développement de la fraction

—'—g, on multipliera le numérateur et le dénominateur de cette frac-
1 —

7

tion par
(a — s)9" -1- bQn~l -+- c6"-i -H. .. -+- p9 + q

et, en substituant dans le numérateur au lieu de s sa valeur
b c

on aura

bd"~"M
(
i- F)| 4- c Bn~~ |(-?)| + e9"~31

\ t\)| +. . . -t- q |(-g)
1H)ILaOn -1- bO'1-i cO" ~2 ~>re 0"~3 -+- ... -t-p B -+- q — zO'1)

Le numérateur de cette fraction est divisible par t — on peut donc,
en faisant la division, la mettre sous cette forme

b S"-1 -+- c B'l~2 -j- e Bn~3 -h ...+p 9 q

M- j ( c 0n~2 -f- c 9n~3 -t- ... -+- p Q -+- q )
B2

-h — (e9"—3-+- ... + pB H- '/) >

-K

qQ'>-x
tn-l I

{A ' aOn+ b 9n~l + c 8a~2 -h eO"—3 ■+•. ~+"f0+"(y— J$* '

La recherche du coefficient de 0' dans le développement de cette frac¬
tion se réduit ainsi à déterminer, quel que soit r, le coefficient de 0''
dans le développement de la fraction

i

aôn-h b6n~l-H c0,i-2^ edn'~* 4-...-hpÔ -h # — z9d '

PPour cela, considérons généralement Infraction ^> P et Q étant des
fonctions rationnelles et entières de 0, la première étant d'un ordre
inférieur à celui de la seconde. Supposons que Q ait un facteur 0 — a
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MÉMOIRE SUR LES SUITES. 17

élevé à la puissance s et faisons Q = (0 — a)fR; on peut toujours,
comme l'on sait, décomposer la fraction t en deux autres -^-~p + 5,
A et B étant des fonctions rationnelles et entières de 0, la première de
l'ordre s — i et la seconde d'un ordre inférieur à celui de R; on aura

donc
A B P

(0 — a)* h R ~ (0- IfR'
ce qui donne

P B < 0 aV
R R

Si l'on considère A, B, P et R comme des fonctions rationnelles et
entières de ô — oc, A sera une fonction de l'ordre s — i et, par consé-

quent, il sera égal au développement de ^ dans une suite ordonnée
par rapport aux puissances de 0 — a, pourvu que l'on s'arrête à la
puissance s — i.

Soit donc
p

£ = y -H y, ( 0 — a ) -+- fi ( 0 — a )* 4-...,
on aura

À y y, y2
(0 — a)" (0 — «)s (0—(0—a)''~2 '

en rejetant les puissances positives ou nulles de 0 —- a; ys sera
par conséquent égal au coefficient de ts~1 dans le développement de

y + y\i +,>'a^ + - • •.
0 — a. — l

Or, si l'on nomme P' et R' ce que deviennent P et R lorsqu'on y

change 0 — a en /, ou, ce qui revient au même, 0 en t + a, on aura

P'
ÏP =/h-/I'H-/2<-+ - • •;

partant, p sera égal au coefficient de ts~' dans le développement
OEuvres de L. — X. 3
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18 MÉMOIRE SUR LES SUITES.

P'
l'e

R'(9 — a T)' e^' Pai* consé(Iuent> il sera a
i cp->_ P'

1.2.3... (s — i) dt"~' R'( 9 — a — t) '

pourvu que l'on suppose t = o après les différentiations. Maintenant,
p/ p/

le coefficient de O'dans étant égal à — 077 tT--,, ceiv(o — « — O 3 R' {a. -t- £)

même coefficient dans rr—7 r v—, rr, sera
1 .2.3.. .{s — i) àts~l R (a — y — t)

1 d'"1 P'
1.2.3...(s—1) df~l R'(o04- t)r+1 '

t étant supposé nul après les différentiations. Cette dernière quantité
sera donc le coefficient de O' dans le développement de or, si
l'on restitue, dans P' et R', 0 — a au lieu de t, ce qui les change en P
et R, on aura

tp-1 P'
_ ds~l P

dP-1 RY^+ocT"7' ~~ dû71"1 RÔ^"> '

pourvu que l'on suppose 0 — a, après les différentiations dans le
second membre de cette équation ; — , a 3 ' t? —1) d'F-1 rO"-1 sera
donc, avec cette condition, le coefficient de 0r dans le développement
do la fraction 7-~-—■

(y — a y
Il suit de là que, si l'on suppose

Q = a (9 — a )* ( 9 — a')s' (9 — a" )s". .

P
le coefficient de 0r dans le développement de la fraction -r sera ,

I <p-' P
1.2.3. . .(s — 1) àÔs~l aiY+H9 — (x'y (û — • •

1 fis'- 1 P
1.2.3. 1 ) dds'~l a (3 '•+'(0 — a )s (0 ■— a")s".. .

I d'"~< P
1.2.3. .. 0"— 1) dOs"~l ai3,M~' {9 ■— ct)s (9 — a' y. . .
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MEMOIRE SUR LES SUITES. 19

en faisant, après la dilTércntiation, 0 — a. dans le premier terme,
0 = a' dans le second terme, 0 ~ a" dans le troisième terme, et ainsi
de suite. Cela posé, soit

V — a 9" + h 9-+- c9'l~2-\-... -4- pO + q,

et supposons que, en mettant cette quantité sous la forme d'un pro¬
duit, on ait

V — a(9 — a.) (9 — a!) (9 — a")... ;

en développant la fraction y—dans une suite ordonnée par rap¬
port aux puissances de z, on aura

i z9n z29"2'1 z393n
y + ~yT -1- -yr + -yT- + ■ • •

et le coefficient de O' dans le développement de la fraction sera, par
ce qui précède, égal à

i .2.3... (s — i ) as d9s~l

<x')*(ô — oc")'. . .

I

9M{d — a )> (6 . '
1 i

Qr-tl-l ( Q — «y (9 — a.1 y...}
/

pourvu que, après les différentiations, on suppose 0 = a dans le pre¬
mier terme, 0 = a' dans le second terme, 0 — a" dans le troisième
terme, etc. Soit Z{*~{) ce que devient alors cette quantité, le coefficient
de 0' dans le développement de la fraction y _, g/t sera

7(0) , 7(1). g , 7(2 ) Z1 , 7(3) -3 ,i ' '-*1-11^ > i—2 n * tui-zn^

on aura donc, pour le coefficient de (H dans le développement de la
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20 MÉMOIRE SUR LES SUITES,

fraction (A) et, par conséquent, pour l'expression de

i = bZ\<>Jn+l 4- bz7\ljill+i + bz*Z£\n„ + ^3Z£> „+I +•••

4- C Z^+J H- C5ZO'2,t+2 -4- cz*l\%n+î 4- C S3Z^b+1 4- • • •

~t~ eZ'A',,+3 -I- cs/|-l'2;;+3 H- e^'ZJ'j;i+> + c-'ZJijn+j 4-...

( c7n+1 + c«Zii'„+1 H- c*2Z<.i>„+1 + «»Z£'„+1 + ■■■)
4- - ] + eZ^+j 4- esZ^re+j 4- e^'Z^n+j 4- ez"Z{£\n+i 4-... ?

(+ )
i i cZiî?B+, -h ezZ\l\n+i 4- es2Z[-2,3n+1 4- ezsZ[3_\,l+l 4-... )

+ T21 h- 1

4-

+ ^ (?Z^+1 4- + qz*Z^n+1 +. . .).

Présentement, si l'on désigne par Vyx la quantité

par V2^. la quantité

a Vyx 4- 6 VyaM-1 4- C V/a+2 4-... 4- ? Vj

par V3jœ la quantité

« 4- i V2jVm 4- c V^/^+a 4- ... 4- q V2/*+„,

et ainsi de suite, il est visible, par l'article II, que le coefficient de tx
dans le développement de sera ¥syx+r ; en multipliant donc l'équa¬
tion précédente par u, et en ne considérant dans chaque terme que le
coefficient de tx, c'est-à-dire en repassant des fonctions génératrices
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aux variables correspondantes, on aura

1 yx-\-i y*(bmi+l +cZ\°Jn+i + eZ<&„ +...+ ÇZW)
+ Vj*(éZji> ,m+ cZ'-i'„+2+ ^11» „+3h- ... h- ^Zji'j
+ VV-(6ZiiU+,+ cZ|i»8„+2+ «ZiiU+,+ - • • + ?ZÎ«_»1B)

+ jï+1(cza+1 -t-eZji>B+2 H- + g,zs°'1)
(B> < + v7x+I(Czi.i'2„+1+ez(i'2„+2+ +?Zii>n_1)

+ JW2(eZ;.»;i+1 H- H- qZ?-\ )
+ Vy*+i(e7Jii'jn+.H- + ql^n-2)

-+- <jyx*-n—\1 ~+~ cfîyx-¥n— 1 ZJig«+i H yx+n—j ....

Cette formule servira à interpoler les suites dont la dernière raison
des termes est celle d'une suite récurrente; car il est clair que, dans
ce cas, Vyx, V2yx, Vyx, ... iront toujours en diminuant et finiront
par être nuls dans l'infini.

Si l'une de ces quantités est nulle, par exemple si l'on a Vyx= o,
la formule précédente donnera l'expression générale de yx qui satis¬
fait à cette équation. Pour le faire voir, supposons d'abord Vy(=o,
ou, ce qui revient au même,

o — aji ■+■ byM + cyi+î -H... 4- qyi+„ ;

si l'on fait dans ce cas x — o dans la formule précédente, elle de¬
viendra

yt- y„(bZ^„M 4- cZWn+i + éZ^n+3 + ... + qZW )

4- yt (cZi»+1 4- CZ<.°>„+2 H- + q ZJi>)
+ ZJÎ.U.+ + ^ZW)
4-

+ qyn-lZii'n+j.

y0, y{, y2 yn-K sont les n premières valeurs de. yy, ce sont les
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n constantes arbitraires que l'intégration de l'équation Vy,- = o intro¬
duit.

Si l'on a V2j;:-o, la formule générale (B) donnera, en y suppo¬
sant encore x — o,

ji— 4-cZ^n+2 +...-t-^ZJ0')
+ V/o ipZJij„+1 H- cZJi'j„+ 2 4- ... 4- qZÇi»,)
4- y, (cZ(,°J,t+1 + • + ?Z^)
+ Vy, (cZii'2n+14- -h <7 Z(/L'„+1)
4-

4- <7 Z(-_„+[ y«—i 4- <7 /; 2 «+1 Vy«—i,

y0» yyi' •••' .y«-i' yy« i étant les m constantes arbitraires
qu'introduit l'intégration de l'équation V^^o. On aurait de la
même manière la valeur de yh dans le cas de V:!y, — o, Vy,-- o, ...,

et l'on voit ainsi l'analogie qui existe entre l'interpolation des suites
et l'intégration des équations linéaires aux différences finies.

VI.

Soit yx — y'x 4~ y"x, et supposons que u' soit la fonction génératrice
de y'c, et u" celle de yy, on aura

u — u!4- u".

Soit encore u"zs~ ~k ou u"= si l'on désigne par le coefficient
de txU dans le développement de on aura, par l'article II,

Xx+; — V>y^ ;

présentement, on a

i tns

zs ~ («<"-+- bt" '4- ■ • + q Y

Or le coefficient de lxU, dans le développement du second membre de
cette équation, est égal à celui de dans le développement de

(9«+M»-. + cI0»-» + ...4-g)«' ct> Par rarticIe Précédent, ce dernier
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coefficient est égal à Zdonc le coefficient de (jans je ^

loppement de -•> sera

Xx+{-mz\f " h- Xx+i_ns_iZ[( " -+-. . . -t- x0z(j+/irt( ou Sx ' ,Jx+i-ns-r>

l'intégrale étant prise relativement à r et depuis jusqu'à
r = x -h i — ns; cette intégrale sera l'expression de y" ..

Dans le cas présent, il est facile de la réduire à des intégrales rela¬
tives à i, car il résulte de l'expression que nous avons donnée de Z(f~"
dans l'article précédent, que celle de est réductible à des
termes de cette forme KS,.r^, en sorte que le terme correspondant de
hXrZx~yis_,r sera KXS'V^X,., K étant fonction de x -+- i — ns; or, si l'on
désigne par la caractéristique S'l'intégrale relative à i, on aura

IvXS'yr-X,. = K ï'§*+'-»'(a: + i - ns)V'Xx+i_„s,

pourvu que l'on termine l'intégrale relative à r, lorsque r égale
x-i-i— ns; on réduira ainsi l'intégrale SXrZ^i/(f_r à des intégrales
uniquement relatives à la variable i. Cela posé, si dans la formule (B )
on fait x — o et — o, elle donnera

'

( 7o( W2n+ , + cZj»J„ + f +. . . + qW )
, vv _ | + V7o(éZ'U2„+1 + c7^1M+... + q7^„ )

y i r/Jï-ns-r — ] -}- *
'

+ v'-1 r0 ( bz<islll+l + cz^+s h- ... h- tfz^v» )
t 7i(cZ<.»J„+|u + ?Zi°J1) j
I rr(S-i) \ '

( -t- V'-l7l ( c zj-'r/i+j -+- ■+■ <///-»»+«->' '
-+-

Vs-'y,t-> étant
+ qm+, Xn-t + çm«+t *>»-«+. +

y0, Vy0.. .vs y0, y,, Vy,.. .V'-'j,, ..., yn..y, . •
les «i arbitraires de l'intégrale de l'équation

VsYi= o ou vsy'i + ^sy"i ~ o ;

or, Vy'- étant égal à X,-, cette équation devient
o — \sy'i + Xi.
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On aura donc, par la formule précédente, l'intégrale de toutes les
équations linéaires aux différences finies dont les coefficients sont
constants, dans le cas où elles ont un dernier terme qui est fonction
de i.

VII.

On peut donner à l'expression de ~ une infinité d'autres formes
parmi lesquelles il s'en trouve qui peuvent être utiles dans plusieurs
cas. Voici comment on peut y parvenir.

Pour cela, supposons que, au lieu de donner, comme ci-dessus, à A
cette forme

77 — z i~- y Z(1) -4- — Z(2) + ...•+■ Z(re-1>,

on lui donne celle-ci

ï< = z+(?-,)Z"'+G - ,)*Z™
la question se réduit à déterminer Z, Z'f, Z<2),

On mettra d'abord l'équation
b c p q

_ u. •L — '

sous cette forme

a+ _ + + _t , ^

et l'on aura

œ = q',
\

les signes supérieurs ayant lieu si n est pair et les signes inférieurs si
a est impair. On multipliera ensuite, comme précédemment, le numé¬
rateur et le dénominateur de la fraction -—par

1 —

t

(a — z)0" +• b0"~l -h cÔK~!-+- ... +-pd -+- q,

en observant de substituer dans le numérateur : 1" au lieu de z,

a' -±- b'I- i J + c' 1 ~ r j -1-... ;
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2° au lieu (le a()"-+- Ô0"~' 4- cQ"-2 ■+■... la quantité

26

r^a'+b'f^ i ) 4- c' -h. ..

Si de plus on fait, pour abréger, j — i = on aura

Q_ + C>dn-Z — 0)2— 4-. ..4- q
r 6"i

H
f i — («0re4- bQn~l+ cd'l~2 + .. . 4- p 9 4- q — sOn)

or on a

En divisant donc le numérateur de la fraction précédente par cette
quantité, elle se réduira à celle-ci

b'en-l + c'Qn-Z^^ e>e»~3^(l — 6y+{1-6)^1 + ~
(! Ô)»-l 4- (] — + (I — 0)'l~3+ <7 t'2

a 0" -h b 0"~l 4- c 0n~2 4-. • . 4- P 0 4- y — 5 Q'1

ou, ce qui revient au même, à

b'Qn-i 4- c'O'1-1 ( i — 4- e'0n~l fi — 4-... 4- q 0n~' f— i

Qn-1
~

Qn-1
T2"

c' 4- e'f i — i ) 4— .4- <71J-'
n—2'

e'H- y ( 5 -1

(5"_1
+ ~jû=î

a 0" 4- b 0"--14- c Ô"~2 4- . . . 4- p 6 4- q — s9n

De là il est facile de conclure que, si l'on conserve à la même
signification que nous lui avons donnée dans l'article Y et, que l'on
considère que, en désignant par </,- le coefficient de 0' dans le dévelop¬
pement d'une fonction quelconque de 0, ce même coefficient dans le

OF.uvres de L. — X. 4
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développement de cette fonction multipliée par — iJ sera, par
l'article II, A1^-; on aura

j j. — b'Zii)ra+14- b'zZ^a+i -t" ^'-S2Zi-î)3„+1 + . . .
I H- c'AZ'.°J„+I+ c'a»AZli>iB+1 + ...

4b e'A2ZÎ°)re+1 4- e'.sA2Z<AW1 + e'^A2ZWsra+I+---
-h-

+ q A"-'Zi»Ui H- q - A'-'ZHW. + <7~2 A«-'Z^3„+1 + • • •

/ c'Z<.»'„+1+ cWW> + --- )
+ 77 + e'AZ^„+1 4- ^ AZiL>„„ +•••

(+ )
_i_ ( e'Zi»'n+i+ «,«ZiI>„+1 + ... |+
*'2 j -h j

_l~ 7/--1' (Z i--«+i + 5ZJi'2n+1-+ ...).

Présentement, il est visible, par l'article II, que le coefficient de lx
Il ^

dans le développement de la fonction est AH'Vsyx; l'équation pré¬
cédente donnera donc, en la multipliant par u et en repassant des
fonctions génératrices aux variables correspondantes,

7x+;.=: 4-c'AZ£U +e'A2Zll>„+1 +...+ q A«-2Z'É»';m )
+ Y/ad br Zffi2«H-i C'AZUjb+i "+~ e A"Z;P2;1+1 4- . , . -1- q A""' Z^i'2ra+1)
+ VyAb'7nn+i+c'\mn+l + e'A*l\%l+1+... + g A»-«ZH',n+l)
4-

4b A7,(c'Z(.i'„+1 + e'AZJAft+i + + 7 A»-*Z£>„+1 )
4- AV7*(c'Z<L)2„+14-e'AZ<AWi+ ,4- q A"-,ZJij„+1)
+ A V27x(c'Zii'3„+1 4- e'AZ|i'3n+i +' 4-7 A»-*Z&B+t)
4-

+ A27œ(e'Z<.%+1 + 7A»-»Zi«U1 )
4- A'V^ZJiW, + + <7 A»-2Z<.i'2„+1)
4-

+ ?Z£>,+ , A»-'7,+ 9Zffi2re+1 A—V^4- ^ZSIUm A""1 V27*+.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE SUR LES SUITES. 27

VIII.

Supposons, dans la formule précédente, x et i infiniment grands, de
manière que l'on ait

. OC i 7J5
i — -7— et x=-,— :cloc y cloc i

yx+i deviendra une fonction de cr-t-a?,, que nous désignerons par

<p(w + x,). Supposons de plus

7 CJ 2
ax—au bi-^ Cl~dï}' '*'

l'équation

o = a1+&t(j-i) + c,(i -1) +...4- <7(^-i)
donnera, pour 0, n racines de cette forme

d — i -hfdxj, 0 = i-t- ft dxu 9 — J+f2dxu

ce seront les quantités que nous avons nommées a, a', a", ... dans
l'expression de Z^-,) de l'article V, et les valeurs de/,/,,/>, ... seront
données par les n racines de l'équation

o = — b2f 4- c2/24-. . . ± 9hf1'

Maintenant, si l'on fait 0 — 1 -h hdxt, 011 aura

X I

Ô' (1 4- h dXi)1'

le logarithme hyperbolique de cette dernière quantité est

— i log (14-h dxx ) = — ih dxx = — hxx,

d'où l'on tire ^ =e~hx•, e étant ici le nombre dont le logarithme hyper-
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bolique est l'unité; on a d'ailleurs

a = ax — Z>i 4- c, —... ± q — a2
U<) C 2

dxl dx\
<7*

dx\ '

et cette valeur de a se réduit au terme ± parce qu'il est infini¬
ment plus grand que les autres; l'expression de Zjf-1' de l'article Y
donnera donc, en y changeant reni-i,

e-iix,

ht-1
dXy d'~l

.2.3. . . (s — i) ( ± q-2 Y 0hs~l

(/i-/.)'(A
e-'ix,

(h-/)'(h),
C-'lX,

(A - /)* (A
I

la différence 1 étant prise en ne faisant varier que A et en substi¬
tuant, après les différentiations,/au lieu de h dans le premier terme,
f{ au lieu de h dans le second terme, et ainsi de suite. Nommons
X(î-,) cS», la quantité précédente, nous aurons, à l'infiniment petit
près,'

ZfeJ,' = ZW = X<*-Vdxi;

d'ailleurs on ayx= l;i caractéristique A des différences finies
doit se changer ici dans la caractéristique d des différences infiniment
petites, en sorte que l'équation

Yk®= aYx + bj'x+i + cyx+ 2 -1- ...

ou, ce qui revient au même, celle-ci

+ + +• • •

devient, en v changeant dxt en dW,

„
, , dcp(rn) d2 cp(sî) d3 © (et)Vyx= a, -h b, + C2 + C2 + ..drs3 h

d" Q>(&).
tfro» '
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l'expression de yx+u trouvée dans l'article précédent, deviendra donc
/ «?X(0> d*Xw

9(® + ^i)= ?(^)(é2Xf« + c2^j- he2 ,,, +...

(C)

doci

■V9(b)I6,F) + C,S^ + <?,dx!

dx\

gPX'1»

dx\

■V2
/ (/X'2'1 d2X(2> \

/C2X(0)+e2^+.dm

dV <o(m)
4- -—( c,X<U + e2

c2 X<2> -H <?2

dm

dV2 <p(w) /
-îcfcr \

dxi

rfX">

dx\

dX(2)

+ ^E)(etX(o>-

_|_

dm*

d*V <?{m)
dm2

..)

(e2X<»>+...)

Cette formule servira à interpoler les suites, dont la dernière raison
des termes est celle d'une équation linéaire aux différences infiniment
petites dont les coefficients sont constants.

Si l'on a

V <P(oj) = a29(ro) + ^^9(^0 ;
clm

on aura

et

/• «2
7~ 6,

V 9 ( w ) == 62 e-/^ •efcj
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l'expression de X^-1' devient, dans ce cas particulier,

... 'y S 1 p—./«£. •

1.2.3...(« — 1) b\ ' '
on aura donc

, . , 1 , . x, d\ef™ <0 {m)} a'? dr[e-^'CT tp (nr)]
+ = ^ J J + 7i|

En supposant Z>2 = 1 et/= o, par conséquent «2 = o, on aura la for¬
mule connue de Taylor.

La fonnule(C) se terminera toutes les foisquel'onauraVso(m) = o;
si, |>ar exemple, V<p(cr) — o, on aura

/ dX"» d"~lX<0'\
cp(m-t-x1) = ?(ro)(^X(0)4-c,-^- +... + <72 -£pT=T~ J

+ ~ite~(C2X +C2_^r+---+72 ^r2 J
H* « . * |

ce sera l'intégrale de l'équation o = V<p(w 4-a?,) ou, ce qui revient
au même, de celle-ci

, dcp(zv + x,) , nd"-cf>(vs-h«,) , , „ et" <p(ro -1- #,)
° = + +V ^ +C2 +••• + ?> ^ ,

9(ct), ... y d étant les « constantes arbitraires1 v y dm dm- dm'1 1

que l'intégration introduit. On aura, par la même formule, les inté¬
grales des équations

V2 cp(m -+- a;,) = o, V3 9(07 4- 34) — o, ....

Si l'on fait
9(574-04) =y,xl-i-yixl

et que l'on suppose Vsy2xt = Y, Y étant une fonction donnée de x,,
on trouvera facilement, par l'article VI, que si l'on change, dans l'ex-
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pression de X(s~'\ x{ en cj-f-aq — r et, dans Y, x, en r — vs, et que l'on
nomme R ce que devient la première de ces deux quantités et S ce

que devient la seconde, on aura yixi = j RSc/r, l'intégrale étant prise
depuis /• = o jusqu'à r = -t- x, ; si l'on suppose, de plus, dans la for¬
mule (C), Vso(ur -+-xt) = o, elle donnera

RSc?/-=yo^sX(0>+ct^-
_ /, dX(1> \

+ V-ro^1X(o + Cl_+...j
-+-

H- ( ô, + c3 +■■■)

+ ^(c!XC)+...)
CIU5

H-

H-

,Xo, > • • ■ > Vjn, ■ ■ • étant les sn constantes arbitraires de l'in¬

tégrale de l'équation

o = Vs cp(tn 4- x,) ou Vsy1xI-h-V = o;

la formule précédente servira donc à intégrer toutes les équations
linéaires aux différences infiniment petites, dont les coefficients sont
constants, lorsqu'elles ont un dernier terme qui est fonction de x,
seul.
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IX.

De la transformation des suites.

On voit, par ce qui précède, avec quelle facilité toute la théorie des
suites récurrentes découle de la considération des fonctions généra¬
trices; celte considération peut servir encore à transformer, d'une
manière plus générale cl plus simple que par les méthodes connues,
une suite dans une autre dont les termes suivent une loi donnée.

Pour cela, considérons la suite

(y) J3-+-. • +i-+-• ■ - + yx,

et nommons, comme ci-dessus, il la somme de la série

/o +/j t H- Yî + J'3 ^ + ■ • • + Yx + yx+1ix+i -h •. . +/„ t";

il est visible que le coefficient de tx, dans le développement de la Irac-
lion—sera égal à la somme de la suite proposée (y), depuis le

termeyx jusqu'à l'infini; or, si l'on multiplie le numérateur et le déno¬
minateur de cette fraction par

le numérateur sera divisible par i — 1 et le quotient de la division
sera

t

u i + c+e+... + -(c + e+ ...) + _ ;

donc, si l'on fait, pour abréger,
a + b + c + e 4-... —

on aura

1

U
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en développant le second membre de cette équation par rapport aux

puissances de z, on aura

/ 1 / s 1 / \ 1 / 1 Z Z2 Z3b + c 4- « + ... + - (c + e + ...) + j^e + - + _ + — +

Maintenant, le coefficient de tx, dans un terme quelconque tel que

est, par l'article II, égal à Vyx+r; ce coefficient sera donc, dans
la quantité précédente, égal à

(&+ c + e + ...)(& ■+- ^ ^ +•••)

1 'y K 1 K2 K3 + K4 y

+ I

ce sera la valeur de la suite proposée (y) depuis le terme yx jusqu'à
l'infini.

Si l'on fait x = o, on aura une nouvelle suite égale à la proposée,
mais dont les termes suivront une autre loi; et, si les quantités Vyx,
V2^, ... vont en décroissant, cette nouvelle suite sera convergente;
elle se terminera toutes les fois que l'on aura Vsyx = o, ce qui aura
lieu lorsque la suite proposée sera récurrente; on aura donc de cette
manière la somme des séries récurrentes.

La transformation des suites se réduit à déterminer l'intégrale Zyx,
prise depuis x — o jusqu'à x — co, et toutes les manières d'exprimer
cette intégrale donneront autant de transformées différentes; ce qui
consiste, par ce qui précède, à déterminer le coefficient de tx dans le
développement de —-— Pour cela, soit généralement z une fonction

1 —

I

quelconque de et nommons Vyx le coefficient de tx dans uz; les
coefficients de ix dans uz2, uz3, uz'', ... seront V2yx, V3yx, V'yx,
Cela posé, on multipliera le numérateur et le dénominateur de la frac-

OEuvres de L. — X. ;)
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✓

tion —— par K — z, et l'on prendra K de manière qu'il soit égal à z,
I —

7

lorsqu'on fait t égal à i dans cette dernière quantité; K — z sera ainsi
i qM ^7(2) ^(3)divisible par 1 — -• Soit q + ——h ~ -+~ + ... le quotient de la

division ; on aura

uq 1
K 1[l'hî' z2

ïb
s3
K3

"7(» ( z

V]+K"
,-2

1... - 1 .

~3

K t 1 -

K, 1 K3
-+-...

ce qui donne, en repassant des fonctions génératrices à leurs variables
correspondantes,

— Us lyu. -4- q
K K2 K3

, <7(1,.r*-i-i . q{l)Vyx+1 g(l)V\rx+1
K K2 K3

H_ 'imyx-, <7(,)Vy.«+-s , ^*yM
K K2 K

l'intégrale Zyx étant prise depuis yx jusqu'à yy, et, si l'on fait dans
l'équation précédente x = o, on aura une nouvelle suite égale à la
proposée et qui sera, par conséquent, sa transformée.

X.

Théorèmes sur le développement des fonctions et de leurs différences
en séries.

En appliquant à des cas particuliers les résultats que nous avons
donnés dans l'article II, on aura une infinité de théorèmes sur le déve¬
loppement de fonctions en suites; nous allons présenter ici les plus
remarquables.
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On a généralement

or il est clair que le coefficient de tx, dans le premier membre de cette
équation, est la différence n'éme de yx, x variant de i; car ce coefficient
dans n^A — est yx+i — yx ou 'Ayx, en désignant par la caractéris¬
tique 'A les différences finies, lorsque x varie de la quantité i; d'où il
est aisé de conclure que ce même coefficient dans le développement de

n( ^ est 'A"yx. D'ailleurs, si l'on développe u. -i- j — ij
suivant les puissances de - — i, les coefficients de tx dans les déve¬

loppements de u(~t—- xV u(j — i j , nA — i\ , ... seront, par l'ar¬
ticle II, Ayx, A-yx, A3yx, ...; en sorte que ce coefficient dans
u (A -f- j — — i | sera [(i H- Ayœ)1 — i]", pourvu que, dans le dé¬
veloppement de cette quantité, on applique à la caractéristique A les
exposants des puissances de Ayx, et qu'ainsi, au lieu d'une puissance
quelconque (Ayx)'", on écrive Amyx; on aura donc

(i) ^>yx-[(i + kyxy-iy.

Si l'on désigne par la caractéristique 'Al l'intégrale finie lorsque x
varie de i, '^"yx sera visiblement égal, par l'article II, au coefficient
de tx dans le développement de la fonction u(^jt — ij , en faisant
abstraction ici des constantes arbitraires que l'intégration doit intro¬
duire; or on a

(1 \ — n Y XY — n

U ( —, — I
—

U i -i— — Ï
V' / A tJ .

de plus, le coefficient de lx dans — i.j est, quel que soit m,
myx> on faisant abstraction des constantes arbitraires, et ce coeffi¬

cient dans uf~ — i j est A '"yx; on aura donc, en faisant toujours
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abstraction des constantes arbitraires,

(2) 127i=[(i + Aya,)'—i]~",

pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa¬
tion, on applique à la caractéristique À les exposants des puissances
de Ayx et que l'on change les différences négatives en intégrales; et,
comme, dans ce développement, l'intégrale V'yx se rencontre, et que
cette intégrale peut être censée renfermer n constantes arbitraires,
l'équation (2) est encore vraie en ayant égard aux constantes arbi¬
traires.

On peut observer ici que cette équation se déduit de l'équation (1),
en y faisant n négatif et en y changeant les différences négatives en

intégrales, c'est-à-dire en écrivant {^nyx au lieu de 'A~"yx et Hmyx au
lieu de A~'"yx.

Les équations (1) et (2) auraient également lieu si x, au lieu de
varier de l'unité dans Ayx, y variait d'une quantité quelconque nr;
mais alors la variation de x dans 'Ayx, au lieu d'être 1, serait m. En
effet, il est clair que, si dansyx on fait x — x, variera de cj lorsque
x variera de l'unité; Ayx se changera ainsi dans AyXi, la variation de
x, étant a, et *Ayx se changera dans 'AyXi, la variation de x, étant m.

Cela posé, si l'on suppose dans ces équations que la variation de x est
infiniment petite et égale à clx dans Ayx, cette différence se changera
dans la différentielle infiniment petite dyx; si, de plus, on fait i infini
et idx — a, a étant une quantité finie, la variation de x dans 'Ayx
sera a. On aura donc

'A"yx — [(i + dyx)'—i]n

[(i + rf/*)'— '.I
or on a

108"( 1 + dyx)1 — ilog(i -i- dyx) =: idyx~ idx
dyx

_ ^dy^
dx dx

ce qui donne

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE SUR LES SUITES. 37

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité; donc

(3) l^yx= U dx~i) ,

(4) 'ï"fx= / ady^ y>^ e ,lx — i/

en ayant soin d'appliquer à la caractéristique d les exposants des puis¬
sances de dyx et do changer les différences négatives en intégrales.

Si, dans les équations (i) et (2), on suppose encore i infiniment
petit et égal à dcc, on aura

1A"yx = dnyx et llnyx —~nJ"y dxn.

On a d'ailleurs

(1 H- Afx)'=z erfœlog(i+-Ayx) — i -|- dx log(i 4- Aj'^) ;

ces équations deviendront ainsi

(5) ^ = tiog:(i + Ar»U".

(6) f"y*ix'= [|o6(, + A/,)]-'

On peut remarquer ici une analogie singulière entre les puissances
positives et les différences; l'équation

1tyx = O + A/x)'— 1

a encore lieu en élevant ses deux membres à la puissance n, pourvu

que l'on applique aux caractéristiques A et 'A les puissances de Ayx et
de 'Ayx, car il est clair que dans ce cas on aura l'équation (1).

La même analogie subsiste entre les puissances négatives et les in¬
tégrales, et l'équation précédente a lieu encore en élevant ses deux
membres à la puissance — n, pourvu que l'on change en intégrales du
même ordre les puissances négatives de Ayx et de fAyx; on formera
ainsi l'équation (2).
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11 en est de même de l'équation
a —

lkyK-=e dx — i;

en élevant ses deux membres aux puissances n et — n, elle sera encore
vraie et se changera dans les équations (3) et (4). pourvu que l'on
change les puissances positives de 'Ayx et de dyx en différences du
même ordre, et les puissances négatives en intégrales du même ordre.
On voit, au reste, que ces analogies tiennent à ce que les produits de
la fonction u, génératrice de yx, par les puissances successives de
; — i, sont les fonctions génératrices des différences finies successivest v

de yx, tandis que les quotients de u par ces mêmes puissances sont les
fonctions génératrices des intégrales finies de yx.

XI.

Les formules précédentes ne peuvent être d'usage que dans le cas
où les différences finies et infiniment petites de yx vont en décrois¬
sant; mais il y a une infinité de cas dans lesquels cela n'a pas lieu et
où il est cependant utile d'avoir l'expression des différences et des
intégrales en séries convergentes; le plus simple de tous est celui
dans lequel les termes d'une série, dont les différences sont conver¬

gentes, sont multipliés par les termes d'une progression géomé¬
trique : nous allons nous en occuper d'abord.

Le terme général des suites ainsi formées peut être représenté par

hxyx, yx étant le terme général d'une suite dont les différences sont
convergentes. Cela posé, nommons u la somme de la suite infinie

y<> H- ft ht yj h3 f-y3 /i313-t-... -h y„ h" t";
on a

Le coefficient de ix, dans le premier membre de cette équation, est la
différence finie nième de hxyx, x variant de la quantité i; d'ailleurs,
si l'on développe le second membre par rapport aux puissances de
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j- i, le coefficient de tx, dans u(j- — i) , sera, quel que soit r,

hxAryx. L'équation précédente donnera donc, en repassant par l'ar¬
ticle II, des fonctions génératrices à leurs variables correspondantes

pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa¬
tion, on applique à la caractéristique A les exposants des puissances
de Ayx et qu'ainsi, au lieu de (Aj^)0, on écrive A°yx, c'est-à-dire yx.

En changeant «en —/?,, on aura, comme dans l'article précédent,

a, h, ...,f étant les n constantes arbitraires de l'intégrale du premier
membre, dont l'addition devient inutile dans le cas où h — i, parce

qu'alors le second membre renferme l'intégrale 2nyx, qu'il ne ren¬
ferme plus lorsque h diffère de l'unité.

Si l'on suppose yx égal à une fonction yt do x,, x, étant égal à ~

et r étant supposé infini, on aura Ayx—dyt, la différence dx, étant

égale à de plus, si l'on fait hr=p, on aura hx—px>, et la fonc¬
tion hxyx se changera dans pXiyf', or, si l'on suppose i infiniment
grand et j = a, il est clair que, x variant de i, x, variera de a, en
sorte que *A"(px<y,) et '2,"(px<yf) seront la différence cl l'intégrale
finie nièmedepx<y,, xK variant de la quantité a. On a d'ailleurs h' = pa;
les équations (7) et (8) deviendront conséquemmcnt

'An(px>yi) px>[pa(i 4- dyiY— 1]",

(7) «Anhxyx— hx\hl{i + Ayx)<— i]n,

(8) 'A" (hxyx) — [h'(i -+~ AjxY— >]"
ax'l~l -+- bx'l~2-H. . . -f-/,

4- bx?~*-+-.

or on a
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donc

/ a — \"
(9) =zpxi\pae ax'< — 1/ ,

(10) *I"(p*,yl)=j ^ , v, +axn~l + bxn-* + ...+f,\paea Jjc<— 1 /

en ayant soin, dans le développement de ces équations, d'écrire y, au

lieu de et au lieu de > f* étant quelconque.
Si, dans les formules (7) et (8), on suppose i infiniment petit et

égal à dx, 'A"(hxyx) se changera dans d" (Jvcyx) et '2"(hxyx) dans
f'\hxyx); on a d'ailleurs

/d( 1 + tyx)'= 1 + dx log[/t (1 + A/x)] ;

partant, on aura

(") dn[dl-x) = ^E'ogAf1 + Ayx)Y,

(.2) f "hxyx dxn — [l0gA([/^A7x)])1 + «*"-'+6*"-'+■■■+/.
.le dois observer ici que les équations (x), (2), (3), (4), (5) et (6)
de l'article précédent ont été trouvées par M. de la Grange, dans les
Mémoires de Berlin pour l'année 1771, au moyen de l'analogie qui
existe entre les puissances positives et les différences, et entre les
puissances négatives et les intégrales; mais cet illustre auteur se con¬
tente de la supposer sans on donner la démonstration, qu'il regarde
comme très difficile. Quant aux équations (7), (8), (9), (10), (11)
et (12), elles sont nouvelles, à l'exception de l'équation (10), dont
M. Eulcr a donné le cas particulier où n — 1 dans ses Institutions de
Calcul différentiel.

XII.

On aurait une infinité de théorèmes analogues à ceux des articles
précédents si, au lieu de considérer les différences et les intégrales
de yx, on considérait toute autre fonction de cette variable; il sera

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE SUE LES SUITES. 41

facile de les déduire de la'solution générale du problème suivant :

r(jK«) représentant une fonction quelconque linéaire de yx, yx+l,

yx+2, ..., et \yx une autre fonction linéaire de ces mêmes variables,
on propose de trouver l'expression de T(yf) dans une suite ordonnée
suivant les quantités Yyx, Y'~yx, V*yx, ....

Pour cela, soit u la fonction génératrice de yx, us celle de r( ra;) et
u.z celle de Vyx, s et s étant fonctions de on commencera par tirer
de l'équation qui exprime la relation de ~ et de s la valeur de - en z,

et, en la substituant dans s, on aura la valeur de s en z ; mais, comme il

peut arriver que l'on ait plusieurs valeurs de -- en z, on aura autant
d'expressions différentes de .v. Pour en avoir une qui puisse appar¬
tenir indifféremment à toutes ces valeurs de s, nous supposerons que

le nombre des valeurs de ~ en s soit n, et nous donnerons «à l'expres¬
sion de s la forme suivante

, = z + L Z(') + I Z<» +... + jl- Z(»-0,

Z, Z(1), Z(2), ... étant des fonctions de s qu'il s'agit de déterminer; or,

si l'on substitue successivement dans cette équation, au lieu de y ses
n valeurs en s, on formera n équations au moyen desquelles on déter¬
minera les n quantités Z, Z(0, Z(2), ...; il ne s'agira plus ensuite que
de réduire ces quantités en séries ordonnées par rapport aux puis¬
sances de z et de les substituer dans l'équation précédente. Cela posé,
si l'on multiplie cette équation par u, le coefficient de tx, dans us, sera

ce même coefficient, dans un terme quelconque tel que u-f >

sera, par l'article II, égal à Ysyx+r. L'équation précédente donnera
donc, en repassant des fonctions génératrices aux variables correspon¬
dantes, une expression de Y(yx) par une suite ordonnée suivant les
quantités Vyx, V*yx, V3yx, Vyx+I, V*yx+„ ..., Vyx+n.^{, ....

On peut supposer encore, pour plus de généralité, que les quan-
OKuvres de t.. — X. 6
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tités Z(l), Z(2), Z(3), ..., au lieu d'être multipliées par • • -, sont

multipliées par des fonctions quelconques de l-, et l'on aura par ce

moyen une infinité d'expressions différentes de T( jœ).
Si l'on suppose

i h c a
S X-a + ~t +JÏ+-.-+JÏ»

r(ya) se changera dans yx^\ on aura donc, par ce procédé, la valeur
de yxa en fonction de Vyx, V2yx, ..mais la méthode que nous avons -

donnée pour cet objet dans l'article Y est d'un usage beaucoup plus
facile.

XIII.

Des suiles à deux variables.

Considérons une fonction yX)Xi de deux variables a; et a;,, cl nom¬
mons u la suite infinie

Jo,0+/l,0< +/2,0«2 +/3,0*3 +...-1-yX,otX ~+~ J'x-t-l.O -H . . I

iU ix-l+-yx,\ M* +...+y„, ,u r
"+"Ti,2 C ^ ■+* • • - H-yx~2.2'î2-H y*,

le coefficient de lxt\' sera yXtXi ; ainsi u sera la fonction génératrice
àeyXfXi, et, si l'on désigne par la caractéristique A les différences finies
lorsque x seul varie et par la caractéristique A, ces différences lorsque
x, seul varie, la fonction génératrice de AyXtXi sera, par l'article II,

u[~ ~ i ) et celle de A,yx,Xl sera ul-— i ) ; partant la fonction géné¬
ratrice de AAjj.,^ sera uQ _ ^ — i^, d'où il est facile de con¬
clure que celle de A'A';yx,Xl sera u(~ — i ) ( y — i j .

En général, si l'on désigne par VyXtXt la quantité
Ajx,x,-t-R H-C yx+2,x, +••

-t- Bliya.>a.i+,-+- Ciyx+if X,-M • •

Q%yxr x,-+-2 -e ■ •

-+-..
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si l'on désigne pareillement par V1yx,ic, une fonction dans laquelle
Vyx,Xl entre de la même manière que yXtXt entre dans Vyx,x, ; si l'on
désigne encore par V3yx,Xi une fonction dans laquelle V2yXiXi entre de
la même manière que yXlXl dans ct ainsi de suite, la fonction
génératrice de VnyXtXl sera

. B G B. C, C2
u(A + 7+ ïf+-

UtrtrJl -,) (I A+? + ...+ Bl
partant

est la fonction génératrice de À'A
^ étant supposé une fonction quelconque de ^ et de si l'on déve¬

loppe s' suivant les puissances de ces variables et que l'on désigne par
K.

—un terme quelconque de ce développement, le coefficient de txt
K u

dans —— sera Kyx+m,x<+mi\ on aura donc le coefficient de txt\l dans
us' ou, ce qui revient au même, on aura : f° en substituant,
dans s, yx au lieu de ~ vt yXl au lieu de j\ 2° en développant ce que
devient alors us' suivant les puissances de yx et de yXi et en écrivant,
au lieu d'un terme quelconque, tel que K (y*)"1 (y Ky*+,et,
par conséquent, en substituant K,rx,Xi au lieu du terme tout constant K
ou KO*)0 (yxy .

Si, au lieu de développer s' suivant les puissances de - et de on le

développe suivant les puissances de •- — i et de -- — i, et que l'on dé-
/1 \ ni / * \m \

signe par Kf- — il t- — i 1 un terme quelconque de ce dévelop-

(I \ m ( I \ nix- — il (--—il sera

KA'"A™lyXtXt', on aura donc V'/j-r, : i° en substituant, dans s, Ayx,x< au

lieu de j — i et A,yx,Xi au lieu de ~ — i; 2° en développant ce que
devient alors s' suivant les puissances de AyXtXi et de A,yx>Xl et en ap¬

pliquant aux caractéristiques A et A, les exposants de ces puissances,
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c'est-à-dire en écrivant, au lieu d'un terme quelconque tel que
celui-ci KA^A^.

Soient S la caractéristique des intégrales finies relatives kx etS( celle
des intégrales relatives à xx ; soit de plus s la l'onction génératrice de
W2l\yx>x;, on aura sQ- — i ) (j — i ) ' pour la fonction génératrice de
Jx,x,; cette fonction génératrice doit, en n'ayant égard qu'aux puis¬
sances positives ou nulles de t et de t,, se réduire à u; on aura ainsi

a, b, c, ..., <7 étant des fonctions arbitraires de t, et a,, b{, cx, ..., qt

étant des fonctions arbitraires de t, partant

ut''t'f -h at1'{ -t- bt-h..qt'; -t- ax t1t';~l b, I.' t'f*-H ... -f- qxt'
(! — *)'(!— *0*

XIY.

De l'interpolation des suites à deux variables et de l'intégration des
équations linéaires aux différences partielles finies et infiniment
petites.

Yx+iest évidemment égal au coefficient de txt"1 dans le dévelop¬
pement de or on a

I I H- ti=J + ÎÎLMà (LzlY + ...\l t 1.2 \ t J 1.2.3 \ t J I
1 ,

_ — t\ . . i — tx i — t . i(i — i) i — tx /i — A8 I1 -h lt ~ + «i i - - + ' ( +...
— U ' tx tx t 1.2 tx \ t J
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le coefficient de «Q — ' étant égal à
<(' — ')( i — 2). ,.(i-r + 1) i,(i, 1) (i, — g)... (i, — /•, ■+■ 1)

1.2.3.../' 1.2.3.../',

Maintenant, le coefficient de dans le développement de
u (1- 1 ) (j 1 ) ' ' os^ ; 011 aura donc, en passant des fonc¬
tions génératrices aux variables correspondantes,

zJrxtXl ~i~~ i X,X\ ~ ~ ^y ■

-H /, ^lYx,Xi l\ l Al Al X,XX -f- - • '

. h (il ''AÎ,. I
1 2 x'x'^ • ' '

-I- . . . ,

équation qui peut être mise sous cette forme très simple
1 Af/e|JÇi )' (1 "V~ ^iyx,Xi )l'f

pourvu que, dans le développement du second membre de cette der¬
nière équation, 011 applique aux caractéristiques A et A, les exposants
des puissances de Ay*,*, et de A,jx.Xi et, par conséquent, qu'au lieu du
terme tout constant ou multiplié par (Ar ^rJ^A, jx r )°, on écrive yx,xt-

XV.

Supposons maintenant que, au lieu d'interpoler suivant les diffé¬
rences de la fonctiony.c,x,> 011 veuille interpoler suivant d'autres lois;
pour cela, soit

. B C D p a

+ 5], + Çl + JLL +
y txt t^1

-A- G* -A- D«

+
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Si l'on fait

A ■+•
B, C

- + -1 = a,
1 I fl

D C1 J)2 /B + -i +-r+... -b,
cl cj

r, I>1C -i—-—... — c,
«i

on aura

b C q
:ff + 7 + r*+-"+?u

Il est facile d'en conclure, comme dans l'article Y, les valeurs succes¬

sives de — > •••en fonctions de a, b, c, ... et s, et il est

visible que, dans aucun terme de l'expression de la somme des puis¬

sances de - et de ~ ne surpassera pas «lorsque «sera un nombre entierC 11

positif, /«, étant supposé égal ou moindre que ««.
Considérons maintenant la formule (p.) de l'article V et supposons

qu'en développant suivant les puissances de - la quantité
*1

bViVn+, + bzl\^n^ + ---

+ cZi°_),t+2 ■+- CaZJI'jjnt, ■+" • • •

-h

on ait

M + Nî + ...+ - (M<"4- N"»5 -h. ..) + -(M(2)+N'2's-i-...) + .. .-t-i M"'>,
«! «;

les puissances ultérieures de j se détruisant réciproquement, puisque
l'expression de i ne doit point les renfermer. Supposons pareillement
qu'en développant la quantité

cZi°«+1 "+" eZ/®'„+2 -+- ezL\\.-+-...
on ait

M, + N,* i (M<" + NV's ..) h- ± (M't2)+ N<2,.s 4-4- M'/"1»;
1 tj
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qu'en développant la quantité

eZ&+1+...
h-. . .

on ait

M, 4- N,* 4-...-t- - (M(2"h- N'»* 4-...) 4-...4- -L.
11 fj - - '

et ainsi de suite; on aura

M Nz~\-...4- — (M(1,+ N(I)5 4- •..)4- —j (M(2) 4- N(2,.s 4— ...) -4-.., ^]\Tt'*)h 0 t\

4- - [ M, h- N, X 4-... 4- i. (M',1' h-N1)11^ 4-...) 4- (M<2)4- N»1* 4-...) 4- +J_
'L O ti t'f1

4- 11 M, 4- N2s 4-... 4- j (M',1» + N»'* + + -~t M'/-2'
4-

•+■ j^M„_,+ N„_ja + ...+ —(M<,i21 + N<t1J1«4-...) + .. .4- MS/i":1"" .

Cela posé, si l'on nomme Vyx,x, la quantité

h-Jx.Xi B. fx+],«, -h c yx+2,x, -+-■■■
4'" RjXx,xl+i 4~ Clfïi*-l,x,+i 4- . . .

4-C2/x,.r,+2 4-...

I • . . ,

le coefficient do trt*' dans le développement de la quantité ~ sera.t' tJ*
par l'article XIII, V*yx+r,X{+rt\ l'équation précédente donnera consé-

quemment, en la multipliant par u et en passant des fonctions généra¬
trices aux variables correspondantes,

ïx+i,x, — 4- N VjKx.x, 4- . . .

4-M(')JWi+NO)VJWi4-...
4- M(2)Jx,X,+2 4- N<2) VyX:Xl+2 4-...

4-

4~
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+ M,j 'aM-l.tf, + Ni Vfx+l,x, 4 • . .

+ M1,1 '/x-t-1 + Nt11)V/I+1,,1+1 + .. •

4

' 1,1 1 J X-hltXi + l — I

H-.

4- M„_, yx^n—l,ar, -t- N«-i V/
4 NI/2, ^yx+n—l,a:i+l+ •

4 M|;'r^+1)/x+„_, ,Xl+i-n+. i •

XVI.

Si l'on suppose Vy,-^ — o, on aura, en faisant a? —o dans l'équation
précédente,

yi t ce \ — My0iX| H- 4 Ml!'/o.ïi+« 4 . .. 4 Myo,xi-k-\

-H Mfyi,jr,4 M',1 ]yt,x,+i4 Mj".yi,x,-n 4... + M'/ nyi,Xl+i-i

4 M„_1 yn—l,x, 4 M|/2 1 yn-\,xt t-l 4 ' • ■ 4 M/2 1 " yn— l,x,+i- /i-+-l •

M(r), M'/'.', M!f\ ... étant des fonctions de i et de r, l'expression précé¬
dente de y;>i peut être mise sous cette forme très simple

(l) 7i,I=!(Ml''7o,Il+r4MÎ-'l/Wl+r-.1 4 M(2r"S)7.,x,H-r-j 4 ...4 M\:zruyn-ux^r-n+l),

l'intégrale étant prise par rapport à r, depuis /• — o jusqu'à r = i -\- i,

. par rapport au premier terme; depuis /•= i jusqu'à r — i -+-1 par

rapport au second terme, et ainsi de suite. Cette expression dey(Vr
sera l'intégrale complète de l'équation Vy.riX = o, ou, ce qui revient
au même, de celle-ci

0 " N.y,-,X| + R/i-1-1.,a, 4 C/M-J,*, 4 • • • + EjKi-wt-l.j;, 4 iyi+n,Xi
4 Ri v,>1+, 4 Cij;H.lia.|+, 4 • • ■

4C îyi,xl+% 4...

+ yi,.r,+n-
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Jl est visible que dans cette intégrale les quantités,p0>!ïi,yUXl, • ••!

yn-\,xl sont les n fonctions arbitraires qu'introduit l'intégration de
l'équation Vyi<s.t — o; pour les déterminer, il faut connaître immédia¬
tement, ou du moins pouvoir conclure des conditions du problème
lés /? premiers rangs verticaux de la Table suivante :

/o,o> yi,o> /2,o> /3,0» •••> yx,o> yx-m,o» /»,

Jo.i» JV'i.l> /2,1; /3,11 •••! /a:,l! /x+1,1! •••> /<0,11

(0) / JK0,2> /l,2> /2,2? /3,2» •••> jKtf,2> • * ' /*>2»
j • • • > • • • > • • • > • • • 9 ' ' ' 9 • ' ' y * ' • * 9 • • • »

[ J'o,av ,JK2,O:1> JK3,OV •••> Yx+-•••> Yeotxt9

Remarque. — Dans un grand nombre de problèmes, et principale¬
ment dans ceux qui concernent l'analyse des hasards, les //. premiers
rangs verticaux sont des suites récurrentes dont la loi est connue;
dans ce cas, y0,x,< • ■ • sont données par des termes de la forme
Apxi. Supposons conséquemment que l'expression de/0>ri renferme le
terme A//1"., la partie correspondante de ïMw/0|iei+J. sera

A/?X'(M(0,H- M(1,/J + M<2'/92H- M<3)/y-(-...+ M<V);

mais
M'» M'2' M"')

M(w+t- + -:-+••• + ~jrL\ L\ M

est le développement de

èZO+1-s-cZ't.»',l+2 + ...

suivant les puissances de -• En changeant donc dans cette dernière11

quantité j en /> et nommant P ce qu'elle devient alors, on aura APpx<
pour la partie de SMwy0iri# qui répond au terme A/>*.. 11 suit de là que,
si la valeur de r(U] est égale à Apx< -4- A, p*1 + A2pr2' -+-... et que
l'on nomme P,, P2, ... ce que devient P, en y changeant successive¬
ment p en p,, p2, on aura

^M(,,)j0ia.i+I— AP/>x'-t- A,P, /'p +A2P2pp + ....

OElivres de — X.
7
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On trouvera pareillement que, si la valeur de yK ^ est exprimée par
B^.-h B2 ql' et que l'on nomme Q, Q,, Q2, ... ce que
devient la quantité cZfJn+t 4- . lorsqu'on v change successi¬
vement y en q, q{, q2, ..., on aura*

1

RQ?iE,-t-BiQ19p4-B2Q2yp + ..

et ainsi de suite; on aura ainsi l'expression de yix la plus simple à
laquelle on puisse parvenir.

Si l'on a = o, on aura, en faisant x = <> dans l'expression
générale de jVwvr, (le l'article précédent,

,Yi,x>= Mj'0)Xl +M(1)yC|1.i+1 +...+ M(I,j'0|J.iH
-f NV/0lI, +N<eVJWl+...
4- +M:,n7i,x,+i 4-... +
4- Nj N<»V;Wt + ...

-+•

-i- M„_iy4- M»! -t-

4- N„_, Vyn.UXi H-...,

yo,xt>yi,x>> I,x,> Vyo,xt> Yyt(<Bi, ..., Vyn_l>Xi étant les in fonctions
arbitraires de l'intégrale de l'équation V2_/;>i= o; on aura, de la
même manière, les intégrales des équations V:yt> =o, o, —

J'ai nommé ailleurs (voir les Tomes VI et VII des Mémoires (les Sa¬
vants étrangers) (' ) les séries formées d'après l'équation V''y^_T = o suites
récurrorécurrentes; elles diffèrent des suites récurrentes, en ce que
dans celles-ci les termes ne sont fonctions que d'une seule variable :

ainsi, tous leurs termes dans la Table (Q) sont ou dans Un même rang
vertical, ou dans un même rang horizontal, ou sur une même droite
inclinée à l'horizon d'une manière quelconque, au lieu que les termes
d'une suite récurrorécurrente, étant fonctions de deux variables, rem¬

plissent toute l'étendue de la Table (Q) et forment une surface, de
sorte que les quantités arbitraires, qui, dans le cas des suites récur-

(') OEuvra <ir Laplacc, t. VIII, p. 5 ot p. 69.
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rentes, sont déterminées par autant de points de la ligne sur laquelle
leurs termes sont disposés, se déterminent ici par des lignes droites
ou par des polygones placés arbitrairement dans la Table précédente.
L'équation qui exprime la loi d'une suite récurrente est aux diffé¬
rences finies; celle qui exprime la loi d'une suite récurrorécurrente
est aux différences finies partielles, et son intégrale renferme un
nombre de fonctions arbitraires égal au degré de cette équation.

XVII.

La valeur deyitXi, dans la formule (X) de l'article précédent, dépen¬
dant de la connaissance de M'0, Mf "n, ..., il est visible que ces quan¬

tités seront connues lorsqu'on aura le coefficient de ^ dans le déve-
loppoment de tout se réduit donc à déterminer ce coefficient;
or on a, par l'article V,

I

acti+,(« — a,i) (a ~ at ). ..

I

a a i+1 («i — a ) (<*i — a,). . .

I

aoc'2+l (a2 — Cf ) («2 — <*])•••

a, a,, a2, ... étant fonctions de —• Si l'on fait - = s, et que l'on dif-
<\ h

férentie l'expression précédente de ZV", n fois de suite par rapport
à s, on aura n -+-1 équations, au moyen desquelles, en éliminant les
n quantités a', a', a'2, ..., on parviendra à une équation entre ZI"',
(IJiO) d2Z{-0)
—4~> —7-r-' •• ■> dont les coefficients seront fonctions de oc,, a,, ... et

ds as- -

de leurs différences : or il est clair que oc, a,, a,, ... doivent entrer de
la même manière dans ces coefficients; on pourra donc, par les mé¬
thodes connues, les déterminer en fonctions rationnelles des coeffi¬
cients de l'équation qui donne les valeurs de a, a,, ... et des diffé¬
rences de ces coefficients, et, par conséquent, en fonctions rationnelles
de s; en faisant ensuite disparaître les dénominateurs de ces fonctions,
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on aura une équation linéaire entre Zf et ses différentielles, dont les
coefficients seront des fonctions rationnelles et entières de s, ou, ce

qui revient au même, de j- Cela posé, considérons un terme quel¬
conque de cette équation, tel que ~ et nommons X,. le coeffi¬
cient de ~ dans le développement de Zj0); ce coefficient dans le déve-

1

loppement de — sera

K (r — m -+• n) ( r — m H- p — r) ( /• — m + p — 2)... (/• — m) 1 ,—m+v..

En repassant ainsi des fonctions génératrices à leurs variables corres¬
pondantes, l'équation précédente entre et ses différences don¬
nera une équation entre X,., X,.+ 1, ... dont les coefficients sont varia¬
bles, et, en l'intégrant, on aura la valeur de X,..

Il suit de là que l'intégration de toute équation linéaire aux diffé¬
rences finies partielles, dont les coefficients sont constants, dépend :
i° de l'intégration d'une équation linéaire aux différences finies dont
les coefficients sont variables; 20 d'une intégrale définie; je nomme
ainsi toute intégrale prise depuis une valeur déterminée de la variable
jusqu'à une autre valeur déterminée. L'intégrale définie dont dépend la
valeur de y,-iXi dans la formule (X) est relative à r et doit s'étendre
depuis r=o jusqu'à r = i. Relativement aux équations différentielles
du premier ordre, ou a

> — •

1 — aai+l '

on a, de plus,

ce qui donne

a = À + R ! s,

R

7(0) — _ (A H- BiS)'
' ~~

(— B)i+I

d'où l'on tire cette équation différentielle
rfZ'-0'

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE SUR LES SUITES,

ce qui donne l'équation aux différences finies

53

O - A (/'-+- I ) X'"M U l /' /.r l Ii 1 A;:.

On a ensuite, dans ce cas,
M"'> = M,.;

la formule (X) de l'article précédent deviendra donc

J'i.Xi = ®^r/o,îi+r!

ce sera l'intégrale complète de l'équation aux différences partielles

O Ayi,x, -H 4" Rj J'i.a-.+l,

pourvu que l'intégrale soit prise depuis r — o jusqu'à r i 4- r, et
que la constante arbitraire de la valeur de X,. soit telle que

} — ' .°~~

(— B)i+1

En passant du fini à l'infiniment petit-, la méthode précédente don¬
nera l'intégrale des équations linéaires aux différences infiniment
petites partielles dont les coefficients sont constants : i° en intégrant
une équation linéaire aux différences infiniment petites ; 2" au moyen

d'intégrales définies, ce qui donne l'intégration de ces équations dans
une infinité de cas qui se refusent aux méthodes connues ; mais, comme
le passage du fini à l'infiniment petit peut offrir ici quelques diffi¬
cultés, j'ai préféré de chercher une méthode directement applicable
aux équations linéaires aux différences infiniment petites partielles,
et j'ai trouvé la suivante, qui a l'avantage de s'étendre aux équations
linéaires dont les coefficients sont variables. Je me bornerai à consi¬

dérer les équations différentielles du second ordre comme étant celles
qui se présentent le plus fréquemment dans l'application de l'analyse
aux questions physiques.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE SUR LES SUITES.

XVIII.

Toutes les équations linéaires aux différences infiniment petites
partielles du second ordre peuvent être mises sous cette forme
ra. à2u du du
( S ) o — —c— H- m -ç- ti —,— lu ,

as osv Os 0st

m, n et /étant des fonctions quelconques données de s et de s,, et, si
l'on nomme f,(s) l'intégrale j dsy(s), <p2(A) l'intégrale j dsf,(s),
f3(s) l'intégrale J dscp2(s), et ainsi de suite; si Ton nomme pareille¬
ment l'intégrale Jdst<\>(s,), ^(A,) l'intégrale J
4<;1(.y, ) l'intégrale f ok, ^(s,), et ainsi de suite, la valeur de u peut
être exprimée par une suite de cette forme

u— A<pi(s) 4- A'1' 92 (s) +A(!|ifj(s) 4-A'3'<p4. (s) +...
+ <[/,(*, ) + »'*> <|/4

<p($) et ^(v,) étant deux fonctions arbitraires, l'une de s et l'autre de s'
(voir sur cela les Mémoires de l'Académie pour Tannée 1773, p. 355 et
suiv.) (.'). Cela posé, si Ton substitue cette valeur de u dans l'équa¬
tion (S) et que Ton compare séparément les termes multipliés par

v(s), y, (s), <?a(s),"M^)» • • •' on aura> Pour déter¬
miner A, A(<), A(2), ..., B, B(,), B(2), ..., les équations suivantes :

(y)

(y1)

dA

ds,
4- m A,

dA">
-4- MA(1) +

d2A
4- m

dA dA
4-n

ds.dst às ds, OS'

dA'"

Os,
4— m A'-' 4-

d2A"»
ds ds 1

4- m
dA">

ds
dA'1'

—j- /2
Os1

dB
ds

-t- n B,

dB<"
H- n Bi') +

d'2 B
4- m

dB dB
4~n —

ds,ds ds às1 ds

dB'2>
-t- n B<2>4-

d2B'"
4- m

dB"> dB'"
-h n -y—ds,ds ds ds, ds

lBf».

(') Œuvres de Laplace, T. IX, p. ai et suiv.
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Lorsque, en satisfaisant à ces équations, on parvient à trouver A(1A)— o
ou B(W=o, p. étant un nombre entier positif, alors u peut toujours
s'exprimer en termes finis, en n'ayant égard qu'aux seules variables s
et de l'équation. J'ai donné dans les Mémoires cités une méthode
générale et fort simple pour avoir dans ce cas l'intégrale complète de
cette équation; mais, si l'une ou l'autre des deux équations A(W-— o et
B(W = o ne peut avoir lieu, il faut nécessairement, pour avoir l'expres¬
sion de u en termes finis, y introduire une nouvelle variable de la ma¬
nière suivante.

Pour cela, nous observerons que, si l'on fait commencer l'intégrale
j dsv(s) lorsque s = o, on aura

y ds cpO) =ds j 9 (o ) -I- <p(rfs) -t- 9(2 ds) -+- <p(3 ds) -+-...
-i-cp(rds) + <pf(r + i) ds~\ -H... H- 9(5)} ;

donc, si l'on nomme T la suite

9(0) -+- t <p(ds) + F 9(2 ds) -+-t3 <p(3 ds) -H...
S

4- F cp(rds) -l- F+' o [(/• -t- 1) ds] -h. . . cp(s),

S

) dsy(s) ou <pt(s) sera égal au coefficient de tds dans le développe¬
ment de la fonction " est aisé d'en conclure que cp2(s) sera égal

— T ds2
au coefficient de t'ls dans le développement de —7^j et, générale-U t )~

• r S

ment, que sera égal au coefficient de ids dans le développement
T dsV4

de -, d'ailleurs, il est visible que le coefficient de f(rds) dans(.1 t)
S

^

est égal au coefficient de i"s dans le développement de

O*-fji*' ct Par conséquent égal à

~r+2)
1.2.3. . .(p. — l)

• f* • z (s • z)^ dç
Supposons /-infini et égal à nous aurons yyy—I)0ur c0
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coefficient; d'où il suit que le coefficient de <p(/-cfr) ou ©(•=) dans l'ex¬
pression de u sera

cls , A(2) A'3' . ,, A(4) ,A + A<«q, _ s) + _ (, _ ,)*+ 7— (,-*)» + —3^ (s - *)•■

donc, si l'on nomme T(s — 3) la somme de la suite
A<2> A<3)

A + A'" (s - z) + ~ (s - zy+ -^--6 (,_*)» + ...

et que l'on suppose ds — dz, on aura f dzY(s — s)ip(z) égal à la
suite

A 91 («) -+- A'1' <pt(s) + A'2' <p3(i) 4- A'3'

pourvu que l'intégrale soit prise depuis s = o jusqu'à z = s.
Si l'on nomme pareillement n(s, — z) la somme de la suite

B (s) R(3)
B + BU) (,, _ Z) 4- ~ (si — z)t+ (s, - 3)3 + . . .,

on trouvera, par le même procédé, que / dz II (s, — s) ^(s) est égal à
la suite

(,5l )+....,

pourvu que l'intégrale soit prise depuis z = o jusqu'à 3 = 5,; on aura
donc

u— f dzT(s—3)9(3)-!- f dz II (.ç, — 3) ^(3),

l'intégrale du premier terme étant prise depuis 3 o jusqu'à 3 — s,
et celle du second terme étant prise depuis 3 = 0 jusqu'à 3 = .y,. On
peut observer ici que les fonctions U(.y — 3) et II(.y, — z) sont autant
de valeurs particulières qui satisfont pour u à l'équation proposée
aux différences partielles. En effet, il est clair, par la nature des va¬
leurs de A, A(,), A(2\ ..., que, si l'on substitue dans cette équation, au
lien de u, la suite

A'2'
A A!" (s - 3) 4- ~ (s - 3)2-4- ...,

3 étant regardé comme constant, elle sera satisfaite. Mais, parmi toutes
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les valeurs particulières de u qui renferment une constante arbi¬
traire z, il faut choisir pour r(.v — z) celle qui donne 0 = ^4- muOS |

lorsque z — s, parce qu'alors u se réduit à A, et que l'on doit avoir
0 = ^4- mA; il faut pareillement choisir pour IlfA, — z) une valeur
particulière de u qui renferme une constante arbitraire z, et dans

du

dslaquelle on ait o = ~ -h nu lorsque z = s', parce que dans ce cas u se

réduit à B et que l'on doit avoir 0= ^ 4-ftB. On peut parvenir direc¬
tement à ces résultats de la manière suivante :

Supposons que l'intégrale fpdzcp(z), prise depuis z égal à une
constante quelconque jusqu'à z = s, soit une valeur particulière de u;
on aura, dans ce cas,

du
dsI=/£**•>.

+ pfC>"

P étant ce que devient p lorsqu'on y fait s — s; de là on tirera
'■ r d2/? , , s dP , .T,=)ï

d2 u

ds dsj

En substituant ces valeurs dans l'équation (S) aux différences par¬
tielles, on aura

o=(S+,mP 9 (,) +fdzT(z)(Jp£. H->n%s+n g + (p),
ce qui donne, en égalant séparément à zéro les termes affectés du
signe intégral,

dP n
o = )- m P,

ds 1

d-p dp , dp ,o = -5—i 1- m — 4- n 4- lp.ds ds1 ds ds{ 1

On voit ainsi que, si l'on a deux valeurs particulières de u représen¬
tées par p et p{, qui renferment une constante arbitraire z, et qui

OF.ueres de L. — X. S
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soient telles que l'on ait
àP n

0—-z 1- 7111 ,

dSi

dPj n
°_

P étant ce que devient p lorsqu'on y fait s = s, et P, étant ce que de¬
vient p, lorsqu'on y fait £ = $,, on aura, pour l'expression complète
de u,

U-- f pdzy(z) + I pldz^(z),

<?(z) et '|(js) étant deux fonctions arbitraires de s, et l'intégrale du
premier terme étant prise depuis s égal à une constante quelconque,
que nous supposerons zéro, jusqu'à z — s, celle du second terme étant
prise depuis z = o jusqu'à s = s,.

Si l'on change z en si dans le terme J pdz 9(5), et que l'on nomme
q ce que devient p par ce changement, on aura

J"pdzy(z)— j qsdty(st),

et, comme l'intégrale relative à s doit être prise depuis z = o jusqu'à
z = s, il est clair que l'intégrale relative à t doit être prise depuis t = o

jusqu'à t = 1. Si l'on nomme pareillement q, ce que devient p, lors¬
qu'on y change z en spt, on aura

J"pi dz^(s)=fqlsidt^{slt),

l'intégrale relative à t étant prise encore depuis t = o jusqu'à 1 — 1 ; on

peut conséquemment donner à u cette forme

u — J dt\sq <p (st) -hSiÇi 9(M)],

l'intégrale étant prise depuis t — o jusqu'à t — 1.
Si l'on nomme K l'intégrale / pdzy(z) prise depuis s = o jusqu'à

z — co; cette intégrale, prise depuis z = o jusqu'à s — s, sera visible¬
ment égale à K — j pdzy(z), cette dernière intégrale étant prise
depuis z — s jusqu'à s = 00; donc, si l'on fait ; = s+î, et que l'on

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE SUR LES SUITES. 59

nomme r ce que devientp par ce changement, on aura

fp dz o(z) — K — j'r dz{ <p(s H- -Si),

l'intégrale relative à z étant prise depuis z — o jusqu'à z = s, et l'inté¬
grale relative à z{ étant prise depuis s, = o jusqu'à s, = ce. Si l'on
nomme pareillement K, l'intégrale j"ptdzy(z) prise depuis z — o
jusqu'à z — oo, que l'on fasse z = s, -+- s,, et que l'on nomme r, ce que
devient p, par ce changement, on aura

J Pi dz <];(.s) == K] J /'] dzy + -"î),

l'intégrale relative à s étant prise depuis z — o jusqu'à z = st, et l'in¬
tégrale relative à zt étant prise depuis z{ — o jusqu'à zt = oo; on aura
donc

u =0 K -h Ki —J dzi [/* tp (5 -j- Zj ) /'j ij; Zi )].

Les fonctions cp(^ + s,) et étant arbitraires et pouvant
même être supposées discontinues, on peut, sans nuire à la généra¬
lité de cette valeur de u, les supposer telles que l'on ait K -+- K, = o;
on aura donc, en changeant le signe de ces fonctions,

u — J"dz\ [rtp(s -1- -1) -1- i\ "jffsi-f- -1)],

l'intégrale étant prise depuis z{ = o jusqu'à z, = 00.
Ces différentes formes que l'on peut donner à u ont chacune des,

avantages particuliers, suivant les différents problèmes que l'on se

propose de résoudre. On verra ci-après (art. XX) un usage de la
dernière dans la théorie du son; mais on doit observer qu'elles sont
toutes dépendantes d'intégrales définies et qu'elles ne peuvent être
ramenées à des intégrales indéfinies que dans le cas où l'une ou
l'autre des quantités p et p, est une fonction rationnelle et entière
de z.

Toute la difficulté de l'intégration des équations linéaires aux dif¬
férences partielles du second ordre se réduit ainsi à déterminer ces

quantités; c'est ce qui paraît très difficile en général : nous nous
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bornerons conséquerament à considérer quelques cas particuliers qui
sont relatifs à plusieurs problèmes intéressants que l'on n'a pu résoudre
encore que d'une manière particulière.

XIX.

Supposons d'abord m, n et l constants dans l'équation (S) ; on satis¬
fera aux équations (y) et (y') de l'article précédent en faisant

A = e~ms~ns,

A(,) — e~"'s~"s {mn — l)slf
, ,,, (mn — l)2 „

A<2) — e-ms,-ns i Lsz
1.2 1

(mn—l)u ,,

AW = e-"'s~"s ——s——

1.2.6...p

B — e-ms~ns,

B(1) = e~mst~ns ( mn — l)s,

B<») — e-ms-ns (mn ly ,.1
I . 2

BW = e-ms~ns imn sv-
1.2.6.. .p

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité; on aura

ainsi

T(^ — z) — er
7ns.—ns i -+- {mn — l) Si(s — z) + —y ^ (s — s)2

( mn — ly
1.2.3 sf(s — z)3 + ... |,

en sorte que — s) est égal à une fonction de s, (s — z) multipliée
par e~msr"s. Soit y cette fonction et nommons 0 la quantité sf (s — z);
e-ms-nsy sera) par ce (jUj précède, une intégrale particulière de l'équa¬
tion proposée aux différences partielles. On la substituera donc pour u
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dans cette équation et l'on observera que, dans ce cas,

61

or on a

partant
Ou

~d~s

On aura pareillement
— Q—msx—jis

Os,

à2 u

Os Os

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (S), on aura celle-ci aux
différences ordinaires

et il faudra déterminer les deux constantes arbitraires de son.inté-

u — e~'"s wl[«i (s — s)] 9 (s) •+• J" dz J[,s (sl— s)] ^ (~) j,
l'intégrale du premier terme étant prise depuis z = o jusqu'à s = s,
et l'intégrale du second terme étant prise depuis z = o jusqu'à z = st.
En effet, si l'on substitue cette valeur de u dans l'équation proposée
aux différences partielles, on s'assurera facilement qu'elle y satisfait;
mais, pour faire cette substitution, on doit observer en général que,
i l'intégrale judz doit être prise depuis 5 = 0 jusqu'à z = s, sa

à2y
~d¥'

grale de manière que l'on ait y — 1 et ^ =mn — l lorsque 0 = o.
Soit J(0) ce que devient cette intégrale, on aura

T(s — = — s)];

il est aisé de voir que l'on aura pareillement

II(s,— z) — e~ms-ns JOOi — *)],
partant
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différence prise par rapport à .y est ds f~ dz + U ds', U étant ce queds
devient u lorsqu'on y suppose s = s.

Si, /, m et ii étant toujours supposés constants, on a / — mn = o,
on aura y — i, et l'expression de u deviendra

u = e-'"s~ns [ j dzcp(z)-1-J dz ijff-s)] = e-m,i-BS[9i(s) •+■ 4*1
en sorte que la valeur de u est alors indépendante de toute intégrale
définie. Mais ce cas est le seul où cela puisse avoir lieu, et c'est ce qui
résulte pareillement de ce qui a été démontré dans les Mémoires de
l'Académie, année 1773, page 3Gç) (').

L'équation des cordes vibrantes dans un milieu résistant comme la
vitesse est

u étant l'ordonnée de la corde vibrante dont l'abscisse est x, 1 repré¬
sentant le temps, et a et b étant deux constantes dépendantes, l'une
de la grosseur et de la tension de la corde, et l'autre de l'intensité de
la résistance. Si l'on fait al -t- x — s et at — x ~ s{, l'équation précé¬
dente deviendra

<?2 m b du b du
#

°

dsdsx ' l\a ds r l\.a dsd

l'expression précédente de u deviendra donc, en y substituant au lieu
de s et de s, leurs valeurs at 4- x et at — x,

la première intégrale étant prise depuis z = o jusqu'à z = al -h x,
et la seconde intégrale étant prise depuis z — o jusqu'à z = al — x.
On voit par là que le problème des cordes vibrantes dépend alors de
l'intégration de l'équation différentielle

o — —

(') Œuvres de Laplace, T. IX., p. 35.
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_

on voit de plus que, à cause du facteur e 2, l'ordonnée u de la corde
vibrante diminue sans cesse et devient nulle après un temps infini, ce

qui d'ailleurs est visible a priori.

XX.

Supposons encore, dans l'équation générale (S) de l'article XVIII,
m — n = —— et 1= en sorte que l'on ait à intégrerS+S4 s + 5, U + «l) &
cette équation aux différences partielles

d*u f du g du hu(T
dsdst .s + s, ds s + Si dsi (s -t- s,)

on s'assurera facilement que les valeurs suivantes satisfont aux équa¬
tions (y) et (y,) de l'article cité

A = (s + Si)-s,

A«> = [/(1- g) + K] -A-,
o —f— A j

a A (») = [(/-+- i) (a — g) + A]-AL_,
S 1 S j

3A<»> = [(/+a) (3-*)+-A] A<2>
S -+-

>

f*AW= [(/+ [x — i) (f* — g) + A]
•S —i— A|

• *
?

B =(s + s,K
B

B<» = [s-(i~/)+A]
S + Si

2B<2> = [(# +l)(2 —/) + A]

3 B(3> — [{g + a ) (3 —/) h- A]

s -h s i

B'2'
s + s.

pBW = [(g + p - i) (fi _/) + A] W-l,J
s + S]
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On aura ainsi

( 1+ [/(!— g) + h]j-rr )
T(s — a) = (s + 5i)-/| >;

donc, si l'on l'ait = 0, r(s — z) sera égal à une fonction de 0,
multipliée par (s-+-,y()"~A Nommons j cette fonction, en sorte que

Y (s — z ) — {s + ji)-/j,

(s -+- sera une valeur particulière de u, et l'on aura dans ce cas

du . , . .
, x_fdy àO

or on a
âO

_ _i s — z _ i _ -
ds S 4" S, (s 4" )2 4- «1 '

partant

7ï;=ls + sr)-'-t\%ii-B)-fy\i
on trouvera pareillement

,«; = (' + >7+go/« + ,8-/-,)-«(,-8)^.
En substituant ces valeurs dans l'équation proposée aux différences
partielles, on aura l'équation suivante aux différences ordinaires

(«,) o = 0(i — $)?LZ +[Q(g — f — 2)4-1]^ 4- {fg — f— h)y,

il faudra déterminer les deux constantes arbitraires de son intégrale,
de manière que l'on ait y = i et ~ =f(i — g) + h lorsque 0 = o ;
en nommant donc J(0) ce que devient alors y, on aura
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Si l'on change g en f, et réciproquement / en g dans l'équation («,),
on aura

(0,) o = 0(l-0)^ + [d(f-g -2)+ i]^ +(/£•_£■_ A)y;

et si l'on détermine les deux constantes arbitraires, de manière que

l'on ait y = i et — = g(i — /) + h lorsque 0 = o, en nommant in(ô)
ce que devient alors y, on aura

II (s, ■ z) —

S, —

D.y±ii
(s-Wi ^

Les deux fonctions J(0) et n(0) ont entre elles une relation fort
simple, au moyen de laquelle, lorsque l'une des deux sera connue,
l'autre le sera pareillement : en effet, si, dans l'équation (/>,), on fait

ji= (i — ey-ey,
on aura

O = 0(.-0)^i + mg-/-2)+i}4fè + (fg-/-/i)y„

équation qui est la même que l'équation (a,). De plus, comme on doit
avoir, relativement à l'équation (b,), y — i et c~ = g — fg ■+■ h
lorsque 0 = o, on aura, dans ce môme cas, y, = i et

ce qui donne
îfc=/-/g+i,

ainsi les deux constantes arbitraires de l'intégrale de l'équation en y,
sont les mêmes que celles de l'intégrale de l'équation-(a,), ce qui
donne

partant
□ ( 0 ) ~ ( i — 0 y~g j ( 0 ).

OEuvres de L.— X. * q
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On a d'ailleurs, relativement à l'équation (&,),

s -+- s,

donc

(S -h J

{s -+-

(S + .
II ( S, — Z ) —

et

{s+zy-<? J

{S + StY

On aura conséquemmcnt, par l'article XYIII,

<v> °=?w[/<* ■J(S9 ?<*> V*"+s)/"'I(?î^)H;
la première intégrale étant prise depuis s = o jusqu'à z==s, et la
seconde étant prise depuis z — o jusqu'à z = st.

Si l'une ou l'autre des deux quantités etD^'~^> celle-ci
par exemple, J(: ), est une fonction rationnelle et entière de z,\s + sij
alors l'expression de u, considérée relativement à la fonction arbi¬
traire correspondante qui, dans ce cas, est çp(-), sera exprimée par
une suite finie de termes multipliés par les intégrales successives de
ç(^); car il est clair qu'alors JdzJ^ <p(s) sera composé de
termes de la forme H Jz*dzy(z), p. étant un nombre entier positif;
or orna, en intégrant par parties,

j zV-dz <p (s) = zV- <fi(z) — pzV-1 ©j(z)
H-p(p — i)zV-~2 9,(s) — ... ± j.2.3. . .p9n+1(a) -+- C,

expression délivrée du signe J, et dans laquelle on doit faire z=--s.
On voit ainsi que la partie de l'expression de u relative à la fonction
arbitraire <p(s) est indépendante, non seulement de toute intégrale
définie, mais encore de toute espèce d'intégrale; or il résulte de ce

que j'ai démontré, dans les Mémoires cités de iyy3, que l'expression
complète de u est alors entièrement indépendante de toute intégrale
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définie, c'est-à-dire qu'elle peut être exprimée par des intégrales in¬
définies, uniquement relatives aux variables s et s, de l'équation pro¬

posée. On peut s'en assurer encore très aisément au moyen de la for¬
mule (V), car il est visible que l'intégrale

sera dans ce cas réductible à des termes de cette forme

II f zV- dz(s -h zys

p. étant un nombre entier positif ou zéro; or on peut, par des intégra¬
tions par parties, réduire l'intégrale

J'zV- dz(s zy-&
à des termes délivrés du signe f et à des intégrales de cette forme

/dz(s -+- z)' i];,-(s);
cette dernière intégrale, devant être prise depuis z = o jusqu'à z — s,,
est évidemment égale à celle-ci

fdsys + si)r

et, par conséquent, indépendante de toute intégrale définie; on voit
par là comment l'intégrale

Jdz(s + zy-^jÇj-^j ^(z)
peut se réduire à des intégrales indéfinies, quoique le facteur

\s-+-sj

puisse ne pas être une fonction rationnelle et entière de z.

Maintenant, la condition nécessaire pour que l'expression de
réduite en série, se termine, est que l'on ait A(W=o,
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p. étant un nombre positif, ce qui donne
0 = (/+p — 0(f* — g) + h,

d'où l'on tire

^ 2

Lorsque l'une ou l'autre de ces deux valeurs de p. est zéro ou un

nombre entier positif, alors J j est une fonction rationnelle et
entière de z; en changeant f en g et réciproquement, on aura

1 + / — g ± */(/-+-,•? — O2— Ml
[À= ,

et, si l'une ou l'autre de ces valeurs de p. est zéro ou un nombre entier
positif, la valeur de sera une fonction rationnelle et entière
de z; dans tous ces cas, l'expression de u ne dépendra d'aucune inté¬
grale définie; autrement elle en sera nécessairement dépendante.

Si l'on nomme x la distance d'une molécule d'air à l'origine du son
dans l'état d'équilibre; x-h u sa distance après le temps l, on aura

d2 u ^d2u ma? du ma2u
dt2 a dx2 + x dx x2 '

a2 étant un coefficient constant dépendant de l'élasticité et de la den¬
sité de l'air, et m étant o, ou i, ou i, suivant que l'on considère l'air
ou avec une seule, ou avec deux, ou avec trois dimensions (voir, sur

cet objet, les savantes recherches de M. de la Grange sur le son, insé¬
rées dans le Tome II des Mémoires de la Société royale de Tarin). Soient
x -h at~ s, x — at — s,; l'équation précédente deviendra

_ d2 u m / du du \ mu _

° ~~

ds dst + 2 (s «,) \ ds dsi) (s-Wi)8'

la formule (V) deviendra donc

u~

Ifj. \fdz J(~=I=S—~) 9(s) +fd5 J( ™
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la première intégrale étant prise depuis z = o jusqu'à s — x -+- al, et
la seconde étant prise depuis s = o jusqu'à s — x — al. La fonction

f OC cit z \ • •

J ( — ) est la valeur de y dans l'équation différentielle2 OC

n z ^ d2y n. m2H-a m
o = e(i-e)Jt + e(,-29)~ + —T-y,

dans laquelle 0 = ~ ± at—les deux constantes arbitraires de son1 IX

intégrale devant se déterminer, en sorte que l'on ait
dy m , .

y=zl et ië=- +

Si l'on a m = o ou m = i, la valeur de y ordonnée suivant les puis¬
sances de 0 se termine, et alors la valeur de u est indépendante de
toute intégrale définie; mais, lorsque m = i, ce qui a lieu quand on ne
considère l'air qu'avec deux dimensions, l'expression de u est néces¬
sairement dépendante d'une intégrale définie.

Si l'on change dans z en x ± at + s,, on aura, par
l'article XVIII,

— [?(* + «<+ —a* + Si)]»
22 Xï

l'intégrale étant prise depuis zt — o jusqu'à s, = ce. 11 résulte évidem¬
ment de cette valeur de u que la molécule d'air dont elle exprime le
dérangement ne commence à s'ébranler que lorsque x — al + est
égal ou moindre que le rayon de la petite sphère agitée au commence¬
ment; d'où il suit que, dans les trois cas où l'air a une, ou deux, ou
trois dimensions, la vitesse du son est la même et se détermine par

l'équation l— on voit ainsi que les formes précédentes des inté¬
grales des équations aux différences partielles ont le môme avantage
dans les questions physiques que les formes connues jusqu'à présent.

Nous pourrions encore appliquer la méthode précédente à la re¬
cherche des vibrations des cordes inégalement épaisses, à la théorie
du son dans des tuyaux d'une figure quelconque et à plusieurs autres
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questions importantes; mais ces discussions nous écarteraient trop de
notre objet principal.

XXI.

Revenons présentement aux équations linéaires aux différences
finies partielles; quoique les formules que nous avons données dans
l'article XVI, pour les intégrer, aient la plus grande généralité, il y a
cependant quelques cas où elles ne peuvent servir : ces cas ont lieu
lorsque l'équation z — o donne l'expression de en par une suite
infinie, ce qui arrive toutes les fois que, dans la fonction z, la plus
haute puissance do ~ est multipliée par une fonction rationnelle et

entière de -• Pour avoir alors l'expression de yXtX en termes finis, il
est nécessaire de recourir à quelques artifices d'analyse que nous
allons exposer, en les appliquant à l'équation suivante

cette équation donne

partant

i a b
Tt \ ~ Ti ~ 1 ~ c ~ ° '

a
C + 7I t,

' i-ft
<1

a

\C + Tt

En développant, par rapport aux puissances de ~ > le second membre'l
de cette équation, on aurait une suite infinie, ce qui donneraitya,Xv en
suite infinie; pour obvier à cet inconvénient, nous mettrons l'équation
précédente sous cette forme

a—>y-[c -t- ab + al b
t!

tx ti< {*->)'
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Si l'on développe le second membre.de cette équation, par rapport
aux puissances de j— b, on aura

1 M, b)•■+», b ('- - b)"'"i _,txt^ i w, ) Vu / !-3 Vu

X
ax-1 x(x—1)/^ t ^7,2 a®-2

a^-t- «(c + ab) 1 (c + aby
±-b ±-b
U VU

Soient

V = ax,

V'1) — xy bax«(c h- ab)ax~l,

\m- x1 ~ 62«a + H- ab)ax-' + (c + abya*-\

V(s) —f63+ filfUZi) xb>{c+ab)ax'~l
1.2.3 1.2

x. ■ b(c -H abyax~i~i —^^ (c -+- abyax~s,

on aura

i 6YVW£-&) +v««^-ô
yCc.+i) y(»,+2) V <«+».'

a<-1 1 \*i-2

u
— u

txt*< 1 + v<®.> H H y- yi + ■ • . H-

5"» 5"» (i
or l'équation

I

7 ~7 — «
i a b , i t

c —o donne = ,
tti t\ t ^ b C "d~

t

partant
1 ôV' + Vf'ff-ô) ' 4-...
u / vu

y(«,+») /, \ ycœ.-HS)
+ y («,)_) —_ - — a +

t*t*< j c + ab\t ) (c + aby\t
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Pour repasser maintenant des fonctions génératrices à leurs variables
correspondantes, nous observerons : i° que le coefficient de t°t\ dans

est 2° que ce même coefficient dans un terme quelconque

tel que u.(j—■ bj ou ubr(^p — est égal à

A-T.ro,>- Y«,r-i r(r — i) /o,r-2 ]
l br br~l ' 1.2 6'--2 "•]

et, par conséquent, égal à 1/ la caractéristique différen-
tielle 'À se rapportant à la variabilité de xK, et cette variable devant
être supposée nulle après les différentiations; 3° que ce coefficient,
dans u{^~ — aj , est a''la caractéristique A se rapportant à la
variabilité de x, et cette variable devant être supposée nulle après les
différentiations; on aura donc avec cette condition

yx -L'A*-+-V(g)6«v-VÀ:g.-i! ^0'*' -+-...bx\ bx i bx i

+ VK)JM+- r«i^T + rz-n.8'J '

c H- ah ax (c -h ciby ax

V(ar-KC,) r

H- 7 -=-,.(1^^;(c -H ai)®

ce sera l'intégrale complote de l'équation

J'K+l.a-.+l "/1,1,-1-1 " ic, cyx,X\ — °>

et il est visible que cette intégrale suppose que l'on connaît le pre¬
mier rang horizontal et le premier rang vertical de la Table (Q) de
l'article XVI.

XXII.

Pour éclaircir par un exemple la méthode que nous avons donnée
précédemment pour intégrer les équations aux différences finies par-
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tielles, supposons que l'on ait l'équation

on aura

Soit

i 1 1 1 f 1
— — -1, -1 -t - ( t.).
I 2 ' 2 ti 'l\ty ' '

b ~z + 7Z")'

Z et Z(,) étant des fonctions de t, et de a?; on déterminera ces fonc¬
tions en substituant successivement dans l'équation précédente, au

lieu de ses deux valeurs; ce qui donne

— ty -}- — \-
2 2

d'où il est aisé de conclure
i

a-)]p-Z + ZC'l
r=z+zf"[Vu )\1 l

/1 VI
— — u )Vu /J

/1 M
- — uVu VJ

partant

fx-i O
7 — __L

-

/«-.

F ~ l*
z<o— i-1—-,

«
_ *f~2 ^ M ff ' '

7* ~~ M ~7f~— i + i i
__ A

Présentement, le coefficient de t°t*1 dans estyx,x^ et, si l'on désigne

par lXr et IIat les coefficients de tx dans le développement des fonc¬
tions et ~~v étant égal à la suite infinie ^0 -t- Xi z X2z2 ...,

t

OErivres de L. — X.
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on aura

10 1jo,x+x,-2 pour le coefficient de dans —" ;li (G— i)

2° Tfo,xt-x pour ce coefficient dans

3 IIy i^x+X) » » )>

4° Hyi,x,-x » » »

ut*

t\-1;
i

7 7f
i

g"'1
v
t 1

I

g"*'
On aura donc

J'.r, x, I.fo, xn-x,—2 , X,—x UjV'j ; X-!-■}') Uj'j x,—x,

et, si l'on représente

T/o.x+a.-î-i-n/!,^, par ?(« + «,)
et

— Tjo.x.-x— ïlyUXt-.x par œ),

<f (a?) et vp(£c) étant deux fonctions arbitraires de x, on aura

Jx,*,= ¥(#-|(a?i — «)•

Gela posé, si l'on multiplie l'équation

o = *( --,J
par u et que l'on repasse des fonctions génératrices à leurs variables
correspondantes, on aura l'équation aux différences partielles

yx-\-\, xt ^y x, Xi yx-\, xi yx, x,-!-! ^yxy x, ■+" yx, xt—i >

son intégrale complète sera par conséquent
yx,x,= 9(x -h Xi) 4-4i(a?j — x),

ce qui est visible d'ailleurs par la simple substitution, mais j'ai cru

que l'on no serait pas fâché de voir comment cette intégrale se déduit
des méthodes précédentes.
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Supposons maintenant que, dans la Table suivante

I^Ko,o> «Xi,o> jK2,o> yo> y'+,of • ••» yn~i,ot yn,o>yo,\> y 1,1» ,/2,1? /3,1» «/M» •••> ,//*» 1 »

,/o,2> ,/l,2> y~2,2* ,/s, 2» ,/4,2> •••> .//7-1,2» ,/"-i2>
^ • (

,/o,3> j/1,3» t/2,3» j/3,3) ,/4,3» •••> ,//7—1,3» ,//7,3>

•••> • • • > * • • » • • • > •••) >

J/Ojoo» ,/l,eo> ,/2,«» /3,00» ./4,00» ' ' "> yn~\,00» J'/7,oo)

on connaisse les deux premiers rangs horizontaux compris entre les
deux colonnes verticales extrêmes

,/o,0> /0,1» ,/f,2> ,/o,sc»

/»,o> jk/i, 1 > yil,*) • ••» yn,oo)

et que l'on connaisse de plus tous les termes de ces deux colonnes;
on pourra déterminer toutes les valeurs de yX}Xi qui tombent entre
ces deux colonnes, car, si l'on veut former le troisième rang horizontal,
011 reprendra l'équation

/»»4-1,x, — 2/ar,»i /«-l.ir, ~ /<tf*«t+l 2 Yx,x, + /

qui se réduit à
yx,Xf+-l —yx-bl,xi Jx—i,xt yx,x^—1 »

en y faisant x, — i, et successivement x — i, x = 2, x = 3, . . .,

x = n — 1, on aura

«• JKl ,2 — /2,1+/<>,1 Jl.o»

/2,2 —/3,1+ /1,1 /2>°»

/3,2 —/4,1+/2,1 /3,0»

/«— 1,2 /»,1 + /«-2,1 /«—1,0*

On formera de la même manière le quatrième rang horizontal, et ainsi
de suite à l'infini; mais, si l'on voulait déterminer les valeurs de yx<Xt

qui tombent hors de la Table (Z), les conditions précédentes ne suffi¬
raient pas, et il serait nécessaire d'y en joindre d'autres.
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Cherchons présentement l'expression deyXtX', pour cela, reprenons

l'intégrale
Jx,x, = <P («1 -1- x) -+- +(^1 — x)>

et supposons que le second rang horizontal qui détermine une des
deux fonctions arbitraires soit tel que l'on ait ty(xK — x) — y(x — xt),
on aura

yx.jc, — ? («i + &) + 9 (x — xt );

en faisant x, ■--= o, on aura <p(<r) = » partant

yx,x\ ™ iyx^-xXy o ■+■ *2 y* -Xi >o*

Il est aisé de voir que cette équation satisfait à l'équation proposée
aux différences partielles ; mais elle n'est qu'une intégrale particulière
qui répond au cas où le second rang horizontal se forme du premier,
au moyen de l'équation

Jx, i — sJtVn.o ■+" ij'x-i,o-

Tant que x -+- xt sera égal ou moindre que n, et que x — x, sera

positif ou nul, on aura la valeur de au moyen du premier rang
horizontal; mais, lorsque xK croissant, x -+- x, deviendra plus grand
que n et que x — x, deviendra négatif, il faudra déterminer les valeurs
de yx+x„o et de yx-Xi>0 au moyen des colonnes verticales extrêmes.
Supposons que tous les termes de ces deux colonnes soient zéro et
qu'ainsi l'on ait7o.»-,= ° etj„,ai= o; en faisant x — o dans l'équation

yx,xx jyx—x,,o»

on aura

y~x„ o — yx ,,o>

en y faisant ensuite x~n, on aura

yre+x,, o — " yn-x„o-

Si Ton change, dans cette dernière équation, x, en n -r- x{, on aura

ym-\-xt,o — y~x„o—yxt,o >
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en changeant encore x, en n -4- x{, on aura

77

ysn-+-xu0 — Y0 yn—Xi,0y

d'où l'on tire généralement
y%rn+£u 0 y■?!,<>

et

y(2r+l) n+Xi,0— yn-x„<s-

On pourra ainsi, au moyen de ces deux équations, continuer les
valeurs deyx,0 à l'infini, du côté des valeurs positives de x, et l'on en
conclura celles qui répondent à x négatif, au moyen de l'équation
y_x])0 = — yXv0 ; de là résulte la construction suivante.

Si l'on représente les valeurs de yxfi depuis x — o jusqu'à x = n,

par les ordonnées des angles d'un polygone dont l'abscisse soit x et
dont les deux extrémités A et B aboutissent aux points où x = o et
x = n, on portera ce polygone depuis x = n jusqu'à x — m, en lui
donnant une position contraire à celle qu'il avait depuis x~o jus¬
qu'à x = n, c'est-à-dire une position telle que les parties qui étaient
au-dessus de l'axe des abscisses se trouvent au-dessous, le point B du
polygone restant d'ailleurs, dans cette seconde position, à la même
place que dans la première, et le point A répondant ainsi à l'abscisse
x = 111; on placera ensuite ce même polygone depuis x — 2/1 jusqu'à
x — 3n, en lui donnant une position contraire à la seconde et par con¬

séquent semblable à la première, de manière que le point A conserve,
dans cette troisième position, la même place que dans la seconde, et
qu'ainsi le point B réponde à l'abscisse x = 3n. En continuant de
placer ainsi ce polygone alternativement au-dessus et au-dessous de
l'axe des abscisses, les ordonnées menées aux angles de ces polygones
seront les valeurs deyXt0 qui répondent à x positif.

Pareillement, on placera ce polygone depuis x — o jusqu'à x — — n,
en lui donnant une position contraire à celle qu'il avait depuis x — o

jusqu'à x = n, le point A restant d'ailleurs, dans cette seconde posi¬
tion, à la même place que dans la première ; on placera ensuite ce poly¬
gone depuis x — — n jusqu'à x — — 2n, en lui donnant une position
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contraire à la seconde, le point B restant d'ailleurs à la même place,
et ainsi de suite à l'infini. Les ordonnées de ces polygones représen¬
teront les valeurs de yx>0 qui répondent à x négatif; on aura ensuite la
valeur de yx,Xx en prenant la moitié de la somme des deux ordonnées
qui répondent aux abscisses x -h x, etx — x,.

Cette construction géométrique est générale, quelle que soit la
nature du polygone que nous venons de considérer; elle servira à
déterminer toutes les valeurs deyXiXi comprises depuis x — o jusqu'à
x = a et depuis xf = o jusqu'à x, = », pourvu que l'on ait y„tXt = o
et y„,Xx = o, et que d'ailleurs le second rang horizontal de la Table (Z)
soit tel que l'on ait

y.r, i = ijKx+-i,o +■ \ yx-1,0

ou, ce qui revient au même,

yx, i y ~~ 2* (yx+1, o ^yXto -t- yx—i,o ) •

On peut, au reste, s'assurer facilement de la vérité des résultats
précédents dans des exemples particuliers, en donnant à « des valeurs
particulières, en prenant ensuite des nombres à volonté pour former
le premier rang horizontal de la Table (Z) et en formant le second
rang au moyen de l'équation

yx, t — "2 yx-wlto ï yx—x,,o >

enfin en supposant généralement y0iXi — o et y„tXi = o; car, si au

moyen de ces conditions et de l'équation proposée aux différences
partielles

yx — yx+ i,xi -h yx—i,#, yx,xi—1>

on forme les autres rangs horizontaux de la Table (Z), on trouvera
qu'ils seront les mêmes que ceux qui résultent de la construction pré¬
cédente.

On a, par ce qui précède,

yx,xt-hn 2 ^x+Xi-hn-yO ~2 yx- n-xn o î
de plus,

yx — yn—x—xy, o
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et
yx—n—x,,0 ^ yn+Xy—x,o ?

donc
yx,xi-+-n \yn—x—x,,o 1 JK/t—àn-# t,o yn—x,xi»

Il suit de là que, dans la Table (Z), le (x, 4- n)ième rang horizontal
est le xika° rang horizontal pris avec un signe contraire et dans un
ordre renversé, c'est-à-dire que le terme 7-ièlDe du rang (x, 4- n)iéme est
le terme (n — r)ikme du xf™ rang pris avec un signe contraire.

On a ensuite
y i y ,o ~°ï yx-~xi—2/1,0 ;

on a d'ailleurs
y-2/i-\-x+xi,o — y^-i-xi-o

et
y^-xi—2/1,0 y2/i-hx,—x,o — yxi~x,o — yx—x 1,01

partant
— ^yx+x1,0"+" 2 yx-xi,o yx,xij

d'où il suit que le (x, -f- 2«)ième rang horizontal est exactement égal
au x'tha° rang.

Considérons présentement les vibrations d'une corde dont la figure
initiale soit quelconque, mais fort peu éloignée de l'axe des abscisses;
nommons x l'abscisse, i le temps, yX}t l'ordonnée d'un point quel¬
conque de la corde après le temps l; concevons de plus l'abscisse x

partagée dans une infinité de petites parties égales à clx et que nous
prendrons pour l'unité. Cela posé, on aura, par les principes connus
de Dynamique,

à-yx,i fl2 , .

dW — iix2 yx-ut)'
a étant un coefficient constant dépendant de la tension et de la gros¬

seur de la corde. Si l'on fait t——, on aura dt= et yrt devien-
a a J '

dra une fonction de x et de xK, que nous désignerons par or, la
grandeur de dt étant arbitraire, on peut la supposer telle que la varia¬
tion de a?, soit égale à celle de x, que nous avons prise pour l'unité.
L'équation précédente deviendra ainsi

yx,x,-t-1 2yx,x, 4" yx,xi-i= J'x+i.x, 2 yx,xv + j'x- l,x,>
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x et x, étant des nombres infinis. Cette équation est la même que
nous venons de considérer; ainsi la construction géométrique que
nous avons donnée, au moyen du polygone qui représente la valeur
de jj.,0, depuis x = o jusqu'à x = n, peut être employée dans ce cas :
le polygone sera ici la courbe initiale de la corde; mais, pour cela,
il faut supposer n égal à la longueur de la corde et la concevoir par¬

tagée dans une infinité de parties; il faut, de plus, que la corde soit
fixe à ses deux extrémités, afin que l'on aity0iTi = o etyn>Xt — o; d'ail¬
leurs l'équation de condition

fx,\ ~~ yx, o — 2 O'xt-1,0 2J'x.o + JK.r-1,0 )

se change dans celle-ci

t

ce qui donne

or est la vitesse initiale de la corde; cette vitesse doit donc être

nulle à l'origine du mouvement. Toutes les fois que ces conditions
auront lieu, la construction précédente donnera toujours le mouve¬
ment de la corde, quelle que soit d'ailleurs sa figure initiale, pourvu
cependant que, dans tous ses points, yx+ 2)0 — zyx+,,0 H-y,,, soit infi¬
niment petit du second ordre, c'est-à-dire que deux côtés contigus de
la courbe ne forment point entre eux un angle fini. Cette condition est
nécessaire pour que l'équation différentielle du problème puisse sub¬
sister, et pour que celle-ci

dj.r.0 , ,

^ dt — $ (yx+i,o —2y#,o + yx -i,o)
donne

mais d'ailleurs il est évident, par ce qui précède, que la figure initiale
de la corde peut être discontinue et composée d'un nombre quel¬
conque d'arcs de cercle ou de portions de courbe qui se touchent.
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On voit aisément que toutes les différentes situations de la corde
répondent aux rangs horizontaux de la Table (Z), et, comme les rangs

qui correspondent aux valeurs de x[, x, -+- 2n, x, -1- 4n, ... sont les
mêmes, par ce qui précède, il en résulte que la corde reviendra à la
même situation après les temps t, t 4- t-+- •••> /2 étant toujours
la longueur totale de la corde.

Cette analyse des cordes vibrantes établit, si je 11e me trompe, d'une
manière incontestable la possibilité d'admettre des fonctions disconti¬
nues dans ce problème, et il me parait que l'on en peut généralement
conclure que ces fonctions peuvent être employées dans tous les pro¬
blèmes qui se rapportent aux différences partielles, pourvu qu'elles
puissent subsister avec les équations différentielles et avec les condi¬
tions du problème. On peut considérer, en effet, toute équation aux
différences partielles infiniment petites comme un cas particulier
d'une équation aux différences partielles finies, dans laquelle on sup¬

pose que les variables deviennent infinies : or, rien n'étant négligé
dans la théorie des équations aux différences finies, il est visible que
les fonctions arbitraires de leurs intégrales ne sont point assujetties à
la loi de continuité, et que les constructions de ces équations par le
moyen des polygones ont lieu quelle que soit la nature de ces poly¬
gones. Maintenant, lorsqu'on passe du fini à Tinfiniment petit, ces

polygones se changent dans des courbes qui, par conséquent, peuvent
être discontinues : ainsi la loi de continuité ne paraît nécessaire, ni
dans les fonctions arbitraires des intégrales des équations aux diffé¬
rences partielles infiniment petites, ni dans les constructions géomé¬
triques qui représentent ces intégrales; il faut seulement observer que,
si l'équation différentielle est de l'ordre n, et que l'on nomme u sa va¬
riable principale, a; et t étant les deux autres variables, il ne doit point

y avoir de saut entre deux valeurs consécutives de c'est-
à-dire que la différence de cette quantité doit être infiniment petite
par rapport à cette quantité elle-même. Cette condition est nécessaire
pour que l'équation différentielle proposée puisse subsister, parce que

QEuvres de L. — X. II
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toute équation différentielle suppose que les différences de u dont elle
est composée, divisées par les puissances respectives de dx et de di,
sont des quantités finies et comparables entre elles; mais rien n'oblige
d'admettre la condition précédente relativement aux différences de u
de l'ordre n ou d'un ordre supérieur; on doit donc assujettir les fonc¬
tions arbitraires de l'intégrale à ce qu'il n'y ait point de saut entre
deux valeurs consécutives d'une différence de ces fonctions moindre

que n, et les courbes qui les représentent doivent être assujetties à
une condition semblable, en sorte qu'il ne doit point y avoir de saut
entre deux tangentes consécutives si l'équation est différentielle du
second ordre, ou entre deux rayons oscillateurs consécutifs si elle est
différentielle du troisième ordre, et ainsi de suite. Par exemple, dans
le problème des cordes vibrantes que nous venons d'analyser, et qui
conduit à une équation différentielle du second ordre, il est nécessaire
que les courbes dont on fait usage pour le construire soient telles que
deux côtés contigus ne forment point entre eux un angle fini : or,
c'est ce qui aura lieu dans la construction que nous avons donnée si
la figure initiale de la corde est telle que cette condition soit remplie;
car, en la posant alternativement au-dessus et au-dessous de l'axe des
abscisses, comme nous l'avons prescrit, la courbe infinie qui en
résulte satisfait dans toute son étendue à la même condition.

Le seul cas qui semble faire exception à ce que nous venons de
dire est celui dans lequel l'intégrale renferme les fonctions arbitraires
et leurs différences; car, en la substituant dans l'équation différen¬
tielle pour y satisfaire, on y introduit les différences des fonctions
arbitraires d'un ordre supérieur à n, ce qui suppose que la loi de con¬
tinuité s'étend au delà des différences de l'ordre n <- i; mais on doit
alors considérer comme les véritables fonctions arbitraires de l'inté¬

grale les différences les plus élevées de ces fonctions, et regarder
toutes les différences inférieures comme leurs intégrales successives,
moyennant quoi la règle donnée précédemment sur la continuité des
fonctions arbitraires et de leurs différences subsistera dans son en¬

tier. On peut même la présenter d'une manière plus simple, en obser-
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vant qu'il n'y a point de saut entre deux valeurs consécutives de l'in¬
tégrale d'une fonction quelconque arbitraire et discontinue; car, en
nommant <p(s) cette fonction, deux valeurs consécutives de son inté¬
grale J dscp(s) ne diffèrent entre elles que de la quantité dsf(s), qui
serait toujours infiniment petite, quand même il y aurait un saut entre
deux valeurs consécutives de <p(#). La règle précédente peut donc se
réduire à la suivante :

Si l'intégrale d'une équation aux différences partielles de iordre n

renferme la différence r'eme d'une fonction arbitraire de s, on pourra, au
lieu de la différence (n ^.ryeme (qe cene fonction, divisée par ds"+r, em¬

ployer une fonction quelconque discontinue de s.

Lorsque, dans le problème des cordes vibrantes, la figure initiale
do la corde est telle que deux de ses côtés contigus forment un angle
fini, par exemple lorsqu'elle est formée par la réunion de deux lignes
droites, il me semble que géométriquement la solution précédente ne

peut être admise; mais, si l'on considère physiquement ce problème
et tous les autres de ce genre, tels.que celui du son, il paraît que l'on
peut appliquer la construction que nous avons donnée, même au cas
où la corde serait formée du système de plusieurs lignes droites : car
on voit, a priori, que son mouvement doit très peu différer de celui
qu'elle prendrait en supposant que, aux points où ces lignes se ren¬
contrent, ilyaibdes petites courbes qui permettent d'employer cette
construction.

XXIII.

On peut encore appliquer le calcul des fonctions génératrices à l'in¬
tégration des équations aux différences partielles, en partie finies et
en partie infiniment petites; pour cela, considérons l'équation

o = ayXiXt + b A/x<Xl -

la caractéristique finie À se rapportant à la variable x, dont la diffé-
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rence est l'unité, et la caractéristique d se rapportant à la variable x,,
dont la différence est conséquemment dx,.

L'équation génératrice de la précédente est

° = «+ô(l
d'où l'on tire, à l'infiniment petit près,

i

tx (b dx,)-
I r X 1*
'x, )x [_ ( i + a dx, — b dx,) ' J

Or, si l'on nomme yx,x, 'e coefficient de txt\' dans u, le coefficient de
tatxA dans ~ sera yxx ; ce même coefficient dans' tx } 1

, "ix
(tir, p + - b dxI ) I

sera

| ,Uo,x, ~t~" oc dx, {oc • ■ i) dx, \
i 1 .r, — X x, | r t i

a-, I (i -\-adx,— bdx,)rU> (i-f-adx,— bdx,)'lx1
(i + adx,-bdx,)^\

( y^+{x-2)dx,
J 1.2 J'1 -+- ,r 2'

(i-H a dxi ■— b dx()'lx<

= (i + adx, — b dx, ) d,r'dx Jo.x, — __.

( i -+- a dx, — b dx, )dx'
Or on a

a~i

(i -ha dx, — b dx, )lU* = e(a~b)x*,

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité; le coef-
r 1 ixficient de i"t]dans u -r—,—-—-j j—,—- —i sera donc- 1 Ln ' (1 a "^1 — " dx, )

e(a-b)x, dx(f0iXi e(6-a'x, ) ;

partant, on aura
_ *><«-*)*, dx(eU>-a)xiy0,Xt)

y*,*' — (,x ~~

ou, plus simplement,
e(a-b)x, dx(f{x,)

^ >

9(0;,) étant une fonction arbitraire de x,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE SUR LES SUITES. 85

On peut intégrer, par le même procédé, l'équation générale

o — A" v -I- a A"-1 -i- h A"-2 d .Yx.xi^ ^ ^2 • ' '

son équation génératrice est

0=1 1 ) + -=?- ( - — I
. t J dxx \ t tf°i ') r dx'\^\t 1 (dx,

I +

En nommant donc a, a,, a2 les n racines de l'équation

o = v" H- eu"-1 + bu"-2 + eu'1-3 4- • • .,

on aura les n équations partielles
i a \

t ' + dxi \ tdx'1

CCj / I
« 1 ûkCj 1

la première donne

tx (dxx)x tdx; dxx

Or le coefficient de l°trt' dans ^ est ce même coefficient dans
est

.Xo,x, + x dx 1
_ ,r0,x,+ (# — •') ofa-'i

<^KArfx' / dxx\dx'<
dxx

c. J \ a

x(x — \) y0tXt-\-{x — i)dxi
i \ 7""" X ~~ 2

dœx\dK*

y- ^
a
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parce que
-ÏL

dxt\dx<
l'¬

on aura donc

yx,xi dxf
ou, plus simplement,

y.r,xt~*xe dxf

ç(a?i) étant une fonction arbitraire de x,.
Il suit de là que, si l'on désigne par <?,(&,), <p2(a?(), <p3(aq), ...

d'autres fonctions arbitraires de x{, l'expression complète yx sera

yXlX,= e
%d-*9(x,) _. ~£d*<p,(xt) -S <**?«.(«•)

~~d^r 1 "ât 2 dx*

XXIV.

Théorèmes sur le développement des fonctions à deux variables
en séries.

Si l'on applique aux fonctions à deux variables la méthode exposée
dans les articles X et XI, on aura, sur le développement de ces fonc¬
tions en séries, des théorèmes analogues à ceux auxquels nous sommes

parvenu dans ces deux articles. Supposons que u soit égal à la suite
infinie

/0,o-+-J'i,of 4-/2,o*2 -1-/3,0'3 4-...

-+-/0,1 b 4- .Y 1,1 h t H-JKs,i b b 4-. . .

4-. . .,

et que l'on désigne par la caractéristique A la différence finie de yx,,r,,
prise en faisant varier à la fois x et xt, la fonction génératrice de Ayx..r,
sera d'où il suit que la fonction de A"yx^Xi sera u(j- —1 ) .
Or on a
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ce qui donne
( 1 \" \( 1 \ l 1 \ 1 "

u — — i — u i -h -- — i i -i — i — i :
\"i / L\ 1 J\ 0 / J '

partant, si l'on désigne par la caractéristique A, la différence finie de
7.r,ar,> prise en ne faisant varier que x, et par la caractéristique A2 cette
différence prise en ne faisant varier que x,, on aura, en repassant des
fonctions génératrices aux variables correspondantes,

A "yx,xt F- [(* ■+* A ) (1 ) ']">

pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa¬
tion, on applique aux caractéristiques A, et A2 les exposants des puis¬
sances de A,yx,x, et de A->yX)Xr

En changeant n en — n, on s'assurera facilement, par un raisonne¬
ment analogue à celui de l'article X, que l'équation précédente de¬
viendra

2 -

[(i + )(i + A) -Tf '

pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa¬
tion, on change les différences négatives en intégrales.

Il est clair que est la fonction génératrice de la diffé¬
rence finie nième de yx>Xl lorsque x varie de i, et que x, varie de t,; or
on a

donc, si l'on désigne par la caractéristique 'Aies différences finies, et
par la caractéristique *2 les intégrales finies, lorsque a? varie de i et que
x, varie de i,, on aura, en repassant des fonctions génératrices aux va¬
riables correspondantes,

}Ariyx^xi— [(* " - A]Y (^

,) .1 |^" { ^ ^ y ( l y, j j »

pourvu que, dans le développement des seconds membres de ces équa-
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tions, on applique aux caractéristiques A, et A2 les exposants des puis¬
sances do A,yx>3Ci et de A2yXyT[t et que l'on change les/différences néga¬
tives en intégrales.

Les deux équations précédentes ont encore lieu, en supposant que,
dans-les différences Atyx,Xi et A2yX)Xi, x et xt, au lieu de varier de
l'unité, varient d'une quantité quelconque tj; on doit seulement ob¬
server que, dans la différence 'AyX}Xi, x variera de m et x, variera
de i<w; or, si l'on suppose v> infiniment petit, les différences AKyx,Xl et

A2J.r,.r, se changeront : la première dans dx%~* et la seconde dans
dx, De plus, si l'on fait i et i, infiniment grands et que l'on sup¬

pose idx — a et i, dx{ = a,, on aura

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité ; on aura
pareillement

avariant de a etx{ variant de a, dans les deux premiers membres de
ces équations.

Si, au lieu de supposer ra infiniment petit, on le suppose fini et i in¬
finiment petit et égal à dx; si l'on suppose, de plus, i, infiniment petit
et égal à dx,, on aura

(i -t- Ajyx,x,)' = (i -+- A,yx>Xi)dx = i -+- dx log(i + Ayx,Xi).

On aura pareillement

partant

(i + A,7*,*.)'« = I H- dx, log(i -4- A/x,Xl) ;
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d'ailleurs A"ytXr, se change en d"yXtXt; partant

d"yx,x,= j[(i + dxlog(i + A,yx,Xt)] [i + dxi Iog(i -+• A,yn>n,)\ — ij»
ou, plus simplement,

d"yx<Xl--- \dx log(i H- ^iy'x,xt) + dxy log(i -+- A2yx,*,)]".

On pourrait obtenir de cette manière une infinité d'autres formules
semblables; mais il suffit d'avoir exposé la méthode pour y parvenir.

Tout ce que nous avons dit sur les fonctions à deux variables pou¬
vant s'appliquer également à celles de trois ou d'un plus grand nombre
de variables, nous n'insisterons pas davantage sur cet objet.

OEuvrcs de L. — X.
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MÉMOIRE
SUR LA

DÉTERMINATION DES ORBITES DES COMÈTES.

Mémoires de l'Académie royale des Sciences de Paris, année 1780; 1784

—

I.

Newton a donné, à la fin de l'opuscule intitulé : De Systemate mundi,
une méthode fort simple pour déterminer les orbites des comètes.
Cette méthode, adoptée depuis par plusieurs géomètres, est fondée
sur la supposition du mouvement rectiligne et uniforme de la comète,
dans l'intervalle de trois observations très peu éloignées entre elles;
en sorte que, si l'on considère cet intervalle comme un infiniment
petit du premier ordre, on néglige les quantités du second ordre qui
dépendent de la courbure de l'orbite et de la variation du mouvement
de la comète. Cependant on ne détermine, dans cette méthode, la posi¬
tion de la petite droite que la comète est censée décrire, qu'au moyen
des différences secondes de la longitude ou de la latitude géocentrique ;
on y rejette donc des quantités du même ordre que celles que l'on em¬

ploie, ce qui doit nécessairement la rendre fautive. Je fis part à l'Aca¬
démie, il y a quelques années, de cette remarque que m'avait fait naître
la lecture d'un Mémoire qui lui avait été présenté sur cet objet (Histoire
de l'Académie, année 1773, p. 60); et, pour la confirmer a posteriori,
je prouvai que, dans plusieurs cas, la méthode dont il s'agit conduisait

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



94 MÉMOIRE SUR LA DÉTERMINATION

à des résultats fort éloignés de la vérité, en indiquant, par exemple,
un mouvement réel direct lorsqu'il était rétrograde. Je ne poussai pas
alors plus loin ces recherches; mais, les savants Mémoires que MM. de
la Grange et du Séjour viennent de publier ayant réveillé mes an¬
ciennes idées sur cette matière, je vais présenter ici les réflexions
que j'ai faites sur un problème qui, par son importance et sa diffi¬
culté, mérite toute l'attention des géomètres.

La solution générale de ce problème, pour trois observations éloi¬
gnées, étant au-dessus des forces de l'Analyse, on est obligé de recourir
à des observations peu distantes entre elles; mais alors les erreurs
dont elles sont toujours susceptibles peuvent influer très sensible¬
ment sur les résultats. Dans les méthodes connues, ces résultats sont

donnés en séries, et les observations peuvent être supposées d'autant
plus éloignées que l'on y considère un plus grand nombre de termes.
C'est ce que Newton a fait dans la belle solution synthétique qu'il a
donnée de ce problème, dans le troisième Livre des Principes; mais
la formation des termes successifs de ces séries est très pénible, et
cette manière de corriger l'influence des erreurs des observations
serait peu commode dans la pratique. En cherchant un moyen plus
simple do corriger cette influence, j'ai pensé que l'on pouvait faire
servir à cet usage les observations voisines d'une comète, et que, au
lieu de se borner à trois comme on l'a fait jusqu'ici, on pouvait en

considérer un plus grand nombre. Pour cela, il suffit de déterminer
par les méthodes connues d'interpolation les données de l'observa¬
tion qui entrent dans la solution du problème. Le choix de ces don¬
nées étant arbitraire, j'ai préféré celles qui offrent le résultat analy¬
tique le plus simple et le plus exact : ces données sont la longitude et
la latitude géocontriquo de la comète à une époque fixe, et leurs pre¬
mières et secondes différences infiniment petites, divisées par les
puissances correspondantes de l'élément du temps. Je donne, pour
les obtenir, des formules très commodes et qui sont d'autant plus
précises que les observations sont en plus grand nombre et faites
avec plus de soin.
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Cette manière d'envisager le problème de la détermination des
orbites des comètes m'a paru réunir deux avantages : le premier est
de pouvoir employer des observations distantes entre elles de 3o° et
même 4o° et de corriger par le nombre des observations l'influence
de leurs erreurs; le second avantage est d'offrir des formules simples
et rigoureuses pour calculer les éléments des orbites des comètes, en

partant des données précédentes. Ici les approximations tombent sur
les données de l'observation, et l'analyse est rigoureuse; au lieu que,
dans les méthodes connues, les observations sont supposées parfai¬
tement exactes et les résultats analytiques ne sont qu'approchés.
La considération des équations différentielles du second ordre qui
donnent le mouvement de la comète autour du Soleil me conduit

immédiatement, et sans aucune intégration, à une équation du sep¬
tième degré pour déterminer la distance de la comète à la Terre, et
tous les éléments de l'orbite se déduisent ensuite très facilement de

cette distance supposée connue.
Cette théorie étant indépendante de la nature de la section conique

que décrit la comète, la supposition du grand axe infini fournit une
nouvelle équation du sixième degré, particulière à la parabole, pour
déterminer la distance de la comète à la Terre. En la combinant avec

l'équation précédente du septième degré, on aurait : i° cette distance
par une équation linéaire; 20 l'équation de condition qui existe entre
les données de l'observation pour que le mouvement observé puisse
satisfaire à une orbite parabolique. Mais cette manière de déterminer
la distance de la comète à la Terre serait très pénible, et il est beau¬
coup plus simple de chercher, par des essais, à satisfaire à l'une ou à
l'autre des équations précédentes.

Puisque le problème de la détermination des orbites paraboliques
des comètes conduit à plus d'équations que d'inconnues, il existe une
infinité de méthodes différentes pour déterminer la distance de la
comète à la Terre; mais, parmi ces méthodes, il en est dans lesquelles
l'influence des erreurs des observations est moindre que dans les
autres et qui, par cette raison, doivent être préférées. Pour les ob-
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tenir, j'observe que les données sur lesquelles les erreurs des obser¬
vations doivent le plus influer sont les différences secondes tant de la
longitude que de la latitude géoccntrique; or, comme on n'a qu'une
équation de plus que d'inconnues, il est impossible de les éliminer
toutes deux à la fois. En les éliminant donc successivement l'une et

l'autre, je parviens à deux systèmes d'équations, dont le premier doit
être employé lorsque la différence seconde de la longitude surpasse
celle de la latitude et dont il faut employer le second dans le cas con¬
traire. Ces deux méthodes sont, si je ne me trompe, les plus exactes
auxquelles on puisse parvenir dans l'état actuel de l'Analyse. En con¬
sidérant avec attention la première, j'ai reconnu qu'elle était une tra¬
duction analytique de la méthode synthétique que Newton a donnée
dans le troisième Livre des Principes, cl je rends avec plaisir à ce

grand géomètre la justice d'observer que, en même temps qu'il a
traité le premier cet important problème, il est parvenu à la solution
la plus exacte qui en ait été donnée, du moins quand la variation du
mouvement apparent de la comète en longitude est plus sensible que
celle de son mouvement en latitude; elle est même indispensable
lorsque le mouvement en latitude varie d'une manière presque insen¬
sible, comme cela a lieu pour les comètes dont l'orbite est peu
inclinée au plan de l'écliptique, toutes les autres méthodes deve¬
nant alors insuffisantes.

Les éléments de l'orbite d'une comète étant connus à peu près, il
est aisé, par un grand nombre de moyens, de les corriger en em¬

ployant trois observations éloignées; mais ces différents moyens ne
sont pas tous également simples, et il est intéressant de rechercher
celui qui présente le calcul le plus court et le plus facile : or il m'a
paru que la méthode qui jouit au plus haut degré de cet avantage
consiste à faire varier la distance périhélie et l'instant du passage
de la comète par ce point. Je l'expose donc avec tout le détail con¬
venable; mais, comme alors la connaissance approchée des autres
éléments de l'orbite devient inutile et qu'il est important, dans un

problème aussi compliqué, d'épargner au calculateur toutes les opé-
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rations superflues, jo donne les formules nécessaires pour tirer immé¬
diatement de la valeur de la distance de la comète à Terre sa distance

périhélie et l'instant de son passage par ce point. Enfin, pour faci¬
liter aux astronomes l'usage de cette méthode, j'expose à la fin de ce
Mémoire, sous la forme qui m'a paru la plus simple, le procédé qu'il
faut suivre pour déterminer exactement les éléments de l'orbite d'une
comète, en ayant soin, pour plus de clarté, de l'appliquer à la comète
de l'année 1773. M. Méchain ayant bien voulu l'appliquer à la seconde
des deux comètes qu'il a découvertes en 1781, je joins ici son calcul,
qui me paraît très propre à faire sentir l'utilité des formules que je
propose, parce que le mouvement apparent de cette comète ayant été
presque perpendiculaire à l'écliptique, la détermination de son orbite
par les observations qu'il a choisies se refuse à la méthode de Newton
et aux autres méthodes déjà connues. Je dois ajouter encore que
M. Pingré m'ayant fait l'honneur de me demander un précis de la
méthode suivante pour l'insérer dans le grand Ouvrage qu'il prépare
sur les comètes, ce savant astronome en a fait l'application à la comète
de 1763, et que la première approximation lui a donné, à très peu près,
la distance et l'instant du périhélie, tels qu'il les avait précédem¬
ment déterminés par la discussion de toutes les observations de cette
comète.

II.

Soient, à une époque donnée, p l'ascension droite d'une comète et
<7 sa déclinaison boréale, les déclinaisons australes devant être sup¬

posées négatives; en désignant par s le nombre des jours écoulés
depuis cette époque, l'ascension droite et la déclinaison de la comète
après cet intervalle seront exprimées par les deux suites

dp z- d2p s3 d%p
' ' "\ dz * 1.2 dz2 ' 1.2.3 dz3 ' ' ' ' '

a _|_ - CÎ1 , ^ <^1 | -3 <P<7 ,

dz i.2 dz2 1 1.2.3 dz3 ■ ■ • •
OEmres de L. — X. l3
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On déterminera les valeurs de p, ^•••> q, »•» au
moyen de plusieurs observations; mais comme, dans la suite de ces

recherches, nous n'aurons besoin que de connaître p, >

q, ~ et , nous allons exposer ici les formules les plus simples

pour les obtenir.
Soient 6, 6', 6", S'", ... les ascensions droites successives observées

de la comète; y, y', y", y'", ... les déclinaisons boréales correspon¬
dantes. On divisera la différence 6' — 6 par le nombre de jours qui
séparent la première de la seconde observation; on divisera pareil¬
lement la différence 6" — 6' par le nombre de jours qui séparent la
troisième de la seconde observation; on divisera encore la diffé¬
rence 6"' — 6" par le nombre de jours qui séparent la quatrième de
la troisième observation, et ainsi de suite. Soit 86, 86', 86", 86"', ... la
suite de ces quotients.

On divisera la différence 86'— 86 par le nombre de jours qui séparent
la troisième de la première observation ; on divisera pareillement la dif¬
férence 86" — 86' par le nombre de jours qui séparent la quatrième de
la seconde observation ; on divisera encore la différence 86'"— 86" par
le nombre de jours qui séparent la cinquième de la troisième observa¬
tion, et ainsi de suite. Soit 826, 8*6', 8-6", ... la suite de ces quo¬
tients.

On divisera la différence 8-6'— 826 par le nombre de jours qui
séparent la quatrième de la première observation; on divisera pareil¬
lement la différence 826" — 826' par le nombre de jours qui séparent
la cinquième de la seconde observation, et ainsi de suite. Soit S36,
836', ... la suite de ces quotients. On continuera ainsi jusqu'à ce que
l'on parvienne à former 8""'6, n étant le nombre des observations
employées. Cela posé, si l'on nomme i, i, i", i", ... le nombre de
jours dont l'époque où l'ascension droite de la comète était p pré¬
cède chaque observation, i, i', ... devant être supposés négatifs pour
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toutes les observations antérieures à cette époque, on aura

p—6 — id§ + iï §2 6 — ii' i" à3 6 H- ii' i" i" à'' 6 —...,

™ ôg _ ( i + i' ) <52 6 + ( ii'-1- û'»h- {' i" ) ô3 6
... (ii!i"+ ii'i'"+ ii"i"'+ i'i"i") <5*6

d'-p
JÎfL - 5«g — ( J -h i'4- i" ) d» 6
i. y

-4- («'■+• i'i"-H !'(»+ i"/'") §"6-....

Les coefficients de — o£, -+-S2o, — S:'S, ... dans la valeur de p sont :

i° le nombre i; 2° le produit des deux nombres i et i'; 3° le produit
*

de trois nombres i, i', i",

Les coefficients de — S2 S, -+- §3é, — S''6, ... dans la valeur de ~
ClZ

sont : ]" la somme des deux nombres i et i'; 2° la somme des produits
deux à deux des trois nombres i, i' et i"-, 3° la somme des produits
trois à trois des quatre nombres i, i', i" et i'", —

d2 p
ciz~

Les coefficients de — S3S, -h S'1 S, — S!iS, ... dans la valeur de y-—

sont : i° la somme des trois nombres i, i', i"; 2° la somme des produits
deux à deux des quatre nombres i, i', i" et i'"; 3° la somme des pro¬
duits trois à trois des cinq nombres i, i', i", i'", —

Il faudra, pour plus d'exactitude, fixer l'époque vers le milieu de
l'intervalle de temps qui sépare les deux observations extrêmes; et,
si l'on prend pour cette époque l'instant d'une des observations
moyennes, on sera dispensé de calculer les valeurs de p et de q.

Lorsque les intervalles de temps qui séparent chaque observation
sont égaux, on peut obtenir des formules plus simples que les précé¬
dentes. Supposons d'abord que le nombre des observations soit im¬
pair et égal à ir1; nommons i le nombre des jours qui séparent
chaque observation, et fixons l'époque à l'instant de l'observation
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moyenne 6{r), en sorte que p = 6{r); on aura

p = S"'',

j A6"')+■ Aê"1"1' (A56C-1'+ A3ê<>;-2!)ï 1.2.5

dp
__ I ] + I .3i5(^"+ ASê"'~3))

dz 2 ï

A2g('-') i

i.2.3.4.5
22.32

:7i7374757<37^

/ '

(A'6<"--3)+ A7êo-4))

_ A46"'-2)
1. 2dz'1 2Ï1 2.3.4

+ -7™ A6 ■> ,9l'l2 O-, A8 ê"-4'2.3.4.5.6 i2 2.3.4- 5.6.7.8 j-

la caractéristique A étant celle des différences finies', en sorte que
A%(r> — 6(''+l) — 6(r>. Si le nombre des observations est pair et égal à 2r,
on prendra pour époque le temps moyen entre la première et la der¬
nière observation, et l'on aura

gO')+ gf-i) L.A2(ê",-1)-t-ê<'-2>)2.4

P=L( +ÏX6+
77flT~ Ac(6"—3)_)_go--4))2.4-6.8.IO.12 x '

cflD Ag(>'-^ r 32

£ = — 4TGÏ + psxtsj 4'6"""- ■ • •

US? =

-+- , 02°9 = A»(6(-rt»+6f-*>).4.6.8.10.12^

Je ne donne point ici la démonstration de ces formules, parce qu'il
est aisé de la déduire de celles que Newton et les géomètres qui l'ont
suivi ont données sur l'interpolation des suites.
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11 est visible que l'on aura les expressions de a, $ et > enCtZ I . 2 CLm

changeant dans les précédentes S en y.
Ces expressions se prolongent à l'infini et forment des suites d'au¬

tant plus convergentes, que les intervalles qui séparent chaque obser¬
vation sont plus petits; on aura donc des valeurs plus approchées, en
prenant un plus grand nombre de termes, ce qui suppose un plus
grand nombre d'observations, puisque chaque terme dépend de nou¬
velles observations : si ces observations étaient exactes, on pourrait
employer toutes celles qui sont voisines de l'époque, en faisant passer
une courbe parabolique par les différents lieux qu'elles indiquent;
mais les erreurs dont elles sont susceptibles rendraient cette méthode
très fautive; il faudra donc, pour diminuer l'influence de ces erreurs,
augmenter l'intervalle qui sépare les observations extrêmes en pro¬

portion du nombre d'observations que l'on emploie : on pourra de
cette manière, .avec cinq ou six observations, embrasser un intervalle
de 3(5° à 4o°, ce qui doit conduire à des résultats fort approchés sur la
nature de l'orbite de la comète.

Toutes choses égales d'ailleurs, il y a de l'avantage à employer des
observations équidistantes, car alors les valeurs de p, cl p, 2

procèdent suivant les différences finies, paires ou impaires de S, 6',
en sorte que, si l'on désigne par c une très petite quantité de

l'ordre AS, ces valeurs seront ordonnées par rapport aux puissances
de c- ; au lieu que, dans le cas où les intervalles entre les observations
sont inégaux, elles ne sont ordonnées que par rapport aux puissances
de c, et, par conséquent, elles sont moins convergentes. Ainsi, en ne
considérant que trois observations équidistantes, on aura

P=

cPp _ AÙj
1.2. dz ^ 2 i-

La valeur de p sera exacte aux quantités près de l'ordre c2; celle de
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— le sera aux quantités près de l'ordre c3, et celle de —'le sera

aux quantités près de l'ordre c''.
Si l'on nomme a la longitude géocentrique de la comète et 0 sa

latitude boréale, correspondantes à l'ascension droite p et à la décli¬
naison q, les latitudes australes devant ctre supposées négatives, on
aura, par les formules de la Trigonométrie sphérique, a et 0 en fonc¬
tions de p et de q\ en différentiant ensuite ces expressions, on aura
, , , doc dO d1 oc . cP- 0 c ,. , clp dq cP p
les valeurs de -r- > -t-> et -y— en lonctions de p, a, —-•> -/> ~ etdz dz dz- dz1 1 ' dz dz dz1
d1 n .

mais cette méthode serait pénible dans la pratique, et il vaut
mieux faire usage de la suivante.

L'ascension droite et la déclinaison de la comète, après un petit
nombre z de jours depuis l'époque, seront représentées à très peu

près par les deux formules

_ dp z2 d'-p dq z2 d2q
^ ' "" dz i. 2 dz2 ' ^ ^ dz ! 1.2 dz'1

En supposant donc s égal à un petit nombre g de jours, de manière
que les termes multipliés par s2 montent à trois ou quatre minutes,
on fera successivement dans ces formules z — — g, z = o et s — g; on
aura ainsi trois ascensions droites et trois déclinaisons de la comète,

au moyen desquelles on calculera les longitudes et les latitudes cor¬
respondantes, en portant la précision jusqu'aux secondes. Soient a,, a
et a' les trois longitudes; 0,, G et 0' les trois latitudes. Cela posé, si,
dans les formules (O), on change & et p en a, on aura

doc oc'— a,

dz ~ a g

d"~oc
_ a'— 2a -H «i.

~dz* - ~7ri >'
on aura pareillement

do
_ eç-0,

dz - 2 g '
(M

_ 20 -+- 9,
dz* ' g-
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Si l'on nomme dt l'élément du temps et dis l'arc correspondant que
décrirait la Terre en vertu de son moyen mouvement sidéral; si l'on
prend d'ailleurs pour unité de masse celle du Soleil, et pour unité
de distance sa moyenne distance à la Terre, on aura, par la théorie

fdxn\2
des forces centrales, ( \ = i, partant zj = t. Soit m le moyen mou¬

vement sidéral de la Terre dans un jour; durant le nombre s de jours,
il sera mz, en sorte que l'on aura xs = t — rnz; d'où il est facile de
conclure

da
_ a'— ai

dt i mg '
d1 a. a!— 2 a -h a,

dt'2 m1g'1 '
dO

_ Q'—d,
dt 2 rng '
d*Q

__ d'— 9.9+9,
dt2 ~ m'2 g'2

En réduisant m en secondes, on trouve

logm = 3,55ooo8i;
on a ensuite

logm2—, logm -t- log jj>

R étant le rayon du cercle réduit en secondes, ce qui donne

log m-z=z 1,7850911.

On aura donc les logarithmes de ~ et en réduisant en secondes» dt dt

les quantités a ~ **' et et cn retranchant 3,55ooo8i des loga-1 2 g 2 g
rithmes de ces nombres de secondes; on aura pareillement les loga¬
rithmes de ~ et ~ en réduisant en secondes les quantités -—

et -~2 ^+ et en retranchant 1,7855911 des logarithmes de ces
S

nombres de secondes.

C'est de la précision des valeurs de a, —, 0, ~ et ~ que dé-
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pend l'exactitude des résultats suivants, et, comme leur formation est
très simple, il faut choisir et multiplier les observations de manière
à les obtenir avec autant de rigueur que les observations le compor¬
tent.

Lorsqu'on a ces six quantités, on peut déterminer par une analyse
rigoureuse les éléments de l'orbite de la comète, quelle que soit d'ail¬
leurs sa nature, pourvu que l'on connaisse les forces dont la comète
est animée : cette détermination est comprise dans la solution géné¬
rale du problème suivant.

111.

Imaginons que d'un point qui se meut sur une courbe donnée on
observe le mouvement de tant de corps que l'on voudra, animés par
des forces quelconques dont on connaît la loi, et proposons-nous de
déterminer les éléments de leurs orbites.

En nommant oc, oc', a", ... les longitudes apparentes de ces diffé¬
rents corps, rapportées à un plan fixe quelconque; 0, 0', 0", ... leurs
latitudes; les observations feront connaître, par ce qui précède, pour
un instant donné, les valeurs de

a,
dci
dl '

d~ oc

dt*' a',
doc'

~dt'
d*a'
dd '

, doc"
a' Si'

d* a"
dd '

9,
dd

dt '
d*Q
dt2 ' 9',

dd'
di'

d2 6'
dd '

0" dd"' dt'
d* 0"

dd'

Soient p, p', p", ... les distances respectives de ces corps à l'observa¬
teur, et nommons x, y, z, x , y', z', x", y", z", ... leurs coordonnées
rectangles rapportées au plan fixe, et dont l'origine soit sur un point
de ce plan; on aura les valeurs de x, y, z en fonctions de ce, 0, p et de
quantités relatives au mouvement de l'observateur qui, par la Suppo¬
sition, est connu; on aura pareillement x', y', z' en fonctions de a'
0', p' et de quantités relatives au mouvement de l'observateur, et ainsi
de suite. Maintenant, si l'on nomme X la force dont le premier corps
est animé parallèlement à l'axe des,#; Y celle dont il est animé paral¬
lèlement à l'axe des y, et Z celle dont il est animé parallèlement à l'axe
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des z; si l'on nomme pareillement X', Y'et Z' celles dont le second
corps est animé parallèlement aux mêmes axes, et ainsi du reste, on
aura

cV-x „ d2x'
~dë ~ ' ~dê '

d\y
__ y _ y,

dt2 ' de ~~ '

d2s
_ d2z' _

de ™~ ' de '

Supposons que les forces X, Y, Z, X', Y', Z', ... soient le résultat des
forces attractives de ces corps entre eux et de corps étrangers dont le
mouvement soit connu; dans ce cas, X, Y, Z, X', Y', Z', ... seront
donnés en fonctions de oc, a', a", ..., 0, 0', 0", ..., p, p', p", ... et de
quantités connues; en substituant donc dans les équations précé¬
dentes, au lieu de se, y, z, se', y', z', ... leurs valeurs en oc, 0, p, a', 0',
p', ..., ces corps étant supposés au nombre n, les 3n équations diffé¬
rentielles précédentes donneront autant d'équations entre les 3n quan¬

tités p, p', > ••• que l'on pourra ainsi déterminer ; on

aura même cet avantage que ne se présenteront dans
ces équations que sous une forme linéaire. Supposons que l'on puisse
parvenir à intégrer ces 3n équations différentielles; chacune d'elles
donnant, par l'intégration, deux constantes arbitraires, on aura en
tout 6« arbitraires qui seront les éléments des orbites des différents
corps; mais les 3n intégrales finies, avec leurs premières différences,
donneront 6« équations au moyen desquelles on pourra déterminer

, •. p ,. , dx dv dz , dx'
toutes ces arbitraires en fonctions de x, , y, -f-, z, -y-, x, -r-,dt ■' dt dt dt

et, par conséquent, en fonctions des quantités a, 0, p, ~,

a', 0', p', ..., que l'on connaît par ce qui précède; on aura donc, par
cette méthode, les éléments des orbites de tous ces corps.

OEuvres de L. — X..
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IV.

Appliquons maintenant ce que nous venons de dire au mouvement
des comètes; pour cela, nous observerons que la force principale qui
les anime est l'attraction du Soleil; nous pouvons ainsi faire abstrac¬
tion de toute autre force : cependant, si la comète passait assez près
d'une grosse planète, telle que Jupiter, pour en éprouver un dérange¬
ment sensible, la méthode précédente ferait connaître encore sa vitesse
et sa distance à la Terre; mais, ce cas étant excessivement rare, nous

n'aurons égard dans les recherches suivantes qu'à l'action du Soleil.
Si l'on prend toujours pour unité de masse celle du Soleil, et pour

unité de distance sa moyenne distance à la Terre; si, de plus, on
nomme r le rayon vecteur de la comète et que Ton fixe au centre du
Soleil l'origine des coordonnées x, y, s, on aura les trois équations
différentielles

d2 x x
O —— r -H —5 ")

dtl r3

d2 y y
0 — ~df + r3'

o = ~ +4-dt1 r3

Supposons que le plan des a? et des y soit le plan même de Técliptique,
que Taxe des x soit la ligne menée du centre du Soleil au premier
point d'Ariès à une époque donnée, que Taxe des y soit la ligne menée
du centre du Soleil au premier point du Cancer; enfin, que les s posi¬
tifs soient du même côté que le pôle boréal de Técliptique; nommons
ensuite x' ety les coordonnées de la Terre, et désignons toujours par
p la distance de la comète à la Terre, et par a et 0 sa longitude et sa
latitude géocentriques, nous aurons

x — x'-h p cos0 cosa,

y — y' -+- p cos 9 sin a,
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en substituant ces valeurs dans les trois équations différentielles pré¬
cédentes, elles se changeront dans celles-ci

(0

d2 x' x'

dt4
+ T

d2p . dp dQ . D
4—cos S cos a — a -f- -r sin 0 cos a.

dt1 dt dt

dp dot. „ .
— 2-~ — cosasina

dt dt

d*6 . n /dOy a
— p —- sin 0 cos a — p ( J cos 0 cos a

dQ dot . A .

4-2 p -7—r- sin 0 sma1 dt

d1 ot . . / aa \ * /I

p-^-cos0sina— P ( ^7 ) cos 0 cos a
/

4-p-
cosf cosa

(2)

dix x'
dt2 /'3

rf2p „ . dp dQ . a .
-t—rir cos0 sma — 2 -f -7- sinS sin ac^2 <r/-t

«?p e?a „

4- 2 -f -r COS0 COS a
dt dt

d*Q fdQy
— p sin 0 sin a — p I — I cos 0 sin ctdt2

dQ dot . r.

2 p —-—r- sin 0 cos ar dt dt

d2a / c?ax
p cos0 cos a — p | — I cos&sinadt*

cos0 sina
P—rr—'

'

\ dt

(3)

«f2p
ciF

dp dQ
1 L f'

<lt dt

d2Q
a (dQy . a p sin £+ p_c°s0_p(_) sm0 + >i__dt

11 ne s'agit plus maintenant que de tirer de ces équations les valeurs
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do
de p et de Si l'on nomme 11 le rayon vecteur de la Terre, on aura,

par la théorie des forces centrales,

_ d? x' x' (Py' y'
0 ~dW+ lû' °~~dF + W

ce qui donne
d2x' x' , ( i i

~dF + ~7>—x [7 ~~ lô

*y+y=y(±-±).dfi ^ ,.3 J y ,.3 R3 ;

Si l'on désigne ensuite par A la longitude de la Terre vue du Soleil,
on aura

«'=RcosA, y' = R sin A.

Cela posé, on multipliera l'équation (i) par sin A et l'on en retranchera
l'équation (2) multipliée par cosA, et, comme on a

(cPx1 x'\ . ( cPy' y'\ .

— ( ~ j O' sin A — j'cosA)
= (j- — (Rcos'AsinA —RsinAcosA) = o,

on aura l'équation suivante

o = £ cos(? sin( A — et) — 2 ^77 ~ sin0 sin(A— a)dP de dt v '

dp do. „ , . . dî 9 . . . ,.
~~ 2

dt dt cosScos(A — <*) — p^-sin0sin(A— a)
(d0\2 a • / 1 \ dd da . D

~ P \ ~d~t) C0S n(k~a) 2P yt dt sin"cos(A — a)
— p cos(5 cos(A — oc) — pcos® sin(A — a)

p cos 0 sin (A — et)

Si l'on multiplie cette équation par sinO et que l'on en retranche l'é-
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quation (3), multipliée par cosO sin(A — a), on aura

109

dp
o = — 2 -f-dt

dot. .

dt sinOcos9cos(A — a) + — sin(A — a)
d20 dO da .

dï 810 '(k ~ a) ~ 2 dt dt Sm ° C0S ( A -
• a o' / .

H- ~tt sin0cos0cos(A —a)dt

sinScosO sin(A — a)

donc, si l'on fait ^ = up, on aura

d2 a

'dt2
(doc\2 \

3În0 cos'0 cOs(A — a) -t- ( ) sin0 cos0 sin( A — a) j
da dO . . d29 . . L

-2
Tt dtsin Qcos( A - g) + M sm ( A - g) )

dcx. flÇ)
—- sin0 cosO cos(A — a) -+- sin( A — a)

expression dans laquelle on peut observer que le numérateur est égal
au produit de la différence du dénominateur par — A étant re¬

gardé comme constant.
Si l'on multiplie maintenant l'équation (i) par sina et que l'on

en retranche l'équation (2) multipliée par cosa; si l'on observe d'ail¬
leurs que

('~dj~+73)sin a - (S'+Ç) coscc= R (P - è)( sin «cosA cos a sin A)>
on aura

dp da / dO da . . d2 a \ . ( 1 1 \
- 21 dt cosô + P (2 dt dï smô - a? cos0) = R sin (A - «) (,F» - ï|)-

Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de sa valeur up, et, au

lieu de u, l'expression que nous venons d'en trouver; si l'on fait de
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plus pour abréger
dot d-Q . dQ d'2 et n /dot\3 . . . „ dot /dQ\2 . .

-, COSÔ 7~cosO 4- ( Sin o COS y 4- 2 —— -j- sin 9dt dl2 dt dt- \dt ) dt V dt )
^ dot dQ

— sin0cos0cos(A — a) 4- -^-sin(A — ot)

on aura l'équation suivante

pour la réduire à ne renfermer que p, nous observerons que

r2 x" + y2-h z2,

ce qui donne, en substituant pour x,y et s leurs valeurs,
r2 — x'2 y- y'2 + 2px' cos9 cos« 4- 2 py' cosQ sin ot 4- p-;

or on a

Xlt+ylt— R2;
d'ailleurs

x' — RcosA et j'=RsinA,
partant

/■2 zzz p2 4" aRpcos0cos( A — ot) -4 R2.-

Si l'on met l'équation (4) sous cette forme
/•3(piR2p 4- 1) — R3,

on aura, en carrant ses deux membres et en substituant au lieu de r2
sa valeur,

(5) [p24- 2Rpcos0cos(A — a) 4-R2]3 (pR2p 4-i)* = R6,

équation dans laquelle il n'y a d'inconnues que p et qui monte au sep¬
tième degré seulement, parce que, le terme tout connu du premier
membre étant égal àR°, l'équation entière est divisible par p (').

(') L'équation (5) ost un pou différente do celle à laquelle M. de la Grange est parvenu
dans son second Mémoire sur la détermination des orbites des comètes (Mémoires de
Berlin, année 1778, p. i.jo); il trouve pour p une équation du huitième dogré, et qui uo
s'abaisse au septième qu'on négligeant l'excentricité de l'orbite terrestre; cette différence
entro nos résultats tient à une légère mépriso do calcul échappée à ce grand analyste, .le
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Remarque 1. — L'équation (5) a généralement lieu quelle que soit
la nature de la section conique que décrit la comète ; toutes les racines
réelles et positives de cette équation donneront autant de sections
coniques différentes qui satisferont à trois observations voisines, en
sorte que, pour déterminer l'orbite véritable, il faudra employer une
nouvelle observation.

11 est facile do conclure de l'équation (4) que, si p. est positif, le
rayon vecteur r de la comète sera moindre que R; qu'il lui sera égal
si p. — o, et qu'il sera plus grand si p. est négatif. Le signe de p. fera
donc connaître si la comète est plus ou moins éloignée du Soleil que

. la Terre.

Remarque /7. — La valeur de p, tirée de l'équation (5), serait rigou-
da cl'2a A dB , cPO ■ . .

reusesia, -j~, 0, et étaient exactement connus; mais cesdt dP dt dP

quantités ne le sont qu'à peu près. Nous avons, à la vérité, donné
dans l'article II une méthode pour en approcher de plus en plus, en
faisant usage d'un grand nombre d'observations, et cette méthode a,
comme nous l'avons remarqué, l'avantage de considérer d'assez grands
intervalles et de compenser les unes par les autres les erreurs des
observations; elle a cependant l'inconvénient analytique d'employer
plus de trois observations dans un problème où trois suffisent. Mais
on peut obvier à cet inconvénient de la manière suivante et rendre
notre solution aussi approchée que l'on voudra en ne considérant que
trois observations.

Pour cela, supposons que cc et 0 représentent la longitude et la lati¬
tude de l'observation intermédiaire; il s'agit d'avoir les quatre quan-
. •. . def d^ cf. (10 . d" 0 ] r» lit i i /tites -j-, et par des formules de plus en plus approchées.

lui communiquai, dans une Lettre dateo du i\ mai 1781, l'extrait de ce Mémoire, et il me
fit l'honneur do me répondre que, cet extrait l'ayant fait revenir sur sa première solution,
il était parvenu aux mômes résultats que moi, sur la vérité de cette équation du septième
degré et sur l'existence d'une seconde équation du sixième degré, dans le cas de l'orbite
parabolique : les réflexions qu'il a faites à ce sujet ont donné lieu à un nouveau Mémoire
qu'il a lu à l'Académie do Berlin et dont il a bien voulu m'envoyer l'extrait d'avance.
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Or, si l'on prend les différences des équations (i), (2) et (3), on aura

trois nouvelles équations qui donneront — , et ~ en fonctions
de p, a et 0 et de leurs différences inférieures. En différentiant encore
ces nouvelles équations, on aura trois autres équations, au moyen

desquelles on déterminera ^ et ^ en fonctions de p, a et 0 et
de leurs différences inférieures, et l'on pourra, on y substituant, au

lieu des différences troisièmes ~~ et leurs valeurs, réduiredtJ dtù dt6

ces fonctions à ne renfermer que les quantités p, a et 0 et leurs dif¬
férences premières et secondes. En continuant ainsi, on aura les diffé¬
rences quelconques de p, a et 0 en fonctions de ces quantités et de
leurs premières et secondes différences; on pourra même en éliminer
les quantités ^ et ~~ au moyen des équations (1), (2) et (3), et les
réduire à n'être fonctions que de p, — et et de quantités
connues.

Cela posé, soient L, L', L" les trois longitudes géocentriques obser¬
vées de la comète; /, l" les trois latitudes correspondantes; soient
fie nombre des jours qui séparent les deux premières observations;
ï celui des jours qui séparent la seconde de la troisième, et nommons

(j l'arc que décrit la Terre en un jour, par son moyen mouvement; on
fera a = I/, 0 = et l'on aura

. da i2q2 d2<x i3q3 d3 a.L — IV — 1 q -jT -1 — -j—
1.2 dt- 1.2.3 dt3

Itl r, -, da i'*q2 d2ct inq3 d3a.L" = L + va ~r + ■—— -rr H 1-x —,— +...,dt 1.2 dt1 1.2.3 dt3

,, . dd i2q2 d20 i3q3 d301 =l -lldi+7k dë-Th dd

... .. .. dd i'2q2 d29 i'3q3 d30l" —V 4- l q — H -r-r Hdt 1.2 dd 1.2.3 dt3

iq et, i'q étant de petits arcs. Si Ton substitue présentement dans ces
.. , d3 a d3 9 à"> a d'* Q , , .

senes, au lieu de leurs valeurs trouvées par

ce qui précède, on aura quatre équations entre les cinq inconnues
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doc d1 oc dO . d'19 , . , , • , ,, , , .

P' dt' ~dt*' dt e dd' 6 ces (îua';re e(Juations seront d autant plus appro¬
chées que l'on aura considéré un plus grand nombre de termes dans
I , • --il ■ ■ doc d* a dd . d2 9 r ..les sériés précédentes; on aura ainsi et en fonctionsx dt dt2 dt dt-

de p et de quantités connues; p. sera donc une fonction de p et de
quantités connues; d'où il suit que l'équation (5) ne renfermera
point d'autres inconnues que p; mais au lieu d'être, comme ci-dessus,
du septième degré, elle sera d'un degré supérieur.

Au reste, cette méthode, que je n'expose ici que pour faire voir
comment on peut, en ne considérant que trois observations, avoir des
valeurs de plus en plus approchées de p et de exigerait dans la
pratique des calculs très pénibles; mais, comme il ne s'agit, dans ce

problème, que d'avoir les premières valeurs de ces quantités que l'on
pourra ensuite facilement corriger par les méthodes connues, on peut
négliger, dans les séries précédentes, les termes multipliés par les dif¬
férences troisièmes de a et de 0 et par leurs différences supérieures.
Or, si l'on multiplie la première série par i'- et la seconde par i2, et
qu'on les retranche l'une de l'autre, on aura

da
__ (L"—- LU2-)- (L/— LU'2

_ d*a
dt ii'(i+i')g 1.2.3 dt* ^

Si l'on multiplie ensuite la première série par i' et la seconde par i, et
qu'on les ajoute l'une à l'autre, on aura

<Poc
_ ^ ([/—L')i— (L'—L )ï _ a (i'— i) . oPa

dt1 2 ii' (i-j-i')q2 1.2.3 ^ dt,* ^

On aura les valeurs de ~ et ~ en changeant dans ces équations L
en / et a en 0. En négligeant donc les différences troisièmes de a, 011
aura

d— (L"—L,)t3+(L/—L)tV8
dt ii'(i -t- i') q

et cette expression sera exacte aux quantités près de l'ordre q2 ; on
QF.uvres de L, — X. I 5

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



1H MEMOIRE SUR LA DÉTERMINATION

aura pareillement
(Pa.

__ ^ (Ly — L')i— (L'-L)i'
dt2 ~ " ii' ({' 4- i1 )q*

et cette expression sera exacte aux quantités près de l'ordre <7, excepté
lorsque i—i', auquel cas elle devient exacte aux quantités près de
l'ordre q2; d'où il suit qu'il v a de l'avantage à employer des observa¬
tions équidistantes, comme nous l'avons déjà observé dans l'article II.
Mais, si cette précision ne paraît pas encore suffisante, la méthode
la plus sûre et tout à la fois la plus simple d'avoir des valeurs plus

oc oc

approchées de et est de combiner un plus grand nombre d'ob¬
servations par la méthode de l'article II.

Y.

L'équation (5) do l'article précédent fera connaître la valeur de p,

et l'on aura celle de ~ au moyen de l'équation ~ = «p, u étant connu

par ce qui précède : de là on tirera facilement les valeurs de x, y, z,
doc dv dz
~cj-y -j- et pour cela, on se rappellera que

x — R cosA H- p cos9 cos a,

y ■=■ R sin A -+- p cos 0 sin a,

s = p sin0,

ce qui donne par la différentiation
dx c/R . | . dA . . dp . dO . da . .

->■ — -77- cos A - - R-jt sin A -l- ~ cos 0 cos a — p — sin# cos a—p -.-cos 9 sin a,dt dt dt dt r dt r dt

dy f/R . . dA .dp , . dO . . . da
= —— sinA + K-7-cosAcos 0 sin a —p-— sinosma 4- p cos d cos a,dt dt dt dt dt 1 dt

dz dp . „ dd n

~D7 — zr sin 9 4- p -7- cosS.dt dt ' dt

Les valeurs de ~ et ~ sont données par la théorie du mouvement
de la Terre. Pour en faciliter le calcul, soient E l'excentricité de l'or-
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bite terrestre et H la longitude de son aphélie; on a, par la nature du
mouvement elliptique,

partant

on a ensuite

d'où l'on tire

R^=Vr-EV
dA

__ s/i — E2.
lit ~ R2 '

R- lu?!~

i Ëcos(À-H)

dY\ E(i — E2)sin(A— II) dA
dt ~~ [i — Ëcos(Â — H)]* dt

ER2 ~ sin(A — H) „ .dt v Esin(A — H)
~~~ ~

~~~i 1 E2 ~~ ^ il. Ë2

Si l'on nomme R' le rayon vecteur de la Terre correspondant à la
longitude 90° h- A, on aura

1 — E2
1 ■+• È sin ( A — Il ) '

ce qui donne
Ï — E2 — R'

E sin (A-H) R

partant
rfR R'-+- E2 — 1

dt ' R'y/i - Ë2

Soit R" le rayon vecteur de la Terre qui répond à 90° d'anomalie
vraie, on aura

R"== I — E2 ;

donc
dA \/R" dli _ R'- R"
dt R2 ' dt R' V/R» '

ces expressions ont l'avantage d'être données directement par les
Tables du Soleil.

Si l'on néglige le carré de l'excentricité de l'orbite terrestre, qui est
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très peu considérable, on aura R"= i, partant

dA i d\{ _,

—t — et -j-= Iv — i;dt R2 dt

moyennant quoi, les valeurs précédentes de ~ et ^ deviendront

dx
s . sinA dp (dd . , du „ . \

-jj — (R' — 1) cosA ^ 1- — cosôcosu — p ( sin(9 cosa -+- cosô sinaj,
dy ,n, , . . cosA , rfp „ . (dd . D . du . \
~r — (R — i ) sin A H lT h — cosfl sin a — p -7- sinG smti- cosG cosa ,dt v R dt r \ dt dt )

dz do . , dO .

-3- — -f sin 8 H- p -7- cos 6.dt dt r dt

R, R'et A étant donnés immédiatement par les Tables du Soleil, le
calcul des six quantités x, y, z, et ~ sera très facile lorsque p

sera connu, et l'on en tirera les éléments de l'orbite de la comète de la
manière suivante.

Le mouvement de la comète autour du Soleil étant renfermé dans
les trois équations différentielles du second ordre

dPx x dPv y d2z z
dF + r5 = °' ~dfi + jrt - °' dlp + F» ~ °'

leurs intégrales renferment six constantes arbitraires qui sont les élé¬
ments de son orbite; de plus, ces intégrales avec leurs premières
différences forment six équations, au moyen desquelles 011 pourra
déterminer chacune des constantes arbitraires en fonctions de x, y, z,

et et par conséquent en quantités connues : on aura donc
ainsi la nature et la position de l'orbite de la comète. Développons
cette méthode.

Le petit secteur décrit, durant l'élément de temps dt, par la projec¬
tion du rayon vecteur de la comète sur le plan de l'écliptique, est

, et il est visible que le mouvement de la comète sera direct
ou rétrograde, selon que ce secteur sera positif ou négatif; on formera
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donc d'abord la quantité cc~ dont, 'e signe indiquera si le
mouvement de la comète est direct ou rétrograde.

Pour déterminer ensuite la position du plan de son orbite, nous
observerons que, ce plan passant par le centre du Soleil, son équation
sera de cette forme

5 — fx ■+■ hy,

f et h étant deux constantes inconnues qu'il faut déterminer; en diffé-
rentiant cette équation, on aura

dz
_ dx . dy _

dt dt dt '

d'où il est facile de conclure
dy

"

dt H11

dy
X —j—dl

dx

~ylt
dz

x --

dt

dx
■

-o :

dt
dv

x ~~

dt

dx
y dt

Nommons présentement <p l'inclinaison de l'orbite; s la longitude du
nœud qui serait ascendant si le mouvement de la comète était direct;
ce nœud serait descendant si le mouvement de la comète était rétro¬

grade et, dans ce cas, la longitude du nœud ascendant serait i8o° + s.
Cela posé, on aura

z = y coss tangy — x sins tangtp;

d'où l'on tire, en comparant cette équation avec celle-ci, s =;fx + hy,
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partant
dz dy

^ dt " ~dt
tangs = dz dx

x~, zdt dt

dz
^ dxX

dt " dt
tangcp — TTiy ^( dy dx\

coss(xtt -y-Tt)
La tangente de s pouvant appartenir également aux deux angles s et

dz
^ dy

dt " dt
i8o°-b s, il faudra choisir le premier de ces angles si y d" — z est

cl y doc • •

de même signe que x-~ —y-p et choisir le second si ces deux quan¬
tités sont de signe contraire. De là il est facile de conclure que la lon¬
gitude du nœud ascendant de l'orbite sera le plus petit des angles

dz dy
■ .e . . ^ dt " dt dz dypositifs qui ont pour tangente —-j: > si y-p — est une

x ~r — z -4-
dt dt

quantité positive, ou qu'elle sera égale à ce même angle augmenté de
i8o°, si cette quantité est négative; quant à l'angle <p, sa tangente sera
toujours positive, et il faut prendre le plus petit des angles auxquels
appartient cette tangente. On aura donc, par ce qui précède, le sens
du mouvement de la comète, la position de son nœud ascendant et
l'inclinaison de son orbite.

Pour avoir les autres éléments, supposons que la comète décrive
une ellipse dont le grand axe soit ia; p le demi-paramètre; e l'excen¬
tricité; u l'angle formé par le rayon vecteur de la comète et par le
périhélie, à l'instant où sa longitude géocentrique est a; enfin r son
rayon vecteur correspondant; on a, par la nature de l'ellipse,

p — a( I — e-),

i h- e cos u

on a ensuite, par la théorie des forces centrales,
r- dv = dt\jp,
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et la relation connue entre la vitesse de la comète, le grand axe et le
rayon vecteur donne

Y étant la vitesse de la comète. Maintenant ~r2 du est le secteur infini¬

ment petit décrit par le rayon vecteur de la comète dans l'instant di,
et sa projection sur le plan de l'écliptique est ^r2 du cosç; mais cette

oc dy y df)
projection est égale à — 2—partant

dy dx
„ du X dt ^ dt

r2 — — ,
dt costp

d'où l'on tire
dy dx

■ -:L y
dt J dt

La vitesse V de la comète étant égale à ^dx on a

<«> -(£)'•
r étant égal à \Jx2-j- y2-h z2 ; on aura ainsi le grand axe et le paramètre
de l'orbite, et l'on déterminera l'excentricité au moyen de l'équation

v/-f
L'équation cosu — ——■ donnera la distance de la comète à son

dr
dt'périhélie, et le signe de r —ou, ce qui revient au même, de

■x
dx dy d,

y ~fi ^era connaître si la comète a déjà passé par cedt •' dt dt

point, car elle y tend ou elle s'en éloigne, suivant que cette quantité
est négative ou positive.

Le temps du passage par le périhélie se déterminera au moyen de
l'équation

dt \/'p — r2 du —

2 du

{i-he coso)2..
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ce qui donne
I C

t—p- / -— -jJ (i + ecosu)2

l'intégrale étant prise depuis u = o jusqu'à u égal à l'angle dont le
cosinus est ce temps, ajouté ou retranché de celui de l'observa¬
tion, suivant que la comète a ou n'a pas encore passé par le péri¬
hélie, donnera l'instant de son passage par ce point.

Enfin on aura la position du périhélie relativement au nœud ascen¬
dant, en déterminant la position de la comète sur son orbite relative¬
ment à ce nœud, et en lui ajoutant l'angle u, si, le mouvement de la
comète étant direct, elle n'a pas encore passé par son périhélie, ou

si, son mouvement étant rétrograde, elle y a déjà passé; dans les
autres cas, il faudra retrancher l'angle u de la position de la comète;
nous supposons toujours que les degrés se comptent suivant l'ordre
des signes.

VI.

Tous les éléments de l'orbite de la comète étant donnés, par ce qui
précède, en fonctions de p, si l'un de ces éléments était connu, on
aurait une nouvelle équation au moyen de laquelle on pourrait déter¬
miner p. Cette équation aurait un diviseur commun avec l'équation (5)
de l'article IV, et, en cherchant ce diviseur par les méthodes connues,

on parviendrait à une équation du premier degré en p. On aurait de
plus une équation de condition entre les observations, et cette équa¬
tion serait celle qui doit avoir lieu pour que l'élément donné puisse
appartenir à l'orbite de la comète. Appliquons maintenant celte consi¬
dération à la nature; pour cela, nous observerons que les orbites que
décrivent les comètes sont trèà allongées et se confondent sensible¬
ment avec une parabole dans la partie dans laquelle ces astres sont
visibles; on peut donc supposer, sans erreur sensible, a = oc, partant
~ = o; l'équation (G) de l'article précédent deviendra ainsi

dx2 -+- dy-•+• dz2 _

dC1 ;
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si l'on y substitue, au lieu de ^ et leurs valeurs trouvées dans
l'article précédent, et ensuite up au lieu de u étant connu par l'ar¬
ticle IV, on aura, après toutes les réductions et en négligeant le carré
de R - j,

(7) { + (2pu cosô — ap j^(R' — i) cos(À — a) — s^n a)R

H-2p-c°S<
da „r,„, , . , . x . cos(A— a)"| , 1 2--tl (R'_i)sin(A —a) H ^ J +55-7-

Soit, pour abréger,

{ dO \ T . sin(A— «)~|la a cos 8 — 2 — sin0j (R'— O cos(A— cc) ^ J
da T . , . . cos ( A — ct)"l

-t-a^cosfl (R'-i)sin(A-«).4 --g 'J - n,

l'équation précédente donnera

r"- ^mp2-h np -h = 4,
partant

(8) o — [p2 + 2 Rp cos 0 cos (A — a) +■ R2] + np + —4;

cette équation, qui n'est que du sixième degré, présente, sous ce rap¬
port, une plus grande simplicité que l'équation (5) de l'article IV. Ces
deux équations, ayant lieu à la fois, ont un commun diviseur, et, en le
cherchant par les méthodes connues, on aura sans tâtonnement la
valeur de p. En effet, si l'on suppose ~ = cc, on parviendra facilement

OEuvres de L. — X. 16
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l'équation suivante
2 m R , . R A/ JJl \ r r> n /a \T »t.o m 1

o— xk-\ xs\( n çr-, r«- amR cosÔ cos(A — «)] 4- ??i2R2 — —
jJ. {j. (\ JJLR2/L R2 )

— x \2 n — 4 m R cos 0 cos ( A — a ) -+-L . M

+ + gi) [» — amR cos.fi cos(A - a)];
cette équation, n'étant que du quatrième degré, est résoluble par les
méthodes connues, et on peut l'abaisser encore et parvenir à déter¬
miner x par une équation du premier degré; on aura ensuite p au
moyen de l'équation

R
3 10= - X3 pr; •r

fx fUt2

Au reste, il sera plus commode dans la pratique de chercher par des
essais à satisfaire à l'équation (8).

VII.

Puisque le problème de la détermination des orbites paraboliques
des comètes conduit à plus d'équations que d'inconnues, on peut, en
combinant diversement ces équations, former autant de méthodes dif¬
férentes pour calculer ces orbites. Examinons celles dont on doit
attendre le plus de précision dans les résultats ou qui participent le
moins aux erreurs des observations. C'est principalement sur les
valeurs des différences secondes et — que ces erreurs ont une

influence sensible, parce que, pour les déterminer, il faut prendre
les différences secondes finies des longitudes et des latitudes géocen-
triques de la comète, observées dans un petit intervalle de temps; or,
ces différences étant moindres que les différences premières, les
erreurs des observations en sont une plus grande partie aliquote. 11
suit de là qu'une méthode qui n'emploierait que la plus grande des
deux quantités et ~ mériterait à cet égard la préférence. Suppo-

d20
sons, conséquemment, que l'on rejette la quantité et reprenons
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l'équation
dp dot. . / dQ de . . d2e \ . . / i i \-2/i7iïC0Se + P[2dïdtSme-lMC0Se)=Rsin{A~"){-rt -R>)

trouvée dans l'article IV. Si, au lieu de la distance réelle p de la comète
à la Terre, on prend pour inconnue la projection pcosô de cette di¬
stance sur le plan de l'écliptique, en nommant p' cette projection, on
aura

dp' dcc d-e n , / i î \(9) â~P dë~:f8in(A-«)^-Rîj'
r2 étant égal à

P
m H- aRp'cos(A -- a) + R2;cosô2 1

l'équation (7) de l'article précédent deviendra

1 2
#+ rï — p

(i°) { dp'[,T., . , . . sin(A. — a)"; 1 I (R'~i)cos(A —«) — •—^ '
.de r.TW \ • ,1 v , cos(A— «)~

+ 2p 57 I( l)sin( Tï—

si l'on éliminait de cette équation, au moyen de l'équation (9), on

aurait une équation qui, délivrée de fractions, renfermerait un terme
multiplié par r°p'2 et d'autres termes multipliés par les puissances
impaires de r au-dessous de 6. En mettant donc dans un seul membre
tous les termes affectés de ces puissances impaires, et élevant les deux
membres au carré pour n'avoir que des puissances paires de r; en
substituant ensuite au lieu de r2 sa valeur en p', le terme multiplié
par r°p'2 en produira un multiplié par rK2p"\ ce qui donnera un terme
multiplié par p"c, en sorte que l'équation finale en p' sera du seizième
degré; mais, au lieu de former cette équation, il sera beaucoup plus
simple de satisfaire par des essais aux équations (9) et (10).

<P 0
Supposons maintenant que, au lieu de rejeter la quantité on
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d1 a
rejette celle-ci si l'on reprend les équations (i), (2) et (3) de
l'article IV, que l'on multiplie la première par cosa et qu'on l'ajoute à
la seconde multipliée par sina; si l'on observe ensuite que

/dïy' y'\ . / i 1I !- — sin rt — H r.osi A — adi + d) cos« + {^ + 7;)sin« = Rcos(A-°<)\ïï-R3
on aura

o = Rcos(A-«)( A -jL j-t-_£Cosé
d2t

dp dd . n d'Q . . fddy n (da\* . pcosScos9+ V'
Si l'on multiplie cette équation par sinO, et qu'on en retranche l'équa¬
tion (3) multipliée par cosO, on aura

dp d9 fdl6 /daV- . r ."] „ . a . .2Ttdi+P[dF + [dlj «n0cos0j =Rsinôcos(A-«)

équation qui, en y substituant au lieu de p, devient

( de dp' , rd»d fd«y . . „ /doy-\2dtdt+P LdF+\dt) sm0cos0 + 3^j tangfl

R3

(n)
= R sin ôcosô cos( A — a)

1

ÎÔ

On déterminera, au moyen des deux équations (10) et (11), les valeurs
de p' et l'équation finale en p', à laquelle conduirait l'élimination,
serait encore du seizième degré; il sera donc beaucoup plus simple de
parvenir à déterminer p' par quelques essais.

Remarque I. — Les deux méthodes fondées sur les équations (9),
(10) et (11) me paraissent être les plus exactes que l'on puisse
employer dans la détermination approchée des orbites des comètes; il
faudra faire usage des deux premières équations, si les différences
secondes de la longitude géocentrique sont plus considérables que
celles de la latitude géocentrique; mais, si elles sont moindres, il fau¬
dra faire usage des équations (10) et (11). Si l'orbite de la comète
était peu inclinée à l'écliptique, les méthodes fondées sur les équa-
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lions (5) et (8) ne seraient pas exactes; elles cesseraient même d'a¬
voir lieu si l'orbite de la comète était sur le plan de l'écliptique, car
ces équations dépendent des valeurs de?< et de p. de l'article IV; or ces

valeurs deviennent ~ lorsque 0 =o et ~ = o; elles deviennent encore
^ lorsque la comète est en opposition et paraît monter perpendiculai¬
rement à l'écliptique, c'est-à-dire lorsque A = ot. et ~ = o. Il faut
recourir, dans le premier cas, aux équations (9) ot (10), et, dans le
second cas, aux équations (xo) et (11); ainsi, quand même ces équa-
tioiis n'auraient pas l'avantage de s'appuyer moins sur les observa¬
tions que les autres, elles mériteraient la préférence en ce qu'elles ont

lieu généralement, quel que soit le mouvement apparent de la comète,
pourvu que son orbite soit parabolique. Il est essentiel, dans leur
usage, do bien déterminer toutes les valeurs réelles et positives qu'elles
donnent pour p; en supposant, par exemple, que les équations (9) et

(10) donnent pour cette inconnue plusieurs racines réelles et positives,
il faudra choisir celle qui satisfait à l'équation (11); mais, si l'orbite
de la comète est très peu inclinée à l'écliptique, auquel cas l'équa¬
tion (n) cesse d'avoir lieu, il faut nécessairement recourir à une

quatrième observation; d'où il suit que, dans ce cas, trois observa¬
tions sont insuffisantes pour déterminer cette orbite. Pareillement, si
les équations (10) et (11) donnent plusieurs valeurs positives de p, il
faudra choisir celle qui satisfait à l'équation (9).

Remarque II. — Il est facile de se convaincre que la méthode fondée
sur les équations (9) et (10) n'est qu'une traduction analytique de la
méthode du troisième Livre des Principes de Newton, en y supposant
les intervalles entre les observations infiniment petits. Ce grand géo¬
mètre étend à la vérité cette méthode à des intervalles finis assez con¬

sidérables, au moyen de quelques corrections qu'il indique; mais,
sans examiner ici jusqu'à quel point ces corrections sont exactes,
nous observerons qu'elles rendent l'usage de cette méthode assez dif¬
ficile, et qu'il est beaucoup plus simple de chercher, comme nous
l'avons fait, par l'interpolation de plusieurs observations, des valeurs
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«7 7 7 / ] dct d^oc dQ j d^0 77) *77 1 j?de plus en plus approchées de Tt ~d?' ai"eurs' 'a forme
analytique sous laquelle elle est ici présentée en simplifie l'usage, et
l'équation (11), que Newton n'a point donnée, offre un moyen facile
de reconnaître parmi les valeurs réelles et positives de p celle qui doit
être employée.

Remarque III. — Lorsqu'on a, par ce qui précède, les éléments
approchés de l'orbite d'une comète, on peut, par un grand nombre
de moyens, corriger ces éléments; il suffit pour cela de choisir trois
observations éloignées et de calculer ces observations, en supposant
connues, à peu près, deux quantités relatives au mouvement de la
comète, telles que les rayons vecteurs correspondants à deux de ces
observations ou l'inclinaison de l'orbite et la position du noeud, etc. ;

on fera ensuite varier très peu ces deux quantités et l'on calculera les
observations dans ces nouvelles hypothèses; la loi des différences
entre les résultats du calcul et les observations fera aisément con¬

naître les véritables variations que ces quantités doivent subir. Mais,
parmi les combinaisons deux à deux des quantités relatives au mouve¬
ment des comètes, il en est une qui doit offrir le calcul le plus simple
et le plus facile, et qui, par cette raison, mérite d'être recherchée;
or il m'a paru que les deux éléments dont la variation présente cet
avantage sont la distance périhélie et l'instant du passage de la comète
par ce point. J'exposerai donc ici le procédé qu'il faut suivre pour

corriger l'orbite, en supposant ces éléments à peu près connus; mais
auparavant je vais tirer immédiatement leurs valeurs de celles de p'
et Pour cela, on observera que, si l'on nomme D la distance péri¬
hélie, on a, par la nature du mouvement parabolique,

or 1 équation
o'2

/•2 = ' -+- aRp' cos(A — a) -+- R2cos2 9 r

donne, en la différentiant et en substituant, au lieu de — et leurs
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valeurs et R' — i,

r dr p' f dp' ,dQ „\ „ dp' ..

—7— = „a ( -jr rh p'-T-Ungd ) H- R—77- COS( A — a)dt cos*d\dt r dt 0 ) dt

+ p' [(R'-1 ) cos (A - a)-—l(ft~a)] 4- p' R ^ sin (A - «)+R (R'- 1 ).
Soit P cette quantité; si elle est négative, la comète tend vers son

périhélie, mais elle s'en éloigne si P est positif; on aura ensuite
D = r - { P2.

On aura e ou la distance de la comète à son périhélie au moyen de
l'équation

2 D
cose = 1.

r

Enfin on aura le temps employé à décrire cet angle, par la Table du
mouvement des comètes, et ce temps ajouté ou retranché de celui de
l'observation, suivant que P sera négatif ou positif, donnera l'instant
du passage de la comète par le périhélie.

De là résulte la méthode suivante pour déterminer les orbites des
comètes.

VIII.

MÉTHODE GÉNÉRALE POUR DÉTERMINER LES ORBITES DES COMÈTES.

Cette méthode sera divisée en deux Parties : dans la première, nous
donnerons le moyen d'avoir à peu près la distance périhélie et l'instant
du passage de la comète par ce point; dans la seconde, nous détermi¬
nerons exactement tous les éléments de l'orbite, en supposant ceux-ci
à peu près connus.

Détermination approchée de la distance périhélie et de l'instant
du passage de la comète par ce point.

i° On choisira trois, ou quatre, ou cinq, ... observations d'une
comète, également éloignées les unes des autres, autant qu'il sera

possible, et, pour la commodité du calcul, on les réduira toutes à la
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même heure du jour, temps moyen, quoique cela ne soit pas néces¬
saire. On pourra embrasser avec quatre observations un intervalle
de 3o°; avec cinq observations, un intervalle de 36° ou 4o°, et ainsi
du reste. Mais il faudra toujours que l'intervalle compris entre les
observations soit d'autant plus grand qu'elles sont en plus grand
nombre, afin de déterminer l'influence de leurs erreurs. Cela posé,
soient 6, 6', 6", 6'", ... les ascensions droites successives de la comète;

Y» ï'' Y"» Y"'» ••• déclinaisons boréales correspondantes, les décli¬
naisons australes devant être supposées négatives. On divisera la dif¬
férence 6' — 6 par la nombre des jours qui séparent la première de la
seconde observation; on divisera pareillement la différence 6"— 6'par
le nombre des jours qui séparent la troisième de la seconde observa¬
tion; on divisera encore la différence 6'" — 6" par le nombre des jours
qui séparent la quatrième de la troisième observation, et ainsi de
suite. Soient 86, 86', 86", 86"', ... la suite de ces quotients.

On divisera la différence 86' — 86 par le nombre des jours qui sépa¬
rent la troisième de la première observation; on divisera pareille¬
ment la différence 86"— 86' par le nombre des jours qui séparent la
quatrième de la seconde observation; on divisera encore la diffé¬
rence 86"'— 86" parle nombre des jours qui séparent la cinquième de
la troisième observation, et ainsi du reste; soient 826, 826', 826", ...

la suite de ces quotients.
On divisera la différence 826'—826 par le nombre des jours qui

séparent la quatrième de la première observation; on divisera pareil¬
lement la différence 826" — 826' par le nombre des jours qui séparent
la cinquième de la seconde observation, et ainsi du reste. Soient 836,
83 6', ... la suite de ces quotients; on continuera ainsi jusqu'à ce que
l'on parvienne à former 8"~'6, n étant le nombre des observations
employées ; cela fait :

2° On prendra une époque moyenne, ou à peu près moyenne, entre
les instants des deux observations extrêmes, et, en nommant i, i', i",
ï", ... le nombre de jours dont elle précède chaque observation, i,
i', ... devant être supposés négatifs pour toutes les observations anté-
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rieures à cette époque, l'ascension droite de la comète, après un petit
nombre s de jours comptés depuis l'époque, sera exprimée par la for¬
mule

6 — i <56 4- tï ô2 6 - ii' i" <53 S + ii' i" i'" <54 6 —...

6 — (i + «') <5!ê + («''+ ii" -(- i'i") à3g \
4- -m — ( ii' i" 4- ii' i'" 4- ii" i'" 4- i' i" i"' ) <546

(P)

à26-{i+i'+i")d3ë

21 4- ( ii1' 4- ii14- ii'" 4- t '' i" 4- i' i'"4- i" i'" ) <5 '' 6 }.
Les coefficients de — 88, 4- 826, — S3 6, ... dans la partie indépen¬

dante de z sont : i° le nombre i; 2° le produit des deux nombres i et i';
3° le produit des trois nombres i, i' et i",

Les coefficients de — S2 S, 4- S3 S, — 8" 6, ... dans la partie multi¬
pliée par s sont : i° la somme des deux nombres i et i'; 1" la somme
des produits deux à deux des trois nombres i, i', i"; 3° la somme des
produits trois à trois des quatre nombres i, i', i", i'",

Les coefficients de — S36, 4-8"S, —856, ... dans la partie multi¬
pliée par s2 sont : i° la somme des trois nombres i, i', i"; i° la somme
des produits deux à deux des quatre nombres i, i', i", i'"; 3° la somme
des produits trois à trois des cinq nombres i, i', i", i'", i",

En opérant de la même manière sur les déclinaisons de la comète,
sa déclinaison après le nombre s de jours depuis l'époque sera repré¬
sentée par la formule suivante

i <5y
■ 4- H'i"i"' <54y ■

<5y — ( i 4- i' ) 52 y 4- ( ii 4- i'i") à3 y

i'i'i") <54 y '
(9)

4-z

On supposera ensuite z égal à un petit nombre de jours, de manière
ORuvres de L. — X. jq
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que les termes multipliés par s2 ne montent qu'à un petit nombre de
minutes, par exemple à quatre ou cinq minutes. Soit q ce nombre de
jours, on fera successivement z = — q, z — o ol z = q-, on aura ainsi
trois ascensions droites et trois déclinaisons correspondantes de la
comète, éloignées l'une de l'autre d'un même intervalle de temps. Au
moyen de ces positions on calculera avec soin les trois longitudes et
les trois latitudes correspondantes, en portant la précision jusqu'aux
secondes. Soient a,, a et a' les trois longitudes; 0d, 0 et 0' les trois
latitudes boréales, les latitudes australes devant être supposées néga¬
tives. On réduira en secondes la quantité —■ du logarithme de
ce nombre de secondes, on retranchera le logarithme 3,55ooo8i; on
aura le logarithme d'un nombre que nous désignerons par a.

t f __ 2 ot | Qt
On réduira pareillement en secondes la quantité et,

du logarithme de ce nombre de secondes, on retranchera le loga¬
rithme 1,7850911; on aura le logarithme d'un nombre que nous
désignerons par b.

Qf Q
En réduisant pareillement en secondes la quantité et en

retranchant du logarithme de ce nombre de secondes le logarithme
3,55ooo8i, on aura le logarithme d'un nombre que nous désigne¬
rons par h.

Enfin on réduira en secondes la quantité — ^+ et, en
retranchant du logarithme de ce nombre de secondes le loga¬
rithme 1,7855911, on aura le logarithme d'un nombre que nous

désignerons par L
C'est de la précision des valeurs de a, b, h, l que dépend l'exacti¬

tude des résultats suivants, et, comme leur formation est très simple,
il faut choisir et multiplier les observations de manière à les obtenir
avec toute la rigueur que ces observations comportent.

Si le nombre des observations employées est impair, on pourra
fixer l'époque à l'instant de l'observation moyenne, ce qui simplifie
les formules précédentes et ce qui dispensera de calculer les parties
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indépendantes de s dans ces formules; car il est visible que ces
parties sont respectivement égales à l'ascension droite et à la décli¬
naison de l'observation moyenne.

3° La détermination des quantités a, b, h et / serait plus simple si
l'on avait réduit d'avance en longitude et en latitude les observations
dont on fait usage. Dans ce cas, on supposera, dans les formules (p)
et (q), que S, S', 6", ... représentent les longitudes géocentriques
observées et que y, y', y", ... représentent les latitudes correspon¬
dantes; en nommant toujours a et 0 la longitude et la latitude géo-
centrique de la comète, à l'instant que l'on a choisi pour époque, on
aura :

a égal à la partie indépendante de s dans la formule (p);
Le logarithme de a, en réduisant en secondes le coefficient de s

et en retranchant du logarithme de ce nombre de secondes le loga¬
rithme 3,55ooo8i;

Le logarithme de b, en réduisant en secondes le coefficient de s2,
en prenant ensuite le logarithme du double de ce nombre de secondes
et en retranchant de ce logarithme le suivant 1,7805911.

On aura pareillement 0 égal à la partie indépendante de s dans la
formule (</).

On aura le logarithme de h en réduisant en secondes le coefficient
de z dans cette formule et en retranchant 3,55ooo8i du logarithme
de ce nombre de secondes.

Enfin on aura l en réduisant en secondes le coefficient de z2 dans
cette même formule et en retranchant 1,7805911 du logarithme du
double de ce nombre de secondes.

4° Pour éclaircir ce que nous venons de dire par un exemple, nous
choisirons la comète de 1773, dont les observations faites par M. Mcs-
sier sont consignées dans le Volume des Mémoires de l'Académie pour
l'année 1774* En réduisant à 1711, temps moyen à Paris, les obser¬
vations du i3 octobre, du 3i octobre, du 25 novembre et du 14 dé¬
cembre 1773, on a :
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Ascension droite
do la comète. Déclinaison boréale.

13 octobre i54°2i.4o 7! al3o
3i » i65.45.52 i3.33.i5
25 novembre i8o.33.5i 23.47-45
14 décembre 190.31.33 32.43. i3

De ces observations, on tire

Ô6 = 2280", 7, ê&= 2131 2, Sê" = 1887", 2,

ô26 = — 3", 4767, <52ê' = — 5", 5387, ô36 =— o",o33a6.

En prenant ensuite pour époque, le i3 novembre, à 171', temps
moyen, on a

i — —31, i' — —13, i" — 12, i'" — 31.

La formule qui exprime l'ascension droite, après le nombre z do
jours comptés depuis l'époque, sera donc

i73°39'2i"-+- 2I3I",9z — 4"»541 s2-

On trouvera pareillement que la déclinaison sera exprimée par la
formule

18° 41 ' 11 " 1477", 9~ + 4", 4748 s2.

En faisant successivement dans ces formules 3 = —6, z — o,

z — 6, on aura les trois ascensions droites et les trois déclinaisons
suivantes :

Ascension droite. Déclinaison.

170. 3.26 16.16. 5
173.S9.21 18.41.11
177- 9-49 .21.11.40

En calculant ensuite les trois longitudes et les trois latitudes cor¬

respondantes, on trouve
0

w I U 0 » I,

a,= 164.2S.24, 91=n. 0.34,
a. =166.38.26, 0 =14.36.32,
a1 = 168.4i. 18, 9'— 18. I5.23;

d'où l'on tire
a = o,36o6o5, b = — 0,277611,
/2 = 0,612729, l— 0,078732.
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5° On déterminera la longitude de la Terre vue du Soleil, à l'instant
que l'on a choisi pour époque; soient
A cette longitude;
R la distance correspondante de la Terre au Soleil;
R' la distance qui répond à la longitude A •+• 90° de la Terre.

On formera les trois équations

cc^
(l) 7'2 = cos*M9 + alla? cos(A — a) -h R2,

v - Rsi"(A-«) (J_ _ J \ _•&£
2 a \R3 r'3) 2 a'

j o— jr*+o*®*+ +
, o, T/r./ , / a s sin(A — a) 1(3) j +2y I (R — O cos( A — a) J

f /Tii , . , . . cos(A — a)'l 1 2
. ! +2UX (R'-I) sin(A-«)4 n + — _

Pour tirer de ces équations les valeurs des trois inconnues x, y

et r, il sera beaucoup plus commode d'employer, au lieu des coeffi¬
cients connus, leurs logarithmes. On fera une première supposition
pour a?; on le supposera, par exemple, égal à l'unité, et l'on en tirera,
au moyen des équations (1) et (2), les valeurs de r et de y; on substi¬
tuera ensuite ces valeurs dans l'équation (3), et, si le reste est nul, ce
sera une preuve que la valeur de a? a été bien choisie; mais, si ce reste
est négatif, on augmentera la valeur de x, et on la diminuera si le
reste est positif; on aura ainsi, au moyen d'un petit nombre d'essais,
les véritables valeurs de x, y et r; mais, comme ces inconnues peu¬
vent être susceptibles de plusieurs valeurs, il faudra choisir celle qui
satisfait exactement, ou à peu près, à l'équation

U= -«(Ma„s9+l4 + î!~)
(4) <

I R sin0 cos0 / j. 1 \
( + Vh C0S<A w)-
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11 faudra même employer cette équation de préférence à l'équa¬
tion (2), si l'on a l^>b; et alors ce sera l'équation (2) qui servira de
vérification.

Ayant ainsi les valeurs de x, y et r, on formera la quantité

-+- Raaj'Sin(A — a) -h R(R'—1).

P — t-a ( y 4- hx tang0) -1- R y cos( A — ex)cos' 0 • J

n>r \ /A \ sin(A— a)(R — 1) cos (A — a) — -

La distance périhélie D de la comète sera

P = /--'P2;

le cosinus de l'anomalie u de la comète sera

al)
cosu = — 1;

d'où l'on conclura, par la Table du mouvement des comètes, le temps
employé à parcourir l'angle u; et, pour avoir l'instant du passage par
le périhélie, il faudra ajouter ce temps à l'époque si P est négatif, et
le soustraire si P est positif, parce que, dans le premier cas, la co¬
mète s-'approche du périhélie, et que, dans le second cas, elle s'en
éloigne.

6° Relativement à la comète de 1773, l'époque étant fixée comme
ci-dessus au i3 novembre, à 17'' temps moyen, on a

A =52° 11'7",
R = 0,98837,
R'= 0,98816.

Les équations (x), (2) et (3) deviennent
/•2 ••• 1,06794a;2 — 0,818337« + 0,976877,

y~— 1,29204 -ho,384923x -4- —

o = y- -4- o, 13oo36a;2 (0,260646 / -t- o,654355a;)2
4- 1,861797 —0,294309a; + 1,02367 —-•
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Je trouve, avec peu d'essais,
x = 1,60115,

y = — o,3/ji i3,

log/- = 0,1905079.

Ces valeurs satisfaisant à très peu près à l'équation (4), j'en conclus
qu'elles doivent être adoptées; je forme donc à leur moyen la quan¬
tité P, et je trouve

P = 0,9448,
ce qui donne

D = I,io434,
V = 64°53' 19".

Le signe de P étant positif, la comète a déjà passé par son périhélie;
d'où je conclus que ce passage a eu lieu le 5 septembre à 2ihi4m,
temps moyen à Paris.

Détermination exacte des éléments de l'orbite lorsque l'on connaît à
peu près la distance périhélie et l'instant du passage de la comète par
ce point.

7" On choisira trois observations éloignées de la comète; en partant
ensuite de la distance périhélie et de l'instant du passage par ce point,
déterminés par ce qui précède, on calculera facilement les trois ano¬
malies de la comcte et les trois rayons vecteurs correspondants aux
instants des trois observations. Soient u, u', u" ces anomalies, celles

qui sont de côtés différents du périhélie devant être supposées de
signes contraires; soient, de plus, r, /, r" les rayons vecteurs corres¬
pondants de la comète; on aura les angles compris entre r et r', et
entre r et r", en soustrayant l'une de l'autre les anomalies correspon¬
dantes. Soient U le premier de ces angles et U' le second.

Nommons encore

a, a', a" les trois longitudes géocentriques observées de la comète;
0, 0', 0" ses trois latitudes géocentriques;
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G, C', G" les trois longitudes correspondantes du Soleil;
R, R', R" ses trois distances à la Terre;
g, g', g" les trois longitudes héliocentriques de la comète;
et, et', et" ses trois latitudes héliocentriques.
Gela posé :

On imaginera la lettre S au centre du Soleil, la lettre T au centre de
la Terre, la lettre C au centre de la comète, et la lettre G' à sa projec¬
tion sur le plan de l'écliptique. On aura l'angle 8TC' en prenant la
différence des longitudes géocentriques de la comète et du Soleil; en

multipliant ensuite le cosinus de cet angle par celui de la latitude
géocentrique 0 de la comète, on aura le cosinus de l'angle STC; dans
le triangle rectiligne STC, on connaîtra donc l'angle STC, le côté ST
ou R, et le côté SG ou r; on aura ainsi, par les règles de la Trigono¬
métrie rectiligne, l'angle CST. On aura ensuite la latitude héliocen-
trique et de la comète, au moyen de l'équation

sin^sinCST
sin et — . —■ ■

sinU 1 S

L'angle TSC' est Je côté d'un triangle sphérique rectangle dont l'hy¬
poténuse est l'angle TSC, et dont un des côtés est l'angle et; d'où l'on
tire aisément TSC' et, par conséquent, la longitude héliocentrique g de
la comète. On aura de la même manière et', g', et" et g", et les valeurs
de g, g', g" feront aisément connaître si le mouvement de la comète
est direct ou rétrograde.

Si l'on conçoit les deux arcs de latitude et et et' réunis au pôle de
l'écliptique, ils y formeront un angle égal à g' — g, et, dans le triangle
sphérique formé par cet angle et par les côtés 900— et et 900— et', le
côté opposé à l'angle g'— g sera l'angle au Soleil compris entre les
deux rayons vecteurs r et r'. On le déterminera facilement par les
analogies connues de la Trigonométrie sphérique ou par la formule
suivante

cosV — cos(S'— 6) cosgt cosst'h- sinsr sin et',

dans laquelle Y représente cet angle.
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En nommant pareillement V l'angle formé par les deux rayons vec¬
teurs r et r", on aura

cos V'= cos(6"— ê) cosro cosro"-f- sine* sinra".

Maintenant, si la distance périhélie et l'instant du passage de la
comète par ce point étaient exactement déterminés, on aurait

V=:U et V'= li¬

mais, comme cela n'arrivera presque jamais, on supposera

m = U —V, H = U'—y.

Nous observerons ici que le calcul du triangle STC donne, pour
l'angle CST, deux valeurs différentes, savoir CST et i8o°— 2 STC — CST.
On aura ainsi deux valeurs différentes pour chacune des quantités S,
rj, 6', u', S", ct". Le plus souvent, la nature du mouvement de la comète
fera connaître la valeur de CST dont on doit faire usage, surtout si ces
deux angles sont très différents; car alors l'un d'eux placera la comète
plus loin que l'autre de la Terre, et il sera facile de reconnaître par le
mouvement apparent de la comète, à l'instant de l'observation, lequel
des deux angles doit être préféré; dans un grand nombre de cas, l'un
d'eux sera négatif et devra par conséquent être rejeté; mais, s'il res¬
tait de l'incertitude à cet égard, on pourra toujours déterminer les
véritables valeurs de 6, S', S", en observant de prendre pour S et S'les
deux angles qui rendent Y très peu différent de U, et de prendre pour
6 et S" les deux angles qui rendent Y' très peu différent de U'.

On fera ensuite une seconde hypothèse, dans laquelle, en conser¬
vant le même instant du passage par le périhélie que ci-dessus, on
fera varier la distance périhélie d'une petite quantité, par exemple
de la cinquantième partie de sa valeur, et l'on cherchera, dans cette
hypothèse, les valeurs de U — V et de U'— V'. Soient alors

m'= U — V, n'~ U'- V'.
■

. • * )

Enfin on formera une troisième hypothèse, dans laquelle, en con-
OEuvrcs de L. — X. 18
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servant la même distance périhélie que dans la première, on fera va¬
rier d'un demi-jour ou d'un jour, plus ou moins, l'instant du passage
par le périhélie. On cherchera, dans cette nouvelle hypothèse, les va¬
leurs de U — V et de U'— Y'. Soient alors

m"= U —V, n"= U'-V'.

Cela posé, si l'on nomme u le nombre par lequel on doit multiplier la
variation supposée dans la distance périhélie pour avoir la véritable,
et t le nombre par lequel on doit multiplier la variation supposée dans
l'instant du passage par le périhélie pour avoir ce véritable instant ;

on aura les deux équations

u(m — m') -t- t{m — m") — m,

u(n — n') + t(n — n") — n;

d'où l'on tirera u et t, et, par conséquent, la distance périhélie cor¬

rigée et le véritable instant du passage de la comète par ce point.
8° Si l'on nomme j la position du nœud qui serait ascendant si le

mouvement de la comète était direct, et ç l'inclinaison de l'orbite, on
aura

tangro'sin6 — langra sin 6'
ta"gy = tangGT'cosê-

tangro'
tangç — sin(S'—j)

ou
.

__ langre" sin g — tangro sin6"
tangy — langro»cosg _ tangnrcosê"'

tang© =
tan g et"

sin (6"—j)

Supposons que, pour déterminer les angles j et <p, on se serve des
deux dernières formules, il est visible que la tangente de j peut éga¬
lement appartenir aux deux angles j et i8o°-+- j, j étant le plus petit
des angles positifs auxquels elle puisse appartenir. Pour déterminer
lequel de ces deux angles il faut employer, on observera que <p et
tang<p doivent être positifs, et qu'ainsi sin(£"— j) doit être de même
signe que tangu"; cette condition déterminera l'angle j, et cet angle
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sera la position du nœud ascendant, si le mouvement de la comète est
direct; mais, si ce mouvement est rétrograde, il faut lui ajouter i8o°
pour avoir la position de ce nœud.

L'hypoténuse du triangle sphérique rectangle, dont S"—j et u" sont
les côtés, est la distance de la comète au nœud dans la troisième
observation, et la différence entre cette hypoténuse et u" est l'inter¬
valle entre le nœud et le périhélie, compté sur l'orbite; d'où l'on con¬
clura facilement la position du périhélie sur l'orbite.

9° Appliquons cette méthode à la comète de 1773; pour cela, nous
choisirons les trois positions suivantes de la comète, savoir : celle du
i3 octobre à i7h, temps moyen à Paris; celle du 3o décembre à r8h,
temps moyen; et celle du 1e1' avril 1774 à midi, temps moyen. Les
observations donnent, pour ces instants,

0 0 ,

a. = 153.40.22, 0=3—3.21.19,

a'—176. 6.a3, 9' = 43.45.46,
"=137.25.32, 9"= 6i.45.26;

011 a d'ailleurs
G =6.21. 7.41 » logR =9,9983500,
C'= 9. 9.59. 3, logR' = 9,992563o,
C"= o. 11.48.36, IogR"= o,ooo23oi .

On formera une première hypothèse, dans laquelle la distance péri¬
hélie sera, comme on l'a trouvée ci-dessus, égale à i,io434; et le pas¬

sage par ce point a eu lieu le 5 septembre 1773 à 2ihi4lu, temps
moyen à Paris. On trouvera, dans cette hypothèse,

v — 4i°26'59", v'— 86°22'38", io6°57'8",
logr = o,ioi2jo4, logr'=o,3i7523o, logr"= o,4g38384;

d'où l'on conclura d'abord

U = 44° 55'3g, U'=65°3o'9"
et ensuite

4°3i' 2", st'= 33°43'47", 49»28'i5",
[i7°59'5i", 6' = i42»34'38", 6" = ,61° 5'44",
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ce qui donne
V = 44°44'5o", V'= 65° 35'47",

partant
/« = io'49"> 11 ——5' 38";

la suite des valeurs do g, g', g" indique un mouvement direct.
On formera une seconde hypothèse, dans laquelle on conservera le

même instant du passage par le périhélie que dans la première, et l'on
augmentera la distance périhélie de 0,012; et l'on trouvera, dans cette
hypothèse,

m'=i\'y", n'— &12".

Enfin on formera une troisième hypothèse, dans laquelle, en con¬
servant la môme distance périhélie que dans la première, on fera
varier d'un jour l'instant du passage par le périhélie, en le fixant au
5 septembre à 2ihi4m, temps moyen; cette hypothèse donnera

m"= — 25' 29", n"— — 44' 18".

Au moyen de ces valeurs de m, m', ..., on formera les deux équa¬
tions

2178^ — iç)8u— 649,
23201 — 710 m = — 338;

d'où l'on tire
t = 0,4854.7, u = 2,0624.

La variation supposée dans l'instant du passage par le périhélie
étant d'un jour, on aura le véritable instant en retranchant du 5 sep¬
tembre 2ihi4m un jour multiplié par 0,48047, ce qui donnera, pour
cet instant, le 5 septembre à 9h34m55s, temps moyen à Paris.

Pareillement, la variation supposée dans la distance périhélie étant
0,0x2, on aura la véritable correction de cette distance en multipliant
0,012 par 2,0624, ce qui donnera 1,12909 pour la distance périhélie
corrigée.

Au moyen de ces éléments, on trouvera

4-3O.36, to"— 49-27.47,
6= 118.42.36, 6» = i6i. 6.18,

y" = io5.58. 5o.
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D'où l'on conclut le lieu j du nœud ascendant dans et
l'inclinaison de l'orbite de 6i°i4'43". On aura la distance de la comète
au nœud dans la dernière observation, en prenant l'hypoténuse du
triangle rectangle dont j et vs" sont les côtés, ce qui donne
6o°5'56" pour la distance de la comète à son nœud sur l'orbite. Sa
distance au périhélie étant io5°58'5o", le périhélie est moins avancé
que le nœud, sur l'orbite, de 45°52'54"; en retranchant cette quantité
du lieu j du nœud, on aura pour le lieu du périhélie sur l'orbite
2si5°i8/33". On a donc, pour les véritables éléments de l'orbite de la
comète de 1773 :

Distance périhélie 1,12909

5 septembro. Instant du passage par le périhélie. 9h34m55s, temps moyen à Paris
Lieu du périhélie sur l'orbite 2' x5° i8'33"
Lieu du nœud ascendant 4- 1.11.27
Inclinaison do l'orbite 6i.i4>43

Le sens du mouvement de la comète est direct.

Application de la méthode précédente à la seconde comète de 1781,
par M. Méciiain.

io° Les observations que l'on a choisies pour calculer l'orbite de
cette comète sont réduites en longitude et latitude. Elles sont, de
plus, rapportées à la même heure du jour, savoir à 8h29m44% temps
moyen à Paris. Voici ces observations :

Longitude
de la comète. Latitude boréale.

0
/ // 0

14 novembre 307.14.45 = 6 55.17'. 9"= y

17 " 3o6.57.32 = 6' 44.17.12 = y'
19 » 3o6.5i .26 = 6" 39.14.48 = 7"
22 » 306.44.53 = 6"' 33.49. 1—V"
25 « 306.41.37 = 6»' 29.58.43 = 7"

Il faut ici faire usage de la méthode du 3°.
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En prenant pour époque le 19 novembre à 8h2gm44% on a

i= — 5, i'= — 2, "—3, iIV= 6,

ce qui donne
36 = — 5'. 44',33,
3g' = -3. 3,0,
36" =— 2. u,o,

O

36'" — — 1. 5,53,

326 ~ 32,266,
326'r=: 10,4,

32y -I3'.45;4,
32y'— 8.3i,2Ô7,

336"= 10,945, 32y"= 5.18,278;

33ê =-2", 733,
336'= 0,0681,

3* g = 0", 2546,

33 y =-3q", 2666,
ôzy'~— 24", 1236;

34 y =1", 3766.

La formule (p) du 20 devient ainsi
3o6u5i'26"— 153", 46s -+- 10",54s2,

et la formule (q) du même numéro devient

39° i4'48*— 7855", 16 s + 535", 4 s2,

d'où l'on a conclu

on a ensuite, à l'époque,
A =57» 57'4",

11 = 0,987248, R'= 0,988820.

De plus, la variation du mouvement de la comète en latitude étant
considérablement plus grande que celle de son mouvement en longi¬
tude, il faut ici faire usage de l'équation (4), préférablement à l'équa-

v. = 3o6°5i'26",
a—— o,o4325oi, b = o,345366,

0 = 39° 14'48",
h — — 2,2i3844> / = 17,54354 ;
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tion (2); les équations (1), (3) et (4) du 5° deviennent ainsi

(1) r2 = r,667387 a;2— 0,7106137a; 4- 0,974653,
o — j2-4- o,ooi87o57a;2+ (0,81693727 — 3,691334a;)2

2
— 1,88204467 + o,o324357a; 4- 1,026006— -)

(4) y — 5,771014a; 4- — o,o4o86o53.

Ces trois équations ont donné

a; = 0,39107,

7 = 2,258835,
r =0,9755798.

Ces valeurs satisfont encore à l'équation (2) aussi bien qu'on doit
l'attendre d'une équation qui no peut être fort exacte, à cause du peu
de mouvement de la comète en longitude. En les substituant dans
l'expression de P, on a trouvé

P = ~ 0,185628.

Le signe négatif de P fait connaître que la comète n'a pas encore
atteint son périhélie; on a trouvé ensuite la distance périhélie

D = 0,9683609,

l'anomalie u de la comète égale à i50i6'24"j ce qui répond à ioiours,4o34;
d'où l'on a conclu que le passage au périhélie a eu lieu le 29 no¬
vembre à i8h iora34"\ temps moyen à Paris.

Pour corriger ces éléments par la méthode du 70, on a fait usage
des trois observations suivantes :

Temps moyen
à Paris.

h m s 0 0
1781. 9 oct. a i6.5o. o ... cl = 124.27,42 0 = o. n .40

17 nov.à 8.29.44... a'= 306.57.32 0'= 44.17.12
20 déc.à 6. 6.3o... a"= 3o6.17.59 • 0"= 17.34.25
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De plus, on a

é — 197 • -44» LogR = 9,998864,
C'= 235.55.43, LogR'= 9,994602,
C"= 269.20.35, LogR"= 9,992748.

Cela posé, on a formé une première hypothèse, dans laquelle la dis¬
tance périhélie est là môme que celle qui vient d'être déterminée,
c'est-à-dire égale à 0,9583509, et le passage par le périhélie a eu lieu
le 29 novembre à i8hiom34s, temps moyen à Paris; on a trouvé, dans
cette hypothèse,

m —17'49",
11 —16' 56",

et la suite des valeurs do 6, 6' et S" a indiqué un mouvement rétro¬
grade.

On a formé une seconde hypothèse, dans laquelle on a augmenté la
distance périhélie de o,oo3, et l'on a conservé l'instant du passage

par ce point. Cette hypothèse a donné

m'= — 33'53",
n! =.— ia'54'.

Enfin on a formé une troisième hypothèse, dans laquelle, en con¬
servant la même distance périhélie que dans la première, on a fait
varier de oj,25 l'instant du passage par le périhélie, que l'on a ainsi
fixé au 29 novembre à i2hiom3is, et l'on a trouvé, dans cette der¬
nière hypothèse,

m"— 48'16",
n" — 27' i3".

De ces valeurs on a tiré les deux équations

3io2 u —1829« = 1069,
1

1790«— 617^ = 1016,
ce qui a donné

u = 0,8814o6, t = 0,910400,
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d'où l'on a conclu

145

La vraie distance périhélie = 0,9609961,

Le véritable instant du passage par le périhélie, le 29 novembre
à i2h42m46s, temps moyen à Paris.

Avec ces valeurs, on a trouvé

® = io'33'$, 2 701 i'56"£,
G = 77°2'22", &'= 346° 38' 53",

v"— 290 r9'22",

d'où l'on a tiré, par le 8°,
o , ¥

Lieu du nœud ascendant 77.22.55
Inclinaison de l'orbite 27.12. 4
Lieu du périhélie 16. 3. 7

En rassemblant donc tous ces éléments, on a eu, pour les véritables
éléments de l'orbite de la seconde comète de 1781 :

Distance périhélie 0.9609951
h m s

29 nov. Temps moyen du passage au périhélie 12.42.46
Lieu du périhélie sur l'orbite 16° 3' 7"
Position du nœud ascendant 77.22.55
Inclinaison de l'orbite 27.12. 4

Le mouvement de la comète est rétrograde.
Remarque. — Lorsqu'une comète commence à paraître, on est cu¬

rieux de connaître à peu près ses éléments pour savoir si elle res¬
semble à quelques-unes des comètes déjà observées; d'ailleurs, la
connaissance approchée de sa route apparente peut être utile aux

astronomes pour les diriger dans leurs observations. Or il sera facile,
par la méthode des nos i° et suivants, de déterminer à peu près sa dis¬
tance périhélie et l'instant de son passage par ce point, au moyen des
premières observations de la comète; mais il faudra, pour corriger
ces éléments, attendre des observations éloignées entre elles. Les
nos 70 et suivants renferment une méthode facile pour y parvenir et
pour en déduire les autres éléments de l'orbite; mais, si l'on veut

OF.uvrcs de L. — X. '9
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avoir ceux qui résultent de la distance et de l'instant du périhélie,
trouvés par la première approximation, on les obtiendra de cette ma¬
nière :

On choisira les deux observations les plus éloignées que l'on ait
déjà, et l'on déterminera par le n° 70, et en faisant usage de la distance
et de l'instant du périhélie, trouvés par la première approximation, la
longitude et la latitude héliocentrique de la comète, aux instants de
ces observations. Soient 6 et nr ces quantités relativement à la pre¬
mière observation; ê" et ts" ces mêmes quantités relativement à la
seconde, et u" l'anomalie de la comète correspondante à cette seconde
observation. Les valeurs de 6 et 6" feront connaître si le mouvement

de la comète est direct ou rétrograde; et les formules du n° 8° donne¬
ront l'inclinaison de l'orbite, la position de son nœud ascendant et
celle du périhélie.

Je terminerai ce Mémoire en invitant les observateurs à déterminer
au moins quatre positions de chaque comète, à peu près équidistantes,
et les plus éloignées qu'il est possible, avec toute la précision que l'on
doit attendre de la perfection actuelle de l'Astronomie; il serait bon
de rapporter, dans ces observations, la comète à la même étoile, ou à
des étoiles dont on vérifierait de nouveau la position. Non seulement
ces observations fixeraient exactement les éléments de son orbite, sur

lesquels les erreurs des Catalogues, relativement aux étoiles placées
hors du zodiaque, laissent quelquefois beaucoup d'incertitude, mais
elles nous donneraient encore des lumières sur le retour périodique
de la comète et sur les altérations qu'elle a pu éprouver par l'action
des planètes, ce qu'il est impossible de reconnaître au milieu des
erreurs des observations, lorsqu'elles sont rapportées à des étoiles
dont la position est incertaine.
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MÉMOIRE SUR LA CHALEUR'?

Mémoires de l'Académie royale des Sciences de Paris, année 1780; 1784 (J).

Ce Mémoire est le résultat des expériences sur la chaleur, que nous
avons faites en commun, M. de Lavoisier et moi, pendant l'hiver der¬
nier; le froid peu considérable de cette saison ne nous a pas permis
d'en faire un plus grand nombre; nous nous étions d'abord proposé
d'attendre, avant que de rien publier sur cet objet, qu'un hiver plus
froid nous eût mis à portée de les répéter avec tout le soin possible et
de les multiplier davantage; mais nous nous sommes déterminés à
rendre public ce travail, quoique très imparfait, par cette considé¬
ration que la méthode dont nous avons fait usage peut être de quelque
utilité dans la théorie de la chaleur, et que sa précision et sa généra¬
lité pourront la faire adopter par d'autres physiciens qui, placés au
nord de l'Europe, ont des hivers très favorables à ce genre d'expé¬
riences.

Nous diviserons ce Mémoire en quatre articles : dans le premier,
nous exposerons un moyen nouveau pour mesurer la chaleur; nous

présenterons, dans le second, le résultat des principales expériences
que nous avons faites par ce moyen; dans le troisième, nous examine¬
rons les conséquences qui suivent de ces expériences; enfin, dans le
quatrième article, nous traiterons de la combustion et de la respi¬
ration.

(') Par MM. Lavoisier et de la Place.
(2) Lu à l'Académie le 18 juin 1783.
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Article I.

Exposition d'un nouveau moyen pour mesurer la chaleur.

Quelle que soit la cause qui produit la sensation de la chaleur, elle
est susceptible d'accroissement et de diminution, et sous ce point de
vue elle peut être soumise au calcul; il ne paraît pas que les anciens
aient eu l'idée de mesurer ses rapports, et ce n'est que dans le dernier
siècle que l'on a imaginé des moyens pour y parvenir. En partant de
cette observation générale, qu'une chaleur plus ou moins grande fait
varier sensiblement le volume des corps, et principalement celui des
fluides, on a construit des instruments propres à déterminer ces chan¬
gements de volume; plusieurs physiciens de ce siècle ont perfectionné
ces instruments, soit en déterminant avec précision des points fixes
de chaleur, tels que le degré de la glace et celui de l'eau bouillante à
une pression donnée de l'atmosphère, soit en cherchant le fluide dont
les variations de volume approchent le plus d'être proportionnelles
aux variations de la chaleur; en sorte qu'il ne reste plus à désirer,
relativement à sa mesure, qu'un moyen sûr d'en apprécier les degrés
extrêmes.

Mais la connaissance des lois que suit la chaleur, lorsqu'elle se ré¬
pand dans les corps, est loin de cet état de perfection nécessaire pour
soumettre à l'analyse les problèmes relatifs à la communication et aux
effets de la chaleur, dans un système de corps inégalement échauffés,
surtout quand leur mélange les décompose et forme de nouvelles com¬
binaisons. On a déjà fait un grand nombre d'expériences intéressantes,
d'où il résulte que dans le passage de l'état solide à l'état fluide, et de
ce dernier état à celui de vapeurs, une grande quantité de chaleur est
absorbée, soit qu'elle se combine dans ce passage, soit que la capacité
de la matière pour la contenir augmente; on a de plus observé qu'à
température égale les différents corps ne renferment point, sous le
même volume, une égale quantité de chaleur, et qu'il y a entre eux, à
cet égard, des différences indépendantes de leurs densités respectives;
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on a mémo déterminé les rapports des capacités de plusieurs sub¬
stances pour contenir la chaleur, et comme, à la surface de la terre,
les corps même les plus froids n'en sont pas entièrement privés, on a
cherché à connaître les rapports de la chaleur absolue, à ses variations
indiquées par les degrés du thermomètre; mais toutes ces détermina¬
tions, quoique fort ingénieuses, sont fondées sur des hypothèses
qui demandent encore à être vérifiées par un grand nombre d'expé¬
riences.

Avant que d'aller plus loin, il importe de fixer d'une manière pré¬
cise ce que nous entendons par ces mots : chaleur libre, capacité de
chaleur ou chaleur spécifique des corps.

Les physiciens sont partagés sur la nature de la chaleur; plusieurs
d'entre eux la regardent comme un fluide répandu dans toute la
nature et dont les corps sont plus ou moins pénétrés, à raison de leur
température et de leur disposition particulière à le retenir; il peut se
combiner avec eux, et, dans cet état, il cesse d'agir sur le thermo¬
mètre et de se communiquer d'un corps à l'autre; ce n'est que dans
l'état de liberté, qui lui permet de se mettre en équilibre dans les
corps, qu'il forme ce que nous nommons chaleur libre.

D'autres physiciens pensent que la chaleur n'est que le résultat des
mouvements insensibles des molécules de la matière. On sait que les
corps, même les plus denses, sont remplis d'un grand nombre de
pores ou de petits vides, dont le volume peut surpasser considérable¬
ment celui do la matière qu'ils renferment; ces espaces vides laissent
à leurs parties insensibles la liberté d'osciller dans tous les sens, et il
est naturel de penser-que ces parties sont dans une agitation conti¬
nuelle qui, si elle augmente jusqu'à un certain point, peut les désunir
et décomposer les corps; c'est ce mouvement intestin qui, suivant les
physiciens dont nous parlons, constitue la chaleur.

Pour développer cette hypothèse, nous observerons que, dans tous
les mouvements dans lesquels il n'y a point de changement brusque,
il existe une loi générale que les géomètres ont désignée sous le nom
de principe de la conservation des forces vives; cette loi consiste en ce

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



152 MÉMOIRE SUR LA CHALEUR.

que, dans un système de corps qui agissent les uns sur les autres
d'une manière quelconque, la force vive, c'est-à-dire la somme des
produits de chaque masse par le carré de sa vitesse, est constante. Si
les corps sont animés par des forces accélératrices, la force vive est
égale à ce qu'elle était à l'origine du mouvement, plus à la somme des
masses multipliées par les carrés des vitesses dues à l'action des forces
accélératrices. Dans l'hypothèse que nous examinons, la chaleur est la
force vive qui résulte des mouvements insensibles des molécules d'un
corps; elle est la somme des produits de la masse de chaque molécule
par le carré de sa vitesse.

Si l'on met en contact deux corps dont la température soit diffé¬
rente, les quantités de mouvement qu'ils se communiqueront réci¬
proquement seront d'abord inégales; la force vive du plus froid
augmentera do la môme quantité dont la force vive de l'autre dimi¬
nuera, et cette augmentation aura lieu jusqu'à ce que les quantités de
mouvement communiquées de part et d'autre soient égales; dans cet
état, la température des corps sera parvenue à l'uniformité.

Cette manière d'envisager la chaleur explique facilement pourquoi
l'impulsion directe des rayons solaires est inappréciable, tandis qu'ils
produisent une grande chaleur. Leur impulsion est le produit de leur
masse par leur simple vitesse; or, quoique cette vitesse soit excessive,
leur masse est si petite que ce produit est presque nul; au lieu que,
leur force vive étant le produit de leur masse par le carré de leur
vitesse, la chaleur qu'elle représente est d'un ordre très supérieur à
celui de leur impulsion directe. Cette impulsion sur un corps blanc
qui réfléchit abondamment la lumière est plus grande que sur un

corps noir, et cependant les rayons solaires communiquent au pre¬
mier une moindre chaleur, parce que ces rayons, en se réfléchissant,
emportent leur force vive qu'ils communiquent au corps noir qui les
absorbe.

Nous ne déciderons point entre les deux hypothèses précédentes;
plusieurs phénomènes paraissent favorables à la dernière : tel est, par
exemple, celui de la chaleur que produit le frottement de deux corps
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solides; mais il en est d'autres qui s'expliquent plus simplement dans
la première; peut-être ont-elles lieu toutes deux à la fois. Quoi qu'il
en soit, comme on ne peut former que ces deux hypothèses sur la
nature de la chaleur, on doit admettre les principes qui leur sont com¬
muns : or, suivant l'une et l'autre, la quantité de chaleur libre reste
toujours la même dans le simple mélange des corps. Cela est évident si
la chaleur est un fluide qui tend à se mettre en équilibre, et, si elle
n'est que la force vive qui résulte du mouvement intestin de la ma¬
tière, le principe dont il s'agit est une suite de celui de la conservation
des forces vives. La conservation de la chaleur libre, dans le simple
mélange des corps, est donc indépendante de toute hypothèse sur la
nature de la chaleur; clic a été généralement admise par les physi¬
ciens, et nous l'adopterons dans les recherches suivantes.

Si la chaleur est un fluide, il est possible que dans la combinaison
de plusieurs substances elle se combine avec elles ou qu'elle s'en
dégage; ainsi rien n'indique a priori que la chaleur libre est la même
avant et après la combinaison; rien ne l'indique encore dans l'hypo¬
thèse où la chaleur n'est que la force vive des molécules des corps,
car les substances qui se combinent agissant l'une sur l'autre en
vertu de leurs affinités réciproques, leurs molécules sont soumises
à l'action de forces attractives qui peuvent changer la quantité de
leur force vive et, par conséquent, celle de la chaleur; mais on doit
admettre le principe suivant comme étant commun aux deux hypo¬
thèses :

Si dans une combinaison ou dans un changement d'état quelconque,
il y a une diminution de chaleur libre, cette chaleur reparaîtra tout
entière lorsque les substances reviendront à leur premier état; et réci¬
proquement, si dans la combinaison ou dans le changement d'état, ily
a une augmentation de chaleur libre, cette nouvelle chaleur disparaîtra
dans le retour des substances à leur état primitif.

Ce principe est d'ailleurs confirmé par l'expérience, et la détonation
du nitre nous en fournira dans la suite une preuve sensible. On peut
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Ic généraliser encore et l'étendre à tous les phénomènes de la chaleur
de la manière suivante : Toutes les variations de chaleur soit réelles, soit

apparentes, qu'éprouve un système de corps en changeant d'état, se repro¬
duisent dans un ordre inverse lorsque le système repasse à son premier
état. Ainsi les changements de la glace en eau et de l'eau en vapeurs
font disparaître au thermomètre une quantité considérable de chaleur
qui reparaît dans le changement de l'eau en glace et dans la conden¬
sation des vapeurs. En général, on fera rentrer la première hypothèse
dans la seconde en v changeant les mots de chaleur libre, chaleur com¬
binée et chaleur dégagée, dans ceux de force vive, perte de force vive et
augmentation deforce vive.

Dans l'ignorance où nous sommes sur la nature de la chaleur, il ne
nous reste qu'à bien observer ses effets dont les principaux consistent
à dilater les corps, à les rendre fluides et à les convertir en vapeurs.
Parmi ces effets, il faut en choisir un, facile à mesurer, et qui soit
proportionnel à sa cause; cet effet représentera la chaleur, de même
qu'en Dynamique nous représentons la force par le produit de la
masse et de la vitesse, quoique nous ignorions la nature de cette
modification singulière, en vertu de laquelle un corps répond succes¬
sivement à différents points de l'espace. L'effet par lequel on mesure
ordinairement la chaleur est la dilatation des fluides et principale¬
ment celle du mercure : la dilatation de ce dernier fluide est, suivant
les expériences intéressantes de M. de Luc, à très peu près propor¬
tionnelle à la chaleur, dans tout l'intervalle compris entre le degré de
la glace et celui de l'eau bouillante; elle peut suivre une loi différente
dans des degrés fort éloignés. Nous indiquerons dans la suite un autre
effet de la chaleur, qui lui est constamment proportionnel, quelle que
soit son intensité.

Nous ferons usage du thermomètre de mercure, divisé en quatre-
vingts parties égales, depuis la température de la glace fondante jusj
qu'à celle de l'eau bouillante à la pression d'une colonne de 28 pouces
do mercure; chaque partie forme un degré, et l'origine des degrés, ou
le zéro du thermomètre, est le terme de la glace fondante, en sorte que
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les degrés inférieurs doivent être considérés comme étant négatifs :
nous supposerons l'échelle de ce thermomètre prolongée indéfiniment
au-dessous du zéro et au-dessus du degré de l'eau bouillante et divisée
proportionnellement à la chaleur. Ces divisions, qui sont à peu près
égales depuis zéro jusqu'à 8o°, peuvent être fort inégales dans les
parties éloignées de l'échelle ; mais, quelles qu'elles soient, chaque
degré mesurera toujours une quantité constante de chaleur.

Si l'on suppose deux corps égaux en masse et réduits à la même
température, la quantité de chaleur nécessaire pour élever d'un degré
leur température peut n'être pas la même pour ces deux corps; et, si
l'on prend pour unité celle qui peut élever d'un degré la température
d'une livre d'eau commune, on conçoit facilement que toutes les
autres quantités de chaleur, relatives aux différents corps, peuvent
être exprimées en parties de cette unité. Nous entendrons dans la
suite par capacités de chaleur ou chaleurs spécifiques ces rapports des
quantités de chaleur nécessaires pour élever d'un même nombre de
degrés leur température à égalité de masse. Ces rapports peuvent varier
suivant les différents degrés de température; si, par exemple, les quan¬
tités de chaleur nécessaires pour élever une livre de fer et une livre de
mercure de zéro à i° sont dans le rapport de 3 à i, celles qu'il faut
employer pour élever ces mêmes substances do 200° à 201° peuvent
être dans un rapport plus grand ou moindre; mais on peut supposer
ces rapports à peu près constants depuis zéro jusqu'à 8o°, du moins
l'expérience ne nous y a point fait apercevoir de différence sensible.
C'est pour cet intervalle que nous déterminerons les chaleurs spéci¬
fiques des diverses substances.

On a fait usage de la méthode suivante pour avoir ces quantités.
Considérons une livre de mercure à zéro et une livre d'eau à 34°; en

les mêlant ensemble, la chaleur de l'eau se communiquera au mer¬
cure et, après quelques instants, le mélange prendra une température
uniforme : supposons qu'elle soit de 33° et que, en général, dans le
mélange de plusieurs substances qui n'ont point d'action chimique
les unes sur les autres, la quantité de chaleur reste toujours la même;
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dans ces suppositions, le degré de chaleur perdu par l'eau aura élevé
la température du mercure de 33°, d'où il suit que, pour élever le
mercure a une température donnée, il ne faut que la trente-troisième
partie de la chaleur nécessaire pour élever l'eau à la même tempéra-
turc, ce qui revient à dire que la chaleur spécifique du mercure est
trente-trois fois moindre que celle de l'eau.

On peut de là tirer une règle générale et fort simple pour déter¬
miner, par la voie des mélanges, la chaleur spécifique des corps; car,
si l'on nomme m la masse du corps le plus échauffé, exprimée en
parties de la livre prise pour unité; a le degré du thermomètre qui
indique sa température; q la chaleur nécessaire pour élever d'un
degré la température d'une livre de cette substance; si l'on désigne
par m', a!, q' les mêmes quantités, relativement au corps le moins
échauffé; et qu'enfin l'on nomme h le degré du thermomètre qui
indique la température du mélange lorsqu'elle est parvenue à l'uni¬
formité, il est visible que la chaleur perdue par le corps m est en
raison de sa masse m et du nombre de degrés a — b dont sa tempéra¬
ture a été diminuée, multiplié par la quantité q de chaleur qui peut
élever d'un degré la température d'une livre de cette substance; on
aura donc mq(a — b) pour l'expression de cette quantité de chaleur
perdue.

Par la même raison, la quantité de chaleur acquise par le corps m'
est, en raison de sa masse m! et du nombre de degrés b — a' dont sa

température a été augmentée, multiplié par la quantité q', ce qui
donne m'q'(b — a!) pour l'expression de cette quantité do chaleur.
Mais, puisque l'on suppose que, après le mélange, la quantité de cha¬
leur est la même qu'auparavant, il faut égaler la chaleur perdue par
le corps m à la chaleur acquise par le corps m', d'où l'on tire

7nq{a — b) — m'q'(b — a');

cette équation ne fait connaître ni q, ni q', mais elle donne pour leur
rapport

q
_ m'(b — a')

q' m {a — b)
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On aura donc ainsi le rapport des chaleurs spécifiques des deux
corps m et m', en sorte que, si l'on compare les diverses substances
de la nature à une même substance, par exemple à l'eau commune,

. on pourra déterminer par ce moyen les chaleurs spécifiques de ces
substances, en parties de la chaleur spécifique de la substance à
laquelle on les rapporte.

Cette méthode, dans la pratique, est sujette à un grand nombre
d'inconvénients qui peuvent occasionner des erreurs sensibles dans
les résultats; le mélange des substances dont la pesanteur spécifique
est très différente, telle que l'eau et le mercure, est difficile à faire de
manière à être assuré que toutes ses parties ont la même température.
Il faut ensuite avoir égard à la chaleur dérobée par les vases et par
l'atmosphère, tandis que la température du mélange parvient a l'uni¬
formité, ce qui exige un calcul délicat et sujet à erreur. On ne peut,
d'ailleurs, comparer directement par cette voie les substances qui ont
une action chimique les unes sur les autres; il faut alors les comparer
à une troisième substance sur laquelle elles n'aient aucune action, et,
s'il n'existe point de semblable substance, il faut les comparer avec
deux corps et même avec un plus grand nombre, ce qui, en multipliant
les rapports à déterminer les uns par les autres, multiplie les erreurs
des résultats. Cette méthode serait encore d'un usage presque impos¬
sible pour avoir le froid ou la chaleur produits par les combinaisons,
et elle est absolument insuffisante pour déterminer celle que la com¬
bustion et la respiration dégagent. L'observation de ces phénomènes
étant la partie la plus intéressante de la théorie de la chaleur, nous

avons pensé qu'une méthode propre à les déterminer avec précision
serait d'une grande utilité dans cette théorie puisque, sans son
secours, on ne formerait sur leur cause que des hypothèses dont il
serait impossible de faire voir l'accord avec l'expérience. Cette con¬
sidération nous a déterminés à nous en occuper d'abord, et nous
allons exposer ici celle à laquelle nous sommes parvenus et les
réflexions qui nous y ont conduits.

Si l'on transporte une masse de glace refroidie à un degré quel-
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conque dans une atmosphère dont la température soit au-dessus du
zéro du thermomètre, toutes ses parties éprouveront l'action de la
chaleur de l'atmosphère jusqu'à ce que leur température soit par¬
venue à zéro. Dans ce dernier état, la chaleur de l'atmosphère s'ar¬
rêtera à la surface de la glace sans pouvoir pénétrer dans l'intérieur;
elle sera uniquement employée à fondre une première couche de glace
qui l'absorbera en se résolvant en eau; un thermomètre placé dans
cette couche se maintiendra au même degré, et le seul effet sensible
de la chaleur sera le changement de la glace en fluide. Lorsqu'cn-
suite la glace viendra à recevoir un nouveau degré de chaleur, une
nouvelle couche se fondra et absorbera ainsi toute la chaleur qui lui
sera communiquée; en vertu de cette fonte continuelle de la glace,
tous les points intérieurs de sa masse se présenteront successivement
à la surface, et ce n'est que dans cette position qu'ils commenceront à
éprouver de nouveau l'action de la chaleur des corps environnants.

Que l'on imagine présentement, dans une atmosphère dont la tem¬
pérature soit au-dessus de zéro, une sphère de glace creuse à la tempé¬
rature de o° et dans l'intérieur de laquelle on place un corps échauffé
à un degré quelconque : il suit de ce que nous venons de dire que la
chaleur extérieure ne pénétrera point dans la cavité de la sphère et
que la chaleur du corps ne se perdra point au dehors et s'arrêtera à
la surface intérieure de la cavité, dont elle fondra continuellement de
nouvelles couches, jusqu'à ce que la température de ce corps soit par¬
venue à zéro. On n'a point à craindre que la fonte de la glace inté¬
rieure soit due à d'autres causes qu'à la chaleur perdue par le corps,

puisque cette glace est garantie de l'impression de toute autre cha¬
leur par l'épaisseur de glace qui la sépare de l'atmosphère; et, par
la même raison, on doit être assuré que toute la chaleur du corps,
en se dissipant, est arrêtée par la glace intérieure et uniquement
employée à la fondre. De là il résulte que, si l'on recueille avec soin
l'eau renfermée dans la cavité de la sphère lorsque la température du
corps sera parvenue à zéro, son poids sera exactement proportionnel
à la chaleur que ce corps aura perdue en passant de sa température
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primitive à celle de la glace fondante, car il est clair qu'une double
quantité de chaleur doit fondre deux fois plus de glace, en sorte que
la quantité de glace fondue est une mesure très précise de la chaleur
employée à produire cet effet.

Maintenant, rien n'est plus simple que la détermination des phéno¬
mènes de la chaleur : veut-on, par exemple, connaître la chaleur
spécifique d'un corps solide, on élèvera sa température d'un nombre
quelconque de degrés; en le plaçant ensuite dans l'intérieur de la
sphère dont nous venons de parler, on l'y laissera jusqu'à ce que sa

température soit réduite à zéro, et l'on recueillera l'eau que son
refroidissement aura produite; cette quantité d'eau, divisée par le
produit de la masse du corps et du nombre de degrés dont sa tempé¬
rature primitive était au-dessus de zéro, sera proportionnelle à sa
chaleur spécifique.

Quant aux fluides, on les renfermera dans des vases dont on aura

soin de déterminer les capacités de chaleur, et l'opération sera la
môme que pour les solides, à cela près que, pour avoir les quantités
d'eau qui sont dues au refroidissement des fluides, il faudra soustraire
des quantités d'eau recueillies celles que les vases ont dû produire,

Yeut-on connaître la chaleur qui se dégage dans la combinaison de
plusieurs substances, on les réduira toutes, ainsi que le vase qui doit
les renfermer, à la température de zéro; ensuite on mettra leur mé¬
lange dans l'intérieur do la sphère de glace, en ayant soin de l'y con¬
server jusqu'à ce que sa température soit nulle; la quantité d'eau
recueillie dans cette expérience sera la mesure de la chaleur qui aura
été dégagée.

Pour mesurer le degré de froid produit dans certaines combinai¬
sons, telles que les dissolutions des sels, on élèvera chacune des sub¬
stances à une même température, que nous désignerons par m degrés
du thermomètre; ensuite on les mêlera dans l'intérieur de la sphère,
et l'on observera la quantité de glace fondue par le refroidissement du
mélange jusqu'à zéro. Soit a cette quantité; pour connaître le nombre
de degrés dont la température des substances ..est abaissée par leur
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mélange au-dessous de leur température primitive m, on élèvera la
température de ce mélange à un nombre quelconque m! de degrés, et
l'on observera la quantité de glace fondue par son refroidissement
jusqu'à zéro ; soit a' cette quantité. Cela posé, puisqu'à une quantité a'
de glace fondue répond une température m' du mélange, il est clair
qu'à la quantité a de glace fondue doit répondre une température
égale à cette température est donc celle qui résulte du mélange
des substances élevées à la température m; en la retranchant consé-

, , a' m — ani' . . , , , ,

quemment de m, on aura — pour le nombre des degres de
froid produits par le mélange.

On sait que les corps, en passant de l'état solide à l'état fluide,
absorbent de la chaleur, et que, en repassant de l'état fluide à l'état
solide, ils la restituent à l'atmosphère et aux corps environnants :

pour la déterminer, représentons par m le degré du thermomètre
auquel un corps commence à se fondre ; en l'échauffant au degré
m — n et en le plaçant ensuite dans l'intérieur de la sphère, il fera
fondre, en se refroidissant jusqu'à zéro, une quantité de glace que
nous désignerons par a; en l'échauffant jusqu'au degré m -+- ri, il fera
fondre, en se refroidissant, une quantité de glace que nous désigne¬
rons par a'; enfin, en l'échauffant au degré m -t- n", il fera fondre, par
son refroidissement, une quantité do glace que nous désignerons
para". Cela posé, on aura a"— a! pour la quantité de glace que peut
fondre le corps dans l'état fluide, en se refroidissant de n"—n' degrés;
d'où il suit que, en se refroidissant de n' degrés, il fera fondre une

aj)
quantité de glace égale à - , -• On trouvera pareillement que le
corps, en se refroidissant de m degrés dans l'état solide, fera fondre la
quantité de glace n', en nommant donc x la quantité de glace que
peut fondre la chaleur dégagée par le corps dans son passage de l'état
fluide à l'état solide, on aura, pour la quantité totale de glace que
doit fondre le corps échauffé à m. -+- n' degrés,

n'(a"—a') ma-7^+^ + - -,
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le premier terme de cette quantité étant dû à la chaleur dégagée par
le corps avant qu'il passe à l'état solide; le second terme étant l'effet
de la chaleur qui se développe au moment de ce passage, et le troi¬
sième terme étant dû à la chaleur perdue par le corps dans son état
solide, en se refroidissant jusqu'à zéro. Si l'on égale la quantité pré¬
cédente à la quantité observée a' de glace fondue, on aura

n'ta"—a') ma .

y x-.i — a',n"— n m — n

d'où l'on tire
n" a.'— n' a" ma

CL y. yn' — n' m — n

pour l'exactitude du résultat, il est avantageux de faire n et n' peu
considérables.

Non seulement la valeur de x sera donnée par cette expérience; on
aura de plus les chaleurs spécifiques du corps dans ses deux états de
solidité et de fluidité, puisque l'on connaît, les quantités de glace qu'il
peut fondre dans ces deux états, en se refroidissant d'un nombre
donné de degrés.

La détermination de la chaleur que développent la combustion et la
respiration n'offre pas plus de difficulté : on brûlera les corps combus¬
tibles dans l'intérieur de la sphère; on y laissera respirer les animaux;
mais, comme le renouvellement de l'air est indispensable dans ces
deux opérations, il sera nécessaire d'établir une communication entre
l'intérieur de la sphère et l'atmosphère qui l'environne, et, pour que
l'introduction d'un nouvel air ne cause aucune erreur sensible dans

les résultats, il faudra faire ces expériences à une température très
peu différente de zéro, ou du moins réduire à cette température l'air
que l'on introduit.

La recherche de la chaleur spécifique des différents gaz est plus dif¬
ficile à cause de leur peu de densité, car, si l'on se contentait de les
renfermer dans des vases comme les autres fluides, la quantité de
glace fondue serait si peu considérable, que le résultat de l'expérience
en deviendrait fort incertain; mais, si dans l'intérieur de la sphère
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on place un tuyau recourbé en forme de serpentin, que l'on établisse
dans ce tuyau un courant d'air d'une nature quelconque, et que, au

moyen de deux thermomètres placés dans ce courant, l'un à son en¬
trée et l'autre à sa sortie de l'intérieur de la sphère, on détermine le
nombre de degrés dont l'air se refroidit dans son passage, on pourra
refroidir ainsi une masse d'air considérable et déterminer avec préci¬
sion sa chaleur spécifique. Le même procédé peut être employé pour
avoir la quantité de chaleur qui se dégage dans la condensation des
vapeurs des différents fluides.

On voit, par le détail dans lequel nous venons d'entrer, que la mé¬
thode précédente s'étend à tous les phénomènes dans lesquels il v a

développement ou absorption de chaleur. On pourra toujours, dans ces

différents cas, déterminer les quantités de chaleur qui se dégagent ou

qui s'absorbent, et les rapporter à une unité commune, par exemple
à la chaleur nécessaire pour élever une livre d'eau de zéro à 8o° ;
ainsi l'on pourra connaître et comparer entre elles les quantités de
chaleur que produisent les combinaisons de l'huile de vitriol avec
l'eau, de ccllc-ci avec la chaux vive, de la chaux vive avec l'acide ni-

treux, etc.; celles qui se dissipent dans les combustions du phosphore,
du soufre, du charbon, du pyrophore, etc.; dans la détonation du nitre,
dans la respiration des animaux, etc., ce qui était impossible par les
moyens jusqu'ici connus.

Nous n'avons considéré une sphère de glace que pour mieux faire
entendre la méthode dont nous avons fait usage. 11 serait très difficile
de se procurer de semblables sphères, mais nous y avons suppléé au

moyen de la machine suivante.
La fig■ i de la Pl. I représente cette machine vue en perspective; la

fig. 3 représente sa coupe horizontale; la coupe verticale, représentée
dans la Pl. II, fig. i, découvre son intérieur. Sa capacité est divisée en
trois parties; pour nous mieux faire entendre, nous les distinguerons
par les noms de capacité intérieure, capacité moyenne et capacité exté¬
rieure. La capacité intérieure ffff (fig. i et 3, Pl. Il) est formée d'un
grillage de fil de fer soutenu par quelques montants du même métal ;
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c'est dans cette capacité que l'on place les corps soumis à l'expérience.
Sa partie supérieure LM.se ferme au moyen d'un couvercle HG, repré¬
senté séparément (Pl. II, fig. 2); il est entièrement ouvert par dessus,
et le dessous est formé d'un grillage de fil de fer.

La capacité moyenne bbbb (fig. 1, Pl. II) est destinée à contenir la
glace qui doit environner la capacité intérieure et que doit fondre la
chaleur du corps mis en expérience ; cette glace est supportée et
retenue par une grille mm, sous laquelle est un tamis nn\ l'un et
l'autre sont représentés séparément (Pl. H, fig- 4 et 5). A mesure que
la glace est fondue par la chaleur du corps placé dans la capacité in¬
térieure, l'eau coule à travers la grille et le tamis; elle tombe ensuite
le long du cône ccd (Pl. II, fig. 1) et du tuyau xy, et se rassemble dans
le vase P placé au-dessous de la machine; k est un robinet au moyen

duquel on peut arrêter à volonté l'écoulement de l'eau intérieure.
Enfin la capacité extérieure aaaaa est destinée à recevoir la glace qui
doit arrêter l'effet de la chaleur de l'air extérieur et des corps environ¬
nants; l'eau que produit la fonte de cette glace coule le long du
tuyau Sï, que l'on peut ouvrir ou fermer au moyen du robinet/-. Toute
la machine est recouverte par le couvercle FG (Pl. I, fig. 2), entière¬
ment ouvert dans sa partie supérieure et fermé dans sa partie infé¬
rieure; elle est composée de fer-blanc peint à l'huile pour le garantir
de la rouille.

Pour la mettre en expérience, on remplit de glace pilée la capacité
moyenne et le couvercle HJ de la capacité intérieure, la capacité exté¬
rieure et le couvercle FG de toute la machine. On laisse ensuite

égoutter la glace intérieure (nous nommons ainsi celle qui est renfer¬
mée dans la capacité moyenne et. dans le couvercle intérieur, et qu'il
faut avoir soin de bien piler et de presser fortement dans la machine);
lorsqu'elle est suffisamment égouttée, on ouvre la machine pour y

placer le corps que l'on veut mettre en expérience, et on la referme
sur-le-champ. On attend que le corps soit entièrement refroidi et que
la machine soit suffisamment, égouttée; ensuite on pèse l'eau rassem¬
blée dans le vase P. Son poids mesure exactement la chaleur dégagée
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par le corps, car il est visible que ce corps est dans la même position
qu'au centre de la sphère dont nous venons de parler, puisque toute
sa chaleur est arrêtée par la glace intérieure, et que cette glace est ga¬
rantie de l'impression de toute autre chaleur par la glace renfermée
dans le couvercle et dans la capacité extérieure.

Les expériences de ce genre durent quinze, dix-huit ou vingt heures;
quelquefois, pour les accélérer, nous plaçons de la glace bien égouttée
dans la capacité intérieure, et nous en couvrons les corps que nous
voulons refroidir.

La fig. 4 de la Pl. 1 représente un seau de tôle destiné à recevoir t
les corps sur lesquels on veut opérer; il est garni d'un couvercle ab,
percé dans son milieu et fermé avec un bouchon de liège c, traversé
par le tube d'un petit thermomètre.

La fig. 5 de la Pl. / représente un matras de verre, dont le bouchon
est traversé par le tube cd du petit thermomètre rs ; il faut se servir de
semblables matras toutes les fois que l'on opère sur les acides, et en

général sur les substances qui peuvent avoir quelque action sur ces
métaux.

T (.fig- 6, Pl. /) est un petit cylindre creux que l'on place au fond
de la capacité intérieure pour soutenir les matras.

Il est essentiel que, dans cette machine, il n'y ait aucune communi¬
cation entre la capacité moyenne et la capacité extérieure, ce que l'on
éprouvera facilement en remplissant d'eau la capacité extérieure. S'il
existait une communication entre ces capacités, la glace fondue par

l'atmosphère, dont la chaleur agit sur l'enveloppe de la capacité exté¬
rieure, pourrait passer dans la capacité moyenne, et alors l'eau qui
s'écoule de cette dernière capacité ne serait plus la mesure de la cha¬
leur perdue par le corps mis en expérience.

Lorsque la température de l'atmosphère est au-dessus de zéro, sa
chaleur ne peut parvenir que très difficilement jusque dans la capacité
moyenne, puisqu'elle est arrêtée par la glace du couvercle et de la
capacité extérieure; mais, si la température extérieure était au-dessous
de zéro, l'atmosphère pourrait refroidir la glace intérieure; il est donc
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essentiel d'opérer dans une atmosphère dont la température ne soit
pas au-dessous de zéro; ainsi, dans un temps de gelée, il faudra ren¬
fermer la machine dans un appartement dont on aura soin d'échauffer
l'intérieur; il est encore nécessaire que la glace dont on fait usage ne
soit pas au-dessous de zéro; si elle était dans ce cas, il faudrait la
piler, l'étendre par couches fort minces et la tenir ainsi pendant
quelque temps dans un lieu dont la température soit au-dessus de
zéro.

La glace intérieure retient toujours une petite quantité d'eau qui
adhère à sa surface, et l'on pourrait croire que cette eau doit entrer
dans le résultat de nos expériences; mais il faut observer que, au
commencement de chaque expérience, la glace est déjà imbibée de
toute la quantité d'eau qu'elle peut ainsi retenir, en sorte que, si une

petite partie de la glace fondue par le corps reste adhérente à la glace
intérieure, la même quantité, à très peu près, d'eau primitivement
adhérente à la surface de la glace, doit s'en détacher et couler dans le
vase P, car la surface de la glace intérieure change extrêmement peu
dans l'expérience.

Quelques précautions que nous ayons prises, il nous a été impos¬
sible d'empêcher l'air extérieur de pénétrer dans la capacité inté¬
rieure; lorsque la température est de 90 à io°, l'air renfermé dans
cette capacité est spécifiquement plus pesant que l'air extérieur; il
s'écoule par le tuyau xy, et il est remplacé par l'air extérieur qui
entre par la partie supérieure de la machine et qui dépose une partie
de sa chaleur sur la glace intérieure; il s'établit donc ainsi dans la
machine un courant d'air d'autant plus rapide, que la température
extérieure est plus considérable, ce qui fond continuellement la glace
intérieure; on peut arrêter en grande partie l'effet de ce courant en
fermant le robinet/c; mais il vaut beaucoup mieux n'opérer que lorsque
la température extérieure ne surpasse pas 3° ou 4°> car nous avons
observé qu'alors la fonte de la glace intérieure, occasionnée par l'at¬
mosphère, est insensible, en sorte que nous pouvons, à cette tempé¬
rature, répondre de l'exactitude de nos expériences sur les chaleurs
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spécifiques des corps à ~ près, et même à E pr{jS s{ (a température
extérieure n'est que de i° ou 20.

Nous avons fait construire deux machines pareilles à celle que nous
venons de décrire; l'une d'elles est destinée aux expériences dans
lesquelles il n'est pas nécessaire de renouveler l'air intérieur; l'autre
machine sert aux expériences dans lesquelles le renouvellement de
l'air est indispensable, telles que celles de la combustion et de la res¬

piration; cette seconde machine ne diffère de la première qu'en ce

que les deux couvercles sont percés de deux trous à travers lesquels
passent deux petits tuyaux qui servent de communication entre l'air
intérieur et l'air extérieur; on peut à leur moyen souffler de l'air
atmosphérique sur les corps combustibles; ces tuyaux sont repré¬
sentés dans la fig. 2 de la Pl. 1.

Nous allons présentement exposer le résultat des principales expé¬
riences que nous avons faites au moyen de ces machines (').

Article II.

Expériences sur la chaleur faites par la méthode précédente.

Nous rapporterons les chaleurs spécifiques de tous les corps à celle
de l'eau commune prise pour unité; par un milieu pris entre plusieurs
expériences qui s'accordent à peu près entre elles, nous avons trouvé

(') Depuis la lecturo de ce Mémoire, nous avons vu dans une dissertation fort intéres¬
sante de M. Vilke, sur la chaleur, qui est imprimée dans les Mémoires de Stockholm
pour l'année 1781, que ce savant physicien avait eu avant nous l'idée d'employer la fonte
de la neige par les corps pour mesurer leur chaleur; mais la difficulté de recueillir l'eau
produite par la fonte de la neige, le temps considérable que les corps emploient à perdre
ainsi leur chaleur, et qui, suivant nos expériences, peut être do douze heures et même
davantage, la chaleur que la neige reçoit durant cet intervalle do l'atmosphère et des
autres corps qui l'environnent; toutes ces raisons l'ont forcé d'abandonner ce moyen et de
recourir à la méthodo des mélanges, parce qu'il n'a pas essayé d'environner la neige que
les corps doivent fondre d'une couche extérieure de neige ou do glace, qui la garantisse
de la chaleur do l'atmosphère. C'est dans cetto enveloppe extérieure quo consiste le
principal avantago do nos machines, avantage qui nous a mis à portée do mesurer des
quantités de chaleur qui jusqu'à présent n'avaient pu l'être, telles que la chaleur qui se
dégage dans la combustion et dans la respiration; au reste, dans ces expériences, la glaco
est préférable à la neige.
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que la chaleur nécessaire pour fondre une livre de glace pouvait
élever de 6o° la température d'une livre d'eau; en sorte que, si l'on
mêle ensemble i livre de glace à zéro et i livre d'eau à 6o°, on aura
2 livres d'eau h zéro, pour le résultat du mélange; il suit de là que la
glace absorbe 6o° de chaleur en devenant fluide; ce que l'on peut
énoncer de cette manière, indépendamment des divisions arbitraires
des poids et du thermomètre : la chaleur nécessaire pour fondre la
glace est égale aux f de celle qui peut élever le même poids d'eau de la
température de la glacefondante à celle de l'eau bouillante. En partant
de ce résultat et des expériences que nous avons faites sur plu¬
sieurs substances solides et fluides, nous avons formé la Table sui¬
vante de leurs chaleurs spécifiques.

Chaleurs spécifiques.

Do l'eau commune ...... i

Do la tôlo ou du for battu o, 109985
Du vorro sans plomb ou du cristal 0,1929
Du mercure 0,29
De la chaux vive du commerce 0,21689
Du mélange d'eau et do chaux vive dans le rapport do 9 à 16 0,489116
Do l'huile do vitriol, dont la pesanteur spécifique est 1,87088 0,3345,97
Du mélange de cotte huile avec l'eau, dans le rapport de 4, à 3 o,Go3i62
Du mélange de la môme huile do vitriol avec l'eau, dans le rapport do 4 à 5.. o,6G3io2
Do l'acide nitroux non fumant, dont la pesanteur spécifique est 1,29895 0,661391
Du mélange de cet acide avec la chaux vivo, dans le rapport de 9^ à 1 0,61895
Du mélange d'uno partie do nitre avec 8 parties d'eau 0,8167

Nous nous proposons de continuer cette Table en y comprenant un

plus grand nombre de substances; il serait intéressant d'avoir dans
un même Tableau les pesanteurs spécifiques des corps, les variations
qu'occasionne la chaleur dans ces pesanteurs, ou, ce qui revient au
même, les dilatabilités respectives des corps et leurs chaleurs spéci¬
fiques; la comparaison de ces quantités ferait peut-être découvrir
entre elles des rapports remarquables; nous avons fait, dans cette
vue, un grand nombre d'expériences sur les dilatations, que nous
nous proposons de publier lorsqu'elles seront entièrement terminées.

Comme la Table précédente ne renferme que les résultats de nos

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



168 MÉMOIRE SUR LA CHALEUR.

, expériences, nous allons montrer par quelques exemples comment
nous les avons tirés des expériences elles-mêmes. Pour déterminer,
par exemple, la chaleur spécifique de la tôle, nous avons mis 5 livres
i5 onces 4 gros 33 grains de tôle roulée dans un vase de tôle, dont
le poids était de i livre 4 onces 4 gros 6o grains, et dont le couvercle
fait de la même matière pesait 7 onces 1 gros t5 grains; ainsi le
poids entier de la masse de tôle était de 7 livres n onces 2 gros
36 grains, ou de 7*,7070319; nous avons échauffé cette masse dans
un bain d'eau bouillante, dans lequel elle a pris environ 78° de
chaleur, nous l'avons ensuite transportée dans une de nos ma¬
chines; onze heures après, toute la masse était refroidie jusqu'à zéro,
et la machine bien égouttée a fourni 17 onces 5 gros 4 grains ou

1^,10979.5 de glace fondue; cette quantité de glace, divisée par le
produit de la masse de la tôle exprimée en parties de la livre et du
nombre de degrés dont sa température a été élevée au-dessus de zéro,
c'est-à-dire par le produit 7,7070819 x 78, donne la quantité de glace
qu'une livre de tôle peut fondre en se refroidissant de i°; en multi¬
pliant ensuite cette dernière quantité par 60, on a celle qu'une livre
de tôle échauffée à 6o° peut fondre en se refroidissant jusqu'à zéro;
on trouve ainsi c/,109985 pour cette quantité dans notre expérience;
mais une livre d'eau, en se refroidissant de 6o°, peut fondre une livre
de glace; la chaleur spécifique de la tôle est donc à celle de l'eau
comme 0,109985 est à 1, en sorte que, si l'on prend celle-ci pour
unité, la chaleur spécifique de la tôle sera 0,109985; une seconde
expérience nous a donné, à ^ près, le même résultat.

Pour déterminer la chaleur spécifique des fluides, de l'acide nitreux
par exemple, nous avons mis 4 livres de cet acide dans un matras de
verre sans plomb, qui pesait 8 onces 4 gros, et nous avons échauffé
la masse entière dans un bain d'eau bouillante; un petit thermomètre
placé dans l'intérieur du matras indiquait 8o°. En plaçant ensuite ce
matras dans une de nos machines, nous avons observé qu'au bout de
vingt heures le tout était refroidi jusqu'à zéro. La machine bien
égouttée a fourni 3 livres 10 onces 5 gros ou 3*,6640625 de glace
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fondue; il faut en ôterffa glace que la chaleur du vase a dû fondre;
or la chaleur spécifique du verre étant 0,1929, une livre de verre,
en se refroidissant de 6o°, doit fondre 0^,1929 de glace; d'où il est
facile do conclure que le matras de verre dont nous avons fait usage
a dû fondre, en se refroidissant de 8o°, o*,i36642o de glace; ainsi la
quantité fondue par l'acide a été de 3*, 5274205. En divisant cette
quantité par le produit de la masse de l'acide et du nombre de degrés
dont sa température a été élevée au-dessus de zéro, et multipliant le
quotient par 60, on trouve qu'une livre d'acide nitreux, en se refroi¬
dissant de6o°, peut fondre o#,661391 de glace; d'où il suit que la cha¬
leur spécifique de cet acide est 0,661391. C'est ainsi que nous avons
formé la Table précédente : elle suppose que la glace, en se résolvant
en eau, absorbe 6o°de chaleur; voici les expériences d'après lesquelles
nous nous sommes arrêté à ce résultat.

Dans un vase de tôle, qui, avec son couvercle fait de la même ma¬
tière, pesait 1^,7347, nous avons mis 2^,74349 d'eau, et, après avoir
échauffé le tout à 79°^, nous l'avons placé dans une de nos machines;
seize heures après, toute la masse étant refroidie jusqu'à zéro, la
machine bien égouttée a fourni 3^,966797 de glace fondue; le vase
en a dû fondre eff", 252219 ; la quantité de glace fondue par l'eau a
donc été de 3"^", 714^78 ; maintenant, si 3*",714578 répondent à 79°^,
2*,74349 répondront à 58°, 716; c'est le nombre des degrés que doit
avoir l'eau, d'après cette expérience, pour fondre un poids égal de
glace.

Nous avons ensuite déterminé ce nombre d'une autre manière : en

versant, dans une de nos machines, 4 livres 8 onces d'eau à 70°, nous
en avons tiré 9 livres 12 onces d'eau au degré de la congélation ; dans
cette expérience, 4 livres 8 onces d'eau à 70° ont fondu 5 livres
4 onces de glace; d'où il suit que, pour en fondre 4 livres 8 onces,
l'eau devrait être à 6o° ; une pareille expérience nous a donné 60,856
pour ce même nombre; c'est en prenant un milieu entre ces résultats
et quelques autres semblables que nous avons fixé à 60 le nombre des,
degrés de chaleur que la glace absorbe en se résolvant en eau : d'où i,|
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suit que réciproquement le changement de l'eau en glace développe
6o° de chaleur.

Les expériences sur la chaleur dégagée dans les combinaisons nous
ont donné les résultats suivants :

Quantité do glace fondue par une livre du mélange.
Do l'huilo de vitriol, dont la pesanteur spécifique est ltyre3 onccs gros groins

1,87058 avec l'eau, dans lo rapport do 4 à 3 o 14 2 62
Do la mémo huile avec l'eau, dans le rapport de 4 à 5. o 12 0 411
Do l'eau avec la chaux vivo du commerce, dans lo rap¬

port de 9 à 16 1 8 3 60
De l'acide nitreux non fumant, dont la pcsanlour spé¬

cifique est 1,29895 avec la chaux vive, dans le rap¬
port do 9 y à 1 1 o 2 o

Ces quantités de glace fondue sont le produit de la seule combinai¬
son des substances. Nous les avons mêlées ensemble à la température
de o° dans des vases réduits à la même température, et la chaleur pro¬
duite par leur mélange, en se refroidissant jusqu'à zéro dans nos ma¬
chines, a fondu les quantités précédentes de glace. Nous avons réduit
tous nos résultats à ce que donne une livre du mélange de ces sub¬
stances, afin qu'ils soient plus facilement comparables; mais, pour
donner plus de précision à nos expériences, nous avons employé des
masses plus considérables; nous avons combiné, par exemple, 2 livres
d'huile de vitriol à zéro avec 1 livre ~ d'eau à zéro, et la chaleur résul¬
tant de cette combinaison a fondu 3 livres 2 onces 2 gros do glace;
d'où nous avons conclu qu'une livre de ce mélange doit fondre
i4 onces 2 gros 62 grains de glace.

Enfin nous avons obtenu les résultats suivants sur la combustion

des corps et sur la chaleur animale :

Quantité de glace fondue.
Par la détonation d'une onco de nitro avoe un tiers liTros oncos Bros grains

d'once do charbon o 12 o o

Par la détonation d'une onco do nitro avec une onco

do fleur de soufre 2 o o o

Par la combustion d'une onco de phosphoro G 4 o 48
Par la combustion d'uno onco d'éther vitriolique 4 10 2 36
Par la combustion d'une onco do charbon 6200
Par la chaleur d'un cochon d'Inde en dix heures o i3 1 r3-J-
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Ces quantités sont le résultat des expériences suivantes.
Nous avons fait détoner dans une de nos machines i once 4 gi'os

de nitre avec 4 gros de charbon, et nous avons obtenu i livre 2 onces
de glace fondue : ce qui donne, pour 1 once de nitre, 12 onces de
glace fondue.

La détonation d'une once de nitre avec une once de fleurs de soufre

nous a donné 2 livres de glace fondue.
Nous avons pris quatre petits vases de terre, et dans chacun d'eux

nous avons mis 1 gros de phosphore; en plaçant ensuite ces vases
dans une de nos machines, nous avons successivement enflammé avec

un fer rouge le phosphore qu'ils renfermaient, en laissant un inter¬
valle de vingt-cinq à trente minutes entre chaque inflammation; le
thermomètre extérieur était entre o° et i°, en sorte que la chaleur de
l'air atmosphérique qui a pénétré dans la machine, pour remplacer
celui qui a été absorbé par le phosphore dans la combustion, n'a pu
causer aucune erreur sensible dans cette expérience : tout le phos¬
phore n'a pas brûlé, il en est resté 24 grains environ; la machine
bien égouttée a fourni 2 livres i3 onces 7 gros de glace fondue, et
cette quantité, qui est due à la combustion de 3 gros 48 grains de
phosphore, donne 6 livres 4 onces 48 grains pour la quantité de glace
que peut fondre une once de phosphore en brûlant.

Le thermomètre extérieur étant à 20, nous avons mis dans une de
nos machines un flacon rempli d'éther, que nous avons ensuite allumé;
pour entretenir la combustion, nous introduisions de l'air frais dans
la machine au moyen d'un soufflet; nous avons brûlé de cette manière
5 gros 60 grains d'éther; la machine égouttée a fourni 3 livres
6 onces 1 gros 36 grains de glace fondue, ce qui donne 4 livres
10 onces 2 gros 36 grains pour la quantité de glace que peut fondre-
line once d'éther.

Nous avons pris un petit vase de terre que nous avons fait sécher;
après l'avoir placé sur une balance et l'avoir taré fort exactement,
nous y avons mis des charbons ardents, en soufflant dessus pour les
entretenir rouges; nous avons saisi l'instant où leur poids était d'une
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*once, et nous les avons renfermés sur-le-champ clans une de nos ma¬

chines; leur combustion dans l'intérieur de cette machine a été entre¬
tenue au moyen d'un soufflet; ils ont été consumés en 3a minutes.
Au commencement de l'expérience, le thermomètre extérieur était
à i°~; il est monté jusqu'à 2°| pendant l'expérience. La machine bien
égouttée a fourni 6 livres 2 onces de glace fondue : c'est le produit de
la combustion d'une once de charbon.

Le thermomètre extérieur étant à i0^, nous avons mis dans une de
nos machines un cochon d'Inde, dont la chaleur intérieure était d'en¬
viron 32°, et par conséquent peu différente de celle du corps humain;
pour qu'il ne souffrît pas durant l'expérience, nous l'avions placé dans
un petit panier garni de coton, et dont la température était à zéro.
L'animal est resté cinq heures trente-six minutes dans la machine ;

pendant cet intervalle, nous lui avons donné quatre ou cinq fois de
nouvel air au moyen d'un soufflet; en le retirant, nous avons laissé le
panier dans la machine, et nous avons attendu qu'il fût refroidi; la
machine bien égouttée a fourni 7 onces environ de glace fondue.

Dans une seconde expérience, le thermomètre extérieur étant
encore à x°|, le môme cochon d'Inde est resté pendant dix heures
trente-six minutes dans la machine, et l'air n'a été renouvelé que trois
fois; la machine a fourni 14 onces 5 gros de glace fondue; l'animal
n'a point paru souffrir dans ces expériences.

Suivant la première, la quantité do glace que peut fondre l'animal
pendant dix heures est de 12 onces 4 gros; cette quantité, par la
seconde expérience, est, dans le même intervalle, de i3 onces 6 gros

27 grains; le milieu entre ces deux résultats est i3 onces 1 gros
;3 grains et demi.

Article III.

Examen des expériences précédentes, et réflexions sur la théorie
de la chaleur.

Pour former une théorie complète de la chaleur, il faudrait avoir un
thermomètre divisé proportionnellement aux quantités de chaleur
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renfermées dans le fluide qui le compose, et qui pût mesurer tous les
degrés possibles de température.

Il faudrait ensuite connaître la loi qui existe entre la chaleur des
différentes substances et les degrés correspondants de ce thermomètre,
de sorte que, en prenant les nombres de ces degrés pour les abscisses
d'une courbe, et les chaleurs correspondantes d'un corps pour ses

ordonnées, on pût tracer la courbe qui passe par leurs extrémités. Si
le corps est le fluide même qui forme le thermomètre, cette courbe
sera une ligne droite, puisque le thermomètre est supposé indiquer
par ses divisions la chaleur de ce fluide; mais il est possible que les
degrés de chaleur ne croissent pas proportionnellement dans les dif¬
férents corps et qu'ainsi la courbe précédente ne soit pas la même
pour chacun d'eux.

11 serait, de plus, nécessaire de connaître les quantités absolues de
chaleur renfermées dans les corps à une température donnée.

Enfin il faudrait avoir les quantités de chaleur libre qui se forment
ou qui se perdent dans les combinaisons et dans les décompositions.

Au moyen de ces données, on serait en état de résoudre tous les

problèmes relatifs à la chaleur dans les changements divers que les
corps éprouvent par leur action les uns sur les autres; mais ces don¬
nées ne peuvent être que le résultat d'un nombre presque infini d'ex¬
périences très délicates et faites à des degrés fort différents de tempé¬
rature. Nous sommes bien loin encore de les connaître; ainsi nous

nous bornerons à l'examen de quelques problèmes intéressants sur la
chaleur.

Les expériences rapportées dans l'article précédent ne donnent pas
les rapports des quantités absolues de chaleur des corps : elles ne font
connaître que les rapports des quantités de chaleur nécessaires pour
élever d'un même nombre de degrés leur température, en sorte que
la chaleur spécifique que nous avons déterminée précédemment n'est,
à proprement parler, que le rapport des différentielles des quantités
absolues de chaleur; pour qu'elle exprimât le rapport do ces quan¬
tités elles-mêmes, il faudrait les supposer proportionnelles à leurs
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différences; or cette hypothèse est au moins très précaire et ne doit
être admise qu'après un grand nombre d'expériences. Un moyen facile
de s'en assurer est d'observer si les quantités de glace fondue par les
corps, en se refroidissant de 3oo° ou 400°> sont dans 1° même rapport
que lorsque leur refroidissement n'est que de 6o° ou 8o°; c'est un

objet que nous nous proposons d'examiner dans un autre Mémoire.
Tous les corps sur la Terre, et cette planète elle-même, sont péné¬

trés d'une grande quantité de chaleur dont il nous est impossible de
les priver entièrement, à quelque degré que nous abaissions leur
température. Le zéro du thermomètre indique conséquemment une
chaleur considérable, et il est intéressant de connaître en degrés du
thermomètre cette chaleur commune au système entier des corps ter¬
restres. Ce problème se réduit à déterminer le rapport do la quantité
absolue de chaleur renfermée dans un corps dont la température est
zéro à l'accroissement de chaleur qui élève d'un degré sa tempéra¬
ture. Le simple mélange dos substances ne peut nous faire découvrir
ce rapport, parce que, les corps ne s'échauffant mutuellement qu'en
vertu de leur excès de température, celle qui leur est commune doit
rester inconnue, de même que le mouvement général qui nous trans¬
porte dans l'espace est insensible dans les mouvements que les corps

se communiquent à la surface de la Terre. La chaleur qui se dégage
dans les combinaisons n'étant pas l'effet d'une inégalité de tempéra¬
ture dans les substances que l'on combine, elle pourrait peut-être
nous conduire au rapport que nous cherchons; voyons donc quel
parti on peut tirer de ces phénomènes.

Soit x le rapport de la chaleur contenue dans l'eau à zéro à celle
qui peut élever d'un degré sa température; x exprimera le nombre
des degrés du thermomètre qui représente la chaleur de l'eau à zéro,
et puisque 6o° de chaleur d'une livre d'eau peuvent fondre une livre
de glace, la chaleur entière contenue dans une livre d'eau à zéro en

X*
pourra fondre cela posé :

Considérons deux substances quelconques réduites à zéro de tem-
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pérature; soient m et n leurs poids exprimés en parties de la livre
prise pour unité; a et b les rapports des quantités de chaleur renfer¬
mées dans une livre de chacune de ces substances à zéro à celle que
contient une livre d'eau à la même température; supposons ensuite
que, en les combinant ensemble à zéro, leur mélange s'échauffe et
fonde, en se refroidissant jusqu'à zéro, le nombre g do livres de glace;
supposons encore que la chaleur libre qui se produit dans l'opération
même de la combinaison puisse fondre le nombre y de livres de glace,
y devant être supposé négatif s'il y a perte de chaleur libre; enfin,
nommons c le rapport de la chaleur contenue dans une livre du mé¬
lange à zéro à celle que renferme une livre d'eau à la même tempé¬
rature.

La quantité de glace que peut fondre toute la chaleur contenue
dans une livre de la première substance est visiblement égale à

ainsi, pour le nombre m de livres, cette quantité sera pareille¬
ment sera la quantité de glace que peut fondre la chaleur con¬

tenue dans le nombre n de livres de la seconde substance; en ajoutant
la somme de ces doux quantités à y, on aura ^ma ~g -1-y pour
l'expression do la quantité entière de glace que peut fondre la chaleur
libre existante après la combinaison. Mais la quantité de glace fondue
par le; refroidissement du mélange est g, et celle que peut fondre la
chaleur qui reste encore dans le mélange est ai n si
( 1YI -j- 71 ") C CC

\- g est une seconde expression de la quantité de glace
que peut fondre toute la chaleur libre existante après la combinaison.
En égalant cette expression à la précédente, on aura

(ma + nb)x (m + n)cx
-—6o ^ y ~ J +g,

d'où l'on tire

x= 60 (g-y)
m(à — c) n(b — c)

Voilà donc une expression fort simple du nombre des degrés aux-
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quels répond la chaleur de l'eau à zéro; mais elle suppose que l'on
connaît a, b, c, y, et nous avons vu l'incertitude qui règne à cet
égard.

Dans quelques essais que l'on a déjà faits pour établir une théorie
de la chaleur, on a supposé que la quantité de chaleur libre est tou¬
jours la même avant et après les combinaisons; on a de plus supposé
que les chaleurs spécifiques des corps expriment les rapports de leurs
quantités absolues de chaleur ou, ce qui revient au même, que leurs
accroissements de chaleur correspondants à des accroissements égaux
de température sont proportionnels à leurs quantités absolues de cha¬
leur; dans ces deux hypothèses, les plus simples que l'on puisse faire,
y = o, et l'on peut prendre pour a, b, c les chaleurs spécifiques que
nous avons déterminées dans l'article précédent; on aura ainsi

x_ 60^~~

m(a — c) + n(b — c)

Il né s'agit plus maintenant que d'appliquer cette formule aux
résultats de diverses combinaisons; car, si l'on trouve constamment
la même valeur de x, quelle que soit la nature des substances que
l'on combine, ce sera une preuve de la vérité de ces hypothèses.
C'est dans la vue de vérifier un point aussi intéressant de la théorie
de la chaleur que nous avons fait plusieurs expériences rapportées
ci-dessus.

Considérons d'abord la combinaison de l'eau et de la chaux vive;
en les mêlant ensemble à la température de o°, dans le rapport de
9 à 16, nous avons observé qu'une livre de ce mélange en se refroi¬
dissant jusqu'à zéro fondait 1 livre 8 onces 3 gros 62 grains ou

1,52995 livre de glace; ainsi, dans ce cas, g = 1,52995. On a ensuite

la chaleur spécifique a de l'eau est égale à 1 ; la chaleur spécifique b de la
chaux vive, 0,21689; chaleur spécifique c du mélange, 0,439116.
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Ces valeurs, substituées dans la formule précédente, donnent

x =1537,8;

ainsi, dans cette expérience, la chaleur de l'eau à zéro répond à
i537°| du thermomètre, c'est-à-dire qu'elle est quinze cent trente-
huit fois environ plus grande que celle qui élève d'un degré sa tem¬
pérature.

Le mélange d'huile de vitriol et d'eau, dans le rapport de 4 à 3, cal¬
culé de la même manière, donne

x =; 324i,9.

Le mélange d'huile de vitriol et d'eau, dans le rapport de 4 à 5,
donne

X — I 169,1.

On trouve enfin, par le mélange d'acide nitreux et de chaux vive, dans
le rapport de 9j à 1,

x=z i889
— 0,01783

Ce dénominateur négatif donne à x une valeur physiquement impos¬
sible; il prouverait conséquemment la fausseté des hypothèses dont
nous sommes partis si les chaleurs spécifiques que nous avons em¬
ployées étaient rigoureusement exactes.

On peut joindre à ces valeurs de x celle que M. Kirven a tirée de la
comparaison des chaleurs spécifiques de L'eau et de la glace. Suivant
cet excellent physicien, la chaleur spécifique de l'eau étant 1, celle de
la glace est 0,9; or, si l'on conçoit qu'une livre d'eau à zéro se gèle
tout à coup, elle développera, par ce qui précède, une quantité de
chaleur capable de fondre une livre de glace. On pourra donc appli¬
quer à ce cas la formule précédente, en y faisant g — 1; la masse m de
l'eau est égale à 1, sa chaleur spécifique a — 1, et la chaleur spécifique c
du résultat qui, dans ce cas, est une livre de glace, égale à 0,9. Enfin,
comme dans cette opération il n'entre point d'autre substance que

OF.iwres de L. — X. 23
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l'eau, qui est supposée se convertir en glace, on doit faire n — o; la
formule précédente donne ainsi

x — 600.

Le peu d'accord qui existe entre ces cinq valeurs de x paraît entiè¬
rement détruire la théorie fondée sur les deux hypothèses précé¬
dentes; mais 011 doit observer qu'une altération peu considérable et
tout au plus de ~ dans les valeurs des chaleurs spécifiques dont nous
avons fait usage suffit pour faire coïncider tous nos résultats. Or nous
ne pouvons pas répondre qu'une erreur aussi petite no s'est pas glissée
dans nos expériences; elles ne sont donc ni favorables, ni contraires h
celte théorie, et tout ce que l'on en peut conclure, c'est que, si la théorie
dont il s'agit est véritable, on doit porter au moins à Goo° la chaleur
absolue des Corps dont la température est au zéro du thermomètre,
car, pour réduire les valeurs de x à des nombres au-dessous de 600,
il faudrait, supposer, dans nos expériences, des erreurs plus grandes
que celles dont elles sont susceptibles.

La précision avec laquelle il est nécessaire de connaître les chaleurs
spécifiques des corps rend très difficile la vérification de la théorie pré¬
cédente, du moins par les combinaisons que nous avons employées,
ce qui vient de ce que la chaleur absolue des corps étant fort considé¬
rable relativement à celle qu'ils développent dans ces combinaisons,
une petite erreur sur les chaleurs spécifiques en produit de très
grandes sur la quantité absolue de chaleur. On peut obvier à cet
inconvénient en faisant usage des combinaisons dans lesquelles la
chaleur dégagée est une partie considérable de la chaleur absolue :
telles sont les combinaisons de l'air pur, soit avec le phosphore dans
la formation de l'acide phosphorique, soit avec le soufre dans la for¬
mation de l'acide vitriolique. On pourrait encore faire usage des com¬
binaisons dans lesquelles il y a un refroidissement produit; si l'on
s'en rapporte à quelques expériences déjà faites sur ces combinai¬
sons, on ne peut se dispenser de reconnaître, ou que la quantité de
chaleur libre n'est pas la même avant et après les combinaisons, ou

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE SUR LA CHALEUR. 179

que les chaleurs spécifiques n'indiquent pas les rapports des quan¬
tités absolues de chaleur.

Pour le faire voir, reprenons la formule

x = 60 s .

m(a — c)-\-n(b — c)'

quoique nous ne l'ayons appliquée qu'aux combinaisons dans les¬
quelles il y a dégagement de chaleur, elle peut néanmoins servir pour
celles dans lesquelles il y a un refroidissement produit, en faisant dans
ce cas g négatif, et, puisque la valeur de x est nécessairement positive,
le dénominateur doit être du même signe que g, c'est-à-dire qu'il
doit être positif s'il y a un dégagement de chaleur, et négatif dans le

. , , • , ■ , ma 4- nb
cas contraire; ainsi, dans le premier cas, c est moindre que -m ~>
et, dans le second cas, il est plus grand.

Maintenant on sait que, dans les dissolutions du nitre et du sel
marin, il y a un refroidissement produit; ainsi, relativement à ces

dissolutions, la chaleur spécifique c du mélange doit être plus grande
que ma + nb■ or> en mêlant 1 livre de nitre avec 8 livres d'eau, 011 a771 —j— Il

m — 1, n — 8 et b = 1, d'où l'on tire

c > - -4- - ou c > 0,88889 4- -,
9 9 9

a étant la chaleur spécifique du nitre. L'expérience nous a donné
c — 0,8167, cc qu' diffère trop du résultat précédent pour que l'on
puisse rejeter cet écart sur les erreurs de notre expérience. Celles que
M. Kirven a faites sur les dissolutions du nitre et du sel marin s'éloi¬

gnent encore plus de la théorie dont il s'agit; il y a donc lieu de
penser qu'elle n'est pas généralement vraie, et que, dans plusieurs
cas, elle souffre des exceptions considérables. La connaissance des
chaleurs spécifiques des substances et de leurs combinaisons ne peut
conséquemment nous conduire à celle de la chaleur qu'elles doivent
développer en se combinant; l'expérience peut seule nous éclairer sur
cet objet : nous la prendrons pour guide dans la détermination des
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phénomènes de la chaleur que dégagent les combinaisons de l'air pur

avec les corps, phénomènes importants, dont dépendent la combus¬
tion et la chaleur animale.

La glace, en se résolvant en eau, absorbe, comme on l'a vu dans
l'article précédent, Go° de chaleur; cette propriété d'absorber de la
chaleur en devenant fluide n'est pas particulière à cette substance, et
l'on peut assurer généralement que, dans le passage de tous les corps
à l'état fluide, il y a absorption de chaleur; car, si dans ce passage un
corps développait de la chaleur, il faudrait la soustraire pour le rendre
fluide; il deviendrait donc solide par la chaleur et fluide par le froid,
ce qui répugne à ce que l'expérience nous apprend sur la fusion des
corps. Le cas dans lequel il n'y aurait dans le passage à l'état fluide
ni développement ni absorption de chaleur, quoique mathématique¬
ment possible, est infiniment peu probable; on doit le considérer
comme la limite des quantités de chaleur absorbées dans ces pas¬

sages. De là nous pouvons nous élever à un principe beaucoup plus
général, et qui s'étend à tous les phénomènes produits par la chaleur :
Dans les changements causés par la chaleur à l'état d'un système de
corps, il y a toujours absorption de chaleur; en sorte que l'état qui suc¬
cède immédiatement à un autre, par une addition sujfisantc de chaleur,
absorbe cette chaleur, sans que le degré de température du système aug¬
mente. Par exemple, dans le changement de l'eau en vapeurs, il y a
sans cesse de la chaleur absorbée, et le thermomètre, placé dans l'eau
bouillante ou dans les vapeurs qui s'en élèvent, reste constamment
au même degré; la même chose doit avoir lieu dans toutes les décom¬
positions qui sont uniquement l'effet de la chaleur, et, si quelques-
unes en développent, ce développement est dù à des causes particu¬
lières; ainsi, dans la détonation du nitre avec le charbon, le nitre, en

se décomposant, absorbe de la chaleur; mais, comme au même in¬
stant, la base de l'air fixe contenue dans le charbon s'empare de l'air
pur du nitre, cette combinaison produit une chaleur considérable.

Puisque la dilatation, la fusion et la vaporisation sont autant d'effets
de la chaleur, on peut présumer avec beaucoup de vraisemblance que,
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clans la production du premier de ces effets, comme dans celle des
deux autres, il y a une quantité de chaleur qui s'absorbe, et qui, par
conséquent, cesse d'être sensible au thermomètre; mais, le passage
d'un corps à ses divers états de dilatation se faisant par des nuances
insensibles, on ne peut connaître les quantités de chaleur ainsi absor¬
bées que par les accroissements de sa chaleur spécifique; il est donc
très probable que les chaleurs spécifiques des corps augmentent avec
leur température, mais suivant des lois différentes pour chacun d'eux,
et dépendantes de leur constitution particulière, ce qui est une nou¬
velle raison de rejeter le principe qui suppose les quantités absolues
de chaleur proportionnelles aux chaleurs spécifiques.

Le passage des corps d'un état à un autre par l'action de la chaleur
doit présenter des phénomènes très singuliers, qui tiennent aux lois
de l'équilibre de la chaleur, et sur lesquelles nous allons faire ici
quelques réflexions.

Dans un système de corps animés par des forces quelconques, il y a
souvent plusieurs états d'équilibre; ainsi un parallélépipède rectangle
soumis à l'action de la pesanteur sera en équilibre sur chacune de ses

faces. On peut l'y concevoir encore en le posant sur un de ses angles,
pourvu que la verticale qui passe par son centre de gravité rencontre
le sommet de cet angle; mais cet état d'équilibre diffère des précé¬
dents, en ce qu'il n'est point ferme, la plus légère secousse suffisant
pour le détruire. Il en est de même de l'équilibre du parallélépipède
sur une de ses faces, si elle est extrêmement petite relativement aux
autres ; cela posé :

Imaginons en contact deux corps de température différente, et fai¬
sons abstraction des autres corps qui peuvent augmenter ou enlever
leur chaleur; il est visible que la chaleur ne peut se mettre en équi¬
libre que d'une seule manière, savoir, en se répandant dans les deux
corps, de sorte que leur température soit la même; mais si, par une

augmentation ou par une diminution de chaleur, les corps peuvent
changer d'état, il existe alors plusieurs états d'équilibre de la cha¬
leur. Pour le faire voir, considérons une livre d'eau dont toutes les
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parties soient à une température de c degrés au-dessous de zéro; dans
cet état, la chaleur sera en équilibre et l'eau se maintiendra fluide, si
c est un nombre peu considérable; car alors les molécules d'eau ne
peuvent se disposer de manière a former de la glace, sans un dégage¬
ment de chaleur qui, par conséquent, opposera d'autant plus de résis¬
tance à la formation de la glace, qu'elle éprouvera plus de difficulté à
se répandre. Supposons maintenant que la nième partie de cette livre

60^
d'eau vienne à se geler, elle développera une chaleur égale à —; cette
chaleur se distribuera dans la glace et dans l'eau, de manière que, si
l'on nomme <7 le rapport de la chaleur spécifique de la glace à celle de
l'eau, il en résultera dans toute la masse un accroissement de tempé-

. . .

rature égal à -t + ^ _ - ; il y aura donc encore équilibre de chaleur,
comme précédemment, avec celte différence que la température de la
masse, qui auparavant était de c degrés au-dessous de zéro, ne sera

plus que de c — ^ __- au-dessous du même point.
n étant indéterminé, on peut le faire varier à volonté, ce qui donne

une infinité d'états possibles d'équilibre de la chaleur. Cette quantité
a cependant une limite, déterminée par cette condition que la tempé¬
rature de la masse ne peut jamais surpasser le zéro du thermomètre;
puisqu'à ce degré la glace commence à se fondre. Il faut conséquent-
ment que c — n ? soit positif ou zéro; en le supposant nul, on
aura, pour la limite de la fraction

I c

n 60 H- c — cq '

et cette valeur exprime la plus grande quantité d'eau qui peut être
convertie en glace à une température primitive de c degrés au-dessous
de zéro. Si l'on veut que la masse entière de l'eau puisse se changer
on glace, il faut supposer ^ = 1, ce qui donne

6o°

q
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et si l'on fait, avec M. Kirven, q = 0,9, on aura

183

C rr 66° f.

Tel est donc le plus petit degré de froid qu'une masse d'eau doit
avoir pour pouvoir se glacer en entier, dans la supposition où toute
la chaleur développée par la formation de la glace ne se répand que
sur cette masse; mais ce degré est beaucoup moindre dans la nature,
où les corps environnants dérobent une grande partie de cette cha¬
leur.

Les molécules de l'eau ont entre elles, dans l'état de glace, une

position différente que dans l'état de fluidité; or, si Ton imaginé une

masse d'eau à une température au-dessous de zéro et que, par une
agitation quelconque, on dérange la position de ses molécules, on
conçoit que, dans cette variété infinie de mouvements, quelques-unes
d'entre elles doivent tendre à se rencontrer dans la position nécessaire
pour former de la glace, et, puisque cette position est une de celles où
la chaleur est en équilibre, elles pourront la prendre si la chaleur qui
les en écarte se répand assez promptement sur les molécules voisines;
en sorte que l'état de fluidité de l'eau sera d'autant moins ferme, que
sa température sera plus abaissée au-dessous de zéro.

Maintenant, si Ton compare la théorie précédente avec l'expérience,
on trouvera qu'elle y est parfaitement conforme, car on sait que Ton
peut conserver l'eau fluide à une température de plusieurs degrés au-
dessous de zéro et que, dans cet état, une légère commotion suffit
souvent pour la convertir en glace. Il y a lieu de présumer que plu¬
sieurs autres passages des corps d'un état à un autre par la diminution
de la chaleur offriront des phénomènes semblables.

L'affinité des molécules de l'eau tend à les réunir et à dégager la
chaleur qui les écarte; or il est très probable que leur disposition
dans l'état de glace est celle dans laquelle cette force d'affinité s'exerce
avec le plus d'avantage; d'où il suit qu'un des moyens les plus propres
à congeler une masse d'eau dont la température est au-dessous de zéro
est de la mettre en contact avec de la glace. Le même résultat doit
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s'étendre à toutes les cristallisations et se trouve confirmé par l'expé¬
rience.

L'équilibre entre la chaleur qui tend à écarter les molécules des
corps, et leurs affinités réciproques qui tendent à les réunir, peut
fournir un moyen très précis de comparer entre elles ces affinités; si
l'on môle, par exemple, à une température quelconque au-dessous de
zéro, un acide avec de la glace, il la fondra jusqu'à ce qu'il soit assez
affaibli pour que sa force attractive sur les molécules de la glace soit
égale à la force qui fait adhérer ces molécules les unes aux autres, et
qui est d'autant plus grande que le froid est plus considérable. Ainsi
le degré de concentration auquel l'acide cessera de dissoudre la glace
sera d'autant plus fort, que la température du mélange sera plus
abaissée au-dessous de zéro, et l'on pourra rapporter aux degrés du
thermomètre les affinités de l'acide avec l'eau, suivant ses divers

degrés de concentration. Il suit de là réciproquement que, si l'on
expose un acide affaibli à un degré de froid supérieur à celui dans
lequel il cesse de dissoudre la glace, les molécules d'eau ayant alors
plus d'affinité entre elles qu'avec lui, elles doivent s'en séparer et
former de la glace jusqu'à ce qu'il ait acquis le degré de concentra¬
tion correspondant à cette température. En comparant ainsi les dif¬
férents acides, on aura, par une suite d'expériences faites à diverses
températures, leurs affinités respectives avec l'eau, et si l'on consi¬
dère de la môme manière toutes les autres dissolutions, on pourra
mesurer avec précision les forces d'affinités des corps les uns avec
les autres; mais cette théorie ne peut être développée en aussi peu
de mots, et nous en ferons l'objet d'un Mémoire particulier.

Si le mélange d'un acide avec une quantité donnée d'eau produit de
la chaleur, en mêlant cet acide avec la même quantité de glace, il pro¬
duira de la chaleur ou du froid, suivant que la chaleur qui résulte de
son mélange avec l'eau est plus ou moins considérable que celle qui
est nécessaire pour fondre la glace; on peut donc supposer à cet acide
un degré de concentration que nous nommerons K, tel que, en le mêlant
avec une partie infiniment petite de glace, il ne produise ni froid ni
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chaleur. Cela posé, le plus grand froid que puisse produire le mélange
de l'acide avec la glace est celui auquel l'acide concentré au degré K
cesse de dissoudre la glace; on peut déterminer ce maximum de froid,
sans le produire, en observant, à des degrés de froid moindres, la loi
qui existe entre les degrés du thermomètre et les degrés correspon¬
dants de concentration auxquels l'acide cesse de dissoudre la glace.

Article IV.

De la combustion et de la respiration.

Jusqu'à ces derniers temps, on n'avait eu que des idées vagues et
très imparfaites sur les phénomènes de la chaleur qui se dégage dans
la combustion et dans la respiration. L'expérience avait fait connaître
que les corps ne peuvent brûler et les animaux respirer sans le con¬
cours de l'air atmosphérique; mais on ignorait la manière dont il
influe dans ces deux grandes opérations de la nature et les chan¬
gements qu'elles lui font subir. L'opinion la plus généralement
répandue n'attribuait à ce fluide d'autres usages que ceux de rafraî¬
chir le sang lorsqu'il traverse les poumons et de retenir par sa pres¬
sion la matière du feu à la surface des corps combustibles. Les décou¬
vertes importantes que l'on a faites depuis peu d'années sur la nature
des fluides aériformes ont beaucoup étendu nos connaissances sur
cette matière; il en résulte qu'une seule espèce d'air, connu sous les
noms (Yair déphlogistiqué, d'air pur ou (Yair vital, est propre à la com¬
bustion, à la respiration et à la calcination des métaux; que l'air de
l'atmosphère n'en renferme que f environ et que cette portion d'air
est alors ou absorbée, ou altérée, ou convertie en air fixe par l'addi¬
tion d'un principe que nous nommerons base de l'airfixe, pour éviter
toute discussion sur sa nature : ainsi l'air n'agit point dans ces opé¬
rations comme une simple cause mécanique, mais comme principe de
nouvelles combinaisons. M. Lavoisier, ayant observé ces phénomènes,
soupçonna que la chaleur et la lumière qui s'en dégagent étaient dues,

Oliuvres de L. — X. • 24
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au moins en grande partie, aux changements que l'air pur éprouve.
Tout ce qui tient à la combustion et à la respiration s'explique d'une
manière si naturelle et si simple dans cette hypothèse, qu'il ne balança
point à la proposer, sinon comme une vérité démontrée, du moins
comme une conjecture très vraisemblable et digne à tous égards de
l'attention des physiciens : c'est ce qu'il fit dans un Mémoire Sur la
combustion, imprimé dans le Volume de l'Académie pour l'année 1777

(p. 592). M. Craford a présenté une explication à peu près semblable
dans un Ouvrage sur ce sujet, publié à Londres en 1779. Ces deux
physiciens s'accordent à regarder l'air pur comme la source princi¬
pale de la chaleur qui se développe dans la combustion et dans la res¬

piration ; il y a cependant une différence essentielle entre leurs opi¬
nions et qui consiste en ce que M. Lavoisier pense que la chaleur
dégagée dans ces deux phénomènes est combinée dans l'air pur, et
que ce fluide doit à la force expansive de la chaleur ainsi combinée
son état aériforme; au lieu que, suivant M. Craford, la matière de la
chaleur est libre dans l'air pur : elle ne s'en dégage que parce que l'air
pur, en se combinant, perd une grande partie de sa chaleur spéci¬
fique. M. Craford appuie cette assertion sur des expériences d'après
lesquelles il trouve la chaleur spécifique de l'air pur quatre-vingt-
sept fois plus grande que celle de l'eau commune; si ces expériences
étaient exactes, il serait aisé de voir que la chaleur libre existante
dans l'air pur est plus que suffisante pour produire tous les phéno¬
mènes de la chaleur et que, dans les combustions même où il se

dégage le plus de chaleur, telle que celle du phosphore, une partie
considérable de la chaleur libre existante dans l'air pur doit se com¬
biner; mais ces expériences sont si délicates qu'il faut les avoir répé¬
tées un grand nombre de fois avant que de les admettre. Ainsi nous
nous abstiendrons de prononcer sur leur exactitude, jusqu'à ce que
nous ayons déterminé par notre méthode les chaleurs spécifiques des
différents airs; nous nous bornerons ici à comparer les quantités de
chaleur qui se dégagent dans la combustion et dans la respiration
avec les altérations correspondantes de l'air pur, sans examiner si
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cette chaleur vient de l'air ou des corps combustibles et des animaux
qui respirent. Dans la vue de déterminer ces altérations, nous avons
fait les expériences suivantes :

M (Pl. H,fig• 7) représente une grande cuvette remplie de mercure
et au-dessus de laquelle nous avons placé une cloche B pleine d'air
déphlogistiqué; cet air n'était pas parfai tement pur : sur 19 parties, il
en contenait xG d'air pur et il renfermait ~ environ de son volume
d'air fixe. Nous avons introduit sous la cloche un petit vase de terre C

rempli de braise que nous avions auparavant dépouillée de tout son
air inflammable, par une forte chaleur, et qui était à peu près sem¬

blable à celle que nous avons employée dans l'expérience sur la cha¬
leur dégagée par la combustion du charbon; au-dessus de la braise,
nous avons placé un peu d'amadou sur lequel était une très petite
molécule de phosphore pesant tout au plus de grain ; le vase de
terre avec tout ce qu'il contenait avait été pesé fort exactement; nous
avons ensuite élevé le mercure dans la cloche jusqu'en E, par la suc¬
cion de l'air intérieur, afin que la dilatation de l'air occasionnée par
la combustion du charbon n'abaissât pas le mercure trop au-dessous
du niveau du mercure extérieur, ce qui aurait pu faire sortir l'air ren¬
fermé sous la cloche. Cela fait, au moyen d'un fer rouge que nous avons
fait passer rapidement à travers le mercure, nous avons enflammé le
phosphore qui a allumé l'amadou et par son moyen la braise. La com¬
bustion a duré pendant vingt ou vingt-cinq minutes, et, lorsque la
braise s'est éteinte et que tout l'air intérieur a été refroidi à la tem¬
pérature de l'atmosphère, nous avons marqué un second trait en E' où
le mercure s'est élevé par la diminution du volume de l'air intérieur.
Nous avons ensuite introduit de l'alcali caustique sous la cloche; tout
l'air fixe a été absorbé et, après un temps suffisant pour cet objet,
lorsque le mercure a cessé de monter dans la cloche, nous avons
marqué un trait en E" au niveau de la surface de l'alcali caustique;
nous avons eu soin d'observer dans les trois positions E, E', E" les
hauteurs du mercure dans la cloche au-dessus de son niveau dans la

cuvette : l'air de l'atmosphère introduit sous la cloche, au moyen d'un
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tube de verre, en a fait baisser le mercure jusqu'au niveau du mer¬
cure extérieur. Nous avons ensuite retiré le vase G, que nous avons
fait sécher et que nous avons pesé fort exactement; la diminution de
son poids nous a fait connaître la quantité de charbon consommée. Le
degré de température extérieure a très peu varié dans l'intervalle de
l'expérience, et la hauteur du baromètre était de 28 pouces environ.

Pour déterminer les volumes d'air contenus dans les espaces EBD,
E'BD', E"BD", nous les avons remplis d'eau commune dont les poids
respectifs nous ont donné en pouces cubes les volumes de ces espaces;
mais, comme l'air qui y était renfermé était inégalement pressé à rai¬
son des différentes hauteurs du mercure dans la cloche, nous avons

réduit, au moyen de ces hauteurs observées, le volume de l'air à celui
qu'il aurait occupé s'il avait été comprimé par une colonne de mer¬
cure de 28 pouces; enfin nous avons réduit tous les résultats de nos

expériences à ceux qui auraient eu lieu si la température extérieure
avait été de io°, en partant de cette donnée, que vers la température
de io° l'air se dilate de à chaque degré d'accroissement dans sa

température; ainsi les airs dont nous donnerons dans la suite les
volumes doivent être supposés à la température de io° et comprimés
par une colonne de 28 pouces de mercure.

Dans l'expérience précédente, il y avait dans la cloche 202po,35
d'air déphlogistiqué; son volume, par la seule combustion du char- »

bon, s'est réduit à i7opo,59, et, après l'absorption de l'air fixe par l'al¬
cali caustique, le volume de l'air restant n'était plus que de 73po,93.
Le poids du charbon consommé, indépendamment de sa cendre, a été
de i7srains, 2; ceux de l'amadou et du phosphore réunis pouvaient
être de £ grain. D'ailleurs nous avons trouvé, par plusieurs expé¬
riences, que le poids de la cendre formée par la braise est d'environ
10 grains par once; on peut donc supposer, à très peu près, que dans
cette expérience il y a eu 18 grains de charbon consommé, en y com¬
prenant sa cendre.

L'air déphlogistiqué dont nous avons fait usage contenait environ
JL de son volume d'air fixe qui n'avait point été absorbé par l'eau au-
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dessus de laquelle il avait séjourné pendant plusieurs mois; cette
adhésion intime de l'air fixe à l'air pur nous porte à croire que, même
après l'absorption de l'air fixe par l'alcali caustique dans nos expé¬
riences, l'air restant contenait encore un peu d'air fixe, que nous

pouvons, sans erreur sensible, évaluer h ~ de son volume total. Dans
cette hypothèse, pour avoir le volume de tout l'air pur consommé par
le charbon, il faut prendre la différence du volume de l'air avant la
combustion au volume de l'air restant après l'absorption par l'alcali
caustique et diminuer cette différence de sa ~ partie; en retranchant
pareillement cette même quantité du volume de l'air absorbé par
l'alcali caustique, on aura le volume de l'air fixe formé par la com¬
bustion : on trouvera ainsi qu'une once de charbon, en brûlant, con¬
somme 4o37po,5 d'air pur et forme 3o2ipo,i d'air fixe, et, si l'on
désigne par l'unité le volume de l'air pur consommé, son volume après
la combustion sera réduit à 0,74828.

Pour évaluer en poids ces volumes d'air pur et d'air fixe', il faut
connaître ce que pèse un pouce cube de l'un et de l'autre de ces airs;
or on a observé que l'air pur est un peu plus pesant que l'air atmo¬
sphérique, environ dans le rapport de 187 à 185. Le poids de l'air
atmosphérique a été déterminé fort exactement par M. de Luc. En
partant de ces déterminations, on trouve qu'à io° de température et à
la pression de 28 pouces du baromètre un pouce cube d'air déphlo-
gistiqué pèse osrain,473i7. M. Lavoisier a observé qu'à la même tem¬
pérature et à la même pression 1 pouce cube d'air fixe pèse à très peu
près Yo de grain. D'après ces résultats, une once de charbon en brûlant
consomme 3onces,3167 d'air pur et forme 3onces,6715 d'air fixe. Ainsi,
sur ro parties d'air fixe, il y a 9 parties environ d'air pur et 1 partie
d'un principe fourni par le charbon et qui est la base de l'air fixe; mais
une détermination aussi délicate exige un plus grand nombre d'expé¬
riences.

On a vu précédemment qu'une once de charbon en brûlant fond
6 livres 2 onces de glace; d'où il est facile de conclure que, dans la
combustion du charbon, l'altération d'une once d'air pur peut fondre
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29°ntxs>547 de glace, et que la formation d'une once d'air fixe en peut
fondre 2Gonces,692.

C'est avec la plus grande circonspection que nous présentons ces
résultats sur les quantités de chaleur que dégage l'altération d'une
once d'air pur par la combustion du charbon. Nous n'avons pu faire
qu'une expérience sur la chaleur dégagée dans cette combustion, et,
quoiqu'elle ait été faite dans des circonstances assez favorables, cepen¬
dant nous no serons bien assurés de son exactitude qu'après l'avoir
répétée plusieurs fois. Nous l'avons déjà dit, et nous ne pouvons trop
insister sur cet objet : c'est moins le résultat de nos expériences que
la méthode dont nous nous sommes servis que nous présentons aux

physiciens, en les invitant, si cette méthode paraît avoir quelque
avantage, à vérifier ces expériences que nous nous proposons nous-
même de répéter avec le plus grand soin.

En brûlant du phosphore dans l'appareil précédent dont la cloche
était remplie d'air pur, nous avons observé que Ifi grains de phos¬
phore ont absorbé, dans leur combustion, 65grains,C2 d'air pur, et,
comme le résultat de cette combustion est de l'acide phosphorique, 011
doit en conclure que, dans la formation do cet acide, 1 partie ~ envi¬
ron, ou plus exactement r partie \ d'air pur se combine avec 1 partie
de phosphore, ce qui s'accorde avec le résultat que M. Lavoisier a
trouvé le premier (Mémoires de l'Académie, année 1777» p. G9) et que
M. Berthollet a depuis confirmé par la méthode des combinaisons chi¬
miques.

0f)Onccs
II suit de là qu'une once de phosphore, en brûlant, absorbe —:

d'air pur; or on a vu précédemment qu'elle peut fondre 6 livres
4 onces 48 grains de glace; ainsi, une once d'air pur, en s'absorbant
dans le phosphore, peut fondre 68onces,G34 de glace; mais la même
quantité d'air, en devenant air fixe par la combustion du charbon, en
peut fondre 29 onces j, d'où l'on tire ce résultat assez remarquable,
savoir : que la chaleur dégagée par l'air pur, lorsqu'il est absorbépar le
phosphore, est à peu près 2 i plus grande que lorsqu'il est changé en
air fixe .
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Dans les Mémoires de l'Académie pour l'année 1777, page 597,
M. Lavoisier a été conduit à un résultat semblable par sa théorie
générale de la formation des airs et des vapeurs. Suivant cette
théorie, l'air pur, l'air fixe et généralement tous les airs et toutes
les vapeurs doivent leur état aériforme à la grande quantité de cha¬
leur qui y est combinée; l'air pur paraît surtout la renfermer en

grande abondance; il l'abandonne presque en entier lorsqu'il passe
à l'état concret dans la calcination des métaux et dans les combus¬
tions du soufre, du phosphore, etc., mais il en retient une partie
considérable dans l'état d'air fixe.

L'absorption de l'air pur par l'air nitreux fait une exception à cette
théorie générale des combinaisons de l'air pur : la quantité de cha¬
leur dégagée dans cette combinaison particulière est très petite et
incomparablement moindre que celle qui se développe dans l'ab¬
sorption d'un pareil volume d'air pur par le phosphore; il faut donc
supposer dans l'acide nitreux, et conséquemment dans le nitre, une

grande quantité de chaleur combinée qui doit reparaître tout entière
dans la détonation de cette substance, et c'est, en effet, ce que donne
l'expérience.

En distillant le nitre, M. Berthollet est parvenu à convertir en air
pur presque tout l'acide nitreux qu'il renferme. Ce savant chimiste a
de plus observé que, dans la détonation du nitre avec le charbon, une

grande partie de son acide se change en air fixe. Or une once de nitre
renferme environ 3 gros § d'acide nitreux; en supposant donc que cet
acide soit tout air pur et qu'il soit en entier converti en air fixe, on
trouve, d'après les résultats précédents sur la combustion du charbon,
qu'une once de nitre, en détonant avec le charbon, doit fondre
1.3 onces j de glace : l'expérience ne nous a donné que 12 onces de
glace fondue; mais, si l'on fait attention à l'incertitude des éléments
dont nous sommes parti et aux erreurs inévitables dans les expé¬
riences, on verra qu'il n'est pas possible d'espérer un plus parfait
accord entre ces résultats. On peut donc ainsi concevoir le phéno¬
mène de la détonation du nitre : l'air pur renfermé dans cette sub-
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stance s'y est combiné sans un dégagement très sensible de chaleur;
il doit, par conséquent, occasionner un froid peu considérable en

reprenant son état aériforme. A mesure qu'il le reprend, la base de
l'air fixe que contient le charbon s'en empare et le convertit en air
fixe; il doit donc se développer dans cette circonstance une quantité
de chaleur à peu près égale à celle qui se dégage dans la combinaison
directe du charbon avec l'air pur. Le froid occasionné par lç passage
de l'air pur à l'état aériforme, dans la détonation du nitre, produit
une petite différence entre ces quantités de chaleur, et cette diffé¬
rence est égale à la quantité de chaleur que dégage l'air pur en se
combinant dans l'acide nitreux; on pourrait la déterminer par l'expé¬
rience précédente si les éléments dont nous sommes partis étaient
exacts, et l'on trouverait que, dans la combinaison d'une once d'air
pur pour former l'acide nitreux, la quantité de chaleur qui se déve-
loppe peut fondre 3 onces \ de glace; mais ces éléments sont trop
incertains pour pouvoir ainsi déterminer avec précision cette quan¬
tité de chaleur. Quoi qu'il en soit, on peut conjecturer avec vraisem¬
blance que le nitre doit à la chaleur qui y est combinée sa propriété
de détoner avec les substances qui peuvent s'unir à l'air pur, pro¬

priété que n'ont point d'autres substances, telles que les sels phos-
phoriques qui cependant renferment une grande quantité du même
air, mais qui ne se combinent avec lui qu'en dégageant une chaleur
considérable.

Pour déterminer les altérations que la respiration des animaux occa¬
sionne à l'air pur, nous avons rempli de ce gaz la cloche B de l'appa¬
reil précédent, et nous y avons introduit différents cochons d'Inde, à
peu près de la même grosseur que celui qui nous a servi dans notre
expérience sur la chaleur animale. Dans une de ces expériences, la
cloche renfermait, avant que l'on y mît le cochon d'Inde, 248po,oi d'air
pur; cet animal y est resté pendant une heure et un quart. Pour l'in¬
troduire sous la cloche, nous l'avions fait passer à travers le mercure;
nous l'en avons retiré de la même manière, et, après avoir laissé
refroidir l'air intérieur jusqu'au degré de température de l'atmo-
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sphère, son volume a été un peu diminué et s'est réduit à 24op°, a5 ;

enfin, après avoir absorbé l'air fixe par l'alcali caustique, il est resté
2oop0,56 d'air. Dans cette expérience, il y a eu 46po, 62 d'air pur altéré
et 37po,96 d'air fixe produit, en faisant la correction due à la petite
quantité d'air fixe que renfermait l'air déphlogistiqué de la cloche. Si
l'on désigne par l'unité le volume de l'air pur altéré, 0,814 sera son
volume diminué par la respiration. Dans la combustion du charbon, le
volume de l'air est diminué dans le rapport de 1 à 0,74828; cette dif¬
férence peut tenir en partie aux erreurs des mesures, mais elle dépend
encore d'une cause que nous n'avions pas soupçonnée d'abord et dont
il est bon d'avertir ceux qui voudront répéter ces expériences.

Pour rendre la cloche stable dans la cuvette, nous avons un peu
élevé le mercure intérieur au-dessus du niveau du mercure extérieur;

or, en introduisant l'animal et en le retirant de dessous la cloche, nous

avons observé que l'air extérieur pénétrait un peu dans l'intérieur, le
long du corps de l'animal, quoique plongé en partie dans le mercure :
ce fluide ne s'applique pas assez exactement contre la surface des poils
et de la peau pour empêcher toute communication entre l'air extérieur
et l'air intérieur de la cloche. Ainsi l'air doit paraître moins diminué
par la respiration qu'il ne l'est en effet.

Le poids de l'air fixe produit dans l'expérience précédente est de
2(3grams, 572 ; (p0q jj sujt que, dans l'intervalle de dix heures, l'animal
aurait produit 2i2srains, 576 d'air fixe.

Au commencement de l'expérience, l'animal, respirant un air beau¬
coup plus pur que celui de l'atmosphère, formait peut-être dans le
même temps une plus grande quantité d'air fixe, mais sur la fin il
respirait avec difficulté, parce que l'air fixe, se déposant par sa pesan¬
teur dans la partie inférieure de la cloche où était l'animal, en chas¬
sait l'air pur qui s'élevait au haut de la cloche, et probablement encore

parce que l'air fixe est par lui-même nuisible aux animaux. On peut
donc supposer, sans erreur sensible, que la quantité d'air fixe produit
est la même que si l'animal eût respiré dans l'air de l'atmosphère,
dont la bonté est à peu près moyenne entre celles de l'air à la partie
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inférieure de la cloche au commencement et à la fin de l'expé¬
rience.

Nous avons ensuite déterminé exactement la quantité d'air fixe pro¬
duite par un cochon d'Inde lorsqu'il respire l'air même de l'atmo¬
sphère; pour cela, nous en avons mis un sous un bocal à travers lequel
nous avons établi un courant d'air atmosphérique. L'air, comprimé dans
un appareil fort commode pour cet objet, entrait sous le bocal par un
tube de verre et en sortait par un second tube recourbé, dont la partie
concave plongeait dans le mercure et dont l'extrémité inférieure abou¬
tissait dans un flacon rempli d'alcali caustique; il en sortait ensuite
par un troisième tube qui lui-même aboutissait dans un second llacon
plein d'alcali caustique, et de là se répandait dans l'atmosphère : l'air
fixe formé par l'animal dans l'intérieur de la cloche était retenu en

grande partie par l'alcali caustique du premier flacon, et celui qui
échappait à cette combinaison était absorbé-par l'alcali du second
flacon; l'augmentation du poids des flacons nous faisait connaître le
poids de l'air fixe qui s'y était combiné. Dans l'intervalle de trois
heures, le poids du premier flacon a augmenté de 63 grains, celui
du second flacon a augmenté de 8 grains; ainsi le poids total des
deux flacons a augmenté de 71 grains. En supposant cette quantité
d'air fixe uniquement due à la respiration de l'animal, il aurait pen¬
dant dix heures formé 236srains,667 d'air fixe, ce qui diffère de | en¬
viron du résultat de l'expérience précédente; cette différence peut
tenir à la différence de grosseur et de force des deux animaux et à leur
état momentané durant l'expérience.

Si les vapeurs de la respiration emportées par le courant d'air se
fussent déposées dans les flacons, l'augmentation de poids de l'alcali
caustique n'aurait pas donné la quantité d'air fixe produite par l'ani¬
mal; c'est pour obvier à cet inconvénient que nous avons employé un
tube recourbé, dont la partie concave plongeait dans le mercure; les
vapeurs de la respiration se condensaient contre les parois de cette
partie du tube et se rassemblaient dans sa concavité, en sorte qu'à
son entrée dans le premier flacon l'air n'en était pas sensiblement
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chargé, caria transparence de la partie du tube qui descendait dans
le flacon n'a point été altérée; on peut donc supposer que, si le poids
des flacons a été augmenté par ces vapeurs, cette augmentation a été
compensée par l'évaporafion do l'eau de l'alcali qu'ils renfermaient.
On pouvait craindre encore qu'une partie de l'air fixe qui était com¬
biné ne fût due à l'air même de l'atmosphère; pour nous rassurera
cet égard, nous avons répété la même expérience, en ne mettant point
de cochon d'Inde sous le bocal; il n'y a point eu alors d'augmentation
dans le poids des flacons : celui du second flacon a diminué de 4 ou
5 grains, sans doute par l'évaporation de l'eau de son alcali.

Une troisième expérience, faite sur un cochon d'Inde dans l'air dé-
phlogistiqué, nous a donné 226 grains pour la quantité d'air fixe pro¬
duite en dix heures.

En prenant un milieu entre ces expériences et quelques autres
semblables, faites sur plusieurs cochons d'Inde, tant dans l'air dé-
phlogistiqué que dans celui de l'atmosphère, nous avons évalué à
224 grains la quantité d'air fixe produite en dix heures par le cochon
d'Inde que nous avons mis en expérience dans une de nos machines
pour déterminer sa chaleur animale.

Comme ces expériences ont été faites à la température de i4°
ou i5°, il est possible que la quantité d'air fixe produite par la respi¬
ration soit un peu moindre qu'à la température de o°, qui est celle de
l'intérieur de nos machines; il faudrait donc, pour plus d'exactitude,
déterminer les produits d'air fixe à cette dernière température : c'est
une attention que nous nous proposons d'avoir dans les nouvelles
expériences que nous ferons sur cet objet.

Les expériences précédentes sont contraires à ce que MM. Schéele
et Priestlcy ont avancé sur les altérations do l'air pur par la respira¬
tion des animaux. Elle produit, suivant ces deux excellents physi¬
ciens, très peu d'air fixe et une grande quantité d'air vicié, que ce
dernier a désigné sous le nom d'air phlogistiquë; mais, en examinant
avec tout le soin possible, par un grand nombre d'expériences, l'effet
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de la respiration des oiseaux et des cochons d'Inde sur l'air pur, nous
avons constamment observé que le changement de ce gaz en air fixe
est l'altération la plus considérable qu'il reçoit de la respiration des
animaux. En faisant respirer une grande quantité d'air pur par des
cochons d'Inde, et en absorbant, au moyen de l'alcali caustique, l'air
fixe produit par leur respiration; en faisant ensuite respirer le résidu
de l'air par des oiseaux, et absorbant de nouveau, par l'alcali caus¬

tique, le nouvel air fixe qui s'était formé, nous sommes parvenus à
convertir ainsi en air fixe une grande partie de l'air pur que nous
avions employé : ce qui restait d'air avait à peu près la même bonté
qu'il devait avoir dans la supposition où le changement de l'air pur en
air fixe est le seul effet de la respiration sur l'air. Il nous paraît donc
certain que, si la respiration produit d'autres altérations à l'air pur,
elles sont peu considérables, et nous ne doutons point que les physi¬
ciens, qui, avec de grands appareils à mercure, feront les mêmes expé¬
riences, ne soient conduits au même résultat.

On a vu précédemment que, dans la combustion du charbon, la
formation d'une once d'air fixe peut fondre 260nces,6g2 de glace; en
partant de ce résultat, on trouve que la formation de 224 grains d'air
fixe doit en fondre iooncos,38. Cette quantité de glace fondue repré¬
sente conséquemmcnt la chaleur produite par la respiration d'un co¬
chon d'Inde durant dix heures.

Dans l'expérience sur la chaleur animale d'un cochon d'Inde, cet
animal est sorti de notre machine à peu près avec la même chaleur
avec laquelle il y était entré, car on sait que la chaleur intérieure des
animaux est toujours à peu près la même : sans le renouvellement con¬
tinuel de sa chaleur, toute celle qu'il avait d'abord se serait insensi¬
blement dissipée, et nous l'aurions retiré froid de l'intérieur de la
machine, comme tous les corps inanimés que nous y avons mis en

expérience; mais ses fonctions vitales lui restituent sans cesse la cha¬
leur qu'il communique à tout ce qui l'environne, et qui, dans notre
expérience, s'est répandue sur la glace intérieure dont elle a fondu
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i3 onces en dix heures. Cette quantité de glace fondue représente
donc à peu près la chaleur renouvelée, dans le même intervalle de
temps, par les fonctions vitales du cochon d'Inde : il faut peut-être la
diminuer d'une ou deux onces, ou même davantage, par cette consi¬
dération que les extrémités du corps de l'animal se sont refroidies
dans la machine, quoique l'intérieur du corps ait conservé à peu près
la même température; d'ailleurs, les humeurs que sa chaleur inté¬
rieure a évaporées ont fondu en se refroidissant une petite quantité
de glace," et se sont réunies à l'eau qui s'est écoulée de la machine.

En diminuant de 20nces,5 environ cette quantité de glace, on aura la
quantité fondue par l'effet de la respiration de l'animal sur l'air; or,
si l'on considère les erreurs inévitables dansi ces expériences et dans
les éléments dont nous sommes partis pour les calculer, on verra qu'il
n'est pas possible d'espérer un plus parfait accord entre ces résultats.
Ainsi on peut regarder la chaleur qui se dégage dans le changement
de l'air pur en air fixe par la respiration comme la cause principale de
la conservation de la chaleur animale, et, si d'autres causes concou¬

rent à l'entretenir, leur effet est peu considérable.
La respiration est donc une combustion, à la vérité fort lente, mais

d'ailleurs parfaitement semblable à celle du charbon; elle se fait dans
l'intérieur des poumons sans dégager de lumière sensible, parce que
la matière du feu devenue libre est aussitôt absorbée par l'humidité
de ces organes : la chaleur développée dans cette combustion se com¬

munique au sang qui traverse les poumons, et de là se répand dans
tout le système animal. Ainsi l'air que nous respirons sert à deux
objets, également nécessaires à notre conservation : il enlève au sang
la base de l'air fixe dont la surabondance serait très nuisible, et la
chaleur que cette combinaison dépose dans les poumons répare la
perte continuelle de chaleur que nous éprouvons de la part de l'atmo¬
sphère et des corps environnants.

La chaleur animale est à peu près la même dans les différentes par¬
ties du corps; cet effet paraît dépendre des trois causes suivantes :
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la première est la rapidité de la circulation du sang, qui transmet
promptemcnt jusqu'aux extrémités du corps la chaleur qu'il reçoit
dans les poumons; la seconde cause est l'évaporation que la chaleur
produit dans ces organes, et qui diminue le degré de leur tempéra¬
ture; enfin, la troisième tient à l'augmentation observée dans la cha¬
leur spécifique du sang, lorsque, par le contact de l'air pur, il se dé¬
pouille de la base de l'air fixe qu'il renferme : une partie de la chaleur
spécifique développée dans la formation de l'air fixe est ainsi ab¬
sorbée par le sang, sa température restant toujours la même; mais,
lorsque dans la circulation le sang vient à reprendre la base de l'air
fixe, sa chaleur spécifique diminue, et il développe de la chaleur,; et,
comme cette combinaison se fait dans toutes les parties du corps, la
chaleur qu'elle produit contribue à entretenir la température des par¬
ties éloignées des poumons, à peu près au même degré que celle de
ces organes. Au reste, quelle que soit la manière dont la chaleur ani¬
male se répare, celle que dégage la formation de l'air fixe en est la
cause première; ainsi nous pouvons établir la proposition suivante :

Lorsqu'un animal est dans un état permanent et tranquille, lorsqu'il
peut vivre pendant un temps considérable sans souffrir dans le milieu qui
l'environne, en général, lorsque les circonstances dans lesquelles il se
trouve n'altèrentpoint sensiblement son sang et ses humeurs, de sorte que,

après plusieurs heures, le système animal n'éprouve point de variation sen¬
sible, la conservation de la chaleur animale est due, au moins en grande
partie, à la chaleur queproduit la combinaison de l'air pur respiré par les
animaux avec la base de l'air fixe que le sang lui fournil.

La méthode qui vient de nous conduire à ce résultat est indépen¬
dante de toute hypothèse, et c'est là son principal avantage : soit que
la chaleur vienne de l'air pur, soit qu'elle vienne des corps qui se
combinent avec lui, on ne peut douter que, dans la combinaison de
l'air pur avec la base de l'air fixe, il ne se développe une quantité
considérable de chaleur; cette combinaison présente, relativement à
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la chaleur, des phénomènes entièrement semblables à ceux que nous
offrent beaucoup d'autre® combinaisons chimiques, et, en particulier,
celle de l'eau avec la chaux vive; et, ce qui rend l'identité plus par¬

faite, c'est que dans cette dernière combinaison il y a dégagement de
lumière. En comparant la chaleur dégagée par la combustion du char¬
bon avec la quantité d'air fixe qui se forme dans cette combustion, on
a la chaleur développée dans la formation d'une quantité donnée d'air
fixe; si l'on détermine ensuite la quantité d'air fixe qu'un animal pro¬
duit dans un temps donné, on aura la chaleur qui résulte de l'effet de
sa respiration sur l'air. Il ne s'agira plus que de comparer cette cha¬
leur avec celle qui entretient sa chaleur animale, et que mesure la
quantité de glace qu'il fond dans l'intérieur de nos machines; et si,
comme nous l'avons trouvé par les expériences précédentes, ces deux
quantités de chaleur sont à peu près les mêmes, on peut en conclure,
directement et sans hypothèse, que c'est au changement de l'air pur
en air fixe par la respiration qu'est due, au moins en grande partie, la
conservation de la chaleur animale. Nous nous proposons de répéter
et de varier ces expériences, en déterminant les quantités de chaleur
renouvelées par diverses espèces d'animaux, et en examinant si dans
tous cette quantité de chaleur est constamment proportionnelle aux

quantités d'air fixe produites par la respiration. Les oiseaux parais¬
sent préférables aux quadrupèdes pour ce genre d'expériences, en ce
qu'ils forment dans le même temps, et à volume égal, une plus grande
quantité d'air fixe; ainsi, par exemple, nous avons observé que deux
moineaux francs consomment à peu près autant d'air pur qu'un co¬
chon d'Inde.

Pour compléter cette théorie de la chaleur animale, il resterait à
expliquer pourquoi les animaux, quoique placés dans des milieux de
température et de densités très différentes, conservent toujours à peu

près la même chaleur, sans cependant convertir en air fixe des quan¬
tités d'air pur proportionnelles à ces différences; mais l'explication de
ces phénomènes tient à l'évaporation plus ou moins grande des hu-
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meurs, à leur altération et aux lois suivant lesquelles la chaleur se
_ communique des poumons aux extrémités du corps; ainsi nous atten¬

drons pour nous occuper do cet objet que l'analyse, éclairée par un

grand nombre d'expériences, nous ait fait connaître les lois du mou¬
vement de la chaleur dans les corps homogènes et dans ses passages
d'un corps à un autre d'une nature différente.
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MÉMOIRE
SUR

L'ÉLECTRICITÉ QU'ABSORBENT LES CORPS
QUI SE RÉDUISENT EN VAPEURS (<).

Mémoires de l'Académie royale des Sciences de Paris, année 1781 ; 1784.

Lorsque nous avons annoncé à l'Académie, à sa séance du 6 mars
dernier, que les corps, en passant de l'état de solides ou de liquides à
celui de vapeurs, et réciproquement en revenant de l'état de vapeurs à
l'état liquide ou solide, donnaient des signes non équivoques d'élec¬
tricité négative ou positive, nous nous proposions d'attendre, pour
l'entretenir particulièrement de cet objet, que notre travail fût entière¬
ment complet; cependant, comme nous avons déjà obtenu des résul¬
tats que nous croyons dignes de son attention, que nous sommes in¬
formés d'ailleurs que nos expériences ont acquis quelque publicité et
que d'autres physiciens s'occupent du même objet, nous avons cru
devoir ne pas attendre plus longtemps.

Nous nous sommes servis pour nos expériences de deux sortes d'ap¬
pareils; dans tous les deux, les corps d'où s'élevaient les vapeurs, ou

qui se convertissaient en vapeurs, étaient isolés au moyen de supports
de verre enduits de cire d'Espagne. Lorsque nous avions lieu de croire
que le dégagement ou l'absorption de matière électrique seraient peu
considérables et instantanés, nous faisions communiquer les corps di¬
rectement avec l'électromètre, par le moyen d'une chaîne ou d'un fil

(') Par MM. Lavoisier et de la Place.
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d'archal; dans le cas, au contraire, où nous jugions que le dégagement
ou l'absorption seraient successifs et dureraient un certain temps, nous
nous servions du condensateur électrique imaginé par M. de Yolta; on
sait que cet appareil, qu'il a présenté depuis peu à l'Académie et dont
il lui a développé la théorie, a la propriété d'accumuler la matière
électrique et d'en rendre sensible de très petites quantités qui au¬
raient échappé si l'on eût employé tout autre instrument; nous nous
sommes également servis, dans nos dernières expériences, de l'élec-
tromètre que M. de Yolta a présenté à l'Académie, et qui est à peu

près le même que celui de M. Cavallo; il a l'avantage, non seulement
d'être très sensible, mais encore de faire connaître si l'électricité est

positive ou négative.
Ayant mis dans un bocal à large ouverture de la limaille de 1er,

nous avons versé dessus de l'acide vitriolique étendu d'environ trois
parties d'eau. 11 y a eu une vive effervescence, un dégagement rapide
et abondant d'air inflammable, et, au bout de quelques minutes, le
condensateur électrique de M. de Yolta a été tellement chargé d'élec¬
tricité, que nous en avons tiré une assez vive étincelle; l'électromètre
nous a fait connaître que l'électricité était négative.

Ayant versé pareillement de l'acide vitriolique un peu plus faible
dans quelques bocaux qui contenaient de la craie en poudre, il s'est
fait un dégagement d'air fixe très rapide; le condensateur et l'électro¬
mètre nous ont indiqué une électricité négative, moindre cependant
que dans l'expérience précédente, et sans étincelle sensible.

La production de l'air nitreux nous a donné un résultat semblable :

pour augmenter l'effet, nous avons opéré, dans cette expérience, sur
six bocaux à la fois qui contenaient de la limaille de fer, et nous
avons versé dessus de l'acide nitreux, affaibli avec environ deux par¬
ties d'eau; l'effervescence et la production d'air ont été extrêmement
rapides, et nous avons eu en même temps des signes non équivoques
d'une électricité négative; mais, comme les circonstances dans les¬
quelles nous avons fait cette dernière expérience n'étaient pas favo¬
rables, elle était très faible.
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Trois petits réchauds remplis de charbon allumé, que nous avions
isolés et que nous avions fait communiquer avec le condensateur de
M. de Volta, ont donné une électricité négative très sensible, et qu'il
serait aisé de porter au point de tirer l'étincelle, en augmentant la
quantité de charbon mise en combustion.

Il était naturel de penser, d'après ces résultats, que les corps qui
se réduisent en vapeurs enlèvent de l'électricité à ceux qui les envi¬
ronnent, ce qui paraît d'ailleurs conforme à l'analogie observée entre
l'électricité et la chaleur; nous nous attendions, en conséquence, que
l'eau, en se vaporisant, nous donnerait des signes de l'électricité né¬
gative. Ayant fait chauffer quatre poêles de fer battu, les ayant isolés
et les ayant fait communiquer avec l'électromètre, et ayant versé de
l'eau dessus, ils nous ont donné, dans trois expériences successives,
des signes non équivoques d'électricité, qui nous a paru négative dans
la première, mais qui, dans les autres, était incontestablement posi¬
tive; nous soupçonnons que le refroidissement, qui accompagne l'éva-
poration de l'eau, a pu augmenter dans ces expériences les signes
d'électricité positive plus que l'évaporation ne les a diminués; mais
c'est une conjecture qui demande à être vérifiée par des expériences,
et que nous nous proposons d'examiner avec attention, à raison de son

importance, dans la théorie de l'électricité naturelle et de la formation
du tonnerre.

M. de Volta a bien voulu assister à nos dernières expériences et
nous y être utile; la présence et le témoignage de cet excellent physi¬
cien ne peuvent qu'inspirer de la confiance dans nos résultats.
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SUR UES

APPROXIMATIONS DES FORMULES
QUI SONT FONCTIONS DE TRÈS GRANDS NOMBRES,

Mémoires de VAcadémie royale des Sciences de Paris, année 1782; 1785.

On est souvent conduit dans l'Analyse, et principalement dans celle
des hasards, à des formules dont l'usage devient impossible lorsqu'on
y substitue des nombres considérables. La solution numérique des
problèmes dont elles sont la solution analytique présente alors de
grandes difficultés que l'on n'est encore parvenu à vaincre que dans
quelques cas particuliers, dont les deux principaux sont relatifs au

produit des nombres naturels i, 2, 3, 4» ••• et au terme moyen du
binôme élevé à une grande puissance. Si l'on suppose cette puissance
paire et égale à is, ce terme sera, comme l'on sait,

as (as — 1) (as — 2) (2 s — 3).. .(s +1)
1.2.3.4-•

Quoique cette expression soit fort simple, cependant si s est très con¬
sidérable, par exemple égal à 10000, il devient très difficile de la
réduire en nombres, à cause de la multiplicité de ses facteurs. M. Stir-
ling est heureusement parvenu à la transformer dans des séries d'autant
plus convergentes que s est un plus grand nombre (voir son bel Ou¬
vrage De summalione et interpolatione serierum). Cette transformation»
que l'on peut regarder comme une des découvertes les plus ingé¬
nieuses que l'on ait faites dans la théorie des suites, est surtout
remarquable en ce que dans une recherche, qui semble n'admettre
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que des quantités algébriques, elle introduit une quantité transcen¬
dante : savoir la racine carrée du rapport de la demi-circonférence au

rayon. Mais la méthode de M. Stirling, fondée sur l'interpolation des
suites et sur quelques théorèmes de Wallis, laisse à désirer une mé¬
thode directe qui s'étende à toutes les fonctions composées d'un grand
nombre de termes et de facteurs. J'ai donné, dans nos Mémoires pour
l'année 1778, p. 289 ('), un moyen général de réduire en séries con¬

vergentes les intégrales des fonctions différentielles qui renferment
des facteurs élevés à de grandes puissances; mais, occupé d'un objet
différent, je me suis alors contenté de tirer de cette méthode les beaux
théorèmes de M. Stirling, en me réservant de la reprendre et de l'ap¬
profondir dans un autre Mémoire. De nouvelles réflexions m'ont con¬
duit à l'étendre généralement aux fonctions quelconques de très
grands nombres et à réduire ces fonctions dans des suites d'autant
plus convergentes que ces nombres sont plus considérables, en sorte
que cette méthode est d'autant plus approchée qu'elle devient plus
nécessaire. Je me propose de la développer dans ce Mémoire avec tout
le détail dù à la nouveauté du sujet et à son importance dans les appli¬
cations de l'Analyse.

La difficulté que présente la réduction en nombres des formules
analytiques très composées vient de la multiplicité de leurs termes
et de leurs facteurs : on la fera donc disparaître, si l'on parvient à
réduire ces formules dans des suites assez convergentes pour que l'on
n'ait besoin d'en considérer que les premiers termes, et si, de plus,
chacun de ces termes ne renferme qu'un petit nombre de facteurs qui
peuvent d'ailleurs être élevés à de grandes puissances. Il sera facile
alors d'avoir ces facteurs et leurs produits, par les artifices connus,

pour obtenir, au moyen des Tables, les logarithmes de très grands
nombres et les nombres de très grands logarithmes. La question se
réduit ainsi à transformer les fonctions composées en séries conver¬

gentes. Cela paraît impossible lorsqu'on les considère sous leur forme

(1 ) OEuvres de Laplace, T. IX, p. 444-
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naturelle; mais, pour peu que l'on soit versé dans l'Analyse infinitési¬
male, on a souvent observé des fonctions différentielles d'une forme
très simple, et qui renferment des facteurs élevés à de grandes puis¬
sances, produire, par leur intégration, des fonctions très composées,
ce qui donne lieu de penser que toute fonction composée est réduc¬
tible à de semblables intégrales qu'il ne s'agira plus ensuite que de
convertir en séries convergentes. Le problème que nous nous propo¬
sons de résoudre, considéré sous ce point de vue, se partage ainsi en
deux autres, dont l'un consiste à intégrer par approximation les fonc¬
tions différentielles qui renferment des facteurs très élevés, et dont
l'autre a pour objet de ramener à ce genre d'intégrales les fonctions
dont on cherche des valeurs approchées.

Dans l'article I de ce Mémoire, je donne la solution du premier pro¬
blème, qui, par lui-même, est très utile dans cette branche de l'Ana¬
lyse des hasards, où l'on se propose de remonter des événements
observés à leurs causes et de reconnaître, par ces événements, la pro¬
babilité des événements futurs (voir les Mémoires de l'Académie pour
l'année 1778). Cette solution me conduit à différentes séries qui se
servent de supplément les unes aux autres, les premières devant être
employées pour les points de l'intégrale éloignés du maximum de la
fonction différentielle, et les secondes devant servir pour les points
voisins de ce maximum : ces dernières suites renferment des quan¬
tités transcendantes qui, le plus souvent, se réduisent à celle-ci

/dte~0,
e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité; et,
comme cette intégrale, prise depuis t = o jusqu'à t = 00, est la moitié
de la racine carrée du rapport de la demi-circonférence au rayon, il en
résulte que la valeur approchée des intégrales déterminées des fonc¬
tions différentielles qui renferment des facteurs très élevés dépend
presque toujours de cette racine, dans le cas même où ces intégrales
sont algébriques; ainsi cette quantité transcendante que M. Stirling a
le premier introduite dans la valeur approchée du terme moyen du
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binôme ne lui est pas particulière, mais elle entre également clans les
valeurs approchées d'un grand nombre d'autres fonctions algébriques.

Je considère dans l'article II le problème qui consiste à ramener
les fonctions dont on cherche des valeurs approchées à l'intégration
de fonctions différentielles multipliées par des facteurs élevés à de

t

grandes puissances; pour y parvenir d'une manière générale, je repré¬
sente par ys, y's, y], ... des fonctions de s, très composées et dans les¬
quelles s est un grand nombre. Je suppose ces fonctions données par
des équations linéaires aux différences, soit finies, soit infiniment
petites, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de s; en

faisant ensuite, dans ces équations,

ys—fxsydx, y's=Jxs(f' dx, ...,

et en les préparant d'une manière convenable, chacune d'elles se
divise en deux parties, dont l'une est affectée du signe intégral J'et
dont l'autre est hors de ce signe : l'égalité à zéro des parties sous le
signe donne autant d'équations linéaires aux différences infiniment
petites qu'il y a de variables <p, <p', <p", On peut, conséquemment,
déterminer à leur moyen ces variables en fonctions de x-, quant aux

parties hors du signe intégral, en les égalant à zéro et en éliminant
les constantes arbitraires des valeurs de <p, <p', cp", ..., on parvient à
une équation finale en x, dont les racines servent à déterminer les
limites dans lesquelles on doit prendre les intégrales Jxsydx,
fxso' dx, Une remarque très importante dans cette analyse, et
qui donne les moyens de l'étendre à des fonctions d'un fréquent
usage, est que les séries que l'on obtient pour ys, y's, ... ont lieu
généralement en y changeant le signe des constantes qu'elles ren¬
ferment, quoique, par ce changement, l'équation finale en x, qui
détermine les limites des intégrales, cesse d'avoir plusieurs racines
réelles. Le principal obstacle que l'on rencontre dans l'application de
cette méthode vient de la nature des équations différentielles en cp, <p',
cp", . .., qui peuvent n'être pas intégrables : on pourra souvent obvier
il cet inconvénient en représentant les fonctions ys, y's, • • • par des
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intégrales multiples telles que J*xsx's<ydxdx', Jxsx'sfdxdx',
on parviendra ainsi à déterminer <p, f, ... par des équations d'un
ordre moins élevé et susceptibles d'être intégrées par les méthodes
connues.

L'analyse précédente, appliquée aux équations linéaires à différen¬
tielles partielles, donne pareillement leurs intégrales en séries con¬

vergentes, en sorte qu'elle s'étend généralement aux fonctions très
composées qui peuvent être représentées par des équations différen¬
tielles linéaires aux différences ordinaires ou partielles, finies ou infi¬
niment petites, ou en partie finies et en partie infiniment petites, ce

qui embrasse toutes les fonctions qui se rencontrent dans l'usage
ordinaire de l'Analyse.

Dans l'article III, j'applique la méthode précédente à diverses équa¬
tions différentielles; j'en tire les valeurs, en séries très convergentes,
du produit des nombres naturels i, 2, 3, 4. ... du terme moyen du
binôme, de celui du trinôme, etc., des différences très élevées, soit
finies, soit infiniment petites des fonctions ou d'une partie quel¬
conque de ces différences.

Enfin, dans l'article IV, je donne la solution de plusieurs pro¬
blèmes intéressants de l'Analyse des hasards, qu'il serait impossible
de résoudre numériquement par les moyens connus.

Article I.

De l'intégration par approximation des fondions différentielles
qui renferment desfacteurs élevés à de grandes puissances,

I.

Si l'on désigne par u, u', u", ... et <p des fonctions quelconques
de x, et par s, s, s", ... des nombres considérables, toute fonction
différentielle qui renferme des facteurs élevés à de grandes puis¬
sances sera comprise dans cette forme usu'5'u"~"... ® dx. Pour avoir
en série convergente son intégrale prise depuis x = 0 jusqu'à x = 0',
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on fera usu's'.. .cp — y, et, en désignant par Y ce que devient y lors¬
qu'on y change x en 0, on supposera y — Ye~c, e étant le nombre
dont le logarithme hyperbolique est l'unité; on aura ainsi

, Y
l0S-='.

Si l'on considère x comme une fonction de l donnée par cette équa¬
tion, on aura, en supposant dt constant,

. dx t'1 dix t3 d*x
x =9 + 1 di + dû + 77773 dû + ' ' ' '

t devant être supposé nul, après les diflférentiations, dans les valeurs
dx dd a

dt ' dt2
de Or on a généralement

dax i
, i , i ,dx

—j—~ — -7- d -7- cl -7- ' • • d —7— ?
dtn dt dt dt dt

la caractéristique différentielle d se rapportant à tout ce qui la suit, et
dt pouvant varier d'une manière quelconque dans le second membre
de cette formule; de plus, si l'on différentic l'équation l°g- — t, et

que l'on désigne — 7^-- par e, on aura
, dxdt~ — ;

v

partant, on aura
dnx

_ vd[vd(v... dv)\
dt" ~ dx^-1 '

dx étant supposé constant dans le second membre de cette équation.
En nommant donc U ce que devient v lorsqu'on y change x en 0, la

d" x
valeur de qui répond à x = 0, ou, ce qui revient au même, ha

, , , Urf[Urf(U...rfU)l
t. — o, sera égale a —-— '-A-, on aura ainsi

1.2 dd

d'où l'on tire
, TT 7 r rfu fi?(UdU)„ 1
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et, par conséquent,

'./>■"YfJ"-'['+ W '+ S'<■--*-•]••
Si l'on prend l'intégrale depuis t — o jusqu'à t == co, on aura généra¬
lement

^t'1 dte~in=. 1.2.3...«,
partant

, TTV( rf(UrfU) ,iru^(u^u)i )/^ = UYP +I + -W-2 + JTÎ 1 H- ■ • '

l'intégrale relative à a?.étant prise depuis x — 0 jusqu'à la valeur de a?

qui convient à t infini.
Nommons Y' et U' ce que deviennent y et v lorsqu'on y change x

en 0'; nous aurons pareillement

fy dx — U'Y'j i
rfU'

, rf(U'rfU') rf[U'rf(U'rfU')]

l'intégrale relative à a? étant prise depuis x — 0' jusqu'à la valeur de x

qui convient à t infini; en retranchant donc ces deux expressions l'une
de l'autre, on aura

[ r , ____( rfU «T(UrfU) d\Ud(UdU)] i(/><** = m\'+M +~ àe> +---j
<A> 1

„™l. . rfO' . </(U'</D') . .
h

de1 de,a afô'3

l'intégrale relative à x étant prise depuis x = 0 jusqu'à x — 0', en
sorte que la considération de disparait dans cette formule. Si 6 et 0'
étaient primitivement renfermés dans y, il ne faudrait Taire varier que
les quantités 0 et 0' qu'introduisent dans U et U' les changements de x
en 0 et en 0' dans la fonction c.

La formule (A) sera très convergente si c ou — est une très
petite quantité; or, y étant, par la supposition, égal à usu's'u"s"...<p,
on a

i

.s
, du' d<f '

u dx S u'dx ^ if dx

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



216 MÉMOIRE SUR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES

ainsi, dans le cas où s, s', s", ... seront de très grands nombres, v sera
fort petit; et, si l'on fait j = a, a étant un très petit coefficient, la fonc¬
tion v sera de l'ordre a et les termes successifs de la formule (A) seront
respectivement des ordres a, a2, a3,

Cette formule cesserait d'être convergente si la supposition de x — 0
rendait très petit le dénominateur de l'expression de e. Supposons, par

exemple, que (pc — dy soit un facteur de ce dénominateur; il est clair
que les termes successifs de la série qui, dans la formule (A), multi¬
plie UY, seront divisés respectivement par (0 — af-, (0 —a)2^1,
(0 — a)3^2, ... et deviendront très considérables si 0 est peu diffé¬
rent de a. La convergence de cette formule exige donc que (0 — df
ct(0' —a)1* soient plus grands que a; elle ne peut, conséquemment,
être employée dans l'intervalle où (x — a)* est égal ou moindre que a ;
mais, dans ce cas, on pourra faire usage de la méthode suivante.

IL

Si l'on nomme Y ce que devient y lorsqu'on y change x en a, il est
d'Y

visible que, (x — df étant un facteur de — ou, ce qui revient
e?log — y

au même, de y, (x - a)*** sera un facteur de log — - Soit donc
:Ye-'F+'

.et
x — a

î y

(log Y —

on aura
x — a — vt,

v ne devenant point infini par la supposition de x = a. Si l'on désigne
^(J2 (p[J3 .

ensuite par U, • • • ce que deviennent v, ••• lors¬
qu'on y change x en a, après les différentiations, on aura

c?U2 , cPU3 ,
X = 8 + Ui+ ; -j- t* H P + . . . ,i. 2 dx 1.2.3 dxl
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d'où il est facile de conclure

/r>N r j v r.7 «h+'Ttt cm\ ^2U3 „ rf3Ut , 1(B) Jy dx — ^§dt e~l [U + t+ P+ <3 +... J.
Cette formule pourra être employée dans tout l'intervalle où x diffère
très peu de a; elle peut conséquemment servir de supplément à la for¬
mule (A) du numéro précédent; mais, au lieu d'être ordonnée comme
elle par rapport aux puissances de a, elle ne le sera que relativement

1

aux puissances de car il est visible que, dans ce dernier cas,
1

v n'est que de l'ordre a^1.
dlJ2 d2U3

Pour déterminer plus facilement les quantités U, •••>

supposons

logY — logy=(x — a)V-+' [A 4- B(a: — a) 4- C(x — «)5+...];

nous aurons, en changeante en a, après les différentiations,

_ dV-+l logj
i .2.3. . . (fx + i) dxV-+l)

T. ^|X+2 ]0gy
~~

I .2.3. . .(f*+ 2)dxV'+i'

Nous aurons ensuite, quel que soit r,
r

[A H- 13 {.x — a) + C(# — a)2+-.. .] t*+1
r r + [j. + l

= A ^+1 — A^A^TBl^-a)
fi + i

[/ , x r-f-2 [X-t-2 „ r+ LL+1 ~1ri T1* iA B2 —A P+1 clI.2(^H-j)2 f* + I J (.x — a)2-

Si l'on fait successivement dans cette formule r — i, r = 2, r= 3,

il sera facile d'en conclure les valeurs de U, —, •••, et la for¬
ai» ax2

mule (B) ne présentera plus d'autres difficultés que celles qui résul-
QEuvres de L. —• X. 28
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tent de l'intégration des quantités de cette forme J l" dt e~fl>+' ; or on a
t" dt e~'|l+'

= Zl£^ [ tn-v. + + (»-p)("-ap-Q + _
h- i L P + 1 (g-t-0

(/i — fx) (rc — 2 g —i) (/?. — 3g— 2).. .(n — rfj. -t-g — r-f-2)<"~''li~'M 1+ . .

(g+*)'-* ~

+ (" - P) (n - ag - .rg-_r+ Q ftn~rv-ràte~tV*",
(g-t-i )'' P

r étant égal au quotient de la division de « par g -h i si la division est
possible, ou au nombre entier immédiatement inférieur si elle ne l'est
pas. La détermination de l'intégrale fydx dépend donc des intégrales
de cette forme

J die-d+'f J"tdte-'''", Ç il*-1 dt e~'1" ' ;

il n'est pas possible d'obtenir exactement ces intégrales par les mé¬
thodes connues; mais il sera facile dans tous les cas d'avoir leurs va¬

leurs approchées.
III.

Nous aurons principalement besoin dans la suite de la valeur de
Çydx pour tout l'intervalle compris entre deux valeurs consécutives

de x qui rendent y nul; nous allons conséquemment. exposer les sim¬
plifications dont cette valeur est alors susceptible, y ayant été supposé
dans le numéro précédent égal à Y<?~£' il est visible que les deux va¬
leurs de x qui rendent y nul rendent pareillement nulle la quantité
e~t&", ce qui suppose que g + i est un nombre pair, et que l'une de
ces valeurs de x répond à l = — oo et l'autre à t — oo; Y est donc alors
le maximum de y compris entre ces valeurs. Soit g -M — ai; si l'on
prend l'intégrale ft2n+ldte~l" depuis t = — oo jusqu'à t = oo, sa va¬
leur sera nulle, car il est clair que les éléments de cette intégrale qui
répondent aux valeurs de t négatives sont égaux et de signe contraire
à ceux qui répondent aux valeurs de t positives. L'intégralej t2ndte~'"
sera égale à tindte~'u, cette dernière intégrale étant prise depuis
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i = o jusqu'à t — co, et, dans ce cas, on a, par le numéro précédent,

/> dl e-,>i= (a« —a; + i)(2« —4.t+i)...(3«— 2/7+1) dt e-,»>
■J ( 2 7')'' J

r étant égal au quotient de la division de n par i si la division est pos¬
sible, ou au nombre entier immédiatement plus petit si la division
n'est pas possible. Soit donc

K = fdte-'",
K<»> =

K(2) =f C dt e->",
♦

= ft2i~2dt e-'";

la formule (B) du numéro précédent deviendra

r 7 _ 1 dUu"+1 , 2t' + I Uw+1 \j y c x 2 ^ 2 i 1.2.3.. .2 « afo?2' 4/2 i. 2.3... 4 « y

+ tWYÏJ™- + A d"+^M[_i.2ûtes 2« i .2.3.. .(27 + 2) dxïM
3(27 + 3) d'w+2Uw+3

1 • 2.3. .. (4 « + 2) dasH+t " J

[✓/27-2TT27-1 2 7 — 1 ,7*7-2 TT47-1l_ _ _

1.2.3... (2 7 — 2) dxu~2 ' 27 1.2.3... (4 7 — 2)dœil~2
(27 — 1) (47—I) du~2U6i_1

4«'2 1.2.3...(67—2)dx6i~2

Cette formule est la somme d'un nombre 1 de suites différentes, dé¬

croissantes comme les puissances de a, puisque U est de l'ordre a2i, et
multipliées respectivement par les transcendantes K, K(,), K(2), ...

qu'il est par conséquent important de connaître. Voyons ce que l'ana¬
lyse nous apprend à cet égard.
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IV.

Considérons généralement l'intégrale

Çdsdxdx^ dxW... dxir~^ e~s(1+x"+x<'l) -> ),
les intégrales successives étant prises depuis s, x, x{{), xm, ..., égaux
à zéro jusqu'aux valeurs infinies de ces variables. En intégrant d'abord
par rapport à s, on réduira l'intégrale précédente à celle-ci

f dx dx^ dx^ 4- ... 4- dx^'-V

Soit

on aura

/

+ Xn+ x(l>n-+- X^>"+. .

1 1

(i 4- xW + xW +. . . 4- x<''-V)n

dx

i4-«b4- x^y 4-... -i- xir~î>n
I

(i + «(|)»+œ(«)"4-..,4-ar<"-2)»)

r dz
1Eï J >4-Z" '

l'intégrale relative à s étant prise depuis s = o jusqu'à z — oo. Soit
encore

— . — «(1).

(l 4- iC(2'"-l-. . . 4- a?'''-2)™)"
on aura

h
dxW

n-i

(i 4- aj(fi—... 4- a;0'-2)") «
i /*

5/*_
n — 2 f

:)») « 7 (
/1—1 *

(14- ^<2>n4- ... 4- «<«,*)" ,/ (i + *(«>) »

l'intégrale relative à s(l) étant prise depuis s(1) — o jusqu'à s(l) = co. En
continuant d'opérer ainsi, on trouvera

fdsdxdx^.. . dx^-'de-s{i+xn+J-,)n+...+x'r '' )
~Ç~L- Z1- dz r __dz rJ 1 -h Z'1 f n-i / "-2 " " /t/ (i+î») » y (i4-5«) » y (i4-5») »
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les intégrales relatives à z étant prises depuis z = o jusqu'à z — cc.

Intégrons présentement, d'une autre manière, la différentielle

dsdxdxW,,. e-s(l+x"+^l) +•>•),

et, au lieu de commencer les intégrations pars, terminons-les par cette
variable; pour cela, nous observerons que l'on a

J dxe~sx" — -i- Js"dx e~sx" — — Jdte~l",

t étant supposé égal à s"x. L'intégrale relative à x devant être prise
depuis x = o jusqu'à x = <x>, l'intégrale relative à t doit être prise
depuis t = o jusqu'à t = oo. Soit donc j dt e~tn— K, on aura

fdxe-sxn—
s"

on aura pareillement
J'dxw

s"

et ainsi de suite; partant,

fdsdxdx^... dx(r-t)e-s(i+ic+d')n+...+x[r-')a)
"

■= K'-1 f ^£1! = n K''"1 dte-'n,
J s "

i

t étant ici égal à/, et l'intégrale relative à t étant prise, comme l'inté¬
grale relative à s, depuis la valeur nulle de cette variable jusqu'à sa
valeur infinie. En comparant les deux expressions de

Jds dx dx^K .. e~s(1+a!"+»(,> +•••)
et en observant que

Ç dz nJ l-bz" ~~ . 7t' ..

n sin -

n
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z étant le rapport de la demi-circonférence au rayon, on aura

J" in-rdte-'"
z P dz P dz P dz

jÇ J n—1 / n —2 f n — '"-+2 '
sin-y (I + zn)~ J (1-f-zn)~ J (I + S- —

toutes les intégrales étant prises depuis les valeurs nulles des variables
jusqu'à leurs valeurs infinies.

Si l'on fait i + /= 1 on aura

j du
——

n -t- 1 '

( I — un ) "

la formule précédente deviendra ainsi

n*K'-1 f tn~r dle~l"
(Z) J _ rc f du P du P du

.7Z I il 1 f r—
Sin ~ t/ (i — M*)* t/ (l — Un)n J (i — Un) n

h

les intégrales relatives à u étant prises depuis u — o jusqu'à u — i,

parce que la supposition de z = o donne u = o et que celle de z — <x>
donne u — i. Il faut dans cette formule prendre autant de facteurs
affectés du signe intégral qu'il y a d'unités dans r — i.

La formule (Z) offre plusieurs corollaires intéressants que nous
allons développer; si l'on y suppose r = n, l'intégrale Jtn-rdte~'" se
changera en K, et l'on aura

(V, ttsKn= —

sm-y (i —un)nJ (i —un)n J (i — un)n

Ainsi K ou Jdt e~v' sera donné par cette équation en fonctions d'inté¬
grales algébriques, et la formule (Z) donnera la valeur de Jln~rdte~c"
en fonctions semblables, r étant un nombre quelconque entier positif
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et moindre que n\ ces valeurs dépendent des n — i intégrales algé¬
briques

/du f du f du— / • —-, •••, J n — l>
(l — u'l)n J (l — un)" J (i — un) "

mais on peut diminuer de moitié le nombre de ces intégrales par la
méthode suivante.

Si, dans la formule (Z), on fait r— 2, elle donnera

n*j dte~l"J tn~2dte~'"~—-—
sin -

n

Cette équation est généralement vraie, quel que soit n, en le suppo¬

sant même fractionnaire; partant, si l'on y change n dans _ _, on
aura

(/' — l)27T

sin
n'- fdle~'r~l C F ~l 2 dte~tZl = * ,d J

. ( r — 1 ) 7t

et, si dans cette nouvelle équation on change t dans tr~\ elle de¬
viendra

n

T,
sin

(T) n*J lr~* dte~l"J tn~r dte~ln— •

Si, dans cette équation, on suppose r — 2 = n — r, ce qui donne

n2 (J"t* dte~l") = 7T,

r = - -f-1, on aura

et, si l'on change f dans t, on aura ce résultat remarquable

Jdied yÇ,

c'est-à-dire que l'intégraleJdteprise depuis t = o jusqu'à t infini,
est la moitié de la racine carrée du rapport de la demi-circonférence
au rayon.
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Supposons maintenant n pair et égal à 2i\ si l'on l'ait r = f1 dans
la formule (Z), elle donnera

WK'ff—f—iH—f d" _.
sin J (1 — uu)*lJ (1 — J (1 — «")*

Or, en changeant l' en t, l'intégrale J t'~l dte~"' deviendra

4 fdte-"= ^5;1J 21 '

on aura donc

(R) aiK<= AL fsin J (r _ M«)»< J (j _ „si)i

ainsi K sera donné en fonction des 1 — 1 premières intégrales algé¬
briques de la formule (Z), et cette même formule donnera les valeurs
de toutes les intégrales transcendantesj t2i~rdte~(", en fonctions de
ces mêmes intégrales, lorsque r sera égal ou moindre que i -+- 1 ou, ce

qui revient au môme, lorsque l'exposant 2i — r sera égal ou plus grand
que i— r. Si cet exposant est moindre, alors r — 2 sera plus grand que
1 — 1, et la formule (T) donnant la valeur de l'intégrale f tii~rdte-'",
au moyen de celle-ci f dle~t%i, cette valeur ne dépendra que des
i — 1 premières intégrales algébriques de la formule (Z); ainsi toutes
les valeurs de l'intégrale jt2t~rdte~(" ne dépendront, quel que soit r,
que de ces i premières intégrales algébriques, et, comme les valeurs
correspondantes à r plus grand que i sont données par la formule (Z)
en fonctions de ces intégrales et des suivantes

/du r du f du/4-1? ? J / H~EJ '
(, _ Uuyu J (j _ Unyu J (1 _ uU) A '

il en résulte que chacune de ces dernières intégrales sera donnée en
fonction des i — 1 premières intégrales algébriques de la formule (Z).

Si n est impair et égal à ii -f-1, la formule (Z) donnera, en y faisant
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successivement /• = i -f- x et r = i + 2,

(2i+i)*K'f tidte~',i+l
du r du r du

7T , , .
Sin

ai'4-1 J U*M)*i+1 J (i — W2^1)2^1 J (l — uU+1)1,,+ 1

(2i4-i)*K<+1 f d-^dte-1^
7T r du r du

sm-
7T f-t-1 >

2 i 4~ I (i _ uit+iyi+i J (l — «»'+«)»'+1

en multipliant ces deux équations l'une par l'autre et en observant
que l'équation (T) donne, en y faisant r = i + 1,

(21 +1)2fti-idte-<"+,f tldte->*t>'+<.
17:

sin
2 i H- I

on aura

( 21 -4- I)2K2!'+1

7T sm —! , r. j
«M2i + i r r du, r

sin---—) LJ (1—«*'+»)«!+» J (1 — «"+I)Ï7+"1.2 i -j— I /

c/w
/-H

(I—««+>)>•'+»

K sera ainsi donné en fonction des f premières intégrales algébriques
de la formule (Z), et cette même formule donnera les valeurs de
j i'li+K-rdte-^, en fonction des mêmes intégrales, lorsque r sera égal
ou moindre que i-h 2; la formule (T) donnera ensuite les valeurs de
cette intégrale transcendante lorsque rsera plus grand que i + 2, d'où
l'on peut conclure que chacune des intégrales

f—^-nH'J uU+l)U + l J ,

du f du
2 i

(, _ uu+iyi+i J (i_ uu+iyt + i J _ uu+iyi+i

sera donnée en fonction des i premières intégrales algébriques de la
formule (Z).

De là il suit généralement que toutes les valeurs de j'fdter'" ne
OEuvres de L. — X. 29
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dépendront, quel que soit r, que de — — i intégrales algébriques prises
dans la formule (Z) si n est pair, ou de —1 de ces mêmes intégrales
si n est impair.

V.

Reprenons maintenant la formule (C) du n° III ; si l'on y fait i = i,
elle ne renfermera que la seule transcendante K ou fdte~", qui, par
le numéro précédent, est égale à |y/-rc ou à o, 886227.

Si l'on y fait i— 2, cette formule renfermera les deux transcen¬
dantes K et K(0, qui sont respectivement égales à J dle~" et à / t2dte~
or la formule (R) du numéro précédent donne, en y faisant i = 2 et en

observant qu'alors sin A =1 2! y/a

4( ( dte-''y — \Jn: /——j •
J (i-"4)1

Cette dernière intégrale représente la longueur de la courbe élastique
que M. Stirling a trouvée égale à

1,31102877714605987 ;

en désignant donc par cette valeur, on aura

K — Jdte~-- \Jit'

la formule (Z) donnera ensuite, en y faisant n = 4 et r — 2,

16 jdtej tidte~l*=.
partant

K'1' —f t*dte~
4 y/arc'y/a

Nous ne pousserons pas plus loin cet examen des valeurs de K, K(l',...
correspondantes aux différentes valeurs de i, parce que les cas où i
surpasse l'unité sont très rares dans les applications de l'Analyse.
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VI.

Le cas dans lequel i = i étant le plus ordinaire, nous allons exposer
ici les formules les plus simples pour déterminer dans ce cas la valeur
approchée de l'intégrale 'Jy dx.

Si l'on suppose v — — et que l'on nomme Y et U ce que de¬
viennent j et e lorsqu'on y change x en 0, et Y' et U' ce que deviennent
ces mêmes quantités lorsqu'on y change x en 0', on aura

(«)
( fydx -

TrTT ( d\J rf(UdU) «?[Urf(U rfU)l
: YU I1 + d§ + + —~d& + • • •

WTT,| . dV , d(Xl'dU') rf[U'rf(U'rfU')]
~ Y u ' + W + ~d0r* H dd'* ' •

l'intégrale Jy dx étant, prise depuis x — 0 jusqu'à x = G'. Cette for¬
mule sera très convergente toutes les fois que ~ sera très grand par

rapport à y, ce qui a lieu lorsque, les facteurs de y étant élevés à de
grandes puissances, l'intégrale jy dx est prise dans des intervalles
éloignés du maximum de y.

Pour avoir cette même intégrale dans les intervalles voisins de ce
maximum, supposons qu'il répoftde h x = a, et nommons Y le maxi¬
mum de j ou ce qu'il devient lorsqu'on y change x en a; supposons
encore, comme cela arrive le plus souvent, que la valeur a de a; ne
fasse disparaître que la première différence de y : dans ce cas, on fera

t = v/logY — Jogy,
y/logY — logj

dU2 d* U3 . du2 dïu*
et, en désignant par U, yyyi • • • ce que deviennent e, ^ ? ~dx*>

lorsqu'on y change x en a, on aura

(b) Jydx=Yfdte "(v+~t+ -^IL-t* + ...).
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Si dans la formule (a) on suppose logy, et par conséquent — cly
très petit de l'ordre a, cette formule ne pourra pas servir dans tout
l'intervalle où (a?— a)2 est moindre que a; dans ce cas, on peut faire
usage do la formule (b), qui cesse elle-même d'être convergente
lorsque vt ou, ce qui revient au même, x — a n'est pas une quantité
très petite de l'ordre ax, A étant positif; mais, dans l'intervalle où cela
n'est pas, la série (a) peut être employée, en sorte que ces deux séries
se servent de supplément l'une à l'autre ; il y a même des intervalles
où toutes les deux peuvent être d'usage, car, puisque la convergence

i— x
de la série (a) exige que x — a soit de l'ordre a2 , A étant positif, et
que celle de la série (b) exige que t- — A soit positif, ces deux séries
peuvent servir à la fois pour toutes les valeurs positives de A moindres
que La première sera ordonnée par rapport aux puissances de a2\

i-x
et la seconde le sera par rapport aux puissances de a2 ; il faudra
donc préférer la première ou la seconde, suivant que 2A sera plus
grand ou moindre que 5 — A, c'est-à-dire suivant que l'on aura A plus
grand ou plus petit que A

La formule (b) donne, en intégrant depuis t = T jusqu'à l — 1",
I C 7 V( TT 1 W 1.3 d>W , \ /• ,,/ / y dx — YI U -) j—r H 5 „ . , . -t-. •. de e1 J J \ 2 1 .idx- 2 1.2.3.4«^
I Y T3r^U2 rr d1 U3 /ri1, , rf3U4

(c) j +2e ld*+rr.2dx'+( +I^ i.2.3 dx3 +" "
\ 2 |_ dx 1.2 dx * 1.2.3 dx*

l'intégrale J y dx étant prise depuis la valeur de x qui convient à
/ = T jusqu'à celle qui convient à / = T'.

Si l'on suppose T.= — so et T' = so, on aura généralement
T''e-T5=o, T"'e-T"=o;

on a d'ailleurs dans ce cas (n° IV)

J dt
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La formule précédente devient ainsi

... r , „ ,-/TT i d2U3 i.3 ^U3 \(d) J y dx = Y A ^ iTÎ73-w

l'intégrale jydx étant prise entre les deux valeurs consécutives
de x qui rendent y nul, et Y étant le maximum de y compris entre
ces valeurs. Les différents termes de cette formule se détermineront
facilement en observant que, si l'on fait

A — d* logy n — d* l°MZ r — d'' lo"Y1
i.2 dx'1 ' ' i.2.3 dx3 ' J 1.2.3.4 dxk

x étant changé en a, après les différcntiations, on aura généralement

A 2— - A 5 'R (x-a)
2

r(r+ 2)a ; 2D2__iA ï; 'C
2

(x — a)2-1-.....

On a
d2 y dy2d logj = — -yy ;

la supposition de x = a fait disparaître dy : on aura donc
d2 logy _ d2 Y

~ -a-y dx2'

d? Y d2 y » d •
Y et 2- étant ce que deviennent y et ^ lorsqu on y tait x = a;
partant, si dans la formule (//) on ne considère que le premier terme
de Ja série, on aura à très peu près

fydx =="4==g ou (tfydx)2=—py
\ dx2 dx1

l'intégrale jy dx étant prise entre les deux valeurs consécutives de x
d2 Y d1 v

qui font disparaître y, Y et yyy étant les valeurs de y et corres¬

pondantes à la valeur intermédiaire de x qui fait disparaître dy.
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Celte expression de Jydx sera d'autant plus approchée que les fac¬
teurs de y seront élevés à de plus hautes puissances.

La formule (c) renferme l'intégrale indéfinie Jdte~'\ qu'il n'est
pas possible d'obtenir en termes finis; niais on peut, dans tous les
cas, la déterminer d'une manière fort approchée par les méthodes
connues. Si t est peu considérable, on pourra faire usage de la série
suivante

r i T5 i T' i T®
fdte-"= T-JT'-H i- — + V-/ --•• •>1.2 5 1.2.07 1.2.3.49

l'intégrale étant prise depuis t — o jusqu'à t = T.
Si t est considérable, on pourra se servir de cette série

r, e-TV » 1-3 1.3.5 \J die — 2Ï (^i aT2 + rjJT, 23T# +...J,
l'intégrale j dt e~tl étant prise depuis t = T jusqu'au 00, en sorte que,
pour avoir la valeur de cette intégrale depuis t = o jusqu'à t — T, il
faut retrancher la valeur précédente de | v'tc . Cette série est alternati¬
vement plus grande et plus petite que l'intégrale fdte~de manière
que la valeur de cette intégrale, prise depuis t — T jusqu'à t — 00, est
toujours comprise entre la somme d'un nombre fini quelconque de
ses termes et cette même somme augmentée du terme suivant. Ce
genre de série, que l'on peut nommer séries de limites, a l'avantage de
faire connaître avec précision les limites des erreurs des approxima¬
tions. Dans un grand nombre de cas, les formules (a), (b), (c) et (d)
conduisent à des séries de cette nature.

VII.

On peut facilement étendre l'analyse précédente aux doubles,
triples, ... intégrales; pour cela, considérons la double intégrale
jydxdx', y étant une fonction de x et de x' qui renferme des fac¬
teurs élevés à de grandes puissances. Supposons que l'intégrale rela¬
tive à x' doive être prise depuis une fonction X de a; jusqu'à une
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autre fonction X' de la même variable; en faisant x' — X -+- uX', l'in¬

tégrale Jydxdx' se changera dans celle-ci J*yX'dxdu, l'intégrale
relative à u devant être prise depuis u — o jusqu'à u — i. On peut
donc ainsi réduire l'intégrale Jydxdx' à des limites constantes et
indépendantes des variables qu'elle renferme; nous supposerons

conséqueinment qu'elle a cette forme et que l'intégrale relative à x
est prise depuis x = 0 jusqu'à x — v>, tandis que l'intégrale relative
à x' est prise depuis x' — 0' jusqu'à x' — ct'. Cela posé, en nommant Y
ce que devient y lorsqu'on y change x et x' dans 0 et 0', on fera

y =

en supposant ensuite x = 9 + u et x'—^'+u', on réduira la fonc-
Y

tion log — dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de a

et de et l'on aura une équation de cette forme

M« + M'u'= t + t',

Y
dans laquelle M est la partie du développement de '°g— qui renferme
tous les termes multipliés par u, et M' est l'autre partie qui renferme
les termes multipliés par u' et qui sont indépendants de u. On parta¬
gera l'équation précédente dans les deux suivantes

M u = t, Wu'—t',

d'où l'on tirera celles-ci, par le retour des suites,

linN l, u'—X't',

N étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de t et de ï,
et N' étant uniquement ordonnée par rapport aux puissances de t' et
indépendante de t. Ces deux suites seront très convergentes si y ren¬
ferme des facteurs très élevés. Maintenant on a

» '
dx dx' —du du',

et il est aisé de s'assurer que ce dernier produit est égal l\~~dl dt',
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c'est-à-dire à -pp -dtdtpartant

J'y dx dx' — YJ d^-p- -pp- dt dt'e-'-ï.
11 sera facile d'intégrer les différents termes du second membre de
cette équation, puisqu'il ne s'agira que d'intégrer des termes de cette
forme J't" dt e~c ou jt'ndl'e~1'.

Si l'on prend l'intégrale relative à t' depuis t' — o jusqu'à t' — co, et
que l'on nomme Q le résultat de l'intégration, on aura

J'y dx'—YQ,

l'intégrale étant prise depuis x'— 0' jusqu'à la valeur de x' qui con¬
vient à ï infini; si l'on change ensuite, dans Y et Q, 0' dans et que
l'on nomme Y' et Q' ce que deviennent alors ces quantités, on aura

fydx'= Y'Q',

l'intégrale étant prise depuis x' — xs' jusqu'à la valeur de x' qui con¬
vient à i infini ; on aura donc

Jydx = YQ-Y'Q',

l'intégrale relative à x' étant prise depuis x' — 0' jusqu'à x' — xs'.
En nommant II et R' les intégrales J~Qdt et J Q'dt, prises depuis

t = o jusqu'à t = oo, on aura

Jy dx dx' — YR — Y'R',

l'intégrale relative à x' étant prise depuis x'= 0' jusqu'à x' — xs', et
l'intégrale relative à x étant prise depuis x = 0 jusqu'à la valeur de x

qui convient à t infini. Si dans Y, R, Y', R' on change 0 dans ct, et que
l'on nomme Y,, R,, Yj, Rj ce que deviennent alors ces quantités, on
aura

j'y dx dx' — Yi R, — Y', R',,

l'intégrale relative à x' étant prise entre les limites G' et ct', et l'inté-
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grale relative à x étant prise depuis x — & jusqu'à la valeur x qui
convient à t = co; partant

fydxdx'=YR — Y'R'— Y, Rj-h YiR',,

l'intégrale relative à x étant prise entre les limites 0 et ts, et l'intégrale
relative à x' étant prise entre les limites 0' et Cette formule répond
à la formule (A) du n° I, qui n'est relative qu'à une seule variable. Elle
a le même inconvénient, celui de ne pouvoir s'étendre aux intervalles
voisins du maximum dey; il faut pour ces intervalles employer une
méthode analogue à celle du n° II. Ainsi, en supposant que, dans l'in¬
tervalle compris entre 0 et u, y devienne un maximum et que la con¬
dition du maximum ne fasse disparaître que la première différence
de y, au lieu de faire, comme précédemment, y = Yrw', on fera

y — Y

et si, dans l'intervalle compris entre G' et ta', y devient un maximum,
on fera

y = Ye-*'1'.

Comme nous aurons principalement besoin dans la suite de l'inté¬
grale jy dxdx', prise entre les limites de x et de x' qui rendent y
nul, nous allons discuter ce cas d'une manière générale.

Considérons l'intégrale Jy dxdx'dx"..., y étant une fonction des
r variables x, x', x", ... qui renferme des facteurs élevés à de grandes
puissances. Si l'on nomme a, a!, a", ... les valeurs de x, x', x", ... qui
répondent au maximum dey, et que l'on désigne par Y ce maximum,
on fera

y = Ye-'1-''1—

en supposant ensuite
x — a + 0, x'—a'-f- 8', x" — a" -H 8", ...,

Y
on substituera ces valeurs dans la fonction log —? et, en la développant
dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de 0, 0', 0", ...,.

OEuvres de L, — X. 3o
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on aura une équation de cette forme
M G2 + M'G'2-h M" G"2 +... = f2 + U2 + /2 h- ...,

Y
M étant la partie du développement de l°g~ multipliée par 02 ; M' étant
la partie de ce développement multipliée par 0'2 et indépendante de 0;
M" étant la partie multipliée par 0"2 et indépendante de 0 et de Q\ et
ainsi du reste. On partagera cette équation dans les suivantes

M G2—1\ M'G'2 — t'2, M "G"2=i"2,

d'où l'on tirera celles-ci, par le retour des suites,

G = N t, Q'=Wt', G" = N"t",

N étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de t, t', t", ..

N' étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de t', t", ... ;
N" étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de t", ....

Ces suites seront d'autant plus convergentes que les facteurs de y

seront élevés à de plus hautes puissances.
Maintenant on a

dx dx' dx"... — dQ dfj' dO". .

et il est facile de s'assurer que ce dernier produit est égal à
rf(NO rf(N'î') rf(N'C) . _ . '
—dï dT~ dt"

partant

fy dx dx' dx"... = Y f d(K't') d(Wt") _ ..J J J dt dt' dt"

les intégrales relatives à t, t', t", ... étant prises depuis ces variables
égales à —=o jusqu'à ces variables égales à -f-oo. 11 sera facile d'avoir
les intégrales des différents termes du second membre de cette équa¬
tion en observant que l'on a généralement
\

f tn t'n' t"n".. .dtdi'dt".. =
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lorsque l'un quelconque des nombres n, n', n", ... est impair, et

f tutnvt"U". _ .dtdt'dt"..J r

i .3.5.. .(ai — i). i .3.5.. .(2?— i). i .3.5.. — i).. .71*

Si les puissances auxquelles les facteurs dej sont élevés sont très
considérables, on aura à très peu près

à- Y d'Y d'Y
.. dx' dx" dxn
M = y~> M = y""' Y-'

d'Y d'Y d'Y
,t , , . d'y d'y d'y ,

d&' d^' W*' etant ce <ïue deviennent jp, ^ gps» lor«-
qu'on y change x, x', a?", ... dans a, a', a", .... On aura ainsi à très
peu près

1 i l
\ï Y2 Y21

y- 6"= ... .->

t /Z~^X 4/_d!I
V et»2 V V

d'Y
dx"'

d'où l'on tire ce théorème général :

L'intégrale Jy dxdx' dx", . .., jorâe entre les valeurs consécutives de
x, x', x", ... qui rendent y nul, est à très peu près égale à

J—
y à.x2

V /' +2

(— 2 7t )' Y 2
Y d'Y d'Y

dx" dx1"

si les facteurs de y sont élevés à de grandes puissances.

Article II.

De l'intégration par approximation des équations linéaires
aux différences finies et infiniment petites.

VIII.

Considérons l'équation linéaire aux différences finies

(1) S — Ajsh- B hy,+ C A2/s-k ..,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



236 MÉMOIRE SUR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES

S étant une fonction de s; A, B, G étant des fonctions rationnelles et
entières de la même variable, et la caractéristique A étant celle des
différences finies, en sorte que Ays = ys+i — ys. Soit

A — a + a(l,s -+- a(->s--+- a(3>s3-h...,
B = b + b<»s + bWs*+ b^s3 + ...,

C = c+ C(1,S -+- C<2>S2 + C(3's3 -1- . . .,

et représentons la valeur dejf par l'intégrale J e~sxf dx, <p étant une
fonction de x, indépendante de s, et l'intégrale étant prise entre des
limites indépendantes de cette variable; on aura

Ays =J e~sx (e~x — i) cp dx,
A27s=fe~sx(e~x— i)2 9 dx,

De plus, si l'on désigne e~sx par Sj, on aura

-sx d 2 ,x—di ày , d3 §vse-sx~ s3e~sx— ~rdr> s3e~sx— ■' .dx dx1 dxs 7

l'équation (i) deviendra ainsi

S=fydx\ èy[a -h b (e~x— i) + c (e-*_ j)*+,..]
— ~Jy- [a^ + b") {e-* ~ i) + c(i)(ri(_i)! + ..,]

+ ^"fa<2,+ b(î)(e-x~ i) H-ci'Urï- O'-h. ••]

Si 1 on représentaityspari intégrale j*ar'çp dx, on aurait, en désignant
xs par cy,

sxs=x^-f^, s(s — i)xs ~ x^^y.ax dx2 ' ' '

on aurait ensuite

a7s= fày (a, _ j) 9 dx> A2Js=yaJ(a: __ i)2 ç dx
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Partant, si dans ce cas on met les valeurs de A, B, C, ... sous cette

forme
A —a -h a(1)s 4- a(2,s(s — i) 4- a^s(s —- i) (s — 2) 4-...,

B = b 4- b^ls 4- 6<2>s(.? — 1) 4- b(3)s(s — 1) (s — 2)4-...,

C = c + c(')s+ c<2)s(s — 1) 4- c'3^(i — 1) (s — 2) 4-..

l'équation (1) deviendra

S=J'(f>dx^ oy [a 4-b (# —1)4-c (x —• i)2-t-. ..]
4-a? ^ [a(1)4- 6(I,(a? — 1) -h c(1) (;» — I)24-.. .]
+ ^ tÈL ram + 6(3) («-1)4- c<2> (« —1)24-. •.]a#2 L

En représentant généralement j, par j oyydx, les deux formes pré¬
cédentes que l'équation (1) prend dans les suppositions de oy = e~Sx et
de Sy — xs seront comprises dans la suivante

■g=/,j,(^+»§:+p§+(!§+...),
M, N, P, Q,... étant des fonctions de x indépendantes de la variable s,

qui n'entre dans le second membre de cette équation qu'autant que

Sy et ses différences en sont fonctions.
Maintenant, pour y satisfaire, on intégrera par parties ses différents

termes; or on a
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L'équation précédente devient ainsi

S = J ôy dx M 9 —
rf(N<p)

dx

-+- C -+• §y \ N9 -
d{ P<p)

dx

"e

I73
1T P9 —

d(Q 9)
dx

d- ày
+

dx2 tQ<? ...]

c/2 ( P cp ) d3(Q9)
dx2

d"-(Q?)
dx2

dx3
-f~ . . .

G étant une constante arbitraire.

Puisque la fonction cp doit être indépendante de s et, par conséquent,
de Sy, on doit séparément égaler à zéro la partie de cette équation
affectée du signe J, ce qui produit les deux équations suivantes :

(2) : M 9 ■
<a?(N9) ( P 9 ) d3(Qcp)

dx dx2 dx3

(3)

S = C-t- Ar |~ N <p —

+ ^rP(p_^Qi)dx L dx
d

r„ -,

d(Pt) . J(Ql>)
dx dx2

-+- ■. .

La première équation sert à déterminer la fonction <p, et la seconde
détermine les limites dans lesquelles l'intégrale j Syydcc doit être
comprise.

On peut observer ici que l'équation (2) est l'équation de condition
qui doit avoir lieu pour que la fonction différentielle

1 dx ^M 3/ -h N
,<PSy

dx2

soit une différence exacte, quel que soit 8y, et, dans ce cas, l'inté¬
grale de cette fonction est égale au second membre de l'équation (3);
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f est donc le facteur en x seul qui doit multiplier l'équation

0=Mty+^+v^+.;.
pour la rendre intégrable. Si <p était connu, on pourrait abaisser cette
équation d'un degré, et réciproquement; si cette équation était abais¬
sée d'un degré, le coefficient de Sy, dans sa différentielle, divisé par
M dx, donnerait une valeur de <p; cette équation et l'équation (2) sont
conséqucmment liées entre elles, de manière que l'intégrale de l'une
des deux donne une intégrale de l'autre.

IX.

Considérons particulièrement l'équation (3), et faisons d'abord
S = o; si l'on suppose que §y, *" deviennent nuls, au

moyen d'une même valeur de x, que nous désignerons par h, et qui
soit indépendante de s, il est clair qu'en supposant C = o cette valeur
satisfera à l'équation (3), et qu'ainsi elle sera une des limites entre
lesquelles on doit prendre l'intégrale J Syydx. La supposition précé¬
dente a lieu visiblement dans les deux cas de $y = xs et de Sy = e~Sx;
car, dans le premier cas, l'équation x = o, et, dans le second cas, l'é¬
quation x = 00, rendent nulles les quantités oy, , — Pour
avoir d'autres limites de l'intégrale ( Zy^dx, on observera que, ces
limites devant être indépendantes de v, par le numéro précédent, il
faut, dans l'équation (3), égaler séparément à zéro les coefficients de
oy, ce qui donne les équations suivantes :

o = n?_^Pî) + £^0Î)1 dx dx1

O = Q<P — • •.,

Ces équations seront au nombre i si i est l'ordre de l'équation diffé-
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rentielle (2); on pourra donc éliminer, à leur moyen, toutes les con¬
stantes arbitraires de la valeur de cp, moins une, et l'on aura une
équation finale en x, dont les racines seront autant de limites de
l'intégrale Jbyydx-, on cherchera, au moyen de cette équation, un
nombre de valeurs différentes de x, égal au degré de l'équation dif¬
férentielle (1). Soient q, q{t), qw, ... ces valeurs, elles donneront
autant de valeurs différentes de <p, puisque les constantes arbitraires
de <p, moins une, sont déterminées en fonctions de ces valeurs. On
pourra ainsi représenter les valeurs de <p, correspondantes aux
limites q, ?<", qW, ..., par IU, B<2>)d2>, ...; B, BP», B<2>, ...

étant des constantes arbitraires, et l'on aura pour la valeur complète
(ie y*

ys= Bf§yl dx + B")fdyW dx + B'2'fôyl^ dx -4-...,

l'intégrale du premier terme étant prise depuis x = h jusqu'à x — q,
celle du second terme étant prise depuis x = h jusqu'à x — qw, celle
du troisième terme étant prise depuis x = h jusqu'à x — qw, ...,

et ainsi du reste. On déterminera les constantes arbitraires B, B(1),
B(2), ... au moyen d'autant de valeurs particulières de ys.

Supposons maintenant que dans l'équation (3) S ne soit pas nul;
si l'on prend l'intégrale fSyydx depuis x — h jusqu'à x égal à une
quantité quelconque p, il est clair que l'on aura C = o et que S sera
ce que devient la fonction

«5jK[Ncp—-H...] H- g(P<p-...)+...
lorsqu'on y change # en p; ainsi, pour le succès de la méthode précé¬
dente, il est nécessaire que S ait la forme de cette fonction. Supposons,
par exemple, oy == xs, et

S=ps[l+ H" s + IW s{s — 1) -t-1(3) s(s — 1) (s — 2) H-...];
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en comparant cette valeur de S à la précédente, on aura

d ( P <p )

IWp m Pcp —. .

x devant être changé en p dans les seconds membres de ces équations
dont le nombre est égal au degré de l'équation différentielle (2) : on
pourra donc, à leur moyen, déterminer toutes les constantes arbi¬
traires de la valeur de <p; et, si l'on désigne par ^ ce que devient 9

lorsqu'on a ainsi déterminé ses constantes arbitraires, on aura

y j =5 Jxstydx.
De là, et de ce que l'équation (1) est linéaire, il est facile de con¬

clure que, si S est égal à

p* [/ -+- l(1Ki l^> s (s — 1) + /f3) s (s — 1) (s — 2) + . ..]
+ PÎ [A + + I\s)s(s — 1) H- l\3) s (s — 1) (5 — 2) 4-.. .]
+ p\ [G 4- l{2l)S H- l\y s (s — 1) -h A31 s (s — 1) (s —■ 2) + ...]

-

en nommant <plt ... ce que devient tp lorsqu'on y change successi¬
vement p, /, l{{), ... dansp{, , /J", ...,p.,, 4» 4"» • • • ' on aura

ys — f xs vj; dx -f- f xs i^i dx + fxs cjj2 dx

la première intégrale étant prise depuis x = o jusqu'à .x— p, la
seconde intégrale étant prise depuis x = o jusqu'à x — p{, etc. Cette
valeur de ys ne renferme aucune constante arbitraire; mais, en la joi¬
gnant à celle que nous avons trouvée dans le numéro précédent, pour
le cas de S = o, on aura pour l'expression complète de ys

(4)
j ys— RJxs\ dx -+- B(I) Çdx -+- B(2) j xsl<2) dx -t- • • ■
I -t- f xs dx + f xs it, dx -h f xs 'l'a dx -f-....

Il sera facile, par les méthodes du n° VI, d'avoir en séries conver-
ORuvres de L. — X. 3j
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gentes les différents termes de cette expression lorsque s sera un
nombre considérable.

XI.

Pour déterminer la fonction ys de s, que l'on parvient ainsi à réduire
en séries convergentes, reprenons l'équation (i) du n" VIII et suppo¬
sons qu'elle soit différentielle de l'ordre n; si l'on désigne par us, {u.s,
2us, ... les n valeurs particulières qui y satisfont, lorsqu'on y fait
S = o, en sorte que son intégrale complète soit alors

ys— Hms-4-'II 'Ms + 2H !«,+"-'H "~lus ;

si l'on forme ensuite les quantités suivantes

1 A
u; — us A )

us-1

hi] — u, A )
Us-1

ïu J = us A >
Us-l

2 //1

A-fi,
Us- ,

3// 1
2w| == w] A —— ?

US— 1

I

* // 2
m? = A ?■ "i-i

?

en continuant ainsi jusqu'à ce que l'on parvienne à former u"~\ soit

et nommons > • • • ce que. devient u" ' lorsqu'on y
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change successivement ""'m, dans n~2us, "~3as, ... et réciproquement;
enfin désignons par L le coefficient de A"ys dans l'équation (t). L'in¬
tégrale complète de cette équation sera, comme je l'ai fait voir ailleurs
(t. VII des Mémoires des Savants étrangers, p. 56) ('),

ys— us(vi ~ z^j ^ ^"-'ii +21
la caractéristiques étant celle des intégrales finies; on pourra donc
toujours réduire en séries convergentes toutes les fonctions de cette
nature, pourvu que S ait la forme que nous lui avons assignée dans le
numéro précédent.

XII.

Considérons généralement le cas où l'on a un nombre quelconque
d'équations linéaires aux différences finies, entre un pareil nombre
de variables jj, y\, y"s, ..., et dont les coefficients soient des fonctions
rationnelles et entières de s. Si l'on suppose

ys=J dx>

y's—j '&><?'dx,
y"s~j xsy" dx,

f

ces différentes intégrales étant toutes étendues dans les mêmes limites
indépendantes de s, on aura

A y,~j xs ( x — i ) <p dx,
A2/s= fxs(x — i)2 <p dx,

>

A ys=J xs(x — i) y dx,

J'oPs{ac ~iy-y dx,

(') Œuvres de Laplace, t. VIII, p. 87.'
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On pourra donc mettre les équations dont il s'agit, sous les formes sui¬
vantes

S =J xs z dx,
S ' — f xs z' dx,
S"= jxsz" dx,

S, S', S", ... étant fonctions de s, et z, z', z", ... étant des fonctions
rationnelles et entières de la même variable, et de x, cp, cp', cp",
dans lesquelles çp, f', f", ... sont sous une forme linéaire.

Considérons d'abord l'équation

S == jxsz dx;

Hs-*) A,7 , s(s-l)(S-2)
on a

z — l + s AZ -f- A2Z +
I . 2 1.2 .0

A»Z + ...,

Z, ÀZ, A-Z, ... étant ce que deviennent s, As, A3s,
suppose s — o. Partant, on aura

. lorsqu'on y

S = f xs dx Z -+- s AZ + ——— A2 Z ■
I .2

Or, si l'on fait xs — oy, on aura

dày , , , , d- ôysxs—x—,x-i s(s — i)xs—.x* —j—r*dx dx-

L'équation précédente deviendra ainsi

e Cj ! i % kr, dSy x"* A2Z d2 èys =J ix U sy+ *az+ __ +...

d'où l'on tire, en intégrant par parties comme dans le n° YIII, les deux
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équations suivantes :

(«) d(xAZ) d'2(x2 A2Z)
dx i. 2 dx2

(à)

S =3 C + [ •r AZ - d^- ^ f- a'2 ( ^ A- ^
i. 2 dx i.2.3 efe2

rfo> p2 A2Z __ d(x> A3Z)
dx | i.2 1.2.3 ite

<i2 oy /a;3 A3Z
da;2 \ i. 2.3

L'équation
S' — fxsz' dx,

traitée de la même manière, donnera les deux suivantes

(«')

(//)

o = Z' —
d(xAZ') d*(x* A2Z'_)

i. 2 t/a?2

S'=C'+Ô/
d(x-A27i')

x AZ' —' _|_...
i. 2 dx

■_ p2 A2Z'
\ i.2

Les équations
S" =yxsz"dx, S'"-—yxsz"' dx,

produiront, des équations semblables que nous désignerons par (a"),
(£"), («'")- (/>'"). ••••

Les équations (a), (a'), (a"), . • • détermineront les variables <p, p
<p", ... en a?, et les équations (/a), (b'), (b"), ... détermineront les
limites dans lesquelles on doit prendre les intégrales Jxsydx,
jxso'dx, Pour cela, on supposera d'abord S, S', S", ... nuls;
en faisant ensuite C, C', C", ... nuls dans les équations (b), (b
(b"), ..., et en égalant séparément à zéro les coefficients de 8y,
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dèy
dx

—> ••• dans ces équations, on aura les suivantes :

d(x* A2Z)
o = x AL =—-

1.2 dx

1.2 " ' '

d{x* A2Z')
o = X AL ——;—- +...,

I . 2 dx

x2 A-Z2
o = ■...,

I .2

On éliminera au moyen de ces équations toutes les constantes arbi¬
traires, moins une, des valeurs de <p, cp', <p", ..., et l'on arrivera à une

équation finale en a? dont les racines seront les limites des intégrales
f afydx, jxsy'dx, on déterminera autant de ces limites qu'il

sera nécessaire pour que les valeurs de ys, y's, ... soient complètes.
Supposons maintenant que S ne soit pas nul et qu'il soit égal à

ps [ l /'')s + s (s — i) -4-...] ;

en faisant G — o dans l'équation (h) et en y mettant xs au lieu de oy,
on aura

ps[l +4- t<2>s(.s —1)-+-...]
' x"1 A2ZxAL-d{x**îZ)I . 2 dx

SX*

d'où l'on tire d'abord x — p, en sorte que les intégrales J xs<çdx,
j x'y'dx, ... doivent être prises depuis x — o jusqu'à x — p. La com¬
paraison des coefficients de s, s(s — i), ... donnera autant d'équations
entre les constantes arbitraires des valeurs de -<p, cp', cp", ...; l'égalité à
zéro de ces mêmes coefficients dans les équations (b'), (b"), ... don¬
nera de nouvelles équations entre ces arbitraires, que l'on pourra con-

séquemment déterminer au moyen de toutes ces équations. On aura
ainsi les valeurs particulières de ys qui satisfont au cas où, S', S", ...
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étant nuls, S a la forme que nous venons de lui supposer, ou, plus
généralement, est égal à un nombre quelconque de fonctions de la
même forme. Pareillement, si l'on suppose que, S, S", ... étant nuls,
S' est la somme d'un nombre quelconque de fonctions semblables, on
déterminera les valeurs particulières de ys, y's, y"s, ... qui satisfont à
ce cas, et ainsi du reste. En réunissant ensuite toutes ces valeurs à
celles que nous avons déterminées dans le cas on S, S', S", ... sont
zéro, on aura les expressions complètes de ces variables correspon¬
dantes au cas où S, S', S" ont la forme précédente.

XIII.

Il est facile d'étendre la méthode du numéro précédent aux équa¬
tions linéaires aux différences infiniment petites, ou en partie finies,
et en partie infiniment petites et dans lesquelles les coefficients des
variables principales sont des fonctions rationnelles et entières de s;

car, si l'on désigne, comme précédemment, par ys, y's, y], ... ces va¬
riables principales, on fera

ys= jxs<odx, y's— f xs<p'dx, yl — Jxs<s>"dx, ...,

ce qui donne

= fxsçp dxlogx, r- J'Xscp dx(logx)1, ..

Ays— fx* ( x — i ) <p dx, A *ys =fxs(x — i)2 9 dx, ...,

rr ! Xs(f' dxlogx,

Les équations proposées prendront ainsi les formes suivantes

S" Jxszdx, S'= Jxsz'dx, S"^: Çxsz"dx, ...,

z, z', s", ... étant des fonctions rationnelles ..de s, dans lesquelles <p,
<p', ®", ... sont sous une forme linéaire. En les traitant donc comme
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dans le numéro précédent, on déterminera les valeurs de <p, <p', <p",...
et les limites des intégrales J xsydx, jxsy'dx, — Ainsi la méthode
exposée dans ce numéro s'étend à toutes les équations différentielles
linéaires dont les coefficients sont rationnels.

En faisant ys — j e~SûS<pdx, y\ — j e~sxy'dx, ..., on parviendrait
à des résultats semblables. Dans plusieurs circonstances, ces formes
de ys, y's, ... seront plus commodes que les précédentes.

XIV.

La principale difficulté que présente l'application de la méthode
précédente consiste dans l'intégration des équations différentielles
linéaires qui déterminent <p, <p', <p",... en x. Le degré de ces équations
ne dépend point de celui des équations proposées en ys,y's, y], ... : il
dépend uniquement des puissances les plus élevées de s dans leurs
coefficients. Ainsi, relativement à l'équation différentielle finie du
premier ordre,

o m A ys -4- B Ays,

dans laquelle A et B sont des fonctions rationnelles et entières de s, si
l'on suppose jj— fxso dx, et que l'on détermine par le n° VIII la
valeur de <p en x, on parviendra à une équation différentielle d'un
ordre égal au plus haut exposant de .9 dans A et B.

On pourra, dans ce cas particulier, obvier à cet inconvénient en dé¬
composant l'équation proposée aux différences finies. Pour y parvenir,
on la mettra sous cette forme

q(s 4- a-) (s H- a') (s -+• a"). . .
—

{S + b) (s + ¥)\s y- b'). Js'
Si l'on suppose ensuite

■Sj+i — <] {s -f- <x)zs, zs+\ — (s -1- a')zs> Ss+i — (s a )zs> • • ' '

1 ~ (s -+- b)ts, t's+l — (s -H b') t's, tg+i — b,) ts, ...,

on aura
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11 sera facile d'avoir zs, z's, z"s, ..., ts, t's, t"s, ... en séries convergentes,
et l'on n'aura besoin pour cela que d'intégrer des équations linéaires
aux différences infiniment petites du premier ordre. Toutes les fois
que l'on pourra décomposer ainsi une équation proposée en d'autres
équations linéaires, dans lesquelles la variable s ne passera pas le pre¬
mier degré, on aura toujours en séries convergentes la valeur de son
intégrale, si s est un grand nombre.

Dans plusieurs cas où l'on est conduit à une équation différen¬
tielle en <j>, d'un ordre supérieur au premier, on pourra faire usage
des intégrales multiples en représentant ys par la double intégrale
/ oc?oc"y dxdx', dans laquelle <p est une fonction de x et de x', ou par

la triple intégrale jxsx'sx"sy dxdx'dx", <p étant fonction de x, x', x",
et ainsi de suite. On parviendra souvent à déterminer çp directement
ou par une équation du premier ordre; nous en verrons des exemples
dans l'article suivant.

XV.

Le cas dans lequel l'équation qui détermine la valeur de <p est dif¬
férentielle du premier ordre étant le seul qui soit généralement réso¬
luble, nous allons le développer ici en y appliquant directement la
méthode d'approximation de l'article I.

Supposons que l'on ait une équation linéaire d'un ordre quelconque
aux différences finies ou infiniment petites, ou en partie finies et en

partie infiniment petites, dans les coefficients de laquelle la variable s
ne passe pas le premier degré; cette équation aura la forme suivante

o — V -|- sT,

V etT étant des fonctions linéaires de la variable principale ys et de
ses différences. Si l'on y fait = fty^dx, oy étant égal à xs ou à
ersx, elle deviendra

M et N étant des fonctions de x; on aura donc, par la méthode du
Œuvres de L. — X. 32
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n° VIII, les deux équations
rf(No)

° = TÛT'

o = C + dy N <p.

La première donne, en l'intégrant,
I! fr'x

? = >

Il étant une constante arbitraire. Supposons, dans la seconde équa¬
tion, G = o; si l'on désigne par a la valeur de x donnée par l'équa¬
tion

o=r^(N<5>ôy),

et par Q ce que devient la fonction Nç Sy lorsqu'on y change x en a,
on fera

N<p<5/ = Q<r-'';
on aura ainsi

t = \/JogQ — l.og(N<p) — logâj.

logoy étant de l'ordre s, si l'on fait ^ = a, a étant un très petit coeffi¬
cient, la quantité sous le radical prendra cette forme ~ — X,
X étant fonction de x — a-, on aura donc, par le retour des suites, la
valeur de x en t par une série de cette forme

x — a H- ad ht -f- a/t'1) <2_|_ /t(2) ^3 _j_ _ _ _ _

Maintenant, ys étant égal à j Syydx, si l'on substitue dans cette inté¬
grale au lieu de oycp sa valeur > elle deviendra Qj ^

dx ,2 .

e , et si

dans ^ on met au lieu de x sa valeur précédente en 1, on aura ys par
une suite de cette forme

y,= oPQ fdte-i,(l+«*lWt+<ximti+ 1-...).
Les limites de l'intégrale relative à t doivent se déterminer par cette
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condition, qu'à ces limites la quantité Nçpoj ou son équivalente Qe~r'
soit nulle; d'où il suit que ces limites sont t — — <x> et t = oo. On aura

donc, par l'article I,

y, = a2 Q J-k(l -+- ^ ^ a3/<6> + .. .J v
\ a 2 23

Cette expression a l'avantage d'être indépendante de la détermination
des limites en x qui rendent nulle la fonction N<p5y, en sorte qu'elle
subsisterait toujours dans le cas même où cette fonction égalée à zéro
n'aurait pas plusieurs racines réelles. Cette remarque est importante
dans cette analyse et donne les moyens de l'étendre à un grand nombre
de cas auxquels elle semble d'abord se refuser.

La valeur précédente de ys ne renferme qu'une constante arbi¬
traire H, et par conséquent, si l'équation proposée est différentielle
de l'ordre n, elle n'en sera qu'une valeur particulière. Pour avoir l'in¬
tégrale complète, il faudra chercher n valeurs différentes de x dans
l'équation

o =: «?(N9 <îy).

Soient a, a', a", ... ces a valeurs; on changera successivement, dans
l'expression précédente de ys, a en a', a", ... et H en H', H", ...; on
aura ainsi «valeurs particulières deys, qui renfermeront chacune une
constante arbitraire; leur somme sera l'expression complète de cette
variable.

XVI.

On peut obtenir directement par la méthode précédente la valeur
de ys dans l'équation différentielle o = Y -t- vT, au moyen d'intégrales
définies; pour le faire voir par un exemple très général, considérons
l'équation différentielle

o — {a+ bs)ys + (a'+ b's) & + (a"+ b"s) ^ + (a"+ b"'s) ^ + ... ;

si l'on y suppose
Js~ftyydx,
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§y étant égal à e~Sx, on aura

o —^? dx — a'x H- a" x2— a!"x* -+•... )
— d^L(b — b'x+b"x*-...))^,

d'où l'on tire les deux équations
, „ , ... , d\a(b — b'x + b"x? —...)]

o = (a(a — a'x + a x~ — a'" x3 +. ..) H ; i1 ' dx

o = e~sx cp ( h — b'x H- b"x3 — . .. )•

Décomposons la fonction b — b'x + b"x2 —... dans ses facteurs, et
supposons qu'elle soit égale à

b(i — qx) (i — q'x) (i — q"x) . . .,

la première équation donnera pour <p une expression de cette forme

9 = IIe/x(i — qx)r (i — q'x)''' (i — q"x)r". . .,

H étant une constante arbitraire; partant

ys — II fe~(s~')xdx(i — qx)r (i — q'x)1'1 (i — q" x)1'"...,

et l'équation qui déterminera les limites de l'intégrale sera

O =: e~ls~')x(i — qx)r+x (l — q'x)r'+l (i — q" x)''"+x....

Ces limites seront conséquemment x — - et x — oo, ou x — -7 et
q q'

x~sc, etc., en sorte que l'expression complète de ys sera

ys~ II fe~(3~bxdx( i — qx)r (i — q'x)r' (i — q" x)''". . .

-H II'Je~^-!>xdx (i — qx)'" (i — q'x)1'' (i — q"x)r". . .

-h II" / «dx (i — qx)r (i — q'x)r' (i — q"x)r". ..

+

la première intégrale étant prise depuis x — ~ jusqu'à x — cc; la
seconde intégrale étant prise depuis x = ~ jusqu'à x — co; la troi-
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sième étant prise depuis x — -p jusqu'à x = cx>, et ainsi de suite,
H, H', H", ... étant des constantes arbitraires.

Il peut arriver que les nombres s — l, r-[- i, r'-h i, ... soient néga¬
tifs et, dans ce cas, l'équation

o = e~(s~')x(i — qx)r+i (i — q' x)r'+i. . .

n'est pas satisfaite en y faisant x = cc, x — x = mais on

peut observer que les résultats obtenus dans la supposition où ces
nombres sont positifs ont également lieu lorsque ces mêmes nombres
sont négatifs. Ainsi, en désignant par S l'intégrale, soit finie, soit ré¬
duite en série, par la méthode de l'article I, de la fonction différen¬
tielle

e~'-s~l)xdx(\ — qoc)r (i — q'x)r'.. .,

intégrée depuis x—~ jusqu'à x = <x> dans le cas où s — c et r sont

positifs, si l'on change, dans S, r dans — r, et que l'on désigne par S'
ce que devient S, la fonction HS' sera une valeur particulière de ys
dans le cas où le nombre r, au lieu d'être positif, est négatif et égal à
— r; car il est visible que l'équation ys = HS, satisfaisant à l'équation
proposée, r étant positif et quelconque, l'équation ys — HS' doit pa¬
reillement y satisfaire, r étant négatif et quelconque. Ainsi, nous ne
balancerons point dans la suite à étendre généralement à tous les cas
possibles les résultats obtenus dans le cas où l'équation qui détermine
les limites des intégrales est satisfaite.

Il est facile d'étendre la méthode précédente à l'équation aux diffé¬
rences finies

o = {a -f- bs)ys 4- («'-4- b's) Ays -H (a"+ h"s) A2/s-i-...

ou à l'équation aux différences en partie finies et en partie infiniment
petites,

o = (s + 4i)^ + («'+ b's) Ays -+- (a4- b" s) A2ys 4-. . .

H- (a"+ b»s)i£ 4- (a,v-+ b™s) A^+...
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On pourra toujours obtenir, par la méthode précédente, l'intégrale de
ces équations en intégrales définies, et sa valeur approchée par des
séries qui seront très convergentes lorsque s sera un grand nombre.

XVII.

La même méthode peut être encore étendue aux équations linéaires
aux différentielles partielles, soit finies, soit infiniment petites. Pour
cela, considérons d'abord l'équation linéaire aux différences partielles
dont les coefficients sont constants; en désignant par ysy la variable
principale, s, s' étant les deux variables dont elle est fonction, on

pourra représenter cette équation par celle-ci o — V, V étant une
fonction linéaire deyStS- et de ses différences partielles, soit finies,
soit infiniment petites. Supposons, maintenant

ys,s' — fxsus'ydx;
en substituant cette valeur dans l'équation précédente, elle deviendra

0 = j M#*«s'<p dx,
M étant une fonction de x et de a, sans s ni /; en l'égalant donc à zéro,
on aura la valeur de u en x, et cette valeur, substituée dans l'intégrale
f xsus'<pdx, donnera l'expression générale de ysy, <p étant une fonc¬

tion arbitraire de x, et les limites de l'intégrale étant indéterminées.
Si l'équation proposée o = V est de l'ordre n, il faudra, au moyen de
l'équation M = o, déterminer n valeurs de u en x, et la somme des
n intégrales Jxsus'<p dx qui en résulteront sera l'expression complète
de y,y.

Considérons présentement l'équation aux différences partielles
0 = y+jT + i'R,

dans laquelle Y, T, R sont des fonctions quelconques linéaires dejrv
et de ses différences partielles finies et infiniment petites. Si l'on y

suppose
y — j xsx's'dx,
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x' étant une fonction de x qu'il s'agit de déterminer, on aura une

équation de cette forme
o~ J*xsx's'y dx(M + Ni + Ps'),

M, N, P étant des fonctions de x et x', sans s ni s'; or on a

d(xsx's) , ,f s s'dx'
dx \x x'dx

Donc, si l'on détermine x' par cette équation

dx' P dx
x' Na? '

on aura

a»®"'(N* + Ps') = ^xd^X'S);dx

par conséquent, si l'on désigne xsx's' par oy, on aura

o — J'cp dx^M dy + Na?
Cette équation donne les deux suivantes

d(Nxcp)
O = M9 (Hv
o — N xcpôy;

la première détermine la fonction <p en x, et la seconde détermine les
limites de l'intégrale fiïyydx. Cette valeur de ysy, ne renfermant
point de fonction arbitraire, n'est qu'une intégrale particulière de
l'équation proposée aux différences partielles; pour la rendre com¬

plète, on observera que l'in tégrale de l'équation ~ = qui déter¬
mine x' en x, est

x'= uQ,

Q étant une fonction de a? et « étant une constante arbitraire. En dési¬
gnant donc par ^ une fonction arbitraire de u, on aura

Js,s' — JJ W'Qs'x'<ptydxdu,
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l'intégrale relative à x étant prise entre les limites déterminées par

l'équation o = §j, et l'intégrale relative à u étant prise entre des
limites quelconques. Cette valeur deysy sera, à cause de l'arbitraire <|u
l'intégrale complète de l'équation proposée si cette équation est du
premier ordre; mais, si elle est d'un ordre supérieur, il faudra, au

moyen de l'équation o = Nœç oy, déterminer autant de valeurs de x
en u qu'il y a d'unités dans cet ordre; et la somme des expressions de
vs,s' auxquelles on parviendra sera la valeur complète de ysy.

i •

XVIII.

En considérant avec attention la forme des séries auxquelles la
méthode précédente conduit pour déterminer y,, on voit qu'elle peut
toujours se réduire à la suivante

iipsSis+^ï+i.+2L:+--,y
11 étant une constante arbitraire et les nombres r', r", ... étant positifs
et formant une suite croissante. Si l'équation proposée en ys est aux
différences infiniment petites, alors i= o, parce que, sans cela, les
différences de ys introduiraient les quantités logarithmiques logs,
(logv)2, ..., qui, par la supposition, ne se rencontrent point dans les
coefficients de cette équation ; on aura donc alors

ys —Hh- JL +...y
et il sera facile, par les méthodes connues, de déterminer les expo-
sauts r, r', r", ... et les constantes p, q, p', q'

Si l'équation proposée en ys est aux différences finies, i peut n'être
pas nul, et la détermination des quantités r, r*, r", ...; p, q, q',
peut alors présenter quelques difficultés que nous allons résoudre.

Pour cela, nous observerons que

logO + nys+tn+r-- (is in _|_ r) jjogs -+- log ^l4-
... / n n- n3 \

= ( „ + in + r) f log, + - —t H- 3^ -.. • • ,
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ce qui donne
in* -f- 2 rn

- j - fi ^is+in -f-r — gis-\rin-\rVg 2s

On peut mettre le second membre de cette équation sous cette forme

gis+in+reln f j _|_ ^ + .

\ S S-

an, bn, ... étant des fonctions de n; on aura donc

ys-<-n = II Ps+n S'5-t-'n+rgin ^ j + ^ + _j_ , . , , _j_ JL . r'n

+ -75 l i — 4-. •• )'+...s' \ rn

d'où il est facile de conclure les valeurs deys+{, ys+2, ys+.3, • ■ •, en fai¬
sant successivement dans cette expression n = i, n — i, n = 3, —

Maintenant, si l'on substitue ces valeurs dans l'équation proposée aux
différences finies, on déterminera facilement par les méthodes con¬

nues les exposants i, r, /•', ... et les constantesp, q, q', —

Cette nouvelle méthode a l'avantage d'être indépendante de toute
intégration et de s'étendre au cas où les coefficients de l'équation pro¬
posée en ys seraient irrationnels; mais les constantes arbitraires H,
H', . . . qu'elle introduit ne peuvent alors être déterminées qu'au
moyen de valeurs données de ys, lorsque s est déjà un grand nombre,
au lieu que, suivant la méthode exposée dans les numéros précé¬
dents, ces constantes peuvent être déterminées au moyen des pre¬
mières valeurs de ys, ce qui donne les moyens de connaître ce que
devient cette fonction lorsque s est très grand ou même infini, en

supposant qu'elle ait commencé d'une manière déterminée; c'est en
cela que consiste le principal avantage de cette méthode.

OFuvras de L. — X. 33
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Article III.

Application de la méthode précédente à l'approximation
de diverses fondions de très grands nombres.

XIX.

Proposons-nous d'intégrer par approximation l'équation aux diffé¬
rences finies

o = (s-t-i)/,—7,-m.
Si l'on y suppose

ys— j xscodx,

on aura, en désignant xs par §/,

o=J'(f>dx^{i—x)dy + x^ ,

d'où l'on tire, par l'article précédent, les deux équations suivantes :

d(xcp)
0 = 9(1 — «)
o — cpxs+t.

La première équation donne, en l'intégrant,
<p = A e~x,

et la seconde donne, pour déterminer les limites de l'intégrale fxsydx,
o = xs+l e~x ;

ces limites sont, par conséquent, x = o et x = ». Ainsi l'on a

ys — A fxse~x dx,

l'intégrale étant prise depuis x — o jusqu'à x — oo.
Pour avoir cette intégrale en série, on fera, suivant la méthode de

l'article I,
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s étant la valeur de x qui répond au maximum de la fonction xse~x; si
l'on suppose ensuite x = s h- 0, on aura

ev
H- - ) e~0=

partant
, / 8\ „ 6* 93 9♦/»=-s îog^n--j + e = __ _ +

ce qui donne, par le retour des suites,

n /— 2 P8 — t\jlS-\- -g- -1 -= + • ■6 9V25

et, conséquemment,
/ ^ j-1

dx — dO — dt | H—tt -I 7= -h • • ■ ) >1 3 3 \fïs 1

la fonction fxsdxe~x deviendra donc

s* e~s fdte~l'(s/'is-h 4- H 7J V 3 3 /

l'intégrale étant prise depuis t = — co jusqu'à t — 00. En intégrant par
la méthode de l'article I, on aura

J"xsdxe~x=s sc-'v/W (1+ — +••
partant

ys — As 3e~s J2TC ( 1 H H•
\ l2S

On déterminera la constante arbitraire A au moyen d'une valeur
particulière dej^; en supposant, par exemple, que, s étant égal à p.,
on ait ys— Y, on aura

Y = AJ xV- dx e~x,
ce qui donne

A— Y
j xV- dx e~x
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et, par conséquent,
1

5 2 e-5 V 2 7T I I

(?) ys = ï
IIS

J xP dx er

si p. est un nombre considérable, on aura

ÇxV- dx e~x— p.' * e~V- \[Ïtz 1
ce qui donne

v I2p-K--''

(q) Xs= Y y eV-~*( i +
n ■

F
,x+i v il p.s

ainsi, dans ce cas, le rapport de la demi-circonférence au rayon dispa¬
raît, et il ne reste que la seule quantité transcendante e.

Voyons maintenant de quelle nature est la fonction ys; pour cela i!
faut intégrer l'équation aux différences finies

o = (s +1 )ys — ys-i-i ;

or on trouvera facilement que son intégrale est

/<=Y(p + i)((i + 2)((i + 3).,.î.

On aura donc, en comparant cette expression avec celle de la for¬
mule (q),

1

, , I
.9 <?~ÇV/2 7T

ï 2,9
(,q") (p-t-i)(fi + 2 )(p. + 3)...s=:

I xV- dx

Si l'on suppose jjl = o, on aura

/x'J- dx e~x — i,
partant

i.2.3...s —s 2e-f JÏtz (ih—-—h. •

\ IIS

Si l'on fait p. = m étant moindre que n, on aura

, m
S — s + — ,

II
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s' étant un nombre entier; ainsi

„ . 1 / \ , m 1
s+ 5 , m \S,Jr — + ;

s — I s'-h •
n

n 2.

or il est facile de s'assurer par le numéro précédent que, si s' est un

grand nombre, on a

/ \ , m 1 m 1 îh / 9 \
. m\s'+ — + 7 - - ( nm + m2 \( 7T) =s +

On a d'ailleurs, en faisant x — t",

m

fxn dx e~x—z n J l"l+n~'t dt ô-'" — mJ"tm~ldte~l",
l'intégrale relative à l étant prise depuis t — o jusqu'à t == co; la for¬
mule (.q") donnera donc

m (m -(- n) (?n + 211) {in 4-3 . .{m 4- s'n)
s'+—+j , /—/ «!+6/im + 6m! \s' " !r«Vw H n h...

\ i2n's J
: IV

j't"1-1 de e~t

en sorte que la valeur approchée du produit de tous les termes de la
progression arithmétique m, m-\-n, ..., ms'n dépend
des trois transcendantes e, te et jtm~{ dte~c'\

XX.

Les expressions de ys, données par les formules (q) et (q'), ont
encore lieu, suivant la remarque du n° XVI, dans le cas où s et p. sont
négatifs, quoique, dans ce cas, l'équation o = xs+{ e~x, qui détermine
les limites de l'intégrale J'xsf dx, n'ait pas plusieurs racines réelles;
on peut s'en assurer d'ailleurs en supposant la fonction xs+le~x, qui
doit devenir nulle aux deux extrémités de cette intégrale, égale à
Qe~'% suivant la méthode du n° XV, car alors on parviendrait à des
expressions de ys facilement réductibles aux formules (q) et (q'),
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et nous avons observé dans le numéro cité que, en suivant cette
méthode, la considération des racines de l'équation o = xs+ie~x
devient inutile.

Maintenant, si dans la formule (g) on change s dans — s et p. dans
— p., on aura

r y^is('-^-,+-)

Y étant la valeur de ys qui répond à s = — p.; toute la difficulté se

réduit donc à intégrer la fonction différentielle Pour y par¬
venir, il faut suivre une méthode semblable à celle dont on a fait

/doc (3—x • On fera donc

X: =— p + iSjy— I,

u. étant la valeur de x donnée parla condition o = d'Ll ju maximum1 a?!*
c~x

ou du minimum de —; on aura ainsi

0 e~x dx
__ eV \/— i 0 ofajç-W-'

J YJ (?-■(p. \J i)'1

L'intégrale relative à x devant s'étendre entre les deux limites qui
Q— X

rendent nulle la quantité il est clair que l'intégrale relative à u

doit s'étendre depuis xz —— co jusqu'à u = co : en réunissant donc
. / C ^ V/ 1 gCT \/— 1

les deux quantités 7 —x et 7 , „ qui répondent aux

mêmes valeurs de cy affectées de signes contraires, on aura

f e~xdx r j cosro[(fx-t-ra/——b/^Î)11]-)-/-ï sinnrr[(p — vs\/— i)1*— (p-t-cn/—
J xV- ~ (—1)^ J (m

l'intégrale relative à ra étant prise depuis xz = o jusqu'à u = oo. Si l'on
développe les quantités sous le signe J, les imaginaires disparaîtront,
et il ne restera qu'une fonction réelle que nous désignerons par Q dx-,
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on aura ainsi

partant

r e-x dx eV-\J— i (-■

Y es~v- y/27ï ( 1
y-s

125

(— l)s_!i5 ^J Q drzs

Voyons présentement quelle fonction de s est y_s. Pour cela, repre¬
nons l'équation proposée

o = (5H-,)js — ys+l;

en y changeant 5 dans — s, elle devient
o = (i — s)y-s—yt-s-

Soity_s = us; on aura
o = (5 — 1 )us H- us-i,

équation dont l'intégrale est
(—ip-ny

p(p-t-l) (p + 2). . .(5 —1)

Y étant égal On aura donc
(_ /p—p-y

y~S~ p(/2+l)(p+2)...(5— l)'

Si l'on compare cette expression dey.., à la précédente, on aura, en
observant que (— 1,

/— / 1
es~v-a\j2 7t| I 1-.

I \ 13 5

(^-f-j)(p + 2)...(5 — r)
5 2 J Qefc

en divisant les deux membres de cette équation par 5 et en les ren¬
versant, on aura

I
S-h-

e 2 g|X—S / j \ -

(p + l)(p + 2)...5= —_^i+ __ + ...JJ Qûfa.
lïn comparant cette équation à la formule (g") du numéro précédent,
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on aura ce résultat assez remarquable

fQdm = ;«e~^ ;j xV-e~xdx

supposons, par exemple, p. = i, on aura

/„ , C , Costa + m sinnj fmdm suict(3 4- m1)Qdm—a / dm - — = 2 / , i-rTT >J i + w2 J (i-bro2)2

ces intégrales étant prises depuis m = o jusqu'à m = oo; partant,

('dm sinrar(3 + m-) 7t
J (i+n?2)2 ~ë*

/Q—djCC t/ j /■'■

^ étant égal à ^ / Q dm,
on a

b-l sb-;r e~xdx a7t p.(—• i). 2 2tc(—i) 2
J j xV-dxe~x j xV-~~l dx e~x

l'intégrale du premier membre de cette équation étant prise entre les
Q—X

deux valeurs imaginaires de x qui rendent nulle la quantité — > et

l'intégrale du second membre étant prise entre les deux valeurs réelles
de x qui rendent nulle la quantité x^e~x, c'est-à-dire depuis x — o

jusqu'à x = ao.
On pourrait facilement parvenir aux résultats précédents, en consi¬

dérant l'équation aux différences finies

°—ys~syM\

mais j'ai voulu faire voir, par un exemple fort simple, que les mêmes
expressions, trouvées dans le cas de s positif, subsistent encore

lorsque s est négatif.
XXI.

Considérons l'équation aux différences finies

P* — ifs — (m — s)fs+i ;
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en y supposant

ys = fxsydx et xs=ày,
elle deviendra

ps=Ja dxmx §y + x(i-y x) ~~lj;
d'où l'on tire les deux équations

o — nixcû + d[.r(i + x)jpJ ^
dx

pS—xs+'(i + x)w.

La première donne, en l'intégrant,

__ A
^

x(i-+- x)"l+l '

ce qui change la seconde dans celle-ci

Axs
- pS

(x +• x)m 1

Supposons d'abord p — o, on aura x — o et x — oo pour les limites
de l'intégrale j'x^dx, s étant supposé moindre que m; ainsi, dans
ce cas, l'intégrale J xsy dx doit s'étendre depuis OC —— O JUS(JU cl OC — cof
et l'on aura, avec cette condition,

r xs~l dx

J (i + x)"l+»'

A étant une constante arbitraire.
Si p n'est pas nul, les deux limites de x seront x — o et x =p-, on

aura ensuite
A = (i + P)m,

partant
ys = (1+P)mf xs~v dx

■ X)1'

l'intégrale étant prise depuis x= o jusqu'à x—p. En réunissant cette
valeur à celle que nous venons de trouver dans le cas de p — o, on

OEuvres de L. — X. 3/j
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aura, pour l'expression complète de ys,

xs~l dx , , Ç xs~l dx
ys (I + X) 1 '

l'intégrale du premier terme étant prise depuis x — o jusqu'à x = oo,
et celle du second terme étant prise depuis x — o jusqu'à x — p. On
peut donner encore à l'expression de ys cette forme

r xs~ldx r xsxs~l dx

x)"

l'intégrale du premier terme étant prise depuis x — o jusqu'à x — ce,
et celle du second terme'étant prise depuis x=p jusqu'à £u = co;
A' est une constante arbitraire égale àA + i.

Maintenant, l'intégrale de l'équation proposée

ps—sfs — (m — s) ys+1
est

1.2.3...(.s — i) [ ^ j)i(m — i)...(/?i — s4-i)ps~|
ys rn(m — i ) (m — 2)... (jn — s 4- 1) [_ ^ 1.2.3 ...s[q-2:
Q étant une arbitraire et ^ étant la caractéristique des intégrales
o • , v m (m — 1 — s1) ps . ■ ,,finies, en sorte que — i2~5—s es'; e8a' a

m ( m — 1 ) „ m ( m — 1 ) ( m — 2 )... ( m — s 4- 2 )
1 4- mp H ' p2 4-. . . 4 ———5 ps~\1

1.2 1 I.2.3. . .(s — j)

c'est-à-dire à la somme des s premiers termes du développement du
binôme (i 4- p)'"■ Si l'on compare cette expression de ys avec celle
que nous venons de trouver en intégrales définies, on aura

A', f xs~ldx . r xs~ldxJ (1 4- x)"l+l J (1 4-

1.2.3...(5 — 1) rQ _ y — — s 4-1) "
m (m — !)...(/» — 54-1) L ^ 1.2.3... s

Si l'on fait s = 1 dans cette équation, on aura A'= Q; ainsi, A' étant
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arbitraire, cette équation se partage dans les deux suivantes

l'intégrale du numérateur étant prise depuis x = p jusqu'à x = oc, et
celle du dénominateur étant prise depuis x = o jusqu'à x = oo. Il
sera facile do réduire en séries ces deux intégrales par la méthode de
l'article I, on aura ainsi la somme des s premiers termes du binôme
(1 -+- p)'n, par une suite d'autant plus convergente que s et m seront
de plus grands nombres.

Proposons-nous encore d'intégrer, par approximation, l'équation
aux différences finies

, C xs~ldx

d'où l'on tire

XXII.

0 = ( 2 4-4s)/, —

d'où l'on tire les deux équations
, . d\x 9 (4 — x)~\

o = ( 2 — x)y~ ——-Tv — U,

O = Xs+l <p(4 — x).
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La première équation donne, en l'intégrant,

A
<p =

la seconde devient ainsi

\J[\ X — xt '

O = x'+2\J4 — X.

_1
2 dx

J § CC CiX txsœ> dx ou A / -== seront, par consé-
J v 4 —x

quent, x — o et x = 4- Soit y 4 — x = 2u, on aura

= —u-)' 2du,

cette dernière intégrale étant prise depuis u = o jusqu'à u = 1.
Pour la déterminer par approximation, nous ferons

—L — a et 1 — u2 ~ e_ar%
S~~ !

ce qui donne
u = — e~at'

et

^(1 — «t2)' 2du — Jdue-1''.
Supposons

\/1 — e~at3 = 6t^i(i + a<7(1)£2-H oflqWfi + odqW i6+ ot4<7(4) <8-+-.. . ) ;

en prenant les différences logarithmiques des deux membres de cette
équation, on aura

1 H- 3 a<7(1> t2 H- f)«s^<2'i4+ 7 a3*?'3' ,

£-+- a<7(1)£34- a'2(7<2)i8H- -H. - <

,, 1 — ai24 ^—cdt'* --3 a3 f6-f-...a. te~al i.2 1,3.3
1 — e~a<'

} at3 a>«» a8U
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ce qui donne l'équation générale

0 = 2 iq<-i) — — - oU-l) -|- ® (Ai-2)
I.2 I.2.3 '

ïi — q , 2f — 12 „ ,,
— 0^ ) -! /ïO—4).—% . 1 ^ . o 2 /. K 1 • • • '1.2.3.4 1.2.3.4-5

qw étant égal à l'unité. Si l'on fait successivement, dans cette équa¬
tion, i = i, i = 2, i — 3, ..., on formera autant d'équations, au moyen

desquelles il sera facile de déterminer les coefficients q{{), q(2},q(3),....
Cela posé, on aura

_i 1

I du(i — u-)' *= ofij1dl e~''(i + 3xq(1>(2-h 5a2q(2,t''-h y a3q(3> t6-h . . .).

L'intégrale relative à u doit être prise depuis u — o jusqu'à u~ i;
ainsi — ul2 étant égal à log(i — u2), l'intégrale relative à t doit être
prise depuis t — o jusqu'à t — go; or on a, dans ce cas,

'-3-5-» p,e-.=
donc

_ 1
^ du(i— id ) ' 2

1 /—( ' • 3 ... 1.3.5 0 ... i .3.5.7 3 m , \
= -v/cod 1 + — oeyf*) H- —j- — cdqm + .. .j

et, par conséquent,

jk, = A22s\/W^H- ~-«qii) + — x~ql2)+■ ■

Maintenant, si s est un nombre entier positif, l'intégrale de l'équation
proposée

0 = (2 + 45)7, — (« + i)/i+1
est

V — y± (■?-!-')(.? +2),. ,25
2 i. 2.3... s '

mais l'équation
ys — ki2s+lfdu( 1— id)'"2
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donne

y, = 8 A fdll(I --- fP)2 = 2 A7T,
d'où l'on tire

A — —;
27T

en comparant donc les deux valeurs précédentes de ys, on aura

(l+ hlaqM+h™a*qW+ '•3-5-7C{3 (3) + ,, \V/(J —i)*\ 2 2 2 /

(f + i)(i + a)(.î + 3).,.2,î
I . 2 .3... .s

Cette dernière quantité est le terme moyen du binôme (i-t-i)2,5; la
formule précédente donnera donc ce terme par une suite très conver¬

gente, lorsque s sera un grand nombre. Il suit de là que le rapport du
terme moyen du binôme (i -h i)2,s à la somme de tous ses termes est
égal à

i+ ï-^--+-.
\/(s — i)7r\ 2

et par conséquent, lorsque s est très considérable, ce rapport est à très
peu près égal à -i=-

y s 7T
XXIII.

On peut parvenir plus simplement aux résultats précédents de la
manière suivante : pour cela, nommons/, le terme moyen du binôme
(i + i)2t; il est visible que ce terme est égal au terme indépendant de
euy-t jans }c développement du binôme or> si
l'on multiplie ce binôme par d-us, et que l'on en prenne ensuite l'inté¬
grale depuis u — o jusqu'à ct = i8o°, il est clair que cette intégrale
sera égale à -xys ; on aura donc, en substituant 2cosw au lieu de

<yts

cos2sra.

Cette intégrale, prise depuis vs — o jusqu'à ct = i8o°, est évidemment
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le double de cette même intégrale, prise depuis w=o jusqu'à çj — 900,
ce qui donne

2 2S-+-1, p
ys — J drs cos2sw,

cette dernière intégrale étant prise depuis xs = o jusqu'à xs = 90°; si
l'on y suppose sinw = u, on aura

o2j-hl - t
ys = ——- j du(i — u-) 2,

l'intégrale étant prise depuis u = o jusqu'à u — 1, ce qui est conforme
à ce que nous avons trouvé dans le numéro précédent.

Cette méthode a l'avantage de s'étendre à la détermination du terme
moyen du trinôme (14-1 + 1)*, de celui du quadrinôme(i4-1 -+-14- i)-,s,
et ainsi de suite. Considérons le trinôme (1 + 14- i)*, et nommons/,
son terme moyen;ys sera égal au terme indépendant de e™\J—i dans
le développement du trinôme

(eW^-hn-e-W^î/;
on aura eonséquemment

ys— ~ Jdxs(?. C0S5T 4- i)s,

l'intégrale étant prise depuis xs — o jusqu'à tr = it. La condition du
maximum de la fonction (2cosct 4- i)f donne sina = o, en sorte que
les deux limites ys = 0 et xs = tc répondent aux deux maxima de cette
fonction; on partagera donc l'intégrale précédente en deux autres

J" dxs ( 2 COS 5T H- IY et (— l)sJ 6/57(2 COSCT — 1)'%

la première de ces deux intégrales étant prise depuis xs = o jusqu'à la
valeur de xs qui rend nulle la quantité 2cos2ct4-i, et la seconde
intégrale étant prise depuis xs — o jusqu'à la valeur de xs qui rend
nulle la quantité 2 cosw — 1.

Pour obtenir la première intégrale en série convergente, on fera

(2 cossj 4- i)s— 3se~l%
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et, en supposant a — -, on aura

ra'"
3 Q ,2, 3a2/4...= o —

d'où l'on tire, par le retour clcs suites,

w — a2 ^/3 ^i— ~ +...y
partant

1 1

f dm('2 cosro -f- ï)s= a-3i+s f dte-''(i — |«fs +...).

L'intégrale relative à t devant être prise depuis t — o jusqu'à / = x>,
on aura

r, , \. ( 3<z \J COSro + i)»= —- ( ' - 7g +

on trouvera de la même manière

J cossî — i)s= ?-■— fi o or

V Te
On aura donc

1

— 3' 2 /
_ ^ trJÏ. ( _

2\/i7i \ ' 2V^SÎT \

s étant un très grand nombre, cette quantité se réduit à très peu près à
i

3s+î
—7=; le rapport du terme moyen du trinôme (1 +1 4- iV à la somme
2\JSTZ '

. /?
de tous les termes est donc alors à très peu près égal à

2\/sn
On pourra déterminer de la même manière le terme moyen du poly¬

nôme 1 + 1 + 1 + 1 + ,,., élevé à une très grande puissance; nous
nous contenterons de présenter ici le premier terme de sa valeur en
série, auquel il se réduit lorsque l'exposant de la puissance est infini.

Si le polynôme est composé d'un nombre de termes pair et égal à
m, il n'aura de terme moyen qu'autant que la puissance à laquelle il
est élevé sera paire; soit 2s cette puissance etys le terme moyen du
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polynôme élevé à cette puissance, on aura à très peu près, en suppo¬
sant n plus grand que l'unité,

(2«)" y/3
yr-

-4- i) (n + i)2Sn'

le rapport de ce terme à la somme de tous les termes sera conséquem-
mcnt à très peu près égal à

fi
y/( 2 71 + l) (/I -+- l)2i7T

Si le polynôme est composé d'un nombre de termes impair et égal à
2n -+- t , en nommant s la puissance à laquelle il est élevé, et ys son
terme moyen, on aura à très peu près

(2«-t-i)sv/3
ys-==.

y/« (n H- i)2sn

ainsi le rapport de ce terme à la somme de tous les termes du poly¬
nôme est, dans ce cas, à très peu près égal à ——=. •

\jn{n y i)257t

XXIV.

Proposons-nous maintenant de déterminer par approximation les
termes fort éloignés du développement d'une fonction quelconque
de u. En représentant cette fonction développée par la série suivante

fo+yi « + y 2 «2+y3 + • • •+ys «s + ys+l «î+1

on cherchera la loi qui existe entre les coefficients ys, ys_,, ys_2, ...,

et, si cette loi peut être exprimée par une équation linéaire aux diffé¬
rences finies ou infiniment petites, dont les coefficients soient des
fonctions rationnelles et entières de s, on aura, par l'article II, la
valeur deys en série très convergente lorsque s sera un grand nombre.

Supposons, par exemple, que la fonction proposée soit

Œuvres de L. — X.

(a + bu -h eu2y hu3-f-. . )lx;
35
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en prenant les différences logarithmiques des deux membres de l'é¬
quation •

(a + bu + cm2H- hu3-h.. .)V-=y0 + yxu +/sm2 + . . . + /s«s+ ..

on aura

[x ( b -+- 2 eu. -+- 3 hu- -h. . . ) yy -h iy2 u 4-... -+- sys hs_1 -t-. . .

a bu -t- cj/2 -t- hu3 + ... ~ y0 H- yy u+yi ws-+-... H- ..

Si l'on délivre cette équation de fractions et que l'on égale à zéro les
coefficients des puissances semblables de u, on aura l'équation gé¬
nérale

o = asys -b b (s — î — [x)ys-i + c(s — 2 — 2[j.)ys_2

si l'on y suppose
ys— j xs~' cp dx

et que l'on désigne xs~* par Sy, on aura

d'où l'on tire les deux équations

o-epete [o —^ -(2^4-1)^ — ... — d^{ax + b+^+..\
( b c

o = xs cp la -l 1 5T
\ xx2

La première donne, en l'intégrant,
. / b c h \b

<p = A (a 4 1 H r +... ,T
\ x x- x3 )

en sorte que l'on aura cp en changeant, dans la fonction proposée, u
dans ~> et en la multipliant par une constante arbitraire A, ce qui est
généralement vrai, quelle que soit cette fonction.

La seconde équation deviendra
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d'où il suit que les limites de l'intégrale fxs~' cpdx sont x = o, et a?
égal à l'une quelconque des racines de l'équation

b c
o = «H .H 5 H-

X xï

Le nombre de ces racines étant égal au degré de l'équation différen¬
tielle

o — asys -h b (s — i — p)/s-j

on aura autant do valeurs particulières dey* qu'il y a d'unités dans ce

degré, et leur somme sera l'expression complète de cette variable.
Cette méthode peut servir encore à déterminer les différences infi¬

niment petites très élevées de la fonction (a + bz-hez2 + hz3-h.. .y,
prises relativement à z; car, si l'on nomme s le degré de cette diffé¬
rence, on aura

ds (a-hbz-+- cz2 -f- h z3 -+-... )P ds [a -f- b {z -H u) + c (z H- m)2 -+- h (z -+- m)'-k . .](*•
dzs dus '

pourvu que l'on suppose u = o après les différentiations dans le second
membre de cette équation. Maintenant, si l'on désigne pary, le coeffi¬
cient de us dans le développement de [a + è(j + «)+e(s + «)2+.. .]^,
le second membre de l'équation précédente sera évidemment égal à
i. 2.3...sy, ; on aura donc

ds(a -t- bz h- cz*-y-hz3 .. .)!* „=,.».3

s étant un très grand nombre, on aura, par le n° XIX, le produit
i.2.3...s en série très convergente; on a d'ailleurs, par ce qui pré¬
cède,

ys— A Jxs~ldx j^ + + + +^(i + ^) H-. . . J1*,
en prenant autant de termes semblables qu'il y a d'unités dans le
degré de la fonction a 4- bz + cz2 ... et en les intégrant depuis
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x — o jusqu'à x successivement égal aux différentes racines de l'é¬
quation

On aura facilement ces intégrales en séries convergentes par la mé¬
thode de l'article I.

Déterminons, par cette méthode, la différence (s + i)iéme de l'angle
dont s est le sinus; si l'on nomme 0 cet ansle, on aura ~0 dz y/, z1
partant

ds+l 9 __ds(i — z*)~\
~dzs+l dzs '

en développant cette différence, on a

dS+ld
_ 1-2.3....y f , £ S{s — l) s{s — i) 2) — 3)

dzs+i .5+1 L" 2 1.2 2.4 1.2.3.4
(j — S2) 2

-L. f-3-5 st>s — 0 —2) (s -3) O — 4) O — 5) ^_6

2.4-6 1.2.3.4-5.6

4-

La loi de cette expression est facile à saisir; mais le calcul en serait
impraticable si s était un grand nombre tel que dix mille. Pour avoir,
dans ce cas, sa valeur par une suite très convergente, nommonsys le

K

coefficient de us dans le développement de la fonction [1 — (z + w)2]"2;
on aura

■ =1.2.3.

on a d'ailleurs, par le numéro précédent,

ys=kjxs-ldx I— + + k.'j'x—^dx j^i — (s + ^ ] »

la première intégrale étant prise depuis a? = ojusqu'àl'une des valeurs
I

de x qui rendent nulle la fonction ^ -1- J \ et la seconde
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intégrale étant prise depuis a? = o jusqu'à l'autre valeur de x qui rend
cette même fonction nulle. Ces deux valeurs sont

i
, ix — et x— :

I -j-Z i — z'

en supposant donc x = on transformera l'expression précé¬
dente de ys dans celle-ci

, y*= (, _ z*y + cossy)S + (, _ s*y J'dw{- s -h coset)',

la première intégrale étant prise depuis m = o jusqu'à la valeur de m,
dont le cosinus est — z, et la seconde intégrale étant prise depuis
cette valeur jusqu'à m — zz. Pour déterminer les deux arbitraires B et
B', on observera que

v, = 1 — B fdm -h !!' fidm.
\/( r — a2 ) J J

y y = ——- = —; fclm ( s h- cossj) h —^ j dm ( z -h cos m ) ;
zfjS 1 ; z'" 1 3

d'où il est facile de conclure

I5 = B'= —j z,
% \j j — z'1

partant

ys— j[ fdm(z -h cosro)s-t- (— i)s fdm(cosm — -)sj,
71 (i—s2)'? + 2

la première intégrale étant prise depuis m = o jusqu'à s + cosw = o,
et la seconde intégrale étant prise depuis m — o jusqu'à .s — cosct = o.
Soient

d = et. et (z h- coscj)sr= (i -f- z)se~ ».
»

on aura

m — a21 y/a (i -f- s) f i— a ~~ 2} t* _i_
L 12 -

9
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d'où il est facile de conclure

r , , a2 (i-f-s)i+2^/a7t ["J am{z + cosro)s— i-

En changeant s dans — s, on aura

0>.{ 2 — 5)
H-. . .

f'dïï (COSTB — z)* =

— 5-4-- !

a2(i — s) 2\/27T F a(a-t--s)

partant
ys- ^_r,

.
/—r L

0t(2 — S)

(1 — z)' +ï\Jisv:
(-1 )'

s-*-1- >
(1 + 5)

....]

En multipliant cette valeur par le produit 1.2.3...qui, par le n°XIX,
est égal à

ds+19
on aura la valeur en série de ct l'on trouvera que, s étant fort

si e~

t II est, remar-grand, cette valeur se réduit à très peu près à
(-«r5

quable que l'expression que nous avons donnée ci-dessus de cette
différence, et qui devient très composée lorsque s est un grand nombre,
se réduise alors à une valeur approchée aussi simple.

XXV.

Voici maintenant une méthode générale pour avoir en séries con¬

vergentes les différences et les intégrales fort élevées, soit finies, soit
infiniment petites d'une fonction ys. On commencera par réduire
cette fonction à des termes de l'une ou de l'autre de ces deux formes
A jxsy dx, A ye~sxcpdx; on observera ensuite que la différence infi¬
niment petite rcièlue de Ajxsydx est A j"xsdsny dx(\ogx)", et que sa
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différence finie nieme est AJxsydx(x — i)'2. On aura donc

~^ = \fxs<f>dxOogx)n + ...,

A"ys = A fxso dx(x — 1)" h- ...,

le signe -h étant relatif aux autres termes de la forme A jxscp dx qui
peuvent entrer dans l'expression de y,. Si l'on fait usage de la forme
A fe~Sxcpdx, on aura

~

— (— i)"A J^xncç> dx e~sx4-... •,

à'1ys = A /9 dx e~sx ( e~x — 1 )"' +

Pour avoir les intégrales «iùmes, soit finies, soit infiniment petites de
ys, il suffira de faire n négatif dans ces expressions; on peut observer
qu'elles sont généralement vraies quel que soit n, en le supposant
même fractionnaire, en sorte qu'elles offrent un moyen très simple
d'interpoler les différences et les intégrales des fonctions.

Comme on est principalement conduit dans l'analyse des hasards à
des expressions qui ne sont que les différences finies très élevées des
fonctions ou une partie quelconque de ces différences, nous allons y

appliquer la méthode précédente et déterminer leur valeur en séries
convergentes.

XXVI.

Considérons d'abord la fonction -i; en la désignant par ys, elle sera
déterminée par l'équation aux différences infiniment petites

ely$
°=s-dr + l?s-

Si l'on suppose dans cette équation

ys — j'e~sx 9 dx et e~sx — oy,
elle deviendra

o=f9dx(iôy + x^y
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d'où l'on tire les deux équations

d(xcp) .

,<P dx~' o = x^§y.

La première donne, en l'intégrant,

tp = A x'~l,

et la seconde donne, pour les limites de l'intégrale J"e'Sx(f dx,
x — o et x = oo ;

on aura donc ainsi
— A dx e~sx.

Pour déterminer la constante arbitraire A, nous observerons que, s
étant i, le premier membre de cette équation se réduit à l'unité, ce

qui donne
f

A = •

partant
J x*-1 dx e~

j fx1"1 dx e~

f x'~l dx i
on aura donc

I x'~l dx e~sx{e~x — î)"
Lu) A'1 = - ,

s j x'~l dx e~x

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis
x — o jusqu'à x = oo. La considération de cette formule va nous
fournir quelques remarques intéressantes sur cette analyse.

Pour la développer en série, supposons

xe~sx{e~x— t)'(— a'-1 e~sa(e~a—

a étant la valeur de x qui répond au maximum du premier membre
de cette équation. Si l'on fait x — a-f- 0, on aura, en prenant les loga¬
rithmes de chaque membre et en développant le logarithme du pre-
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mier dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de 0,

A02+/ï'03-l-A"e4-K..=

les quantités a, h, h', h", ... étant données par les équations sui¬
vantes :

i — i ne~a
o — — s — — >

. i — i n e~a n ( erh —
2 a' a e~~a—i a \e~a—i

i—i
^ n e~a n ( e~a V n( e

3 a3 6 e~a — i a \ e~a— i J 3 \ e a — 1

7 T n o—ll

h"-
i — i n e~a 7nf e~a V n( e~a V ,n( f ^4
4«4 a4 e~a—i 24 — i/ 2 \e a—1/ 4 Ve a

On aura donc, par le retour des suites,

(= ' A-
y//i \ 2 h \!h ® ^ /

et cette suite sera d'autant plus convergente que l'un des nombres n
ou i sera plus considérable. En substituant cette valeur de 0 dans la
fonction f t/û r" et en prenant l'intégrale depuis 1 = — oc jusqu'à
t = oo, on aura

v/tt / i5/i'2—-12hh" \f xl~l dx e~sx(erx — 1)"= a'~le~sa(e~a — 1)"-jj. -I- J§7ï* j ;
on a d'ailleurs

!xi~idxe~x= —7 jxl dx e~x,

et par le nH XIX
r . «'+- /-— / i \

J x' dx e~x — i 2 e~l y/2 n j 1 H —. -4-... j.

En divisant donc l'une par l'autre les deux valeurs de

fx<-• e~sx(e~^û— 1)" et de f~x'~l dx e~x,
Œuvres de L. — X. 3g
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on aura

faV-1 • ,I _ l pi — salp—a j\n

A„J.= W 1 / i5 A'2 12 hh" _ , \
s' ^/a/j i V rfh3 '21 J

XXVII.

Pour avoir la différence finie niéme de la puissance positive s', il
suffit (n° XVI) de changer dans cette équation i dans — i, et l'on
aura

A"s'— (.s -+- n)1 — n(s -+- n — i)'
n ( n — i ) , . . n ( n — i ) ( n — i ) ,

+ — - (s + n — 2)> i (s + n — 3V +...
1.2 1.2.3 N

(V) i / i\i+l1
I — I psa—i(pa r\/i

\aj_ _ 1 ' ( i5/"-ia/r _i_
/i(i-hi) I 7a \IH" 16/3 +"'+i2«

i / --— ni
y aÀ (ea—i)2

a, l, l", ... étant donnés par les équations suivantes :

i -+-1 nea
T~ a ea — 1

1 _i_ 1 J> M / pu \ '
l

i

a

i ~f~ 1 11 ea n
1

2 a2 2 ea— 1 2

ï H- I n ea 11

TV" +
6 ea— 1 2

« -h 1 n ea
4- ZHi

4 a4 24 ea — 1 24

n / e"
2 \ ea — 1 / 3 \ e

14-1 7). 7»'! ~
l"=

11 / y n /
2 —1 / + 4 Ve"- t)*-

On arriverait au même résultat en résolvant directement, par la mé¬
thode du n° XV, l'équation aux différences finies et infiniment petites

° = A

ou celle-ci

dans laquelle y's ~ A
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r -+- 1

Supposons i + i assez grand, relativement à n pour que e?+s
soit du même ordre que i; l'équation

i -+-1 nea
o — s

a ea— )

donnera à très peu près
« + 1 ( n

a~ i e '+s I >
/I —H 5 y IX H— S J

— i

et si, pour abréger, on fait e"+s=q, on trouvera, en ne considérant
que le premier terme de l'expression de AV et en faisant toutes les
réductions convenables, cette expression fort simple

A 'lsl= (n +s)le-ni,

en sorte que, si i est infini relativement à n-\-s, ce qui donne q = o,
on aura

Ansl— (s -+- n )l;

il est facile d'ailleurs de s'en assurer a priori en considérant que la
quantité (s + n)' — n(s -+- n — i)1' + ... se réduit alors à son premier
terme.

XXVIII.

La série (p.')..cesse d'être convergente lorsque a est un très petit
nombre de l'ordre j, car alors il est visible que, les quantités l, l',
l", ... formant une progression croissante, chaque terme de la série
est du même ordre que celui qui le précède. Pour déterminer dans
quel cas a est très petit, reprenons l'équation

j'+i nea
a ' ea — i '

on peut la transformer dans la suivante

('+1 n ( a \
o = s ( n K. . . ,a a \ 2 J
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d'où l'on tire à très peu près, dans la supposition de a peu considé¬
rable,

i H- i — n

n
s-h ~

Ainsi a sera très petit toutes les fois que la différence i — n sera peu

considérable relativement à î + - ; dans ce cas, on déterminera a'v
2

par la méthode suivante.
Reprenons l'équation

f dx
n çi — A.a" s' —

/
' dx

Kit"I"!

dans laquelle se change la formule (p.) du n° XXVI lorsqu'on y fait
i négatif et égal à — i; on peut mettre le facteur (e~x — 1)" sous cette
forme

n x / x x\ll n x / 9 , v „

e 2 ^7- «+ 0 =(->)' «" " «• (I + ~T3 i + Tarira ï + • • • )
r nx2 «(5/1 — 2) ,

= (— I )" e 2 X»- I H r + —~x'' + . .' 1 24 l5.lb.24

on aura donc

C dx , . f dx ~(S+V)xf /ix2 \

Si l'on fait (s -+- = x', on aura généralement

jYf ^ _H «y-'y dx' e~x'
et par le n° XX on a

i
" 1

2rdx^ç^ 2 7t(—1)' 2 __ 2 7T (— I )'
dx'e~x' ~ y — a~) ('• — 3)... '
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partant, on aura

")

A"s' = (i — n -h i) (t — ri h- 2)... i^s -h
n

i + ( 1 — n) (i — n — 1)X

M/24

H- (i—n)(i—n —1) (t — « — 2) (i — n — 3) ——

i5.16.24(5 4- — ) 4

Cette série est très convergente si i — n est peu considérable relati¬
vement à s -+- elle peut d'ailleurs être employée dans le cas où i est
fractionnaire ; quant au produit (i — n -\- 1) (i - « + 2)... i, il sera
facile de l'obtenir en série par le n° XIX.

Dans le cas où i = n, la formule précédente donne

A"s'= 1.2.3... t,

ce qui est conforme à ce que l'on sait d'ailleurs.

XXIX.

Les formules (p.') et (p.") des deux numéros précédents supposent
n égal ou moindre que i; en effet, si l'on considère l'expression

f -%e'sx(e~x-iyi
n „i — *J_A" s

xi+1

Ç daJ
dx

p — 4.
M

dont le développement a produit ces formules, on voit que les limites
des intégrales du numérateur et du dénominateur étant déterminées
en égalant à zéro les quantités sous les signes f, ces limites seront
toutes imaginaires lorsque i 1 sera plus grand que n; au lieu que,
dans le cas où i -t-1 sera moindre que n, les limites de l'intégrale du
numérateur seront réelles, tandis que celles de l'intégrale du dénomi¬
nateur seront imaginaires; il faut donc alors ramener ces dernières
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limites à l'état réel. Pour y parvenir, nous observerons que l'on a

généralement
I x'+r dx e~x

fxi-ldxe~x— ———■' e(«-+-r) (i-t-2)...(«-+- A')

si l'on fait dans cette expression i négatif et égal à — r — — , m étant
moindre que n, on aura

m

Ç dx e~x {-i)r+\fx " dx e~J X>+1 ( , m \ / m\
l H a -1 1. . . i

V a/ V n )

Or on a, par le n° XIX,

partant

f

m \ / m\ . f x'dx e~x
I x" dx e~x

m m

dxe~x (~~ ' ) ' +1 n fx " d"T e~X / x"dx '
m j x' dx e~x

/choc u-—^ a j tr dont on doit faire usage dans le cas que

nous examinons ici.

Si l'on fait x — t", on aura

m

n

—— —* — it /*

Jx " dx e~x j x " dx e ~x = — j t"~"l~l dt e~l" f tn+m~i dt e~tn
= «2 f 1 dt e~'"f t'"-1 dt e~>",

et l'équation (T) du n° IV donnera, en y changeant r dans m ■+■ i,

n2 f t'"-s dt e~'"J t»-»1-' dt ^

on aura donc
'dxe~x (— i)''+1tt

. DIT.
sm —

n
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d'où l'on tire, en substituant cette valeur dans l'expression précédente
de AV,

les deux intégrales étant prises depuis x = o jusqu'à x = co. Si i est
un très grand nombre, on aura la première en série convergente par
le n° XIX, et la méthode du n° XXVI donnera la seconde dans une

série pareillement convergente lorsque la différence n — i sera con¬
sidérable; dans le cas où elle sera peu considérable relativement à
.9+ "> la méthode du n° XXVIII donnera pour l'expression de A'V
une suite convergente analogue à la série (p."). On peut observer que,
si i est un nombre entier, on aura m — o; la formule (p.'") donnera
donc alors A'V = o, ce qui s'accorde avec ce que l'on sait d'ailleurs.

Supposons i~- ~ = o, on aura, r étant égal à zéro,

. /«71

([*.'") Ansi=z(—i)''-'"1 xidxe~x I e~sx(e~x—,)/J>

. m m
sin — 7T = — 7i m

n nn

et

la formule (p.'") donnera donc

d'où il est aisé de conclure, par le nw XXVII,

a étant donné par l'équation
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XXX.

On peut étendre la méthode des numéros précédents à la détermi¬
nation de la différence nieme d'une puissance quelconque d'une fonc¬
tion rationnelle de s; il suffit pour cela de réduire cette fonction à la
forme jxs<p dx\ or, en la désignant par ys, on aura entre ys et sa dif¬
férence dvs une équation de cette forme

& = Mr„

M étant une fonction rationnelle do s. En appliquant donc à cette équa¬
tion les méthodes de l'article II, on aura <p par une équation différen¬
tielle, d'un degré égal au plus haut exposant de s dans M; cette der¬
nière équation ne sera généralement intégrable que dans le cas où
l'exposant de s dans M ne surpasse pas l'unité ; mais on aura dans
tous les cas la différence finie /2icme de ys, au moyen des multiples in¬
tégrales, de la manière suivante.

Considérons la fonction —-1 j-p—> à laquelle on peut(s-+- p)' (s -t- p')1... 1 1
ramener toutes les puissances des fonctions rationnelles de s et leurs
produits, les exposants i, i', ... pouvant être supposés négatifs. Si,
dans l'intégrale jx'~1 dxe~{s+p)x, prise depuis x — o jusqu'à x = oo,
on suppose (s -+-/;)x = x', elle deviendra

UTJyi fx"-ldx'e~*\
l'intégrale relative à x' étant prise pareillement depuis x'— o jusqu'à
x'— cc; en comparant ces deux intégrales, on aura

j f xl~x dx e~{-s+pïx
(.1 4- p )' J xi -1 clx e x

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis
x — o jusqu'à x --- oo.
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Il suit de là que

J fx'-ix"'-1.. .dxclx'.. .e-px-p'"'-—
(s-hp)' (s+p'Y ... J"x'~lx'1'-1.. .dxdx'.. ,ex-x'-'~

les intégrales relatives à x, x', ... étant prises depuis les valeurs
nulles de ces variables jusqu'à leurs valeurs infinies; on aura donc

A"
{s-\-p)1 (,s-+-p'Y...

fX1-1 xn'~l. . .dxdx'. . .e-Px-P'x,-...-s(.x+cc'+...)^e-x-x'—.._lyi

j x'~lxn'~l.. ,dx dx'.. ,e~x~x'~-"

On réduira facilement en séries convergentes le numérateur et le dé¬
nominateur de cette expression par la méthode du n° VII; et, si l'on
change dans ces séries les signes de i, i', ..., on aura les valeurs
approchées de A"(s -f- p)1 (s + p')1..., sur lesquelles on doit faire des
remarques analogues à celles que nous avons faites dans les numéros
précédents sur la valeur approchée de AV.

Si l'on suppose n, i, i', ... de très grands nombres, on trouvera
facilement, par le n° VII, que l'on a à très peu près

A" (s -f- py (s -i- p'Y'...
/ i \ \ ï '-+ 1

[ __ j j ) ç{s-+-p)ci-\- (s+p')a'+... (ea-ha'-h... j\/i
__ W \«v

/ H— i) ni ea+a'+--- "j f i\i'-+
\ a2 — jpJ p a'i

i) ni'e a-+-a -h...

a, a', ... étant déterminés par les équations

i -+• x n ea+a'~
O S — p

l'-h i , n ea+a'-
s — p'

a ea+a'+....— !

CEuvres de L. — X. 3 7
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XXXI.

La différence finie nihne de r- -s~.~ 7C7,—• est égale au produit{s +p)' {s -t-p')'... & 1
de (—■ 1)" par

(s + pY (s + p'y... {s -\-p -t-1),: (s -+- p'+1y...

H __ n{n - - i)
i.î.p+p+îJ'p + p'+j)1',..

on a souvent besoin, dans l'analyse des hasards, de ne considérer que
la somme d'un nombre quelconque des premiers termes de cette
fonction; voyons donc comment on peut l'obtenir en série conver¬

gente.
Nommons S la somme des r premiers termes de la fonction précé¬

dente; il est facile de s'assurer par le numéro précédent que, si l'on
nomme Q la somme des r premiers termes du binôme (i — e~x-x'—■)*,
on aura

fxt-lx'i'-l...dxdx'... e-pa-/»'®'—■•-»(»+»'+...) o
S = r-

j x'~lxn'~1.. .dxdx'.. *'-•••

On a, par le n° XXI,

Q =

(I — c-a-a'-...)» /
J (1+ «

du
vT+i

J (i+«)s+1

l'intégrale du numérateur étant prise depuis u — — e-x-x'—■ jusqu'à
u — ao, et celle du dénominateur étant prise depuis « — o jusqu'à
u = co, en sorte que l'on pourra mettre cette expression de Q sous la
forme suivante

-

, , r (i — u)r~x du(j p-rx—rx —... / > £
n_, îV-,L__ J [i — e-x-x'—-(i~u)]n+iV y > r UV-1 du '

J (TTh)"'+l

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis
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m = o jusqu'à m = co; on aura donc

toutes les intégrales étant prises depuis les valeurs nulles des varia¬
bles jusqu'à leurs valeurs infinies. Il ne s'agit plus maintenant que de
réduire, par la méthode du n° VII, le numérateur et le dénominateur
de cette expression en séries convergentes. Les applications que nous

ferons, dans l'article suivant, de ces recherches, à divers problèmes
sur les hasards, répandront un nouveau jour sur cette analyse.

S = (-!)'•->
x'l'~'i.. .du dx dx'.. — e

Çx>~' xv~x.. .du dx dx'.. .e~x—x'~— (i -+- a)'"-1
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MÉMOIRE
SUR LES

APPROXIMATIONS DES FORMULES
QUI SONT FONCTIONS DE TRÈS GRANDS NOMBRES

(suitiî).

Mémoires de VAcadémie royale des Sciences de Paris, année 1783; 1786.

Ce Mémoire étant une suite de celui qui a paru sur le même objet
dans le Volume précédent, je conserverai l'ordre des articles et des
numéros. J'ai donné, dans le premier article, une méthode générale
pour réduire en séries très convergentes les fonctions différentielles
qui renferment des facteurs élevés à de grandes puissances. Dans le
second article, j'ai ramené à ce genre d'intégrales toutes les fonctions
données par des équations linéaires aux différences ordinaires ou par¬

tielles, finies et infiniment petites; et je suis ainsi parvenu, dans le
troisième article, à déterminer les valeurs approchées de plusieurs
formules qui se rencontrent fréquemment dans l'Analyse, mais dont
l'application devient très pénible lorsque les nombres dont elles sont
fonctions sont considérables. Il me reste présentement à faire voir
l'usage de cette analyse dans la théorie des hasards.

Article IV.

Application de l'analyse précédente cl la théorie des hasards.

XXXII.

Tous les événements, ceux même qui par leur petitesse et leur
irrégularité semblent ne pas tenir au système général de la nature, en
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sont une suite aussi nécessaire que les révolutions du Soleil. Nous les
attribuons au hasard, parce que nous ignorons les causes qui les pro¬
duisent et les lois qui les enchaînent aux grands phénomènes de l'uni¬
vers; ainsi l'apparition et le mouvement des comètes, que nous savons

aujourd'hui dépendre de la même loi qui ramène les saisons, étaient
regardés autrefois comme l'effet du hasard par ceux qui rangeaient
ces astres parmi les météores. Le mot hasard n'exprime donc que
notre ignorance sur les causes des phénomènes que nous voyons
arriver et se succéder sans aucun ordre apparent.

La probabilité est relative en partie à cette ignorance, en partie à
nos connaissances. Nous savons, par exemple, que sur trois, ou un

plus grand nombre d'événements, un seul doit exister; mais rien ne

porte à croire que l'un d'eux arrivera plutôt que les autres. Dans cet
état d'indécision, il est impossible de prononcer avec certitude sur
leur existence. Il nous paraît cependant probable qu'un de ces événe¬
ments, pris à volonté, n'existera pas, parce que nous voyons plusieurs
cas également possibles qui excluent son existence, tandis qu'un seul
la favorise.

La théorie des hasards consiste donc à réduire tous les événements

qui peuvent avoir lieu relativement à un objet, dans un certain
nombre de cas également possibles, c'est-à-dire tels que nous soyons
également indécis sur leur existence, et à déterminer le nombre des
cas favorables à l'événement dont on cherche la probabilité. Le rap¬

port de ce nombre à celui de tous les cas possibles est la mesure de
cette probabilité.

Tous nos jugements sur les choses qui ne sont que vraisemblables
sont fondés sur un pareil rapport : la différence des données que

chaque homme a sur elles et les erreurs que Ton commet en évaluant
ce rapport donnent naissance à cette foule d'opinions que Ton voit
régner sur les mêmes objets; les combinaisons en ce genre sont si
délicates et les illusions si fréquentes, qu'il faut souvent une grande
attention pour échapper à l'erreur.

La théorie des hasards offre un grand nombre d'exemples, dans les-
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quels les résultats de l'Analyse sont entièrement contraires à ceux qui
se présentent au premier coup d'œil, ce qui prouve combien il est
utile d'appliquer le calcul aux objets importants de la vie civile; et,
quand même la possibilité de ces applications obligerait de faire des
hypothèses qui ne seraient qu'approchées, la précision de l'analyse en
rendrait toujours les résultats préférables aux raisonnements vagues

que l'on emploie souvent pour traiter ces objets.
La notion précédente de la probabilité donne une solution fort

simple d'une question agitée par quelques philosophes, et qui con¬
siste à savoir si les événements passés influent sur la probabilité des
événements futurs. Supposons qu'au jeu de croix et pile on ait amené
croix plus souvent que pile; par cela seul nous serons portés à croire
que, soit dans la constitution de la pièce, soit dans la manière de la
projeter, il existe une cause constante qui favorise le premier de ces

événements; les coups passés ont alors une influence sur la probabi¬
lité des coups futurs; mais, si nous sommes assurés que les deux faces
de la pièce sont parfaitement semblables, et si d'ailleurs les circon¬
stances de sa projection sont à chaque coup variées, de manière que
nous soyons ramenés sans cesse à l'état d'une indécision absolue sur ce

qui doit arriver, le passé ne peut avoir aucune influence sur la proba¬
bilité de l'avenir, et il serait évidemment absurde d'en tenir compte..

Lorsque la possibilité des événements simples est connue, la pro¬
babilité des événements composés peut souvent se déterminer par la
seule théorie des combinaisons; mais la méthode la plus générale pour

y parvenir consiste à observer la loi des variations qu'elle éprouve
par la multiplication des événements simples, et à la faire dépendre
d'une équation aux différences finies ordinaires ou partielles : l'inté¬
grale de cette équation donnera l'expression analytique de la probabi¬
lité cherchée. Si l'événement est tellement composé que l'usage de
cette expression devienne impossible, à cause du grand nombre de ses
termes et de ses facteurs, on aura sa valeur approchée par la méthode
exposée dans les articles précédents. Nous en verrons un exemple à la
fin de ce Mémoire.

OEucrcs de L. — X. 38
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Dans un grand nombre de cas, et ce sont les plus intéressants de
l'analyse des hasards, les possibilités des événements simples sont
inconnues, et nous sommes réduits à chercher dans les événements

passés quelques indices qui puissent nous guider dans nos conjec¬
tures sur l'avenir. Mais de quelle manière ces événements nous dévoi¬
lent-ils, en se développant, leur possibilité respective? Suivant quelles
lois influent-ils sur la probabilité des événements futurs? Ce sont des
questions difficiles, dont la solution exige des considérations méta¬
physiques très délicates et une analyse épineuse. La difficulté de les
résoudre se fait principalement sentir lorsqu'il s'agit de constater de
légères différences par les observations, car alors un nombre considé¬
rable d'événements observés peut n'indiquer ces différences qu'avec
une très petite probabilité; et, si l'on emploie ces événements en très
grand nombre, on est conduit à des formules dont il est impossible
de faire usage. Il est donc indispensable alors d'avoir un moyen simple
d'obtenir la loi suivant laquelle la probabilité d'un résultat indiqué
par les observations croît avec elles, et le nombre auquel les événe¬
ments observés doivent s'élever pour que, ce résultat acquérant une

grande vraisemblance, on soit fondé à rechercher les causes qui le
produisent. J'ai donné ailleurs les principes et la méthode nécessaires
pour cet objet, et cette méthode a l'avantage d'être d'autant plus pré¬
cise que les événements observés sont en plus grand nombre : l'ana¬
lyse exposée dans les articles précédents m'ayant conduit à la généra¬
liser et à la simplifier, je vais la présenter ici dans un nouveau jour,
en donnant des formules très commodes pour déterminer, d'après
l'observation de résultats composés d'un grand nombre d'événements
simples, les possibilités de ces événements, les différences que le
temps, le climat, ou d'autres causes peuvent y produire, et la proba¬
bilité des événements futurs.

Pour éclaircir cette méthode par un exemple, je l'appliquerai à
quelques problèmes sur les naissances : c'est un objet important dans
l'histoire naturelle de l'homme, et l'observation offre à cet égard des
variétés remarquables relativement à la différence des sexes et des
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climats; mais elles sont si petites en elles-mêmes qu'elles ne peuvent
devenir sensibles que par un grand nombre de naissances. En compa¬
rant celles qui ont été observées dans les grandes villes, je trouve que
du nord au midi de l'Europe elles indiquent une plus grande possibi¬
lité dans les naissances des garçons que dans celles des filles, avec
une probabilité si fort approchante de la certitude qu'il n'existe dans
la philosophie naturelle aucun résultat mieux établi par les observa¬
tions. Cette supériorité dans la possibilité des naissances des garçons
est donc une loi générale de la nature, du moins dans la partie du
globe que nous habitons; et, si l'on considère qu'elle subsiste malgré
la grande variété des climats et des productions, qui a lieu de Naples
à Pétersbourg, il paraîtra vraisemblable que cette loi s'étend à la Terre
entière.

Un résultat également intéressant et que les observations indiquent
avec beaucoup de vraisemblance est que la possibilité des naissances
des garçons, relativement à celle des naissances des filles, n'est pas

partout la même. C'est ici surtout qu'il importe d'avoir une méthode
facile pour comparer un très grand nombre de naissances et pour déter¬
miner la probabilité qui en résulte que les différences observées ne
sont pas dues au hasard : ces différences sont si peu considérables qu'il
faut souvent plusieurs millions de naissances pour constater qu'elles
sont le résultat de causes toujours agissantes et qu'on doit les distin¬
guer de ces petites variétés que le hasard seul amène dans la succes¬
sion des événements également possibles. Je donne, pour obtenir cette
probabilité, des formules très simples, au moyen desquelles on pourra

sur-le-champ juger de sa grandeur : ces formules, appliquées aux nais¬
sances observées à Londres et à Paris, donnent une probabilité de plus
de quatre cent mille contre un que la possibilité des naissances des
garçons comparée à celle des naissances des filles est plus grande dans
la première de ces deux villes que dans la seconde; d'où il suit qu'il
existe très probablement à Londres une cause de plus qu'à Paris qui
rend les naissances des garçons supérieures à celles des filles. Les
naissances observées dans le royaume de Naples semblent indiquer
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pareillement dans ce royaume une plus grande possibilité qu'à Paris
dans les naissances des garçons; mais, quoique la somme des nais¬
sances observées dans ces deux endroits s'élève à plus de deux mil¬
lions, ce résultat est à peine indiqué avec une probabilité de cent
contre un. Ainsi, pour prononcer irrévocablement sur cet objet, il faut
attendre un plus grand nombre de naissances.

XXXIII.

Quelle que soit la manière dont deux événements sont liés l'un à
l'autre, il est clair que la probabilité de leur somme est égale à la pro¬
babilité du premier, multipliée par la probabilité que, celui-ci ayant
lieu, le second doit pareillement exister; on aura donc cette dernière
probabilité en déterminant a priori la probabilité de la somme de deux
événements et en la divisant par la probabilité du premier événement
déterminée a priori.

Pour exprimer analytiquement ce résultat, nommons E et e les
deux événements; E + e leur somme; Y la probabilité de E; e celle
de E + e; etp la probabilité de e, en supposant que E existe. Nous
aurons, cela posé,

,=f

Cette équation fort simple est la base des recherches suivantes, et
toute la théorie de la probabilité des causes et des événements futurs,
prise des événements passés, en découle avec une grande facilité.
Voyons d'abord comment elle donne les probabilités respectives des
différentes causes auxquelles on peut attribuer un événement observé.

XXXIV.

Soit E cet événement et supposons qu'il puisse être attribué aux
n causes e, e(t), e{2\ ..., si l'on nomme p{r) la probabilité de la
cause e[r), prise de l'événement E, V la probabilité de E et v celle de
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E -+- e[r), on aura, par le numéro précédent,

Il faut maintenant déterminer e et Y; pour cela nous observerons
que la probabilité a priori de l'existence de la cause e'r) est en nom¬

mant donc a, a{{\ a(2), ..., a("~,) les probabilités respectives que, les
causes e, e(0, e(2', ... étant supposées exister, l'événement E aura lieu,
~ sera la probabilité de E -t- e[r) déterminée a priori : c'est la quantité
que nous avons nommée e.

La somme de toutes ces probabilités relatives à chacune de n causes
sera évidemment la probabilité de E, puisque cet événement ne peut
arriver que par une de ces causes ; on aura donc

V = — (a -h a") . . _i_ a(.n-m
n '

partant
(r)_ a{r)^

a +. a'1' + +...+ «c-1) '

c'est-à-dire que l'on aura la probabilité d'une cause, prise de l'événe¬
ment, en divisant la probabilité de l'événement, prise de cette cause,

par la somme de toutes les probabilités semblables.
Supposons, par exemple, qu'une urne renferme trois boules qui

ne puissent être que blanches ou noires; qu'après en avoir tiré une
boule on la remette dans l'urne pour procéder à un nouveau tirage et
qu'après m tirages on n'ait amené que des boules blanches : il est
visible que l'on ne peut faire a priori que quatre hypothèses, car
les boules seront toutes blanches ou toutes noires, ou deux seront

blanches et une noire, ou deux seront noires et une blanche. Si l'on
considère ces hypothèses comme autant de causes différentes e, e('>,
em, e(3) de l'événement observé, les probabilités respectives de cet évé-

/2\m /l\m
nement, prises de ces causes, seront i, ( ^j 5 (^) ' °5 ce sont les
quantités que nous avons nommées a, a{i), am, al3). Les probabilités
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respectives de ces hypothèses, prises de l'événement, seront donc, par
la formule précédente,

3m 9'" I

3«1_|_ 2'"-+- I ' 3'" -H 2'"4- I ' 3"1 2'" + I ' °'

On voit, au reste, qu'il est inutile d'avoir égard aux hypothèses qui
excluent l'événement, parce que, la probabilité de l'événement résul¬
tante de ces hypothèses étant nulle, leur omission ne change point la
valeur de p{r).

XXXV.

La possibilité de la plupart des événements simples est inconnue et,
considérée a priori, elle nous paraît également susceptible de toutes
les valeurs depuis zéro jusqu'à l'unité; mais, si l'on a observé un
résultat composé de plusieurs de ces événements, la manière dont
ils y entrent rend quelques-unes de ces valeurs plus probables que
les autres. Ainsi, à mesure que le résultat observé se compose par le
développement des événements simples, leur vraie possibili té se fait de
plus en plus connaître, et il devient de plus en plus probable qu'elle
tombe dans des limites qui se resserrent sans cesse et finissent par
coïncider lorsque le nombre des événements simples est infini. Pour
déterminer les lois suivant lesquelles cette possibilité se découvre,
nous la nommerons x. La théorie connue des hasards donnera la pro¬
habilité du résultat observé en fonction de x; soit y cette fonction. Si
l'on regarde les différentes valeurs de x comme autant de causes du
résultat observé, la probabilité de x sera, par le n° XXXIV, égale à
une fraction dont le numérateur est y et dont le dénominateur est la
somme de toutes les valeurs de y. En multipliant donc les deux termes
de cette fraction par dx, cette probabilité sera y dx , l'intégrale du

Jy dx
dénominateur étant prise depuis x = o jusqu'à x = i.

La probabilité que x est compris entre les deux limites x = 0 et
/y dx

x — 0' est, par conséquent, égale à ? l'intégrale du numérateur
J y dx
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étant prise depuis x = 0 jusqu'à x = 0' et celle du dénominateur étant
prise depuis x — o jusqu'à x = i.

La valeur de x la plus probable est celle qui rend y un maximum;
nous la désignerons par a : les valeurs les moins probables sont celles
qui rendent y nul. Dans presque tous les cas, cela arrive aux deux
limites x = o et x = i. Ainsi nous supposerons y nul à ces limites,
et alors chaque valeur de y aura une valeur correspondante qui lui
sera égale de l'autre côté du maximum.

Si les valeurs de x, considérées indépendamment du résultat
observé, ne sont pas toutes également possibles, mais que leur pro¬
babilité soit exprimée par une fonction s de x, il suffira de changer,
dans les formules précédentes, y dans yz, ce qui revient à supposer
toutes les valeurs de x également possibles et à considérer le résultat
observé comme étant formé de deux résultats indépendants, dont les
probabilités sont y et s. On peut donc ramener de cette manière tous
les cas à celui où l'on suppose une égale possibilité aux différentes
valeurs de x et, par cette raison, nous adopterons cette hypothèse
dans les recherches suivantes.

XXXVI.

Considérons un résultat composé d'un très grand nombre d'événe¬
ments simples et supposons que, d'après l'observation de ce résultat,
on veuille avoir la probabilité que la possibilité x de ces événements
ne surpasse pas une quantité quelconque 0 moindre que a; cette pro-

/ y clx
habilité est, par le numéro précédent, égale à la fraction ~—-, l'in-

jydx
tégrale du numérateur étant prise depuis x = o jusqu'à x = 0 et celle
du dénominateur étant prise depuis x — o jusqu'à x — i. On aura ces

intégrales en séries très convergentes par les formules du n" VI. Si
l'on fait d'abord — —v, et que l'on désigne par U et .! ce que

deviennent e et y lorsqu'on y change a? en 0, la formule (a) de ce
numéro donnera, pour l'expression en série de l'intégrale Jy dx prise
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depuis x = o jusqu'à x — 0,
r , TTTf JU rf(UrfU) 1

Si l'on nomme ensuite Y le maximum de y ou ce que devient cette
fonction lorsqu'on y change x en a, que l'on fasse

x — a
— = u,

ylogY — logj

ces logarithmes étant hyperboliques, et que l'on désigne par u,
(Pu3 i du- d2u3 , , ,

•••ce que deviennent u, lorsqu on y change x

en a, la formule (cl) du même numéro donnera pour l'expression en
série de l'intégrale Jydx, prise depuis x = o jusqu'à x = i,

/• . v /-( 1 d'v3 i.3 di u5 \J>,d* + J 7^53 + -aT ,.„.3.4^. +
tc étant le rapport do la demi-circonférence au rayon. La probabilité
que x est égal ou moindre que 0 sera donc

TTir dlJ rf(UrfU) "1

(tï)
, r-f i c*2ua r.3 rfaua \'

Le numérateur de cette série forme une suite divergente si 0 est
très voisin de a-, dans ce cas, on aura l'intégrale Jydx depuis x — o
jusqu'à x = 0 par la formule (c) du n° VI, et l'on trouvera pour l'ex¬
pression en série de cette intégrale

r i v( 1 d2v3 1.3 d''u5 \ r ,!ydx — Y u H —: -| -y— -4-... dt e~t%J ° \ 2 1.2 dx2 2 dxk ) d

_ Ye"'Ta t ^
2 y dx ' i.2 rfa?2 1 ' ' ' / '

'intégrale relative à t étant prise depuis t — T jusqu'à t — oo, T étant
donné par l'équation

T2 = logY — logJ,
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dans laquelle les logarithmiques sont hyperboliques, et e étant le
nombre dont le logarithmique hyperbolique est l'unité. La probabi¬
lité que x est égal ou moindre que 0 sera donc alors donnée par cette
formule

r _~.(dtf «f2u3 \
fdte~" 6 \dz + rrïd&+---)

i/ï r( 1 d\ '

On pourra, dans tous les cas, déterminer au moyen des formules (a!)
et (//) la probabilité que x est égal ou moindre que 0, 0 étant plus
petit que a.

Si 0 sui'passe a, on fera i— 0 = 0', i — x — x' et, en nommant y'
ce que devient y, on cherchera la probabilité que x' est égal ou

I y'dx'moindre que 0' par la formule d— ; dans laquelle l'intégrale du/ y'dx'
numérateur est prise depuis x'= o jusqu'à x' — 0', celle du dénomina¬
teur étant prise depuis x' — o jusqu'à x'= i. Les formules (a') et (b')
donneront cette probabilité, en changeant y, u, v, 0 en y', u', v', 0';
en la retranchant ensuite de l'unité, on aura la probabilité que x est
égal ou moindre que 0.

L'intégrale J dte~se rencontre fréquemment dans cette analyse,
et, par cette raison, il serait très utile de former une Table de ses va¬
leurs, depuis t=<x> jusqu'à t — o. Lorsque cette intégrale est prise
depuis i = T jusqu'à t — oo, T étant égal ou plus grand que 3, on

pourra faire usage de la formule

/ ,v e_TV i i.3 1-3.5 \(c) Jdte _ 2Ï (y 2Ï2 ■+• 4T4 8Ï6

qui donnera une valeur alternativement plus grande et plus petite que
la véritable.

XXXVII,

Déterminons maintenant la probabilité que la valeur de x est com¬

prise entre les deux limites a — 0 et a -t- 0', qui embrassent la valeur
OEuvres de L.—. X. 39
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de a correspondante au maximum do y. Cette probabilité est égale à
) y dx
~

, l'intégrale du numérateur étant prise depuis x — a — 0 jus-
J ydx
qu'à œ = fl + 0', et celle du dénominateur étant prise depuis x — o

jusqu'à x = i.
Supposons 0 et 0' très petits et tels que les deux valeurs de y, cor¬

respondantes a x — a — 0 et à x = a + 0', soient égales à une même
quantité que nous désignerons par J; la formule (c) du n° VI donnera,
à très peu près,

Çy dx = Y uJ dt e~l%,

l'intégrale relative à x étant prise depuis x — a — 0 jusqu'à x = a + 0',
et l'intégrale relative à t étant prise depuis t = — \JlogY — logJ jus¬
qu'à z = v^logY — logJ ; la probabilité cherchée sera donc égale à
j dte~°

y étant supposé avoir pour facteurs des puissances très élevées, les
exposants de ces puissances deviennent coefficients dans son loga¬
rithme, en sorte que, si l'on désigne par a une très petite fraction,

logj sera de l'ordre -, et \/l°gY — logJ sera de l'ordre -h> à moinsa
a2

que J ne soit très peu différent de Y.
Supposons qu'il en diffère assez peu pour que y/logY — logj soit

égal à -bj A étant positif et moindre que l'unité; si l'on réduit logJ
a2

dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de 0, la fonction
y/logY — logJ deviendra de cette forme ainsi, pour qu'elle soit de

O?
i-X

l'ordre —, il faut que 0 soit fort petit de l'ordre a 2 ; on prouvera la
a2

même chose relativement à 0'. L'intervalle 0 + 0' compris entre les
i-X

deux limites a — 0 et a + 0' sera donc de l'ordre a 2 ; il sera par con¬
séquent d'autant moindre que les événements se multiplieront davan¬
tage, en sorte qu'il deviendra nul si leur nombre est infini, et, dans ce

*
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cas, les deux limites se confondront avec la valeur de a qui répond au
maximum de y.

Pour avoir la probabilité que la valeur de x est comprise dans ces

limites, il faut déterminer l'intégrale jdte~depuis t— \ jusqu'à
oi}

t — -j- Cette intégrale est évidemment le double de l'intégrale Jdte~c"',
a1

prise depuis t = o jusqu'à t = oo, moins le double de cette même in¬
tégrale prise depuis t — ~ jusqu'à t — oo; or on a, par le n° IV,

a2

J dt

l'intégrale étant prise depuis t = o jusqu'à t = co; on a d'ailleurs, par
la formule (c') du numéro précédent,

r, ,, \ \ ~~ué ( 3 a2'1 \

l'intégrale ydte~l\ prise depuis / = —4 jusqu'à ^ sera donc
a2 a2

x _J_

\fk — a? e aX-+

En la divisant par on aura la probabilité que a? est compris entre
les limites a — 0 et a -t- 0'; l'expression de cette probabilité sera, par-

conséquent,

(rf'J
y 71

Lorsque ^ est un grand nombre, cette formule converge rapidement
_ _L

vers l'unité, principalement à cause du facteur e aX, qui devient très
petit lorsque a est une très petite fraction; de là résulte ce théo¬
rème :

La probabilité que la possibilité des événements simples est comprise
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entre des limites qui se resserrent de plus en plus approche sans cesse de
l'unité, de manière que, dans la supposition d'un nombre infini d'événe¬
ments simples, ces deux limites venant à se réunir, et la probabilité se

confondant avec la certitude, la véritable possibilité des événements sim¬
ples est exactement égale à celle qui rend le résultat observé le plus pro-

Qn voit ainsi comment les événements, en se multipliant, nous dé¬
couvrent leur possibilité respective ; mais on doit observer qu'il y a
dans cette analyse deux approximations, dont l'une est relative aux
limites qui comprennent la valeur de x et qui se resserrent de plus en

plus, et dont l'autre est relative à la probabilité que x se trouve entre
ces limites, probabilité qui approche sans cesse de l'unité ou de la cer¬
titude. C'est en cela que ces approximations diffèrent des approxima¬
tions ordinaires, dans lesquelles on est toujours assuré que le résultat
est compris dans les limites qu'on lui assigne.

Il importe principalement, dans ces recherches, de pouvoir juger
sur-le-champ si un résultat est indiqué par les observations avec une
grande vraisemblance, car il suffit souvent d'être assuré qu'il est très
probable, sans qu'il soit besoin de connaître avec beaucoup de préci¬
sion la valeur de sa probabilité; en supposant donc qu'il s'agisse de
déterminer s'il est très probable que la possibilité d'un événement
simple est comprise dans des limites données, on pourra facilement
y parvenir par la formule suivante.

On a, par ce qui précède,

bablc.

logY — logj — fi-Qtfi

D'ailleurs, si l'on suppose 0 très petit, on a

Q* o?2logY
r. 2 dx2 +

mais la condition du maximum donne

cHogY <i2logY d*Y
dx ~ °' dx2 ~ Y dx*:
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on aura donc

ainsi la probabilité que la possibilité x de l'événement simple est com¬

prise entre les limites a — 0 et a -+- 0 sera, par la formule {d'),

un nombre un peu considérable, tel que ii ou 12, ce qui donne un

moyen très simple de juger de la grandeur de cette probabilité.

La possibilité des événements simples peut n'être pas la même à
différentes époques ou dans des pays différents : le climat, les produc¬
tions et mille autres causes physiques ou morales peuvent y produire
des différences qu'un grand nombre d'observations rend sensibles ;

mais, comme les seules combinaisons du hasard suffisent pour intro¬
duire de légères différences dans le résultat des observations, on voit
qu'il en faut un très grand nombre pour être assuré que les différences
observées, lorsqu'elles sont très petites, sont dues à des causes tou¬
jours agissantes. Ce problème, un des plus importants de la théorie
des hasards, exige une analyse délicate; en voici une solution fort
simple. ^

Supposons que l'on ait observé, dans deux lieux différents, deux
résultats composés d'un très grand nombre d'événements simples du
môme genre. Soient
x la possibilité de l'événement simple dans le premier lieu;
y la fonction de x qui exprime la probabilité du résultat observé dans

ce lieu;
a la valeur de x qui répond au maximum de y.

1 —

d2 Y
d'où l'on voit que cette probabilité sera fort grande si — O2^est

XXXVIII.
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Soient pareillement
x' la possibilité de l'événement simple dans le second lieu;
y la fonction de x' qui exprime la probabilité du résultat observé dans

ce lieu ;

a! la valeur de x' qui répond au maximum de y' ;

a et a' sont les possibilités des événements simples qui rendent les
résultats observés les plus probables, et ces quantités seraient, par le
numéro précédent, les vraies possibilités des événements simples, si
les résultats observés étaient composés d'un nombre infini de ces évé¬
nements. Supposons a' très peu différent de a, et qu'il soit un peu

plus grand; enfin nommons P la probabilité que la possibilité de
l'événement simple est plus grande dans le premier lieu que dans le
second. Cela posé, on aura, par dos considérations analogues à celle du
n° XXXY,

' dx dx'

fj'yy'dx dx'
les intégrales du numérateur étant prises depuis x'=o jusqu'à x'=x,
et depuis x = o jusqu'à x = i; celles du dénominateur étant prises
depuis x'— o jusqu'à x'— x, et depuis x = o jusqu'à x = i.

Pour avoir ces intégrales, nous supposerons x'= ux, et nous nom¬
merons z ce que devient alors xyy' ; nous aurons

Ils dx du
>

IJ z dx du

les intégrales du numérateur étant prises depuis u — o jusqu'à u — i,
et depuis x = o jusqu'à x = i; celles du dénominateur étant prises
depuis u = o jusqu'à u = et depuis x = o jusqu'à x — i. Détermi¬
nons d'abord les intégrales du numérateur.

Pour cela, nous observerons que, y étant nul aux deux limites x — o

et x =. i, s est pareillement nul à ces deux limites; soit donc Z ce que
devient cette fonction lorsqu'on y substitue pour x sa valeur en u,

ffyy
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()z
donnée par l'équation o = on aura à très peu près, par le n" VI,

j z dx

dx>

27ÎZ

d*Z

V —:
partant

J fz du dx = y/a n

Z dx2

7, du

d-Z

Z dx*

L'intégrale relative à u doit être prise depuis u — o jusqu'à u = i;

mais, au maximum de la fonction différentielleyy'dxdx', on a

x — a et x'=. a'

et, par conséquent,
a'

a

La valeur de u, correspondante à ce maximum, excède donc très peu

l'unité; ainsi l'on doit, dans ce cas, faire usage de la formule (c) du
n° VI. Soit

/ d2 Z

v Z dx*

)t nommons Z' ce que devient Z au point où l'on a

dl
°—

du"

nommons ensuite S ce que devient Z lorsqu'on y fait u = i ; la formule
citée donnera, à fort peu près,

Z'fdlfZ du'= / 1 ^Z'\/ 2 ZJ du'2

l'intégrale relative à t étant prise depuis t = T jusqu'à t = <x>, T étant
donné par l'équation

T8= log'Z'— logS."
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dZ
du'L'équation o — — peut être mise sous cette forme

d'où l'on tire

et

on aura donc

dZ du
°

du du' '

dZ
0 ~~

du

d*T d-Z'
d~ Z' à27J du2 du2 dx2
W* ~ lu* dû7* ~ 7! "■

/ Zc/«'= — ^ fdte~'\J /i à*'/! d'2 Z' J
V 2 7! du* Z' dx2

Le numérateur de l'expression de P sera, par conséquent, à très peu

près égal à
, 2^Z' f'dt e~1';f¥YT d-zr J

V Z' dx2 Z' d«2

déterminons maintenant son dénominateur.

y' étant nul aux deux limites x' = o et x' — i, il est clair que s est
nul aux deux limites u ~ o et u — il est pareillement nul aux deux-
limites x — o et x — i. En nommant donc U ce que devient s lors¬
qu'on y substitue pour u et pour x leurs valeurs données par les équa¬
tions

dz dz
0 ~~ du' 0 dx'

on aura, par le n° VII,

j j*z du dx
27ïU

M<PU d3U
du2 U dx*

c'est la valeur très approchée du dénominateur de P. Il est aisé devoir
que Z'=U, puisque l'une et l'autre de ces quantités est ce que
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devient z lorsqu'on y substitue pour u et x leurs valeurs tirées des
équations

<)z àz

°~d7i' °~d^'

la valeur de P sera, par conséquent, donnée par cette formule très
simple

f dt e~l'~
V = —T—V7T

Les deux limites entre lesquelles l'intégrale relative à t doit s'étendre
sont t =T et l — ce, T2 étant égal à logZ' — logS. Le maximum de z
ou de xyy' estZ; le maximum de y répond àa? = a; celui de xy répond
à une valeur de x qui n'en diffère que d'une quantité de l'ordre a,
et comme, au point du maximum, les grandeurs ne varient que d'une
manière insensible, on peut supposer x — «au maximum de xy. Soit Y
ce que devient y dans ce cas, le maximum de xy sera a Y. Le maximum
dej' répond à x' = a! \ soit Y' ce que devient alors y', on aura donc
Z'—«YY'. S est le maximum dexyy' lorsque u = i, ou, ce qui revient
au même, lorsqu'on fait x' — x dans y' ; soit a" la valeur de a? qui dans
ce cas rend yy' un maximum, et nommons Y" ce maximum, on aura
S = a"Y" : partant

T* = log Y + logY' — Iog_Y'+ log

La valeur de a" est moyenne entre a et a!, et puisque ces deux der¬
nières quantités sont supposées très peu différer entre elles, on aura
à très peu près ^ = i, et par conséquent on pourra négliger le terme
i alog-.-

Si T2 est un nombre un peu grand, tel que xi ou 12, P sera une

très petite fraction moindre que 5o(J00-; il sera donc très peu probable
que la possibilité de l'événement simple est plus grande dans le pre¬
mier lieu que dans le second, ou, ce qui revient au même, il sera très
probable que, dans le second lieu où a' surpasse a, la possibilité des

OEuvres de L. — X. 4^
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événements simples est plus grande que dans le premier. Les observa¬
tions indiqueront alors, avec beaucoup de vraisemblance, qu'il existe
dans le second lieu une cause de plus que dans le premier, qui y faci¬
lite la production de l'événement simple. L'analyse suivante donnera
la loi suivant laquelle cette probabilité croît par le développement
des événements simples.

Pour cela, nous observerons que, «" étant très peu différent do a et
de a!, on aura à fort peu près

ce qui donne

mais a" est donné par l'équation

dy dy'

x' devant être changé en x dans
x = a" — a -t- (a" — a), on a

Si l'on suppose ensuite
I si sy>' *■ *■

d'ailleurs on a o = On aura donc
dx

y dx
ÈL. (a" —a)

on trouvera pareillement

y' dx1
Ûï— — («" — a!) frd^yi 'tir x

On aura donc d2 Y'
— a'
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d'où l'on tire

Ydx2 ~r" " Y' dx'2
et* Y

, d2Y'
a , . -+- a'

d2 Y d1 Y'
Y dx2 ' Y'dx'2

on aura ainsi à peu près

T2:=

i
, , „ d2 Y d*Y'

2(n a)Ydx*Y'dx'2
d2 Y d2Y'

+ ^
Ytte2 ' Y' dxn

On pourra facilement juger, par cette valeur de T2, de la probabilité
avec laquelle les observations indiquent une différence entre les pos¬
sibilités des événements simples; car, cette probabilité étant, par ce

fMe'''
qui précède, égale à i— -———, l'intégrale étant prise depuis t = T

y 71

jusqu'à t = co, une Table des valeurs de cette intégrale, depuis t — oo

jusqu'à t= o, donnera sur-le-champ la probabilité cherchée avec une

précision suffisante.
Les événements simples, en se développant, font croître les valeurs

d2Y d2 Y'
Ydx2 et Y' dx1*' et Par conséquent aussi celle de T2, ce qui

montre clairement la loi qui existe entre leur développement et la pro¬
babilité des résultats qu'ils paraissent indiquer. La valeur de T2 fait
voir encore que plus les différences entre a et a' sont petites, plus il
faut d'événements simples observés pour constater que ces différences
ne sont pas l'effet du hasard, ce qui d'ailleurs est évident a priori, et
il en résulte que, pour une différence deux fois moindre, il faut envi-
ron quatre fois plus d'observations.

XXXIX.

Appliquons les formules des numéros précédents aux naissances;
pour cela supposons que, surp + q naissances observées, il y ait eu

p garçons et q filles, p étant plus grand que q, et cherchons la proba¬
bilité que la possibilité des naissances des garçons ne surpasse pas
une quantité quelconque 0. Il faut, dans ce.cas, faire usage des for-
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mules du n° XXXVI. Si l'on désigne par x la possibilité des naissances
des garçons et que l'on nomme S la quantité 1 -2"3' " , lai • 2 > j ■ ■ ■ j) • r. 2 • J • • • (j

probabilité que sur p -+- q naissances il y aura p garçons et q filles
sera 6xp(i — x)q : c'est la quantité que nous avons nommée y dans le
numéro cité; la quantité que nous avons nommée v deviendra ainsi

x^>
-, et la fonction

(p + q)x — p
d\J

UJ

deviendra
d9

6Qp+i (i _ 0)7+i j ^ ^ (/? + q)®1 + p(i ■
(p-hq)Q-p ( [(/i + <7)0 — />]*

Maintenant, la quantité que nous avons nommée u dans le n° XXXVI
/ 2 Y dx%

est, parle n° VI, égale à W — " dï y > Y et d2 Y étant ce que deviennent
y et d-y lorsque x = a; d'ailleurs, a étant la valeur de x qui répond
au maximum de y, il est déterminé par l'équation o .= d'où l'on
tire a = p , et par conséquent

p -H q 1 i

v QpPqi d2 Y (p + g)3
(p H- q)P+'l Y dx2 pq

La fonction
/ i d2u3

Xqiz ( u + 2 1.2 dxl

deviendra donc, en observant qu'elle se réduit à très peu près à son

premier terme, lorsque/? et q sont de grands nombres,

ëpP+?i q'l+2\J'2'K _

3 >

(/> + <l)V+q+i

la formule (a') du numéro cité donnera ainsi pour la probabilité que
x ne surpasse pas 0

3

QP+i(i — Q)l+1(p -+- q)P+/+2 ( (p + q)92-hp(l — 20) )
~/^rv ~ "+Ï q+l ÎI_ [P-(P + ^)0]2 ~h"T(/27T [p — {p + q)9]p *q 2
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Si l'on fait 0 = on aura pour la probabilité que x ne surpasse pas^
ou, ce qui revient au même, que la possibilité des naissances des
garçons est moindre que celle des naissances des filles,

en retranchant cette formule de l'unité, on aura la probabilité avec
laquelle les naissances observées indiquent une plus grande possi¬
bilité dans les naissances des garçons que dans celles des filles.

Parmi les naissances observées en Europe, nous considérerons
celles qui l'ont été à Londres, à Paris et dans le royaume de Naples.

Dans l'espace des quatre-vingt-quinze années écoulées depuis le
commencement de 1664 jusqu'à la fin de 1708, il est né à Londres
737629 garçons et 698908 filles, ce qui donne à peu près ff pour le
rapport des naissances des garçons à celles des filles.

Dans l'espace des vingt-six années écoulées depuis le commence¬
ment de 1745 jusqu'à la fin de 1770, il est né à Paris 251 527 garçons
et 241945 filles, ce qui donne ff à peu près pour le rapport des nais¬
sances des garçons à celles des filles.

Enfin, dans l'espace des neuf années écoulées depuis le commence¬
ment de 1774 jusqu'à la fin de 1782, il est né dans le royaume de
Naples, la Sicile non comprise, 782352 garçons et 746821 filles, ce

qui donne ff à peu près pour le rapport des naissances des garçons à
celles des filles.

Le moins considérable de ces trois nombres de naissances est celui

des naissances observées à Paris; d'ailleurs c'est dans cette ville que
les naissances des garçons et des filles s'éloignent le moins de l'éga¬
lité : par ces deux raisons, la probabilité que la possibilité des nais¬
sances des garçons surpasse - doit y être moindre qu'à Londres et
dans le royaume de Naples. Déterminons numériquement cette pro¬
babilité.

Il est nécessaire pour cela d'avoir jusqu'à douze décimales les loga-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



318 MÉMOIRE SUR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES

rithmes tabulaires de p, q, p + q et 2, parce que ces nombres sont
élevés dans la formule (e') à de grandes puissances; or on a

log/> = log25i527 = 5,4oo5 8/|6j 0947,
logq — log24ig45 = 5,3837 '^ *46g,

logQ? + q) = log493472 = 5,6932 625i 548o,
loga = o,3oio 2999 5664,

ce qui donne
^ 3

log (P + tf l 2—5— = — 4i ,9384918.

En nommant donc p. le nombre auquel ce logarithme appartient, et
qui est excessivement petit, puisqu'il est égal à une fraction dont, le
numérateur étant l'unité, le dénominateur est le nombre 8 suivi de
4i chiffres, la formule (e') deviendra

p(i — 0,0003747 +...)•

En la retranchant de l'unité, on aura la probabilité qu'à Paris la pos¬
sibilité des naissances des garçons surpasse celle des filles, d'où l'on
voit que cette probabilité diffère si peu de l'unité, que l'on peut
regarder comme certain que l'excès des naissances des garçons sur
celles des filles, observé à Paris, est dû à une plus grande possibilité
dans les naissances des garçons.

Si l'on applique pareillement la formule (e') aux naissances des
garçons observées dans les principales villes de l'Europe, on trouvera
que la supériorité dans les naissances des garçons, comparées à celles
des filles, observée partout, depuis Naples jusqu'à Pétersbourg, indique
une plus grande possibilité dans les naissances des garçons, avec une

probabilité très approchante de la certitude. Ce résultatparaît donc être
une loi générale, du moins en Europe, et si, dans quelques petites
villes où l'on n'a observé qu'un nombre peu considérable de nais¬
sances, la nature semble s'en écarter, il y a tout lieu de croire que cet
écart n'est qu'apparent et qu'à la longue les naissances observées dans
ces villes offriraient, en se multipliant, un résultat semblable à celui
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des grandes villes. Plusieurs philosophes, trompés par ces anomalies
apparentes, ont cherché les causes de phénomènes qui ne sont que
l'effet du hasard; ce qui prouve la nécessité de faire précéder de sem¬
blables recherches, par celle de la probabilité avec laquelle le phéno¬
mène dont on veut déterminer la cause est indiqué par les observa¬
tions : l'exemple suivant confirmera cette remarque.

Sur 4*5 naissances observées durant cinq ans dans la petite ville de
Yiteaux, en Bourgogne, il y a eu 2o3 garçons et 212 filles, ce qui
donne à peu près ff pour le rapport des naissances des filles à celles
des garçons. L'ordre naturel paraît ici renversé, puisque les naissances
des filles surpassent celles des garçons; voyons avec quelle probabilité
ces observations indiquent une plus grande possibilité dans les nais¬
sances des filles.

p ayant été supposé plus grand que q, dans les formules précé¬
dentes, il représente dans ce cas le nombre des filles et q celui des
garçons; la formule (e') donnera la probabilité que les naissances des
garçons surpassent celles des filles; mais, cette formule étant diver¬
gente, il faut employer la formule (b') du n° XXXYI, et l'on trouvera,
après toutes les réductions, que, si l'on y fait y = 6xp(i — x)* et
0 = i, elle deviendra

fdter" (p-q)e~*>
— i ?

yn 3 y^itpqip -F q)

l'intégrale étant prise depuis t = T jusqu'à L = 00, T2 étant donné par

l'équation
T2 = /> logp + q logçr — (p + q)

dans laquelle les logarithmes sont hyperboliques. Cette formule est
l'expression de la probabilité que la possibilité des naissances des gar¬
çons l'emporte sur celle des naissances des filles; si l'on y substitue,
au lieu de p et de q, leurs valeurs précédentes relatives à la ville de
Yiteaux, on trouvera 0,329802 pour cette probabilité; en la retran¬
chant de l'unité, la différence 0,670x98 sera la probabilité qu'à
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Viteaux la possibilité des naissances des filles est supérieure à celle
des naissances des garçons; cette plus grande possibilité n'est donc
indiquée qu'avec une probabilité de deux contre un, ce qui est beau¬
coup trop faible pour balancer l'analogie qui nous porte à penser qu'à
Viteaux, comme dans toutes les villes où l'on a observé un nombre
considérable de naissances, la possibilité des naissances des garçons
est plus grande que celle des filles.

XL.

On a vu, dans le numéro précédent, que le rapport des naissances
des garçons à celles des filles est environ ~-£ à Londres, tandis qu'il
n'est à Paris que ff ; cette différence semble indiquer, dans la première
ville, une possibilité dans les naissances des garçons plus grande que
dans la seconde ville. Déterminons avec quelle vraisemblance les
observations indiquent ce résultat.

Ce problème est un cas particulier de celui que nous avons résolu
dans le n° XXXVIII ; ainsi nous ferons usage des formules que nous y
avons données; pour cela, il faut connaître les quantités que nous
avons nommées y et y. Soient p le nombre des naissances des garçons
observé à Paris, q celui des naissances des filles, et a; la possibilité des
naissances des garçons dans cette ville; si l'on fait

i.2.3...(/> + y)
1.2.3. ../).i.2.3. . .q'

la probabilité du résultat observé à Paris sera

oxt'(i — x)i;
c'est la quantité y.

Si l'on nomme pareillem ent p le nombre des naissances des garçons
observé à Londres, q' celui des naissances des filles, et x' la possibi¬
lité des naissances des garçons dans cette ville; si l'on fait ensuite

£1 1.2.3. ■■(//+?') .

1.2.3.. .p'.i.2.3...q"
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la probabilité du résultat observé à Londres sera

6'x'p'( i — x'y ;

c'est la quantité y'.
En désignant donc par P la probabilité qu'à Paris la possibilité des

naissances des garçons est plus grande qu'à Londres, on aura, par le
n° XXXVIII,

/ dte~1"'
1> ''

l'intégrale étant prise depuis t = T jusqu'à t = co. Voyons ce que de¬
vient T dans le cas présent.

On a, par le numéro cité,

T2 — logY + logY'— IogY"+ log ~ ■

Y est le maximum de y ou de 6tvp(i — x)q; la valeur de x qui
répond à ce maximum est yyyjl c'est la quantité que nous avons
nommée a. On aura donc

Y_ & ppgq ,
(p + q)p+q'

on aura de la même manière

6'p'p q">'
_

(/>'-+- q' Y+q'

Y" est le maximum de yy' lorsqu'on fait x'=x dans y', ce qui
donne

yy'— xp+p'(i — x)q+i';

la valeur de x correspondante au maximum de cette fonction est

—, P^~P 7; c'est la quantité que nous avons nommée a". On aura
p + />-+- q q ^ 1
ainsi

Y"— 6%'{p-Jrp')p+p'{q + g')q+q'.
(P + p'+ q + q1 )p+p'+q+ï '

OJSwrcs de L. — X, j
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ces valeurs donnent

T2 = (p +p'-j- q + q'-\- i) log(/> -t-p'+ q + q')
— (p + p'+ i) log(p +p') —(q + q')log(q h- q')
-h(p + i)\ogp-hq \ogq — (p + q + i)log(p + q)
+p'\0gp'+ q' log q'— ( p'+ qr)log(p'+ q').

Maintenant on a, par le numéro précédent,

p — 25 i 527, //=737629,
q — 241945, </'=698958,

d'où l'on tire, en logarithmes tabulaires,

log/> = 5,4oo5 8461 0947,
log<7 = 5,3837 t665 1469,

log(p -H <7) = 0,6932 625i 548o,

logp — 0,8678 3798 2735,
log<7'= 5,8444 5io8 0009,

log(//+ q') — 6,1573 3ig3 ao83,
Iog(//+p) =5,9952 64.74 1371,
log (q + q') = 5,9735 4485 3243,

iog(p h- p'~+- q -h q') — 6,2855 7008 5x61.

En faisant usage de ces logarithmes, on aurait
T2= 4,5357576;

mais, ces logarithmes étant tabulaires, il faut, comme l'on sait, les
multiplier par le nombre 2,3o2585i, pour les réduire en logarithmes
hyperboliques; on aura donc la vraie valeur de T2 en multipliant la
précédente par le même nombre, ce qui donne

T2= 10,4439679.

Cela posé, si l'on détermine l'intégrale j dt e~1' par la formule (c')
du n° XXXVI on aura

P = 0,0000025422 (i — 0,047875 + 0,0068759 —
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Les trois premiers termes de cette expression donnent

P = 0,00000243797 =

Cette valeur de P est un peu trop grande; mais, comme, en prenant un
terme de plus, on aurait une valeur trop petite, sans l'altérer de
on voit qu'elle est fort approchée, et qu'ainsi il y a plus de 4<>oooo a

parier contre 1 qu'il existe h Londres une cause de plus qu'à Paris,
qui y facilite les naissances des garçons.

Le calcul numérique de T2 suppose que l'on a les logarithmes tabu¬
laires de p, q, p-P q, p', q', ... jusqu'à douze décimales; les Tables
de Gardincr, qui sont celles dont on fait le plus d'usage, renferment
les logarithmes des 1161 premiers nombres jusqu'à vingt décimales,
et l'on peut en conclure les logarithmes des nombres supérieurs; mais
le calcul que cela suppose est assez long; on peut y suppléer fort sim¬
plement par la considération de l'expression de T2, et déterminer la
valeur do cette quantité sans recourir aux logarithmes des nombres
supérieurs à x 161.

Pour cela, nous la mettrons sous cette forme

T2= (p H- 1) log—- H q log ( 1— ———)\r 1 *>
p + q 1 P + qJ

H- p' log —y——4- çr'logf I —'/)
p + q \ p + q J

-(W+O +

-(7 + ?')iog(i- —y-^)-
Si l'on fait varier d'une très petite quantité a le rapport ——— dans
la fonction

{p -h i)log P - + q log( 1 — ),
P + q \ p + q)

elle ne changera pas sensiblement de valeur, car elle devient alors

(p + 1) log ( — h a ) 4- <7 log( 1 — a ) ;
\p + q J ' b\ P + q J
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en réduisant log ( —-t- a ) et log( i — •— —a) dans des suitesP
ordonnées par rapport aux puissances de ce, et en rejetant les quan¬
tités de l'ordre a qui ne sont pas multipliées par les grands nombres
p atq, elle se réduit à

(p -+- 1 ) log —— h q log ( I —— ) •
p + q ' °\ p + q)

Cela posé, on cherchera, par la méthode des fractions continues, la
fraction qui, ayant un dénominateur égal ou moindre que 1161,
approche le plus de —— ; la différence de cette fraction et de —7—1 p q p ■+ q
n'étant que de l'ordre a, on pourra employer cette fraction au lieu
de ———> et, comme les Tables donnent avec vingt décimales les

P + q &
logarithmes de son numérateur et de son dénominateur, ainsi que les
logarithmes du numérateur et du dénominateur de la nouvelle fraction
que l'on a en retranchant la précédente de l'unité, on aura facilement
la valeur tabulaire de

(p H-1 ) log —-— h q log ( 1 — — 7— ) ■1 '
p + q \ p + q)

On trouvera de la même manière les valeurs tabulaires des autres

parties de l'expression de T2 ; on aura ainsi l'expression tabulaire
de T2, et cette expression, prise en moins, sera le logarithme tabu¬
laire de e~T'; on aura ensuite la vraie valeur de T2 en multipliant la
précédente par 2,3o2585i.

On pourra presque toujours employer, sans erreur sensible, la for¬
mule du n° XXXVIII

r d2 Y d2 Y'
â(a a'~ Ydx* Y'dx'*

rj!2 .
d* Y d2 Y'

Y dx1 Y ' dx''1

et, comme on a, dans ce cas,

P'
U, 5 <-<s . . y

p + q P-+- q
d~ v

_ (p + q )3 d2 Y' _ ( p'+ q'y
Ydx*~ " pq ' Y' dx'2 p'q'
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on aura

(—j't—7 -7—^ (p + q)3 (p'~+ ç'y
rp \P+f/ -P + V' .

2 p'q'Cp + ?)3+ 2pq(p'+ q'f

Si l'on applique cette formule aux naissances observées à Paris et
dans le royaume de Naples, il faudra supposer

P — 25x527, <7 — 241945,

p'—q 82352, <7'= 746821,

ce qui donne
T = 2,7206;

. M.m
.

on trouve alors la probabilité P, que la possibilité des naissances des
garçons à Paris est plus grande que dans le royaume de Naples, égale
à ~ environ; il est donc vraisemblable qu'il existe dans ce royaume,
comme à Londres, une cause de plus qu'à Paris, qui y facilite les nais¬
sances des garçons; mais la probabilité avec laquelle elle est indiquée
par les observations est trop peu considérable encore pour prononcer
irrévocablement sur cet objet.

XLI.

Considérons maintenant la probabilité des événements futurs, prise
des événements passés, et supposons que, ayant observé un résultat
composé d'un nombre quelconque d'événements simples, on veuille
déterminer la probabilité d'un résultat futur composé des mêmes
événements.

Si l'on désigne par x la possibilité des événements simples, par y
la probabilité correspondante du résultat observé, et par s celle du
résultat futur, y et z étant fonctions de a?; si l'on nomme ensuite P la
probabilité du résultat futur, prise du résultat observé, il est aisé de
conclure du n° XXXIV

_ ./> dx
l j

J y dx
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les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis
x = o jusqu'à x — i.

Cette formule renferme la loi suivant laquelle les événements passés
influent sur la probabilité des événements futurs; examinons cette in¬
fluence dans quelques cas particuliers. Pour cela, supposons qu'une
urne renferme une infinité de boules blanches et noires, et que,

après en avoir tiré une boule blanche, on cherche la probabilité
d'amener une boule semblable au tirage suivant. Si l'on nomme x le
rapport des boules blanches de l'urne au nombre total des boules, il
est clair que x sera la probabilité, tant de l'événement observé que de
l'événement futur; on aura donc

/ x^ dx

c'est-à-dire qu'il y a deux contre un à parier que l'on amènera au
second tirage une boule semblable à celle du premier tirage.

En supposant toujours que l'on ait amené une boule blanche au

premier tirage, si l'on cherche la probabilité d'amener ensuite «boules
noires, x sera la probabilité du résultat observé, et (i — x)'1 celle du
résultat futur; on aura donc alors

j x(i — x)" dx 2

j X dx (/l + l)(/i+2)
Si les boules blanches et noires étaient en nombre égal dans l'urne,

on aurait P = cette valeur de P est plus petite que la précédente
lorsque n est égal ou plus grand que 4; d'où il résulte que, quoique
le premier tirage rende probable que les boules blanches sont en plus
grand nombre que les noires, cependant la probabilité d'amener
quatre boules noires dans les quatre tirages suivants est plus considé¬
rable que si l'on supposait le nombre des boules noires égal à celui
des boules blanches. Ce résultat, qui semble paradoxe, tient à ce que
la probabilité d'amener n boules noires est égale à la probabilité d'en
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amener une, multipliée par la probabilité qu'en ayant amené une pre¬
mière on en amènera une seconde, multipliée encore par la probabi¬
lité qu'en ayant amené deux on en amènera une troisième, et ainsi
de suite; et il est visible que ces probabilités partielles vont toujours
en croissant et finissent par se réduire à l'unité lorsque n est infini.

Supposons le résultat observé composé d'un très grand nombre d'é¬
vénements simples; soient a la valeur de x, qui rendy un maximum;
Y ce maximum; a! la valeur de x qui rendys un maximum; Y' et Z'
ce que deviennent alorsy et z; on aura à très peu près, par le n° VI,

Cette expression sera très approchée si le résultat observé est fort
composé.

Si ce résultat était composé d'une infinité d'événements simples, la
possibilité de ces événements serait, par le n° XXXVII, égale à celle
qui rend le résultat observé le plus probable ; on peut donc sans erreur
sensible calculer la probabilité d'un résultat futur peu composé, en

supposant la possibilité des événements simples égale à celle qui rend
la probabilité d'un événement très composé un maximum; mais cette

NUI.

r j Y'yWI ydx — . ■"

l'expression de P du numéro précédent devient donc
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supposition cesserait d'ctre exacte si le résultat futur était lui-même
très composé. Voyons jusqu'à quel point on peut en faire usage.

Le résultat observé étant composé d'un très grand nombre d'événe¬
ments simples, supposons que le résultat futur soit beaucoup moins
composé; l'équation qui donne la valeur de a' correspondante au
maximum dejs est

dy dz
o — —•—L

ydx sdx'

est une quantité très grande de l'ordre et, puisque le résultat
futur est très peu composé par rapport au résultat observé, sera

d'un ordre moindre que nous supposerons égal à ; ainsi, a étant
la valeur de x qui satisfait à l'équation o= la différence entre a1 y
et a! sera de l'ordre a\ et l'on pourra supposer

«'= a H-

Cette supposition donne
v, v , dY a2A JJ." d2YY'= Y + cdu-— h £- -j-r + ... ;r dx 1.2 dx2

dY d" Y
mais on a = o, d'où il est facile de conclure que est d'un ordre

i ocn^ tAn d'1 Y
égal ou moindre que — ; le terme p-73—~ sera par conséquent

a?

de l'ordre a ^ Ainsi la convergence de l'expression en série de Y'
suppose X > i, et dans ce cas Y' se réduit à peu près à Y.

Si l'on nomme Z ce que devient s lorsqu'on y fait x — a, on s'as¬
surera de la même manière que Z' se réduit à Z.

d2 (7JYr)
Enfin on prouvera, par un raisonnement semblable, que —se

d2 Y
réduit à très peu près à Z en substituant ces valeurs dans l'ex¬
pression de P, on aura

P = Z,

c'est-à-dire que l'on peut dans ce cas déterminer la probabilité du
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résultat futur, en supposant x égal à la valeur qui rend le résultat
observé le plus probable; mais il faut pour cela que le résultat futur
soit assez peu composé pour que les exposants des facteurs de s soient
d'un ordre moindre que la racine carrée des exposants des facteurs
de 7; si cela n'est pas, la supposition précédente expose à des erreurs
sensibles.

Si le résultat futur est une fonction du résultat observé, z sera une

fonction de y, que nous représenterons par 9(7); la valeur de x qui
rendjs un maximum est dans ce cas la même que celle qui répond
au maximum dej; on aura ainsi a'=«, et, si l'on désigne par

dY
<p'(7), l'expression de P donnera, en observant que ^ = o,

Soit 9(7) =yn, en sorte que l'événement futur soit n fois la répéti¬
tion de l'événement observé, on aura

Cette probabilité, déterminée dans la supposition que la possibilité
des événements simples est égale à celle qui rend le résultat observé
le plus probable, est égale à Y"; on voit par là que les petites erreurs
qui résultent de-cette supposition s'accumulent en raison des événe¬
ments simples qui entrent dans le résultat futur et deviennent très
sensibles lorsque ces événements v sont en grand nombre.

Depuis 1740, où l'on a commencé à distinguer à Paris les naissances
des garçons de celles des tilles, on a constamment observé que le
nombre des premières était supérieur à celui des secondes, ce qui
peut donner lieu de rechercher combien il est probable que cette
supériorité se maintiendra dans l'espace d'un -siècle.

OFAtvres de L. — X.

P —

?(Y)

XLIII.
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Soient p le nombre observé des naissances des garçons à Paris;
q celui des filles; ni le nombre annuel des naissances; x la possibilité
des naissances des garçons. Le binôme (x + i — x)-" donne par son

développement
xïn -+- 2 nxln~'1 (\. — x) H- 2 n^ " n —- a?2™-2(x — xY1 + ■ ■ ■,

1.3

et la somme des n premiers termes sera la probabilité que le nombre
des garçons l'emportera, chaque année, sur celui des filles. Nom¬
mons s cette somme; s{ sera la probabilité que cette supériorité se
maintiendra durant le nombre i d'années consécutives. Partant, si P
désigne la vraie probabilité que cela aura lieu, on aura, par le n° XLI,

J x*'dxz'(i — x)'tP =

J Xp dx(l — x)'!
les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis
x = o jusqu'à x = x.

Si l'on nomme a la valeur de x qui répond au maximum de

xPzl{x — x)*, et que l'on désigne par Z, ~ ce que deviennent
dz ci2 z

z-, ^ ^ lorsqu'on y change x en a, on aura, par le n° YI,
r

„ , j , ap+1(i — a)v+l 7J Jnij xpz1 dx( 1 ■—x)^ — y v — .
. / / v2 , 2 • « / . 0 drL2—Zc/2Z\JP{ 1 - af+ qa* + m\i- a)2 ^^

z étant la somme des n premiers termes de la fonction

„„ r l — X 271(2/1 —1) /l—xYxm 1 _|_ 2 n 1 ( j H- .. .

L X 1.2 \ X J

on a, par le n° XXI,

/(1+ u)2"+l
Un~l du

un~l du 'r un~l di

J (1 + «)'"

l'intégrale du numérateur étant prise depuis u — 1 ~x jusqu'à u = 00,
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et celle du dénominateur étant prise depuis u = o jusqu'à u — cc. Soit
u = -—-, cette valeur de s deviendra

f1 sn ds( j — s)n~l
J snds{i—s)"-1

l'intégrale du numérateur étant prise depuis s — o jusqu'à s = x, et
celle du dénominateur étant prise depuis s — o jusqu'à s = i ; de là il
est aisé de conclure

dz
__ xn(i— x)a~l diz dz n — (2n— \)x

zdx J'sn d$(i _ s)n~l z dx1 zdx x(i — x) '
l'intégrale étant prise depuis s — o jusqu'às — x. En changeant x en a,

d7 d,'l'L
on aura les valeurs de Z, 2^5; toute la difficulté se réduit donc
à déterminer a.

Sa valeur est donnée par l'équation

p q . d7j
o — -— +1 ■

a i — a 'Ldx

d'où l'on tire, en substituant au lieu de 7^ sa valeur précédente
p ian+y(i — a)'1

P + q (p-hq)fsads(i — s)n-i

l'intégrale étant prise depuis s = o jusqu'à s = a; c'est l'équation d'a¬
près laquelle il faut déterminer a. Pour cela, nous observerons que, a

étant plus grand que il surpasse sensiblement la valeur de s,

qui répond au maximum de s"(\ — s)n~'; ainsi, n étant un grand
nombre, on pourra supposer, dans l'équation précédente, que l'inté¬
grale est prise depuis s — o jusqu'à s = 1, ce qui donne, par le n° VI,

1 1

/> ds(i- .9)«-'= n+Hn-i)n =i n 2 n
, + ï 22ni//l
(2/1 — 1) l v
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L'équation qui détermine a deviendra ainsi, à très peu près,

p ian+^ ( t — a)" 22'1 J/i
a — —— 1 i v—.

p + y (p + <?)

Pour la résoudre, nous observerons que a diffère très peu de ~^rfy
en sorte que, si l'on suppose a = ~~ + p-, p- sera fort petit, et l'on
aura, d'une manière très approchée,

„ - \p + y/ \p-+-yJ -» r-
.— C 1 ' •

(p + y)\/T\:

Maintenant, si l'on divise par 26 la somme des naissances observées
à Paris depuis 1745 jusqu'en 1770, on aura, à très peu près, 19000

pour le nombre annuel des naissances; nous supposerons ainsi
ji — qSoo, i = 100; on a d'ailleurs

/> = 25IÔ27, <7=241945.

L'équation précédente deviendra donc

p. = 0,000107929 e-r-738»lu,

d'où l'on tire
p. = 0,00014222

et, par conséquent,
a = 0,5098509.

Le radical
. / , ,, , , • ,d'/jl—ZtPZ
y p{i - «)- + <7«-+ ia*(i - ay

devient, en substituant, au lieu de ==-> sa valeur -—t——x—»Z dx L dx a( 1 — a)

et, au lieu de ?rj-> sa valeur (P + ff)a —P 0ll (P + y)P donnée parLdx lci( 1 — a) ia{ i — a) 1
l'équation du maximum,

t/p(i — a)2-H qcP-V- p(p-hq) \p + y)p
+ (2« — i)a — n - 369,419;
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d'ailleurs on a, à très peu près,

aP(t — a)i= ( —) (—-2—Ye *P1\P + qJ \P + qJ
et

H'Ip + yi'
e îP'l =0,980229;

on aura donc

J xPz1"" dx( 1 — x)i— o,ooo663199^2 77 ^
1 zL_yf_jL_yzloo.p +1 ) XP + q)

On a ensuite par le n° VI, en prenant l'intégrale depuis x = o jusqu'à
= 1,

1

fxPdx( 1 — x)i — — — = 0,000711634^/271 f———") f———y,
(p + q)p+l+* V/> + <7/ V/? + <7/

d'où l'on tire
P = o,93i938Z100,

en sorte qu'il ne s'agit plus que d'avoir Z.
On a

f sn ds(i — s)7*-1
z = — —,

/ s" ds( 1 — ,9)"_1

l'intégrale du numérateur étant prise depuis s = o jusqu'à s = a, celle
du dénominateur étant prise depuis s = o jusqu'à s = 1 ; il est aisé
d'en conclure que, si l'on fait 1 — s = s', on aura

fs'n~lds' ( 1 — s')n

j s'"~lds' (1 — s )'1

l'intégrale du numérateur étant prise depuis s'= o jusqu'à s'= 1 — a,

celle du dénominateur étant prise depuis /=0 jusqu'à s'= 1. On aura

ainsi, à fort peu près, par le n° VI,
fdte~r~

Z —1 — 7= '
V 71

l'intégrale relative à t étant prise depuis t = T jusqu'à t ~ ce, T étant
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donné par l'équation
T2 — (n — i) log —— + n log —•»2(1 — a) °2 a

ces logarithmes étant hyperboliques. On peut donner à cette expres¬
sion de T2 cette forme très approchée

rno / ni P + 1 1 P + <7 " p{p + Ç) (p — <"/)T2 = (n — 1) logf -t- «log - 1- -\ CAi U-,
2 <7 0 2 p pq

et l'on en tirera
T2= 3,66793.

Si l'on fait usage de la formule (V) du n° XXXVII, on aura

e-t!
j dt e~l"~— (1 — 0,136317 4- 0,055747 — 0,037996 -i- o,o36256 —.. .).

Cette série est peu convergente, mais elle a l'avantage de donner
alternativement une somme plus grande et plus petite que la véri¬
table, suivant que l'on s'arrête à un nombre de termes pair ou impair;
en ajoutant donc à la somme des quatre premiers termes la moitié
du cinquième, l'erreur sera moindre que cette moitié et, par consé¬
quent, au-dessous de ~ de la somme entière; on aura ainsi

J dt e~1' = fpjr 0,899662,
ce qui donne

Z = 0,9966174
et, par conséquent,

P — 0,664 ;

il V a donc, à très peu près, deux contre un à parier que, dans l'espace
d'un siècle, les naissances des garçons l'emporteront, chaque année à
Paris sur celles des filles.

NLIV.

Les recherches précédentes suffisent pour faire voir les avantages
de l'analyse exposée au commencement de ce Mémoire, dans la partie
de la théorie des hasards, où il s'agit de remonter des événements
observés à leurs possibilités respectives et de déterminer la probabi¬
lité des événements futurs. Cette analyse n'est pas moins utile dans la
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solution des problèmes où l'on cherche la probabilité d'un résultat
formé d'un grand nombre d'événements simples, dont les possibilités
sont connues : pour en donner un exemple, nous supposei'ons que l'on
se propose d'avoir la probabilité que tous les numéros d'une loterie
composée de n numéros, et dont il en sort un à chaque tirage, seront
tous sortis après le nombre i de tirages.

J'ai donné, dans le Tome VI des Mémoires des Savants étrangers (1 ), la
solution de ce problème, quel que soit le nombre de numéros que l'on
amène à chaque tirage, et il en résulte que, dans le cas où il ne sort à
chaque tirage qu'un seul numéro, si l'on nomme/; la probabilité que
tous les numéros seront sortis après le nombre i de tirages, on aura

A" s1

la caractéristique A étant celle des différences finies, et s devant être
supposé nul dans le résultat final. Cette expression, fort simple en

apparence, conduirait à des calculs impraticables si n et i étaient do
très grands nombres; il serait beaucoup plus difficile encore d'en con¬
clure le nombre i, auquel répond une valeur donnée de yt ; mais on

peut aisément déterminer ce nombre par les formules du n° XXVII.
La formule (p/) de ce numéro donne, à très peu près,

y t \ m
_ e.m-i(ea_lyi\a) y | i5c2—12«" | i

/7(7+7
V a1 (ea—i)

A ^

i) nie" V + l6t3 12 l

a, l, 1', l" étant donnés par les équations suivantes :

— tl f P1^ \ ^
^ l> —r~ X IO ïs /t / o

l +1 nea

a ea—i'

i +1 n e"

2 a2 2 ea — i

j'+ i
+

n ea

3 a3 6 ea— i

i +1 n e"

4 a4 24 e"— x

l'—-LZL± + 'i-i ::(——) + " ' ea

l(\ \ea-

(1 ) Œuvres de Laplace, t. VIII, P- 17.

3 \ea— i
n / e{

i\e" —i) h 4 e" — i
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Si l'on suppose s = o et ea de l'ordre n ou i, ces équations devien¬
dront

a—l—jT (,_ e~a)>
z = -î±d, Z'=_i±i, i" ' + >-

2 a1 3 à' L\ai

la formule précédente donnera donc, dans ce cas,

A "s1 v i -f-1

1

l
ena-i i t — e-

\/1
n / i + i — na

Or on a
1

/ ,• \,+;
= e~l,

i

( + i

et si l'on fait e~a=z, z étant supposé une très petite fraction de
l'ordre on aura

i

(! _ e-ayi-i— :

on a ensuite
i -H i — na = (f -f-1)z.

On aura donc, à très peu près,

A" s' ( i — 2/i + i i — n „,
—— = e-'1- ( i H z H = y -,
/t' \ 2 /I 2 ) J

Pour déterminer s, nous observerons que l'équation a = l-~- (i —z)
donne, pour première valeur de a,

i
ny

— i

en désignant donc e" par q, nous aurons, pour une première valeur
de z,

z — q\

cette valeur substituée dans l'expression de a donne, pour seconde
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valeur de cette quantité,
i +1 i

a~ — -q;

en la substituant dans l'équation s = e~a, on aura, pour seconde va¬
leur de z,

■i\+^
d'où il est aisé de conclure

( i i fl 9

yi = e-"«^+ —g —g*
Cette valeur de y£ sera très approchée si, n et i étant de fort grands

nombres, q est de l'ordre et c'est ce qui aura toujours lieu lorsque
y£ ne sera pas une fraction très petite, car alors e~"q ne sera pas un

très petit nombre, ce qui suppose q de l'ordre -•

Soit y£ — et cherchons le nombre i de tirages auquel cette proba¬
bilité correspond. Nous aurons, pour la déterminer, les deux équa¬
tions suivantes

i i+n , log2
q — —- q H — q2 = ——,

2 n 2/i n

i — — n log<7,

ces logarithmes étant hyperboliques.
Soit n = io ooo, on a

log hyperb. 2 = 0,6931472;

la première des deux équations précédentes donne, pour première
valeur de q, en négligeant les termes — ~q et

q — 0,00006931472.

Cette valeur étant de l'ordre on voit que c'est ici le cas d'em¬
ployer l'expression précédente de y£. La seconde équation donne

«m 95768,5.
OEuvres de L. — X. /J3
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Cette valeur peut différer encore de quelques unités de la véritable;
mais, en corrigeant la valeur de q par son moyen, on aura

q = o,oooo6g3225o,

ce qui donnera, pour seconde valeur de 1,

i— 95767,4!;

d'où il suit qu'il y a un peu moins d'un contre un à parier que tous
les numéros sortiront après ç)5 767 tirages, et qu'il y a un peu plus
d'un contre un à parier qu'ils sortiront après q5 768 tirages.

—
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THÉORIE
DES

ATTRACTIONS DES SPHÉROÏDES
ET DE LA.

FIGURE DES PLANÈTES.

Mémoires de l'Académie royale des Sciences de Paris, annéo 1782; 1785.

La matière qui fait l'objet de ces recherches a, depuis Newton, oc¬

cupé un grand nombre de géomètres, et les résultats auxquels ils sont
parvenus sont également intéressants par l'analyse délicate qu'ils exi¬
gent et par leur importance dans le Système du Monde. Mais, en con¬
sidérant attentivement les méthodes dont ils ont fait usage, on voit
qu'elles laissent plusieurs choses à désirer encore : elles sont, pour la
plupart, restreintes à des sphéroïdes particuliers, et celles qui sont
plus générales manquent de cette simplicité si désirablç dans la ma¬
nière de traiter les objets compliqués; il m'a paru que, sous ce point
de vue, on pouvait perfectionner cette branche importante de la Phy¬
sique céleste, et j'ose me flatter de présenter aux géomètres, dans cet
Ouvrage, une théorie des attractions des sphéroïdes et de la figure des
planètes plus générale et plus simple que celles qui sont déjà con¬
nues.

Il est partagé en cinq Sections : dans la première, je donne une
théorie complète des attractions des sphéroïdes terminés par des sur¬
faces du second ordre; cette théorie a déjà paru dans l'Ouvrage que

j'ai publié sur le mouvement et sur la figure elliptique des planètes;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



342 THÉORIE DES ATTRACTIONS DES SPHÉROÏDES

mais elle est ici représentée d'une manière plus directe et plus
simple.

Je considère dans la seconde Section les attractions des sphéroïdes
quelconques, et je les fais dépendre d'une équation aux différences
partielles du second ordre : cette équation est la base de mes recher¬
ches sur la figure des planètes; elle me conduit d'abord à quelques
résultats généraux sur l'expression en série des attractions des sphé¬
roïdes. En supposant ensuite les sphéroïdes fort approchants de la
sphère et en combinant ces résultats avec une équation différentielle qui
a lieu à leur surface, et dont j'ai tiré autrefois les lois de la pesanteur
sur les sphéroïdes homogènes en équilibre, je parviens à une expres¬
sion en séries, générale et simple, des attractions des sphéroïdes quel¬
conques très peu différents de la sphère, expression qui se termine
toutes les fois que l'équation de leur surface est finie et rationnelle. Il
est assez remarquable que cette expression, qui, par les méthodes
ordinaires, exigerait des intégrations très compliquées, soit donnée
sans aucune intégration et par la seule différentiation des fonctions.
Ces recherches sont l'objet de la troisième Section; toute la théorie de
la figure des planètes et de la loi de la pesanteur à leur surface en est
un simple corollaire; il en résulte que, si la planète est homogène,
elle ne peut être en équilibre que d'une seule manière, quelles que
soient les forces qui l'animent, et qu'ainsi la Terre est nécessaire¬
ment, dans .cette hypothèse, un ellipsoïde de révolution; mais ce

résultat, fondé sur le développement en série des attractions des sphé¬
roïdes, pouvant laisser quelques doutes, je le démontre, a priori, in¬
dépendamment des suites, et je fais voir en même temps que, dans un

grand nombre de cas, un fluide qui recouvre une sphère est suscep¬
tible de plusieurs états d'équilibre. La méthode des séries conduit aux
mêmes résultats, d'où il suit que cette méthode a toute la généralité
possible, et qu'il n'est point à craindre qu'aucune figure d'équilibre
lui échappe.

Si la planète est hétérogène, sa figure dépend de celle de ses cou¬
ches et de la loi de leurs densités; la pesanteur à sa surface dépend
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des mêmes données; mais, en combinant les équations qui détermi¬
nent la pesanteur à la surface du sphéroïde et sa figure, je parviens à
une relation entre ces deux quantités, indépendante de la constitution
intérieure du sphéroïde, et qui, lorsqu'on aura un nombre suffisant
d'observations sur la grandeur des degrés terrestres et sur la longueur
du pendule, pourra fournir une nouvelle confirmation du principe de
la pesanteur universelle. Je fais voir que', dans l'état actuel do nos
connaissances, ce principe satisfait, aussi bien qu'on peut le désirer,
à tous les phénomènes qui dépendent de la figure de la Terre.

Pour compléter cette théorie de la figure des planètes, il reste à
déterminer les conditions qui donnent un équilibre ferme ; dans cette
vue, je considère les oscillations d'un fluide de peu de profondeur qui
recouvre une sphère. M. d'Alembert en a fait l'objet de ses savantes
recherches sur la cause des vents; mais cet illustre auteur n'a résolu

que le cas où le fluide est tiré de l'état de repos par l'attraction d'un
astre immobile. Environ trente ans après, aidé des progrès que l'Ana¬
lyse et la théorie des fluides avaient faits dans cet intervalle, je repris
le même problème et j'en donnai la solution, en supposant à l'astre
attirant un mouvement quelconque dans l'espace; mais l'imperfection
de la théorie dos attractions des sphéroïdes ne me permit pas alors de
m'élever à la considération générale des oscillations du fluide, quels
que fussent son état et son ébranlement primitifs. Les nouvelles
recherches dont je viens de parler m'ont conduit à une solution com¬

plète de ce problème; les conditions de la stabilité de l'équilibre du
fluide étant données par celles qui rendent ses oscillations pério¬
diques, je trouve que cette stabilité exige que la densité du fluide soit
moindre que celle de la sphère qu'il recouvre, condition différente de
celle que les géomètres ont donnée pour cet objet, mais qui s'accorde
avec ce que j'ai trouvé dans nos Mémoires pour l'année 1776, en ayant
égard au mouvement de rotation du sphéroïde. L'équilibre des eaux
de la mer, que les vents et un grand nombre d'autres causes agitent
d'une manière fort irrégulière, ne serait donc pas ferme si leur den¬
sité était égale ou plus grande que celle du globe terrestre; ainsi,
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quand même les observations faites sur l'attraction des montagnes ne
nous auraient pas appris que cette densité est plus petite, la stabilité
de l'équilibre de la mer eût sulfî pour nous en convaincre.

Cet Ouvrage est entièrement fondé sur le calcul aux différences par¬
tielles; j'ai montré, dans nos Mémoires pour l'année 1777» son utilité
dans le développement des fonctions en séries; les nouveaux usages

que je présente ici de ce môme calcul serviront à faire voir de plus en

plus son importance dans l'Analyse.

Première Section.

Des attractions des sphéroïdes terminés par des surfaces
du second ordre.

I.

L'équation générale des surfaces du second ordre, rapportées à trois
coordonnées orthogonales, est

o = A-+-Ra?-4-Cj + E«-(- Fj;2-+- Hxy + Ly2 -1- Mers -t- Nys h- 0 s2.

Le changement de l'origine des coordonnées introduit trois arbi¬
traires, puisque la position de cette nouvelle origine par rapport à la
première dépend de trois coordonnées arbitraires; le changement de
la position des coordonnées autour de leur origine introduit trois
angles arbitraires; en faisant donc changer à la fois, dans l'équation
précédente, les coordonnées d'origine et de position, on aura une
nouvelle équation du second degré, dont les coefficients seront fonc¬
tions des précédents et de six arbitraires; si l'on égale ensuite à zéro
les coefficients des premières puissances des coordonnées et de leurs
produits deux à deux, on déterminera ces arbitraires, et l'équation
générale du second ordre prendra cette forme très simple

x2 -f- m y2 4- nz2 — k2;

c'est sous cette forme que nous allons la considérer.
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Nous n'aurons égard dans ces recherches qu'aux solides terminés
par des surfaces finies, ce qui suppose m et n positifs, et, dans ce cas,
le solide est un ellipsoïde dont les trois demi-axes sont égaux aux va¬
riables x,y, z, lorsqu'on suppose deux d'entre elles égales à zéro; on

k k
aura ainsi k, — et pour ces trois demi-axes respectivement parai-

Vm \Jri
(\ 7T A'3

lèles aux x, aux y et aux z, et la solidité de l'ellipsoïde sera " __> en3 \Jmn

désignant par ir, comme nous le ferons toujours dans la suite, le rap¬

port de la demi-circonférence au rayon.

II.

Pour déterminer l'attraction d'un pareil sphéroïde sur un point
quelconque, soient
A l'attraction du sphéroïde sur ce point, décomposée parallèlement à

l'axe des a?;

B cette attraction décomposée parallèlement à l'axe des y;
G cette même attraction décomposée parallèlement à l'axe des z.

Soient encore

a, b, c les trois coordonnées du point attiré, parallèlement à ces axes ;

x, y, z celles d'une molécule du sphéroïde;
r un rayon mené de cette molécule au point attiré;
p le complément de l'angle que forme ce rayon avec le plan des y et

des s ;

q l'angle que forme la projection de ce rayon sur ce plan avec l'axe,
des y.

On aura
x — a — r cosp, ■ ;-

Y = b — r sinp cos g,

z = c — r sinp siru/,

La molécule dM. est égale au parallélépipède rectangle dont les trois
dimensions sont dr, rdp et rdq sin/?, et dont la masse est, par consé-
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quent, r2 drdpdq$\np\ pour avoir son attraction parallèlement aux
axes des x, des y et des 5, il faut la multi plier respectivement par cosp,

sin/?cos<7, sin/osiny, et diviser ces produits par r2 : on aura ainsi, en

prenant la somme de toutes les attractions relatives à chaque molécule
du sphéroïde,

A = J'j j drdpdq sin p cos/;,

II = JfJ dr dp dq s\n2p cosg,

C = ffj'dr dp dq sin2/? sin q.
\

Les intégrations sont faciles relativement à r, mais elles sont diffé¬
rentes, suivant que le point attiré est dans l'intérieur ou au dehors du
sphéroïde; dans le premier cas, la droite, qui, passant par le point
attiré, traverse le sphéroïde, est divisée en deux parties par ce point,
et, si l'on nomme r et r' ces deux parties, on aura

A = fj (/•'-)-/•) dp dq sin /;cos/>,
B -ff(r'+ r) dp dq sin'p cos q,
C — jj'(r'+ r) dp dq sin2p sinr/,

les intégrales relatives à p et à q devant être prises depuis p et q égaux
à zéro jusqu'à p ai q égaux à 1800. Dans le second cas, si l'on nomme

toujours r le rayon /• à son entrée dans le sphéroïde et r' ce même
rayon à sa sortie, on aura

A — J'J ( /•'— r ) dp dq sin p cos/;,

B = j'j (/•'— r) dpdq sin2/; cos<7,

C — J'J (r'— r)dpdq sin2/; sine/,

les limites des intégrales relatives à p et à q devant être fixées aux

points où l'on a r — r — o, c'est-à-dire où le rayon r est tangent à la
surface du sphéroïde. Il ne s'agit plus maintenant que de substituer
dans ces expressions, au lieu de r et de r', leurs valeurs en p et en q,
données par l'équation du sphéroïde.
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Pour cela, nous observerons que, si l'on met dans l'équation géné¬
rale x2 + jny-^- nz2 = /P, au lieu de x, y, s, leurs valeurs précé¬
dentes, on aura

r2(cos2/? 4- m sin2/? cos2</ -+- « sin2/? sin2</)
— 2r(a cosp H- mb sinpcosq -H ne sin/> sin 17)

= k1 — d1 — mb* — «c2,

en sorte que, si l'on suppose

L = cos2p 4- m sin2/? cos2 <7 4- n sin2/? sin2 7,

I — acosp-\-mb sinp cosq 4- ne smp siru/,
R = I2 + ( /e2 —d^-mb»— ne2 ) L,

on aura

i ± \/R
L

d'où l'on tire r' en prenant le radical en plus, et r en le prenant en

moins; on aura donc

, , al , a \/Rr'-+-/•'— r =r —-

L ~ L '

ce qui donne, relativement aux points intérieurs du sphéroïde,

. C Cdp dq I sinp cospA = 3./i L '

//
= = "//

0 = 2

C

dp dq I sin2/; cosq
L '

dpdq I sin2/? siny
L

et, relativement aux points extérieurs,

j" J" dp dq sinp cosp \/ltA — 2
L

^J"j" dp dq sin2/; cos q \/R
dp dq sin2/; sin<7y/R

L ~«-■//*
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ces trois dernières intégrales étant prises entre les limites qui corres¬

pondent à /5 = o.
Si l'on nomme Y la somme de toutes les molécules du sphéroïde

divisées par leurs distances à un point extérieur, on aura

V—J'^ j '' dr dp dq s\np — { ) j ( rn — r2 ) dp dq sinp,
et, si l'on substitue, au lieu de r et de r', leurs valeurs, on aura

y _ 2 !"j"dp dq sin/)I y/R _

111.

Les expressions relatives aux points intérieurs étant les plus sim¬
ples, nous allons commencer par les considérer. Nous observerons
d'abord que le demi-axe k du sphéroïde n'entre point dans les valeurs
de I et de L; les valeurs de A, B, C en sont par conséquent indépen¬
dantes; d'où il suit que l'on peut augmenter à volonté les couches du
sphéroïde supérieures au point attiré, sans changer l'attraction du
sphéroïde sur ce point, pourvu que les valeurs de m et n soient con¬
stantes. De là résulte ce théorème :

Un point placé dans l'intérieur d'une couche elliptique, dont les sur¬

faces intérieure et extérieure sont semblables et semblablement situées,
est également attiré de toutes parts.

Reprenons maintenant la valeur de A; si l'on y substitue, au lieu de
I et de L, leurs valeurs, elle devient

^^ C Çdp dq sin/) cos/) (a cos/) -h mb sin/) cos</ -t- ne sin/) sin q)*' J J cos2/) -r- m sin'2/) cos37 -1- n sin2/) sin2 <7

Les intégrales relatives à p et à q étant prises depuis p et q égaux à
zéro jusqu'à p et q égaux à 1800, il est clair que l'on a généralement

j P dp cos/) = o,

P étant une fonction rationnelle de sin/) et de cos2/), parce que, à égale
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distance de 90°, les valeurs de P cosp sont égales et de signes con¬
traires; on aura donc

■="// dp dq sin/» cos2/»
cos2/» m sin2/» cos-q H- n sur/» sm'q

et, si l'on intègre par rapport à q, on trouvera, par les méthodes con¬
nues,

^ aaw p dp sin/j> cos2/»
\Jmn 1 H 1 — m \ /' 1 — n( ' ~~nT~ cos2^ ( 1 n 'l C0SV^

l'intégrale devant être prise depuis cosp — 1 jusqu'à cosp — — 1. Si
l'on fait cosp — x et que l'on observe que, la masse M du sphéroïde

, 4 7T A3
étant —p=> on a3 y mn

_ 3M:
\jmn b3

on aura

3 «M f x1 dx

mi\ , 1 — a '
—■ x1 1 -h x-

l'intégrale étant prise depuis x — b jusqu'à x — i.
En intégrant de la môme manière les expressions de B et de G, on

les réduirait à de simples intégrales; mais il est plus facile de con¬
clure ces intégrales de l'expression de A; pour cela, on observera
qu'elle peut être considérée comme une fonction des quatre quantités

/C2 ^»2
a, k'\ — > — j et que, en nommant/c'2 le carré du demi-axe parallèle à b,

j^f2 ^2
et, par conséquent, /c'2m et —— les carrés des deux autres demi-axes,

• 1 • k'^ 7YL >

li est pareille fonction de b, k'1, k'2m, —— • 11 faut donc, pour avoir B,

changer dans l'expression de A, a en b, k en k' ou m dans — et n
\Jm m

dans —> ce qui donne
m 1
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Soit x ~ 1 > on aura

y m -+- ( i — m ) t'1

3èM r* t1 dt
B =

6 M r

V(
l'intégrale relative à t devant être prise, comme l'intégrale relative à a?,
depuis t — o jusqu'à t — i, parce que a? = o donne t = o, et que x — i

donne t — i. II suit de là que, si l'on suppose

LZJH-U} 1 ~~ 'l - g"
m -f* ' n -V- '

F=/
x'1 dx

\/(i H- p3x3) (i 4- p'2#2)
on aura

p_3éM d(Fp)
/f3 dp. '

Si l'on change, dans cette expression, b en c et p. en p', on aura la
valeur de C; les attractions A, B, C du sphéroïde, parallèlement à ses
trois axes, seront ainsi données par les formules suivantes :

3aM 3 b M d(t» 3cM d(Fp')
k3 ' k3 dp ' k3 dp'

On doit observer que ces expressions ayant lieu pour tous les points
intérieurs et, par conséquent, pour les points infiniment voisins de la
surface, elles ont lieu pour ceux de la surface elle-même. La détermi¬
nation de ces attractions ne dépend que de la valeur de F ; mais,
quoique cette valeur soit une intégrale définie, elle a cependant toute
la difficulté de l'intégrale indéfinie lorsque p. et p/ sont indéterminés;
car, si l'on représente l'intégrale définie, prise depuis x — o jusqu'à
x — i, par <p(p2, p'2), il est facile de s'assurer que l'intégrale indéfinie
sera x3 <p(p2a;2, p'*xl), en sorte que, la première étant donnée, la
seconde l'est pareillement. L'intégrale indéfinie n'est possible que
lorsque l'une des quantités pet p'est nulle ou lorsqu'elles sont égales;
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dans ces deux cas, l'ellipsoïde est de révolution, et k sera son demi-
axe de révolution si p. et p/ sont égaux; on a, dans ce dernier cas,

/.x2 dx i .(P ~ arc tan^)-

Pour en conclure les différences partielles - et ^ qui entrent
dans les expressions de B et de C, on observera que

dF - Êi du + du! - I É<Mdu + 1 ^Etlï - F (d,J- + ^Va* -

dp ^ ^ dp' 1 ~ n dp ^ p' dp' \p p' )'
or on a, lorsque p. = p',

d(Fp) _ d(Fp')
dp dp'

partant

rfp- ip rfF + F rfp = ^ rf(Fp«)l
En substituant au lieu de F sa valeur, on aura

=

sp (arc ,8,w - rfp);
on aura donc, relativement aux ellipsoïdes de révolution,

. 3aM .
, ,

(F-are tangp),

n 3iM ( « FI> — -- ,, arc tangp 1—
2 k3fj.3\ or i+p2

„ 3cM ( . p
c=nv(arctangft~M^

IV.

Considérons maintenant l'attraction du sphéroïde sur un point exté¬
rieur; cette recherche présente de plus grandes difficultés que la pré¬
cédente, à cause du radical \/R qui entre dans l'expression des attrac-
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lions et qui rend les intégrations impossibles; il faut recourir alors
à des artifices particuliers : celui dont je vais faire usage m'a paru
mériter l'attention des géomètres, tant par sa singularité que par
l'utilité dont il peut être dans des circonstances semblables.

Si l'on désigne par Y la somme de toutes les molécules du sphé¬
roïde, divisées par leurs distances respectives au point attiré, que

l'on nomme oc, y, z les coordonnées d'une molécule c/M du sphéroïde,
et a, b, c celles du point attiré, on aura

En désignant ensuite par A, B, C les attractions du sphéroïde, paral¬
lèlement aux axes des x, des y et des 5, on aura

on aura pareillement
R- r-B —

w, C — w

d'où il suit généralement que, si l'on connaît Y, il sera facile d'en con¬
clure, par la seule différentiation, l'attraction du sphéroïde, parallèle¬
ment à une droite quelconque a, en considérant cette droite comme
une des coordonnées rectangles du point attiré.

La valeur précédente de V, réduite en série, devient

[(a - xf + ( b — y y + ( c — s )2]

(a — x) dM dV
da

8
, (a2H- 624-c2)2

cette suite est ascendante relativement aux dimensions du sphéroïde
et descendante relativement aux coordonnées du point attiré, et si
l'on n'a égard qu'à son premier terme, ce qui suffit lorsque le point
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attiré esta une très grande distance, on aura Y = ■■ ~ M étant
v/a24~ ô2+ca

la masse entière du sphéroïde. Cette expression sera plus exacte
encore si l'on place l'origine des coordonnées au centre de gravité du
sphéroïde, car on a, par la propriété de ce centre,

fx g?M — o, J y dM = o, j z dM = o ;

en sorte que, si l'on considère le rapport des dimensions du sphéroïde
à sa distance au point attiré comme une très petite quantité du pre¬
mier ordre, l'équation

V: M
\/al+ bi+ c2

sera exacte aux quantités près du troisième ordre. Nous allons pré¬
sentement chercher une expression rigoureuse de V, relativement aux
sphéroïdes elliptiques.

V.

Pour cela, reprenons les valeurs de Y, A, B et C de l'article II :

B = 2

L2

dp dq si 1 1 p COS/> v/ïî
L '

dp dq sin2/? cos q \/R

■//
ff L

'//'■r~ 1 i ' dp dq sm2p shiq \/liL_2/ I j-

Puisqu'aux limites de ces intégrales on a y/R = o, il est clair qu'en
prenant les premières différences de Y, A, B et C, par rapport à l'une
quelconque des six quantités a, b, c, h, m et n, on peut se dispenser
d'avoir égard aux variations des limites, en sorte que l'on a, par

exemple,
<n-. iys.à"-*fSdpdq™Pùa O'
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cela posé, il est facile de s'assurer par la différentiation que si, pour

abréger, on fait «A + Z>B + cC = F, on aura entre les quatre quan¬
tités F, B, G et Y l'équation suivante aux différences partielles :

/ » l( àV 7dV dV\ „ i / dF ,dF dF
= (a+b-+C)\w~2\a^ + bdb+CTc)-v+*\aTa + bTb+Cd-c

, ,, dF „r„ il dV , dV dVM ,_m-i,/dF i dV T!+^m-kv-Aa^+b<»+ci*)\+k~6U-a-dd-B
4- A-2 !LZl - /<'2 ( I» -1 ) ~

/I v^6> 2 vc J dm v

On peut éliminer de cette équation les quantités B, G et F, en y sub-
, , , dV dV . dV 7dV dVstituant leurs valeurs — -tt-» — et — a-j b-r-, c -3-: on auradb de da do de '

ainsi une équation aux différences partielles en Y seul. Soit donc

xr 7T /f3V— :U = Mu,
3 sjmn

M étant, par l'article I, la masse du sphéroïde elliptique, et, au lieu
des variables m et n, introduisons celles-ci 0 et ct, qui sont telles que

. ,, 1 — m .1 — n0 — k- 5 ht = /c2 ,
m n

nous aurons

dk k ' dk k ' dm m}' d/i
dO 2 9 dm 1 m dô k2 dur
dk

ce qui donne
, dV / „du du „ , du
A -ry- = M 20-5,+255-r h 3 V ~h k -rrdk \ dO dnr dk

dV / k2 du u
—-= — Mf
dm

/ A2 du u \

\ m1 dO + 2m)'
dV

___ /A2 du v_
dn \/i2 dnr ^ 2 n

Gela posé, l'équation précédente deviendra, en y substituant ,x/d+9
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A2
au lieu de m, -p,—— au lieu de n et en supposant

„ dj , do , d'JQ = a -r—h»-îr + cT'v da db de

(0

o = (a2 H- A2 + c2)

i os dQ ,

dO

dQ
db

u + fQ — -

dQ A3 dQ
dro 2 dA

I/

■i(0+®)Q

, r dQ dQ . . . do . dudS-^+COT-r^— ^bd-r-y — ïCCJ-j--de 2 dd 2 de

VI.

Concevons maintenant la fonction u réduite dans une suite ascen¬

dante par rapport aux dimensions Je, y/ô et y/wdu sphéroïde, et par con¬

séquent descendante relativement aux quantités a, b et c; cette suite
sera de la forme suivante

u = u<°> + U<1>_+ U<2> + U<s> +..

U(0), U{,), U(2), ... étant des fonctions homogènes de a, b, c, Je, y/Ô, y/w,
et séparément homogènes relativement aux trois premières et aux trois
dernières de ces six quantités, les dimensions relatives aux trois pre¬
mières allant toujours en diminuant et les dimensions relatives aux
trois dernières croissant sans cesse. Ces fonctions sont toutes de la

même dimension que u ; or, V étant la somme des molécules du sphé¬
roïde, divisées par leurs distances au point attiré, et chaque molécule
étant de trois dimensions, Y est de deux dimensions; donc, u étant

égal à V divisé par la masse M du sphéroïde, il sera de la dimension
—-1.

Si l'on substitue dans l'équation (i)au lieu de u sa valeur précé¬
dente en série, que l'on nomme s la dimension de U(i'' en Je, y/ô et y/w,
et par conséquent — s — i sa dimension en a, b, c; si l'on nomme pa¬
reillement/ la dimension de U(<+l) en Je, y/Q et y/cr, et par conséquent
— s' — i sa dimension en a, b et c; si l'on considère ensuite que, par
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la nature des fonctions homogènes, on a

num .

xrT/A

a-d^-^b^)F + C^T =— (s + i)U")>
t)UC+1» 7 (HJO'+'> dU<'+u
a^r*isr +°—=-(*'+.)o««.

on aura, en rejetant les termes d'une dimension en k, y/Ô et \Ju, supé¬
rieure à celle des termes que l'on conserve

i(, + I)/^_(5 + I)02^
-(S+I)®2 — S~:~ (9 + rs)\JW

(a) u(i+1): is>-o' _ •(a2+é2+c2)

Cette équation donne la valeur de U(1'+,) au moyen de Uw et de ses dif¬
férences partielles; or on a

U<°>: L'
c2)2

puisque, en n'ayant égard qu'au premier terme de la série, nous avons
trouvé dans l'article IV

M
V =

(a2+&2+C2)2 ,

En substituant donc cette valeur de Uw dans la formule précédente,
on aura celle de U(l); au moyen de U(,) on aura U(2>, et ainsi de suite;
mais il est remarquable qu'aucune de ces quantités ne renferme k,
car il est clair, par la formule (2), que U(0> ne renfermant point k,
U(,) ne le renfermera pas; que U(,) ne le renfermant point, U<2) ne le
renfermera pas,- et ainsi du reste ; en sorte que la série entière
U<°) _t_ h- U(2) -t- U(3) h- ... est indépendante de k ou, ce qui revient
au même, ~ = o. Les valeurs de u, — ^ et — — sont doncdk da do de

les mêmes pour tous les sphéroïdes elliptiques semblablement situés

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ET DE LA FIGURE DES PLANETES. 337

et qui ont les mêmes excentricités y/Ô ety/ra; or — M ~ > — M ~

et — M ~ expriment, par l'article IV, les attractions du sphéroïde
parallèlement à ses trois axes; donc les attractions de différents sphé¬
roïdes elliptiques qui ont le même centre, la même position des axes
et les mêmes excentricités, sur un même point extérieur, sont entre
elles comme leurs masses.

Il est aisé de voir, par l'inspection de la formule (2), que les dimen¬
sions de U(0), U(0, U(2), ... en y/Ô et y/w croissent de deux en deux
unités, en sorte que s = 2i et s'=z 21 4- 2 ; on a d'ailleurs, par la na¬
ture des fonctions homogènes,

duw 0dm
ro —— —1 U(" — 5—T7T •dw à9

Cette formule deviendra donc

1 (ÏUO) i
/ — (2Ï+|)cro— 1(21 + l) [0 +(.21-f-i)bj] U<D 1

(3) u"+>)= _L _ L-
(1 H- 1) (21 h- 5) (a2-f- 62-t- c2) '

on aura'au moyen de cette équation la valeur de u, dans une série qui
sera convergente toutes les fois que les excentricités y/0 et yfvs seront
fort petites, ou que la distance y/a--f- b2 + cl du point attiré au centre
du sphéroïde sera fort grande relativement aux dimensions du sphé¬
roïde.

Si le sphéroïde est une sphère, on aura

0 = o et ro = o,

ce qui donne
Uf) = o, U<2> = 0,

partant
1 M

u = UW= _ et V=- ;
y/a2-!- é2-+- c2 <Jal-h b'1 -+- c2

d'où il suit que la valeur de V est la même que si toute la masse de
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la sphère était réunie à son centre, et qu'ainsi une sphère attire un
point quelconque extérieur comme si toute sa masse était réunie à son
centre. Les planètes s'attirent donc, à très peu près, comme si leurs
masses étaient réunies à leurs centres de gravité, non seulement parce

que leurs distances respectives sont très grandes par rapport aux
dimensions de leurs masses, mais encore parce que leurs figures sont
très peu différentes de la sphère.

La propriété de la fonction u d'être indépendante de k fournit un

moyen de réduire sa valeur sous la forme la plus simple dont elle
est susceptible, car, puisque l'on peut faire varier à volonté k sans

changer cette valeur, pourvu que l'on conserve au sphéroïde les mêmes

infiniment aplati, ou que sa surface passe par le point attiré; dans ces
deux cas, la recherche des attractions du sphéroïde se simplifie"; mais,
comme nous avons déterminé précédemment les attractions des sphé¬
roïdes elliptiques sur des points placés à leur surface, nous suppose¬
rons k tel que la surface du sphéroïde passe par le point attiré.

Si l'on nomme k', rri et n', relativement à ce nouveau sphéroïde, ce

que nous avons nommé k, m, n dans l'article I, par rapport au sphé¬
roïde que nous avons considéré jusqu'ici, la condition que le point
attiré est à sa surface, et qu'ainsi a, b, c sont les coordonnées d'un
point de cette surface, donnera

VIL

excentricités y/0 et y/cr, on pourra supposer k tel que le sphéroïde soit

a2 + m'b2+ il'c2 — k'2;

et, puisque l'on suppose que les excentricités y/0 et y/us restent les
mêmes, on aura

m'-/c'2+ô'
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on aura donc pour déterminer k' l'équation
/J 2 k' 2

( 4 ) 77 7, 77} C2 — /F2.\u k'*+Q ku+rs

II est aisé d'en conclure qu'il n'y a qu'un seul sphéroïde elliptique
dont la surface passe par le point attiré, 0 et restant les mêmes, car,
si l'on suppose, comme cela se peut toujours en choisissant convena¬
blement l'axe k, que 0 et n soient positifs, il est clair que, en faisant
croître h"1 dans l'équation (4) d'une quantité quelconque que nous

pouvons considérer comme une partie aliquote de /c'2, chacun des
termes du premier membre de cette équation croîtra dans un rapport
moindre que /c'2; donc, si dans le premier état de k'~ il y avait égalité
entre les deux membres de l'équation, cette égalité ne subsistera plus
dans le second état; d'où il suit que h'~ n'est susceptible que d'une
seule valeur réelle et positive.

Maintenant, soient M'la masse du nouveau sphéroïde; A', B', C ses
attractions parallèlement aux axes des a, des b et des c. Si l'on fait

i — m'
, i — n'

= lJ- > "ÏÏ7- = F >m' 1 n'

X2 dx

F=fw ■ p2#2) (l -1- p.'2#2)

l'intégrale étant prise depuis x — o jusqu'à x= r, on aura, par l'ar¬
ticle III,

., 3aM'„ 3£M' (FF p ,,, 3cM' dFp'
Hc7*" ' "F3" ~pp~' kri àp'

En divisant ces valeurs de À', B', C par M' et en les multipliant
ensuite par M, on aura, par ce qui précède, les valeurs de A, B, G
relatives au premier sphéroïde; or on a

., i — m' a ... i — «'/F2 —-r— = d, k'2 — — 57,m' n' '

\/0, \/vs étant les excentricités des sphéroïdes, d'où l'on tire

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



360 THÉORIE DES ATTRACTIONS DES SPHÉROÏDES

kn étant donné par l'équation (4) quo l'on peut mettre sous cette
forme

0 — k'6 — ( a2 4- b% H- c2 — Ô — nr ) A'4
— [(«2-4- c2)0 + (a2+ Z>2)cr — Oro] A'2 — a^Ûrs;

on aura donc

_ 3aM _ 3Z>M dFp ___ 3cM dFp'
A'3 ' A'3 dp ' A-'3 dp' "

Ces valeurs ont lieu relativement à tous les points extérieurs au sphé¬
roïde et, pour les étendre aux points intérieurs ou à ceux de la sur¬
face, il suffit d'y changer k' en k.

Si le sphéroïde est de révolution, en sorte que gt=0, l'équation (4)
donnera

2 k'2 — a1 + b- -4- c2 — 0 4- \/( a2 + b2 ■+■ c2 — 0 )2 + 4 «2 9,

et l'on aura, par l'article III,
3 a M

A = Fy(p~arctangF)'
ïbM / p \-^arctangp-^j,

„ 3 A M

r 3cM / pL = —J7-—-• arc tangp 4—2A p y i +1

Nous voilà donc parvenus à une théorie complète des attractions des
sphéroïdes elliptiques, car la seule chose qui reste à désirer est l'in¬
tégration de la valeur de F, et cette intégration est impossible, non
seulement par les méthodes connues, mais encore en elle-même. Je
me suis assuré, par une méthode qu'il n'est pas.de mon objet d'ex¬
poser ici, que la valeur de F ne peut être exprimée en termes finis, au

moyen de quantités algébriques, logarithmiques et circulaires, ou, ce
qui revient au même, par une fonction algébrique de quantités dont
les exposants soient constants, nuls ou variables; or, les fonctions de
ce genre étant les seules que l'on puisse exprimer indépendamment
du signe J, toutes les intégrales qui ne peuvent se ramener a des
fonctions semblables sont impossibles en termes finis.
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Si le sphéroïde elliptique n'est pas homogène, mais qu'il soit com¬

posé de couches elliptiques variables de position, d'excentricité et de
densité, suivant des lois quelconques, on aura l'attraction d'une de
ses couches, en déterminant, par ce qui précède, la différence des
attractions de deux sphéroïdes elliptiques homogènes de même den¬
sité que cette couche, dont l'un aurait pour surface la surface exté¬
rieure de la couche, et dont l'autre aurait pour surface la surface
intérieure de cette même couche; en sommant ensuite cette attraction
différentielle, on aura l'attraction du sphéroïde entier.

Deuxième Section.

Du développement en série des attractions des sphéroïdes quelconques.

VIII.

Considérons généralement les attractions des sphéroïdes quel¬

conques. Nous avons vu dans l'article IV que l'expression V de la
somme des molécules d'un sphéroïde, divisées par leurs distances à un

point attiré, a l'avantage de donner, par sa différentiation, l'attraction
de ce sphéroïde parallèlement à une droite quelconque; nous verrons

d'ailleurs, en parlant de la figure des planètes, que l'attraction de leurs
molécules se présente sous cette forme dans l'équation de leur équi¬
libre; ainsi nous allons nous occuper particulièrement de la recherche
de V. Soient, comme ci-dessus, a, b, c les coordonnées du point attiré;
x, y, z celles d'une molécule du sphéroïde; nommons, de plus, r la
distance y/a2-t- ô2 + c2 du point attiré, à l'origine des coordonnées que
nous supposerons dans l'intérieur du sphéroïde; 0 l'angle que forme
le rayon r avec l'axe des x; m l'angle que forme le plan qui passe par
l'axe dos x et par le point attiré avec un plan invariable passant par les
axes des x et des y. Nous aurons

a = rcosQ, b = r sinô cosw, c — r sin<? sinta.

Nommons ensuite R la distance \Jx'2 -hy'2 •+ z2 de la molécule à l'ori-
OEuvres de L. - x. 46.
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gine des coordonnées, et supposons que 0' et rs' SOIGLlt CC que devien¬
nent- les angles 0 et cr relativement à cette molécule; nous aurons

x — Rcos0', /=:Rsin0'cosEj', z — Il sinS'sinro'.

La distance
\J(a — X y+~(o~— y)*-Ë( c — z )-

de la molécule au point attiré sera donc égale à

yV2 — 2/'R[cos0 cosô'u- sin0 sinS'cos(ïïj — et')] + R2 ;

d'ailleurs la molécule du sphéroïde est égale à
R2 rfR d9'dus1 sin 8'.

Nous aurons donc

V:
R [cos 0 cosd'-{- sin 0 sin 0' cos (ej — ©')] -+- R2

l'intégrale relative à R devant être prise depuis R = o jusqu'à la valeur
de R à la surface du sphéroïde; l'intégrale relative à et' devant être
prise depuis ct'= o jusqu'à ct'= 36o°, et celle qui est relative à 0' de¬
vant être prise depuis û'= o jusqu'à 0'= i8o°.

J'ai observé, dans nos Mémoires pour l'année 1779 ('), que les inté¬
grales des équations linéaires aux différences partielles du second
ordre n'étaient souvent possibles qu'au moyen d'intégrales définies,
semblables à l'expression de Y; ainsi, lorsqu'on a de semblables inté¬
grales, il est facile, dans un grand nombre de cas, d'en tirer des équa¬
tions aux différences partielles, dont la considération peut fournir des
remarques intéressantes et faciliter la réduction des intégrales en
séries. Dans le cas présent, il est facile de s'assurer, par la différen-
tiation, que, si l'on fait cos0 = pt, on aura l'équation suivante aux
différences partielles

(5)
V *\dT <ÉV

ïter2 d2(/'V)
—-.ï + r •

à\J. ' 1 — p.2 àr-2 >

(') Ci-dessus, p. 54 et suivantes.
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nous verrons dans la Section suivante toute la théorie des attractions
des sphéroïdes très peu différents de la sphère découler de cette
équation fondamentale.

IX.

Supposons d'abord le point attiré extérieur au sphéroïde; si l'on
réduit V en série, elle doit être, dans ce cas, descendante par rapport
aux puissances de r, et par conséquent de cette forme

U'« U'o U'2> U'3>
V = 1 H H — H-

r r2 r6 r*

Si l'on substitue cette valeur de V dans l'équation précédente aux dif¬
férences partielles, on aura, quel que soit

e-^-gjr dw2 ... , TVI,1(1 + i)UO),âjj- i — ;j.'j

et il est visible, par la seule inspection de l'expression intégrale de V,
que U(è est une fonction rationnelle et entière de p., \/i — p.2siim et
\/t — p.2 coscr, dépendante de la nature du sphéroïde. Voyons com¬
ment on peut la déterminer.

Nommons T le radical

y/r2 — arllfcosé1 cosf'-h sindsind' cos(ro — ro')j -i- il2

nous aurons

d
o — —

, dT
(l~F)d^

djT
âuy2 d-'(/'T)

_j_ v _ L •

à[j. i — /a2 dr'! '

cette équation subsisterait encore en y changeant 0 en 0', w en w', et
réciproquement, parce que T est une pareille fonction de ô' et de ct',
que de 0 et de ra> Si l'on réduit T dans une suite descendante relative¬
ment à r, on aura
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Qw étant, quel que soit i, donné par cette équation

et, de plus, il est visible que Q<J) est une fonction rationnelle et entière
de [x et de \Ji — [x2 cos(w — n'). Qw étant connu, on aura U1''' au moyen
de l'équation

U<6 — / R'+'rfR QWdvs'dQ'sin0'= t—^ / R"+3Q(0 drs'dQ'smQ',■' i +■ 3 J

R' étant le rayon R prolongé jusqu'à la surface du sphéroïde; or on a,

par la nature du sphéroïde, R' en fonction de 0' et de u' ; en substi¬
tuant donc cette fonction dans la valeur de Uw, il ne s'agira plus que
d'exécuter, par les méthodes connues, les intégrations relatives à nf
et 0'; mais pour cela il est nécessaire de déterminer Q(,).

Développons cette quantité suivant les cosinus de l'angle u — u et
de ses multiples, et nommons 6 le coelïicient de cos«(ct —u'); en sub¬
stituant dans l'équation précédente aux différences partielles en Q(0 le
terme S cos/i(a — w'), on aura pour déterminer S l'équation aux diffé¬
rences ordinaires

S étant une fonction rationnelle et entière de jx et de cosO', si n est
pair ou zéro, et étant égal à une pareille fonction multipliée par

sinO'y/i — [x2, si n est impair.
L'équation précédente ne renfermant point l'angle 0', il est clair que

cet angle ne peut se trouver que dans les deux constantes arbitraires
de l'intégrale; de plus, cette équation étant linéaire, elle a deux va¬
leurs particulières, qui, étant respectivement multipliées par des con¬
stantes arbitraires et ensuite ajoutées, donnent l'intégrale complète;
or il n'y a qu'une seule de ces deux valeurs qui puisse être une fonc¬
tion rationnelle et entière de p.; il n'y en a pareillement qu'une seule
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qui puisse être égale au produit de \/i — p.2 par une fonction ration¬
nelle et entière de p. : car, si l'on substitue de pareilles fonctions pour 6J
dans l'équation précédente, on verra facilement que, en partant de la
plus haute puissance de p., tous les coefficients des puissances succes¬
sives de cette variable seront entièrement déterminés par ceux qui
précèdent, en sorte qu'il ne restera que le premier d'arbitraire. En dé¬
signant donc par A cette valeur particulière de 6, qui est rationnelle et
entière en p., si n est pair, ou celle qui est égale à y/i — p.2 multiplié
par une fonction rationnelle et entière en p., si n est impair, on aura
6 = HA, H étant une fonction de 0'. Pour la déterminer, on observera

que, les deux angles 0 et 0' entrant de la même manière dans T, si l'on
fait cos0'= p.', les équations différentielles en Q$ et S subsisteront
encore en y changeant p. en p.'; S est donc une pareille fonction de p.'
que de p.; partant, si l'on désigne par A' ce que devient A lorsqu'on y

change p. en p/, on aura H = yA', y étant une fonction de i et de n in¬
dépendante de p. et de p/. On aura donc

6 — yW,

c'est-à-dire que S peut se décomposer en trois facteurs, dont le pre¬
mier est une fonction de A et de n sans p. ni p.', dont le second est fonc¬
tion de p., et dont le troisième est une fonction semblable en p.'.

X.

Cherchons d'abord la valeur de 6 lorsque n = o. Pour cela, nous
observerons que, si dans l'expression de T on suppose sinG'= o, elle
deviendra

I

yA'2 — a /■ E p. + Rs
d'où l'on tire
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et, comme cette valeur de Qw est indépendante de l'angle u — w', elle
sera égale à ce que devient S lorsque n = o, et lorsqu'on y fait d'ailleurs
u.'= i. Maintenant, si l'on prend pour la fonction A cette valeur même
de Qw, puisqu'elle est égale à yAA' lorsqu'on fait p/= i dans A', il est
clair que l'on aura, dans ce cas, yA'= x. Or, si dans l'expression de T
on fait à la fois p. = i et p.'— i, elle devient partant Q(,) se
réduit à l'unité, ou, ce qui revient au même, on a yAA'— i; mais on a

yA'= i : donc A se réduit à l'unité lorsqu'on y fait p. = i, ce qui a lieu
également pour A' lorsqu'on y fait p/= i. On aura ainsi

y = i
et

x = L,_ JSi=2L «+ '('-■K'-'X'-pI . 2 . O . . . I 2 ( 2 £ — i) 2 . 4 ( 2 £ — I ) ( 2 £ — 3) 1

_ *0—00 —3)0—3) (x —4)0—5) ,_6 1
2.4.6(2 i — 1 ) ( 2 i — 3 ) ( 2 i — 5 ) " • • • j •

En changeant p. en p.' dans cette valeur de A, on aura A'; on aura
ensuite 6 = AA': ce sera la partie de Q(,) indépendante de l'angle
TS — tY.

Cette partie est la seule à laquelle on doit avoir égai'd, relativement
aux sphéroïdes de révolution, dont l'axe des x est l'axe même de révo¬
lution, car alors, R' étant indépendant de w', le terme 6cos«(ct — rs'),
substitué pour Q« dans l'intégrale J R"'+sQ(,Vcr'</ô'sin0', donne un
résultat nul, excepté lorsque n — o; on aura donc alors

U(0— _JL_ fR'i+tQWdrn'dd'sme1—--^ fJL'MVdi>!,
I H— 3 J i 4* j 1

A et A' étant déterminés par ce qui précède, et l'intégrale relative à p.'
devant être prise depuis p/= x jusqu'à p. — — 1. Il suit de là que, si
l'on suppose

AOÎ — — J R"+3Adp',

et que l'on nomme A'0), A(0, A'2), ... les valeurs de A lorsqu'on y fait
successivement i = o, i = 1, i = 2, ..., l'expression de Y relative aux
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sphéroïdes de révolution sera

Tr À'0' A'0' PAi» A(2> A(D À(3) A(3)y — 1 v 1 1 f.
/• r- r6 r*

Si l'on fait p. = i, on aura la valeur de V relative à un point placé sur
le prolongement de l'axe de révolution, à la distance r de l'origine des
coordonnées; et, comme alors on a, par ce qui précède,

X«» = i,

on aura

A<°> A'1' A<2> A(3)
V — —■ H —l + —r + • ■ • •

r r-2 r3 r*

Ainsi, lorsqu'on aura déterminé en série la valeur de V relative à un

point placé sur le prolongement de l'axe de révolution, on aura cette
même valeur relativement à un point quelconque placé à la même
distance de l'origine des coordonnées, mais sur un rayon qui fait avec
l'axe de révolution un angle dont p. est le cosinus, en multipliant les
termes de la première série respectivement par A(0), A(,), X(2), —

Lorsque le point attiré est placé sur le prolongement de l'axe de
révolution, il est aisé de voir que, en nommant x l'abscisse et y l'or¬
donnée du méridien du sphéroïde, et en représentant par y — X
l'équation de ce méridien, on aura

V =27f fclx\x — r -h \/(r — x)1 -h X2],
l'intégrale devant s'étendre à l'axe entier de révolution; cette inté¬
grale réduite, dans une suite descendante par rapport aux.puissances
de r, donnera les valeurs de A(% A(,), A(2), ....

XI.

Considérons maintenant l'expression générale de S lorsque n n'est
pas nul. Si l'on fait, dans l'expression de T, cosO'= o, on aura
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ce qui donne, dans ce cas,

Q(0— ' ^ ^ 2 —" [(' l^2)2 COSj'(GT — &')
«(« — I) ( i — ;jl2 )2 cos'~2(nr — ra')

- — 2

(i—p2)2 cos ''~4(ot —cr)

2(2« — I)

«'(«' — i) («' — 2) («' — 3)
2.4(2« — I ) ( 2 « — 3)

- ]•
En développant cette fonction en cosinus de l'angle gt — n' et de ses

multiples, il est aisé de voir que l'on n'aura que des multiples pairs
ou impairs, suivant que i sera lui-même pair ou impair, et que le coef¬
ficient de cos«(ra — gj') sera égal à

i. 3.5... ( 2 i — i )
2.4.6... ( « 4- n). 2.4 • 6... (« — n)

/ - ji 2 _ — |

(i - ^y- . (i - ^y1 2(21 — 1 ) 1

, O'2— n±) [(«'—a)2— «2] (j _ ^i-22.4(2« — l) ( 2 «' — 3)

"]•
ce sera la valeur de 6 ou de yXX' lorsqu'on fait p/= o dans A'. En pre¬
nant donc pour A la partie de ce coefficient qui est comprise entre les
deux parenthèses, on aura

1.. 3.5... ( 2 « — 1)yl'—2 2 .4.6.. .(«H- n). 2 .4.6...(«' — n) '

p/ étant supposé nul dans A'. Cette équation donnera y, mais on l'ob¬
tiendra plus simplement de cette manière.

Si l'on fait à la fois, dans T, p. et p.' égaux à zéro, on aura

T:

(r — R e(ra-w')\/-i)2 _ R e-(CT-ra') y/—1 y

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. Le
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coefficient de
[P e«(CJ-CT') _|_ g-n(CT—VS')<J—T

H+"1 2

ou, ce qui revient au même, de
IP'

cos«(ro — ro')

dans le développement de cette fonction, est égal à

i .3.5...(« h- n —i). i .3.5...(i— n — i) _

2.4.6... ( i h- n ). 2.4.6... ( i — n ) '

c'est la valeur de S ou de yXX' lorsqu'on y fait p. et p' nuls; or on a,
dans cette hypothèse, X = X' : on aura donc ainsi la valeur de yX'2. En
la combinant avec celle que nous venons de trouver pour yX', il est
facile d'en conclure

2 ( i -4- n + i ) ( i + n -+- 3 )... ( 2 i — 1 ) ( i — n H- 1 ) ( i — n + 3 )... ( 2 i — 1 ) _

-//
2. 4 • 6... ( i + n ). 2.4.6... ( i — n ) '

la valeur générale de 6 sera, par conséquent,

2.4.. .(«'-+> n).2.4...(« — n)

Si l'on fait successivement, dans le terme 6cosn(zs — w'),
n — 1, fi = 2X ,,,, n =1 i,

la somme de ces termes sera la partie de Qw dépendante de l'angle
rj — ct'; en lui ajoutant la partie qui en est indépendante, et que nous
avons déterminée dans l'article précédent, on aura la valeur entière
de Qw, d'où l'on tirera celle de U(,), et par conséquent la valeur de V
en série.

OEuvres de L. — X. 47
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XII.

Cette valeur est relative aux points extérieurs; mais, si le point
attiré est placé clans l'intérieur du sphéroïde, il faut alors développer
l'expression de V de l'article VIII dans une suite ascendante par rap¬

port à r, ce qui donne

Pour déterminer e®, on observera que l'expression de T, réduite
dans une suite ascendante par rapport à r, devient

les quantités Q(0), Q'2' étant les mêmes que ci-dessus; on aura
donc, par l'article VIII,

mais, comme l'expression précédente de T en série n'est convergente
qu'autant que R est plus grand que r, nous ne considérerons la valeur
de e(i) que relativement à une couche dont la surface intérieure est
sphérique et d'un rayon quelconque a plus grand que r, et dont le
rayon de la surface extérieure est R', ce qui revient à prendre l'inté¬
grale relative à R depuis 11 = a jusqu'à R = R'. Nous aurons ainsi la
valeur de V relative à cette couche, et, pour avoir celle qui est relative
au sphéroïde entier, il suffit de lui ajouter la valeur de V relative à
une sphère de rayon a, valeur que l'on trouvera facilement être égale
à ir*a~ — fTtr\

Si le sphéroïde est de révolution, il est aisé de voir, par l'analyse de
l'article X, que l'on aura la valeur de V relative à la couche dont nous
venons de parler, en déterminant cette valeur lorsque le point attiré
est situé dans l'axe de révolution, en la réduisant dans une série
ascendante par rapport aux puissances de r, et en multipliant ses
termes respectivement par A(0), X(,), A(2),

V = r'0' -t- r'1' r -f- e'2' r2 -t- c'3' /,3 h- ....

QWdRchs'd8'sm8\
R7=I '
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Troisième Section.

Des attractions des sphéroïdes très peu différents de la sphère.

XIII.

Les résultats que nous venons de présenter sur les attractions des
sphéroïdes quelconques se simplifient relativement aux sphéroïdes
très peu différents de la sphère, et donnent une théorie complète de
leurs attractions, en les supposant même hétérogènes.

Considérons d'abord le cas où le point attiré est extérieur au sphé¬
roïde, et reprenons la formule de l'article YIII

v_ f R» dRdss' dd' sing'
J 2/TÎ[cos0cos0'+ sin0 sin0'cos(nr — sj')] -I- R2

Supposons que le rayon R', mené du centre du sphéroïde à sa sur¬
face, soit très peu différent de la constante a, en sorte que l'on ait

R'= a(i -h ay),

a étant un très petit coefficient dont nous négligerons le carré et les
puissances supérieures, et y étant une fonction quelconque de p. ou
de cosO et de l'angle vs.

Cela posé, si Ton conçoit une sphère dont le centre soit celui du sphé¬
roïde et dont le rayon soit a(i -+- ay), p et u étant supposés constants
dans y, il est clair que la valeur de Y relative au sphéroïde sera égale
à sa valeur relativement à cette sphère, plus à la valeur de Y relative
à l'excès du sphéroïde sur la sphère. La première de ces deux valeurs
étant, par l'article VI, égale à la masse de la sphère divisée par r,

^3 / j j ^ /%/ \3 9

sera jir—-—• Quant à la seconde, on la déterminera en faisant,
dans l'expression intégrale de V,

R = a et dR —<xa(y'—y),

y' étant ce que devient y lorsqu'on y change 0 et w en 0' et xs' \ on aura
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ainsi, pour la valeur de V relative à un sphéroïde très peu différent de
la sphère,

a3(i -h a.y Y 3 r (y' — y) dru' d0[ sin 9'*hr J y//-2—nar [cosÔ cosô'h- sin0 sin0' cos(ot — ci')] + cCl

Si l'on différence cette équation par rapport à r, on aura

_ t_g3(' + «y)*
rTT -

dr 3 r2

'(y' — y) drz' clQ1 sin0' j r — a fcos(5 cosÔ'-t- sinÔ sin 6' cospa — gj')]J
■ a. a*

j r2 — 2 cir [ cos 0 cos 6' -}- sin0 sin20 cos(ro — <st' )] 4-a2j2

ce qui donne à la surface du sphéroïde, où r — a(i -t- a.y),

àV
, . r (v1—y) dm' dd' sin 0'

r- = 3tt«(i H— ay) + cca / v" J =;à' J 2a \JI — cos0cos6'—sinô sinô' cos(ro — or')

mais la valeur de V devient dans ce cas

(y1 — y) dw'dQ' sin0'V = -jixa2(i + 2txy) + ao!
j 21 yh — cos0 cos0' — sin 0 sin 0'cos(ro — w')

on a donc à la surface du sphéroïde cette équation remarquable

(6) — a~ — lna2+^\.

Reprenons maintenant la formule de l'article IX

,r U<°> U<>) ut« U<3>\ — H r- H ^—l r~r r2 r3

Puisque le sphéroïde diffère très peu d'une sphère du rayon a, il est
a3

évident que l'on aura, aux quantités près de l'ordre a, Y = ^tc — »

d'où il suit que dans la formule précédente : x° la quantité U(0) est
égale à f-rza'3, plus à une très petite quantité de l'ordre a, et que nous
désignerons par U'<°>; 2° les quantités U">, U'2), ... sont très petites de
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l'ordre et. Si l'on différence celte formule par rapport à r, on aura

dV , as U'W aU<D 3U<2>
-

~yr - + + —— +• • •>'

on aura par conséquent, à la surface où r — a(i + cty),

ÔV . ,, x U'f°' 2 U(1) 3 U(2>
— ci— =i-7ras(i — a«r) ^ 1 5—I 5—hdr 3 J a a1 a*

La valeur précédente de V donne à cette surface
m») U'1' U(2)

en substituant donc ces valeurs dans l'équation (6), on aura

U'W - 3Ufl> 5U(2)
4c.tîa' y = 1 , h ■—^J a a2 a3

Partant, si l'on conçoit/ sous cette forme

y- Y<0) + Y") + Y'2) + Y'3)

les quantités Y(0), Y(,), Y(2), ... étant, ainsi que U'<#>, U">, U<2>,
assujetties à cette équation aux différences partielles,

à
o~ -

..dY«r
(l-^}~dir

Ù2Y")
Ùro2 ... \ v/yi

dit ' 1 — p2

on aura généralement, en comparant les fonctions semblables,

U(0— 4^-a'+»Y">,
2 l H- l

d'où Ton tire

(7) V = {«ï'+4«Oy(YW+^Y«>+£>»+£Y<»+...).
Il ne s'agit donc plus, pour avoir V, que de réduire 7 sous la forme

que nous venons de lui supposer. Nous allons donner pour cet objet
une méthode fort simple, lorsque l'équation de la surface du sphé-
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roïde, rapportée à trois coordonnées orthogonales, est une fonction
rationnelle et entière de ces coordonnées.

NIY.

Si l'on nomme x", y", z" ces coordonnées, l'équation de la surface
du sphéroïde pourra être mise sous cette forme

xn-hy"2 + z"%— «2[i 4- 2a <p(a?", y", s")],

o(x", y", z") étant une fonction rationnelle et entière de x", y", z".
Soit i le degré de cette fonction : comme clic est multipliée par a, on

pourra y substituer, au lieu de z", sa valeur y/a2 — x"'2, —y"2, qui est
approchée aux quantités près de l'ordre oc; elle sera ainsi composée
de deux parties : l'une rationnelle et entière, en x" et y", de l'ordre i,
et l'autre rationnelle et entière de l'ordre i — i et multipliée par

y/a2 -- x"'1 — y"2. Le nombre des coefficients de la première partie est
t-+') et celui des coefficients de la seconde est —^2, en

2 2

sorte que le nombre de coefficients de la fonction entière est (î h- i)2.
Cela posé, si l'on nomme, comme ci-dessus, a(i + ocy) le rayon du

sphéroïde; 0 l'angle que forme ce rayon avec l'axe des x"; rz l'angle
que forme avec le plan des x" et des y" celui qui passe par l'axe des x"
et par le point de la surface déterminé par les coordonnées x", y"
et z"; on aura, en faisant cosO = p.,

x" — a(i H-

y"— a(i + ay)\Ji — y2 cosro,

z"—a(i + ay) y/1 — y sirm;

l'équation précédente donnera donc, en négligeant les quantités de
l'ordre a2,

y — (ap., a y/i — jHcosw, a y/1 — y sinni).
Cette dernière fonction peut être mise sous la forme
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car, Y(,) étant une fonction rationnelle et entière de p., \J(i — p.2) cosn?

cty/(i — p.2)sinw, qui satisfait à l'équation aux différences partielles

dY"n à2Y«>
à

o= —

(i-p2) dix \ dm'1 ... .r J -I r i(i + i) Y<",
dp i — [x-

il est visible qu'elle sera composée : i° d'une partie indépendante
de u et qui aura un coefficient indéterminé; 2° de parties multipliées
par

cosro, COS2H7, cos3ro, cosm,

qui auront chacune un coefficient indéterminé; 3° de parties multi¬
pliées par

sinro, sin25T, sin3sr, siniw,

et qui auront chacune un coefficient indéterminé. Le nombre des coeffi¬
cients indéterminés de sera donc 2Î-hi, et par conséquent celui
des coefficients indéterminés de la fonction Y(0) + Y())-i-Y'2)+... -+- Y(i'}
sera (7-+-i)2; il sera donc le même que celui des coefficients de la
fonction <p(a|x, a\Ji — p.2 cosw, a \j i — p.2 sincj), d'où il suit que l'on
peut transformer la seconde de ces deux fonctions dans la première.
Cette possibilité étant une fois démontrée, on pourra exécuter la trans¬
formation de la manière suivante.

L'équation précédente aux différences partielles donne celle-ci

<P(Y<0)-h Y'1' -t-..Y"'))
d(i~- p')d(Y"» + Y") + ... + Y";>) dm*

dix1 ^ i — [x1

rs—ï.aYW —2.3YW —i(i'+i)Y«

ou, ce qui revient au même,

d '<-">% i
à-y
dtf

dix i — p2
= — i.2 Y(1) — 2. 3 Y(2) — 3.4 Y(3) +... — i(ih- i)Y(i'L
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En suivant ce procédé, il est aisé de voir que, si l'on fait

on aura les i 1 équations
y<o) _[_ Y(«) + Y(2) H-... + Y<«=y,

i.aY<D+9.3Y«« + ...4-t(i4-i)Y"'=—yW,
(1.2)!Y<') + (2.3)»Y'!' + ...+ [i(( + i)]2Y"') = j'!»,

(I. a y Y<1> + ( 2.3 )'Y W +... + [ i (i +1)]< Y<«=■(— I)'yw.

On déterminera, au moyen de ces équations, les i -+-1 quantités Y(0),
Y(o, y(2), ..., ce qui sera d'autant plus facile que chaque inconnue
étant, dans ces diverses équations, multipliée par les puissances suc¬
cessives d'un môme nombre, il existe des méthodes très simples pour
avoir, dans ce cas, les inconnues.

Les expressions de yw, y{2), ... se présentent sous une forme frac¬
tionnaire; mais, puisqu'elles sont égales à la somme des fonctions
entières y(0), y()), Y(2), ..., multipliées par des constantes, on voit,
a priori, qu'elles doivent être, ainsi quej, des fonctions rationnelles
et entières de

Le nombre des quantités Y(0), Y(,), ... est fini toutes les fois que

l'équation du sphéroïde est une fonction finie et rationnelle de x",
y", z". Dans ce cas, la formule (7) de l'article précédent se termine,
et le nombre de ses termes est égal au degré de l'équation du splié-

p, \! 1 — p2 cosnr et — p2 sinro.

f
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roïde, augmenté de deux unités. Si cette équation était telle que l'on
eûty — Y(,), la valeur de Y relative à l'excès du sphéroïde sur la sphère
dont le rayon est a, ou, ce qui revient au même, à une couche sphé-

• A 0C7T

rique dont le rayon est a et l'épaisseur a.ay, serait ^ >

cette valeur serait, par conséquent, proportionnelle à y, et il est
visible que ce n'est que dans ce cas que cette proportionnalité peut
avoir lieu.

Lorsque la surface du sphéroïde est du second ordre, on peut, en
déterminant convenablement l'origine des coordonnées, réduire son

équation à cette forme y — Y(2); ainsi la valeur de Y, relative à l'excès
de ce sphéroïde sur une sphère dont le rayon est a, est proportion¬
nelle à l'excès du rayon du sphéroïde sur celui de la sphère.

XV.

Supposons maintenant le point attiré dans l'intérieur du sphéroïde;
nous aurons, par l'article XII,

V — 271a2— f-7v/'24- e(0)4- e(1)/" 4- c(2>/'2-f- p<8'/,3-4-. ..,

étant égal à J* dlldus'dO' sinO', et cette valeur étant relative à
une couche dont la surface intérieure est sphérique et de rayon a, et
dont le rayon de la surface extérieure est R', en sorte que, si l'on fait
R' = a(i -f- ccy'), y' étant une fonction de ct' et de 0', semblable à celle
de y en vs et 0, on aura, aux quantités près de l'ordre a2,

p(i) — JL yy Q(») dus' M'sin 9'.

Maintenant on a, par l'article XIII, relativement aux points exté¬
rieurs,

„r . a3 U'W U'1' U<2»V = jn — + 1 r 4 r 4- •..,J
r r rZ /

et il est clair que, fît — étant la valeur de Y relative à une sphère dont
U'(°) |j(i)

le rayon est a, la partie — h- 4- ... de l'expression précédente
OEuvres de L. — X. 4^
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de Y est relative à une couche dont le rayon intérieur est a, et dont le
rayon extérieur est a(i -+- ocy). Or on a, par l'article IX,

Uo) —J Ri+2 a?R Q0') dm' dO' sin 9' ;

ainsi, pour que cette valeur soit uniquement relative à la couche dont
nous venons de parler, il faut que, en ne prenant l'intégrale relative
à R que depuis R = o jusqu'à R = a, on ait U(,) — o. On aura la partie
de Uw qui dépend de l'intégrale prise depuis R = a jusqu'à R = R' ou
R = a(i -h ay') en faisant dans cette expression R = a et dR = aay',
d'où l'on tire

U'1') — aaM j y'Q('> dm' dO' sinO',
partant

U")

mais on a, par l'article XIII,

donc

p^^Yd).
a i + i '

VW— YW
( 2 i + i ) a1'-2

La valeur de V relative à un point intérieur sera ainsi

(8) V=27ra2-|7rr2H-4«7ra2fY<»)+ Y<1>+ A Y(2)+ —r Y<3> + ... VJ
\ 3 a oa2 7 a3 J

XVI.

Cette formule et la formule (7) de l'article XIII embrassent toute la
théorie des attractions des sphéroïdes homogènes ; il est facile d'en tirer
celle des attractions des sphéroïdes hétérogènes, quelle que soit la
loi de la variation de la figure et de la densité de leurs couches. Pour
cela, soita(i -+- ay) le rayon d'une des couches d'un sphéroïde hété¬
rogène, et supposons que y soit sous cette forme Y(0)-i- Y(,'-+- Y(2)+ ...,

les coefficients qui entrent dans les quantités Y(0), Y()), ... étant des
fonctions de a, et par conséquent variables d'une couche à l'autre. Si
l'on prend la différentielle en a de la valeur de Y donnée par la for-
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mule (7) de l'article XIII, et que l'on nomme p la densité de la couche
dont le rayon est a(i H- ocy), p étant une fonction de a, la valeur de V
correspondante à cette couche sera, pour un point extérieur,

p da* + ^ p cl (a* Y(o>+ £ Y») + YW + ... ) ;
cette valeur sera donc, relativement au sphéroïde entier,

V= IlfPda3+ T1fP^(«3Y(0,+ f^Y(1,+ 5^Y(2,+ Y(3,+ -/••)>
les intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à la valeur de a qui a
lieu à la surface du sphéroïde et que nous désignerons par a.

Pour avoir la valeur de Y relative à un point intérieur, on détermi¬
nera d'abord la partie de cette valeur qui est relative à toutes les
couches dans l'intérieur desquelles ce point se trouve, on lui ajoutera
ensuite l'autre partie de cette valeur, qui est relative à toutes les
couches auxquelles ce point est extérieur.

On aura la première de ces deux parties en différentiant la for¬
mule (8) par rapport h a; en multipliant ensuite cette différentielle
par p et en en prenant l'intégrale depuis a —a jusqu'à a — a, a étant
la valeur de a relative à la couche sur laquelle se trouve le point attiré.
On aura ainsi pour cette première partie de Y

27tfpda2 + 4 arcjpd(a* Y<°>+ <"+ Ç Y<2>+ ~ .j.
La seconde partie de V sera, par ce qui précède,

~~

p da3 -f- Jpdfa3 Y<°>+ ~YW + ..

ces dernières intégrales étant prises depuis a = 0 jusqu'à a— a. On
aura donc, pour la valeur entière de V relative à un point intérieur,

( V — 2 7t p da- -I- 4 «7Tjp(t^»YW-t-yY") + Ç Y<2>-+- ~ Y<3> h- .. .j
h jlfp da3+^fp d(aa Y(0) + ^ YO + ..
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les deux premières intégrales étant prises depuis a —a jusqu'à a = a,
et les deux dernières étant prises depuis a — o jusqu'à a — a. 11 faut,
de plus, après les intégrations, substituera au lieu de /-dans les termes

multipliés par a, et au lieu de i dans le terme Jpda3.

Quatrième Section.

De la figure des planètes.

XVII.

L'observation nous apprend que les planètes sont des sphéroïdes
très peu différents de la sphère, et l'analogie nous porte à penser que,
semblables à la Terre, elles sont recouvertes, au moins en partie, d'un
fluide en équilibre : ce sont les conditions de cet équilibre qui déter¬
minent leurs figures et, par cette raison, nous allons rappeler ici l'é¬
quation générale de l'équilibre d'une niasse fluide sollicitée par des
forces quelconques.

Si l'on nomme p la densité d'une molécule fluide; II la pression
qu'elle éprouve; F, F', F", ... les forces dont elle est animée; df, df,
df", ... les éléments des directions de ces forces, l'équation générale
de l'équilibre de la masse fluide sera, comme l'on sait,

y = F df+ F' df + F" df
Supposons que le second membre de cette équation soit une diffé¬
rence exacte, II sera nécessairement fonction de p; ainsi, relativement
aux couches de densité constante, on auraffll = o et, par conséquent,

o = F df h- F' df H- F" df" -h ...,

équation qui indique que la résultante de toutes les forces F', F', F",...
est perpendiculaire à la surface de ces couches, en sorte qu'elles sont
en même temps couches de niveau. II étant nul à la surface extérieure,
p doit y être constant, et la résultante de toutes les forces qui animent
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chaque molécule de cette surface lui est perpendiculaire; cette résul¬
tante est ce que l'on nomme pesanteur. Les conditions générales de
l'équilibre d'une masse fluide sont donc : i° que la direction de la
pesanteur soit perpendiculaire à chaque point de sa surface extérieure ;
2° que, dans l'intérieur de la masse, les directions de la pesanteur de
chaque molécule soient perpendiculaires à la surface des couches de
densité constante. Comme on peut, dans l'intérieur d'une masse ho¬
mogène, prendre telles couches que l'on veut pour couches de densité
constante, la seconde des deux équations précédentes de l'équilibre
est toujours satisfaite, et il suffit pour l'équilibre que la première soit
remplie, c'est-à-dire que la résultante de toutes les forces qui animent
chaque molécule de la surface extérieure soit perpendiculaire à cette
surface.

Relativement aux planètes, les forces F, F', F", ... sont produites
par l'attraction de leurs molécules, par la force centrifuge due à leur
mouvement de rotation et par l'attraction de corps étrangers. Il est
facile de s'assurer que, dans ce cas, la différence F df~\~ F' df -+-... est
exacte; mais on le verra clairement par l'analyse que nous allons
faire de ces différentes forces, en déterminant la partie de l'intégrale
J (F df-h F' df +•...) qui est relative à chacune d'elles.

Si l'on nomme dM une molécule quelconque du sphéroïde et /sa
distance à la molécule attirée, son action sur cette dernière molécule

dM.
sera y2-; en multipliant cette action par l'élément de sa direction, qui
est — df, puisqu'elle tend à diminuer/, on aura, relativement à l'ac¬
tion de la molécule dM,

r cM
f¥d/=-j,

d'où il suit que la partie de l'intégrale f(F df + F' df -f-...) qui
dépend de l'attraction des molécules du sphéroïde est égale à la
somme de toutes ces molécules divisée par leurs distances respec¬
tives à la molécule attirée : nous représenterons cette somme par Y,
comme nous l'avons fait précédemment.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



382 THÉORIE DES ATTRACTIONS DES SPHÉROÏDES

Dans la théorie de la figure des planètes, on ne se propose point de
déterminer leur équilibre dans l'espace absolu, mais seulement l'équi¬
libre de toutes leurs parties autour de leurs centres de gravité ; il faut
donc transporter, en sens contraire à la molécule attirée, toutes les
forces dont ce centre est animé en vertu de l'action réciproque de
toutes les parties du sphéroïde; mais on sait que, par la propriété de
ce centre, la résultante de toutes ces actions sur ce point est nulle; il
n'y a donc rien à ajouter à Y pour avoir l'effet total de l'attraction du
sphéroïde sur la molécule attirée.

Pour déterminer l'efl'et de la force centrifuge, nous supposerons la
position de la molécule déterminée'par les trois coordonnées x", y"
et z", dont nous fixerons l'origine au centre même de gravité du sphé¬
roïde; nous supposerons ensuite que l'axe des x" est l'axe de rotation
et que g exprime la force centrifuge duc à la vitesse de rotation, à la
distance [ de l'axe. Cette force sera nulle dans le sens des x" et égale à
gy" et gz" dans le sens desj" et des z"; en multipliant donc ces deux
dernières forces respectivement par les éléments dy" et dz" de leurs
directions, on aura \g(y"2 -t- z"2) pour la partie de l'intégrale
r* •

I (F df-h F' df-h ...), qui est duo à la force centrifuge du mouve¬
ment de rotation.

Si l'on nomme, comme ci-dessus, r la distance de la molécule attirée
au centre de gravité du sphéroïde; 0 l'angle que forme le rayon ravec
l'axe des x", et w l'angle que forme le plan qui passe par l'axe des x"
et par cette molécule avec le plan des x" et dosj"; enfin, si l'on fait
cosô = p., on aura

x"=.r\i, y"— r\Jï — /x2 cosro, z"= r yH — p2 sinro,

d'où l'on tire
i g ( y"î _|_ Z"l ) _ l gjA ( J — ) .

Nous mettrons cette dernière quantité sous la forme suivante
1 <rr-— i o-r2(w2_ 1\3ô' 2 n ' \r 3/

pour assimiler ses termes à ceux de Y, c'est-à-dire pour leur donner
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la propriété de satisfaire à l'équation aux différences partielles
ePP

(te2
■i(i + i)I\

dans laquelle P est un terme quelconque et i l'exposant de sa plus
haute puissance en p., car il est clair que chacun des deux termes
fgr2 et — — {) satisfait à l'équation précédente. Il nous reste
présentement à déterminer la partie de l'intégrale

/( F df+ F' df' + ...)

qui résulte de l'action des corps étrangers.
Soient S la masse d'un de ces corps; f sa distance à la molécule

attirée, et s la distance au centre de gravité du sphéroïde. Son attrac-
S

tion sur la molécule sera en la multipliant par l'élément — df de
sa direction et en l'intégrant ensuite, on aura y Ce n'est pas la partie
entière de l'intégralej (F df -f- Fdf +■...) duc à l'action de S; il faut
encore transporter en sens contraire à la molécule l'action de ce corps
sur le centre de gravité du sphéroïde : pour cela, nommons v l'angle
que forme s avec l'axe des x", et ^ l'angle que forme le plan qui passe

par cet axe et par le corps S avec le plan des x" et des j"; l'action ^
de ce corps sur le centre de gravité du sphéroïde, décomposée paral¬
lèlement aux axes des x", des y" et des z", produira les trois forces
suivantes (') :

S S s
— cosv, — sinveostj', ^jsinvsin^.

En les transportant en sens contraire à la molécule attirée, ce qui

(') Laplace avait pris pour ces forces des expressions inexactes, savoir

S S S
— (s cosv — x"), -- (s sinv cos^ —/'), — (.ysinv sin<]> — z"),

il a corrigé cette méprise dans la Mécanique céleste. Nous avons cru pouvoir faire la.
correction dans le Mémoire actuel. (Note de l'Éditeur.)
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revient à les faire précéder du signe —, en les multipliant ensuite
respectivement par les éléments dx", dy" et dz" de leurs directions et
en les intégrant, la somme de ces intégrales sera

S
2 {x" cosv -t-y" sinv cosip -h -z"sinv sinip) + const.

La partie entière de l'intégrale J(Fdf-\- Y df + ...) due à l'action
du corps S sera donc

S S
(.r" cosv h-j" sinv cos^ -+-.s"sinv sincp) 4- const.,

J s

et comme cette quantité doit être nulle par rapport au centre de gra¬
vité du sphéroïde, que nous supposons immobile, et que, relative¬
ment à ce point, f devient s, et x", y", z" ;sont nuls, on a

s
const. = — -•

Maintenantf est égal à

\/(s cosv — x"y+ (s sinv cosïp —(s sinv sinïp — z"y,

ce qui donne, en substituant pour x", y" et z" leurs valeurs,

s_ S
/ v^2- [cosd cosv + sinO sinv cos(cj — 40] 4- r2

Si l'on réduit cette quantité dans une suite descendante par rapport
aux puissances de s, et que l'on représente cette suite par la suivante

s \ s s2 )

il est aisé de voir, par l'article X, que, en faisant

cosô cosv -+-sin0 sinv cos(nr — 4) = à,

on aura généralement

P<« = r-3-s-(ai~i) ["„__ i(i-i) Hi-t)(i-a)(i-3) gt_t_ 1
1.2.3 ...«' l 2(21 — l) 2.4(2« — I) (21— 3) J
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11 résulte d'ailleurs de l'article IX que l'on a

<pp w
d

o = —

'/ 2\ dViY{l~h dsi2 ...

l ( l 4- i) p(0 •d[j- i — fj.

en sorte que les termes de la série précédente ont cette propriété com¬
mune avec ceux de Y. On aura, cela posé,

S S S
- — — (œ" cosv -\-y" siov cos^ H- z" sin v sirnp) — -

S /'2 / r r2
— .!f__ ( p(2) H_ 1 p(3) + L_ p(4) .

S:> \ S A'2

S'il y a d'autres corps S', S", ..., en désignant par s', v', <p', P', s", v",
<{/', P", ... relativement à ces différents corps, ce que nous avons
nommé a, v, <p, P, relativement au corps S, on aura les parties de l'in¬
tégrale

f(Fd/+rd/'+...)
dues à leur action, en marquant successivement d'un trait, de deux
traits, etc. les lettres a, v, <]/, P dans l'expression précédente de la
partie de cette intégrale qui est duc à l'action du corps S.

Si l'on rassemble toutes les parties de cette intégrale et que l'on
fasse

| — <xZ<»,O

„ * U — r- ~P'(!'H-, .J(^-i) = aZ(2),

|»(3) _|_ ®!p'(!)+. . .= «Z<3',
S S ■'

a étant un très petit coefficient, parce que la condition d'un sphé¬
roïde très peu différent de la sphère exige que les forces perturba¬
trices soient très petites, on aura

f( F df F' df 4-... ) = V + a r2 ( Z« 4- Z<2> +rr/J»+ r2/W + ...),
(jRuvres de L. — X. /jQ
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satisfaisant, quel que soit i, à l'équation aux différences partielles

Si les corps étrangers sont très éloignés du sphéroïde, on pourra

négliger les quantités 7-3Z(3), r' Z(4), ..., parce que, les différents
termes de ces quantités étant divisés respectivement par s'', s'°,
s"', s'*, ..., ces termes deviennent très petits lorsque s est très grand
par rapport à r. Ce cas a lieu pour les planètes et pour les satellites, à
l'exception de Saturne dont l'anneau est trop près de sa surface pour
n'avoir pas égard aux termes précédents. Il faut donc, dans la théorie
de la figure de cette planète, prolonger indéfiniment le second membre
de la formule (i i), qui a l'avantage de former une série toujours con¬

vergente; et comme alors le nombre des corpuscules extérieurs au

sphéroïde est infini, les valeurs de Z(0), Z(2), ... seront données en

intégrales définies, dépendantes de la figure et de la constitution
intérieure de l'anneau de Saturne.

On peut observer que, si le sphéroïde est formé d'un noyau solide
de figure quelconque recouvert par un fluide, l'équation (n) peut
servir encore à déterminer la nature des couches de la partie fluide,
en considérant que II doit toujours être fonction de p et qu'ainsi le
second membre de cette équation doit être constant à la surface exté¬
rieure et à celles de toutes les couches de densité constante.

Considérons d'abord le cas où le sphéroïde est homogène. Nous
avons vu dans l'article précédent qu'il suffit alors que l'on ait à la
surface extérieure

. 4 Z 4"
dp i — [JLà

L'équation générale de l'équilibre sera donc

- + i(i + i)Z(".

(")

XVIII.

(12) V -+- cc/-2(7J°> Z<2> rZ(3) -H r2 Z(t> -h ■..) = const.
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Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de Y, sa valeur donnée
par la formule (7) de l'article XIII, on aura

W
+ fana* /Y(#) + y(I) + Y(2) +_

3 r /• \ 3/' 5r-
4- a r2(Z(0> 4- Z(2) 4- r Z(3' 4- z'2 Z(t) + ..,) = const. ;

ce sera l'équation de la surface du sphéroïde, en y substituant, au lieu
de r, sa valeur à la surface

a(i-j-ay) ou a 4- txa( Y(0) 4- Y(1) 4 Y(2) 4-... ).

On aura ainsi, en négligeant les quantités de l'ordre a'-,

const, = f ira2 4- §Sgp!(Y<#>—iY<"—f Y<«-f Y<*> —...)
+ m! (Z«» + Z<2> 4- aZ(3) 4- a2Z<4>4-.. ,)<

On peut supposera tel que |tza2— const., et, comme les. fonctions Y({,)
et Z(<) sont semblables, c'est-à-dire assujetties à la même équation aux
différences partielles, leur comparaison dans l'équation précédente
donnera généralement, i étant plus grand que l'unité,

3 214-1
Y<«= _ _ZL-a»-*Zf),8 7T l — l

équation que l'on peut mettre sous cette forme

YW = ~ al~*- Z«> 4- J- fr*~* dr 7Jl\4tx oaicJ

l'intégrale étant prise depuis r = o jusqu'à r = a. On aura de plus

De là, il est facile de conclure que le rayon a(i + «y) du sphéroïde
sera donné par l'équation suivante

03)
| a (1 + ay) = a- —Z^ 4- a «Y'1' 4- ~^{Z™ 4- <*m 4- a*Z<*> 4-..,),

+ H fcll'Wl) 4- rZ<»> + r2 Z<4> 4-,.,)],
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Cette équation peut être mise sous une forme finie, en observant que,
par l'article précédent, on a

a(Z<«>+rZ<»>H-r*Z<*>4-.. .)= — —£)
2

i S5
S/'2 S-r r1 yV — 2.S/'0 -h 7'2

en sorte que l'intégrale J dr(Zw •+- rZw est facile à déterminer
par les méthodes connues.

L'équation précédente du sphéroïde homogène en équilibre ren¬

ferme l'indéterminée a et la fonction Y(0, qui, devant satisfaire à
l'équation aux différences partielles

0 :
dJV —P2)

dY<')'

dp
d2Y">

ôm-

dp ' I — p2
est de cette forme

2Y<0,

ilp -f- H' \/i — p2 coscj -4- II" i —- p'2 sinar,

H, H', H" étant des coefficients indéterminés. On déterminera ces con¬

stantes par la condition que l'origine des coordonnées, d'où nous sup¬

posons partir les rayons du sphéroïde, est à son centre de gravité,
et par la masse M du sphéroïde, que nous supposerons connue. Ces
données fournissent les quatre équations suivantes

o = y jp dp dnr,
o = Jy dp dm \/1 — p2 cosnr,
o — J"y d{j. dm \/i — p2 sin m,

ji—aa%j ydprfe —M,

l'intégrale relative à p étant prise depuis p = i jusqu'à p = — i, et
l'intégrale relative à w étant prise depuis m = o jusqu'à m = 36o".
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Pour exécuter ces intégrations, nous allons démontrer un théorème
très général sur les fonctions de la nature de Y(''> :

Si Y® et U((,) sont des fonctions rationnelles et entières de p, \J i — p.2 cosw
et y'i — p.2 sin ci, qui satisfont aux deux équations suivantes

(l-[X2)
<?Y"n

dF. J
d2Y<0

dra2

dp i — p2
dUO'n d2U<'")

+ J(î'+I)YW,

'/ 2N^u<i"n

dp
+ -^L.+ ?(!'+I)U»'>,

I — [X2

on aura généralement
f Y<« XJW>dpdxz — o,

lorsque i et i' seront des nombres entiers, positifs et différents entre eux,
les intégrales étant prises depuis p = i jusqu'à p = — i et depuis u> = o

jusqu'à xs = 36o°.
Pour démontrer ce théorème, nous observerons que, en vertu de la

première des deux équations précédentes, on a

d\ar

fY<« U«'> dp cfc : i (i -+-1),
UO") -

(i — p'2)- dp
dp

d»Y<Q

U(i") . a dp drs ;

d[j. dvs

i ( i -f-1 ) J i P

or on a, en intégrant par parties relativement à p

f 4(i~/ U"9-k
F } dp J
dp dp

dYfO urndU(I") C . ** I
Tv Y<" -

2.duc'n

dp

et il est clair que, si l'on prend l'intégrale depuis p = x jusqu'à
p =— x, le second membre de cette équation se réduit à son dernier
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terme. On a pareillement, en intégrant par parties relativement à m,

J ~dmr ~~ô<f U" - Y" -3S- +J Y" -55Î-

et ce second membre se réduit encore à son dernier terme lorsque
l'intégrale est prise depuis m = o jusqu'à w = 36o°; on aura donc
ainsi

( à
tJiUf' î

f dp
1

i — p2 ]y"y") u<«"> dpdm = - T(i±-T) fY"'» dix dm
d'où l'on tire, en vertu de la seconde des deux équations précédentes
aux différences partielles,

/' Y(« U«"> dp dm = / Y(,'> U(n dp dm.

On aura donc
o = y Y'1') U'1'' dp dm

lorsque «est différent de ï.
Les quantités p., \Ji — p.2cosw, y/i — p.2 sinci étant comprises dans

la forme U(l), si l'on substitue, dans les trois équations

O — fy p dp dm,

o — J'y dp dm \J i — p.2 cosm,
o= j y dp dm \Jï — p2 sinsr,

au lieu de y, sa valeur Y(0)4- Y(()h- Y(2) + ..elles se réduisent par le
théorème précédent aux trois suivantes :

o = fWpdpdm,
o— rv»d[tda\ji-n* cosm,

0— Ç\wdpdm \J i — p2 siinim,

d'où il est aisé de conclure Y'" = o.

L'équation
i na3 — « «s J y d\x dm — M
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se réduit à celle-ci

fna3 — xa? f =

3
en substituant donc, au lieu de Y(0), sa valeur — Z(0), on aura' Six

3«Z«»\ 3/3M
i-t-

8tt J y 4n

XIX.

L'équation (12) de l'article précédent a non seulement l'avantage
de faire connaître la figure du sphéroïde, mais encore celui de donner,
par sa difïérentiation, la loi de la pesanteur à sa surface, car il est
visible que le premier membre de cette équation étant l'intégrale de la
somme de toutes les forces dont chaque molécule est animée à la sur¬
face, multipliées par les éléments de leurs directions respectives, on
aura la partie de la résultante qui agit suivant le rayon r, en difïeren-
tiant ce premier membre par rapport à r; ainsi, en nommant/? la force
dont une molécule de la surface est sollicitée vers le centre du sphé¬
roïde, on aura

p — - ~ - a ~ (r*+ W-) + r3Z<3) + ...)./ (jr

âV
Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de — sa valeur à la

' '

v
surface, fica 4- —, donnée par l'équation (6) de l'article XIII, et, au
lieu de Y, sa valeur donnée par l'équation ( 12); si l'on observe ensuite
que nous avons supposé a tel que la constante de cette dernière équa¬
tion est égale à f ia2, on aura

I p — f7r« — }aa(Z<°) + Z<2> + «Z<3)4-«2Z'4>-t-. ,.)
(i4) ! à

Z«» H-r2Z^ + r3Z'3>+ ...),
I or

r devant être changé en a après les différentiations, dans ce second
membre, qui, par l'article précédent, peut toujours se réduire à une
fonction finie.
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p ne représente pas exactement la pesanteur, mais seulement la
partie de cette force dirigée vers le centre du sphéroïde, en la suppo¬
sant décomposée en deux, dont l'une soit perpendiculaire au rayon r,
et dont l'autre p soit dirigée suivant ce rayon. Le sphéroïde différant
très peu de la sphère, la première force sera très petite de l'ordre cc;
en la désignant donc par ay, la pesanteur sera égale à \Jp2 -+- a.- y2,
quantité qui, en négligeant les termes de l'ordre a2, se réduit à p.
Nous pouvons ainsi considérer/» comme exprimant la pesanteur à la
surface du sphéroïde, en sorte que les équations (i3) et (14) déter¬
minant et la figure des sphéroïdes homogènes et la loi de la pesanteur
à leur surface, elles renferment une théorie complète de ces sphé¬
roïdes, dans la supposition où ils diffèrent très peu d'une sphère.

Si les corps étrangers S, S', S", ... sont nuls, et que le sphéroïde ne
soit, par conséquent, sollicité que par l'attraction de ses molécules et
par la force centrifuge do son mouvement de rotation, ce qui est le cas
de la Terre et de toutes les planètes premières, à l'exception de Sa¬
turne, on trouvera, en désignant par <p le rapport de la force centri¬
fuge à la pesanteur à l'équateur, rapport qui est à très peu près égal

le sp'héroïde est donc alors un ellipsoïde de révolution, sur lequel les
accroissements de la pesanteur et les diminutions des rayons, en allant
de l'équateur aux pôles, sont proportionnels au carré du sinus de la
latitude, u. étant à très peu près égal à ce sinus.

a(i~hay)= a{\ + {q» - fop.2),
p — — f-9-t-fcpfx2),

XX.

Les déterminations précédentes sont données directement par l'Ana¬
lyse et indépendamment de toute hypothèse; l'équation (14) a, de
plus, l'avantage d'être indépendante, des séries, puisque nous en
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dV
avons éliminé Y et -jp au moyen des équations (6) et (12) des arti¬
cles XIII et XVIII ; il n'en est pas ainsi de l'équation (i3), et cela peut
faire craindre qu'elle ne renferme pas toutes les figures d'équilibre
dont le sphéroïde est susceptible : nous allons ainsi déterminer ces

figures directement et indépendamment des suites.
Supposons d'abord que le sphéroïde soit de révolution, et que son

rayon soit a( 1 h- ocy), y étant une fonction de cosO ou de p., et 0 étant
l'angle que forme ce rayon avec l'axe de révolution. Si l'on nomme/
une droite quelconque menée de l'extrémité de ce rayon dans l'inté¬
rieur du sphéroïde; p le complément de l'angle que forme cette
droite avec le plan qui passe par le rayon a(i + ay) et par l'axe de
révolution; q l'angle formé par la projection de /sur ce plan et par le
rayon; enfin, si l'on nomme V la somme de toutes les molécules du
sphéroïde divisées par leurs distances à la molécule placée à l'extré¬
mité du rayon a(n-aj'), chaque molécule étant égale àf2d/dpdqsmp,
on aura, comme dans l'article II,

Y = j fff'2dp dq sin/>,

/' étant ce que devient /à la sortie du sphéroïde. Il faut maintenant
déterminer/' en fonction de p et de q.

Pour cela, nous observerons que, si l'on nomme 0' la valeur de 0
relative à ce point de sortie et a(i -1- ay') le rayon correspondant du
sphéroïde, y' étant une pareille fonction de cosO' ou de p' que y l'est
de p, il est facile de s'assurer, par la Trigonométrie, que le cosinus
de l'angle formé par les deux droites /' et a(i-+-«/) est égal à
sin/>cos<7, et qu'ainsi, dans le triangle rectiligne formé par les trois
droites /', a(i -f- oc.y) et a(i -+- a/), on a

«-( 1 -+- ay'Y — /'2— 2«/'(i -I- ay) sin/J cosq H- «s(i -h ocyY-

Cette équation donne pour/'2 deux valeurs; mais l'une d'elles étant
de l'ordre a2, elle est nulle lorsqu'on néglige les quantités de cet
ordre, et l'autre devient

/'2= s.in2/? cos2<7(i -h 2ay) + 4«a!(/—/),
OKutrcs de /.. — x. 5o
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ce qui donne

V = 2a*jj dp dq sin/> [(i + 2a/) sin2/? cos2 <7 H- «(/—/)]•

Il est visible que les intégrales doivent être prises depuis p et q, égaux
à zéro jusqu'à p et q, égaux à x8o°; on aura ainsi

V — | ira-— | cc7T cd y +2 aaP- ÇJ dp dq y' sin/>.

/ étant une fonction de cosO', il faut déterminer ce cosinus en fonc¬
tion de et de <7; 011 pourra dans cette détermination négliger les
quantités de l'ordre a, puisque y' est déjà multiplié par a; cela posé,
on trouvera facilement

acos6'=(« — /' sin/> cos</) cos5 -l- /'sinp sin</ sin0,

d'où l'on tire, en substituant pour/' sa valeur 2asin/?cos<7,

p'= cos2/? — sin2/> cos( 2 q -+- 9).

On doit observer ici, relativement à l'intégrale fjy'dpdqsmp prise
par rapport à q depuis iq — o jusqu'à iq — 36o°, que le résultat
serait le même si l'on prenait cette intégrale depuis iq = — 0 jusqu'à
2<7 = 36o°— 0, parce que les valeurs de p/, et par conséquent celles
de/, sont les mêmes depuis 2q — —0 jusqu'à iq — o que depuis
27 = 36o° — 0 jusqu'à 2q — 36o°; en supposant donc 217 0 = q', ce

qui donne
p'= p cos2/> — sin2/? cos/

on aura
V = — f ana^y-h aa2 jj y'dp dq'sinp,

les intégrales étant prises depuis p — o jusqu'à /2 = 180°, et depuis
q'— o jusqu'à q'— 36o°.

Maintenant, si l'on désigne par ot2N l'intégrale de toutes les forces
étrangères à l'attraction du sphéroïde et multipliées par les éléments
de leurs directions, on aura par l'article XVII, dans le cas de l'équi¬
libre,

const. = V -4- «2N,
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et, en substituant au lieu de Y sa valeur, on aura

const. = {■ aity — a fjy'dpdq'sinp — N,

équation qui n'est visiblement que l'équation (12) de l'article XVill,
présentée sous une autre forme. Cette équation étant linéaire, il en ré¬
sulte que, si un nombre quelconque ide rayons a(i-hay), a(i-t-ap),...
y satisfont, le rayon a(i -t- ay -+- a.v -k..) y satisfera pareillement (').

Supposons que les forces étrangères se réduisent à la force centri¬
fuge due au mouvement de rotation du sphéroïde, et nommons g
cette force à la distance 1 de l'axe de rotation; nous aurons, par l'ar¬
ticle XVII,

N = f (1 —f*2);

l'équation de l'équilibre sera, par conséquent,

const. = | aity — a. f'Jy'dp dq' smp — \g( 1 — p2).

En la différentiant trois fois de suite relativement à p., et en observant
que ~ — cos2p, on aura

0 = ~ffdp dq'si np cos°p
or on a

ff dp dq' sin/> cos6/? =

on pourra donc mettre l'équation précédente sous cette forme

° =Lfdp dq'SÏUP C°SV
Cette équation doit avoir lieu quel que soit p., en sorte que g doit dis¬
paraître avec les intégrations; or il est clair que, parmi toutes les
valeurs de p. comprises depuis p, = 1 jusqu'à p. = — 1, il en existe une

que nous désignerons par h et qui est telle que, abstraction faite du

(') Il faudrait prendre la moyenne des rayons, a j^i-t- ? (y -+- v-v-. . .)J .
(Note de l'Éditeur.)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



I

396 THÉORIE DES ATTRACTIONS DES SPHÉROÏDES

signe, aucune des valeurs de —\ ne surpassera celle qui est relative
à h; en désignant donc par H cette dernière valeur, on aura encore

o =JJ'dp dq' sinP cosV (ïH-~^r)-
dz y'

La quantité {H — est évidemment du même signe que II, et le fac¬
teur sin/>cos°/> est constamment posi tif dans toute l'étendue de l'inté¬
grale; les éléments de cette intégrale sont donc tous du même signe
que H, d'où il suit que l'intégrale entière ne peut être nulle, à moins
que H ne le soit lui-même, ce qui exige que l'on ait généralement
o = d'où l'on tire, en intégrant,

y = 1-+- m p -t- «p.2,

I, m, ti étant des constantes arbitraires.
Si l'on fixe l'origine des rayons au milieu de l'axe de révolution et

que l'on prenne pour a la moitié de cet axe, y sera nul lorsque p. = i
et lorsque p. = — i, ce qui donne m = o etn — — l; y devient ainsi
I(i — p.2). En substituant cette valeur dans l'équation de l'équilibre

consl.= farcy — cc f j'y' dpdq' sin p — ^(î — p2).
on trouvera

j f) p*
al= IM-l?,1671 * '

cp étant le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur,
3 "•

rapport qui est à très peu près égal à le rayon du sphéroïde sera

donc a |^r -p ^(1 — p2) J, d'où il suit que ce sphéroïde est un ellip¬
soïde de révolution, ce qui est conforme à ce qui précède.

Nous voilà ainsi parvenu à déterminer directement et indépendam¬
ment des suites la figure d'un sphéroïde homogène de révolution qui
tourne sur son axe, et à faire voir qu'elle ne peut être que celle d'un
ellipsoïde qui se réduit à une sphère lorsque <p = o, en sorte que la
sphère est la seule figure de révolution qui satisfasse à l'équilibre
d'une masse fluide homogène immobile.
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De là on peut généralement conclure que si la masse fluide est solli¬
citée par des forces quelconques très petites, il n'y a qu'une seule
figure possible d'équilibre, ou, ce qui revient au même, il n'y a qu'un
seul rayon a{i g- a.y) qui puisse satisfaire à l'équation de l'équilibre

const. = | any — or. y' dp dq' sinp — N,

y étant fonction de 0 et de la longitude u, et y' étant ce que devient y
lorsqu'on y change 0 et u en 0' et u'.

Supposons, en effet, qu'il y ait deux rayons différents a(i g- c/.y) et
a(i -h aj + txv) qui satisfassent à cotte équation, on aura

consl. = 3 an (y G- c) — a j'j (/'G- v') dpdq' sin/? — N.

En retranchant l'équation précédente de celle-ci, on aura

const. = |7rc — j'j v' dp dq' sin p.

Cette équation est visiblement celle d'un sphéroïde homogène en équi¬
libre, dont le rayon est a(r g- olv), et qui n'est sollicité par aucune
force étrangère à l'attraction de ses molécules. L'angle u disparaissant
de lui-même dans cette équation, le rayon a(i-htxv) y satisferait
encore en y changeant u successivement dans u g- du, u G- 2 du,
d'où il suit que, si l'on nomme tq, c2, ... ce que devient v en vertu de
ces changements, le rayon a(i G- u.vdu G- ae, du G- ae2 du g- ...) ou

a(i g- a. j vdu) satisfera à l'équation précédente. Si l'on prend l'inté¬
grale f vdu depuis u — o jusqu'à u = 36o°, le rayon a(i g- ot f vdu)
devient celui d'un sphéroïde de révolution qui, par ce qui précède, ne

peut être qu'une sphère. Voyons la condition qui en résulte pour v.

Supposons que a soit la plus courte distance du centre de gravité du
sphéroïde, dont le rayon est a(i g- an), à la surface, et que le pôle ou
l'origine de l'angle 0 soit à l'extrémité de a; v sera nul au pôle et positif
partout ailleurs; il en sera de même de l'intégrale Jvdu. Maintenant,
puisque le centre de gravité du sphéroïde dont le rayon est a( 1 G- a.v)
est au centre de la sphère dont le rayon est a, ce point sera pareille-
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ment le centre de gravité du sphéroïde dont le rayon esta(n-aJeofo);
les différents rayons menés de ce centre à la surface de ce dernier
sphéroïde sont donc inégaux entre eux si e n'est pas nul: il no peut
donc être une sphère que dans le cas où e = o. Ainsi, nous sommes
assuré qu'un sphéroïde homogène, sollicité par des forces quel¬
conques très petites, ne peut être en équilibre que d'une seule ma¬
nière et que, par conséquent, l'équation (i3) de l'article XVIII épuise
toutes les figures possibles d'équilibre.

XXI.

L'analyse précédente suppose que N est indépendant de la figure du
sphéroïde ; c'est ce qui a lieu lorsque les forces étrangères à l'action
des molécules fluides sont ducs à la force centrifuge de son mouve¬
ment de rotation et à l'attraction des corps extérieurs au sphéroïde;
mais, si l'on conçoit au centre du sphéroïde une force finie proportion¬
nelle à une fonction de la distance, son action sur les molécules pla¬
cées à la surface du fluide dépendra de la nature do cette surface, et
par conséquent N dépendra de y. Ce cas est celui d'une masse fluide
homogène qui recouvre une sphère d'une densité différente de celle
du fluide, car on peut considérer cette sphère comme étant de même
densité que le fluide et placer à son centre une force réciproque au
carré des distances, de manière que, si l'on nomme c le rayon de la
sphère et p sa densité, celle du fluide étant prise pour unité, cette force

• • t ' ( p ~~~ I ^
à la distance r soit égale à fit ■ " —- • En la multipliant par l'élément
— dr de sa direction, l'intégrale du produit sera fit 6 ~ quantité
qu'il faut ajouter à a2N; et, comme à la surface on a r= a(i-t-aj), il
faudra dans l'équation d'équilibre de l'article précédent ajouter à N
/ ( û — x ) • •

(i — ay). Cette équation deviendra

const.r= ~ 7r|^i + (p — i) u fSy'^ sin/> — N.
Si l'on désigne par «(i -+- ay -\- ae) le rayon d'un second sphéroïde en
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équilibre, on aura pour déterminer v l'équation

3!)!)

const. = ?-ir i + (P — O r —ffv'dpdq'smp,

équation qui est celle de l'équilibre du sphéroïde en le supposant
immobile et en faisant abstraction de toute force extérieure.

Si le sphéroïde est de révolution, v sera uniquement fonction de
cosO ou de p.; or on peut, dans ce cas, le déterminer par l'analyse de
l'article précédent, car, si l'on différence cette équation i + i fois de
suite, relativement à p., on aura

o= ;-7r [c3~i v r r vrI + (P- O^Ï J jpmJpty'sinpcos^V-
Mais on a

J f dp dq' sinp cos2ï'+2/> = ^^ ^ ;

l'équation précédente peut donc être mise sous cette forme

r r ( ■> z + 3 r c%~i
= / dp dq'sin p cos2i+ip\—^—i) —

di+1 v dM v' |

dpi+l âp'i+1 j

On peut toujours prendre i tel qu'abstraction faite du signe on ait
p ^ | _ 3 [~~ / c3 "1
—j— i -h (p — i)^j > i ; en supposant donc que i soit le plus petit
nombre qui rende cette quantité plus grande que l'unité, on s'assu¬
rera, comme dans l'article précédent, que cette équation ne peut être

ry ^

satisfaite à moins qu'on ne suppose — °> ce qui donne

v =. p/-+- Àp.!'-I-i- ...

En substituant dans l'équation précédente de l'équilibre au lieu de p
cette valeur, et au lieu de p'

p."-1- Apr'~'-h

p.' étant, par l'article précédent, égal à p-cos2/? — sin2/jcosy, on trou-
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vera d'abord
. c3 3

I +(p — l)-T = ■ , ->' a3 21 -4- i

OÙ
. 2ffl3+(r — p)c31

2a3—2(1 — p)c3'

ce qui suppose p égal ou moindre que l'unité; ainsi, toutes les fois
que a, c et p ne seront pas tels que le second membre de cette équation
soit un nombre entier positif, le fluide ne pourra être en équilibre que
d'une seule manière. On aura ensuite

en sorte que

v = pù

Il y a donc généralement deux figures d'équilibre, puisque ae est
susceptible de deux valeurs, dont l'une est donnée par la supposition
do a = o et dont l'autre est donnée par la supposition de v égal à la
fonction précédente de p..

Si le sphéroïde est immobile et n'est sollicité par aucune force étran¬
gère à l'action de ses molécules, la première de ces deux figures est
une sphère et la seconde a pour méridien une courbe de l'ordre i. On
doit cependant observer que ces deux figures coïncident lorsque i = i,

parce que le rayon a(i -+- ocp.) est celui d'une sphère dans laquelle
l'origine des rayons est à la distance a de son centre; mais alors il est
aisé devoir que p = i, c'est-à-dire que le sphéroïde est homogène, ce

qui est conforme au résultat de l'article précédent.
Lorsqu'on a les figures de révolution qui satisfont à l'équilibre, il

est facile d'en conclure celles qui ne sont pas de révolution par la mé¬
thode suivante.

Au lieu de fixer l'origine de l'angle 0 à l'extrémité de l'axe de révo¬
lution, supposons qu'elle soit à une distance y de cette extrémité, et
nommons 0' la distance à cette même extrémité d'un point de la sur-

_ t(t-0 t(t-Q(t-a)(;-3) _

2 (I — l) 2.4(21 — l)(a{ — 3)
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face dont 0 est la distance à la nouvelle origine de l'angle ô; nommons
de plus w 4- S l'angle compris entre les deux arcs 0 et y, nous aurons,
par la Trigonométrie sphérique,

cos9' — cosy cos 8 4- siny sin 9 cos(w +6);

en désignant donc par ^(cosG') la fonction

cos'S'——P cos'-2 9' -i-...,
2(2 i — i)

le rayon du sphéroïde immobile en équilibre que nous venons de voir
être égal à a + aa^(cosô') sera

a-h exatp [cosy cos S + siny sin 9 cos (m 4- §)],

et, quoiqu'il soit fonction de l'angle xs, il appartient à un solide de
révolution, mais dans lequel l'origine de l'angle 0 n'est point à l'extré¬
mité de l'axe de révolution.

Puisque ce rayon satisfait à l'équation de l'équilibre, quels que
soient a, 6 et y, il y satisfera encore en changeant ces quantités en a',
6', y'; a", 6", y", ..., d'où il suit que cette équation étant linéaire, le
rayon

a ->r a. aty [cosy cosd 4- siny sinfeos (m 4- 6)]
4- tx'aty [cosy' cost? 4- siny' sin9 cos (nr -t- ê')]

y satisfera pareillement. Le sphéroïde auquel ce rayon appartient n'est
plus de révolution : il est formé d'une sphère du rayon a et d'un
nombre quelconque de couches semblables à l'excès sur la sphère du
sphéroïde de révolution dont le rayon est a 4- aa^(p/), ces couches
étant posées arbitrairement les unes au-dessus des autres.

Si l'on compare l'expression de avec celle de Q(,) de l'articleX,
on verra que ces deux fonctions ne diffèrent que par un facteur indé¬
pendant de p.; d'où il suit que l'on a

<?[(!■ l) dp J „
_ ___ _|_ t (j + i) d/(^ ).dp i —

OEuvres de L. — X. 5l
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Il est facile d'en conclure que, si l'on représente par xY"'> la fonction
a 4*[cosy cosô 4- siny sin9cos(nr 4- ê)]

H- at'4 [cosy'cosô -H siny'sinS cos(ra h- 6')]
~\~~

Y{i) sera une fonction rationnelle et entière de

[J-, \/1 — p.2 cosm, y/i —p2sinw,

qui satisfera â l'équation aux différences partielles

à

■

àY(«■

0 — .—s v 1 —— H — 4- i{i 4-1)djj. ' î — p.2

En choisissant donc pour Y(i) la fonction la plus générale de cette
nature, la fonction a(r 4- aYw) sera l'expression la plus générale du
rayon du sphéroïde immobile en équilibre.

On peut parvenir au même résultat au moyen de l'expression de V
en séries de l'article XIII, car l'équation de l'équilibre étant, par l'ar¬
ticle précédent,

const,. = V -h a2N,

si l'on suppose que toutes les forces étrangères à l'action des rnolé-
, ( q __ | \ ^>3

cules fluides se réduisent à une seule force attractive égale à fit J— >

placée au centre du sphéroïde, en multipliant cette force par l'élé¬
ment — dr de la direction et en l'intégrant ensuite, on aura

4„(P~r)c3 „21VT
— — a2N;

comme à la surface r — a(i 4-ay), l'équation précédente de l'équi¬
libre deviendra

ç3
const. = V 4- %ow: — (i — p) y.

En substituant dans cette équation au lieu de Y sa valeur donnée par
la formule (7) de l'article XIII, dans laquelle on mettra pour r sa
valeur à la surface a( 1 4- ay), et en substituant pour y sa valeur

YW + Y(') + Y(») + ...,
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on aura

°= —

aà
Y(#, + (i-p)^Y<»>

-H (l—p) 2 Y<2>-4-...+
. . C1 21 — 2

O-P)^ Y«>

la constante a étant supposée telle que const. — f-rca2. Cette équation
donne Y(0) = o, Y(),= o, Y(2) = o, à moins que le coefficient de
l'une de ces quantités, de Yw par exemple, ne soit nul, ce qui donne

, , C3 2 i — 2
( I P ) —~ = — 51 ' tf 3 2 l •+- I

i étant un nombre entier positif; et, dans ce cas, toutes ces quantités
sont nulles, excepté Y(i-); on aura donc alors

/ = ¥«•>,

ce qui est conforme à ce que nous venons de trouver.
On voit ainsi que les résultats obtenus par la réduction de V en

série ont toute la généralité possible, et qu'il n'est point à craindre
qu'aucune figure d'équilibre échappe à l'analyse fondée sur cette
réduction.

XXII.

Examinons maintenant le cas où le sphéroïde est hétérogène, et
pour cela reprenons l'équation (ii) de l'article XVII :

"

J- y + a /•* (ZW + Z'2) + /-Z<3> + ...);
si l'on y substitue pour Y sa valeur donnée par la formule (io) de
l'article XVI, on aura

J'pdâ^+^a-n:Jp d(a* Y"» + y Y") + Ç Y<2> + ~ Y'3' + ,.

+ /'pda*+^fpd(a' Y<°) + g Y'1» + ^ Y<2> +..
4- ar2(Z(°) + Z<2>-t-rZ<3>-!-...),

les deux premières intégrales du second membre de cette équation
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étant prises depuis a — a jusqu'à a = a, et les deux dernières étant
prises depuis a = o jusqu'à a = a, r devant être changé en a(i 4- ay)
après toutes les différentiations et les intégrations. On aura ainsi à la
surface extérieure

/ r dll C j ■< (' ,[ ...... a4 a5 ..... a6 ,,,,,/ — = 5- / pa?a3h- -—- fl!Yf0)+5-Y"' + 7-5Yl!'4 ;Y<3)H-,
(16) J P 3 rj ' r J ■ V 3'' 5' 7''3

f + a r*(ZW + ZW+rZW+ ...),

les intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à a = a. Cette équation
a l'avantage de donner, par la différentiation de son second membre,
la pesanteur à la surface du sphéroïde; car, en nommant p cette force,
on aura p égal à la différentielle de ce second membre, prise par rap¬

port à r et divisée par — dr.
Si le sphéroïde est entièrement fluide ou formé d'un noyau solide

recouvert d'un fluide, l'équation (i5) donnera les valeurs de Y(0), Y(,),
Y{2), ... relatives à chacune des couches du niveau du fluide, et, si le
fluide est homogène, il suffira de satisfaire à l'équation (16).

Il est aisé de voir par la nature de ces équations, qui sont linéaires,
que, si l'on y a satisfait d'une manière quelconque, on aura leur solu¬
tion complète en ajoutant aux valeurs particulières de Y(0), Y(,),
que l'on suppose connues, celles qui ont lieu dans le cas où Z(0),
Z(,), ... sont nuls; en sorte que la recherche de la figure d'équilibre
des couches du fluide se réduit : i° à déterminer une figure particu¬
lière d'équilibre lorsque le fluide est sollicité par les forces étrangères
qui l'animent; 20 à déterminer toutes les figures d'équilibre qui ont
lieu lorsque ces forces sont nulles, car il est clair que la somme des
valeurs de y relatives à ces deux cas sera la valeur complète dey.

La figure du sphéroïde donnée par l'équation (16) dépend de la
figure et de la densité de ses couches intérieures, et, si l'on compare
les termes semblables en faisant, pour plus de simplicité, a = 1, on
aura à la surface extérieure

ff = tS""
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et, quel que soit i,

O - y")fpda3- -4— fp d(a'+3 YM) - Z<«,

pourvu que l'on suppose Z(1)=o, parce que cette fonction manque
clans l'équation (16). Les intégrales doivent être prises depuis a = o

jusqu'à a — i.
La pesanteur p sera donnée par cette formule

p-fîtfpda3-+ Y(I,4- Y(2) 4-...) fpda3

■hiaitjipd(a3Y«>+?j-Y<l>+^g-YW-h.
- a ( 2 Zf°) + 2Z<*> 4- 3Z<3> + 4Z^> +... ).

Si l'on élimine les termes

fpd(a3Y'°)), fpd{efiYÙ), ...

au moyen de l'équation précédente en Yw et que, pour abréger, l'on
suppose

p—Ç(i-«Y'°>) fpda3-Z*7d«),
on aura

j /) = P + «P[ Y<2>-t- 2 Y'3'+ 3 Y<4>+ ( f_,)Y(« + ...]('7) | —a [5Z(2) -h 7Z(3' -+- gZ(4' +...+ (21 + i)Z('>

Cette expression est remarquable, en ce qu'elle donne la loi de la
pesanteur à la surface du sphéroïde, indépendamment de la figure
et de la densité de ses couches intérieures; en sorte que, si, par les
mesures des degrés des méridiens et des parallèles, on a le rayon
1 4- «(Y(0) + Y(,) + Y(î,+ ...) du sphéroïde, et si, de plus, on connaît
les quantités Z(2), Z(3), ... relatives à la force centrifuge du mou¬
vement de rotation et aux attractions étrangères, on aura la varia¬
tion p — P de la pesanteur à la surface du sphéroïde, et, réciproque¬
ment, si cette variation est donnée par les expériences sur la longueur
du pendule, on aura le rayon 1 -+- ay du sphéroïde; car, quoique la
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valeur de p ne donne point Y(0) et Y(,\ cependant, comme Y(0) est con¬
stant, on peut le supposer compris dans la valeur de a, que nous avons
prise pour l'unité, et il est toujours possible, en plaçant convenable¬
ment l'origine des rayons, de faire disparaître Y(,) et de réduire ainsi
l'expression du rayon du sphéroïde à cette forme

Cette correspondance entre la variation de la pesanteur et celle des
rayons n'étant assujettie à aucune hypothèse sur la figure et sur la
densité des couches du sphéroïde, clic offre un moyen très simple de
vérifier si la loi de la gravitation universelle, qui s'accorde si bien avec
les mouvements des corps célestes, s'accorde pareillement avec leurs
figures.

Le rayon osculateur du méridien d'un sphéroïde qui a pour rayon
x + u.y est

en désignant donc par c la grandeur du degré d'un cercle dont le rayon
est ce que nous avons pris pour l'unité, l'expression du degré du méri¬
dien du sphéroïde sera

i + a(Y(!l + Y(,,+ Y(" + ...).

XXIII.

Si l'on substitue, au lieu du rayon i + aj, sa valeur

!-+-«( Y'2' -+- Y<3) + YO) H- Y«> +... )

-i(i-h i)YU>-

<EY"->
dm1

r>
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et de la figure des planètes,

l'expression précédente du degré du méridien deviendra

407

c — 6ac y(2) — 12 a. c y{3> —... — «(? h- i)ac y<n —...

<?[a(y(2,+ y(3) + ... H- y(l') + ...)]
4- aC — r —

ajj.

(y(2)4. y(3)'-+-y'o-h. ..)
à&

î — jj.'2

Relativement à la Terre, aZ(2) se réduit à — |(p.2 — {) ou, ce qui
revient au même, à — ^-P(p.2 — {), <p étant le rapport de la force cen¬
trifuge à la pesanteur; déplus, Z(3), Z(,,), ... sont nuls. En nommant
donc / et L les longueurs du pendule à secondes, correspondan tes à p
et P, l'expression précédente de la pesanteur donnera, relativement h
la Terre,

1=l + al[y(ï)+ 2y(3) h- 3y'4) + ... + (î — i) y(/) 4-...] H- f l 9(p2 — j ).

Si L'on compare ces trois expressions du rayon terrestre, de la lon¬
gueur du pendule à secondes et du degré du méridien, on voit que
le terme «Y® de l'expression du rayon est multiplié par i — i dans
l'expression de la longueur du pendule et par i(i + i) dans celle du
degré du méridien, d'où il suit que, pour peu que i soit considérable,
ce terme sera plus sensible dans les observations de la longueur du
pendule que dans colles de la parallaxe et plus sensible encore dans
les mesures des degrés que dans celles des longueurs du pendule.

Ainsi, en supposant le rayon de la Terre égal à

i + cty,!,+ a y(,')-f- ay(l'+1' + ...,

i étant un nombre considérable et les coefficients de Y(i), étant
assez petits pour que ces fonctions et leurs produits par i, i + i, ...

soient insensibles relativement à Y(2), mais tels cependant que les
produits de ces mêmes fonctions par i(i + i), (ï -H i) (i -f- 2), ...

soient comparables à 6Y(2), la variation de la longueur du pendule
ne dépendra sensiblement que de Y(2) et sera à très peu près propor-
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tionnelle au carré du sinus de la latitude, si Y(2) ne renferme point la
longitude rs, tandis que la variation des degrés s'écartera de cette loi
d'une manière sensible. Ce résultat est parfaitement conforme à ce

que l'on observe sur la Terre. Les longueurs du pendule à secondes,
en allant des pôles vers l'équatcur, diminuent à très peu près comme
le carré du sinus de la latitude; mais la diminution des degrés du
méridien paraît suivre une loi différente.

Cette remarque donne l'expression du rayon terrestre dont on doit
faire usage dans le calcul des parallaxes de la Lune; car, puisque les
variations de la longueur du pendule à secondes s'éloignent très peu
de la loi du carré du sinus de la latitude, il faut que, dans l'expres¬
sion de l, la quantité

soit fort petite relativement à aLY(2) -t- f L <p(p*.2 — 0, d'où il suit que,
à plus forte raison, dans l'expression du rayon terrestre, la quantité
a(Y(3) + Y(/,)-+-...-t-Yw+ ...) doit être négligée vis-à-vis de ocY(2);
partant, si l'on pouvait, par les observations de la parallaxe de la
Lune, déterminer avec précision la variation des rayons terrestres, on
ia trouverait encore plus approchante que celle des longueurs du pen¬
dule de la loi du carré du sinus de la latitude.

Si l'on désigne par L[i -f- h(p.2 — j)] la longueur observée du pen¬
dule à secondes, on aura

a L[2 Y(3, + 3 Y(4) + ... -t- (f — i) Y(/) +...]

seY<2> + f 9(p2-A) — h(p2- i),

d'où l'on tire

Les observations donnent à très peu près

h = o,oo55334;

en sorte que l'on peut représenter dans cette hypothèse, à — de ligne
près tout au plus, les observations faites avec soin sur la longueur du
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pendule; d'ailleurs, <p étant égal à on a

| <p — o,oo865o5.

Le rayon i -+- aY'2) du sphéroïde terrestre sera donc

i -+- ctY,!) = i — o, 0031171 (p.2— |).

Ainsi l'on peut, dans le calcul des parallaxes et de la pesanteur,
supposer que la Terre est un ellipsoïde de révolution dont l'ellipticité
est mais cette supposition, employée dans le calcul de la variation
des degrés du méridien, écarterait sensiblement de la vérité.

Dans la théorie de la précession des équinoxes et de la nutation de
l'axe de la Terre, non seulement l'influence des termes c.Y(s), aY(4), ...

de l'expression du rayon d'une couche quelconque du sphéroïde ter¬
restre est insensible, mais elle est nulle; ainsi l'on doit calculer ces

phénomènes dans l'hypothèse précédente d'un ellipsoïde de révolution.
J'ai fait voir dans nos Mémoires pour Tannée 1776, page 257 ('), que,

pour satisfaire à ces phénomènes, l'ellipticité de la Terre doit être
comprise entre les limites 0,001730 eto,oo5i35; et, comme l'ellipti¬
cité o,0031171, donnée par les observations de la longueur du pen¬
dule, est entre ces limites, on voit que la loi de la pesanteur univer¬
selle satisfait, aussi bien qu'on peut le désirer dans l'état actuel de nos
connaissances, aux divers phénomènes qui dépendent de la figure de
la Terre.

Cinquième Section.

Des oscillations d'un fluide homogène de peu de profondeur
qui recouvre une sphère.

XXIY.

Après avoir donné une théorie générale de la figure des planètes,
il nous reste à déterminer les conditions qui rendent cette figure

(1 ) Œuvres de Laplace, T. IX, p. 269.
OEuvrcs de L. — x. 52
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stable. Pour cela, nous allons considérer les oscillations d'un fluide
très peu profond qui recouvre une sphère, en le supposant dérangé
d'une manière quelconque de son état d'équilibre et soumis à l'action
d'un nombre quelconque de forces étrangères, et nous chercherons
dans les conditions qui rendent ces oscillations périodiques les con¬
ditions relatives à la densité et à l'ébranlement primitif du fluide qui
donnent un équilibre ferme.

Soient l la profondeur du fluide dans l'état d'équilibre; i le rayon
du sphéroïde, et, par conséquent, i — l celui du noyau sphérique que
le fluide recouvre, / étant supposé très petit. Nommons ensuite p la
densité de ce noyau, celle du fluide étant prise pour unité; soient de
plus 0 l'angle que forme un rayon quelconque du sphéroïde avec un

rayon fixe que nous prendrons pour son demi-axe, et ra l'angle formé par
le plan qui passe par ces deux rayons, avec un méridien fixe, l'origine
des rayons étant supposée au centre du noyau sphérique. Supposons
que le rayon du sphéroïde qui, dans l'état de l'équilibre, était égal à
l'unité, soit i -+- ocy dans l'état de mouvement et après un temps quel¬
conque t, a étant un coefficient très petit; que l'angle 0 devienne
0 -t- c.u, et que l'angle u devienne tz -+- ae; y, u et c étant des fonc¬
tions de G, gj et t qu'il s'agit de déterminer. Cela posé, si l'on conçoit
dans l'état d'équilibre un parallélépipède rectangle fluide, dont les
dimensions soient l, dO et cfosinO, et dont par conséquent la masse
soit IdO dxz sinO, il est visible que, dans l'état de mouvement, ce pa¬

rallélépipède changera do figure; mais, les molécules voisines ayant
des mouvements très peu différents, il est facile de s'assurer que, si
l'on calcule la solidité de cette nouvelle figure comme étant celle d'un
parallélépipède rectangle dont les dimensions seraient

on ne se trompera que de quantités de l'ordre a2. On aura ainsi, pour
sa masse,
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en l'égalant à la précédente /^OtfcsinO et en faisant cos0 = p., on
aura

, d ( uJi — m.2 ) , dv
y=l V lfo'

Cette équation est relative à la continuité du fluide, et il en résulte
que u et v sont très grands relativement à y dans la raison de i à /, en
sorte que nous pourrons négliger y par rapport à ces quantités.

Pour avoir les équations relatives au mouvement du fluide, nous

reprendrons l'équation

const. ~f( F df+ F' df +... ),

qui, par l'article XVIJ, détermine les conditions de l'équilibre d'une
masse fluide à sa surface extérieure, et nous observerons que, si l'on
nomme x', y', z' les trois coordonnées rectangles d'une molécule de
cette surface, les trois vitesses partielles de cette molécule seront

dx' dy' dz'
dt ' dt ' dt

OU

dx' d-x' d'-x'

dt ^ dt dt '

, d'y' d2 y'
dt 'dt dt

dz'

dt +
d*z' d2z'
dt dt

Dans l'instant suivant, di étant supposé constant, les vitesses de la
molécule seront

dx' d'-x'
dt dt '

dy' d2y'
dt dt '

dV d*z'm
dt + dt '

il faut donc ajouter aux forces qui animent la molécule, et en vertu des¬
quelles elle serait en équilibre, les forces nécessaires pour produire
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les incréments de vitesse

d2x' d1 y' d'2zf
dt ' dt ' dt '

l'orces que l'on obtient, comme l'on sait, en divisant ces incréments de
vitesse par l'élément du temps.

Il résulte de l'article XVII que l'intégrale J{y df -y- F'df -y ■ ■ •),
relative aux forces dont une molécule fluide est sollicitée à la surface,
est égale à

V H- a (Z(0) -+- Z(2) -+- Z(3> + ...),

V étant la somme de toutes les parties du sphéroïde divisées par leurs
distances à la molécule fluide; ainsi, pour avoir la valeur entière de
l'intégrale J (Fdf -y F'df -+■...), il faut ajouter à la quantité précé-

/72 rp f /72 v' /72 i^l
dente 1 intégrale du produit des forces —— ~~ par les
éléments de leurs directions, c'est-à-dire l'intégrale

les différentielles dx', dy, dz' étant relatives aux variables 0 et vs. On
aura donc, pour l'équation générale du mouvement du fluide

const. = Y + «(Z<#i H- Z<2> -4- Z<3) + Z<4> +... )

C(j , dix' , .d"-y' , ,d2z'\

équation dans laquelle on doit observer que, le sphéroïde étant sup¬

posé sans mouvement de rotation, il faut faire g — o dans les valeurs
de Z<°> et de Z'2h

Maintenant on a

x'=

y—
z' =

(i -+-aj)cos((9-t- au),

(i -+- ay) sin(Ô4- au) cos(ht + av),

(r -+- ay) sin(ô au) sin(ra H- av),
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d'où il est aisé do conclure, en négligeant les quantités de l'ordre a2 et
celles de l'ordrey relativement à u et à p,

f[0p~{l^^)vdu5\
l'équation précédente du mouvement du fluide deviendra ainsi

const. = V + a(ZW + Z<2> + m + ...) + « ~J"|y==ï - (i - f*«) ? «fol,
et il est clair que la quantité sous le signeJ doit être une différence
exacte.

Cette équation paraît supposer que le centre du noyau sphérique,
où nous fixons l'origine des coordonnées, est le centre même de gra¬
vité du sphéroïde, puisque c'est relativement à ce centre que nous
avons déterminé dans l'article XVII les forces qui sollicitent les molé¬
cules fluides; or l'état du fluide peut être tel que ces deux centres ne
coïncident point, et alors il faut ajouter aux mouvements précédents
do la molécule fluide relativement au noyau supposé immobile le mou¬
vement du centre même de ce noyau; mais, si l'on considère que ce
centre ne peut faire autour du centre de gravité de la masse entière
que des oscillations de l'ordre aj, on verra facilement que les forces
qui en résultent dans la molécule fluide sont de l'ordre « , et

qu'ainsi nous pouvons les négliger vis-à-vis de d'où il suit que

l'équation précédente est vraie, quel que soit l'ébranlement du fluide.
Maintenant, si l'on différentio convenablement cette équation et si

l'on observe que l'on a

O :

ày. i — [x'
et

y _ [x*)
_ dy

l d\x dis

â'Z<"
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L'équation précédente aux différences partielles est d'un genre par¬
ticulier, en ce que la variable principale^ est enveloppée d'une manière
déterminée sous le signe intégral dans la fonction V, en sorte que,

pour avoir Y en y, 0, us et t et pour ramener ainsi l'équation précé¬
dente aux différences partielles ordinaires, il faudrait supposery déjà
connu. Cette équation paraît donc échapper à l'analyse et présenter
des difficultés presque insurmontables. Cependant, si l'on observe que
ia valeur de Y s'y présente sous une forme de différences partielles
dont nous avons souvent fait usage, on trouvera que cette considéra¬
tion, jointe aux recherches précédentes sur le développement de V en
série, donne un moyen fort simple d'avoir y aussi complètement qu'il
est possible.

Pour cela, nous remarquerons que, V étant composé de deux parties
dont l'une est relative au noyau sphérique et dont l'autre est relative
au fluide qui le recouvre, on peut considérer cette fonction comme
formée de deux autres parties dont la première est relative à un sphé¬
roïde fluide de rayon i +• ay, et dont la seconde est relative à une

sphère de rayon i —l et de densité p — i. Celte dernière partie est, par

ce qui précède, égale à |tc ^p j— ou à |7c(p — i)(i —/)3(i — ay).
Pour avoir la première, il faut supposer, dans la formule (7) de l'ar¬
ticle XIII, a — 1 et r — 1 -t- ay, ce qui donne pour cette partie de V

on aura

— a/[6Z(2) -l- i2Z(3) +...+ ((! + i)Zl'l + ...] + a ctt?'

c'est l'équation d'après laquelle il faut déterminer y.

XXV.

-|7T(i — ay) -t- 4«rc( Y'®' H- | Y") -t-\ Y<2> + ...);
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en réunissant donc ces deux parties et en faisant, pour abréger,
p = jir(p — i)(i — l)»+}n,

d'où l'on tire, on négligeant les quantités de l'ordre a/,
, 3 ap

40C7T = •—->
P

on aura

V=p-apy+~? ( Y<°» + |Y(1) + {Y<2> + ...),

où l'on doit observer que p est la pesanteur à la surface du sphéroïde
en équilibre.

Si l'on substitue cette valeur dans l'équation précédente aux diffé¬
rences partielles, en observant que

y — y«>) + yo) + y<u +...
et que l'on a

à
o — —

[(1-p2) ùY«l «î»YW

ÉLÂ+JSL )Y«,
dp 1 — p2

on trouvera généralement, en comparant les fonctions semblables Yw
et Z«

1(1 H-1) {21 H- 1 — à*Y('>
0 = Àrr lp Yii) + /Zf" + '

et cette équation aura lieu, quel que soit i, pourvu que l'on sup¬
pose Z">= o, parce que cette fonction manque dans l'équation diffé¬
rentielle.

Pour intégrer cette équation, soit

«(«•+• O (31 -t-1 — -

21 + 1

on aura

p-tlP=lï,

Y"') = sin t-him cos Xt if + l sin h tJ'7J» dt cos h t
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Mw et Nw étant des fonctions rationnelles et entières de p., y/x — p.2 cosgî,

\/1 — [x- sincr, qui satisfont aux équations à différences partielles
s. <?M"n

t—

O :

dp I — p'

a«N»>

d2M"''
• MMH\

./ • ,i„n
-+- pj H- i(i + l)N(l).dp ) — p2

L'équation différentielle en Y(,') donne, en supposant i = o,

d2Y'°>
~dë~

et, par conséquent,
Y«>/~ ll&Wt + MW;

on aura donc, à cause de y = Y(0)+ Y{,M- ...,

y — /M(0' t h- /N(°) 4- /m") sin A, t + /N(I) cosA, t
h- /M<2> sinàof h- /N(2) cosA2A

h- /m<') sinA,i h- IN"' cos~ktt
+

4-^sinXjï CZ(2) d^coslit
a2 j

61
—

y cosX2 tj Z(2) dt sinA2A
rj- t

+ + sinAj-A fZ('Jdteos^it
a/ 'j

i ( i -(-1 ) l
h

+ .

coslit fW] dt sinl(t

On déterminera les fonctions N(0), N(0, N(2), ... au moyen de la
figure initiale du fluide, et les fonctions M(0), M(,), M(2) au moyen de la
vitesse initiale; ainsi l'expression précédente dey, embrassant toutes
les figures et toutes les vitesses primitives dont le fluide est suscep¬
tible, elle a toute la généralité que l'on peut désirer.
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XXV L

Si la quantité M(0) n'était pas nulle, la valeur dey irait en croissant
sans cesse, et l'équilibre ne serait pas ferme, quel que fût d'ailleurs le
rapport de la densité du fluide à celle de la sphère qu'il recouvre; mais
il est facile de s'assurerque les deux quantités M(0,etN(0) sont nulles, par
cela seul que la masse fluide est constante, car cette condition donne
jy d\x dxs — o, l'intégrale étant prise depuis f^ = i jusqu'à p. = — i,
et depuis ra = o jusqu'à u = 36o°. Or on a, par l'article XVIII,

J'y d[x efcr = Y(0) = 4tî(M((>) t -+- N(0) );

en égalant donc cette quantité à zéro, on aura M(0) = o, N(0) = o.
Il suit de là que la stabilité de l'équilibre dépend du signe des quan¬

tités A2, A2, ..., car il est visible que, si l'une de ces quantités telle
que A2 est négative, le sinus et le cosinus de l'angle \t se changent
en exponentielles, et ils se changent en arcs de cercle si A2 = o ;

ils cessent par conséquent dans ces deux cas d'être périodiques, con¬
dition nécessaire pour la stabilité de l'équilibre; A2 étant égal à
ï(i+i) /'aj + i— - \

&' ce^e quantité ne peut être positive, à moins

que l'on n'aitp > ^7+7' Il faut donc, pour la stabilité de l'équilibre,
que l'on ait généralement p>- J étant un nombre entier positif,
égal ou plus grand que l'unité; or cette condition ne peut être rem¬

plie pour toutes les valeurs de i, qu'autant que l'on a p > 1, c'est-à-dire
que la densité du noyau sphérique surpasse celle du fluide. Voilà donc
la condition générale de la stabilité de l'équilibre, condition qui, si
elle est remplie, rend l'équilibre ferme, quel que soit l'ébranlement
primitif, mais qui, si elle ne l'est pas, fait dépendre la stabilité de
l'équilibre de la nature de cet ébranlement.

Si, par exemple, l'ébranlement primitif est tel que le centre de gra¬
vité du sphéroïde coïncide avec celui du noyau sphérique et n'ait
aucun mouvement autour de lui dans le premier instant, il est aisé de

OKuvres de L. — X. 53
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voir que cette coïncidence subsistera toujours, d'où il suit, par l'ar¬
ticle XVIII, que Y(,)= o, ce qui donne M(,) — o, N(,) = o. Dans ce cas,
la stabilité de l'équilibre dépend du signe de A*. Pour que cette quan¬
tité soit positive, il faut que l'on ait p>§; c'est la condition que les
géomètres ont exigée pour la stabilité de l'équilibre. J'ai déjà remar¬
qué dans nos Mémoires pour l'année 1776, pages 227 et 228 (1), qu'elle
est insuffisante; mais je n'ai pu m'assurcr alors que, la condition de
p > 1 étant satisfaite, l'équilibre est nécessairement stable.

La valeur de y donne immédiatement celles de u et dee; en effet, si
dans l'équation

const. — V + <x(Z(°)Z(2) +- Z(3) -h ... ) -h *^5J* |y===7 (1 — P-2)(; dus
on substitue au lieu de V sa valeur et que l'on observe que l'on a, par
l'article XXV,

XXVII.

3 y y(0
— 2 l —

2 l -h I

on aura

a <PYO) a (py<2>
const-= />+ â7 -^r + éi ~âT +

_a <PYO')h
i ( i 4- r ) l ât2

d'où l'on tire

+
i(i -+- 1 j êtes

i ( i H- 1 ) dp
1 ùY"')

< -i H

ÙY«>
h..

Si l'on substitue les valeurs dey, u et v dans l'équation

(') Œuvres de Laplace, T. IX, p. 9.38 ot 23g.
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on aura, en comparant séparément les termes multipliés par t,

—fjt'
à [A

)
_ ÛL.

dm'

en sorte que, en vertu des vitesses H etL, la surface du fluide resterait
toujours sphérique. Pour concevoir les mouvements du fluide dans
cette hypothèse, imaginons qu'il ait un très petit mouvement de rota¬
tion autour de l'axe du sphéroïde; la figure sphérique du fluide n'en
sera altérée que d'une quantité du second ordre, puisque la force cen¬

trifuge ne sera que de cet ordre; dans ce cas, on aura u = o et
v = kt \Ji — p.2, k étant un coefficient indépendant de p. et de m. Mais
nous sommes libres de faire tourner le fluide autour de tout autre

axe, et, de plus, ces mouvements étant supposés fort petits, le fluide,
mû en vertu de la résultante d'un nombre quelconque de mouvements
semblables, conservera toujours, aux quantités près du second ordre,
sa figure sphérique. Tous ces mouvements sont compris dans les for¬
mules

H et L étant des fonctions de p. et de w, qui ont entre elles la relation
donnée par l'équation précédente; ils ne nuisent point à la stabilité
de l'équilibre, et d'ailleurs ils doivent être bientôt anéantis par les
frottements et par les résistances en tout genre que le fluide éprouve.

FIN DU TOME DIXIÈME.

18966 Paris. — Imprimerie Gauthier-Vielaiis et fils, quai des Grands-Augustins, 55.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



 IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



QUAI DES GRANDS -AU (MISTIN S, 55, A PARIS.
Le Catalogue général et les. prospectus détaillés des principaux Ouvrages sont envoyés franco sur demande,

EXTRAIT DU CATALOGUE
DE LA LIBRAIRIE

GAUTHIER-VILLARS ET FILS,

DIVISIONS DU CATALOGUE.

I. Ouvrages sur les Sciences mathématiques et physiques. (Voir page i.)
II. Collection des Œuvres des grands Géomètres. ( Voir page 18.)

III. Collection de traductions d'Ouvrages scientifiques. (Voir page 19.)
IV. Bibliothèque des Actualités scientifiques. ( Voir p. 20. )
V. Bibliothèque photographique. ( Voir page 20. )

VI. Journaux. ( Voir page 24. )
VII. Recueils scientifiques paraissant annuellement ou à époques irrégulières et formant Collections (Voir

page 26.)
VIII. Encyclopédie scientifique des Aide-Mémoire, publiée sous la direction de M. Léauté, Membre de

l'Institut. ( Voir page 27.)

I. - OUVRAGES

SUR LES

SCIENCES MATHÉMATIQUES ET PHYSIQUES.
ABDANK-ABAKANOWICZ. — Les Intégraphes. La

courbe intégrale et ses applications. Etude sur un
nouveau système d'intégrateurs mécaniques, In-8 raisin,
avec g4 figures; 1886. . 5 fr.

ABEL (Niels-Henrik). — Œuvres complètes d'Abel.
Édition, publiée aux frais de l'État norwégien, par
L. Sylow et S. Lie. 2 vol. in-4; 1881. 3o fr. 1

ANGOT (A.), Docteur ès Sciences, Météorologiste titulaire
au Bureau central météorologique. — Instructions mé¬
téorologiques. 3" édition, entièrement refondue. Gr.|in-8,
avec figures, suivi de nombreuses Tables pour la réduc¬
tion des observations; 1891. 3 fr. 5o c.

ANDRÉ et RAYET, Astronomes adjoints de l'Observatoire
de Paris, et ANGOT (A.). — L'Astronomie pratique
et les Observatoires en Europe et en Amérique,
depuis le milieu du xvu" siècle jusqu'à nos jours. 5 vol.
in-18 jésus, avec figures et planches en couleur.
Voir, pour la Vente des volumes séparés, le Catalogue

général.
APPELL (Paul), Membre de l'Institut. — Traité de

Mécanique rationnelle (Cours de Mécanique de la
Vacuité des Sciences). 3 volumes grand in-8, se vendant
séparément.

Tome I. — Statique, Dynamique du point. 1™ fascicule.
320 pages; i8g3, Prix pour les souscripteurs. 14 fr.

Tome II. — Dynamique des systèmes. Mécanique ana¬
lytique. {En préparation.)

Tome III. — Hydrostatique. Hydrodynamique. {Enpr. )
In-40; F-

ARAGO (F.). — Astronomie populaire. 4 volumes in-8,
avec un portrait d'Arago, 283 fig. et 27 pl. 3o fr.
Voir le Catalogue général pour les Œuvres complètes,

17 vol. 127 fr. 5o c.
ARNAUDEAU (A.), ancien Élève de l'École Polytech¬

nique, membre agrégé de l'Institut des actuaires fran¬
çais, chef du Bureau de Statistique de la Compagnie
générale transatlantique, membre de la Société de Sta¬
tistique, de Paris. — Guide des Emprunts. Tables des
valeurs intrinsèques et durées probables des obli¬
gations de 500fr pour toutes les époques de l'em¬
prunt et à tous les taux usuels, suivies des Tables
logarithmiques pour le calcul de l'intérêt composé, des
annuités et des amortissements, et précédés d'un texte
explicatif, ln-4, avec figures et 2 Tableaux gra¬
phiques; 1892. 9 fr.

BABINET, Membre de l'Institut. — Études et Lectures
sur les Sciences d'observation et leurs applications
pratiques. 8 vol. in-12.

Chaque Volume se vend séparément. î fr. 5o c.
BABU (L.), Ingénieur des Mines. — Précis d'analyse

qualitative. Recherche des métalloïdes et des métaux
usuels dans le mélange des sels, les produits d'art et les
substances minérales. In-18 jésus; 1888. 2 fr.

BAGHET, sieur de MÉZIRIAC.— Problèmes plaisants et
délectables qui se font par les nombres. 5" éd., re¬
vue, simplifiée et augmentée par A. Labosne. Petit in-8,
caractères elzévirs, titre en deux couleurs; 1884-

Tiragesurpapiervélin. 6 fr. | Tirage sur papier vergé. 8 fr.
BAILLAUD (B.), Doyen de la Faculté des Sciences de

Toulouse, Directeur de l'Observatoire. — Cours d'As-
tronomie à l'usage des étudiants des Facultés des
Sciences. 2 volumes grand in-8, se vendant séparément.

Ire Partie : Quelques théories applicables à l'étude
des Sciences expérimentales. Probabilités : erreurs
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des observations. Instruments d'Optique. Instruments
d'Astronomie. Calculs numériques, interpolations,
avec 58 figures; 1893. 8 fr.

11° Partie : Astronomie. Astronomie sphérique. Etude
du système solaire. Détermination des éléments géo¬
graphiques. (Sous presse.)

BARILLOT (Ernest), Membre delà Société chimique de
Paris. — Manuel de l'analyse des vins. Dosage des
éléments naturels. Recherches analytiques des falsifica¬
tions. Petit in-8°, avec lig. et Tables; 188g. 3 fr. 5o c.

BERTHELOT (M.), Membre de l'Institut, Président de la
Commission des substances explosives. — Sur la force
des matières explosives, d'après la Thermochimie.
2 beaux vol. gr. in-8, avec ligures; i883. 3o Ir.

BERTHELOT (M.). — Leçons sur les Méthodes géné¬
rales de synthèse en Chimie organique-in-8 51864. 8fr.

BERTRAND (J.), de l'Académie française, Secrétaire
perpétuel de l'Académie des Sciences. — Thermody¬
namique. Grand in-8, avec figures; 1887. 10 l'r.

BERTRAND ( J.). — Calcul des probabilités. Grand in-8;
1889. 12 fr,

BERTRAND ( J.). — Leçons sur la Théorie mathéma¬
tique de l'Electricité. Grand in-8 avec fig.; 1890. 10 fr.

BERTRAND (J.). — Traité de Calcul différentiel et
de Calcul intégral.

Calcul différentiel, ln-4 ; 1864 (Rare.)
Calcul intégral (Intégrales définies et indéfinies), ln-4

de 720 p. avec 88 ligures; 1870. (Rare.)
BICHAT (E. ), Professeur à la Faculté des Sciences de

Nancy, et BLONDLOT (R. ), Maître de conférences à la
Faculté des Sciences de Nancy. — Introduction à l'é¬
tude de l'Électricité statique. In-8, avec 64 ligures;
s 885. 4 lr-

BLATER (Joseph). — Table des quarts de carrés de
tous les nombres entiers de 1 à 200000, servant à
simplifier la multiplication, l'élévation au carré, ainsi
que l'extraction de la racine carrée, et à rendre plus
certains les résultats de ses opérations, publiée avec la
collaboration de A. Steiniiausér, Conseiller impérial à
Vienne. Grand in-4; 1888.

Broché i5 (r.
Cartonné, avec signets de parchemin. 20 fr.

Voir au Catalogue général les autres Ouvrages de M. Bla-
ter, Table simplificative, Tablettes de Napier, etc.
BLONDLOT, Professeur adjoint à la Faculté des Sciences

de Nancy. — Introduction à l'étude de la Thermo¬
dynamique. Grand in-8, avec ligures; 1888. 3 fr. 5o c.

B0NNAMI (H-), Ingénieur directeur dos usines de Pont-
de-Pany et Malain, Conducteur des Ponts et Chaussées.
— Fabrication et contrôle des chaux hydrauliques et
ciments. Théorie et pratique. Influences réciproques
et simultanées des différentes opérations et de la com¬
position sur la solidification. Énergie. Thermodvnamique.
ThÈumochimie. In-8, avec figures; 1888. 6 fr. 5o c.

BONNET (Ossian), Membro de l'Institut. — Théorie de
la réfraction astronomique. In-8, avec fig.; 18SS. 2 fr.

BOUCHARLAT (J.-L.). — Éléments de Calcul différen¬
tiel et de Calcul intégral. 9e édition, revue et annotée
par Laurent, Répétiteur à l'École Polytechnique, in-8,
avec planches ; 1891. 8 fr.

BOULANGER (J.), Capitaine du Génie. — Sur les Pro¬
grès de la Science électrique et les nouvelles ma¬
chines d'induction. In-S, avec figures ; i885. 3 fr. 5o c.

BOULANGER (J.). — Sur l'emploi de l'Électricité
pour la transmission du travail à distance, lu-8, avec
belles figures; 1887. 2 fr. 7a c.

BOUQUET DE LA GRYE (A.), Membre de J'Institut. —

Paris Port de mer. Grand in-8 de 3oo pages, avec
3 cartes dont 1 en couleur; 1892. 4 fr-

BOUR (Edm.), Ingénieur des Mines. — Cours de Méca¬
nique et Machines, professé à l'École Polytechnique.

Cinématique. 2e édition. In-8, avec Atlas de 3o planches
in-4 gravées sur cuivre; 1887. 10 fr.

Statique et travail des forces dans les machines à
l'état de mouvement uniforme, publié par Phillips,
Professeur de Mécanique à l'École Polytechnique,
avec la collaboration de Collignon et Kretz. In-S,
avec Atlas de 8 planches contenant 106 figures.
2"édilion ; 1891. C fr.

Dynamique et Hydraulique, avec 125 figures; 1874.
7 fr. 5o c.

BOURDON, ancien Examinateur d'admission à l'École
Polytechnique. — Éléments d'Arithmétique. 36e<édit.
In-8; 1878. (.Adopté par l'Université.) 4 fr.

BOURDON. — Application de l'Algèbre à la Géomé¬
trie,comprenant la Géométrie analytiqueàdeuxet à trois
dimensions. 9* édit., revue et annotée par G. Dar-
boux. ln-8, avec pl.; 1880. (Adoptépar l'Université). 9 fr.

BOURDON. — Éléments d'Algèbre , avec Notes de
Prouhet. 178 éd. In-8; 1891. (Adopté par l'Univ.) 8 fr.

BOURDON. — Trigonométrie rectiligne et sphérique.
2" éd., revue et annotée par Brisse. in-8, avec figures;
1877. (Adoptépar l'Université.) 3 fr.

BOUSSINESQ, Membre de l'Institut, Professeur à la Fa¬
culté des Sciences. — Cours élémentaire d'Analyse
infinitésimale, à l'usage des personnes qui étudient cette
Science en vue de ses applications mécaniques et physi¬
ques. 1" édition. 2 vol. grand in-8,avec figures.

Tome l.— Calcul différentiel; 1887... 17 fr.
Tome 11. — Calcul intégral; 1890 23 fr. 5o e.

On vend séparément.
tome i.

Partie élémentaire 7 fr. r>o c.
Compléments 9 fr. 5o c.

Tome II.
Partie élémentaire ! 7 fr. c.

Compléments 16 fr.
BOUSSINESQ. — Leçons synthétiques de Mécanique

générale, servant d'Introduction au Cours de Mécanique
physique de la Faculté des Sciences de Paris. Publiées
par les soins de MM. Legay et Vigneron, élèves de la
Faculté. Grand in-8; 1889. 3 fr. 56'c".

BOUSSINGAULT, Membre de l'Institut. — Agronomie,
Chimie agricole et Physiologie. 8 volumes in-8, avec
planches sur cuivre et ligures: 1886 -1886 — 1864 ~ 1868-
1874-1878-1884-1890. 45 fr.

Les Tomes I et II (3e édition) et les Tomes III à VII
(20 édition) se vendent séparément. 6 fr.

Le Tome VIII, précédé d'une Etude sur l'oeuvre agri¬
cole de lloussingault, par P.-P. Deherain, Membre
de l'Institut, termine la collection; il se vend sé¬
parément . 3 fr.

BOYS (C.-V. ), Membre de la Société royale de Londres.
— Bulles de Savon. Quatre conférences sur la capilla¬
rité faites devant un jeune auditoire. Traduit de l'an¬
glais par Ch.-Ed. Guillaume, Docteur ès Sciences, avec
de nouvelles Notes de l'Auteur et du Traducteur. I11-18
jésus, avec 60 figures et 1 planche; 1892. 2 fr. 76 c.

BREITHOF (N.), Professeur à l'Université deLouvain. —

Traités de Géométrie descriptive, de Perspective, etc.
( Voir le Catalogue général. )

BRESSE, Membre de l'Institut, Professeur de Mécanique
à l'Ecole des Ponts et Chaussées.— Cours de Mécanique
appliquée professé à l'Ecole des Ponts et Chaussées.

I" Partie : Résistance des matériaux et stabilité des
constructions. In-8, avec figures.3e édition, revue et
beaucoup augmentée; 1880. 10 fr.
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II" Partie : Hydraulique. In-8, avec figures et une
planche. 3" édition; 1879. 10 fr.

BRESSE. — Cours de Mécanique et Machines proîessé
à l'Ecole Polytechnique. 2 beaux volumes in-8, se
vendant séparément ;

Tome I : Cinématique. •— Dynamique d'un point ma¬
tériel. — Statique. In-8, avec 236 fig. ; i885. 12 fr.

Tome II : Dynamique des systèmes matériels en général.
— Mécanique spéciale des jluides. — Etude des ma¬
chines à l'état de mouvement. In-8, avec i54 figures;
1885. 12 fr.

BRETON (de Champ), Ingénieur des Ponts et Chaussées.
— Traité du Nivellement, contenant la théorie et la
pratique du nivellement ordinaire et les nivellements
expeditifs dits préparatoires ou de reconnaissance. 3" édi¬
tion, revue et augmentée. In-8, avec pl.; 1873. 6 fr.

BPJLLÛUIN (Marcel), Maitre de Conférences à l'Ecole
normale stip. — Recherches récentes sur diverses
questionsd'Hydrodynamique.tourbillons.Exposédes
travaux de Van IIulmholtz, Kirciiiioif, Sir W. Thomson,
Lord Ravleigh. In-4, avec fig. ; 1891. 2 fr. 5o c.

BRIOT (Ch.), Professeur à la Faculté des Sciences de
Paris. — Théorie des fonctions abéliennes. Un beau
volume in-4; 1879. ift fr.

BRIOT (Ch.) — Théorie mécanique de la chaleur.
2e édition, publiée par Mascart, Professeur au Collège
de France. In-8, avec figures; i883. 7 fr. 5o c.

BRIOT (Ch.) et BOUQUET.— Théorie des fonctions
elliptiques. 2" éd. In-4, avec fig.; 1875. (Rare.) 4o fr.

BRISSE (Ch.), Professeur à l'Ecole Centrale et au lycée
Condorcet, Répétiteur h l'Ecole Polytechnique. — Cours
de Géométrie descriptive. 2 vol. grand in-8; 1891.

F* Partie, à l'usage des élèves de la classe de Mathématiques élé¬
mentaires; avec ?.3o figures, S fr.

11° Partie, à l'usage dos élèves de la classe de Mathématiques spé¬
ciales ; avec 209 figures. 7 fr.

BRISSE (Ch.). ■— Cours de Géométrie descriptive, à
l'usage des Candidats a l'Ecole spéciale militaire.
Grand in-8, avec 328 figures ; 1891. 7 fr.

t.es Tables détaillées des matières contenues dans les deux Cours
de M. Baisse sont envoyées franco sur demande,

BRISSE (Ch.). — Recueil de problèmes de Géométrie
analytique, à l'usage des classes de Mathématiques
spéciales. Solutions des problèmes donnés au concours
d.'admission à l'Ecole Centrale depuis 1862. 2e édition.
I11-8, avec figures ; 1892. 5 fr.

BRISSE (Ch.), — Cours de Mécanique à l'usage de la
classe de Mathéniatiqucs spéciales, entièrement conforme
au dernier programme d'admission à l'École Polytech¬
nique. Grand in-8, avec 44 figures; 1892. 3 fr. 2.5 c.

BROWN (Henry-T.). — Cinq cent et sept mouvements
mécaniques. Traduit de l'anglais par Henri Stevart.
ingénieur. Petit in-4 cartonné, avec 507 figures; 1890.

2 fr. 5o c.

BUREAU CENTRAL MÉTÉOROLOGIQUE DE FRANCE
— Instructions météorologiques, suivies de Tables di¬
verses pour La réduction des observations. 3" édition.
In-8, aveo belles figures; 1891. 3 fr. 5o c.

BUREAU INTERNATIONAL DES POIDS ET MESURES.
— Travaux et Mémoires du Bureau international des

Poids et Mesures, publiés par le Directeur du Bu¬
reau. 7 volumes grand in-4, avec figures et planches,
Tomes I et 11 (épuisés). Tomes III à VIII, 1884-1893.
Chaque Tome se vend séparément. i5 fr.

^-Procès-verbaux des Séances. r4 volumes in-8. An¬
nées 1875-1878, et Années 1877 à 1892. Chaque vo¬
lume. 2 fr. 5o c.

Pour faciliter la diffusion do ses Travaux dans lo monde savant, le
Bureau international a adopté, a partir du ir> octobre 1890, le prix
de ib francs au lieu do lie francs pour chaque volume des Travaux et
Mémoires et celui de 2 fr. 50 au Heu de 5 francs pour chaque volume
dos Prochs-Terbaux.

CABANIÉ, Charpentier, Professeur du Trait de Char¬
pente, de Mathématiques, etc. — Charpente générale
théorique et pratique. 3 volumes)in-folio avec 165 plan¬
ches. 75 fr.

On vend séparément (port non compris) :
Tome I : Bois droit, avec 52 planches 25 fr.
Tome II : Bois croche, avec 52 planches 25 fr.
Tome III : Géométrie descriptiveet Haute Charpente, avec

61 planches. 25 fr.
CARNOT. — Réflexions sur la métaphysique du Calcul

infinitésimal. 5"édition. In-8; 1882. 4 fr.

GARNOY, Professeur à l'Université de Louvain. — Cours
de Géométrie analytique. 2 volumes grand in-8, avec
figures.

Géométrie plane. 5" édition ; i8gt 11 fr.
Géométrie de l'espace. 4" édition; r889 tr fr.

CARNOY. — Cours d'Algèbre supérieure. Principes de
la théorie des déterminants. Théorie des équations. In¬
troduction à la théorie des formes algébriques. Grand
in-8, avec figures; r8g2. ri fr.

CASPARI (E-), Ingénieur hydrographe de la Marine. —
Cours d'Astronomie pratique. Application à la Géo¬
graphie et à la navigation. 2 beaux volumes grand
in-8, se vendant séparément. (Ouvrage couronné par
l'Académie des Sciences.)

1™ Partie : Coordonnées vraies et apparentes. Théorie
des instruments, avec figures; r88S. 9 fr.

II" Partie ; Détermination des éléments géographiques.
Applications pratiques, avec fig. et 1 pl.; 1889. 9 fr.

CATALAN (E. ). — Cours d'Analyse de l'Université de
Liège. Algèbre, Calcul différentiel, I"" Partie du Calcul
intégral. 2e édition, revue et augmentée, ln-8, avec
figures; i?7g. 12 fr.

CATALOGUE DE L'OBSERVATOIRE DE PARIS.
Positions observées des étoiles (1807-1881).

Tome 1 (oh à vih). Grand in-4; 1887. 4° !''■
Tome II (vih h xnh) ; 1891 4° 'r-
Tome III (Sous presse.)

Catalogue des étoiles observées aux instruments
méridiens (1837-1881).

Tome 1 ( oh à vih). Grand in-4 ; '887. 4° fr-
Tome II (vihà xiih); 1891 4° fr-
Tome III . (Sous presse.)

CAUCHY (le Baron Aug.), Membre de l'Académie des
Sciences. — Sa Vie et ses Travaux, par Valson, Pro¬
fesseur à la Faculté de Grenoble, avec une Préface de
Hermite, Membre de, l'Institut. 2 vol. in-8; 1868. 8 fr.

CELLÉRIER (Ch.), professeur à l'Université de Genève.
— Cours de Mécanique. Grand in-8 avec nombreuses
figures; 1892. 12 fr.

CHAPPUIS (J.), Agrégé, Docteur ès Sciences, Professeur de
Physique générale à l'Ecole Centrale, et BERGET (A.),
Docteur ès Sciences, attaché au laboratoire des Re¬
cherches physiques de la Sorbonne. — Leçons de Phy¬
sique générale. Cours professé à l'Ecole Centrale des
Arts et Manufactures et complète suivant le programme
de la Licence ès Sciences physiques. 3 volumes grand
in-8, se vendant séparément :

Tome I : Instruments de mesure. Chaleur. Avec iyS fi¬
gures; 1891. xâ fr.

Tome 11 : Electricité et Magnétisme. Avec 3o5 figures;
1891-. i3 fr.

Tome III : Acoustique. Optique. Electro-Optique. Avec
193 figures; 1892. 10 fr.

CHARLON (H.). — Théorie élémentaire des Opérations
financières. 2" éd. Gr. in-8, avec Tables ; 1887. 6 fr. 5o c.
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CHASLES. — Traité de Géométrie supérieure. Deuxième
édition. Grand in-8, avec 12 planches; 1880. (Rare). 3o fr.

CHASLES.— Aperçu historique sur l'origine et le déve¬
loppement des méthodes en Géométrie, particuliè¬
rement de celles qui se rapportent à la Géométrie
moderne,suivi d'un Mémoire de Géométrie sur deux prin¬
cipes généraux de la Sciencey la Dualité et V Homographie.
3" éd., conforme à la première. In-/|de85o p.; 1889. 3ofr,

CHEVALLIER et MUNTZ. — Problèmes de Physique,
avec leurs solutions développées, à l'usage des Candi¬
dats au Baccalauréat ès Sciences et aux Écoles du Gou¬
vernement. 2'édition, In-8; i885. G fr.

CHEVILLARD, Professeur à l'École des Beaux-Arts. —

Leçons nouvelles de Perspective. 2" édit. ln-8, avec
Atlas in-4 de 3a planches gravées sur acier; 1878. 12 fr.

CHEVREUL (E.). — Recherches chimiques sur les
corps gras d'origine animale, précédées d'un avant-
propos de M. Arnaud, aide-naturaliste au Muséum d'His¬
toire naturelle. Grand in-4°, 2° édition; 1889. 25 fr.

CHEVREUL (E.). — De la Loi du contraste simultané
des couleurs et de l'assortiment des objets colorés.
Nouvelle éditioii. Grand in-4, avec 4o planches, dont 36
en couleur; 1889. 4° h'-

CHEVROT (René), ancien Directeur d'Agence de la So¬
ciété Générale et du Crédit lyonnais, ancien inspec¬
teur de la Société de Crédit mobilier. — Pour deve¬
nir financier. — Traité théorique et pratique de
Banque et de Bourse, ln-8; i8g3. 6 l'r.

CHOQUET, Docteur ès Sciences. — Traité d'Algèbre.
{Autorisé.) In-8; i856. 7 fr. 5o c.

CHÔMÉ (F.), professeur à l'École militaire de Belgique.
— Cours de Géométrie descriptive de l'École mili¬
taire- Iro Partie. Livre /, à l'usage des candidats à l'É-
cole militaire et aux écoles,spéciales des Universités.
ae édition, entièrement revue, corrigée et augmentée,
contenant les prescriptions à observer pour l'exécution
des épures. In-4,., avec atlas de 37 pl.;i8g3. 10 fr.

CINTOLESI (Dr Filippo), Professeur de Physique à l'In¬
stitut royal technique de Livourne. —• Problèmes d'E-
lectricité pratique. Traduit de l'italien par Félix Le-
conte. i11-18 jésus ; 1892. 3 fr.

CLOUÉ (Vice-Amiral), Membre du Bureau des Longi¬
tudes. — Le Filage de l'huile. Son action sur les
brisants de la mer. Aperçu historique, expériences,
mode d'emploi. 3" éd. Petit in-8, avec fig.; 1887. 2 fr. 5o c.

COLLET (A.), Capitaine de Frégate, Képétiteur à l'Ecole
Polytechnique. — Navigation astronomique simpli¬
fiée. Grand in-4; '891. 10 fr.

COLLET ( J. ), Professeur à la Faculté des Sciences de
Grenoble. — Les Cartes topographiques. — La Carte
dite de l'État-Major. Historique. Projection. Géodésie.
Hypsométrie. Topographie. Critique et lecture. Grand
in-8, avec fig. et 4 planches; 1887. 2 l'r. 5o c.

COLSON (R.), Capitaine du Génie. — Traité élémen¬
taire d'Électricité, avec les principales applications.
2° édition. In-18 jésus, avec 91 lïg. ; 1888. 3 l'r. qb c.

COMBEROUSSE (Charles de), Ingénieur, Professeur à
l'École Centrale des Arts et Manufactures et au Conser¬
vatoire des Arts et Métiers, ancien Professeur de Ma¬
thématiques spéciales au collège Chaptal. — Cours de
Mathématiques, à l'usage des Candidats à l'Ecole Poly¬
technique, à l'École Normale supérieure et à l'Ecole
centrale des Arts et Manufactures. 4 vol. in-8, avec fig.
et planches.

Chaque Volume se vend séparément :
Tome I" : Arithmétique et Algèbre élémentaire (avec

38figures). 3e édition; 1884. iofr.

On vend à part :
Arithmétique.
Algèbre élémentaire.

4 fr.
6 tr.

Tome II : Géométrie élémentaire, plane et dans l'es-
pace;Trigononiétrie re.ctiligneetsphérique,avec54 3 figures.

3" édition, revue et augmentée; i8g3. i3 fr.
On vend à part :

Gcomélrie élêmentaire plane et dans l'espace. 8 fr.
Trigonométrie rectiligne et spliérique, suivie de Tables dos

valeurs des lignes trigonouictriques naturelles. 5 fr.
Tome III : Algèbre supérieure. 1" Partie : Complé¬

ments d'Algèbre élémentaire {Déterminants, fractions con¬
tinues, etc.). — Combinaisons. — Séries. — Etude des
Fonctions. — Dérivées et Différentielles. — Premiers
principes du Calcul intégral. 2e édition (xxl-767 pages),
avec 20 figures ; 1887. 10 fr.

Tome IV : Algèbre supérieure. II'Partie : Etude des ima¬
ginaires. Théorie générale des équations. 2' édition (xxxiv-
S3i pages), avec 63 figures; 1890. 18 fr.

COMBEROUSSE (Ch. de). — Algèbre supérieure, à
l'usage des Candidats à l'Ecole Polytechnique, à l'Ecole
Normale supérieure, à l'Ecole centrale et à la Licence
ès Sciences mathématiques. 2" édition. Deux forts vo¬
lumes in-8. (Ces deux volumes forment les tomes 111
et IV du Cours de Mathématiques.)

On vend séparément :
1" Partie : Compléments d'Algèbre élémentaire {Dé¬

terminants, fractions continues, etc.). — Combinaisons.
— Séries. — Etude des fonctions. — Dérivées et diffé¬
rentielles, Premiers principes du Calcul intégral ( xxi-
767 pages), avec 20 fig.; 1887. i5 fr.

II' Partie : Etude des imaginaires. — Théorie géné¬
rale des équations (xxiv-832 pages), avec 63 figures ;
1890. i5 fr.

COMBEROUSSE (Ch. de). — Histoire de l'École Centrale
des Arts et Manufactures, depuis sa fondation jus¬
qu'à ce jour. Un beau volume grand in-8, orné de
4 planches à l'eau-forto, tirées sur chine; 1879. 5 fr.

COMPAGNONS .-F.).— Questions proposées sur les Élé¬
ments de Géométrie, divisées en Livres, Chapitres et
paragraphes, et contenant quelques indications Sur la
manière de résoudre certaines questions. In-8, avec figures ;
1877. ' 5 (r.

compositions données aux examens de licence és
Sciences mathématiques. Grand in-8; i88/|.

Ir" Paiitie : Faculté de Paris, années 1869 h 1880,
et Facultés des Départements, année 1880. 1 fr. 5o c.

IIe Partie : Faculté de Paris, années x88r à 1883, et
Facultés des Départements, année 1883. 1 fr. 25 c.

III® Partie : Facultés des Départements, année 1884.
1 fr.

IV® Partie : Facultés des Départements, année t885.
1 fr. 25 c.

GRELLE (A.-L.), Docteur en Philosophie. — Tables de
Calcul où se trouvent les multiplications et divisions toutes
faites de tous les Jiombres au-dessous de mille et qui faci¬
litent et assurent le calcul. Précédées d'un Avant-propos
par C. Bremiker. G® édition ; 1891. 18 fr. 70 c.

GREMONA(L.)et BELTRAMI. — Collectanea mathema-
tica, nu ne primum édita cura et studio Z. Cremona et
E. Beltrami, in memoriam Dominici Chelini. Un beau
volume in-8, avec un portrait de Chelini et un fac-similé
du testament inédit de Nicolo Tartaglia ; 1881. 25 fr.

GROULLEBOIS, Professeur à la Faculté des Sciences de
Besançon. — Théorie des lentilles épaisses. Interpré¬
tation géométrique et Exposition analytique des résultats
de Gauss. ln-8; 1882. 3 fr. 5o c.

DARBOUX (G.), Membre de l'Institut, Professeur à la Fa¬
culté des Sciences.—Leçons surlaThéorie générale des
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surfaces et les applications géométriques du Calcul in¬
finitésimal. 3 vol.gr. in-8, av. lig.sevendantséparément:

l™ partie : Généralités. — Coordonnées curvilignes. —
Sur/aces minima; 1887. x5 fr.

iie partie : tes congruences et les équations linéaires
aux dérivées partielles. — Des lignes tracées sur les
sur'faces; 1889. *5 fr.

iii0 partie: Lignes géodésiques et courburegéodésique.
— Paramétrés différentiels. — Déformation des sur¬
faces; 1890. Prix pour les souscripteurs. i5 fr.

Les deux premiers fascicules ont paru.
Celle iiie parité aura plus do développement que les deux premières,

et lo prix en sera augmenté à l'apparition.

DAVANNE. — La Photographie. Traité théorique et
pratique. 2 volumes grand in-8, avec figures, se vendant
séparément :

^ ire partie : Notions élémentaires. — Historique. —
Epreuves négatives.r— Principes com7nuns à tous les pro¬
cédés négatifs. — Epreuves sur albumine, sur collodion,
sur gélatinobromure d'argent, sur pellicule, sur papier.
Avec 120 figures et 2 planches de photographie instan¬
tanée; 1886. 16 fr.

/ ii® partie : Epreuves positives : Daguerréotype. —
Epreuves sur "verre et surpapier. — Epreuves aux sels de
platine, de fer, de chrome. — Impressions photo-mécani¬
ques. — Divers : Projections. — Agrandissements. —

Micrographie. — Stéréoscope. — Les couleurs en Photo¬
graphie. — Notions élémentaires de Chimie j Vocabulaire.
Avec 114 figures et 2 planches ; 1888. 16 fr.

DECANTE, I .ieutenant de vaisseau en retraite. — Tables
d'azimut pour tous les points situés entre les cercles
polaires et les astres dont la déclinaison est com¬
prise entre 0° et 48°. Variation automatique. Détermi¬
nation instantanée du relèvement vrai. Contrôle de la
route. 7 volumes in-8; 1889-1892. 12 fr.

On vend séparément :
tom! i : Latitudes i° h 6°; 2 fr. 25. — tome ii : 7° à

i8°; 2 fr. 25. — tome III : 19° à 28°; 2 fr. •— tome iv :

29° à 38°; 2 fr. — tome v : 3g° à 48°; 2 fr. — tome vi :
^9° à 58°; 2 fr. — tome vii : 5g° à 66°; 2 fr.
DELAISTRE (L.), Professeur de Dessin général. — Cours

complet de Dessin linéaire, gradué et progressif, con¬
tenant la Géométrie pratique, élémentaire et descrip¬
tive ; l'Arpentage, le Levé des Plans et le Nivellement;
le Tracé des Cartes géographiques, des Notions sur
l'architecture; le Dessin industriel ; la Perspective
linéaire et aérienne; le Tracé des ombres et l'étude du
Lavis.

Atlas cartonné, in-4 oblong, contenant 60 planches et
70 pages de texte. 4e édit., revue et corrigée ; 1885. 15 fr.

Ouvrage donné en prix, parla Société d'Encouragement
pour l'Industrie nationale, aux CONTREMAITRES
des Etablissements industriels, et choisipar le Ministre de
VInstruction publique pour les Bibliothèques scolaires.

DELAMBRE. — Œuvres de Delambre. ( Voir le Cata¬
logue général.)

DELBOS (Léon), Professeur à l'École navale anglaise. —
Les Mathématiques aux Indes orientales. Grand
in-8, avec figures; 1892. 1 fr.

DELIGNE (A.), Ingénieur civil des Mines, Directeur de
l'Ecole des Arts et Métiers d'Aix, Membre du Conseil
supérieur de l'Enseignement technique. — Notions
complémentaires de Mathématiques. Géométrie ana¬
lytique. Dérivées. Premiers principes de Calcul diffé¬
rentiel et intégral. Rédigées conformément aux nouveaux
programmes des cours des Ecoles nationales d'Arts et
Métiers. 2 volumes in-8, avec nombreuses figures, se
vendant séparément.

iro partie : Géométrie analytique ; 1887. 6 fr. 5o c.
IIe partie : Dérivées. Premiers principes de Calcul dif¬

férentiel et intégral; 1887. 7 fr. 5o c.

DËNFER, Chef des travaux graphiques de l'École Centrale
des Arts et Manufactures. — Album de Serrurerie, con¬

forme au Cours de Constructions civiles professé à l'École
Centrale par E. Muller, et contenant l'emploi dufer dans
la maçonnerie et dans la charpente en bois, la charpente
en fer, les ferrements des menuiseries en bois, la menui¬
serie en. fer, les grosses fontes et articles divers de quin¬
caillerie. Gr. in-4, contenant 100 planches; 1872. i3 fr

DESFORGES ( J. ), Professeur de travaux manuels à l'École
industrielle de Versailles ; Ancien Garde d'Artillerie, An¬
cien Chef aux ateliers des Forges et Fonderies de la
Marine de l'État, à Ruelle. — Cours pratique d'Enseigne¬
ment manuel, à l'usage des candidats aux Écoles natio¬
nales d'arts et métiers et aux Écoles d'apprentis et d'Élèves
mécaniciens de la flotte, des aspirants au certificat d'ap¬
titude pour l'enseignement du travail manuel, des Élèves
des écoles professionnelles-industrielles. — Ajustage. —

Forge. —Fonderie. — Chaudronnerie. — Menuiserie.
In-4 oblong, contenant 76 planches de dessins avec texte
explicatif; 1889. • ^ ^r*

DIEN et FLAMMARION. — Atlas céleste, comprenant
toutes les Cartes de l'ancien Atlas de Ch. Dieu, rectifié,
augmenté et enrichi de 5 Cartes nouvelles relatives aux
principaux objets d'études astronomiques, par C. Flam¬
marion, avec une Instruction détaillée pour les diverses
Cartes de l'Atlas. In-folio, cartonné avec luxe, de 3i plan¬
ches gravées sur cuivre, dont 4 doubles. 9e édition ; 1891.

p , ( En fouilles, dans une couverture Imprimée.. 40 fr.I Cartonné aveo luxe, toile pleine 45 fr.
Les Cartes composant cet Atlas sont les suivantes :

A. Constellations de l'hémisphère céleste horéal (Carte double).
B. Constellations de l'hémisphère céleste austral (Carte double).
1. Petite Ourse. Dragon, Céphée, Cassiopée, Persée.
8. Andromède, Cassiopée, Persée, Triangle.
3. Girafe, Cocher, Lynx, Télescope.
4. Grande Ourse. Petit Lion.
5. Chevelure de Bérénice, Lévriers, Bouvier, Couronne boréale,
fi. Dragon, Carré d'Herculo, Lyre, Cercle mural.
7. Hercule, Ophluchus, Serpent, Taureau do Pohiatowskl, Écu de

Sobieski.
8. Cygne, Lézard, Céphée.
9. Aigle et An tinoiis, Dauphin, Petit Cheval, Renard, Ole, Flèche,Pégase.

10. Bélier, Taureau, Pléiades, Hyades, Mouche.
41. Gémeaux, Cancer, Petit Chien.
12. Lion, Sextant, Tète de l'Hydre.
13. Vlergo.
IL BalancOj Serpent, Hydre.
15. Scorpion, Ophluchus, Serpent, Loup.
16. Sagittaire, Couronne australe. .

17. Capricorne, Verseau, Poisson austral.
J8. Poissons, Carré de Pégase.
«9. Baleine, Atelier du Sculpteur.
80. Erldan, Lièvre, Colombe, Harpe, Sceptre, Laboratoire.
81. Orlon, Licorne.
82. Grand Chien, Navire, Boussole.
23. Hydre, Coupe, Corbeau, Sextant, Chat.
24. Constellations voisines du pôle austral ( Carte double).
15. Mouvements propres séculaires des étoiles ( Carte double).
86. Carte générale des étoiles multiples, montrant leur distribution

dans le Ciel [Carte double ).
27. Etoiles multiples en mouvement relatif certain.
28. Orbites d'étoiles doubles et groupes d'étoiles les plus curieux du Ciel.
29. Les plus belles nébuleuses du Ciel.

On vend séparément leFascicule contenant les 5 Cartes
nouvelles (n° 25 à 29) de l'Atlas céleste. i5 fr.

DORMOY (Emile). — Théorie mathématique des assu¬
rances sur la vie. Deux volumes grand in-8 ; 1878, 20 fr.

Chaque volume se vend séparément. 10 fr.
D0ST0R (G.), Docteur ès Sciences, Professeur honoraire à

la Faculté des Sciences de l'Institut catholique de Paris.
— Éléments de la théorie des déterminants, avec ap¬
plication à l'Algèbre, la Trigonométrie et la Géométrie
analytique dans le plan et dans l'espace, à l'usage des
classes de Mathématiques spéciales. 2"éd. In-8;i883. 8 fr.

DUHAMEL, Membre de l'Institut. — Éléments de Calcul
infinitésimal. 4e édit., revue et annotée par J. Ber¬
trand, Membre rie l'Institut. 2 vol. in-8, avec planches;
1886-1887. 'S fr.

DUHAMEL. — Des Méthodes dans les sciences de rai¬
sonnement. 5 vol. in-8. 27 fr. 5o c.

!'° Partie : Des Méthodes communes à toutes les sciences
de raisonnement. 3e édition. In-8; i885. 2 fr. 5o c.

H" Partie : Application des Méthodes à la science des
nombres et à la science de l'étendue. 2e édition. In-8 ;
1877. 7 fr. 5o c.
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III8 Partie : Application de la science des nombres à la
science de Vétendue. 28édit. In-8, avec fig.51882. 7 tr. 5o c.

IV8 Partie : Application des Méthodes générales à la
science des forces. 2eédit. In-8, avec fig.; 1886. 7 tr. 5o c.

V8 Partie : Essai d'une application des Méthodes à la
science de l'homme moral. 2®édit. In-8; 1879. 3 ^r* c*

DUHEM, Chargé d'un cours complémentaire de Physique
mathématique et de Cristallographie à la Faculté des
Sciences de Lille. — Leçons sur l'Électricité et le
Magnétisme. 3 volumes grand in-8, avec 2i5 ligures
se vendant séparément.

Tome I: Conducteurs à l'état permanent', 1891. 16 fr.
Tome II : Les aimants et les corps diélectriques ; 1892.

i4 îr.
Tome III : Les courants linéaires ; 1892. i5 fr.

DULOS (Pascal), Professeur de Mécanique à l'École d'Arts
et Métiers et à l'École des Sciences dangers. — Cours
de Mécanique, à l'usage des Écoles d'Arts et Métiers et
de l'enseignement spécial des Lycées. 5 vol. in-8, avec
608 figures; 1885-1887-1887— 1891—1ss2. (Ouvrage honoré
d'une souscription des Ministères de l'Instruction publique,
de l'Agriculture et des Travaux publics.) 37 fr. 5o c.

On vend séparément :
Tome I: Composition des forces.— Équilibre des corps

solides. — Centre de gravité. — Machines simples. — Ponts
suspendus. — Travail des forces. — Principe des forces
vives. — Moments cCinertie. — Force centrifuge. —Pen
dule simple et composé. — Centre de percussion. —Ré¬
gulateur à force centrifuge.— Pendule balistique. 28 édi¬
tion. 7 fr. 5o c.

Tome II : Résistancesnuisibles ou passives.— Frottement.
— Application aux machines. — Roideur des cordes.

. — Application du théorème des forces vives à V établisse¬
ment des machines. — Théorie du volant. — Résistance
des matériaux. 18 édition. 7 fr. 5o c.

Tome III : Hydraulique. — Ecoulement des fluides.—
Jaugeage des cours d'eau. — Établissement des canaux à
régime constant. — Récepteurs hydrauliques. — Travail
des pompes. —Bélier hydraulique. — Fis d'Archimède.
—. Moulins a vent. 2e édition. 7 fr. 00 c.

Tome IV : Thermodynamique.— Machines à vapeur.—
Principaux types de machines à vapeur. —Chaudières à
vapeur. — Machines à air chaud et à gaz. — Calcul des
volants.— Appareils dynamométriques. 2° éd. 9 fr. 5o c.

Tome V : Distribution de la vapeur dans les cy¬
lindres. — Mouvement des tiroirs. — Distributions sim¬
ples. — Distributions à deux tiroirs. — Diagrammes
rectangulaires. — Diagrammes polaires.— Application
aux détentes les plus usuelles. 5 fr. 5o c.

DUMAS (J.-B.), Membre de l'Académie française, Secré¬
taire perpétuel de l'Académie des Sciences. — Eloges
et discours académiques. Deux beaux volumes in-8,
avec un portrait de Dumas, gravé par Henriquel Dupont;
1885. Chaque volume se vend séparément:
Papier vélin... 6 fr. 5oe. — Papier vergé.. 8 fr.

DUMAS.— Leçons sur la Philosophie chimique profes¬
sées au Collège de France en i83S, recueillies pai
Bineau. 2' édition, in-8; 1878. 7 fr.

DUPLAIS (aîné). — Traité de la fabrication des li¬
queurs et de la distillation des alcools, suivi du
Traité do la fabrication des eaux et boissons gazeuses.
(ie édition, revue et augmentée par Duplais jeune.
■2 vol. in-8, avec i5 planches; iSçS. 16 fr.

DUPRÉ (Ath.), Doyen de la Faculté des Se. de Rennes.
— Théorie mécanique de la Chaleur. In-8, avec figure»;
1869. 8 fr.

ÉCOLE CENTRALE. — Portefeuille des travaux de va¬

cances des élèves, publiés par la Direction de l'Ecole.
Année 1881. 1 volume de texte in-8 et i Atlas in-folio
de 5o planches. 25 l'r.

Dessins et Documents : Écoles mixtes. Écolo de Chimie do Gonôve.
Aciéries de Sainl-Chamond, du Creusot, de llayange. Usines de Sainl-

•'

• - " ' ' \

Chamond, de Decazcvillc. Houillères do Commenlry. Fabrique do
ciment do Portland. Travaux maritimes d'Anvers. Soudière de Chauny .

Viaduc de Scgré. Pont-Canal métallique de Mœslain. Grues à vapeur,
locomotives, machines soufflantes verticales compound. Appareil Sax-
ley et Fariner, etc.

ENDRÈS (E.), Inspecteur général honoraire des Ponts et
Chaussées. — Manuel du Conducteur des Ponts et
Chaussées, d'après le dernier Programme officiel des
examens. Ouvrage indispensable aux Conducteurs et
Employés secondaires des Ponts et Chaussées et des Com¬
pagnies de Chemins de fer, aux Gardes-Mines, aux Gardes
et Sous-Officiers de l'Artillerie et du Génie, aux Agents
voyers et à tous les Candidats à ces emplois. (Honoré
d'une souscription des Ministères du Commerce cl des
Travaux publics, et recommandé pour le service vicinal
par le Ministère de l'Intérieur.) 70 édition, modifiée con¬
formément au Décret du 9 juin 1888. 3 vol. in-8. 27 fr.

On vend séparément :

Tome I*x, Partie théorique, avec 407 figures ; et Tome II,
Partie pratique, avec 346 fig. 2 vol. in-8 ; 1884. 18 fr.

Tome iii, Partie technique. Ce dernier volume est con¬
sacré à Fexposition des doctrines spéciales qui se ratta¬
chent à YArt de l'ingénieur en général et au service des
Ponts et Chaussées en particulier. In-8, avec 241 figures;
1888. 9 fr.

ERMEL. — Foir Fernique.
EVERETT, Professeur de Philosophie naturelle au Queen's

Collège de Belfast. — Unités et constantes physiques.
Ouvrage traduit de l'anglais par Jules Raynaud, Profes¬
seur à l'École supérieure de Télégraphie, avec le con¬
cours de Thévenin, de la Touanne et Mas sin, sous-
ingénieurs des télégraphes. In-18 jésus; 1883. 4 fr»

EXPÉRIENCES faites à l'Exposition d'électricité par
Allard, Le Blanc, Joubert, Potier et Tresca. — Mé¬
thodes d'observations. — Machines et lampes à courant
continu, à courants alternatifs. — Bougies électriques.
— Lampe a incandescence. — Accumulateur. — Trans¬
port électrique du travail. — Machines diverses. —
In-8 avec planches; 1883. 3 fr.

FAA DE BRUNO (le Chevalier Fr,), Docteur ès Sciences,
Professeur de Mathématiques à l'Université de Turin. —

Théorie des formes binaires. In-8; 1876. 16 fr.

FAA DE BRUNO (le Chevalier Fr. ). — Théorie générale
de l'élimination. Grand in-8 ; i85g. 3 l'r. 5o c.

FAA DE BRUNO (le Chevalier Fr.).—Traité élémentaire
du Calcul des Erreurs, avec des Tables stéréotypées.
Ouvrage utile à ceux qui cultivent les Sciences d'observa¬
tion. In-8 ; 1869. 4 fr.

FABRE (C.), Docteur ès sciences. — Traité encyclopé¬
dique de Photographie. 4 beaux volumes grand in-8,
avec plus de 700 figures et 2 planches; 1889-1891. /|8 fr.

Chaque volume se vend séparément 14 fr.
Tous tes trois ans, un supplément destiné à exposer les progrès

accomplis pendant cette période viendra Compléter ce Iraité et
le maintenir au courant des dernières découvertes.

Premier Supplément triennal (A). Un beau volume
grand in-8 de 4oo pages, avec 176 figures; 1892. 1J\ fr.

Prix des 5 volumes ensemble. Go fr.

FATON (le P.). — Traité d'Arithmétique théorique et
pratique, en rapport avecles nouveaux Programmes d'en¬
seignement, terminé par une petite Table de Loga¬
rithmes. Chaque théorie est suivie d'un choix d'Exercices
gradués do calcul et d'un grand nombre de Problèmes.
11® édition, revue et corrigée. I11-12; 1890. (Autorisé par
décision ministérielle.) Broché. 2 fr. 7S c.

Cartonné. 3 fr. 10 c.

FATON (le P.). — Premiers éléments d'Arithmétique.
78 édition. ln-ia; 1881. Broché. 1 fr. 5o c.

Cartonné. 1 IV. 85 c.
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FAYE (H.), Membre de l'Institut et du Bureau des Longi¬
tudes. — Cours d'Astronomie nautique, ln-8, avec
figures ; 1880. 10 fr.

FAYE (H.). — Cours d'Astronomie de l'Ecole Poly¬
technique. 2 beaux volumes grand in-8, avec nom¬
breuses ligures,et Cartes dans le texte,

lro Partie : Astronomiesphérique. — Géodésie et Géo¬
graphie mathématique ; 1881. 12 fr. 5o c.

Il* Partie : Astronomie solaire. — Théorie de la Lune.
— Navigation; i883. \l\ l'r.

FAYE (H.).—Sur l'origine du Monde, Théories cosmogo-
niques des anciens et des modernes. 2e édition. Un beau
volume in-8, avec ligures; 1885V 6 fr.

FAYE (H.).— Sur les Tempêtes. Théories et discussions
nouvelles. Grand in-8, avec ligures; 1887. 2 fr. 5o c.

FERNIQUE (A.), Chef des travaux graphiques, Répétiteur
du Cours de construction de machines à l'Ecole centrale
des Arts et Manufactures. — Album d'Eléments et or¬

ganes de machines, composé et dessiné d'après le Cours
professé par F. Ermel, et suivi de planches relatives
aux machines souillantes, d'après des documents fournis
par Jordan. 20 édition, revue et corrigée. Portefeuille
oblong contenant 19 planches de texte explicatif ou ta¬
bleaux, et 102 planches de dessins cotés; 1882. 16 fr.

FLAMMARION (Camille), Astronome. — Études et
Lectures sur l'Astronomie, ln-12 avec iig. et cartes,
tomes 1 à IX; 1867 à 1880.

Chaque volume se vend séparément. 2 fr. 5o c.

FLAMMARION (Camille). — Catalogue des Étoiles
doubles et multiples en mouvement relatif certain,
comprenant toutes les observations faites sur chaque
couple depuis sa découverte et les résultats conclus de
l'étude des mouvements. Grand in-8 ; 1878. 8 fr.

FLAMMARION (Camille). — La planète Mars et ses
conditions d'habitabilité. Synthèse générale de toutes
les observations. Climatologie, météorologie, aréographie,
continents, m'ers et rivages, eaux et neiges, saisons, va¬
riations observées. Grand, in-8 Jésus, avec 58o dessins
léléscopiques et 2 3 cartes; 1892.

Broché, 12 1'r. | Cartonné avec luxe. i5 fr.
FONTENÉ (H.), Agrégé des Sciences mathématiques,

Professeur au Collège Roiiin. — L'Hyperespace à
(n — 1) dimensions. Propriétés métriques de la corré¬
lation générale. Grand iu 8, avec figures ; 1892. 5 fr.

FOUCAULT (Léon), Membre de l'Institut. — Recueil des
travaux scientifiques de Léon Foucault, publié par
Mm" V" Foucault, sa mère, mis en ordre par Gariee,
et précédé d'une Notice, par J.Bertrand. In-4, avec Atlas
de 19 planches; 1878. 3o l'r.

FOVILLE (A. de). — L'industrie des transports dans
le passé et dans le présent. Progrès réalisés. Effets
directs et indirects, in-8, avec 2 planches ;i8g3. 2 fr.

FRANCŒUR( L.-B.). — Traité de Géodésie, comprenant
la Topographie, l'Arpentage, le Nivellement, la Géomor-
phie terrestre et astronomique, la Construction des
Cartes, la Navigation ; augmenté de Notes sur la me¬
sure des bases, par Hossard, et de deux Notes : l'une
Sur la méthode et les instruments d'observation
employés dans les grandes opérations géodésiques
ayant pour but la mesure des arcs de méridien et
de parallèle terrestres; l'autre Sur la jonction géo-
désique et astronomique de l'Espagne et de l'Al¬
gérie, par le Général Perrier, Membre de l'Institut
et du Bureau des Longitudes. 70 édition. In-8, avec
figurés et 11 planches; 1887. 12 fr.

FRENET (F.), Professeur honoraire de la Faculté des
Sciences de Lyon, — Recueil d'Exercices sur le Calcul
infinitésimal. Ouvrage destiné aux Candidats à l'École
Polytechnique et à l'École Normale, aux Élèves de ces
Écoles et aux aspirants à la licence ès Sciences mathémati¬

ques. 5* édition augmentée d'un Appendice sur les ré¬
sidus, lesjonctions elliptiques, les équations aux dérivées
partielles, les équations aux différentielles totales, par H.
Laurent/ Examinateur d'admission à l'École Polytech¬
nique. ln-8, avec figures; 1891. 8 fr.

FREYGINET (Charles de), Sénateur, Ingénieur en chef
des Mines. — De l'Analyse infinitésimale. Étude sur
la métaphysique du haut calcul. 20 édition, revue et
corrigée par l'Auteur. In-8, avec Iig.; 1881. 6 fr.

FREYGINET (Charles de). — Des Pentes économiques
en Chemins de Fer. Recherches sur les dépenses des
rampes, ln-8; 1861. 6 fr.

GARÇON (Jules), Ingénieur Chimiste, Licencié ès Sciences.
— Bibliographie de la technologie chimique des fi¬
bres textiles. Propriétés. Blanchiment. Teinture. Ma¬
tières colorantes. Impression. Apprêts. Grand in-8; i8g3.
(Ouvrage couronné par la Société industrielle de Mul¬
house dans, sa séance du 26 octobre 1892). b fr.

GAUTIER (Henri), Ancien élève de l'École. Polytech¬
nique, Professeur à l'École Monge et au Collège Sainte-
Barbe, Professeur agrégé à l'École de Pharmacie, et
GHARPY (Georges), Ancien élève de l'École Poly¬
technique, Professeur à l'École Monge. — Leçons de
Chimie, à l'usage des élèves de Mathématiques spéciales.
Grand in-8, avec 83 figures; 1892. 9 fr.

GÉRARD (A.), Sous-Contrôleur dans l'Administration
des accises de'Belgique. — Manuel complet et pratique
du cubage des bois, à l'usage des négociants en bois,
constructeurs, employés des douanes, de l'octroi, etc.,
comprenant des exemples sur toutes les méthodes de
mesurage. 2e édition. Petit in-8 de 151 pages, dont 71
de Tables; 1884. 3 fr. 5oe.

GÉRARD (Eric), Directeur de l'Institut électrotechnique
M ontefiore. — Leçons sur l'Electricité, professées à
l'Institut électrotechnique Monteliore,annexé à l'Univei-
sité de Liège. 3° édition refondue et complétée. 2 vol.
grand-in-8, se vendant séparément:

Tome I : Théorie de Vélectricité et du magnétisme.
Electrométric. Théorie et construction des générateurs
et des transformateurs électriques. Grand in-8, avec
266 figures; i8g3. 12 fr..

Tome II : Canalisation et distribution de l'énergie élec¬
trique. Applications de l'électricité à la production et à
la transmission de la puissance motrice, à la Télégra¬
phie et à la Téléphonie, à la Traction, à l'Eclairage et
à la Métallurgie. Grand in-8, avec 257 Iig.; 1893. 12 fr.

GEYMET. — Traité pratiquée de Galvanoplastie et
d'Electrolyse, avec applications pratiques Jondées sur
les dernières découvertes. I11-18 jésus; 1888. l\ fr.

GILBERT (Ph.), professeur à l'Université catholique de
Louvain. — Cours de Mécanique analytique. Partie
élémentaire. 3e édit. Grand in-8, avec fig. ; 1891. n fr.

GILBERT (Ph.).— Cours d'Analyse infinitésimale. Partie
élémentaire. 4e édition. Grand in-8; 1892. i3 fr.

GILBERT (Ph.). — Notice sur les Travaux scientifiques
de Louis-Philippe. Gilbert, Professeur à l'Université
catholique do Louvain, Correspondant de l'Institut de
France; par P. Mansion, Professeur ordinaire à l'Univer¬
sité de Gand, Membre de l'Académie royale de Belgique.
In-8, avec un portrait de L.-P. Gilbert; 1893. 2 l'r.

GIRARD (Aimé). — Recherches sur la culture de la
pomme de terre industrielle. 2e édition revue et aug¬
mentée. Un volume grand in-8, avec ligures et un atlas
cartonné de 6 belles planches en héliogravure; 1891. 8 fr.

On vend séparément :
Texte....... 3 fr. 75 | Atlas...... 5 fr.

GIRARD (Aimé), Professeur au Conservatoire national
des Arts et Métiers. — Amélioration de la culture de
la pomme da terre industrielle et fourragère (In-
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struccions pratiques). In-18 jésus, avec i planche fron¬
tispice; 1893. 25 c.

Franco, par la poste, 35 c.

GIRARD (L.-D.). — Chemin de fer glissant, nouveau
système de locomotion à propulsion hydraulique.
ln-4, avec Atlas de 6 planches in-planq; 1864. 8 i'r.

GIRARD (L.-D.). — Élévation d'eau pour l'alimentation
des villes et distribution de force à domicile.

N° 1. Grand in-4, avec fig-; 1868. 3 fr.
N° 2. Grand in-4 (Texte seul); 1869. 2 fr. 5o c.

GOULIER (C.-M.), Colonel du Génie en retraite. —

Études théoriques et pratiques sur les levers topo¬
métriques et en particulier sur la Tachéométrie.
In-8, avec 170 figures et 1 portrait du Colonel Goulier;
1892. 8 fr.

GRAEFF (A.), Ancien Vice-Président du Conseil général
des Ponts et Chaussées. — Traité d'Hydraulique, pré¬
cédé d'une introduction sur les principes généraux de la
Mécanique. 3 vol. in-4 reliés demi-'veau ; i882-i883. 62 l'r.
Tome I : Partie théorique ; 1882. — Tome II : Partie

pratique; 1882. — Tome III : Notes, tables numériques
et planches; i883.

GRAY (John), Associé de l'École Royale des Mines, de
l'Institut des Ingénieurs électriciens, etc. — Les ma¬
chines électriques à influence. Exposé complet de
veur histoire et de leur théorie, suivi NInstructions pra¬
tiques sur la manière de les construire. Traduit de l'an¬
glais et annoté par Georges Pélissier, Rédacteur à la
Lumière électrique. I11-8, avec 124 lig. ; 1892. 5 fr.

GREVY (A.), Agrégé, Professeur au Lycée de Bar-le-Duc.
— Compositions données depuis 1872, aux Examens
de Saint-Cyr. Algèbre et Géométrie. Énoncés et solu¬
tions. 2e édition, ln-8; i8g3. 2 fr. 5o c.

GUILLAUME (Ch.-Ed.), Docteur ès Sciences, attaché au
Bureau international des Poids et Mesures. — Traité
pratique de la Thermométrie de précision. Grand
in-8, avec figures et 4 pl.; 1889. 12 fr.

GUYOU, Capitaine de frégate, Examinateur d'admission
«à l'École Navale. — Sur les approximations numé¬
riques. 2° édition. I11-8; 1891. 75 c.

HALPHEN (G-H.), Membre de l'Institut.. — Traité de
fonctions elliptiques et de leurs applications. 3 vo¬
lumes grand in-8 se vendant séparément.

1° Partie : Théorie des fonctions elliptiques et de leurs
développements en séries; 1886. i5 fr.

Il0 Partie : Applications à la Mécanique, a la Physique,
à la Géodésie, à la Géométrie et au Calcul intégral;
1888. * 20 fr.

111° Partie : Fragments (quelques applications à l'Al¬
gèbre, et, en particulier, à l'équation du 5° degré.
Quelques applications à la théorie des nombres.
Questions diverses.) Publié par les soins de la Sec¬
tion de Géométrie de l'Académie des Sciences
1891. 8 fr. 5o c.

HÉLIE, Professeur à l'École d'Artillerie de la Marine. —

Traité de Balistique expérimentale, a" édition beau¬
coup augmentée, avec la collaboration de M. Hugoniot,
Capitaine d'Artillerie de la Marine. 2 vol. in-8, avec
figures et nombreux tableaux. Ouvrage publié sous les
auspices du Ministre de la Marine; 1884- (Honoré d'un
grandprix en 1885, par VAcadémie des Sciences.) 18 fr.

HENNIQUE (P.-A.),, Capitaine de frégate. —Une page
d'Archéologie navale. — Les caboteurs et pêcheurs
de la côte de Tunisie. Pêche des éponges. Grand in-8,
illustré de 55 demi-planches et 8 doubles; 1888.

Prix, avec G3 planches en noir (cartonné). 10 fr.
Prix, avec 51. planches en noir et 12 planches colo¬

riées à la main (cartonné avec luxe). 12 fr.

HIRN (G.-A.), Correspondant de l'Institut. — La Consti¬
tution de l'Espace céleste. Grand in-4, 35o pages,
avec 1 planche; 1889. 20 fr.

HIRN (G.-A.). — Théorie mécanique de la Chaleur.
Exposition analytique et expérimentale de la Théorie
mécanique de la Chaleur. 3' édition. 2 vol. grand in-8,
avec figures, 1875-1876, se vendant séparément. 12 fr.

HIRN (G.-A.). — Mémoire sur la Thermodynamique.
In-8, avec 2 planches; 1867. 5 fr.

HIRN (G.-A.). — Mémoire sur les conditions d'équilibre
et sur la nature probable des anneaux de Saturne.
In-4,avec planches; 1872. 4 fr.

HIRN (G.-A.). — Voir le Catalogue général.
HOUEL (0.), Professeur de Mathématiques à la Faculté des

Sciences de Bordeaux. — Cours de Calcul infinitésimal.
Quatre beaux volumes grand in-8, avec figures ; 1878-
1879-1880-1881.

On vendséparément :
Tome 1 : i5 fr. | Tome III : 10 fr.
Tome II ; i5 fr. | Tome IV : 10 fr.

HOUEL (J.). —Tables de Logarithmes à cinq décimales
pour les nombres et les lignes trigonométriques, sui¬
vies des Logarithmes d'addition et de soustraction
ou Logarithmes de Gauss et de diverses Tables
usuelles. Nouvelle éd., revue et augm. Grand in-8;i8g3.
{Autorisépar décision ministérielle.) Broché 2 fr.

Cartonné 2 fr. 75 c.

HOUELfJ.). — Recueil de formules et de Tables numé¬
riques. 3° édit. Grand in-8; 1885. 4 fr- 5oc.

HOÙEL (J.). — Essai critique sur les principes fonda¬
mentaux de la Géométrie élémentaire ou Commen¬
taire sur les XXXII premières propositions des Élé¬
ments d'Euclide. 2eédit.In-8, avec fig. ; i883. 2 fr. 5o c.

HOUZEAU (J.-C.), Directeur de l'observatoire royal de
Bruxelles, et LANGASTER (A.),bibliothécaire de cet éta¬
blissement. — Bibliographie générale de l'Astronomie.
Voir le Catalogue général.

HUYGENS (G.). — Œuvres complètes de Christiaan
Huygens, publiées par la Société hollandaise' des
Sciences. 5 volumes in-4, se vendant séparément. 35 fr.
Voir pour les détails le Catalogue général.

INSTITUT DE FRANCE. — Mémoires de l'Académie des
Sciences, ln-4; tomes I à XL1V ; 1816 à 1889.
Chaque Volume, à l'exception des Tomes ci-après indi¬

qués, se vend séparément. ï5 fr.
Le Tome XXXIII, avec Atlas, se vend iéparément. 25 fr.
Les Tomes VI et XXI ne se vendent pas séparément.

- Mémoires présentés par divers savants à l'Académie
des Sciences, et imprimés par son ordre. 2e série, ln-4,
tomes 1 à XXX. ; 1827-1887.

Chaque volume, à l'exception des tomes I à IX, se
vend séparément. i5 fr.

— Tables générales des Travaux contenus dans
les Mémoires de l'Académie des Sciences et dans
les Mémoires présentés par divers savants, publiées
par les Secrétaires perpétuels. Ces Tables générales
comprennent pour chacune des Collections (Mémoires
de l'Académie el Mémoires présentés par divers savants)
les Tables par volumes, par noms d'auteurs et par ordre
de matières. 2 volumes in~4, savoir :

Tables générales des travaux contenus dans les Mémoires
de l'Académie. I" Série, tomes 1 à XIV (an VI-i8i5),
et II' Série, tomes I à XL (1816-1878); 1881. 6 fr.

Tables générales des travaux contenus dans les Mémoires
présentés par divers Savants à l'Académie. P8 Série,
tomes I et II (1806-1811), et II* Série, tomes 1 à XXV
(1827-1877); 1881. 2 fr. 5o c.
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INSTITUT DE FRANCE. — Recueil de Mémoires, Rap¬
ports et Documents relatifs à l'observation du pas¬
sage de Vénus sur le Soleil, en 1874. In-4; 1877-1882.

Tomel.— I" Partie : 12 fr. 5o.— II'Partie : 12 fr. 5o.
Tome II. — I" Partie : 25 fr. — II" Partie : a5 fr.
Tome III. — I" Partie : 13 fr. 5o. — IIe Partie :

25 fr. — IIP Partie : 12 fr. 5o.
Annexe : 2 fr. 5o c.

Voir le Catalogue général.

INSTITUT DE FRANCE. — Mémoires relatifs à la nou¬
velle maladie de la vigne, présentés par divers savant!
à l'Académie des Sciences. [Voir, pour le détail de ces
Mémoires, le Catalogue général, ou le Prospectus spécial
qui est envoyé sur demande.)
La Librairie Gauthier-Villars a seule, depuis le ■"jan¬

vier 1877, le dépôt des diverses publications de l'Académie
des Sciences.

INSTITUT DE FRANCE. - Mission du Cap Horn (Voir
Ministères de la Marine et de l'Instruction publique).

JACQUIER, Professeur de l'Université, Membre du Con¬
seil supérieur de l'Instruction publique. — Problèmes
de Physique, de Mécanique, de Cosmographie et
de Chimie, à l'usage des Candidats aux Baccalauréats
ès Sciences, au Baccalauréat de l'Enseignement spécial et
aux Écoles du Gouvernement, ln-8, avec fig. ; 1884. 6 fr.

JAMIN (J.), Secrétaire perpétuel de l'Académie des
Sciences, Professeurde Physique à l'Ecole Polytechnique,
et BOUTY (E. ), Professeur à la Faculté des Sciences.
— Cours de Physique de l'École Polytechnique.
4° édition, augmentée et entièrement refondue par E.
Bouty. 4 f°rts vol. in-8 de pins de 4ooo pages, avec
1587 figures et i/j. planches sur acier, dont 2 en cou¬
leur; 1885-1891. (Autorisé par décision ministérielle.)
Ouvrage complet, 79 fr.

On vendséparément :

Tome ï. — 9 fr.
(*) ier fascicule.Instruments de mesure. Hydrosta¬

tique ; avec i5o figures et 1 planche; 1888. 5 fr.
2e fascicule.— Physique moléculaire; avec g3 figures.

1891. 4 fr-
Tome II. — Chaleur. — i5 ir.

(*) i8r fascicule. — Thermométrie. Dilatations; avec
98 figures; i885. 5 fr.

(¥) 2" fascicule. — Calorimétrie; avec figures
et 2 planches; i885.' 1 5 fr.

3e fascicule.— Thermodynamique. Propagation de la
chaleur; avec 47 figures; 1885. 5 fr.

Tome III. — Acoustique; Optique. — 22*fr..
Ier fascicule. — Acoustique; avec i23 fig.; 1887. 4 fr-
(*) 2* fascicule. — Optique géométrique ; avec 139 fig.

et 3 planches ; 1886. - 4 fr»
3e fascicule. — Etude des radiations lumineuses, chi¬

miques et calorifiques. Optiquephysique ; avec 249 fig.
et 5 planches, dont 2 planches de spectres en
couleur ; 1887. *4 fr»
Tome IV (ire Partie). — Électricité statique

ET dynamique. — l3 fr.
i'p fascicule.— Gravitation universelle. Électricité sta¬

tique ; avec 155figures et j planche; 1890. 7 fr.

(*) Les matières du programme d'admission à l'Ecole Polytechnique
sont comprises dans les parties suivantes do l'Ouvrage: Tomb 1, 1" fas¬
cicule ; Tome II, i" et 2' fascicules. Tome III, 2' fascicule. Les élèves
de Mathématiques spéciales qui posséderont ces quatre fascicules auront
ainsi entre les mains le commencement d'un grand Traité qu'ils pour¬
ront compléter ultérieurement, si, poursuivant l'étude de la Physique,
ils se préparent à la Licence ou entrent dans une des grandes Ecoles du
Gouvernement.

On peut aussi se procurer ces fascicules réunis en deux volumes. (Voir
Cours de Physique à l'usage de la Classe de Mathématiques spé¬
ciales.)

2e fascicule. — La pile. Phénomènes électrothermiques
et électrochimiques, avec 161 fig. et 1 pl.; 1888. 6 fr.

Tome IV (2e Partie). — Magnétisme ; Applications. — i3 fr.
3° fascicule. — Les aimants. Magnétisme. Electroma-

gnétisme. Induction; avec 2/1 o_ figures; 1889. 8 fr.
4a fascicule. — Météorologie électrique. Applications

de Vélectricité. Théories générales, avec 84 figure3
et 1 planche; 1891. 5 fr.

Tables générales.

Tables générales, par ordre de matières et par noms
d'auteurs, des quatre mollîmes du Cours de Phy¬
sique. ïn-8; 1891. 60 c.'

Tous les trois ans, un supplément destiné à exposer les progrès
accomplis pendant cette période, viendra compléter ce grand
Traite et Le maintenir au courant des derniers travaux.

(lin prospectus très détaillé est envoyé sur demande.)

JAMIN et BOUTY. — Cours de Physique à l'usage de la
classe de Mathématiques spéciales. 2" édition. Deux
beaux volumes iu-8, contenant ensembleplus de io6'o pa¬
ges, avec 458 figures géométriques ou ombrées et
6 planches sur acier; 1886. 20 fr.

On vend séparément :
Tome I. — Instruments de Mesure, Hydrostatique,

— Optiquegéométrique, Notions sur les phénomènes ca .
pillaires, ln-8, avec 313 figures et 4 planches.

10 fr.
Tomf IL — Thermométrie. Dilatations. — Catorimé-

trie, ln-8,avec 146 fig. et 2 pl. 10 fr,
JANET (Paul), Professeur à la Faculté des Sciences de

Grenoble; — Premiers principes d'Electricité indus¬
trielle. Pi/es. Accumulateurs. Dynamos. Transforma¬
teurs. ln-8, avec 173 figures; 189a. Ij fr.

JAYS (L.), Professeur de Physique, ancien Météorolo¬
giste adjoint de l'observatoire de Lyon, et ancien chef
des travaux de Physique à la Faculté de Médecine do
Lyon. — Problèmes de Physique et de Chimie, choi¬
sis parmi les sujets de compositions proposés dans les
concours et par les diverses Facultés dans ces der¬
nières années. In-8, avec figures; t88G. 6 fr,

JORDAN (Camille), Membre de l'Institut, Professeur à
l'École Polytechnique. — Cours d'Analyse de l'Ecole
Polytechnique. 3 volumes in-8, avec ligures, se ven¬
dant séparément :

Tome I.— Calcul différentiel; s" édition, entièrement
refondue; i8g3. 17 fr.

Tome II. — Calcul intégral (Intégrales définies et
indéfinies). 2" édition. (Souspresse.)

Tome III. — Calcul intégral (Equations différen¬
tielles); 1887. 17 fr.

JOUFFRET (E.), Chef d'escadron d'Artillerie. — Intro¬
duction à la Théorie de l'énergie. Petit in-8 ; i883.

3 fr. 5« c,

KCEHLER (J.), Répétiteur à l'École Polytechnique, an¬
cien Directeur des Etudes à l'Ecole préparatoire de
Sainte-Barbe. — Exercices de Géométrie analytique
et de Géométrie supérieure. Questions et solutions.
A l'usage des candidats aux Ecoles Polytechnique et Nor¬
male et à l'Agrégation. 2 volumes in-8, avec figures..

On vend séparément :
I" Partie : Géométrie plane; 1886. g fr.
II" Partie : Géométrie de l'espace; 1888. 9 fr.

LABOSNE.— Instruction sur la Règle à calcul, conte¬
nait les applications de cet instrument au calcul des
expressions numériques, à la résolution des équations
du deuxième et du troisième degré, et aux principales
questions de Trigonométrie, ln-8; 1872. 1 Ir.

LACAILLE, Conducteur des Ponts et Chaussées. — Tables
synoptiques des calculs d'intérêts composés, d'an¬
nuités et d'amortissements. Un fort vol. grand in-8;

In-4°; F.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



- 10 -

2e édition ; 1885. (Ouvrage honbré (Tune souscription
des Ministères des Travaux publics, des Finances, de
VAgriculture et du Commerce, etc.) i5 fr.

LACOMBE. — Nouveau manuel de l'escompteur, du
banquier, du capitaliste et du financier, ou Nouvelles
Tables de calculs d'intérêts simples, avec le calen¬
drier de l'escompteur. Nouvelle édition, précédée d'une
Instruction sur les Calculs d'intérêts et l'usage des Tables,
par Laas d'Aguen, éditeur des Tables de Violeine, et
terminée par un Exposé des lois sur les intérêts, les rentes,
le3 effets de commerce, les chèques, etc., par B., Docteur
en Droit. Un fort vol. in-18 jésus ; 1877. 6 fr.

LACOUTURE (Charles). — Répertoire chromatique.
Solution raisonnée et pratique des problèmes les plus
usuels dans l'étude et Temploi des couleurs. 29 tableaux
en chromo représentant 952 teintes différentes et défi¬
nies, groupées en plus de 600 gammes typiques. In-4,
contenant un texte de pages» vrai Traité de la
science pratique des couleurs, accompagné de nom¬
breux diagrammes, et suivi d'un Atlas de 29 Tableaux en
chromo qui offrent à la fois l'illustration du texte et de
nouvelles ressources pour les applications; 1890. (Ou¬
vrage honoré de la Médaille d'or de la Société indus¬
trielle du nord de la France, 9 janvier 1891.)

Broché 25 fr.
Cartonné avec luxe.. 3o fr.

Parmi los différentes branches des connaissances humaines, une dos
moins avancées et dont cependant le besoin se l'ait sentir lo plus sou¬
vent, c'est la Chromatique ou science pratique des couleurs. Savants
ou artistes, fabricants ou commerçants, sont a tout instant en demeure
Ici de définir les couleurs qu'ils constatent, produisent ou utilisent, la
de les associer harmonieusement, ou de les reproduiro a coup sûr; tous
plus ou moins arrêtés, s'en tiennent à dos a peu près et à des tâton¬
nements. M. Charles Laconturc, en publiant son Réper-toire chroma¬
tique, a voulu rendre pratique et complète l'œuvre qu'avait entreprise
le regrette Chevreul. L'auteur a pleinement réussi et son livre, qui est
en mémo temps un album, rendra les plus grands services aux savants,
aux artistes, aux fabricants et aux commerçants, aux teinturiers, aux
tapissiers, et aux modistes, à tous ceux qui t'occupent de décoration, à
tous ceux qui utilisent l'effet des couleurs.

(Journal La Nature, ier novembre 1890.)

LACROIX.— Éléments de Géométrie, suivis de Notions sur
les courbes usuelles. édition, revue par Prouhet.
ln-8, avec 220 figures; 1890. (Autorisé par décision mi¬
nistérielle.) 4 fr-

LACROIX. — Éléments d'Algèbre. 25e édit., revue par
Prouhet. ln-8; 1888. 6 fr.

LACROIX. — Autres Ouvrages dé Lacroix, voirie Cata¬
logue général.

LAFITTE (P. de), ancien élève de l'Ecole Polytechnique,
Vice-Président de la Société de secours mutuels d'As-
tafifort, Lauréat d'une médaille d'or à l'Exposition uni¬
verselle de 1889 (Section des Sociétés de secours mutuels).
— Essai d'une théorie rationnelle des Sociétés de
secours mutuels. 20 édition, entièrement refondue
et augmentée de Tables de Commutation, à divers taux
d'intérêt, pour les trois assurances. Grand in-8; 1892.
[Cet Ouvrage a été honoré d'une récompense de TAcadé¬
mie des Sciences (prix Leconte).] 5 fr.

— Tables de commutation à divers taux d'intérêt
pour les trois assurances des Sociétés de secours
mutuels. (Supplément à l'Essai d'une théorie des So¬
ciétés de secours mutuels.) Grand in-8; 1893. 1 fr.

LÀ GOURNERIE (de), Membre de l'Institut. — Traité
de Géométrie descriptive. 2* édition. In-4, publié en
trois Parties avec Atlas ; 1879-1880-1885. 3o fr.

Chaque Partie se vend séparément. 10 fr.
La P° Partie (3° édition) revue et augmentée de la

théorie de l'intersection de deux polyèdres, par
Ernest Lebon, contient tout ee qui est exigé pour l'ad¬
mission à l'Ecole Polytechnique. Elle est suivie d'un
Supplément contenant la solution de deux problèmes
et des figures cavalières pour l'explication des con¬
structions les plus difficiles.

La IIe Partie et la IIIe Partie (20 édition) sont le
développement du Cours' de Géométrie descriptive
professé à VEcole Polytechnique.

LA GOURNERIE (de). — Supplément au Traité de Sté¬
réotomie de Leroy. Théorie et construction de l'ap¬
pareil hélicoïdal des arches biaises; rédigées par
Ernest Lebon, Agrégé de l'Université, Professeur de mathé¬
matiques au Lycée Gharlemagne. In-4, avec 2 planches
in-folio; 1887. (On a tiré des exemplaires à part de.ee
Supplément pour les acquéreurs des précédentes éditions
du Traité de Leroy.) 3 fr.

LA GOURNERIE (de). — Traité de perspective li¬
néaire. 1 vol. in-4, avec atlas in-folio de 4° planches
dont 8 doubles.2°édition, entièrement revue; 1884. 25 fr.

LA GOURNERIE (de). — Études économiques sur
l'exploitation des chemins de fer. Grand in-8; 1880.

4 fr- 5o c.
LAGRANGE. — Mécanique analytique. 4e édition, conte¬

nant les Notes de l'édition de M. J. Hf.rtraxd, publiée
par Gaston Darboux, Membre de l'Institut. 1 volumes
in-4; 1888-1889. 4° 'r-

Chaque volume se vend séparément. 20 fr.
Ces deux volumes ne sont autres que les Tomes XI et XII de la collec¬

tion des OEuvres de Lagrange. On a imprimé pour ces exemplaires des
couvertures et titres spéciaux (tomes 1 et II) à destination des per¬
sonnes qui désirent se procurer la Mécanique analytique en de¬
hors do la collection.

LAGRANGE (Ch.), Membre de l'Académie, Professeur à
l'Ecole, militaire, Astronome à l'Observatoire royal, —
Étude sur le système des forces du monde phy¬
sique. In-4 ? 1892. 20 IV.

LAGUERRE, Membre de l'Institut. — Notes sur la ré¬
solution des équations numériques. ln-8;1880. 2 fr.

LAGUERRE. — Théorie des équations numériques.
lro Partie. In—4J 1884. 2 fr. 75 c.

LAGUERRE. — Recherches sur la Géométrie de di¬
rection. Méthodes de transformation. Anticaustiques.
ln-8; 1885. 2 fr.

LAISANT (C.-A.), Docteur ès Sciences. — Recueil de
problèmes de Mathématiques classés par divisions
scientifiques, contenant les énoncés avec renvoi aux
solutions de tous les problèmes posés, depuis l'origine,
dans divers journaux : Nouvelles Annales de Mathéma¬
tiques. Journal de Mathématiques élémentaires et de
Mathématiques spéciales. Mathésis. Nouvelle Correspon¬
dance mathématique. 7 volumes in-8, se vendant sépa¬
rément.

Classes de Mathématiques élémentaires.
I : Arithmétique. Algèbre élémentaire. Trigonométrie ;

1893. 2 fr. 5o c.
II, : Géométrie à deux dimensions. Géométrie à trois di¬

mensions. Géométrie descriptive ; 1893. 5 fr.
Classes de Mathématiques spéciales.

III : Algèbre. Théorie des nombres. Probabilités. Géo¬
métrie de situation. {Souspresse.)

IV : Géométrie analytique à deux dimensions {et Géomé¬
trie supérieure)) 1893. 6 fry 5o c.

V : Géométrie analytique et trois dimensions {et Géomé¬
trie supérieure)', 1893. 2 fr. 5o c.

VI : Géométrie du triangle. {Sous presse.)
Licence ès Sciences mathématiques.

VII : Calcul infinitésimal et calcul des fonctions. Méca¬
nique. Astronomie. {Sous presse.)

LAISANT ( C.-A. ). — Introduction à la méthode des
quaternions. In-8, avec fig. ; 1881. 6 fr.

LAISANT (C.-A.). — Théorie et applications des Équi-
pollences. in-8, avec 73 figures; 1887. 7 fr. 5o c.

LALANDE. — Tables de Logarithmes pour les Nombres
et les Sinus à CINQ DÉCIMALES ; revues par le baron
Reynaud. Nouvelle édition, augmentée de Formules pour
la Résolution des Triangles, par Bailleul, typographe.
ln-18; 1888. {Autorisé par décision du Ministre de l'In¬
struction publique.) Broché. 2 fr.

Cartonné. 2 fr. 4o c.
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LALANDE. — Tables de Logarithmes, étendues à SEPT
DÉCIMALES, par Marie, précédées d'une Instruction
par le baron Reynaud. Nouvelle édition, augmentée de
Formules pour la Résolution des Triangles, par Bail-
leul,typographe. In-i 2 ; 1890. Broché. 3 fr. 5o c.

Cartonné. 3 fr. 90 c.
LAMÉ (G.), Membre de l'Institut. — Leçons sur les fonc¬

tions inverses des transcendantes et les Surfaces
isothermes. In-8, avec figures ; 1857. 5 fr.

LAMÉ (G.). — Leçons sur les Coordonnées curvilignes
et leurs diverses applications, ln-8, av. fig.; 1859. 5 (r.

LAMÉ (G.). — Leçons sur la théorie analytique de la
chaleur. In-8, avec fig.; 1861. 6 fr. 5o c.

LAPLAGE. — Essai philosophique sur les Probabilités-
6° édition. In-8 ; i8/|0. 5 fr.

LAPLAGE. — Précis de l'Histoire de l'Astronomie.
2e édition. In-8 ; i863. 3 fr.

LAURENT (H.), Examinateur d'admission à l'École Poly¬
technique. — Traité d'Analyse. 7 volumes in-8, avec
ligures. 78 fr.

Tome I : Calcul différentiel. Applications analytiques
et géométriques ; i885. 10 fr.

Tome II : Applications,géométriques; 1887. 12 fr.
Tome III : Calcul intégral. Intégrales définies et in¬

définies; 188S. 12 fr.
Tome IV : Théorie des fonctions algébriques et de

leurs intégrales ; 1889. 12 fr.
TomeV : Equations différentielles ordinaires; 1890. loir.
Tome Vf : Equations aux dérivées partielles ; 1890.

8 fr. 5o c.

Tome VII et dernier : Applications géométriques de la
théorie des équations différentielles ; 1891. 8 fr. 5o c.

LAURENT (H.). — Traité d'Algèbre, à l'usage des Can¬
didats aux Ecoles du Gouvernement. Revu et mis en har¬
monie avec les derniers Programmes, par Marchand,
ancien Elève de l'Ecole Polytechnique. 4° édition. 3 vol.
in-8; 1887.

1" Partie : Algèbre élémentaire, à l'usage des Classes
de Mathématiques élémentaires. 4 fr.

IIe Partie : Analyse algébrique, à l'usage des Classes
de Mathématiques spéciales. 4 fr-

IIIe Partie : Théorie des équations, à l'usage des
Classes de Mathématiques spéciales. 4 fr-

LAURENT (H.). — Théorie élémentaire des Fonctions
elliptiques. In-8, avec figures; 1882. 3 fr. 5o c.

LAURENT (H.). — Traité de Mécanique rationnelle à
l'usage des Candidats à l'Agrégation et à la Licence.
3'édit. 2 vol. in-8, avec figures ; 1889. 12 fr.

LÉAUTEY (Eugène), Chef dé service au Comptoir national
d'Escompte de Paris. — L'Enseignement commercial
et les Écoles de commerce en France et dans le
monde entier. 8° édition. Un beau volume in-8 cavalier
de 784 pages, orné de planches et contenant g3 Tableaux
statistiques et synoptiques (médailles d'oif uniques aux
Expositions de Paris 1889 et 1890). 7 fr. ,5o c.

LEAUTEY (Eugène), Officier de l'Instruction publique,
et GUILBAUT (Adolphe), Officier d'Académie.— La
Science des Comptes mise à la portée de tous.
Traité théorique et pratique de comptabilité do¬
mestique, commerciale, industrielle, financière et
agricole (Médailles d'or uniques, Expositions de Paris
1889 et 1892). 70 édition, revue et complétée. Un beau
volume in-8 de 53o pages. 7 fr. 5o c.

LEBON (Ernest). — ( Voir La Gournerie.)
LECHALAS (Georges), Ingénieur en chef des Ponts et

Chaussées. — Manuel de droit administratif. Services
des Ponts et Chaussées et des Chemins 'vicinaux. 2 volumes

grand in-8, se vendant séparément (Encyclopédie des

travaux publics, fondée par M.-C. Lechalas, Inspecteur
général des Ponts et Chaussées).

Tome I ; Nouons sur les trois pouvoirs. Personnel des
Ponts et Chaussées. Principes d'ordre financier. Tra¬
vaux intéressant plusieurs services. Expropriations.
Dommages et occupations temporaires; 1889. 20 fr.

Tome II (Ir" Partie) : Participation des tiers aux dé¬
penses des travaux publics. Adjudications. Fourni¬
tures. Régie. Entreprises. Concessions ; i8g3. io fr.

LECOQ DE BOISBAUDRAN. —Spectres lumineux, Spec¬
tres prismatiques et en longueurs d'onde, destinés aux
recherches de Chimie minérale. Grand in-8, avec atlas
contenant 29 belles planches sur acier; 1,874. 30 fr.

LEFÉBURE TE FOURCY. — Leçons d'Algèbre à l'usage
des classes de Mathématiques élémentaires; 1870. 4 fr. 5oc.

LEFÉBURE DE FOURCY. — Traité de Géométrie des¬
criptive, précédé d'une Introduction qui renferme la
Théorie du plan et de la ligne droite considérée
dans l'espace. 8° édition. 2 vol. in-8, dont un composé
de 32 planches; 1881. 10 fr.

LEFÉBURE DE FOURCY. — Leçons de Géométrie ana¬
lytique, comprenant la Trigonométrie rectiligne et
sphérique, les lignes etles surfaces des deux premiers
ordres. 10" édition, ln-8, avec planches. 2 fr. ç5 a .

LEMSTRÔM, Professeur de Physique à l'Université d'Hel-
singfors. — L'Aurore boréale. Etude générale des phé¬
nomènes produits par les courants électriques de l'at¬
mosphère. Grand in-8, avec figures et 14 planches dont
5 en chromolithographie; 1886. 6 fr. 5o c.

LEPRIEUR, Trésorier de l'Ecole Polytechnique. — Réper¬
toire de l'École Polytechnique de 1855 à 1865, faisant
suite au Répertoire de Marielle. In-8; 1867. 3 fr.

LERAY (le P.), Prêtre Eudiste, Professeur à l'Ecole Saint-
Jean à Versailles. — Essai sur la synthèse des forces
physiques. 2 volumes in-8, se vendant séparément :

I. — Constitution delà matière. Mécanique des atomes.
Elasticité de l'éther. In-8, avec figures; x885. 5 fr. \

IL — (Complément). Chaleur et Pesanteur. Théories
cinétiques. Cohésion et Affinité. In-8, avec figures; 1892.

4 fr- 5o c.
LEROY (C.-F.-A.), ancien Professeur à l'École Polytech¬

nique et à l'École Normale supérieure. — Traité de
Géométrie descriptive, suivi de la Méthode des plans
cotés et de la Théorie des engrenages cylindriques et co¬
niques. i3" édition, revue et annotée par Martelet.
ln-4, avec Allas de 71 pl.; 188S. 16 fr.

LEROY (C.-F.-A.). — Traité de Stéréotomie, compre¬
nant les Applications de la Géométrie descriptive à
la Théorie des Ombres, la Perspective linéaire, la
Gnomonique, la Coupe des Pierres et la Charpente.
12* édition, revue et annotée par E. Martelet, ancièn
élève de l'École Polytechnique, professeur de Géométrie
descriptive à l'École centrale des Arts et Manufactures.
Augmentée d'un Supplément : Théorie et construction
de l'appareil hélicoïdal des arches biaises, par J. de
La Gournerie, rédigées par Ernest Lebon, Agrégé de
l'Université, professeur au Lycée Charlemagne. In-4,
avec Atlas de 76' pl. in-folio ; 1890. 26 fr.

LÉVY (Maurice), Membre de l'institut, Ingénieur en chef
des Ponts et Chaussées, Professeur au Collège de France
et à l'Ecole Centrale des Arts et Manufactures. — La
Statique graphique et ses applications aux construc¬
tions. 2* édition. 4vol,grand in-8,avec4 Atlas de même
format. ( Ouvrage honoré d'une souscription du Minis¬
tère des travaux publics.)

. l'c Partie. — Principes et applications de Statique
graphique pure. Grand in-8 de xxviii-tUig pages, avec
figures et un Atlas de 26 planches; 1886. 22 fr.

II" Partie. — Flexion plane. Lignes d'influence. Pou¬
tres droites. Gr. in-8.de xiv-345 pages, avec figures
et un Atlas de 6 pl.; 1886. i5 fr.
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111° Partie. — Arcs métalliques. Ponts suspendus ri¬
gides. Coupoles et corps de révolution. Grand in-8 de
ix-4 i8 p., avec fig. et un Atlas de 8 pl.; 1887. 17 fr.

IV" Partie. — Ouvrages en maçonnerie. Systèmes
rèticulaircs à lignes surabondantes. Index alphabé¬
tique des quatre Parties. Grand in-8 de ix-35o pages,
avec figures et un Atlas de 4 pl.; 1888. i5 fr.

LÉVY (Maurice). — Sur le principe de l'Énergie. Petit
in-8; 1888. 1 fr. 5o c.

LŒWY (M.), Membre do l'institut et du Bureau des Lon¬
gitudes. — Ëphémérides des étoiles de culinination
lunaire et de Longitudes, pour l'année i8g3. In-.4 en
tableaux. 3 fr.
Années 1888 à 1892. Chaque année, ( 3 fr.

LONCHAMPT (A.), Préparateur aux baccalauréats ès Let¬
tres et ès Sciences, et aux Écoles du Gouvernement.

— Recueil de Problèmes tirés des compositions données
à la Sorbonne, de 1853 à 1875-1876, pour les Bacca¬
lauréats ès Sciences, suivis des compositions de Mathé¬
matiques élémentaires, de Physique, de Chimie. 2° édi¬
tion. In-i8jésus, avec figures et planches; 1876-1877.
P° Partie : Arithmétique. — Algèbre. — Trigonomé¬

trie. Questions. 1 fr. »
Solutions. 1 fr. 80 c.

11° Partie : Géométrie. Questions. 1 fr. »
Atlas. 60 c.

Solutions. 2 fr. 80 c.

IIP Partie : Approximations numériques (tukorie et
applications). — Maxima et minima(THÊoiuF. et questions).
— Courbes usuelles, Géométrie descriptive, Cosmo¬
graphie, Mécanique. Théorie et Questions. 1 fr. 00 c.

Solutions. 1 fr. 5o c.

IV* Partie : Physique. — Chimie. (Les Solutions sont
précédées d'un Précis sur la résolution des Problèmes de
Physique, par H. Bertot, ancien Élève de l'École Poly¬
technique.) Questions. 1 fr. »

Solutions. 1 fr. 5o c.

LONGCHAMPS (G. de), Professeur au Lycée Gharle-
magne. — Essai sur la géométrie de la règle et de
l'équerre. ln-8, avec 354 bg-> 1890. C fr.

LOYAU (Achille),, Ingénieur des Arts et Manufactures.
— Album de charpentes en bois, renfermant différents
types de planchers, pans de bois, combles, échafaudages,
ponts provisoires, etc. Grand in-4, contenant 120 plan¬
ches de dessins cotés ; 1873. 23 fr.

LUCAS (Édouard). — Récréations mathématiques. 4 vo¬
lumes petit in-8, caractères elzévirs, titres en deux cou-

, leurs se vendant séparément :
Tome 1. — Les Traversées. — Les Ponts. — Les Labyrin¬

thes. — Les Reines. — Le Solitaire. — La Numération.
— Le Baguenaudier. •*- Le Taquin. 2e édition; 1891.
Prix : Papier hollande, 12 fr. — Vélin, 7 fr. 5o

Tome II. — Qui perd gagne. —: Les Dominos. — Les
Marelles. — Le Parquet. — Le Casse-tête. — Les Jeux
de demoiselles. — Ze Jeu icosien d'Hamilton; i883. Prix :

Papier hollande, 12.fr. — Vélin, 7 fr. 5o„
Tome III. — Le Calcul digitàl. — Machines arithmétiques.

— Le Caméléon. — Les jonctions de pomts. — Le Jeu
militaire. — La prise de la Bastille. — La Patte d'oie.
— Le Fer a cheval. —- Le Jeu américain. — Amusemènts
par les jetons.— L1 Étoile nationale.— Rouge et Noire;
i8g3. Prix : Papier hollande, 9 fr. 5o. — Vélin, 6 fr. 5o,

Tome IV. (Sous presse.)
LUCAS (Edouard). — Théorie des nombres. Ze calcul

des nombres entiers. Ze calcul des nombres rationnels.
La divisibilité arithmétique. Grand in-8, avec 78 ligures ;
1891. i5 fr.

MAGNAC (AVEU de).— Traité de navigation précise
pratique mise ci la hauteur des besoins de la navigation
rapide. 2 volumes grand in-8, se vendant séparément :

Tome 1 : Navigation estimée, avec fig. et pl.; 1891. 5 fr.
Tome II : Navigation de fond. (Sous presse.)

MAHISTRE, Professeur à la Faculté de Lille. — L'art de
tracer les Cadrans solaires, à l'usage des Instituteurs
et des personnes qui savent manier la règle et le com¬
pas. (Approuvé par le Conseil de VInstruction publique.)
4® édit. In-18, avec fig.; 1884. 1 fr. 25 c.

MALEYX (L.), Professeur de Mathématiques élémentaires
au collège Stanislas. — Leçons d'Arithmétique. In-8;
1891. 4 h*.

MALEYX (L.). — Etude géométrique des propriétés
des coniques d'après leur définition. In-8, avec
figures; 1891. 2 fr. 70 c.

MANNHEIM (A.), Colonel d'Artillerie, Professeur à l'É¬
cole Polytechnique. — Cours de Géométrie descrip¬
tive de l'École Polytechnique, comprenant les Élé¬
ments de la Géométrie cinématique. 2" édition. Grand
in-8, avec 266 fig.; 1886. 17 fr.

MANNHEIM (A.). — Premiers éléments de la Géomé¬
trie descriptive, ln-8; 1882. 1 fr. q5 c.

MANSION (^P.), Professeur à l'Université de Gand. —

Résumé du cours d'Analyse infinitésimale de l'Uni¬
versité de Gand. Calcul différentiel et principes du
Calcul intégral. Grand in-8, avec fig.; 1887. 10 fr.

VI AN S ION (P.). — Éléments de la théorie des détermi¬
nants, avec de nombreuxexercices.4°éd. In-8; i883. 3 fr.

MARIE (Léon), Actuaire, Examinateur à l'Ecole des Hautes
Eludes commerciales. — Traité mathématique et pra¬
tique des opérations financières. Grand in-8, avec
figures; 1890. 10 fr.

MARIE (Maximilien), Répétiteur de Mécanique et Exa¬
minateur d'admission a l'École Polytechnique. —
Histoire des Sciences mathématiques et physiques.
Petit in-8, caractères elzévirs, titre en deux couleurs.

Tome I : ir0 Période. De Thaïes à Arjstarque. —
2® Période. D'Aristarque à Hipparque.— 3" Période.
D'lîipparque a Diopliante ; 1883. 6 lr.

Tome II : 4° Période. De Diopliante à Copernic. —
5® Période. De Copernic à Vïete; i883. 6 fr.

Tome III : 6® Période. De Viète à Kepler.— 7e Pé¬
riode. De Kepler à Descartes; 1883. 6 fr.

Tome IV : 8e Période. De Descartes à Cavalieri» —

9" Période. De Cavalieri à Huygens; 1884. 6fr.
Tome V : 10® Période. De Iluygens à Newton. —

11 ® Période. De Newton à Euler; 1884 • 6 fr.
Tome VI : n° Période. De Newton à Euler (suite);

i885. 6 fr.

Tome VII : 110 Période. De Newton à Euler (suite);
1885. 6 fr.

Tome VIII : 11® Période. De Newton p. Euler (suiteet
fin).— 12° Période. D*Euler à Lagrange; 1886. 6 fr.

Tome IX. — 12® Période : D'Euler h Lagrange (fin).
— i3® période : De Lagrange à Laplace; 1886. 6 fr.

Tome X. i3® Période ; De Lagrange à Laplace (fin).
— i4e Période:Ze Laplace à Fotiricr; 1887. 6 fr.

Tome XI. — i5® Période : De FourieràArago; 1887. 6 fr.
Tome XII. — 16" Période : D'Arago à Abel et aux

géomètres contemporains ; 1888. 6 fr.
MARIE (Maximilien). — Réalisation et usage des

formes imaginaires en Géométrie, ln-8, avec nom¬
breuses figures; 189^. 3 fr. 5o c.

MARIE (Maximilien). — Théorie des fonctions des
variables imaginaires. 3 volumes grand in-8, de 280
à 3oo pages; 1874-1875-1876. 20 fr.

Chaque volume se vend séparément. 8 fr.
MARIELLE. — Répertoire de l'École Polytechnique

depuis l'époque de sa création en 1794 jusqu'en 1855
inclusivement. (Voir LEPRIEUR, pour la suite du
Répertoire,) ln-8; i855. 5 fr.
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MASGART (E.), Membre de l'Institut, Professeur au
Collège de France, Directeur du Bureau Central météo¬
rologique. — Traité d'Optique. 3 volumes grand in-8
avec Atlas, se vendant séparément.

Tome 1 : Systèmes optiques. Interférences. Vibrations.
Diffraction. Polarisation. Double réfraction. Avec 199
figures et 2 pl.; 1889. 20 fr.

Tome il et Atlas : Propriété, des cristaux. Polarisa¬
tion rotatoirc. Réflexion vitrée. Réflexion métallique.
Réflexion cristalline. Polarisation chromatique. Grand
in-8 avec ji3 figures et Atlas cartonné contenant 2 plan¬
ches sur cuivre dont une en couleur. (Propriétés des
cristaux. Spectre solaire. Phénomènes de polarisation
chromatique et rotatoire.) 1891. Prix pour les souscrip¬
teurs. 24 fr.

l.e Tome 11 (lexte) est complet. I.'Allas ne sera envoyé qu'xiltê-
ricuremoiit aux souscripteurs, eu raison des soins et du temps
nécessités par la gravure.

Tome III : Polarisation par diffraction. Propagation
de la lumière. Photométric. Réfractions astronomiques.
IJn très fort volume avec 83 figures; i8g3. 20 fr.

MASCART. — Voir Moureaux.

MATHIESEN (le général H.).— Étude sur les courants
et sur la température des eaux de la mer dans l'o¬
céan Atlantique. Grand in-8, avec diagramme et une
Carte; 1892. 5 fr.

MATHIEU (Emile), Professeur à la Faculté des Sciences
de Nancy. — Traité de Physique mathématique com¬
prenant les volumes suivants :
I. — Cours de Physique mathématique. Introduction

à la Physique mathématique. — Méthode d'intégration.
ln-4; 1873. i5 fr.

II. — Théorie de la Capillarité. In-4 ; i883. 10 fr.
1I1-1V. — Théorie du Potentiel et ses applications à

l'Electrostatique et au Magnétisme. I11-4.
p" partie : Théorie du Potentiel; 1885. 9 fr.
il® partie : Électrostatique et Magnétisme ; 1886. 12 fr.
V. — Théorie de l'Électrodynamique. ln-4 > avec figures;

1888. i5 fr.

V1 -V11. — Théorie de l'Elasticité des corps solides.
1™ partie : Considérations générales sur l'élasticité.

— Emploi des coordonnées curvilignes. — Problèmes
relatifs à Véquilibre d'élasticité. — Plaques vibrantes.
ln-4; 1890. 11 fr.

iie partie : Mouvements vibratoires des corps solides.
— Équilibre d'élasticité des lames courbes et du prisme

rectangle. In-4; '890. g fr.
MATHIEU (Ëmile). — Dynamique analytique. ln'-4;

1878. i5 lr.

MAXWELL ( James Glerk), Professeur de Physique expé¬
rimentale à l'Université de Cambridge. — Traité de
l'Electricité et du Magnétisme. Traduit de l'anglais
sur la 2® édition, par Seligmann-Liu, Ingénieur des Té¬
légraphes, avec Notes et Eclaircissements, par Corxu,
Membre de l'Institut, et potier, Professeur à l'Ecole Po¬
lytechnique, et suivi d'un Appendice sur la théorie des
Quaternions, par E. Sarrau, Membre de l'Institut, Pro¬
fesseur à l'École Polytechnique. Deux forts volumes grand
in-8, avec 122 figures et 20 planches; 1885-1889. 3o ^r*

Chaque volume i5 fr.
MÉRAY (Ch.), Professeur à la Faculté des Sciences de

Dijon. — Sur la discussion et la classification des
surfaces du deuxième degré. In-8; i8g3. i fr. 25

MICHAUT, Commis principal à la Direction technique des
Télégraphes de Paris, et GILLET, Commis principal au
poste central des Télégraphes de Paris. — Leçons élé¬
mentaires de Télégraphie électrique. Système Morse.
Manipulation. Notions de Physique et de Chimie. Piles.
Appareils et accessoires. Installation des postes. In-18
jésus, avec81 figures; i885. 3 fr. 75 c.

MINISTERES DE LA MARINE ET DE L'INSTRUCTION
PUBLIQUE. — Mission scientifique du Cap Horn.
(1882-1883.). Tomes 1 à VII. (Le Tome VI comprend
trois parties.) Voir le Catalogue général.

MIQUEL (D® P.), Docteur ès Scieneeset en Médecine, Chef
du service micrographique à l'Observât, municipal de
Montsouris. — Manuel pratique d'analyse bactériolo¬
gique des eaux. In-18 jésus, avec figures; i8gi. 2 fr. 75

MIQUEL (Dr P.). — Les Organismes vivants de l'atmo¬
sphère. Étude sur les semences aériennes des moisis¬
sures et des bactéries, sur les procédés usités pour
récolter, compter et cultiver ces deux classes de mi¬
crobes et sur l'application de ces recherches à l'hygiène
générale des villes et des asiles hospitaliers. Gr. in-8,
avec 86 fig. et 2 pl. en taille-douce ; i883. 9 fr. 5o c.

Quelques exemplaires pour bibliophiles ont été tirés
sur papier vélin, format in-!\. 20 fr.

MOUCHOT (A.), Ancien Professeur de l'Université, Lau¬
réat de l'Académie des Sciences. — Les nouvelles bases
de la Géométrie supérieure.(Géométrie de position.)
In-8, avec 90 figures; 1892. 5 fr.

MOUREAUX ( Th.), Météorologiste adjoint au Bureau con¬
trai, chargé du service magnétique à l'observatoire du
Pare de Saint-Maur. — Détermination des éléments
magnétiques en France. Ouvrage accompagné de
nouvelles Cartes magnétiques dressées pour le i°r jan¬
vier i885. Grand in-4, avec %• et 4 P'-i 1886. ro fr.

MOUREAUX (Th.). — Détermination des éléments ma¬
gnétiques dans le bassin occidental de la Méditer¬
ranée. Ouvrage accompagné de nouvelles Cartes magné¬
tiques, dressées pour le 1" janvier 1888. In-4, avec %•
et 3 planches; 1889. 8 fr.

MOUREAUX (Th.).—La Météorologie appliquée à la pré¬
vision du temps. Leçon faite à l'École supérieure de
Télégraphie par E. Mascart, recueillie par Th. Mou¬
reaux. in-18 avec 16 planches en couleur; 1881. 2 fr.

MOUTIER (J.), Examinateur de l'École Polytechnique.
— La Thermodynamique et ses principales applica¬
tions. Petit in-8, avec 96 figures; i885. 12 fr.

OBSERVATOIRE DE PARIS. Voir Recueils.

OCAGNE ( Maurice d'), Ingénieur des Ponts et Chaussées.
Nomographie. — Les calculs usuels effectués au
moyen des abaques. Essai d'une théorie générale.
Règlespratiques. Exemples d'application. In-8, avec nom¬
breuses figures et 8 planches; 1891 (Ouvrage couronné
par l'Académie des Sciences et honoré d'une souscription
du Ministère des Travaux publics). 3 fr. 5o c.

OCAGNE (Maurice d'). — Coordonnées parallèles et
axiales. Méthode de transformation géométrique et pro¬
cédé nouveau de calcul graphique, déduits de la consi¬
dération des coordonnées parallèles. In-8, avec figures et
i planche; ■ 885. 3 fr.

PADË, Professeur agrégé de l'Université. — Premières
Leçons d'Algèbre élémentaire. Nombres positifs et né¬
gatifs. Opérations sur les polynômes. Avec une Préface
de M. Jules Tamxery, S.-Direct, des Études scientifiques
à l'École Normale supérieure. In-8; 1892. 2 fr. 5o c.

PARIS (Vice-Amiral), Membre de l'Institut et du Bureau
des Longitudes, Conservateur du Musée de Marine. —
Souvenirs de Marine. — Collections de plans ou
dessins de navires et de bateaux anciens et mo¬

dernes, existants OU disparus, avec les éléments néces-
■ saires à leur construction. Cinq beaux albums réliés, de,
60 pl. in-folio chacun, se vendant séparément. 25 fr.

PASTEUR (L.). — Études sur la maladie des Vers à
SOie ; moyen pratique assuré de la combattre et d'en
prévenir le retour. Deux beaux volumes grand in-8,
avec figures et 38 planches j 1870. 30 fr.
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PASTEUR (L.). — Études sur la Bière ; ses maladies,
causes qui les provoquent, procédé pour la rendre inal¬
térable, avec une Théorie nouvelle de la fermentation.
Grand in-8, avec 85 fig. et 12 pl.; 1876. 20 fr,

PEREIRE (Eugène). — Tables de l'intérêt composé,
des annuités et des rentes viagères. 3e édit., aug¬
mentée de 8 Tableaux graphiques. In-4 ; 1882. 10 fr.

PETERSEN ( Julius), Professeur à l'Université de Copen¬
hague. — Méthodes et théories pour la résolution
des problèmes de constructions géométriques avec
application à plus de 4oo problèmes. Traduit par O. Che¬
min, Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, Profes¬
seur à l'École des Ponts et Chaussées. 2° édition. Petit

in-8j avec figures; 1892. 4 fr.
PICARD (Émile), Membre de l'Institut, Professeur à la

Faculté des Sciences. — Traité d'Analyse (Cours de la
Faculté des Sciences). 4 vol. grand in-8,se vendant sépa-
parément.
Tome I : Intégrales simples et multiples. — Véquation

de Laplace et ses applications.—Développements en séries.
— Applications géométriques du Calcul infinitésimal, avec
figures; 1891. i5 fr.

Tome II : Fonctions harmoniques et fonctions analy¬
tiques. — Introduction à la théorie des équations dif¬
férentielles. Intégrales abélicnnes et surfaces de Riemann}
avec figures; 1893. i5 fr.

Tome III : Equations différentielles ordinaires.
(En préparation.)

Tome IV : Equations aux dérivées partielles.
(En préparation.)

PIONCHON (J.), Professeur de la Faculté des Sciences
de Bordeaux. — Théorie des mesures. Introduction
à l'étude des systèmes de mesures usités en Phy¬
sique. Grand in—8 de 256 pages; 1891. 3 fr. 5o c.

POINCARÉ (H.), Membre de l'Institut, Professeur à la
Faculté des Sciences. — Les Méthodes nouvelles de
la Mécanique céleste. 2 vol. grand in-8, se vendant
séparément.
Tome I : Solutions périodiques. — JYon-existence des in¬

tégrales uniformes. — Solutions asymptotiques. Avec figu¬
res; 1892. 12 fr.

Tome II : Méthodes de MM. Ncwcomb, Gyldén, Lind-
stedt et Bohlin; i8g3. Prix pour les souscripteurs. 12 fr.

Les deux premiers fascicules (314 pages) ont paru.

POLIS (Alfred), Docteur en Philosophie, Professeur à
l'École spéciale de Chimie, à Aix-la-Chapelle. — Pré¬
cis de Chimie théorique, à l'usage des étudiants. Tra¬
duit de l'allemand par Ad. Lacrenier. Petit in-8, avec
1 planche; 1888. 2 fr<

POLLARD (J.) et DUDEBOUT (A.), Ingénieurs de la
Marine, Professeurs à l'École du génie maritime. —
Architecture navale. Théorie du navire. Quatre beaux
volumes grand in-8, avec fig. et pl., se vendant séparé¬
ment ( Ouvrage couronné par VAcadémie des Sciences et
honoré d'une souscription du Ministère de la Marine et
des Colonies).
Tome I : Calcul des éléments géométriques des carènes

droites et inclinées. — Géométrie du navire; avec 191 figures
et 2 planches; 1890. i3 fr.

Tome II : Statique du navire. —Dynamique du navire:
roulis en milieu calme, résistant ou non résistant, avec 229
figures; 1891. , i3 fr.

Tome III : Dynamique du navire : mouvement de roulis
sur houle, mouvement rectiligne horizontal direct. (Résis¬
tance des carènes), avec i63 figures; 1892. i5 fr.

Tome IV : Dynamique du navire dans le mouvement cur¬
viligne horizontal.— Propulsionw — Vibrations des coques
des navires à hélice. (Sous presse.)

L'Ouvrage de MM. PoIIard et Dudebout est le plus considérable qui
ait été écrit, soit en France, soit à l'étranger, sur l'Architecture navale.
Il peut être regardé comme une véritable Encyclopédie exposant, avec
tous les développements possibles, les questions théoriques et pratiques
qui lient la Géométrie et la Mécanique à l'Art naval.

Par leurs fonctions spéciales de professeurs à l'Ecole d'application du
Génie maritime, les Auteurs étaient tout particulièrement préparés pour
mener à bonne fin un travail aussi étendu, qui a sa place marquée dans
la Bibliothèque de l'Ingénieur de la Marine et du constructeur.

PONCELET, Membre de l'Institut. — Applications d'A¬
nalyse et de Géométrie qui ont servi de principal
fondement au Traité des Propriétés projectives des
figures, suivies d'Additions par Mannheim et Moutard,
anciens Élèves de l'École Polytechnique. 2 vol. in-8,
avec figures; i86/|. 20 fr.

Chaque volume se vend séparément. 10 fr.
PONCELET. — Traité des Propriétés projectives des

figures. Ouvrage utile à ceux qui s'occupent des appli¬
cations delà Géométrie descriptive et d'opérations géo¬
métriques sur le terrain. 2eédition; i865-i866. 2 beaux
volumes in-/;, avec S planches. 4° fr-

Le second volume se vend séparément. 20 fr.
PONCELET. — Introduction à la Mécanique indus¬

trielle, physique ou expérimentale. 3° édit.,-publiée
par Kretz, ingénieur en chef,inspecteur des manufactures
de l'État, ln-8 de 757 p., avec 3 pl. ; 1870. 12 fr.

PONCELET. — Cours de Mécanique appliquée aux Ma¬
chines, publié par Kretz. 2 volumes in-8.

lre Partie ï Machines en mouvement, Régulateurs et
transmissions, Résistances passives, avec 117 figures et
2 planches; 1874. 12 fr.

IIe Partie: Mouvement desfluides, Moteurs, Ponts-Levis,
avec 111 figures; 1876. 12 fr.

PONTHIÈRE (H.), Professeur de métallurgie et d'Élec¬
tricité industrielle à l'Université de Louvain. — Traité
d'électrométallurgie. Théorie de l'èlectrolyse. Galva¬
noplastie. Procédés Minore. Pression. Traitement des
minerais. Raffinage. Soudure. Triage. 2° édition. Grand
in-8, avec figures et 1 planche; 1891. 10 fr.

PUISSANT. — Traité de Géodésie, ou Exposition des
Méthodes trigonométriques et astronomiques, applicables
soit à la mesure de la Terre, soit à la confection du
canevas des cartes et des plans topographiques. 3e édit.
2 vol. in-4, avec i3 pl.; 1842. {Rare.) 80 fr.

RADAU (R.). — Étude sur les formules d'interpola¬
tion. Grand in-8; 1891. 2, fr. 5o c.

RADAU (R.). — Essai sur les réfractions astrono¬
miques. In-4; 1889. 4 fr.

RÉMOND (A.), Ancien Élève de l'École Polytechnique,
Licencié ès Sciences, Professeur de Mathématiques à
l'Ecole préparatoire de Sainte-Barbe. — Exercices
élémentaires de Géométrie analytique à deux et à
trois dimensions, avec un Exposé des méthodes de ré¬
solution, suivis des Enoncés des problèmes donnés pour
les compositions d'admission aux Ecoles Polytechnique,
Hormale et Centrale, au Concours général et ci l'agré¬
gation. 1 vol. in-8, avec fig. se vendant séparément :

lre Partie : Géométrie à deux dimensions. 20 édition;
1891. 7 fr.

II" Partie : Géométrie à trois dimensions. Problèmes
généraux. Enoncés; 1891. 7 fr.

RÉPERTOIRE BIBLIOGRAPHIQUE des Sciences Ma¬
thématiques (Index du), publié par la Commission
permanente du Répertoire. Grand in-8 ; 1893. 2 fr.

RESAL (H.), Membre de l'Institut, Professeur à l'École
Polytechnique et à l'Ecole supérieure des Mines. —
Traité de Mécanique générale, comprenant les Le¬
çons professées à l'Ecole Polytechnique et à l'Ecole des
Mines. 7 vol. in-8,avec 1408 fig. levées et dessinées d'a¬
près les meilleurs types, se vendant séparément :

Mécanique rationnelle.

Tome l : Cinématique. — Théorèmes généraux de la
Mécanique. — De l'équilibre et du mouvement des corps
solides. In-8, avec 66 ligures; 1873. 9 fr. 5o c.
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Tome II : Frottement.—Équilibre intérieur des corps.

— Théorie mathématique de la poussée des terres. —

Équilibre et mouvements vibratoires des corps isotropes.
— Hydrostatique. — Hydrodynamique. — Hydraulique.
— Thermodynamique, suivie de la Théorie des armes ci
feu. In-8, avec 56 figures; 1874. 9 fr. 5o c.

Mécanique appliquée (moteurs et machines).
Tome III : Des machines considérées au point de vue

des transformations de mouvement et de la transforma¬
tion du travail des forces. — Application de la Mécanique
à THorlogerie, ln-8, avec 213 fig.; 1875. 11 fr.

Tome IV : Moteurs animés. — De l'eau et du vent con¬

sidérés comme moteurs. — Machines hydrauliques et
élévatoires. — Machines à vapeur, à air chaud et a
gaz. In-8, avec 200 figures; 1876. 15 fr.

Construction.
Tome V : Résistance des matériaux. — Constructions

en bois. — Maçonneries. — Fondations. — Murs dt
soutènement. —'Réservoirs. In-8, avec 3o8 figures; 1880.

12 fr. 5o c.

Tome VI : Voûtes droites et biaises, en dâme, etc. —

Ponts en bois. — Planchers et combles en fer. — Ponts
suspendus. — Ponts-levis. — Cheminées. — Fondations
de machines industrielles. — Amélioration des cours

d'eau. — Substruction des chemins de fer.— Navigation
intérieure. — Ports de mer. In-8, avec 519 fig. et 5 pl.
chromolithographiques: 1881. i5 fr.

Développements et Exercices.

Tome VII : Développements sur la Mécanique ration¬
nelle et la Cinématique pure, comprenant de nombreux
exercices. In-8, avec 4$ figures; 1889. 12 fr.

RESAL (H.). — Traité élémentaire de Mécanique cé¬
leste. 2e édition. Un heau volume in-4 ; 1884. 25 fr.

RESAL (H.). — Traité de Physique mathématique.
Deuxième édition, augmentée et entièrement refondue.
Deux beaux volumes in-4 avec 43 figures. 27 fr.

On vend séparément :
Tome I : Capillarité. Elasticité. Lumière ; 1887. i5fr.
Tome II : Chaleur. Thermodynamique. Électrostatique.

Courants électriques. Electrodynamique. Magnétisme sta¬
tique. Mouvements des aimants et des courants ; 1888. 12 fr.

RESAL ( H.). — Exposition de la Théorie des surfaces.
ln-8, avec figures; 1891. 4 5o

RODET (J.) et BUSQUET, Ingénieurs des Arts et Manu¬
factures. -- Les Courants polyphasés. Grand in-8,
avec 71 figures; 1893.

ROUCHÉ (Eugène), Professeur au Conservatoire des Arts
et Métiers, Examinateur de sortie à l'Ecole Polytech¬
nique, etc., et C0MBER0USSE( Charles de), Professeur
au Conservatoire des Arts et Métiers, etc. — Traité
de Géométrie, conforme aux Programmes officiels, ren¬
fermant un très grand nombre d'Exercices et plusieurs
Appendices consacrés à l'exposition des Principales mé¬
thodes de la Géométrie moderne. 6e édition, revue et
notablement augmentée, ln-8 de lvi-iii6 pages, avec
707 figures, et ir54 questions proposées; 1891. 17 fr.

Prix de chaque Partie :
Ir® Partie. — Géométrie plane . 7 fr. 5o c.
II® Partie. — Géométrie de l'espace ; Cour¬

bes et Surfaces usuelles. 9 fr. 5o c.

ROUCHÉ (Eugène) et COMBEROUSSE (Charles de). -
Eléments de Géométrie, conformes au* derniers pro¬
grammes officiels, suivis d'un Complément à l'usage des
Élèves de Mathématiques élémentaires et de Mathé¬
matiques spéciales, et de Notions sur le Lever des plans,
l'Arpentage et le Nivellement. l\" édit., revue et aug¬
mentée. In-8 de xl-6o4 pages, avec 482 figures et 543 ques¬
tions proposées et exercices; 1888. 6fr.
Ces nouveaux Éléments de Géométrie (qu'il ne faut pas

confondre avec le Traité de Géométrie des mêmes au¬

teurs) sont entièrement conformes aux derniers pro¬

grammes officiels. Us renferment toutes les parties de la
Géométrie enseignées successivement dans les établisse¬
ments d'instruction publique, depuis la classe de troisième
jusqu'à celle de Mathématiques spéciales inclusivement, et
sont destinés aux élèves appelés à suivre ces différents
Cours.

SAINTE-CLAIRE DEVILLE (Henri). — Sa vie et ses
travaux, par Jules Gay, Docteur ès sciences, ancien
Elève de l'École Normale, Professeur au Lycée Louis-
le-Grand. Petit in-8, avecun portrait hors texte de Henri
et Charles Sainte-Claire Deville; 1889. 2 fr.-5o c.

SAINT-GERMAIN (de), Doyen de la Faculté des Sciences
de Caen. — Recueil d'Exercices sur la Mécanique
rationnelle, à l'usage des candidats à la Licence et à
l'Agrégation des Sciences mathématiques. 2" édition,
entièrement refondue, ln-8, avec fig.; 1889. 9fr. 5o c.

SAINT-GERMAIN (de). — Résumé de la Théorie du
mouvement d'un solide autour d'un point fixe, à l'u¬
sage des candidats à la licence, ln-8; 1887. 1 fr. 5o c.

SALMON ( G.), Professeur au Collège de la Trinité, à Du¬
blin. — Traité de Géométrie analytique à deux di¬
mensions (Sections coniques); traduit de l'anglais
par H. Resal et Faucheret. 2" édition française, pu¬
bliée d'après la 6" édition anglaise, par Faucheret,
Colonel d'Artillerie, Professeur à l'École supérieure de
Guerre. In-8, avec 124 figures ; 1884. 12 fr.

SALMON (G.). — Traité de Géométrie analytique
(Courbes planes), destiné à faire suite au Traité des
Sections coniques. Traduit de l'anglais, sur la 3" édi¬
tion, par O. Chemin, Ingénieur des Ponts et Chaussées,
Professeur à l'Ecole nationale des P. et Ch., et augmenté
d'une Étude sur les points singuliers des courbes algébri¬
ques planes, par G. Halphen. In-8, avec fig.; 1884. 12 fr.

SALMON (G.). —Traité de Géométrie analytique à
trois dimensions. Traduit de l'anglais, sur la qua¬
trième édition, par O. Chemin.

I" Partie : Lignes et surfaces du 1" et du 2° ordre.
In-8, avec figures; 1882. 7 fr.

II" Partie : Théorie des surfaces. Courbes gauches et
surfaces développables. Famille de surfaces. In-8, avec
figures; 1891. 6 fr.

III" Partie : Surfaces dérivées des quadriques. Sur¬
faces du troisième et du quatrième degré. Théorie gé¬
nérale des surfaces. In-8, avec figures ; 1892. 4 5o c.

SALMON (G.). — Traité d'Algèbre supérieure. 2" édi¬
tion française, publiée d'après la 4° édition anglaise, par
O. Chemin. In-8; 1890. 10 fr.

SANGUET (J.-L.), Ingénieur-Géomètre, Président de la
Société de Topographie parcellaire de France. — Tables
trigonométriques centésimales, précédées des Loga¬
rithmes des nombres de 1 à 10000, suivies d'un grand
nombre de Tables relatives à la transformation des co¬
ordonnées topographiques en coordonnées géographiques
et vice versa; aux nivellements trigonométriques et baro¬
métriques ; au calcul de l'azimut du Soleil et de l'étoile
polaire, du temps et de la latitude; au tracé des courbes
avec le tachéomètre ; etc., etc. A l'usage des topographes,
des géomètres du cadastre et des agents des Ponts et
Chaussées et des Mines. Petit in-8; 1889.

Broché 7 fr. | Cartonnéà l'anglaise. 8fr.
SARRAU (Émile), Membre de l'Institut, Professeur à

l'Ecole Polytechnique. — Notions sur la Théorie des
quaternions. Grand in-8; 1889. 1 f'r. 75 c.

SARRAU (Emile ). — Notions sur la Théorie de l'Élasti¬
cité. In-8; 1889. 1 fr. 5o c.

SARRAU (Émile). — Introduction à la théorie des ex¬
plosifs. Grand in-8; i8g3. 2 fr. -]b c.

SARRAU et VIEILLE. — Étude sur l'emploi des mano¬
mètres à écrasement pour la mesure des pressions
développées par les substances explosibles. Grand in-8;
i883. 2 fr.
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SAUVAGE (P.), Professeur au Lycée de Montpellier. —

Les lieux géométriques en Géométrie élémentaire.
In-8, avec 47 ligures; 1893. 3 fr.

SGHŒNFLIES (Dr Arthur), Professeur à l'Université de
Gôttingen. — La Géométrie du mouvement. Exposé
synthétique. Traduit de l'allemand par Ch. Speckel,
Lieutenant du Génie. Édition revue et augmentée par
l'Auteur, suivie d'un Appendice sur les complexes et les.
congruences de droites; par G. Fodret. In-8, avecfîg.; 1893.

SCHRON (L.). — Tables de Logarithmes à sept déci¬
males pour les nombres depuis 1 jusqu'à 108 000, el
pour les fonctions trigonométriques de 10 en 10 secondes;
et Table d'Interpolation pour le calcul des parties
pToportionnelles ; précédées d'une Introduction par
J. Houcl. 2 beaux volumes grand in-8 jésus. Paris; i8g3,

prix :

Broché. Cartonné.

Tables de Logarithmes 8 fr. 9 fr. y5 c.
Table d'interpolation 2 3 25
Tables de Logarithmes et Table

d'interpolation réunies en un
seul volume 10 11 fr. 75

SEGGHI (le P. A.), Directeur de l'Observatoire du Col¬
lège Romain, Correspondant de l'Institut de France.
Le Soleil. 2® édition. Deux beaux volumes grand in-8,
avec Atlas; 1875-1877.

Broché. 3o fr. | Relié. 4° ^r*
On 'vend séparément :

Ire Partie. Un volume grand in-8, avec i5o figures
et un Atlas comprenant 6 grandes planches gravées sur
acier (I. Spectre ordinaire du Soleil et Spectre d'absorp¬
tion atmosphérique. — 11. Spectre de diffraction, d'après
la photographie de Henry Draper. — 111, IV, V et VI.
Spectre normal du Soleil, d'après Angstrom, et Spectre
normal du Soleil, portion ultra-violette, par A. Cornu) ;
1875. 18 fr.

II® Partie. Un beau volume grand in-8, avec 280 fi¬
gures et i3 planches, dont 12 en couleur (I à VIII.
Protubérances solaires.— IX. Type de tache du Soleil.
— X et XI. Nébuleuses, etc. — XII el XIII. Spectres
stellaires) ; 1877. 18 fr.

SERRES (E.), lieutenant de vaisseau. — Tables con¬
densées pour le calcul rapide du point observé.
Grand in-4 ; 1891.
Broché.. 2 fr. 75 c. | Cartonné.. 3 fr. 5o c.

SERRET (J.-A.), Membre de l'Institut. — Traité d'A¬
rithmétique, à l'usage des candidats au Baccalauréat ès
Sciences et aux Écoles spéciales. 7e édition, revue el
mise en harmonie avec les derniers Programmes offi¬
ciels par J.-A. Serret et par Ch. de Comberousse, Pro
fesseur de Cinématique à l'École Centrale et de Mathé¬
matiques spéciales au Collège Chaptal. In-8; 1887.
{Autorisé par décision ministérielle.)

Broché.. 4 fr- 5° c. | Cartonné. 5 fr. 25 c.

SERRET (J.-A.).—Traité de Trigonométrie. 7® édition,
revue et augmentée. In-8, avec figures ; 1888. {Autorisé
par décision ministérielle.) 4 fp*

SERRET (J.-A.). — Cours d'Algèbre supérieure. 5e édi¬
tion. 2 forts volumes in-8, avec figures; i885. a5 fr.

SERRET (J.-A.). — Cours de Calcul différentiel et inté¬
gral. 3e édit. 1 forts vol. in-8,avec fig.; 1886. 24 fr.

SERRET (Paul). — Théorie nouvelle géométrique et
mécanique des lignes à double courbure. In-8, avec
67 figures; 1860. 8 fr.

SERVICE GÉOGRAPHIQUE DE L'ARMÉE. - Tables
des Logarithmes à huit décimales, des nombres en¬
tiers de 1 à 120000 et des sinus et tangentes de dix

secondes en dix secondes d'arc dans le système de la
division centésimale du quadrant, publiées par ordre
du Ministre de la Guerre. Grand in-4 de 636 pages;
1891. 4° *r'

Un spécimen des Tables est envoyé sur demande.
SERVICE GÉOGRAPHIQUE DE L'ARMÉE. - Nouvelles

Tables de Logarithmes à cinq décimales, pour les.
lignes trigonométriques dans les deux systèmes de la
division centésimale et de la division sexagésimale du
quadrant et pour les nombres de 1 à 12000, suivies des
mêmes Tables à quatre décimales et de diverses Tables
et formules usuelles. In-8 jésus; 1889. Broché 4 fr-

Cartonné 4*r*5oc.
SOCIÉTÉ FRANÇAISE DE PHYSIQUE. — Collection de

Mémoires sur la Physique, publiés par la Société
française de Physique.

Tome I : Mémoires de Coulomb ( publiés par les
soins de A. Potier). Un beau volume grand in-8, avec
figures et planches; 1884. 12 fr.

Tome II : Mémoires sur VElectrodynamique. Ire Partie
(publiés par les soins de J. Joubert). Grand in-8,
avec figures et planches; 1885. 12 fr.

Tome III : Mémoires surl'Flectrodynamiquc. II0Partie
(publiés par les soins de J. Joubert). Grand in-8,
avec figures; 1887. 12 fr.

Tome IV : Mémoires sur le pendule, précédés d'une
Bibliographie (publiés par les soins de C. TPolf). Ce
volume contient des Mémoires de La Condamine, Borda
et Cassini, de Prony, Henry Kater, F.-W. Bessel. Gr.
in-8, avec figures et 7 planches; 1889. 12 fr.

Tome V : Mémoires sur le pendule (publiés par les
soins de C. Wolf). Ce volume contient des Mémoires
de F,—W. Bessel, Sabine, Baily, Stokes. Grand in-8,
avec figures et 1 planche; 1891. 12 fr.

S0NGAYL0 (E.), Examinateur d'admission à l'École cen¬
trale des Arts et Manufactures, Chef de travaux graphi¬
ques et Répétiteur à la même École, Professeur au
collège Chaptal et à l'École Monge. — Traité de Géo¬
métrie descriptive. Un volume in-4 de vi-44° Pa8es>
et un Atlas, même format, de 72 planches; 1882. 35 fr.

S0RET (Ch.), Professeur à l'Université de Genève. —
Eléments de Cristallographie physique. In-8, avec
538 figures et 1 planche; i8g3. i5 fr.

SOUCHON (Abel), Membre adjoint du Bureau des Lon¬
gitudes, attaché à la rédaction de la Connaissance des
Temps. — Traité d'Astronomie pratique, comprenant
l'exposition du calcul des éphémérides astronomiques
et nautiques, d'après les méthodes en usage dans la com¬
position de la Connaissance des Temps et du Nautical
Almanac, avec une Introduction historique et de nom¬
breuses Notes. Grand in-8, avec figures; i883. i5 fr.

STOFFAES (l'abbé), Professeur à la Faculté catholique
des Sciences de Lille. — Cours de Mathématiques
supérieures à l'usage des candidats à la Licence ès
Se. physiques. In-8, avec figures; 1891. 8 fr. 5oe.

STURM, Membre de l'Institut. — Cours d'Analyse de
l'École Polytechnique, revu et corrigé par Prouhec,
Répétiteur à l'Ecole Polytechnique, et augmenté de la
Théorie élémentaire des Fonctions elliptiques, par H.
Laurent. 9e édition, mise au courant des nouveaux pro¬
grammes de la Licence, par A. de Saint-Germain, Profes¬
seur à la Fac. des Se. de Caen. 2 vol. in-8, avec fig.; 1888.

Broché i5 fr. | Cartonné. 16 fr. 5o c.

STURM.— Cours de Mécanique de l'École Polytechnique,
publié, d'après le vœu de l'Auteur, par E. Prouhet.
5e édition, revue et annotée par de Saint-Germain.
2 volumes in-8, avec 189 figures; 1883. 14 fr.

SWARTS (Th.). — Notions élémentaires d'Analyse
chimique qualitative. 3e édition, revue et augmentée.

1 ln-8, avec figures; 1887. 2 fr.
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TABLES MÉTÉOROLOGIQUES INTERNATIONALES,
publiées conformément à une décision du Congrès tenu
à Rome en 1889. Grand in-4, .avec texte en français, an¬
glais et allemand; 1890. 35 fr.

TAIT (P.-G.)> Professeur de Sciences physiques à l'Uni¬
versité d'Edimbourg. — Traité élémentaire des Qua-
ternions. Traduit sur la 2e édition anglaise, avec Addi¬
tions de VAuteur et Notes du Traducteur, par G. Plarr,
Docteur ès Sciences mathématiques. Deux beaux volumes
grand in-8, avec figures, se vendant séparément :
lre Partie: Théorie. Applications géométriques; 1882.

7 fr. 5o c.
Il® Partie : Géométrie des courbes et des surfaces. Ciné¬

matique. Applications a la Physique ; 1884. 7 fr. 5oc.
TAIT (P.-G.).— Conférences sur quelques-uns des

progrés récents de la Physique. Traduit de l'anglais
sur Ja 3° édition, par Krouchkoll, licencié ès sciences
phys. et math. Grand in-8, avec fig.; 1887. 7 fr. 5o c.

TANNERY (Jules), Sous-Directeur des Études scienti¬
fiques à l'École Normale supérieure et MOLK (Jules),
Professeur à la Faculté des Sciences de Nancy. — Élé¬
ments de la théorie des Fonctions elliptiques. 4 vo¬
lumes grand in-8 se vendant séparément.

Tome I. — Introduction. — Calcul différentiel (Ire Par¬
tie) ; 1893. 7 fr. 5o c

Tome II. — Calcul différentiel(II® Partie). {Souspr.)
Tome III. — Calcul intégral.
Tome IV. — Applications.

TANNERY (Paul). — Recherches sur l'Histoire de l'As¬
tronomie ancienne. Grand in-8, avec fig.; i8g3. 6 fr.

— La Géométrie grecque. Comment son histoire nous est
parvenue et ce que nous en savons. Grand in-8 avec fig. ;
1887. 4 fr- 5o c.

— La Correspondance de Descartes dans les inédits
du Fonds Libri étudiée pour l'histoire des Mathé-

* matiques. Grand in-8; i8g3. 2 fr.
THIRY (Clément), Professeur de Mathématiques. — Ap¬

plications remarquables du théorème de Stewart et
théorie du barycentre. Gr. in-8, avec fig.; 1891. 2 fr.

THOMAN (Fédor). — Théorie des intérêts composés
et des annuités, suivie de Tables logarithmiques. Ou¬
vrage traduit de l'anglais par l'Abbé Bouchard, et
précédé d'une préface de J. Bertrand, Secrétaire perpé¬
tuel del'Ac. des Se. (Édit. française renfermantplusieurs
Tables inédites de F. Thoman.) Gr. in-8; 1878. 10 fr.

THOMSON (Sir William) [Lord Kelvin], L.L.D., F.R.S.,
F.R.S.E., etc., Professeur de Philosophie naturelle à l'U¬
niversité de Glascow, et Membre du Collège Saint-Pierre,
à Cambridge. —- Conférences scientifiques et allocu¬
tions, Constitution de la matière. Traduites et annotées
sur la 2e édition, par M. P. Lugoi., Agrégé des Sciences
physiques, professeur; avec des Extraits de Mémoires
récents de Sir W. Thomson et quelques Notes par M.Bril-
loitn, maître de Conférences à l'Ecole Normale. In-8,
avec 76 figures; 1893. 7 fr. 5o c.

TISSERAND (F.), Membre'de l'Institut et du Bureau des
Longitudes,'Professeur d'Astronomie mathématique à la
Sorbonne. — Traité de Mécanique céleste. 3 beaux
volumes in-4, se vendant séparément :

Tome I : Perturbations des planètes d'après la mé¬
thode de la 'variation des constantes arbitraires, avec
ligures; 1889. 25 fr.

Tome II : Théorie de la figure des corps célestes et de
leur mouvement de rotation, avec figures; 1891. 28 fr.

Tome III : Perturbations des planètes d'après la mé¬
thode de Hansen. ( Sous presse.)

TISSERAND (F.). — Recueil complémentaire d'Exer¬
cices sur le Calcul infinitésimal, à l'usage des candi¬
dats à la Licence et à l'Agrégation des Se. inath.(Cet Ou¬
vrage forme une suite naturelle à l'excellent Becueil
d'Exercices deFRENET.) In-8, avec fig.; 1877. 7 fr. 5o c.

In-4®; F.

TISSOT (A.), Examinateur d'admission à l'École Poly¬
technique.— Mémoire sur la représentation des sur¬
faces et les projections des Cartes géographiques,
suivi d'un Complément et de Tableaux numériques rela¬
tifs à la déformation produite parles divers systèmes de
projection. In-8; 1881. 9 fr.

TRIJTAT (E.), Conservateur du Musée d'Histoire natu¬
relle de Toulouse. — Traité élémentaire du micro¬
scope. Petit in-8, avec 171 fig.; 1882.

Broché. 8 fr. | Cartonné. 9 fr.
TYNDALL (John). — La Chaleur, considérée comme

un mode de mouvement. 2® édition française, traduite sur
la 4e édition anglaise, par l'Abbé Moigno. Un fort volume
in-18 jésus, avec figures; 1887. 8 fr.

TYNDALL (John). —Leçons sur l'Électricité, professées
en 1870-1876 à l'Institution royale; Ouvrage traduit de
l'anglais par Francisque Michel. In-18, avec 58 figures.
2® édition ; i885. 2 fr. 75 c.

TZAUT (S.) et MORF, Professeurs à l'Ecole industrielle
cantonale à Lausanne. — Exercices et problèmes d'Al¬
gèbre (Première série)', Recueil gradué renfermant
plus de 388o exercices sur l'Algèbre élémentaire jus¬
qu'aux équations du premier degré inclusivement.
2° édition. In-12; 1892. 3 fr.

— Réponses aux Exercices et problèmes de la Première
série. In-12. 2 fr.

TZAUT (S.). — Exercices et problèmes d'Algèbre
(Deuxième série)', Recueil gradué renfermant plus
de 6200 exercices sur l'Algèbre élémentaire, depuis les
équations du premier degré exclusivement jusqu'au
binôme de Newton et aux déterminants exclusivement.
In-12; 1881. 3 fr. 5o c.

— Réponses aux Exercices et problèmes de la Deuxième
série. 3 fr. 75 c.

VALLÈS (F.), Inspecteur général des Ponts et Chaussées.
— Des formes imaginaires en Algèbre.

lre Partie : Leur interprétation en abstrait et en concret.
In-8; 1869. 5 fr*

IIe Partie : Intervention de ces formes dans les équations
des cinq premiers degrés. Grand in-8, lithographié ;
1873. 6 fr.

IIIe Partie : Représentation à l'aide de ces formes des
directions dans l'espace. In-8; 1876. 5 fr.

VANDERYST (Hyac.), Ingénieur agricole, Agronome de
l'Etat, et SMETS (G.), Docteur ès Se., Professeur à
Hasselt. — Les multiples avantages de l'emploi de la
kainite en agriculture. Petit in-8; 1889. 1 fr. 25 c.

VASSAL (le major Vladimir), ancien Ingénieur. —

Nouvelles Tables donnant avec cinq décimales les lo¬
garithmes vulgaires et naturels des nombres de 1 à
10800, et des fonctions circulaires et hyperboliques
pour tous les degrés du quart de cercle de minute en
minute. Un beau vol. in-4 ; 1872. 12 fr.

VÉLAIN (Ch.), Docteur ès Sciences, Maître de Confé¬
rences à la Sorbonne. — Les Volcans, ce qu'ils sont
et ce qu'ils nous apprennent. Un beau volume grand
in-8, avec nombreuses figures ; 1884. 3 fr.

VERHELST (l'abbé F.), Docteur en Philosophie, Licencié
ès Sciences physiques, Professeur au collège Saint-Jean-
Bergmans, à Anvers. — Cours d'Algèbre élémentaire.

Tome I : Le calcul algébrique. Les équations du pre¬
mier degré. Grand in-8; 1890. 3 fr.

Tome II : Le calcul des radicaux; les équations du
second degré; les progressions et les logarithmes ; la
formule du binôme; 1891. 3 fr.

VIEILLE(J-), Inspecteur général de l'Instruction publique.
— Éléments de Mécanique, rédigés conformément au
Progr. du nouveau plan d'études des Lycées. 4e édit.
1 vol. in-8, avec 146 figures; 1882. 4 fr* 5° c.
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VILLIÉ (E.), ancien Ingénieur des Mines, Docteur ès
sciences, Professeur à la Faculté libre des Sciences de
Lille. — Compositions d'Analyse, de Mécanique et
d'Astronomie données depuis 1869 à la Sorbonne pour
la Licence ès Sciences mathématiques, suivies d'ExF.uciCES
SUR LES VARIABLES IMAGINAIRES. EllOllCéS et Solutions.
2 vol. in-8, avec fig., se vendant séparément.
Ire Partie : Compositions données depuis 1869. In-8;

1885. 9 fr*
IIe Partie : Compositions -données depuis i885. In-8 ;

1890. 8 fr. 5o
VILLIÉ (E.). — Traité de Cinématique à l'usage des

candidats à la licence et à l'agrégation, ln-8, avec figures;
1888. 7 fr. 5o c.

VIOLEINE (A.-P.). — Nouvelles Tables pour les cal¬
culs d'Intérêts composés, d'Annuités et d'Amortisse¬
ment. 5e édition, revue et augmentée par Laass d'Aguen,
gendre de l'Auteur. In-4 ; 1890. i5fr.

VOTEZ (L.), Conducteur des Ponts et Chaussées. -
Méthode pour les calculs des terrassements et du
mouvement des terres à l'usage des Conducteurs,
Commis des Ponts et Chaussées, Agents voyers et des
candidats aux examens pour ces emplois. 3e édition,
revue et augmentée. In-8, avec figures; 189t. 2 fr.

WALLON (E .), Professeur de Physique au Lycée Janson
de Sailly. — Traité élémentaire de l'objectif photo¬
graphique. Grand in-8 avec ligures; 1891. 7 fr. 5o c.

WEYHER (G.-L.).— Sur les tourbillons, trombes, tem¬
pêtes et sphères tournantes. Études et expériences.
2e édition. Grand in-8, avec 44 figures et 3 planches,
dont 2 en couleur; 1889. 3 fr. 5o.

WITZ (Aimé), Docteur ès Sciences, Ingénieur des Arts et
Manufactures, Professeur aux Facultés catholiques de
Lille. — Cours de manipulations de Physique, pré¬
paratoire à la Licence. (Ecole pratique de Physique). Un
beau volume in-8, avec 166 ligures ; i883. 12 fr.

WITZ (Aimé). — Exercices de Physique et applications,
préparatoires à laLicence (Ecole pratique de Physique).
In-8, avecii4 figures; 1889. 12 fr.

WITZ (Aimé). — Problèmes et Calculs pratiques
d'Electricité. (Ecole pratique de Physique.) In-8, avec
figures; 1893. 7 fr. 5o

WITZ (Aimé). — Etude sur les moteurs à gaz ton¬
nant. I11-8. avec fig. et planche ; 1884. 2 fr. 5o c.

WOLF (C.), Membre de l'Institut. — Les hypothèses
cosmogoniques. Examen des théories scientifiques mo¬
dernes sur l'origine des mondes, suivi de la traduction
de la Théorie dit Ciel de Kant. In-8; 1886. 6 fr. 5o c.

WYROUBOFF ( G.).— Manuel pratique de Cristallogra¬
phie. Détermination des formes cristallines. In-8, avec
ligures et 6 pl. sur cuivre; 1889. 12 fr.

YVON VILLARCEAU, Membre de l'Institut, et AVED DÉ
MAGNAC,Lieutenantde vaisseau.—Nouvelle navigation
astronomique. (L'heure du premier méridien est déter¬
minée par l'emploi seul des chronomètres.) Théorie et
Pratique. Un beau volume in-4, avec planche; I^77- 2<>fr.

On rvend séparément :
Théorie, par Yvon Villarceau 10 fr.
Pratique, par Aved de 1\Jagnac 12 fr.

ZWEIFEL (G.), HOFFMANN (R.), DESROZIERS (E.),
BURGHARDT frères et LANHOFFER. — Projets de
stations centrales d'énergie mécanique. Grand in-8,
avec figures et 16 planches; 1893. (Mémoires couronnés
par la Société industrielle de Mulhouse dans sa séance
du 3o novembre 1892, à la suite du concours spécial or¬
ganisé au sujet de la création d'une station centrale de
force motrice dans le Haut-Rhin, précédés du Rapport
de la Commission d'examen des projets). .6 fr.

II. - COLLECTION

ŒUVRES DES GRANDS GÉOMÈTRES.
CAUCHY (A.). —Œuvres complètes d'Augustin Cauchy,

publiées sous la direction scientifique de FAcadémie des
Sciences et sous les auspices du Ministre de l'Instruc¬
tion publique, avec le concours de Valson et Collet,
docteurs ès Sciences. 27 volumes in-4.

Iro Série. — Mémoires, Notes et Articles extraits
des Recueils de l'Académie des Sciences. 12 volumes in-4.

II0 Série. — Mémoires extraits de divers Recueils, Ou¬
vrages classiques, Mémoires publiés en corps d'Ouvrage.
Mémoires publiés séparément. i5 volumes in-4-

volumes parus.

Ire Série. — Tome I, 1882 : Théorie de la propa¬
gation des ondes à la surface d'un fluide pesant, d'une
profondeur indéfinie. — .Mémoire sur les intégrales
définies. 25 fr.

Tome IV, 18845 Tome V, 1885 ; Tome VI, 1888;
Tome VII, 1891; Tome VIII, 1893 : Extraits des
Comptes rendus cle TAcadémie des Sciences. Chaque
volume. 23 Ir.

IIe Série. — Tome VI, 1887; Tome VII, 1889;
Tome VIII, 1890; Tome IX, 1891 : Anciens Exercices
de Mathématiques ( ire, 2e, 3e, 4e c* 5° années).
Chaque volume. 25 fr.

souscription.

IIe Série. — Tome X, 1893 : Résumés analytiques
de Turin. Nouveaux Exercices de Prague. 25 fr.
Ce volume, qui paraîtra en 1893, est mis en souscrip¬

tion. Le prix est réduit,pour les souscripteurs qui fe¬
ront leur versement à l'avance, à 20 fr.
(Les anciens souscripteurs, qui désirent continuer leur souscription

sans avoir à se préoccuper des dates d'apparition des diverses parties
de la Collection, n'auront qu'à envoyer, lorsqu'ils recevront un Vo¬
lume, la somme de 20 fr pour leur souscription au Volume suivant, et
celui-ci leur sera expédié.franco dès son apparition.)
Nota. — Les volumes ne sont pas publiés d'après leur

classement numérique; on suivra l'ordre qui intéressera
le plus les souscripteurs.

liste des volumes.

Ire Série. — Tome I : Mémoires extraits des Mémoires
présentés par divers savants à VAcadémie des Sciences. —
Tomes II et III : Mémoires extraits des Mémoires de l'Aca¬
démie des Sciences. — Tomes IV à XII : Notes et articles
extraits des Comptes rendus hebdomadaires des Séances c/<
/'Académie des Sciences.

IIe Série. — Tome I : Mémoires extraits du Journal de
l'Ecole Polytechnique. — Tome II : Mémoires extraits de
divers Recueils : Journal de Liouville, Bulletin de Fé-
russac, Bulletin de la Société philomathique, Annales de
Gergonfle, Correspondance de l'Ecole Polytechnique.
— Tome III : Cours d'Analyse de l'Ecole Polytechnique. —
Tome IV : Résumé des leçons données à l'Ecole Polytech¬
nique sur le Calcul infinitésimal. — Leçons sur le Calcul
différentiel. — Tome V : Leçons sur les applications du
Calcul infinitésimal a la Géométrie. — Tomes VI à IX :
Anciens Exercices de Mathématiques.— Tome X : Résumés
analytiques de Turin. — Nouveaux Exercices de Mathéma¬
tiques, de Prague. — Tomes XI à XIV : Nouveaux Exercices
d'Analyse et de Physique. —Tome XV : Mémoires séparés.
FERMAT. — Œuvres de Fermât, publiées par les soins

de MM. Paul Tannery et Charles Henry, sous les aus¬
pices du Ministère de l'Instruction publique. In-4*
Tome I : OEuvres mathématiques diverses. — Observa¬

tions sur Diophante. Avec 3 planches en Photoglyp-
tographie ( Portrait de Fermât, fac-similé du titre de
l'édit on de 1679, et fac-similé d'une page de son
écriture); 1891. 22 fr.

Tome II : Correspondance de Fermai; 1893.
Ce volume, qui paraîtra en 189.?, contiendra la correspondance de Fer¬

mai avec Mersenne, Roberval, Pascal, Descartes, lluygcns, etc.
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Tome III : Traduction des écrits latins de Fermât, du
« Commerciiim epistolicum »> de Wallis, de 1' « In-
ventum novum u de Jacques de Itilly. Suppléments ci
la correspondance. (Fn préparation.)

FOURIER. — Œuvres de Fourier, publiées par les soins
de Gaston Darboux, Membre de l'Institut, sous les aus¬
pices du Ministère de l'Instruction publique.

Tome I : Théorie analytique de la chaleur. In-4,
xxvm-564 pages; 1888. 25 fr.

Tome II : Mémoires divers, lh-4, xvi-636 pages, avec
un portrait de Fourier reproduit par la Photoglypto-
graphie; 1890. 25 fr.

LAGRANGE. — Œuvres complètes de Lagrange, pu-
bliéesparlessoins deJ.-A. Serretet G.Darboux, Membres
de l'Institut, sous les auspices du Ministre de l'Instruc¬
tion publique. In—4» avec un beau portrait de Lagrange,
gravé sur cuivre par Ach. Martinet.

La Ire Série comprend tous les Mémoires imprimés
dans les Recueils des Académies de Turin, de Berlin et
de Paris, ainsi que les Pièces diverses publiées séparé¬
ment. Cette Série forme 7 volumes (Tomes I à VII;
1867-1877), qui se vendent séparément. 3o fr.

La IIe Série, qui est en cours de publication, se com
pose de 7 vol., qui renferment les Ouvrages didactiques,
la Correspondance et les Mémoires inédits; savoir :
Tome VIII : Résolution des équations numériques ; 1879

18 fr.
Tome IX: Théorie des fonctions analytiques ; 1881. t8 fr.
Tome X : Leçons sur le calcul des fonctions ; 1884. 18 fr.
Tome XI : Mécanique analytique, avec Notes de J. Ber¬

trand et G. Darboux (iro Partie) ; 1888. 20 fr.
Tome XII : Mécanique analytique, avec Notes de J. Ber¬

trand et G. Darboux (2® Partie) : 1889. 20 fr.
*

Tome XIII : Correspondance inédite de Lagrange et
d'Alembert, publiée d'après les manuscrits autographes
et annotée par Ludovic Lalanne; 1882. i5 fr.

Tome XIV et dernier : Correspondance de Lagrange
avec Condorcet, Laplace, Euler et divers Savants,
publiée et annotée par Ludovic Lalanne, avec deux
fac-similés; 1892. i5 fr.

LAPLACE. — Œuvres complètes de Laplace, publiées
sous les auspices de 1'Académie dès Sciences, par les Se¬
crétaires perpétuels, avec le concours de Puiseux, Mem¬
bre de l'Institut, de F. Tisserand, Membre de l'Insti¬
tut, de J. Hoiïel, Professeur à la Faculté des Se. de
Bordeaux, et Souillart, Professeur à la Faculté des Se.
de Lille. Nouvelle édition, avec un beau portrait de
Laplace, gravé sur cuivre par Tony Goutière. In-4-

Les éditions précédentes, qui sont devenues très rares, ne conte
naîent que 7 volumes, savoir : Tr aité de Mécanique céleste (5 vo¬
lumes), Exposition du système du Mondé et Théorie analytique
des probabilités. La nouvelle édition comprendra de plus 6r volumes
renfermant tous les autres Mémoires de Laplace, dont la dissémination
dans de nombreux Recueils académiques et périodiques rendait jusqu'à
ce jour l'étude si difficile.

Traité dz Mécanique céleste. Tomes I à V (1878-1882).
Tirage sur papier vergé, au chiffre de Laplace; 5 vol. in-4. 90 fr
Tirage sur papier de Hollande, au chiffre de Laplace (à petit nombre);

5 vol. in-4. 120 fr.

Les Volumes du Traite de Mécanique céleste ne se vendent plus
séparément, sauf le tomo V (papier vergé, au chiffre de Laplace) dont
le prix est de 20 fr.

Exposition du système du Monde. Tome VI (1884 )-
Tirage sur papier vergé, au chiffre de l aplace.
Tirage sur papier de Hollande, au chiffre de Laplace.

Théorie des probabilités. Tome VII (i

20 fr.
25 fr

Tirage sur papier vergé fort, au chiffre de Laplace. 35 fr.
Tirage sur papier de Hollande, au chiffre de Laplace. 43 fr.
Ce Volume, qui compren 1832 pages sur papier fort, est d'un maniement

peu facile pour les lecteurs qui veulent faire une longue étude delà
Théorie des probabilités ; aussi nous avons divisé un certain nombre
d'exemplaires en deux fascicules. Pour permettre de relier ultérieure¬
ment ces deux fascicules en un volume unique, nous avons joint au pre¬
mier fascicule un titre do l'Ouvrage complet. — Los fascicules se ven¬
dent séparément :

Premier jascicule.
Tirage sur papier vergé fort, au chiffre de Laplace. i5 fr.
Tirage sur papier de Hollande, au chiffre de Laplace. 18 fr.

Second fascicule.
Tirage sur papier vergé fort, au chiffre de Laplace. 20 fr
Tirage sur papier de Hollande au chiffre do Laplace. 25 fr

Mémoires divers, Tomes VIII à XIII.
Tome VIII et Tome IX. — Mémoires extraits des Re¬

cueils de l'Académie des Sciences ; 1891-1893.
Tirage sur papier vergé fort, au chiffre de Laplace. Chaque vol. 20fr.
Tirage sur papier de Hollande au chiffre de Laplace. Chaque vol. 25 fr.
Le Tome X est sous presse et paraîtra dans le cours

de 1893.

III. - COLLECTION

TRADUCTIONS D'OUVRAGES SCIENTIFIQUES.
Foir, pour les détails, le Catalogue général.

ABEL (Niels-Henrik). — Tableau de sa vie et de son
action scientifique, par Bjerknes. Grand in-8, avec un
portrait d'Abel (suédois). 7 fr.

BLATER (Joseph). — Table des quarts de carrés de
tous les nombres entiers de 1 à 200000. Grand in-4;
1888 (allemand).
Broché, i5.fr. | Cartonné avec signets de parchemin, 20 fr.

BOYS (C.-V. ). — Bulles de savon. In-18 jésus, avec
60 figures et 1 planche (anglais). 2 fr. 76 c.

GLAUSIUS (R.). — Théorie mécanique de la chaleur
( allemand ). In-8.

Tome I... 10 fr. j Tome II... 10 fr.
— De la fonction potentielle et du potentiel, ln-8 (al¬

lemand). 4 fr*
CLEBSCH (G.). — Leçons sur la Géométrie. 3 vol.

grand in-8, avec figures (allemand). 42 fr-
Tome I... 12 fr. | Tome II. .. i4 fr. | Tome III... 16 fr.

GREM0NA. — Les figures réciproques en Statique
graphique. G11 . in-8 et atlas de 34 pl. ( italien ). 5 fr. 5o

GULLEY. — Manuel de Télégraphie pratique. Grand
in-8, avec 252 figures et 7 planches (anglais).

Broché... 18 fr. | Cartonné... 20 fr.
FAVAR0. — Leçons de Statique graphique. — 2 vol.

grand in-8, avec 289 fig. et 2 planches (italien). 19 fr.
Tome 1 7 l'r. | Tome II.... 12 fr.

GRAY (John). — Les machines électriques à influence.
In-8, avec 124 figures; 1892 (anglais). 5 fr.

JENKIN. — Électricité et Magnétisme. In-8, avec 270
figures ( anglais ). 12 fr.

JÙPTNER DE J0NST0RFF. — Traité pratique de
Chimie métallurgique. Grand in-8, avec 79 ligures et
2 planches (allemand). 10 lr.

KEMPE. — Traité pratique des mesures électriques.
In-8, avec 145 figures (anglais). 12 fr.

L0DGE. — Les théories modernes de l'Électricité.
In-8, avec 53 figures (anglais). 5 fr.

MAXWELL. — Traité de l'Électricité et du Magné¬
tisme. 2 vol. gr. in-8, avec 122 fig. et 20 pl. (an¬
glais). 3o fr.

Tome I... i5 fr. | Tome II... i5 fr.
— Traité élémentaire d'Électricité. In-8, avec figures

(anglais). 7 fr.
0PP0LZER (I. d'). — Traité de la détermination des

orbites des Comètes et des planètes. Gr. in-8 (alle¬
mand ). 3o fr.

PR0GT0R (Richard). — Nouvel Atlas céleste. In-8,
avec 12 cartes célestes et 2 planches (anglais).

Broché... 6 fr. | Cartonné... 7 fr.
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SALMON. — Traité de Géométrie analytique à deux
dimensions. In-8 (anglais). 12 fr.

— Traité de Géométrie analytique (Courbes planes)
avec Appendice, par G. Halphen, ln-8'(anglais). 12 IV.

— Traité de Géométrie analytique à troisjdimensions.
3 vol. in-8 (anglais).
Tome I, 7 fr. — Tome 11, G fr. —■ Tome 111. 4 fr. 5o c.

— Leçons d'Algèbre supérieure, ln-8 (anglais). 10 fr.
SCOTT. — Cartes du temps et avertissements de tem¬

pêtes. I11-8, avec figures et 2 planches 01 couleurs (an¬
glais). 4 fr. 5o

SERPIERI. — Traité élémentaire des mesures abso¬
lues, mécaniques, électrostatiques et électroma¬
gnétiques, avec application à de nombreux pro¬
blèmes. ln-8 (italien). 3 fr. 5o

TAIT. — Traité élémentaire des Quaternions. 2 vol.
gr. iii-8, avec lig. (anglais). Chaque vol. séparément.

7 fr. 5o
— Conférences sur quelques-uns des progrès récents

de la Physique. Gr. in-8, avec (îg. (anglais). 7 fr. 5o
THOMSON (Sir William) (Lord Kelvin]. — Conférences

scientifiques et allocutions. Constitution de la ma¬
tière (anglais). In-8, avec figures; 1893. 7 fr. 5o c.

TYNDALL (John). — La Chaleur, Mode de mouvement.
Avec 110 figures (anglais). 8 fr.

UNWIN. — Éléments de construction de machines,
contenant une Collection de formules pour la construc¬
tion des machines. Avec 287 ligures.

Broché... 7 'fr. | Cartonné... 8 fr.
ZEUNER. — Théorie mécanique de la chaleur, avec

ses applications aux machines. 20 édition. In-8, avec
figures (allemand). 10 fr.

Voit* à la Bibliothèque photographique le? traductions (format in-18
josus ot in-8) de ISaden-PrUchard, Barton, EdeT, Liesegung, Robin-
son, liodrigues.

Instructions pratiques sur l'emploi des appareils
de projections, lanternes magiques, fantasmagories,
polyoramas, appareils pour l'enseignement, par Molteni.
3" édition. In-i8 jésus, avec figures. 2 fr. 5o c.

IV. - BIBLIOTHEQUE

ACTUALITÉS SCIENTIFIQUES.
i3o Ouvrages in-18 jésus, ou petit in-S.

(Hoir lo Catalogue général ou lo prospectus détaillé.)

derniers ouvrages parus :

- Unités et Constantes physiques, par Éverett. 4 fr-
- Introduction à la théorie de l'énergie, par Joue-
fret. 3 fr. 5o c.

- Le filage de l'huile, par l'Amiral Cloué. 2 fr. 5o c.
- Les Étoiles filantes et les Bolides, par Félix Hé-

ment. 2 fl'. 5o C.

- Précis d'analyse qualitative, par I.. Rabu. 2 fr.
-Chaleur et Froid, par J. Tyndall. 2 fr.
- La Lumière, par J. Tvxiiali.. 2 fr.
- Manuel de l'analyse des vins, par lï. Barillot.

3 fr. 5o c.

- Les Alliages, par C.-R. Aosten. 1 fr. 7.5 c.
- Influence des grands centres d'action de l'atmo¬
sphère sur le temps, par Raymond. i fr. 5o c.

- Fabrication des tubes sans soudure ( procédé Ma-
nesmann), par Reulaux. 75 c.

- Manuel pratique d'analyse bactériologique des
eaux, par Miqeel. 2 fr. 75 c.

- Bulles de savon. Quatre conférences populaires sur la
Capillarité,par Boys. In-18 jésus, avec 60 fig. et 1 pl. Tra¬
duit de l'anglais par Ch.-Edm. Guillaume; 1892. 2 fr. 76

V. - EXTRAIT DE LA BIBLIOTHEQUE

PHOTOGRAPHIQUE.

Abney (le capitaine), Professeur de Chimie et de Photo¬
graphie à l'École militaire de Chatham. — Cours de
Photographie. Traduit del'anglais par Léonce Rommelaer.
3" éd. Gr. in-8, avec planche photoglyptique; 1877. 5 fr.

Agle. — Manuel pratique de Photographie instantanée.
2" tirage. In-t8 jésus, avec 2q figures; 1S91. 2 fr. 75 c.

Aide-Mémoire de Photographie, publié depuis 1876
sous les auspices de la Société photographique de Tou¬
louse, par C. Fabius. In-18, avec figures et spécimens,
broché.... 1 fr. 75 c. | Cartonné.. 2 fr. 25 c.

Les volumes des années précédentes, sauf 1877, 1878, 1879,
1880, i883,1884, i885ef 1S8G se vendent aux mêmes prix

Annuaire général de la Photographie, publié sous les
auspices de l'Union internationale de Photographie et
de l'Union des Sociétés photographiques de France.

U11 fort volume grand in-8 de 670 pages, avec figures et
m planches (2 en photogravure, 3 en photocollographio,
5 01 similigravure); t8g3. Prix 3 fr. 5o; franco, 4 l'r. 5o

La première année se vend aux mêmes prix.
Audra. —• Le gélatinobromure d'argent. Nouveau ti¬

rage. In-18 jésus; 1887. 1 fr. 75 C.
Baden-Pritchard (H.), Directeur du Year-Book of Pho¬

tographe. — Les ateliers photographiques de l'Eu¬
rope (Descriptions, Particularités anetedotiques, Pro¬
cédés nouveaux, Secrets d'atelier). Traduit de l'anglais
sur la 2" éd. par C. Baye. In-18 jés., av. fig. ; i885. 5 fr.

On vend séparément :
Ie' Fascicule : Les ateliers de Londres 2 fr. 5o c.

II* Fascicule : Les ateliers d'Europe 3 fr. 5o c.

Balagny (George), Membre de la Société française de
Photographie, Docteur en droit. —• Traité de Photogra¬
phie par les procédés pelliculaires. Deux volumes grand
in-8, avec figures; 1889-1890.

On vend séparément :
Tome I : Généralités. Plaques souples. Théorie et pratique

des trois développements au fer, à l'acide pyrogallique et à
Vhydroquinone. 4 fr.

Tome II : Papiers pelliculaires. Applications générales des
procédés pelliculaires. Phololypie. Contre-Types. Transpa¬
rents. 4 fr.

— LÀHydroquinone. Nouvelle méthode de développement.
Second tirage. In-18 jésus ; 1890. 1 fr.

— Hydroquinone et potasse. Nouvelle méthode de déve¬
loppement à Vhydroquinone. I11-18 jésus; 1891. 1 fr.

— Les Contretypes ou Copies de clichés. In-18 jésus; 1893.
1 fr. 25 c.

JBatut ( Arthur). — La Photographie appliquée à la repro¬
duction du type d'unefamille, d'une tribu ou d'une race.
Petit in-8 avec 2 pl. phototypiques; 1887. 1 fr. 5o c.

— La Photographie aérienne par cerf-volant.Petit in-8,
avec figures et 1 planche; 1890. 1 fr. 70 c.

Berget (Alphonse"), Docteur ès Sciences, Attaché au
Laboratoire des Recherches de la Sorbonne. — Photo¬
graphie des Couleurs, par la méthode interférentielle
de M. LippmanN. In-18 j., avec fig.; 1891. 1 fr. 5o c.

Bertillon (Alphonse), Chef du service d'identifica¬
tion (Anthropométrie et Photographie) de la Préfecture
de police. — La Photographie judiciaire, avec un Ap¬
pendice sur la classification et l'identification anthro¬
pométriques. In-18 jésus, avec 8 pl.; 1890. 3 fr.
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Bonnet (G.), Chimiste, Professeur à l'Association philotech¬
nique.— Manuel dePhotolypie. In-i8jésus, avec figures
et une planche phototypique; 1889. 2 fr. 75 c.

Bonnet (G.). — Manuel d'Héliogravure et de Photogravure
en relief. In-18 j., avec fîg. et 2 pl. ; 1890. 2 fr. 5o c.

Burton (W.-K.). — ABC de la Photographie moderne.
Traduit de l'anglais sur la 6e édition par G. Huberson.
4° édition, revue et augmentée. In-18 jésus, avec fig.;
1892. 2 fr. 25 c.

Chable (E.), Président du Photo-Club de Neuchâtel.
— Les Travaux de Vamateur photographe en hiver.
20 édition,revue et augmentée. In-18 jésus,avec 46 fig.;
1892. 3 fr.

Ghapel d'Espinassoux (Gabriel de). — Traité pratique
de la détermination du temps de pose. Grand in-8, avec
Tables; 1890. 3 fr. 5o c.

Clément (R.).— Méthode pratique pour déterminer exacte¬
ment le temps de pose, applicable à tous les procédés et
à tous les objectifs, indispensable pour l'usage des nou¬
veaux procédés rapides. 3e éd. In-18 j. ; 1889. 2 fr. 25 c-

Colson (R.). — La Photographie sans objectif au moyen
d'une petite ouverture Propriétés, usage, applications.
20 édition, revue et augmentée. In-18 jésus, avec planche
spécimen; 1891. 1 fr, 75 c.

— Procédés de reproduction des dessins par la lumière.
In-18 jésus; 1888. 1 fr.

Congrès international de Photographie, (Exposition
universelle de 1889.) — Rapports et documents, publiés
par les soins de M. S. Pector, Secrétaire général. Grand
in-8, avec figures et 2 planches ; 1890. 7 fr. 5o c.

Congrès international de Photographie (20 Session).
(Exposition de Bruxelles, 1891.) - Rapport général de
la Commission permanente nommée par le Congrès in¬
ternational de Photographie tenu a Paris, en 1889.
Grand in-8, avec figures; 1891. 2 fr. 5o c.

Congrès international de Photographie (iIC et 2° ses¬
sions. —• Paris 1889, Bruxelles 1891). Vœux, Résolutions
et Documents publiés par les soins de la Commission
permanente, d'après le travail de M. le Générai, Sebert.
Grand in-8; 1892. ï fr. 5o c.

Congrès international de Photographie (20 session te¬
nue à Bruxelles, du 23 au. 29 août 1891). — Compte
rendu. Procès-verbaux et pièces annexes. Grand in-8;
1892. 2 fr. 5o

Gordier (V.). — Les insuccès en Photographie ; causes et
remèdes. 6e édit.,avec fig*. In-18 jésus; 1887. 1 fr. 75 c.

Coupé (l'abbé J. ). — Méthode pratique pour l'obtention
des diapositives au gélatinochlorure d'argent pour pro¬
jections et stéréoscope. In-18 j., avec fig. ; 1892. 1 fr. 25 c

Davanne. — La Photographie. Traité théorique et pra¬
tique. 2 beaux volumes grand in-8, avec 234 figures et
4 planches spécimens. 32 fr

On vend séparément :
y Partie : Notions élémentaires. — Historique. — Épreuves

négatives. — Principes communs à tous les procédés négatifs. —

Eprouves sur albumine, sur collodion, sur gélatinobromure d'argent,
sur pellicules, sur papier. Avec 2 planches et 120 ligures ; 1886. i0 fr.

IIe Partie: Épreuves positives : aux sels d'argent, de platine,
de fer, de chrome. — Epreuves par impressions photomécaniques.
— Divers: Les coulours en Photographie. Epreuves stéréoscopiques.
Projections, agrandissements, micrographie. Réductions, épreuves
microscopiques. Notions élémentaires de Chimie, vocabulaire. Avec
2 planches et ii/( ligures; 1888. x6 fr.

— Les Progrès de la Photographie. Résumé comprenant
les perfectionnements apportés aux divers procédés
photographiques pour les épreuves négatives et les
épreuves positives, les nouveaux modes de tirage des
épreuves positives par les impressions aux poudres co¬
lorées et par les impressions aux encres grasses. In-8;
1877. 6 ir. 5oc.

— La Photographie, ses origines et ses applications. Grand
in-8, avec figures; 1879. 1 fr. a5c.

— Nicéphore Niepce inventeur de la Photographie. Con¬
férence faite à Chalon-sur-Saône pour l'inauguration
de la statue de Nicéphore Niepce, le 22 juin i885. Grand
in-8, avec un portrait en phototypie; r885. 1 fr. 25 c.

Demarçay (J.), ancien Élève de l'École Polytechnique.
— Théorie mathématique des guillotines et obturateurs
centraux droits. Grand in-8, avec figures; 1892. 2 fr.

Donnadieu (A.-L.), Docteur ès Sciences, Professeur à la
Faculté des Sciences de Lyon. — Traité de Photographie
stérèoscopique. Gr. in-8, avec 110 fig. et un atlas de 20 pl.
stéréoscopiques en photocollographiè; 1892. 9 fr

Dumouiill. — Les Couleurs reproduites en Photographie.
Historique, théorie et pratique. In-18 j. ; 1876. 1 fr. 5o c.

—• La Photographie sans laboratoire ( Procédé au géla¬
tinobromure. Manuel opératoire. Insuccès. Tirage des
épreuves positives. Temps de pose. Epreuves instanta¬
nées. Agrandissement simplifié). 2e édition, entièrement
refondue. In-18 jésus, avec figures; 1892. 1 fr. 5o c.

— La Photographie sans maître. In-18 jésus, avec figures;
1890. ' x 1 fr. 75 c. '

Eder (le Dr J.-M.), Directeur de l'Ecole royale et impé¬
riale de Photographie de Vienne, Professeur à l'Ecole
industrielle de Vienne, etc. —La Photographie.instan¬
tanée, son application aux arts et aux sciences. Traduit
de la 2° édition allemande par O. Campo. Grand in-8,
avec 197 fig. et 1 planche spécimen; 1888. 6 fr. 5o c.

— La Photographie à la lumièré du magnésium. Ouvrage
inédit, traduit de l'allemand par Henry Gautiïier-Villars.
In-18 jésus, avec figures; 1890. 1 fr. 75 c.

Elsden (Vincent). — Traité de Météorologie a l'usage des
photographes. Traduit de l'anglais par Hector Çolard.
Grand in-8, avec figures; 1888. 3 fr. 5o c.

Fabre ( C.), Docteur ès Sciences.— Traité encyclopédique
de Photographie. 4 beaux volumes gr. in-8, avec plus de
700 figures et 2 planches; 1889-1891. 48 fr.

Chaque volume se vend séparément 14 fr.
Tous les trois ans, un Supplément, destiné, à exposer les progrès ac¬

complis pendant cette période, viendra compléter ce Traité et le main¬
tenir au courant des dernières découvertes.

Premier Supplément triennal [S.). Un beau volume grand
in-8 de 4oo pages, avec 176 figures; 1892. i4 fr.

Les cinq volumes se vendent ensemble 60 fr.
— La Photographie sur plaque sèche. Érnulsion au coton-

poudre avec bain d'argent. In-18 jés. ; r88o. 1 fr. 75 c.
Ferret (l'abbé). — La Photogravure facile et à bon

marché. In-18 jésus; 1889. 1 fr. 25 c.

Forest ( Max). — Ce qu'onpeut faire avec des plaques voi¬
lées. Photocollographiè avec des plaques voilées. Moyen
de rendre leur sensibilité aux plaques voilées. Plaques
positives au chlorobromure d'argent. Papiers et plaques
avec virage à l'encre de toutes couleurs, etc. In-18 jésus;
1893. 1 fr.

Fourtier (H.). — Dictionnaire pratique de Chimie pho¬
tographique, contenant une Etude méthodique des divers
corps usités en Photographie, précédé de Notions usuelles
de Chimie et suivi d'une Description détaillée des Ma¬
nipulations photographiques. Grand in-8, avec figures;
1892. 8 fr.

Fourtier ( H. ). — Les Positifs sur verre. Théorie et pra¬
tique. Les Positifs pour projections. Stéréoscopes et
vitraux. Méthodes opératoires. Coloriage et montage.
Grand in-8, avec figures; 1892. 4^r* 60 c.

Fourtier (H.). — La pratique des Projections. Etude
méthodique des appareils. Les accessoires. Usages et
applications diverses des projections. Conduite des
séances. 1 volumes in-18 jésus, se vendant séparément
Tomé 1. Les appareils, avec 06 figures; 1892. 2 fr. 75 c.
Tome II. Les accessoires. La séance de Projections, avec 67 fi¬

gures ; 1893. 2 fr. 75 c

Fourtier (H.). — Les Tableaux de projections mouve¬
mentés. Etude des Tableaux mouvementés ; leur confec¬
tion par les méthodes photographiques, montage des
mécanismes. In-18 jésus, avec 4 2 figures; 1893. 2 fr. 25 c.
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Fourtier (H.), Bourgeois et Bucquet. — Le Formulaire
classeur du Photo-club de Paris. Collection de formules
sur liches, renfermées dans un élégant cartonnage et
classées en trois Parties : Phototypes, Photocopies et
Photocalques y Notes et Renseignements divers, divisées
chacune en plusieurs Sections.

Première série; 1892. 4 fr-
Gariii et Aymard, Émailleurs. — La Photographie 'vi¬

trifiée. Opérations pratiques. In-18 jésus; 1890. 1 fr.
Gauthier-Villars (Henry). — Manuel de Ferrotypie.

In-18 jésus, avec figures; 1891. 1 fr.
Geymet. — Traité pratique du procédé au gclatinobro-

mure. In-i8 jésus; 1885. 1 fr. 76 c.
— Eléments du procédé au gélatinobromure. I11-18 jésus;

1882. 1 fr.
— Traité pratique de Photolithographie. 3e édition. I11-18

jésus; 1888. 2 fr. 76 c.
— Traité pratique de Phototypie. 3e édition. In-18 jésus;

1888. 2 fr. 5o c.

— Procédés photographiques aux couleurs d'aniline. In-18
jésus; 1888. 2 fr. 5o c.

— Traité pratique de gravure hêliographique et de galva¬
noplastie. 3e édit. In-18 jésus; 1885. 3 fr. 5o c.

— Traité pratique de Photogravure sur zinc et sur cuivre.
I11-18 jésus; 1886. 4 fr* 5o c.

— Traité pratique de gravure et d'impression sur zinc
par les procédés héliographiques. 2 volumes in-18 jésus,
se vendant séparément :

Ire Partie : Préparation du zinc; 1887. 2 frt
II* Partie : Méthodes d'impression. — Procédés inédits; 1887 3 fr

— Traité pratique de gravure en demi-teinte par l'inter¬
vention exclusive du cliché photographique. In-18 jésus;
1888. 3 fr. 5o c.

— Traité pratique de gravure sur verre par les procédés
héliographiques. In-18 jésus; 1887. 3 fr. 76 c.

— Traité pratique des émaux photographiques. Secrets
(tours demain, formules, palette complète, etc.) a l'u¬
sage du photographe émailleur sur plaques et sur por¬
celaines: 3e édition. In-18 jésus; i885. 5 fr.

— Traité pratique de Céramique photographique.Epreuves
irisées or et argent (Complément du Traité des émaux
photographiques). I11-18 jésus ; 1885. 2 fr. 76 c.

— Héliographie vitrifiable, températures, supports perfec¬
tionnés. Jeu de coloris. In-18 jésus; 1889. 2 *r° c*

— fruité pratique de platinotypie, sur émail, sur porce¬
laine et sur verre. In-18 jésus; 1889. 2 fr. 25 c.

Godard (E.), Artiste peintre décorateur. — Traité pra¬
tique de peinture et dorure sur verre. Emploi de la lu¬
mière ; application1 de la Photographie. Ouvrage destiné
aux peintres, décorateurs, photographes et artistes ama¬
teurs. In-18 jésus ; 1885. 1 fr. 75 c.

— Procédés photographiques par Vapplication directe sur
.
la porcelaine avec couleurs vitrifiables de dessins, pho¬
tographies, etc. In-18 jésus; 1888. 1 fr.

Jardin (Georges). — Recettes et conseils inédits à l'ama¬
teur photographe. I11-18 jésus; 1898. 1 fr. 20 c.

Joly. — La Photographie pratique. Manuel à l'usage des
officiers, des explorateurs et des touristes. In-18 jésus;
1887. 1 fr. 5o c.

Klary, Artiste photographe. — Traité pratique d'impres¬
sion photographique sur papier albuminé. In-18 jésus,
avec figures; 1888. 3 fr. 5o c,

- L'Art de reloucher en noir les épreuves positives sur
papier. 2e édition. In-18 jésus; 1891. 1 fr.

- L'Art de retoucher les négatifs photographiques. i0 édi¬
tion. In-i8 jésus, avec figures; 1891. 2 fr,

- Traité pratique de la peinture des épreuves photogra¬
phiques avec les couleurs à l'aquarelle et les couleurs à
l'huile, suivi de différents procédés de peinture appli¬
qués aux photographies. In-i8 jésus; 1888. 3 fr./ 5o c.

— L'éclairage des portraits photographiques. 7e édition,
revue et considérablement augmentée par Henry Gau¬
thier-Villars. In-18 jésus, avec fig.; 1893. 1 fr. 75 c.
Les Portraits au crayon, au fusain et au pastel obtenus

au moyen des agrandissements photographiques. In-18
jésus; 1889. 2 fr. 5o c.

La Baume Pluvinel (A. de).— Le développement de l'image
latente (Photographie au gélatinobromure d'argent).
In-18 jésus; 1889. 2 fr. 5o c.

— Le Temps de pose (Photographie au gélatinobromure
d'argent). In-18 jésus, avec figures; 1890. 2 fr. 75 c.

— La formation des images photographiques. In-18 jésus,
avec figures; 1891. 2 fr. ^5 c.

Le Bon (Dr Gustave). — Les Levers photographiques et
la Photographie en voyage. 2 volumes in-i8 jésus, avec
figures; 1889. 5 fr.

On vend séparément :
I'° Partie : Application do la Photographie à l'étude géométrique

des monuments ol à la topographie. 2 fr. y.> c.
11° Partie : Opérations complémentaires des lovers topogra¬

phiques. 2 fr. 75 c

Liesegang (Paul). — Notes photographiques. Le procédé au
charbon. Système d'impression inaltérable. 4° édition.
Petit in-8, avec figures; 1886. 2 fr.

Londe (A.), Chef du service photographique à la Salpê-
trière. —La Photographie instantanée. 2e édition. In-iS
jésus, avec belles figures; 1890. 2 fr. 75 c.

— Traité pratique du développement. Étude raisonnée
des divers révélateurs et de leur mode d'emploi.
20 édition. In-18 jésus, avec figures et 4 doubles plan¬
ches en photocollographie; 1892. 2 fr. 76 c.

— La Photographie médicale. Application aux sciences
médicales et physiologiques. Grand in-8, avec 80 figures
et 19 planches; j8q3. 9 fr.

Lumière (Auguste et Louis). Les Développateurs
organiques en Photogi aphie et le Paramidophénol. In-
18 jésus; 1893. 1 fr. 76

Marco Mendoza. — La. Photographie la nuit. Traité pra¬
tique des opérations photographiques que l'on peut faire
à la lumière artificielle. I11-18 j., avec fig.; i8q3. 1 fr. 25

Martin (Ad.), Docteur ès Sciences. — Détermination, des
courbures de l'objectif grand-angulaire pour vues, cou¬
ronné par la Société française de Photographie. (Con¬
cours de 1892.) Gr. in-8, avec figures; 1892. 1 fr. 25 c.

Masselin (Amédée), Ingénieur. — Traité pratique de
Photographie appliquée au dessin industriel, à l'usage des
Écoles, des amateurs, ingénieurs, architectes et construc¬
teurs. Photographie optique. Photographie chimique.
Procédé au collodion humide. Pose et éclairage pour
le portrait. Gélatinobromure. Platinotypie. Photogra¬
phie instantanée. Photo-miniature. Reproduction des
dessins sur papier au ferro-prussiate. I11-18 jésus, avec
figures. 2e édition ; 1890. 1 fr. 5o c.

Mercier (P.), Chimiste, Lauréat de l'École supérieure de
Pharmacie de Paris. — Virages et fixages. Traité histo¬
rique, théorique etpratique. 2 vol. in-18 j. ; 1892. 5 fr.

On vend séparément :
l" Partie : Notice historique. Virages aux sels d'or. 2 fr. 75 c.
11° Partie : Virages aux divers métaux. Fixages. 2 fr. 75 c.

Moëssard (le commandant P.). — Le Cylindrographe,
appareil panoramique. 2 vol. in-18 j., avec fig., conte¬
nant chacun une grande pl. phototypique; 1889. 3 fr.

On vend séparément :
lr* Partie : Le Cylindrographe ),holographique. Chambre uni¬

verselle pour portraits, groupes, paysages et panoramas. 1 fr. 75 c.
11" Partie : Le Cylindrographe topographique. Application nou¬

velle de la Photographie aux lovés topographiques. 1 fr. 75 c.
— Etude des lentilles et objectifs photographiques. Etude

expérimentale complète d'une lentille ou d'un objectif
photographique au moyen de l'appareil dit e. le tourni¬
quet »), avec fig. et une grande pl. (feuille analytique).
In-18 jésus; 1889. 1 lr. .7.5 c.

Chaque feuille analytique seule. 0 fr. 25 c.
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Monet (A.-L.). — Procédés de reproductions graphiques
appliquées à VImprimerie. Grand in-8, avec io3 fi g.
et i3 pl. dont 9 en couleurs; 1888. 10 IV.

Moock. — Traité pratique d'impression photographique
aux encres grasses, de phototypographie et de photo¬
gravure. 3° édition, entièrement refondue par Geymet.
In-18jésus; 1888. 3 i'r.

Odagir (H. ). — Le Procédé au gélatinobromure, suivi
d'une Note de Milsom sur les clichés portatifs et de la
traduction des Notices de Kennett et du Rév. G. Palmeb.
In-18 jésus, avec figures. 3e tirage; i885. 1 fr. 5o c.

Ogonowski (le comte E.). — La Photochromie. Tirage
d'épreuves photographiques en couleurs. Irï-iS j1891. 1 fr.

O'Maddeil ( le Chevalier G.).— Le Photographe en voyage.
Emploi du gélatinobromure. — Installation en voyage.
Bagage photographique. Nouvelle édition, revue et aug¬
mentée. In-18; 1890. i li.

Panajou, Chef du service photographique à la Faculté de
Médecine de Bordeaux. — Manuel du Photographe
amateur. r>° édition, entièrement refondue. Petit in-8,
avec figures; 1892. 2 fr. 5o c.

Pêlegry, Peintre amateur, Membre de la Société photo¬
graphique de Toulouse. — La Photographie dei
peintres, des voyageurs et des touristes. Nouveau
procédé sur papier huilé, simplifiant le bagage et facili¬
tant toutes les opérations, avec indication de la ma¬
nière de construire soi-même les instruments nécessaires.
20 tirage. In-18 jésus, avec un spécimen ; 1885. 1 fr. 70 c.

Peligot (Maurice), Ingénieur Chimiste. — Traitement des
résidus photographiques. In-18 j., av'. fig.; 1891. 1 fr. 25

Perrot de Ghaumeuz(L.).— Premières Leçons de Photo¬
graphie. 4° édition, revue et augmentée. ïn-18 jésus,
avec figures; 1882, 1 fr. 5o c.

Pierre Petit (Fils). — Manuelpratique de Photographie.
In-18 jésus, avec figures ; i883. 1 fr. 5oé.

— La Photographie artistique. Paysages. Architecture.
Groupes et Animaux. In-18 jésus; 1880. 1 fr. 20 c.

— La Photographie industrielle. Vitraux et émaux. Po¬
sitifs microscopiques. Projections. Agrandissements.
Linographie. Photographie des infiniment petits. Imi¬
tations de la nacre, de l'ivoire, de l'écaillé. Éditions
photographiques. Photographie à la lumière électri¬
que, etc. In-18 jésus; 1887. 2 fr. 25 c.

Piquepé (P.). — Traité pratique de la Retouche des cli¬
chés photographiques, suivi d'une Méthode très détaillée
d'émailiage, et de Formules et Procédés divers. 3° tirage.
I11-18 jésus, avec deux pjiotoglypties ; 1890. 4 5° c.

Pizzighelli et Hubl.— La Platinotypie. Exposé théorique
et pratique d'un procédé photographique aux sels dt
platine, permettant d'obtenir rapidement des épreuves
inaltérables. Traduit de l'allemand par Henry Gauthier-
Villars. 2° édit., revue et augmentée. In-8, avec figures
et platinotypie spécimen; 1887.

Broché.... 3 fr. 5o c. 1 Cartonné avec luxe. 4 f»'- 5o c.

Poitevin (A.). — Traitédes impressions photographiques,
suivi d'Appendices relatifs aux procédés usuels de Pho¬
tographie négative et positive sur gélatine, d'héliogra¬
vure, d'hélioplastie, de photolithographie, de phototypie,
de tirage au charbon, d'impressions aux sels de fer, etc.;
par Léon Vidal. In-18 jésus, avec un portrait pho¬
totypique de Poitevin. 2e édition, entièrement revue et
complétée; 1883. 4 ^r*

Rayet (G.). — Notes sur l'histoire de la Photographie as¬
tronomique. Grand in-S; 1887. 2 fr.

RobillSOn (H.-P. ). — La Photographie eii plein air. Com¬
ment le photographe devient un artiste. Traduit de l'an¬
glais par Hector Colard. 2eédit. 2 vol. gr. in-8; 1889. b fr.

On vend séparément :
l" Partis : Dos plaques à la gélatine. — Nos outils. — Do la com¬

position. — Do l'ombre et «le la lumière. — A la campagne. — Ce
qu'il fautphotographicr. Des modèles. —De la genèse d'un tableau.
— De l'origine des idées. Avec 11g. et 2 pl. phototypiques. 2 i'r. 76 c.

11° Partie : Des sujets. — Qu'est-ce qu'un paysage? — Des figures
dans le paysage. — Un effet de lumière. — Le Soleil. — Sur terre
et\sur mer. — Le Ciel. — Les animaux. — Vieux habits! — Du
portrait fait en dehors do l'atelier.— Points forts et points faibles
d'un tableau. — Conclusion. Avecfig. ot 2 pl. photo typiques. 2 fr. 5o c.

; Roux (V. ), Opérateur. — Traité pratique de La transfor¬
mation des négatifs en positifs servant à l'héliogravure et
aux agrandissements. In-18; 1881. 1 fr.

— Manuel opératoire pour l'emploi du procédé au géla¬
tinobromure d'argent. Revu et annoté par Stéphane
Geoffray. 2e édition, augmentée de nouvelles Notes.
In-18; i885. 1 fr. 75 c.

— Traité pratique de Zincographie. Photogravure, Auto¬
gravure, Reports, etc. 20 édition, entièrement refondue,
par l'abbé J. Ferret. In-18 jésus; 1891. 1 fr. 25 c.

— Traité pratique de gravure héliographique en taille-
doucej sur cuivre, bronze, zinc, acier, et de galvano¬
plastie. I11-18 jésus;. 1886. 1 fr, 20 c.

— Manuel de Photographie et de Calcographie, à l'usage
de MM. les graveurs sur bois, sur métaux, sur pierre et
sur verre. (Transports pelliculaires divers. Reports au-
t'ographiques et reports calcographiqués. Réductions et
agrandissements. Nielles.) In-18 jésus; 1886. 1 fr. 25 c.

— Traité pratique de Photographie décorative appliquée
aux arts industriels. ( Photocèramique et lithocéramique.
Vitrification. Emaux divers. Photoplastie, Photogravure
en creux et en relief. Orfèvrerie. Bijouterie.' Meubles.
Armurerie. Epreuves directes et reports polyebromiques.)
In-18 jésus; 1887. 1 fr. 25 c.

— Formulaire pratique de Phototypie, à l'usage de MM. les
préparateurs et imprimeurs des procédés aux encres
grasses. I11-18 jésus ; 1887. 1 Ir.

— Photographie isochromatique. Nouveaux procédés pour
la reproduction des tableaux, aquarelles, etc. In-18 jésus;
1887. 1 fr. 25 c.

Schaeffner (Allt.). — Notes photographiques, expli¬
quant toutes les opérations et l'emploi des appareils et
produits nécessaires en Photographie. 3e édition, revue
et augmentée. Petit in-8. (Sous presse.)

— La Photominiature. Conseils aux débutants. Petit
in-8; 1890. 1 fr. 5oc.

La Fotùminiatura. Instrucciones practicas. Traducido
por L.-C. Pin. Petit in-8; 1891. 2 l'r. 5o c.

— La Photogravure en creux et en relief simplifiée. Pro¬
cédé nouveau mis à la portée de MM. les amateurs et

! praticiens en taille douce et en typographie. Augmenté
d'un procédé nouveau pour la reproduction en typo-

! graphie des demi-teintes. Petit in-8, avec fig. ; 1891.
2 fr. 75 c.

Simons (A.). — Traité pratique de photominiature, photo¬
peinture et photo-aquarelle. 2° édition. In-18 jésus;
1892. , 1 fr. 25 c.

Soret (A.), Professeur de Physique au Lycée du Havre.
— Optique photographique. Notions nécessaires aux
photographes amateurs. Etude de l'objectif. Applications,

j In-18 jésus, avec 72 figures; 1891. 3 fr.
Tissandier (Gaston). — La Photographie en ballon, avec

une épreuve photoglyptique du cliché obtenu à 6oom
au-dessusdel'ile Saint-Louis, à Paris. In-8, avec figures ;

j 1886. 2 fr. 25 c.

Trutat (E.), Docteur ès sciences, Conservateur du Musée
d'Histoire naturelle de Toulouse. — La Photographie
appliquée à l'Archéologie ; Rep roduction des Monu¬
ments, OEuvres d'art, Mobilier, Inscriptions, Manuscrits.
In-18 j., avec 2 photolithographies; 1892. 1 fr. 5o c.

— La Photographie appliquée à l'Histoire naturelle.
In-18 jésus, avec 58 belles fig. et 5 pl. spécimens en pho¬
totypie, d'Anthropologie, d'Anatomie, de Concliyologie,
de Botanique et de Géologie;11892. 2 fr. 5o c.

— Traité pratique de Photographie sur papier négatif
par l'emploi de couches de gèlatinobromure d'argent
étendues sur papier. In-18 jésus, avec figures et 2 plan¬
ches spécimens; 1892. 1 fr. 5o c.
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— Traité pratique des agrandissements photographiques.
2 vol. in-18 jésus, avec io5 figures; 1891.

Ire Partie : Obtention des petits clichés ; avec 52 ligures. 2 fr. :5 c.
IIe Partie : Agrandissements ; avec 53 figures. 2 fr. 75 c.

— Impressions photographiques aux encres grasses. Traité
pratique de photocollographie ci l'usage des amateurs.
In-18 jésus, avec nombreuses figures et une planche en
photocollographie ; 189a. 2 fr. 75 c.

Viallanes (H.), Docteur ès sciences et Docteur en méde¬
cine. — Microphotographie. La Photographie appliquée
aux études d'Anatomic microscopique. In-18 jésus, avec
une planche phototypique et figures; 1886. 2 fr.

Vidal (Léon), Officier de l'Instruction publique, Pro¬
fesseur à l'Ecole nationale des Arts décoratifs. —

Traité pratique de Phototypie, ou Impression à l'encre
grasse sur couche de gélatine. In-18 jésus, avec belles
figures sur bois et spécimens; 1879. 8 fr.

— Traité pratique de Photoglyptie, avec et sans presse
hydraulique, lu—18 jésus, avec 2 planches photoglyp¬
tiques hors texte et nombreuses gravures ; 1881. 7 fr.

— Calcul des temps de pose et Tables photométriques pour
l'appréciation des temps de pose nécessaires à l'impres¬
sion des épreuves négatives à la chambre noire, en raison
de l'intensité de la lumière, de la distance focale, de
la sensibilité des produits, du diamètre du diaphragme
et du pouvoir réducteur moyen des objets à reproduire.
2e édition. In-18 jésus, avec tables; 1884.

Broché. 2 fr. 5o c. | Cartonné. 0 fr. 5o c.
— Photomètre négatifs avec une Instruction. Renfermé

dans un étui cartonné. 5 fr.
— Manuel du touriste photographe. 1 vol. in-18 jésus, avec

fig. Nouvelle édition, revue et augmentée; 1889. 10 fr.
On mend séparément.

Ir0 Partie : Couches sensibles négatives. — Objectifs. — Appa¬
reils portatifs. — Obturateurs rapides. — Pose et Photométrie. —

Développement et fixage., — Renforçateurs et réducteurs. — Ver¬
nissage et retouche des négatifs. 6 fr.

IIe Partie : Impressions positives aux sols d'argent et do platine.
— Retouche et montage des épreuves. — Photographie instantanée.
— Appendice indiquant los derniers perfectionnements. — Devis de
la première dépense à faire pour l'achat d'un matériel photogra¬
phique de campagne et prix courant des produits. 4 fr.

— La Photographie des débutants. Procédé négatif et
positif. 2e édit. In-18 j., avec fig.; 1890. 2 fr. 75 c.

— Traité de Photolithographie. Photolithographie directe
et par voie de,transfert. Photozincographie. Photocol¬
lographie. Autographie. Photographie sur bois et sur
métal à graver. Tours de main et formules diverses.
I11-18 jésus, avec a5 figures, 2 planches et spécimens de
papiers autographiques; 1893. 6 fr. 5o c.

— Traité pratique de Photogravure en relief et en creux.
In-18 jésus; 1898. (Sous presse.)

— La Photographie appliquée aux arts industriels de re¬
production. In-18 jésus; 1880. 1 fr. ôo c.

— Manuel pratique d'orthochromatisme. In-18 jésus, avec
ligures et deux planches dont une en photocollographie
et un spectre en couleur; 1891. 2 fr. 75.

Vidal (Léon), Rapporteur de la classe XII. — La Pho¬
tographie d TExposition universelle de 1889. Procédés
négatifs. Procédés positifs. Impressions photochimiques
et photomécaniques. Appareils. Produits. Applications
nouvelles. Grand in-8; 1891. 2 fr.

Vieuille (G.). — Nouveau guide pratique du photographe
amateur. 3e édition, entièrement refondue et beaucoup
augmentée. In-18 jésus; 1892. 2 fr. 75 c.

Villon, Ingénieur-Chimiste, Professeur de Technologie.
— Traité pratique de [Photogravure sur verré. In-18
jésus; 1890. 1 fr.

— Traité pratique de photogravure au mercure ou Mer-
curographie. In-18 jésus; 1891. 1 fr.

Vogel. — La Photographie des objets colorés avec leurs
valeurs réelles. Traduit de l'allemand par Henrv
Gauthier-Villars. Petit in-8, avec fig. et 2 pl.; 1887.

Broché ... 6 fr. | Cartonné avec luxe. 7 fr.
Wallon (E.), Professeur de Physique au Lycée Janson

de Sailly. — Traité élémentaire de l'objectif photogra¬
phique. Grand in-8, avec 13 5 figures; 1891. 7 fr. 5o c.

VI. - JOURNAUX.

(Les abonnements sont annuels et partent de janvier.)

ANNALES DE LA FACULTÉ DES SCIENCES DE TOU¬
LOUSE pour les Sciences mathématiques et les
Sciences physiques, publiées par un Comité de rédac¬
tion composé des Professeurs de Mathématiques, de
Physique et de Chimie de la Faculté, sous les auspices
du Ministère de l'Instruction publique et de la Muni¬
cipalité de Toulouse, avec le concours du Conseil gé¬
néral de la Haute-Garonne. In-4, trimestriel.

Prix pour un an (4 fascicules) :
Paris. 25 fr.
Départements et Union postale. 28 fr.
Chaque année depuis 1887 25 fr.

ANNALES DE L'ENSEIGNEMENT SUPÉRIEUR* DE
GRENOBLE, publiées par les Facultés de Droit, des
Sciences et des Lettres, et par l'Ecole de Médecine.
Grand in-8.
Ces Annales, fondées en 1889, comprennent annuelle¬

ment 3 numéros de 16 à 18 feuilles chacun, paraissant le
ior mars, le ior juin, le ior décembre. Chaque numéro
contient une partie réservée au Droit, aux Sciences, aux
Lettres, ainsi qu'à la Chimie, aux Sciences naturelles et à
la Médecine.

Prix de l'abonnement (3 numéros) :
France 12 fr. | Étranger ï5 fr.

Par exception, l'année 1889 ne comprend que les nu¬
méros du icr juin et du icr décembre; le prix de cette
année est réduit à 8 fr.

ANNALES DU CONSERVATOIRE NATIONAL DES ARTS
ET MÉTIERS, publiées par les Professeurs. II0 Série.
In-8, trimestriel.
Cette II0 Série, commencée en 1889, paraît chaque tri¬

mestre par fascicule de 6 feuilles in-8, avec figures et
planches.

Prix pour un an (l\ 7iumcros) :
France et Algérie 12 lr.
Autres pays 13 fr.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE
SUPÉRIEURE, publiée» sous les auspices du Ministre
de l'Instruction publique, par un Comité de Rédaction
composé des Maîtres de Conférences. In-4, mensuel, avec
figures et planches sur cuivre.
lra Série, 7 volumes, années 1864 à 1870. i5o fr.
2e Série, 12 volumes, années 1872 à 1883. 260 fr.
Table des matières et noms d'auteurs contenus dans

les 2 premières Séries. In-4 ; 1887. 2 fr.
La 3e Série, commencée en i88/j, paraît, chaque mois,

par numéro contenant 4 à 5 feuilles in-4, avec fig. et pl.
Prix pour un an (12 numéros) :

Paris 3o fr.
Départements et Union postale 35 fr.
Autres pays 4o fr.
Chaque année des 2 premières Séries.... 25 fr.
Chaque année suivante................. 3o fr.

BULLETIN ASTRONOMIQUE, publié sous les auspices
de l'Observatoire de Paris, par F. Tisserand, membre
de l'Institut, avec la collaboration de G. Bigourdan,
O. Callandreau et R. Radau. Grand in-8, mensuel.
Ce Bulletin mensuel, fondé en 1884, forme par an un

beau volume grand in\-8, avec figures et planches, de 3o à
35 feuilles.
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Prix pour un an (12 numéros) :
Paris 16 fr.

Départements et Union postale. 18 fr.
Autres pays 20 fr.
Chaque année depuis 1884 16 fr.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ INTERNATIONALE DES
ELECTRICIENS.

Ce Bulletin, fondé en i884» paraît chaque année, en
dix ou douze numéros, formant un beau volume de
3o feuilles environ, grand in-8 jésus.

L'abonnement est annuel et part de janvier.
Prix pour un an :

Paris 25 fr.
Départements et Union postale 27 fr.
Autres pays 3o fr.

Prix du numéro : 2 fr. 5o c.

Prix de chaque année depuis 1884.. 25 fr.
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE

FRANCE, publié par les Secrétaires. Grand in-8.
Ce Hulletin, qui a été fondé en 1873, comprend chaque

année de 5 à 7 numéros.
Prix pour un an :

Paris i5 (r.
Départements et Union postale 16 fr.
Autres pays 18 fr.
Chaque année depuis 1873 i5 fr.

BULLETIN DES SCIENCES MATHÉMATIQUES, rédigé
par Gaston Darboux et Jules Tannery, avec la col¬
laboration de Ch. André, Battaglini, Beltrami, Bougaief,
Brocard, Brunei, Goursat, Ch. Henry, G. Kocnigs, Lai-
sant, Lampe, Lespiault, S. Lie, Mans ion, A. Marre,
Molkf Potocki, Radau, Ray et, Raffy, S. Rindi, Sauvage,
Schoute, P. Tannery, Em. et Ed. Weyr, Zeuthen, etc.,
sous la direction de la Commission des Hautes Etudes.
Grand in-8, mensuel. IIe Série.

Publication fondée en 1870 par G. Darboux et J. Houel
et continuée de 1876 à 1886 par G. Darboux, J. Houel
et J. Tannery.

Le Bulletin des Sciences mathématiques, fondé en
1870, a formé par an, jusqu'en 1872, un volume grand
in-8 (Tomes ï, II, III). — A partir de cette époque, jus¬
qu'en décembre 1876, le Journal s'est composé de 2 vo¬
lumes grand in-8 par an (1 volume par semestre, avec
Tables).

La lra Série, Tomes I a XI, 1870 a 1876, suivie de la
Table générale des onze volumes, se vend. 90 fr.
Chaque année de cette Iro Séries© vend séparément. i5 fr.

Table générale des matières et noms d'auteurs, con¬
tenus dans la ire Série. Grand in-8; 1877. 1 fr. 5o c.

La 2e Série, qui a commencé en janvier 1877, con¬
tinue à paraître par livraisons mensuelles. Les 10 pre¬
mières années de cette 2e Série (1877 à 1886) se ven¬
dent ensemble. t20 fr.

Chacune des 10 premières années de la 2e Série
(1877 à 1886) se vend séparément. id fr.

Chaque année suivante. 18 fr.
Prix pour un an { 12 numéros ) :

Paris. 18 fr.
Départements et Union postale...... 20 fr.
Autres pays 24 fr.

La Table d'un des volumes du Bulletin est envoyée
franco, comme spécimen, à toute personne qui en fait
la demande par lettre affranchie.

COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SÉANCES
DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES. I11-4, hebdomadaire.
Ces Comptes rendus paraissent régulièrement tous les

dimanches, en un cahier de 3 a à 4o pages, quelquefois de
80 à 120.

Prix pour un an (5a numéros et 2 Tables).
Paris. 20 fr. | Départements. 3o ir.

Union postale. 34 fr.
In -il"; F.

La Collection complète, de 1835 à 1892, forme r 15 vo¬
lumes in-4. 862 fr. 5o c.

Chaque année, saut i844» '845, 1870, 1878 à 1887, se
vend séparément. 15 fr.

— Table générale des Comptes rendus des Séances de
l'Académie des Sciences, par ordre de matières et par
ordre alphabétique de noms d'auteurs. 2 volumes in-4,
savoir :

Tables des tomes l à XXXI (i835-i85o). i11-4, i853.
i5 fr.

Tables des tomes XXXII àLXI (1851-1865). In-4,1870.
i5 fr.

Tables des tomesLXII à XC1 ( !866à 1880). In-4, 1888.
i5 fr.

— Supplément aux Comptes rendus des Séances de
l'Académie des Sciences.

Tomes I et II, i856 et 1861, séparément. i5 fr.
JOURNAL DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, publié par

le Conseil d'instruction de cet établissement. 63 cahiers
in-4, ave0 figures et planches. 1000 fr.

Prix d'un des derniers cahiers jusqu'au LIV* in¬
clus. 12 fr.

Prix de chacun des cahiers suivants ( LV« à LVID).
i4 fr.

Prix du LVIII" Cahier. 10 fr.
Prix du LÏX° Cahier., 12 fr.
Prix du LX" Cahier. ro l'r.
Prix du LXI° Cahier. 11 fr.
Prix du LXil" Cahier. n fr.
Prix du LXIU* Cahier. 12 fr.

Table des matières et noms d'auteurs des Cahiers I à

XXXVII, formant 21 volumes. In-4; '858. 1 fr. 5o c.

Table des matières et noms d'auteurs des Cahiers XXXVIII
à LVI, formant 16 volumes, ln-4; 1887. 75 c.

JOURNAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLI¬
QUÉES, ou Recueil de Mémoires sur les diverses
parties des Mathématiques, fondé en i836 et publié
jusqu'en 1874 par J. Liouville; — publié de 1875 à 1884,
par H. Resal. — A partir de i885, le Journal de Ma¬
thématiques est publié par Camille Jordan, Membre de
l'Institut, avec la collaboration de M.Lévy, A. Mann-
heim, E. Picard, H. Poincaré, H. Resal. In-j, trimes¬
triel.

1" Série, 20 volumes in-4, années 1836 à 1855 (au lieu
de 600 francs). 400 fr-

Chaque volume pris séparément (au lieu de 3o fr.) a5fr.
2e Série, 19 volumes in-4, années 1856 à 1874 (au lieu de

670 fr.) 38o fr.
Chaque volumepris séparément (aulieu de 3o fr.) 25 fr.

3' Série, 10 volumes in-4, années 1875 à 1884 (au lieu
de 3oo fr.) 200 fr.
Chaque volume pris séparément, au lieu de 3o fr., 25 fr.

La 4e Série, commencée en i885, se publie, chaque année,
en 4 fascicules de 12 à >5 feuilles, paraissant au commen¬
cement de chaque trimestre.

Prix pour un an (4 fascicules) :
Paris 3o fr.
Départements et Union postale. 35 fr.
Autres pays ... 4° fr-

— Table générale des 20 volumes composant la 1" Sé¬
rie. In-4. (Épuisée.)

— Table générale des 19vvolumes composant la 2e Sé¬
rie. In-4- 3 fr. 5o c.

— Table générale des 10 volumes composant la 3" Sé¬
rie. In-4. 1 fr- 78 c'

JOURNAL DE PHYSIQUE THÉORIQUE ET APPLI¬
QUÉE, fondé par d'Almeida et publié par E. Bouty,
A. Cornu, E. Mascart, A. Potier, avec la collaboration
de plusieurs savants. Grand in-8, mensuel.

lre Série, 10 volumes in-8, années 1872 à 1881. - i5o fr.
Chaque volume se vend séparément. -i5.fr.

'
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2° Série, 10 volumes in-8, années 1882 à 1891.. i5o fr.
Chaque volume se vend séparément. i5 fr.

La 3® Série, commencée en 1892, continue à paraître
chaque mois et lorme par an un volume grand in-8 de
36 feuilles avec figures.

Paris et Union postale i5 fr.
L'ASTRONOMIE. Revue mensuelle d'Astronomie popu¬

laire, de Météorologie et de Physique du globe, don¬
nant l'exposé permanent des découvertes et des progrès
réalisés dans la connaissance de l'Univers; publiée par
Camille Flammarion, avec le concours des principaux
Astronomes français et étrangers. La Revue paraît le
ier de chaque mois, par numéros de l\0 pages, avec nom¬
breuses figures. Elle est publiée annuellement en vo¬
lume, à la fin de chaque année.

Prix pour un an (t2 numéros).
Paris : 12 fr. — Départements : i3fr. — Étranger : 14 fr.

Prix du numéro :

Paris : 1 fr. Départements et Union postale : 1 fr. >0 c.
prix des années parues :

Tomes I à XI, 1882 à 1892 (avec i833 figures environ).
Chaque Tome : Broché... 9 fr.

Relié avec luxe. r3 fr.
Prix des n volumes do la ir0 série. 70 fr.

MÉMORIAL DES POUDRES ET SALPÊTRES, publié par
les soins du Service des poudres et salpêtres, avec l'au¬
torisation du Ministre de la Guerre. Grand in-8, tri¬
mestriel.
Le Mémorial paraît depuis 1890 sous forme de Recueil

périodique, en quatre fascicules trimestriels, et forme,
chaque année, un beau Volume de 24 feuilles environ,
avec figures et planches.

Le tome l (1882) et le tome II (1889), parus avant la
transformation du Mémorial en Recueil périodique, se
vendent séparément. 12 fr.

Prix pour un an (4 fascicules) ;
Paris et départements. 12 fr.
Union postale i3 fr.

NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES. Jour¬
nal des Candidats aux Écoles Polytechnique et Nor¬
male, rédigé par Ch. Prisse, Professeur à l'Ecole Cen¬
trale et au Lycée Condorcet, Répétiteur à l'Ecole Po¬
lytechnique, et F. Rouché, Examinateur de sortie à
l'École Polytechnique, Professeur au Conservatoire des
Arts et Métiers. (Publication fondée en 1842 par Ge-
rono et Terquem, et continuée par Gerono, Prouhet,
Pourget et Prisse. ) In-8, mensuel.
1" Série, 20 vol. in-8, années 1842 à 1861. 3oo fr.

Les tomes là VII, X et XVI à XX (1842-1848, 1851 et
1857 ® 1861 ) nese vendent pas séparément. Lesautres
tomes de la ir® Série se vendent séparément. i5 fr.

2® Série, 20 vol. in-8, années 1862 à 1881. 3oo fr.
Les tomes I à III et V à VIII (1862 à 1864 et 1866 à

1869) de la 2e Série ne se vendent pas séparément.
Lesautres tomes se vendent séparément. i5 fr.

La 3e Série, commencée en 1882, continue de paraître
chaque mois par cahier de 48 pages.

Prix pour un «n (12 numéros) :
Paris 15 fr.
Départements et Union postale 17 fr.
Autres pays 20 fr.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ FRANÇAISE DE PHOTO¬
GRAPHIE. —- Grand in-8, bimensuel. (Fondé en i835.)
2° Série.

lre Série j 3o volumes, années i855 à 1884. 25o fr.
On peutse procurer lesannées qui composentlalr® Série,

sauf 1855, 1856, 1881, i883, 1885, au prix de 12 i'r.
l'une, les numéros au prix de 1 fr. 5o c., et la
Table décennale par ordre de matières et par noms

d'auteurs des Tomes I à X ( 1855 à 1864 ), au prix
de 1 'r. 5o c.

La 2e Série, commencée en 1885 a continué de paraître
chaque mois par numéro de 2 feuilles jusqu'en 1891
et chacune des années séparées pendant cette pé¬
riode se vend 12 fr. — A partir de 1892, le Bulletin
parait deux fois par mois, et forme chaque année
un beau volume de 3o feuilles avec planches spé¬
cimens et figures.

Prix pour un an à partir de 1892 (24 numéros ):
Paris et Département* i5 l'r.

- Etranger 18 fr.
BULLETIN DE L'ASSOCIATION BELGE DE PHOTO¬

GRAPHIE, Grand in-8, mensuel.
I10 Série, 10 volumes, années 1874 à i883. 25o fr.
Les volumes des années précédentes sauf 1889 et

1890 se vendent séparément. 26 fr.
Prix pour un an (12 Jiuméros) :

France et Union postale 27 fr.
BULLETIN DU PHOTO-CLUB DE PARIS. Organe offi¬

ciel de la Sociétç. Grand in-8, mensuel.
Cette Revue, fondée en 1891, est enrichie de nom¬

breux spécimens obtenus à l'aide des procédés les plus
nouveaux.

Prix pour tin an (12 numéros) :
France et Étranger. i5 fr.

Chaque numéro se 'vend séparément 1 fr. 5o e.

JOURNAL DE L'INDUSTRIE PHOTOGRAPHIQUE, Or¬
gane du syndicat général de la Photographie et de ses
applications. Grand in-8.

Tomes I à XIII, année* 1^80 à 1,892, chaque volume
3 fr. 5o c.

Prix de la collection des i3 volumes. 3o fr.

PARIS-PHOTOGRAPHE, Revue mensuelle illustrée de la
Photographie et de ses applications aux Arts, aux
Sciences et à

. l'Industrie. Directeur, Paul Nadar.
Grand in-8.

Cette Revue, fondée en 1891, est luxueusement illus¬
trée à l'aide des différents procédés actuels. Elle compte
parmi ses collaborateurs les savants les plus éininentsqui
s'occupent de la science photographique, et est destinée
en outre à guider l'amateur qu'elle renseigne sur tous
les progrès accomplis tant en France qu'à l'Etranger.

Prix pour un an (12 numéros) :
Paris. 26 fr. \ Départements. 26 fr. 5o

Union postale 28 fr.
Chaque numéro se vend séparément 2 fr. 5o c.

REVUE DE PHOTOGRAPHIE, publiée à Genève sous la
direction de E. Demole, Dr ès Sciences, depuis l'année
1889. In-8, avec figures et planches; mensuel.

Prix pour un an (12 numéros) :
Suisse 6 fr. | Union postale. 8 fr. 5o c.

VII. - RECUEILS SCIENTIFIQUES.
ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE PARIS, fondées

par Le Verrier, et publiées par l'Amiral Mouchez,
Directeur. Mémoires, Tomes l à XX. In-4, avec plan¬
ches ; 1855-i892,

Les Tomes I à X, XII, XIII et XV à XX se vendent
séparément. 27 fr.

Le Tome XI (1876) et le Tome XIV (1877) compren¬
nent deux Parties qui se vendent séparément. 20 fr.

Le Tome XXI est sous presse.

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE PARIS, fondées
par U.-J. Le Verrier, publiées de 1877 à 1891 par l'Amiral
Mouchez, et depuis 1892 par M. F. Tisserand, directeur.
Observations. Tomes I à XL, années 1800 à ï885. 4o vol.
in-4 (en tableaux); 1858 à 1893. L'année 1885 est publiée
par M. F. Tisserand.

Chaque Volume se vend séparément. 4° fr-
Voir Catalogue de l'Observatoire de Paris.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



27 ' —

ANNALES DU BUREAU CENTRAL MÉTÉOROLOGIQUE
DE FRANCE, publiées pariî. Mascart, Directeur.
Les Annales ont forme, par an, de 1878 à 1885, quatre

volumes grand in-\ avec planches ( voir pour les détails
le Catalogue général ) :

I. — Etudes des orages en France. Mémoires divers.
Chaque volume 15 fr.

II. — Bulletin des Observations Irançaises. Revue
climatologique. Chaque volume i5 l'r.

III. — Pluies en France. Chaque volume i5fr.
IV. _ Météorologie générale. Années 1878 et 1879 et

années 1882 à 1880. Chaque volume i5 fr.
Années 1880 et 1881. Chaque volume 25 fr.

Depuis l'année 1886, les Annales du Bureau central
forment trois volumes par an :

I. — Mémoires. Grand in-4.
Années : 1886, avec56pl.; — 1887, avec 38pl. ; —1888,

avec Gg pl.; — 188g, avec 25 pl. — iSgo,avec 28 pl.
1891, avec /jo pl. Chaque vol. i5 l'r.

II. — Observations. Grand in-4.
Années: 1886.1887,1888,1889,1891. Chaquevol. i5fr.

III. — Pluies en France. Grand in-4, avec 5 pL
Années : 1886,1887,1888,1889,1891. Chaquevol. 15 fr.

ANNALES DU BUREAU DES LONGITUDES. Travaux
faits à l'observatoire astronomique de Montsouris, et
Mémoires divers.

Tome 1. ln-/j, avec une planche sur acier donnant
la vue de l'Observatoire; 1877. (Rare.) 4°'*'•

Tome 11. Iu-4; 1882. a5fi.
Tome 111. In-4; 1883. 25 fr.
Tome IV. In-4, avec 2 pl.; 1890. 25 fr.

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE BORDEAUX, pu¬
bliées par Rayet, Directeur de l'Observatoire.

Tome I. lu-4, avec figures et un plan de l'Observatoire ;
i885. 3o fr.

Tome II, avec figures; 1887. 3o l'r.
Tome III, avec 3 planches; 1889. 3o fr.
Tome IV; 1892. 3'o fr.

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE ASTRONOMIQUE,
MAGNETIQUE ET MÉTÉOROLOGIQUE DE TOU¬
LOUSE. Tome 1, renfermant les travaux exécutés de
1873 à la fin de 1878, sous la direction def. Tisse¬
rand, ancien Directeur de l'Observatoire de Toulouse,
Membre de l'Institut, etc.; publié par Baillaud,
Directeur de l'observatoire, Doyen de la Faculté des
Sciences de Toulouse, ln-4, avec planche ; 1880. 3o fr.

Tome II, renfermant les travaux exécutés de 1879 à
1884, sousla direction de B. Baillaud. In-4;i886. 3ofr.

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE NICE, publiées
sous les auspices du Bureau des Longitudes, par
M. Perrotin, Directeur (,Fondation R. Bisoiioffsheim).

Tome 1 (En préparation.)
Tome II. Grand in-4, avec 7 belles planches, dont 3 en

couleur; 1887 3o fr.
Tome 111. Gr. in-4, avec 1 P'- et ntlas, contenant 17

belles pl. ( spectre solaire de M. Thollou) ; 1890. 4° fr.
Tome V (Sous presse.)

ANNUAIRE DE L'OBSERVATOIRE MUNICIPAL DE
MONTSOURIS pour 1892-1893 ; Météorologie, Chimie,
Micrographie, Application à l'hygiène ( contenant le
résume des travaux de l'Observatoire durant l'année
1891). 21e année. In-i8de 558 pages avec diagrammes
et 47 figures.
Broché 1 fr. » 1 Cartonné.. 2 fr. 5o c.

Les années 1S72, 1876, 1879, 1881, i883 ne se vendent
plus séparément.
ANNUAIRE pour l'an 1893, publié par le Bureau des

Longitudes, contenant les Notices suivantes :
Un observatoire an mont Blancj par ,1. Janssen.— Notice sur la

corrélation des phénomènes d'Electricité statique et dynamique
et la définition des unités électriques j par A. Cornu. — Discours
sur Vaéronautique prononcé ait, Congrès des Sociétés savantes ; par
.1 .Janssen.— Discours prononcé aux Junérailles de M, Ossian Bon¬
net ; par F. Tisserand, - Discours vrononcés aux funérailles de

M. l'amiral Mouchez ; par II. Faye, A. Bouquet de la Gryb et
M. Loewy. — Discours prononcé à l'inauguration de la statue du
général Perrier par J. Janssen,In-18 jésus de vi—868 pages avec 2 cartes
magnétiques.

Broché.. 1 fr. 5o c. | Cartonné 2 fr.
Pour recevoir VAnnuairefranco par laposte, dans tous

les pars faisant partie de l'Union postale, ajouter 35 c.
CONNAISSANCE DES TEMPS ou des mouvements cé¬

lestes, à l'usage des Astronomes et des Navigateurs,
pour l'an 1896, publiée par le Bureau des Longitudes.
Gr. in-8 de viu-852 pages,avec 2 cartes en couleur; i8q3.

Broché... 4 I, Cartonné... 4 7«f> c«
Pour recevoir l'Ouvrage franco dans les pays de l'Union

postale, ajouter 1 fr.
Le volume pour l'année 1896 paraîtra dans le cours de 1890.

- EXTRAIT DE LA CONNAISSANCE DES TEMPS, à
l'usage des Ecoles d'Hydrographie et des marins du
Commerce, pour l'an 1895, publié depuis l'an 1889 par
le Bureau des Longitudes. Grand in-8 ; i8g3. 1 l'r. 5o c,

L'Extrait pour 1890 et celui pour 1894 sont également
en "vente. — Prix. 1 fr. 5o c.

Par arrêté ministériel en date du 13 juillet 1887, l'emploi de cet Ex¬
trait ou de la Connaissance des Temps est prescrit comme Base des
calculs elloctuos par les aspirants aux grades de Capitaine au long cours
et do Capitaine au cabotage. — Los circulaires du Ministre do la Marine,
en date des 17 et 22 décembre 1888, recommandent expressément et
exclusivement ces deux ouvrages aux Capitaines du Commerce.

MÉMORIAL DE L'OFFICIER DU GÉNIE, ou Recueil de
Mémoires, expériences, observations et Procédés
généraux propres à perfectionner la fortification et les
constructions militaires, rédigé par les soins du Comité
des Fortifications avec l'approbation du Ministre de la
Guerre, ln-8, avec planches et nombreuses fig. Chaque vo¬
lume, à partir du n° 21, se vend 7 fr. 5o c.

Une collection complète (n08 1 à 28) est à vendre.
OBSERVATOIRE DE LYON. - Travaux de l'Observa¬

toire de Lyon, publiés sous les auspices du Conseil gé¬
néral du Rhône, par Ch. André, Directeur. Grand iu-4;
Tome I; 1888. t5 fr.

TRAVAUX ET MÉMOIRES DES FACULTÉS DE LILLE. -
Fascicules grand in-8, paraissant à époques irrégulières.
Ce nouveau Recueil, fondé en 1889, est publié par fas¬

cicules grand in-8 (avec il08 d'ordre), qui paraissent à des
époques irrégulières. Chaque fascicule ne comprend qu'un
seul travail et se vend séparément (Le détail des fasci¬
cules parus est donné dans le Catalogue général).

VIII. — ENCYCLOPÉDIE SCIENTIFIQUE
des

AIDE-MÉMOIRE.
publiée sous la direction de m. léauté,

Membre de l'Institut.

300 VOLUMES ENVIRON, PETIT IN-8, PARAISSANT
DE MOIS EN MOIS.

Il sera publié 30 à 40 volumes par an.

Chaque "volume est "vendu séparément :
Broché 2 fr. 5oc. | Cartonné, toile anglaise. 3 fr.

Le prospectus détaillé de /'Encyclopédie est envoyé
franco sur demande.

„ Cette publication, qui se distingue par son caractère pra¬
tique, reste cependant une œuvre hautement scientifique.

Embrassant le domaine entier dés Sciences appliquées,
depuis la Mécanique, l'Électricité, l'Art de l'Ingénieur, la
physique et la Chimie industrielles, etc., jusqu'à l'Agro¬
nomie, la Biologie, la Médecine, la Chirurgie et l'Hygiène,
elle sç compose d'environ 3oo volumes petit in-8.
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Chacun d'eux, signé d'un nom autorisé, donne, sous une
forme condensée, l'état précis de la Science sur la question
traitée et toutes les indications pratiques qui s'y rapportent.

La publication est divisée en deux Sections: Section
de l'Ingénieur, Section du Biologiste, qui paraissent
simultanément depuis février 1892 et se continuent avec
régularité de mois en mois.

Les Ouvrages qui constitueront ces deux Séries permet¬
tront à l'Ingénieur, au Constructeur, à l'Industriel, d'éta¬
blir un projet sans reprendre la théorie; au Chimiste, au
Médecin, à l'Hygiéniste, d'appliquer la technique d'une
préparation, d'un mode d'examen ou d'un procédé sans
avoir à lire tout ce qui a été écrit sur le sujet. Chaque vo¬
lume se termine par une Bibliographie méthodique per¬
mettant au lecteur de pousser plus loin et d'aller aux sources.

DERNIERS VOLUMES PARUS.

SECTION I)E L'INGÉNIEUR.

Le Ghatelier, Ingénieur en chef des Mines, Professeur à
l'Ecole des Mines, Répétiteur à l'Ecole Polytechnique.
— Le Grisou.

Madamet (A.), Ingénieur de la Marine en retraite, Di¬
recteur des Forges et Chantiers de la Méditerranée. —
Détente 'variable de la 'vapeur. Dispositifs qui la pro¬
duisent.

Dudebout, Ingénieur de la Marine, Sous-Directeur et
Professeur à l'Ecole d'application du Génie maritime.
— Appareils d'essai des moteurs 11 'vapeur. Appareils
d'asservissement.

Groneau, Ingénieur des constructions navales, Professeur
à l'Ecole d'application du Génie maritime. — Canons,
torpilles et cuirasses ; leur installation ii bord des bâti¬
ments.

Gautier (H.), Docteur ès Sciences,Professeur agrégé à l'Ecole
supérieure de Pharmacie. — Essais d'or et d'argent.

Lecomte, Docteur ès Sciences, Professeur agrégé d'His¬
toire naturelle au Lycée Saint-Louis. — Les textiles
végétaux. Leur examen microchimique.

Alheilig, Ingénieur de la Marine, Professeur à l'Ecole
d'application du Génie maritime. — Corderie. Cordages
en chanvre et en fils métalliques.

De Launay, Ingénieur au Corps des Mines, Professeur à
l'Ecole nationale des Mines. — Forhiation des gites mé¬
tallifères.

Bertiïl, Directeur des Constructions navales, Directeur
de l'École d'application du Génie maritime. — Etat
actuel de la Marine de guerre.

Jean (Ferdinand), Directeur du Laboratoire de la Bourse
dû Commerce et de la Société française d'Hygiène. —
Industrie des peaux et des cuirs. Analyse des matières
premières des agents auxiliaires et des produits.

Berthelot, Secrétaire perpétuel de l'Académie des Sciences.
— Traité pratique de Calorimêtrie chimique.

Viaris (marquis de), Ancien Élève de l'Ecole Polytech¬
nique, ancien Olïicier de marine. — L'art de chiffrer
et de déchiffrer les dépêches secrètes.

Langlois (Paul), Chef du Laboratoire de Physiologie à
la Faculté de Médecine, Membre de la Société de Bio¬
logie. — Le Lait.

Madamet (A.), Ingénieur de la Marine en retraite. Ancien
Directeur de l'Ecole d'application du Génie maritime,
Directeur des Forges et Chantiers de la Méditerranée.
— Distribution de la vapeur. Epures de régulation.
Courbes d'indicateurs. Tracé des diagrammes.

Guillaume (Gh.-Ed.), Docteur ès sciences, attaché au Bureau
international des poids et mesures. — Unités et étalons.

Widmann, Ingénieur de la Marine. — Principes de la
machine à vapeur.

Minel (P«), Ingénieur des constructions navales. — Intro¬
duction à l'Electricité industrielle ( Potentiel. Flux de
force. Grandeurs électriques),

Minel (P.)i Ingénieur des constructions navales. — Intro¬
duction à VElectricité industrielle (Circuit magnétique.

Lavergne (Gérard), ancien Élève de l'Ecole Polytech¬
nique, Ingénieur civil des Mines. — Les Turbines.

Hébert, Préparateur aux travaux pratiques de Chimie à
la Faculté de Médecine. — Examen sommaire des bois¬
sons falsifiées.

Naudin ( Laurent), Chimiste. — Fabrication des vernis.
Applications à l'Industrie et aux Arts.

Laurent (H.), Examinateur d'admission à l'Ecole Poly¬
technique. — Théorie des jeux de hasard.

Sinigaglia (Francesco), Ingénieur directeur de l'asso¬
ciation des propriétaires de chaudières à vapeur de
Naples, Membre correspondant du Royal Institut d'en¬
couragement d'Italie, etc. — Accidents de chaudières.

SECTION DU BIOLOGISTE.

Auvard (A.), Accoucheur des Hôpitaux. — Menstruation
et Fécondation. Physiologie tt Pathologie.

Mégnin, ancien Vétérinaire de l'armée, Membre dela'So-
ciété de Médecine légale de France. — Les acariens
parasites.

Demelin (Dr L.-A. ), Chef de clinique obstétricale à la
Faculté de Médecine de Paris. — Anatomie obstétricale.

Guénot, Chargé d'un Cours complémentaire de Zoologie
à la Faculté des Sciences de Nancy. — Les moyens
de défense dans la série animale.

Olivier (Dr A. ), ancien interne de la Maternité de Paris,
Chef du service des maladies des femmes et accouche¬
ments à la Policlinique de Paris, Membre fondateur de
la Société obstétricale et gynécologique de. Paris, Pro¬
fesseur à la Policlinique de Paris. — La pratique de
l'accouchement normal.

Bergé, Interne des Hôpitaux. — Guide de l'étudiant à
l'hôpital. Examens cliniques, Autopsies.

Charrin, Professeur agrégé, Chef du Laboratoire de Pa¬
thologie générale à la Faculté de Médecine, Membre de
la Société de Biologie, médecin des Hôpitaux, — Les
Poisons de l'organisme. Poisons de l'urine.

Roger (H.), Professeur agrégé à la Faculté de Médecine
de Paris, Membre de la Société de Biologie, Médecin
des Hôpitaux. — Physiologie normale et pathologique
du foie.

Brocq, Médecin des Hôpitaux de Paris, et Jacquet, an¬
cien interne de Saint-Louis. — Précis élémentaire de
dermatologie. Pathologie générale cutanée.

Hanot (Dr V.), Professeur agrégé, Médecin de l'Hôpital
Saint-Antoine. — De l'Endocardite aiguë.

Weil-Mantou (D' J.). —Manuel du médecin d'assurances
sur la vie. 1

Brun (de), Professeur de clinique interne à la Faculté
de Beyrouth, médecin sanitaire de France en Orient,
Correspondant de l'Académie de Médecine. — Maladies
des pays chauds. Maladies climatériques et infectieuses.

Broca, Chirurgien des Hôpitaux. — Traitement dès tu¬
meurs blanches (ostéo-arthrites tuberculeuses des mem¬
bres) chez l'enfant.

Du Gazai, Médecin principal de iie classe, Professeur à
l'Ecole du Val-de-Gràce, et Catrin, Médecin major de
ir0 classe, Professeur agrégé à l'Ecole du Val-de-Gràce.
— Médecine légale militaire.

Lapersonne (de), Professeur de clinique ophtalmologique
à la Faculté de Médecine de Lille. — Ophtalmologie. —
Maladies des paupières et des membranes externes de
l'œil.

Kœhler, Docteur ès Sciences, Docteur en Médecine, chargé
du Cours complémentaire de Zoologie à la Faculté des
Sciences de Lille. — Applications de la Photographie
alix Sciences naturelles.

(Août 18g3. )

20086 paris. - Imp. GAUTlIIER-VlLLARS ET FILS, ,

Quai des Grands-Àugustins,55.
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